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Introduccion

Ln el problema del agente viajero se da un conjunto de N ciudades y para
cada par de ciudades i, la distancia ¢;j que hay entre éstas. El problema
consiste en encontrar una permutacién 7 de civdades que minimice Jla can-

tidad
N-1
Z Crmigr F Crym
=1

Peta cantidad representa la "longitud del tour”, por lo tanto se deben visitar
las cindades en el orden especificado por la permutacion y regresar a la
ciudad inicial.

I} problema del agente viajero es el mds famoso de los problemas com-
binatorios. Esto se debe, entre otras razones, a que es un problema ficil de
plantear y sin embargo hasta la fecha es considerado como un problema dificil
do resolver, Kste problema fue uno de los primeros donde se aplicé la teorfa
de N P —completez a principios de los 70"s. A partir de entonces se ha usado
como o} ejemplo prototipo de los problemas combinatorios N P — dificiles.

Ademas, ol problema del agente viajero ha dado pie al desarrollo de
mrevos algoritmos. Por ejemplo, of método de relajacion Lagrangeana se
desarrollé a partir del trabajo de Held y Karp para resolver el problema del
agente viajero.

Una vez que se sahe que ¢l problema es NP — dificil, y por lo tanto
es huprabable que exista un algoritmo polinomial que encuentre la solucion
optima, se buscan algoritmos aproximados eficientes. ks decir, algoritinos
que encuentran una solucién cercana a la dptima en un tiempo corto. Hasta
Ja fecha, los mejores algoritmos de este tipo son aguéllos que se basan en una
téenica conocida como optimizacion local, en la que una solucion se mejora
continnamente al realizar cambios locales.

I3l objetivo de este trabajo es estudiar las propiedades del problema del
agente viajero, asi como algunos algoritinos para resolverlo y comparar la



eficiencia de éstos. La tesis esti estructurada de {a siguiente manera, En ol
primer capitulo se define y se modela ¢f problema. Ademds, se demuestra
que es un problema dificil de resolver. En el segundo capitulo se describen
algunos algoritmos que resuelven problemas combinatorios en general, Sin
embargo, se mostrard que éstos no son adecuados para resolver el problema
dol agente viajero. En el capitulo 3 se estudian algoritmos mis eficientes que
se han desarrollado especificamente para resolver este problema . Poriltinio,
se realizd un manual del paquete de cdmputo en donde se implementaron
algunos algoritinos descritos cn Ia tesis.



Capitulo 1

El Problema del Agente
Viajero.

En este capitulo se define el problema del agente viajero. Ademds se enun-
cian algunos conceptos de teorfa de grificas con el propésito de planteario
como un problema de graficas. Después se estudia el problema de progra-
macién matemdtica para mostrar que ¢l problema del agente viajero también
se puede modelar como un problema de este tipo y en particular como uno
de programacion entera binario.

Una vez definido y modelado el problema se demuestra que éste pertenece
a la clase de problemas N P- completos, lo cual significa que es un problema
dificil de resolver. Por ltimo se discuten las diferentes alternativas que se
pucden tomar, para resolver un problema, al saber que éste pertenece a la
clase NP - complela.

1.1 Conceptos Basicos de Teoria de Graficas.

En esta seccidn se definen algunos conceptos de teoria de grificas, los cuales
se utilizan a lo largo del trabajo.

Una grdfica G es una pareja (V, ), donde V' es un conjunto finito de
nodos o vértices y los elementos de £ son subconjuntos de V de cardinalidad
dos, lamados aristas. Una gréfica se denota como G = (V, E) y se representa
con puntos asociados a los vértices y lneas asocindas con las aristas. los
vértices de V se denotan como vy, vg, ..., vi. Una grdfica dirigida o digrdfica s
una grifica con direcciones asignadas a las aristas, Bs decir, una digrifica D



es una pareja (V..4) donde V7 es i conjunto de véiticos y A es un conjunto
de parejas ordenadas de vértices lamados arcos. La grilica

(= ({ey e en {[ony o)y [va,vs], [og, 4, (o2 1] [0, 2] })
y la digrifica
D = ({og, v, 03,00}, {(01,02), (22, v3), (v, 04). (04, 01), (01, 93) })

se muestra en la figura 1.1,

0‘0 0‘0

G D

Obsérvese que se usan corchetes para denotar las aristas y paréntesis para
denotar los arcos.

Si G = (V,E) cs una grifica y e = [vy, 1) estd en I, entonces se dice
que vy es adyacente a vy ( y viceversa) y e s incidente tanto a vy como a
vz, Una grifica es completa si cada par de vértices son adyacentes. El grado
de un vértice v en una grifica G es el nimero de aristas incidentes a v, Por
cjemplo; en la grifica de la figura 1.1, el vértice vy de la grifica G tiene
grado 3.

Una grdfica parcial de G = (V, E) es la grifica G, = (V, E,) donde
E, C E. Es decir, es una gréfica constituida por todos los vértices y algunas
aristas de G. En la figura 1.2 se muestra una grifica G, que ¢s grifica parcial

de G.
0'0 O OO
© () ()
‘G @ O ® W,

Fig. 1.2

Una subgrifica de G es una grifica Gy = ( Vi, £y) donde V;  Vy [vi,v5] €
Ly siy solo si vi,v; € V, y [v,v;] € E. Es decir, es una grdfica formada
por un subconjunto de vértices de G y todas las aristas de G que unen los

vértices de este subconjunto. En la figura 1.2, G representa una subgrafica
de G.



Una cadena. en nna grifica G es anasneesion de vértices
W= o, v, 0]

k> 1, tal que vy, vy40]) € B para j = 1,0k = LA W se le conoce como
cadena de vy a ve. Un eiclo es una cadena IV donde vy = v, Considérese la
grafica (¢ de fa figura 11, [eg],[ry. vy, vy, 0, 03] y {vg, 01, 00, 03] son ejemplos
de cadenas; la dltima es un ciclo. Una grifica es coneza si existe una cadena
entre cualquier par de vértices de la grafica.

Si la grafica es dirigida, la sucesion de vértices W, donde (v;, v]“) € 4,
para j = 1.,k = 1, se conoce cono camino de v ve. Un eirenito
es un camino cerrido, es decir un camino W donde v, = ne. Ef camino
[r1y 1, vay ) de Jagrifica D, en Ja figura L1, es un circuito, Un cirenito
hamiltoniano de una grifica ¢ es un circuito que incluye todos los vértices
do (0. B el contexto del problema del agente viajero a este circuito tambi'en
se le conoce como lour. Una grifica es hamiltoniana si contiene un circuito
hamiltoniano. La grifica D dela figura 1.1 contiene el circuito hamiltoniano
[V IR TRU TR U

Un camino elemental es un caunino en donde no se repiten los vértices. Si
lus arcos del caniino 1o se repiten se tiene un camino simple. Andlogamente
so deline cadena simple v cadena clemental,

Los conceptos tratados a continuacion se aplican tanto a grdficas como
a digraficns. Un drbol T = (Vp, Er) es una grifica conexa sin ciclos, B la
fignra 13, da grafica T constituye un drbol crpandido de (. Vs decir, un
drbol formado con todos los vortices de G\

ONOSC

w O

Sea T = (Vp, ) una grifica. Las signientes afirmaciones son equivalentes:
L. T es un dirbol
2, 1" es conexo y tiene | ¥y | =1 aristas
3. T no tiene ciclos, pero si se agrega nna arista a 7 se genera un 1inico
ticlo.
Una grdfica ponderada es una grifica ¢ = (V, I7) junto con uma funcion
de pesos W que va de I a IRY. Los pesos representan costos o distancias.



1.1.1 Bl Problema del Agente Viajero.

Los conceptos presentados con anterioridad permiten enunciar el problema
del agente viajero. Supdngase que un agente viajero necesita hacer un viaje
redondo a través de una coleccién de p (> 3) cindades. ;Qué rnta debe elegir
para minimizar la distancia total recorrida? Este problema puede represen-
tarse graficamente. Supdngase que (' es una digrdfica ponderada conexa
cuyos vértices v; (1 <1 < p) representan cindades, y ¢;; es ¢l peso del arco
(v, v;) que representa fa distancia que hay entre las ciudades v; y vj.
problema del agente viajero pregunta por el cirenito Hamiltoniano de menor
peso. Si la grifica no es dirigida, es decir, la distancia ¢;; no depende de la
direccién en la que se viaje, entonces el problema se conoce como problema
simélrico del agente viajero.

1.2 Programacién Matematica.

El probleina de programacién matemdtica cousiste en elegir la mejor apcidn
de un conjunto de pardmetros en presencia de ciertas restricciones para
aleanzar un fin determinade. Demanera abstracta el problema de programa-
cién matemdtica s el signiente:

min{max)f(z)

5.0
gi(z)2b; VYi=1,.,m

hij(z)=¢; Yi=1,..,n

donde z cs un vector de variables de decision, y f(x), gi(z), y hj(z) son
funciones generales.

lixisten muchas clases especificas de este problema, las cuales se ob-
tienen al poner restricciones sobre las funciones hajo consideracién y sobre
los valores que puedan tomar las variables de decision. In general, estos
problemas se pueden dividir en dos categorias: aquéllos con variables de
decision continuas y aquéllos con variables discretas, loshiltimos conocidos
como problemas combinatorios.

Dentro de los problentas continuos el que mejor se ha resuelto es o

. . y A 1 ) . . . d»Y ¢
problema de programacién lineal (PL), en of cual f(z), gi(x) y hj(z) son
funciones lineales de las variables de decision:

6



n
min(max) ) ejx;

=
8.
Z?:I ai;x; 2 b Vi=1,..,m
;20 Vi=1,.,n
ste problema se puede escribir en forma matricial como:
min ¢z
5.4
Ar 2 b
>0

donde A € My, de entradas a;; coni = 1.,my j=1,.,n

i los problemas combinaterios se husca un objeto de un conjunto finito,
o infinito numerable, como un entero, un conjunto, una perimutacién, o una
grifica. A continuacidn se dardn ejemplos de problemas combinatorios.

» Problema de Asignacion.Un conjunto de n personas estan disponi-
bles para realizar n tareas. Si la persona i realiza la tarea j, se gene-
ra un costo de ¢;; unidades, El problema consiste en encontrar una
asignacién {my, ..., m,} que minimice Y7 cir,, donde m; es la tarea
realizada por la persona i. Aqui, la solucién estd representada por la
permutacion {ry,..,7,} de los mimeros {1,...,n}.

¢ El Problema de la Mochila 0-1.Un conjunte de n articulos estin
disponibles para colocarse en una inochila con capacidad de C unidades.
i articulo 7 tiene un valor de v; unidades y ocupa ¢; unidades de
capacidad. E! problema consiste en determinar e} subconjunto { de

artfculos que deberdn incluirse en la mochila para maximizar 3 v,

i€l
sujeto a 3.y ¢ < C. Aqui, la solucidn estit dada por el subconjunto
1C{l,..,n}

¢ El Problema de Recubrimiento.Una familia de m subconjuntos
contiene n articulos, de tal manera que el subconjunto 9; contiene
n; (< n) articulos. Bl problema consiste en seleccionar k (< m)
subconjuntos {S8;,,..., 5} tales que | Ufz,h‘.} = n y que minimice
Z:f:, ¢i,, donde ¢; os el costo de seleccionar el subconjunto $;. Eu
este caso, }a solucion estd representada por una familia de subconjun-

tos { S,‘l yeeny S.‘k}.

-~



o El Problema del Arbol Expandido de Peso Minimno.Dada una
grifica ¢ no dirigida con pesos especificos en las aristas, determinar
el subconjunto de aristas que formen una grafiva conexa aciclica que
tenpa al menos una arista incidente con cada vértice de (/L y gue
minitice ol peso total de las aristas. Aqui, L solucion estd dada por
una subgrifica de ¢/,

Muchos problemas combinatorios se pueden formular como problemas
de programacion entera (PE), en donde las variables de decision toman
valores enteros, Por ejemplo, en el caso del problema de fa mochila (¢ - 1 se
definen las variables e decisién como

! si el articulo 7 se incluye
r,= 1= 1,..,n

0 en otro ¢aso

y ¢l problema se reduce al siguiente problenia de programacion entera bina-
tion:
&
max Yy, v

1=1
S.d
n
Z e <O
1=}
T, = 0,1 Vi=1l,.,n

In general, es dificil resolver el problema de programacién entera. Sin
embargo, en muchos problemas combinatorios que se plantean de esta mane-
ra es posible usar la técuica de relajacién Lagrangeana con el propésito de
generar cotas inferiores para la solucién dptima. La importancia de estas
cotas se discutird en of capitulo 2.

1.2.1 Formulacién del Problema del Agente Viajero.

A continuacion se formulard el problema del agente viajero como un pro-
blema de programacion entera binario. Se definen las variables de deeisidn
de L signiente manera:

= booosiose viaga de fa cindad 7 ala cudad 5
Ty =
J 0 en otro caso

para L= hooam i # g

Las restriceiones son las siguientes:



. Se debe entrar en cada ciudad exactamente una vez. Lis decir,

n
SNop=l Vi=lan i#] (1.1)

(=1

Se debe salir de cada ciudad exactamente una vez. s decir,

n
Yoaoy=1 Vi=l.,n i#] (1.2)
j=1

. No se permiten sublours o loops como se muestraen la figura 1.4. Se

mostrard que esta restriccién puede escribirse de la siguiente manera:

aj — ;4 nz;; <n-1 donde aj,a5 € IR (13)
2<i#£j<n '

Se mostrari que si (z,a) es una solucién factible para el problema del
agente viajero, entonees & es la asignacidn de un tour. Esto os equiva-
lente a demostrar que si z no es la asignacion de un tour, entonces
x no satisface las restricciones del problema del agente viajero. Sea
i1y i = 1) un subtour que no contiene al vértice 1, es decir i; # |
VI < § < k. Supdngase que este subtowr es una salucidn factible para
el problema del agente viajero. Entonces, del conjunto de restricciones
(1.3) se tiene ques

aj ~j, +n<n-|
a, ~ i, +ns<n -1

A, =0, +nsn~1
si se suiman estas restricciones se tiene:
(k=1 < (k- 1)n-1)

lo ¢nal es una contradiccion. 1or lo tanto, st 2 forma subtours entonees
no satisface el conjunto de restricciones (1.3) y por lo tanto no es una
solucidn factible para el problema del agente viajero.

Alora, se mostrard que si 2 es la asignacion de un lour que satisface



¢l conjunto de restricciones (1.1) v (1.2) entonces existe o € IR", tal
que (o, ) os unasolucion factible parael problema del agente viajero.

Se define

ksl ciudad rose visita en k= ésimo lugar
1, = .. -
' n sii=n

entonces, si xj; = | s ticne que
ti—aj+nei=k-(k+D4n=n-1

por otro lndo, si z;; = ) se tiene que
gi=aj+nzi;=a;—-a;<n-2<n-1

Por lo tanto, a; — aj 4 nry; < n—1 VY, 2 <i# j < n Entonces,
(, a) es una solucidén factible para el problema del agente viajero,

De acuerdo alo anterior, el problema del agente viajero se puede plantear
de la siguiente manera:

n 13
minZ =Yy, Y, e
i=1j=1.
s.a
n
Z_{:u = 1 Vi:],--,n 156]
j=1
n
Yooy = 1 Vislen if]
i=1

a; — aj + nij

IA

n-1 2<i#j<n, a,0€R
0,1 Vi<i#j<n

il

Ef conjunto de restricciones (1.3) que impide la forinacion de sublours,
en fa solucion Sptima del problema del agente viajero, se puede formular
de otra manera gque posteriormente serd de mayor utilidad. Sea § cualquier
subconjunto propio de V. Si las aristas correspondientes a x;; = | con ambos
extremos ¢n S son menos que | 9 | entonces no se forman sublours, es decir
a lo mds debe haber | 5| -1 arvistas. Por lo tanto, para eliminar subtours
se debe cumplir la siguiente desigualdad:

HIIE

€5 J€S

§1-1 V§cV,5£0 (t4)

10



Por ejemplo, considerese Ta grafica de Ta figara 1.4,

wh

Fig. 1.4

Sea § = {1,2,3) (0 5 = {4,5,6} ). El lado izquierdo de la desigualdad (1.4)
es 3, mientras que | § | ~1 = 2. Por lo tanto la desigualdad no se cumple
y como consecuencia se forman sublours. La formulacién del problema del
agente viajero en este caso es:

minZ =3y, 3, ijry

eV jev
s.1
Yoz = licv
eV
EI;,‘ = l,jEV
13
YN n < ISI-LYSCV,5#£0
1€S JES
r; = 0,1 Vijjev

Si se considera el problema simétrica del agente viajero, donde ¢;; =
c;i Vi, 7€V, la formulacion es la siguiente:

minZ = 3 3 ez

eV >t
5.4
DowitY wy o= i€V
i<i i>i
SN s < ISI-LYSCV.S#0
1€S JES, >

i

v o= 01 VijeVjsi

11



1.3 Teoria de NP-Completez.

Existen muchos problemas que no se pueden resolver can bas 1éenicas dispo
nibles de manera exacta y eficiente. Algunos de estos problemas pudrian
ser resueltos con algoritmos oficientes que adn ne se descubren. Sin em-
hargo, es muy probable que wichos de ellos no pnedan ser resncltos eficien-
temente,  Entonces, es de pran tilidad identificar este tipo de problemas
con ¢l proposito de no invertir ticmpo en buscar algoritmos que 1o existen,
La teorfa de NP-completez proporciona técnicas para identificar este tipo de
probleinas.

A continnacion se definen algunos conceptos que se utilizarin mds ade-
lante. Un problema se especifica con la descripeion generat de sus pardmetros
y las propiedades que debe tener la solucidn, Como cjemplo considérese ol
problenia del agente viajero. Los paridmetros de este problema son las ciu-
dades 1,2,..,n y para cada par de cindades i1, j Ja distancia ¢;; entre ellus.
La solucion cs una permutacion {x), 1,...,7,) de cindades que minimicen

y y ]
n-1|
=1 Cmmg + Capmy -

Un ejemplo de un prablema se obtiene al especificar los valores de todos
los parimetros del problema. Por ejemplo, un ejemplo para ol problema
del agente viajero estd dada por {1,2,3,4},e12 = 10,¢)3 = 8,004 = 9,093 =
6,024 = 9y ey = 3. La permutacion (1,2,4,3) es una solucidon de este

1424 y'hy
cjemplo con costo total de 23 unidades.

T NK
Fig.1.5 ejemplo de problema del agente viajero

Un algoritmo es un conjunto de instrucciones o reglas bien definidas
que se usan para obtener un resuitado especifico a partir de unos datos de
entrada especificos en un nimero finito de pasos.

Se estd interesado en encontrar el algoritmo mds "eficiente” que resnelva
un problema. La nocidn deeficiencia involucra todos los recursos de cémputo
que se necesitan para ejecntar un algoritino.  Sin embargo, el algoritma
"mis eficiente” generalmente significa el mds ripido. El tiempo requerido
por un algoritmo depende del tamaiio del ejemplo del problema. El tamaiio
refleja la cantidad de datos de entrada necesarios para describir el ejemplo.
Generalmente esta medida se hace de manera informal. Por ejemplo, para el

I2



problema del apente vidjoro of nimero de cindades se toma como ol taimano
del ejemplo anugue existan otros datos de entrada como Lt distancia entre
cada par de eiudades.

La funcion dc complejidad de tiempo proporciona ol mayor tiempo re-
querido por un algoritmo para resolver un ejemplo de wn problema con un
determinado tamaiio. Los algoritmos tienen nna gran variedad de Tunciones
de complejidad de tiempo y determinar cuiles algoritmos son suliciente
mente eficientes y cuidles son muy ineficientes depende de cada situacion.
Sin embargo, éstos se han dividido en algoritmos de tiempo polinomial y
algoritmos de tiempo exponencial,

Se dice que una funcién f(n) es de orden g, O(g(n)), si exisle una cons-
tante ¢ tal que | f(n) |< ¢} g(n) | para n > 0. Un algoritmo de tiempo
polinomial se deline como aquél cuya funcién de complejidad de tiempo
sea O(p(n)) para alguna funcion polinomial p y donde n es el tamaio del
cjemply del problema. Los problemas de la clase P son aquéllos para los
cuales existe un algoritmo polinomial que los resuelva. Cualquicr algoritmo
cuya funcion de complejidad de tiempo no pueda ser acotada de esta manera
se conoce coma algoribmo erponencial. Cabe hacer notar que esta definicion
incluye ciertas funciones no polinomiales, como #'%¥" | que 1o se consideran
como funciones exponenciales.  Un ejemplo de un algoritmo exponencial
para ¢l problema del agente viajero consiste en enumerar todas las posibles
soluciones para determinar endl es la dptima. Un cjemplo del problema
del agente viajero con N cindades tiene (N = 1) posibles soluciones ( si
el problema es simétrico tiene (N - 1)1/2 ). Supingase que se fiene una
computadora que lista todas las posibles soluciones de wn problema con 20
cindades en una hora. Usando esta [drmula, se requieren 20 horas para
resolver un problema con 21 cindades, 17.5 dias para resolver un problema
de 22 ciudades y aproximadamente 6 siglos para uno de 25 cindades.

Sin embargo, hay algoritmos exponenciales que son muy \tiles en la
prictica, ya que el tiempo de complejidad se define como una medida del
peor caso, por lo que muchas instancias de un problema pueden necositar
menos tiempo. Por ejemplo, ¢l algoritmo simplex para resolver problemas
de programacion lineal es un algoritmo exponencial, pero en la prictica es
muy rdpido. Otro ejemplo es el algoritmo de ramificacion y acolamiento
para el problema de la mochila. Sin embargo estos ejemplos son raros. Por
otro lado, aunque un algoritmo tenga tiempo de complejidad 2% & 1002
no se pueden considerar eficientes. Pero en la prictica los problemas que so
resuelven en tiempo polinomial estdn acotados por polinomios de grado 2 &
3 y no involueran coeficientes grandes. Batonces, se dice que un problema

13



os insoluble si no existe ningin algoritino polinomial que lo resuelva,

1.3.1 Clase NP, NP-conipletay CoNp.

La teoria de NP-completez proporciona técnicas para demostrar que un pro-
blema es tan "diffeil” como un gran mimero de problemas que son conacidos
como "dificiles”. La principal téenica que se usa para demostrar que dos pro-
blemas ostdn relacionados es "redueir” un problema en otro al transformar
cada efemplo de un problema en un cjemplo equivalente de otro proble-
ma. Para ello se considerarin problemas de decision, es decir, problemas en
donde la respuesta es st 0 no. El objetivo de restringirse a estos problemas
s hacer la teorfa mds simple. Muchos problentas combinatorios se pueden
transformar en problemas de decisién. Por ejemplo, el problema de decision
para el problema del agente viajero es :

Dada una grifica G = (V, E) con pesos cij en las arvistas (i, 7] y C un
mimero fijo, sexiste un circuito Hamilloniano cn G de peso menor o igual
aC?

Se introducird el concepto de reduccién polinomial, Supoéngase que se tiene
un problema m; que puede ser resuelto por un algoritino A. Si cada instancia
de un problema 7, se puede transformar en un cjemplo de 7y en un tiempo
polinomial, entonces claramente se puede usar este hecho y el algoritmo A
para resolver m, Si el ntimero de instancias del problema my es mayor o igual
que el mimero de instancias transformadas del problema 3, éstas se pueden
ver como casos particulares de las instancias de ;. Entonces, es razonable
afinnar que el problerna m es tan dificil (o posiblemente mis dificil) que .

Los problemas de decisién pueden tener diferentes grados de dificultad.
Pero si se tuviera una solucién candidata, serfa facil verificar si con ésta so
demuestra que la respuesta al problema de decision es si. Para los problemas
de decisién que cstdn en N P 1o se requiere que cada ejemplo del probiema
pueda ser resuclto en un tiempo polinomial por algin algoritmo. Sélo se
requicre que para las instancias del problema en la cual [a respuesta al pro-
blema de decision es si, exista una solucidn con la que se pueda verificar la
respucsti en tiempo polinomial. Fspecificamente, la clase N I jncluye aque-
llos problemas de decisién que pueden ser resueltos en tiempo polinomial si
se "adivina” la solucion con la que se puede demostrar que el problema de
decision os si. Las letras N P significan polinomial no deterministico. Es
decir, los problemas en N P se resuclven en tiempo polinomial no deter-
ministico en el sentido de que se pueden generar soluciones candidatas con
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una alta probabilidad de adivinar alguna que sicva para demostrar que la
respuesti al problema de decision es si.

It complemento de un problema de decision se obtiene al intercambiar
los papeles de las respuestas si y no. Por ejemplo, ¢l complemento del
problema de decision para el problema del agente viajero es el siguiente:

Dada una grdfica G = (V,E) con pesos cij en lus aristas [i,7] y C un
niimero fijo, jno criste ningin circuito Hamilloniano en G de peso menor
oigual a C?

Obsérvese que las instancias para las cuales la respuesta al problema de
decisidn es sf tienen como respuesta no cuando se considera el compleniento
del problema de decisién,

Il complemento de los problemas de la clase NP pertenccen a la clase
CoNP. ;Como se pueden resolver problemas que pertenecen a esta clase?
Iis decir, jcomo se puede probar que la respuesta al problema de decisidn es
no? La dnica manera es enunciar todas las posibles soluciones y verificar que
con ninguna de éstas se puede demostrar que la respuesta al problema de
decision es si. Dado que esta enumeracion se realiza en tiempo exponencial
no se puede verificar que la respuesta es no en tiempo polinomial, es decir,
existen problemas en CoN P que no estin en NP,

Si un problema r es tal que cualquier problema en N P se puede reducir
polinomialmente a 7, se dice que 7 es NP — dificil. Si ademads el problema
7 pertenence a la clase NP, entonces 7 es NP — completo. Por lo tanto,
los problemas de clase NP — completa son los mas dificiles de ta clase N P.
Los problemas NP - complelos son importantes ya que si se encuentra un
algoritmo polinomial para resolver alguno de ellos se tendrd un algoritmo
polinomial para todos los problemas en N P; es decir se habrd mostrado que
P=NP

Puede parecer sorprendente que exista un problema para el cual cualquier
problema en N P se puede reducir a él. Sin embargo, Cook demostrd en
1971 que el problema de satisfacibilidad (SAT) es NP - completo, es decir,
demostrd que la clase NP — completa no ¢s vacia. El problema de satis-
facibilidad cs el siguiente. Sea S una expresion légica que estd formada por
¢l producto de varias sumas. Por ejemplo, S = (z; + 29 + Z3) - (BT + 23 +
r3) - (F1 + T7 + 73), donde las sumas y las multiplicaciones corresponden
a las operaciones légicas y y o respectivamente y donde cada variable vale
0 (falso) 6 1 (verdadero). El complemento de la variable z; se denota por



. Se dice que una expresidn Ggica se satisface si existe una asignacion
de ceros y unos de las variables tal que el valor de la expresidn sea 1. Ll
problema SAT cousiste en deterntinar st una expresion logica se satisface.
Por ejemplo, la expresion S si se satisface lo cual puede verificarse con Ia
signiente asignacton: z, = l,z3 =1y z; =0.

In 1972 Karp demostro que existen otros problemas que perteneeen a
la clase NP — completa. Una vez que se ha encontrado un problema N P -
completo es mds fdcil demostrar que otros problemas también pertenencen a
esta clase usando la siguiente observacion: un probleina my es N P-completo
si:

1. m pertencce a NPy

2. 7 sereduce polinomialmente a ry, para algin problema 72 que pertenezca
ala clase N P — completa.

1.3.2 El Problema del Agente Viajero es NP-Completo.

Sabiendo que el SAT es NP ~ completo se realizarin las transformaciones
mostradas en el siguiente esquema para demostrar que el problema del agente
viajero es N P ~ completo.

SAT — clique — recubrimiento de vértices —
circuito hamiltoniano — problema del agente viajero

Transformacion del SAT al Cligue.

Dada una graficano dirigida G = (V, £), un clique C en G es una subgrifica
de G tal que cada vértice de C estd conectado con los demds vértices de C.
Es decir, un cligue es una subgrdfica completa. El problema de decisidn del
clique consiste en determinar, dada una grifica G y un entero k, si G tiene
un cligue de tamaiio mayor o igual a k.

El problema del clique pertenece a la clase N P ya que si se adivina un
suhconjunto de k o mds vértices se puede verificar que sea un clique en
tiempo polinomial.

A continuacion se describird la transformacion. Sea £ = E; - ky- .- 5,
una expresidn logica y sea £y = (z 4+ y + z + w) una cldusula (se usan 4
variables para ejemplificar el procedimicento). Se asocia una columna de 4
vértices con las variables en [, aunque alguna variable se repita en otra
clausula. Es decir, la grifica G tienc un vértice por cada aparicién de una
variable. Las aristas de (7 sc cligen de acuerdo a las siguientes reglas.
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o Los vortices de fa misina columna, o- decit los vértices asociados con
Jas variables de la misma eliusula, no se conectan,

o Los vértices de diferentes columnas se conectan a menos de que estén
asociados con la misma variable en forma complementaria, Es decir,
1o se conectan dos vértices de cldusulas diferentes si uno estd asociado
con la variable z y el otro con la variable F. Por ejemplo, la grifica
asociada con la expresion logica 2= (z+y+2)- T+ G+ 2) (y +72)
se muestra en Ja figura 1.6

Fig. 1.6 Grifica ¢/

Es claro que esta transformacion se puede realizar en tiempo poliiio-
mial. Alora se mostrard que G tiene un clique de tamaio mayor o
igual a k si y solo si I se satisface. Sea k igual al ndmero de clinsnlas
m. De hecho la construccion de G garantiza que el clique de tamaiio
maxino no excede de m. Supdngase que I se satisface. Entonces
existe una asignacién verdadera donde cada cldusula tiene al menos
una variable cuyo valor es uno. Se elige ¢l vértice que estid asociado
a esta variable para formar el clique. Si hay nds de una variable que
vale uno en una clausula, se elige una arbitrariamente. Fl resultado es
un clique, ya que dos vértices de diferentes columnas no estin conec-
tados solamente cuando uno es el comiplemento del otro y las variables
correspondientes no pueden valer ambas uno en una asignacidn consis-
tente, Inversamente, supdngase que (7 conticne un clique de tamaiio
mayor o igual a m. El cligue debe tener exactamente un vértice de
cada colimna ya que los vértices de una misma columna nunca estin
conectados. Las variables asociadas a dichos vértices se les asocia el
valor de uno. Si alguna variable no ha sido asignada de esta manera
entonces se le da un valor arbitrariamente. Dado que los vértices en
el eligue estan conectados y los vértices asociados con z y T no se
conectan. esta asignacién verdadera es consistente, Por fo tanto, se ha
mostrado que el problema del eligur es N £ — complelo.
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Transformacién del Problema del Clique al Problema del Recu-
brimiento de Vértices,

Sea G = (V, E) una grifica no dirigida. Un recubrimiento de vértices de
(7 es un conjunto de vértices tal que cada arista de G es incidente con al
menos uno de estos vértices. El problema de decision es cl siguiente. Dada
una grafica no dirigida G = (V, ) y un entero k, determinar si G' tiene un
recubrimiento que consiste de k o menos vértices.

El problema de recubrimiento de vértices es NP ya que si se adivina un
recubrimiento de tamaiio menor o jgual que k se puede verificar en tiempo
polinomial que la respuesta al problema de decisién correspondiente es si.

El problema del clique se reduce al problema de recubrimiento de vértices
mediante el complemento G = (V, E) de la grifica G. G tiene los mismos
vértices de G y dos vértices de G estén conectados si y slo si no lo estdn en
G. Es claro que esta transformacion se puede realizar en tiempo polinomial,

Se mostrard que si G tiene un cligue de tamasio k entonces G tiene un
recubrimiento de vértices de tamafio n - k, donde n =| V' | . Supéngase que
C = (U,F) es un clique de G . El conjunto de vértices V — U cubre todas
las aristas de G, ya que en G no hay aristas que conecten los vértices de U.
Entonces V — U es un recubrimiento de G. Si G tiene un clique de tamaiio
k entonces G tiene un recubrimiento de tamafio n — k. Inversamente, sea
un recubrimiento de vértices de G. Como D cubre todas las aristas de G, no
puede haber aristas de G que conecten vértices de V — D, Entonces V - )
genera un cligue en G. Por lo tanto, si existe un recubrimiento de tamaio
k en G, existe un cligue de tamafio n — k en G. Entonces, el problema de
recubrimiento de vértices es NP — completo.

Transformacion del Problema del Recubrimiento de Vértices en el
Problema del Circuito Hamiltoniano.

El problema del circuito hamiltoniano pertenece a la clase N P ya que si se
adivina un ordenamiento de los vértices se puede verificar en tiempo poli-
nomial que todas las aristas requeridas para formar el circuito hamiltoniano
pertenecen al conjunto de aristas de la grifica.

Considérese un ejemplo del problema de recubrimiento dada por la grifica

"G = (V,E) y sea k un entero positivo tal que k <| V |. Se debe construir

’ ! l U 4 . . . . . s
una grafica G' = (V', E') tal que G’ tenga un circuito hamiltoniano si y sélo
si G tiene un recubrimiento de vértices de tamafio menor o igual a k.

‘ 1" g o ‘
La grifica G tiene k vértices sclectores a,,ay, ..., ax que se usardn para
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soleccionar b vértices del conjunto ¥V de . Ademis, (" estd formada por
componentes enlazadas, Para cada arista en £, G" contiene una componente
gne servirid para asegurar que al menos uno de los vértices que forman esta
arista estd dentro de los K vértices seleccionados. La componente para
¢ = [u, 0] de E se ilustra en la figura 1.7,

wel) ey ued)  ed)  ed  eo)

(ved)  (ve)  (ved)  (ved) (ved) (v ,,0)

Fig. 1.7 Componente para fa arista e = [u, v
Cada componente tiene 12 vértiees,

Vi = {(nei)y(u,e,i) 1 < 0 < 6)

y 14 aristas,
Eo= {{(we i) (uye,i 4+ D), {(nei)(v,6,i+1)};1 i< 5)
U 1, 6,3), (v,e, 1)), {(v,,3), (1w, ¢, 1)})

U 1z, e,6), (v,e,0)}, {(v,€,6), (1,e,4)})

Los tinicos vértices de las componentes que forman parte de las aristas
del resto de la grifica G' son (u,¢,1),(v,¢,1),(u,,6) y (v,¢,6). Por lo
tanto, cualquier circuito hamiltoniano en G' debe recorrer las aristas de E,
en alguna de las tres formas mostradas en la figura 1.8;

~ w.e.l) (u.c.(y . .(u (A} u c,(2 .
L4 -~ . L4 -
¢ e Ve®® 1 el v,e,6)
() (b) )

Iig. 1.8 'Tres posibles recorridos de las aristas de una componente para
[u,v) por el circuito hamiltoniano que corresponden a los siguien-
tes casos: a)u pertenece al recubrimiento pero v no, b) uy v
pertenecen al recubrimiento y ¢) v pertenece al recubrimiento

pero u no.
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Entonces, si el circuito hamiltoniano entra en esta componente por of
vértice (u,¢e,1) debe saliv por ol vértice (u, e, 6) v visitar los 12 vértices dol
recubrimiento o inicamente los signientes 6 vértices (1, e, 1), 151 <6

Las aristas de G’ que no pertenecen a alguna componente sirven para
coneclar parejas de comnponentes o para coneclar una componente con un
vértice selector, Para cada vértice v de V se ordenan arbitrariamente todas
las aristas incidentes a v: ey}, €yfa]s -y Cofgr(w))s donde gr(v) denota el grado
de v en (7. Todas las componentes asociadas con estas aristas se conectan
mediante las siguientes aristas:

I”‘:; = {{(“\cv[llw(i)a (va"l:[i-H]‘ 1)}1 bP<i<gr( ”)}}

H .. . N
Como se muestra en la figuin 1.9, esto genera una dnica trayectoria en (4
que incluye aquellos vértices (2, *Yeon 2 = n.

. eyl
, V.e\lrm»hl)

Ve, 6)

Fig. 1.9

Al . oy . ’ . v .

El resto de las aristas de (7 unen el primero y ¢l dltimo vértice de estas
trayectorias a cada vérlice seleclor 4y, ag, ..., ax. Estas aristas se especifican
de la siguiente manera:

H

o= {{a,—,(n.c,,[l], DY, fai, (v, 0@ 6)} 1 <1 < Ryve VY

Al s T . . 3 . v .
Entonees, la grifica (¢ tiene el siguiente conjunto de vértices:

Vis (et <ickul YV

el

v ¢l siguiente conjunto de avistas:

E=lE)ul Uk uE

c¢ll veV

L) TN ' . . . . .
s ficil ver que (7 se puede construir a partir de ¢ en ticmpo polinomial.
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A continuacion s mostrard que st G tiene un etrenita hamiltoniano
entonces ¢4 tiene mn reenbrimionto de cardinalidad menor o gual que £
Supdngase que < oy, 1y, .ty >, donde =] V|, es un cirenito hamiltoniana
de (*. Considérese una porcién de este cirenito que comienza e un vértice
del conjumto {ay, ag,....m ). terming en un vértice del mising conjunto v no
couttiene estos vértices en of interior de la trayectoria. Debido aly manera
en que el circuito hamiltontano debe pasar a través de una componente (vor
figura 1.8), si o circuito entra en una componente por un vértice v de V'
entonces sale de esa componente por el mismo vértice v y necosariamente
entra a otra componente por v, kntonces, vsta porcion del circuito recorve las
componentes asociadas a todas aquellas aristas de £ que son incidentes i un
vértice particnlar ¢ de V. Por tanto, los & vértices del conjunto {ay, ..., ax}
dividen of cirenito hamiltoniano en k trayectorias, donde cada trayvectoria
corresponde @ nu vértice diferente de V.

El circuito hamiltoniano debe incluir todos los vértices de vada wna de
fas componentes, las cuales estan asociadas a una arista ¢ de K. Cada
cumponente se recorre por Una trayectoria asociada a uno de los vértices de
¢ {easo ¢ o ¢ de la figura 1.8) o por dos trayectorias asociadas con los dos
virtices de ¢ (caso b). Por lo que cada arista de e debe estar formada al
menios por uno de los k vértices seleccionados, Por to tanto, este conjunto
de k vértices forma un recubrimiento de G\

Ahora se mostrard que si G tiene un recubrimiento menor o igual a &
entonces G tiene un circuito hamiltoniano. Supdngase que V* C V es nn
recubrimiento de G con | V* [< k. Se puede asumir que | V' |= & puesto
que si se agregan inds vértices de V también se tendrd un recubrimiento.
Los elementos de V* se etiquetan como vy, vy, ..., 1. Se eligen las siguientes
aristas para formar un circuito hamiltoniano en G

L. Para cada componente de ¢, asociada a una arista e = [u,v] de &,
se eligen las aristas especificadas en la fipura 1.8 dependiendo de si o
estien V5 pesti en V2o uy vestin en V7. Se debe cumplir alguna
de estas tres posibilidades ya que 17* os un recubrimiento de G,

NS

\ . . 4 . ‘ .

Se eligen todas las aristas en B, para | <0 < ko Es decr, las
aristas que unen aquellas componentes asociadas a aristas en F que
son incidentes 2 un mismo vértice v; de V7,
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3. Se eligen las aristas

{(I,‘,(U,,l‘,.‘[.], l)}, ! < 1 < k
{aipn, (Vi ey fyr(u) O 1 S i<k
{a1: (ko for () 6))
las cuales unen las componentes con los vértices sclectores.

Para mostrar que es un circuito hamiltoniano se debe verificar que

o todos los vértices de G estén incluidos exactamente una vez, lo cual
es cierto puesto que en (1) se se incluyen todos los vértices de cada
componente y en (3) se incluyen los vértices selectores a; para 1 <1 <
k. Obsérvese que inicamente se repite e} vértice ay, el cual puede ser
considerado como el vértice inicial y final del circuito hamiltoniano.

o Parael ordenamicnto de vértices de G' todas las aristas requeridas para
formar el circuito hamiltoniano pertenecen a E’. Esto sc cumple ya
que el conjunto de aristas de (1) es un subconjunto de Ef, el conjunto

de aristas de (2) es un subconjunto de E! y las aristas de (3) son un

subconjunto de E",

Se ha mostrado que el problema del circuito hamiltoniano es NP -
completo.

Ejemplo 1.3.1 Se cjemplificard el procedimiento de la transformacion del
problema de recubrimiento de vértices al problema del circuito hamiltoniano,
Para ello considérese un ejeinplo del problema de recubrimienlo representada
por la grifica G de la figura 1.10:

Fig. 1.10 Grifica G ™
Se ha cliquetado cada arista de G de dos muneras diferentes, una por
cadu vértice incidente a ésta. Por ejemplo, la arista [u, 2] es etiquelada como
ey3 Y €1 lo cual significa que es la tercera arista incidente al vértice v y la
primera incidente a z, Sea k = 2.
La grdfica G' liene 5 componentes, puesto que G tiene 5 aristas, y 2 vértices
selectores uy y ay, ya que k = 2. Cada vérlice estd unido por las aristas que
se muestran en la figura 1.11.
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Fig. 1.11 Grafiea ¢/
Lu grifica G tiene un recubrimiento de cardinalidad menor o igual que
2 a saber {u, w}. Porlo tanto, la grifica (! tiene un cirenito hamiltoniano
representada en la figura 111 con lineas puntcadas.

Transformacion del Problema Circuito Hamiltoniano en el Proble-
ma del Agente Viajero.

Dado un mimero positivo Ly un tour para un gjemplo del problema de de-
¢ision, asociado al problema del agente viajero, se puede verificar en tiempo
polinomial que Ia Jongitud de este tour es menor o igual a k. Vor lo tanto,
¢l problema de decision asociado al problena del agente viajero pertencce a
la clase NP,

Sea G = (V. F), donde | V {= n, un ¢jemplo del problema del circunito
hamiltoniano. Bl correspondiente cjemplu para of problema dol agente via-
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ero G tene wp vonjunto ¢ de dudades cuyos elenentos sop os de VL La

distameta entre cada par de cindades eory en € define como

div,. v = { Fosifronje

2 enootro caso

Es claro que esta transformacion se ptede realizar en tiempo polinomial.

Se mostrarid gque (7 tiene un circuito hamiltoniano si y solo si existe un
tour que incluye todas Jas cindades de €' coya longitud es menor o ignal a
k. Sea k= n. Supéngase que < vy, vg,..., 1 > es un circuito hamiltoniano
de (7. Entonces < vy, 9.0, ¢, > constituye un tour para ¢ de langitud
n o=k ya que la distancia viajada entre cada par de ciudades corresponde
a nna arista de Gy por lo tanto tiene longitud 1. Inversamente, supdngase
PIe < ey, e Uy 2 oes un tour de G con longitud menor o igual a b Dado
que ta distancia entre cada par de ciudades es 1 6 2 v dado que se suman n
distaueias para calcular Ia longitud del tour. ¢l hecho de que b = n implica
que la distancia entre cada par de ciudades es 1. Por la manera en como
se definié 67, las aristas {vi, vigr] 1 <0 < my [om, vy] son aristas de (7,
Fntonces < vy, 1y, ..., > es un circuito hamiltoniano de ¢, Par lo tantn,
¢l problema del agente viajero es un problema AP - completo,

1.4 Motivacidn.

Al saber que un problema es N P~ complelo se pueden tomar varios caminos,
Si el problema es pequefio entonces se puede resolver cficientemente con
algin algoritmo exacto. Perosi ef problema no es pequeiio la bisqueda de un
algoritmo eficiente y exacto no es prioritario. Es imds apropiado concentrarse
en metas menos ambiciosas, Por cjemplo, buscar algoritmos eficientes que
resuelvan casos particulares del problema gencral. Buscar algotitmos que
aunque no exista garantia de ser eficientes lo sean en la mayorfa de los casos,
Relajar el problema y buscar algoritmes cficientes para el nuevo problema.
Otro enfoque consiste en disefiar algoritinos "henristicos™ eficientes los cuales
aunque no garanticen obtener la solucidn dptima obtienen una cercana a
ésta.



Capitulo 2

Algoritmos para Problemas
Combinatorios.

En este capitulo se describen algunos algoritinos que resuelven cualquier
tipo de problemas combinatorios, al cual pertenece el problema del agente
viajero. Se discutirdn tres tipos de algoritmos. Los primeros obtienen la
solucién dptima del problema bajo consideracion (algoritmos exactos). Con
¢l segundo tipo de algoritmos se obtiene soluciones factibles aproximadas a
la dptima (algoritmos heuristicos). Por dltimo, se presentard un algoritmo
con el cual se ohtienen tinicamente cotas inferiores del valor dptimo en el
caso de problemas de minimizacion, es decir este algoritino no proporciona
soluciones factibles,

El capitulo estd estructurado de la siguiente manera. Ln la primera
seccion se discute la relacion que existe entre los algoritmos heuristicos y
aquéllos con los cuales dnicamente se ohtienen cotas inferiores del valor
optimo. Ademids se explica la importacia de aplicar este \ltimo tipo de
algoritmo para saber qué tan huena es la solucidn que se obticne con los
heuristicos. En la segunda seccion se presentan los algoritmos exactos y en
la dltima seccion se discuten los heuristicos.

2.1 Relacion entre los Diferentes Tipos de Algo-
ritmos.

Comnto se vid en of capitulo 1, en ocasiones es cunveniente usar algoritmos
heurfsticos cuando se tienen problemas NP — Completos. Sin embargo,



surge el problema de qué tan buena es la solucidn generada con este tipo
de algoritmos. Una manera de evaluar los algoritmos heuristicos consiste e
encontrir cotas sobre lo alejada que estd ln solucion generada de la solucion
Gptima en ol peor caso o en ¢l caso promedio. Pero este tipo de andlisis
generalmemeo os dificil y ademids no proporciona snficiente inforntacidn para
decidir si la solucién generada mediante estos procedimientos ¢s buena para
wia iustancia del problema. s decir, se desea conocer cdmo se comporta
un algoritmo heurfstico para la instancia del problema en la que se estd
interesado. La relajacion Lagrangeana, que se estudiard mds adelante, es
un clemento importante para obtener este tipo de informacion. La relacion
que existe entre la relajacion Lagrangeana y los algoritinos heurfsticos se ve
claramente con los siguientes diagramas,

Considérese una instancia de un problema de minimizacién N P~comple-
lo. Si se dibuja una linea vertical donde se representen Jos valores de fa
funcion ohjotivo, entonces on algin Ingar de esta linea estd ol valor éptimo
de la instancia del problema cousiderado,

El éptimo divide la linea de valores en dos partes:

o arriba del valor dptimo ( desconocido ) se encuentran las colas supe-
riOres;

e abajodel valor dptimo ( desconocido ) se encuentran tas cotas inferiores

. valores
cotas superiores
(heuristicos) ,
valor dptimo
cotas inferiores (problema de minimizacién)
(relajaciones)

Fig. 2.1

Con cl fin de encontrar el valor dplimo, cnalquier algoritimo deberia caleular
colas superiores ¢ inferiores para este valor. La calidad de estas cotas os
importante para ol éxito computacionad de cualquier algoritino:

o se desea obtener cotas superiores lo mils cercanas posible al valor
optimo, es decir, lo mds pequeiias posible;

o sodesea obteuer cotas inferiores lo mits cercanas posible al valor optimo,
s decir, lo mds grandes posible.
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La relacion entre los métodos heuristicos y las relajaciones se puede ver en el
diagrama anterior. La cota inferior forma el extremo de wn intervalo y la cota
superior constituye el otro extremo del intervalo. Si fa longitud del intervalo
es relativamente pequeiia, se puede afirmar que la solucion generada con el
algoritimo heuristico ¢s una huena solucidn.

En el contexto de un problema de minimizacién, la cota superior se
genera mediante algin método heuristico.  Por otro lado, la téenica mas
conocida en el caso lineal para generar cotas inferiores es la relajacion de
programacidn lineal (P'L). Fa esta relajacion se considera vua formulacion
de programacion entera del problema y se relajan las restricciones de inte-
pralidad, Fl resultado es un problema de programacion lineal. Al resolver
este problema se obtiene una cota inferior para la solucidn dptima del pro-
blema original. Otro método para encontrar cotas inferiores es la relujacion
Lagrangeana, la cual es muy usada, Cuando este tipo de relajaciones se
combinan con algoritinos de ramificacién y acotamiento (los cuales se verdn
en Ja siguiente seccion) es posible encontrar la solucion dptima del problena,

2.2 Algoritmos Exactos.

2.2.1 Algoritmos de Ramificacién y Acotamiento.

Todo problema acotado de programacion entera tiene un mimero finito de
soluciones factibles. Entonces, una manera de resolver este tipo de pro-
blemas es eviluar cada una de las soluciones y seleccionar la dptima al
comparar cada solucion con las demas. A este método se le conoce como
enumeracion ezhaustiva. Sin embargo, el mimero de soluciones factibles ge-
neralinente es muy grande. Por esta razén es necesario un procedimiento
de enumeracidn que cxamine un pequefio nimero de soluciones factibles. A
este procedimiento se le conace como enumeracion parcial. Los algoritinos
de ramificacion y acotamicnto son procedimientos de enumeracion parcial,
ya que climinan algunas soluciones no prometedoras antes de ser evaluadas,

La idea bisica en la que se apoya este método es divide y vencerds.
Es demasiado complicado resolver directamente el problema original, por
esta razén se divide en subproblemas cada vez mids pequeiios hasta que se
puedan resolver. La divisién ( ramificaciin ) se hace mediante una particidn
del conjunto completo de soluciones factibles en subconjuntos mis pequetios.
Se husca el dptimo al acotar [a mejor solucion en cada subconjunto y después
se descartan aquellos subconjuntos cuya cota indique que no que contiene
la solucion Sptima para e} problema original.
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Los pasos de ramificacidn y acotamiento permiten una gran flexibildad
al diseiar un algoritmo especifico para un determinado problema y tienen
un efecto importante sobre i eficiencia computacional del algoritmo. s
decir, existen varias estrategias de ramificacion y acotamiento dependientdo
del problema en consideracion. Algunas de estas estrategias se discuten mis
adelante.

En cada iteracidn de un algoritmo de ramificacién y acotamiento se rea
lizan las siguicntes operaciones:

1. Acotamiento
2. Ramificacion
3. Bisqueda del éptimo

¢ Acotamiento

Se desea resolver ol siguiente problema de programacion entera mixta

(PEM):

minZ =czx

§.41
Az < b
gy 2 0 Vi=142n
g € 2 Vi=1,2,-,1 (I<n)

El valor minimo se obticene al resolver el problema original PEM. Pero
¢ste puede ser muy dificil de resolver. Por esta razdn se acota inferiormente
el valor dptimo. Las cotas sc usan para seleccionar subconjuntos promete-
dores en la bisqueda del dptimo. También se usan para descartar algunos
shbconjuntos que no pueden contener la solucién éptima del problema.

Una buena estrategia de acotamiento es aquélia que:

1. sea ficil de implementar y

2, proporcione una buena cota inferior, es decir, que la cota esté muy
cerca del valor 6ptimo,

Generalmente estos son objetivos contrapuestos y los méritos de cada regla
dependen de preferencias.

Una estrategia de acotamiento muy usada consiste en relajar aquellas
restricciones que dificulten la solucion del prablema, es decir, calcuiar ol
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e P o o S e

valor dptinio sujeto a las restricciones restiantes.  El problema PEAM se
puede relajar al oliminar las restricciones de integralidad sobre las variables,
ditrdo como resultado ol siguiente problema de programacion lineal (PL):
min/ = ca
.

Ar

T, 0 Vi=1,2y.yn

[id valor éptimo del problema relajado PL constituye una cota inferior
para el valor dptimo del probleia original, puesta que la regidn factible de
este problema estd contenida en la region factible del problema relajado. Es
decir, siempre se tiene la siguiente desigualdad:

vilor éptime del problema PL < valor éptimo del problema PIEM

Sea * la solucién dptima del problema relajado PL. La igualdad se da
cuando 2} € Z Vi =1,2,..,1. Eneste caso z* es factible para e problema
PEM y por lo tanto este problema estid resuelto. Si no se da la igualdad
eutonces 5 ¢ 7 para alguna j = 1,2,..., 1.

¢ Ramificacion

Se aplica la estrategia de ramificacion cuando las variables con restric-
ciones enteras no toman un valor entero en la solucién éptima del problema
relajado PL. Es decir, cuando x; ¢ Z para alguna j = 1,2, ., L.

La operacidn de ramificacidn consiste en particionar el conjunto de solu-

‘ciones factibles del praoblema PEM con el propdsite de localizar fécilmente

el dptimo. De esta manera se generan dos o mds subproblenas.

Sea § ={Az<blz; 20 Vi=12.,n 2;€Z Vi=12,.,1
(I £ n)} el conjunto de soluciones factibles del problema PEM. Sea una
particion de § en subconjuntos 8,83, ...,8;. Cada subconjunto §; es el
conjunta de soluciones factibles que se obtiene agregando restricciones adi-
tionales al problema PEM.

Las éinicas variables que se toman en cuenta para ramificarlas son las va-
riables con restricciones enteras que tienen un valor no entero en la solucién
optima del prablema PI. La variable que se elige para ramificar se conoce
como variable de ramificacion,

Cuando se usan algoritmos de ramificacion y acotamiento el principal
objetivo es generar el menor nimero posible de subprablemas. Entonces,
una buena regla de ramificacién es aquélla que:
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1. genera pocos subproblemas y

2, genera snbproblemas con muchas restricciones, s decir, excluye nuchas
soluciones de cada subproblema.

En este ¢aso los criterios tambicén entran en conflicto y uno tiene ¢que pon-
derar las ventajas de cada uno.

Se describird la estrategia de ramificacién para problemas binarios. Con-
sidere of siguiente problema bhinario, PEB:

min 72 = ca

Sat

Ar < b
o= 00 V=120

A este problema se le conoce como subproblema 1. El problema relajado,
Pl es ol siguiente:

minz = er
5.1

Ar < b
r; 2 0 Vi=12../n

Supdngase que la solucién dptima de este problema no es factible para el
| q | | |
problema original PEB , es decir, o3 ¢ {0, 1} para alguna j = 1,2,...,n.
Entonces, se ramifica el subproblema 1 al agregar las siguientes restricciones
ry = 0y x;=1. Deesta manera se generan dos subproblemas:

subproblema 2 = subproblema 1 4+ (z; =0)
subproblema 3 = subproblema 1+ (z; = 1)

Por otro lado, st se tiene un problema PEM, la variable de ramificacion
puede tomar un gran mimero de valores enteros posibles. Por lo tanto es
incficiente crear y analizar todos los subproblemas que se generan al fijar
la variable de ramificacion en cada uno de estos valores. Por esta razon se
especifican dos intervalos de valores para la variable de ramificacién.

Por cjemplo, sei z, para alguna j = 1,2,...,] la variable de ramificacidn;
y sea x% su valor ((no entero ) en la solucidn optima del problema relajado.
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Entonces, en cualquier punto de la repion factible del problema P13 se
tiene que:

< rs 0 oy el
ya que en ol intervalo ({27].[3] 4 1) no hay ningin punto entero. De esta
forma se ramificn sobre la variable r, y se generan dos subproblemas:

subproblema 2 = subproblema | + (z, < [#]])

subproblema 3 = subproblema 1+ (x; > [r;] + 1)

Un subproblema es insondable si no es necesario ramificarto.  Esto puede
suceder por las siguicites razones:
1. El subproblema no es factible. En este caso se climina de consideracion
puesto que no contiene la solucion optima del problema original,
2. Al acotar un subproblema se obtiene una solucién factible para el proble-
ma original, la cual es la solucién dptima de este subproblema. En este caso
sc tiene una solucion candidata que se compara con otras que se obtengan
posteriormente para determinar cudl es la solucion optima.

Supdngase que el valor optimo de esta solucion es Z,. 51 Z2° es el valor
optimo del problema original se tiene la siguiente propiedad:

AR

En cada iteracion se debe actualizar esta cota. La solucién del subproble-
ma que contenga la menor cota superior es la solucién candidata hasta el
momento, Al actualizar la cota superior sc eliminan todos aquellos subpro-
blemas cuya cota inferior sea mayor que la actual cota superior del problema
PEM.

J. La cota inferior del subproblema es mayor que la actual cota superior
para el valor 6ptimo del problema original PEM. En este caso el nodo no
es prometedor v se elimina de consideracién.

¢ Busqueda de la Solucion Optima

Los problemas generados se pueden representar mediante un drbol, donde
los nodos del drbol son los subproblemas. Por cjemplo:

31



suhproblema |

ek
.\|<I.\,I

subproblema 2

%)
X 20X

subproblema 3

Fig, 2.2
A los nodos que no contienen sucesores se les llama nodos terminales, los
cuales tienen asociados subproblemas insondables. En el drbol de la figura
2.2, hay dos nodos terminales: los subproblemas 2 y 3. Las restricciones
asociadas con cada nodo del drbol son las restricciones del problema PREAM
mds las restricciones asociadas con los arcos que van del subproblema I a
ese nodo.

La operacién de bisqueda indica la secuencia en la que los nodos gene-
rados se examinan. listo es importante porque los drholes generados con las
diferentes alternativas pueden variar mucho en su tamaio y por lo tanto en
el tiempo requerido para encontrar el éptimo.

Existen varios criterios de bisqueda, como la estrategia de prioridad y
la regla de la cota mds reciente. En la estrategia de prioridad se acotan
todos los subproblemas que se generan al ramificar un nodo. Se examina el
nodo ( es decir, se ramifica el nodo ) con la menor cota inferior de todos los
subproblemas de la lista en una etapa determinada. Donde la lista os una
coleccidn de nodos no terminales. Supéngase que se tienen los subproblemas
dos y tresen lalista y sus cotasinferiores son Ly y Ly respectivamente, donde
Ly < L. Dadoque Ly < L3 es probable que el valor éptimo det subproblema
dos sea menor que el de Lz, Es decir, el subproblema con la menor cota
es el mas prometedor en cuanto a contener la solucion éptima del problema
PEM. 5i la solucién obtenida es factible para el problema original, ésta
es la solucién optima del problema PEM y cl algoritmo termina aqui. De
lo contrario se ramifica el subproblenta dos, el cual tiene asociada la menor
cota inferjor,

Con la regla de la cota mds reciente se acota un subproblema solamente
si se eligié de la lista. Los subproblemas no insondables de la lista se meten
a una pila conforme se van gencrando con la estrategia de ramificacién.
Cuando se tenga que seleccionar un siubproblema para examinarlo, (es decir,
para acotarlo), se elige el iiltimo subproblema incluido en la pila. Por esta
razon, a este criterio se le conoce como regla de la cota mds reciente. Al
acotar un nodo se resuelve el subproblema correspondiente con el método



siplex,  La ventaja de esta regla es que en lugar de iniciar el método
simplex desde el principio, cadi vez que se acota wi nodo, se puede resolver
el subproblema correspondicnte por reoptimizacion utilizando andlisis de
sensibilidad,

Bn ambos criterios de bhisqueda, ol algoritmo termina cuanda se tiene
que clegir un subproblema de Ia lista (o de la pila ) v dsta se encuentri
vacia. Si en este momento hay una solucion candidata, el probiema original
PEM os factible, de In contrario se dice que no s factible.

Algoritmo de Balas

Se describira un algoritmo de ramificacion y acotamiento : el algoritino
de Balas, el cual es un procedimiento de enumeracidn implicita. A los algo-
ritmos de ramificacion y acotamiento disefiados especificamente para resolver
problemas binarios se les conoce como métodos de enumeracion implicita,
La idea de estos métados os considerar solamente algunos puntos de todo
el conjunto de sohuciones factibles. Ll resto de las soluciones se eliminan
porque no son prometedoras, es decir, se enumeran implicitamente,

Por cjemplo, se desca determinar todas las soluciones factibles de la
siguiente desigualdad:
3oy ~Bry - day € -6 zj=(0,1) Vj=1,2,3

Por siimple inspeccidn se tiene que en cualguier solucidn factible xy debe
tomar el valor de 1. Fsto significa que cualquier comnbinacién binaria que
contenga £z = 0 constituye una solucion no factible. Entonces, las cuatro

cambinaciones: (0,0,0),(0,0,1),(1,0,0,)y (1, 0,1)secliminan avtomdticamente

y se dice que se cnumeraron implicitamente.
Dado 9 = 1, se tiene que:

Jry - 8(1)+ B8y < =6 =2 3r 451y <2

Las variables @y y a3 pueden tomar el valor de uno si su contribucién en
el lado izquierdo de la designaldad no excede a dos. El coeficiente de zy os
tres, por lo gque 2y debe tomar el valor cero. Esto significa que (1,1,0) v
(1,1, 1) se eliminan por no ser prometedoras.

Comorp =0y ay = 1, 1a combinacién (0,1,1) se elimina puesto que of
coeficciente de 2y es cluco. La combinacion que falta, (0,1,0), es la inica
solecion factible de fa designatdad.
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Se pueden ropresentar grificamente todas las combinaciones posibles mie-

diante el siguiente irbol:

Fig. 2.3

Las lineas punteadas muestran las combinaciones que se enumeraron implici-
tamente, Obsérvese que en el método de enumeracion implicita se empicza
con una o mis variables que se fijan en un valor binario y gradualmente se
construye la solucién al aumentar el nimero de variables con valores fijos.

Se deben considerar los siguientes puntos importantes para implementar
el método de enumeracidn implicita adecuadanente:

1. Fl método de enumeracion que se use debe enumerar todos los puntos
en una forma no redundante,

2. Este método debe eliminar el mayor numere posible de soluciones no
prometedoras,

Para usar el algoritmo de Balas el problema debe transformarse a la
siguicnte forma :

mnZzZ =% czr; ¢;20, jEN={1,2.,n}
JEN
5.4
ZH,‘J‘TJ‘ +5 = b ieM={1,2-,u}
JEN

1

(0,1) jeN
S > 0 ieM

si ¢ os negativo, entonces se expresa «r; de la siguiente forma:

rj=1-y;dondey; =001 VjeN
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s Caracteristicas del Arbol

Supdngase que un problema de programacion entera binario tiens seis
variables, ;. y que en alguna etapa del algoritmo se tiene el siguiente drbol:

Fig, 2.4

Este drbol tiene las signientes caracteristicas:
1. Cada rama del drbol especifica, para alguna variable, 2;, que z; =06 1.
Por cjemplo, la siguiente rama establece que o3 = 1

g, 2.5

2. Facada nodo se especifican los valores de algunas variables. Por ejemplo,
para el nodo 6 se especifican los valores de xy, x4, y 2. A estas variables se
les conoce como variables fijas. A las demas variables se les Hlaman variables
libres. En este caso las variables xy, 25 y 24 son variables libres. Bntonces,

se tienen los siguientes conjuntos:

Us = conjunto de indices de las variables fijas en cero
v,

ti

conjunto de indices de las varviables fijas en uno

i1

conjunto de indices de las variables libres

Obstrvese que Uy, = {1,2,..,n} = (UyU l})
Por ejemplo, para el nodo 7 se tiene quer Ug = {2}, Uy = {3,41} y
Iy = {1,5,6)

3. Una terminacion de wn nodoes La especificacion de los valores de todas las
vitriables libres de ese nodo. Por cjemplo, para el nodo 6, una terminacion



escry = lors = by g = 0.

Considérese un nodo determinado del drbol. Dados los valores de las
variables fijas en ese nodo, se quicre encontrar su mejor terminacién, Para
ello se completa o nodo especificando los valores de las variables libres de
tal manera que la funcion objetivo sea wds pequeiia. Comio el vector de
costos ¢ ¢s no negativo basta fijar las variables libres en cero. Sin embargo,
esta terminaciou no siempre es factible; es decir, no siempre se satisfacen las
restricciones del problema original, Las restricciones se pueden escribir de
la siguiente manera:

Z a5 + Z a;T; + Z a;ry + Si=b 1eM,
1€l jely jet,

donde S; es la variable de holgura, pero

Z a;r = Z aje; =0y E L, = Z i

i€ty jeu,, jely i€t
= Z ai; + 5 = b;
e,

= S

b - E(l,‘j

jeln

Si §; > 0 para toda i Ia mejor terminacion del nodo es factible. En este caso
se tiene una solucion candidata. El valor objetivo de esta solucion es una cota
superior, Zyp, para el valor dptimo del problema original. Por otro lado,
si la mejor terminacion de un nodo no es factible, entonces alguna variable
; tiene que valer uno. El nodo se ramifica y se generan dos subproblemas,
uno con z; = 1y otro con z; = 0. La variable de ramificacion «; se elige de
acuerdo con las pruebas que se verin mds adelante. Para ello se introducird
la siguiente notacion:
Sea
S 1a variable de holgura de la i — ésima restriccion en la iteracion ¢,
Z' o valor objetivo de la mejor terminacién de un nodo en la iteracion

{.
Ny ¢l conjunto de las variables libres no descartadas por Ins prucbas t v
2 en la iteracion .

¢ Prueba 1.
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En esta prueba se eliminan aquellas variables que no puedan mejorar la
infactibilidad del problema. Alguna variable libre &, tiene que valer uno.
St ai 2 0 para toda 7 tal que S! < 0, entonces z, no puede mejorar la

infactibilidad del problema y debe descartarse,
¢ Prucha 2.

Il propdsito de esta prueba es eliminar aquellas variables libres que al
valer uno forman una solucién cuyo valor objetivo es mayor que I actual
cota superior del problema original. Para cualquicr variable libre z,, si

er +2' 2 Zyn

entonces esta variable no puede llevar a un valor ohjetivo mejor y por lo
tanto debe descartarse,

o Prueba 3.

st prueba se realiza para saber si existen terminaciones del nodo que
satisfagan aquellas restricciones no satisfechas por la mejor terminacién.
Considérese la { — éstma restriccion;

a;iZy 4 o @inTn + Si=b;

para la cual

St=b; - Za,-j <0
jeu}

Ninguna de las variables de Ny es promisoria si para al menos una 8} < 0 la
condicidn siguiente se satisface:

Z min{0,a;;} > S

JEN

sto establece que el conjunto Ny no puede llevar a una solucién factible
y por lo tanto debe descartarse. En este caso el nodo es insondeable y se
elimina de consideracidn.

¢ Prueba 4.
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En esta prueha se eligivd una variable del conjunto 8y como variable de
ramificacidn, Si para algnma restriceion i al aumentar en o fvaviable r,
f variable de holgura ex no negativa, entonees

miu{(),.S'f ~a,) 0

Eutonces, uni wedida empirica de Luinfactibilidad total de Ta variable ;.

al fijarla en wno, es
m

N il t
= me{(),b,v - ;)
(=1
St Ny # @ se ramifica sobre T variable oy tal que:
! t
= max{e
k ij\'({ j}
I caso de empate, se seleceiona fa variable que tenga o menor coeliciente
e en la hieion objetivo.

Algoritmo,
Fn cadaiteracion ¢ del alporitmo de Balas se realizan los siguicutes pasos:

I. Si faltan nodos por analizar se elige un nodo con alguna rogly por ejemplo
la de ladltima cota. Iral paso dos. Por el contrario, si todos los nodos estiu
analizados el algoritmo termina en esta etapa. Sien este momento se tiene
una solucion candidata, ésta es la solucion optima del problema original. De
lo cantrario el problema original no es factible.

2, Se encuentra la mejor terminacion del nodo, haciendo z; = 0 Vj € U],
kI valor objetivo de esta de esta terminacion es 2 Ir al paso 1.

3. Se verifica si la mejor terminacion es factible, St es factible, ésta es la
nueva solucion candidata y su valor objetivo es la actual cota superior parael
problema original, es decir Zgrp = 2% Iral paso 1. Si la mejor terminacion
no es factible ir al paso 4,

4. Se ramilica ol nodo sobre alguna variable libre, x;, generando de osta
manera dos subproblemas, uno con x; = |y otro con 2; = 0. La vartable
de ramificacion se elige con las pruebas deseritas anteriormente, Regresir ol
paso |.

Ejemplo 2.2.1 Considérese el siguicntc probilema:
lllill ”, = 3.1,'] + 21'2 + -).T;l + 2]“] + 3.’!75 -8
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B

—ryp =Ly 2oy -, < |
2 + 3y =y By <=2
1y - 6y ~drg = 3un < =1
r; € {0,1} Vje{l,--.5}

ITERACION 0, Se inicializa la cota superior, Zyy = oo,

1. La mejor terminacion es ;=0 Vj ¢ {1,...,5} , donde 2" = 0

2. Bsta terminacion no cs factible puesto que (89,59, %) = (1,-2,~1)

3. Se ramifica sobre alguna variable:

Pruebal. St ticne que Sf’ <O parai = 2,3, Como agy > 0 para i = 2,3,
entonees xy empeora la infactibilidad. Por lo tanto se elimina como posible
variable de ramificacion,

Prucba 2. Se tiene que e + 2% < Zyy = 00 ¥j € {1,...,5}, por esta razén
no se climing ninguna variable.

Prucba 3. Sca Ny = {1, 23, 24,25}, Donde

Y min{0,az} = =7 -4 -3 = ~14 < -2
JEN:

Y min{0,a3;) =0-6-3-3=~12< -1
JEN
Por lo tanto st existen lerminaciones faclibles.
Prucha 4. Del conjunto Ny, jsabre qué vaviable conviene ramificar ?

W=040-12=~12 W=-1404+0=-1
W=0-240=-2 W=04+0+0=0

donde
0

;léll\,"\{v;,} = 1Y
por lo tanto se ramifica sobre la variable xy.(Ver figura 2.6)

ITERACION 1. St elige arbilrariamentc un problema, por ejemplo ol 3,

1. La mcjor terminacion cs : rj = 0 Vj € 1,4. Se tienen los siguientcs
conjuntos: Uy = {8}, Uy = @ y U; = {1,2,3,4}. l.a eola inferior de este
subproblema es 2V = 3,

2. Las variables de holgura tienen los siguientes valores: (§).8' 1y =
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(2 1.2 Como ST 00 W0 ¢ {LA 8} o ternanacion o factible, y por o
tanto coustituye upa solucion candidata. La cota superior para ol problema
original ¢s Zyp = 3.

FEERACION 2. 1] siguiente nodo que se debe analizar s ol 2,

. La mejor terminacion s ;o a0j =0 Vj & T,5 donde Uy =W, Iy = {5} vy
U = {1,2,3.4}. La cota inferior di cste subprollema es 74 =0,

2. ksl terminacion es no cs factible puesto que (52,53.8%) = (1, -2, -1)
3. Se debe ramificar este subproblema.

Prucha 1. Con csta prucha se cxcluye a la variable ;.

Prucha 2. Se exeluyen las variables oy y a3, puesto que ¢y + 2% = 3 =
Zup oy eal-24=5>Zun.

Prucba 3. Se tiene que Ny = {x9,21}. Por otro lado, §¢ < 0 para i = 2.
Futonees,

A

Z min{l,a9,} = -7-4 -3 = -4 <=2

A

Y min{0,a5,} =0-6-3-3=~12< -1
jEN(
Por lo tante ol nodo 2 st cxisten lerminaciones factibles.
Pruche 4. Dol conjunto Ny, jsobre qué variable conviene ramifiear ¢

2= 0=240=-2 = -14040= -]

donde
max{v}} = v}
JEN
por lo lanto sc ramifica sobre la variable 4.
IrERACtON 3. Arbitrariamnente se elige un nodo, por cjemplo ¢l 5.
1. La mejor terminacion cs xj = 0 Vj € {1,2,3}, donde Uy = {5}, U/ =
{1} y U, ={1,2,3}. La cola inferior para este subproblema cs 23 = 2.
2. La mcjor lerminacion no cs faclible puesto que una veriable de holyura
es negativa: (57,55,9%) = (=1,2,2).
3. Se debe ramificar sobre alguna vaiable libre,
Prucba 1. La varinble xy so ercluye porque no mejora la infuetibilidad del
prablema,
Prucba 2. Con esta prucba se cacluyen las variables xy, x4 y x4, puesto que

sizy=1 = e, +235=3+2=5> Zup

step=1 = e+ 28 =242=4> lyy
stag=1 = e34+235=542=7>Zun
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Prucba 3. Bl conjmto Ny es vacio, por lo tanto ol nodo s no prometedor,
Ireracton 4. Elinico nodo que fulta por analizar s ol nodo §.

1. La mejor terminacion es v, =0 Vi€ 1,3, donde Uy = {4,5}, {1 =0y
Uy, = {1.2,3). La cola inferior para este subproblema es 2% = 0.

2. La mejor lorminacion na es factible puesto que se ticnen vaviables de
holgura negativas: (83,53, 53) = (1,2, -1).

3. Sc debe ramificar sobre alquna varicble libre,

Pruecba 1. Con esta prueba se cxeluye la variable ry.

Prucha 2. Se climina xy yay, yu gue

strp=1 = e+ 2 =340=3= 2y
siza=1 2 ey 4+ 2V =540=5>Zyn
Prucba 3. Ny = {ry}. Se tiene que S} < 0 para i = 2,3, Cuma
min{0,az} = min{0,0} = 0> -2
este nodo no tiene lermninaciones fuclibles, y por lo tanto sc elimina,

Todos los nedos han sido examinados, La solucion * = (0,0,0,0,1) s la

‘.

dptima y ol valoy dptime cs 2* = 3.

=)

sol, candidata
(Im n})
infnctible no prometedor

Fig. 2.6

Ejemplo 2.2.2 Ll problema del agente viajero se puede resolver mediantc
el algoritmo de Balas debido a que es un problema binario. Considérese un
problema del agente viajero con la siguienle malriz de costos:

AV T T T
__|___..__
Py M2 203
2 | P M2 3 M
31 2 2 M 2 2
41 2 3 2 MM
[ 5 | 3 M 2 MM
11



dondec M > > 0.
Este problema se pude plantear de la siguicnte manera;
minrye 4 22y 4 2y o+ Jays 4 Qg drogbMags -+ 24y + Qg+ My,

S

o b e sty =02 (2.1)
(Fog+ xoq + £a5) + (r12) +hy = 2 (2.2)
(£39 4 xas) + (zra b aa) Hhy = 2 (2.3)
(was) + (Tt v b rag) +hy = 2 (2.4)

15+ Tos 4 a5+ a5t hs = 2 (2.5)

Yo ) witho o= [S1-1,5CV =T515#0(26)

1ES8 JESIL)

r; € (0,1} LjeV i<y (2.7)
hy = 0 Vie{l,-,5} (2.8)
hi > 0 i€{6, 29} (2.9)

Obsérvese que ¢l eonjunto de vestrieciones (2.6) estd formado por 24 igual-
dades.

A conlinuneion se presenta detelladamente la primera tlevacion del algo-
ritmo,

Se inteinliza ln cota superior en Zyp =M, donde M >> 0. En esta elapn
l/'() = U| = V).

1. La mejor terminacian para este problema es x; =0 YijeV i<y,
cuyo volor objetivo s 72 = 0.

9, Claramente csta terminaeidn es no ¢s factible.

3. Se realizan las siguientcs pruebas para determinar sobre qué variable con-
viene ramifiear.,

PRUEBA L. En esta prucbe sc eliminan aquellas variables Libres que no
puedan mejorar la infactibilidad del problema.

Se tiene una solueién que no es factible cuando hy es difercnte de ecro
para alguna i € {1,...,5}, o cuando h; toma un valor negativo para alguna
i € {6,...,29}. Entonces, para cualquicr variable libre 2, con i € {1,..,,5},
st ayy <0 para toda i que corresponde a by > 0, xi no puede mejorar la
infactibilidad del problema. Por otvo ludo, pura cualquicr variable libre a4,
coni € {1,..,29} siaj, >0 para toda i que corresponde a by < 0, entonees
T tampoco pucde mejorar la infactibilidad del problema.

En este caso by = 2 para i = 1,5, Come a;; = 1 para toda i = 1,5, entonees
no sc elimina ninguna variable libre.
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PRUEEBA L Esta procha charma agquellas varuables oo telesque e o+ 200

Zun.
Sc¢ Hene que Zpy =M, por oo lado egy =M y o4n =M. Porlo tanlo, las
sariables rys y x4s s climinan ya que st valen uno wo producen una solncion

mejor que Lo aetunl,
PRUEBA (1. Kl proposito de. esta prucha «s saber siel problema ticne ter-

minaciones fuctibles.
Sea N = Up, = {(2,5),(4.5)}. Clavwmente, se pucden dar calores adecuados

a las variables del canjunio N para que se satisfagan las restricciones del
prablema, Por lo tanto,  problema s¢ ticne terminaciones factibles,
PRUEBA . Si la variable di holgura h’k = Dy = ajj donde boe {10} s
cero al fijar vy en uno, cnlonees

lllc'l.\({(),l fy - iy '} =10

Par otro lado, i al fijar cnouno alguna variable likee &y, lo variable de
holgura toma un ralor no negativo, entonces

min{0,hg = a;} =0 con ke {6...,29}

Futonees, una medida de lo iufuctibilidad total del problema al fijur lo va-
viable xi; cnuno es

29 N
i, = Z min{o, by - a;,} - Z max{0,{ hy ~ a;,}
k=t k=1

Por lo tato, st N # O la variable: de ramificacicn z,., se clige como nquélla
en donde

Upg = IAX {1
= et

Para este problema se tiene que vij = -8 Vi,j ¢ V i< j. S elige la
vaviahle 215 como variable de ramificacicn, puesto que ¢y = minie, {e;}.
Este procedimiento s siguc para cada nodo no terminal. En la figura 2.7 se
mucstra el drbol de ramificacion y acotamiento gencrado mediante el criterio
de lu siltima cota. I'n cste drbal se puede observar que la solucién dptima
del problema ¢s 1 — 5 -3 -4 =21, ycvalor dptimo s Z* =11,
Obscrvese que a pesar de que se resolvié un problema siélrieo con pocas
ctudades, se generaron muchos nodos en el drbol, Por otro ladu, ¢l mimero
dc nodos generados con cste procedimiento es a lo mds 9% | donde n es ol
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nimero de variables de deeisian, Por esta razon, cntre nuds variebles sc ten
gan el drbol pucde crecer considerablemente. Entonees, el algoritmo de Balas
no es un bucn método para resolver ol problema del agente viajero. En el
siquiente capitulo se verdn algoritmos mis cficientes en donde sc aprovecha

la estructura del problema,
%l ‘ %=
e 0 X, = CoxEl e
%l X, <0 Q
| %

=| infactible

X,
=| :
X = Xy=0
0 X,,=0 X\=0

infactible %, =1 .
3 =1 Infactible
infactible x,=t 0 @ ¥ Xy

infuctibic 0 x, =l infactible
. 24
X, =1 infactible infactible X, =0
0 xj‘=0 0 : FO 0
X, = X =0
18 18 infacti
I N = infactible
-1 infactibte %=t
T
) 3
Xl Xp=0 infaclible @ 1 0
) ) Xy= X,=0
G ° infactible é é
candidata infactibie
Py no prometedor — pfactible

[ 221257,
Fig. 2.7

2.2.2 Relajacién Lagrangeana.
Introduccién.

Otra técuica para encontrar cotas inferiores ¢s la relajacion Lagrangcana.
Ista técnica se desarrollé a principios de los 70’s con el trabajo de lleld y
Karp en ¢l problema del agente viajero. Actualmente es una téenica indis.
pensable para gencrar cotas inferiores usadas en algoritimos que resuelven
problemas de optimizaciéon combinatoria. En la relajacién Lagrangeana se
realizan los siguientes pasos:



1. Se considera una formulacion de programacion entera del problen.

2. Se asocian multiplicadores de Lagrange a algunas restricciones las
cwides se incluyen en la funcion objetivo y se ehminan de Jas restric-

ciones,

3. Se encuentra la solueién exacta del problema de programacion entera
obtenido en ol punto 2.

Lia solucién que se obtiene en el punto 3 constituye una cota inferior para la
solucién optima del problema original.

A primera vista podria parecer que la relajacion Lagrangeana no cs un
huen método, ya que en ¢l paso 1 sc tiene una formulacién de programacion
entera del problema y se propone generar una cota inferior para éste al
resolver otro problema de programacion entera ( paso 3 ). Sin embargo, hay
dos razones principales para usar la relajacion Lagrangeana:

1. Muchos problemas de optimizacién combinatoria estdn constituidos
por un problema facil ( en of sentido N P~ completo, cs decir se pueden
resolver mediante un algoritmo polinomiatmente acotado ) que se com-
plica al agregarle otras restricciones. Si se absorben estas restricciones
en la funcion objetivo ( paso 2 ) entonces se tendrd un problema ficil de
resolver. e esta manera solo se deberdn elegir los valores numéricos
apropiados para los multiplicadores de Lagrange, ya que éstos deter-
minan la calidad de la cota inferior generada ( se desean obtener cotas
inferiores cercanas al dptimo ). Un método para encontrar estos valo-
res es la oplimizacion subgradiente.

La experiencia prictica con la relajacion Lagrangeana indica que se
obtienen cotas muy buenas a un costo computacional razonable.

2

Definicion de la relajacion Lagrangeana.

Considere el signiente problema binario (‘escrito en forma matricial ) que se
denotard como problema (P) :

min or
s.a
Az >b
Be>d

x;€{0,1} Vi=1,2,...,n

1



Se detine la relajacion Lagrangeana del prablema (£ ) con respecto al
conjunto de restricciones Ae 2 b como

nin cr 4 Ab - Ar)
s
Br>d
e 0,1} Yi=Lhaoon
donde A es un veetor no negativo de multiplicadores de Lagrange, Este pro-
Dlema se denotarid cotso PCTL { problema de la cota inferior Lagrangeana ).

Lo que se ha hecho os:

o clegir un conjunto de restricciones en el problema para relajarlo; y

o asociar multiplicadores de Lagrange a estas restricciones para incluir-
fas en la funcion objetivo,

I’ prablenia generado con la relajacion Lagrangeana, para cualquier A >
8, proporciona cotas inferiores para la solucidn dptima del problema original
{1}, Fsta se puede ver como sigue, El valor dptimo del problema P

min or
S
Az > b
Bz >d

i €{0,1} Vi=12..,n

os iayor o igual que el valor dptimo del siguiente problema:

min cr + Ab - Ar)
s

Az 2 b

Br >d

r;€{0,1} Vi=12,...,n

vaque A 20y (b~ Ax) <0, es decir se agrega un término que es < 0 a la
funcién objetive. Obsérvese que si se relajan restricciones que corrosponden
a igualdades (Ar = b), no es necesario restringiy en signo a A, El valor

dptimo de este problema es a su vez mayor o igual que of valor dptimo del
problema PCHL
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min ea 4 Alh - Ar)
S.a
Br>d
x; € {0, l} Vi=1L2,...,n

priesto que al eliminar un conjunto de restricciones de un problema de mini-
mizacidn se reduce e valor éptinio de Ia funcidn objetivo. Entonces ¢l valor
optimo del problema P es mayor o igual que el del problema PCIL. Porlo
tanto para cualquier A > 0, ¢ problema PCTI proporciona cotas inferiores
pari el problema P.

Obsérvese que si la solucién éptima del problema PCTL es factible para
¢l problema original entonces no necesariamente es también solucidn dptima
de dste. Considérese el problema PCTL. Supongase que los multiplicadores
X son tales que Jasolucidn »* del problema PC1L es factible para el problema
original. Is decir, z* satisface las siguientes restricciones:

I} € {01} Vi=1L2...,n
Il valor de esta solucion factible es ex®, mientras que el valor de la cota
inferior obtenida con ¢l problema PCIL es cx™ 4 Mb — Az*). §i estos dos
valores coinciden, es decir, si la cola superior cz® es igual a ta cota inferior
et -+ Mb - Az®), entouces 2" es la solucidn dptima del problema original,
Ya que como se puede ver en la figura 2.1, ¢l tinico lugar en el que la cota
inferior y la cota superior pueden coincidir en la linea de valores es en el

punto dptimo,
Intonces, la solucion «* del problema PCIL es optima para el problema

original si:
1. z* es factible para ¢l problema original, y
2. ex” = ex” -+ AMb— Azx"), es decir A(b - Az”) = 0.

Si se relajan restricciones de igualdad ( Ar = b ) cualquier solucién del
problema PC11 que sea factible para el problema original satisface las dos
condiciones anteriores y por lo tanto es solucion dptima del problema P.
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Se estitinteresado en encontrar los valores para los iltiplicadores de
Lagrange que proporcionen la mixima cota inferior, os decir la cota inferior
que se acerque lo mds posible al valor dptimo del preblema original. Fsto
es equivalente a encontrar aquellos multiplicadores A > 0 tales que:

min ex 4 AMb - i)
m;xx S.t Be>d
A20 x, €{0,1} Vi=12,....n

A este problema se le conoce como problema dual Lagrangeano.
Este problema se puede formular de otra manera, la cual os mds conve.
niente para resolverlo. Considérese o problema PCTL:

min cz+ A (b~ Azx)
5. Br>d
rye{0,1} Vi=1,2,....n

Cada solucion Tactible 2% de este problema tiene un valor objetivo al que
se denotard como ¢ + A+ v, donde ¢ = exf y v = (Pk1y 00y Vkm) COR

“}‘ﬂ aga¥ Vi =1,..,m. Supéngase que este problema tiene &

J
soluciones factibles; se desea encontrar fa mejor de éstas:

i = ll,‘ -

min{ck + A ok = 1,..., K}

Entonces ef problema dual Lagrangeano se puede reformular como:
xj\lgg{zv(,\)}

donde

w(A)=min{eg + A vk =1,.., K}
Un procedimiento muy cficaz que resvelve este problema es ¢l método de
optimizacion subgradiente. Este es un procedimiento iterativo en el cual,
a partir de un conjunto inicial de multiplicadores de Lagrange se genera
otro conjunto de multiplicadores de una manera sistemitica. Se puede ver
como un procedimiento que pretende maximizar el valor de la cota inferior
abtenida al resolver ¢l problema PCIL mediante una eleccién adecuada de
multiplicadores. La primera vez que se trabajé en este procedimiento fue en
ol trabajo de Held y Karp [4] para resolver el problema del agente viajero. Fl
procedimiento de Held y Karp es una aplicacion de método estudiado por
Matzkin y Schoenberg (9] para resolver sistemas de desigualdades lineales,
el cual se discutira a continuacion,
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Método de Relajacidu para Resolver Sistemas de Desigualdades
Lineales.

Sea A un conjunto cerrado de puntos en un espacio euclideano n-dimensional
2, Siop y moson puntos de B tales que

{p-—-al>|p-—-a| Vaed (2.10)

entonces se dice que py estd puntualmente mds corea que p del conjunto A,

Si pes tal que no existe ningdn punto py que esté puntualmente mds cerca

que p de A, entonces p es el punto mds cercano del conjunto A,
Considérese nn sistema consistente de m desigualdades Jincales:

n
Za.-,-z,-w.- >0 i=1l,u,m (2.11)
i=1

donde a,; y b; son coeficientes conocidos y donde rango(A) =m con A =

{ai;}. Se desea encontrar un procedimiento que obtenga una solucién (zy, ..., 2

la cual satisface el sistema (2.11). Si el sistema es homogéneo, es decir
b = 0 Vi, cutonces se debe encontrar una sohicidn diferente de la trivial

(0,...,0).
Cada desigualdad en (2.11) define un semicspacio cerrado

n
Hi= z{l,'jmj +b; >0
j=t
entonces, el conjunto de puntos que satisfacen el sistema (2.11) coincide con

el poliedro convexo
m

A= n”,'

1=1
Supdngase que A no es vacio.

Sea p ¢ A. La siguiente construccion encuentra un punto p; que estd
wis cerca que p de A, Claramente 3k tal que p ¢ Hyi. Sea p' of simétrico de
p con respecto a la frontera de Hy. Si py estd sobre el segmento que une los
puntos py p'y ademds py # p,p’ entonces

[p—-al|>lpm~al VYaell
Dado que A C Hy, se Liene que

|p—al>lm=-al VaeA
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por lo tanto py estd puntualmente nids cerca que pde Ao Véase la figure.
28,
L coustruceion mnnérica de py se realiza de la siguiente manera:

pr=peb g = p)

donde q es la proyeceion de p en el hiperplano Z;“:\ agd; 4 b =0y 7 es
un escalar tal que (0 < 7 < 2.

g, 2.8

Obsérvese que al pasar de p a py, p; se acerca mis rdpidamente a A i
entre todos los semiespacios H; que no conticnen a p se elige el que estd inis
alejado de p. Si w7 = 2 entonces py = p'y la desigualdad (2.10) se cumple
con excepeion de aquéllos puntos de A que estdn sobre la frontera de JI, si
éstos existen, en donde se da la igualdad.

L.a observicion anterior sugiere la siguicnte bisqueda sistesndtica de un
punto de A, Eligase un punto p. Si p € A, es decir sus coordenadas satisfacen
(2.11), la bisqueda termina en esta ctapa. Si p ¢ A, sea Iy tal que

dist(p, Hi) = m‘ax{dist(p, )}
donde dist denota distancia cuclideana, Sea q tal que

q € Mg, | p-ql=dist(p, Hg)
Sea m una constante tal que 0 < 7 < 2 y definase

p=ptr(g-p)
Por conveniencia se abreviara esta construceion como:
m = Fe(p)

Si gy € A el proceso termina aqui, de lo contrario se realizi otra iteracion:

Al

p2 = Fe(pr)



Se contimia de esta manera generando una sucesion de puntos p = py, pr, p2, ...
los cuales estin afuera del conjunto A y se relacionan de la siguiente manera:

Pugt = Fe(pn) n=0,1,2,..
Existen dos posibilidades:

1. El proceso termina después de N iteraciones con un punto py € A.

2. Fl proceso continta indefinidamente produciendo una sucesién de pun-
tos {p,}. Se puede demostrar que si 0 < © < 2 entonces p, converge
cuando n — oo a un punto en la frontera de A.

Optimizacién subgradiente,

Se aplicard el método anterior para resolver ¢l problema

max{uw(})}
donde w(A) = minf{ex + A v; k= 1,.., K}

Obsérvese que si w(A) = min{ex+ A0y &k =1,..., '} entonces w(A) <
ck+ A-vsVhk =1, ..., K. Por lo tanto el problema se puede recscribir como

x}\lgé({w(,\)}

donde wA) <ep+ A vy Ve=1,..,K

Mds ain, dado un valor fijo T < max)>o{w(A)} se desea encontrar un
punto A tal que w(X) > %. Es decir, se desea mejorar la cota inferior .
sto es equivalente a resolver el siguiente sistema de desigualdades:

W<er+A -y Ve=1,.,KyA>0 (2.12)

A continuacién se describird geométricamente como se obticne una su-
cesion de puntos {A™} que se van acercando al poliedro Py de soluciones
factibles del sistema (2.12). De acuerdo con el método anterior, dado un
punto A, se debe seleccionar aquella desigualdad no satisfecha por A que
maximice W~ (cx + A+ vt ); es decir que minimice ¢; 4 A+ vi.. Obsérvese que:

. Siwy <wy= Py D Py,



2. Si w(X) < W, es decir A no satisface (2.12), entonces /'y estit contenido
en el semiespacio deterntinado por e} hiperplane que pasa por Ay cuya
normal es vyy).

3. Elrayo {A 4+ £-ogqsy [ £ > 0} es perpendicular a fa cara de Pg cuya
ecuacion es @ = gy + A-vy(y)- El rayo intersecta esta cara en el punto

- D-u) 21
‘= I ok 112 (2.14)

Véase la siguiente figura:

N Gt Bt Yoy =WA)

Fig. 2.9

Entonces, sea @ < maxw(A). La sucesion {A™} se obtiene de la siguiente

manera: , - w())
W—w
,\m+1 =\ -+ T [——"————*-” Uk(,\) ”2} vk(,\)

donde 0 < m,,, < 2.
En la prictica, el valor @ es reemplazado por alguna cotla superior de
= max w(}), Zup, ya que ésta es mds ficil de calcular. Ademds se ha
ohservado que los resultados que se obtienen no dependen criticamente del
valor exacto de Zyp [5].

w

Algoritmo de Optimizacién Subgradiente:

1. Sea = un pardmetro definido por el usuario, tal que 0 < 7 < 2. Se
inicializa la cota superior, Zypg. para el valor éptimo del problema
original con alguna heuristica. Se elige un conjunto inicial (A) de
multiplicadores.



2. Se resuelve ol problema PCIL con el conjunto actual de multipli-
cadores (X;). Sea (z*';) la solucién éptima de este problema y Zpp =
w(}) su correspondiente valor éptimo, es decir, se elige (z*7,) tal que
1<k S K yepe + A vpe seael minimo de ¢ + A -y Vb = 1,.., K.

o

. Se definen los subgradicnics vge; para las restricciones relajadas eva-
luadas cn la solucién (z*°;) de la siguiente manera:

n
Ugey = by = Za;jzk'j para i = l,...,m
i=1
4. Se define la magnitud de la iteracién ¢ como:
_ w(Zyp = Zp)

t = m 2
2 Vi

=1

. Se actualiza A;:

(< ]

Ai = max(0, A; + tupe;) para i = 1,...,m

y se regresa al paso 2 para resolver ¢l problema PCI/ con este nuevo
conjunto de multiplicadores.

Hay varias reglas para terminar el procedimicnto. Una de cllas estd basada
en el nmimero de iteraciones que sc estd dispuesto a realizar, Otra regla de-
pende del valor de x, donde 7 sc reduce periodicamente, En cste caso el
procedimiento termina cuando 7 toma un valor pequeiio.

Con el procedimiento de optimizacion subgradiente no se debe esperar
una iejoria continua en las cotas inferiores que se obtienen en cada iteracion,
Es decir, cn cada iteracién no necesariamente se alcanza una cota inferior
mayor que la calculada en la iteracién anterior. De lecho, la cota inferior
pucde resultar negativa,

Sea Znax la mixima cota inferior que se ha encontrado de todas las ite-
raciones realizadas. Al inicio Zj.x = —00, ¥y oste valor se actualiza en cada

iteracién como sigue:

Zmax = Max(Zmax, ZL)



Lo que se ha observado en la prictica es que el valor Z,,,, se incrementa
ripidamente en las primeras iteraciones, pero después de realizar muchas
iteraciones cste aumento se hace cada vez nds lento. Generalimente el valor
de Zyay se aproxima mucho ( o incluso alcanza ) a la indxima cota inferior,
es decir, al valor dptimo del problema dual Lagrangeano. En la siguiente
figura se ilustra la situacidn a medida que se realizan iteraciones. Sobre la
linea de valores se marcan las cotas inferiores encontradas en cada iteracidn.
F.a mejor de estas cotas es Zyax, ¢s decir la mds cercana al valor éptimo.

colas superiores valores
(soluciones factibles)

— valor dptimo (problema de minimizacidn)
cotas inferiores

2 max

Fig. 2.10

John E. Beasly es un investigador que ha trabajado mucho con la rela-
jacidn Lagrangeana [13]. De acuerdo con su experiencia se pueden hacer las
siguientes observaciones:

1. Es claro que el procedimiento de optimizacién subgradiente se puede

terminar cuando Z,ax = Zug. En este caso el valor de la mdxima
cota inferior Zmax coincide con el valor de una solucién factible Zyg,
y por lo tanto éste debe ser el dptimo. Ya se habfa observado que el
tinico lugar en el que una cota inferior y una cota superior pueden ser
iguales en la linea de valores s en el punto dptimo.

Inicialmente # = 2, Si Z,;,ax no se ha incrementado en las ltimas N
iteraciones con el valor actual de 7, entonces 7 se reduce ala mitad. Un
valor para N de 30 parece ser razonable. Sin embargo, s conveniente
experimentar con diferentes valores de N con la intencién de ver si
se producen resultados significativamente mejores para un problema
particular.

. 5i no se ha cumplido la condicién de la observacién 1 para que se

termine el procedimiento, entonces éste puede terminarse cuando =
sea pequeiio, por ejemnplo < 0.005. Generalmente esto significa que se
tienen que realizar cientos de iteraciones, pero es inevitable si se desea
obtener una cota de buena calidad,
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4. De acuerdo con la experiencia de John F. Beasly, los valores iniciales
de los nmltiplicadores de Lagrange no son importantes para el procedi-
miento, Qué tan ripido se termine ¢l procedimiento es relativamente
insensible a la eleccion inicial de multiplicadores, asi como la calidad
de fa cota inferior Ziyax que se obtenga.

5. A veces os conveniente reemplazar ol villor Ziyg en la ceuacion:

T(Zun ~ Z18)

I= =5
por LO8Zyp. La razon de esto es la siguiente: si los valores Zyp v 41
coinciden entonces se ha encontrado la solucidn éptima . Pero a medida gue
ZLp se aproxima a Zypg el valor de f se hace mds pequeidio, y por lo tanto
deberin realizarse muchas iteraciones, Si se modifica el valor de Zyyg por o
de 1,037 ( donde 1.05 se cligié arbitrariamente ) se evita este problemia,

Ejemplo 2.2.3 Considérese ol siguiente problema de recubrimiento (P):
min 2&; + day + dwg + Hay

] 0 I 0 I
$.a P+ 0 e+ 0 Jaog+ ) L Jag2 ]
0 I 1 ] 1

r;=001;j=1,..,4
Obsérvese que la solucidn dptima es 2y = vg = 1 y 23 = 14 = 0. El valor

aplimo es 5.
Para obtencr el correspondiente problema (PC1 1) sc asocia un multiplicador

Ai a cada restriceion:

min 2y ey Fdrg 0y 4 M(1~ 1y~ ag)
+ Al =y - aq)
+ Al —zy -2y —2y)

sai k=017 =1,..,4

Este prablema cs equivalente al siguicnte problemia:
min cyry + ey F ez d gy + A Ao Ay

s r;=00l;7=1,,4

donde



{2 = A=Ay e = (3= Ag) ea = - Al = Ay = (0= Ay - Ay)

Cone el fin de oblencr una cota inferior del valor dptimo (P) se eligen los
siquientes valores para los multiplicadores de Lagrange: Ay = 1.5,Ay = 1.6
YAy = 2.2, ctonees o = L ey = 08.eq = 03 y eg = 1.2, La solucion
dptima de cste problema es 2] = 1,ry = ¢y = 2] = 0 y el valor dptimo cs
Zug = 4.2, el cual es una cola inferior pava ol valor dptimo de (P).

A continuaciin se cjemplificard una ilcracion del proccdimiento de opti-
mizacion subgradicntc:

. Scaw =2, Sca Zyp ~ 6 (supdngase que sc ha aplicado alguna henristica
al problema () y se ha cuncontrado la solueion factible vy = z3 = 1,2y =
ry=0). Seady =1.5,0 = 1.6 y \g = 2.2,

2. Yu sc caleulo la solucidn aptima del correspondicnte problema (PC11):
oy =Ly =2y=23=0conZyyg=4.2

3.Las ccuaciones para los subgradientes son @ vy = (1 — 2] — 23) = 0,
wp={(l-zy-2])=0yury=(l-j-z3-ur}) =1L

4. La magnitud det paso U estd dada por: { = (—f,%’l—']’;ﬁ)y = 3.6

5. Los nuevos valores de Ap son: Ay = max{0,1.5 + 3.6(0)} = 1.5, A =
max{0, 1.6 + 3.6(0)} = 1.6 y A3 = max{0,2,2 4 3.6(1)} = 5.8

Al resolver ol problema (PCL) con este conjunto de multiplicndores sc ob-
tiene ay = ay = a5 =2y = | y Zyg = ~0.7. Obsérvcse que cn esle caso la
cola inferior no mejord.

2.3 Heuristicos.

Definicion 2.3.1 Un heuristico es una tdenica que busca buenas soluciones
(es decir, soluciones cercanas a la dplima ) @ un costo computacional razo-
nable, sin garantizar optimalidad o factibilidad; y en muchos casos sin poder
afirmar qué tan cerca csld del dplimo una solucion particular.

Los algoritnios heurfsticos se usan por las siguientes razones. Cuando un
problema es N P —completo , es improbable que cualquier algoritino eficiente
garantice encontrar soluciones aptimas cuando el nmimero de variables es
grande. En estos casos se pueden tener algoritmos que corran ripido, o
que encuentren soluciones Gptimas, pero no se pueden tener ambas cosas
simultineamente. Por esta razén se disenan algoritmos henristicos eficientes
que. atngue no garanticen encontrar ¢l dptimo, generan soluciones cercanas
a osle,
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Fixiste otra razdn para usar heuristicos. Lo que se optimiza es un modelo
de un problema real. No se puede gavantizar que Ly mejor solucion del mo
delo sea tambidn I mejor solicion para el problema real. L otras palabras,
es preferible tenerwna solucion aproximada de wn modelo exacto, que tener
una solincidn exacta de un modelo aproximado. Vs dilicil tener nn modelo
exacto, sin embargo, los algoritmos heuristicos generalmente son mis fexi-
bles para resolver problemas donde Iy funcion objetivo y las restricciones
son mis complicadas. s decir, este tipo de algoritmos resuelve modelos
s realistas,

Los algoritmos hewristicos se pueden clasificar en procedimientos que
construyen una solucién y procedimientos que tratan de mejorar sistemitica-
mente nnasolucion inicial, Dentro de la primera categoria se encuentran, por
cjemplo, los algoritmos glotones. Los procedimientos de mejoras sucesivas
pertenceen a la segunda categoria,

2.3.1 Algoritmos Glotones.

Los algoritios glotones son aquellos en los que el tomador de decision se-
lecciona, en una etapa del proceso, la mejor alternativa entre todas las al-
ternativas factibles; sin considerar el impacto que esta eleccion pueda tener
en las subsccuentes decisiones. Generalmente, la mejor alternativa se refiere
a la mds favorable con respeclo a la funcidn objetivo. A continuacion se
dard un ejemplo de un algoritmo glotdn, el algoritmo de Kruskal, el cual
resuelve correctamente ¢l problema del dirbol expandido de peso minimo en
una grifica conexa.

Ejemplo 2.3.1 Considcrese el problema del drbol expandido de peso minimo.
Existen varios algoritinos para resolver cste problema, pero el mds conocido
es el de Kruskal. La idea del algoritmo de Kruskal es scleccionar en cada
ctapa la arista de menor peso que no forme ciclos, hasta generar un drbol
cxpandido.

ALGORITMO DE KRUSKAL

1. Iniciglizar el conjunto §, el cual conticne las aristas del drbol : S — §.
2. Sc incrementa el conjunto S. Sea e una de las aristas de menor peso, tal
que ¢ ¢ S y las aristas S U {e} no formen ciclos. Se realiza la asignacion
§—Su{el}.

3. liste paso determina si se ha construido un drbol crpandido. Si| 8 |=|
V| =1, donde V es el conjunto de vértices de ln grdfica, cl algoritmo ter-
mina en esta ctapa. De ofra manera regresar ol paso 2.

Constdérese ln grdfiva (5:



Fig. 2.11
La siguicnte figura muestra cdmo se construye el drbol expandido de peso
minimo con o algoritmo deRruskal:

o

026 020 ¢

Fig. 2.12
El algoritmo de Kruskal es un algoritmo gloldn ya que sucesivamenle
selecciona una de las aristas de menor peso, de aquellas aristas restantes que
no forman ciclos. Es decir, en cadu ctapa se selecciona la mejor allernativa
entre lodas las alternativas fuctibles.

2.3.2 Mejoras Sucesivas.

Encontrar el éptimo global de uaa instancia de un problema puede ser muy
dificil, sin embargo a menundo es posible hallar una solucién @ la cual es la
wcjor en el sentido de que no hay naa solucion mejor a ésta en una vecindad
alrededor de 2, N{x,a). Donde una vecindad N(x,0) de una solucion « es un
conjunto de soluciones que pueden ser generadas a partir de & mediante una
operacion o. Esta operacion puede consistir en eliminar o agregar o inter-
cambiar objetos de una solucidn. Si una solucién x es mejor que cualguier
otra solucidn en la vecindad N(z,0), entonces & es un dptimo local con
respecto a esta vecindad,
Considérese et problema general de optimizacién discreta:

min{cz { r € 17} (2.14)
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donde el conjumto de soluciones factibles £ esta delinido como
Fele>0]de2be, =061 Vjel}

1 algoritine de mejoras sucesivas, también conocido como mejoras locales,
enipieza con Hna solueion gk ¢ Iy trata do mejorar 2% al buscar una
solucion superior en una vocindad apropiada N(2F, a) alrededor de rk,

ALGORITMO
Paso 0. Inicializacion. Se olige un punto inicial 2' € P,y se inicializa ol
confador en L2 k1,
Paso 1. Mejora, Considérese el conjunto de mejoras locales

{e e aN@E o) er < cz*) {2.15)
Si este conjunto estd vacfo, ol algoritnmo termina en esta etapa y +* ox un
minino local de (2.14) con respecto a la vecindad N{z,0). De otri mane-
ra, se elige un elemento del conjunto, £+, y se incrementa el comador :
ke k4 1. Se repite el paso 1.

Liste es un algoritmo muy general y por lo tanto requiere mis detalie en
al menos dos aspectos. Primero, el procedimiento comienza en el paso () con
una sohteion Factible 2zt € K. ;Cémo se obtiene una buena solucién inicial
cuando 1o se tiene ninguna disponible? Un camino consiste en utitizar otro
heuristico, por cjemplo, un algoritmo glotdn,

Cuando 10 se conoce ninguna solucion factible, se puede usar la version
de dos fases del procedimiento de mejoras sucesivas. En esta version, se
comienza con una solucion que no es factible, y en la fase Tdel método de
mejoras locales se minimiza la infactibilidad de L solucion, St en esta lase se
logra una infactibilidad de cero, entonces la fase 1 del procedimiento empieza
con ¢l punto final de la fase 1. Lavinica modificacion del procedimiento de
mejoras sucesivas durante la fase I consiste en reemplazar el conjunto (2.15)
por

{r e N(z*,0) | d(z) < d(z*))

donde la funcion d(2) mide la infactibilidad de la solucion 2.

Otro aspecto que es neeesario especificar es la definicion de la vecindad
N(z, ). En problemas de optimizacion continuos, la vecindad se toma como
una bola abierta alrededor de 2. Sin embargo, en modelos discretos es posible
que estas bolas no contengan otros puntos de I dehido a la discontinuidad



del espacio de soluciones. Por otro lado, si se incluyen todos los puntos
en IR™ cuyas componentes difieren de las de r en cantidades de 0 6 1,
se tendrin que ovaluar 2" soluciones vecinas, Claramente, una vecindad
apropiada debe ser suficientemente grande para incluir algunas soluciones
factibles y suficientemente pequeiia para que no se complique el anilisis. A
continuacion se presentan varios ejemplos de vecindades.

e VECINDAD UNITARIA. Dada una solucidén z*, la vecindad nnitaria
alrededor de £* es aquélla er Ia que se complementan las componentes
de % una ala vez. Bs decir,

Ny(z*) = {z binaria ;Z |z - Tf |=1}
i

o VECINDAD BFE T-cAMBIOS. Esta vecindad generaliza la vecindad wni-
taria al permitir hasta ¢ complementos en las componentes de la solu-
cion. Lspecificamente,

Ny(z*) = {z binaria ;Z | zj - :c]'? I< 1}
J

o INTERCAMBIO POR PAREJA. En esta vecindad se intercambian 2 com-
ponentes binarias a la vez, pero de una manera complementaria.

NQ,,('J:“') = {2 binaria ; z | z; - :Cf |= 2,2(17 - -L_?) =0}
3 i

o VECINDAD DE T-INTERCAMBIOS. En esta vecindad se eambian hasta
t valores de una solucién de una manera complementaria,

N,p(zk) = {x binaria ;Z |~ 1;‘ 1<t Z(;rj - .'I‘;‘) =0}
J i

Ejemplo 2.3.2 Pare ilustrar el procedimiento de wejoras locales de dos
fases considérese el siguiente problema de recubrimiento.
min 202y + 52y + 4z + Goy + 225

5. a
1 0 ] 0 |
1 0 N 1 ) 0 . ! i !
HEL + o + o |73 + 0 |® 1 WEE > !
0 1 0 I 0 1

r binaria
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L s et e e e

Es posible comenzar o] procedivnicnto con ln solucton factible r = (1.1, 1,1, 1),
sin embargo pura mostrar la versian de dos fases se empezard con una
solucion wo factible : ¢t = (0,0,0,0,0,). In la fase | se aplicard lo veeindud
wntlaria.  Ademds, d(x) se define como el wmbmero de reaglones que no se
sulisfaren,

La veeindad unitaria Ni(0) abededor de b estd formada por las siguicntes
soluciones: (1,0,6,9,0). (0,1,0,0,0),(0,0,1,0,0,),(0,0,0,1,0) (0,0,0.0. 1).
Estas soluciones veduren d(x') en ¥, 2, 2, 2 y 2 unidades respectivamente,
La solucion con menor infactibilidad es 2% = (1,0,0,0,0).

Ista solucion atin no es fuctible, cnlonces se debe aplicar otra vez lu fuse .
La vecindud unitarin eonsistle de las solueiones: (0,0,0,0,0,), (1,1,0,0,0),
(1,0,1,0,0), (1,0,0,1,0) y (1,0,0,0,1). Unicamente la sequnda y la cuarta
solucidn disminuyen la infactibilidad ( en una unidad cadu una ). Si se
scleeciona la segundu, o fase 1 fermine con una solucion factible 5° =
(1,1,0,0,0) y un costo de 25 unidudes,

La fusc Il comienza a partir de 23, En esta fase se considerard una vecin-
dad de intercambios por parejas. lLa veeindad alrededor de 23 esti for-
mada por Ins siguientes soluciones: (0,1,1,0,0), (0,1,0,1,0), (0,1,0,0,1),
(1,0,1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,1). Ningunu de cstas soluciones son
Jactibles, cxeepto (0,1,1,0,0) y (1,0,0,1,0), £sta ulthna ticne un costo
mayor que 23, por lo tanto se elige 2t = (0,1,1,0,0,) con un costo de 9
unidades.

Si se aplica lu fase 11 sobre esta nucea solucidn, se verd que x4 no se pucde
mejorar localmente. Entonces,el algoritmo termina en csta clupa. Por olro
lado, ¢s fdcil comprobar que el dptimo global se aleanza en & = (0,0,0,1,1),
con un costo de 8 unidades.

Una madificacion de este algoritimo consiste en empezar otra vez todo
el procedimiento con un punto inicial diferente, con la esperanza de que
converga a un dptimo local diferente. Se elige la mejor de estas dos soluciones
generadas. Otra modificacion al método de mejoras locales es aqualla en
donde se permite reiniciar e} procedimiento con una solucién peor que la
anterior. Debe haber algunas restricciones que permitan continuar con una
solucidn peor, de otra manera el procedimicnto se incrementaria al buscar en
todo el espacio de soluciones. Al usar esta idea existe la posibilidad dao que el
proceso puedi salir de nn dptima local y encontrar una mejor solucidn, Un
cjemplo de esta versidn del procedimiento de mejoras locales os ¢ recocido
simuludo, el cual se estudiard mds adelante.
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Capitulo 3

Algoritmos Especificos para
el Problema del Agente
Viajero.

Al resolver un ejemplo del problema del agente viajero con uno de los
algoritmos presentados en el capitulo anterior se pudo observar que a pe-
sar de ser un problema pequeiio se tuvieron que hacer muchas iteraciones
antes de encontrar la solucion dptima. Fn este capitulo se discutirin algo-
ritmos mds eficientes para resolver el problema del agente viajero en donde
se aprovecha la estructura de éste, a diferencia de los algoritmos presenta-
dos previamente. Se resolverd, con cada algoritmo , el misino cjemplo del
problema del capitulo anterior para mostrar que son mas cficientes.

Fa la primera seecion de este capitulo se presentan los algoritmos exactos
y en la dltima se describen los heuristicos.

3.1 Algoritmos Exactos.
Fun esta seccion se estudiardn dos algoritmos exactos que usan el método de
ramificacion y acotamiento para obtener la solucidn éptima. La diferencia

principal entre estos algoritmos es [a estrategia de acotamiento que usan, en
uno se emplea la relajacion Lagrangeana v en otroel problema de asignacion.

63



3.1.1  El Problema de Asignacién con la Funcién de Costos
del Prablema del Agente Viajero,
Fu el capitulo 1 se vié que la formulacion del probloma del agente viajero

082

min Y, Y ey

i€V jev
Yorg o= 1 VieV

8.4

eV
}:a:,') = 1 VYjeV
eV
;o= 0,1 Vi, jevV
z = (i) es la asignacion de un tour

L relajacion mis sencilla para el problema del agente viajero y también
la primera en ser usada es la que se obtiene de la formulacidn anterior al
climinar la restriccion de que x = (5} debe ser Ia asignacion de un tour,
Es decir, el problema de asignacién con la misma funcidn de costos que la
del problema del agente viajero, el cual se resuelve eficientemente mediante
el método hitngaro. Esta cs Ia estrategia de acotamicnto que se usari.

Estrategia de Acotamiento.

Considérese un ejemplo de} problema del agente viajero con matriz de costos
C. Se resuelve el problema relajado, es decir el problema de asignacion con
matriz de costos €, mediante el método hingaro, Sea € la matriz do
costos reducida que se obtiene y sea rg o valor dptimo de este problema.
Reeudrdese que la matriz que se obtiene de ja matriz original de costos al
restarle una constante a todas las entradas de un rengdn o una columna se le
conoce como matriz de costos reducida. Lntonces, para cualquier asignacion
de un four x se tiene que:

1 " 2, AN D
Zo(z) = ro + Za(x) (3.1)
Ahaora, se sabe que fa matriz C | es no negativa. Entonces,
1o < Z¢(x)  para todi ¢ asignacion de un tour {3.2)

por lo tantu rg os una ¢ota inferior para o} problema original def agente
viajero.
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Supdngase que la asignacion optima @* es la asignacion de un tour. poy
lo tanto el vilor de 2® en la matriz de costos reducida € es cero. Entonces

Ze(@) = ro+ Zg(et)
= Ze(rT) = rg 40
= Z(}(T-) = Iy

de agqui que la igualdad en (3.2) se da cvando la asignacion ptima es la
asignacion de un lour. En este caso, ésta es la solucion dptima para ol
problema del agente viajero.

Estrategias de ramificacion.

El problemta del agente viajero es un problema binario, por esta razon se
nusard un procedimiento de enumeracion implicita para resolverlo, Recuérdese
que e este tipo de procedimientos se empieza con una o mds variables que se
fijin en un valor binario y gradualmente se construye la solucidn al aumentar
el nimero de variables fijas. Entonces, la regla de ramificacion selecciona
alguna variable libre z,, y crea dos subproblemas cuando se fija .5 en uno
y en cero. Al ramificar ol problema original (subproblema 1) se generan los
signientes subproblemnas:

subproblema 2 = subproblema 1 + (2., = 0)
subproblema 3 = subproblemal + (2, = 1)

Si se clige el subproblema 2 para acotarlo inferiormente se debe resolver el
problema de asignacién cuya matriz de costos es . Fsta matriz se obtiene a
partir dela matriz C al modificar la entrada C(r, s) por M, donde M >> 0,
va que si 2y = 0 no se puede viajar de Ja cindad r a la cindad 5. Por
otro lado, sea C la matriz que se obtiene a partir de ta matriz original €' al
modificar Ia entrada ¢(r,s) por M. Entonces, para cualquier asignacion «
de un tour se tiene gue

Ze(z) = ro+ Z¢, (2)

Supdngase que el valor optimo del problema de asignacion asociado con cl
subproblema 2 ¢s ry y sea Cy la matriz de costos reducida. Entonces, para
cualguier asignacion de nn tour  se tiene que:

Ze, (@) =1+ Zey ()



pero

Zolr) = g4 Zodr) pira toda » asienacion de un tour
S de(a) = et Z;-,—‘-(.r) para toda & asignacion de un tonr

Ademis, se sabe que Cyp > 0, por o que
ro Fory < o) para toda r asignacion de nn tour

entonces vy - ry es una cota inferior para el valor objetive de cualquier
asignacion de un tour con matriz de costos ¢ s decir, rg 4 1y o5 una cota
inferior pari el subproblema 2,

Se sabe que una cota inferior para ol valor éptimo del problema origi-
nal es rg. También se calculd nna cota inferior para el valor dptinto del
snbproblema 2, rg -+ 1. Entonces, rpoes la cantidad por la cual i cota
inferior del subproblema 2 es mayor que la cota inferior para el problema
original. Se desea seleccionar la variable de ramificacion de tal manera que
a cantidad »y sea lo mds grande posible. Si se selecciona de esta manera la
variable de ramificacion, entonces la cota inferior paraal menos uno de los
subproblemas generados serd o mds grande posible.

Sin cmbargo, para determinar la cantidad »#y de cada variable es necesario
resolver un problenta de asignacidn. Fsto requiere de muchos cileulos y por
to tanto es ineficiente. Entonces, es necesario desarrollar un criterio para
scleccionar la variable de ramificacion que no involuere muchos cileulos y
e haga una eleccidn razonable,

Para ello se define la evaluacion de une variable con sespecto a la matriz
de costos redncida €*. Para cada variable 2,; se calcula:

o= omindGy h# g} min{ehy; b # i)
Py oes laminima cantidad por la cual el valor dptimo del subproblema se
incrementa si la variable xy; se fija en cero, La cantidad £y es mayor o
igual que la evaluacion de eada variable. Entonces, una buena regla para

seleccionar la variable de ramificacion es elegir aguélla cuya evaluacion sea
la mds alta. Por lo tanto, se elige la variable de ramificacién ., tal gne

Pre = max{ %)

Obsérvese que para aquellas variables @, donde & # 0 la evaluacion de la
variable %5 es cero ya que en lw matriz reducida C' al menos hay un cero en
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cada renplon y en cada colmmna. Entonces, basta caleular Ja evaluacion de

aquellas variables z,; donde T, = 0.
Por iiltimo. cabe hacer notar que si se fija la variable z,, en uno, para
evitar un subfour entre Jas ciudades v s, la variable »,, debe fijarse en

cero

.

Algoritmo.

En cada iteracidn ¢ de este algaritmo se realizan los siguientes pasos:

1. Seinicializa la cora superior Zyp: Zup = oo.

2. Si faltan nodos del drbol por analizar se elige alguno con la regla de la

cota mis reciente o con la estrategia de prioridad. Por ol contrario, si
tudos {os nodos estdn analizados el algoritmo termina en esta etapa.
Si en este momento se tiene una solucion eandidata, dsta es la solucion
aptima del problema original. Delo contrario el problema es infactible,

Se acota inferiormente el subproblema seleccionado al resolver el pro-
blema de asignacidn asociado con este subproblema. Sea Z* el valor
dptima del problema de asignacion. Si la asignacidn dptina correspon-
de a la asignacién de nn tour entonces ésta constituye una solucion
candidata.  Ln este caso, se actualiza el valor de la cota superior,
Zup = Z'. Regresar al paso 2. Si la asignacion éptima no es factible
para el problema original entonces ir al paso 4.

Se ramifica el subproblema sobre alguna variable libre 2, generando
de esta manera dos subproblemas, uno con 2.5 = 0y otro con x,; = |
y rse = 0. La variable de ramificacion es aquélla cuya evaluacion sea
la mds alta. Regresar al paso 2.

Ejemplo 3.1.1 Considéresc ef cjemplo del problema del agente viajero del
ejemplo 2.2.2.

ITERACION 1.S¢ inicializa la cola supevior Zyy en oc. Se resuclve el pro-
blewna relajado de asignacidn correspondiente al problema original, La ma-
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triz de costos codueida C que se obliene os o siguicnte:

R S T B

LM o0 0
Dol 0 M o0 M
30 2 1M o0 0
A0 0 0 M M
5 1 1 M o0 M M

La asiguacion dptima es 1 =2 =4 ~ 1,3 =53 donde Z' = 10. Dado quc
esta salucion tiene sublaurs se debe seleceionar una vaviable para ramificar
el problema. Para ello se calenla la evaluacion de aquellas vaviables x;; lales
que ©;; = ().

varinble ;; | cvaluaciin I;
Ty, LEIT21y T4y Ty Ta1, $42, 243 | 0
T35y T3 | I

donde Py y Py = max{l;}. Debido a que hay un cmpate se elige arbi-
trariamente algune de estas dos variables, por ejemplo z35. Al fijar 135 en
o y en cero se generan los siguientes subproblemas:

subproblema 2 subproblema | + (135 =10)
subproblema 3 = subproblema [ 4 (r35 =1 y 253 = 0)

Estos subproblemas sc incluyen en la lista de subproblemas no insondeables.
IPERACION 2. La lista de nodos no insondeables estd formada por los sub-
problemas 2 y 3. Fn este ejemnplo se usard la regla de la cola mds re-
ciente pura seleceionar un subproblema.  Los dos subproblemas de la listu
se generdron al mismo tiempo entonces se clige uno arbilrariainente, por
ejemplo el subproblema 2. La matriz de costos de este subproblema es

|t 2 3 4 5

LM o0 2 0
2.0 0 M 1 0 N
30 2 1M o0 M
4 0 0 0 M M
5 1+ M 0 M M
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Lo watriz de eostos reducida gne se oblicnc al vesolver o probloa de asig-
nacidy s

L2 8 b5

A Y A / B /A ¥
20 0 M 00 M
31 2 1 M o0 M
0 0 0 0 MM
5o M o0 MM
La asignacion dplima cs 1-5-3-4-2-1 donde 2* = V1. Esla asignacion cs la
asignacidn de un "tour™, por lo tanto ésta constituye una solucion candidutu,
Lu cola superior para el valor optimo del problema original es Zyp = 11.
ITERACION 3. Eliinico nodo na insondeable de la lista corresponde al sub-
problema 3. La matriz de costos de este subproblema cs la siguicnte:

|12 3
LM o020
2] 0 M 10
] 0 0 0 M
51 1M 0 M

Obsérvese que se ha eliminado el lercer renglan y la quinta columna debido
a que la variablc 135 estd fija en uno. La matriz de costos reducidu para este
subproblema es

| 1 2 3 4
LM o0 o200
2] 00M 10
Al 0 0 0 M
5] 0M oM

La asignacién dplima es 1-2-4-3-5-1 donde 73 = 11. Esta asignacién corves-
ponde a la asignaciin de un "tour” y de hecho ecoineide con la solucian del
subproblema 2 debido a que se trata de un problemnu stmétrico. Par lo tanto
ésta cs la solucion dptima para el problemna original y ¢l valor dplimo es
Z* = I Eldrbol de ramificacién y acotamiento generado s el siguicnte
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subproblema |
|.).|.!. 1A
7. =10
Lt X = ha =0
N«
subproblema subproblema 3
183420 124350
g1 .
Al 7=11
solucidn candidata no pronetedor

/l!::ll
g, 3.0

3.1.2 El Problema del 1-Arbol con Funcién Objetivo La-
grangeana.

En esta seccion se describird la relajacion del 1-drbol con funcién objetivo
Lagrangeana. Con esta relajacion se obtendrdn cotas inferiores bastante
cercanas al valor dptimo del problema siméirico dol agente viajero. la rela-
jacion del 1-irbol con funcion objetivo Lagrangeana también puede usarse
para resolver el problema asimétrico del agente viajero. Sin embargo, la
experiencia computacional indica que para problemas asimétricos esta re-
lajacion es menos eficiente que la del problema de asignacién. Adernis, se
estudiard este algoritino porque para el problema simétrico del agente via-
jero los métodos de biisqueda que usan la relajacion del 1-drbol son mds
eficientes que aquéllos que usan la relajacion de asignacion, debido a que se
obticnen cotas mds cercanas al dplimo.

Sea = (V, E) una grifica no dirigida. Bl problema del drbol e xpandido
de peso muinimo consiste en encontrar el drbol de peso minimo en el conjunto
de vértices V = {1,2,...,n}. B este algoritmo se usard una variante de este
problema: el f-drbol de peso minimo. Un 1-irbol consiste de un drbol en
el conjunto de vértices {2,...,n} junto con dos aristas distintas incidentes al
vértice 1. En la siguiente figura se muestra un 1-drbhol:

Fig. 3.2 Un 1-drbol
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Ohsérvese gue un 1-drbol tiene solo un ciclo, en of cral estid inchrido el vértice

1. Ademis este vértice siempre tiene grado 2.

l.

Ndtese gue:

U tour os un -arbol en el cual cada vértice tiene grado 2. Eutonces.
todo towr es nn -arbol v uie Fdarbol es un tour sdlo si cada uno de sus
vértices tiene grado 2. Por lo tanto, el problema del 1-drbol de peso
minimo constituye una relajacidn para el problema del agente viajero.

2. Bl -drbol de peso minimo es ficil de caleular, Este puede encontrarse

al construir o drbol de peso minimo en el conjunto de vértices {2, ..., n}
y después agregar las dox aristas de menor peso incidentes al vértice

}. La transformacion de las distancias ¢,y — ¢, 4- A 4 A, dejael problenia

del apente viajero invariante pero modifica el 1-irbol de peso minimo.
I’sto se aclara con e siguiente lema:

Lema 3.1.1 Sea A = (A Ay AL un vector con componentes roales, St
et es of "lowr” de menor costo con respecto a las distuncias e, cifonees
también ¢s el "touwr® de menor costo con respecto a los pesos ¢ij 4 A 4 A,

(LN

DR (GRS R B P &

DEMosTRACION, VI peso de un four r, con respecto a las distancias ¢,

2 i (+)
(IIJ)EJ‘
v con respecto a las distancias ¢ + A¢+ A; os e
L ((‘,‘J 4+ A+ '\j) {+4)
(in)er
Sise resta (#3) = (%) se tiene que:

1l

1

(t.)€Er (ry)€er (i,j)ex (1.j)€x (1.j)€r (ty)er

Z A+ Z /\.,

(.j)er (vJ)€x

n n
= Z’\' + Z/\.'

=]

DORSTE I P YR RPN Y ¢



Batonces, al cambiar un conjunto de pesus por otro el costo de todos
los fours se altera en la misma cantidad y por lo tanto no se modifica la
comparacion entre los tours. ]

Si se considera la observacidn 3, una posible estrategia para resolver ol
problema del agente viajero consiste en encontrar un vector A tal que el
I-drhol de peso minimo con respecto a las distancias ¢ 4+ Ay 4 Aj sea un

lour,

Estrategia de Acotamiento : Formulacién del Problema PCIL.

Se sabe que tado four es un t-drbol en el cnal cada vértice tiene grado 2.
En base a esta observacion se puede formular el problema del agente viajero
como el problema del 1-drbol de peso minimo con la restriccion adicional de
que cada vértice debe tener grado 2. Estas restricciones se pueden escribir
como:

dy =2Vie {1,2,..,n}

donde dy es el grado del vértice i en el k — ésino 1-drbol,

Para formular el problema de la cota inferior Lagrangeana (PCIL) se
clige este conjunto de restricciones con el fin de relajar el problema original.
A cada nna de cstas restricciones se le asocia un multiplicador de Lagrange
Xy se incluye en la funcidn objetivo. El problema PC/1 generado s el
sigitiente:

n
winfek + Y Nl - 2)]
1=1
donde ¢y es el costo del k— ésimo I-dcbol con respeeto a los pesos ¢, Lste
problema tanbién se puede escribir de la siguiente manera:

w (A= mkiu[ck + AV

donde Vj es un n-vector cuya £ — ésima componente es dy — 2.

Iin el capitulo 2 se mostrd que para cualquier A, w () es una cota inferior
para el valor dptinio del problemna original, ya que las restricciones que se
relajaron corresponden a igualdades. Esto también se puede comprobar de
la siguiente manera. Claramente, el costo del tour dptimo es mayor o igual
al costo del 1-drbol de peso niinimo con respecto a las distancias cij+ A+ A,
El costo del tour éptimo con respecto a estas distancias es :
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et 2 2’1; Ai

i=]
Por otro lado. ol costo del 1-drhol de peso minimao con respecto a las distan-
clas ¢, 4+ A+ A es

m‘jn[('k + L Aidik]

i=]
Entonces,
n [ n
s A2 i . ik
¢ -{‘2;\ > mk!n ci + ;/\ ik
L 3
i = ¢ > m,}n o+ Z ANl -2 L A
: L =1 i=1
e > mi { Y N (i — 2
: = c > mA!n ck+%1 (i = 2)
: = ¢ 2 min [ex 4 AVi]
= 2 w(A)

De esta manera se obtiene una familia infinita de cotas inferiores para ol
costo del tour Gptimo. La mejor de estas cotas es :

max {w (M)}

Iiste es el problema dual Lagrangeano. Se puede usar el método iterativo de
optimizacion subgradiente para calcular o aproximar el valor maxy {w (\)}.
Con las iteraciones se calcula una sucesion de n-vectores {A™} de acuerdo a
la siguiente formula:

/\m+l = \™ +thk(,\m)

donde k() es el indice que identifica al 1-drbol de peso minimo con respecto
alas distancias ¢;;+A+A; y {tm} es unasucesion de escalares que se calculan
de la siguiente manera:

; Zup - w (\™
' by = Tm ("ﬂj—(—"—('rl> con ) < T S 2,
Il Vigam) 1
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w (A" conhituye una coti inforior o L cual se e amd Zp 5 en ol
capitulo anterior.

Los algoritmos de ramificacion v acotamiento particionan sucesivamente
ol conjunta de soluciones factibles de un problema v calenlan una cota -
forior para el valor dptinto de cada subproblema generado. En ol caso del
problema del agente viajero esta particion generalmente se realiza af incluir
y excluir un conjunto de aristas, Los subproblemas generados al incluir ¢f
conjunto de aristas X v excluir el conjunto de aristas ¥ oson de la misia
farnia gne ol problema original. Por esta razén el método que se acaba de
deseribir pirs scotar inferiorinente wn problents tanbién se aplica a los sub-
problemas generados durante el proceso de ramificacion. Sea £ (X, V) o
conjunto de todos los I-drboles que incluyen las aristas en X'y excluyen las
aristas en Yy sea

e o 1 T /
wxy {(A) = kE!I{;!{'I,Y)[H; b AVE]

Eutonces wyy (A)es i cota inferior para of valor dptinio del subproblema

generada,

Regla de ramificacidn,

Considérese el problema PC/ L

min ez + AMb - Ar)
(¢~ M)z + Ab
s Be>d
2 € {0,1}
1o un algoritimo de ramificacion y acotamiento basado en la relajicidn La-
grangeana, una regla do ramificacion razonable es la signiente:

it

1. Se denota por (A r*) alos multiplicadores y a los valores de las viria-
bles asociadas con la mejor cota inferior del nodo que se va a ranificar.
Considérese of vector de valores A™(b ~ Ax®). Se elige la restriccion
con ¢} mayor valor (absoluto) en este vector, a la cual se hard refe-
rencia como restriceion ¢, Siox es nna solucién factible y satisface quo
Mb — Az) = 0, entonces ésta es la solncién Sptima para el problema
original.Se clige la restriceidn (s decir la entrada) con ef maximo valor
absotuto en el vector A*(b— Az”) para que al ramificar se intente hacer

cero oste vector,
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2. Definase
S = {j |, aparezca en fa i - Csima vestriccién y rj = 1}

515 = ¢ (es decir ninguna de fas variables de la § = dsime resiviceion
aparece en la solucion 2° del problema PCTL) entonces definase

§ = {j e, aparesca en la i~ ésima yestriceion v +} = 0}

La variable del conjunto 5 que se elige para fijarla en uno es aquélla
que tenga el menor coeficiente (¢ -~ A”A) en la funcién objetivo del
problema PCIL. Es decir, se elige la variable que mds convenga que
tome ¢l valor de 1 en la solucién dptima. Cuando se clige la variable
de raificacion no so consideran aquéllas que estan fijas en 1 6 0.

Con el fin de obtener la variable de ramificacion en el problema del agente
viajero, se usard otra notacidn para definir el problema PCIL. La restriccidn
que establece que cada vértice debe tener grado 2 (dy = 2,Vi € V) se puede
escribir de otra manera:

Z.l‘j,' + Zl‘,’j =2VieV
i<t ot

Entonces, el problema P[] generado a partir del problema del agente
viajero se puede reformular como:

l_ll\illk Z Z e+ E Al 2- Z Ty - E Ei;
TEX(k) eV j>i eV j<i Y
= ‘m\i"k ZZ(C,‘J‘%‘/\,‘ + /\j)a‘,']‘ —‘ZZ/\,‘
reX ) |iev 5 iev

donde X (k) cs el conjunto de todos fos 1-drboles en Ia grifica. fa regla de
ramificacidn es la siguiente:

1. Sea A* el vector de multiplicadores y 2~ of vector de valores de las variz-
bles asocindas con la mejor cota inferior def nodo que se va a ramificar.
Considérense los valores Af(2 - 37 23, - 2 r5) parai €V, Seclige

<t >t
la restriccion asociada con el mayor valor (absolutn) de cstos valores,
a la cual se hard refernncia como restriceion k.

75



. Se define

§ = {x,, | ri; aparezca en la k-ésima restriccion v ooy = 1)
st § = |, entonces se define
§ = {ay; | @iy aparezca en la k-Gsima restriccion y rj; = 0}

La variable del conjunto S que se clige para fijarla en uno es aguélla
que tenga ol menor coeficiente (¢4 A -+ A;) en la funcion objetivo del
problema PCTL.

Algoritmo.

Cualquicr etapa del procedimiento de ramificacién y acotamiento se especi-
fica mediante una lista de subproblemas generados con sus correspondientes
cotas inferiores. Las entradas son de la forma

(X, Y, A wxy (V)

M inicio. la lista consiste de una sola entrada: (¢, ¢, 0, w(0) ) donde 0 o5
un n—vector, El algoritmo de ramificacidn y acotamiento es el siguiente:

1. Seinicializa la cota superior Zyp con alguna hearistica. Se inicializan

los multiplicadores de Lagrange, A = (.

. §i faltan nodos por analizar se selecciona una entrada (X, Y, A, wx v ()

con la regla de la ditima cota o con la estrategia de prioridad y se ac-
tualiza el vector A 0 A = A™ 4 1, Vi), I al paso 3.

Si todos los subproblemas son insondeables ol algoritino termina en
esta etapa, La sohicién dptima os la solucion candidata que se tenga
en este momento. Si no hay ninguna solucién candidata ol problema
es infactible.

Se resnelve el problema PC'TL con el vector de multiplicadores A1,
La cota inferior que se obtenga se puede mejorar con el meatodo de
optimizacion subgradiente. Alresolver este problema se obtiene alguno
de los siguientes resultados:

a. La cota inferior wy y (A) del subproblema correspondiente es mayor
que la cota superior Zpyy. En este caso se elimina el nodo de conside-
riacion y se regresa al paso 2,



b, Lasolucion del problema PO 1L es factible para el problema original
¥y por o tanto se tiene una solucion candidata, Regresar al paso 2.

¢, La cota inferior no esimple con as observaciones de Jos dos puntos
anteriores, Ir al paso 4,

Ramificar el subproblemy conta vegla deserita anteriornente y regresar

al paso 2,

Ejemplo 3.1.2 Considevese el ejonplo 2.2.2, La grifica asociada a cste
problema es la siguiente:

Fig. 3.3
IERACION 1. Supingase que se ha aplicado alyuna hewristica y se ha
cacontrado lo siguiente solucion | —~ 4 — 2 -3 ~ 5 - 1, donde Zyp = 12,
Se inicializan los multiplicadores en A = 0. Se yosuelve el problema PO,
con cstos multiplicadores, Como el vector A es el vector cero, entonces esto
equivale @ encontir el [-drbol de peso minimo de I grifica anteriar, el cual
se muestra o confingacion:

g, 3.4
Ll valor dptima del {-dcbol s w(0) = 9.
Con el fin de mejorar esta cota inferior se aplicard ol método de optimizacion
subgradiente. Pava ello se actualiza ol veetor )

M= A g

-1
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donde vy = dp -2 = (2 =20 202121 -2)y= (0,02, 1.- 1)

Y
l-"n(/”“ - u(\))) _2( 12-- 4 ), |
- . CONOT 0 R () (1))

2 A= (0,0,0,0,0) 4 (0,0,2, ~1.~1) = (0,0,2,~1,~1)
Los pesos ¢y -+ AL+ A) se muestran en la siguiente figura:

i, 3.5
Seresuelve of problema PCLL con los nuevos costos. El 1-drbol de puso
wavmo es

Iig. 3.6
El valor dptimo es w( ') = 10,
Debido a que el I-drbol no corvesponde a un "towr” se debe ramificar el

p) N ,. . . .
problema. (paso 1 ).Para ello se calenla el cector AN (2 - ZK! o ZD, )
para i=1,...5 donde

Pt _{ ‘ st ()= {002), (0,4),(2,4), (3, 1),(3,5)}

TV 0 0 enoolro caso

A 2= Z:r}x - Z"'Iy = 02~ b gy )] =0

i<l i>1
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Por olro lado

. N .. . .
max{ | A(2 - LJ"“ - L.r,JH pea i =1, 0,5 )=
>t

1<t

este valor corresponde a la cuarta restriceion,

(paso 2). Sca
8 = ey | ey aparezen en la cuarta restidecian y r= 1} = {&yq, ron Iy )

Estas variables tienen los siguicntes costos en I funcion objetivo del proble-

ma PCIL :

para xyy e 4 ,\= 4 ,\ﬁ = 240-1 = |
para vy ca b AL E AL = 3400 2
para g et A EA = 24240 = 3

Ll infuano de cstos valores es 1, por esta razon se clige o vaviable vy prre
ramifivarla, Se generan los siguicnlcs subproblemas:

subproblema 2 = subproblcma 1 4 (1 =0)

subproblemn 4 = subproblcian 1+ (ryy = 1)

FPERACION 2. Se eligi la regla de laiiltima cata puva seleeeionar un subpro-
blemu, Pucsto yue ol subprablema 2y ol 2 se goncmron al wismo ticmpo,
se elige vna arbitraviameente por cempla ol 2,

St actualizo ol veelor N

’\'I = ,\I } lll‘k(\l) = (()“.l‘. I ;”

Y



Los posos e, 4 A »\f se nnuestran on o siguiente figura:

Fig, 3.7
Al resolver el problema PCLL con los nucvas vostos, se obliene la si-

quicnte solucian dplima:

%

Fig. 3.8

El valor gptimo es w(A?) = 10.
A continuacion se aplicard el método de optimizacion subgradiente pare

mejorar esta cola. Se actualiza ol vector A2
/\3 = /\2 + tgvk('\'z) = (0,2,2, -1 y --3)

Ion la siguiente figura se muestra la grafica con los costos c;j + X! + ’\;

Fig, 3.9
Fl 1-drbol dptimo cs ¢l siguiente:




donde w(AY) = 11, Esta solucion corresponde a un “tour™ vy por lo
tanto cs una solueion candidata, L1 valor optimo de este "tour™ r con res-
peeto « los costos originales ¢s ZU‘”E,(C,-]' + A3 ,\115) -2 Z':':, A =11
IrERACION 3. Ehiinico subproblema que falla por analizar es ¢l subproblema
3. El vector A? se caleuld cn la iteracion anterior. A conlinuacion se mucs-
tran los pesos i+ A2 + A'j de la grdfica correspondicente a ¢stc subproblema:

Fig. 3.11
Para constrair I [-drbol de peso minimo se Loma en cuenta quc la arista
(1,4) estd fija en uno:

Fig. 3.12
Elvalor dptimo es 12, Esta solucidn corvesponde a un "tour”. El valor
optimo de este "tour” x con respecto a los costos originales es E(i’j)er(c;j -
A4 A~ —2 M=
l'lalgontmo lcrmma en ('.sta elapa pm’slo que ya no faltan nados por analizar,
ElL "tour” dptimo es | =2 -4 35— 1 y el valor aptimo ¢s 11, El drbol
de ramificacion y acotamicnto se numstm en la figura 1.13:

subprobluma |
\“:() 0890 e X ‘=[
subproblema 2 w(X)=10 suhpﬂcmu 3
¢y
©Y0
W)=l w)=12
solucifn candidata no prometedor

Fig. 3.13

S1



3.2 Algoritmos Heuristicos.
3.2.1 Algoritmo Glotén,

Cualgquier algoritmo glotén para el problema del agente viajero realiza los
siguientes pasos:

1. Encuentra un subtour inicial que contiene 2 o mds vértices.
2. Con alguna regla de seleceion elige un vértice para agregarlo al subtour.

3. Con algiin criterio de insercién agrega el vértice selecconado en el
subtour,

Los pasos 2 y 3 se repiten hasta que todos los vértices se hayan insertado;
s decir, hasta que se haya encontrado una solucién para el problema del
agente viajoro,

A continuacién se describirda un algoritmo que se basa cn la insercion
wdis barata. Bl subtour inicial T, en este caso, estd formado por 2 cindades
iy e iy donde

‘ifliz + ll,'m = min ((l,‘j + (lj,')
LJEV,IF ]
Es decir, se clige o subtour de menor longitud que esté formado por 2
ciudades.

La regla para seleccionar un vértice y ol criterio de insercién se combinan
en este algoritmo de ta siguiente manera, Primero se encuentra el costo
mis barato ¢ en el que se incurre al iusertar cada vértice & en el subtour.
Obsérvese que si el vértice k se inserta entre los vértices i y j del sublour
T, el costo del muevo subtour va a amentar en dig + dyj — dyj. Entonces ¢
se calcula como

= i ik o = /,- eV
Ck (“lyle)lgll_{d,k+dk} di;} Vieel

Se elige ef vértice b* para insertarlo, tal que
cre = min{eg
i {e)

IZs decir, se clige el vértice que tenga asociado el menor costo de insercion
e y se inserta entre los vértices correspondientes al cileulo de e,
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Ejemplo 8.2.1 Considdrese ol problema sundtrico del cjemplo 2.2,

PAsO 1. Cada entrada de la siguicnte matviz indico Ins distancias dij4d |, del
"sublour” formado por los vértices i y j. Dado que «sla malriz os simélrica
silo se mucstra lo parle iangnlar superior,

| 1 2 34 4 5
L M 2 4 4 6
3 Mo
1| MM
i M

EL "subtonr” de menor costo ¢s 1 ~2 1, entonees éste sc elige como "sub-

tour” infeial,
IPERACION 1. Se calenlu ol costo de insercign para los vértices que no eslin
en ol "sublonr”, esto s

op = min{d';k gy — vyt 4y =y} k= 3,405

Sitccubargo, di; = dj, Vioj e Vo= {1,2,3,4,5) puesto que se trata de un
bl stmétrico, lnlonces

ek = dig g~y k=3,4,5

La siguiente tabla muestra estos costos.

k| ‘ilk ‘g —dip =
- I - - -
3| 240 -1 =
1 | 2431 = 4
5 0 34+M-1 = N dondc N>>0

Se elige el vértice 3 para inscrtarlo en el "sublowr” puesto tiene asociado el
menor costo ¢, Bl nuevo "subtowr” es | -3 -2-1,

IrERACION 2. Se calewlan los costos de inscreion para los vérlices f y 5,
donde

Cgp = lllill{dlk -+ !Ik:; - dl.’h 113[; -+ ([k'z - {132, (ng + dkl - (l'“} b= 4,5
Fstos se muestran a conlinuacion,

dyge -+ ey~ dyy

ko | Ay A dyy —~ dy | dog A dyy — doy | ek
1] 242-2=2 | 248-2=13 | G421 | 2
5 ] 342-2=3 | 24 M-2=M>>0 | M+3-1=N>>0 | 3
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ElLecrtioc { eae ol mcnor casto de inscreion. Fnucea "sublowr™ s 1 -
4-3=2-1

IrERACION 3. Eldnico virtice que falta por inscrtar es el 5. Para saber
donde conviene insevtarlo se calenla ex:

ey = min{dys 4 day = dygy das + dog = dysydag 4 dsg = dyy, dus + dsy — dy}

ey o= omin{d b M -2 M4+2-224M~2,M4+3-1)

Obsérvese que al inscriar el vértice 5 en enalquicr parte del "sultour™ s
incurre en un costo muy grande. Intances, arbitraricinentc sc inserta enlre
los vértices 3y 2. El "tour” que se obtienc es 1 ~4~3~5-2~1. Ll costo
de esta solucion es M, donde M >> 0.

Obsérvese que el valor de la solucion que se obtiene estd bastante ale-
jado del valor Gptimo Z* = 11, kEn general los algoritnmos glotones son muy
sencillos y la solucion que se obtiene no es muy buena. Existen algorit-
mos mejores que estos los cuales no solamente generan una solucion factible
sino que también toman en cuenta otros factores, como la estructura del
problema, para obtener una solucion mds cercana a la 6ptima. Algunos al-
goritmos de este tipo requicren de una cota superior del valor éptimo la cual
se puede ohtener mediante algiin algoritino glotén.,

3.2.2 Mejoras Sucesivas.

Recuérdese que en un algoritmo de mejoras sucesivas se busca un dptimo
local. Fs decir, se busca una solucidn factible ¢ que sea mejor que cralguier
otry solncién en la vecindad N{(z,0). En el problenia del agente viajero la
vecindad N(x,0) de un four 2 es un conjunto de soluciones que se generan
a partir de « al realizar una serie de intercambios de aristas en la que se
eliminan k(k > 2) aristas de z y se agregan otras k aristas diferentes a las
anteriores para formar un nuevo four. El algoritmo de mejoras sucesivas
mds simple es aquél en el que se intercambian 2 aristas,

Este algoritmo funciona mejor para el problema simétrico del agente
viajero, (Sulkin, 1989), por lo que sdlo se considerari este caso.

Algoritmo.

[. Se encuenta un four inicial z' y se inicializa of contador en 1: & — I,
Este tour se puede ohtener mediante un algoritmo glotén.
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2, Seevalitan todos los posihles intercambios de 2 artstas como se muestra
en la figura 314,

" ¢ . .
“towe” dnicial tonr™ despuds de intercambiar aristas

Fig. 3.14

La evaluacién del intercambio de aristas de la figura anterior es (dy; +
dik) = (dit + dji), lo enal representa el ahorro en la longitud del tour
7% que se obtiene al realizar ol intercambio. Si el intercambio que
produce el mayor ahorro reduce fa longitud total del tour z* entonces
se realiza of intercambio correspondiente para asi generar otro tour
2**' y se incrementa ¢f contador: k « k 4 1. Se vuelve a aplicar esto
paso. De lo contrario el algoritmo termina aqui, puesto que ya no se
puede mejorar la solucién ¥ en la vecindad N(z*,a) y por lo tanto
constituye un optimo local,

Ejemplo 3.2.2 Considérese el ¢jemplo 2.2.2. En la seccidn aaterior sc 0b-
tuvo, mediante un algoritmo glotén, la siguiente solucidn factible para cste
problema: 1 -4 -3 ~5-2-1, cuyo casto es de M unidades.

ITERACION 1. La siguicnte table muestra la diferencia de costos al inteream-
biar 2 aristas en el "tour”.

i 0k (ll,‘j-}d;k)—(d”-}-lljk) = ahorro
1 4 3 5 (242)-(2+ M) = ~N,N>>0
L 45 2 (Q+M)-@3+43) = N
445 2 (Q+M)-(M+2) = 0
4 3 21 2+ 1)~-(3+2) = -2
35 2 1 2+40)-(243) = -2

El mayor ahorro es N, donde N >> 0 y se abtiene al intercambiar las aristas
(1,4) y (5,2) por (1,5) y (4,2). Elnuevo "tour” es 1 =53 -4-2~1, cl
enal tiene un valor de L1,
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Pig. 3.15 lutercambio de aristas para formar otro "tour™,
ITERACION 2. A cantinuacion se wmuestra la difercncia de coslos ul in-
tercambiar 2 aristas del nuevo "tour”,

i3 bk (g td) = (b dy) = ahorro
L2 4 3 (1+2)-2+2) = o

1 2 3 5 (I+9)-(2+M) = —NN>>0
94 3 5 (342 -(2+M) = -X

2 4 5 1 (34+3)—(M+2) = -N
i3 5 1 (24 3)~ (M +2) = -N

Obsérvesc que no se obticne ningin «horro al intercambiar 2 aristas. Por
lo tanto el algoritmo tcrmina en csta etapa. Pare este ejemplo la solucidn
que se obticne al aplicar el algoritmo, 1 =5 -3 —4 -2~ 1, es la soluciin
optima del problema.

Algunos autores [8] han sugerido evaluar 3 o mas intercambios de aristas
para obtener wejores soluciones. Sin embargo, esto requiere de un mayor
trabajo computacional,

3.2.3 Recocido Simulado.

i este capitulo se hian preseatado 2 algoritnios heuristicos para resolver of
problema del agente viajero: uno glotén y otro de mejoras locales. Sin cm-
bitrgo, se mostré que el algoritimo glotén generahmente na genera soluciones
cercanas a la optima puesto que es un algoritino muy simple. Por otro lado,
se mostrari que el algoritmo de wejoras locales tampoco genera soluciones
satisfactorias puesto que éstas dependen de la solucidn inicial. Entonces, ey
necesirio considerar otros algorit mos heuristicos mds sofisticados para poder
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obtener mejores soluciones, La henristica que se presenta a continmacion se
enpoce como recocido stmulado, Fsta se empezd a nsar como una epiva
de optimizacion discreta a principios de las 80 y ademds ha tegido mveha
aceptacion porgue es facil de implementar y tiene muchas aplicaciones.

Fl recocido simulado se puede ver como una variante de la tévnica
hieuristica conacida como bitsqueda local, en la cual se oxamina un sub-
conjunto de solnciones factibles al moverse de una solucién a otra vecina.
La bisqueda se realiza de tal manera que se pase de una solucion a otra
micjor.  Sin ombargo, con esta estritegia generalmente se converge i oup
aptinio local en lugad de a uno global. En o capitulo 2 se mencionaron
varias modificaciones que se fe pueden hacer a este algoritmo can of fin de
evitar este problema. Una de ellas consiste en repetir ¢l proceso utilizando
diferentes solnciones iniciales. Otra modificacion es incrementar la compleji-
datd de las soliciones vecinas. Pero ninguna de estas modificaciones ha sido
completnnente satisfactoria, puesto que la solucién que se obtiene depende
totalmente de ta solucidn inicial. En la siguicnte fignra se muestra un ejem
plo en o cual cada solucion tiene 2 vecindades que corresponden a los puntos
gue estin a la izquierda y a fa derecha, En una estrategia de este tipo, ol
movimiento siempre serd hacia abajo del valle donde se encuentra of punto
inicial, Por ejemplo, ¢l punto inicial P siempre conducird a fa solucicn ().
Las tinicas excepciones son los miximos locales ( por ejemplo o punto 1)
gque pnede eondicir a 2 soluciones (Q y $ ).

fix)

[

IR
2 . .

e S
®
.

Pig. 3.16

De acuerdo a lo anterior, una huena heuristica es aquélla que no depende
del punto inicial, Entonces, la heurfstica debe permitir niovimientos hacia
soluciones peores de una manera controlada. En e} recocido simulado se
permiten este tipo de movimientos donde su frecuencia estid controlada con
una funcion de probabilidad, Por lo tamo, la freenencia cambin o medida
gue avanza ¢} algoritino,



Fendmeno fisico sobre el cual se basa el algoritimo.

Las ideas sobre las cuales se basa ol yecocido simmlado fueron publicadas
por pritneri vez por Metrdpolis en 1953 donde se presenta un algorituio que
simula ol enfriamiento de un material que ha sido calentado previamente, A
oste proceso se le conoce como recocido, Sinn uiterial solido se calienta mas
alld de su punto de fusion y después se enfria hasta que alcance su estado
solido. las proptedades de éste pueden depender de la tasa de enfriamiento.
Por ejempla, los eristales grandes pueden crecer al enfriar ol material lenta-
mente; pero si se enfrian ripidamente, éstos pueden tener imperfecciones,
Fl proceso de recacido puede ser simulado al considerar ol material como un
sisteniit de particulas. Entonces, el algoritmo de Metrépolis simula el cam-
bio de energia del sistema cuando estd sujelo a un proceso de enfriamiento,
hasta que converge a un estado de congelamiento estable,

Las leyes de la termodindmica establecen que a una determinada tempe-
ratura £, la probabilidad de un incremento de energia de magnitud 8 esti
dado por: o

POE) = cxp(:ﬁﬁ) (3.3)

ki

donde £ cs una constante fisica conocida como constante de Boltzmann. La
sitmulacidon de Metrdpolis genera una perturbacion y caleula el cambio de
energfa producido. Si la energia disminuye, el sistema se mueve  este nuevo
estado. Sila energia scincrementa, se acepta ol nuevo estado de acuerdo ala
probabilidad dada por (3.3). El proceso se repite un mimero predeterminado
de iteraciones para cada temperaturi, después del cual la temperatura se
disminnye hasta que ¢l sistema aleanza un estado de congelacién cstable,

Treinta afios mis tarde, Kirkpatrick sugirid que este tipo de simulacidn se
puede usar para buscar soluciones factibles de un problema de vptimizacidn
que convergan a una solucion dptima. Esto se logra al realizar un mapeo
del los clementos del proceso (isico de enfriamiento con los elementos del
problenta de optimizacion combinatoria como se muestra a continuacion:

SIMULACION OPTIMIZACION
TERMODINAMICA COMBINATORIA

Iistados del sistema Soluciones factibles
Energia Costo

Cambio del estado Soluciones vecinas
temperatura Control del pardmetro
Estado de congelacion Solucion heuristica



Entonces, cualquier algoritino de optimizacion local se puede transformar a
un algoritmo de recocido simulado al :

o tomar una solucidn vecina aleatoriamente y

o perntitir una solucién inferior (es decir, una solucién peor que la actual)
con probabilidad IP(8E).

La decisién de permitir una solucién peor depende del incremento en la
funcion de costos (incremento en la energia) y del tiempo de bisqueda en
una etapa determinada (temperatura actuat),

Algoritino.

El recocido simulado no se considera como un solo algoritmo, sino como una
familia de algoritinos o una estrategia heuristica. Entonces, en la descrip-
cion general de éste se deben tomar varias decisiones para implementar el
método a un problema particular. Los pasos generales de este método son
los siguientes:

Seleccionar una solucion inicial sg.
Seleccionar una temperatura inicial ¢ > 0.
Seleccionar una funcion o para reducir la temperatura,
Repetir
Repetir
Seleccionar aleatoriamente s € N(sg,0)
§ = f(s) - f(s0)
Sié<0
ontonces §g = s
sino
generar una v.a. uniforme z en el intervalo (0, 1)
si z < exp(3) entonces sp = s
Hasta que el contador de iteraciones = nimero de repeticiones
Hacer t = a(t)
Hasta que la condicion para terminar el algoritino sea verdadera. sp s
la aproximacion al éptimo.,

Obsérvese que ¢ aparece simpleniente comao un pardmetro de control y

no tiene ninguna interpretacion fisica, entonces la constante de Boltzmann
ha sido eliminada de la funcidn de probahilidad. Sin embargo, generalmente
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at se e sigue Hamando temperatura y a la tasa en que se reduce £, modo
de enfriamiento. Fl algoritmo deserito previamente sigue la simulacion ori-
ginal de Metrdplos por fo que mantiene {a analogfa con el proceso lisico de
enfriamiento. Entonces, ¢l uso de la distribucidn (3.3) se debe inicamente a
las leyes de la termodindmica y no hay razén para suponer que alguna otra
distribucion no pueda funcionar mejor para ciertos problemas. Sin embargo,
ésta es la funcidn de distribucion que generalmente se usa. Fsto se debe a
que dsta tiene las caracterfsticas que son intuitivamente correctas para ol
criterio de aceptacion, Las soluciones se aceptan de acuerdo a la magnitud
del incremento en el costo, para incrementos grandes la probabilidad de
aceptacion es pequeiia mientras que los incrementos pequeiios regularmente
s¢ aceplan.

Implementacién del algoritmo.

El algoritino presentado es muy general y por lo tanto se deben tomar algu-
nas decisiones para implementarlo a un problema particular. Las decisiones
se pueden dividir en 2 categorias:

I. Las que tienen que ver con el algoritino (decisiones genéricas) como
la temperatura inicial, el modo de enfriamiento (que estd determinado
por el niimero de repeticiones y la funcion a para reducir la tempera-
tura) y la condicidn para terminar el algoritmo.

2. Las que tienen que ver con el problema como la eleccién del espacio
de soluciones factibles, la funcién de costos y la vecindad.

Los 2 tipos de decisiones deben realizarse con cuidado porque afectan la
rapidez del algoritmo y la calidad de las soluciones obtenidas.

Decisiones genéricas.

1.Temperatura inicial. Se desea que la solucién final sea indepen-
diente de la solucién inicial, entonces la temperatura inicial debe ser lo
suficientemente alta para permitir un movimiento a una solucién peor. Fn
algunos casos hay suficiente informacion en el problema para estimar esto.
Por ejemplo, si se conoce la mdxima diferencia del costo entre soluciones
vecinas, ¢ puede calcularse adecuadamente ya que se desea que exp(3)
sea lo mis grande posible para que » < exp(:,ﬁ) v asi poder aceptar un
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movimiento a una solucion peor. Sin embargo, generalmente esta infor-
macion es dificil de obtener. En estos casos, se decide de antemano fa pro-
porcién de movimientos hacia soluciones peores que se van a aceptar y el
sistema se calienta rapidamente (es decir se incrementa t) hasta que esta
proporcién alcance ol valor deseado. En este punto se empicza a disminnir
la temperatura. Obsérvese que este método corresponde a la analogia fisica
en el cual una substancia se calienta rdpidamente hasta alcanzar sn estado
lfquido y después se enfria lentamente de acuerdo con el proceso de recocido.

2. Modo de enfriamiento. Ll modo de enfriamiento estd determi-
nado por el nimero de repeticiones y la funcion o para reducir la tempe-
ratura. Se sugicre que el mimero de iteraciones que se realizan para cada
temperatura sea tal que se alcance un equilibrio, hasta que 6 esté cercano
a cero. Ademds la temperatura debe converger gradualmente a cero. Sin
embargo, para lograr esto se requiere un nimero de iteraciones exponencial
al tamaiio del problema. Entonces, de debe reducir el mimero de iteraciones
de alguna manera. Esto se logra al realizar un mimero grande de itera-
ciones con pocas temperaturas o al realizar pocas iteraciones con muchas
temperaturas. A continuacién se presenta uno de los métodos mas usados.

Cn este método se usa una funcidn geométrica para reducir la tempera-
tura, a(t) = at donde a < 1. Generalmente los valores de a que se usan son
los que estin entre 0.8 y 0.99. Por otro Jado, ¢l ndmero de iteraciones para
cada temperatura estd relacionado con el tamaio de las vecindades y varia de
temperatura a temperatura. Por ejemplo, es importante realizar mis itera-
ciones a bajas temperaturas para asegurarse de que el dptimo local ha sido
explorado completamente. Entonees, es conveniente incrementar el nimero
de repeticiones geométricamente (multiplicandolo por un factor mayor que
1) o aritméticamente (sumandole una constante) en cada temperatura.

Otra manera de determinar el nimero de repeticiones es la siguiente,
Para eada temperatura se debe fijar el nimero de movimientos hacia solu-
ciones peores que se van a aceplar. Esto implica un periodo corto de tiempo
para temperaturas altas. Eu cambio, para temperaturas bajas ¢l nimero
de movimientos hacia soluciones peores que s¢ aceptan es pequeiio y por lo
tanto se requiere un nimero muy grande de iteraciones. Entonces, es nece-
sario imponer un mimero maximo de restricciones para cada temperatura,

3. Condicién para terminar el algoritmo, En teorin, la tempera-
tura debe Uegar a cero antes de que la condicion para terminar el algoritmo se
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satisfagi. Sin cmbargo, uo hay necesidad de disminuir tanto la temperatura.
A medida que £ se aproxima a cero, la probabilidad de aceptar un movimiento
a una solucién peor se vuelve muy pequeiia. Entonces, antes de Hegar a una
temperatura de cero, la probabilidad de salirse del actual dptimo local es
muy pequefia. Por lo tanto, el criterio para detencrse puede expresarse
en términos un valor minimo del pardmetro de temperatura. Otra regha
consiste en especificar el mimero de temperaturas que deben pasar sin que
s¢ produzea un movimiento a una solucién peor.

Eu general, no es ficil especificar los valores de los pardinetros. EFn
muchas de las aplicaciones de este algoritmo que han dado buenos resultados,
los pardmetros se determinan después de realizar muchas prnebas.

Decisiones especificas del problema. Una ves que se ha clegido o
problema para el cual se desea encontrar una solucién factible mediante cl
recocido siinulado, se debe decidir qué vecindad se va a utilizar. En esta
seccion dnicamente se discutird la vecindad para el problema del agente
viajero.

La vecindad que generalmente se usa es la que se definio en la scccion
anterior. Sea zy un tour, entonces la vecindad N(zg,a) esta formada por
todas las soluciones que se generan a partir se zg al intercambiar 2 aristas.
Si se eliminan las aristas (4,7) y {/,k) la (inica manea para formar un nuevo
tour es conectar i con !y j con k. Entonces, una solucion vecina se puede
obtener al generar 2 variables aleatorias uniformes i y [ donde 1 < 4,j < n(n
es el nimero de ciudades). De esta manera sdlo hay que calcular el sucesor
de i y de ! en la solucién zo y realizar el intercambio de aristas, como se
describe arriba, para generar una solucién vecina.

La funcién de costos, es |a longitud del tour. Sin embargo, para calcular
el incremento en o costo &, no es necesario calcular fa longitud del nuevo
tour. En el capitulo 3 se hizo notar que é se puede determinar de la siguiente
manera:

6 = (di + dji) - (dy; + dji)

Ejemplo 3.2.3 Considércse el problema del agente viajero definido en ¢l
ejenmplo 2.2.2. La malriz de costos de este problema es :
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Para aplicar el recorido simulado a esle ejemplo sc deben tomar varias de-
cisiones.

1. Solucion tnicial sy. La solucion inicinl que se usard s sp = 1 -4 -3 —
5—~2-1, la cual se obluvo en la seccion 8.2.1 al aplicar un algoritmo gloton.
FEl costo de esta solucion es 107, si sc fija M = 100.

9, Vecindad. Sec usard la veeindad N(sg, @) definida como el conjunty de
soluciones que se generan a partir de so al intercumbiar dos aristas.

3. Temperatuta inicial by, En esle caso se pueden determinar todas las solu-
ciones vecinas de so y la diferencia de costos con respeclo a lu solucidn
insetal,

| (g) (LK) () Gik) | (datdjp) = (dij +di) =6
s | (L) (3,8) (L3) (4,5) | (2+4100)-(2+2) =98
s | (L4) (5,2) (1,) (4,2) | (3+3) - (2+100) = 96
ss | (43) (5,2) (4,5) (3,2) | (10042)-(24100) =0
54 | (1a3) (2’ l) (4’2) (3v l) l (3 + 2) - (2 + 1) =2
ss | (3,5) (2,1) (3,2) (5,1) | (2+3)~(2+1) =2

Las soluciones vecinas de sy que tienen un costo mds grande que la solucidn
inicial son sy, S3, $4 Y s5. Se desea elegir ln tempervatura inictal de tal ma-
nera que se acepten las soluciones sy, 84, y 85. Para cllo se fija un valor de
(sx[)(?l—S) en un nimero cercano a uno, pare b = 2, con el fin de que sca mds
probable aceptar estas soluciones. Si exp(52) = 0.9 entonces t = 18.98. Por
otro lado, exp(55%5) = 0.0057. Esto significa que es muy poco probable que
se aceple la solucion s;.

4. Modo de enfriamiento. lLa funcidn a para reducir la temperatura se de-
lermina como o = al con a = 0.5. Por lo tanto la temperatura se reduce
a la mitad. El nimero de repeticiones para cada temperatura ¢s de § y la
condicién para terminar el algoritmo es cuando t < 2.5.

A continuacion sc muestran las ileraciones que se hicieron para resolver

93



esle problema. Los mimeros oy y xy son variables alcatortas wiiformes que
pueden valer 1, 9, 8, 4 o & Ls decir, estin asoctadas con las civdades del
problemna y sirven para gencrar una solucidn aleatoria, El mimero o es una
variable aleatoria uniforme que estd en el intervalo (0, 1),
ITERACION 1.
=Sy =d sl -6-3-2~1
2,6 = (dsy + doy) — (dsa + day) = 0
3. & = 0.803
- exp(ag) = |
5 Como x < cxp(l—,ﬁ,-g) >s5=1-4-2-3-5-1
6. numit =1
ITERACION 2.
L= ay=4=2s=]1-4-2-3-51
9 8 = (dyy 4+ dy5) - (d21 + (145) = -9§
3 Comnb<0=5p=1-4-2-3-5-1
4. nwinit =2
ITERACION 3.
Layg=dao=3d=s=1-4-3-2-5~1
200 = (‘l»l.'i 4 dog) = (e + (135) =97

J 0 = 0907
o =97\
4. (‘.X[)(m) = 0.006~
3. Como x > exp({gag) 1o se acepla s.

=

nunit =3

ITERACION 4,

Como numit = 3 = { = 0.5(18.98) = 9.49 y sc inicializa la variable numit
en cero,
Laoy=)ay=l=22s=1-3-2-4-5-~-1

2 6= (l/3| + (154) - (dys + ’ll‘l) = 98

3. =092

4. exp(53) = 0.000033

5. Como z > cxp(g%g) enlonees no sc acepla s.

6. numit =1

I'TERACION 5,
Loy=2,29=12s=1-2-4-3~5~1
2.6= (d2| + 1134) i (dgg + (IH) = -1

3. Como 6 < 0 entonces sp=1-2-4-3-5-1
4. numil = 2

ITERACION 6.

L oy=3,z9=1=2s=1-3-4-2-5-1
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20 b = (dyy 4 dry) = {dyy + dya) = 99
g =0 H'i
exp(55) %) = 0. 0(]0()2‘)
5. Como x> exp(F u) no se aceply s
6. numil =3
ITERACION T.
Como numil = 3 = 1 = 0.5(9.49) = 4.745 y sc inicializa la variable nuuit
en cero.
LLoy=4uay=0=s=1-2-1-5-3-1
28 = (dys 4 dyy) = (dyy + dsy) = 97
J2or = 0.897
4. exp(E) = 0.1x 107
5. Como x> uxp(,“.%,) entonces no se acepla s,
0. numit = |
ITERACION 8.
Lry=3ay=2=8=1-2-3-4-5-1
28 = (dyy + dsy) = (das + dpa) =
dx = 0968
/ exp() = 0.1 x 10~
. Como x> exp( 7253 745) no se acepla s
(‘ numil = 2
ITERACION 9.
Loy=lay=3s=1=3-d4=2-5~1
2. 6= (dig+dys)~(dia + das) =99
3 z=0315
4.exp(FE) = 8.7 x 10710
5. Como J > exp(75%) no se acepta s
6. numit =3
IrERACION 10.
Como numit =3 = t = 0.5(4.745) = 2.3725. Dado que t < 2.5 en csle
momenlo sc lermina el algoritmo. La solucion generada con este algoritmo
ess=1-2-4-3-5-1concostoZ = 1l. Obscruese que esta solucion
coincide con la solucidn dptima del problema original,

<,

™
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Capitulo 4

Paquete de Cémputo.

Se realizd un paquete de cdmputo para resolver el problema del agente
viajero con el algoritmo de ramificacion y acotamiento que utiliza como
relajacion el problema de asignacion. Ademds, este paquete obtiene cotas
inferiores del valor 6ptimo mediante el método de relajacion Lagrangeana
descrito en el capitulo 3. En este capitulo se describe como se implementaron
los principales procedimientos de cada algoritmo y qué estructuras de datos
se usaron. Ademis se discute qué tan eficiente es la implementacion que se
usd, ya que ol tiempo en el que se obtenga la solucidn no depende tinicanente
del algoritmo,

4,1 Algoritmo de Ramificacion y Acotamiento.

4.1.1 Introduccién.

Al desarrollar un algoritmo en la computadora para un problema que es
NP — completo, como el problema del agente viajero, es importante im-
plementarlo de tal manera que sea lo mds eficiente posible. Es decir, sc
estd interesado en que ¢ tiempo de ejecueion del algoritmo sea Jo mds corto
posible. En general, las implementaciones estaticas son mis cficientes que
las dindmicas. Por la razén anterior la matriz de costos del problema se
implementd con una estructura estitica: una matriz de incidencia D de di-
mensién k x k, donde d;; representa la distancia que hay del la ciudad i a la
ciudad j. Fl valor de k es fijo y es de 8. Is decir, este paquete s6lo resuelve
problentas donde el nimero de ciudades sea menor o igual que 8. Otra razdn
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por la que se usé una implementacion estdtica es que L matriz de costos del

problema no se wodifica en el transenrso del algoritmo,

4.1.2  Mdétodo Hingaro.

En eata seecion se deseribe como se programe el método ingaro, el cual se
ntiliza para resolver of problenta de asignacion. A continuacion se presenta
e diagrama parailustrar el algoritimo v los principales procedimientos que

sooutilizan,

1. Cevos
Realiza operaciones con la matriz
de costos para obtener un cero on
cada renglon v en cada columna

!

2. CubreCeros
iste procedimiento cubre los ceros
de la matriz de costos con el menor
winiero de lineas

|

3. ; El mimero de lineas necesarias para
cubrir todos los ceros, de la matriz de
costos reducida, es menor que ol
mimero de objetos por asignar?

NO g

AN

5. SolFactible
En esta etapa se tiene la asignacion
optima. La funcién SolFactible
indica si ésta corresponde a
la asignacion de un tour

4. Reducir

Todavia no se tiene una asignacion y
por lo tante es necesario hacer mis ceros:

se resta el menor valor de la matriz de
costos, no cubicrto por una linea, a todas
las entradas no cubiertas por una linea, A
las entradas de la matriz cubiertas por 2
lincas se les suma este valor. Regresar a 2.

I'ig. 4.1

A continuacion se deseriben los algoritmos utilizados en el procedimicnto

CubreCeros y SolFactible.
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1. CubreCeros. Antes de deseribir ol algoritino se definivan algunos

coticeplos,

Definicion 4.1.1 Un conjunto de entradas de una matriz dv eostos es iadependicnte
si éstas se encuentran en renglones y columnas diferentes.

Cuando se resuclve el problema de asignacion se desea encontrar n entradas
independientes, de la matriz de costos, cuya suma sea minima.  Esto es
equivalente a obtener n cerus independientes en una matriz de costos re-
ducida.

Definicion 4.1.2 Un conjunto independiente de ceros con el mayor nimero
de clementos se le conoce como conjunto maximo indcpendiente de ceros.

Por ejemplo, en la siguiente matriz se muestira un conjunto independiente
de ceros de 3 elementos (estas entradas estdn marcadas con un asterisco).
Dado que no existe un conjunto independiente de ceras con 4 o 5 clementos,
éste es el conjunto waxuno independiente.

Fig. 4.2

En esta matriz es facil verificar que no existe un conjunto independiente
de ceros con mds de 3 elementos. Sin embargo, en una matriz mds grande
es diffcil determinar el conjunto maximo. Mds adelante se dard un criterio
para encontrar ¢l conjunto miximo independiente de ceros en una matriz de
costos redacida.

Definicion 4.1.3 Una cubierta para un conjunto de ceros en una matriz
de costos es un conjunto de lineas verlicales y horizontales que evbren lodas
los ceros de la matriz.
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on fa matriz de la figura 4.2 se necesitan 3 lineas para cubrir todos {os ceros.

Obsérvese que of mimero de fineas en uni cubieria no puede ser menor gue fa
cardinalidad del conjunto independiente ya que cada liwea puede cabrir alo
mds un cero del conjunto independiente, En este ejemplo, la cardinalidad del
conjunto maximo independiente es igual al nihnero de lineas de la cubierta
mis pequefia, Estosucede en general y esta relacion se ennncia on e teorema
de Konig,

Teorema 4.1.1 Para cada matriz que contenga ceros en algunas entradas,
lu cardinalidad del conjunto mdzimo independiente de ceros es igual al wimero
de lineas de la minima cubierta de ceros.

A continnacién se describe un algoritmo para encontrar el maximo conjunto
independiente de ceros y la minima cubierta en una matriz de costos re-
ducida. La matriz de costos para el problenia de asignacion es cuadrada, sin
embargo este algoritmo se puede aplicar a cualquier matriz, Considérese la
siguiente matriz, en la cual se han eliminado las entradas diferentes de cero.

123 4 5 6 7 8 9

| 1] (124

270 g 0

3 a¢ [ (]

4 (4 0

510 0 ¢
6 0 ot

7 0 o

R ¢

Iig. 4.3
El primer paso del algoritmo consiste en encontrar un conjunto indepen-
diente. En la matriz de la figura 4.3, este conjunto estd formado por los
ceros que ticnen asterisco. Después se dibaja una tnea horizontal que cubra

cada cero inarcado. Dado que estas ceros forman un conjunto independiente,
cada linca cubre exactamente uno de ellos. Los renglones no cubiertos so

ctiquetan con cero (véasc la figura 4.4).
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Fig. 4.4

Ismpezando por arriba, se localiza una entrada que tenga un cero no cubierto.
En Ia figura enterior, esta entrada estd en el renglén 8, Se etigqueta 1a
colummna donde se encuentra este cero con el indice del rengldn; 8 en este
caso, Despuds, se localiza un cero con asterisco en la columna etiquetada.
St existe, se elimina la linea harizontal que lo cubre y se dibuja una vertical
para cubrirlo. Se etiqueta o renglén descubierto con el indice de la colunma
que contiene al cero con asterisco: 7 en este caso, A continuacion se muestra

este paso,

12 3 4 5 6 7 8 9
g . Oreeennn Plecrmnanan s é ..........
L} T RO 4;...%...() .....
3 PR
, -
[ S SRR Qreeevernnnns i‘ ........ Gr
17 TSR Geeerenn T 3 ..........
7 ] .é' 7
8 6 0

»
Fig. 1.5

El procedimiento descrito anteriormente se repite otra vez para la matriz
de la figura 4.5. Es decir, se husca un cero no cubierto. Eu este caso caso,
se encuentra en el renglon 7. Se etiqueta la columna, donde se estd este
cero, con 7 (el indice del renglén) y se localiza un cero con asterisco en esta
columna. Este se encuentra en el renglén 6. Se elimina la linea horiziontal
que cibre al cero con asterisco y se dibuja una vertical que lo cubra. Fl
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renglon donde se encuentra este cero se etigueta con el fndice de la columna;

J en este caso,

1]

-
-2

Fig, 4.6

Si se repite el procedimiento otra ves, sc obtiene la siguiente cubierta.

1 2 3 4 5 6 78 9
T . L R I A foreneavens
: : :
2 btenn.e.. ! ........ !...()...5...0 .....
' Il H
3 9* ¢ 0 3
H 3 H
FI DV erfumerrendgeenenen. S
'Y SR IEO'E ........ Yeeraeran o
! H
S T 5
] ] N
: R S
' 1 :
8 ; : ¢ 0
6 7 8
Fig. 4.7

Il adgoritmo termina en esta ctapa porque todos los ceros estdn ubiertos
por una linea. Obsérvese que se inicid con una cubierta de cardinalidad
igual al nimero de ceros con asterisco y ademds ésta se preservd en cada
iteracion, Por lo tanto al terminar el algoritino, o mimero de ceros del
conjunto maximo independiente es igual al ndmero de lineas de la mimina
cubjerta de ceros. En este ejemplo se ilustré el algoritmo cuando se tiene un
conjunto mdxinmo independiente de ceros. Alora, se mostgrard qué hacer
cuando se empieza con un conjunto menor. Considérese la siguiente matriz:
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1 0 o

210 1} 4]

] Q* 0 [

4 i} ot

slo o 0
[ [ [}

7 O il

8 0 ___,___J

Fig. 4.8

El patrén de ceros es el misimo del ejemplo anterior, Por esta razén se sabe
que hay un conjunto independiente de 7 ceros. Sin embargo, en la figura
anterior sélo se tienen 6. Qbsérvese que este conjunto de ceros no se puede
expander a un conjunto independiente mayor. A este conjunto se le conoce
como conjunto independiente completo. Si se aplica el algoritmo descrito
anterjormente a la matriz de la figura 4.8, se obtienc la siguiente tabla

1 2 3 4 85 6 7 8 9
[T T8 T 2
Lo :
e bbb ie e N
(R B T S )
TR S S | 1
s 0 & i e 5
ooy i
sie et b ol
[ N ] [l
61i ¢+ & e 0
A
LR A S & 7
sl F 8L 0
5 4 6 1 3 2 3

Fig. 4.9

Obsérvese que en esta matriz se etiquetd la colnmna 6 con el renglén que
contiene un cero no cubierto, a saber el renglén 2. Sin embargo, en esta
colwmna no hay ningin cero con asterisco. A este ferémeno se le conoce
como ruptura. En este momento se puede determinar un conjunto inde-
pendiente de cardinalidad mayor que el inicial de la siguiente manera. Las
etiquetas determinan un camino que empieza con un cero no cubierto. La
columna ctiguetada con 2 indica que el segundo renglén contiene este cero,
Iiste renglon estd etiquetado con 1y significa que la columna 1, sobre el
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mismo renglén, conticne un coro con asterisco. La etiqueta § de esta colnmna
indica que en ef quinto renpglon, sobre esta columna, se encuentra of siguiente
cero, ete, Este camino se muestra en la signionto figura,

[ :
31 4 10 i
B I wrressf} [}
A
4 ; 0....:....5...(,3
S5 Ouerenens .;. .,(’)l 0
1 0 [i]
7 o a*
8 0

Fig. 4.10

Fn ol camino que se obtiene, se alternan ceros con asterisco y sin asterisco.
Si se borra el asterisco de aquéllos ceros con asterisco y se agrega un as-
terisco a los que no tienen, la cardinalidad del conjunto independiente se
incrementa en uno. Obsérvese que el nuevo conjunto de ceros con asterisco
s independiente y completa, Despuds de este paso se deben borrar las eti-
quetas y las lineas de la cubierta para repetir el proceso otra vez. En cada
iteracidn se obtiene un conjunto independiente de ceros mis grande o una
cubierta que cubre todos los ceros de la matriz,

Algoritmo de Konig.
1. Se empieza con un conjunio completo e independiente de ceros. liste

piede obtenerse de la siguiente manera, Se agrega un asterisco al primer
cero del renglon 1. En el siguiente rengldn se elige ol primer cero que no se
encuentre en la misma columna que otro cero con asterisco. El proceso se
repite hasta que ya no se puedan meter mas ceros en el conjunto independi-
ente. Cada cero con asterisco se cubre con una linea horizontal. Todos los
renglones no cubiertos se etiquetan con cero.

2. Se encuentra un renglon que contenga un cero no cubierto. Si todos
los ceros estan cubiertos, terminar. En este momento se tiene una cubierta
donde el nimero de lineas es igual al ndmero de ceros del conjunto indepen-
diente. Si existe un cero no cubierto, se etiqueta la columna con el indice
del renglon donde se encuentra éste, Ir 2 3.
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3. Se encuentra un cero con asterisco en la columna etiquetada en ol
paso 2. Si no hay ningin cero con asterisco entonces se ticne nna ruplura.
It al paso 4. Si existe un cero con asterisco en la columna, éste estd cubierto
por una linea horizontal. Se etiqueta el renglon donde se encuentra el cero
con ¢ indice de esta columna. Se elimina la linea horizontal que lo cubre y
se dibuja una vertical para cubrirlo. Regresar al piso 2.

4. La ruptura proporciona un camino donde se alternan los ceros con
asterisco y los que no tienen asterisco, Sobre este camino se puede incremen-
tar el nimero de ceros del conjunto independiente. El camino se construye
al ir a) renglon que indica la etiqueta en cada columna y alir a la colnmna
indicada por la etiqueta de los renglones. El camino se termina cuando se
tenga una etiqueta con cero.

El camino empicza y termina con un cero sin asterisco. Es decir, ol
nitmero de ceros sin asterisco es uno mds que ¢l nimero de ceros con asteris-
co. Se coloca un asterisco a los ceros que no tienen y se elimina el asterisco
de aquélios ceros que si tienen, Esto generi un conjunto independiente de
ceros con un elemento mas. Se eliminan las etiquetas y las lincas de la
cubierta. Regresar al paso 2.

2. SolFactible. Sec define un vector § de dimensidn n cuyas compo-
nentes son enteros. En este veclor se guardard la asignacion dptima de la
signiente manera: si la persona i es asignada al trabajo j entonces §{i} = j,
donde 1 < 4,7 < n. En el caso del problema del agente viajero significa que
de la cindad i se viaja a la ciudad j.

PPara saber si la asignacion optima es la asignacién de un tour se realiza lo
siguiente. En la variable cadena que es de tipo string se guardan las ciudades
en el orden en el que se van visitando, hasta que se vuelve a repetir alguna
cindad. En este momento se cuentan las cindades incluidas en la variable
cadena. Si este niimero es menor que n entonces se forman subtours, de lo
contrario la asignacion dptima es factible:

FUNCTION SolFactible : Boolcan;

VAR

NAuz,i, j,k: integer;
CAuz,cudena : string;
begin
{:= 0; {niim. de cds. incluidas en la variable cadena)
j = 1;{entradu del vector §}
cadena :=' 1';
Repeal



N Auz = S|
Str(N Aux, CAur);
ki i= Pos(CAur. cadena),
[F (k= 0) then eadena := concat(cadena, C Auz);
ji= NAux;
ri=i41

Until (k <> 0),

SolFactible := (i = numnV')

end;

4.1.3 Arbol de Ramificacién y Acotamiento y Algoritmo de
Biisqueda.

Para construir el drbol de ramificacién y acotamiento se utiliza una unidad
de drboles, la cual realiza operaciones con arboles binarios. Un drbol binario
ordenado se define como un conjunto finito de elementos (nodos) que es vacio
o bien consiste de una rafz (nodo) con 2 drboles binarios disjuntos llamados
subdrbol izquierdo y derecho de la raiz,

Durante el desarrollo de los algoritmos de ramificacion y acotamiento, el
arbol crece contfnuamente. Por esta razén, la representacién del drbol con
estructuras dindmicas, es decir elementos enlazados con apuntadores, es la
mas adecuada. Entonces, en el paquete el arbol se definid de la signiente
manera:

TYPE

Elemento = Siring;
Arbol = “Nodo;
Noio = Record
Subp: Elemento;
Izq, Der s Arbol
end;
Cada nodo del drbol guarda como informacidén el nimero del subproblema
correspondiente (Arbol”.Subp).

La estrategia de bisqueda que se utiliza en el paquete es la de lailtima
cota. Bs decir, en cada iteracién del algoritmo se elige un subproblema no
insondeable, del drbol de ramificacién y acotamiento, para analizarlo. Ll
subproblema que se elige es el iltimo subproblema generado. Por esta razén
s¢ utiliza una pila. Una pila es una lista, o sucesion de elementos, en donde
éstos se insertan o se climinan sélo en un extremo de la lista. Entonces, cada
vez que se genera un subproblemma éste se mete a la pila. En cada iteracién
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del algoritino se analiza el iltimo subproblema inclnido en la pila v despuds
so olimina de la pila,

Durante la ejecucion del programa, ol mimero de subproblemas no in-
sondeables crece y deerece constantemente. Por esta razén se utiliza wia
implementacion dindmica para Ia pila. Fs decir. se usan apuntadores para
enlazar los elementos de la pila:

TYPE

Flemento = String,
Pila = " Nodo:
Nodo = Record
Sulip : Illemento;
sig 2 Pila
end;
Cada elemento de I pila contiene el nimero del subproblema correspondi-
ente (Pila” .S nbp).

Una vez que se ha analizado un subproblema de la pila, éste se busca en
el drbol de ramificacion y acotamiento ya sea para agregar 2 nodos al drbol
(cuando es necesario ramificar) o para indicar que ol subproblema es iuson-
deable. L wnidad de drboles contiene una funcion que encuentra un nodo
especitico del arbol. El algoritmo que usa esta funcién es recursivo v se basa
en la siguiente idea. Busea el elemento o subproblema « en la raiz del drbol.
Sila rafz contiene este elemento, ya se encontro ¢l nodo buscado (es la raiz).
Obscrvese que esle nodo se puede considerar como un drbol, de acnerdo a la
definicion de drbol binario. Por esta razén la funcion EncuentrA dovuelve
un drbol. Si el subproblema no estd en la raiz, busca en el subirbol izquierdo
y en ¢l subirbol derecho.

FUNCTION EncuenlraA(A ¢ Arbolyx . Elemenio) @ Arbol:

begin

LI EsVacio(A) then
Encucntrad ;= Nil
{si el arbol A esti vacio, devuelve un drbol vacin}
else
TP (A".Subp = z) then
EncuentraA := A {el nodo buscado es la raiz}
clse {busca en ¢l subdrbol izquicrdo y derecho)
1F (Encuentra(A"izq,2) <> Nil) AN D
(Encucntra A(A" deryx) <> Nil) then
Encuentras := Nil
clse
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HE FucuentraA(A" dzq,e) <> Nil) then
Eneuentrad = EncuentraA(A"dzq, )
clse
Eneuentrad = Enecuentrad(A” der,z)

end;

Al terminar el algoritino, se habrd generado un drbol de ramificacion y
acotiuniento, el cual se manda a imprimir. El procedimicnto que imprime
el drbol estd definido en la unidad de drboles. Este procedimiento dibuja ol
subdrbol izquicrdo abajo de la raiz y ¢l subiirbol derecho arriba de {a rafz,
La raiz ¢s el elemento que estd hasta la izquierda. Il algoritmo que se utiliza
es recursivo y realiza los siguientes pasos. Imprime ¢l subdrbol derecho con
h 4 1 espacios de sangria, imprime la raiz con h espacios de sangria y por
ltimo imprime el subdrbol izquierdo con h + | espacios de sangria,

PROCEDURE Inprime Arbol(A: Arbol; b : integer);

VAR

i inleger;
begin
TP NOT EsVacio(A) then
begin
Imprime.Avhol(A™.der,h 4 1);
Fori:=1toh Do
Write("");
Writeln(A™.subp);
Imprime_Arbol(A".izq,h 4 1)
end
end,

4.2 Problema Dual Lagrangeano.

Recuérdese que el problema dual Langrangeano para el problema del agente
viajero es

m{Lx{w(/\)}

donde w(A) = miny[Cy + Avg), C es el costo del k — ésimo 1-arhol con
respecto a los pesos ¢;;. El problema dual Lagrangeano se resuelve con
el método de optimizacién subgradiente. En cada iteracién se actualiza el
vector Ay se encuentra el 1-drbol dptimo con respecto a este valor,

2l 1-drbol dptimo estd representado en el paquete mediante un arreglo
de n entradas donde n es el mimero de vértices. La i — ésima entrada del
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arreglo contiene una lista de los vértices adyacentes al vértice ¢ en el 1-irbol
optimo,
1. Arbol = array{l.n) of Lista

Debido a que es variable ¢l grado de cada vértice en los [-drboles que se
construyen, la lista estd representada con estructuras dindmicas mediante
clementos enlazados por apuntadores.
TY PFI
Flemento = integer;
Lista = "~ Nodo,
Nodo = Record
vértice : Elemento;
sig : Lista
end;
Grificamente se tiene lo siguiente:

Fig. 4.11 Representacién de un 1-drbol.

Para construir el 1-drhol dptimo primero se obtiene el drbol de peso
mfnimo sobre el conjunto de vértices {2,...,n} y despuéds se agregan las 2
aristas de menor peso incidentes al vértice 1. El drbol de peso minimo
se obtiene con el algoritmo de Kruskal. Sea G = (V,E) una grifica no
dirigida donde |V |= n y | A |= m. Para aplicar el algoritmo de Kruskal es
conveniente ordenar las aristas en orden creciente respecto a su peso, Sean
€1,€2,...,em las aristas de G donde ¢, < ¢, < ... € ¢q,,. Esto se hace con
un algoritmo de ordenainiento conocido como burbuja. En este algoritmo
se comienza con el udltimo clemento de la lista y se comparan todas las
parejas de elementos sucesivos de la lista en cada iteracién. Se conoce como
ordenamiento hurbuja porque los elementos mds pequefios suben al principio
de la lista,

ORDENAMIENTO BurBbuia.

L. Forj:=1to m-1Do
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{U/na vez que los primeros j— 1 ndmeros han sido ordenados, solo falta
por ardenar las nIMeros ¢),¢ 41y e, O}
2 tori:=1twm-j Do

{Los nimeros consceuntivos de lalista ey, ¢jpyy oy €y s€ comporan de
abojo hacia  arriba y se realizan los intercambios necesorios}

TF (Cmgrer < Oy ) then

begin

lemp = cpy it

Cineg *= Cmgi-it
Crnpl—i += temp
end;

Una vez que se han ordenado las aristas se puede aplicar el algoritmo de
Kruskal. En cada iteracion del algoritmo se realiza lo signiente. Sca ¢ una
arista de menor peso tal que e ¢ S, donde S es el conjunto de aristas que se
van incluyendo para formar el irbol de peso infnimo. Se debe determinar si
el conjunto de aristas U {c} induce una grafica aciclica. Para ello se define
un arreglo COMP de longitud n. Al inicio COMI'i} =i V1 < i< n
En la primera iteracién se agrega la anista ¢; = [J;, k1) a S y se realiza la
siguiente asignacion

COM Plj1) = COM P[ky) — min{jy, ky )}

Sin pérdida de generalidad supdngase que 7, < ky. Entonces COM P'[j,] =
COM Pk} = ji. Como COMP[ky] = j, esto significa que hay una cadena
del vértice jy al vértice &y en la grifica que se estid construyendo.

in general supdngase que las aristas eq, €,...,¢5; ya han sido consi-
deradas y que | § |< n— 1. La siguiente arista que se debe analizar cs
e; = [Ji,ki]. Si COMP[ji) = COMP[ki] entonces no se incluye la arista
y se procede a analizar la siguiente arista ¢;4y. La arista ¢; no se incluye
porque se formaria un ciclo. Supéngase que COMP[j;) = COMP[k;) = L.
Esto significa que existe una cadena del vértice ! al vértice j;,{ — j;, y del
vértice [ al vértice ki, [ - k;. Si se incluye la arista (j;, ;) se formaria el ciclo
L= i, (i ki) y ki = L

Si COMP[j;] # COM Pk entonces se realiza la asignacion S « SU{¢;}
y las componentes del arreglo se madifican como sigue:

m — min{COM P[j;), COM P[k]}
M — max{COM P[j;]),COM Pk}
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para cada vértice s tal que COMP(s] = M hacor COMPs] = m. Fsto
significn que existe una cadenn del vértice m a todos Jos vértices s tales que
COMPs) =M.

Una vez calculado el 1-drbol dptimo con respecto al valor A se tiene una
cota inferior Zpp para ol valor dptimo del problenin del agente viijero, Lista
cota se puede mejorar al actualizar A y calcular el t-drbal de peso minimo
con respecto al nuevo vector de nuiltiplicadores:

Am-}-l = A"+ tm Di(m)

donde t,, = X Z"’{,’z—zi’l, 0 < 7 < 2. Enla primera iteracion se fija =
2. Si Zuax (la mdxima cota inferior obtenida hasta o momento) no se ha
incrementado en las dltimas 5 iteraciones, entonces 7 se reduce a la mitad,
Fl algoritino termina cuando Zy. = Zug. 0 cuando 7 < 1.25. Fl valor
de Zyax en ladiltima iteracion es una aproximacion de la solucidn para cl
problema dual Lagrangeano.

4.3 Eficiencia del Paquete de Cémputo.

En vsta seecion se discute la rapidez de los algoritmos implementados en of
paguete de cémputo, El algoritmo de ramificacidn y acotamiento se probé
con 9 cjemplos del problema del agente viajero. A continuacién se muestra
una tabla que indica el tamaiio del ejemplo y en cudnto tiempo se ob-
tuvo la solucidn al usar este algoritmo. La mdquina que se usé es una PC
486DX2/62MHz.

Ejemplo Tamaiio del Ejemplo  Tiempo (seg.)

1 5 I
2 5 2
3 6 2
1 6 4
5 6 6
6 6 16
7 7 2
8 7 J
9 8 2]

Obsérvese que el tiempo requerido para resolver diferentes ejemplos del
misto tamano puede variar ya que los drboles de ramifteacion y acotamiento
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generados no son los mismos. Pero en general, a medida que crece el tamano
de la instacia aumenta el tiempo. También se puede observar que el tienmpo
no aumenta en forma lineal. sto se debe a que el problema del apgente
viajero s N PP - completo.

Il método de relajacidn Lagrangeana se probd con 4 ejemplos y se ob-
tuvieron los siguientes resultados:

Bjemplo Tamano Tiempo(seg.) Nim. de lt. It (zpax) 27 Zuax

1 H 3 1 1 11l
2 5 12 16 27 171 160
3 6 17 46 ! 260 24
1 7 20 46 I 162 153

La notacién usada en la tabla anterior es la siguiente:

o Nim. de It. Es el nimero de iteraciones que se realizaron en cada
ejemplo.

o 1t.(zax). Iis Ja iteraciones en la que se obtuvo el valor de la cota
inferior zgax.

o 7". Es el valor éptimo del ejemplo.

¢ Znax. Es el valor de la cota inferior generada.

En este caso también se puede observar que a medida que crece el tamafio
del ejemplo, el tiempo en el que se obtiene una cota inferior también aumenta
de manera no lineal. De los ejemiplos anteriores dnicamente se obtuvo la
solucion éptima en el primero y por esta razén el ndmero de iteraciones
que se realizaron fueron menos. En los demds ejemplos se realizaron 46
iteraciones, que corresponde al nimero maximo de iteraciones que realiza
el algoritmo. Sin embargo, la mdxima cota inferior se obtuvo en la primera
iteracidn para los ejemplo 3 y 4 y en la iteracion 27 para el segundo cjeniplo.
Entonces, para estos ejemplos no cs necesario realizar muchas iteraciones
puesto que se puede obtener la minima cota inferior en menos tiempo. Por
otro lado, se puede observar que las cotas inferiores generadas estan cercanas
al valor dptimo.
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Conclusiones

El problema del agente viajero es uno de los problemas de la clase NP ~
di ficil mds famosos. Por esta razon se lian desarrollado muchas téenicas
para tratar de resolverlo eficientemente. Aunque muchas de éstas generan
soluciones muy cercanas a la dptima, todavia no se cuenta con un algoritmo
polinomial para resolverlo. Por esto es razonable suponer que no se podri
encontrar ningtn algoritmo polinomial que resuelva el problema del agente
viajero y por lo tanto que la clase P # NP.

Para resolver una instancia de un problema N P~dificil se pueden segnir
varios caminos. Si ¢l tamafio de la instancia es pequeiio, se puede resolver
con algin algoritmo exacto. Sila instancia pertenece a nn caso particular del
problema para el cual si existe un algoritmo polinomial, entonces también
se puede encontrar la sohucién éptima. Pero si no se tiene ninguna de las
situaciones anteriores, lo mds conveniente es usar un algoritmo heurfstico
para encontrar una solucién aproximada en un periodo de tiempo razonable,

Cuando se aplica una heurfstica para resolver una instancia de un pro-
blema, es importante saber qué tan buena es la solucién que se obtiene con
este método. Por esta razén es importante generar cotas inferiores del valor
optimo, para el caso de problemis de minimizacién, con algin algoritmo. El
algoritmo mis usado es la relajacion Lagrangeana debido a que se obtienen
cotas inferiores muy cercanas al valor dptimo. Con las heuristicas se generan
cotas superiores del valor éptimo. Entonces si el intervalo formado por la
cota inferior y la cota superior del valor éptimo es pequeno, la heuristica
genera soluciones cercanas a la dptima.

En general, se puede observar que si la heurfstica es muy simple no
se generan huenas soluciones. Este ¢s el caso de los algoritmos glotones.
Entonces, para resolver problemas de la clase NP — difieil se requieren
heuristicas mas sofisticadas como el recocido simulado. Este algoritmo es
muy aceptado porque se puede usar para resolver cualquier problema com-
binatorio. Ademads, st se elige una vecindad conocida, una tasa gométrica de
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enfriamiento de 0.95 y una temperatura injcial determinada en base a pocos
experimentos, esta téenica resulta ficil de implementar y genera soluciones
razonables. Sin embargo, también se puede observar que los algoritiios
producen mejoros resultados cuando aprovechan fa estructura del problema
hajo consideracion. Fntonces, si se aplica esta téenica con un esquema de
enfriamiento determinado en base a una amplia experimentacion y con una
vecindad determinada por un amplio conacimiento del problema, eutonees
se generan soluciones mucho mds cercanas a la optima.

La técnica de recocido simulado ha dado lugar al desarrollo de nacevos
algoritmos donde se hace énfasis en controlar los movimientos a peores sofu-
ciones de una manera “inteligente” en lugar de pleatoriamente. 5l método
mds conocido es probablemente [a hisqueda 1abi. Este método proporciona
una hisqueda lheuristica en la cual se implementa nn especie de *memoria”.

Los algoritinos henristicos que se Ian desarrollado recientemente tienen
la caracteristica de que simulan procesos naturales. Por ejemplo, ¢l reco-
cido simulado fmita un proceso termodinidmico. Los algoritmos genéticos se
formulan en base a una analogia con las estructuras gendticas. El drea de
redes neuronales artificiales imita las propiedades computacionales del cere-
bro humano. Este tipo de algoritmos a dado buenos resultados al resolver
problemas dificiles.

Con respecto al paquete de computo, se concluye que al implementar ol
método de relajacion Lagrangeana no siempre es necesario realizar muchas
iteraciones. En algunos casos se puede disminuir el nimero de iteraciones y
se obtiene la misma cota inferior en ntenos tiempo, Por lo tanto, al mple-
mentar un algoritmo es conveniente hacer varjos experimentos con ejemplos
de un determinado problema para dismianir lo mds posible el tiempo de

ejecucion.
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enfrimmicento de 0.95 v una temperatura inicial doterminada en base a pocos
experimentos, esta téenica resulta ficil de implewmentar y genera soluciones
razonables, Sin embargo, también se puede observar que los algoritmios
producen mejores resultados cuando aprovechan la estructura del problema
bajo consideracion. Entonces, si se aplica esta técnica con un esquema de
enfriamiento determinado en base a una amplia experimentacion y con una
vecindad determinada por un amplio conocimiento del problema, entonces
so generan soluciones mucho mis cercanas a la dptima.

La técnica de recocido simulado ha dado lugar al desarrollo de nneves
algoritmos donde se hace énfasis en controlar fos movimientos a peores solu-
ciones de una manera “inteligente” en lugar de aleatoriamente. El método
inis conocido es probablemente la bisqueda talni, Este método proporciona
una hiisqueda heurfstica en la cual se implementa un especie de “memoria”.

Los algoritimos heurfsticos que se han desarrollado recientemente tienen
la caracteristica de que simulan procesos naturales, Por ejemplo, el reco-
cido simulado imita un proceso termodindmico. Los algoritmos genéticos se
formulan en base a una analogia con las estructuras genéticas. Fl drea de
redes neuronales artificiales imita las propiedades computacionales del cere-
bro humano, Este tipo de algoritmos a dado buenos resultados al resolver
problemas dificiles,

Con respecto al paguete de computo, se concluye que al implementar ol
método de relajacion Lagrangeana no siempre es necesario realizar muchas
iteraciones. En algunos casos se puede disminuir el nimero de iteraciones y
s¢ obliene la misma cota inferior en menos tiempo. Por lo tanto, al imple-
mentar un algoritmo es conveniente hacer varios experimentos con ejemplos
de un determinado problema para disminuir lo més posible el tiempo de
cjecucion.,
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Apéndice

Manual del Paquete
de Cémputo.

Al correr el programa aparece la siguiente informacion acerca del paquete
de computo.

PROBLEMA DEL AGENTE VIAJERO
Este programa resuelve el problema del agente
viajero mediante un algoritmo de ramificacion
y acotamiento que usa como relajacidn el
problema de asignacion. El paguete también
acota inferiormente el valor éptimo de un
problema SIMETRICO con el método de la
relajacidn [agrangeana.
El mitmero minimo de ciudades que
debe tener el problema es 3 y el maximo es 8.
El programa lee los datos de entrada de
un archivo y manda los datos de salida
(la solucién ) a otro archivo.
Pulsa la tecla "Enter” para continuar.

Obsérvese que sdlo se pueden obtener cotas inferiores del valor dptimo para
problemas simétricos. Por otro lado, el ndinero minimo de ciudades debe
ser 3 puesto que de otra manera la solucidn es trivial,

Al pulsar la tecla "Enter” aparece otra ventana con las operaciones que
se pueden realizar;
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Operaciones:

1. Resolver el problema con un algoritmno de ramificacion y acotamiento.
2. Acotar inferiormente el problema (Relajacion Lagrangeana).
3. Salir del programa.

1 Qué operacion deseas efectuar?(1,2 0 3)

Si se elige Ja opcion 1 0 2 aparece ef siguiente mensaje:

Dame el nombre del archivo donde estin los datos de entrada.

Se debe especificar 1a direccién en la mdquina donde se encuentra el archivo.
Si se le da un archivo que no existe o una ruta errénea entonces aparece el
siguiente mansaje:

Nombre del archivo incorrecto, intenta otra vez.

E} archivo con los datos de entrada debe contener la siguiente infor-
macién:

1. El mimero de cindades del problema,

2. Un niimero M >> 0.

3. La matriz de costos del problema, Si se elige la opcion 2 del meni
sdlo se deben meter las entradas (i,7) de la matriz de costos tales que
i< ],

Para acotar inferiormente el valor dptiino del problema con la relajacion
Lagrangeana se requieren ademds los siguientes datos:

1. El vector inicial A.

2. Una cata superior Zypg del valor éptimo,
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Despuds de resolver el problema se le pregunta al usuario en qué archivo
quicre gue aparezca la solncion:

Dame el nombre del archivo donde quieras que aparezea la solncidn,

Ioste archivo debe ser diferente al de los datos de entrada y adenids se deboe
especificar la direecion en la miquina donde se desea que aparezca.
Los datos de salida para la opcion L del mend son los siguientes:

I. La solucion y el valor dptimo del problema.
2. Bl drbol de ramificacion y acotamiento,

Si se elige 1a opcidn 2, aparecerii Ia siguiente informacion correspondicute a
cada iteracion del método de optimizacion subgradiente:

I. El vector A,

2. I3} valor de 7.

3. Una matriz con las distancias actualizadas ejj + A + A;.
4. La cota inferior w(A).

5. La mayor cota inferior hasta esta iteracidn, Zpax.

6. El I-drbol éptimo.

7. La solucién del problema dual Lagrangeano, es decir la mejor cota
inferior obtenida.

Después de resolver el problenia aparcce otra vez el memi principal con
las operaciones. Si se elige la opcidn 3, que corresponde a salir del programa,
aparece el signiente mensaje:

FIN DEL PROGRAMA:
PROBLEMA DEL AGENTE VIAIERO

En este momento se debe pulsar la tecla ”Enter” para salir del programa,

A continuacion se muestran los archivos de entrada y de salida al elegir
[a opcién 1y 2 del mend para resolver el ejemplo 2.2.2 del problema del
agente viajero.



118



Archivo con los datos de entrada para resolver este ejemplo con el método de
ramificacion y acotamiento:

5

100

0w 1 2 2 3

1 12 3 1o
2 2 w0 2 2

2 3 2 100 100
3 100 2 100 100

Archivo de salida;

La solucion y ef valor Optimo son:
X16=X21 = X34 = X42=X53=1, 2 2=11.00

El arbol de mmificacion y acotamiento s:
2
suBP 12
var. ram. ; x35 =0
X16 = X21 = X34 = X42 = X53 = 1
2.2=11.00
SOL. CANDIDATA

1
SUBP 1

Vir. ram.
X12= X24 = X35 = X41 = X53 = 1
Z_1=1000

3

SUBP 11

var. ram. ; x35=1

X12 = X24 = X35 = X43 = Xb1 = 1
Z.3=11.00

No Prometedor

Archivo con los datos de entrada para acotar inferiormente el vaior dptimo de este
ejempio:

5
100
1 2 2 3
2 3 100
2 2
100
0 0o 0 0 0

Archivo de salida;



ITERAGION 1

Lamda: (0.0,00,0.0,0.0,0.0)

Pir 2.000

Las distancias actualizadas son

100.00 100 200 200 300
1.00 100.00 2.00 300 10000
200 200 10000 200 200
200 300 200 10000 10000
3,00 10000 2.00 10000 100.00

Lav cota inferiorwit amda), es: 9.00
Zmax: 8.00

Virices adyacentes al vérticet:
Vertices adyncentes al vétice2:
Vértices adyacentes al vénticed:
Vértices adyacenies al vériced:
Vértices adyacentes ol véitice5:

oz 2 RN

A

ITERACION 2

Lamda: (0.0,0.0,2.0,-1.0,-1.0}
Pi: 2.000

Las distancias actualizadas son;

10000 100 400 100 200
1.00 10000 400 200 99.00
400 4.00 10400 300 3.00
1.00 200 300 9800 98.00
200 9900 3.00 9800 9800

La cota inferiorw(Lamda), es: 10.00
Zmax: 10.00

Vértices adyacentes al vértice1: 4,2
Vértices adyacentes of vértice2: 1, 4
Vérdices adyacentes al vériced: 5,4
Vertices adyacentos af vériced: 1,3, 2
Véiticos ndyacentes al vérice5: 3

ITERACION 3

Lamda: (0.0,0.0,2.0,1.0,-3.0)

Pi: 2.000

Las distancias actualizadas son:

10000 100 600 200 -1.00
1.00 10000 ©6.00 300 ©6.00
600 600 10800 6.00 200
200 300 600 10000 96.00
-1.00 9600 200 9600 0200

La cota inlerior,w(Lamda), es; 11 00
Zmax: 11.00

Vérices adyacentes al vértice1: 2,5



verlices adyacentes al vértice2: 1,3, 4
Vértices adyacentes al véitice3: 2,5
Vértices adyacentes al vailiced: 2
Vedices adyacenles al vedice5: 1,3

ITERACION 4

Lamda: (0.0,1.0,2.0,0.0,-3.0)
Pi: 2.000

Las distancias aclualizadas son:

100.00 200 800 200 -4.00
2.00 10200 9.00 4.00 9400
800 900 11200 800 1.00
200 400 8.00 10000 93.00
400 9400 100 93.00 86.00

La cola inferiorw{Lamda), es: 11.00
Zmax; 11.00

Vénices adyacenies al véntice?:
Vértices adyacentes al vértice2:
Vériices adyacentes al vértice3.
Vérlices adyacentes al vérlice4:
Vérlices adyacentes al vértice5:

WA aN
W oo

El valor 6ptimo es: 11.00
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