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INTRODUCCION.

En la vida real se presentan problemas como determinar la localizacién exacta donde
construir un hospital que proporcione servicios de salud a una region dada (para ello se
-~ consideran algunos lugares factibles de construccién), pero se requiere que la ubicacion’

minimice el tiempo que hara cualquier ambulancia desde los distintos puntos de la region

al hospital. Otro problema podria ser decidir la ubicacion de almacenes de abasto de cierto
nimero de tiendas en el D.F., sabemos la ubicacién de las tiendas y queremos que los
costos de transporte se reduzcan considerablemente, (los costos de abastecimiento estdn
asociados a las distancias entre tiendas y almacenes), Estos problemas pucden ser resueltos

como problemas de Jocalizacion en redes, mediante el uso de un modelo en redes adecuado.

como ejemplos de modelos adecuados de problemas en redes, podemos mencionar: Redes

de Transportacion; donde los nodos representarfan ciudades, fabricas, bodegas, puertos,’
etc.; los arcos vias de transportacion como lo son carreteras, rutas maritimas, vias férrcas,

etc.; los flujos asociados a los arcos bien pueden ser la cantidad de material que sc
transporta de un lugar a otro, distancias entre los lugares conectados, tiempo de recorrido
entre lugares conectados etc. Redes Hidrulicas; donde los nodos representarian, reservas,
ciudades, fabricas, etc.; los arcos, tuberfas, canales de irrigacién etc.; los flujos asociados a
cada arco cantidad de agua transportada de un lugar a otro. De manera similar muchos otros
problemas, :

Los problemas de localizacién en redes se pueden clasificar desde el punto de vista del
espacio de soluciones en Continuos y Discretos, ambos en problemas de una sola facilidad
y problemas de varias facilidades. En el presente trabajo nos abocaremos a los primeros,
que consisten en minimizar una funcién convexa de aridad igual al cardinal del conjunto de
los nodos, donde cada entrada de la funcién es una distancia; (en redes la distancia entre
cualesquiera par de nodos, queda determinada por la ruta més corta entre ellos; ésta se
obtiene, por ejemplo, mediante el uso del algoritmo de Dijkstra), Como caso particular

il




podemos mencionar a los problemas de localizacién denominados “problemas minisum”,
en los cuales se requicre determinar un punto sobre una red convexa que minimice la suma
de las distancias de cualquier nodo sobre la red a él,

La resolucion del problema para una sola facilidad es bastante simple si se restringe el
conjunto de puntos sobre los cuales hay que determinar el adecuado al conjunto de nodos
(caso discreto); pero si se quiere considerar a la red en su totalidad (caso continuo), el
problema se torna mucho mds complicado. Existe un algoritmo que es usado
frecuentemente y que involucra el uso de lo que se conoce como segmentos arbolados, Que
serd totalmente desarrollado en el capitulo 2; sin embargo tiene un bemol: requiere de
mucho esfuerzo computacional, es decir es demasiado lento.

En el trabajo del Dr. John Norman Hooker, se proporciona un algoritmo més eficiente en
cuanto a esfuerzo computacional se refiere, para ello se requiere del uso de espacios
gréficos que son entes que se trabajan dentro de la Teorfa de Gréficas; en ellos se definen
los espacios arbolados sobre los cuales buscaremos los puntos adecuados.

Esta temética se encuentra desarrollada en el capitulo 3; obviamente, un espacio gréfico no
~ es una red; por esto se hace necesario emplear una biyeccion, o inyeccion que nos permita
calcar la estructura de un espacio gréfico a una red para poder aplicar el algoritmo de
resolucion en el espacio gréfico y resolver el problema en la red.

Enel t,rabajo del Dr. Hooker existe un problema abierto, que consiste en una conjetura, en
la que se afirma que un conjunto de espacios grificos que cumplen con una condicién, son
modelables por un subconjunto de una red.

El objetivo del este '_tr‘abnjo es ¢l demostrar que dicha conjetura se cumple para un

subconjunto de espacios gréficos y en el capitulo 4 se proporciona Ia demostracién.
Finalmente se proporcionan las conclusiones correspondientes a este trabajo.
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Capitulo 1

CONCEPTOS
PRELIMINARES

Iniciemos pues, con los conceptos que de una u otra forma estan mvolucrados
en el cuerpo de este trabajo, :

Definicién 1 Un espacio métrico es una pareja (M,p) donde M # ¢ es
un conjunto y p es una funcion, p: M x M — R que cumple:

- i)plz,y) 20 |
ii)p(z,z) = 0; si x #y entonces p(z,y) >0

iii)p(z,y) + p(y, 2) 2 p(3, 2)
w)p(z,y) = p(y, z)

Deﬁnicldn 2 S5i (M, p) es ‘un_espacio métnco yz €M, se defme disco
abierto de radioe >0 a

D(z,e) = {y € M/p(z,y) < e}

Definicién 3 Un subconjunto A de M es subconjunto ab:erto de (M, P

81 para todo z € A,existe € > 0 t.q. D(z,€) C A.

Definicién 4 Una red es una grdfica G [N, A] que se constituye de una
tripleta: un conjunto de nodos N, un conjunto de arcos A y una funcidn
de asignacion, que a cada arco j € Ale aszgna una pareja (v, ) € Nx N
tal que v; # vy, Ejemplo:
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Definicién 5 SeaG|N, A] una md cntonces deﬁmmos fujo en el arco j e A
como una cantidad asignada a €l

Definicién 6 Una trayectoria o ruta es una succsidn de nodos y arcos
~ conectados, sin repeticidn de nodos o arcos.

Definicién 7 Un circuito es una tmyectona donde el nodo inicial y el f nal
coinciden.

Definicién 8 Una red es conectada si pare cualesqmem par de nodos existe

una tmyectona que los une.

Definicién 8 Un drbol es una red conectada, con al menos un arco y que |

no contiene circuitos.

Deﬂnicién 10 Sean v; ,v; € N decimos que P : v; — ... = v; es la ruta

mds corta entre ellos si de todas las rutas posibles ésta es la que tiene lo suma
total de sus flujos sobre los arcos involucrados mds pequefia.

ALGORITMO DE RUTA MAS CORTA (Dijkstra)

Propésito: Determinar la 'nrayectom minima del nodo % al nodo 1 en
una red dada, ,

1) Iniciar en el nodo 1; S

2) Etiquetar provisionalmente los nodos que se encuentran conectados
con 1; por medio de un arco de la siguiente manera [v; | z(A)] donde 2(A) es
el flujo que se encuentra en el arco que los conecta.

3) Comparar todas las etiquetas provisionales y elegir la etiqueta que
tenga el flujo mds pequeiio (en caso de empate elegirlas todas).

L)



4) Etiquetar definitivamente los nodos con etiquetas provisionales elegidos
en (3) o
5) A los nodos sin ctiqueta definitiva que se encuentran conectados por
medio de un arco con nodos etiguetados definitivamente ctiquetarlos provi-
sionalmente con :

nodo anterior | z(A) + flujo del nodo en la etiqueta definitiva dol nodo
al que estd conectado

6) Repetir (3), (4) y (5) hasta etiquetar definitivamente a v;
7) La ruta mds corta desde v; hasta v; se encuentra en orden invertido
en las etiquetas definitivas a partir de v; y el flujo total en la rum es el que

aparece en la etiqueta definitiva de v;.
El hecho de que el algoritmo anterior realmente nos determina la ruta mds
corta se encuentra demostrado en el libro de Rockafollm R.T., Network

Flows and Monotropic Optimization,

| Definicién 11 Sea G [V, A], una red, entonces sean las siguientes igualdades

G = conjunto de puntos sobre una red
V = {m,..,u} conjunto de nodos
~d(z,y) = distancie de = a y dada por la ruta mo’s corta
A = (v,v;) = arco entre v; yv; - :
A(z, y) = porcién de A estrictamente entre x yy
Alz,y) = cerradura de A(z,y)
b(w;, v;) = magnitud asociada a los arcos, siempre positiva.
b(z;y) = longitud de A[z,y] con respecto a b(v;,v;)

Definicién 12 Para cualquier 2,y € G y A € [0,1), decimos que w G

Ly(z,y) cuando d(z, w) + d(w,y) = d(z,y) yd(m w) = Ad(:,y)

Definicién 13 Sea L(z,y) el segmento de recta centre x y y, mds precisa-
mente es la umdn de Lx(z,y) sobre A € [0,1] ’

Deﬁmcnon 14 Seax € A(u w) un punto wbm el arco entre los nodos w,w
en una red coneza con métrica de ruta mds corta y sca v cuelquier nodo en

la red. Sea di(z) = b(w, z) + d(u, v) y di(z) = b= b{u, ) + d(w, v;) enlonces

d(z, v) = min {di(x), ()}

T T T T T T
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Teorema 15 Sea S un drbol no orientado, con longitudes asignadas a sus
arcos positivas y d la distancia determinada por la ruta mds corta, Entonces
(S,d) es un espacio métrico.

Demostracion. '

1)S # ¢ pues al menos tiene un arco por definicién de drbol.

2)i) y 1i) son inmediatos del algoritmo de ruta més corta y
porque las longitudes de los arcos son positivas.

iii) Sean «,y,z € S P.D. d(z,y) < d(z,2) + d(2,)

caso a) 2 ¢ L(z,y)

= son distintas las rutas més cortas entre cada dos

= d(z,y) < d(z,2) +d(2,y)

caso b) z € L(z,y) _

= d(z,y) = d(z, 2) + d(2,y) por definicién de L

iv) d(z,y) = d(y,z) por que S es no orientada.

]

1.1 FUNCIONES CONVEXAS.

Es necesario tener nociones del andlisis convexo, dado que en prob-
lemas de localizacién en redes, la manera de justificar que una
solucién que es dptimo local es 6ptimo global, sélo es védlida para
regiones y funciones convexas.

Definicién 16 D C G es un conjunio convezo cuando, para todo
z,y € D se tiene que L(z,y) C D '

Definicién 17 Para cualquier conjunto convezo D, definimos g :
D+ R es una funcién convexa sobre D si para todo z,y € D y
A€ [0,1],w € Ly(z,y) se tiene que g(w) < (1 - N)g(z) + Ag(y)

Teorema 18 Dada una red G con métrica de ruta mds corta, G
conectada con al menos un arco. La funcidn d(-,v) : G+ R es
conveza para todo v € V ssf G es drbol. '

Demostracidn.

«)G es drbol = G es conectada = G es convexa

Sean z,y €G y fijo A € [0,1] y w € Ly(z,y)

P.D. d(w,v) < (1= A)d(z,v) + Ad(y,»)
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Sabemos que en un 4rbol, la ruta entre cualesquiera dos puntos
es tnica, de esta forma, s.p.g, supongamos que w,y € Ly(z,v) y
y € Ly(w, v) '

=>como w € Ly(z,) = d(w,v) = Ad(z,v)

= d(w,v) < M(z,v) + (1 = Nd(y,v)

=) Sabemos que d es convexa sobre G. P.D. que G es érbol,

Supongamos que no lo es ' _

=> G no es conectada o G tiene al menos un circuito o G no tiene
arcos (descartado).

caso a) G no es conectada=> G no es convexa

= d no'es funcién convexa sobre G !

caso b) G tiene al menos un circuito P = sea y € I

drePtq Piz—.oyyPiz—.. -y

con P, y P, distintas y las distancias de ambas rutas iguales.

= d no es funcién !

Por lo tanto G es drbol.

[

Corolario 19 Una red conectada tiene una métrica d conveza, con
d:G x G — R continua ssf ésta es un drbol. :
Demostracion.
<) Por el teorema anterior.

=) Supongamos que d es una métrica convexa sobre

G y G no es un drbol ,
= Sea P circuito de longitud | en G, sea v € P
= eleyamoa puntos z,y,z € P t.q. d(v,z) =d(y,2) =
y i =d(v,y) =d(z,y) = d(z, v) d(z, 2) |
= & € Ly(2,y) pero d(v,z) = § > Jd(v,y) + d(v, 2) = % !
(se contradice el hecho de que d es conveza)
Por lo tanto G es drbol.
|

Definicién 21 Sea f: D C R* — R es no decreciente si d; > d;,i =
,..,n entonces f(d,,...,d,) 2 f(d1,.,dn)

— e
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Lema 22 i (G,d) tiene nodos ..., v, y métrica conveza d y si
f : R* — R es conveza y no decreciente, entonces z : G +— R
dada por z(z) = f(d(z,w),..,d(z,v,)) es conveza sobre G.

Demostracion. o

P.D.Vz,y € G,A € [0,1] y w € Ly(z,y)

2(w) < (1= M)z(z) + Mz(y)

como d es una métrica convexa

d(w, 1) < (1= N)d(z,n) + M(y, m)Vi=1,..,n

= como [ es no decreciente y convexa, se tiene

2(w) = f(d(w,m),...,d(w, v,))

< (1= Nd(z,m) +)\d(y, ), .y (1= N)d(2, v,,)+)\d(1/,v,,)]
< (1= Nfld(z,n), . d(®,0,)) + Af(d(z, m), .00 d(z, 00))

= (1-N)z(z) + M(y) |

[

AA. , =

‘Lema 23 Sea g : R — R" dada por ¢(t) = (gi(t),...,gn(t)) donde
cada g; es lineal, y sea f: " —> N conveza. Entonces h: R+ I
determinada por h(t) = f(g(t)), es conveza.

Demostracién, ,

Sean f),, € Ry A €[0,1]

= h[(1= Nty +Ma] = £lg((1 = Vs + M)

= f[(1 = A)g(t1) + Mg(t2)} por ser g lineal

< (1= N)f(g(t1)) + Af(g(tz)) por ser f convexa

= (1= Mh(t1) + Mh(ts)

[ ]

Lema 24 Si min,cp 2(z) es un problema convezo y D C G, entonces
una solucidn éptima local del problema es una aoluctén éptima
global.

Demostracién.

Sea zy € D un minimo local para 2, y supongamos que existe un '

z* € D tal que z(zg) > z(a*)
= 3¢ >0 t.q. D(zp,¢) C D en el cual z(z) es mfnimo local
= L(zg,x*) € D por ser D convexo
= sea T € L(zy,2*) Az € D(zg,€) con : # 1y
= z(xg) < 2(x) > 2(z*)V
porque 2 no serfa convexa sobre D,
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TEOREMA DE ALGEBRA.
Dado un conjunto A # ¢ existe una biyeccién entre las parti-
ciones de A y las relaciones de equivalencia de A.
Demostracién. -
=)Sea P4 = {X},X3,....} una particién de A, definimos
R = U {X; x Xi|X; € PA} _
P.D. que R es una relacién de equivalencia
1) R es reflexiva
SeaceA=>3ielt. qa€e Xi=(e,0) €X;x Xi=>(a,0) €R
2) R es simétrica _ |
Sea (a,b) e R=>3ielt. q. a,be X;=>(a,b) € X; x X;
= 3(b,e) € X; x X; = (ha) e R
3) R es transitiva _
Sean (a,b),(b,c) e R=>3i€lt, q. a,b€ X;=> (a,b) € X; x X;
=>3,velt.q.b,cEXj=>(b,c)€ijXj=>p.d.i=j ‘
supongamos que i # j y (a,b) € X; x X; A (b,c) € X; x X;
- =>he XinX;=¢! por definicién de particién
= (a,b),(b, C) € Xix X;
=a,c€Xi=>(a,c) € X;x Xi = (a,c) €R

<) P.D.que una relacién de equivalencia induce una particién.
Sea R C A X A una relacién de equivalencia.
- Definimos Py = {2~ [z € A} |
1) z= € P4 P.D. 2~ # ¢ pero =~ # ¢ porque (z,z) € R por ser R
reflexiva.
2) 2" #y  €PAPD. z Ny #¢
supongamos que "Ny~ = ¢ => Ja € 2~ Ny~ = (z,a) € RA(a,y) € R
= (z,y) € R por ser R transitiva = 2~ =y~ ! ‘
3)PD.U{z"/ze A} =4
Djue A=>a€ca € U{z [z € A}
Clee eU{z"/zeA}=>z€0" >z €A
|
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~Capitulo 2

EL PROBLEMA DE
LOCALIZACION DE UNA
SOLA FACILIDAD.

En este capftulo se describe el problema de localizacion de una
sola facilidad en términos generales, se definen conceptos como

conjunto arbolado y segmento arbolado, que son los entes convexos -

donde se resolvera-el problema de localizacion de manera local;
para posteriormente comparar y elegir el 6ptimo global, es decir, el
6ptimo a el problema original; asf como se demostrardn resultados
que son necesarios para la resolucién del problema. Finalmente
se proporciona el algoritmo que determina la solucién éptima al
problema original,

Consideremos una red G con un conjunto de nodos V = {u,,...,1.},
un conjunto de arcos A que unen a los nodos y una métrica d, dare-
mos la solucién al problema de localizacién sobre redes:;

xgzl)iga z(z) = fd(z,n), ..., d(z, V)] o0 (1)

Donde la funcién de costos f: R" ~— R es convexa y D es la
unién de una cantidad grande pero finita de intervalos cerrados
sobre G, entonces sélo es necesario hallar un éptimo local.

La solucién de este problema para el caso en que D) sea el con-
junto de los nodos V es un poco méds simple, pues sélo basta utilizar
algin algoritmo para calcular la ruta més corta desde cada nodo a

9
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todos los demés; elaborando una matriz de distancias y se elegira el
nodo cuya n-ada de distancias, al ser evaluada en f nos proporcione
el valor mds pequefio para z(z); aunque en una red considerable-
mente grande, se puede tornar muy extenso en cuanto a esfuerzo
computacional.

2.1 SOLUCION DEL PROBLEMA CONVEXO

EN GENERAL.

Si se considera que la funcién f del problema (1) es una funcién
convexa mediante una descomposicién de cada arco de G en "seg-

mentos arbolados” determinaremos la solucién éptima del prob-

lema lineal convexo sobre cada segmento arbolado; posteriormente
encontramos la solucién éptima para el problema original, es decir,
el problema (1); para ello serd necesario definir y demostrar ciertos
resultados.

Definicién 25 A(u,w) es un arco que conecta los nodos u y w, si los
puntos z,y € A, entonces A(z,y) denota la porcidn ectrictamente
entre z y y; Alz,y] denota la cerradura de A(z,y).

Recordemos que b(z,y) la longitud de A[z,y] con respecto a b =

b(u, w), para compr ender la siguiente definicidn.

Definicién 26 Sean =,y € A(u w) cualesguiera puntos en el arco,
decimos que pertenecen al mismo conjunto arbolado st para todo

%nev,
L(z, '"t) A[-”)yl L(y, "t) A[z,y]
Ejemplo 27 En la siguiente figura se muestra que los puntoa Ty

7y pertenecen al mismo conjunto arbolado; pero z3 no pertenece

al mismo conjunto.
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Definicién 28 Sea z € A(u v) un punto cualquiera en el arco, sean

di(z) = b(u, z) + d(u,v) y di(z) = b— b(u, z) + d(w,;), entonces
d(z,v;) = min {d.-(;n), d; (m)}

Si di(z) es més pequeiio que d: ) entonces las rutas méds cortas
de z a ; contienen al nodo u; si d;(z) es més pequeiio que d;(x) las
rutas mds cortas contienen a w; si son iguales entonces contienen
a ambos u y w.

Las definiciones y lemas subsecuentes son la base del algoritmo
de resolucidn, en ella se construyen los segmentos arbolados de un
arco dado dentro de una red, asi como se define una funcién que nos
permite encontrar problemas equivalentes al problema (1); pero de
manera local,

Definicién 29 Sea S; = 1/2[d(w,w;) — d(u, %) +b], entonces se tzenen '

_ las siguientes equivalencias; el primer caso equwale a b(u,z) < S;,
el segundo a b(u,z) > §; y el tercero @ b(u,z) =

Lema 30 Sean los nodos en V numerados como S),...,S, en una

sucesion no decreciente. Entonces dado un arco A de u a w y
puntos 2,y e Au, w) éstos pertenecen al mismo con;mnto arbolado
8s8t:

S; =b(u,z) = b(u,y) p.a. j€{1,.. }

. 0

S; < b(u,z) < Si+1 ¥ S; <b(u,y) < Sjn
p.a. je{l,.n—-1}

Demostracién,
Sean z,y € A(u,w)
<) Supongamos S; = b(u,z) = b(u,y) p.a. j € { 1,..n}
= & =y => I,y estdn en el mismo conjunto arbolado.
Supongamos ahora S; < b(u,: ) < Sit1 ¥ Sj < b(u,y) < Sj41 P.D.
que se cumple: L(z,%;) - Alz,y] = L(y,w) - A[m, y] para todo v; € V
= sumando las desigualdades de la hipétesis se tiene:
d(w,v;) = d(u,v;) + b < b(u,z) + b, y) < d(w,v;41) — d(1,vj41) + b
ahora, si i < j tenemos la primer desigualdad de donde se infiere
d;.(m) +d;(y) < d;(z) +d;(y) y con las observaciones pasadas, tambien

e T e pe o e | e e e
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sabemos que las rutas més cortas desde = y y a v; incluyen a w y si
i > j con un razonamiento andlogo se concluye que contienen a u.
De donde se concluye que en ambos casos se cumple la igualdad.

=) Supongamos L(z,u) — Afz,y] = L(y,w) - Alz,y] para todo
7; € V entonces trabajamos por casos.

a)Si S; = b(u, z) pa. i € {1,...,n} = u,w € L(z,) y por hipdtesis
u,w € (y, '"n) ‘

por lo tanto b(u, y)

b)Si S; < b(u,z) < S,H entonces todas las rutal mts cortas de
a v; contienen a w

y todas las rutas més cortas de y a v;;; contienen a u

= por hipétesis todas las rutas més cortas de y a v; contienen

a w y andlogamente para las rutas més cortas de z a vy = S <

. b(“v y) < Siy1e

Corolarlo 31 La mlacsdn de pertenecer al mumo comtmto arbo-
lado es de eguivalencia,
Demostracion.,

Inmediata del hecho de que esta relacién induce una particién "

de cada arco. (ver capitulo 1 TEOREMA DE ALGEBRA)
|

El siguiente corolario, nos indica claramente quienes son los con-
juntos arbolados en un arco dado.

~ Corolario 33 Sean S, ..., S,,,, los distintos S;'s, en el lema ante-

rior en orden no decreciente, donde 0 <m < n—2. Sea 2,...,Zm41
m+1+ Entonces los conjun-
tos arbolados en A(u,w) son los singles {::.}‘ﬂ1 .m Y los intervalos

puntos de A(u, w) tal que b(u, z;) = S‘ yi=0,..
abiertos A(, 2i41)yi=0,.m -
- Demostracién.
Inmediata de la definicién de cox\iunto a.rbolndo.
]

' Deﬂnicidn‘sa Un segmento arbolado es la cerradura de cualguier
conjunto arbolado. ’
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La definicién anterior es de suma importancia, pues debemos
recordar que el algoritmo de resolucién se lleva a efecto sobre los
segmentos arbolados.

Corolario 34 Los segmentos arbolados son al menos uno y alo
mas n — 1 intervalos adyacentes que juntos cubren a A con cotas

20y +o0y Bmt-1s
Demostracién.

terior.
[ |

2.2 RESOLUCION.

Queremoé minimizar z(z) sobre cada segmento arbolado de G y sé- :

leccionar el valor més pequeiio, este problema es claramente equiv-

_alente a resolver el problema original.

Definicién 35 Para cada arco A = Afu,u] definimos h : 0, — R

por
| Wd(w,3)) = F(d(y,01), - (3 0n)

para cualguier y € A.

Entonces minimizar z(z) sobre un segmento arbolado [z,,z;] C A
es claramente equivalente a resolver el problema de biisqueda lineal

minh(t) (*)
bu,31) < t<b(u,x)

Para demostrar que éste es un problema convexo, supongamos
que los nodos estin ordenados en una sucesion no decreciente
S1,.., Sy entonces, para algin j € {1,...,n} ’ ,

Sy, 0m)y e d(y,vm)) = f(dyy01) + 8,0, dluyv;) + tyd(u,vy4,) + b -
by d(y, ) + b= 1)

con y € [z),2y] y por esto, [ funcién de t es lineal y como d es
convexa entonces h es convexa sobre [b(u,z),b(1,y)] por el lema.

Inmediata de la definicién de segmento arbolado y corolario an- |

o o e
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ALGORITMO DE RESOLUCION

Paso 0

Tomar un conjunto de segmentos arbolados enunarcoy k=0

Paso 1

Elegir cualquier arco no examinado y factible A = A[u,w] de G;
si ningin arco permanece, pasar al paso 3.

Calcular, d(u,v;) y d(w,;) para todo i = 1,...,n y usar los resulta-
dos para el célculo de Sy, ..,, S, ordenarlos de manera no decreciente
y etiquetarlos con S),..,, S;, localizar los segmentos arbolados como
se indica en el corolario.

Paso 2

Para cada segmento arbolado A[z,z;] sobre A, sea k = k + 1
y hallar una sol ¢* del problema de biisqueda lineal convexo ();
denote el correspondiente punto sobre A por z; y sea z; = h(t') ,
cuando todos los segmentos de A son enumerados, regresar al paso
1.

Paso 3

Comparar los distintos 2} y elegir el més pequeiio, éste es solucién
del problema original.

Es claro que el dividir cada arco de la red en una cantidad ﬂnita
de segmentos arbolados y evaluar en cada uno; puede ser, de hecho, -
inoperante; esto dependerd de la cantidad de arcos que se tengan en
la red; pero en general requiere de mucho esfuerzo computacional.

En el dpendice de estp trabajo se muestra la resolucién de un
problema de localizacién en redes con el uso de este algoritmo.

kil



Capltulo 3

UNA TEORIA METRICA DE
REDES.

En este capftulo ‘veremos un algoritmo propuesto por el Dr. John |

Hooker; requeriremos de nuevos conceptos como lo son espacios

gréficos y espacios arbolados, asf que iniciaremos con definiciones

y resultados necesarios para abordar dichos conceptos.

3.1 CONVEXIDAD Y ESPACIOS ARBOLA-
DOS.

Definicién 36 Interioridad. Para cunleaqmem z) 2 # 3,y puntos,
z estd entre z y y i d(z,y) = d(z,z) + d(z,y).

Deﬂmclén 37 En redes decimos que z € L,\(w y) 8 d(z,z) = Md(x,y),
A€ (0,1) y 2 estd entre z y y. S

Definicién 38 Sea L(z,y) el segmento de linea que conecta a z y
Yy, 8t es el conjunto de puntos entre ellos, contemendo tambtén a
T yy, o también : ;

L(z,y) = Urepo,) I, 9)

Deﬂnicién 39 Si L(z,...,2x) denota L(zg,z)U...UL(2-1, z), decimos
que L(2,...,2) es una cadena; en particular una k-cadena que
conecta zp y 2 8% d(2, 2) = d(z0, 21) + ... +d(;,,;1,zk)

16

A LT .t o e e o e o
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Definicién 40 C(y, ...,y) denota cualquier cadena de la forma
L(z0, ..., 2¢), donde yo = 20, Y = 2k ¥ {Y1) .y Um-1} € {21,000 21}

Definicién 41 Si (S,d) es un espacio métricoy V C S es un con-
Junto de puntos distinguidos como nodos, decimos que (S,d,V) es
un espacio métrico con nodos. '

Definicién 42 Un conjunto u, en una cadena C(w,y) C S es una
coleccion de puntos de C(z,y) con respecto av € V si para cualquier
z € C(z,y) se satisface d(z,v) = d(z,u,) + d(u,,v). Entonces c(z,y) es
una cadena arbolada si ésta contiene una coleccion de puntos u,
con respecto a cada v € V.

Definicién 43 (S,d,V) es un espacio arbolado st para cualesquiera
2-cadena en S ésta es una cadena arbolada.

Observacidn 1 Si S es un drbol y z,y e'vV, entonces todas las 2-

cadenas son arboladas y por lo tanto cualquier drbol esun espacto
arbolado. , v

‘ Como anteriormente, d es una métrica convexa si

- d(,z) es convexa sobre S para todo z € V (no necesaria-
mente para todo z € S). De igual manera d no es convexa
en un espacio arbolado para todo z € S,

Teorema 44 Si (S,d,V) es arbolado entonces para cualguier v €V,
d(-,v) es conveza. ‘

Demostracién.

Sean z,y € S, v €V, A€ (0,1 yseazefq( ,y)

P.D. d(z,v) < (1= Nd(z,v) + Ad(y, )

Dado que S es arbolado = 3u, € L(z, 2,7) t.q.

d(z,v) = d(z,u,) + d(uy,v) y d(z,v) = d(z, uy) + d(uy,v)

=>es suficiente demostrar que se verifica

d(z,uy) < (1= Nd(z,u,) + M(y, u,)

Se tienen 2 casos. '
‘a) u, € L(z,y) = d(z,u,) = d(z, 2) + d(2,u,) (Ver fig. 2a)
observemos que d(z,z) = M(z,y) y d(y,2) = (1 — A)d(z,y)

o
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es decir A= i}ﬂ% y(l-))= —{“:-3 ™)

y también dz,u,) = (1 = N)d(z,y) ¥ d(y,.) = Nd(z,)

es decir (1~ )) = ﬂ'—l—"—f yN= "—d‘";:ﬂ‘)) (**)

= (1= A)d(z,u,) + My, us) = (1= A) [d(=, 2) + d(2,u,)] + M(y, u,)
= d(z, “v) +d(z,2) + A [d(y,u,) — d(z,u,)]

=basta demostrar que d(z,2) + A [d(y, u,) — d(z,u,)] 20
=>partimos de la siguiente desigualdad, dado que X > 0 se tiene
X2 -Nal+N21-Ne fey du) > doi) (por #x)

& d(z,y) +d(y, u) 2 d(z,u,)

A dv(w’ z)d(m, y) + d(z, z)d(y) uv) 2 d(xaz)d(wauv)

& d(z, z) + Ad(y, u,) 2 M(z,u,) (por *)

& d(z, 2) + [M(y, u) = Ad(z,u,)] 2 0

q.e.d. el caso (a). ’

Fig. 2a

b, € L(s,2) = dyy ) =d(y, 2) + (s, ).
(Ver Fig. 2b))

y se procede de manera amiloga al caso (a)
|

Observacién 2 No es suficiente para asegurar convezidad de métrica,
que todo segmento de linea sea una cadena arbolada para que toda
cadena sea arbolada, como se ve en el siguiente ejemplo;

Sea V = 8 = {z,y, 2,w} entonces todo segmento de linea es arbo-
lado (Ver Fig. 3); pero d(-,w) no es convexa, pues

T T e e L . g o o | e e et e et e oot - - -
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2 =d(w,z) < (1 - Nd(z,z) + M(y,z) < 1

Fig. 3

Definicién 45 Decimos que un segmento de lfnea L(z,y) es una
ruta, st para cualquier z,..,z € L(z,y), con 2 =z Yy zx =y ¥y
d(20,2) < d(20,2i41) parai =0,..,k—1, el conjunto L(z, ..., z;) es una
cadena. ‘

Teorema 46 Todo segmento de linea que conecta dos nodos en un
espacio arbolado es una ruta. :

Demostracién.,

Por induccidn.

1o) La base es un arco que conecta dos nodos en un espacio
arbolado.

P.D. que es ruta

Supongamos que (1;,7;) es un arco que no es ruta en un espacio
arbolado | ;

= 320, .y 2 € (%, ;) cON 29 = v;, 2 = 1; 'y d(2, %) < d(2, 2i+1) para
i=0,.., k-1, tal que el cojunto L(z,...,2x) no es una cadena.

= d (w,v;) = d(20, 2) < d(20,21)+, ooy +d(2k1, 2k)

=> tomemos el j més grande tal que

d(2, ZJ) d(20,21)+ +d(zJ 1%5)

obviamente el conjunto que satisface esto es no vacfo, pues la
igualdad se cumple para j = | , »

supongamos j >'1 = I(z), z,..,,2;) €S una J-cadena, fijemos a 2,
en ella y tomamos la 2-cadena L(zo, 2, 2;) en este espacio arbolado

= Vv €V y Vo € L(2,2,2;) existe al menos un u, tal que
d(z,v) = d(z,u,) + d(uy,v) en particular siz =z y v=1v;
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= u, tal que d(v;,1;) = d(20,v;) = d(20,uy;) + d(ty,, ;)

= L(w,u,,,v;) e8 2-cadena y por lo tanto es ruta.

Si j =1= L(w,m,2) es 2-cadena y por lo tanto es ruta.

20) Hipétesis de Induccién. S.p.g. supongamos que dado un
segmento de lfnea L(v,,,...,%-1) con v; nodo parai = 1,...,k—1en
un espacio arbolado es una ruta.

30) P.D. que dado un segmento de linea L(1;,..., 11, 7) con u;
nodo para i = 1,..,, k en un espacio arbolado, éste es una ruta.

& d(vy,v) = d(v,v) + ... + d(Vg-2,15-1) + d(Vg-y, %)

pero por hipétesis se tiene que

d(vy, mg-1) = d(vy,v9) + ... + d(Vg—2, V1)

y que L(v;,v;,%-1) es 2-cadena para v; cualquiera

= Vv € V,Vz € L(u,vj,v-1) existe algin u, tal que d(z,v) =
d(z, uy) + d(u,, v)

=> en particular si z =1, y 1=

= L(u,uy,,vx) es 2-cadena y por lo tanto es ruta.

|

3.2 CONVEXIDAD Y ESPACIOS GRAFICOS.

En esta seccion se definirdn los conceptos con los cuales trabajare-
mos el algoritmo de resolucién, es decir, espacios graficos.

Definicién 47 z € C(z,y) es un punto salida de C(z,y) 8i z es un
punto coleccién u, de C(z,y) con respecto a algin v ¢ C(z,y).
~ También z € C(z,y) es interior a C(z,y) 8i 2 # z,y.

Definicién 48 Si (S,d,V) es un eapacio métrico con nodos, z € S, z
es un punto interior-salida de (S,d,V) si es un punto interior-
salida de alguna cadena en S.

Definicién 49 Un espacio métrico con nodos (S,d,V) es un espacio
grdfico si satisface las siguientes condiciones:

a)Cualquier 2-cadena L(z,2,y) en S contiene una cadena C(z,y)
formada por una cantidad finita de cadenas arboladas.

b) V contiene todos los puntos interiores-salida de (S,d, V).
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Lema 50 Si un segmento de lfnea L(z,y) contiene una cadena ar-
bolada C(z,y), entonces C(z,y) contiene todos los nodos de L(x,y).

Demostracién,

Sea z nodo en L(z,y)

= dado que C(z,y), es arbolada hay una coleccién de puntos
u, € C(z,y) con respecto a 2 tales que

d(z, z) = d(z, u) + d(uy,2) y d(y, 2) = (mdeWZHﬂ

pero u,, z € L(z,y) = d(z,v,) + d(u,,y) = d(z,2) + d(z,y) (**)

= sustituimos (*) en (**)

= d(z,u;) + d(uy, y) = d(z, u,) + d(u,,y) + 2d(v,, 2)

= d(u;, 2) = 0 = u, = z por lo tanto z € C(z,y)

a

Lema 51 Si C(ms ) L((B V1y oy Upy 2 ) y C( ly) L(zlwla'-':i"j|y) son
cadenas y z € L(:L',y), entonces C(z,z,y) = C(z,2) UC(z,y) es una
cadena.

Demostracién,

10) demostremos que L(z,z) C L(z,y) y L(z,y) C L(z,y), sea w €
L(z, z) '

= d(z, 2) = d(z, ) +d(v, 2

= d(z,y) = d(z,w) + d(w, 2) + d(2,y) 2 d(z,w) + d(w,y) > > d(z,y)

= d(z, v) +d(w,y) = d(z,y)

= w € L(z,y) y por lo tanto L(z,z) C L(z,y) la otra contencién
- se demuestra de manera andloga.

20) De lo anterior se sabe que C(z,z,y) C L(x,y), también, si
z € L{z,y) RN

= d(z,m) + .. + d(w, 2) + d(z,wy) + ... + d(wj, )

= d(z, 2) +d(2,y) = d(z,y)

Por lo tanto C(z, z,) es una cadena

[

Lema 52 Si L(z),...,z:) es una cadena, entonces L(z,...,z;) es una
cadena para j =0,..,k
Demostracién, ‘
d(z9,z) = d(20,21) + ... + d(zk-l,z*) por ser cadena
> d(zg,2j) +d(zj, 2j41) +... + d(2k-1, 2) por desigualdad del tmingulo
2 d(z, zx) por desigualdad del tridngulo
= d(z, Z]) d(Z(),zl) + . +d(z, 1,2,) Yy como 2y, ..., 2;—) € L(z, 2)
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se concluye que L(zo, zj;) es una cadena.
| _

Lema 53 9i L(z,z,y) es una cadena y u € L(z,2),v € L(z,y) en-
tonces z € L(u,v). :

Demostracion.

d(z,y) = d(z,u) + d(u, z) + d(z,v) + d(v,y) por ser cadena

> d(z,u) + d(u,v) + d(v,3) por desigualdad del tridngulo

> d(z,y) por desigualdad del tridngulo

= d(u, 2) + d(z,v) = d(u,v) = 2 € L(uv)

. ‘ '

Lema 54 Si(S,d, V) tiene una métrica conveza, entonces cualquier
cadena C(z,w,y) de dos cadenas arboladas C(z,w) ¥ Clu,y) es en
sf misma una cadena arbolada.

Demostracién. ,

Supongamos que C(z,w,y) no es cadena arbolada. Seav € V'
nodo para el cual C(z,w,y) no tiene coleccién de puntos u,, Dado
que C(z,w) y C(w,y) si son arboladas, supongamos que 1, y uy son
de la coleccién de puntos de las cadenas arboladas respectivamente

- con respecto a v. :

= u, # w pues si lo fuera = vz € C(z,w) ‘
d(z,v) = d(z,w) + d(w,v) = d(z,w) + d(w,ug) + d(uy, v) = d(z,u3) +
d(u2)v) ’ o
= u, serfa coleccién de puntos de la cadena C(z,w) !
de igual manera se demuestra que © # g

>y FWwFR>UVE L(uy,uz) por el lema anterior, y dado que
Uy % Uz .

= w € Ly(uy,uz) con A€ (0,1). ,

Para demostrar que la métrica no es convexa, basta demostrar
que: :

d(w,v) > (1 - Nd(uy,v) + M(uz,v) ‘ :

= ge tiene que d(w,v) = d(w,u) +d(uy,v) = d(w, ug) + d(ua, v)

= d(ug, v) = d(w,w) + d(uy,v) — d(w,u2) |

Sro d{u, us) = M(u1,uz) y dw,w) = (1= Ndw, )

= d(ug,v) = d(u,v) + (2\ - 1)d (w1, u2) '

= (1=-A)d(uy, 1)+ Md(ug,v) = (I—A)d(ul,v)-}-,\[d(ul,v) + (27 = 1)d(u, u2)]

= (1 - A)d(uh") + Ad(“l)v) + 2)\24(111,21.2) = Ad(‘“h","l)
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< d(u1,v) + 2Ad(uy, ug) — Ad(u;,u3) porque '(0 <\l<1)
= d(uy, v) + Ad(uy, 1) = d(1y,v) + d(w, uy) = d(w,v)
8

- Lema 85 Toda 2-cadena L(z,z,y) en un espacio grdfico, contiene
una cadena C(z,z,7) formada por una cantidad finita de cadenas
arboladas.
~ Demostracién,

Sea L(z,z,y) cualquier dos cadena en un espacio grafico

= L(z,z) contiene una cadena C(z,2) y L(z,y) contiene una ca-
dena C(z,3) de una cantidad finita de cadenas arboladas

pero L(z,z,y) es una cadena y z € L(z,y) = C(z,2,y) = C(.L 2)U
C(z,y) es una cadena arbolada y z € C(z, 2,y).

-

Lema 36 Si toda cadena de dos cadenas arboladas en (S,d,V) son
arboladas, entonces cualquier cadena C(z,y) de una canttdad finita
de cadenas arboladas es arbolada.

Demostracién.

Sea C(z,y) = C(z0, 1) U ... UC(2k—1, 2) donde w=EHH=Y y cada
'(z¢,z‘+1) es arbolado parai=1,..,k -1 ,

* = por induccidn
1)C(z0,21) es cadena arbolada
2) Supongamos que C(2, 2;) = C(z, 2,)U...UC(24-y, 2;) es arbolada
8) P.D. C(2,2341) = C(%,2;) UC(2j, 2j41) €8 una cadena arbolada
pero esto es inmediato de los lemas anteriores. ‘
Por lo tanto C(z,y) es cadena arbolada.
e

Teorema 58 Si (S,d,V) es grdfico, entonces éste es arbolado asf d
es una métrica conveza. ‘

Demostracién,

=) ya se demostrd,

‘«) P.D. que § es un espacio arbolado.

Sea L(z,y,2) 3-cadenade S

= L(z,y, z) contiene una C(z,y,z) cadena de una cantidad finita
de cadenas arboladas.
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= C(z,y, 2) es en si misma arbolada, por el lema anterior ya que

S tiene métrica convexa.

P.D. que u, de C(z,y,2) es una cole‘ccidvn' de puntos para L(z,y, 2)
y por tanto L(z,y,z) es arbolado.

€aso a)u, = T O Uy = Y, S.p.&. suponﬁainos 1y = ¢ e8 una coleccién
de puntos para todo t € L(z,y,z) = dado que u, = z se tiene

d(y,v) = d(y, z)+d(z,v) = d(y,t)+d(t, z)+d(z,v) porque t € L(z,y,2)
> d(y,t) +d(t,v) 2 d(y,v) - '
por lo tanto d(t,v) = d(¢, z) + d(z,v)
caso b)u, # z y u, # y entonces u, es interior a C(z,y, 2)
= 8SiveClz,yz2)=>y, =0 )
ySiv¢ C(z,y, z) = u, es punto interior-exterior y por tanto
nodo. , o _ :
=>sea t € L(z,y,2) P.D. d(t,v) = d(t,u,) + d(uy,,v) |
=8i t € L(x,z) = t estd en una cadena C(m t,y) de una ctmtndad
finita de cadenas arboladas ’
= C(z,t,y) = C(z,t,2z) UC(z,y) que es en sf misma una cadena
arbolada s o

=8i t € L(2,y) se procede de manera andloga y se obtiene que;

C(z,t,y) = C(z,z) UC(2,t,y) que es arbolada

=>dado v nodo C(z,t,y) contiene una coleccién de puntos con
respecto a v y u, € C(a:,t,y) asi como d(uy,, v) = d{u,, u,) + d(1,; v)
= sl u, = 0u =y se trata como en el caso (a) y u, es

coleccién de puntos de L(z T, 2 z) ahora si u, interior a C(z,t,y) =Si
v € Clx,t y) obviamente u, = v, es el punto colecmdn para todo -

punto de L{z,y,z) =Siv ¢ C(a: t z)

= u, es interior-salida y por tanto, nodo = u, € C(z,1,2) ¥
tamblén : ‘

d(w,,v) = d(u,, u,)+d(u,,v) = por lo anterior d(u.,u,) =00 u, = u,

es decir, u, es punto coleccién para C(z,t,y) y d(t,v) = d(t,u,) +
d(ty, 1)

|
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3.3 ESPACIOS GRAFICOS FINITAMENTE
DESCOMPONIBLES.

En el capftulo cuarto es demostrado un resultado para espacios
graficos especificos y a continuacién se deﬂnen los conceptos que
se manejardn. :

Definicién 59 Decimos que un espacio grdfico (S,d,V) es finita-
mente descomponible a1 S es la unidn de una cantidad finita de
cadenas arboladas.

Definicién 60 Un espacio métrico subyacente (S,d) es acotado si
existe un nimero finito M tal que d(x,y) < M para todo z,y € S

Definicién 61 Decimos que una sucesidn infinita z,, ..., c,, ... de pun-

tos en S, en un espacio métrico (S,d) es convergente si !}'}_‘,wd(mn, Tpgl) =

0. Yz € S es limite de la sucesidn zy,...,z,,.. 88" d(z,,2z) = 0.
(Esta no es la definicién tradicional para espacios métricos)

Definicién 62  Un espacio métrico (S,d) es completo si S contiene
el lfmite de cualquier sucecion de puntos canvergentes de S.

Definicién 63 Decimos que una 2-cadena L(z,2,y) es mazimal en
S, 8t ésta no estd contenida propiamente en una 4-cadena de la
forma L(z',2,2,9,9)

Lema 64 Si el espacio métrico (S,d) del espacio grdfico subyacente
~ (8,d,V) es acotado y completa , entonces cualquier 2-cadena de S
estd contenida en alguna 2-cadena mazximal de S,

Demostracion. _

Seleccionamos cualquier 2-cadena L{z, z,1) de S, -

Sea C = {L(z',2,¥) | L(zo,2,3) C L(z',2,¢')}, dado que S es aco-
tado, sea M’ = max{d(z',y') | L(z',2,3/) € C} entonces, construimos
una sucesién de 2-cadenas en C, L(zq,z,10), L(z1,2,1),.. tal que
cada una contiene a la anterior, para cualquier n 2> 1

=>8i L(Tn-1,7,Yn-1) €8 maximal, entonces 2, = Zn_i,Yn = Jn-1 pues
de otra manera L(z,, 2,1, 2, ¥u-1, ») S€ria una 4-cadena que contiene

9l
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- propiamente a L(zn-1,2,Yn-1) ¥ L(Zn, 2 ) es la siguiente 2-cadena
en la sucesién. Ahora para todo n > 1 se tiene

d(wn-layn—-l) = d(mn—hz) +d(2,Yn-1) (*) :

pero d(z,, z) = d(2n, Ty-1)+d(2n-1,2) y d(2,Yn) = d(Yn, Yn-1)+d(Yn-1, 2)

Dado que (S,d) es acotado, la sucesiénes {d(z,,z)} y {d(z,yn)}
para n = (, 1,... son no decrecientes y acotadas por arriba

= {d(z,,2)} y {d(z,4)} para n = 0,1,... son convergentes y las
suceciones {z,,} y {y»} también son convergentes por definicién.

= Dado que (S, d) es completo, S contiene los limites z* y y‘ de
las dos sucesiones de puntos respectivamente,

= P.D. que L(z*,2,3') es una 2-cadena maximal que contiene a
L(“’Oi 2 '.'/0)- .

Vn 2 1,d(2*,y*) 2 d(@n,yn) —d(Tn,z*) = d(yn,y")

= d(z,, 2)+d(2,yn) —d(2y,2*) - A(Yn, ¥*) =>tomemos el limite cuando
n— 0o

= d(a*,2) +d(z,y*) por lo tanto L(z*,z,3") es 2-cadena y contiene
a L(zg, 2,%) y es maximal por construccién.

[ ]

Teorema 65 Si el espacio métrico (S,d) del espacio grdfico suby-
acente (5,d,V) es acotado y completo y S esta formado por una
cantidad finita de 2-cadenas mamma!es, entonces (S,d,V) es fini-
tamente descomponible.

Demostracion. :

Dado que (S, d, V) es gréfico = cualquier 2-cadena L(z, 2,y) con-
tiene una cadena C(z,2,y) de una cantidad finita de cadenas ar-
boladas; con z € C(z, z,7); formamos una coleccién de éstas en un
conjunto T(L(z, z,y)) ~

= UT(L(z, 2,y)) sobre todas las 2-cadenas maximales T'(L(z, z,y))
es una coleccién finita de cadenas arboladas y como z = L(z, 2, 2)
en S podemos afirmar que ésta estd contenida en una 2-cadena
maximal T'(L(z, z, y)) por lo tanto en al menos uno de los conjuntos
en la unién.

Por lo tanto S es la unién de una cantldad finita de cadenas
arboladas.

n
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3.4 MODELOS PARA ESPACIOS GRAFICOS.

Definicién 66 Sea (G,d",N) una red con un conjunto de puntos

G, métrica d” y un conjunto de nodos N. Sea S- CG y V™ =
S"NN. Entonces (S™,d",V~) modela el espacio grifico (S,d,V), st
eziste una biyeccién ¢ : S +— S~ tal que ¢[V] = V™ y d(z,y) =
d(¢(z), $(v)).

Es 1égico que no todos los espacios grificos son modelados por
redes; pero si relajamos una de las condiciones se puede incremen-
tar el mimero de espacios gréficos modelados por redes.

Definicién 67 Si en lugar de ¢[V] =V~ se cumple que ¢[V] C V"~
entonces decimos que cualguier (S~,d™,V~) que lo cumple modela
débilmente al espacio grdfico (S,d,V).

RESULTADO 1 Cualquier subconjunto (S-,d",V ") de una red
(G,d",N) que modela un espacio gréfico (S,d,V), provee a S~ de
todos los segmentos arbolados y acotados en G.

Demostracién.

Es inmediata del hecho de que d(z,y) = d~(¢(z), d(y)).

. '

CONJETURA Cualquier espacio gréfico finitamente descom-
~ ponible es débilmente modelado por un subconjunto de una red.

3.5 OPTIMIZACION CONVEXA SOBRE ES-
PACIOS METRICOS.

Iniciaremos definiendo minimo local en una forma més viable a
nuestra definicién de conjunto convexo, posteriormente demostraremos
el teorema que justifica la manera de resolver el problema.

Definicién 68 En un espacio métrico finito, una 6—vecindad alrede-
dor de = es cualguier disco centrado en = de radio mayor o igual
que 6,6 > 0. Decimos que [ tiene un minimo local en z, si z min-
imiza  en alguna § — vecindad de z.
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Definicién 69 Decimos que un espacio métrico (S,d) es densa-

mente conectado para un & fijo si para cualquier z,y € S y para

cualquier § — vecindad N de z,[L(z,y) N N] - {z} # ¢.

Teorema 70 Si un espacio métrico (5,d) es densamente conectado

y f es convero sobre un subconjunto convero D de S, entonces

cualquier minimo local de f sobre D, es un mfnimo global sobre
D. .
Demostracion,

Sea f un mfnimo local en z € D. Supongamos que f(zo) > f(z*)

pa. z*eD,

= dado que 2, es un mfnimo local, hay una 6 — vecindad N de 2
en la cual f(2)) es un mfnimo local = dado que (S, d) es densamente
conectado, N contiene z € L(2), 2*), donde z # z; z € D porque D es
convexo o

= f(z) < f(2) > f(2*)V

viola la convexidad sobre D.

N |} :

3.6 SOLUCION DEL PROBLEMA DE LO-

CALIZACION CONVEXA EN ESPACIOS

GRAFICOS.

Dadb un espacio grifico finitamente descomponible (S,d, V), donde
= {v,..,,v;} conjunto de nodos, queremos resolver el problema
de locahzacnén

(m) ( (.'E 1'1)"“1d("'31 ”ﬁ))

donde la funci&n costo es convexa.
Cuando S es una red, podemos resolver el mismo problema como
en el capitulo 2, mediante la solucién del problema convexo:

::EDQS

mm 2(z) = (li(J- 1), ey d(2, )

sobre todo segmento arbolado C de la red.
Ahora, se hard un procedimiento andlogo; pero sobre espacios
arbolados, término que a continuacién se deﬂne



28 'CAP"\TULO 3. UNA TEORIA METRICA DE REDES.

Definiciéon 71 Un conjunto convezé TCS es un subespacio arbo-
lado de (S,d,V) ai toda 2-cadena en T es una cadena arbolada de
S y (T,d/rxr,VNT) es un espacio arbolado. ‘

Definicién 72 Una cadena de subespacios arbolados ei una cadena
de cadenas arboladas, que también son subespacios arbolados.

Teorema 73 La métrica d es siempre conveza sobre un subespacio
arbolado T' de un espacio grdfico (S,d,V), en el aenttdo de que
d( v) es convezo sobre T para todo v € V.
Demostracién.
Es suficiente demostrar que d(,u) es convexa sobre cualquner
- segmento de linea L(z,y) en T para cualquier v € V.
pero dado que L(z,y) es una cadena arbolada de S = L(z,y)
contiene una coleccién de puntos u, con respecto a v , tales que
d(w v) = d(w, u,) + d(u,, v)Vw € L(z,y)
" = el demostrar que d(-,u,) es convexo sobre L(z,y) es obvio para
el caso U, =z 0 uy, =y,
= asumimos que u, es interior a L(z, y)
- Stve L(z,y) = u, = v; sl v¢Lz,y) = u, es un punto interior-
salida
= u, €8 nodo y dado que u, € T'y (T, d/rxr,V NT) es un espacio
arbolado
= y por lo tanto, sobre L(z,y)
Dado que d(u,,v) es constante = d(-,v) es convexa sobre .L(z,y)

Sabemos ahora que el problema original (1) de localizacién en
redes, se puede reducir a un conjunto de subproblemas convexos,
con solo descomponer (S,d,V) en una coleccién finita de subespacios
arbolados.

Lema 74 Sc L(z,2,y) es una z-mdenc yue L(m y), entonces para
cualquier 2’ € L(z,y),vw € L(z,2',y), implica que w € L(z,2',2) .
Demostracién. »
Sea w € L(z,2',y)), t.q. w € L(z,2’) o w € L(2',y).(Ver Fig. 4)
Si we L(z,2') = we L(z,2',) y ya esta.
Si we L(z',y) y sea z € L(z',y).
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= d(d, w) +d(w,y) = d(&', 2) + d(,9) y d(z,u) +d(w,2) = d(z, ) +

d(z', z), sumando, se tiene :
d(z,z') + d(2', 2) + d(z,y) = d(z, w) + d(w,y)
= d(z,w)+dw,2) =d(z',z) o
= w € L(z',y). implica que w € L(z,2,2) ..

w

Fig. 4
|
" Lema 75 Sea L(z,y) segmento de'lfh‘ea que contiene una 2-cadena
L(z',2'\y'), y sea L(z*,7,y*) una 2-cadena que contiene la 2-cadena

L(z,2,y). (Ver Fig. §). Siz'\y € L(z*,7,y*), entonces o z' €

L(z2)yy eL(Zy) od eL(\y) yy eL(s?)
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Demostracién. Dado que L(z,2',y) C (a: Z2\y),o0z € L(z*,2)
yyeL(z’,y‘)oxeL(z’y)nyL(zz), lweL(x‘ )=z €
L(z*,y) =

d(z*,y) = d(z*,z) + d(z,y) = d(z*,z) + d(z,2) + d(2,y). Por la
desigualdad 1, se sigue que d(z*,2) + d(z',y) > d(s*,z) +d(x.z)+
d(2',y) o d(z',y) 2 d(z*,2) + d(z,2) + d(2',y) - d(a*,2')....

- * Pero dado que ',y € L(z,y), se tiene que

d(2,&) +d(@9) = d(z,2) + d(2,) **
=> sustituyendo * en **, se tiene que |
| d(z,2') < d(z‘;a:') -d(z*,z) ©
, pero‘dado que z € L(z*,?), tenemdi que

d(z*,2) +d(2,2) = d(z*,2) + d (2, 7) o

d(«',2) = d(z*, m)+d(m, ’) - d(z*, ) <><>

Summdo O a 90 tenemos: que - : : \

d(z,2) +d(2',2) S d(z,2) = 7' € L(z,2). Entonces por simetr(a,
¥ € L(Z,y), y como iniciamos de z € L(#,y*) y y € L(z*,7), se
puede hacer algo andlogo para 2’ € L(z', Yy yyelL(z2).

[ ]

podemos dividir cualquier 2-cadena maximal en una cantidad finita
de subespacios arbolados y como un espacio gréfico es la unién
finita de 2-cadenas arboladas; lo que en conclucién se nos esta
pmporcionundo 8 en si, ln manera en la cual podemos dividir un
espacio gréifico en una cantidad ﬁnita de subespacios arbolados.

'lboroma 76 Si un espacio grdfico (S,d,V) tc‘ene una cantidad finita
de 2-cadenas mazimales, entonces cualquier 2-cadena L (z,2,y) en
S contiene una cadena C(z,y) de una cmmdad finita de subespa-
cios arbolados.

El siguiente resultado es el mis importante de esta seccién; en
la demostracién del teorema se nos indica la manera en la que

W
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Demostracién. Tomemos cualquier L(z,y) en S. Construiremos
una cadena C (z,y) de una catidad finita de subespacios arbolados
con un procedimiento recursivo P. Bdsicamente, la operacién P es
como sigue:

Iniciamos con una cadena C (z,) = C(%,,%) de una cantidad
finita de cadenas arboladas, la cual nosotros conocemos que existe
porque (S,d,V) es grifico. Si toda cadena arbolada es un sube-
spacio arbolado, ya terminamos. De otra manera, para cada ca-
dena arbolada C(z,,) de C(z,,%) que no sea espacio arbolado,
entonces llamamos a P y reemplaza cada C(z,y) por una de las
C' (z1,) cadena de cadenas arboladas. Si cada una de las cadenas

- C'(z1,1) llamadas por P resulta ser una cadena de subespacios ar-

bolados, ya terminamos. De otra manera volvemos a llamar a P
para cada cadena C (z3,7;) que no lo cumplié para que las reem-

place por C'(z;,3;) y asf sucesivamente hasta que C(z,)) es una

cadena de una cantidad finita de subespacios arbolados.

Falta mostrar que el procedimiento es finito. Cada vez que
llamamos a P usamos cuatro argumentos n,C (z,,y.), L' y F*. n
es la carga en el drbol de enumeracién, C(mﬂ,y,.) es una cadena
arbolada en C (z,y) que tiende a ser un espacio arbolado y el cual
se reemplazard por P por una cadena arbolada en caso de no ser
espacio arbolado.

L* es una lista de n — 1 2-cadenas acumuladas, L(m,,, z,,,y,,) con

k=1,.,n-1

F* es una lista de n - 1 objetos, algunos de ellos nodos y otros. .

2-cadenas maximales, que son usados en la prueba de finités del
algoritmo.

Iniciaremos por llamar P (1, C(zl,m) ¢,0) para cada cadena ar-
bolada C (z1,4) de C(z,,9,) que tiende a ser subespacio arbolado,

El procedimiento P se sigue y P(n,C(zn,¥n),L*, F*). Dado que
C (24,y,) no es un subespacio arbolado, hay un nodo v, € (zp,¥n)
con respecto al cual alguna LS 0 n,y,',‘) en C(zy,y,) no tiene punto
coleccién. Entonces tenemos dos casos,

Caso 1). vy ¢ L(zn,w,yn) para algin v € L (g, 2,,y,)(Ver Fig.
6), se elige a tal w y conjunto 2, = w. Entonces, dado que (5, d,V) es
gréfico, L(z,,w,¥,) contiene una cadena C’ (z,,y,) de una cantidad
finita de cadenas arboladas, = reemplazamos C(z,,y,) € C(z,y)
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por C' (wniyn)

Para cada cadena arbolada C(zy41,¥n41) de C'(z,,¥,) que no es
subespacio arbolado, lamamos P [n + 1,C(2n41, Ynt1)s L* U L { (20, w, 32) } , F* U {0}
y si no hay tales cadenas paramos,

Cas0 2) v, € L (2w, 0, yn) para todow € L (a::,, Zny y:l) (Ver Fig. 7)=
L(w,,,z:,,y,.) esta en alguna 2-cadena maximall (:t;,‘z;,,y,",) y dado
que (S,d,V) es gréfico, L (:c,.,z;,,y,.) contiene una cadena C' (z,,,)
de una cantidad finita de cadenas arboladas=> C' (z,,y,) reemplaza

a C(zn,¥,) en C(z,y) Para cada cadena arbolada C(zn+1,yn+1) de
C' (2, ¥s) que no es subespacio arbolado, llamamos

P [+ 1,C(zns1,tn1)s L* UL {(@n, 70, m)} F* U {L (25, 23,0 }] v si
no hay tales cadenas paramos,
Esto completa el procedimiento P.

%Xn Flg. 7

W
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Ahora demostraremos que en cada llamada de P, todos los nodos
en F* son distintos, note que es suficiente demostrar que

i) v € L(zk, 2, U)

i) v € L(zj,2,05) 1

i) L(Zn41) 2up1y Y1) € L (@ 20 9m).

para todo n > 0y todo nivel j en el cual un nodo v; es adicionado
a F*, en el caso 1, donde k es el nivel en el cual un nodo v es
préximo a adicionarse a F*.

Claramente (i) se cumple por la hlpétesns del caso 1, donde
2k =

Tamblen (ii) porque vk € C(zxy) C C(x,-,y,) C L(u:,-,z,-,yj). ‘

Donde L(z,,z,,y,) contiene una cadena C'(z,,y,) de cadenas ar-

boladas incluyendo C(Zn41,Yn+1), Zn+1 € L(Zns1,¥n41) 10 que implica

(iii

maximal en F* es distinta,
 Es suficiente mostrar que
(") zhvh €L (x;’z;’ 'Ij)
(“’) mk ¢ L (xkyzkvyk) y;c ¢ L swk’ zlnyk)
-para todos los niveles j en los cuales una 2-cadena maximal
L (m z,,y,) es adicionada a F' en el caso 2, donde k es el nivel
préximo adicionado a F*.

Obviamente (i') lo cumple, pues z}, 3, € L(x,, zj,yj) C L( ,. J,y])

Mostremos ahora (ii’), supongamos lo contrario, que z}, y; €
L (m,,, Zky yk) y se deriva que L (mk, z,,,y;) tiene una coleccién de pun-
tos con respecto a v,

= I} € L(m;,,z,,) YU € L(zk,yk) tamblén por la descnpcién del

caso 2 v, € L (mk,z,,,y,,)

=por snmetrfa, podemos asumir, 5.p.g. que I e L(.'E),,Zk) y
v € L(z o) y v €L (-"«‘k,zk) |
. Y € L(mk,mk,yk) => U, € L(xk,a‘k,zk)

también se tiene que v, € L (m,,,m,,) oty €L (mk, z,,)

si v € L(mk,zL) => es punto coleccién de L(zk,zk,yi) con re-
specto a si mismo=> asumimos v, € L (a:k,a:k)

Ahora mostraremos que en cada llmﬁada de P, toda 2-cadena |
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En este caso podemos demostrar que ), es punto coleccién de
L (w;‘, zL,yL) con demostrar que

Vtel (:L‘f‘, z;uy;c) 1d(vp,t) = d(vg, 23) + d(zh, 1)

Dado que o € L (a, z;‘) Yok € L(zkyth) = L (v Tho 2o Yoo i) €8
una cadena = 1} € L(a;k,yL) Uy, € L(wk,z;) =t € L(ghyk) = z} €
L(u,t) y se sigue inmediatamente que z} es un punto colecién de
L (w;,z;‘,y;‘)! esto viola la hipétesis de que L(zﬁ,z,’c,y{,) no tiene
puntos coleccién. '

Hemos demostrado. (i') y (ii')=> concluimos que si el algoritmo
no terminar4, entonces la cardinalidad del conjunto de nodos siem-
pre ird en ascenso; pero como (S,d,V) tiene una cantidad finita de
nodos=> el algoritmo terminara produciendo una cadena de una
cantidad finita de subespacios arbolados.

[ o

La demostracidn del siguiente corolario es paralela a la del lema
que demuestra que toda 2-cadena en un espacio gréfico contiene
una cadena de una cantidad finita de cadenas arboladas.

Corolario 77 Si el espacio métrico (S,d) del espacio grdfico suby-
acente (S,d,V) es acotado y completo y S esta formado por una
cantidad finita de 2-cadenas maximales, entonces (S,d,V) tiene
una descomposicidn en subespacios arbolados.

Demostracién. - -

Dado que (5,d,V) es gréfico y tiene una cantidad finita de 2-
cadenas maximales, conocemos que cualquier 2-cadena L(z,z,y)
contiene una cadena C(z,2,7) de una cantidad finita de espacios
arbolados, con z € C(z, 2,y) y lo demds se deriva de la demostracién
del peniiltimo teorema, '

|

El lema a continuacién justifica que son subespacios arbolados
las regiones factibles a considerar en el algoritmo de resolucién,

Lema 78 Sea T un subespacio arbolado del espacio grdfico (S,d,V)
y D un subconjunto convezo de S. Entonces 'ND es un subespacio
arbolado de (S,d,V). '

Demostracién.
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TN D es convexo porque T y D lo son, también, dado que T
es subespacio arbolado, cualquier 2-cadena en T'N D contiene una
coleccion de puntos u, con respecto a cualquier v € VN(T'N D).

= (T'ND,d/rnp,V N(T N D)) es un espacio arbolado y por lo

- tanto 7'N D es un subespacio arbolado.

- ALGORITMO DE RESOLUCION.

Paso 0 o
Hallar una descomposicién finita de (S,d, V) en subespacios ar-

~ bolados Ty, ..., T;,. Sea D = DyN...ND,, la regién factible. Sea C,, 'Cp

los distintos: coniuntos no-vacfos, en el

conjunto {T; N D;/i=1,.,n;j=1,..,m} seak=0y 2y =

Paso 1

Sea k = k+ 1. 8i k > p entonces pasar a 3; de otra manera,
resuelva el problema convexo

(+) min2(s) = £ (d(z, m), . )

con C = C’;, Sea m,‘ una solucién de (*) con 2 = z( :rk)

Paso 2

Tomar zy, = min {2}, zZmn} regresar a 1

Paso 3 ’

Cualquier z; tal que z; = 2, resuelve el problema.

Hasta aqui, todo parece indicar que el algoritmo aqui descrito,

es més eficiente que el que se proporciond en el capitulo 2.
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Capitulo 4

DEMOSTRACION DE UN
'CASO PARTICULAR DE LA
CONJETURA DE HOOKER.

Hemos llegado al capitulo donde se hace la aportacxdn de este tra-
bajo de tesis. =

Es muy importante ver que la cometura hecha en el capftulo
anterior tiene mucha fuerza; pero su demostracién no es trivial,
A continuacién se demuestra que esta conjetura es vélida para un
subconjunto de los espacios graficos finitamente descompombles.

Proposicién 79 Sea (S,d) espacio métrico del espacio grdfico sub-
yacente finitamente descomponible. Si (5,d,V) es acotado, com-
pleto y S esta formado por una cantidad finita de 2-cadenas maz-
imales entonces S es débilmente modelable por un subconjunto de
una red.

Demostraremos esta. proposicién en base a varios lemas, para
ello primero haremos las siguientes consideraciones’

Proposicién 80 Tomemos la contmpos:twa de la pmposwtdn, es
decir, la proposicién:

S5 S no es débilmente modelable entonces S no es completo o
S no es acotado o S no esta formado por una cantidad ﬁmta de
2-cadenas mazimales.

37
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Si S no es débilmente modelable => V(G,d~, N) red con un con-
junto de puntos G, N conjuntos de nodos tales que S~ C G y
V-=8"NNyVe: S +— S~ biyeccidn d(z,y) ;é d (¢( ) é(y)), eV
tg o) ¢V~ .

P.D. Sidv eV tq ¢(v) ¢ V- entonces S no es completo o
S no es acotado o S no esta formado por una canttdad finita de
2.cadenas mazimales,

Supongamos que 30 €V t.q. $(v) ¢V~ y S es completo y S es
acotado y S esta formado por una cantidad finita de 2-cadenas
mazimales, Ademds sabemos que S es espacio grdfico ﬁmtamenté .
descomponible, asf como d(z,y) = d~(¢ (z), ¢( ) |

Lema 81 Si L(a:,z,y) es aegmento de l{nea en S entonces
L{#(x), 9(2),0(y)) ea el segmento de lfnea en S bajo la biyeccion

o
Demostracién, _
Sea 1’ eL(a:,z,y) =z € L{z,z)Va' € L(zyy) - :
= 8i 2’ € L(a, z) = d(r z) = d(z,2') + d(z', 2) (por def, de seg.)
: pero -
d~(¢(z), #(2)) = d(z, 2) = d(z, 2')+d(z', 2) = d~(§(a), §(2'))+d"($(x"), §(2))
= ¢(z') € L(qS( ), ¢(2)) y como para cada T € S Blw € S t.q.
¢(z) =z~

por ser biyeccidn, y trabajando de manera anéloga el otro caso,
se inflere que
L(¢(x), ¢(2), ¢(y)) es el segmento de linea correspondlent,e en 5~
bajo ¢. :
s

Lema 82 Si L(z,z,y) es cadena 2-arbolada en S entoncea
L(p(z),#(z),¢(y)) es 2-cadena arbolado en S”.
Demostracion.
Como L(z,z,y) = L(z,2) U L(z,y)
= L(¢(z), #(2), $(y)) = L(#(z), $(z)) UL(¢(z) #(y)) y
d™(¢(z), $(y)) = d(z,y) = d(z, 2)+d(z,y) = d™(¢(<), $(= ))+d (#(2), ¢(y))
= L(¢(z), d(2), #(y)) es 2-cadena ‘
Seav" €V~ = PD Juy- € L{g(z), ¢(z) ( ) tq

d-($(&™), B(v)) = d(@(z"), dluy-)) + 4~ (9l ), B(o)) .



39

v eV - e¢g[V]=2eV tq, ¢(v)-—u y 3z € L(z, 2,) t.q.
¢(z) =z~ por que ¢ es biyeccién.
P.D. ¢[uy] = u,- = tomamos un punto v/, de los de la coleccién

= d~(¢(z), p(v)) = d(z,1) = d(z,u,) + d(u,,y) = d™(¢(z), $(w,)) +
d™(g(w,), $(y)) | ' o
Por lo tanto L(¢(z), ¢(z),(y)) es cadena arbolada.
| .

Uy

Lema 83 5~ = UT(L(4(x),$(z), #(y))) donde L(4(z),(z),4(y)) es 2-
cadena arbolada y T(L(¢(z),¢(z), #(y))) es 2-cadena mazimal.

Demostracion.

C)seazy € S~ = 3zg€ S t.q. ¢!(z5) =20

pero 8i zy € S =>'3L(z,z,y) arbolada t.q. ¢ € L(z, z,9)

= (s0) € L(9(s),0(2),0(1)) = #(z,) € UT(L(#(z),9(z), 4(s)))

2) sea 25 € UT(L(He), ) () = 3 Lp(a) #2), () Toadens
en v” u.q - ' o
55 € L(He), 60, 600) = 55 € 5

- Lema 84 Si S es acotado entonces S~ es acotado,

- Demostracion. >

Como Yz,y € 5,3M € R t.q. d(z,y) < M y d(z,y) = d™(¢(z), $(y))
q.e.d. :

]

Lema 85 Si S es completo entonces S~ es completo. .
Demostracion.
Sea z},zj,.... sucesién de puntos en S~ t.q. converge az
P.D.quez' € S~
- Por las propxedades de las nsometrias se tnene que°
= limy o0 d(¢7 (2), 671 (') = limpoo 4™ (2}, 7') =
¢-'(a') € 5~ - |
|

- Observacién 4 Observe que para cualquier nodo v en una cadena
arbolada, es él mismo su correspondiente u,, pues cumple que
para cualquier = en la cadena, d(z,v) = d(x v) +d(v,v)
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Observacién 5 Por las caracterfsticas que tiene un nodo en una
red, que si u,- es un punto interior-salida de S~ entonces u,- €
V=, pues los nodos son los que conectan a los arcos y en una
cadena arbolada, para un nodo v fuera de ella, si se cumple la
propiedad anterior, se hard por medio de la coneccién de una
rutlg con la cadena y esta conexidn serd con un nodo.

Supusimos que v € Vt.q.¢(v) ¢ V- por lo anterior sabemos que
v no puede ser interior-salida, entonces se tienen sélo dos casos: o
v es un nodo salida de S o v # v, para cualquier v' € §

Caso i) 3L(z, z,v) 2-cadena maximal de S, donde v es nodo salida

y d(v) ¢ V-

© = sabemos que L(¢(z), ¢(2), ¢( ) es también 2-cadena
mazimal. :
= tomemos el nodo mds cercano a ¢(v) digamos v* conectado
a ese arco y que no esté en L(¢ (x) #(z), $(v)) (siempre existe tal
nodo en una red), y hacemos lo mismo con el nodo mda cercano
" a ¢(z), dtgamoa vt

g O

/7Y

x @ Y.L

: @ ¢ ¥

v O $ﬂlvl
Fig. 8 (5 v'

= L(9(2), 9(x), $(0)) C L(v*,8(2), $(2), $(v),v*)
L(d(z),9(x), ¢ ( v)) no es 2-cadena mazamql !
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Caso ii) SeaveV t.q. Vo' € S,u#uy Ad(v) ¢ V-
Este caso no es factible porque si v € V entonces siempre existe
una 2-cadena maximal que lo contiene y por tanto v = u,.

q.e.d. la proposicidn.
- .
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Capitulo 5
CONCLUSIONES.

El algoritmo de resolucién para problemas de localizacién en redes

~ de una sola facilidad proporcionado en el capitulo 2, es demasiado

denso en cuanto a esfuerzo computacional; quizds una manera de
hacer més rapido el proceso si se esta en el caso de una red muy
grande, serfa que, a criterio del investigador, se descartaran algunos
arcos. '

El algoritmo proporcionado en'el capftulo 3, es mucho més efi-
ciente que el primero; siempre y cuando se cuente ya con el espacio
grifico, al cual modele la red que representa el problema; en gen-
eral es la red misma, con algunos puntos distinguidos mas, es por
ello que no se dudaria en utilizar el segundo algoritmo.

Desde un punto de vista matemdtico, ambos algoritmos con-
tienen una riqueza teérica muy grande, la cual ha sido mostrada
en los capitulos 2 y 3; sobretodo en el segundo, que involucra a la
Teorfa de Graficas y al Andlisis Matemético.

El propésito de la tesis se cumplié en el capftulo 4, donde se
proporcioné la demostracién matemética de un caso particular del
problema abierto del capitulo 3. Es evidente que sélo se demostré
que un subconjunto pequeno de subespacios graficos es modelado
por redes, es decir, se pide demasiado para ser modelado. La de-
mostracién de la conjetura completa no es trivial y como caso par-
ticular; no encontré algiin contraejemplo que pueda refutarla.

La aportacién de este trabajo es puramente matemdtica, es en si,
conocer algo mis acerca de la teorfa de espacios graficos finitamente
descomponibles.
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Las extensiones de esta tesis, bien pueden ser el demostrar que
la conjetura es cierta para el complemento del subconjunto de espa-
cios grificos completos, acotados y que son unién finita de cadenas
arboladas, o bien dar el correspondiente contraejemplo; también se
podria trabajar en el aspecto computacional, elaborando un pro-
grama, que describa los algoritmos en un lenguaje de programacién

de alto nivel.



‘Capl'tulo 6
'APENDICE.

Daremos un ejemplo de aplicaclén de los algoritmos descritos en
los capitulos 1y 2. ,
Sea G [N, A] una red con N {v1,v2,v3} como la:siguient_e:

Resolveremos el problema de localizaclén en reded 5

mnin z(z) = (x vy) + d(z, vg) + d(:c v3)

1°) Usnndo el algorltmo en el capftulo 2, enumeramos con 8§ 3=
1,2,3 a cada nodo de acuerdo con la férmula s; = 1/2 [d(w ;) + d(u, v;) + b]
para A(u w) ’

= ¢} = 9),8) =8,8 =83

Dividimos cada arco en segmentos nrbolados y la gréfica corre-
spondiente queda de la siguiente manera:
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#1) Para A(vl,v,) se tienen a A[v;,zl] y Alzy, v
= h{0,6] — R
- =Para Alv, ) se tiene

qu‘h(t) =d(t,m) +d(t ‘Ug) +d(t, )
=Sz} =u Az =22}) = 9
=Para A|[z;, ;] se tiene:
min h(t) = d(t, v;) + d(t, va) + d(t, v3)

4<t<6

= za =1 /\23 = z(za) = 11
= 2) Para A(v,v;) se tienen a Alvy, 2] y A[.'Dg,vg]
= hl0,5)— R
=Para A[v;,2;] se tiene:
0191191 h(t) = d(t, v;) +d(t ,vg) + d(t, vs)
= za = v A2y =z(z3) = 14
=>Para A [r3, v3] se tiene:

. mm h(t) d(t vy) + d(t, v) +d(t,vs)

R —v3/\z4 —z(:q)— ‘
= 3) Para A(v;,v3) se tienen a Alv, T3] y Alzs, vs)

CAP1TULO 6,

APENDICE.

€4
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= h[0,3] — R
=>Para 4 (v, ;) se tiene: ,
min h(t) = d(t,v,) + d(t, va) + d(t, vs)

0<I<

sSay=u Az(z})=9
=Para A[z;, v se tiene: ,
1I_<I,1¢i23 I;(t) = d(t,m) + d(t,v3) + d(t,v3)
= 1§ = vy A 2(z§) =8
Por lo tanto min {2}, 23, 23, 23,25, 28} = 8A z* = 1
‘ 2°) Usando el algoritmo descrito en el capiftulo 3, lo primero es
buscar un espacio grédfico, al cual nuestra red modele; el espacio
gréfico es el siguiente: :

Como segundo paso, se tiene que dividir al espacio grédfico en
subespacios arbolados; esto es posible, pues el espacio grédfico es
acotado, convexo, completo y unién finita de dos cadenas arbo-
ladas; la descomposicién queda como arriba esta ilustrado.
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Se tiene entonces que en este caso L(z/, vy, z}), L(z}, vy, z4), L(z4, 1, 2}),

son la unidn finita de 2-cadenas arboladas, de hecho, en este caso
son en sf mismas 3-cadenas maximales. Los consideraremos como
regiones factibles, dado que a su vez son subconjuntos convexos
y por tanto, son los tres C; sobre los cuales evaluaremos nuestra
funcién objetivo, '

= Para L(z},vs,2))

.{,Eié} z(w) = d(z,v1) + d(z, 1) + d(w,va)

= Para L(z{, v, zq)

‘ :!elic!: z(m) = d(m) 1)1) + d(zr ”2) + d(m' "3) ’

D= A3 =9A2ny =8
= Para L(zy,13,2))

;2.3: z(x) = d(z,v) + d(z, v3) + d(z, v3)

Dr3=UA2; =11 A2z, =8
-Por tanto, zpin =8Az* =1
En este ejemplo, es claro que en el algoritmo del capitulo 3,
hemos evaluado la mitad de veces que con el uso del otro,
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