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Fluidos No Homogéneos y No Isotrépicos:
. : Resumen.

Los fluidos no isotrdpicos presentan respuestas que dependen de la direccién de
la fuerza motriz. En analogia con la teorfa de elasticidad de sélidos no isotrépicos,
se introduce un tensor de viscosidad de cuarto orden. Esta relacién generaliza a
la ecuacién constitutiva cldsica de los fluidos newtonianos y la correspondiente
ecuacién de Navier-Stokes. Los sistemas analizados se consideran homogéneos
y solo el caso estacionario es analizado. El modelo introduce ciertos princip-
ios de simetria que permiten desarrollar un formalismo para incorporar efectos no
isotrdpicos en las ecuaciones de movimiento. Dichos principios de simetria reducen
la aplicabilidad del modelo pero permiten utilizar un formalismo matematico con
fuerte fundamento hidrodindmico. Se demuestra que existen hasta 6 pardmetros
de viscosidad que caracterizan completamente al fluido, se demuestra su existen-
cia. Se analizan varios problemas cldsicos de la hidrodindmica y se comparan
dichos resultados con los obtenidos para el caso newtoniano cldsico.

Los fluidos no homogéneos responden de manera distinta a los fiuidos ho-
mogéneos. En la segunda parte de esta tesis, revisamos el caso donde la vis-
cosidad del sistema no es homogénea y se supone que depende de la posicién.
Dicha situacién puede obtenerse en el caso de una suspensién no homogénea de
particulas. Entrc otras variables, la viscosidad efectiva de una suspensién de-
pende de la concentracién de particulas; si esta no es constante, tampoco lo serd
la viscosidad. Se introduce una ecuacién constitutiva donde la viscosidad es una
funcién de la posicién y se deriva la ecuacién de movimiento respectiva. La no
homogeneidad de la viscosidad introduce un término extra en las ecuaciones de
movimiento modificando la solucién. se analiza el caso estacionario para una
funcién de viscosidad arbitraria. Se determinan los campos de velocidad y de
presién asi como las fuerzas y/o torcas necesarias para mantener el movimiento
estacionario en términos de la funcién arbitraria de la viscosidad. Es posible ob-
servar el efecto sobre los perfiles de velocidad y las fuerzas y/o torcas necesarias
para mantener el movimiento estacionario. Se calculan las expresiones para la
viscosidad efectiva. Para ciertos problemas hidrodindmicos clasicos, se introducen
funciones de viscosidad especificas a fin e observar el tipo de efectos introducidos
por la viscosidad no efectiva.




Non Isotroplc and Non Homogeneous Fluxds
Summary ’

Non 1sotrop1c ﬂmds pxesent responses thﬂt depend upon the orientation of

-the" drlvmg force.” In analogy with the elasticity theory of anisotropic solids, a

fourth-rank ‘viscosity tensor is introduced. This relation generalizes the classic

- constitutive -equation of Newtonian fluids and the corresponding Navier-Stokes

equation.: The analyzed systems are considered to be homogeneous and in steady
state flows. The model introduces certain symmetries that allow the introduction

“of a-formalism that, incorporates non isotropic effects in the equations of motion.

Such symmetry principles reduce the range of applicability of the model but allow
the use of a mathematical formalism with a strong hydrodynamical background. It

- is demonstrated the existence and uniqueness of 6 viscosity parameters. Several

classical hydrodynamic problems arc solved and the results compared with the
classic Newtonian results.

Non homogeneous fluids respond in a different way than homogenous fliids. In
the second part of this thesis, we review the sitnation where the system viscosity
is not. homogeneous and it is assumed to depend on the position. Such situation
can be obtained in the case of a non homogeneous suspension of particles. Among
other variables, the effective viscosity of a suspension depends upon the particle
concentration; if it is not constant, the viscosity will not be constant either. It
is introduced a constitutive equation where the viscosity is a function of position
and the corresponding equation of motion is derived. The non-homogeneity of
the viscosity introduces an extra term in the equations of motion modifying the
solutions. The steady state flow is analyzed for an arbitrary dependence of the
viscosity function. The velocity and pressure fields as well as the torques and/or
forces needed to maintain the steady state are determined in terms of this arbitrary
function. It is possible to observe the effect of on the velocity profile and the forces
needed to maintain the steady state situation. The effective viscosity is calenlated.
For certain classic hydrodynamic problems, specific dependences are introduced
in order to observe the changes introduced in the effective viscosity.
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PRIBIFACHQ.

Los fluidos newtonianos han sido estudiados extensivamente desde la obtencion
de las ecuaciones de Navier-Stokes. Problemas cldsicos como el de flujo en canales o
alrededor de cuerpos de revolucion han sido resueltos, en su mayoria, en forma analitica

exacta, al menos para los casos estacionarios ©.24.31.32,

Los fluidos newtonianos tiemen varias caracteristicas principales: son
homogéneos, son isotrdpicos y estin caracterizados por viscosidades consideradas
constantes cn tedo el fluido. No obstante, esta tltima puede hacerse funcidn de variables
termodindinicas como son la presidn y {a temperatura. Para fluidos newtonianos, hay dos
pardmetros de viscosidad: [a dindmica y la de compresion. Para fluidos incompresibfes,

esta tiltima no aparece en as ecuaciones de movimiento.



4  Prefacio

La viscosidad s un pardmetro que, en iérminos generales, describe Ia reaccion de -
un fluido ante un esfuerzo aplicado sobre el fluido. El fluido. por naturaleza propia. tiende
a fluir bajo el efecto de esfuerzos. La viscosidad es un parsinietro que mide [a reaccion ante

esfuerzos de corte, compresidn. etc..

Fluidos de distintas viscosidades reaccionarin o se “deformasrdn” de manera
diferente. Dada su definicidn, la viscosidad es medida mediante 1a observacicn y medicidn
de los efectos causados por una fuerza externa. Por ¢jemplo, la casla de una bola dentro de
un fluido, el desplazamicnto de una placa colocada sobre la superficie del fluido. la
compresidn de un fluido por una placa de geometrin especificn, etc. Usualmente se utilizan
geometrias donde la solucidn es disponibie analtticamente y se mide la dimensicn del efecto
(velocidad de cafda de {a bola, velocidad de la placa deslizante, ete.) en términos de Ia
fuerza aplicada necesaria para mantener ¢l movimiento estacionario. En el apéndice A se

detallan varios de estos ejemplos.

La caracteristica comiin de todos estos ejemplos es una viscosidad constante ¥
homogénea. De no ser constante y homogénea. ¢l fluido se comportard de maner;l diferente
modificando tanto ¢l patrén de flujo como las fucrzn§ requeridas para mantener el
movimiento. Tales desviaciones sobre el comportamiento newtoniano son provocadas por

los cambios en la respuesta del fluido, esto es, a través de su viscosidad2?51,

Tn este trabajo presentamos ciertas técnicas matenyiticas que permiten analizar el
comportamiento de fluidos no isotrdpicos o no homogéneos. Dichas técnicas son aplicadas
a varios ejemplos donde se estudian los cambios en los campos de presicn y velocidad. asi

como sus efectos sobre las fuerzas y torcas necesarias para definir viscosidacdes efectivas.
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. CAPITULO® 1.

FLUIDOS
NO ISOTROPOS.

INTRODUCCION.

) Las ccuaciones de movimiento de la hidrodindmica clisica8¥ se deducen a partir
de 1a hipdiesis del continuoe y de fa utilizacion de los principios de conservacion de masa,
momento y energfa.  En este trabajo nos restringiremos a Nuidos® incompresibles en flujos
isotérmicos. Por tal razén, nos limitaremos a tas ccuuciones de momento y masa tenicndo
como variables los campos de veloeidad y presitin?4,  Para abtener uvn problema cerrado,
serid necesario introducir una eenacion que defina af tensor de esfuerzos en términos de los
campos de presida y velocidad, esto es, unz ecuacitn constitutiva,  Adicionalmente,
condiciones inicinles y de frontera seriin requeridas para obtener la solucifn matemdética.

- " .
Apatizaremos  sistemas  compuestos  como  son suspeostones  de  partlesias,  fuidos

poliméricas, ete. Nos referiremos  indistintainents 1 estos sistemas como (luidos al jgual
que a fluidos como el agua, Cuando nos referimos o la estructura del fluido, nos
referiremas a los distintos componentes come pueden ser las partfestas suspendidas, eic,
¥ #o 2 la estructurs molecnlar,  Cuando hablemos de microestructura nos referiremos o 1a
estructura malecudar de! foido, A wmenos de que sea asioespecificado, iderarcmos
siempre a us sistemas 'fluidas’ comn continuos, .




8" Fluides No Isttropos
TR Las écuucianes de conservacién de masa y momento para un flujo incompresible,
en ausencia de fuerzas externas, son:

Vau=0, (1.1)
Ju

Pra;c+ pr(u-Viu =V.P; (1.2)

donde u es el campo de velacidad, pr es la densidad del fluido y l_’ ¢s ¢l tensor de

ciona al tensor de esfuerzos con los campos de

esfuerzos. La ecuacién constitutiva re
prﬁsiﬁn y velocidad. La forma de su dependencia es analizada en varios textos & 31.32 y se
reduce a que depende de la presidn y los gradientes de la velocidad, En general, la
dependencia debe incluir a lu densidad y In temperatura como variables termodindmicas; en
nuestro andlisis se suponen constantes y por lo tanto sin efecto para modificar lus
soluciones; esto es, su dependencia es implfcita.

La presion hidrostdtica® p se encuentra en la dingonal®2 del wasor de esfuerzos de
tal manera que
P=-—!p +£(Vll). (1.3)

donde T es la parte viscosa del tensor de esfuerzos que sélo dependernt de los gradientes de
la velocidad. La forma explicita de dicha dependencia Heva inherentemente la respuesta del
fluido a fendmenos de corte, compresién. tensién, etc.  Para obtener la ecuacidn
constitutiva para Quidos newtoniunos, se utilizan propiedades de stmetrfa y argumentos
termodingmicos¥. 57, El tensor de esfuerzos newtoniuno se supone®® simétrico6.8;
adicionalmente, se supone que ¢l Nuide es homogdéaeo e isétropo. Estos argumentosS 32
canducen a la eceaacién constitutiva parat Huidos newtonianos incompresibles:

P=-~Ip+u [Vu+ (Vu)f ] (14)

-

*Cusndo ¢l fluido se encuentra en repaso, la dnica fuerza actmnle proviene de 1a presién
hidrostdtica acluando  de  manera  isOtropi. No puede  depender directamente de la
velocidad ya que aparecerfan estuerzos al hacer un cambio a mn sistema de coordenadas en
" movimiento con velocidad constante.
** La posibilidad  tedrica de un tensor de esfuerzos no simélrico es analizada por J. S,
Dahler y L. E. Scriven, Nature, 192, 36-37 (1961). Bird, Armsirang & IHassager indican en
su lbrof que hasta o fecha (1987) ningiin experimento ha mosteado asimewia en el tensor
de esfuerzos para [iquidos  unorfos, Adn mds. casi todas teorfas moleculares para
_ Mquidos amorfos dan expresi simétricas para ol tensor de uverzos.  G. K. Batchelar®
calcula Ta fuerza ol que subre un velunmwen V oque contiene al puanto @) usando ¢l
teorema de la divergencia prucha que, en of Jimite cuando ol volumen tiende cero,  se
tiene que cwmplic que, o menos de que extsta una torea externad como la praducida por un
campo. eléetrice externo sobre wn medio dicléeirico  polarizado, Eijk 1.'”=“. eslo es, que ¢l

tensor deesfurzos sea simdivice, £l punto se analizard puevamente cuando se discutan las

simetrfas  del wnsor de viscosidad,




= Caplmdo 1.9

donde u es la viscosidad del fluido, que pucde suponerse constante en tado ¢l espacio
acupado por ¢l tluido.

La estructura del fluido puede conducir a clectos no isdt.rnhns. ¢sto es, a
respuestas del fluido que dependen de la dircecicn en la que es aplicada la fucrza motriz.
Un fluido estratificado ¢s un ejemplo sencilio de sistemas no istropos. Si el sistema se
coloca entre placas puralelas y se desplaza una de ellas con respecto a la otra con velocidad
constante, la fuerza requerida para mantener el movimiento estacionario serd diferente si el
sistema tiene sus capas a lo largo o perpendiculsr a las placas.

La estructura también puede conducie a efectos no homogéneos en el
comportamiento del sistema® 20 4L 47. 4% par cjemplo, en el cuso de una suspensién de
partfculas, la viscosidad estectiva es una funcidn, entre otras variables, de la concentracién
de las partfeulas?®.  Si por alguna razdn las partfculas tienden a migear huacia ciertas
regiones del sistema, la viscosidad tomari diferentes valores dependicndo de la
concentracion®d, Dicha inhomogeneidad en fa viscosidad lleva a cambios en la dingmica
del tluido,

El trabajo aquf presentado estd relacionado con la introduccién de modelos y
téenicas matemdticas para incluir este tipo de compartamientos2?. Se resuelven
anulfticamente varios problemas donde es claro el efecto de la no isotropfa o de In
inhomogencidad del sistema. Se estudian las modificaciones tanto ¢n el patrén de flujo

como en las fuerzas o torcas jas para m ¢l movimiento cionarie. Para
desviuciones pequefias, se huce andlisis perturbativo® para analizar la regularidad de las

soluciones a medida que se recobran los casos homogéneo ¢ isétropo.

Una de las conclusiones de este trabajo es que la estuctura del fluido puede
madificar ¢l comportamiento macroseépico del sisterna. La relacion entee Ia estructura y el
flujo macroscépico ticne aplivaciones practicas en el campo de la dindmica de tluidos y
reologfa. La mayerfi de los métodoes paca medir la viscosidad de fluidos se biasan en ¢l
estudio de tujos sencillos donde Ix solucién puede encontrarse fdcilmente, tanto analftica
como experimentalmente. Para muchos flujos sencillos, la relacidn entre la fuerza o torca
aplicada y los efectos sobre el {luido como velocidades medias, de cafda, angulares, ete,. ¢s
lineal. La viscosidad se encuentra en el factor de proporcienalidad por to que variando Ja
fuerza o torca aplicada y midiendo ¢l camhio en el efecto sobre el tuido es posible asignar
valores a la viscosidad, Sin embargo, y como se observand en varios ejemplos, el valor
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reportado de la viscosidad pucde variar dependiendo de la ori ién y homogeneidad del
fluidal?. 45. 5t Asimismo, el proceso de flujo puede cambiar las condiciones de
homogencidad ¢ isatropfa del sistema, por lo que dicha perturbacién puede modificar los
valores de viscosidad medidos.

FLUIDOS NO ISOTROPOS.

‘ En la primera seccién introdujimos la ecuacién constitutiva de un {Tuido
newtoniano incompresible. La ecuucitn constitutiva newieniana representa I relacién mds
simple, entre los tensores de estuerzos y gradientes de la velocidad, que incluye efectos
viscosos. Muchos liguidos encontrados ¢n la naturaleza se comportan coma tuidos
newtenianos bujo una gran variedad de circunstancias: agua, aire, glicerina y alcohol son
ejemplos tipicos de fuidos newtonianos¥. Este tipo de fluidos ¢s homogéneo ¢ istitropo y
estd caracterizado por una viscosidud gue es constante en todo e espacio ocupado por el
fluido. Un sistema compuesto por capas de distintos fluidos es un sistema no isétropo.
Una suspensidn de particulas no estéricas o ciertos fluidos poliméricos pueden
considenarse como no isétropos. El agua en el mar's 15. 3% puede ser un ejemplo, a su vez,
de fluido no homogéneo. En este caso, la gravedad origina cambios en la homogeneidad
del sistema. Una suspensian de particulas en sedimentacidn puede ser otro ejemplo.

En este capftulo, vamos a presentar téenicas matemadticas para trabajar con fluidos
viscosas no isdtropos.  Estos fluidos presentan diferentes respuestas viscosas en
diferentes dirceciones. Hay muchos sistemas fluidos elaborados por el hombre que bajo
ciertas circunstancias se camportan no isdtropamente.

SUSPENSIONES NO ISOTROPAS DE PARTICULAS .

Al tratar con suspensiones de particulas neutralmente suspendidas, esto es,
suspensiones de partfculas con fuerza de flotacisn cero debido a que ticnen la misma
densidad que la del (luido sodvente, vsualmente se supone gue el fluido en ¢l que se
encuentran sumergidas es newtoniano ¢ incorpresible 2 4. 16,21, 22,34, 42.43. 52 Fag
suspensiones diluidas de particulas neutralmente suspendidus son usualmente modeladas
tiva mayor a la del fluido solventé. La

como tluidos aewtonianos con una viscosidad el
suspension es considerada homogénea ¢ iséropa ¥ ¢l modelo ha sido probado
experimentalmente en variadas circunstuncias 5455, 56, Suspensiones de partfculas no
estéricas  pueden mostrar comportamientos no homogénens o no  isdtrapos.
Experimentalmente se ha obsesvado que las suspensiones responden en forma dileeente a
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_ “fucrzas extemnas si se comparan con respuestas newtonianasé. . 19.32.49, En estos casos,

la suspensidin no puede ser descrita como un fluido newtoniano con una viscosidad
efectiva,  El comportamicnto no homogénco serd estudiado en la parte IT y et
compcnnmienm no isétropo serd ¢l tema de esta pace 1. Los sistemas considerados en la
parte [ se suponen homogéneos, en cuyo caso los coeficientes utilizados para su
"descripeitn no varfan con la posicidn. La caracterizacién de tluidos no isétropos requice
de més de un pardmetro de viscosidad, en contraste con los 1luidos newtonianns. Sin
chhnrgo. los fluidos considerados se siguen suponiendo incompresibles.

Los fluidos no isétropos tienen la propiedad de reaccionar en formas distintas
dependiendo de la orientacion de la fuerza motriz. Ejemplos de tluidos no isétropas son
cristales lfquidos (nem:iticos), poliméricos y suspensiones dipolares!?. Una de las
caracterfsticas prineipales de estos tluidos es que 1a aplicacion de esfuerzos cortantes en
diferentes direcciones conduce a diterentes tipos de flujo. Los cristales liquidos
nemiticos!? son considerados, como su nombre lo indica, como un estado intermedio entre
eristales y liquidos, mostranda propiedades de amhos estadog??. 51,

La descripeitn matemitica de estos ttuidos puede realizarse en términos de una
ecuacidn constitutiva peneralizada que permita al fluido presentar respuestas no isétropas.
Los fluidos newtonianos serdn considersdos como un ciaso especial de esta ccuacidn
generalizada. Esta ecuacion generalizada debe de cumplic con los requisitos impuestos por
tos principios fisicos de conservacidn,

La hidrodindgmica molecular presenta una manera aliernativa de analizar fluidos
con microestructura®™, Sin embargo, el anglisis presentado aquf supone In existencia de un
continuo, partfculas mesoscdpicas, ete.  En todo momento, se supone que ¢l {lujo es lo
suficientemente lento como para suponer cstados de equilibrio termodindmico. Esto es,
suponemos gue lus longitudes involueradas son mucho mayores que las dimensiones
moleculares y las frecuenciss involucradas son pequefias como para suponer que las
ceuaciones hidrodindmicas son aplicables. El anilisis aquf 1 lo podrfa lerse a
un nivel intermedio entre el microsedpico y el macroscépico.

Los coelicientes de transporte en ¢l 1fimite hidrodindmico son determinados en
lorma experimental. El andli

s aguf preseatado supone que tos fuidos con estructura
considerados son resultado de la combinacidn de sistemas cuya estructura es mucho mayor

que la microsedpica; esto es, por ejemplo, una suspensidn de partfculas donde ¢l fluido
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suspensor se describe en téeminos de la hidrodindmica y las partfeulas son de mucho mayor

tamaito que las dimensiones moleculares,

Por otra parte, seguiremos un anidlisis diferente al utilizado por Leslie y
Ericksen!? para el estudio de cristales liquidos nemdticos. De hecho, usaremos una !
analogia con sélidos eldsticos no isétropos?6- 33 35, que creemos tiene un fundamento
hidrodindmico que permite interpretar y justificur los diferentes elementos de 1a ecuacién
constitutiva desde un punto de vista hidrodindmico. El siguiente capftulo se dedica a

introducir dicha analogia.
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. CAPITULO 2.

DESCRIPCION
MATEMATICA.

LEY GENERALIZADA DE HOOKE.

La ley gencralizada de Hooke es una ecuacion constitutiva frecuentemente
utilizada para describir sdlidos elsticos no isétropos?¥59.  Los sdlidos cldsticos no
isStropos estiin caracterizados por un wensor elistico de cuurto orden que relaciona a los
tensores de esfuerzos y deformacién, Modelaremos tluidos no isdtropos utilizando este
esquema. Esta analogfu es el punto principal para el anilisis subsecuente. Introduciremos
el tensor de viscosidud de cuarte orden que eelaciona a los tensores de esfueezos y gradiente
de welocidud.

Mientrus que 1o mayorfa de los sélidoes eldsticos no iséropos mantienen sus
propiedades durante el proceso de deformicion, los fluidos no istropos pudicran no
hacerlo. Conforme Nuyen, sus propicdades no isStropas pueden cambiar por lo que los
coeficientes que aparecen en la ecuacidn constitutiva serin por lo general funciones del
tiempo y de Ia posicidn. Como primera hipétesis det modelo, sélo consideraremos
situaciones donde el Fluido se mantiene homogéneo® durante su {lujo y, por consiguicnte,

Swponer que el Muido mandicne sus propiedades homogéneias restringe Ia aplicabilidad a
cierte tipo de  sistemas  bajo ciertus  circunstanc durante el flujo, las
simetrfas  pucden  destruirse locatmente, Bl Jes & desde
un ptnte de visti experimental puede ser bastante  complicado. .
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los coefici s en I idn constitutiva son constantes.  Evidentemenie, ta estructura
del Muido determinard si las propiedades permanecen o no homogéneas durante el flujo.
Por ejemplo, si analizamos una suspensién de partfculas no esféricas, neutralmente

-+ suspendidas teniendo un dipolo magadtico, al aplicar un campo magnético fueree todas las
. partfculas vstarin alincadas con el campe y, por lo tanto, constilvirdn una suspensitn no

isétropa desde el punto de vista de la orientacion. Los cristales lquidos nemdticos pueden
como otro gjemplo

EL TENSOR DE VISCOSIDAD DE CUARTO ORDEN.

Para deducir las ecuaciones de movimiente, suponemos gue et sistema es
homogéneo, En analogia con la ley generalizada de Hooke para sélidos eldsticos no
isétropos. introducimos ¢l ensor de viscosidad de cuarto orden H que relaciona la parte
viscosa del tensor de esfucrzos con las gradientes de velocidad, La parte simétrica del
gradiente de vetocidad se detine como:

=1 t
§=—2-1Vu+(Vu) ] . @.n
que, por construceion, es simétrico.  La ecuacién constitutiva generalizada para fluidos no
is6tropos puede escribirse como:

P=-Ip+ T, : @2
donde p es la presitn hidrostitica y la parte viscosa del tensor de esfuerzos T estd dada por

© ln ecuacidn constitutiva

Eazﬁ@:,i;[war(v“)’f]. @3)

Esta es lu relucién lineal homogénea mds general® entre los wosores de esfuerzo y
los gradientes de velocidad.  Para un fluido newtoniano incompresible, la parte viscosa del
tensor de estueczos es proporcional a la parte simdétrica det gradiente de velocidad:

=248 @4

Cuandn s¢ consideran  sistetis no 0 2 fus - coeficl son  funci de lz
posieidn.  Peralta-Cabi, On the foundations of the Navier-Stokes equntions, Rev., Mex. Fis,
37, (1991) indiea como L dependencia en a posicitn puede ser incorporada,
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donde ¢ es 1a viscosidad que se supone constante ¢n todo el espacio ocupado por el fluido. .
Esta ecuacién constitutiva es un caso especial de la i6n generalizada y puede ser
obtenida si tomamos

. 2.5

po=p

e

donde U es un tensor unitario de cuarto orden cuyas componentes cartesianas estdn dadas

por
1/ 2 s
U = 5 (O + dadjp -5 a,jo,(,) . 2.6)
En general, hay tres tensores isStropos de cuarto orden.  El tensor isStropo de
cuarto orden mds general™ ¢s una combinacién lineal de cllos

Ljke = a(6ibjs + dubj) + b0+ e (0pdj — 6ubs) . @D

donde a, & y ¢ son constantes arbitrarias. El témmino multiplicado por ¢ es antisimétrico y,
por lo tanto, no aparecerd en las ecuaciones de movimiento (la contraccién total de cualquier

tensor simétrico con uno antisimétrico es cero). El término multiplicado por 4 es
proporcional a V - u; por lo tanto no aparecers en las ecuaciones de movimiento porque

suponemos incompresibilidad. De todo lo anterior, concluimos que ¢l tensor is6tropo
apropiado estd dado por [a ccuacién (2.6). ’

SIMETRIAS DE ¢ .

Un teasor arbitrario de cuarto orden tiene 81 componentes independientes. b
tensor de viscosidad tiene menos componentes independientes debido a sus simetrfas.
Como scgunda hip6tesis, pedimos que cl tensor ;4 tenga las siguientes simetrias: i} ya
que por definicién, aparece multiplicando al tensor simétrico §, solo su parte simétrica es
de importancia en la solucién y por lo tanto suponemos que se considera simétrico en el
iiftimo par de indices’ , ii) el tensor de esfuerzos se considera simétrico, por lo que el
tensor de viscosidad es simétrico en su primer par de indices y éif) una doble contraccién

* Al escribir 1a ecuscion de balance de momento angular, la parte antisimetrica del tensor
de esfuerzos se convierie en el término luente para dicha ccuacion. Si el fluido no posee
mavimiento interno intrinseco, ¢l momento angular se debe conservae y por tanto el teasor
de esfuerzos ¢s simetrico. $i el fluido tuviera estructura interna (grados internos de
‘libertad). el tensor pudiera no ser simétrico ya que la energia podria ser teanstferida a los
grados de libertad internos. El anialisis se restringe a aquellos Nueitdos para los que el
tensor de estuerzos es simetcico.
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del tensor de viscosidad con §§ da l1a tasa de disipacién de energfa mecdnica. Teniendo
SS§ la simetria al intercambio entre el primer y segundo par de fndices, suponemos que el
tensor de viscosidad tiene la misma propiedad. Estas simetrias pueden ser escritas como

se¢ presenta a continuacién:
D Mijkr= Mijks
D pgr =~ ikt
i) Wikt ™ Halij - (2.8)

Este conjunto de simettfas reduce el nimero de componentces independientes a 21.
Hay que seiialar que en el caso de fiuidos newtonianos, la isotropia debe ser total. Esta
restriccidn reduciria a 2 el nimero de componentes independicntes. La reduccién a dos
coeficientes viene del hecho de que ser totalmente simétrico implica la invariancia ante
rotaciones. El tensor de cuarto orden isétropo mds general ™ es de la forma:

Rty = A0 464 + By Oppyy + Chjyy Opy s 2.9)
donde &;; es la delta de Kronecker. Esta es una reorganizacién de términos de (2.7). Esto
es, existen tres tensares is6tropos de cuarto orden. Al multiplicar por un tensor stmétrico §
los coeficientes se reordenan de la siguiente forma:

FikimSm = A0 k8 i Sgn + BO it B4 Siry + COiy O44Sym =
m A Spy+ BSi+ CSpy= Ay Sy +(B+C)Syy 3 (2.10)
por lo que efectivamente sélo dos coeficientes aparccen en la ecuacién de movimiento. La
restriccién de que el tensor de esfucrzos sélo depende de la parte simétrica del gradiente de
velocidad es la causa de la eliminacién de uno de los coeficientes.

Si pedimos que el fluido sca incompresible, s6lo habrd un coeficiente que
aparccerd en las iones de movimi . ya que el otro, atin cuando no sea cero, no
aparece en las ecuaciones de movimiento. Landau32 ofrece una deduccisn ‘altemativa’
invocando el hecho de que en movimientos de rotacién pura no hay esfuerzos y por lo tanto
nos lleva a la conclusién armiba mencionada.

ECUACIONES DE MOVIMIENTO (SIN TERMINO INERCIAL).
Las ccuaciones que aplicardn para este tipo de fluidos con ecuacion constitutiva

gencralizada son obtenidas mediante Ia sustitucién de dicha ecuacién constitutiva.- Para

poder desarrollar anatiticamente resultados e interesados en flujos de niimero de Reynolds
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bajos, omitiremos el término inercial. En los casos de flujos unidimensionales, el término

" inercial es idénticamente cero y tal simplificacién no es necesaria. La sustitucién de la

ecuacién constitutiva (2.3) en la ecuacién estacionaria de conservacién de momento
conduce al siguiente conjunto de ccuaciones:

Ve =V (v« waf) |, @1
V-u=0 3 (2.12)

Eslas ecuaciones deben ser resueltas sujetas a las condiciones de frontera
pertinentes, Las condiciones de frontera de los campos de presién y velocidad son de la
misma estructura que en el caso newtoniano. Usualmente se requieren condiciones de
adherencia en superficies s6lidas y los campos de velocidad y presién deben alcanzar un
valor finito en problemas no acotados. El caso newtoniano se recupera al insertar la
ecuacién constitutiva correspondiente.

La viscosidad de un sistema puede medirse utilizande una esfera de densidad
distinta a la del fluido. Midicendo 1a velocidad final de la esfera, ¢s posible calcular la
viscosidad cfectiva del sistema utilizando la ley de Stokes. Supongamos que tenemos una
suspensidn no acotada de part{culas en forma de tubo suspendidas neutralinente (esto es,
con fuerza de flotaci6n cero). Todas las particulas tienen la misma orientacién espacial y Ia
suspensidn es homogénea. Supongamos que una csfera pequedia, con una densidad
ligeramente superior a la del fluido solvente, es colocada en el sistema y se empieza a
desplazar hacia abajo por cfecto de la gravedad. En su movimicnto 1a esfera perturba la
simetrfa del sistema, especialmente la de las particulas cercanas a su trayectoria. La
mayoria de as particulas se mantienen pricticamente cn la misma posicién. Este sistema
podria considerarse como transversalmente isotr6po. La suspensi6n de particulas puede
describirse por un tensor de esfuerzos simétrico?!. Este sistema podria ser descrito por un
tensor de viscosidad con las simetrias establecidas en (2.8). Las simetrias impuestas al
tensor de viscosidad limitan su aplicabilidad en términos de tos sistemas que pueden ser
descritos. Incluir sistemas en los que el tensor de esfuerzos pueda ser no simétrico podria
llevar a resultados interesantes con aplicaciones a algunos otros sistemas.
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CAPITULO 3.

ECUACIONES DE
MOVIMIENTO,

ECUACIONES DE MOVIMIENTO.
Como se unalizé en el Apéndice D, el tensor de cuarto ordun puede ser
descompuesto de manera dnica en la mrm.l
= 4 any
o= Zl peDp® Gy
= e=l .
donde 2“ constituye un conjunto completo de tensores unitarios simétricosy A% son
los correspondicntes eigenvatores, Esta descomposicién conduce al tensor de esfuerzos
dado por 1a sipuiente ccuacidn constitutiva:

6
P ==Up + (E}."E"Q“):(VH + (Vu)') . 3.2)

a=l
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pueden escribirse usando esta descomposicién

1

e
V. [2;.“ 2"2“):(Vu + (@) . @y
A a=l' .

L Viu=0; 34
cigenval A% o explici en las ecuaciones de movimiento.

Hay quﬁ nuiur que fue supuesto que el teasor de cuarto orden se supondrd constante en el
espncio. y enel tiempo.

El flujo mds simple que analizamos s €l d¢ esluerzo constante en un fuido
infinito, Para un- tluido isGtropo, el esfuerzo cortante constante produce un perfil de
veloeidad lineul en la direcein del estuerzo como se ve en la (igura 4.1, Lus propicdades
permanceen constantes durante el flujo, independientemente de la direceidén det esfuerzo,
Para materiales compuestos, como ¢l material estratiticado (apéndice E), no podemas
asegurur, 4 priori, que la micorestructura del fluido preservard sus simetrfas; por el
centrario, cambiardn en la mayorfa de los casos. Cambios enla microestructura conducen a
cambios en la deseripeitn macroscdpica.

vh v |

——
PILLLTIISITIL LIS INTIIITIIIIIINIIIN IS
-

h » / 1 (y)

!

Figura 4. 1. Flujo entre placas
mueve con velocidad U respacto de la infarlor,

GITII TSI ITIIITIN IS ISP II ISP I I I r vy - x

1al d m

P una ia h. La placa superior se

Especilicamenty, ¢l tensor de ¢uarta orden pucde no ser constante en ¢l tiempo o
pucde que ne sea una propiedad homogénea del fuido, como se supuso en el andlisis

hechao en este capfiulo (analizaremos un problema especial donde la microestructura del

problema puede ser 1ta ex: te y las propicdad

macroscpicas pueden ser
evaluadas como Tuncion del tiempo).
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ESTRUCTURA VS. PROPIEDADES MACROSCOPICAS.

Suponemos que ¢l sistema en consideracion es una suspensién de partfculas
newtralmente suspendidas y modelamos el sistema con un tensor de viscosidad de cuarto
orden. Este modelo es villido en escalas grandes comparadas con la estructura del fluido;
en ¢l caso de la suspensidn la mucroescala de longitud es grande comparada con el tamaiio
de las partfculas y la distancia entre ellas, Esta macroescala no reconoce la estructura del
fluido y los coeticientes que aparecen en la descomposicicn del tensor de cuarto orden, son
obtenidos a través de promedios en volimenes espaciales suficientemente grandes
comparados con la microestructura pero pequefios para seguir siendo considerados como
“puntos” en la deseripeidn macroscépica. :

Y Dot?? o@ o
of 0"& o2 o

Do aC> & (& o

EAE

volumen de control

0

F:gum 2 Las propiedudes macroscdpicas del fTuido son obtenidas a
través de promedios en volamenes de control, Los valimenes de control
son lo suficientemente grandes comparados con la estructura microscépica
pero pequeiios comparados con las longitudes macrosedpicas.

Durante el ftujo, la microestructura dentro de Jos volimenes de control puede
cambiar y consecuentemente los coeficientes macroscdpicos usados en la descripcidn del
fluido. En tales casbs, ¢l tensor de cuarto orden no es constante durante el flujo.
Restringiremos el andlisis & donde se mantiene constante el tensor durante el ujo. St, por
ejemplo, las partfculas tuvieran un dipole magnético y un campo magndtico fuerte es
aplicudo ul sistema, la orientacién de lus partfculas permaunecerfa constante.  Si la
coneentracion de partfculas s bomogénca, la descripeion macroscdpica (tensor de cuarto
orden) también permanccerd constante.

Matemdticamente, un campo tensorial es un conjunto de funciones escalares
puntuales que dependen solo del punto en consideracidn, independientemente de los

valores de los puntos cercanos.  Fisicamente, ¢l valor de los componentes del ensor es
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usualmente obtenido promediando cantidades en voldmenes que ‘snn pequefios con la
macr 1a de las dimensiones det flujo. Requeriremos que 1a estructura en los volimenes
de promedio permanezea constante para mantener las propiedades de macroescala
invariantes durante et flujo.

Esto serd mds ficilmente comprendido si usamos el siguiente ejemplo.
Consideremos un material en capas formado por la superposi

cidn de capas infinitas de
diterentes Tuidos, como se muestra en la figura 3.3, Este material ticne un eje de simetrfa
perpendicular a las capas y ¢s invariante ante rotaciones alrededor del eje de simetefa. Si
aplicamos un estucrzo cortante en fa direceidn de las capas, la simeta se mantendr4. Si lo
aplicamos en 1a direceién perpendicular, 1a simetefa no se conservard en el tiempo, pero
como veremas, ¢l fluido se manticne transversalmente isttropo con el eje de simetrfa
cambiundo con el tiempo.

UN FLUIDO ESTRATIFICADO:
SISTEMA TRANSVERSALMENTE ISOTROPO.

Consideremos un material en capas infinito, formado por 2 capas bdsicas de
diferentes longitndes £; y viscosidades g;. El sistema infinito estd formado por
repeticiones de estas # capas bisicas en forma periddica, como se muestra en la figura 3.3,
La peciodicidad del sisterna es 1a longitud total L de las n capas

n
L= . a.5)
i=1 :

En una descripeidn macroscapica, donde las distancias son grandes comparadas
con el periodo L, el sistema tendrd una direceién especial fi. Un sistema que posce sélo
una direccién especial se denomina transversalmente isdtropo. Un tensor de cuarto orden
transversalmenie isdtropo adecuado al fluido estratificado, estd dado por la siguiente
expresion (ver apéndice C para 1os detalles):

po= pU +ApH ) Q.6)
donde E es el ensor unitm;\ de euarto orden sin traza y E us un tensor unitario sin traza

transversalmente isdtropo, 2 es la viscosidad en la direccion del eje de simetefa y p+ap
es la viscosidad en Ta direecion perpendicular; At es la diferencia entre ambas viscosidades
y ¢s el pardmetro de asimetrfa. El tensor transversakmente isétropo més general conticne
mis constantes??, El ensor H estd caracterizado por tener una direccidn especial que
-
=
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tomaremos en la direccién del eje 2 de un s:su,m.l de coorden.xdas cnru.smno clegldn dc csm

forma. Sus camponentes curtesianas t..sl.m dud..\s por In t.xpresmn o

U,

ikl = 5(5:‘:;-6,1 + 6,'/511:1 -3 Sijskl) SRS @an.

Is | . e
Hyy = 5(5:‘351351& + §3iaby + 83838 +
+ 838038y ~ 483553653513) . 33

volumen

dircecion del esfuerzo
v———

(@)

volumen
de control

direecion del esfuerzo
[

(b}

Figura 3.3, Un material en capus estd compuesto de la superposicion
de diferentes fluidas. St aplicanos un esfuerzo cartante en la direccidn de
las capas (a) la estructura se mantiene y las propicdades permanecen
invariables. Si aplicamos el esfuerze en la direceidn perpendicular (b), la
estructura ex destriida y las propiedades cambiardn.

FLUIDO ESTRATIFICADO BAJO ESFUERZO CONSTANTE.
Hay dos dirceciones de esfucezo cortante respecto del eje de simetrfa del tluido
“transversalmente isdtropo Namadas paraicla y perpendicular. El caso de esfuerzo pasalelo
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es especial en el sentido de que las propiedades del fluido permanceen constantes durante cl
tiempo. El caso perpendicular conduce a un cambio en Ia direccién del ¢je de simetria pero
no afecta sus valores numéricos. A medida que el tiempo se va a infinito, la dircccién def
cje de simetria tenderd a ser paralelo a las capas. ’

Esfuerzo cortante_cn_la_direccién_paralela.
Aplicando esfuerzo cortante en la direccién paralela a las capas; preservaremos la

estructura del fuido. Si el fluido es colocado entre dos placas paralelas, separadas por una
distancia H, tal que ¢l eje de simetria es perpendiculag a tas placas y 1a placa superior se
mueve con velocidad constante U, entonces habré un esfuerzo constante actuando sobre cl
fluido. El valor del esfuerzo constante secd simplemente ¥, = U/H. Colocamos un
sistema cartesiano de coordenadas con el ¢je x paralelo a las placas y ¢l cje y perpendicular
a ellas, como sc observa en la figura 3.3. La parte simétrica del gradiente de velocidades
estd dado por la expresién

Vu + Vo' « ('éxéy + éyéx){/,, . 3.9)

y el tensor de esfuerzos se convierte en

:(Vu + Vut) -=-1lp + (é,‘éy + ?:yéx} Yo

£

=

= -1p + ;4(5,Ey + éyéx)};o + A (Exfry + Eyéx)y-o‘

- -Ip + (2 + Ay)(éxéy + 'éyéx) Yo 3 (3.10)
que implica que la presién es constante en todo el fluido y la ecuacién de continuidad es
idénticamente satisfecha. La fuerza por unidad de drea en la placa superior es la misma que
en ¢l caso isétropo con viscosidad ;t + Ape.

F oo (n+ Ay, e . @
No hay atros cfectos o esfuerzos en la direccién perpendicular.

Esfuerzo_cortante en la ciém dicular.
Debido a la simplicidad geométrica del problema, es posible resolver
analiti el caso g [ con una direccidn anbitraria del esfuerzo, El caso donde ¢l gje

de simetrfa del {*uido es perpendicular es muy particular (figura 3.3a). Si aplicamos el
esfuerzo cortante en csa direccién, la simetria se preservard para todo el tiempo t. En el
otro caso, si aplicamos et esfuerzo con el eje de simetrin paralelo a las placas (figura 3.3b),




24  Fluidos No Isdtropos

Ia simetrla cambiar en ¢l tiempo; como vi:n:mns. la orientacidn del gje de simetria rotard de
ser paralela a las placas a ser perpendicular a medida que el ticmpo se va a infinito. Esen
esle sentido que el caso donde el eje de simetrfa es perpendicular a las placas es particular,

Si al tiecmpo # = (), ¢l eje de simetrfa es perpendicular a las placas y la placa
superior se mueve con velocidad constante, el gje de simetrfa serd siempre perpendicular a
? =00 . A cualquicr tiecmpo ¢, lus supetlicies entre capas serdn planas y paralelas catee sf. La
oricntacitn cambiard con ¢l tiempo y, debido a ta simplicidud geométrica del problema, es
posible culcular la orientacidn del eje de simetrfa como funcién del tiempo. Por
continuidad, la distancia entre capas cambiard en el tiempo pero sus proporciones
permanecerdn constantes, Como se ve en la figura 3.4, la distancia cntre dos capas
cambiard en el tiempo de acuerdo con la (Grmula

L) H i
= = = . 3.12)
I N O T
Introduciendo el dngulo o entre ¢l eje de simetrfa y el eje x definido como

wng = oLt (3:13)
7 o

. Us Y
Ia distancia entre capas se conviere cn

Ly

L = i
N ) G.14)

L) = 7——_ = [y cosex . - L (3.15)

El vector unitario fa ¢n ta direecidn del eje de simetria estd dudo por la cxprcuén
0(r) = -, cos@ + gysing | 3.16)
y el veetor langente unitario
(1) = &, sina + ycosa . 317N

Los vectores unitarios ®y € pueden ser escritos en trminos de 8, y &, .

8, = —ficoser + isine | 3.18)

& = fsina + teosa . N AT}
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_ Debido al hecho de que cf tensor de viscosidad es mids Ficil, exg doen
ta - -~ L . . . .
&minos de it y ¢, escribiremaos ¢l weasor de deformacién usando dichos vectores unitarios.

' LGt) s distancia entre capas

Figura 3.4 La direecidon del vector unitario cambia con ¢l ticmpo,
Enelcaso del esfuerzo cortante perpendicular, cambia de ser
paralelo al gje X a ser panalelo algje Y conforme el tiempo se va
a infinito,

El tensor de deformucidn se convierte en

Va+ Vol = (&, + &8} 7,

i

[(—ﬁcosa + isina)(ﬁsina + icnsa) + (ﬁsind + icoscz)(—ﬁcosa + isina)])",,

[ﬁﬁ(—chsa sing) + ti(2cose sina) + (Eh+ ad) (sin’a - cosza)] Vo=

(]

= [aic2cs) + ties) + (Ea+ aE)(s2- )] 7 s (3.20)
donde usamos la notacién § = sina y C = cosc. B tensor de esluerzos se convierte

en

P=-Ip+ ;:.(Vu«rVu') =-Ip + p:eedy + 88,) 7,

=-1Ip + ,_{;[ﬁﬁ(-zcsn ti@zcsy + (tn+ ﬁi)(sz-cz)] P =
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tlempo
- FuerzaX ——0—— Fuerza¥ -
Figura 3.5. La griticu muestra las componentes X y Y de la fuerza que actida
sobre la placa superior.  Es pesible observar ¢dmo aparcce una fuerza .
perpendicular que desplazarfa hacia areiba y hacia abajo 1a placa superior. Enel i
limite cuando ttiende a infinito, se recopera la condicicn injcial. S

La fuerza por unidad de drea actuando sobre 1a placi superior es

F=1-8, = z-(Acosa + tsina) =
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ol + A.u y,,(s - c-)[ x(s -c? ) CGa
La fucm\ sobrc la plnca supcnor prcscnla comporlanucn(os cmcramcnte no ncwtomanos

como es una fuerza perpcndlcular a la placa.- El tensor: dc esfuerzos en t&rminos de los
vectores €,y ey uenela l'orma . o :

” - ]p + p (cxcy + eyex)y,

v bu (2= CP)25C85, +25€8,5, +[5? - CYaayeiyen)fip B2
Calculando el primer coeficiente de esfuerzos normales® obtenemos:
w = Tyy= =W 75 = —An 45C (S7 - C7) 5, (3.24)

El comportamiento "no newtoniano" puede observarse {icilmente en este primer coeficiente
de esfuerzos normales.

Como ejemplo, supondremos que :
Yo=1,

=2,
Ap =1 . (3.25)

La gedfica 3.5 muestra la dependencia temporal de las componentes x y y de la
fuerza que actiia sobre la placa superior.

Ei comportamiento de fa fuerza sobre la placa superior presenta caracterfsticas "no
newtonianas”. Por un lado, fa componeate x de la fuerza disminuye y aumenta; por otro
tado, aparece una fuerza en la direccién perpendicular {(tipicamente no newtoniana) que
tendrfa el efecto de desplazar la placa hacia abajo y después hacia arriba. Hay que notar que
en ¢l limite ¢ — o , se recupera la condicién inicial . Es importante notar que et fluido
analizado ¢s homogéneo, esto es, los coeficientes del tensor de viscosidad no dependen de
1a posici6n. Este fluido es la generalizacién del fluido estratificado ya que éste ticne
estructura y no es hontogéneo cn escalas de longitud comparadas con las alturas de las capas
de fluidos. Hemos supuesto que un gradiente de velocidad constante es aplicado y se
estudiaron los efectos sobre la fuerza aplicada sobre 1a placa superior.
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CAPITULO 4.

FLUIDO
TRANSVERSALMENTE
ISOTROPO DE DOS
CONSTANTES.
ROTACION.

SOLUCION FUNDAMENTAL PARA UNA TORCA.

Como se menciona en el Apéndice C, el fluido transversalmente isGtropo més
generul ticne S constantes?” En este capitulo y el siguiente, nos dedicaremos a estudiar un
easo especial con sdlo dos constantes, que se aplica al caso de un fluido estratificado. Este
caso especial tiene dos viscosidades gue se asocian con las dirceciones del eje de simetrfa y
la direecion perpendicular.

La solucién fundamental para L torea puntual (rotlet) puede ser obtenida usando
la solucidn isétropa. El efecto de una torea puntual en un uido infinito transversalmente
istrape puede ser analizado usando ¢l mismo esquema de la seecidn anterior. Para resolver
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¢l problema utilizamos el campo de velocidad en vez de ls funcitn de corriente. Es
- necesario entonces determinac tos campos de velocidad y presién, EL campo dt, vclncndad
comp se menciond, tiene sélo una componente iy .

u = ey uy(p.2) , 4.1y
- = plp.2) ; T &>
dande se supone no hay dependenciacn ¢ . LR

La {orca puntual se Lnlm.u enz=c: :
5@)6(z-c’) -

L= q,ezﬁ(r—ccz)~ Lye, 27p

ia ecuz_:ciﬁn de mavimienio estd dada por
L= ex[vp] . N T

Escribiendo lu ecuucion en coordenadas cilfndricas oblenemos

EACEREN 7 . 1 o ( dug vo 32u¢ v s
L =eaxVp ~ * — et gt — + A I 7 5.
R 1 R T I S e

gue nos conducs al conjunto deccuac_idncs . : S

e

ar

72} '

ap T

—— =1

, dz " : : @n
L2 (2] xe , 220 PPuy | EEISEm) . e
”[ (ap[p ar D PITIE|YMTGE Sl U8
omlmducn.ndn 1a vadable 2«
: . - % '
r RGEY)
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Ia ecuacidn puede reescribirse com

al5e)

(4.10)
- donde k- cs(.’x dado por. B T R '
k= (é'_i.A_ﬂ_) ) @.11)
u ; ,
CURVAS DE VELOCIDAD u$ CONSTANTE
. —‘SIOiﬁCilﬁi;l en fa varduble z
- original z para: 1
o K= 4 Py 4 K= —

=1, fluido newtoniano

k= 42"

Figura 4.1. Se muestran grdticas para curvas de velocidad constante para varios
valores de £, incluyendo el caso newtonigno k=1, Adicionalmente, hay una grifica cnla
coordenada eriginal z.



8i usamos las propiedades de la funcidn d ta dy bi;uz.

S8 (x)

Sk = @4.12)

ca ecuncldn pu(.d e reescribicse como
au u 2%y 5 =g
0( ¢) LU - Ld@E-e) g
p a2z 2 uk 2rp :
Estas ecuaciones son lus mismas que para el caso is6tropo. La solucidn del caso

" transversalmente isdtropo es la misma que ta del caso isétropo si reemplazamos L, por
Lg [k .- La solueitn para el fluido trunsversalmenie isétropo es entonces

Ly P
Uy = % 57 4.14)
BRI (52, (Z._c.)z)/é

Lau figura 4.1 muestra las Hncas de velocidad constante. Se muestran para tres
_vulon:s de &, inleluyendo k=1 (tluido newtoniano):

k=42,

k=1,

1

k= R (4.15)

Las otros das casos son "simétricos”, ¢sto es, intercambiamos los valores de la
viscosidad g2 por pt+Af y viceversa. Se puede apreciar cédmo en un caso la curva de
velocidad constante se ve contrafda mientras que en el otro caso se ve expandida.

- Adicionalmente, incluimos vna gedfica en la variable no escaladi z, para k=423 En este
caso, la gritica es similar ula de ', simplemente estd escalada por el factor &,

ROTACION DE UNA ESFERA.

La rotucién de una esfera de radio R, en un fluido transversalmente isétropo, es
matemdticamente equivalente a Ia rotacién de un elipsoide en un (luide isétropo. La
solucidn para la rotacidn de un elipsoide (prolato u oblato) es conocida (Jeffreys, 1915).
Sceguiremas cercanimente la solueidn ofrecida pors Jelfreys. La figura 4.2 muestra la
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geometrfa del problema. La ecuacidn de movimiento para 1a rotacién de una esfera en un

fluido transversalmente isdtropo estd dada por

i a r7u¢] uy 92uy ,
| Z|p—2£]] - + (2 + A = 03 4.16)
”[p[ap(" 35 )) Tpr | THT M) 2
que debe satisfacer las condiciones de frontera
wp = Qp en r = (pz + zz)%' =R . 4.17)
%y e . @an)

ug — 0 amedidaque r =(p2 + zz)

Viscosidad en
la direccién 7.

n+apn

R Viscosiﬂﬁd en
la direccin p.

< r—>»/

Figura 4.2. La gréfica muestra una esfera de radio R que gira con velocidad
angular Q constante. La viscosidad en la direcci6n z, direccidn de la velocidad

angular, es it + At en la direecion r, la viscosidad es o,

En términos de la variable escatada 2°':

. z 1
T (4.19)

s =

(e

donde k se detine como

k= (—“ ";JA" )A : : @20) -
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* Laecuacién seconvierteen . .

1[1‘( 'e‘n_sn |
p\ap\"3p)) "ip?

l@an
'y las condiciones de frontera se conviertenen

w = Qp a-r=(p?+ “kzz-2)5= R, C @2

wy = O as.r = (p2 + kzz'z)% — oo ; (4.23)
que corresponden a las ecuaciones de rotacién de un elipsoide sumergido en un fluide
isttropo infinite. La figura 4.3 muestra ambos casos. El clipsoide es prolato u oblato
dependiendo del valor de o< lak? > 1, respectivamente.  Presentaremos primero la
solucidn para el elipsoide prolato y luego de forma andloga el caso del elipsoide oblato.

Viscosidad en

2 ta direecion z.
n
y Viscosidad en
_— - = - - - la direccidn p.
Y . Elipsoide prolato;
} - s k2 > 1

p

Elipsoide oblato:
k? <1

Figura 4.3, Lu figura muestra la esfera usando la variable escalada z'.
Dependiendo del valor de &, el elipsoide se convierte en oblato (k<1) o en prolato
(k>1). En cualquier caso, las dimensiones en la direccion p no sen alteradas,
Entonces, el problema de una esfera‘en un fluido transversalmente isdtropo, se
convierte en ¢l problema de un elipsoide en un fluido newtoniano.
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La situacion prolata es mds Gicilmente obtenida si introducimos un sistema de
coordenadas prolatus definidas por lu siguiente transformacitn

24 ip = ceosh(E +in) ; 4.24)

o equivalentemente
z" = ccoshé cosn , 4.25)
p =csinhEsing | (4.26)

Las superficies de coordenadas £ = const son una familia de esferoides profatos
teniendo su centro comiin en ¢l arigen. Las superficies de caordenadas 1 = const son
una familia de hiperboloides de dos brazos confocales de revolucitn teniendo al eje z como
. eje de rotacidn y sus focos loealizadosenz = ¢, p = 1.

La ecuacién de movimiento os conocida como 14 ecuucion de Laplace cuyas
soluciones son de la forma;

g = Bi(cosn) Pi(cosh&) | “2n

g = Bi{cosn) @l(coshE) | 4.28)
que son tunciones asociadas de Legendre del primer tipo de grado n1. Para tener una
solucién finita, tenemos que elegic n = 1. Jefireys presentd lu solucién mds general cuando
el fluido Hena el espacio entre dos clipsoides prolatos definidos por las ecuaciones
£ = &g, &; La solucién par un fluido infinito se obtiene tomando &) = oco. La

solucién se convierie entonees en

uy =singy [A At{cosh &) + B 0f(cosh 5)] H (4.29)
las dos ecunciones de trontera se pueden eseribir como
A Pll(l:osh E)+ B Qll (cosh &) = cQysinh €y . (4.30)
A R'(coshE) + B Of(cosh &) = cQysinh ) . © @3
Intreduciendo la funcidn £ detinida como
14 )) coshé ) SR
= log]ceothl = || - —=3 . 4.32)
(&) b[c_n 1(2 Snn2Z L 4 )

la solueitn puede sereserita como
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i = csinngsinn | @ LEL= LD g 60) = /6)
(4 inh & si n{ T fa) - (&) f(é,,)- f(&l)} (4.33)"

y la torca sequerida para mantener una rotacion estacionaria del elipsoide estf dada por -
16 Q-0 AT
Telpyed 220720 4.34)
3 £(&o) - 1($1) e

La solucidn para ¢l fluido infinito se obtiene al tomar & = oo, El campb de”

;vclnud.ld ©s entonces
‘ A )
uy = esinh& sinn Q '
. ‘¢ - (&)
y la torea requerida ) '
o . 16 3
T's—nmnuc
£(go)

Si R/L ¥ R son los rudios nol.xr y ecuatorial n.spcul vamente,
R .
i ccoshép, R = csinhéy .

o inversamente
1 RIk+R 1+ k&
=1 R R —ln( ]
o ( Rik— ] 2 \T-%
La mn:.l s entonces eserita como

l—6-7:;1 ro

| l+l _'_f_;
<t Rk

="(§)2‘. R = R‘E_z-—x - ‘ (4.39) | .

En témminos de &, la torca puede escribirse como:

. (4.38)

" donde

. 1 /2
——:m QpR? [———1)

T (HJI—AZJ_W—A-Z

1=y 1-22 I3
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(4.40): . :

(1+<Ji kz}k;
(: V1-42

)vz )

Jie R

k2

= Q()R’| lim ~—s

2 2 2 2
k=1 —-lafl ek
W2 e F

=mp Qo R} 11m

. 8
=rxu QR lim =8 QR @41
k1™

La gaifica siguiente muestra la torca como tuncitn del parimetro . Se incluye la
solucidn para el caso oblato, esto es, para & > | o0 At <(). Se aprecia ¢l comportamiento
similar a 1/kque se ohtuvo al aplicar la regla de L'Hpital.

El caso oblato es ohtenide en una torma completamente similar introduciendo un
sistema de coordenadas oblato definidas por la transfarmacion esferoidal

'+ ip = c'sinh(€ +in) . (4.42)




Capitalo 4 - 37

o equivalentemente

2 =c'sinhEcosn, p = c'cosh&siny .- ""(4'43)” i .

"* La solucién puede ser expresada en términos de la funcién F definida como

Ag) - SME o long) . @4y
cosh=% - Ry
" - como la siguiente expresién
F) .
uy = c'coshf sinny Q H 4.45) "
¢ 150 Figo) ' .
_ yla torca para mantener una rotaci6n estacionaria del elipsoide es
16 3 S
T «e—npne . 4.46
3 TH O HE) : @499

TORCA COMO FUNCION DEL
PARAMETRO K.

4 -
-
\ Fluido newtoniano k =1
3+ 1 Esfera, apu =0
\
o
: 2 T‘ \l
- \ AL <O, K> |
e Elipsoide oblato
) a2
U R S g L .
au>0,k <1 1 -.\.--~'_""l—--—-—.
Elipsoide protato :
o 3 .
0 1 2
k

Figura 4.4, La grdfica muestra la torca como funcién del pardmetro &
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Usando los radics polar Ry «:}:naloml R,
LAy s
la torea se convierte en By .
BT .
. —'l«’li :
T = = X
= (4.48) .
(4.49)

donde’

que mbidn se reduis a l.l mluuén des la esfera en ¢l Mmite respectivo. Es importante notar que:
e | < Lol LKL Y ‘
: i2-1) 2 1= k21 o

por lo que la solucidn cs esencialmente la mismapara k< 1 y para k>
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. CAPITUL® 5.

FLUIDO
TRANSVERSALMENTE
ISOTROPO DE DOS
CONSTANTES.
TRANSLACION,

SOLUCION FUNDAMENTAL PARA EL FLUIDO
TRANSVERSALMENTE ISOTROPO DE DOS CONSTANTES.
La ecuacién de movimiento de una tuerza puntual estd dada por
V.E: Fé(r) = eths(r) . (5.1)
donde &(r) esla Funcidn delta de Diric. En coordenadas cilfndricas 8(r) esuf dada por la
expresién :

8(2) 5(p) (5.2)

§(r) = ——— .

2zp
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La solucitn de larccum.fimi Qs 50 de ciertas propiedades
de la funcidn delta de Dirac que se dan a'con SO : :

Jd(r)(lr - _T(T(z)ll‘. vl:‘ s
s 0. =

_[6(2) u(z):lz = —u(()) H fé' (z)u(z)dz = ——-u (0) . _ (5.1)v
Us-mdo la funcidn de corriente mlroducxd:l en la seccién anlcnor. la ccuacxén .
de movimiento resulta ser

("_‘.EZEZ + _A_"_DZDZ) Wy =..___F5("‘)__‘?_.[__5(P)] . (s ;1)
p ] 2z dpl p R

o reammeglando términos
(5252 + A 0202} v =Q£)_[£_(p_) -5 ‘(p)] . (5.5
o 2ru P
Si tomamos el Ifmite Ay — 0 recuperamos la ecuacidn isétropa para la
fuerza puntual. Podemos reescribir la ecuacisn de movimiento introduciendo el pardmetro
£2definido como
4 o Au
k%= — -“— . (5.6)
Por definicién &2 es un ntimero real si At € ) y un niimero imaginario puro si Ay = 0.
Como lu ecuacidn depende de &% en vez de &2, la salucién debe ser simétrica bajo el
intercambio de &2 por ~&2. Esta propiedad nos permitird reescribir las ecuaciones de
movimiento ¢n forma siméinca, La ecuacidn de movimiento puede ser eéscrita como

(8% +# D7) (52 - & DY)y =%%)f[§-% -8 '(p)} R N))

que puede ser eserita en i forma simétricn

B(E% #2p?) (g - /.-202)4-%(52— 0% (g2 + kzoz)]w =

S0[2- s

donde los operadores E* + #p? y E? - 12 D? cstin dados por Ias expresiones



L ()_,

. 2 2 2o 112 e 2

B =D (l L)a—-i+(l+n),j,,

Primero dn.ﬁmmns las funciones dil(p.z) y ®a(p; z) comn
®p.2) = (E2 - k?,.oz)w. L [EATI I
S oypn) = (B2 + 2 DY¥ A T R

que satisfucen la ecuacidn

L2, 2 p2 2, _FS@[8E) L.
E(Ezﬂzp )q»,(p.z),f E—(EZ—L'Z D} ds(p.e) = T;[T 55.@)} (5.1_3’ L

o usando lu expresidn para los operadores, podemos escribirla como
L 2 2 2. df1a S
=41+ 43 L5 + {t — #?) p-Z{ — = lypr) +
2{( )f’zz ( )pap p 35 )

+ i{(l - kz) 522 (1 + kl) p%(i—-—a— ]}d’ﬂp.z) - £i@) [‘S(p) 8 (p)] (5.14)

2 dz 2wy

_ introduciendo lus variables

(5.15)

= - : . (5.16)
. z (l + kz)7z _ ) i

S ,_(“_,\,z)}é'-z, BRI
S S (- (-t e e
: - w4 : A )
,,~"=( pz)% i ? Lz;ﬁ Plmept AR
14+ & 1+ & U
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donde

La ecuacién se convierte ¢n - -

22 - afr.a ) ;!
{a-'2 +p ap [p ap ]}dﬁ(p -x.) +

S o=

re@) T ] s '
2rp L+ KA —kz)[»p“v : 5 (p) B
F&(z) . 5(p ]
e e T o - 5 X
2zp A —kHV20 4k )[ p (p) (.20

Por construceidn dyfp.z) es igual a d>1(p.‘.) si cambinmos k2 por —k? La
funcién @©(p,z) definida como la suma

@p,z) = Pyfp.z) + dap.z), (521

¢s entonees simétrica bajo el intercambio de % por —k%. Debide a la simetrfa, podemos
dividir la ceuacitn en dos

w0+ K20 - 1D

a2 F) 1 F §(z") [500") ]
SYp*at) =5 s 5(p")}
{az..z 2 Pe (,, 3p )} Pm =2 T (- e+ kD) @)

Este par de ccuaciones eseritas en estas variables son idénticas a la ecuacién

[ o - om0

obtenida para el caso isdtropo si lamos la i idad de 1a fuerza puntual como
F .
‘= . 5.22,
U+ PO -1 G2
La solucién de estas ecuaciones se obticne usando el mismo esquema. -

Definimos la transformada coseno de Fourier

Dp.a) =I¢|(p',z')cnsaz’¢lz‘ i Dypla) = D (p.a) cosaz' da
]

ERL]
Al——.g



B (p“ af:" ) }d)z(p" @)=

'.donde usamos las propiedades de 1z funcién delia; .
: La solucidn general de la ecuacién homogéneg es

T (pha) = 4p' hilap) + BpKiop), (5.25)

By (p" ) = cp” ’l(aP") + Dp" Ki(ap”) ; (5:26)
donde A, B, Cy D son constantes de integracion ¢ I y K} son funciones modificadas de

Bessel del primer y segundo tipo, respectiv Debido a la simetrfa de la solucidn,

debemos tomar A = Cy B = D. La solucidn de la ecuacién inhomogénca puede ser
obtenida por el métedo de variacidn de parimetros. Esto conduce a 1a solucién

— F'p' K,
B(pta) = Ap* fap’) - i—’;—”‘;‘(ﬂ—) 27

a Fp" Kl(ap")

M (5.28)

20" ) = Ap” hap*) -

Ahora resolvemos la ecuacion

(B% - 2 DYwilp.2) + (E® + &2 DYwalp.2) = @yfp.z) + ®afp.z) . (5.29)
Estas ecuaciones pueden ser reescritas como . -

2
=35 - e 0o 565 oo

S GO EERY B IE: (o) P

= dfp.2) + Bilp.2) (5.30)
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dondé'® estd dada por

a Fp" K:(ap ")

sosor 2" di N i
TR ]a.os z{:a . (5.32)

La ecuacidn pucdc ser reeserita usando la anterior definicién como U

a?fl’ “ a(l 'a )
e — — e wi(p 2"
{ a2 p ap"\p" dp" 1 )

et a(La
+ —_— 4+ P —— 2 =
{az.z » 3p.(p.ap. )} valp.2)
= @fp.z) + Pyp.z). (533)
Pademos separar esta ceuacién en el siguiente par de ecuaciones :

| 22 (1 a v - :

{75+ Fnlpam foor- mon s
22 2 {1 a Vo . ‘ v ~
— + p=—|==— Wz(p‘_z‘) = d)l(p ,Z ) ; (5.35) .~
= ap'\p dp .

donde ¢l mezelado de términos ¢s necesario para mantencr ta simetrfa y d>2(p Zy -

@y (p'.2") estin dudas por Las transformadas coseno de Fourier

®y(pz) = = I[A%l[(ap‘) - asF'p‘Kl(ap‘)] cosa z"da | - (536) .
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®yp"t

2 _l.j_ . - & Fe Kilep)
_ { ap(p ER ) @ }vn(ﬂ a}- Ap’ l:(ap) S . (54D
,_19______9 ] W _ @ F'p" Kfap")
{p ap"( “2p ] @ }V'z(P @) = Aptifopt) - =TSt (542)
donde Ja solucidn general de ta ceuncicn homogénea estd dada por
Fiylpa) = Cp' iifap) + Dp' Ki{ap) , : (5.43)
Paulo".@) = Cp” ifap”) + Dp” Kilap") (5.44)

donde las constuntes C y D se toman iguales en ambas soluciones para mantener la
simetrfa.  Una solucidn particutar puede ser obtenida por el método de variacién de
parimetros. Esto leva a la solucion general

. 2 b 2 i
Tuadp'.) = Cp* ilap) + Op kifap) + 2LJE2) , BPO°Kolap) o,

w2 " w2
Vaulp".a) = Co" Iep”) + Dp" Kiap™) + 22 2";("‘” ), 2 P”mﬁ’l(“" ) 5.2
Las constantes A y C se toman como cero para tener f fluido en reposo en
infinito. Luconstunte D se toma como cero para que ¢l campo de velocidades sea finito
sobre el eje z {excepto en el punto singular). La ceuacidn se reduce a
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Vo) = Wilpa) + valpr) =

aFp?Kolap) , aFpKo(ap”)
16 u 16nu .

CONCLUSIONES

La utilizacién del tensaor de cuarto orden estd justificada sicmpre y cuando el

5.47)

sistema permanezea homogéneo durunte el proceso de flujo.  Esta hipétesis no puede ser
garantizada a priori, por lo que tendsi que ser analizada en cada caso. Una vez analizada la
validez de este método, ya hemes demostrado que hay una descomposicitn dnica del tensor
de viscosidad que da 6 parimetros con significado en las ecnaciones de movimiento. Hay
un esquema bien estublecido para obtener la descomposicién. El fluido transversalmente
isdtropo fue estudiade en diferentes situaciones de flujo a to largo del capftulo. En un
ejemplo mostramos un tensor de esfuerzos dependiente del tiempo (manteniéndose
homogénea).

Los resultados analiticos ticnen la ventaja (ademids de su propia belleza) de
mostrar explicitamente los cambios en la solucitn cuando los parimetros involucrados son
modificados. Esto es alpo que un andlisis numdrico no muestra explicitamente. Los
resultados y método aguf utilizados son completamente analfticos.

Creemos que este método tiene sus ventajus para analizar uidos anisétropos,
Provee un esquema para incorporar las anisotropias en las ecuaciones de movimiento de
manera tinica. La descomposicidon misma es una herramienta poderosa que permite

de movimiento.  En

determinar los parimetros importantes que aparecen en las e
- general, este método tiene un fundamento hidrodindmico fuene que beneficia su uso enel
andlisis de fluidos anisétropos.
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. CAPITUL® 6.

FLUIDOS NO
HOMOGENEOS.

INTRODUCCION.
‘ La viscosidad efectiva de una .:uspcnsiﬁn de particulas?® 24 depende de
diferentes variables que caracterizan al sistema; especificamente depende de: (a) la
naturaleza del fluido, (b) ln naturaleza de las partfeulas suspendidas, (c) Ia concentracién de
partfculas suspendidas, (d) el mavimicnto de las partfeulas y del fluido. Hay excelentes

revisiones en este tema?t 22,

La viscosidad efcctiva de una suspensicn2s. 7.8, 9 se define a través de la
comparuciin con la respuesta de un fluido newtoniano.” Si la misma fuerza es aplicada a un
MNuido newloniano y a una suspensidn, se observard que ambos fluidos sc mueven a
velocidades diferentes. Si por ejemplo, fa velocidad promedio del fluido es proporcional a
1a fuerza aplicada para el caso newtoniano, también lo seni para la suspensién. El cociente
entre las fuerzas serd entonces proporcional al cociente de Jas velocidades promedio. La

[ s de propc lidad serd preci el cociente entre las dos viscosidades. La

viscosidad electiva de la suspensién es entonces proporcional 2 la viscosidad del fluido

newtoniano,

Despreciando lus interacciones hidrodindmicas entre partfculas o con las
paredes, la viscosidad efeetiva para sistemas diluidos depende, enire otras varables, de la
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concentracitn de partfeulas,  Para sistemas diluidos, la dependencia de $a viscosidad coma
funcién de fa concentracidn es lineal??. Experimentalmente, se ha mostrado52- 55.56 que
despuds det compor ¥ lineal, fa viscosidad crece nolincalmente con la concentracion
y fimlmente diverge para un valor critico de la misma. Tratamicntos matemdticos,
incluyendo interacciones hidrodindmicas, han sido desarrollados para describir la

divergencia en el punto erftico.

20.0 ~

A Ward and Withmore
= *Williams
= .
é 100 Sweensy and Geckler .
©
=
k=
[ 5.0 "
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L h
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2 4
“ 20 p
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¢, Concentracidn por volumen

Figura 6.1. Dependencia de la viscosidad refativa como funcidn de la
concentracién. Suponemos que tal relacién es obtenible experi ]
modelada tedricamente.

: Suponemos que la ecuacidn constitutiva gue nelaciona a la viscosidad con la
concentracin es oblenible, ya sea experimentalmente o modelada teéricamente. Una gréfica
experimental mostrando la dependencia de fa viscosidad relativa se puede upreciar en la
figura 6.1. Si la suspensidn es homogénea, la suspensidn puede ser snodelada como un
Muide homogéneo con viscosidad efectiva dependiente de la concentracion de particulas.
En lo que respecta a la solucién de las ccuaciones de movimiento, Ja viscosidad es un

parimetro constante,
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Si la suspensidn no es homogénea, lu viscasidad no puede ser considerada

constante en todo ¢l fluido, Los gradientes en 1a concentracién conducirdn a gradientes en la

viscosidad. En este capftulo analizaremaos los efectos de los gradientes de viscosidad en 1a

Tl d

de las iones de movimicnto y las correspondientes fuerzas necesarias para

mantener ¢l {lujo.

Si la concentracién es una funcién conacida de la posici6n, y suponiendo un
maodelo para la relacién tuncional entre la viscosidad y la concentracién, es posible
encontrar la viscosidad como funcién de la posicidn, Utilizar una viscosidad que depende
de la posicidn es vilido a la misma escala de longitud donde la suspensién puede
considerarse como un continuo homogéneo. La viscosidad aparece en las ecuaciones de
mavimiento como parte del tensor de esfuerzos y si no es constante afectard de manera
distinta la dindmica del sistema. Términos adicionales aparecerdn en las ecuaciones de
movimicnto modificando las soluciones. En esta parte 1T analizaremaos los cambios
producidos por una viscosidad que no es homogénea en toda el espacio ocupado por el
fluido. Analizaremos ¢imo cambia la dindmica y cuil es el efecto de las fuerzas y torcas
aplicadas al sistema. Como resultado, abtendremos lus propiedades efectivas al comparar
con los resultados newtonianos. El caso newtoniano es llamado aquf en ocasiones el caso

homagénca,

En lus siguientes seeciones escribiremos las ecuaciones de imi para la
situacién generad no estacionaria y su simplitic
viscosidad como funcidn de lu posicién serd apreciado cuando explicitamente mostremos
los té¢rminos adicionales. En los capftulos 7, 8 y 9 analizaremos flujos unidimensionales,

sitin para flujos estacionarios. El papel de la

los cambios introducidos por los términos adicionales y las fuerzas requeridas para
T ¢l flujo. El capfiule 1) estd dedicado a la rotacién de cuerpos con simetria axial.

LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO
El problema general no estacionario incluye la concentracién @(r.7) como
variable, en adicién a los campos de velocidad u(r,r) y presién p(r.£) . Una ecuacién

. udicional seni necesaria para tener el problema matemitico bien pl Jo, Esta ecuucién

aparcce al aplicar el principio de conservacion de partfculas. Para una suspensién de
partfcutas neutralmente suspendidas, no hay fuerza neta actuando sobre las particulas y
éstus son transportadas por ¢l fluido con la misma velocidad. No hay mecanismo (fsico
para cambiar a fas partfculas de una lnea de corriente a otra o para despluzarse con una
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velocidad diterente.  Estos argumentos que suponemos vélidos han sido probados bajo

ciertas hipdtesis!2 13, No se consideran las interaccei hideodindmicas como las que se

efectuan entre fas partfculas o con las paredes por razones que a continuacién se exponen,
Estas interacciones pueden dar origen a fendmenos de migracién y movimiento de
partfeulas entre Ifncas de corriente 0 1134, 43,49, 54,

La concentracitn @ (r,7}, como ya hemos mencionado, satisface una ecuacién
de conservacion del mismo tipo que la de conservacitn de masa. La ceuracion de
conservacién puede escribirse en la forma

v %?- + V() = 0 6.1)
donde u(r.r} es el campo de velocidad. Las ecuaciones de continuidad y momento pueden
ser csuﬁws como

r?pf

—5-;— + V- (p!u) =) N 6.2)
a2
Py [a_': +(u-V)u] =V-P, 6.3)

donde p es la densidad del Muido supuesta constante (suponiendo partfculas

neutralmente suspendidas, esto es, con fuerza de Nlotacién cero debido a que la densidad de
‘las particulas y la del fluido suspensor ¢s a misma) y E es ¢l tensor de esfuerzos dado por

Ia ceunein constitutiva
P=-1p + p(o(r.o)[Ve + (Vuy't] (6.4)

donde p es la presicn hidrostitica, I es la diddica unidad y ¢ (@) es una funcién conocida

de Ia concentrs

iGn. Estas constituyen un conpjunto de 5 ecuaciones para las 5 variables u,
p y ®. Estas ccuaciones deben ser resucltas bajo las condiciones iniciates y de frontera

pertinentes. Esto constitluye un problema dtico bien p) lo,

Estwnos interesados en las soluciones estacionarias del conjunto anterior de
" ecuaciones. En la sipuiente seccidn, simplificaremos las ccuaciones pana ¢l régimen
estacionario.
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EL CASO ESTACIONARIO.

Supongumos gue tenemos una suspeasion de particulas esféricas neutralmente
suspendidas y que la suspeasién se encueatra en un tebo circular bajo un flujo originado
por un gradiente de presion constante. Bajo la hip6tesis de homogeneidad, se esperarfa
obtener un perfil parabélico definido por la viscosidad efectiva de la suspensidn.
Supongamaos que por alguna razdn, digamos interaccidn hidrodindmica entre las particulas
y con la pared del tubo, las particulas empezaran a cambiar de lfnea de corriente en una
especie de migracién, hasta lograr un cstado de equilibrio donde la concentraci6n de
partfculas ya no ¢s homogénea. El perfil de velocidades ha dejado de ser parabdlico y el
gasto total ha cambiado. Una pregunta interesante serfa investigar la razén por la cual esa
migracidn ocurrié ¥ cudl es la situacian de equilibrio. Nuestro esquema no permite
contestar esta pregunta ya que considera sdlo casos estacionarios, sin embargo, pademos
plantear cl problema al revds. Observamos un perfil de velocidades no parabélico con un
gasta total diferente al esperado utilizando la viscosidud efectiva, Con base.en esta
informacidn y suponiendo que el sistema puede ser unalizado con puestro esquema,
podriamos encontrar la configuracion de equilibrio, esto es, la concenteracién de particulas
como funcidn de la posicién. A tuturo, nos gustarfa poder contestar la pregunta original y

! de esta migracidn y a gué obedece la situacidn de equilibrio.
Para lograrlo, serfa necesario introdueic interaceiones hidrodindmicas que permitieran alas
particulas cambiar de una lfnea de corricnte a otra y analizar ¢l problema dindmico. Esto
estd fuera del aleance de este trabajo pero constituye ¢l siguiente paso de investigacifn,

cudl esel n

En el régimen estacionario 1 concentracidn de particulas permanece constante
en ¢l tiempo aun cuando es funcién de la posicién. La concentracién final del estado
estacionario puz.dz. utilizarse para obtener Ia viscosidad coma funcién de la posu:lén. Las

ol est tas pueden ser obtenidas resolviendo las ecuaciones estacionarias de

conservacion de momento y masa para La concentracién duda. Sin resolver la ecuacién no

estacionaria, no seremos capaces de determinar la concentracién final estacionaria para
cualquier configuracién inicial, pero ul unalizar fus ecuuciones estacionarias para
dependencias arbitrarias de la viscosidad, podremos estudiar todas las posibles soluciones
estacionarias que constituyen un andlisis mis profundo de la reologfa y dindmica de
suspensiones. Al considerar dependencias arbitrarias, no se necesita conacer la relacién
Cuncional entre la viscosidad y la concentracion en lo que se reficre a la solucidén misma.
La dependencia funcional estd restringida a aquellas Funciones que son siempre positivas y
que son consistentes con la hipdtesis de estado estacionario de la concentracion, Estx
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,cnndu.mn |mpl|ca que la concentracitn debe satisfacer ln Lcunuﬁn csucmnnna do..'

consuvacmn' : R R S

B o Vud] = u-Vd =0, ‘ ~(6.5)
ycomoVu = %V@ la viscosidad debe satisfacer
[

u-Yu = 6.6)
0 en otras palubms. Ia viscosidad es constante a lo I.xrgn de las lneas de comriente.

Las ecuaciones de mavimiento para un fluido no homogéneo, como el descrito en
los pdrrafos anteriores, son obtenidas al permitir a la viscosidad depender de 1a posicién en
1a ecuacitin constitutiva. Esta condicidn es satisfecha por una suspensién de partfculas
esféricas neutralmente suspendidas, donde la densidad de las partfenlas y del fluido son
iguales. Coma no se necesitan variables adicionales para deseribir al fluido, tampoco se
necesitan ecuaciones adicionales. La conservacién de masa y momento, junto con la
condicién de estado estacionario, proveen un sistema cerrado de ecuacianes para ¢l sistema

V-ou=0 6.7
V-P=0, (6.8)
donde P esel tensor de esfuerzos dado por la ecuncitn constitutiva
p=-1 Vu +(Vu)t
P Lp+u() u+(Vu)' i, 6.9)

donde H{r) es una funcitn arbitraria pero conocida de 1a posicién. Para establecer el

proble: itico, es io establecer condiciones de frontera para los campos de
presidn y velocidad. En particular, analizaremos casos donde el tluido estd en reposo en
vrinﬁnim y satisface condiciones de adherencia sobre la superficie de parcdes sélidas;
_adicionalmente, [a presitn alcanza un valor finito en infinito.

Para la misma geometrfa de tlujo, se pueden tener distintas soluciones para
distintas funciones de viscosidad. En general, las soluciones para ¢l fuide de viscosidad
¥ y ¢l no homogéneo son ditt aun en el caso de desviaciones pequefias, La

razén matemiitica para esta diferencia radica en que las ecuaciones para ambos casos son
diferentes, Téeminos adicionales en las ecuaciones de movimiento son requeridos para
considerar variuciones espaciales de fa viscosidad. Utilizando la ecuacion constitutiva para

¢! tensor de esluerza, fa ccuaeién de momento puede eseribirse como
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Vp=u(r) Viu+Vu [ Vu + (Vu)t ] . (6.10)
donde tos gradientes de la viscosidad dan origen a nuevos téminos en las ecuaciones de
mavimiento. Es impartante notar que los gradientes de la viscosidad son multiplicados por
gradientes de la velocidad. Si la velocidad es una funcién decreciente de la posicidn, el
laplaciano decrecerd mids rdpido gue el gradiente de la velocidad, lo que implica que aun
cuando los gradientes de viscosidad sean pequedios, ¢l (érmino adicional puede ser
impornante a grandes distancias. Es tambidn importante notar que, aun cuando el orden de
1a ecuucitn diferencial no es afectado, el hecho de depender en las primeras derivadas de la
velocidad puede traer nuevos fenémenos comparzbles con los de un oscilador mecdnico
simple, cuando resistencias y fuerzas externas son aplicadus.  Estas complejidades
matemiticis serdin mids clarus cuande analicemas algunos ejemplos.

Las dependencius funcionales generales de a viscosidad son diffeiles de
manejar debido a la complejidad introducida en Tas ecoaciones.  Sin embargo, las
dependencias especiales durin ciertos comportamientos (dtiles para entender la ffsica detrds
de fluidos no homogeneos, Lus funciones periddicas p\.rmmrﬁn utilizar herramientas
fuertes en ta solucién de lus ecuaciones. Aun cuando lis susy periddicas pucd
ser diffciles de manejar experimentalmente, el andlisis puede ser llevado mds lejos
analfticamente y puede obtenerse un mayor entendimiento. Del resultado de los sistemas
petiddicos, pucden ser obtenidas algunas conclusiones para el caso general. En algunos
casos, las dependencias generales pueden ser analizadas.
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CAPITULO 7.

FLUJOS
« UNI[IDHMEN@H@NALESQ

- FLUJOS UNIDIMENSIONALES.

Este capftulo estd dedicado a analizar flujos simples donde 1a viscosidad es
una funcidn de Ja posicidn, viariando en la direeein perpendicular al flujo, Los problemas
presentados en esta seecion son unidimensionales en ¢l sentido de que sélo hay una
componente del campa de la velocidad que depende de una sola variable. La importancia
de 1t solucidn de estos cjemplos simples rudica en que son soluciones analfticas. La
selucitn de estas ceuaciones involuera ceuaciones diferenciales ordinarias, sujetas a tas
condiciones de frontera pertinentes.
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"FLUJO ENTRE CAPAS PARALELAS.

Como un primer gjemplo de tlujo unidimensional, considercmos el luzjo entre placas
paralelas, Un sistema cartesiano de coordenadas es escogido de tal manera que ¢l eje zes
perpendicular a lus placas y el ¢je x es paralelo al flujo. Las placas estdn separadas una
distancia & y fa placa superior se¢ mueve con velocidad constanwe U sespecio a la placa
inferlor. Adicionalmente, un gradiente de presién constante sactda sobre ¢l fluide en la
direccin x. La geometria del problema estd ilustruda en la figura 7.1

- _A_L, e
L 1
Figura 7.1 Geometrfa del tujo entre placas paralelas,

De acucerdo con ta suposicién de estado estaciorario para la concentracidn de
partfeulas, la viscosidad debe de ser conswnte 4 1o largo de las Hneus de corriente, En este
caso, la viscosidud prede ser una funcidn arhitearia de 2, que es perpendicular a 1a direccidn
de ttujo:

Bo=p(2) = pop,(2) s .0
donde g es una viscosidad caracterfstica y p1,(2) es una funcién arbitraria de z.

Debido a la simetrfa, suponemos gque sélo existe la componente x del campo de
velocidad y sélo depende de z:

u= e, (z); ) S (2)

que satisface [ ecvacion de movimiento: B
4 (u(,u ,_(z)ﬂi) =42 JAP e . 23
dz dz dx L .

y {n condicién de frontera:
: lz=0)=0,. R
ugz=hy=U. ) (T4
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E La ecuacidn de continuidad es idénti ¢ satisfecha. La solucié de la
ecuacién de mavimiento se obtiene ficilmente integrando directamente
A .
z ——p-z' + G |
u(2) = J -L——, dz + Cy . (7.5)
0 HomA)
donde Cy y Cj son constantes de integracién que serdn determinadus por las condiciones
de frontera. Aplicando las condiciones de frontera, obtenemos :

u(z=0) =0 = G =0 . (1.6).

cufz=h)=U = Gy

‘lf 2t
z e 1,(2) - H .
";(Z)=é'£_[ z:lz' "-nn Zz J‘ dz.
L'|y Hon@® A TR
a k@
I oz
(z :
+ .I""u—‘z) R (7.8)

i}

L ¢
donde se aprecia con claridad gue el efecto de una viscosidad no constante modifica el
campo de velocidad.  Puede observarse que tanto el flujo producido pbr ¢l pradiente
externo de presion como el producida por el deslizamiento de la placa supermr son
atectados por la viscosidad no constante.

El lfimite cuando la viscosidad se hace constante cs regular y la solucién
homogénea es recuperada. El anilisis perturbative puede ser aplicado suponicndo que la
viscosidad ¢s de It forma -

! 1 ’
—_—— =l + & f(z
Hupt2) lln( €/ @

(1D
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donde € << 1 e¢s el purimetro de pcnurh.nuﬁn y. f(z) es du (\l’dl-n tno. Su sustitucidn en
I expresidn para ¢l campo de w.lwd.xd«.s cnnduce a :

Z"
£
e 1

Ap s CU Ap T SR o ;
R - gt LR L, ,
» R T AT T A T =) e A L
dande powhe T . ‘
e g . - h : C s -
v %j 2+ e f)d gy AP g
. . , 0 2L ‘
Co = lim G = lim i = R (AT _
£-0 £ I (l + e _f(z)) oz .#_o.h H

"La fuerza sohre la placa superior, por unidad de longitud, por unidad de ancho,
aria para el movimi estacionario es:

L L
d ity 1 A
Fre =—"_J’g-ndx = —;:I;l(,u(z)%'f—l de= 1 ( L, C“)dx=
‘ [ 0 “lian

i
:‘:

2z

Ap .
U - — dz
L L Ly (z')
Ap 1 P 1 H
[ = —_ = —=h —_ =
Zh +L(j)Cer *z i
— —
Hog M=)
? zdz
2) .
=, snly, ok @.12)
j l—llz' L _____dz' e
o B o)
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Sustituyenda 1z ecuacion (7.9) es ticil obtener el siguiente fmite para el caso newtoniano: -
Hol/ . Aph
2

F-e;, - F 7 ® medida que £ = O, . (7.13)
s .

A continwacidn i )5 un ejempla cspeeilico y sepacaremos kas dos
contribuciones. El Ruje producido por el desplazamiento a velocidad de 1a placa
superior que da Jugar a un perfil de velocidad lineal y el flvjo producido por un gradiente de
presidn constante.  Como gjemplo, supond que la viscosidad varfa tincalmente con
ta abtors z de fa forma:

#(z) = panuLk2)=po (1 +az). (7.14)
Dicha viscosidad se obtendrfa pam un gradi de cancentracion que padiera ser
originado por algdn tipo de sedimentacién, Hasta cierto puato, pudiera representar el agua
de may debido a fa concentracién de sales marinas. Bl pariimetro a define una longitud
caracterfstica para cambios en los valores de Ta viscosidad. La diferencia en la viscosidad
entre fas placas infenor y superiores de A = ig ah. Para asegurar que a viscosidad es
siempre positiva, debemos de pedir que:

V4>l parall< z2< h = u>—7]t-. (1.15)

ELACA SUPERIOR MOVIENDOSE CON VELOCIDAD CONSTANTE.
El perill de velocidudes se convierte en;

z

3
1
PO S GO U—tnl+a) ogteaz) e
: if L Linrany — Ww(+ah)
o ) “

Aplicando I regla de L'Hbpial, cuando « tiende a cero, se.recupera
ficilmente el perfil fineal de velocidad.  La siguiente grifica muustra esquemdticaments el
efecto de la viscosidad no constante.
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,.PERFlL DE VELOCIDADES PARA DISTINTOS
o VALORES DE a.

. —*—a=09
2 06
N 0.5 —8—a=-0.9
% 0.4 "
0.3 ————3=0
0.2

—
1

Figura 7.2. En esta gréfica se aprecia c6mo el perfil de velocidades deja de

ser lineat do la viscosidad deja de ser Sin embargo, las condiciones de
frontera siguen siendo vilidas y el fluido se adhiere a ambas placas.

Consid ahora el siguiente ¢jemplo. Un fluido estratificado compuesto

por dos fluidos, de viscosidades pt | y pa, se coloca entre placas paralelas. Cada fluido
ocupa la mitad det espacio como se observa en la signiente figura.

v
ot

e e A A N S A AN

La placa supetior se desplaza con velocidad U constante respecto de la

inferior. La solucién de las ecuaciones indica pesfiles lineales para ambos fluidos. Al
aplicar las condici de fi de adh

ia del (luido a las placas y ¢l hechio de que en
la superficic de scparacion los csfuerzos son continuos de tal manera que la superficie
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per plana, ohl s I velocidad de a superficie que separa ambaos ﬂmdos El o
balance entre dichus fuerzas detine lu velocidad u de 1a superfice: v
#.._..—-#U_-“. 1‘(717)'
w2 T 2 g

donde 1 es Ia velocidad de la superficie y A es la distancia de separacién entre las p]ncns. K
De aquf, Iz velocidad de Ia superticie puede ser despejada
u=U K2 \
Myt
que puede ser escrita utilizando la diferencia A = pg — ;11 entre nmhns vnscosxdades

(7 18) B

como P .
1 ul 1 vl e Y
=U|——— = —l=Z ]+ 2 L 7.1
UTE T T 2(*2;:2 ) 12
M2 21ty . ‘

Si la viscosidad fuera la misma en ambos tluidos, obtendriamos ¢l resultado para un fluido -
homogéneo donde la velocidad en el centra es
. U .
==, 7.20,
v 3 . (7.20)
. §i anatizamos ¢l resultado del cjemplo anterior (7.14), observamos que la

velocidad en el punto medio entre las plucas estd dada por la formula
Utn(+ahf2) _, 0z = Y2 (az)® +

{z=h/2) =
unlz =h/2) In(1+ah) ak = Y2 (ah)? +...
ah
JRE
U 4 U( ah )
He— —— = — | —— . 2
20 = 2 () +... 2 4 @2h

Pyara hacer una analogfa entre ambos ejemplos, dividamos el fluido con viscosidud dada por
la ecuacion (7.12) en dos partes, a semejanza con el fluido estrutificado. Tomemos como
viscosidad promedio la que se encucntra a la mitad en cada parte del fluio, esto es,

uf =pz=h14) = po(l+anl 4), (7.22)
Yy
1S =p(z=3h14) = po(l+3ah/ 4), : (7.23)
de dande la diferencia de viscosidades es . )
Apt = py - uf = un'—'zl-'-- 724
Pnr tanto, '
U ah ah 2
(& ()_ - N - Lt
At e _oh M), 2s)

20§ 2+ mh/a) 1+3ah1a 4 16
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A primer orden en ah, ln velocidad en el punto medio (7.19) puede entonces
escribirse como: U . :
: U Aut
e (2=h2) = —l+=—+.. |, 7.26
X3 /. 2 ( 255 ) (7.26)
esto es, a primer orden cn ah, este resultado es idéntico al resultado para el fluido
estratificado (7.17) compuesto por dos fluidos. Este proceso puede repetirse incluyendo
un fluido estratificado de cuatro componentes y dividiendo en igual mimero de partes al
Nuido con viscosidad no homogdnea (7.12). En el Ifmite de un ndmero infinito de
subdivisiones, ambos tluidos serdn idénticos al igual que sus campaos de velocidad.

Finalmente, caleulemos el gasto por unidad de tongitud en li direecidn y. El gasto estd dado
por la expresion:

h
0= fuz =u(
1]

14 ah h Uh
- . 2
Il ln(l+rlly)) @2

=0 2

Para obtener el Hmiwe crundo ¢ tiende a cero es necesacio aplicar Ja regla de L'HOpital,

GRADIENTE DE PRESION CONSTANTE.

El pertil de velocidades ariginado por un gradiente externo de presidn es
cuadritico. Utilizando la misma funcién lineal de viscosidad y considerando sélo el flujo
por gradiente de presian, ¢l campo de velocidades es:

/]

Z'dz
w(o) =22 [ 24 o #:(2) I L
(2) ==% -
* L h I'()ﬂ:(i') A 1 e 0 ”O#Z(z‘)
=y
o H2D
h 2'dg
: _ap Pozde _ _a l+az o odz _
L 1+az’ [ \+az’ |
Hoyh J ! o0
] o I+az
[ ﬁ _ in(l+ah)
~ABp iz In(+wz) _ «a o iln(l-\\-uz) =
Lugla Linteam @ -
a

_Aplz _ h In(l+az)
Litg [(I a In{l+al) ] ) (7.28)
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PERFIL DE VELOCIDADES PARA DlSTlNTOS
VALORES DE a.

x
H
=
~
N b —. .
":1 ;:,—.—.__.\‘ o, —e—a=0
-\.b:
0 & 4 3
0 oS Ty
z/h

Figura 7.3. La figura mucstra el perfil de velocidades para vanos valores del
pardmetro 2. Es posible apreciar cémo el flujo deja de ser simétrico para valores de
a distintos de cero.
Aplicando la regla de L'Hbpital es posible encontrar el limite cuando a tiende

acero y recuperar la solucién:

im bAp iz _hln(l+ad) 1 _ Ap i [21n(l +ah) —h|n(l+nz)]
a=s0 Luol a In(i+ah) ] Lug a—-OI_ aln(l+ah)
4 2ol +ahy - hin(i +az) | [z =
—— 2inll+ 1in(l +az -
__L_ fim | da | fp im: 1+ah l+az ‘_
to a—0 a4 - to a0
- l da(aln(l-rah)) J l.ln(lw*ahh-“ah i
[i(zh zh) 1 [_=zw® 22 1
Ap | da\l+ah l+az | Ap . | (14+ah)’ (l+az |
“Lug avol d | ™ Tig awol™ 21 e T
Ho a= —(ln(l-&dz)d- ) fto a= L
| 2 Tvan) | T (eahy |
I 2h" 2z°h ]
| 1 | ~ g ey I ” ”
_ Ap la—-u A+ad)’ (l+az) |- be ap [2h-21"1
1o W ah® lug | 2n |
| tim - |
| a0 l+ah  (L+ah): 1 .
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aAp
2Lpgy
La grdfica (7.3) muestra la contribucidn al perfil de velocidades para el caso de
gradiente de presién exteno para diferentes valores de ¢, Finalmente, el gasto @ para este
flujo le::i dado por la expresidn: ’

o op [ _b(ltan ___n _aph®
e= ;u,(z)dz Litgy [Za (I[ a In(l+uh))] a—0 'IZLpo' (7.30

CQM.EABASZIQN__E.NIRE_AMEQS_ELU.IQS

Para el ejemplo analizado (7.14), la fuerza sobre la placa superior se Lonvi\.m, en:

Hz=h). (7.29)

¢ 2d I 2y
. ) L+ az'
F-e;=7,ﬂ’g—+9—’1h—"” = ”"U +9£h ( ) =
P B I [
oHE@) : o) (l+nz) (l+az)
. A 1
In(1 + ah) Ll s (L + ah) -
- ) o
" st - —=—3In(l +ah) Ank
S L Y - RN T (7.31)
ln([+ah) i -l—ln(l+nh) 2L
. u )

donde es posible observar dos efectos introducidos por la viscosidad no homogénea.

Si realizaramos un experimento donde la viscosidad varfa linealmente como en
(7.12) y Ia fuerza motriz fuera el desplazamiento de la placa superior, podriamos obtencr
una viscosidad efectiva dada por ¢l tSrmino:

Haz0 _ ah
B e e ard BB 7.32,
Hes Ha=0 [ln(l + (lh)) @32

Lu viscosidad efectiva se obtiene del cociente de Ta fuerza aplicada sobre 1a pluca superior
para ¢l caso no homogéneo dividida por lu fuerza cn ¢l caso newtoniano. De fa misma
manera, si 1a fuerza motriz fuera ¢l gradiente extemao de presién, la viscosidad cfectiva

serfa:
] 1
= ~—— In(l + ak}
poy=Betog |y g pa 4 (7.33)
Ha=n —lln(l +ah)
[

que cs diferente a la anterjor.
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Figura 7.4. En esta grificase p las v dades cfectivas para [os

casos donde la fuerza motriz es el desplazamiento de la placa superior (lineal)
y un gradiente de presi6n externo (cuadrético). Para el mismo valor de a, esto
es, €l mismo perfil de velocidad, la viscosidad efectiva para el caso lincal se
ve mas afectado que el cuadritico.

Lafigura74 p ta grafi las viscosidades efectivas para ambos flujos
como funcién del parimetro @. Se observa que para un mismo valor del pardmetro a, esto
es, para la misma distribuci6n de 1a concentracién, 1a viscosidad efectiva es diferente. Las
mediciones de viscosidad en un laboratorio recurren a este tipo de flujos donde se miden
pardmetros como la fuerza necesaria para mantener la placa superior en movimiento
constante o la diferencia de presién necesaria para mantener ¢l flujo estacionario, Sila
viscosidad efectiva se define en términos de la viscosidad para ¢l caso del fluido
newtoniano, los valores reportados dependerian del tipo de flujo utilizado para su

dicién. Una cc ién similar se obtiene al analizar el gasto para ambos {lujos.




' CAPITULO S.

FLUJO EN UN
CILINDRO
CIRCUILLAIR,

FLUJO EN UN CILINDRO CIRCULAR. !
Como scgundo ejemplo, consideraremos el flujo en un cilindro circular de
rudio R. La fuerza motriz del Nujo es un gradiente de presién constante actuando en la
direccion z. La geometrfa del problema se muestra en la tigura &.1.
La viscosidad puede tomarse como una funcidn arbizraria de la distancia radial p

#=pulp) = poupp), . (8.1

67



68  Fluidos No Homogéneos

como es requerido por la suposicidn de estado i io y la simetria del problema;
el campo de velocidad se supone de la forma
u = e:u:p) | (82)
u= ep)
2R
‘ z
Ap -
I L !

Figura 8.1, Flujo debido a un gradiente de presién dentro de un cilindro circular de radio R.
La viscosidad cambia en{a direccién radial modificando el perfil de velocidad.

La ecuacidn de continuidad es idénticamente satisfecha y la ecuacién de

momento para ¢f lujo originado por el gradiente de presidn es

dp I @
=1 = T, .
ap pr?p(p m) 3 (8.3)
donde 7, estd dudo por
e = sonl(p) £ 8.4
P2 a llp . X
. que conduce a la ccuacicn
Ap _ 1 d du-
.= p‘lp(Pﬂﬂllp(P) P ] . ®35)
que debe ser lta sujeta a lus condiciones de frontera-
i, = O, en p=R
. es finito para rodos los valores de P (é 6

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden para dw,/d p con solucidn
dadz por
ity Co ( Ap J ~
_—L o -
dp - proig(e) 2L Jpattp (o) @7
pidiendo que Ta velocidad sea finit en todos Lidos (en particular en p =0), 12 constante
de integraciin - Cy debe ser tomada como cero. Una segunda integracidn da ¢l campo

de velocidud
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Figura 8.2, La gréifica muestra a funci6n de viscosidad para valores
positivos y negativos del pardmetro @. Ambos son perfiles parabdlicos.

Las condiciones de frontera sobre la superficie del cilindro fijan el va|5r de Cl' '
C - ( Ap )} pdp'
! 2Lpg/ §atp(pY ) (2.9) .

que conduce a la solucién

R »
ﬁ’_) Ldp’ (_AI:) o'dp'
ue(p) (2L;io -(‘;y,,(p') \"2r -!;;l,,(p')

ap \R prap

- (ETl!—o){u,,(p') : @10

El lmite de viscosidad constante es regular y ¢l campo de velocidad se

canvicrte regularmente en la solucién homogénea. Si escribimos la serie perturbativa
para ta viscosidad

tplp) = 1+ 2 filp) + €2 f2 (p) + o @®.11)

donde £ << 1 es el pardmetro de perturbacidn, su sustitucién en la solucién conduce a
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Ap:
B 2‘(‘/‘0

- (4‘22())(1‘?2 _pz) - : o . : ®12)

Como gjemplo, analizamos el siguiente caso donde la viscosidad no es
constante:

2
Hip) = p(,[l + u[l - f,-:i]] , (8.13)

que se muestra esquemdticamente en Iu figura 8.2, El (Tujo de una suspensién de
particulas neutralmente suspendidas en un tubo circutar podria conducir a fenémenos de
migracién obteniéndose una concentracidn no homogénea. Cerea de las paredes es
donde se tienen los mayores gradientes de velocidad y en consceeucencia donde existe la
mayor disipacién de energfa mecdnica. Debido a la simetrfa, suponemas que una
distribucidn parahdlica podefa indicar algunos de los efectos que serfan detectados encl
caso de una distribucidn de partfeulas no homogéneas. Con cste tipo de distribucién
podemaos diferenciar los valoses de la viscosidad entre ¢l centro del tubo y cerca de las
paredes. El valor de o indica ¢l incremento porcentual de la viscosidad en el centro del
tubo. Potencias mayores para Iz concentracién podrian conducir a distribuciones donde
I3 concentracidn es priicticamente homogénea en el interior excepto cerea de las paredes
del tubo,

Sustituyendo en ki solucién para la velocidad, obtenemos la expresién:

e (S ()i e
N 2Luo o Hplp") 2Ly p|:1+ (‘ pz]]
a —-——
r

R
2
- (A )R _e2)| o[ ARt _e2 .
= (2’4‘“]( 2”)ln|:1+ (l[l 72 = Zalpg In|l1+ all 2 R.14)
p

La figura B.3 mucstra los perfiles de velocidad para las Funciones de
- viscosidad moswadas en la figura 8.2, Lu fuerza por unidad de tongitud actuando
sobre L supkerficie del cilindro estd dada por 1z expresin

Yoo -



Captada & 7t
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que es independiente de la viscosidad, como se especificé al inicio del problema. .

PERFIL. Df VELbC(DADES PARA
DISTINTOS VALORES DE a.
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Figura 83. Los perfiles de velocidad mantienen su simetria pero dejan de ser
. perfiles parabélicos.

Si consideramos el flujo total, obtenemos los siguientes resultados:

0~ f3" [Rutprpdpdo - ( 4A:!flzo) Pl '"{‘ * a(‘ h g]]pdpda B

2xapR?y & 1 2]
-(-f;l—i:o—)fo In[l+a(l—i—._,—)]pdp-
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2zApR°Y R A 2y, o
-( 4“[‘"0) pl in (l+a y')ya‘y .

_(gf_A_p_R_)R-t }a

dalpg) a2 (l+a y’)ln(l-o-a y)

(2nApR)5_l

ryr e Rt ol (Ha)ln(li-al}- N

-

- ( MAPR-) £ uvammtsa-ap= -

4 al.pup I
zApR* 2 e ) ] i
(-———-8 L“o] 02{ +alini+va) -a}f . . L 3(8,.1.6:).

La grifica 8.4 muestra el gasto  como funcién del pardmetro a.

GASTO Q COMO FUNCION DE a.

1.2

- IIu- '
] L)
208 ...I-IDIIIII..-
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0.4 ’
§
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[¢] 0.! 02 0.3 0.4 0.5 06 0.7 08 09 i
a

Figura B4. El gasto @ como {uncién del parimetro @. Conforme a crece, la
vi idad pr di ta y el flujo disminuye. Como el flujo O es
inversamente proporcional a la viscosidad, la grdfica anterior puede
interpretarse tambi€n como ta gréfica de uno entre 1a viscosidad efectiva.

La disipacién de energfa dnica P cstd dada por fn expresidm:

S - duY (¢
@ =x:§ yﬂ,u(p)(ap) (L) T @17
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 Esta expresidn dehe ser integrada sobre la seccién recta para obtener la disipacién

-de encrgfa mecdnica por unidad de volumen.  Puede inferirse que dependiendo de la

" funci6n de viscosidad, la disipacitn de energfa mecdnica puede variar. Introduciendo una

ecuacién que relacione a la viscosidad con la concentracidn y utilizando tenicas de cdlculo

variacional es posible, en principio. encontrar la concentracién que minimice la disipacién
de energla mecdnica.

PROBLEMAS DE FUENTE Y SUMIDERO.

Otro ejemplo de problemas unidimensionales es el de fuente y sumidero para
fuidos no acotados. Una fuente simple ¢s un punto por donde sale y fluye un fluido
uniformemente en todas direcciones (ver figra 8.5). El flujo total, sobre cualquier
superficie cemada conteniendo a la tuente, se denomina como la fuerza Q de la fuente.
Las fuentes de fuerza @ negativa se denominan sumideros.  El campo de velocidad estt

determinado por la coadicidn ci dtica de presibilidad y 1a simetrfa radial. La
viscosidad puede ser tomada como una tuncidn arbitraria de la distancia eadial a la
fuente.

El campo de presion estf determinado por la ecuacidn de momento y serd
tfuncidn de la dependencia funcional de la viscosidad. La viscosidad sc supone de la
forma - ’

Ho= popdr) . @817
La componente radial de lu ecuacion de momento en coordenadas esféricas estd
dada por

d 2 du, du,
% = Hoi(r) [Vllfr - r—‘;’{[ +ﬂo%3;‘:

1 9 20u 2u, I, du,
= ! = rf—==1 - + B 8.18
Hup r(")[? ar(f P | TRy S, 8.18)
la sustitucidn del campo de velocidad conduce a una ecuacién diferencial de primer
orden para el campo de presicn

ﬂ_, - du, Q| .
dr Ho dr m ’ ®.19)

una integracidn directa da el campe de presion

T du
Pry= po + ugf SEE 2
- r

(TN 8.20
dr 227 “ ( )
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Qe=l

Figura 8.5. Una fuenre es un punto por donde sale y ﬂuye nmfnrmemenle un.
liquido en I(lel\ direcciones. El flujo total a través de cualquier superficie cerrada
quie contenga « la fuente es Hamada la fuerza Q de la fuente, Fuentes de furrm
negatriva son Hameadas sumideros..

Debido a la simplicidad de lu ecuacidn es posible considerar las ecuaciones
completas estacionarias de Navier-Stokes

pru-Vu = = Vp + ign, V2 u + V;l,-[Vu + (Vu)*] ; @8.21)

1a sustitucidn de la velocidad radial conduce a fa ecuacidn

tlll,. _dp _ dp, Q- . .
Pr ‘r T odr Ho dr 27 #22)
explicitamente
2
dap Q _ a9
1lr =P R r o dr 2z’ (8.23)

que puede ser directamente integrada para dar ¢l campo de presidn

dur o . T .
I+ B 8.24
2w P_rf gars @29

Pr) = po + o f

y efectuando L integral, el campo d; presidn se convierte en

) = IA% Q . ) .
P = pe = g ;(.J' Pk I (8.25)

Como cjemplo, pademaos supaner gue 1a vnwslddd es una funcién de la forma:

n llnil,(:)—p.,(ubln( 2')) . (8.26)
[+r
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Se ha adimensionalizado Ia variable r de tal manera que | + &7 no tiene dimensiones. La
siguiente figura muestra la funcién de viscosidad para varios valores del pardmetso b, El
caso homgéneo se obtiene cuando b=0.

FUNCION DE VISCOSIDAD PARA
DISTINTOS VALORES DEL PARAMETRO b,

scoooBbboaa:

e —+- P +
0 i 2 3
r
* newtonfeno @ p=0.5 - s p~-0.5 ] R

. Figura 8.6. La figura muestra la funcién de viscosidad para varios valares
det parzime!ro b. Los casos no homogéncos tienden asintéticamente a valores

por encima y abajo del valor constante.
* El campo de presidn para esta funcidn de viscosidad se convierte en:

Q‘.' md(l-ﬁbln(lliz’:')) 0 .

- e
i) = po 3224 M HOI dr 2net?
2
(TR !lan '
- - +
p? 32xct f (l+3r+»2r'-) -3

sy e . st 7, o _3___l_ +; sy
2 ) r

= +
. P = 32x0° 2x 1+3r422
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2

Sk " ,
s @ b0 (-7 27 3.1
'px"’32nl'_,4 " 2m {2 In(l+3r+2r2 +r >3 +
' _9l (l+2r\]
2 lln 2(l+r))J @27

El campo de presién puede apreciarse en la siguiente figura, Se puede observar
" -que inicinlmente el campo se ve modificado pero eventualmente converge al mismo valor
que en ¢l caso homogénco. Esto se debe a que el término adicional en la ecuacién depende
de las derivadas de la funcidn de viscosidad: esto es, no depende de los valores intrinsecos
de la viscosidad y como en ambos casos no homogéncos tienden a valores constantes (atin
cuando son diferentes), el campo de presién converge al mismo valor.

CAMPO DE PRESION PARA DISTINTOS
VALORES DE b.

.3_’_

et —
o s

‘:P(r‘i e

-34
r
———"~— newtonizno - —O——b=0.| *——b=-0.1 ]

8 Figura 8.7, El campo de presién se ve niodificado por cambios cn ef gradiente d
viscosidad pero finalmente convergen hacia el caso homogéneo.

cla
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CAPITULO 9.

ROTACION DE
UNA ESFERA.

ROTACION DE UNA ESFERA.

El dltimo ejemplo analizado en esta seccidén no es un Oujo unidimensional
pere su solucién involucra ecuaciones diferenciales ordinarias, La descripeién del
problema es como sigue: una estera de ridio @ estd rotando con velocidad angular Q
constante inmersa en un Tuido infinite. La viscosidad del fluido es una funcidn arbitcasia de
la distancia radial medida desde ¢} centro de la esfera. Un sistema de coordenadas esféricas

"es colocado de tal manera que su origen coincide con el centro de la esfera. El efe z es
tomado parulelo 2 la velocidad angular de la esfera. La g fa puede ser vi en
la figura 9.1

- En este sistema de coordenadas, la viscosidad es una funcidn arbitraria de la forma

ey

no= pgper) .1

conduciendo a la conrespondiente ccuacién de movimiento
Veaus=0, 9.2)
V= poudr)VE u + aoVin,(r) - [V + (V0] ©.3)

que estin sujetas a las siguientes condiciones de frontera
u= {xr= Qe,xr = ey Qrsing@  ar r=ga

juf > 0 as r — oo

©4

P = Pm oas r-—> oo
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'elez

Velocidad

) angular
consrante

esfern

Eje de simetria

Figura 9.1. Esfera rotando con velocidad angular constante a lo largo del eje de
. simetrfa, El eje z de un sistema de coordenadas esférices se coloca alo largo del
eje de simetrfa.

Debido a la simetrfa del tlujo, supanemos que sGlo la componente ¢ del
campo de velocidad es diferente de cero

u = eglig (r.6) ; 9.5)
“ 1a ecuacién de continuidad es idénticamente satisfecha y la ecuacién de momento se
convicre en

2 Yy
Vp = eguopr)| Vouy - —5—5—

r2sin? @

] au, u, cotf u
e 2 o, fereg + cou 52 - 2] = fepma + cone 222}

r

2 g du, r?u,, ug
= egltoit rNVuy, — 55— + l,——-c. -—
¢ o )[ ¢ ZinZe He {2 Byl (9.6)
que conduce a la conclusidn de que la presicn es constante en todo el fluido. La
componente @ de la velocidud se pucde reescribir como '




" ecuacidn se conviere en

_ESTA TESIS WO BEBE
SALR BE LA ISCOTECA
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L9 (28us) ;. 3 dug) e
p'(‘r‘)[:iar[r ar rismis a8 sing 38 Fisin’e *
- -+.‘—‘-‘-‘L-'251-51 =0 O
S Thdr | ar ri ’
Huviendo 1a sustitucicn
‘ ‘ ug(r.8) = U(r)sing . ©.8)

sugundd por las Lnndluonw. de frontera que debe satisfacer el campo de velocidad, fa i
i

sind :1( 2dU U 9. ,dsing v :
3 + —— 8 - 1+ i
Hilr )[ = drk {h‘) r?sin@ 39(sm uo ) P sina}
e smediz[au U] ?
’ dr | dr r {
sin @ d{z:lU U 2 22 u :
=, + g - Bl - N
) '“'(r)[ 2 dr\ {ll'J r2sing (cns sin ) resin@ * !
{
+ sme‘l‘u’ LA
' dr | dr  *
sing d { 24U U [ au2 dupfdu v
= gl )[ 2 ‘lr( :lr] o 2sin 8) +sin§=-E e
sing df 2dU)  2Using adipidd UYL
#d )[ d r( dr) _—T] +sing dr { dr r =0. 99
) Dividicndo por send, at 1 la ecuacion diferencial para UGr)
1 d{ 2dU 22U dy ld U
LAk e _Zi=o. .10
Al )[ dr[ dr] -:T] * dr {dr - ©-10)
Huciendo'la sustitueitn
U(s) = rW(r) )

obtenemas una cenzcién diferencial de primer orden para lu derivada A W/dy



dw
+ §—

.4111', ]+ dr dr
’ 2w aw dyi, Sy IR PR
= =0, A
#r(r)r———f + {,r( ot Aulr) ) »( SRR . 1})

Dlvxdlendo pnr HoM ,(r)r se convierte en

or? dr

2
2w, :lW(__dy, +i) -0
r r .

, dr (9.13)
.. Una primera integral da como eesultado
dW 1 ottan, 4
— = === +—Ur =
dr ()"XP[ I(}l,. dr s "
4
C})pxp[—ln [l r ]" . 9.14
’ ) ur" . ¢ )
uni segund integral da como resultado
wi=c. - [Qdf ©.15)
o
Con esta solucicn, el campo de velocidad se convierie en
ug(r8) = rsin@ W(r) = Corsin@ - r\m6 jcﬂdr . (9.16)
r
donde las dos constantes de integracion son evaluadas lo las condiciones de frontera :

- 0 as r-00 = C,=10




‘U =g QrSing i ap s F=a =3

k‘)‘c:‘uzrllﬂi‘mplica * : Ry
La sustitucién de I.x constante de integracién conducc a la solucidn para el campo
de,vt.loudud en términos de It dependencia arbx!rnna dg, la viscosidad

o
uy(r. @) = ——;———E—— . 9.19)
j- dr'
4
. wHr?
Et campo de velocidades se recupera al hacer un andlisis perturbativo. Suponiendo

que la viscosidad es de la forma:
. 1

1 1 .
—_ = = (14 f(P) +...) . 9.20
o pondr) Ilo( i ) ©20

El cumpo de velocidades se convierte en:

T dr ! dr
Qrsing u Qrsin@ | —(l+e flry +...)—5
‘[#rr“ ! #a( o

’ u¢(r.9) = = = r— o =
dr' dr
— {1
,J:llr"“ {# (et +.) =5
rlr f(r) (Ir
Qrsmo[j — =7 I r'4 ]
a ]:__l__ J'f(r) {Ir -
; HO e r

Qruna[ +& I f(r) L ]
n r

i

f(r) dr
—_— | ==
3 ’r 0 r
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Qrsmo[ 1 ] .
_ ard

Qrsm 8[ ejfu(r) -1—1;5- '
[ B

+

1 f(r) drio f(r) dey
st fan Ll
_T__( e
+63(139rsinﬂ[- f_-fﬁl LI%. ] [ 1] f(r) -t—l-} ]+ .=
: r Ha ) .
Qa*sing
-5 = H 9.21)

por 1o que tiende homogéneamente al resultado Newtoniana.
. . Como ejemplo analizamos ¢l caso en el que la funcidn de viscosidad es dela

3
o= ;q,/.:,.(r):yo[l - h:%—) (9.22)

7 La funcién de viscosidad pucde observarse en la grdfica 9.2 para varios

valores del pardmetro b, El pacdmetro b representa la diferencia de viscosidad entre el

c;rigcn ¢ infinito, La concentracidn decac inversamente proporcional al volumen. La

sedimentacidn bajo un campo ceatrifugodS produce perfiles de concentracidn que decacn
- con la distancia. La funcién de viscosidad (9.22) conduce al campo de velocidad:

Qrsing [—4dC
r (l - l:{—lj)r"‘
e

ug(r.9) =

dr' .

J—
a [1 - 11:"—_3‘)1"4
1 o B
Qrsinf ) — Inj b = bh—s
: rsin [ (31)03) n( ’I"]]]r
-1 o« "~
—f et 1 - h—
[ [3bna] [ r'a)]”
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0.2 + N
0 At |
1 15 2 25 3 35 4 45 5 55
o |

- b=0 —0—p=0.5 e—— p=-0.5

Figura 9.2. Gréficas de la funcién de viscosidad para diferentes valores
del pardmetro &.

La grifica 9.3 muestra la dependencia en r del campo de velocidad para los
mismos valores de 7 mostrados cn la gréfica anterior.
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DEPENDENCIA EN 7 DE ¢ PARA DISTINTOS VALORES DE®.

Qsend

PERFIL DE YELOCIDAD

.

b=0 ~—O——p=J

Figura 9.3. La grifica muestra la dependencia en r del campo de velocidad
para distintos valores de b. Cuando & es negativa, la viscosidad es mayor y el campo de
, velocidad decae mds lentamente. Cuando la viscosidad aumenta, el fluido tiende a rotar
i cada vez mds como "un sélido” y por ello la velocidad decae mads lentamente. Cuando b
: cs positiva tenemos la situacion inversa.La condicién de adherencia hace que los tres
petfiles coincidan sobre la superficic de [a esfera.

El campo de velocidad (9.23) se ve modificado con respecto a la solucién
homogénea. Los valores sobre la superficic de la esfera y en infinito no cambian debido a
las condiciones de frontera establecidas. Un sistema que puede preseatar este tipo de
viscosidad puede ser una suspensién de particulas con una densidad un poco mayor que la
del fluido solvente. La diferencin debe de ser pequeiia como para suponer que se tiene un
estado estacionario. :
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La torea sequerida paea mantener 1a rotacidn estacionaria puede ser obtenida
evaluando primero ¢l tensor de esfuerzos:
R A ‘u"yr(r)[Vn + (Vu)’]‘:
’ . . P, u, ) . cotBu,
= ~Ip + /“ﬂ/‘r(")[(cre¢v + eoer)(ﬁ - -;") - (eacp +°¢°o)[~‘;—9')] =
N adW
= ~Ip + pau,lr) (e,e¢ + e¢e,)rsm6-a—r- ~ {€gep + e,,eg)cosaw (924

Ia torea estd dada por Ja expresidn

Ifrx(P n " smO, d&:l¢ =
ll (4]

mx dW?Y 2 i
= [y ffrx(:‘,y,(r si )r sin €@ d8dyp = i
nao - B tr r=a :
Ztnr : a !
= /_1,, I I(e‘,:‘smﬂ + czn.osﬂ)x(e¢u,(r)-—')r sin2@ d6dg =
on. r=a
R e 2
jf"\'#ﬂ Jf(e-cme - epwse)p,(r)——r s5in28 dgdg = .
] r=q L1
Come !
= eto | [ nla) S=atsin’e|  dode . 9.25)
b o rau ) i
Usando |.| identidad s
" .
| cosBsin?8d8 =0 | 9.26)

. 0
Ia torea se conviertea en @

o Co sin’8 dBdp =

Sy

2
T=ells
o

: T
= e, 2myg C"f sin’@ do =
¢
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8r .
. R ;T3 Mol i
= ep—puglp = & 3 ..(9.27)
3 J' dr
) n”"".4

donde el efecto de una viscosidad no constante puede ser observado en el denominador de
la expresi6n para la torea. Suponiendo que lu viscasidad es una funcién bien comportada
de la coordenada radial, podemos eleciuar un andlisis perturbativo para recuperar el caso
homogénco. Escribicndo la viscosidad en 1a forma:

1

He
y sustituyéndolit en la expresidn para fa torea se Hlega a la siguiente expansidn perturhativa
en Wrminos del parimetro pequeiioe:

=1 + ¢f(r) 9.28)

&rn S 7
. TR MR = HoR
T = g, = = -8 =

Todr . T “
; ITJ (l‘,+ £ f(r)dr

I

o SRR
,,llr'- el
Ry B 8&n
o oMo s — Hof2
e S = -g, =
(2L o (L) o £ .
Ir + 1 — + E d
J?&‘_ L d| o o Y [ Ta
o R 4 €
KT
. Tﬂun R 4
= -¢ = =50 -8, 8ra Q2 | (9.29)
. + ej'f(r) dr
aad a i

En ¢l dltimo paso tomamos ¢l limite € — 0 y recuperamos el resultado
"homogdéneo.
Para ¢l ¢jemplo anteriormente analizado, la torca como funcién del pardmetro
& estd dada por la expresicn:
&z 174
22 062 — g $2
3 Ho 3 Ha

T = -& : = -3 =

oo

z = I 5 3
[ —(-——l 5 )ln(l —1;11)
] [| — ,,_‘_"%]’,A 3ba’ s a
e
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. o
&, -%’—'3—"—-"53— ) (9.30)
(Z‘) n(l-5)

Tomando en cuenta que la torca requerida para mantener un movimicnto
estacionario es proporcional a la viscosidad para el caso newtoniano cldsico, podemos
definir una viscosidad efectiva como el cociente entre las torcas para los casos
inhomogénco y homogénco. La siguiente figura ilustra la torca como funcién del
pardmetro b.

TORCA COMO FUNCION DEL
PARAMETRO b.

1.5+

—a—u
S A yea
> i ey
= e fman T SN
- 0.5 ¢4
o} R wu— R ]

0.5 ~0.25 0 0.25 0.5
b .

: ﬁwum 9.4. LaTigura muestra la torca requenda para mantencr ¢l movimiento
i0 en funcién del pardmetro . Cuando 5=0 recupcramos el caso
homogéneo. Cuando bes ncgahvn. la viscosidad es mayor y por tanto la torca
necesaria para mantener ¢l movimiento estacionario es mayor. Cuando b es
positiva sucede cl caso opuesto.

Es posible apreciar como la torca cambia para distintos valores del pardmetro 5.

bt st consid una i6n de

Una concentracién no homogénea pucde
par(fculns cuya densidad es un poco mayor que la del fluido solvente. Necesitamos quela
diferencia en densidades se¢d pequeiia de tal mancra que la hipétesis de estado cstacionario
es aplicable. )
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CAPITULO 10.

ROTACION DE
 CUERPOS CON
SIMETRIA AXIAL.

ROTACION DE CUERPOS CON SIMETRIA AXTAL. :

En esta seccién analizaremos el flujo inducido por la rotacién de cuerpos
axisimdétricas.  El cuerpo axisimétrico, o cucrpo de revolucién, se supone que gira .
alrededor de su eje de simetrdu con velocidad angular constante. Debido ala gcorﬁctrfu del
problemi, un sistema de coordenadas eilindricas es apropiado para escribir las ecuaciones
de movimietito. El gje 2 se toma 4 lo largo del eje de simetef del cuoemo como se observaen
la figaea 10,1,
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Velocided
angular
constante
Cuerpo II(-—j'
revolucidh
arbitrario
Efe de
simetria
Figurd 10.1. Cuerpo de revolucion .lrhnr:mo ando con velocidad |

constante sobre su eje de simetia. El cje 2 de un sistema de coordenadas
cilindricas se toma a lo largo del ¢je de simetrfa.

La naturaleza de la solucién depende de la geometrfa de Ia partfcula. Paraun
_ulmdm circular infinite, esperamos tener un flujo unidimensional donde sélo Ia
componente ¢ del campo de velocidad es diferente de cere y dependiente sélo de la
coordenada radial p. Este resultado se mantendrd vilido para funciones arbitrarias de la
viscosidad. Para el caso de la estera la funcidn dependerd también de la coordenada z como
se vio anteriormente y el hecho de gue la viscosidad no es constante afecta la naturaleza de
la solucidn. Observaremos como distintas lungitudus de onda son introducidas en el
problema por la viscosidad no constante.

En esta seceién derivamos las ceuaciones de movimiento en coordenadas
cilindricas y resolveremaos el problema para un cilindro circular infinito. En la siguiente
seecion obtendremos b solucidn fundumental y analizaremas el caso de particulas finintas.

ECUACIONES DE MOVIMENTO EN COORDENADAS CILINDRICAS.

El sistema de coordenadus cilindricas es tomado de il forma que el eje z
coincide con el eje de simetrit del cuerpo de revolucidn, Debido a la simetrfa del problema,
suponemos gue los campos de velocidud y de presién son funciones de py z




90°. Fitiios No Homogéneos

p=pD) 0.1
u = 85uy(piz) + &u(p.2) + Bpug(p.2) | 10.2)

Consideraremos ¢l ¢aso generul donde la viscosidad puede escribirse como un
producto de una funcitn de p multiplicada por una funcién deé z

Ho= pgpp (P2 €10.3)

donde fg es una viscosidad caracterf{stica y las funciones Hp(P) y H(z) son
adimensionales y de orden uno, Este caso genceral estd restringido a las funciones que
satistucen la condicidn de estado estacionario establecida en secciones anteriores, Esta
condicién requiere que la viscosidad sea constante a lo largo de las Ifneas de corriente. Para
flujos axisiméicos donde sélo la componente ¢ de la velocidad es diferente de cero, las
Ifneas de corriente son cfreulos coneéntiicos alrededor del eje z. La condicitn estacionaria
requiere que la viscosidad no dependa de la variahle ¢ . Esto es ciertamente satisfecho por
la expresi6n general anterior y debe ser satisfecho por relaciones mds generales no
expresables como un producto de funciones. La dependencia general supuesta tiene la
ventaju de ser consistente con ¢l método de separacidn de variables que de atra forma no
serfa aplicable,  Sin embargo, el tipo de 1ujos que puede ser investigado es amplio y
muchas situaciones pueden ser estudiadas.  Casos donde 1a viscosidad es una funcién de z
“solamente, (como en el caso de materiales cn capas) o cuando sélo depende de p son
considerados especiales.  El tensor de deformacion estd dado por '

du du u
Yu + (Vo) = 28,8 Loy (8,64 + 848,) =2 214
(Vu) Cpth ap (cl’c¢ c¢ep) ap P

du,

- . fdu du, R/ . . 5
+ (epe: + czep)[fp +7r7_z + 2€484 712- + (cpc¢ + eﬁep) R +
+ 28,8, du, | (10.4)
" dz ' '
Las ecuaciones de movimiento pueden ser reescritas como
Vp = v.{,, [Vu +‘(vu)+]} = n V2 + Vu - [Vu (V)] osy

Viu=0; T e
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donde Vi estd duda por
e Jug

dug]|  ,9u Fp. . .
—
+ 3,,] 3p dp - (108)

La componente ¢ de lus ecuaciones de movimiento estd desacoplada de las otras
dos. Este conj de iones debe ser Ito bajo condici de frontera de los
campos de velocidad y presicn. EI campo de velocidad satisface 1a condicidn de adherencia
sobre la superficic de la particula y se hace cero en infinito; el campo de presién se

" apraxima a un valor constante en infinito,

= U, sobre la supe:;ﬂc'-ie de la partfcula;
Juf = 0, as ¢ — o9
P> py. asr = oo (10.12)

donde Uj es la velocidud de la partfeuta.

Para ciertas geometrfas de Ia partfcula, podemos suponer que sélo hay una
componente del campo de velocidad, pero en general las tnes componentes se necesitardn
para satisfacer las condiciones de frontera.

ROTAC!ON DE UN CILINDRO CIRCULAR INFINITO EN UN FLUIDO
NO ACOTADO.

El primer ejemplo que analizaremos es el de un cilindro circular infinto. Este
ejemplo es lo suficientemente sencillo para incorporar dependencias arbitrarias de la
viscasidud. Debido a la simetria del problema, no hay longitud caracterdstica en la direecién

T " Ay C .
epl‘ul —;' "' ez#oﬂp 32 - L (10~?)

291 duy (109

az Jz S ¢ ,')'

] R (10.10)
(10.11)
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z diferente a la introducida por la viscosidad. En problemas con geometrfas mds
. cninplicudus, [as longitudes caraclerfsticas aparecerdn ¥ jugardn un papel muy importante
como se observard en fa sipuiente seccién,

Para el caso del cilindro circular infinito (ver figura 10.2) de radio ¢ rotando
con velacidad angular @ constante, pademos suponer que sélo hay una componente no
cero del campo de velocidad

u=eyuy(p.z) (10.13)

que satisface la ecuacidn de momento

u, aulan U, du du
| v, - 22 opicle Moy, ontR _
H(p z)[ ty pz ] + r7p[ 3p ? 9z Oz . (10.14)

y las condiciones de frontera
ty = Qi arp=a, Va .
g = 0 as p - oo, ¥z (10.15)

Ta presién cs constante en tado ef fluido como requieren las iones de movimiento

. La ecuacidn de cominuidad es idénticamente satisfecha dado que se trata de un
problema unidimensional. La solucién de la ecvacion de momento depende de la forma
funcional de la viscosidud. Debido a la simetrfa de ambas condiciones de frontera y la
dependencia funcional de Ia viscosidad, ¢l método de separacién de variables puede ser
utilizado para obtener la solucidn de las ecnaciones de movimiento.  Suponiendo que la
velocidad es de L forma

gy (p.2) = U@VP) | (10.16)

" aobtenemos ¢l conjunto no acoplado de ecuaciones

B3V L dV v 1 flup[dv v] 2
e - = 4 e - — = 2V
dp? T pdp  p? T pueydp ldp  p . aem
2y | du.dU 2, :
« + _______{ll [? = _a’lu ) (in‘lﬁ)

ozt HAz2) dz dz
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z
Velocidad
Q angular.constante
[ R
[
|
|
Cilindro ciretiar I p
infinito
l
i
]
I
\I‘d
|
- 2a o
_ Figura 10.2. Cilindro circular infinito 4o con velacidad 1 enun

fluido inhomogéneo no acotado.  Debido a la simetria de Jas condiciones de frontera, sélo
hay una u:umpom.nu. no cero del campo de velocidad.

dondé a es la constunte de separacidn. Las condlcmm.s de frontera sobre 1a superficie
det c:llndm son independientes de z y debido a esta simetrfa unshuonnl. suponemos que la
solucién no depende de z. La constante de separacién se toma comao cero y entonces la
solucidn para V(p) se ohtiene haciendo la sustitucion

Vip) = p Wip) (10.19)
en las ecuaciones de movimicnto y condiciones de frontera; esto conduce a la siguicnte
ecuicidn y condiciones de trontera para W
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2wy dppYaw S
- + 1=+ L _dip =0, 5.
p* i[p ) dp J dp (2.5.20

W= Q. at.p =a,
pW - () Las'p — o0
(1021
quc es una ecuacién diférencial de pnmz,r nrdcn para la derivada dW/zIp Una primera

mu-.gmclén conduce a la ecuacitn dlft.anClill de primer orden

A d
4w = Coexpl — [ = 3,1 ,u,’, dp'| = C“.‘ d (10.22)
dp P Hp dp Hp P

donde €y esunuconstante de integracion. Una segunda integracién da la solucién

wey =-f S up s g (10.23)
p HpP
1a condicién de frontera en infinito requiere que €} = O y sobre Ia superfice requiere que
Co = - T—l—_"— . (10.24)
I — dp’
u Hp P

El cumpo de velocidad se convierte en

f
ugp) = Qp L—mr— | (10.25)
!

. Es'importante nutar que el campo de velocidad es independiente de 1a eleccién
.de ;lz(z) y consecuentemente independiente de cualquier escala de longitud en Ja direccitin
z: ‘Esta es una conseécuencia de la simplicidad de las condiciones de frontera del problema.
Para condiciones de frontera mis complicadas dependientes de z, el campo de velocidad
dependerd tambidn de z. Si la viscosidad es una funcion de z solamente, el campo de
vclocidud.us no serd afectado y serd ¢l mismo que en ¢l caso homogdaco,
El caso lmite donde la viscosidad se vuelve constante es regular y la solucién
homopgénea es recaperads. Una perturbacion regular pucde ser aplicada como sigues
suponiendo que la visosidad se puede expander como
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_-‘- =1+ ef +‘e?fi_+¢

Hp
_donde £ << 1 ¢s el par.imt:lm de er(urh.lcmn ylas fu

10.26).
- son de_ orden uno.
Esto conduce al lfmits TN,

M¢(p) =

1

T

= np jj ' = ay el (1027
_f L rlp +. e_[ rlp e ‘ :

N p* .

Para gue esta Sﬂlllyl(‘_ﬂ sea vilida, requerimos quu'lgx ip tegral

5 dp " ' (10.28)

converja. Esta icidn es sutisfecha si g, . estd acotada y es de orden uno para tada p.

. Coma gjemplo analizaremos el caso particular donde la viscosidud estd dada por la
expresitin:

2
uip)= Fo[l +b§7) . (10.29)
EI pard o b representa la difi in de viscosidud entre ¢l origen ¢ infinito, La

sedimentacién bajo un campo centrifugods produce perfiles de concentracién que decaen
con la distancia.
Dicha funcién de viscosidad conduce a la expresién para el campo de velocidad:
o

1 '
1 f 2 dp
f p.z de’ P [1+h—_2]p"‘
%@ = a p L2 = Qp— & =
R e s
d Pp o Hp P
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In(l+b—-r) : ‘ E B

e ivey. v 190

FUNCION DE VISCOSIDAD PARA
DISTINTOS VALORES DE b.

e h<0 ~—O0——$=0.5

7]

Figura 10.4. La figura muestra la funcién de viscosidad para varios valores

del parimetro &.

La viscosidad efectiva del fluido serd obtenida en términos de la torca .
necesaria para mantener una rotacién estacionaria del cilindro.  La torca, por unidad de
longitud, es una funcién de la seecién del cilindro considernda. El tensor de esfuerzo estd
dado por la siguiente expresién

L= —Dos +{e,ey + ege,)iy “’(Z)l } (1031)
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donde C es la misma constante que aparece en la exprcsnén dc la vclomdﬂd [Ji (orca por

unidad de longitud se convierte en

T - et - Lff (-);13 . 5@",*,‘-,‘;.
- --’:{_!)'rxgnp'.'@ e,~_,L__£I:( e

L
Eg‘fll,(z‘)dz' . S
- e __!L____ R (10.32)

Iw

)p

| PERFIL DE VELOCIDAD PARA DISTINTOS VALORES DE &.

0l

Wl
e0O0000000
CLNUBNDON®O—

pla

————jb=0 —O—p=l).§ ———~o———b=d5

Figura 10.5. La figura muestra Jos periles de velocidad para las funcicnes de
viscosidad mostradas en la figura 10.4. La condlmén de adherencia sobre la
superficie del cilindro implica que los tres perfiles coinciden con la velocidad del
cilindro en su superficic (p/a = 1). El caso en ct que & es positiva, resulta en una
viscosidad que es mayor cerca de Ia supetficic del cilindro y por tanto 1a velocidad
debe decaer mis | en la medida que * ja m4s a un sélido y debiera
rotar con mayor velocidad®. El caso en el que b es negativa, la velocidad debe
decar més ripidamente como seria de esp en ¢l caso op

La viscosidad efectiva se define en términos del cociente entre la torca del caso no

homogénco y la del caso hon La viscosidad efectiva se convierte en

&
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" 3 3 3 ‘ " : t 4 ~
t + i

-0.5 -0.4 -0.3 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3. 0.4 0.5
. ‘

Figura 10.6, La figura muestra la torca como funcién del pardmetro . Cuando4=0se
recupera el caso homogéneo. Cuando b es positiva, el fluido es m4s viscoso y por tanto
debe de esperarse una torca mayor para mantener el movimiento estacionario. Por el
contrario, cuando & es negativo, la viscosidad es menor al igual que [a torca requerida.

La viscosidad efectiva se ve afectada en dos formas: primero, hay una
contribucién proveniente del hecho de que el flujo es distinto al del caso homogéneo como
se puede observar en el denominador y, segundo, la viscosidad misma cambia sobre la
superficie del cilindro. El caso lfmite cuando la viscosidad se vuclve constante es regular y
se recupera la solucién homogénea para la torca. El limite puede ser evaluado de la misma
forma que para el caso de ia velocidad,

L .

. -2—’23- f uLz"hdz' i

T= 0Ll — e, dmppa S, as g — pg. . (10.34) .

h 1 _ ap .

Hp P

a

Para ¢l ¢jemplo previamente analizado, la torca estd dada por la expresién
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T =€ ) 2"9
foa

Hy P
27 g Q2

._l—.___T_;
(——) In(l +b-“-1)
2a% p= A

e 4n[lﬂﬂa'b

P m(1+8)

En ¢l caso en el que 1a viscosidad es periédica en 2, es posible calcular la torca
Itados son vilidos para

(1035)

requerida integrando sobre un periodo de la viscosidad. Estos
dependencias generales de la viscosidad y no hay necesidad de pedir periodicidad a la
viscosidad.

Como ejemplo de c6mo el campo de velocidad es afectado por una viscosidad
no constante resolverernos un problema particular. Suponemnos que la viscosidad es una
funcién periddica de la forma:

1
1pp)
donde £ no es necesariamente pequeilo pero es menor a 1. Si £ es pequeilo, este término

-1+ scos(zj;;p) : (i0.36)

pucde ser considerado como ¢l primer término en un andlisis de Fourier. La solucién
exacta analitica estd disponible

[ 2xp { TP { [(2xp\ 2T\ 11
| cos —_ 2| x — |
e e o

u‘ -QP{ [cos(in-) sinlzxa) —,I{ {(llr_a):"}\l ! :
1 27 2742 S g

IIEE—E! e () l'°g‘“’*,§,“" Eros ” JH

L |

donde se pucde apreciar que en el limite de viscosidad constante (¢ — 0), ¢! campo de
velocidad se reduce al caso homogéneo
2
ty = a” . (10.37)
P

regularmente conforme ¢ — 0.

i
i
i
1
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cAPITULO 11.

PARTICULA PUNTUAL BN . UN
FLUIDO DE DENSIDAD Y
VISCOSIDAD VARIANTE,

PA_RTECULA PUNTUAL EN UN FLUIDO DE VISCOSIDAD Y
DENSIDAD VARIANTE.

" Un problema interesante es ef del descenso de una partfeula esfidrica “puntual”
dentro de un fluido donde wtnto la viscosidad como la densidad no son constantes.
9upnm,mm que la viscosidad cambia periddicamente en la direccién del movimiento de la
parlu.ula con un perfode L. La densidad ¢s también supuesta pcnédlca con perfodo
dilerente /2

H(z) = p(z + L), vV ze®R | (11.1)
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P =pslz+ . ¥V zeR . (1L2)

La particula desciende debido 2 la accién de Ia gravedad. La fuerza de

gravedad menos ta tuerza de flotacidn ¢s el mecanismo para ¢l movimiento. La fuerza

actuando sobre lu partfcula estd dada por lu ley de Stokes para una partfoula esférica de

tamafo finito, Consid¢ramos el rudio ¢ de Ja esfera como pequeio comparado con los dos
periodosly L

%«1 y % << 13 (11.3)

es en este sentido que se considera “puntual” la particula.

h
I

a

>

g
Partfcula "puntual”;
[ [ -
7 << 1 ¥y A << i

Densidad y viscosidad:

pz)=pz+D. V¥V zeR

 J
n) = u@z+ L), vV zeR
Figura 11.1. Una particulu puntual inmersa en un fluido desciende debido a ln
- accidn de la gravedad. Tanto la densidad del fluido como su viscosidad son
funciones periddicas.
La ecuacicn de movimiento para la esfera ests dada por

6rap()U(z) = myg = %nu’[p - pr(e (1.4
donde pes la densidud de I purtfeuly, pr v.;s lu densidad del fluido, g es ta gravedad y
hemos supuesto que ni li viscosidad ni la densidad cambian sobre la superficie de la
partfeula pequeiia. En este sentido es 'que estamos considerando una partfeula puntual. La
velocidad de descenso de b particula ¢s entonces
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U =i = R () Fa

donde

@) -2 g

Integrando respecto al tiempo oblcnemos

lp - p_,(zlj

fdz' o - BT ST B
U(z) : T
Definiendo la velocidad promedio como el limite:
1 . 1% gz : R
= = |lim= — ' : - (1L8)
o Z—>x Z»{;U(z) o . s
y sustituyendo la expresién de la velocidad ¢ )

m=y (F+
1 ™ u(z) ! sz .
" mlfj(z)dz = ,!lnlml > ‘f F@f

m—-“‘ i=0

fj(z)[hm 2 p(z+11)Jd2. . S (119) :

Para cvaluar la suma infinita, definimos el conjunto = de niimeros :

E={xeloLl / x =2+ il - jL; ij =002, tal quex€lo.Ll} S lo, L].

(11.10)

que es un subconjuto del intervalo [0.L] y representa los puntos muestreados. Si el

cociente es irracional, el conjunto de puntos es infinito y muestrea uniformemente el

intervale. En este caso, la sumatoria se convierte en una integral directamente.. Si el

cociente es racional, el conjunto de puntos es finito y no muestrea uniformemente el
intervaio!¥. 25,

Debido a que Ia funcién estd acotada, podemos asegurar gue el limite

1 m-1 .
lim — > plz+il) , (1.1

m-—=xft iJ0

" existe y estd acotado ya que



min de gt(z) = ;—1 2 iz +l() < max de y(z) .V mentero ; (11.12)
i=0Q ! L

Dependiendo del coctente de los dos perfodos, el lfmllc tendra valores’
diferentes. El cociente puede ser un alimero racional o irracional :

!
t) sl 7 esunndmero racional yZ tiene un niimere finito de.
L

y el conjunto no muestrea uniformemente el mtcrvalo La veloc:d'ld terminal pucde -
escribirse en términos de la integral: -h

i I} ! fr 1”’2" ( _”]d

== < f—§ lim — ulz+ié z,

u IU/(Z) lm—-wm i=0 ]
donde M = nf =ml, conaym enteros.

ii)si’ 7 esun némero irracional y = tiene un nimero infinito de ckementos
y muestrea uniformemente e} intervalo; el limite es entonces (Bohr, H., 1951)

hm E u(z+tl) - -ll:fu(z)dz -, (11.13)

m—sxlm

que da la velocidad promedio :

U - €j‘= K¢ 1.14?
Donde f estd definido:
1 !
7" ilia?
Como iluslmcién.consideﬁmés el ejemplo donde : g
’ . #(z) =)+ Acos(2mz/L) | (1 l.IS) .
1 __9 1+ Beos(2uzll) A ;

3 " o5ete oo s (111ey’
J@  2ag P -=Pso Co
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La expresi6n para la velocidad se convierte en @

m-~s20 i1

¢
—- ;-'!;J(Z)I.hm— 2 [l(z+l”]d'z-’

I+ Bcos(2::zll)
Za‘gl-r P =P
-_9#0‘
2a'gAp

|'. ) . ' mel st W] i
o+ l|m— 2 Acos(Qr(z+i) /L) |dz =
[ i & o [ 7

_"'Mr lim — 2 Acos(2x(z +ily 1 L) r‘l‘z. ) ‘('I>l.1‘7)
n | J

m—am

El término de la derecha es cero si el cociente [/ L es irracional ya que la
sumatoria se convierte cn la integral. Si cl cociente es racional, el término de la derecha
pucde ser diferente de cero: por ejemplo, si /=L, el término de 1a derecha es igual a
Beos¢/ng:

l_ % |, AB

= 11.18
U 2a°gap  24p ( )

Las siguicntes dos ﬁgurus ilustran las grificas para casos donde el
cociente es racional e irracional.

1/L racional

Figura 11.2. La velocidad de [a particula sigue un movimiento periddico cuando
el cocienle de los dos perfodas es racional.
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Cuando el cociente es racional, el movimiento de la particula es periédico. Sin
embargo, las variaciones en la viscosidad y en la densidad interfieren mutuamente, por lo
que la viscosidad y densidad cfectivas son interdependientes.

Cuando el cociente es irracional, el movimiento no es periédico. Sin embargo, las
variaciones de la densidad y la viscosidad no interfieren.

/L es trracional

1
0.8 { ..'!'-. o
0.6 f- L LY

~ -
- et
=2 04
0.2
0= + + €
[¢] 1¢ 20 30
. z

Figura 11.3. La veloctdad de la partfcula sigue un movimiento irregular no
periddico cuando el cociente de los perfodos es irracional.

El ejemplo analizado aquf supone que tanto la viscosidad como la densidad varian
en forma continua y que la ley de Stokes puede ser aplicada en todo momento. Si el
sistema por el que atraviesa la esfera fuera una i6n neutral dida de

partfculas, el tamaifo de la esfera debe ser lo suficientemente grande comparada con el
tamailo de las particulas como para consid a la suspensién como un conti Sila

esfera fuera de un comparable, su tray ia se veria modificada por colisiones con
1as particulas suspendidas y el movimi > de la esfera no scria descrito apropiadamente
por la ecuacidn (11.4). Si la esfera se descendiera en un fluido estratificado, su tamaiio
debe ser. pequeiio comparado con la altura de las capas de los distintos fluidos
componentes. De otra forma, la esfera opbservaria diferentes viscosidades sobre su

superficie y la fuerza ncta tendria que ser . El movimi de la esfera puede
modificar la estructura del sist ya sea la racién y orientacién local de las
particulas cercanas o destruyendo Ia interface entre los distintos fluidos del un sistema
estratificado.
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CAPITULO 12,

DISCUSION.

DISCUSION

El an;ilisis aquf presentado tiene puntas en su construceién gue necesitan ser
discutidos para entender su #lcance y limitaciones. Primenmente, el esquema se desarrolla
bajo la hipdtesis de estado estacionario. Cnns;:cucnlcmcmc{ séla se estudian los casos
donde el Oujo se ha desarrollado completamente, esto e, no es posible predecir si una
cierta distribuciGn de v1st.m|d.xd ‘evolucionard en el ticmpo. No es posible predecir los
procesos de migracion, ]'mr lo que no pademos caleular el campo de velocidades ﬁnal dad.l

cierta condicién inicial. Sin cmbargo, al analizar funciones arbitrarias de la viscosidad y
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abtener los campos de velocidad y presion, fuerzas, toreas y gastos en términos de esta
funcidn arhitartia de 1a viscosidud, podemos revertir el problema, Conociendo el perfil de
velocidad, podemos calcular fa funcidn de viscosidad que condujo a dicho perfil de
velocidud. Si se observan cambios en el Mujo total o gasto, es posible relacionarios con
inhomogencidudes de la viscosidad.  Aun cuando no pedemos describir el proceso que
Hevd a un sistema a su estado no homogéneo estacionario, sf podemos describir dicho

estado en detalle.

La ecuacidn de conseracién de partfculas evé a la conclusién de que la
viscosidad es constante a lo largo de las Iineas de flujo. El andlisis utilizando una
suspensidn de esteras neutralmente suspendidas permitié identificar cambios en la funcién
viscasidad con cambios en [ concentracion de partfculas. Si las partfculas siguen las linecas
de flujo, no habrd cambios en lu concentracidn y consecuentemente no habrd cambios en la
viscosidudt. Tal situacién se presenta cuando no hay fuerza externa alguna que obliguc a las
particulas a cambiar de lnea de flujo y simplemente son "arrastradas” con la misma

velocidud que el fluido. Dicho resultado es consecuencia de ignorar la interaccidn

hidradindmica entre partfeulas o con lus puredes. La introduccién de inter

hidrodinidmicas, especial con las paredes, puede introducir ¢l mecanismo por el cual

las partfculas pueden cambiur de Ifnea de corriente y por tanto estudiar el proceso de
- migracidn desde un punto de vista dindmico. De esta manera, serfa posible predecir si el
flujo de una suspensidn presentard un tendimenoe de migracion y calcular el estado final

estacionario.

El anilisis perturbutivo mostrd que las soluciones no presentan singularidades
para recuperar el caso homgéneo ya que dependen directamente de la viscosidad y si ésta es

una funcién bien portada, la solucién también lo serd. Esto tambida indica gue las
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soluciones son cstables ante cambios pequeios en la vi idad, al menos en la misma

manera que los flujos newtonianos lo sean.

En cada flujo presentado se caleularon el campo de velocidades, las torcas o
fuerzas necesarias para mantener ¢l estado estacionario asf como el gasto en términos de 1a
“funciones arbitrarins de viscosidad. - En algunos casos fuimos wn paso adclante

sustituyendo funciones de viscosidad especiales que rep in alguna si i6n que

pudicra ser abservada. Se compararon los resulados newtonianos cldsicos y los obtenidos
al permitir a a viscosidad ser una tuncidn de la posicién. Se observaron los cambios en
los perfiles de velocidad evidenciando las diferenciss. Fue posible caleular las viscosidades

efectivas para todos estos

casos indicando que los valores medidos de la viscosidad pueden
depender no sélo del sistema en consideracidn sino tambidna de la geometrfa del flujo al que
se someticron. Esto es, el mismo fluido pucde ofrecer dos valores distintos de viscosidad
si se somete a diferentes procesos. Es importante notar gue los cambios en ta viscosidad
pudieran ser pequeiios dependiendo del sistema y de los Tujos bajo consideracién. Para
determinar si el cambio serfa detectable en un laboratorio, necesitan efectuarse cdleulos

especificos.

Por otro lado, para que estos cambios sean detectables, el sistema fluido bajo
consideracién debe de ser 1l que permita cambios en su estructura, como serfa el ¢aso de
una suspensidn de particulas. Otros sistemas, como los fluidos poliméricos sedfan un buen
ejemplo, De hecho, muchos Nluidos poliméricos son sisiemas compuestos ¢n el sentido de
gue conticnen una distribucidn de pesos moleculares abicrta, esto es, las cadenas son de
varios tamafios. En particular, a tabricacion de filamentos, donde el sistema polimérico es
extruido a trvés de pequedios wbus circulares, aprovecha este tipo de fendmenos para
producir estructuras concéntricas, olrecivndo propicdades diferentes en el centro y en la

superlicic del filamento.
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. LAS ECUACIONES
. DE MOVIMIENTO.
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LA HIPOTESIS DEL CONTINUO.

Las ecuaciones de movimiento de la dindmica de fluidos tienen su fundamento en
tos principios bisicos de conseevacidn de masa, momento y energla. En la derivacion de

las correspondi tenemos que hucer una suposicién importante: la hipétesis

del continuo® que permite utilizar ecuaciones diferenciales continuas para describir la
dindmica del fluido. Vamos a discutir ideas atrds de esta hipétesis ya que nos ayudardn a
- derivar las ecuaciones constitutivas a través de este trabajo.

Todos los materiales estdn furmados por Stomos y moléculas que van de unos
cuantos angstroms (ftomo de hidrégeno) a cientos de angstroms (moléculas orgénicas,
polfmeros). Esta es una desripeién atdmica. Los virus de plantas son adn mayores y las
cenizas de tabaco son de unas décimas de micrdn en longitud. La drena se encuentra entre
0.1y 0.01 em. Una grano de arena verd al agua como un continuo en su escala de longitud.
Esta escala serd considerada aquf como microsedpica. La hipdtesis del continuo requicre

" que las dimensiones del tlujo sean mucho mayores que las de sus constituyentes. Esto
asegurard que el fluido puede: ser deserito como continuo independientemente de su
composicicn discreta. Este ex el paso principal que conecta la deseripeidn microsedpica
(considerando pegquefias partfenlas o constituyentes principales) y ta descripei6n
macroscdpica continva,

Esta hipdtesis no establece como se debe estshlecer esta caneccidn o cudles son
los efectos de la peometrfa de las partjeulas microseépicas sobre la descripeién
macrosedpica. Esto es modelado por una ecuacicn constitutiva que debe contener la
informacién microscpica (amaio y lorma de partfcula, su interaccién con el fluide
circunvecing, cle.) generalmente en téeminos de pardmetros macroscdpicos como fa
viscosidad. En resumen, la descripeion macroscdpica debe de incluir la descripeién

microscipica relevante. En el capitulo 3 se analizard esto con mayor detalle, .



PRINCIPIOS DE CONSERVACION.

Las principios hisicos de conservacidn pueden ser aplicados para derivar las
ecuaciones de conservacién de masa, momento y energfa® 2432, Consideramos aquf sélo
flujos isotérmicos donde lu eccuacidn de energla esta desacoplada de las ccuaciones de
momento y continuidad. Luego entoances, consideraremos como vartables macrosedpicas 2
los campos de velocidad y presion (4 variables satisfaciendo las 4 ecuaciones de momento
y continuidad). Lua densidad serd eonsiderada como constante. Una derivacién completa,
incluyendo la ecuacién de energfa, puede ser encontrada en los libros de las referencias
antes mencinnudms. Tomaremos comao inicio las ecuaciones de conservacidn de mase y

momento?? gue pueden ser escritas como;

Dp -
ZE = - pVeu . A.l
Dr pVmu “a.h
Du
— =V-P + pF . A2
P Dr - e aD

donde u es ¢l campo de velocidad, p cs la densidad, F es la fucrza externa por unidad de

masay P es el tensor de estuerza dado por
-

P=-Ip+1, (A.3)
y Z es la parte viscosa del tensor de esfuerzo y cuya expresitn debe ser dada por una
ecuacidn constitutiva.
Para un tluido de densidad constante pueden ser reducidas a

V-ou = 0, A4d)

”'li))—l:=v'5 +pF | (A.5)
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LA ECUACION CONSTITUTIVA NEWTONIANA.

Las ecuaciones constitutivas son, desde el punto de vista matemiftico, necesarias
para-obtener un problema cerrado, esto es, ¢l mismo mimero de ccuaciones que de
variables. Desde el punto de vista fisico, Ia nelacién entre el tensor de esfuerzos y el tensor

de deformacién tiene un signiticado muy especial. La termodindmica indica que el ensor
8 1 q

de esfuerzos debe de ser funci6n de la deformacion y de las variables termodindmicas
presicin y temperatura (no se consideran reacciones quimicas). El tensor de esfuerzos debe

de ser simétrico (termodindmica).

La ecuacién constitutiva newtoniana es la ecoacién mds sencilla que toma en
cuenta efectos viscosos. Esta ecuucidn estd dada por una relacida lincal entre los tensores
de esfuerzo y deformacion. La relacion lineal mis general ticne 81 coeficientes, Los
fluidos newtonianos se supenen homogéneos ¢ isdtropos. La condicidn de isotropfa reduce
el nimero de coelicientes independientes a 2. Hay sdlo dos tensores de segundo orden

cates. Estos

simétricos independientes y por cso sélo dos coeficientes indepe
coeficicntes son denotados viscosidades dindmica y volumétrica. La hipGtesis de
homogeneidad implica que estos coelicientes no dependen de Ia posicién, i, ¢., no cambian
dentro y a lo largo del fluido. Con estas hipdtesis, los coeficientes sélo pueden depender de
los invariantes del tensor de deformacian y de variables termodindmicas como Ia
temperatura y la presion. No consideraremos aquf varfuciones debidas a la presiénoala
temperatura,  La condicidn de incompresibilidad reducird ¢l nimero de coeficientes
independicntes ¢n las ccuaciones de movimicnto. Los términos que involucran a la
viscosidad volumdtrica se cancelan en la ecuacién min cuando la viscosidud volumdtrica sea
distinta de cero, En resumen, ¢l {luido newtoniano incompresible estd caracterizado por un

parimetro de viscosidad. La ecuacitin constitutiva newtoniana esti dada por:
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I=-Ip+yu "[Vu + (Vu)f] . (AL
donde o es La viscosidiud gue es constante en toda el fluido.
Las correspondientes ecuaciones de Nuvier-Stokes, estacionarias, dé ndmero de

Reynolds cero para un fluido incorapresible son:

Via= 0 , (A.;7)

Vp = uqg v , (A.8)
que deben de ser resueltas bujo Jus condiciones de frontera pertinentes. En la siguiente
seceidn presentaremos fa solucidn de problemas hidrodindmicos cldsicos que serdn la base

de comparacidn con los resultados de ujos no homogenéneas y no isétropos,



APENDICE [B.

RESULTADOS
NEWTONIANOS.

INTRODUCCION.

En esta seccidn presentaremos los resultados newtonianos de problemas
hidrodindmicos clisicos gue se usardn para comparar con los resultados no homogéneos y
no is6iropos que serdn analizados en los capftulos 2 y 3. Estas soluciones pucden ser
encontradas en numerosos libros de dindmica de fuidos 6 9.24.31.32,

Para fluidos no homaegeneos, 1a viscosidad cs considerada como una funcién de
ta posicién y encontearemos el problema de definic una viscosidad efectiva asoctada con el

proceso dindmico. La fuerza o torca requerida pact mantener €l (lujo en ambos casos serd la

«
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clave pars determinar la viscosidod efectiva. Generalmente la fueeza o torca son linealmente
dependientes de la viscosidad para fluidos newtonianos: para los casos no homogéneos
supoendremos que la fuerza o tosea siguen siendo lincalmente dependientes de 1a viscosidad
y su cociente definicd ta viscosidad efectiva. Bl mismo peocedimiento seed aplicado a los

finidos anisGiropos. .
P fas soluci de flnjo entre placas paralelas donde las fuerzas

motrices son gradientes constantes de presidn y un movimiento relativo entre las dos

[ de presion,

placas, el flujo dentra de un wbo circular producido por un gr

problemas de tuente y sumidera, ta rotacidn de un cilindro circular infinito y de una esfera

iemersa en un fluida infinito.

FLUJO ENTRE PLACAS PARALELAS.
Un fluido newloniano incompresible estd lacalizado en el espacio entre dos placas
paralelus separadis una distancia b. La placa superior se mueve con velocidad constante U

Ainnts

respecto de fa pliea inferior en la direceidn x+. Adicionall hay un g [

de presidn aplicado @ p/@ x contribuyenda al movimiento del flaido. La geometria se

muestra en la figum B. L.
Debido a 1a simetrfa del problema, ¢l flujo ¢s unidimensional con séio Ia

1 x de la velocidad dife decero:
ag = uyfy) . ®.1
Hy = a (B.2)
=0 . (B.3)
La ecuacitn de continuided os satistecha idénti te. Las compe yyz

de las ecuaciones de movimi son irnel tes y In componente x se convicrie én:
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ﬂ_ “'dz.u;‘. '

dx _in

-‘(B.'4) )
" donde la viscosidad 22 es constante en lodn v.,l nuld Esta ‘u:unczdn se n.so]v«,rﬁ b:uo las

siguientes condiciones de xmmz:ru HE

uy=U, aty=H, ®.5)

ey = 0, ary =03 (B.6)

que conducen a Ia solucidn newtoniana para el campo de velocidad :

vA U
D el
h 10,(y)
Ap X
-  — ——
L

Figura B. 1. Flu]o entre placas paralelas separadas una distancia h. Laplaca superior se

muave con velocidad U respecto da la inferior. Un gradiante de presién constanle se aplica a
lo largo de la direccién x.

o(3) - L3l 67]
e = U(H) 2 Jr[ H H : ®B.7

donde las dos contribucianes de las diferentes fuerzas motrices estdn claramente separadas

debido a la linealidad del problema. El gasto @ para placas de ancho Wes :

3
way ~ WH 9 p

L .
es= 2. 12u dx ) (8.8)
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FLUJO EN UN TUBO CIRCULAR.

o Un fluido newtoniano tluye dentro un tubo circular infinito de radio R debido a
un gradicnie constante de presicn externo @ p/d z actuando en la direccitn del eje del tubo.

El ¢je z se toma a lo largo del eje de simetria del tubo como se observa en la figura B.2.

u= ez(p)

Ap
L

Figura B.2. Flujo debido a gradi de prasién tante dentro de un tubo
cireular da radio R. El gradiente actta a lo Jargo del eje 2.

Debido a la simewfa del problema, postulamos una solucidn en coordenadas

cilfndricas de la forma

uy = up) (8.9) ,
“y = 4] . (B.10) '
ug =10 . V ) (B.11}) !
La ecuacidn de continuidad es idénti atisfecha y Ia [ zdela

ecuacidn de movimiento se conviernte en

ap P df dug

—— = —— N -1

P ”pdp(prlp (B.12)
duc debe ser resuelta sujeta a las siguientes condiciones de frontera @

;= 0, at p=R | (B.13)

#, linitoen p = 0. (B.14)
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La solucién newtoniana estt daidq por el campo de velocidad |

TR _a_piz _ £)z . p ) .
H, = 72 ap [l (R R ‘ - ‘ (B.15)

y el gasto ests dado por

ﬂ:rR“_

B.16
dz 8u ¢ )

Q= -

que es el resultado famoso de Hagen-Poiseuille (G. Hagen 1839; J. L. Poiscuille
1840,i841).
FUENTE Y SUMIDERO.

Una fuente sencilla s un punto de donde un fluido sale y fluye uniformemente en
todas dirceciones (ver figura B.3) El flujo total snhrcbc;xalquicr superficie cerrada que
incluya a la fuente es Hamado la l'perm @ dela fucnte. Las fuentes de fuerza O negativa son
Hamadas sumideros. E1 campo de velocidades es determinado por la condicidn cinemdtica

de incompresibilidad y Ja simetria radial.

Qe VY- _ @

Figura B.3 Una fuente es un punto de donde el tluido sale y fluye uniformemente
en todas dired 2s. El flujo total a través de una superficie cerrada que coatiene a la
fuente s Hamada ia fuerza de la fuente. Fuentes de fuerza Q negativa son lTamados
sumideros.

Colacande el origen de un sistemi de coordenadas esféricas en la posicidn de la

tuente, el campo de velocidades tiene s6lo la componente radial y es isdiropo :
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u(r) = Eup(r). T m®an

 Debido a que el fluido es m:.ompresnhh:. ¢l flujo a través de cualguier superficie

cerrada es el mismo. Esta condicidn es suficiente para det 1'rmm.lr It dependencia funcional
de la velocidad. Tomando esferas concéntricus con su ¢f 'nlm localizado en el origen, la
condicién de flujo total constante se traduce en que la velotidad debe decrecer en la misma
proporcién en la que lu superficie de 1a esfera aumenta. El ‘ﬂujn total sobre cualquier esfera
¢s proporcional a la superficie de la estera y a la velocidud del {luido evaluado sobre la
superficie de Iz esfera (que es constante sobre toda la supcr‘lciu dehido a la simetrfa radial).
La superficie de la esfera aumenta como = y por lo !unti. ¢l campo de velocidad debe

* disminuir como l/r2 para mantener ¢l {ujo constante. La dependencia funcional puede ser

también ficilmente obterida resolviend o la ecuacion de continuidud

= Q8(r),

donde 1a fuente se localiza en el origen del sistema de coordenas esféricas. La ecuacidn se

(B.18)

puede reescirbir como

1 9 2.\ 230
Z5: =—(r*w) = s (B.19)
Una integracion direetu da el campo de velocidad
o
up(r) = . (B.20)
) = 3

que es independiente de la viscosidad. La presién es determinada por la ecuacién de
momento, Debido a la simetrfa del problema, ¢s posible considerar las ecuaciones

estacionarius completas de Navier Stokes:

pru-Vu = —-Vp + y(,,u,Vzu . B.251)
La sustitucidn de Ia suposicidn de velocidad radial copduce a la ecuacidn
du, dp
Up—l= == (B.22)
Pr lr dr -
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y usando el campo de velocidades anteriorments derivado, I ecuicién se convierte en

Sdp QZ - . .
ot = ST A {B.23
dr ‘P'r;8.'rr5 : )

! que pdcdc:.'sér in;tcgﬁldi 'd'i'féblziménic‘pi;ni obiener ¢l campo de presién

o = 52
= P + dr'
plr) P pj{ 8 ’rr,_q
ps @ '
= p - b (B24)
2art

. CILINDRO CIRCULAR INFINITO ROTANDO CON
VELOCIDAD ANGULAR CONSTANTE.

Un cilindro circular infinito de radio R, inmerso en un fluide newtoniano infinito,
estd rotando con velocidad angulue Q constante a lo largo de su cje de simetrfa. Eleje z de
un sistema de coordenadas cilfadricas se toma a lo largo del eje de simetrfa del cilindro
como se muestra en la fligura B.4.

Para ¢l caso de un cilindro circular infinito, podemos suponer que sélo hay una

companente no cero del campo de velocidad
u=egug(p.z); (B.25)

que satisface la ecuaciGn de momento

2, - M8 |4 2u[M _Me] duTu
#(P.z)[V 1y p2]+ Hp[r?p Fi + 3: 5¢ 0., (B.26)

y las condiciones de frontera
ug =Qa  enp=a, Vz;
g = 0 amediduque p— o0, Vz (3.27)'
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La pn:snén ¢s constante en todo el t'lu|dn como requu,n. I.x ccuacndn de

) 'movumz.nlo. El campo de velocidad estd d.xdo por la expresién

g (p) = ﬁ-‘i- . L v (B29) L

P

y la torca requerida para mantener el movimiento es

T = e, d4muga®Q . - (B29)"
A N .
Velocidad
Q angular

constante

Cilindro circtilar
intinito

|

|

i

1
7}—-—————-———»

]

|

:

|
-

‘2R

Figura B.4. Cilindro circulur infinito d¢ radio R rotndo con velocidad angular Q
constante en un fluido newtanizno infinito. Debido a la simetrfa de las condiciones de
frontera, solo hay una componente del campo de velocidud.
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ROTACION DE UNA ESFERA. )

Una estera de radio R inmersa en un Ruido infinito estd rotando con velocidad
angular Q constante. El fluido se encuentra en reposo en infinito, un sistema de
coordenadas cilfndricas se coloca con su origen coincidiendo con et centro de la esfera y ¢

eje z se escoge paralele a la direecidn de la velocidad angular. La geometefi se muestra en

la figura B.5.
ejez
! Velocidad
Q  angular
caonstanre
Eje de simetria
Figura B.5. Una estera de radio R estd y con velocidad lar

constante, El ¢je z de un sistema de coordun-xdns cilfndricas es ¢colocado
paralelo a lu velocidad angular y su origen en el centro de la esfera.

Debido a la simetrfa del problema, sélo la componente ¢ del campo de velocidad
es diferente de cero :

u = S4uy(r.6). (B.30)

La ecuacidn de movimicento debe ser esuelta bajo las siguientes condiciones de frontera :

v= Qxr= Qi xr = & Qrsind en r=a, (B.31)
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lul = 0 amedida que r ~ oo, (B.32)

S P =P Pog amedidaque s — o0, (B.33)

La ectineidn de confinuidud es idSnticamente satisfecha y lu ecuacién de momento
seconvierteen ) iy

L “
Vp = &uapdr) [ Vg ~ T%—J =

resin“e

= By upl A P2y — —0 B.34
e¢l‘nl;(')[ e r2sin @ ¢ )

4gue conduce a la conclusidn de que Ia presién es constante en todo el fluido y la

componente @ puede ser eserita como

1 3 29us 1 af. duy g
| =SNG o |~ g = B.3S
riar'(r ar +r§sinie e\"" " Fe r*sin“8 ¢ 4

y la torca requerida para mantener el movimiento es

T= =¢, 2R pQ . (B.36)
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 APENDICE C.

_ FLUIDO

TRANSVERSALMENTE

ISOTROPO DE DOS
CONSTANTES.

Muteriales transversalmente isétropos estin caracterizados por tener un eje de
simetrfatl 27 35, 36, 44 Up material en capas ¢s un buen ejemplo de material
transversalmente isStropo de dos constantes. Hay una direccién especial en el espacio que
es diferente i las otras dos direeciones independientes. Esta propiedad es independiente de
las fronteras del sistema. El lensor de estuerzo debe satisfucer lus siguientes relaciones de

simetrf
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. 0 Mg’ = i
o ‘ iy Mg = Bt

i R - N My = Muig . : ©.n
’ i La relacidn lineal mis general involucra un tensor de cuarto orden. La ecuacién
e Ebnﬁiluliva para matedales transversalmente isétropos pucde derivarse como sigue. Un
v'lerlishf’lmnsvcrsulmcme isétropo de cuarto orden puede ser construido utilizando deltas de
N v _Kronecker y productos del vector unitaro en la direccién especial i = &;. Existen dicz
tensores que pueden formarse en total, pero sélo 5 satisfaciendo las simetrias requeridas en

ClL:

The = 6y 6u
Thy = 848y + 8y 8y |
3
Tiire

.

Siidradn + 8adiady |
Thi = 8 dnbu + Suduady + Spdpdy + Spduady

Ty = 88 Siadn (c.2)
El tensor transversalmente isdtropo mds general de cuarto orden satisfaciendo las

simetrfas es

H=

k]
= 124
= Z cq T, [(e%)]
a=1 -
donde ¢, son coeficientes constantes arbitrarios. El tensor de estuerzos viscoso asociado a

este material transversalmente isduopo es
s
T = I:[Vu + (Vu)"] = Y caI™ [Vn + (Vu)*] =
- =1 - .
=26qU(Ven) + 2, [Vu + (Vu)+] +2 6 [ Udyuy + fin(Veu) ] +

+ 4c4sim[ fidyu + @Viy ] + 2cg i dauz..  (CH)

En general, el fluido trunsversalmente isétropo tiene 5 co Las

¢} y ¢z estin relacionadas con un NMuido isétropo. ¢ estd relacionada con la viscosidad en
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fendmenos de compresién y ¢z en fen6menos de esfuerzo cortante. Las otras tres ° g

constantes son asociadas a la no isotropia del fluido.

El fluido transversalimente isétropo de dos
constantes.

Los fluidos estratificados estdn caracterizados por tener reacciones diferentes
dependiendo de la direccidn del esfuerzo: dichas reacciones estdn caracterizadas por
viscosidades diferentes. La caracteristica principal de dichos fluidos es la de tener un eje de
simetria. Los componentes del tensor de esfuerzos son invariantes bajo rotaciones
alrededor de su eje de simétria.

Definiremos un fluido transversalmente isétropo de dos constantes como una

generalizaci6n del fluido estratificado; esto es, como un fluido con el mismo tensor de

viscosidad pero compl homogéneo (sin capas). El vector unitario en la direccidn

del cje de simetria del fluido se toma como i = €3. El tensor de viscosidad estd dado por

la ecuacién constitutiva

- pp U+ ([‘.L"’I‘ll)gv (C.5)

=

donde U es el tensor unitario isétropo de cuarto orden y H es un tensor unitario de cuarto

orden transversalmente isélropo; 4y ¢, son las viscosidades paralela y perpendicular

respecti que se suf Las cor cartesi del tensor de

viscosidad son
et = pen Ugiey + (pey = g Yy

= g U,.:,-u +YA,u Hijig - (C.6)
donde . . .

1 2
Ujipy = ;(6&5/’1 + Oy by -565151‘1) . L (c7
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1 e :
Higy = ;(6;3'5:361:; + 83030t + 3030 +
+ 836,38y — 4836736536;3) (C.8)
y e mpy y Aptwmge, — gy . Entérminos de las constantes establecidas en la primera

seccion, el tensor de esfuerzos es:

£ e 0w - o

2
- C.9
3 (C.9)

g)

ned
-~
+
&
——
Illli
A
3

nn—lg

‘El problema de ecigenvalores para ¢l fluido tramsversalmente

isétropo.
Siguiendo el p diminto establecido en el capitulo 2, 1a ccuacién que satisface la

funcidn de corriente requiere ¢l conocimento de los eigenvalores del tensor de viscosidad.
El conjunto de ecuaciones asociado con el problema de cigenvalores para el fluido

transversalmente is6tropo es

WD = A% D, ij=123 (C.10)
donde;t‘/“ estd dado por la expresién C.6. Explicitamente, el 11 de iones ¢s
u D% = A% Dy,

nD%xn = A% Dy,
,uD“;; - At D33.

u D%z - A% Dy,

(u +Ap)D%y = A% D3,

(e +A) D23 = AY Doy,

para & = 1.6,

Los eigenvalores estdn dados por a solucién de la ecuacidn caracterfstica *

[(SARD]
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i 00 w-A 0 Slhe.
20 000 (A=A 0
4} [ IR  DER ¢ DTN ¢ MRS (T . Y7) Lo A
que conduce a una ecuacion algebraica trivial ' :
A-pu—-ap)y*(A-pu)=0 . (C.13)
_ La solucién de la ecuacidn caructerfstica da el siguiente conjunto de cigénvnlnres

Ay =2z = A3 = A4 = p,
As = Ag = 4 + A

.o (C.19)
déndcbpodemos ver que sélo hay dos eigenvalores distintos de cero como se esperaba. Los
correspondi igen wes son
1 00 000 0O 0 0
D= 0 0 0§, D= 0 10|, D= 0 0 of,
0 0 0 O 0 0 0 01
0 1 0 001 0 00
D“::/-l_i- 1o of, [)5=ﬁ 00 of, D°=—‘,% 00 1. 15
0o 00 1 00 o 1 0

El tensor de viscosidad puede ser escrito en la forma

# =u[D'D'+D? D? +D D'+ DD!] + (u +au )RR+ DY, C16)

Las ecuaciones de movimiento.

Los operadores asocindos con esta descomposicion son dados por la expresién

general

E2 = [gzv(.gf’-v)ez] . «€in

se convierten en

01y
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o ! F luices 4Tran.rve‘n‘rqln"1mlé "Lt;il;r'ri‘pl

YCIB)

quis conduce 2 In ecuacién que satisface la funcién de comients

T 0= YATELEL v =

a=1

G
= YurlEiy + ap[ERER + BEEE|vw =

as=l1

3x Ry Er ¥ z y

L 9 a2 2? 3%
+au | =525 + 25 =
H [322 axt 3z ay v

- azaz+ az_az +32‘92+'3232w+
‘ Iy 92 a3y
a2 P (a 32
= v? 4,
“ [(a—xf*s?)‘”]* v (T i) v

2 2 2
- 22 _ 2 J z_ 2
= 1.V [[V 32 )W] + Au——;az (V 52 ) v (C.19)

Esta ecuacién puede ser derivada de forma alternativa para confirmar cesultados.

' La ecuacién de movimisnto en coardenudas cartesianas es
0 = 9 (Dt + puy)
= ¢7,-(;.l Uiy + An Hm.,)(aku, + ) =
= ~HIGiEuOn Y ~ MO Hip Ok EnSn3Om¥ + 81ExmnEn3dm W)=

= —pdd; Ejln]amw - Ap ai[ 553(33 Ejlililatn W) + sjfl (83 Ein3Pm 'V) ] =
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= ~ 139 £jdmV,~ _Al‘[aiia.'( €3O m 'l’] ' :
tomando el rotacional se cnnvienc €n

0= el"’ja [/-‘ 99; ejnnam W +Al‘{a‘!a'{5}m’lam W] ]

=d, [I-l ai‘"l(spln n3 =~ 5p16mn) I + A1 I35, (‘spm Spa — ap’i&lrm)am 'l’

donde usamos i identidad

Egk Epgr = Ogpbyy — Oigbyp

rearre glando términos Tu ecnacién se puede eseribir como

0=p33(30,¥ ~ 8,3 uduv) + 813394910, ¥ - 810 dudnw)

multiplicando por & ,3

=g (I3 ~ A v) + A 1AW — Ay |

(C.20) -

(C."ZZ)T e

(€.23)

(C.24)

que ¢s exactamente la misma ecuacién gue la obtenida en el método gencral. Usando

coordenadas cilindricas, la ccuacién se puede escribir como

3? 9? 3?2
Vz V2 - A, v2 - =
" [[ az"] W:l oo 822( a2) ¥

LN a1 a (8,1
s V[p 3;’[ Hp)w]+ A”azz[pap(pap vi=

0

g Rt Gl

y si definimos La aueva variable z' como

fa ecuacitn se convicrte en

. (C25)

(C26)
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APENDICE D.

Bl TENSOR DE VISCOSIDAD
DE CUARTO ORDEN.,

LA DESCOMPOSICION DEL TENSOR DE
CUARTO ORDEN.

Es usunl el descomponer ensores de segundo orden en ejes principales. Dicha
descomposicidn permite obtener los cousticientes del tensor que son realmente relevantes,
esto es, aquellos gue no dependen del sistema de coordenadas y que dan informacién
intrinscca sobre el tensor. Los tensores de cuarto orden tambign son susceptibles de ser

descompuestos de manera similar. Adn cuando s inteepretacion geométrica no cs tan
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obvia como en ¢l caso de tensores de segundo arden, sigue ofreciendo el beneficio de :
mnsira;' los coeficientes que realmente definen al tensor.

Esta descomposicidn no solamente reducird el mimero de componentes
independientes, sino también determinard aquéllas que tienen significado fisico en las
ceuaciones de movimiento. Mostraremos que hay una analogfa dirccta con la
descomposicidn de tensores de segundo orden en términos de sus invariantes y ejes
principales.

La descompasicién se propone que s de la forma:

g =31"D%D%, (D.1)
= @
donde 2” es un tensor simétrico de segundo orden asociado con el eigenvalor A © | Es

ficil demostrar que esta representacion tiene todas las simetrfas antes pedidas al tensor de
viscosidad de cuarto orden. Preguntas relacionadas con la naturaleza y existencia de tal

descomposicidn serdn mids ficilmente contestadas una vez blecida la conexién con

problemas usuales de eigenvatores en dlgebr lineal. Mostraremos que esta descomposicién
conduce a un problema de eigenvalores, que es equivalente a un problema usual en Slgebra
lineal. Esto se probard mostrando un isomartismo con un problema de eigenvalores en el
espacio cartesiano de seis dimensiones.  Este isomorfismo nos permitird utilizar todos los

resultados del dlgebra lineal, incluyendo la existencia y unicidad de tal descom posici6n,

EL PROBLEMA DE EIGENVALORES.

El problema de eigenvalores ciado con esta desee

i6n, puede ser escrito
en la siguicate forma invariante:

n:D% = FATDE (D.2)
@

donde los tensores de segundo rango D son simétricos por definicién. Esta es una
ecuacion tensorial que es equivalente a 9 ecuaciones escalares, Debido a las simetrfas del

tensor de viscosidad, sélo seis de ellas son lincalmente independientes.
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. Para resolver el problema de eigenvalores, tijaremos ua sisiema de ecordenadas
cartesiunas tridimensional y nos reteriremos a 8l como el sistema original de referencia, En
este sistema de coordenadas el tensor de viscosidad ticne 81 componentes:

Hijt ijkd =123 (D.3)
de las cuales sélo 21 son independientes debido a las simetrfas.  El valor numdérico de
dichas componentes depende del sistema de coordenadas y del fluido en cuestién. El
conjunto de ecuaciones lineales asociado al problema de eigenvalores puede serescrito en la
siguiente forma compacta:

Hiy DE = A" DF ij=123; (D4
y coma g ©s simétrico en su primer par de fndices, s6lo hay seis ecuaciones

) it Explici ¢l conjunto de 9 ccuaciones es:

4 o
M DR+ pnze DB 4+ ppaa DH + pnn DS + i DG+

+ 3 Dff + pnn DR+ D +una Df = A°DfY. (D.5a)

Hooii Dff + H2220 DF + Mapsa D% + Mapia DSy + Mo DB+

+ Hoaga DR + faony Dff + 10203 DY + p1anyy Dy = 2°DF . (D.5b)

Han Dff + p3n Bf + pnn DH + pmnp DR+ By D+

Hpaa Ofi + Ha DY + g DR +pam DR = A°Df . (D.59)

M DI + py1222 DB+ tiana DR + pioe DR+ o DS +

+ 213 D + fon D + i3 D+ bypaa DS = A °Df3. D.5d)

R a a a e
Han Dn + B2 D32 + Hpaa D3z + paiiz Dot + pai D2 +

+ Hau1a D + fo1a1 P} + 4213 DR +pym Dfy = A70F,. - (DSe)

D * i DB+ ans Di 4 jagp DR+ i DR +



2 Dfi '+ Ha123 DB+ paana DR + paan2 D + o Dy +

4 pana DR+ poa DI + poan DR + Haaw Dy = A DR (D-50)
S Vl'.’Jszvmdo las simetrfas del tensor de viscosidad, las ecuaciones D.5d y D.5¢ son

Vidénticns: andlogamente., las ecuaciones D.5f y D.5g y las ecuaciones D.5h y D.5i son

también equivalentes. Este conjunto de 9 ceuaciones es equivalente al siguiente conjunto de

6 ecuaciones independientes:
pyn DRt + tnn DB + pnna DS + 22 D +
+ 2u3 D + 223 DR = 2°DT . (D.6a)

2201 DAY + H2p2 DS + ppaa D + 2umpe DR +
' + 20223 D% + 2u2003 DF = ADE - (D.6b)

vu:nu Dfi + paa2 D + pazaa Dfi + 213312 D +
+ 23303 D + 2p32: DE = A°DE (D.6¢)

) illzl'! Dii + B DS + i DS + 2k DY+
+ 2 D} + 2103 D = A°Df . (D.6d)

ian Off + i DB + i3 D + 2ppan D +
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Coa2pa D+ 2 D = ADE. (D6
poan Dff + B2 D + uans DR + 2pnmn D+

+ o33 D} + 220 DFy = A%DH (D.6D)

que constituye un conjunto de 6 ccuaciones lineales para lus seis variables Df} | Df D3,

D%, Df% and D,

EL ISOMORFISMO Y EL ESPACIO ASOCIADO DE 6 DIMENSIONES.

Para poder usar los resultados de ta teorfa del dlgebra lineal, tenemos que probar
yue existe un isomorfismo entre el espacio de todos los tensores simétricos de segundo
orden y ¢l espacio cartesiane de 6 dimensiones.  Para probar tal relacién, tenemos que
definir un producto interno en el espacio de tensores simétricos de segundo orden y una
transformaci6n lineal al espacio cartesiano de 6 dimensiones,

Consideremos el conjunto ‘¥ de todos los tensores simétricos de segundo arden

v ={T/T=T. ij=123}, ®.7)

con &l producto interno entre dos tensores simétricos de segundo orden (I . §) definido

como

{r.s) = 1:5= 55 . (D.B)

¥ la suma de tensores definida en la forma usual

(T+s), =7 +s5. ©9)
Este produclo interno ticae todas las propiedades requeridas para ser lamado
producto interno en un espacio vectorial y el conjunto ¥ ¢s cerruda respecto a la operacion

de suma. El conjunto W tiene todas las propicdades de un espacio veetorial,
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Ahora consideremos el espacio vectorial de seis dimensiones, cuyos elementos
serdn denotados por letras maytisculas en negritas, Definamos [a transformacidn lineal 3
" entre elementos en estos dos espacios:
3: ¥ o RS,

v.=9p)

,(_ladn por ka expresidn

= (VY28 Va V5 V) = (Du. Dy, D3, V‘D.z.fbn.
omlmduuundn la n.gl.x de fndices R
mrllce.c de matriz 112 . 3 )
indicesdetensor Qo122 33

la ransformuaci6n lincal puede ser escrita como

v Dp=Dy, 1513300 S
1=|\ViD =Dy, 1=456. 013

El tensor de viscosidad de cuarto orden est fepn:ﬁchado por una matrizde 6 x 6
M ; cuyos elementos se definen as: '

Mpg o 1T =123 . :
M= VZppy. 1.7 =456 ®.149) -
24y . cualguier otro caso ’ o

Ea muatriz M es simétrica por construccién y tiene sélo 21 componeates
independientes.

El conjunto de ecuaciones D.§ es, por construceidn, equivalents a
My V= A%V, I, J=12...60; (D.15)

aexplicitamente

M VY + MV MW+ M VE MW+ MgV = A% (D.16a)
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My V™« MupVE' + MW + My Vi 4 Mas Vi + MygV® = A%V |

M W™ + MW"+ MW+ Mag V' + Mas W+ MgV = A% v

.

MW + My Vs® + MW+ Mag VT + Mys V& + MgV = A% v |

MV + MV + Mo V' + MoV + MgV + MgV = AT v

Mo VT + MoV + MV + Mg Vi + MgsVEE + MgV = A9 VI
que coastituye un problema regular de eigenvalores en dlgebra lineal.

Por construccién, ¢l producto interno es el mismo en los dos espacios. Si
tomamos ¢l producto interno de dos elementos en el espacio de 6 dimensiones, y el
producto interno de sus contrapartes en el espacio de tensores simétricos, ¢! valor numérico
del producto interno es el mismo en ambos casos.

vi.vz = php? | (D.17)

donde
vi= s(_[_)'). (D.18)
v? = g(p?) . . ©.19)

Con estas definiciones, el conjunto ¥y el espacio cartesiano de dimensién 6

foman un isomarfismo. Todos los resultados det dlgebra lineal son aplicables at conjunto
.

RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAL.
En la seceién anterior csluhlccim(;s ¢l isomorfismo que ahora nos permite usar
todos los resultados def dlgebra lincal. La descomposicion del tensor de viscosidad es

equivalente a la descomposicion de M en L fonna

M= Y A% vy,

(D.20)
@

©.166)

(D‘lécj' =

" (D.16d) -

: (D.16e)-'

(D.160)
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donde A% y V& son los eigenvalores y eigenvectores de M. Todo lo que se concluye
acerca de M es aplicable a g . Hay que notar que ésta es una descomposicifin en
minos de los invariantes A ¥ de M y sus “cjes principales” V%,

Lo primero gue podemos concluir es que tal descomposiciGn existe y ¢s dnica.
Tal descomposicifn existe para cualquer matriz cuadrada M y su demostracién puede ser
encontrada en muchos textos de dlgebra lineal. El némero de elementos distintos de cero en
1a suma corresponde al nimero de eigenvalores diferentes asociados a M. Una matriz es
hermitiana si ¢s igual a su transpuesta conjugada, Por construccion M estd definida como
una matriz reud simétrica y por lo tanto es bermitiana. Para matrices hermitianias todos los
cigenvalores son reales y para matrices de 6 x 6 hay hasta 6 cigenvalores reales diferentes.
Si todos los cigenvalores son diferentes entonces los correspondientes eigenvectores son
perpendiculares entre s{y V' constituye una base para el espacio de 6 dimensiones. Adn si
todos los eigenvalores no son diferentes, siempre se puede ejecutar un procedimiento de
ortonormalizacién de Gram-Schmidt y obtener un conjunto completo de eigenvectores
unitarios.

Estos resultados nos permiten escribir la descomposicién como la suma:

6
M= ¥A%vIVE | (D.21)
a=1 -

donde usamos los eigenvectores unitarios V¥ que satisfacen la relacion

veVP = 5., . (.22)
donde 5{,[, es a funcién delta de Kronecker. Andlogamente, el tensor de viscosidad
puede ser descompuesto en la forma

6
= 2A°D7D", (D.23)

a=1

L1

y las propicdades ortonormales se traducen directamente en ortonormatidad de los

carrespondicntes kensores D®
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DD =5, . (D.24)

En canclusidn, la descomposicitn existe y es dnica. Para cada fluido hay seis
cigenvalores y seis tensores de segundo orden dnicos. La scecidn siguiente da una
interpretacién de la existencia y unicidad de la descomposicién via los ejes principales de

. P

quier cuerpo

EJES PRINCIPALES.

La descomposicidn

] : .
# = YATPDE | . (D25) .-
- a=1 - .

es equivalente a la descomposicién )
M = i’v" veEve (D.26)
a=]
como ya hemos demostrado que existe un isomorfismo entre los dos espacios asociados.
Daremos una analogfe de tal descomposicion utilizando los ejes principales de cualquicr
tensor. Para ser especiticos, usaremos el espacio de tres dimensiones donde los resultados
son mds ficilmente visualizables. Supongamos que tenemos un ensor de segundo orden en
tres dimensiones. En términos de diddicas, ¢l tensor puede ser expreszdo en la forma:
z.‘ = i Ty +ijTj; + ikTj +
+ §i Ty + J§7i2 + JkTiz +
+ ki T} +kj7jp + kkTj3 =
=aaT] +bb +cc?y | D.27)
donde 7, T» y T3 son losinvariantes del wensor y a, by ¢ son los ejes principales. La
descomposicién en ejes principales es dnica para cada tensor. Este resultado es vdlido en
cuialquier dimensidn.
Finalmente, a2 tasa de disipacidn de energfa mecdnica @ para este (luido

generalizado estd dada por la expresidn
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| o e |
o-z8 - [grg)s =([Z‘“B"E“J‘§]‘§ - 22%(R%g? 2 0. ©m

a=1

la cantidad @ debe ser no negativa y sélo cero d § = (_} correspondiendo a una

rotacién de cuurf:o rigido. La desigualdad implica

AT 20, a=12..6. (D.29)
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APENDICE E.

ECUACIONES D&
MOVYVIMIENTO FTI.

FLUJO CON SIMETRIA AXIAL.

El uso de una funcién de corriente es una herramienta fuerte para resolver flujos
bidimensionales. Reduce el problema a encontrar una funcitin escalar. Este método no s
en general aplicable a ujos tridimensionales. Séle en casos especiales, es posible usar la
funcidn de corriente en {lujos tridimensionales. Estos flujos paseen ciertas simetrfas que
hacen posible su uso.

Flujo de funcion de corriente afrededor de un sélido de revolucidn, paralelo a su
eje de simetrfa, ¢s un cjemplo de dichos flujos. Otro tipe de flujos ¢s ¢l de rotacitn de
cuerpos axisimétricos. En esta seecidn ohtendremos las ccuaciones de movimienta para

ambos tipos de [lujo.
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. ROTACION DE CUERPOS CON SIMETRIA AXIAL.

Para la rotacidn de cucrpos axisimétricos, podemos definir una funcion de
corriente  y como sigue. El cuerpo estd rotando alrededor de su eje de simetrfa, que
coincide con el eje z de un sistema de coordenadas cilindricas. Debido a la simetria del
problema, esperamos gue el flujo sea concéntrico alrededor del eje 2 y sélo la componente
@ del campo de velocidad sc espera sea diferente de cero.

: La funcién de cordente y asociada con este tipo de flujo, estd conectada con el

campa de velocidad a través de fa ecuacién

—e;x Vw(p,z)

-ey %TW = egug(p.2)

= g:¢,Vy . 7 (E.1)

Tomando el rotucional de las ecuaciones de movimicnto,ob nos las sigui

ccuaciones

T = VxVp =Vx [(}Ea”v -!_)"_[_)“J;(Vu + (Vu)*)]

a=l1

= iz“_:v [v B*D":(Vu + (Vu)*)]

R
)
LI

6
. = —Zl“g:v[V-EGEG:{V£=C:VV’+(V£=c¢VV)+}] 1 (E.2)

a=1
B y como ¢S simétrico
. .
ZZA"Q:V[V'[_)“[_)":VE:EZVUI]=0 . (E.3)
a=1 - -

que ¢s una ecuacion vectorial. Multiplicando esta ccuacion por el vector unitario €y

obtenemos
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.6 N
o= 20%e,-£:V | V.D®D?:Ve:e, Vi
. S - - =

=1

- £ [evter 9l gl0)-]

[d ] )
= Y2ATELE v (E.4)
) a=1
La ecuacidn que satisface la funcién de corriente estd dada por la expresion
&
SACELEL w=0; (E-5)
AN a=]
"donde el operador E,"; estd delinido como

3 . -
Ep = [é:V(_D“-V)ez] . (E6)
Esta es [a eeuacidn generalizada que satisface Ta funcién de corriente. Para un
- fluido isétropo sGlo hay un cigenvalor diferente de cero y la ecuacién se reduce a la forma

normal para luidos newtonianos

By=0, €D
donde la viscosidad no aparece dudo que es el dnico eigenvalor ¥y podemos dividir la
ecuacion por 11 En el caso general, los cocientes de los diferentes eigenvalores apamecerdn

en las cetaciones de movimienta.

FLUJO ALREDEDOR DE UN CUERFPO DE REVOLUCION.

El flujo ulrededor de un cuerpo de revolucidn, es un lujo axisimétrico que puede
ser analizado utifizando el método de la funcidn de comriente. Para derivar Tu ecuacién de
movimeinto correspondicnte a la funcisn de corriente, usaremaos un sistema de coordenadas
cilindricus con et cj_c z paralelo at eje de simetefa del cuerpo de revolucidn, El flujo de

funcion de corriente se supone paralelo al eje de simetrfa. La funcidn de corviente w(p,z)
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estd relacionada con el campo de chncidnd u(p.z) a ravés de la_siguiente relacién

(Happel & Brenner, Low Reynolds Hydrodynamics)

: o P LW .,, v .
u(p.z) = ~VIx[ey—| = g:Ve (—). (E.8)
(p-2) ("P] =" \p
que en coordenadas cilfndricas se convierte en '
(v : :
. u(p.2) = & 82('p) (B9
que conduce al siguiente tensor de dcl‘nnnuc'i(m\
Vu + (Vu)* =
L g
= 25ym ePep’a—ps: - :
1 2 a1 V(v '-'_'
+a et ”*ﬂ’( 7" apFa—p’.’H (,,) -
c= [Zepepapa Zez za p + 2@ ,,e,,——a—- +
+ (8,8, +8, e,,)(—ajf - —a—li—p) (-“i) . (E.10)
J dppadp p

El andlisis se restringird a tluidos que sean invariantes ante rotaciones alrededor
delgje z Esta suposicién es hecha para mantener la simetrfa del flujo. Los fluidos con esta
pmpicdnd son llamados transversaimente isisr.ropos. La simetrfa puede ser destruida
durante ¢l {lujo y ciertas restriceiones deben ser consideradas. Usando la descomposicién
del ensar de viscosidad, la parte viscosa del tensor de esfuerzos se convierte en

219
dzpdp

N - L N W v
+ (8p8, +&; c:,,)[—a7 Y app]} (—p—] . (EQD

p + 26¢é¢;l% +
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Tomando la divergencia del tensor de csfuerzos, incluyendo la presi6n, la

ecuacién de movimicnto seconvicreen T

6 IRITE "2 i ' . .
Vp = v-{z;."gﬁgﬂ:[ze,,ep d_ _285, 219, +2e,e,%§; +

o) agaz' " tt3zpdp
+ (808, +&,8,) 2 _2La, (1] ; €.12)
O Az dppdp rll’

. e

la

se convierte en

6 2 :
. 2 aa @ a2 "l d
0 = Vxn§=l/1"v-r_)"{g“:[2e‘, - 28,8, —wm 4-2:,,,%‘-;‘9—z +

R PE a 13 v
+ (&p8, +e;_€p)[azz - a—p';;;t))] (7’-)} =

[ 2

2 d 12 (-

= v 2°9.D% 2] Df - Dg Dy ———
x“z=l D { [‘m()paz = P + wpaz +

2? 19 w)
+pe| 2 £ _° 2t =
"‘[azz app app]] (p

6
RN 913 1 d
= “v.D* | DX - D o=
ZVXElA - [D"pazapp = dzpdp P ¥ P *
copefld o 13, €19
P\pazt dppdp ' -

y finalmente, multiplicando por el vecotr unitario é¢ . la eccuacidn se convierte cn

6
éw-{Vx ZA”V-E” [D" 2 91 - DS 919 + D%,

{9
Pa:app “ dzpdp ooz *

x=1
122 a2l
DR - - 5——=— =0
¥ "‘(PJ:z r’ppap)] V} . (E.14)

Evaluando explicitamente el operador que aparece en la ecuacitn de movimiento
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) 3
prld ad i o
"= pap” * D“f’:)}}

e 3 '
pzl2, +Dg?9_z)] . (E.19)

' La ccuacidn se convierte en

6 @
il |1 2 J D, 3 1 2 aJ
A% Lypr ol 4 pn S _ %] -——-(D"ﬂ——- + D
El [az{ P pap P9z p dp "‘papp 2oz
EER FRN) 19 13 313
D - DE + D + D% - =
[ PPa:app Z dipap W oZdz p‘(p 2z dppap v

1 Ff{a _1 J 3 19 32 a 13
= | bz, - —[- 0% =L + D~ +DX —pZ=Z ly=
p‘[ ””az(ap 5] o8 2y oy e "~(azf Parpap H“’
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FLUJO ALREDEDOR DE UN CUERPO DE
REVOLUCION.

1.8.1 Ecuaciones de movimiento.

Otro cjemplo relativo al fluido transversaimente isodtropo es del flujo
alrededor de un cuerpo de revolucidn. Flujo axisimétrico ocurrird si los ejes de simetria
del fluido y del cuerpo de revolucion coinciden. Para flujos axisimétricos, podemos
derivar una ecuacién para la funcién de corriente.

Consideremos un cuerpo de revolucién inmerso en un fiuido transversalmente
isétropo. ALcs ejes del fluido y del cuerpo coinciden. Usaremos un sistema de
coordenadas cilindricas con el eje 2 a lo largo del eje de simetrfa. El campo de

velocidades estd relacionado con {a funcién de corriente por fa siguiente ecuacién

i
U = —eyuxV -
p oY

N A7) CAA
Pc¢xlcp ap + ey azj



a El'luxis;r de d:él'nnnnci'dh am d;édo por
PR Lo (ol
Yu * (V!l )+ = 2?;%[' ;75(%)] + ,(ech-
: 1 dy 'R
+ ?g,,e,, [-57 --a—z-] + 2epep[—,—
L E! tensor de viscosidad estd dado por

g =pU +apH

,L_l. = %[cleoeq,e: +eepepe; + eepe €9 £ € €p€ €, +

"'+ ege e e, +epe e e, + egeege; + epc:epez].

; [ (B20)
“el teasor de esfuerzos es entonces o
: _|:-_—_ -Ip +p :[Vu + (Vu)+] =
_ R 192y 3 (1av)) - B
=—1Ip +u [Vu + {Vu) ] + Au (e,_ep + epez)(;-;?—z—i- - -5;(;-5;; . (E.‘Zl)
La ecuacitn de movimiento se convicricen
y
V.-P= -Vp + v2 —l-[e oy _ B.——]}+
- r H {p P ap
aN(1a%y 3 (lav))
+ Aple,——p + e— || — - —] =% (E22)
"(‘papp ”3’)(:3 a:7 " aplpap

tomando el rotacional
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3 a"

. A#(azaz <%

L hedEfeira, 0y o n
. '_-‘“l ¢ 1920322 pap pr')p p?

e
i

i

+ c¢-A;—D2D2 W=

a’(n G _3_(1_
pazt dp\pap

A
+e¢—;u-D7'D2 w=

a% 1 azwa(n a)w+(a_1__(_9_ a* +p
az’p dpilp dp dppdp Aozt

L

o+ e¢-A;—D2D2 W=

2
._“%{[I P +(
pazt

2 1a

Appap

I

2:2  Paspan

az+ 219

2 W+ (e 212,
dz 2c7p dppdp

214
dppdp

ot

M
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H Au

LR LA E23)

o dondc’lns»npumdqm D? y E? se definen como

b= 22 _p_a-(ii)

Az2 dplp ap
a? af1La ).
E2= +p—] == (E.24)
EFtals 39(;’ ap J
y multiplicando pm‘ el vector unitario ey la ecuacitn de movimiento se convierte en
%E"’Ez v o+ Apiolpz =0 (E:25)

y rearreglando términos

N
(E"- + T"D") w=0, : (E.26)
donde
EY = E2E? T (€2

p* =p'D? | T E2®)
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INTRODUCTION.

The equations of motion are derived from the continuum hypothesis and the
utitization of the conservation principles of mass, momentum, and energy. In this work we
" consider only isothermal flows, for which the energy equation is not coupled with the mass
and momentum equations. In this case, the description of the {luid is in terms of the
velocity and pressure fields, so that the equations of mass and momentum are the only ones
used to describe the flow. To define a closed system of equations, it is necessary to
introduce a constitutive equation relating the stress tensor to the velocity gradients.
Aditionally, it is necessary to pose initial and boundary conditions.
The conservation equations of mass and tum for an incc ible fluid are:

Vea= 0

P

au
pj(;? + py u-Vu) =-V'E +pF
where u is the veloctiy field, py is the fluid density, B is the stress tensor and F the
external force density, ¢.g. gravity. The constitutive equation must depend on the

problem's variables, [t is easy to demonstrate (Landau and Lifshitz, 1987) that with the
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pressure and the velocity fields as variables, the only possible functional dependence of the
stress tensor is on the pressure and the velocity gradient. For example, it cannot directly
depend on the velocity because it will not be invariant under changes of the reference
frame. It cannot depend on second derivatives of velocity for thermodynamical reasons.
The hydrostatic pressure is found on the diagonal of the stress tensor, so it can be rewritten
in the form:
B=-Ipvg

where T is the viscous part of the tensor that only depends on the velocity. gradients. The
explicit form of such dependence is determined by the specific {luid. The fluid properties

need to be modeled by taking into account its symmetries and structure.

To obtain the newtonian constitutive equation, thermodynamic arguments and
hypotheses about the symmetry of the {luid are made. As required by angular momentum

conservaltion, the stress tensor depends only on the symmetric part of the velocity gradient.

Aditionally, it is assumed that the fuid is isotropic and homog . These arg
and hypotheses lead to the following consitutive equation for incompressible newtonian
fluids:

B =-Ip+ ,u[Vu+ (VuJTJ
where gt is the viscosity, which is assumed constant throughout the fluid. This constitutive
modcl does not describe certain flow situations, most of all when the system is not simple,

as in the case of a concentrated suspension of neutrally buoyant particles.

Fluid microstrucutre can lead to anisotropic effects, ¢.g., fluid responses may vary
with the dircction of the driven force. A layered (i.e., stratified) fluid inlayers or stratified
is a simple example of an anisotropic system. If the fluid is situated between paratlet

plates, one of which is displaced with respect to the other, the force required to maintain
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the motion will be different if the layers are paijnllél_brl ﬁcrpqndicular_lo the plates. This

example is later analyzed.

Fluid microstructure can also be manifested by non-homogeneous cifects. As an
example, the viscosity of a suspension of particles is a function of the particle
concentration. If for any reason the particles migrate towards certain regions of the
system, the local viscosity will adopt different values depending on the local particle

concentation. Such inhomogeneities in viscosity can lead to changes in the fluid dynamics.

This thesis introduces of models and mathematical techniques to describe such
behavior. Several problems are analytically solved to illustrate the effects of anisotropy or
inhomogencity. Changes in the flow pattern and on the force/torques required to maintain
stationary flow are studied. For small deviations from the homogencous or isotropic
cases, a perturbative analysis is conducted and the classical homogenous / isotropic

sol utions recovered.

One of the conclusions of this work is to show that the microstructure of the fluid
can modify the macroscopic behavior of the system. The relationship between both
descriptions has practical applications in Mluid dynamics and rheology. Most of the
methods used to measure viscosity are based on simple flows, where a solution can be
found analytically. Analyzing the relation between forces or torques applied to the (luids
and the effects thereby produced, enable rheological properties such as viscosity 1o be
measured. Nevertheless, the result can depend on the homogencity and/or orientation of
the fluid, as will be shown in several examples. [n other words. the measured "viscosity”

may not coi with other due to such effects.
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Chapter I |
ANTSOQTROPIC FILUIDS.

1.1. ANISOTROPIC FLUIDS.
t.1.1 Introduction.

in the Introduction we presented the constitutive equation for an incompressible
Newtonian fluid. Most liquids found in nature behave like Newtonian fluids under a wide
varicty of circumstances. Walter, air, glycerine and alcohol arc typical examples of
Newtonian fluids. The Newtonian conslituli.ve equation provides the simplest relationship
between the stress and rate-of-strain tensors that accounts for viscous effects. Such fuids
are homogencous and isotropic, and are often characterized by a spatially uniform constant
viscosity throughout.

The homogencity and isotropy properties of fluids are direct consequences of
their structure.” From a microscopic point of view, fluids are formed by atoms and

molecules that move about and interact with one another. The positions and oricntations of

* Motecutar Hydrodynamics provides an alternative scheme (o analyze lluids possessing
microstructure. The analysis presented here is directed toward systems with components
{such ax suspende« particles) that are larger than the molecular dimensions. At all times,
we assume that the flow process consists of thermodynamic equilibrium states. The length
scales lenghts involved are always larger than molecular dimensions, and the frequencics
soall enough such that the classical hydrodynamic equations are valid. .
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the malecutes change very rapidly with time in a very complicated way, even il-

macroscopically the fluid scems to be at rest.

In this chapter we will p some h tical techniques to deal with viscous

non-isotropic luiys. Such fluids offer different respanses in different directions. There

exist many fluid systems that behave non-isotropically under cerlain circumstances.

Suspensions of nelitrally buoyant particles p tng a dipale tin a ficld may

behave non isotropically.

1.1.2. Suspensions of particles : non-isotropic systems.

In dealing Wwith suspensions of neutrally buoyant particles it is usuatly assumed
(Hinch & Leal, 1972; Bibbo ct al, 1989; Ganani & Powell, 1985; Gmham, A. L. ¢t al,
1987) that the background fluid is Newtonian and incompressible.  Dilute suspensions of
neutrally buoyant spherical pasticles, are usuatly modeled as Newtonian fluids possessing
an effective viscositylwhich is targer than that of the background fluid. The suspension is
considered homogepeous and isotropic, and the model has been proved to be

experimentally appropriate under a wide variely of circur Suspensions of non-

spherical particles candisplay inhomogencous and anisotropic responses, Experimeatally,
it has been observed that suspensions often respond differcatly to external driving forces
than do pure Newtonian fluids. In such cases, the suspension can no longer be deseribed
as a Newtonian fluid with an effective viscosity.

Non-homogentous behavior will be studied in the next chapter, with anisotropic

response the subject of the present chapter. The systems considered in this chapter are
assumed to be homogentots, in which case the coefficients used to characterize the fivid
are constant throughout the {luid, independent of position. Chamcterization of anisotropic
fluids require more thag onc viscosity parameter, as oppased to the incompressible
Newtonian situation. Throughout, the nnisoln;:pic fluids considered will be assumed

incompressible.
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"1.1.3.. 'Anisotropic fluids.

" Anisotropic fluids possess the prnperly‘ol' directionality in their response,
dcf:cndiné upon the orientation of the driving force relative to axes fixed in the fluid.
Exampies of anisotropic fluids anc nematic polymer liquid crystals and dipolar suspensions.
Shearing the fluid in different directions will usually lead to different flow responses. A
mathematical description of the intrinsic material propertics of such fluids can he effected
in terms of a generalized swess/rate-of-strain constitutive equation which allows the fluid to
display an anisotropic response. Conventional, isotropic Newtonian [Tuids will he
considered as a special case of this more general constitutive equation. Nematic liguid

" crystals (De Gennes 1974 Stokes 1984; Landau & Lifshitz 1989), as its name suggests,
manifest an intermediate physical state between crystalline solids and liquids, showing
properties of both. We will not follow the classical analysis preseated by Leslie and
Ericksen (De Gennes 1974; Ericksen & Kinderleher 1987). but rather will pursue an
analogy mone akin to anisotropic elastic solids. The fundamental hydrodynamic foundation
underlying our analysis will allow us to interpret and justify the different elements of the

subsequent anisotropic constituttve equition from a hydrodynamic standpoint.

1.1.4 Generalized Hooke's law.

A generalized Hooke's law (Love 1944; Sokolnikoff 1956; Timoshenko &
Goodier 1934) is widely used as a conslitutive equation te describe the anisotropic
stress/strain response of clastic solids. Such solids are charucterized by a fourth-rank
body-fixed, malterial elasticity tensor, linearly relating the stress and strain tensors. 'We
propose to model anisotropic fTuids by using # comparable stress vs. rate of strain

approach. This anulogy provides the key starting point for all of the subsequent analysis.
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E;(plicilly, we will intraduce a fourth-rank viscosity tensor, linearly relating the stress and
shear-rate tensors.

While most anisotropic clastic solids retain their body-fixed, material propertics
during the shearing process, anisotropic fluids generally do not. Rather, as the fluid flows,
its anisotropic propertics can change, at least in the classical jnfinitesimal deformation
theory limit, whence the material cocfficients appearing in the constitutive equation will in
general be functions of position and time. In contrast, to effect the simplest possible

_analysis, we will only consider situations where the fluid remains homogeneous during the
flow, and, consequently, the phenomenological coetficients appearing in the constitutive
equation remain constant in space and time,  Evidenty, the microstructure of the
heterogencous continuum will determine whether or not the intrinsic material properties

remain homogencous during the flow, For instance, consider a neutrally-buoyant

suspension of non-spherical particles, each possessing a per gnctic dipole. Upon
applying a strong magnetic field, all the particles will be uiigncd with the ficld, thercby
constituling a spatially and orieatationally homogeneous suspenston. Nematic liquid
crystals could be taken as another example.

) This chapter presents one problem whose structure is sufticiently simple to enable
us to consider changes in the microscopic structure. For this example, we will calculate the
temporal evolution of the fourth-rank viscosity tensor.  Subsequently, the remaining
problems addressed in this chapter assume that homogeneity is preserved throughout the

entire flow process.

1.1.5. Overview.

In section 1.2, we introduce ot fourth-rank viscosity tensor serving to characterize
antsotropic fluids. We will analyze its properties, and subsequently derive the
conesponding equations of mation. Scction 1.3 is devoted to decomposing the fourth-rank

tensor into an invariant form.  This lundamental decomposition allows us (o express  this
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fourth-rank tensor in terms of six second-rank unit tensors(with scalar multipliers), thercby

demonstrating the existencée of six scalar parameters that are physically gfulin so far
as the equations of motion are concerned. Such a decomposition enhances understanding of
the underlying physics and mathematics. The remainder of the chapier is then dedicated to
exploring solutions of the equations of motion and its consequences for specific
anisotropies.

Apendix 1 is devoted to the transversely-anisotropic {tuids, whose behavior is
extensively studicd throughout this chapter. Derivation of the properties of such fluids are
studied, and their response, compared with Newtonian {luids, is analyzed through a variety

of examples.

1.2. MATHEMATICAL DESCRIPTION.

In the preceding section it was observed that the macroscopic properties of
anisotropic fluids may change in time due to physical (e.g.. orientational) changes in the
structure of the fluid accompanying the flow, If the structure-scale solution of the
fundamental interstitial flow problems is available, it is possible, in.principh:. to derive the
macroscopic ftow behavior through a pertinent averaging procedure.  The next section

addresses an example wherein the microscale problem can be solved exactly, and the

macroscapic properties calculated analytically therefrom.

1.2.1 The fourth-rank viscosity tensor.

In deriving the cquations of motion, we will assume that the system is
homogeneous throughout space. The case of non-homogeneous systems is the subject of
Chapter 2. In complete anilogy with the generalized Hooke's law for anisatropic elastic
solids (Love 1944), we introduce a fourth-rank viscosity tensor l_‘ relating the viscous
part of the stress tensor linearly to the rate-of-deformation tensor.  The latter deformation

(shear-rate) tensor § is detined in Apendix [ as
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§ = [ Vu+ (Vu)t]

Wthh is symm:..lm. by definition. Thv., LLHLHI‘IZL(] t.nnmr.utlvz. Lqunlxon fnr ﬂulds.
umsnlmplc or not, can be written as ) ‘
. - L. (1.2.12)

where p is the hydrostatic pressure and 7 the viscaus part of the stress tensor, which for

E=-lp+g

incompressible (V eu = 0) anisotropic ‘Newtonian® fluids is given by the constitotive

‘equation

T 2p:8 =p: [Vu+ (Vu)f] . (1.2.1.3)

This is the most general linear relationship existing between the viscous stress and
shear-rate tensors. In constrast, for an jsolrepic incompressible newtonian fluid, the

viscous part of the stress tensor is propartional to the rate-ol-deformation tensor @

z=2p8, (1.2.1.4)
where g1 is the viscosity, which will be taken to be constant throughout the Nuid. The latier
constitutive equation represents a special case of (1.2.1.3) il we take the viscosity tensor

1o be of the form

U =pu U (1.2.1,5)
where U is a fourth-rank isotropic uml teasor wnlh cartesian components given by
1
U = 5 {8yt + Subj) - (1.2.1.6)

with 8 the Kronecker delta,

In general, there exist three fourth-rank isotropic unit wensors (Borishenko &
Tarapav 1968, Synge & Schild 1949). Thus most gencral fourth-rank isotropic tensar is off
the form ‘

Iy =a(8p 8y + 818 ) + b8ySy+e (848 - 5.'15;7:) . (1.2:1.7)
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where a b and ¢ are arb:lr\ry constants. The lcrm muluphcd by cis amlsymmctnc and e

hence cannot conmbule to the cqunuou of mollon smcc lhc'conlractlon of ﬂnyv',

anusymmctnc tensor with a symmemc tensor is i

originates a contribution to ¢ : wh|ch is propomonal to

1.2.2 Symmetries of ,_,_ .

The most general fourth-rank tensor possesscs SI mdcpcndcnl componems (ror
Lhrcc dxmcnsnons) Howcvcr, lhe funchona' amsotmplc vnscosnty tensor m (1.2..3) wnil
posscss fewer independent components due to various symmclnes arising from lts
definition, as well as from thermodynamic '\rgumenls. In p'lﬂlCUI'\r ('hc “viscosi ty lcnsor
Hjk; has three different kinds of symmetries : (i) Since it appears multiplying the shear
tensor Sy, that is itself symmetric, no loss of generality results from assuming the
viscosity tensor to be symmetric in the last pair of indices; (ii) The stress tensor is
considered to be symmetric” and therefore the viscosity tensor is symmetric in the first pair
of indices; and (iii) The rate of mechanical energy dissipation is obtained through a double
contraction of T with Sy;. Since T;; and Sy are both symmetric, we can without foss of
generality assume the viscosity tensor is symmetric under interchange of its {irst and last

pair of indices. These syminetries can be respectively summarized as follows :

° The theoretical possibililty of having a non-symmetric stress tensor is analyzed by ). S
Dahler & L. E. Scriven, Nature, 192, 36-37 (1961). Bird, Armstrong & Hassager indicate
in their book® that up (o date (1987) no experiments have shown asymmelry in the stress
tensar tor amorphous liquids. Furthermore, almost all of the moelecular thearies for
amorphous liquids give expressions for the stress tensor that are symmetrical. G K,
Batchelor® calculates the total Force acting on a volume V: then he uses the divergence
theo: em to prove that, in the limit when the volume tends to zero, that EijkThi= QO unless

there is 8 body-couple such as the produced by an external electric tield over a dielectric
polarized medium; this is. the slress tenosr is symmetric,
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: -
) Mgt = Hijies
G Mg = Mjirts
Gty g = Mg - .2.2.1)

This set of symmetries reduces the number of independent components to 21, [As
subsequently discussed, fluid incompressibility (S = 0) further reduces the number of
independent sealar components to 18.] Note that for the case of classical newtonian fluids,
material isotropy prevails. This reduces to two the number of independent components.
Fluid incompressibility further reduces this number to onc!

1.2.3 The governing equations.

‘The equations of motion arising from the mass and momentum conservation laws
adnpi a special form when the constitutive equation is anisotropic.  Substitution of the
constitutive equation (1.2.1.3) into the steady, inertialess conservation of linear momentum '

equation, VeP = 0, lcads to the following set of equations :

Vp = V~[u :(Vu + (Vu)*)] s (1.2.2.2)
Vou =0, (1.2.2.3)

which must he solved suhject to the pertinent boundary’ conditions. The hoimdnry
canditions imposed upon the pressure and vclocify ficlds are assumed to he of the same
nature as in the isotropic newtonian case. Accordingly, we will usually impose a non-slip
boundary condition at solid surfaces, and require that the pressure and velocity ficlds
approach prescribed values at infinity in unbounded problems, corresponding to the given
undisturbed flow (e.g., 2 uniform shear flow at intinity). The classical newtonian case is

recovercd when we utilize the corresponding isotropic constitutive equation (1.2.1.5).
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1.3 DECOMPOSITION :
THE EIGENVALUE PROBLEM.

1.3.1 Analogy with heat-transfer problems. .
By analogy with anisotropic heat conduction problems (Appendix ITT), involving
a second-rank material tensor (thethermal conductivity dyadic) and its canonical
decomposition into its principal conductiviues along the principal axes o'l' conduction, we
seek a comparable canonical decomposition of the fourth-rank viscosity tensor. This . -
decomposition will enable us to determine which of the 21 independent compm_\cms'um the
physically meaningful parameters appearing in the equations of motion.  Explicitly, we
will cxp](;il a din:ct.unuln gy with the decomposition of a second-rank material teasor into its
irvariants and principal axes (sc.c Sccetion 1.3.4).
We seek a decomposition o the viscosity tensor into the form
g =3A7DD7 (L3.LD)
: = a o
where 2" is a symmetric sccond-rank tensor associated with the scalar eigenvalue A% .
Tt is ecasy to prove that this representation retains all of the symmetries embodied in Eq.
(1.2.2.1). Busic questions pertaining to the nature and existence of such a decomposition
~will be more easily answered once we estahlish ils connection with standard eigenvalue
problems in linear algehra. We will show that the decomposition (1.3.1.1) leads to an
eigenvalue problem thit is equivalent to (he usual cigenvalue problem in linear algebra.
This will be accomplished by showing the existence of an isomorphism with the carctesian,

six-dimensional-space cigenvalue problem. This isomorphism will allow us o use

standard results from linear algebra theory, including the existence and unig of such

E

a decomposition.
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1.3.2 The ecigenvalue prdb!em. .

The eigeavalue problem associated with the decomposition (1.3.1.1) énnhcs(;ltéd ‘

in invardant form as

#£:D% = Fa%pT, 321

- .

- I3 .
where the second-rank tensors 2" are symmetric by definition. This tensorial equation is
equivalent to nine scalar equations. Due to the symametries of the viscosity tensor, only six
of these scalars are linearly independent,

In order to solve the eigenvalue prablem, we will choose an otherwise arbitrary
three-dimensional cartesinn coordinnie system (hereafter  refered ta as the ‘otiginal’
coordinate system). In this coordinate system, the viscosity tensor has 81 cartesian
components

M gkl = 123y, (1.3.2.2)
of which only 21 are independent due 10 the symmutries described in Eq. (1.2.2.1). The
numerical vatoes of these components will depend on the orientation of the ariginal
caordinate system relative to axes fixed in the anisotropic fluid under analysis. The set T(xi
nine lincar equations associated with the eigeavalue prablem can be written in compact
fosm as

Py D = A" Df .j=12.3). (1.3.2.3)
Since pyy is symmetsic in its firs pair of indices, the latier constitute only 6

independent equations.  Explicitty. the set of nine equations is
By DY + e DS + i DR+ pue DR+ M bR+

+ s OS] + fyise DY + oy O + s PR = 29D,
Han D + 1 DR + pun D v paneDfi + tauPh <+

+ popa D§Y + taazi D} + 42223 D + oy DR = A7D% |

(1.3.2.4a)

(1.3.2.4b)



+ #znzD?l

llszu +llz|zzDzz +#2n + #zm Dlz +

“+ uzm Du +ﬂ2mDn +.Uz|2.3 sz +#2112023 = "Df'

: Ilnan +#1122022 +.U|'m Dn + llnlz Dy + ma Dy +
+#nn Du + l‘nan + a2 Dzz + 33 D% = A°Df .
'#mlDu + H'uzz sz‘ + Haraa Dsa + Il.mz DZl + par D +

+ll.1nsD§'1 + a1 Df} + paea Dy +pmae D = A°DfY

X 0 (4 o
Mazn DY + p3222 DF + pa233 D + itz DR+ pazn DS +

+ B33 DR+ 13031 D} + fapaa DY + Mo D = 2°DG ., (1.3.24m)

(¢4

Hoan D + f2322 DS + Uz DR + foaa Dff + s D% +

+ foa1a D} + aaa DfY + Haoa DH +un2 DR = A7DF . (1.3.2.4)
~Using the symmetries of the of the viscosity tensor, Egs. (1.3.2.4d) and »
(1.3.2.4¢) are scen to be identical; similarly, Egs. (1.3.2.40) and (1.3.5g) as well as Eqs._
(1.3.2.4h) and (1.3.2.41) are eguivalent. This set of ninc equations is equivalent to the

following set of six independent equations :
My Dfi + une O + upma O + 20D +

+2uiaOff + 2 D = 2D (hazss”
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i (L.3.2:5t)

I B XS

DE 4 2ftyp02 DS

23D * 2ma DS = A°DE 1.3.250)

b+ M3 DR + 23 D+

+2upa DF + 2 Df = A0 (1.3.2.65)

o

Maan Dff + pi2322 DS + poana D + 240312 DB +

+ 2 D+ 2 DS = A%DH 3279
which constitutes a set of six linear equations for the six variables Dﬁ_ Dﬁ' D, o,

D and Df5.

1.3.3 The isomorphism and the associated six-dimensional
problem.

In order to avail ourselves of existing results from linear algebru theory, we have
to prave that there exists an isomorphism between the space of all second-rank symmetric
tensors and the cartesian six-dimensional space. In arder to prove such relationship, it is
necessary to define an inner product for the second-rank symmetric tensor space and a
linear transtormation of the latter to the six-dimensional cantesian space,

Consider the set ¥ of all second-runk symmetric tensors :

w={T/p=1;. ij=123}, (t3.3.1)
with the inner product ol two second-rank symmetric tensors (I . §) defined as




" together with the s

("' ) = S B L a3am

) i
This inner pmducl possesses all of the properties required to qualily as an inaer product in
avcclor space, the! q_t ¥ being closed under the sum npu’mmn The set W pn%cssn.s all
the properties of a vector -:pam,.

-Consider the six-dimensional vector space, whose elements will be denoted by
capital bold letters, Define the linear transformation 3 between elements in these two

spnccs H
G ¥ RE, ’ -
v =3(p} , ' (1334
given by the expression :

V = (M. Ve W Va Ve Ye) = (D11 Doz Daac V2 Dlzv“/_ ZDya. VI Dzz) (1335

Alternatively, upon introducing the index rule

meutrie index I 1 2 3 4 5 -6
tensor indices i | 122 a3 1’5'"5? m m ; v(i.}.3.6)

the linear transformation can be writlen as

D;= Dy (7 = 12,3y,
TIVIpr=D; U=4506.

The fourth-rank tensor viscosity is represented by a 6 X6 matrix My vﬁhosc
elements are defined as

His (.7 = 1,2,3), .

My = N2y, (T =456). . (1338

24157 (otherwise) . ' o
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The matcix M is symmélrié’,by co jon ‘und thus possesses eoly 21 independent

components. ER e v
- ’i‘hc set of ;:qua.l.innls (1125) ‘is.A by Lnnsu—uctmn. mathematically equivalent to
My VE ‘=;5~.'-' B T P T ' (133.9)
orexplicily - ’
MuVId - MW "’Ml.;l W MN‘V‘{VI + MisVWE MV = A% YT V‘V(lr.3/.3._:10za)
MV + M VT 4 MW+ My VU + MoV + MoV = A%VE |, (5.3.3010p)

My VT o+ MV + MW+ My VT o+ My V& + My W

I
=
R
=
A

(1.3.3.10¢)

MgV™ + MW+ MW + MV + Mgs VT + MW

ACVE | (1.3.3.100)
MU+ MoV + MoV + MU+ MosVE MVl = A9VE | (1.3.3.100)

Mo W™ + MaVE + MW + MoV + MasVi + Mg Ve = A% V{ . (L3300
which constitutes o standard cigenvalue prablem in linear algebra,
By construction, the inner product is the same in both spaces.  If we form the
inner product of two ¢lements in the normal six-dimensional space, and the inner product
of their counterpart in the space of symmetric tensors, the numerical value of the inner

product is the same, namely

vi.v? = plkp? | Qa3

wherein
vi= s (1.33.12)
v?= g(p? . (33.13)

With these definitions, the set ¥ and the six-dimensional carfesiun space constitute an

isomorphism, AN lincar algebr results are thus applicable to the set W, Q.E.D.
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1.3.4 Linear algebra results. L

In the last section, we established an isomorphism kennbling» ﬁse of existing lincar
algebra results,  The decomposition of the viscosity 'len.sm; is cduivalcm to the
decomposition of M inte the form

M= 3% viye (1.24.1)
a
where A ® and V® are the cigenvalues and cigenvectors of M, Everything we conclude
about M is applicable to [i . Observe that this decomposition is expressed in terms of the
invariants, A %, of M and its ;principul axis', V&,

Our first conclusion is lhui such decomposition exists and is unique, Such a
decomposition exists for any square matrix M, the proof of which can he found in any
clementary linear atgebra book (Fricdberg, Insel & Spence 1982). The number of non-
zero elements in the sum carresponds to the number of different eigenvalues associated
with M. A marrix is heemitian if it is cqual to its complex-conjugate transpose. By
construction, M is defined as a real symmetric matrix and is thercfore hemmitian. For
hermitian matrices all eigenvalues ane real. For 6 X 6 matrices there exist as many as 6
different real eigenvalues. If all the cigenvalues are different, the corresponding
cigenvectors are then perpendicular 10 one another, whercupon V¥ constitutes a basis for
the six-dimensional space. Even if all the cigenvalues are not distinct one can always
perform a Gram-Schmidt orthonormalization procedure, therehy obtaining a complete set
of normalized unit eigenvectors, »

The preceding results aliow us to weile the decomposition as the sum

[
M= 3 A0vayT (1.3.4.2)
a=1

with ofthonommal eigenvectors V' satislying the relutionship



with the orthonormal property translating directly into a compurable property of lhé.:’
 corresponding tensars D#, namely : R

D*:DP =5, . ' (1.34.5)

“In conclusion, the decomposition (1.3.3.1) ot the viscosity tensor exists and is
unique.  For every fluid system there are six unique eigenvalues 2 % und six unique

second-rank tensors E”. The next section furnishes a physical interpretation of the

existence and unigueness of such decomposition.

1.3.5 Principal axes.

The “three-di ional’ decompositi i
u= iz“g“gﬂ . (aasny o
= a=l .
is equivalent to the ‘six-dimensional' decompaosition »
M = i’-" vave, (1.3.52)
n=1

as demosntrated by the isomorphism shown to exist hetween the two associated spaces.
Furthermore, an analogy will be shown to exist between such a decomposition and the
principal axis of a tensor. To be specific, we will use a space of three dimensions, where
results are more casily visualized, Assume Tt be a second-rank tensor in three
dimcnsioné. In terms of dyadics, this tensor can be expressed in lh;: cartesian form { with

i, j, k a right-handed system of mutually perpendicutar unit veetors):
T = i Ty +ijTj + kT3 +
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VO T T kB + '
T4 KT, 4 kiR + kKT =
= a0y +bb? .+ cecly. | : (1.3.53)
thrc (T, T» T3 ) arc the invariants of the tensor and (a, b, €) are unit vectors in the
directions of the principal axes of L. Such decomposition in terms of principal axes is
unique for every tensor. This is valid in a space of any number of dimensions.

Finally, the rate of mechanical encrgy dissipation & for this anisotropic fluid is

given by the expression

e

6 6
@ my:S - (%:g):§ = {(ZA"_"Q"):§}=§ - uz_l;\“(g":g)zz 0. (13:5.4)

Now, the scalar @ is ily n gative, vanishing if and only if § = 0,

corresponding to a rigid-body rotation. This inequality irplies that

A% 2 0 (a=12,.6). " (1.3.5.5)
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1.4 THE HYDRODYNAMIC EQUATIONS FOR
AN ANISOTROPIC FLUID.

1.4.1 The micro-macro association.
As already observed, the fourth-rank viscosity tensor can always be uniguely

decampaosed into the form

6
u = 5.',‘"“2“2”. (1.4.1.1)
- =

where _Q“ constitutes a complete set of symmetsic second-rank unit tensors, and the A €

denote the corresponding eigenvalues. This decomposition leads to a stress tensor given by

the following constitutive equation :

6
P =-Up+ (Z}.“ _D_"[_)“]:(Vu + (v")*) . (1.4.1.2)
a=1
The governing hydrodynamic equations become, upnﬁ using this decomposition,
6
Vp =V (ZA“ r_)“[_)“];(v" + (wn) 1. (1.4.L.3)
a=l
Viu=0 | (1.4.1.9)

whercin the six cigenvatues 1 ®  appear explicitly in the equations of motion.  Note that it
has been assumed that the fourth-runk tensor is constant in space and time.

The simplest flow field that can e analyzed corresponds to the spatially
homogeneous shear flow of an unbounded fluid.  For an isotropic Qluid, such a simple
shear produces a lineur velecity profile in the direction of the shear, as depicted in figure ’
1.4.2. The material properties of the fluid remain invariant during the flow, independently
of the shearing direction.  For compaosite materials, like layered fluids (Appeadix 1), it
cannot be assured. 2 priori. that the microstructural symmetrics of the fluid will be
preserved during flow; (o the contrary, these praperties will generally change in most cases

as the material properties of the Nluid are convected and rotated with the flowing fluid.
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Such changes in the microstrucure will lead to concomitant changes in the macroscopic
description of the cquations of motion. Specifically, the fourth-rank viscosity tensor may
not remain constant in tirne of may not remain a homogeneous property of the fluid, as
assumed in the émulysis performed in this chapter. To provide a simple example of this
phenomenon, we will now analyze a special problem of this genré, where the microscale
problem can be solved exactly and the macroscale properties evaluated therefrom as a

function of time.

1.4.2 An examplec.

Assume that the system under iderationis a ion of neutrally huoyant
Y. Y Y

particles, rheologically modeled by a constitutive equation involving a fourth-rank
viscosity tensor. This model is valid on a scale large compared with the fluid
microstruclure; explicitly, in the case of u suspension, the macroscale length is large
compared with the size of the suspended particles as well as the distance between them.
This macroscale desceription does not recognize the microstructure of the fluid, and the
coelficients appearing in such a description (e. g., the fourth-rank viscosity tensor) are
obtained through performing averages aver spatial volumes large compared with the
microstructure but sufficiently small to be regarded as “"peoints” in the macroscale

description.
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Figure 1.4.1 ‘The macroscopic propcr(ics of the fluid are obtained
through averages over contro! volumes. Control volumes are large
compared with the microscale structure but small compared with
the macroscale.

During the flow process the microstructure within the averaging volumes can
change and, concomitantly, so can the macroscale coefficienis used to quantify the fluid's
rheological propertics. [n such cases the viscosity tensor does not remain constant during
the flow. We will, however, restrict the subsequent analysis to the flow of anisotropic
fluids whose viscosity tensor remains constant during the flow, If, for instance, each.
particle possesses a magnetic moment, and a strong magnetic field is applied to the system,
the orientation of the particles will remain constant. If, at the same time, the number density

of particles is spatially homogeneous, the macroscopic viscosity tensor will also remain

constant.
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ateri Q ith twi
averaging
volume

averaging
volume

direction of shearing
—
(b)
Figurc 1.4.2. A layered material d by the position of

two immiscible fluids. Shearing the system in the direction of the
layers as jn (3) maintains the structure, and hence the macroscale
rheological properties of the system.  Shear in the perpendicular
direction destroys the structure, whenee the macroscale rheological
necessarnily properties change.

Muihcmalically. the tensor ficld at a point is a particular set of scalar point
functions which are independent of the values of these funciions at neighboring points.
Physically, the values of the components of the tensor are usually obtained by averaging
microscale guantitics over volumes that are small compared with (he macroscale dimensions
of the flow, We will require that the microstructure within the averaging volume remain

constant in order to keep the macroscale properties invariant during the flow.
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This requirement may be illustrated by the following example. Consider a layered
material fnrrm.d by the | superposition of infinitely-extended layers of a pair of fluids, as
duplcled in ﬁgun. 1. 4 2. This material possesses a transvum_ symmetry axis normal to the
layers and hence will give rise (o a transverscly anisotropic macrofluid. The configuration
is invariant under rotation around this symmetry axis. Shearing this material parallel to the
layers leaves the symmetry unchanged. Shear perpendicular to this direction fails to
preserve this symmetry in time: nevertheless, as will he seen, the (luid remains

transversely isotropic with the uxis of symmetry changing with time.

1.5 A TRANSVERSELY-ISOTROPIC LAYERED

FLUID.

1.5.1 The constitutive equation.

Imagine an unhounded layered fluid, formed from » basic different immiscible
layers with different lengths L; and viscosities #t; (F = 1.2.....n). The infinite system is
formed by repetition of the the # basic different layers, in a periodic form as depicted in
figure 1.4.2 for a binary system (1 = 2). Thc period of the system is the l;\ml length L of
the nn layers :

= ilf . (1.5.1.1)

=1

In a macroscopic description, where distances are Targe compared with the péﬁod
L, the system will possess a speciul direction, . Such a system is termed transversely-
isotropic and its .fuunh-runk viscosity tensor is given by the tollowing expression (see
Appendix 11 for details) : ’

o= pU + Au (1.5.1.2)

n=
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‘where, in cartesian tensor notation,

. 1 e
Uy = =| 8u8js + 848 =5 8y8u 1.5.1.3
T2 Tk 3 . ( )
4 l . N
Hyy = 5(5:35/351:: +.8;a8a8j + 8j3830, +
ct by - 483813813 613). (1.5.1.4)

the latter béing transversely isotropic with respect to the x3 = ¢ direction. Note that this is
not the most general form of a lourth-rank transversely-isotropic tensor (Synge & Schild
1949); rather the form (1.5.1.2) also embodics the existence of a plane of reflection

syli\mctry normal to the symmetey axis.

1.5.2 Constant shearing flow of a transversely-isotropic fluid.
There exist two special directions of simple shearing with respect to the symmetry

axis of a transversely-isotropic tluid, namely the directions parallel and perpendicular o the

axis. The parallel shearing case is special in the sense that the macroscale fluid propertics

remain unchanged tor afl time as the fluid is sheared. The perpendicular case leads to a

H

ge in the direction of the sy y axis during shear, but does not affect the numerical
values of its rheological parameters. As the time tends to infinity, the direction of the
symmetry axis tends to le parallel to the streamlines, thereby recovering the paraliel

situation,

Shearing in the paralle}l direction

Simple shearing in a dircetion paraltel to the layers preserves the lamellae structure
of the fluid. When the fluid is sandwiched between two parallel plates, separated by a
distance H (such that the symmetrey axis is perpendicular 1o the plates), and the top plate
moved with a steady vetocity U, there will then arise a uniform shearing flow at n shear rate

Yo = UJH.Chaoose a cartesian coordinate system with the x axis parallel to the plates and
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the y axis - perpeadic ortion of the”

vulncily'gnidicnl'is

; ‘(i,é.z;,i) :

exey + .eyé;r) Yn

i (518, + )=

SIp v (ot ARy + 88 T (1.52.2)

This implics that the pressure is constant throughout the fluid, and that the continuity
equation is identically satistied. The force per unit arez on the upper plate is the same as in

the isotropic problem, but with a viscosity g + Ag ; explicitly,

F = (4 +au)io8; . (1.5.2.3)

No other dynamical, theologicat elfects arse such as a stress in the pemendicular

" direction. 7

. dircetion of shearing
i

Top plate _—
p p \ T

Batlom plate
) Figure 1.5.1. Shearing parallel to the lamellue,
Shearing in the perpendicular direction
Due 1o the geometric simplicity of the problem, i! is possible 10 analytically solve

the gencral case comesponding to an arbitrary direction of shearing relative to the laminae.
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The case where the symmelry axis initially lics perpendicular to the direction of shear is
particularly simple (Figure 1.4.2.a). It we start shearing the fluid in this direction, the
symmetry will be preserved for all time t. On the other hand, if we start shearing the fluid
with the symmetry axis paraliel to the plates (Figure 1.4.2h), the configuration of the

lamellae will change in time. As will be scen, the oricntation of the symmetry axis of the

fluid will change from initially being parallel to the plates to ulti 1y being perpendicut
as the time goes from zero to intinity. It is in this sense that the case where the symmetry
axis lics perpendicular to the plates constitutes a very special circumstance.

If at time ¢ =) the symmetry axis lics parallel to the plates, and the upper plate is
moved (with constant velocity) paraliel 1o dtself, the symmetry axis will evenwally be
perpeadicular to the plates at t = oo . At any time t, the surfaces hetween layers will be flat |
and parallel to cach other. Though the arieatation will change with time, due to the
geometeic simplicity of the problem it is possible to caleulate the orientation of the
symmetry axis as a function of time. By continuity, the thickness of the layers will change
in time, but the thickness ratios will remain constant. As can he seen from figure 1.5.2, the

distance between adjacent layers will change in time according with the formula

L(t) = distance between layers

A L)

Figure 1.5.2. The dircction ol the unit normal vector £ to the lamellae
changes with time.  In the perpendicular sheasing situtation, it changes from _being
parallel 10 the -x axis, to ullimately being parallel to the y uxisast  — 00,
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7 Jr2 vl N 1+ 73 ’

ing the ﬁnglc o between the symmetry axis and the x axis, dcﬁx{éd as

T H 1 ' o (!:;'5»:‘2':5‘)

H 1 t
WNO B e e =
U Yot tane

‘thé distance betiween layers is found to be - R )
L) = . (1.5.2.7) -

?l+7"(7;t2' . . SR
Equivalently. »
o Ly

L) = = Ly cose | . (1.5.2.8
;}1 + an’a ! ' 28

" The unit vector & in the direction of the symmetry axis is given by the expression
‘ Aﬁ(t) = —é, cos.t_x + &usina . ‘ » o (!.§.2.9)
- and the tangent unit vector by »
() = &,sina + 8 cosar | ©(1.5.2:10)
Inversion of this puir of relations yiclds ‘

&, = —ncosa + tsine , N C(1.5.2.11)

&, = fsine + teose . : (1.5.2.12)
As the viscosily tensor is more fundumentally expressed in terms of @t and t than

€ and éy. it is convenient to express the deformation tensor in terms of these same unit
vectars, Explicitly,
Vu + Vul = (8,8, + &58,) e
= [(—i‘u:osa' + tsine)(isine . teosa) + (Asine + icosa )(—dicosa + isina)])"a
. . .

[ﬁﬁ(—Zcusa sina) + ii(2cosex sina) + (‘t‘ﬁ+ ﬁi) (sin a — cosza)] Vo =
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= [-Aa2cs + Bi2es + (i6+ @i) (5%~ V)] 7, . {1.5.2.13)
where § = sing and C = coser. Likewise, the stress ensor adepts the form

T==Ip + ai(Vo+vd) = —1p + ;_;:(a,ay + 8,8} 70

-Ip + u: [ﬁﬁ(-zc{s) + ii(zés) + (ia+ ai) (sz—cz)] Vo =

-1p + pfai(-2c5) + ti2cs) + (ia+ aR){s?- Y] 7, +
+ op (i6+ wE)(s2- Yy, (1.5.2.14)
whereas the foree per tnit anca scting on the upper plate becames

F= z'é_v =z (l'lcnsa + isina) =
=u Tots + Ap V(% - Cz)[éx (sz_ c? + éyzcs], (1.5.21.5)

In the limit r — o this reduces to the result already obtained for the parallel
shearing configuration. Alse note that a normal component of the force exists, which
however disappears in the exactly parallel and perpendicular cases. This result embodics a

normal stress caused by the tluid's anisotropy. Figure 1.5.3 depicts a particular example.
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FORCE ACTING ON THE TOP PLATE

R AL AE STl b bl -f

Figure 1.5.3. The figure illustrates the foree acting on the top plate. A normal
stress, pushing up and dowanwards the top plate, appears with time and

vanishes as t tends to infinity.
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1.6 AXISYMMETRIC BODIES.

The stream funclion pravides a powerful tool for solving twa-dimensional flow
problems. It reduces the original velocity vector and pressure fields prablem to the
caleulation of a single scalar function. This methad is not generally applicable to thtee-

dimensional flows. In special circumstances, however, it is possible to use a stream

function for th §i ional flows, provided that these flows possess certain symmetrics
about an axis.

Streaming flow past a body of revolution, parallel to its symmetry axis, provides
an example of such a flow. Another type of flow is represented by the rotation of
axisymmetric bodies. In this section we obtain the equations of motion for hoth types of

flows.

1.6.1 Rotation of axisymmetric bodies.
For the slow rotation of axisymmetric badies, we can define a scalar quantity
analogous to the Stokes (axisymmetric) stream function y as follows. Suppose that the

body rotates ahout its symmetry axis, coincident with the z-axis of a circular cylindrical

coordinate system (p, ¢, 2). Due to the symmetry of the problém (and the absence of

centrifugal effects), we expect the fluid streamlines to lie in cc ic

along the z-axis, wilh only the @ -companent of the velocity field expected to be nonzera.

The * £ ion' iated with this type of flow is related to the

velocity field through the equation

-e,xVy(p.2)

= g:e,Vy

Jy - .
~ey—— = eyuy(p.2), ~(l.6.1.1
o EP) s ( ‘);7.
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where ( e, €4, €,) are unit vectors in the respective directions indicated by the subseripts.
» pr €1 €2 P P

_This velocity ficld automatically satisfies the continuity cquation (1.4.1.4) for any choice of
v (p.2).

Forming the curl of the equations of motion (1.4.1.3) yi‘el_ds'lhc following
equation :

0=VxVp =Vx [(
- . o

A"V .D"D J(vu+(Vu)*)]
1
6

= 3 2%V [V.pD*(u +(vu)*)] =

=1 -

M=

\
= -Y A%V [V -D*D* :{Vg:cz Vy + (Vg:eZVw) }] . (1.6.1.2)
a=1 - hend hend - .
+ .
and, since {Vg e, Vy + (Vg ie, Vly) } is symmetric (the contraction of a symmetric

und an antisymmetric teasor is zero),

6
222%g:V [V.DUD%: Vzie, Vv | =0 . (16.1.3)
a=1 - :

which is a vector equation. Multiply this cquation by the unit vector e; to obtain

- Faare,. £V [v-poD*:veie Yy |
a=1 =

221" [g (D" .v)e,][gsv(-gf’-v)e,]

[{ A
= Y2A®EZEZ v, (1.6.1.4)
a=1 .

The equation satisfied by the stream function is thus

Z;.“ E2EZ y =0, (L6.15Y
a=1 B k
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where the operator E& is defined as
£ = [ iv(p"-v)&] . (L6.1.6)
This is the generalized cquation satisfied by the stream function for a tensor -

viscosity fuid. For an isotropic {luid only one eigenvalue differs from zero, whence the

equation reduces to the usual equation for newtonian fluids:

Ety=0, (16.L.7)
where
E4=E2 g2, (1.6.1.8)
in which, in circular cylindrical coordinates (Happe! & Brenner 1965),
£ - p_:_p(ﬁ %) . ‘_93_22 i (1.6.1.9)

In this isotropic case, the viscosity does not appear since 4 1= 1t is the only eigenvalue,
and p Fond = 1} requires that to EY y= (). However, in the general anisotropic case,

ratios of the different eigenvatues will appear in the equation of motion.

1.6.2 Streaming flow past a body of revolution.

Sucaming flow past a body a revolution constitutes an axisymmetric flow that can
be expressed in erms of the stream function. In order to derive the corcesponding equation
. of motion for the stream function, we will use a circular cylindrical coordinate system
(p,$.2) with the z-axis coinciding with the symmetry axis of the body of revolution, The
uniform streaming Mow is assumed to be parallel to the symmetry axis. The stream
function y(p,z2) is related to the velocity field u(p, z) through the celation (Happel &
Brenner {965)

u(p.z) = —Vx(é¢%) = g:Vé¢ (%) . (1.6.2.1)
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a622))

s a1
+ (858, +4, e,,)(:)-;7 - ‘E;-ﬁp]] (;"i) . (1.6.2.3)

© © The subsequent analysis will he restricted to those anisotropic fluids whase

material cheological propertics remain invariant under rotation around the z axis, Fluids
possessing this property are weomed transversely-isotropic, This restriction in conjunction
with the body geometry and the uniform streaming flow, resulls in an axially symmetric
‘fluid motion.  As this material symmetry can be destroyed during the flow process (owing
in ratation of the local fluid clements which carry the (luid's material properties), certain
restrictions must be considered. These will be addressed subsequently.

Using the decampasition for the viscosily tensor, the viscous part of the stress is

2 2
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Upon forming the divergence of the stress tensor, including the pressure, the

equation of motion becomes

[ 2
P L s 0 13 ~a 13
Vp= V. A2DeD™;|2 -2 +2 ENLA
. e {er:l - = [“"epapaz "‘“Zazpap” AP '
+ (38, +2,8,) F.21a, (_W_ : (1.62.5)
4 P\gz2 dppdp ) ’
Forming the curl the above equation yields
' 6 2 : 5
PO | sa d1 3 « a1 3
0=V AV-DH DT: ]2 - 28, 2 —
) xaz-ﬂ D {_ [ &y 3595 “~°‘azpap'? + e¢e¢p 32 +

L a o oa 32 3?12
+ (i08; 45, e,,)(b_z_f - 3_5555"]]

a=| apdz
epaf[2 919 il
=922 " appan’ )| \p

6
= 2sz;.“’v.g"[o"a d L _ppdld , pald

6 2
= Vx3a%v-p® {2[0;;;, 2 bz 2L

2z —_ +
Pt Pﬂazapp = dzpdp ”'paz
1 4 Jd 1d
+ D=y =
m[P dz dppdp )] v, (1.6.2.6)
Finally, multiplication by the unit vector é¢ gives :
% S a a1 213 19
84 1V A%V-DY | DS, - D& + DF—-
} €4 { xnzgl |4 [Pﬂazapp ZGipap ”paz+
- : 192 3219
. + DA = - 2 = 0
. ”“(pazz appap)] "'} . (1.6.2.7)

Explicit evaluiation of the operator appedring in the above equation of motion
yiclds
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Accordingly, the cquation of motion is

[ x
2 e 12, e d DB)_ 2 (el 2, pad
Zl» [3 [D"ppapp+b"”0z ) dp D"‘pap “dz

a=1

PR 210 ) ra: 219
@ _ p a
[D”"azapp P 5epap T DR p7as +D"‘(p a:2 dpp BPJ]

1 afo 1 J a 1 g a2 213 '
— | D5l 5= = |- D& === + Df——— +Df| =5 ~P5——5 =
p [ pp&z(r)p p) = dzdp * Mo az + -[az papp ap ]]V’
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1.7 SPECIAL TRANSVERSELY-ISOTROPIC

FLUIDS.

Transversely-isotropic materials are characterized by the existence of a rotational
symmetry axis (Abnik 1987; Lekhniskii 1981: Podio & Virga 1987). A tayered maerial
such as that discussed in section 1.5.2 constitutes a simple example, but is not
representative of the most general transversely-isotropic fluid,

The most general linear relationship involves a fourth-rank viscosity tensar whose

~ components must satisfy the symmetry conditions (1.2.21) discussced in Section 1.2,

namely
O B = K-

G Mgy = Wi (1.2.21)
GiY Mgk = Ko -

The most general ransversely-isotropic tensor 1‘ is constructed by combining in

suitable combinations the Kronecker delta functions 8 with the unit vector i = & in the

direction of the symmetry axis. Thens exist [() possible arrangements that satisly the above
symmetry conditions (1,2.21), This leads to § independent tensors wherehy the fourth-
rank, transversely-isotropic teasor T can be expressed in the form

S5
Y e T, (1.7.0.1)

T

—
- o=} -

In the ahove, the ¢g are independent scalar parameters whereas the independent unit

tensors T possess the tollowing carlesian components :
=

T = 8 8y

Th = S Sy + Sy 8 |
Ty =8; 8383 + 838 8y

Ty = 83 838 + 513838y + 8 63 + Spdrady

T = 6383 S1adn (1.7.0.2)

v

The examples anialyzed in the previous sections involving a layered transversely-isotropic
fluid involves only two tensors from the more peneral ahove sepresentaion.  Specifically,
we have used the tensor combination 'I‘,Jz-‘., + . Ap T,;k,.
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1.7.1 Definition

In this section we will limit the subsequent analysis to the class of transversely-
isotropic fluids of the type discussed in Eq. (1.5.1.2), deriving from the layered example
of Fig. 1.4.2. composed of two different viscosity fluids.

Let a unit vector in the direction of the fluid symmetry axis be denoted by i = €5.
From Eq. (1.5.1.2), the viscosity tensor for the class of transversely-isotropic fluids being

considered is given by the following constitutive equation :

g=pyls (e -mH, (L7.LD

=
with U a fourth-rank isatropic unit tensor and Y a fourth-rank transversely-isotropic unit

tensor; gt y and p¢ ; are the parallel and perpendicular vi ities respectively, which are
d to be its. The ian tensor repr ion of the above viscosity
tetradic is

Higps = paUpjig + (peg — py YHyy

- pUgy +Ap Hygy | (1L7.1.2)

where
1 2 o
Ugu = 5(6a00 + B -2 y00), (713

1
Hijy - 5‘(613585;’: + 883 + 853838, +
+ 873830y - 46;30/38,58;3) .

(L7
andinwhich g4 =py and Ap wg g — gy . lnterms of the notation introduced in the

previous section,

I-a(r-iz) - alr-n) - o

. A (;“-4;5).(1.7.1.5)
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'1.7.2 The ecigenvalue problem for the Iayered transierselyz
isotropic fluid

l-;nllnwing the scheme outlined in section 1.3, lhe.eq&‘mlion of mniinn satisfied by

the stream function requires knowledge of the cigenv.';lucs of the viscosity tensor. The set

of equations associuted with the eigenvalue problem for the transversely-isetropic fluid is

HyuDE = A% Df G.j =.1,2,3), (1.7.2.1)
where £y is given by Eys. (1.7.1.3) and (1.7.1.4) Explicitly, the set of equations is

“.Dll . R . =/1Dll
# Dy SR =1 Dy
MDyy e e T =2 Dy (1.72.2)
ADpo Co=ADe
T A Dy =4 D3

) : T (W tou)Dy =1 Dn
" where we use the fact that the tensor is traceless, as required by fluid incompressibility.

The eigenvalues are given by the solution of the characteristic equation

fu-2 o o o 0 0
0 u-i 0 0 ] 0
0 0 u-i 0 0 0 N
N =0,- 7.2.3
detf g ¢ 0 u-a 0 0 Lo @123
1] 4] 0 0 (u+ap)~-A i} '
[{] 0 4] 0 0 U +ap)-A

which leads to the characteristic al gebraie equation ,
(A-p-auya-p)y=0. (1.7.2.4)
The solution of this charucteristic cquation gives the following set of eigenvalues :

Ap =242 = Az = A4 = pv ‘
As = A = 4 + Au. : (1.7.2.5)

involving only two cigenvalues, as expected. The corrésponding cigenvectors are
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: . Tr-o0y - (00

000
E‘: 00 o], P?>= ()I().23= 0 0 of,
- 00 0 000 001
. l010 l()()l ‘ooo
D4 = i 0 0l. DP=—[0 0 0|, DS=—=|0 0 1].
-‘Tiooo ‘riluo ﬁ010

(1.7.2.6)
The viscosity tensor can thus be written in the canonical form

p =p[D'D'+D?D? +D* D +*D*] + (u +ap )RS +DDY].  (17.2)

1.7.3 The equations of motion

The operatars associated with the abave decomposition ure

£(2, = [ EEV(E” . V) ez] . (1.7.3.1) ‘, 5
Explicitly, ' '
a2 2 a2 2 2 1 92 a2
B ==z E}= =Z | E}=0, E} |y - .
t dxdy E dxdy g 4 =77 Axs Ay
1 92 1. 3%
.t 9 g 1 9
S == BFay H°7F 30 L
- (1:7.3.2)
. These lead to the following equation satisficd by the stream function: c
. — & a2 o2 =
0= AT Ey Eq v =
- a=1

. .
SuelE: v + sule}Et + 2B =
a=1

.=”2_a_z_az+laz_az +92¢92+32.32w+
. szayi RErd 3,\'2- ;7?3.:2 a;i ayi

2% a? at 32
+ 8| = + 53 =
4 2% a4t az? ayz v
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S ._‘.32, ‘ 32 )

= v .
= nv :[[axz _a'y‘i) ‘!’]_ :

ool

) Ttus c.qualmn an bu du.nvud in an alternative way o conﬁm\ lhu ahov results

Thn. equation of motion in cnm_smn coardinates is

0

3i#ak1(31 ug + )

3 i ([1 Ui]kf + Ap H,‘j“)(aklll + al"k) =

—H ataiejnmam W - Au al'HUkl(ak Emmn snilam v+ alsklnv_lshﬂf?ln y)= - '

=130 Ejndmy — Mt ai[ 5-‘3(‘735111133111‘1_’) + 83 (aSEi;lealrli.l’) ] =
= —p3d; EjPmy - Al‘[aﬂasejm:\am'l/] N (1_77'3.4)
the curl of which yields o

0 = €pnjdy v[ﬂ I3 € pdmV + Au[alalejuﬁam '4’] ] =

=dn [ﬂ 3:79-‘(511111 Sp3 - 5]:35mn) Iy + M0y (51xrl|5n3 - ‘spa‘smn)am v ] n (1_7_3_55 .

- where we have used the identity

Bk Epge = Bipbjy — Biybp ke
Upon reammanging terms, this equation can be rewritten as
0= #3.3.(913,,W sp'iam I W) + Ap ’7131(8’%8,'1 v - 5,;19";9,,.\!/) (1.7.3.7)
Contracting wnh Spa gives :
O=pn 3!’.‘(3333‘4"“ I 'V) + A 3333(33'73'1’ = dndm 'V) . (1.7.3.8)

which is exactly the same equation obtained from our mare general scheme.
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c,
]

o 22 2 al)
Ve - =
.ﬁ( =Y

It
+
£
Q:Jm
nN
I
v
N
Jo
N——
Li.l
]

= P3s )+ (u+Au)3—z-f][———(p )v] " (1:73.9)

Upnn mtmducmg a new variable ', d;.ﬁm,d as

Fi
the preceding equation becomes

[p3sleas) - Sl

- v2lld (9 )=
=V [pap(pap]‘v] e

This represents an jsotlropig equation in the stretched varable z°,

1.7.4 The fundamental rotlet solution

The fundamental solution for a point couple cun be obained by using the isotropic
rotlet solution,  The clfcet of a point couple in a 'layered' transversely-isotropic fluid can
he approached by the sume scheme used in the Jast section. To solve that problem we use
the velocity field ‘mlher than the stream function. Explicitly, both the vek;cily and pressure

ficlds have to he determined. The velocity ficld, as already mentioned, has only one

component ll¢ H

u = ey u¢(p.z) . - (17.4.0)

z ='————7 B Lol ©(17.3.10)
(#*Aﬂ) 2 . R S
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: p=ppa, L L 742
where ¢ -independence is assumed. T . '

The point couple is locuted at z = €.50 lhat

L = I_Qezﬁ(r—cel)— L‘l)ez-&p-%%(l—j‘—c) _ 743

The equation of motion for the pmm cnuph. is

L =ex (VuP) _ R | (1.7.3_.4_5 Y

Upon wnung lhccqu.nmn in circular cylindi -cnl coord Wcohluin ’

‘ 1 d Jug ug d°u 32: o ,:
: xV/;—epxe¢{y[ (Bp( a:))-—-ﬁ+ aZ"]-{-A ?T ,.(177.»4452

whu:h lc.ndx o the set of equations

L

3—;’:() . - TN { Fo W A
ap P RIPR
2P, ‘ 1.7.4.7
=L=0 (1.7.4.7)

. 1{ 3 duy Vo : 32% 02u¢ - 6(p)6(z;c) v
'”[p(ap(pap]] A ropoa = = - (1748

These can be rewritten as

1f o ( dus)) _ue 5(p)8(z~c)
.‘u[n[é‘p(papn p? +(“+A") PP t =k 2xp

' N 22 C ot
. ﬂ[i(i(pﬁn e, "4’] = A,__L____l"(ﬂ)‘:;;z A a749

2p ap P2 az.2'

where & is given by




. Anﬁignlrbﬁ.ic Fluids 49

ko= (‘i*‘—A‘i) (1.7.4.10)
m
I€ we use the Dirac delta function property

6(k.r)=-s—:_£)-.' o : (17411

Eq. (1.7.4.9) can then be rewritien as
1 3 duy uy  9%uy _ L S sE=ch .
[p[ap( ap )) —p—f+ 972 = nk Inp - (1.7.4.12)

‘This equation is identical 1o the that for the corresponding jsotropic fluid rotlet,

with z-¢ replaced by z%¢, and the couple strength by Lo/k.  Accordingly, the rotlet solution
“of the layened transversely-isotropic problem is
- _ L p

= 17413
“y 8xku (pz + (z__c‘)z)% ) -

p =const. : (174:14)

L.7.5 Rotation of a sphere

As will be shown, the symmetrical rotation of a sphere of radius R, in a
layered transversely-isotropic fluid, is mathematically equivalent to the rotation of an
ellipsoid in an isotropic Nuid. The solution for the rotation of an ellipsoid (prolate or

oblate) is known ( Jeffrey, 1915).

The equation of motion for the rotation of the sphere immersed in a layered

transversely-isotropic fluid abous an axis paratiel to the symmetry axis of the fluid is

1{ 2 alla N 3 2"¢
Ha[,24]] - o
”[P(ap(p ap )) o7 | Yl on) o . (1.7.5.0)
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which is n:quir(:_d to satisfy the following boundary conditions -
g = Rp wr = (pz +z

2)%= R B L ('1.7.5.2)

and ‘

g —) 0O us r = (p2 +22)}4 =

Alternatively, in terms of the stretched variable z°:

. z
2 =
[u+Au
n
=Z
e

_ where & is defined us

k= [Ei“-éﬁ)y , (755

the equation of motion becomes

i o auo) ug (72u¢
— —tp—" ] —- + o= 10,
[P(ap[p ap pI  9z%

together with the boundary conditions

g = Qp at r = p2 + Al'zz’zy2 =R . . (1.7.5.7)
¢ 8

g > O ax o= (pz + kzz.z)}i - oo, (1.7.5.8)
These are isomorphic with the corresponding equations for the rotation of an ellipsoid, p2
+ 4222 =R 2, inun unbounded isotropic Nuid. The ellipsoid is prolate or oblate according -
as < tork? >, respectively. We will first present the prolate solution and then, in :

an anidogous form, the solutior for the oblate case (See figure 1.5.14.).
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Axis of transverse-
symmetry = axis
of rotation

. . - —_— : : Prolnuicllipsoid:
-} ¥ 52 Kkt >1

P

Obtlaw ellipsoid:
k<!

Figure 15,1, The problem of a sphere rotating in a layered transversely-isotropic
fluid is converted in the problem of an cllipsoid (prolate or oblate) rotaing in an
isotropic uid.

The prolate solution is mone casily oblained if we introduce a prolate spheroidat

coordinate system defined by the following transformation  (Happel & Brenner, 1965)

+ip =c¢ cnsh(E +i n) . 1.2.5.9
where ¢ will be related, 2 posteriori, by the radius R of the sphere.
Equivalently,
' = ccoshé cosy, (1.7.5.10)
p = csinh& sing | (1.7.5.11)

The coordinate surfaces € = const are a family of prolate spheroids having their
common center at the origin, The coordinate surfaces = const are a confocal family of
two-sheeted hyperboloids of revolution having the z axis as their axis of rotation and their

foci located an z = 2 ¢, p = (). Appropriate solutions of the Laplace’s equation are

i
)
:
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gy Blcosn) P,,‘(coshf) . . (i.7.5.12)

ug = Bl(cosn) Ql(cosh ), ' . (17.5.13)
involving associated Legendre functions of the first kind of degree n. In order to obtaina
finite solution we must set = 1. Jeffrey (1915) considered the more general case where
the fluid fills the space between two prolate spheroids delined by the cquations
& = &g, &- The solution for the unbounded Ruid can ultimately be obtained by setting
S = oo

Assume 4 trial solution of the form

up = sinn [4 Al(cosh &) + B0}(cosh§)]. (1.7.5.14)
The two boundary conditions, numely g =Qpp on §o and uy =€p on &y, require
that B
AR (cosh &) + B O} (cosh &) = c0y sinh &g (1.7.5.15)
and
A Rl(cosh &) + BO}(cosh€) = ¢ sinh&;. (1.7.5.16)

Upon intraducing the function f defined as

cosh &

==, 1.7.5.17
sinh“& ¢ )

I(€) = 108 th(—i.) -

the solution can be written as

HE) - £(&) £(&0) - £(£)
(o) - l(é:) * n‘f(g:,) ~ A& } . (1.7.5.18)

Following Jeffery (1915), the couple required to maintain the steady rotation of the

uy = csinh§ sinn { Q

cliipsoid &g is

16 A_o-Q (1.7.5.19
37 T - @) )



Anisotrapic Fluids 53

The unbounded Tuid solution 'is ohtained by setting & = oo, whence the

- welocity fietd is

#{£)

uy =c sinh g sinnp Q() }-Tg—)' - (1.7.5.20)
(1) .
Additionally, the requined lmquc- is V
{6 3
T=—nmnuc . (1.7.5.21)
3 Fl&o)

With R& and R are the polarand eq ial radii respectively, we have that

% =ccosh&y. R = csinhéy . . (1.7.5.22)
Inversely,
' . RIk+R 1 1+&
=] | = -~ R J1.5.2
fo=3 "[le—R) z'"((—k) 17523
The couple may be written us
l—f— U n‘,cf‘
T = e | 1.7.5.23
i 1+k 4 ¢ )
—log} —— |~ —
2 -k Rk
where
2 _R? 2 .
et = e R (1.7.5.24)
The case of a rotating sphens of rudius R fs obtained in the limit
k= i= c=0, (1.7.5.25) }
along with the comespandin g expresston for the couple,
?
T =8ruQya®. (1.7.5.26) :

The oblate case is obtained in a completely similar way by introducing an oblate

sphervidal coordinate system (Huppel & Brenner}, defined by the transformation



mh(§+n1) S (152D

-where ¢’ will subsequently tiéi XT -oséd if terms of the radius R. The transformation is equlvnlcm to

c' mnl|§ mn. p = ¢" cosh§ sinn. (1.7.5.28)

The unhnumh.d t‘lund solulmn cun ho uxpn,sq.d in terms of the funcunn

def. sinh&

:.‘ ~1:
. S ,F cot” (sinh §) , (1.7.5.29,
O o~ ot (o) )
-hy the following expression : o ' ot
F(&) .
uy = c'cosh€ sinn Qg (1.7.5.30)
¢ F(&u) :
Likewise, the couple required to maintain steady rotation of the ellipsoid is
16 3 .Qo R
T=—uznpc (1.7.5.31)
3 FE) .
Altematively. in terins of the polar and cquatorial radii, i.e.,
% = ¢'sinh€p. R = c'coshéy., (1.7.5.32)
the couple becomes
-lqﬁll.’[l an'] .
T= = . (1.7.5.33)
—z—kz—] - arcot !
k PN e
where
g2
= R - (1.7.5.34)

This also reduces 1o sphere solution in the Hmit & —> 14,

I we observe that

farcot Lo by 12 (1.7.5.35) T
. k;;kz—l 2 1-iyf&%-1 :
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the oblate and the prolate case solutions are scen to have the same mathematical form.,
- Figure 1.5.2 illustrates the solution for dimensionless couple as a function of the parameter

k.

COUPLE AS A FUNCTION OF
PARAMETER k.

Classical Newtonian Fluid
\ *k =1, Ap=0)

kE 4 > ;
'\ Sphers To= BruQ 0113 i

TIT,

[ SRR R

Apu>0k<1)
Prolate ellipsoid

Ap<0,k>1)
Ohlate ellipsaid

) 1 k 2

Figure 1.5.2. This figure shows the couple as a function of the
parameter k. For k < L, the cllipseid is prolate, and for k > 1 is prolate.
The sphere (Newtonian case) is recovered atk =1,
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1.8 STREAMING FLOW PAST A BODY OF
REVOLUTION.

1.8.1 Equations of motion.

Another simple cxample pertaining to ‘layered’ transversely-isotropic fluids
involves axisymmetric streaming flow past a hody of revolution in an unbounded Auid.
Axisymmetric flow occurs when the symmetry axes of both the anisotropic fluid and body
coincide. Such axisymmetric flows, can be expressed in terms of a stream function.
Choose a circular cylindrical coordinate system with the z axis along the symmetry axis of

the hody. The velocity field is related to the stream function hy the following equation:

1
u = —eyugxXxViy =
P (]
L v , dwl_
=3 e¢x1:ep 5p +»eE 52| =
| dy dy
= - — - e . 1.8.1
P[e" Az s s
The rate of deformation wensor is given in terms of the stream function by the
expression
. 1L d(dvw 13%¢ a3 {13y
Va + (Vu )" = ZeZeZ[—F-‘s;(—T]] + (ezel_,-i- epeg)[; 7.2 = -a—p- ;—7 +
1 dy 12
+ 2egey [——f -—a—z} + 2epep[ 3 (;-a—z—-J (1.8.2)
‘The viscosity tensor for the ‘layered’ fluid is
g o=pU +AuH (1.8.3)
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%[eze9e¢ez +ezepepe; + e ege, ey + 0 0 0.8, +
+ ege.e.ey +epe.e,e, + egeeg€; + epe:epe:] . (1.8.4)
Interms of the stream function, the stress tensoer becomes
P=-Ip + pu :[Vu +(Vu)+] =

19%v _ 3 (12 '
= -Ip+u [Vu + (Vu)+] +ap1 (ege + egey) [;-3;-"2’- - 5(;—'”)] (1.8.5)

Hence the inertialess equation of mation is

1 d a3
A R B
a

) 2Y[13%2¢ a1
A - —_—f = LA L
* “(e‘p ap” " e"h) [P 372 (P
Upon forming the curl of the abave we obtain

0 =p Vx[ep (vz - _‘f) lay ,zvz(_’% 9_V]] .

pijpdz 2
? 3 212 132y ad(1ay
+egap| L2 - dla L S AR AL
i "(9232 3pp0pp] p 9z2 3p(p ap
LY1dy 2 1w
uvxie,| v2 - )——-—+ev(——-—- +
["( pilpar T =" pap
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+[a 1. a) 92'_;:‘,*3 12,
eI 3ppap

dppap
+e¢—AF'u-DzDzw=" o ”

92 a1 5\ 52 PR AN
J= — o || = ¥ p—— | ¥ +
pe‘,’[az2 pappap](az? pappapjw

e ed,%-DzDzv/:

(1.8.7)

éy ( E2Ey + 7“021)2 v)

where the aperators D? and E? are respectively defined as

P (l 3 )
7:2 Paplpap

and
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W g% a(n'a:J ‘ :

B2 p 2|22 (1.88
S T 92 P ap\p ap v >
v}\cco'rdingly. in tefms of the stream function, the equation of mation adopts the form :

Lprgry (8 p2p2 yag, 1.89)

P ) .

or, rearranging tcems,
(E“ + A%D-‘) w=0. asim

del.
& = B2 E?

 and

. of, ' a S .

0% ‘T p2p? . o (1.8.12). -
-1.8.2 . Fundamental Stokeslet solution.for the layered ...

<. transversely-isotropic fluid.

The equation of motion for a point force is

V.B= Fb(r)=e, F3(r), (1.8.13)
where 8(r) is the Dirac delta function. In (symmetrical) circular cylindrical coordi
(p.$.z). 8(r) is given by the expression

8(r) = LIGLIC)Y (1.8.14)

2np
‘The solution of the inhomogeneous equation requires the use of certain

properties of the Dirac detw (unction (eef), which are given below:
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In termsof the

motion becomes '
(.‘.1.5252 + ‘ﬂ’pzlﬁ] W =%i[£@]. ' (1.8.16)
A 2x dpl p

or, upen rearranging terms,

252, AR 22 _F8[dlp) _ .
(E E o D D]‘F i yerrs [——p & (p)]. (1.8:17)

Upnh letting A — ( we recover the isotropic equation for the stokeslet. The equation of
motion can be rewritien by introducing the parameter K2defined as

P (1.8.18)
u

By definition, %245 a real number il A S 0 and a pure imaginary number if Ag = 0.
Since the cquation depends on &4 rather on &2, the solution must he symmetric undér.the
interchange of &2 and ~&2. This property will allows to rewrite the cquations of motion in

a symmetric way, nimely

(2 + 2 D) (£ - 2 DY)w = ’;i( )[50’) 5 (p)] (1.8.19)

Alernatively, in the even more symmestricat form, we have that

[%(aa +DY)(E2 - D)+ (52— 207 (2 kZDz)] v =

_ Faale) _ . )
= e [ p 8 (p)]. (1.8.20)

where the operators 2+ 12D? and E2 - 12 D% are given hy the expressions
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1 2

E? + 42 D% = (r+ i.'z)sa:z-2 +(1-#)p r?p(p 35 ] (1.8.21)

E? -2 D? =1 ~‘~2)—r "'('*Lz)pap(;aap]

(1.8.22)

This equation will be solved following the procedure used by Happel &

Brenner (1965) for the comparable isotropic problem. The fourth-order differential

equation can be separated into two second-arder equations. First we define the functions

‘tb.(p.z) and @y(p,z) as
®i(p.2) = (E* - kz-Dz)‘{’
and
Dy(p.2) = (52 k2 DZ)‘{‘ .
satisfying the second-order equation ‘ ‘
%(E2 + &2 Dz) @y (p.2) + -%-(E2 - k2 Dz) Da(p.2) =

- L3Q[30) _ 5],

2zp | p

(1.8.23)

(1.8.29)

(1.8.25)

Upon using the expressions for the operators (1.8.21) and (1.8.22), the above can be

rewritien as

%{ ( +‘k2) % + (1= kz)pai-(l—l)--;— }d’;(p.d +

(1.8.26)
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* Upon introducing the new v;_u"i:’xhil;:'s‘f

o(re28)

and

CU(1.8.30)

e

el . (1.831)
v B

Eq (1826)hct.nm:.s

1[-32 ,af1 2 1{ a? ,,a(la .
z{m'*l’ap(p ap)}‘h(ﬂ-:)*‘ {a = +P ap7lp" ap)"’z(P z") =

- F8(2) 3(p) }
2y (I+Li)'/2(l—kz)[ - 86)
e F8() [5(") : 1.8.32
2np (=22 + 4% [ 0 e )] (1832

By construction d(p.z} is the same as da(p.z) upon replacing &2 by —&2 |

The function ®{p,z) , defined as the sum

827y
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dp2) =@ipz) + B2pz) T (183
is then symmétric under the exchinge of £2 by ‘<k2: Dué ta the symmetry. this equation

cun be decomposed into two equations : -
a2 , 9 J:
{a:" MarTy (p ap' )} e

1 F8(z) 5(p)
=37 W[ -6 (P)] (1834

Y4
d I 1t o
. Go(p".2")
{a w2 +p' apu( apu)} 20",
i__’%(z_;_j_[s"’ ) _5 -(p4)]. , (1.835)
2 22p (1~ P20+ &) o
Each of this pair of equations, wrilten in these variables, is identical to the
equation obtained in the isotropic case provided lhﬁl we scale the strength of the point force
as

. F

F'= m . ) (1.8.36)

The solutions of these equations are oblained in the same way as previously,

Explicitly. define the Fourier cosine transtorm

By(p'.o) = [Dy(p".2') cosa ' e’y Dy(p'z) = % f®(p".a) cosaz da:
0 0

D, (p", @) =I¢z(p".z")qosaz": 2" By(pt.2™) % J' Dy(p". ) cosarzda.
0 [

‘Upon farming the Fouricr cosine transform of Eqs. (1.8.34) and (1.8.35) wc obtain

{n%&%]- aZ}a.oa-.a) LD 5] asam
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Sl d (1 9\ el e _F8(E) 6(p")
—_— ] = b . = s'(p") . (18
'_4({’,’ ap”(p.. EPy ) o } 2p"a) ==t &'(p"}| . (1.8.40)
wherein we have used Vnrious propettics of the delta function set forth previously.

The general solutions of the homogencous equations are, respectively

B0y = Ap'l(ap) + Bp'Ki(ap') (1.8.41)
By (") = Cp Ifap") + Dp*Kilep”) (1.8.42)

where 4, 8, € and D are constants of integration, and 7, and K| are modificd Bessel
functions of the first and second kinds, respectively. Due to the symmetry of the solution
we must ke A = Cand B = D. The inhomogencous solution can be obtained using the

- methad of variation of parameters. This leads to the solutions

o Fp'Kilep) , (1.8.43)

Di(pt.a) = Ap' Ifap) - ey

y - &Fp Kiop?) k (1.8.42)

Dy(p".x) = Ap™ Iap T

Next, we have o solve the following second-order equation, obtained by

“substitution of the previous solution into the original equation (1.8.20) :
(B2 - & pYwilp.2) + (E2 + K2 DYwalp.z) = @ip.2) + @alp.z) . (1.8.45)

This equation may be rewritten as
3?2 2 1 a2
[(l —L)'J—LZ- + (|+ k )p (;T)]I[II(PZ) +

+[(l + kz) % + (1-49 ;p[p £ )]V’z(ﬁ.z) =

= dy(piz) + dap.z) . (1.8.46)

- where @ and &, are the Fourier iransform of solutions (1.8.43) and (1.8.44). i.c.,
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"-5[(;»)’.:'11) coscz da =

(1.8.47)

: ]7 [Ap l.(ap) a_ﬂ’ﬂq_pj] cosa z' dar
Lao bk

. 8mu

_[ Fy(p".a) cosaz"da =
0’ ’

I[Ap Il(ap") %’i—'—(—?ﬁ] cosexz"da | (1.8.48)
"

!
ale

Equ.mnn (I 8. 46) can he rewritten using the new vartables (1.8.27) thorugh

- (LR.30) as )
a? . a'(l J -
+ -
{—Taz_",‘ P ap FEErS wvilp".
L a2 LA (1A
f{—az.z +p r7p(p 75 )}Wz(ﬂ--)

= ®yfp.z) + Ofp.z) . (1.8.49)

This equation can be split into the following pair of equations:

a? a (1 _a_ .
{5—:5 + p J‘P"(Pl PP )} vile"z) = &alpm) . (1.8.50)

FA
a* af1a
LR - % L ') = ofp.z’ . Y
{az'2 , ap'(p- 2 )} va(p"z) o'z} (1.8.51)
where the mixed grouping of terms is necessary (o maintain the symmetry. In the above
@y(p*.z") and Da(p".2") ar given by the Fourier cosine transforms
- 2 TTaAl o e . .
D(p'.2') = = _[ A?ll(ap ) - aeFp'K(ap'}| cosazda |, (1.8.52)
0 ] - ) .



. ohtum lhc fnllnwmg g,quauom

' '...a_. .l__f__ ‘ . dF'p'l(,(ap;) .
{pi,a'p.(p. ap':) }w.(p @) = Ap zl(ap) e . (1857

T @ (12 Vo2l otom o) o dor oo - Z P Ki(0p")
{ ap"(p" 50 ) a }v'z(p .a) = Ap" Ifap") e - (1.8.58)

Tht. general snluunns of the lmmogt.m_nu: equitions are respecti w..ly gwt.n by
Fiylpa) = Cp' hfap’) + Dp' Ky(ap?) (1.8.59)

Faylp ) = Cp" I{ap™) + Dp” Ki(ap") | (1.8.60)
. where the constants C und D are tuken to be same in both solutions in order to maintain the
symmetry. Purticutar solutions can he found by the method of varixtion of parameters. This

leads to the generat solutions

Fiylpt.@) = Cp' Wap') + Dp* Ki(ap') +
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L AP Ilap)  aFp“Kolep) (1.8.61)

2a 161 -
Vaulp @) = Cp* h(ap') + Dp" Kia@p”) +
2 u 2 u
v Ar In(ap™) + 2Fp Ko(ap®) . (1.862)
2a 16y

The constanis A and C are set equal to zero in order that the fluid be at rest at
infinity. The constant D is taken to be zero in order that the velocity to be finiw along the z

axis (except at the singular paint). The solution to Ey, (1.8.20) thereby reduces to

wip.z) = wilp.z) + valp.d) =

aFp2Ko(ap’) . aFp 2 Ky(zp”) (1.8.63)
16y 16wy : e _
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1.9 CONCLUSIONS.

The use of a fourth-rank viscosity tensor is justified provided that the
transversely-isotropic continuum remains homogencous during the flow process. Such
homogeneity cannot be assured @ priori ; rather, cach situation must be analyzed on its
merits to decide whether homogeneity is a valid assumption. However, once having
established the validity of the homogencity assumption, a unique decomposition of the
viscosity tensor exists that fumishes the six pertinent rheological parameters appearing in
the equations of motion. Moreover, a well-established scheme exists to oblain the above
mentioned decomposition. As a special case, the layered, transversely-isotropic fluid case
was extensively studied throughout the chapter under different flow situations, including
an example where the viscosity tensor evolves in time as the fluid is sheared (although

remaining homogeneous).

Analytical results possess the distinct advantage (apart from their own
intrinsic beauty) of revealing the explicit changes occuring in the solution as the pertinent
physical parameters are varied, a quality that strictly numerical approaches cannot readily
display. Our approach and results are completely analytical.

We believe that the approach outlined in this chapter possesses advantages
when dealing with anisotropic fluids. It provides a transpareat scheme to incorporate the
relevant rheological anisotropies into the equations of molion in a unique way. The
decomposilion itself provides a very powerful tool, which allows one to determine the
important parameters appearing in the equations of motion. In general, this approach has a
strong hydrodynamic foundation which benefits its use in dealing with anisotropic fluids.
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‘2.1 INTRODUCTION

The effective viscosity of a suspension of particles (Happel & Brenner 1965)
depends upon different variables characterizing the system, specifically : (a) the

rheotogical propertics of the suspending fluid; (b) the size and shape of the suspcndc(l

particles; {c) the « ion (i.c.. ber density) of the suspended particles; (d) the

type of undisturbed shearing motion of the particles and fluid. Secveral excellent
reviews exist on this subject (e.g., Eirich, Frisch & Simha 1956). In our study we
will be interested in suspensions of neutrally buoyant spheres, where the suspension
viscosity can be considered a function of the concentration of spheres, the extent of
their hydrodynamic interaction, and the viscosity of the background fluid. The
_ effective viscosity is defined as the ratio of 1he suspension viscosity relative to the

viscosity of the suspending fluid (which we will consider to be both Newtonian and
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: incnnipn:ssih]c). Negleeting hydrodynamic interactions among spheres and with the
surrohnding wul'ls. for dilute systems the effective viscosity depends only on the

concentration,

The effective viscasity of a suspension of spheres will be then considered a
function of its concentration. For dilute systems, the dependence is linear (Einstein,
1905,1911,1956). Experimentally, it hae been shown (Ward & Whitmore, 1950,
Williams, 1953; Sweency & Geckler, 1954) that the viscosity increases non-lincarly
with the concentration, diverging at a critical value of the concentration. Mathematical
treatments, including hydrodynamic interactions, had been performed to describe the

divergence at a critical value of the concentration (Simha, 1952; Happel, 1957).

20.0

A Ward and Witmore
*williams
= Sweeney and Geckler
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Figure 2.1. Dependence of the relative viscosity upon particle concentration

We assume that a constitutive cquation relating the viscosity and the

conceniration is availuble, ¢ither experimentally or theoretically derived.  An
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cxperimental graph showing the concentration dependence of the relative viscosity is

shown in figure 2.1. If the suspension is homog the systes can be modeled as

an homogeneous fluid with an effective viscosity which depends upon the sphere
concentration. As far as the solution of the equations of motion is concerned, the

viscosity will be a constant parameter.

if the suspension is not homogencous, the viscosity can no longer be
considered constant throughout the fluid. Gradients in the concentration will lead to
gradients in the viscosity. In this chapter, we analyze the cffect of gradieats in the
viscosity upon the solution of the equations of motion and the corresponding forces

required to maintain the flow.

Were the particle concentration a known function of position, the functional
dependence of the viscosity on the concentration, would enable ane to obtain the
viscosity as a function of position. Use of a position-dependent viscosity is valid at
the same length scale wherein concentration can equally be considered 2 function of

position, The viscosity appears in the equations of motion through the constitutive

equation for the stress tensor and, if not will consequently affect the dynamics
of the system. Extra terms reflecting spatial viscosity variations will arise in the

q of motion, thereby modifying their solutions. In this chapter, we analyze the

changes produced by a spatially variable viscosity. Of interest in the subsequent
analysis is how the dynamics changes, and what is the effecl of such variations upon .
the applicd forces and torques. We also characterize such non-homogeneous fluids by
assigning them effective rheological properties when compared with newtonian
homogeneous fluids. The constant newltonian viscosity case will generally be referred

to as the hemogencous case.
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In the next seéﬁon we write the equations of motion for the general non-
steady situation and its sin‘ihliﬁcalion for steady-state flows. The rofe of the position-
dependence of the viscosity will be appreciated when we explicitly write the extra terms’
atising in the equations of motion. In section 2.3 we analyze unidimensional flows and
the changes induced by the extra terms in the equations of motion, as well as the forces’

required to maintain the flow. Section 2.4 is dedicated to the rotation of axisymmetsic

bedies.

2.2 The governing equations

The general non-steady problem will include the particle volumetric
concentration ¢ {r,t) as a variable, in addition to the velocity u(rt)} and pressure
i plrt) fields. An additional equation is required in order to have a well-posed
mathematical problem. This equation arises when applying a particle conservation
| principle. For a neutrally buoyant suspension of particles, no net force acts on the
: particles. [n consequence, they are carried along by the fluid, moving with the same

velocity as the latter. No physical mechanism exists for the particles to move from one

streamline to another, or to move with a different velocity than the fluid. These
arguments, which we now assume to be true, have been proved (Brenner 1964,
Brenner & O'Neili 1972). No hydrodynamic interactions are considered, cither among

particles or with the walls.

The concentration & (r.¢t) satisfics a volumetric conservation cquation of the
same type as that for conservation of ‘mass. This conservation equalion can be written

in the form

i
i
'
i
|
i
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F1

-+ V- (du) = 0, (2.2
T (du) ( )

where u{r.t) is the velocity field. Continvity and momentum equations can be written

- as

E
-afti + V-(pju) = 0, (2.2.2);
3

Py {—5% +(u'VJu} -vp, (2:23)

where [J] is the densily of the fluid (assumed to be constant), ‘and the stress tensor g

is given by the constitutive equation
BE=-1Ip + nlolee) [Vu + (Vu)*] . (2.2.4)

where p is the hydrostatic pressure, L the dyadic idemfactor; the viscosity ' st () isa
given function of the concentration &. These cquations constitute a set of five
equations for the five scalar variables u, p and ®. These equations must be solved
subject to initial and boundary conditions imposed on the variables. This constitutes a

well-posed mathematical problem.

In the next section we will simplify the equations for the stcady-state regime.
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2.3 The steady-state equations of motion

In the steady-state regime, the concentration of particles, though remaining
constant in time, can vary with position. The final steady-state concentration can be
used to obtain the viscosity as a function of position. Steady-state solutions can be
obtained by solving steady continuity and momentum equations for the given
concentration. Without solving the general non-steady problem, we will not be able to
determine this finat steady-state configuration for cvery possible initial configuration;
but, by analyzing the steady-state equations of molion for an arbitrary functional

dependence of the viscosity, all pessible steady-state solutions can be studied, thereby

providing a deeper understanding of the rheology and dynamics of suspensions. By
considering arbitrary functional dependences. it will no longer be necessary to consider
the relation between the viscosity and the concentration explicitly; rather, viscosity wilt
be regarded as a prescribed function for every problem which follows. This functional
dependence is restricted to the class of functions which are always positive and are
consistent with the steady-state concentration assumption. This condition implies that

the concentration field must satisfy a steady-state conservation equation, namely

Veiug[= u-V¢ =0 . 23.1)

Since Vi = :—:-Vnp , the viscosily must satisfy the equation

WV =0 . 23.2)

In other words, the viscosity must be constant along streamlines.

The viscosity, regarded as a known function of position, can be considered as
an initial condition in the sense that is a given function. Flow stability analysis can be
used to show that some configurations are more stable.than others; consequently, some

configurations may not be observed experimentally.
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The goveming equations of motion for a nonhomogeneous {luid, like the onc
described in the preceding paragraphs, are obtained by allowing the viscosity to depend
on position in the constitutive equation. This condition is satisfied by a neutrally
buoyant suspension of spherical particles, where the deasity of particles and the fluid is
the same, Sinéc no extra variables are required to describe the fluid, no extra equations
are needed. Conservation of mass and momentum, together with the steady-state

condition, provide a closed set of equations for the system:
V-u=0, 233)

V:-E=0, 234

where the stress tensor P is given by the newtonian constitutive equation

B= —Ip+p(r) [Vu+Vu+] , 23.5)
with g(r) a given, but arbitrary, function of position. Boundary conditions on-the
velocity a.nd pressure ficlds must be prescribed in order to have a well-posed
mathematical problem. Particular interest centers on the case where the velocity
vanishes at infinity, satisfies non-slip boundary conditions at solid surfaces, and

wherein the pressure field approaches a constant value at infinity.

For the same flow geometry, different solutions can exist for different

viscosity functions. [n general, the solutions for the case of a constant viscosity fluid

will differ from their t ts of the parable non-homog case, even for

P

small deviations from homogeneity. The mathematical reason for this difference
depends upon the fact that the governing equations are different for homogeneous and
non-homogeneous fluids. Additional terms in the equations of motion arise from the
spattal variations of the viscosity field. Using the constitutive cquation for the stress

tensor, the momentum equation can be written as

Vp=pn Via+ ‘[Vu + Vu']. (2.3.6)
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wherein viscosity gradients give rise to new tcrms in the equation of motion. It is
important to note that the viscosity gradients are multiplicd by gradients of velocity. If
the velocity field is a decaying function of position, the Laplacian term will decay faster
than the velocity gradient term, which means that even if the viscosity gradients are
small, the extra term can become important at large distances. 1t is also important to
notice that even though the order of the differential equation is not affected by the extra
ternmis, the fact that it depends on the first derivatives of the velocity, can create new
flow phenomena comparable to those arising in the simpie mechanical oscillator in
circumstances wherein damping and external driving forces are included. This
mathematical complexities will become clearer when we analyze different examples in

the subsequent sections.

General functional dependences of the viscosity are difficult to analyze

+

of the math ical complexity of the equations. As such, special dependences

will be invoked to provide some insights; these will hopefully prove helpful in
understanding the new physics underlying non-homogencous fluids. Explicitly, the
use of periodic functions will allow the use of powerful mathematical tools in the
solution of these equations. Even though periodic suspensions would be difficult to

deal with experimentally, the analysis can be taken quite far analytically in such

circur , allowing a deeper understanding to be obtained. From the resuits for

periodic systems, some cor ions for the g | case can be drawn. In some cases,

we will be able to analyze gencral spatial dependences.
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2.4 Unidimensional flows

‘This section is devoted to this analysis of some simple unidirectional flows,
with the spatially-dependent viscosity g usually varying only in the direction
perpendicular to the streamlines. The problems presented in this section are
unidimensional in the sense that there exists only one component of the vector velocity
field, which in turn depends on only one variable. The importance of these simple
examples lies in the fact that exact analytical solutions can be obtained. Solving these

1,

P quires the solution of ordinary differential equations, subject to the pertinent

boundaty conditions.

2.4.1 Flow between parallel plates

As a first ple of unidi ional flows, consider the flow between

parallel plates. A cartesian coordinalé system is chosen, such that the 2 axis is
perpendicular to the plates and the x axis is parallel to the flow, as in figure 2.2. The
two plates are scparated by a distance h from each other, and the upper plate moved at a
constant velocity U relative to the lower plate.  Additionally, a constant external

pressure gradient acts on the fluid on the x direction.

In compliance with the steady-state assumption regarding the concentration of

particles, the viscosity must be a t along lincs. In this case, the viscosity

is allowed to be an arbitrary function of 2, which lies perpendicular direction to the flow
direction:

po= pal2) = pgp.(a), 24.)

Here the 1o isach istic viscosity and the dimensionless viscosity g ,{(z)

is an arbitrary function of 2, being an order one function with respect to the distance 2.
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Due to the prevailing symmetry, we ussume subject to g posteriori verification that

there exists only an x-component of the velocity field, and that it depends onlyon z:

u=eun(z), (2.4.2)
Thus, the equation of motion hecomes
(2.4.3)
~dp_ap
e (/Jo}l (z) ) i Al const,
which is to be solved suhject to the following boundary conditions @
u(z=0) = 0, @2.3-9)

uz=h) =

The continuity equation is identically satisfied by (2.4.2). The solution of the

equation of motion is easily obtained by direet integration as

z =lrsq
uy(z) = —L—-—, iz + €y, 2.4.5
* !, pouey T @45

where Cpy and €y are integration constants to be determined from the boundary
conditions. Application of the houndary conditions furnishes the following values for

these constants :

w(z=) =0 = a=o, (2.4.6)
- Lu (z)
uyz=h) =U = G _———-—-0——‘1‘————— ) (24.7)

lj ’l' de
l-‘ﬂ()nuz(z) :
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zy o

®) Th < u = e,(2)
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L

FiguraL.2. (a) Flow between paratisel plates separated by a distance . The upper plate is
moving with constant velicity U with respect to the lower one. A constant pressure
g acts in the {b) The vi: ity is a funtion of zonly. Due to the
symmatry of the problem the velocity is parallel to the platas and depends only on r.

The classic limit when the viscosity approaches a constant value is regular,
and the homogeneoas solulion is recovered.  Small perturbation analysis about this

state can be applied. Thus, we suppose that the viscosity variation is of the functional

. form

- . \ (2.4.7)
—— = — 1 + & f(2)].
Mongz)  mo ! I

. where [€] << 1 is a perturbation parameter and £(z) is of order one.  Substitution into

the expression for the velocity licld yiclds
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€S0 214, Ilo W

U-LA‘{—I (l+ef(z))dz U
e - ”() R
= lim <o = lim =
e €30 —I (1 + & f(z1)) dz'- :
Hoy

The force per unit length, per unit width (i.e., per anit area), required to
maintain the steady-state motion of the upper plate for arbitrary functional dependence

of the viscosity is

L L

1 du ! A
F-e, =— |Pndx = — z e = —
!; « I.({ ()#()—Ll hf LI

% L Ly 3 HA2) ¢
= ‘A—ph +-l— f(‘()!lf = ﬂlh +lj LliRats dx =
L Ly L Ly 1E o ,

Hoy #=(2)
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[ b pdz 1
o apl f"z(,.)
- Hlu - _ZP_“, - ﬂ_d_l (2.4.10)
1 | z |
ot prres)
d L o#d=?]

Application of a similar perturbation analysis shows that the above reduces to the
classical homogencous solution when the viscosity approaches a constant vatue;

explicitly,

.u(;,U +A:L"’ s Q4.11)

2.4.2 Flow in a circular cylinder )
As a second example, we consider the flow in a circular cylinder of r‘a‘dius R .
as in Fig. 2.3. The z axis of a circular cylindrical coordinate system (p,$.2) ‘coincidcs'
with the §ymmelry axis of the cytinder. The driven fbrcc for the flow is a constant

pressure gradient acting in the z direction,

) u = &:(p)
*

2R %} \ Lol
i — :

__A_.p —_—

L

Figure 2.3. Pressure-driven flow inaclrcular cylinder of radius R The viscosity

changesin the radial direction modifylng the velocity profile from its usual parzbolic
Poiseullle form.

_ The viscosity will be taken to be an arbitrary function of the radial distance p :

o= pelp) = monpp) | 2.4.12)
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{ 2'dz’ ll
B .,
- F“:’L e ﬁ-’i":—z-l . @4.10)
LI | z_1
f e AL |

Application of a similar perturbation analysis shows that the above reduces to the
classical homogeneous solution when the viscosity approaches a constant value;
explicitly,

F-e — HoU  Arh

— 0, 2.4.11
r 2L " as £ (2.4.11)

2.4.2 Flow in a circular cylinder
As a second example, we consider the flow in a circular cylinder of radius R
asin Fig. 2.3. The z axis of a circular cylindrical coordinate system (p,¢,2) coincides
with the syrm'nelry axis of the cylinder. The driven force for the flow is a constant
pressure gradient acting in the z direction.

e —

u = ‘é,(p)

—_—
J

i = :
b e
L

Ftgure 2.3 Pressure-criven flow ina clreular cylinder of radius R The viscosity
changesin the radlal direction modifying the velocity profile from its usual parabolic
Polseulile form. : .

The viscosity will be taken to be an arbitrary function of the radial distance p:

o= aelp) = pyp,(p)y, (24.12)
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As required by the steady-state assumption in conjunction with the symmetry of the

prablem the velacity field is assumed o be of the unidirectional form
u = e (p), (2.4.13)

where e, is a unit vector in the z-direction.
‘The continuity equation is identically satisfied by this choice for any function. -

1z(p), while the momentum equation for the pressure driven flow is

ap
Fo=—\PTY
ap pap( PZ) (2.4.14)
where the stress component Ty, given by
o,
Tor = #()M(P)-l:l% . @4.15)
This leads to the equation
) Ap _ 1 d dug : \
.- 4 2.4.16,
7 pdp[p#oup(p) ap ) (2.4.16)

which must be solved subject to the houndary conditions

w, =0, at p=R,
1, finite for all values ol p . (2.4.17)

This tirst-order difterential equation for e iy fd p possesses the solution

du, Co

== =

-G, (-Aﬂ)_e_.
dp  puaiy(p) 2L Jpotplp) -

The requirement that the velocity he finite cvcrywhcl;c (in particular at p =0)

(2.4.18)

that the integration constant - Cyy be taken as 7ero, A second integration

=}

gives the veloeity ficld

Ap p'dp'
. =C +{—
u(p) = € ( “““]I“p(p) . @2.4.19)
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The non-slip boundary condition at the surface of the cylinder requires that

pdp'
[ 2 Litg ]f Hpe) (2.4.20)

and hence leads (0 the solution
‘p’ p'dp’
uy () = [ ] ot ( )
2Lpg j’l",.w(l’) IF‘ (P)

pdp’ ’ e
(2’4'“)‘[ HppY - (2.421)

The limit of a uniform viscosity is regular, whence the velocity field
approaches the classical Poiseuille flow homogencous solution regularly. Write the

perturbation series for the dimensionless viscosity as

Bp(p) = L+ ££(p) + £2 f1(p) + -+, 2.4.22)

where jg] << | is the perurbation parametes; substitution into (2.4.21) gives

Ap R 1 Ap £
2 = dpt = | —— 1- -—-lp'dp' =
up) (uuo)iﬂp(p.,wp (u;m);{[ eAhle) - prdp

R R :
= Ap oot — Ap ot 4 o
- (ZLﬂn);{p e [ZLw),{f‘(p)p R (2L#o)!p '

o -V 2 _ 2
_(“H“](R " . (24.23)

The force per unit lengih acting on the surface of the cylinder is given by the expression

- . N . . .. d -
F = e:-jg-n ds = & -I[(ele,, + &pé)po ;tp(p)ilﬁf]'ep ds' =
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du
—Z
dp' p

. zn[uoup(p)

) . (é.4;24)

which is indcp;:ndunl of the viscasity.

2.4.3 Source and sink problems

Another unidimensional flow example is pmvndu.d by lhc fMow out nf a source
or inte a sink in an unhounded fluid. A ﬂlmplu source is a point from whlch fluid
issucs uniformly in all direclions (see figure 2.4). The total volumetric flow rate
through any closed surface enclosing the source quantifies the (algebraically-signed)
strength © of the source. Sources of negative strength are called sinks. The Vclocily
field is determined by the kinematical condition of incompressibility together with the

assumption of radial symmetry, and is .
u=e.u{r), (2.4.25)

where
Q
= . 2.4.26,
= et @426

This tluid satisfics the continuity equation. In what follows, the viscosity will be wken
to be an arbitrary function ol the radial distance from the source. Explicitly, the

viscosity is assumed to be of the form

no= pop(r). (2.4.27)
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Q i

Figure 2.4. A source is a point from which fluid flows out uniformly in
all directions. The total volumetric flow rate across any closed surface enclosing
the source is called the strength Q. Sources of negative strength are cailed sinks.

The pressure ficld p =p(») is d ined by the equation, and hence will

reflect the functional dependence of the viscosity.

The radial component of the momentum equation (2.3.6) in spherical coordinates is
here of the form

de o 0r) [V:u,. - 2';’] +;|0——6“’ LA

dr dr or
[1 9290 2u, 1 Ip, du
= Hot,ir) s ,’7’!_) - 75"] Rt L k)

Substitution of the velocity fietd into the above leads to the following ordinary first-

order differential equation for the pressure field :

dp dup, O
- - . . 4,29
dr “Odr 2z (24.29)

Direct integration gives the pressure field
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i Q .
_ﬂ(r), P+ Ho j e SR 2.4.30)

Due to the fact that the velocity field is known g priod, it is possiblc 0
consider the full steady-state Navier-Stokes equation, rather than the linearized version
thereol. Thus, the lincar momentum equation is

pru-Vu = = Vp + o, V2 u + pg V#r-[Vu + (Vu)+]. (2.4.31)

Substitution of the radial velocity assumption leads to the eguation

du, dp dyp, .
—= . 2.4.32)
dr  dr s 2503 ¢ )

Py
whence using the expression (2.4.26) tor the velocity field gives

dp_ @ du, 0 o
- fi . 2.4.33
dr = Pr &z ‘."dr 200 2.4.33)

This can be direetly integrated to give the pressune licld

Tdp, _© ... F & '
= P+ —=L ir' + dr' . 2.4.34
»r) = p. Iloj: dr 23 o P/.! Py ¢ )
Explicitly,
2 -
pre@ du, Q@ .
= - d
PUY= pe = g o] TES IR (2.4.35)

2.4,4 Rotation of a sphere
The lust example that we analyze in this sectien ls not 2 unidimensional flow,
although its solwtion still only requires the solution of an ordinary differentiat equation,
The statement ol the problem is as tollows ; A sphere of radius @ immersed in an
infinite fTuid rottes with constant angular velocity §2, while the viscosity of the Nuid is

anarbitrary fupction ot the radial distance measuned from the center of the sphere.
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Asin ﬁgumﬂ.s. a spherical coordinate system (,6,9) is placed in such a way
that its origin coincides with the center of the sphere. The z axis is chosen to coincide

with the axis of rotation.
Z axis

Constant

€ angular
velocity

Sphere of
~radins a =

Adis of rotation

FigureZ.S. Sghem rotuling with constant angular velocity about an
axis passing (through its center.

Tn this coordinute system the viscosity g(r} is taken to be an arbitrary function of the

form

#o= popdr) ‘ (2.4.36)

leading to the following equations of mation :
Vea=10, . (2.437)
Vo = notdr)V e+ g Vi Lr) - [Vu + (Vu)'] | (2.438)
which are subject to the following houndiry conditions :

u= Oxr= Qexr = ey Nrsind wt  r=a,
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P~ . Px=const. as r— =, (24.39)

Due to the symmetry of the flow (subject to 2 posteriori verification) we

assume that only the ¢ component of the velocity field is different from zero, and that
the resulting tangential speed is independent of the angle ¢,
u = &yuylr,0), . (2.4.40)

Similarly, for the pressure field,
p = pr8). (2.4.41)
The continuity caution is identically satisfied, whereas the momentum equation

adopts the form

Ip lop M2 41
*0 756 " serond T - g

oy
du [ouy gl ' feot B uy
+ yo—z’- e, {(e,.e‘, + e,e,)t-s;t - —r?-] - (c¢e0 + c(,c¢)l——;—£j
[o2 1 du, [oup ug)
- Vu, - -t L bl B 2.4.42
G‘QH()M,(I)[ “e rzsinzoj * Ho dr i [ ar rJ ( )
This leads to the conclusion that the p isa throughout the fluid and that
the ¢ velocity component satisfics the equation
1 9 ( ~ 00U, 1 3 duy ug |
19 (250 ——— | <in @ [E—.
) #’(r)lrzir d 6r) +rzsin28 ao\"" 66) r:sin'ol *
]
b Gnel2% Ul o (2.4.43)

1
dr | ar 7

Making the trial substitution
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ug(r.8) = U(r)sind | (2.4.44)
suggested by bnundaryﬁondilinns satistied by the velocity ficld, the equation of motion
becomes

sin @ d{leu [ 720" ( dsin 6 U
s 8 +
Hr(r)[ drk dr) r sme 88 " 48 ) Zsing

PG )[sme d (u’ztIU'

= sin@ d{ sz g T du, U U
B jl,(r)[ re drk J " sinO( _‘2sul1 ’6) ; smG dr | dr r

sin® d (2dU) _20sing] .. ,1;1, aw _Uul,
= ulr )[ lll‘( d’r) T] +sin [dr r]_"' (24.45)

Upon dividing sin @ hy we obtain the following ordinary differential equation for U(r) -

[} 2dUY} _ 22U dugidt Ul _
,u,(r)[ lll( dr) 2 ] * dr | dr r =0- (2.4.46)
Upon making the substitution
Uy = rw(r) a4

we obtain a finst-order differential equation for the derivative d W/d r, namely

e )[1 (1( 2d(rW)J _ 31] . gu_,[d(f-W) _ w] _

dr

- k() - 2 [ ] -

dr r dr dr

Zdr dr dr dr
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V' 2
= ﬂr(r)[ (

_ }{1"
= p.r) [" P rz

‘ll‘r

dr 0

.u r(" )"

o? W + llW(
dr

a4

Division by g1, (r)r gives

— + —— ==t + =1 =0, 2.4,
dr (;l,— dr = r ,( 49) .

A tirst integral of the lauter yiclds

dwW Hydp, &Y,
—_— S ——— A - =
dr C“um[ I(u, dr 3

= q,:xn[—ln(u,.r")]: ”C“4 . S i,(;.A;.s_dﬁ.

which leads 10 the solution
T Codd g
W)= Cu - j-C-‘-“—;- . Y ¢ X .13
v Ml ) N
With this solution the velacity ticld is found to be

ug(r.8) = rsin® W(r} = C.rsin@ - rsind j‘% " (24.52)
- $

r
whercin the two integration constants are evaluated using the boundary conditions, This

gives

o] > 0 as r = 00 = C,= 0,

= ey Qrsing ar r=a = -Cuj 5= .Q.' (2.§,53)
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= - . (2454)'“

Introduction of the above values lnr integration conslanls into (2 4. 52) lcads m lhe‘ '

following snluuon for the velocity field in terms of the arbitrary vmcmny dt.pcndcnce H

Qrsin@ j—-".—‘{
, .
ug(r8) = —e—rBT (2455

dr'

ry
,.#r"

The orque required to maintain a stweady rotation of the sphere can now be

caleulated by evaluation of the stress tensor

P=-Ip + unur(r)[Vu + (Vu)+] =

du, 1 ot 6 u,
= -Ip + ,unu,.(r)[(e,e,, + c¢e,)[ a:‘ - —1] - (ege¢ + e,eg)[ °):|

r

= -Ip + umt,(r)[(e,q, + e¢c,)rsivn9%‘g- - (ege¢ +>e¢eg)cnsaw] . (2.4.56)
- E .

The torque is given by the expression @

2nr
jIrx(P n)r smGI 11941¢ =
[UN]
2xr
= Hy j Il'x(ecgu,(r)remﬂ—)r sin@| d@dep =
an r=a

i

ded¢ =

=

1o j I(cprsme + e runse)x(cd,u,(r)—)r s5in%@
S oo
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2rn i :, aw o 2
= e,sin@ — e,cos8 ——r’sin“@
Ho { g( SN epLos )/J,.(r)arr sin !

2w . (lﬁ/l
= ezu()j I Ha) 7r—‘(l4sin3

L pasny
00 e

By using the identity |

ﬂ: TR : . E o
[ cos@sin?gde =0 (2.4.58)
the torque is found to be';
| T e
: T =e;uq Gy | [ sin*@ dBdg =
o C
b ) : = &2rpy Gy [ sin'0dg =
S . 0 .
P 8r
! . . 8x . R He :
i = e, TH(IC() = —ep A, (2.4.59)
| i B I dr
V ) ‘ ale”
| where the effeet of a non-constant viscosity can be observed in the denominator of the

above expression for the torque.  Assuming that the viscosity is a well-behaved
function ot the radial coordinate we can perform the perturbation expansion 10 recover
' the classical homogencous case result. Writing the viscosity in the form @
' LI + € f(r) (2.4.60)
‘ ", X
and substituting it into the expression for the torque gives the following perwarhation

expansion in terms of the small paraneter € @

] &
S HoQ2 < HoQ2
T=—°::’ = e p—3 — =
1
I ‘ r4 IT{ (L + & f(r)dr

] aklr! a
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2.5 Rotation of axisymmetric bodies

In this section, we analyze the Now induced by the rotation of axisymmetric
bodics. The axisymmetric body, or body of revolution, is assumed to spin around its
symmetry axis with constant angular velocity €. Due to the geometry of the problem,
cylindricat coordinates are appropriate for writing the equations of motion. The z axis

is taken to be along the symmetry axis of the body, as depicted in figure 2.6.

Consrant
ungedar
velacity
arbitrary
bady of
revolution
Symmetry axis

Figure 2.6. Arbitrary body of revolution rotating with Lonsmnl angular vulocn.y
along its symmetry axis. The zaxis of a cylindrical co
with the symmetey axis.

24

The nature of the solution depends upon the geomctry of the particle. For
infinitely Jong circular cylinders, we expect to have a onc-dimeasional problem where
only the ¢ compunent of the velocity field is different from zero and depends only on
the radial coordinate g. This result will hold for arbitrary choices of the viscosity. For

the case of the sphere, the solution will depend also upon the variable z, and the fact
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that the viscosity is not constant will play an important role modifying the nature of the
solution, ' We will show how different wave lengths are introduced into the problem by

non-canstant viscosities.

2.5.1 Equations of motion in cylindrical coordinates
In this section we derive the equations of motion in cylindrical coordinates
and solve the problem for an infinitely long circular cylinder. In the next section we
will ohtain the fundamental rotlet solution in addition to analyzing the case of finite-size
haodies.
The cylindrical coordinate system is chosen such that the z axis coincides with
the symmetry axis of the bady of revolution. Due to the symmetry of the problem we

assume that both the velocity and pressure fields are functions only of pand z:
P = p(p.2), 2.5.1)

u= é‘,up(p.z) + &u,(p.2) + E31y(p,2). (2.5.2)

Consider the case when the viscosity can be expressed as the separable

‘product
o= Mo pp Pt () (2.5.3)
where gy is a characteristic viscosity and the functions Hp(p) and p,(z) are
dimensionless and of order one. This general case is restricted to those funclions
satisfying the steady-state condition Eg. (2.3.2) stated previously in the chapter. This

condition requires that the viscosity be constant along streamlines,  For axisymmetric

flows with anly ¢ componeat of the velocity, the streamlines are concentric circles
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around the z axis. The steady condition requires thut the viscosity should not depend on
the ¢ variable. This is certainly satisfied by the general dependence posed in Eq.
(2.5.3) but also for more general dependences that cannot expressed as the separable
product of two tunctions. The general product dependence we have assumed has the
advantage of being consistent with a separation of variables method of solution which
would otherwise not be available, Nuvertheless, the classes of flows that can be
investigated is still quite diverse, and many flow phenomena can be studied for these
special circumstances.  Even more speciul cases, where the viscosity is a function of z
only (as in the case of layered materials), or when it depends only on p, full with the

purview of our scheme.

The rate-ot-deformation tensor is given by the expression

du, du, u
+ 4z s o P P D) 4
e o = 2ty 5B (e i 52 -2+
D allp . '_‘E.
+ (epe,_ + ezep) ] + oz + 2898y + (epeo + eoep)-—-—— +
+ 28,8, 2t (2.5.4)
25,

The equations of motion

Vp = v-{,u [Vu + (v..)*]} = u V2 4 Vu [V + '], @ss

Vou=0, (2.5.6)
with Vi given by
PRI ) L IR ) T
Vu = € oM, app + “:#0#p"£“~ 2.5.7)

can be expressed in cylindrical coordinates-as
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dulduy  Ju, du du
=L -2 +252 2B (255.
""a [ ap] 5p ap OB

du u du,
g il 4 X
(7p]+232 2, . @59
a.u;[én‘a ua] IRER
+ZEI 8 8 (2.5.10)
@p P L
(continuity) ) %-;;(éup) * %’izl =0. ' ‘ T @S

The ¢—component of the eguations of motion is uncoupled from the other two
components. This sct of equations is to be solved suhject to boundary conditions
imposed on the velacity and pressure fietds. The veloeity field satisfies non-slip

. boundary canditions at the surfuce ot the particle. und vanishes at infinity. The pressure
ficld approaches a constunt value at infinity. Thus,

u = Uy, ut thesurfaceof the patticle,
u = 0 as r — oo, (2.5.12)
P = Py, a8 r —» oo,

N . . 2 21172
where Uy is the velocity of the panticle, and r = (p +2z ) .

For certain geometries of the rotating partick: we can assume that there is only
one component of the velacity ficld, but in general the theee companents are needed in

arder to satisfy the boundary conditions.
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2.5.2 Infinitely-long cylinder rotating in an unbounded fluid

The first example we will analyze is the case of an infinitely -ong circular
cylinder. This example is simple enough to be soived for general functional
dependences of the viscosity. Due to the symmetry of the problem, there exists no
characteristic length in the z direction other than that introduced by the viscosity itself.
Due to the high degree of symmetry of this problem, these viscous characteristic
lengths will not appcar. In contrast, in problems with more complicated boundary
conditions, these characteristic lengths play an important role, as will be scen in the
next section.

We assume that the viscosity is of the form ¢

flp.z) = pop, (o) g l2). (2.5.13)
For the case of an infinitely circular cylinder (sce figure 2.7) of mdius a rotating with
constant angular velocity 2, we assume, subject to a posteriori verification, that there

is only one component of the velocity ficld, namely

U= ey uy(pi2) | (2.5.14)
This satisfics the momentum equation

. au )
1n(p,2) {V'u,l, ﬂ% 1 .;L{._.i i:} ;L_:;ﬁz‘i -0

j 2

(2.5.15)

and the boundary conditions

Uy = Qa o pm=a (Vz)

gy — 0 as p— o (Vz), (2.5.[6)‘

Moreover, the pressure is a constant throughout the fluid, as required by the equations

of motion.
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The continuity equaiton is identically satislied since the problem is one-
dimensional. The solution of the momentum equation depends on the functional
dependence of the viscosity. Due to the symmetry ol the boundary conditions
expressed by Eq. (2.5.16), together with the functional dependence of the viscosity
Eq.(2.5.13), separation of variables can be used to obtain the solution of the equation

of motion, Assuming that the velocity is of the form

uy (pz) = U@zWV(p) | (2.5.17)

we obtain the following pled set of eq

v 14V vV |_dippldv vYo

d

+ — - — & —_— -
ap?T " pdp P2 T ey dp lap T p)”

2

~a

d-l;, +.——l —Zd“ig.- U“'
dz= nAhz) dz dz.

2

a‘ [ \ dp,dl

—2 .

dz2 P uddz dz

v
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Constant angular
velocity

Infinitely lon;
circular cylinder

2a

Figure 2.7. Infinite cylinder rotating with constant angular vclocny 2 in an unbounded
non-homogencous fluid. Due to the sy try of the boundary itions there is only one
component of the velocity field, namely uy.

2., . e
where a” is the on The boundary conditions on the surface of the

circular cylinder are independent of z. Due to this translational symmetry, we assume
that there is no 2z dependence of the solution. The separation constant is then taken to be

zero, and the solution for V(g) obtained by making the substitution

Vip) = p W(p) _ (2.5.20)
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_intg the. cyuation nl‘;mmion and boundary conditions. This lcads to the following

s -equation und boundary conditions for W:

2w (3 1 dppYdw
(3, aw _,
dp (P H#p(p) dp [ dp . (2.5.21)

w=Q a p=ua,
pW = 0. as p— oo,

v (2.5.22)
The former is a first-order 6i'dinury differential equation for the derivative d W/zlp A

first integration leads to a first-order difterential equation, ’

- [
A dW - - 3 1 dpy [«
= Cphexpl -[|— + — ip'| = 0, ;
dp ne P[ I(P' Hp tlp')lp} IipP3 . . @523

where Gy is an integration constant. A second integration gives the solution

W) =~ Loap v q . (2.5.24)
p Hp p .

The houndary condition at infinity requires that G = 0, whereas the condition at the
' surluce ol the cylinder requires that

Q (2.5.25

G =— =

1 .
I 5 dp
u BpP

Thus, the veloeity ticld hecomes

F—La
p HpP

1
J 3 dr
o BpP

uglp) = Qp . (2.5.26)

Itis important to notice that the velocity field is independent of the choice of
1(z)s and consequently independent of any length scale in the z dicection. This is a

consequence of the simplicity of the houndary conditions governing the problem. For
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more complicated boundary conditions dependent upon z the velocity field will also
depend on z. It the viscosity is a function only of z, the velocity ficld will be

unaffected, and will be exactly the sgme as in the homogeneous case,

The limiting case where the viscosity approaches a constant value is regular
and the classical homogeneous solution is recovered. A regular perturbation analysis
can be performed as follows. Assume that the viscosity can be expanded as

B -y (2.5.27)
Hp

where Jg] << 1 is the perturbation parameter, and the functions f;  are of order one.

This leads to the Limit

]:[l + efy + €2fy + ]’—I,T dp'
ug(p) = Qp Z i =

j[l + efy + ezfz + ]71_1- dp' .

u o . .

I-—lﬁll;-)'+sj—j‘—!.;(lp'+--- I

p P p P Qa? o : c e
= Qp — -> —p- . as e—> 0. (2.5.28)

a P

. T.h .
,[P + | =% ,[p LH -
p.i ;[ p-3

In order for this solution to be valid we require only that the integral

1 .
J—=dr (2.5.29)
PR

must converge. This condition is sadsticd if #p is bounded and of order one for all p.

The etfective viscasity of the Nuid will be defined in terms of the required

torgue aeedied to maintuin the seady ottion of the eylinder, The torque per unit length
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s a funcnon oflhc sccllon of the cylinder consudcred owing lo lhc z dcpcndcncc oflhe i )

22!'}10 9

f“z(z')dz ' o B ( cin v
S e, — st
dp' o=
{ npp®

The effective viscosity is defined in terms of the ratio of the non-homogeneous andf

homogencous torques. Thus,

b
L Yz L
I f 12") )
%‘JL- 0 . ' (2532),
L¢] J. dp i
w Holp )P

The effective viscosity is affecled in two different ways : ({) a contribution

arises from the fact that the actual flow is different from that for the homogeneous case,
. as in the term in the denominator of the above, (id) the viscosity itselfl varics over the

surface of the cylinder, as in the numerator, The limiting casc where the viscosity

approaches a conslant is regular, and the classical homogeneous viscosity result is

recovered for the torque. The limit can be evaluated in exactly the same way as in the

case of the velocity; explicitly.




108  Chapter il

'——fp,(z')dz . : .
O S
T = e, —4—_& - —' e, 4}”!011 Q ‘as H—~ o | (2.533)

s

5 b p°

: In the case when the viscosity is periodic in 2, it is possible to calculate the

torque required by integrating over one period of the viscosity, although , the present
results are, in fact, valid for general dependences of the viscosity, As an exampie of
how the velocity field is affected by a non-constant viscosity we solve a particular

problem. Assume that the viscosity is a periodic function of the form

- zzp 2.534
eS) 1+ scos( R ) . ( )

where € , though not necessarily smail, is less than one. R is an arbitrary period. If,

however, & is small the above can be considered as the first term in a Fourier

' ' decomposition of the vi ity ion. The exact solution is available analytically,
' namely
P . {4 . {___p
L —e cos( ) *E_ sm( ) _{3‘1)- log(p) + 2( -7 .\._&)__.
2p* 2p° R p \r ST & 2n(2n)!
ug =Qp >
cosl ZM) sm{z:rn) n /Zna)"'
1 \ R 2t T\ R { 2wy~ \
- > —_— - —_— log(a) + =1l
@ V2 TR a (7) [rox 2( ey

where it can be seen that in the limit of constamt viscosity (¢ — 0) the velocity field

A

to the homog 1 .

up = fa” - (2.534)
p

regularlyas ¢ — 0.
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2.6 Point-size particle in a fluid of variable viscosity and

. density

An interesting problem to consider is that of the settling of an effectively
point-size spherical particle in a fluid where both the viscosity and the density are not
constant. We assume that the viscosity changes periodically in the direction of the
particle motion with a period L. Likewise, the density will also assumed to be a

- pericdic function, but of a different period {:
niz) = plz+ L}, (V¥ zed) (2.6.1)

p_,(z) - pl(z +1), (V zeM), ) (2.6,2) -

 Assume the particle to sediment due to a gravity force. The gravitational
body force on the particle minus the buoyant force constitutes the driving force for the
settling motion.. The resisting, hydrodynamic drag force acting on the particle is given
by Stokes law for a finite-size spherical patticle. In effect, consider the radius a of lyhc'
sphere to be small compared with both of the two periods { and L , so that the

following two inequalitics are satisfied :

s << 1 and z << 1, (2.6.3)
] L
- : . The equation of quasistatic motion for the sphere i; thus given by
4
. 6rap(2)U@) ~ amg = Zxa’lp - pyalg (2.6.4)

»

where p is the density of the particie, py is the density of the fluid, and g is the

acceleration of gravity. The above equation assumes that neither the viscosity nor the

density change sensibly over the surface of the small particle. It is in this sense that we
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are considering a point-size particle. The iln%lanmﬁmus settling velocity of the particle

is then
. od2ft)_ (@)
Ulz) 7 @) (2.6.5)
where o 7
) e 2R o] 2.66)

Upon integrating respect to time we obtain

z dz'

- f U_(z-‘j . (2.6.7)
[

This is the time £ needed to travel a distance Z. From this time £, we can define an.

average seitling velocity as the limit

1 ’ : :
7 Jm 5l 268)
and substitute into the above the expression for the velocity Ufz’) to obtain
I .
1 . " () N I 3 ‘@
7" o, m:-!;j(z)d’ o J{‘ F
Lo f g g 1
1 1 1 . .
- -i.(" @ l o _E t(z+al)ldz R (2.6.9)

since f(z + i) =fz).
in order to evaluate the infinite sum we define the set of numbers £ C 10, L]
Ze {xe{o.LJ / Xmz il =l if = 00,20m .suchumxdo.t.]}. (2.6.10)

which is a subset of the interval and represents the points snmp'led. Because the
function is bounded we arc assured that
m=1
fim 3 jrle il S 2el,

m—= 2y
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exists énd is bounded by -

o me :
min of u(z) = -’:—1- 2 ulz+il) = max of u(2), Vintegers m.  (2.6.12)
B R T B . . Ce .

Depending on the ratio {/ L of the two periods the limit will have a different .-

value. The ratio can be cither a rational or irrational number ; that is, the periods {and *

L may either be commensurate or incommensurate. Thus,

P .
i oifr leamuonal number, Z has a finitc number of clements

and the set does not uniformly sample the interval §
e - = 2o
iy if n is an imational number, Z has an infinite number of clements.

and uniformly samplcs the interval. The limit is then (Bohr, H., 1951)

m—sox 17

tier, - 2 ulz+il) = —fu(z)dz = ji, (26a3)

" which in tums gives the average velocity :

U= L
m
where jt is defined as
o= %fp(z)dz ' 2.6.15)
0 B
and JT as
1 l g
=- ;fj(z) (2.6.16)

As an examplc. cansider the following viscosity and dcnsny functional dcpundcnces :

(z) = "+ Acos(Zrz / L) - | (2.6:17)

i
'
i
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1 9 |+ Beos(2rzil) -
J@ 24z p-pgo

Upon substitution of the above into the average velocity (2.6.9), we oblamr

% - l}——l—[ lim L mz—l n (z+ilj]dz -
14T @ | mmem & |

9 1 + Beos(2rz/l)
Za‘glf P~ Pz0

- Sy .

2a°gap

[l'o*‘ lim — 2 Aco:(l:r(z+¢l)lL)Jd:z"=‘v- e

m-~=x Tt =0

+

+ =

ll 1 + Beos(2rz/l) [
lf Ap

m-~ex M i=0

lim — E Acos(Zn‘(z +tl) / L)j dz.;.. ‘(2.'.6."19) L
° L R

1 /L commansurate,

0.8 o
I -‘ -"I‘ﬂ.. ."‘-..._ﬂ I‘M .‘r‘r.'.u-. l"'q*il
0.6 4= e = - ® s v . ®
- L ] L) - = - ®
™ . s s " wd
B 0.4
0.2
o S 10 15 20 25 30
z

Figure 2.8.1, When {/L is rational, the instantancous velocity is a periodic
function of position.

If{/L isirmational, the d term b ¢s the integral of the cosine
function with a zero average and therefore dissapears from the above result. If on the
other hand, the ratio {/ L is rational, this term can have a non-zero contribution. For
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ins(a‘néc; ifi=Lthe sccqqd ;cr_ni !;ecbmns'cqunl 10 AB/2Ap and the average velocity

1 - 9ug AB
L 0o A2 (2.6.20)
U 24°gAp 248p

C The following two figures (2.8.1) and (2.8.2) illustrate both situations for{ /L.

" When VL is rational the particle executes a periodic motion. Nevertheless, the

* variations in the viscosity and the density interact at the same time, so that the average

viscosity and density arc interdependent. In other words, the value of the average
viscosity depends on the functional dependence of the density and vice-versa, When
I/L is irrational, the particle motlion is not periodic and the average density and viscosity
are independent from one another.

t /L. incommensurate
1
1] .l'
08 -...-.' o, . -- e -‘L.--
s ™ g - = i, R
a 0614 L R -« = L
S 0.4 o G (L cxol
0.2
0+ — t 4 + + n
o] S 10 15 20 25 30
z
Figure 2.8.2, When /L is irmati 1, the instant article velocity is a
8 P y

non-periodic function of position.

Interactions between two driving forces have been studied in other fields. In
particular, resonance phenomena can occur when the oscillation of commensurate
frequencies act at the same time. In the situation analyzed here, we observed particular
phenomenon associated with the ratio H/Z.
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2.7 CONCLUSIONS

The analysis of falling-ball theometry in suspensions gave origin to our study of
non-homogencous fluids. Altough interesting by itself, the study of non-homogeneous
suspensions is a powerful tool in understanding the dynamics of real suspension flow
problems. As already mentioned in the introduction to this chapter, experimental evidence

cxXists that non-homogencous cffects are present in real flow problems. Itis reported that

. cross-streamline migration of particles has been observed in the flow of neutrally buoyant

suspensioas in a circular pipe. The particles migrate from regions of high shear rate to
regions of lower shear rate, i.c.. from the vicinity of the wall to the tube axis. This has
been abserved at small Reynolds number (10-4) This migration produces a very non-
uniform concentration, leading to changes in the tocal viscosity. A final stendy-state
situation is reached with a non-uniform radial concentration.

Even though our analysis does explicitly not predict any driving force capable of
moving paiticles from one streamline to another (and consequently no migration is
predicted), it illustrates Bnc way in which such problems can be approached. It is
important to mention that our analysis was not meant to solve such migration problems, but
rather those related to the falling-ball rheometry. which will be the next future step.

In this chapter we presented steady-state solutions of several different classical
hydrodynamic problems for which the viscosity was considered to be an arbitrary function
of position. It is this arbitrariness which gives rise to a wider applicability and a deeper
understanding of phenomena associated with non-uniformity of the particle concentration in
suspensions. Given any concentration, one can determine what is the effective viscosity
when compared to the homogeneous situation. ILis in this context that the strength of this
variable viscosity approach lics.

For each example presented in this chapter an exact analytical solution was
obtained for the velocity and pressure ficlds. Using this exact solution the corresponding

torque or force acting on the particle or solid walls was calculated. These forces and
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torques, as well as the velocity and pressure fields, were compared with the corresponding
homogeneous viscosity results, During the course of this comparison, we defined the
effective viscosity associated with the non-homogencous fluid. This effective viscosity
was expressed in terms of the still arbitrary local viscosity, and served to demonstrate how
the effective viscosity was modified by the particular geometry of the problem. Itis here
that the main strength ofour analysis lies. [t allows use of an arbitrary local viscosity, and
shows how this choice affects the experimentally measurable variables (forces and

torques).
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THE GOVERNING EQUATIONS
I.1 Continuum hypothesis

‘The goveming equations for the dynamics of fluids has its foundation in the basic
conservation principles of mass, momentum, and cnergy. In deriving the corresponding
equations one has to make an important assumption, namely the continuum hkypothesis (G.
K. Batchelor, 1967), which allows the use of continuum differential equations to deseribe
the dynamics of the fluid. We will discuss the ideas behind this assurnption since this will
prove to be helpful in deriving the constitutive equations used throughout this work.

Al materials are composed of atoms and molecules ranging in size from a few
angstroms (hydrogen atom) to hundreds of angstroms (organic molecules, polymers, etc.).
This s an atomistic description. Plant viruses are even larger, while tobacco smoke is a
few tenths of a micron long (see figure 1.1 for details). Sand sizes range from about 0.01
to 0.1 cm. A sand particle will "see” water as being continuous. This will be considered
here as a being microscopic description (or sometimes, depending on the sizes, as a
mesoscopic description) . Atams, molecules, plant viruses, small particles of dust and
many other entities constitute are the fundamental units underlying fluid systems such as
suspensions, liquid crystals, etc. The continuum assumption requires the flow apparatus
dimensions to be much larger than those of its constituents. This assures that the fluid can
described as a continuum regardless of its discrele composition. This is the main step
connecting the microscopic description (considering smail particles or main constituents)
with the continuous macroscopic description.

This hypothesis does not establish how this connection should be made, nor does
it explain what effects the geometric structure of the microscopic particles may have on the
macroscopic rlicological description of the phenomenon. This is modeled by a constitutive
equation, which must explicitly or implicitly contain the microscopic information {particle
size and shape, its interaction with the surrounding fluid, interparticle hydrodynamic

interactions, ctc.), usually in terms of macroscopic paramcters, such as the suspension
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viscosity. In effect, the macroscopic description should depend functionally on the relevant

microscopic description. In Appeadix 1.3 we will discuss this connection in detail,

1.2 Conservation principles

The basic conservation principles that can be applicd to derive the equations of
motion are the laws of mass, momentum, and cnergy conservation (Happel and Brenner,
1965; G. K Batchelor, 1967; Landau and Lifshitz, 1987). We will consider here only
isothermal flows, for which the energy equation is uncoupled from the momentum and
continuity equations. Therefore, we will consider as macroscopic variables the vector
velacity and pressure ficlds (4 scalar variables) satisfying the vector linear momentum and
continuily equations (4 scalar equations). The density will be considered as a constant. A
complete derivation, including the energy equation, can be found inany of the previously
mentioned books. We will take as a starting point the momentum and mass conservation

equations (Happel and Brenner, 1965), which can be written as :

Dp
ZF . _pv- 2.
Dt pVau (L.2.1)
and
Du
ZZ.v-p F, 1.2,
p n B +p (L.2.2)

where u is the velocity field, p is the density, F is the extemal force per unit mass, and | 4
is the stress tensor, given by
B=-Ip+ ., (1.23)
with p the pressure and £ the viscous part of the stress tensor. The latter must be given by
a constitutive equation.
For a constant density fluid, the above reduces to
Veu = 0. (1.24)

The linar momentum equation may be writlen as

Du
-— =V P
th =

*pF. azs..
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I.3 THE NEWTONIAN CONSTITUTIVE EQUATION

The Newtonian constitutive equation is the simplest equation that accounts for
viscous effects. This equation is given by a linear relationship between the stress and
shear-rate tensors. The most general linear relationship between two second-rank tensors
requires 81 scalar coefficients. Newtonian fluids are assumed to be homogencous and
isotropic. The isotropy condition reduces the number of independent coefficients from 81
to only 2 in cases where the stress tensor is symmetric.  These two scalar coefficients
represent the dynamic and bulk viscosities. The assumed homogeneity hypothesis implies
that these two coefficients do not depend on the spatial coordinates, i. e., they do not vary
throughout the Muid. With this hypothesis, these coefficients can only depend upon the
invariants of the shear-rate tensor and on thermodynamic variables, such as the pressure
and temperature. We will not consider temperature or pressure effects, the latter being a
consequence of the incompressibility and the former a consequence of the assumed
isothermal flow hypothesis. The incompressibility condition decreases the number of
independent coefTicients in the equations of motion. Terms involving the bulk viscosity
disappear due to incompressibility, even if the bulk viscosity is different from zero.
Consequently, an incompressible Newtonian fluid is characterized by a single scalar
constant viscosity parameter. In particular, the incompressible Newtonian constitutive
equation is given by

B~ -Ip+1a [Vu + (Vu)f] . u3.n
where pig is the viscosity, taken to be constant throughout the fluid.

The corresponding steady or quasi-steady-state, zero Reynolds number, Navier-

Stokes equations for an incompressible homogeneous fluid are :
Veu= 0, (1.3.2)

Vo = ngViu (1.33)
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which must be solved subject to pertinent boundary conditions. In the next scction we will
present the solution of several classical hydrodynamic problems, which will ultimately be

compared with the non-homogeneous and anisotropic fluid results derived in this thesis.




o

Newtonian Results 123

L4 HOMOGENEOUS NEWTONIAN RESULTS

In this section we review the solutions of several classical hydrodynamic
problems, which will subsequently be used as comparisons with the corresponding
anisotropic and non-homogeneous problems analyzed in chapters 1 and 2. These
elementary solutions can be found in many fluid-dynamics books (Landau & Lifshitz,
1989, ; Batchelor, 1987).

We will outline the following solutions: (§) flow between parallel plates, where
the driving forces arc a constant pressure gradient (two-dimensional Poiseuille flow) and/or
a relative motion of the two plates (simple shear flow); (é) Poiseuille flow in a circular tube
induced by a constant pressure gradient; (i) source and sink problems in unbounded
fluids; (év) the symmetric rotation of an infinitely long circular cylinder; and (v) the rotation

of a sphere in an unbounded (1uid.

I.4.1 Laminar Flow betwecen Paralle! Plates.

As on Fig .1, an incompressible newtonian fluid is located in the space between
iwo parallet plates separated by a distance A. The upper plate is moving in the +x direction
with constant velocity U with respect to the bottom plate. Additionally, a constant applied

pressure gradient Ap/L contributes to the motion of the fluid.
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y .
A v
e
1, (y)
II AN
-
. x
< = -‘—'2— = ﬂ >0 ———p
dx L
Figura 1.1. Flow batween parallel plates separated a distance #. The upper plale moves
with canstant velocity U relative to the lowar one, At ] di

acts along the x axis.
Due to the symmetry of the problem the flow is unidirectional, with only an

x-component of the velocity ficld dilTerent from 7ero :

uy = (), (L4.1)
y =0 (L4.2)
u, =0, (1.4.3)

‘The continuity equation is identically satis{icd. The y and z components of the equations of

motion are trivial and the x component becomes 3

dp zlzul.
— = iy, L4.4
Ix - He e (1.4.4)

where the viscosity 1 is taken to be a constant throughout the fluid. This equation is to be

‘solved with the following boundary conditions :
uy = U, at y=a, (L.4.5)

e = (1, at y =) (1.4.6)

leading 10 the following selution lor the velocity licld
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. sl o)
. -,u(i) . 5—;;;%[(%) - (j-:) L a7

wﬁc.re‘ihgz two contributions of the different driving forces, U and Ap/L, are clearly separated

dite to the tinearity of the problem. The volume flow rate @ for plates of width Wis

i WS Ap
- Ly o Mo 2p 14.8
a-3 YT (148)

1.4.2 Laminar Flow in a Circular Tube
Asin Fig. 1.2, a newtonian Muid flows through an infinite circular tube of radius
* R due to an externg! constant pressure gradient ~dp/d2 = Ap/ L acting along the tube
axis z. .

A T 2

2R 1 u= 2‘2({))
v >,

9—[’- e
L

by

Figure 1.2 Pressura-driven Polseutile flow in a circular eylinder of radius R
The driving force 's a homogeneous pressure gradient - e /d2 = Ap/L 2Cting
along the = axis.
Due to the symmetry of the problem we postulate the following solution in

cylindrical coordinates :

u, = ufp), (1.4.9)
= O, (14.10)
up = 0. waan

The continuity equation is identically satisfied, whereas the 2 compouent of the equation of

motian adopts the form -
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ode 1;’_( duy
iaz I’np dp\Pap

) which must h‘c"sdlvéd subject to the following hnundury'condiliuns :

;=0 arp=R,

u, = finiteat p = O,

" The solition is given by the following velocity and pressure fields :

= Ap R ,_(a)z
: zv L 4py R *

Ay

. )
p=—x—L §canst,
) L
trom which the volume flow rate is found to he

Ap nRl

e= L 8uy

412 ;

: (1,4:1’3‘)

a4iay o

Caddss Do

'(1.4.1'56)

{1.4.16)

This is the famous Hagen-Poiseuille result (G. Hagen 1839; J. L. Poiseuille 1840,1841).

1.4.3 Source and Sink Problems.

A simple source represents a point from which uid lows out uniformly in alt

directions (see ligure L3). The total volumetric flux at any closed surface enclosing the

source is called the strength @ of the saurce. Sources of negative strength (Q < 0) are called

sinks. The velocity field is determined by the kinematicul condition of incompressibility

and radial symmetry.

o
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Qe —F—=—-or————o/ =~ 00

. Figure [3 A source is a point from which fluid flows out uniformly in all
directions. The total flux across any closed surface enclosing the source is
called the strength Q. Sources of negative strength are called sinks.

Placing the origin of a spherical coordinate system at the location of the source, .

the velocity field has only a radial component and is isotropic:

ufr) = e u,(r) (.4.17)
where r is the distance from the source and is a unit vector in the mdial direction.

Since the fluid is incompressible, the total volumetric flow rate Q across any *
closed surface is the same. This condition is enough to determine the functional dependence
of the velocity., Taking concentric spheres centered at the location of the source, the
condition of total flux constant translates into the condition that the velocity should decrease
in the same amount that the surface area of the sphere increases. The total flux at any
sphere is proportional to the surface area of the sphere and the velocity of the fluid
evaluated at the surface (which is constant over the surface due to the radial symmetry).
The surface arca of the spheres increases like 72 and therefore the velocity field must
decrease like l/r"" in order to maintain the flux constant. ‘This functional dependence can

also be easily obtained by solving the continuity cquation,

Vou=06(0), (1.4.18)

which becomes, in spherical coordinates,




1.4.19)

(1.4.20)

which is independent of the viécosily. The pressure is determined by the momentum
‘ équmion.
Due to the simplicity of the problem is possible to consider the full steady-state
Navicr-Stokes equation :
pju-Vu = ~Vp + ppViu . .4.21)

" Substitution of the radial velocity assumption leads to the equation

du, d
prutm d—’r’. . 1.4.22)

} * Thus, using the velocity field (1.4.20), which holds irrespective of the Reynolds number, .

the above becomes

”
dp o - o
v prlll ) ey S 423
shich can be din:cily integrated to give the pressure ficld
oo e ]
) - + £ _ 1.4.24
plr) = pa p‘,{ P o a2
~ . )
. - L (1.4.25)
320" ‘

" where P is the constant pressure ficld at infinity.
I.4.4 Infinite circular cylinder rotating with constant angular
velocity about its symmetry axis. .
An infinitely long circular cylinder of radius R, immersed in a taterally unbounded

Newtonian fluid rotates with constant angular velocity £2 about its symmetry axis. The 2



-1as shown'in figurs L4, »
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axis of a cylindrical coordinate system is taken to caincide with the cylinder symmetry axis,

k4
Constant angular
0 velocity
1
| v
{
l /
Infinitely lonf . : P
cirucular cylinder i ¢
/ I
x !
I L
1 )
|
2R

Figure 1.4, Infinite cylinder of radius R rotating with constant angular velocity Qinan
unbounded Newtonian fluid. Due to the symmetry of the houndary conditions there is only
one companent of the velocity tield, namely i &

Sinee the circular cylinder is infinitely longonly one non-vanishing component of

the velocity lield exists, namety @

u=egylglp). (1.4.26)

which satistics the momentum equation
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;"([.4.27‘) '

and the bounglury’cpnditlions
"¢, = .

g = 0 asp-roo,;Vaz, ([.‘4.23)
The pressure is a constant throughout the fluid as requircd by the equatioris of *

motion. The velocity ficld is found to he

) .
wa(p) = 9;’1- (429

and the torgue per unit length reguired to maintain the motion is

T = e dnugR2a. - (1.4.30)

1.4.5 Rotating Sphere in a Viscous Liquid.

A sphere ol radius R immersed in .m unbounded newtonian fluid at rest at infinity
is rotating about un axis through its center with constant angular velocity Q. A spherical -
coordinate system is placed with its origin coinciding with the sphere’s center and the z-

axis is chasen to lic along the axis of rotation, The geometry is shown in figure 1.5,
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Constant

Q  angular
velocity

Symmetry axis
Figure L.5. A sphere of radius R is rotating with constant angulatr velocity - Q.
The z axis of a cylindrical coordinate system coincides with the axis of rotation.
Due to the symmetry of the problem only the ¢ component of the velocity field is

different from zera @
u = epuy(r.8), (L4.31)

The equation of motion is to be solved subject to the following boundary conditions :

u= xr= Qe Xr = ey Qrsing  ar r=Rk, (14.32)
ul > 0 a5 r o o, £.4.33)
P = p,=const as r o oo, (1.4.34)

The continuity cquation is identically satisfied, while the momentum equation adopts the

form

i, . .
Vp = colta [Vzu,, - ;T;;L,_;] (1.4.35)
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This leads to the conclution that the pressure is a constant throughott the fluid, si')"lhénl the

¢ velocity component satisfies the equation

resin

The solution of (his equation satisfying the boundary conditions is .
ng= Q (é) 3sine. (1437

The torque required to maintain the motion is found to be

T=e¢, 8y R'Q. (1.4.38)

1.4.6 Flow around a Translating Sphere.

Flow around a translating sphere is an important problem in classical fluid
dynamics. There is no exact closed analytical solution of the full Navies-Stokes equation
for this problem. In what follows, we present the solution for zero Reynolds number or
“ereeping flow”, in which the inertial terms are neglected.

Consider a stationary sphene of radius R with its center at the origin of a spherical
coordinate system, (1,0,¢). Fluid streams past the sphere with velocity U in the z direction,
The resulting flow is  axisymmeltric, consequently, the ¢ component of the velocity

vanishes.

The r and 8 components of the creeping cquations of motion ane

ap 1 9% (2 ] 7 ( duy
e L . 1.4,
5y ,uu[r_arz\r u,) + Tand 96 sin@ 59 (1.4.39)
tap _ 1 zaue) L af (71:,
rae He [791( ar * r* 28\sinB 86(“n8"9) 2a36|" (1.4.40)

subject to the boundary conditions

u = ~Ucos@ . as r —» o9,

1 a( 201y 19 duy ug o B
+ O—rr |~ s =0 - (L4.36)
2ar\ ar 72sin20 96 sin 26 in28 . .'-‘([4‘36) ’
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P~ Po= éo}'tst v as r— o, (1.4.41)
The stream function method is a powerful technique for axisymmelricalrpmblems.'-
In terms of the stream function lp.v the two non-.vanis‘hi ng components of the velocity field

can be expressed as

y - - ¥ - (1,4.42)
~sing 30
ey
- ¥ A
“o rsin@ ar (1.4.43)

The continuity equation is identically satisfied by using the stream function, whereupon the .

equation of motion turns out to be

By ~0. (1.4.44)
where EY w E°E2, in which E® is the operator given by the expression
’ 2
2 3 sing@ ¢ I @a
E " m pe + 3 ao(m‘n] . (1446)

The boundary conditions are expressed in terms of the strean function become

Y — —;Urzsinzﬂ .as r -~ o, : (1.4.47)

¥ =0 and %1”'--0 a s =R (1.4.48)

A trial solution of the forin

W) msin® 8 F(r) . (1.4.49)
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Ay e antolm o L w0

In order to satisfy this equation it is required that

j"——l-,- Lo
o .

. which is satisfied by

FiG) - Ar +—l£
r

Substitution into (1.4.50) teads to the equnii‘on
B

—e
r

motraa?s
r

whose solution is

A 4 1 2. . D
-t - =y =
Kr)y lOr 2 r4: Cre w -
i
Applying the boundary conditions, we obtain the stream funvtion

3
yr) -—;- Ursin®6 [—;(TR) Y + I‘i

By - sinzo(F'-— i.,r) <sine S
) 94}

- (1.4.50)

= v(|.4.53);

T (1.4.54)

(1.4.55)

(1.4.56)
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APPENDIX IL
TRANSVERSELY-ISOTROPIC FLUIDS

Transversely isotropic materials are characterized by having onc symmetry axis
(S. G. Lekhnitskii, 1981). A periodically layered material is an example of a transversely
isotropic materal, with the symmetcy axis normal to the Jayers. This represents a special
direction in space which is different from the other two independent directions.

The constitutive eguation for a transversely isotropic Newtonian fluid can be
obtained as follows. A uum\.rcrscl.y isotrapic fourtk-rank tensor can be constructed (Synge

& Schild, 1949) by using combinations of Kronecker deltas and products of the special

direction unit vector n ‘= e3. For a fourth-runk tensor satis{ying the symmetries set forth

in chapter 4, thece exist but five such possible combinations which are also transversely
isotropic, namely

Mg = 858y .

Ml = 8u By + Sybp .

iy = 8y8.38n + B3 baby .

iy = 8 S + B biaby + 53 8pby + Eadiady.
Hi = 8383 83 dp s : Ly
and scalar multiples thensof.

The most general transversely-isotropic fourth rank tensor satisfying the

symmetries specificd in chapter { is
5
=Y cyu- (iL2)
= =1 =
where the ¢ are arbitrary scalar coefficients.  The viscous stress tensor associated with

this transversely isotropic material is

1

=y [Vu + (Vu)*] = i‘ C"ﬁ“: [Vu + (Va)'| =
- = -

W

2qU(Vu) + 26, [Va + (Vu)'] +2 63 (Udgea + Al(Veu)] +
1Y 2 4 | U 2



+ 2c4[ 5331.1 + fiVuy + dzui + Vugh } +2cg ﬁﬁr?:;uj; )
The stress tensor is traceless tor both shear and shear-free flows (Bird,

Armstrong and Hassager, 1987). This condition requires that

tr(t) =U:t = U: {u :[Vu +(Vu)+]} = 0. a4
-] T == ) ‘
In terms of the material pheromenological constants this is  equivalent to
wz = 6¢((V-u) + 4e (V-u) + 2(;3[3-3—::- + (V-u)] + 8:4-3%; + Zch—:;=
B . duz et
C=f6e + 46 +2a) (Vou) + {63 + 8oy + 2¢5) T T 0. (I1.5)
: . 3

As this condition must be sutisticd in all circumstances the following two relutions must
hoid:
6oy + 44y + 2¢3 = 0
Gey + Beg + 2¢5 = 0, (L6)
Forming the diveregence of the stress tensor leads to

V.t = 2¢ V?u +2c3v(i'-‘3—
- dx

J%u du . o2 9%y B
+ 204[[:7;;] + V(g—;:-) + €3Vl + 2¢5 €4 .3_,\:;2'- A a7
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