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PlliSIAXX), El estudio de bt cinemática de la deformación, la descripción 

del estado de esfuerzos y los tres principios básicos de la física del medio 

continuo, (el principio de conservación de masa, el principio de momento 

lineal y el principio de momento (le momentillo) son relaciones válidas para 

todo estado continuo. 

Estas ecuaciones, sin embargo, no son suficientes para describir la respuesta 

de un material específico a una carga dada. Sabemos, por experiencia, pie 

bajo las mismas condiciones de carga la respuesta de, por ejemplo, el acero 

es diferente a la de otro material. 

En este trabajo se estudiará el acero inoxidable A ISI 316 con variación de 

geometria, su deformación por la aplicación de cargas y la remoción de las 

mismas para posteriormente encontrar algunas de las constantes específicas 

de este material. 

GI comportrunlento del ministerial con cargas moderadas se llama elástico. 

Si la carga permanece deformando, el comportamiento del material será 

diferente y saldrá de la zona elástica entrando en la zona plástica. 

iv 



Contenido 

Capítulo I. Generalidades 7 

1. Introducción 

2. Esfuerzo 8 

3. Deformación 8 

4. Elasticidad 9 

5. Relación esfuerzo-deformación 

6. Diagrama esfuerzo-deformación unitaria 10. 

7. En Mecánica del Medio Continuo 14 

Capítulo II. Cinemática de la Deformación 19 

1. 	Deformaciones. Cortas . 29 

Capítulo III. El Tensor de Esfuerzos y Balance de Momentos  33 

1. 	Leyes de Balance de Momentum 36 

Capítulo 1V. 	sot ropía 39 



CONTENIDO 
	

vi 

Capítulo V. Teoría de Elasticidad Lineal 	 43 

1. 	Derivación de la Teoría Lineal 	 43 

Capítulo VI. Modelo Propuesto para el Campo de Desplazamien- 

tos 	 47 

Capítulo VII. Experimentación 	 57 

Capítulo VIII. Resultados y Análisis 	 61 

Capítulo IX. Conclusiones 	 73 

1. Apéndice 	 74 

Eildiogratla 	 79 



CAPÍTULO I 

Generalidades 

1. Introducción 

tina fuerza externa aplicada a un cuerpo hace que éste se deforme o cambie 

ligeramente de forma, también producen esfuerzos que actúan dentro del cuerpo. 

La mecánica de materiales es la ciencia que analiza los esfuerzos y las deforma-

ciones producidas por la aplicación de fuerzas externas. 

La carga axial se encuentra en una amplia variedad de aplicaciones prácticas en 

todas las disciplinas de ingeniería. Aunque las aplicaciones son muy interesantes, 

los concept.us, definiciones y procedimientos son de particular significado ya que 

forman la base del trabajo futuro, y se aplican y extienden para desarrollar la - 

teoría y práctica para'otros tipos de colocación de carga. 

En la solución de todos los Problemas de mecánica de materizileS, es deseable 

caer un conocimiento de las acciones físicas que tienen lugar dentrtS del espécimen. 

Por consiguiente, es inipol (ante ser capaz de vismilizár cl eskierzo y la defor-

mación que ocurren en un cuerpo. Se, necesita memorizar muy poca.s:  fórnnrlas 

para la solución de estos probleinas. Sin embargo, el Militó de hacer diagrani is 

cukladostunente trazadas, de los espécimenes bajo 'carga, ayudará 



o = P/A 

donde Cr es el esfuerzo unitario, P la carga aplicada y A el área sobre la cual 

actúa la carga. 

3. Deformación 
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enormemente a comprender esta materia. 

2. Esfuerzo 

El esfuerzo es una función.de las fuerzas internas do un cuerpo que se pro-

ducen por la aplicación de cargas exteriores. La mecánica de materiales es un 

estudio de la magnitud y distribución de estas fuerzas internas. Para entender 

la composición y distribución de las fuerzas internas, consideremos una barra 

simple sujeta a una fuerza axial P en cada extremo, la fuerza interior total de 

la barra es el resultado de todas las fuerzas y es igual a P. Sin embargo, no 

es común hablar de la fuerza total en la barra, sino más bien de la intensidad 

de la fuerza, esta intensidad de la fuerza se llama esfuerzo, o esfuerzo unitario. 

El esfuerzo unitario se define como la fuerza por unidad de área. Ert.ténninoS 

algebraicos 

Considere una barra sujeta a una carga axial de compresión P, cuando se 

aplica esta carga se desarrolla un esfuerzo unitario en la barra que es igual a 

e = PIA, ademas la barra se deforma ligeramente debido a la aplicación de 

la carga. En resistencia de materiales, estos cambios de longitud "(también se 

conocen como elongaciones, o contracciones se conocen cómo desplazam►entos. 

1 in desplazamiento es, por consiguiente, el cambio de la longitud de tina parte. 
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La deformación unitaria se define como el cambio de longitud por unidad de 

longitud. Expresada algebraicamente, la deformación unitaria es 

¿SI 
= ro 

 

donde c es la deformación unitaria, A/ es el desplazamiento total y Lo  es la 

longitud original. 

4. Elasticidad 

El concepto de elasticidad es importante en mecánica de materiales. Elastici-

dad es la propiedad que hace que un cuerpo que ha sido deformado regrese a su 

forma original después de que se han removido las fuerzas deformadoras. 

Segun esta definición, casi todos los materiales de ingeniería tales como el acero, 

alumnio, vidrio, concreto, madera, etc., pueden considerarse como elásticos, A 

los esfuerzas normales a bis que se usan los materiales, generalmente se consi-

deran corno perfectamente elásticos, Sin embargo, si los esfuerzos en un cuerpo 

llegan a ser demasiado grandes, el cuerpo nunca regresará a sus dimensiones 

originales. 

5. Relación esfuerzo-deformación 

Ya han sido discutidas dos de la definiciones más importantes y básicas de la 

mecánica de materiales -lasque corresponden al esfuerzo y deformación unitaria. 

De igual importancia es la relación entre estos términos. 

En el siglo diecisiete (1658), Robert llooke publicó un artículo en el que estableció 

que el esfuerzo era directamente proporcional a la deformación unitaria. Este 

hecho se conoce cuino la Ley, de ilooke. Matemáticamente puede expresarse 
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corno IT CC c. 

Esta proposición puede convertirse cu una ecuación introduciendo una constante 

de proporcionalidad. Esta constante de proporcionalidad fue calculada a princi-

pios del siglo diecinueve (1802) pot Thomas Young, un científico inglés. Se conoce 

como el módulo de elasticidad, o módulo de Young. El móduld de elasticidad 

(al que se ha dado como corno símbolo E) se ha determinado para los diversos 

materiales de ingeniería. 

Al incluir el módulo de elasticidad, la ley de ilooke, a a ( se convierte en una 

ecuación importante y útil, que se expresa como 

u = 

dende a es el esfuerzo unitario, E el módulo de elasticidad y--£ la deformación 

unitaria. 

6. Diagrama esfuerzo-deformación unitaria 

Cuándo se elige un material para un edificio o una máqUina, se deben ribo-

cer sus propiedades, askomo su capacidad para soportar esfuerzos. Las diverSas 

propiedades mecánicas de un material se determinan mediante una serie de prue-

bas de laboratorio. 

Un ensayo a tensión para un material puede describirse, sencillamente, como 

sigue: se coloca un espécimen cilíndrico de diámetro conocido en una máquina 

de ensayos. la cual ejerce una fuerza sobre éste qUe puede medirse en Curiquier 

tiempo durante el ensayo. Se adhiere a la probeta 1111 eXtensonietro, que es 1111 

illtiLrUllit.111,0 liara medir cambios de longitud con exactitud. Despué, se aplica 
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Zona plástica 

Zona elástica 
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al espécimen una carga de tensión que se va incrementando lentamente basta  

que se presenta la fractura ,‘ c iertos intervalos durante el ensayo, se registran 

simultáneamente la carga y el desplazamiento, a partir de estos datos se traza 

una gráfica 	esfuerzo contra deformacion unitarios. 

Al construir esta gráfica, trazamos los valores del esfuerzo unitario (u := P/4) 

como las ordenadas y los valores correspondientes de las deformaciones unitarias 

(t = ..1L/1.0 ) como las abscisas. El resultado es una gráfica típica para el mate-

/rial dado, similar a la figura 1. Un análisis cuidadoso de esta curva ilustra varias 

definiciones y propiedades que debemos conocer cuando estudiamol mecánica de 

materiales. 

Figura 1 
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La curva empieza en el origen y continúa como una línea recta hasta llegar 

al punto P. Más adelante se encuentra el punto Y donde la curva disminuye su 

pendiente, se hace más horizontal e incluso puede bajar ligeramente. Después de 

continuar aproximadamente horizontal en cierta distancia, la curva tiende otra 

vez a subir hasta U, y luego decrece hasta alcanzar el punto P, donde ocurre la 

fractura. 

Cada uno de estas puntos, o segmentos de curva, recibe un nombre. El punto P - 

es el limite de proporcionalidad del material. Para un esfuerzo mayor que este 

ya no se cumple la Ley de llooke. Es muy importante notar que cualquiera de 

las fórmulas que se describan posteriormente son válidas solamente cuando el 

esfuerzo unitario en el material es menor que el esfuerzo en el límite de propor-

cionalidad. En diseño, el esfuerzo en el material se utiliza a valores menores que 

este límite (punto P). 

Justamente despues del limite de proporcionalidad, (en Y), la curva disminuye 

su pendiente y el material se deforma con muy poco o ningún aumento de la 

carga dependiendo del material. El material fluye o se deforma Plásticamente en 

este punto. El esfuerzo para el cual empieza esta fluencia se llama el esfuerzo de 

fluencia ay . Puede notarse que el limite de proporcionalidad y punto de fluencia 

están muy próximos. Es dificil notar la diferencia entre ambos, a menos que se 

hagan las medidas y los dibujos con mucha exactitud: 

Posteriormente, la curva incrementa su pendiente y alcanza un valor máximo en 

el punto U. El esfuerzo correspondiente a este punto (a,,) se llama el esfuerzo 

ultimo del material o resistencia a la tracción y es el máximo esfuerzo que el 

material ‘,3 capaz de soportar. Después la Curva desciende hasta el, punto I?, 
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donde ocurre la fractura. 

OBSERVACIÓN I. Cada día se hace más común el analizar los esfuerzos en 

el intervalo elástico o plástico con respecto a las diligentes teorías de diselo. 

El intervalo elástico de un material es el intervalo de esfuerzos dentro del cual 

el material permanece elástico, es decir, regresa a su forma original depués de 

descargarlo, En el intervalo elástico, los esfuerzos son menores que en el punto 

de fluencia. Cuando los esfuerzos exceden el punto de fluencia, tiene lugar un 

flujo plástico, y el material nunca vuelve a recuperar su forma original. Este 

nuevo intervalo de esfuerzos se llama intervalo plástico. 

El diagrama esfuerzo-deformación unitaria indica también la rigidez de un 

material. Considerando la porción recta de la curva (tramo OP), se encuentra 

que la pendiente de la recta es igual a la variación en el esfuerzo unitario diVidido 

por la variación en la deformación unitaria. 

La expresión para la pendiente puede escribirse como 

tan() — 
 VARIACION DE ESFUERZO 	Ao-
VARIACION EN DEFORMACION =  alc 

Esto es también la definición del módulo de elasticidad (E = ole). Una 

ración del módulo de elasticidad (o rigidez relativa) del material puede obtenerse 

observando la pendiente de la porción inicial de la curva. Entre mayor es la ¡Jen• 

diente mayor es el módulo ile elasticidad del material. 

Si el espécimen sujeto a tensión se carga hasta un esfuerzo menor que el limite 

de proporcionalidad y clispuéll se descarga, los plintos trazados sobre el dia-

grímla durante la descarga quedarán sobre la recta original OP. Sin embargo, 

si el espécimen se carga por encima del límite de proporcionalidad, corno en el 



1. GENERALIDADES 
	

8 

punto M, y después se descarga, los puntql; trazados sobre el diagrama caerán 

sobre la recta M N Si el esfuerzo se reduce a cero, se conservará una deformación 

permanente ON en la barra. 

La descripción• anterior para el ensayo de tensión es válida para el ensayo de 

compresión en todas sus características antes descritas. 

7. En Mecánica del Medio Continuo 

El propósito en este estudio es tener una representación del comportamiento 

elástico del material, el cual se considera independiente del tamaño del espécimen 

y de cualquier variable introducida por el sistema de experimentación. 

Observemos la gráfica 2; esfuerzo (17 = P/A) contra el desplazamiento por unidad 

de longitud axial o deformación unitaria (c„ = IV), del lado derecho se muestra:  

una parte del resultado del ensayo de tracción (en la dirección longitddinal), 

en donde el segmento OA es la zona donde es válida la Ley de llooke y donde 

nosotros propondremos un modelo matemático de desplazamientos. Del lado 

izquierdo tenemos lit curva que nos representa el esfuerzo (a.) contra la defor 

mación transversal (ad ). esta gráfica es similar a-la del ensayo de, coinpresión. 

Ahora el resultado del ensayo aparece en una forma en la cual no depende de 

las dimensiones del espécimen, La inclinación de la linea OA nos proporciona el 

"Modulo de Young" (o módulo de elasticidad) del material. 

= 

donde a es el esfuerzo y r„ la deformación. Com uno espera, la deformación 

por unidad de longitud en el rango elástico lipeal de los materiales eS'pequeita 
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por eso entonces usaremos en el desarrollo del modelo elongaciones unitarias in-

finitesimales para describir la deformación de los materiales. 

En el-ensayo de compresión queremos medir cambios en las dimensiónes lon-

gitudinales y transversales o laterales. Si la barra es un cilindro circular, con 

diámetro d, al aplicar la carga habrá cambios en dicho diámetro. Si definimos 

r d  como la deformación por unidad de longitud transversal (igual a ti ), encon,  

tramos entonces que la relación f7i- es una constante. 

Figura 2 
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Se llama a esta constante coeficiente o relación de Poisson y se denota por v. 

Un valor típico de y para aceros inoxidables es de 0.30. 

Hasta aquíse ha considerado un espécimen sencillo, entonces es concedible que 

tanto Ey como y dependan de la orientación de corte del espécimen relativo 

al bloque del material del que fue maquinado, si este es el caso, el material es 

Ibiniado "Anisotrópico" con respecto a las propiedades elásticas, Los materia-

les con una estructura interna definida, por ejemplo un acero laminado en frío, 

presenta propiedades anisotrópicas. Por otro lado si el espécimen es cortarlo en 

orientaciones diferentes en una vecindad suficientemente reducida y si en todas 

las orientaciones se presenta el mismo comportamiento (a — c) entonces con-

cluimos que el material es "Isotrópico" con respectó a las propiedades elásticas. 

En adición a una posible dependencia de la orientación sobre las propiedades 

elásticas, encontrarnos que éstas pueden variar de una vecindad a otra. En este 

caso llamaremos al material "no homogéneo". Si las propiedades no cambian en 

los resultados del ensayo para especímenes a diferentes vecindadeá, decirnos. qUe 

el material es llamado "homogéneo". 

Una suposición es que la sección transversal circular de nuestra hartase mantiene 

circular bajo la deformación. Este es el caso en el.  que el material es hOmogéneo 

e isotrópico con respecto a las propiedades elásticas. 

Otra característica de un material elástico es el cambio de volumen de un espécimen . • 

homogéneo e isotrópico bajo presión uniforme P. El estado de esfuerzos de un 

material isotrópico y homogéneo se define corno .  

Ti)  —P6i, 



E33 = E22 

A 	7  
it 

= 	2p(3A + 2v) 

2(A + p)
Eii  

El: = El3 = E23 = O 

donde Els  1.11- corresponde a la relación .2- y del ensayo de compresión tenemos que 

Q 	lit 
(II — Eti 

= Ey  

p(3A + 2p) 

= 	A + p 
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donde ho es llamada la delta de Kronecker (ver apéndice 1), las ecuaciones para 

expresan las componentes del esfuerzo en términos de las componentes de la 

deformación unitaria. Estas ecuaciones pueden ser invertidas como 

,., 	I 	A in  1s:  
= 

donde 	son las componentes de esfuerzo y A y p son constantes del material 

conocidas como las constantes de Lame (ver apéndice II). Nos referimos a un 

estado de esfuerzos de compresión axial, si solo una componente normal de es- 

fuerzo no es cero. En particular, tomamos la dirección e l  axial y TH 	O, y en 

este caso la ecuación para Eij se reduce a 

1 A 

	

Eii = 	- 2p 	3A + 2p 

• A + p  
p(3A + 2p) 



= 
21, 

= 13 
211 

E23 - T23 
2t 

estas son dos de las tres constantes independientes de los metales isoirtSpicos. 

tercera es el módulo de corte, ver apéndice III) 

I. <3ENEHA LADA DES 
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donde Ey es el Módulo (le Young o de elasticidad. 

La relación de Poisson, u, es igual a la relación de la deformación Unitaria 

transversal (E22, E23) con la deformación unitaria axial y se encuentra que es 

E33 E22 

— 

= 2G1 +17j 

Usando la ecuación para Ey  y t) escribimos la ecuación para 	en la forma 

usada en ingeniería como 

E22 = --tn2 PM I + 733)) 
Ey  

1 , 
E33 = —17133 v(Tii +712 )1 

Ey 



CA PÍT U LO II 

Cinemática de la Deformación 

Los cuerpos ocupan regiones del espacio euclidiano lE y tienen propiedades físicas 

distintas unos de otros. Aunque un cuerpo dado puede ocupar regiones diferentes 

en tiempos t diferentes, nosotros queremos encontrar una región, llamada 3, tal 

que el mapeo la ocupe en el tiempo t 	O. Formalmente entonces se considera 

un cuerpo !?., como la configuración de referencia y los puntos p C IA son llama-

dos puntos materiales que limitan sub-regiones regulares de 3 llamadas partes 

espaciales, es decir, necesitamos encontrar una región tal que al momento de 

transladar puntos materiales p nos de la región que ocupa el punto p al tiempo 

t despues de la deformación (o malteo), donde las sub-regiones de están en 3. 
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La mecánica del medio continuo es un estudio de la deformación de cuerpos. 

Matemáticamente. un cuerpo se deforma via uu n'apeo f que transporta Gula 

punto material p E Ill dentro de uu punto del espacio E que se desea encontrar 

(Figura :1). 

El requerimiento es que el cuerpo no de penetre en sí mismo y esto se expresa 

por la suposición de que f es uno a uno. Veremos después, rige el derYf repre-

senta, localmente, el volumen después de la deformación por unidad:de volumen 

original; entonces es razonable suponer que el detV f 51 0, es decir, que si el 

den f < O la deformación no se presentará. 

Entonces requerimos que 

(1) delV f > 0 

donde el Cif se define como 

pL 	2.5.1 
Sr Oy Se 

= gia  gla  Sta  
Sr 	<ly 	¿Si 

i Uy 
/I4 1111 p51.1  

El párrafo anterior da pie a lo siguiente: Para una deformación de 3 se propóne 

una función f mapeando de uno a uno, la cual se aplica a lg sobre una región 

cerrada 6, donde 6 no es mas que una región finita y Satisface (1). El vector, 

(2) u(p) p u 

representa el desplazamiento de p (gráfica 3), ademas U es una constante, con f 

una translación y en esté caso f (p) = p+11. 

y 



II. CINEMÁTICA DE LA DEFORMACIÓN 
	 1.5 

El tensor 

(:1) 	 P(p) = Vf(p) 

se llama el gradiente de deformación V f(p) y por (1) corresponde a Lin+ (ver 

apéndice 1). Donde F(p) es una deformación constante y homogénea. Cualquier 

deformación homogénea admite la representación 

(4) 	 f(p) = f(q) -1- F(p q) 

V p, E I. Análogamente, un punto del campo f sobre 181 que satisface (4) con 

F E Lin+ es una deformación homogénea. 

Para cualquier valor dado de q el lado derecho de (4) esta biéndefinida Vó. En- 

tonces cualquier deformación homogénea de 3 puede ser extendida para formar 

una deformación homogénea de E, y encontramos deformaciones homogéneas 

definidas todas sobre E. 

Para futuros usos notaremos ahora la propiedad siguiente de las deformaciones 

homogéneas: 

(i) dado un punto q y un tensor F en Lin+, donde F es deformación homogénea 

con Vf = F y q fijo, entonces f(q) = q, es decir tenemos une, función que 

preserva distancias. 

PROPOSICIÓN 	Sea f una deformación homogénea, entonces paro un 

punto q podernos descomponer a f corno f= d1  og=go d2, donde g es una 

deformación homogénea con q fijo, y d1,d2  como traslaciones. Además cada 

una de estas deformaciones son únicas (ver apéndice para el producto interno 

o ), en otras palabras, si queremos tener un cierto efecto, lo podemos obtener 



j(p) = q +U(p— 

con U simétrico definido positivo. Si en particular 

/+(A-1)czbe 

con U una extensión, donde / representa la matriz identidad, A los-eigen-valores 

(escalares) y e un vector unitario (Veme apéndice II para (ti.;). 

Figura 4 

• 
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trasladando y luego girando o primero girando y luego trasladando. 

La proposición anterior permite el concentrarnos sobre las deformaciones ho-

mogéneas con un punto fijo. 

DEMI.° 0.1. Una muestra importante de este tipo de deformación para q, 

es que 

f(r) = q 	q) 

con R una rotación. 

EJEMPLO 0.2. También es importante notar que en una extensión de q se 

tiene que 
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En la figura 4 observium)s los campos de desplazamientos alrededor del punto 

p. Con A > O y tomando 1 e ‘, entonces f es una extensión de cantidad A en 

dirección e. Aqui la matriz de U relativa a la coordenada buscada con e 	e 

tirite la forma simple 

A O O 

= O 1 0 

\O (1 

y el deslizamiento correspondiente mostrado en la lisura 3 tiene componentes 

(14,0,0) con ni(p) = (Á — 1)(pi 	qi). 

PROPOSICIÓN 11.0.2. Sea f una deformación cerca de q, y si,s2  son exten-

siones para q, cada una de estas descomposiciones son únicas. En realidad, si 

P = RU = V l? es la descomposición polar de E = V f, entonces 

Og 	Og 
9g  = = 	

8Og 

U 
os, os, os, 

psi =  = 	0x2  + Ora 
V 082  052  082  

982  = = 	4-  0x2  tlx3  

Cualquier deformación homogénea (con un punto fijo) puede descomponerse den-

tro de una eitensión seguida por una rotación, o de una rotación seguida por 

una extensión. El siguiente teorema da un nuevo aspecto de la descomposición 

de cualquiera de estas extensiones dentro de una sucesión de tres extensiones 

mutuamente ortogonales. 

TEommn 11.0.3. Cada extensión f para q puede descomponerse dentro de una 

sucesión de tres extensiones para q en direcciones mutuamente ortogonaleS. Las 

cantidades y direcciones de las extensiones son los llamados rigen-valores y los 



1(1.3)= AH).  

donde j(B)' denota el interior de 1(.11), y 

(5) 	 f(OB) = 01(8) 

es decir que las fronteras son iguales despues de aplicar la función. El concepto 

de deformación por unidad de longitud es mas fácil introducirlo por expansión 
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eigen-vectores de U respectivamente, en estas direcciones las extensiones son 

perdurables en cualquier orden. 

Por las proposiciones y teorema anterior, cada extensión puede descomponerse 

dentro de una sucesión de extensiones, las cantidades de las extensiones son 

A h  A2 , A3  de U. Por estas razones referimos a A l  como la extensión principal. 

Nótese que, ya que los tensores de extensión U y V tiene un espectro o imagen, 

los invariantes principales de U toman la forma 

11(U) = al + Az  As  

I2(U) = A 1 A 2  + A2 A3  + A3 A1  

I3(U) = A A2 A3  

Ahora estudiaremos las deformaciones generales de 13; para evitar repetir hipótesis 

asumiremos para el resto de este trabajo que f es una deforMación de B: Ya que 

f es uno a uno y es inversa fi : f(B)---> 13. Por (1), Vf(p) es invertiblé á cada 

punto de p en 13 y concluimos que fi es invertible y tiene un mapeo uno a uno. 

Otras dos propiedades importantes de f son 
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de la deformación de f cercana a un punto arbitrario q E 

1(p) = f(q) 	F(q)(p q) o(p,- 

donde F es el gradiente de deformación (ec.3). Entonces en una vecindad de un 

punto q y para un error de o(p — q), una deformación actea como homogénea. 

Esto motiva la siguiente terminología. Sea 

P = 1111 = VI¿ 

para los puntos de descomposición polar (le E: entonces k es un tensor de 

rotación, 13 el tensor derecho de extensión, y V el tensor izquierdo de la defor-

mación f. R(p) mide la rotación rígida local de los puntos cerca de p. Mientras 

que 1/(p) y V(p) miden el estrechamiento local para p. Asi LC y V involucran a- 

PG y PFT, siendo este cálculo a menudo dificil. Por esta razón introducire-

mos el tensor de deformación izquierdo y derecho de Caucliy-Creen, con C y 13 

definidos.  por 

= 

(6) 
	 = V = PT  

en forma censorial 

dh 
'41=  pni < 

)p1 

 8 — 
r  Oh 

il pm  m 

nótese que 
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entonces II. es una rotación. 

Definiendo que el ángulo O entre dos vectores diferentes de cero u y y, está dado 

•por 

II • V 
Caso - I 
	 : O < 0‹ 

11 II V i 

PROPOSICIóN 11.0.4. Sean d y e vectores unitarios y sea p E /3, entonces 

corno o 	O, se tiene que 

(8) 

	
1 f(p-I- ac) 	I (p) 1 	

1 U(p)e 1 

y el cíngulo entre f(p+ o d)— f (p) y f(p+ e)— f(p) tiende al cíngulo entre 1.1(p)d 

y U(p)é. (ver figura 5) 

Figuras 5 y 6 



(4) I 1(v)- f(01=IP 

p,q E D. Estas condiciones imponen severas ,astricciones como muestro el 

siguiente teorema, (Una deformación f es rígida si y solo si: (i) f es homogénea 

y (ii) Vf es una rotación) 

TEOREMA 11.0.6. (Caracterización de deformación rígida) 

(a) f cs una deformación rígida. 

(6) 1 admite la representación de la forma 

(II) 	 f(p) = f (q) R(p q) 

para todo p,q E B con 11 una rotación. 

(e) P(p) es una rotación para p E B. 

(d) I. I (p)= I para cada p E R. 
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La proposición anterior muestra que el tensar de extensión U mide localmente 

la distancia y el cambio de ángulo sobre la deformación. En particUlar 1 U(p)e 1 

es la distancia entre p y q después de la deformación por unidad de distancia 

original. El siguiente resultado muestra que U también determina la longitud 

de la deformación de la curva (c) en B, esto es que loe= f (c(a)),en donde 

0 < a < 1. (ver figura 6) 

PROPOSICIÓN 11.0.5. Dada cualquier curva c E B 

(9)  Long(f o c) = 	U(c(a)) 1 edV 
o 

entonces una deformación que preserva distancias es llamada rígida, mas pre- 

cisamente, f es rígida si 



II. CINEMÁTICA DE LA DEFORMACIÓN 
	

22 

(e.) para cualquier curva e E 13, entonces Long(e):= Long(f o e). 

Remarquemos que 11(p) puede ser reemplazada por e, V ó B. 

PuroPosIcióN 11.0.7. Sea f una deformación de 11, y sea s un escalar continuo 

en el campo sobre f(11), entonces dado cualquier p en 11 

(12) s(x)m(x)di1:  = 	(f(p))G(p)n(p)df, 
/fi+) 	 op 

donde 

(13) G = (delP)FT  

mientras m y n son las normas unitarias erteriores de campo sobre Of(p) y Op 

respectivamente. 

De una parle P 

(14) vol(i(P)) =dV 
1(r) 

representa el volumen de p despues de ser deformado sobre f, en vista de (12) 

(15) Vol(f(P)) = 	detRdV 

y entonces 

(1(1) 	 det F(p) = lim vol(f(0,5)) 
6—o uol(2s) 

donde 12h  es un círculo cerrado de radio (5 y centro en p, el dell? da el no:timen 

después de la deformación por unidad original de volumen. 
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1. Deformaciones Cortas 

Ahora estudiaremos el desarrollo de los varios campos (M'eméticos donde el 

gradiente de desplazamientos Vu es pequeño, ya que 

(r) = 	ti(p) 

seguida de 

117) 	 = 1 + v u 

por eso los tensores de deformación por unidad de longitud de Cauchy-t:reen, 

obedecen a las relaciones 

( la) L'= 1 +Vu+Vu'  

cuando la deformación es rígida, C=B=./y 

(19) + 	= O 

en este caso Vu es constante, por <Me es el tensor de campo, esto implica que 

su deformación tiende a cero. Ahora tomando la parte simétrica de u obtenemos 

(20) sE = 2— I (Vti Vu 

donde E es llamado la deformación unitaria inlinitesiMal, sustituyendo en C = 11 

obtenemos 

C = + 2E + VuT  + Vu 

(21) 1t = 1 +2L + V u + V u ]  

dolido C y 11 son deformaciones rígidas. 



II. CINEMÁTICA DE LA DEFORMACIÓN 
	 24 

PitoposicióN 11.1.1. Sea f(0 < r < (u) una familia de deformaciones con 

1 v.1= 

entonces 

(22) 2E, = C, 1 + o(<)= B, — I + o(c) 

cuando < —• O. Adicionalmente, si cada f, es rígida, entonces 

(23) 	 Vu, = 	4- o(c) 

Esta proposición acierta en que para un error de orden o(c) los tensores 

2E,, (1„ 	/ y 8, — I coinciden, en adición de que oigan error del gradiente 

de desplazamiento corresponda a la deformación rígida y antisimatica. 

La discusión anterior muestra motivos para dar la siguiente definición 

DEFINICIÓN 11.1.2. Un desplazamiento rígido infinitesiMal de B es un vector 

de campo, u sobre B con Vu constante y antisimdtrico, o igualmente, un vector 

de campo u que admite la representación 

(24) u(p) = 11(0 W(P- 

para todo 19,11 E B,donde W rs antisimétrico (W 	-W), usando la relación 

entre tensores antisimétricos y vectores podemoi escribir u en la forma 

ii(p) = 	x (p -q) 

con w el vector axial correspondiente a W. 
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TEOREMA 11.1.3. (Can/dell:al:Pía de desplazamil n'os rígidos) 

Sea 11/I vector dc rompo suave sobre I1, entonces las squirnies equiedenelas: 

(a) u es un desplazamiento infinitesimal rígido. 

(b) u tiene proyección propia; V p,y E 11 y (p — y).[u(p)— u(y)1= O. 

(e) VIL(p) es antisindtrieo a cada p E I), 

(d) la deformación por unidad de longitud infinitesimal E(p) = O a cada p E U. 



CAPÍTULO III 

El Tensor de Esfuerzos y Balance de Momentos 

11 siguiente teorema es uno de los resultados centrales de la mecánica del medio 

continuo. La 'nichtl afirmación es que s(a) es lineal en a. 

TEOREMA MAL (Teorema de Cauchy, Existencia de esfuerzas) 

Sea (s, b) un sistema de fuerzas pata 11 durante un movimiento, entonces son 

condiciónes necesarias y suficientes que las leyes de balance de momemlum se 

satisfagan y que exista un tensar espacial de campo 7' (llamado el esfuerzo de 

CAIICHY) tal que 

(a).pars rada verlo,' unitario u se tiene que 

(25) s(n) r-- 7'n 

(b) 7' sea simétrico 

(e) 'I' satisfaga la ecuación de movimiento 

(26) ► divT 	= pi 

Realmente, uno puede mostrar out (a) y (e) Ñon equivalentes al balance de. mo-

mento lineal y observamos !a ►nbién que el tensor simétrico de T es equivalente 

al balance de momento angular. 

26 
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Sea 7' = 7'(x,1) el esfuerzo en un tiempo y lugar particular, si 

Ttt = aux ; conn =In 

entonces cr es un esfuerzo principal y n es una dirección principal, asi que los 

esfuerzos principales y direcciones principales son los eigen-valores y los eigen-

vectores respectivamente de 7'. 

Ya que 7' es simétrico, uqui existen tres direcciones principales mutuamente or-

togonales y tres esfuerzos principales correspondientes. 

Ahora considere una superficie plana orientada arbitrariamente con norma 

unitaria positiva n en x. Entonces la fuerza superficial (Tu) puede descompo-

nerse en una suma de una fuerza normal 

(u Tn) = (n n)Tu 

y una fuerza cortante 

(7' — u tr) n)7'n 

y se sigue que n es una dirección principal si y solo si la correspondiente fuerza 

cortante desaparece. 

EJEMPLO 0.1. Un fluido en reposo es incapaz de ejercer esfuerzos cortantes. 

En esta instancia Tu es paralela a n para cada vector unitario u, y cada vector 

es un eigen-valor de T. Analizando las implicaciones del teorema de Cauchy se 

da las siguiente observación: 

T tiene solo un espacio característico, V (el mismo), y por (e) del teorema de 

Cauchy antes descrito, implica que 
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cona un escalar, donde I es llamado la presión del fluido. Nótese que en este 

caso la fuerza por unidad de arca sobre cualquier superficie en el fluido es —ir». 

Otros dos rasos importantes son: 

(a) compresión pura con esfuerzos compresivos a en la dirección e, donde 1 e I= I, 

entonces 

7' = (c 	t) 

(b) cortante puro con esfuerzo cortante r relativo a la direcciones paralelas y de 

sentido opuesto (k,n), donde k y u so» vectores ortogonales unitarios: 

T = (k 0 ti + u 0 k) 

La fuerza superficial de campo corresponde a los ejemplos de la figura 7 con T 

constante. 

Figura 7 

Presión 	Tensión Pura 	Corte Puro 
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En la figura 7 observamos una compresión, una tensión pura y un esfuerzo 

cortante puro. 

1. Leyes de Balance do Moine:num 

Los axiomas billiiros conectados a los Inoviiiiienuzi y fuerzas son las Leyes de 

Balance de 1lrnannNuua. Estas afirman que para cada parle 1' y lieinpo 

4  f ( 1) = i(P, I) 

(27) 	 1m(P,t) = P, t) 

estas expresan respectivamente balances de momento lineal y balances de uno- - 

mento angular. 

El significado de los axiomas anteriores son la existencia de un observador (marco 

de referencia) relativa a la cual el movimiento y las fUerzas .son medibles.. La exis. 

tencia semejante a la de un observador es no trivial, ya qué las leyes de balance - 

de numen!~ son generalmente no variables sobre cambiós en el observador. 

Observe que los axiomas también son llamados de Inercia:.  En la práctica los • 

inicios fijas son a menudo utilizados para definir la clase de observador ittereial. 

hUna rooseeuencia obvia de estOs axiomas os 

f(I3,t) = Itt( 

donde 13 esta limitado, asi que la fuerza total sobre un cuerpo finito es igual a la 

masa (m) del cuerpo por la aceleración (si) del centro de 111118ii. 

l'or medio de la ley de balance de inontetutim podemos escribir 

s(8)(1A + f 	= 
p, 
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(28) e x s(n)d,1 + 	x bdt' 	r x bpdt" 
op, 	 p, 

si introducimos la fuerza total de cuerpo 

(29) 	 b. = b 

que influye en la fuerza inercial de cuerpo —pi), y define 

•  f.(/), I) = 	s(n)dA f 
✓or, 

(30) ni. (P, = J  r x s(n)dil r x b.dV 
r, 

entonces los axiomas toman la forma simple de 

f.(1), = 

(31) nt,,(P,t) =o 

nuestro siguiente resultado da la caracterización de las leyes de balance de mo-• 

mentan Recordando que un desplazamiento infinitesimal rígido de IK es un 

mapeo, entonces 

(32) w(x)= 	+ W(2:— 0) 

con %ve un vector y W un tensor autisimétrico, 



CAPITULO IV 

Isotropía 

DEFINICIÓN 	Se dice que el material es isotrópico en p si 

Gp  = ort 

as j que  cada rotación es una transformación simétrica. Es allisotrMen si 

orth4- 

PitoPosteióN 11/.0.2. Idis funciones wirespondientes T,T,T y `t son los in• 

variantes sobre G, «si las funciones pueden relacionarse de la siguiente forma: 

QT(P10.  IWPQT ) 

(33) 	 QI.(( .)QT 1YQCQT) 

V Q E G. P E Lin+, U C E Psyrn. (ver apéndice I para orth+; Lin+ y Psym 

Esta proposición y la anterior definición se emplean can la siguiente Proposicióii - 

PitoPosicióN IV.0.3. Suponemos gut •'I material es isolrópiro en p, entonces 

rada una de las funciones correspondientes T,T,T, y T (ca p) son funciones 

31 



material es isotrópico y con la ayuda de la ecuación (34) obtenemos que 

(fr) = let(i1)RT = i(lerr kr) =1(1") 

t(P) = RilC)RT = t(RC In= 'Un) 

y asi la ecuación'!' = i'(P) se puede escribir °dormito alternas como 

(34) 

con 	y 1' funciones isotrópicas; esto tiene la siguiente corre.spondOcia: 

ISOTII0PlA 
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isotrópicas o de campo, por lo Muto el esfuerzo 

1ir = '1'(l)  

es llamado el esfuerzo residual un p 71r  es el esfuerzo en p cuando el cuerpo no 

se deforma. Dr acuerdo ron VI leurr.w a de descomposición polar, tenemos que 

= 1 = Rl donde = 1, esto implica que 

= T(1)=1'(1)=T(1)= T(I) 

PROPOSICIÓN iV.0.4, Si el material en p es isotrópico, entonces Tu es una 

El tensor derecho U y el tensor izquierdo V en el ladO.  derecho del tensor 

de deformación de longitud derecho C e izquierdo 13 de CauChy-Grecti están 

relacionados por 

V = RURT  ; 11= RCRT  

donde i"? E orth-b es el correspondiente tensor rotación. Por tanto, cuando el 
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'TEOREMA IV.0.5. (Ecuación Consliluliva pan no Malerial Isólropico) 

Suponemos que el material es isolrópieo ru p, cniomus be ',loción consIiIniivo 

se escribe en la forma 

,10(.10)1 	-1 	r)11-1  

donde B = FP?' es el lensor deformación por unidad de longalud izquierdo dr 

Cauchy-Green y &lit , f12  son funciones cuídales de la lisia J11 de invarianles 

principales de II (ver apéndice para 

Por medio de la ecuación (34) y la ecuación constitutiva (12), para un punto 

material isotrópico, podemos expresar a 'f como 

= 00(4 )1 + (I I (Ja)ii CY2(J0 )112  

= ko(4)1+ ki(Jav k2(I„)v- r. 

bo(J.)I+ bi(J.,)V b 2(.4)112  

donde V = 117 es el tensor de extensión izquierdO de eauchy-Green. 

Retornando a la teoría general, la lista del sistema completo de las ecunciones 

isotrópieas de campo junto con la (.enación constitutiva dan las sigidentes pro

dones 

(35) T= PT(C)P7  : con = Pr  

la ecitación- de movimiento 

rlivT +1) rz 

y la evuaciém II(' hillatICP de masa 

(36) yrtluIP = yci) 
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donde ron  es la densidad de la configuración de referencia. 

Si el cuerpo es isotrópico (36) y puede ser reemplazado por 

7' = fis(Jo)./ +11i (4)/3  

con 13 = 

Decimos entonces que el cuerpo es homogéneo. Para un cuerpo homogéneo el 

correspondiente esfuerzo 7' = D(P) es constante porque f es constante. Asi 

satisface la ecuación de equilibrio 

divr =O 

y la coordenada (x11) es una solución de (35) y (36) cuando b = O. Asi un cuerpo 

homogéneo puede deformarse homogéneamente sin considerar a [á fuerzas de • 

cuerpo (por 'ejemplo laaceleración de la gravedad y los campos magnéticos ). 
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Teoría de Elasticidad Lineal 

1. Derivación de la Teoría Lineal 

Deduciremos la teoría lineal. para situaciones en las cuales el gradiente de 

desplazamientos Vu es pequeño. El paso crucial en la linealización de la ecuación 

constitutiva es 

S = ,s1P) 

Por el lensor de esfuerzos de Piola-Kireitholf se tiene que 

H = V tt ; 	es el eh f nürza residual 

consideramos ,.(11 como una función ll usando 

P 1+11 

y tomando en cuenta el teorema VID iditeuemo,s tos restituidos sigaielills: 

TI:anula V. I. I . (Ferina Asinióhea de la !tu:ación ('auslilativa) 

Este Icorenta nos dice que 

S(P)= C[11+ o(í!) 

35 
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Suponemos que si el esfuerzo residual desaparece, es decir los esfuerzos rema- 

	

tictacs debidos al ensayo no se consideran (esto es que II 	O), por lo tanto 

tenernos que 

S(F) = C(E) 

donde C es el tensor elástico y E es el tensor de deformación por unidad de 

longitud infinitesimal y está dado por 

(37) E = 2(11 117 ) 

Usando S(F) = S y II = Vu podemos escribir la forma asintótica de la ecuación 

constitutiva como 

(38) S = CA+ o(Vu) 

En donde se observa que el esfuerzo residual está en la configuración de referencia 

y desaparece. Ya que -C tiene valores simétricos para' el mismo error simétrico 

de S, tanto los términos o(Vu) como Vu --> O, entonces el esfuerzo S es una 

función lineal de la deformación E infinitesimal. 

La teoría lineal esta basada en la ley de esfuerzo•deformación sin 'considerar 

los términos de o(Vu), la relación desplazamiento-deformación y la ecuación de 

movimiento quedan entonces como 

S = 

E = 	(V u ) 

(39) divS 	= ipoi; 
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nótese que estas vett:tejones estar expresadas en U111111105 del deSplitZaillieUtO 

11(p,1) = it(p,1) — p 

donde x es el desplazamiento y p el punto en la configuración de referencia. 

Es importante enfatizar que la derivación formal de la linealización de la ecuación 

constitutiva esta basada en: 

(a) la desaparición del esfuerzo residual en la configuración de referencia. 

(b) 11 gradiente de desplazamientos pequeño. 

Es importante observar que por las ecuaciones de movimiento y el teorema de 

Caracterización de desplazamientos rígidos infinitesimales tenemos que E = 

O y por tanto es un desplazainiento rígido infinitesimal, Esta es una propiedad 

importante de la teoría de la linealización. 

Dado C, y)0, y ba en las ectmciones.de movimiento se obtiene un sistema lineal 

de ecuaciones diferenciales parciales para el campo U, E y S, donde se supone 

que el cuerpo es isotrópico y que puede ser. reemplazado por 

= 2pE A(IrE)! 

donde el cuerpo es homogéneo y (pa, p, A son constantes y la 1rE es la suma de 

la diagonal principal del tensor E. (ver apéndice Vil para p y A ) 

Ahora, si Bes homogéneo e isotrópico, entonces 

din( V u V u 
	

lupa VtlitIti 
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donde el top u es 

1111) = V 2 11 

= y • (Siu¡ 

= 0'u 02u 	¿Pu 
+ + i1r1' 

con la 

trEc divo 

Las ecuaciones de E, diuS + bu y S son fácilmente combinadas para dar la 

ecuación del desplazamiento, olneniendose así 

ptap u + (A -F ji)VdilI u + ha = Sooij 

donde por la teoría de elasticidad 	= O y tenemos el desplazamiento  de. la 

ecuación de equilibrio como 

Idapu.d- (A + p)Vdiym 	= 
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Modelo Propuesto para el Campo de Desplazamientos 

Se considera que una barra cilíndrica élastica de sección transversal arbitraria 

está bajo la acción de la oposición normal a la compresión a sobre las caras, 

las superficies laterales están libres para cualquier compresión superficial y para 

cualquier fuerza de cuerpo, no obstante consideramos que estas no existen. 

Intuitivamente esperamos que el estado de esfuerSos en cualquier punto no de-

penda 

 

de la longitud de la barra ni de las dimensiones-  laterales. En otras pala-

bras, el estado de esfuerzos en la barra es el - mismo en cualquier punto. 

Para obtener el campo de desplazamientos es necesario conocer bis ecuaciones 

constitutivas relacionadas al esfuerzo. En nuestro caso,. cuándo las deformaciones. 

son pequeñas podemos expresar a T como 

3T = T(E) 

donde T(E) es una función de E. Como la función es lineal, podemos expresarla 

como una combinación lineal; en componentes tenemos 

711 = C1111211 -I-  ei i 12 E12 + • • 	C1133 E33 

7'12 = ('1 211 El 1 + C1212E1:1 	4-  Ci 	133.. 

39. 
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hasta 

753 = C33I I El I -I• C3312 El 2 	 03333133 

también las podernos escribir en forma tensorial 

Cijkl 

donde 11' y 41  son las componentes de tensores de segundo orden y Qui son 

las componentes del tensor de cuarto orden y es llamado el tensor de elasticidad. 

Este tensor caracteriza las propiedades mecánicas de una partícula anisotrópica 

elástica. 

la►  anisotropia de un material está representada por el hecho de que las compo-

nentes del tensor Cijki son en general distintas para diferentes bases. Suponernos 

que el cuerpo es homogéneo, entonces las propiedades mecánicas son las mismas 

para cualquier vecindad en el cuerpo, entonces Ciikf es constante (esto es, inde-

pendiente de, la posición). 

Ahora ya que supusimos que tenemos un material homogéneo y sabernos también 

que el tensor E (tensor de deformación) es simétrico, entonces las nueve eCtra. - 

dones a resolver se reducen solo a seis, Estas seis componentes del•esfuerzo in-

dependientes (Tr1,7'22,753, Ti 2, Tia, T23) se relacionan con las•seis componentes 

de deformación independientes (E11, E22, E33, E12, Era, E23)• 

Un concepto mas que debemos tomar en cuenta es el relativo a los materiales. 

isotrópicos. Llamamos ilotrópico a un material si las propiedades mecánicas.  

obtenidas son las mismas para cualquier dirección en la cual se haya maquinado 

la probeta a partir del bloque original. Cuando esto no es cierto llamamol al - 

material anisotrópico, corno se mencionó anteriormente. 
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Enmares sabemos (pie para un material elástico lineal tenernos la representación 

corno 

Tij = 	Ekl 

si el material es isotrópico, entonces las componentes del tensor de elasticidad 

e¡jki permanecen sin cambio, es decir 

Cijkt = Cijkt 

Un tensor que tiene las mismas componentes con respecto a cualquier base es 

llamado un tensor isotrópico. Por ejemplo, el tensor identidad 1 es isotrópico ya 

que sus componentes ári son las mismas para cualquier base cartesiana. 

También conocernos que un tensor se puede representar como una combinación 

lineal de Sus elementos, entonces para un material elástico lineal e isotrópico,' el 

tensor de elasticidad puede representarse como 

Cijki = )lAijki "Bijkl 011ijki 

si sustituirnos la ecuación anterior en la ecuación constitutiva del esfuerzo (71i = 

CorEkr),OkellellIOS 

Tij = (AAijkl + ()BOJ + 

donde 

Aijkt = bijók, 

Bijkl = híkóír 

BOO = 6iI 6jk 

los anteriores tensores son isotrópicos. 



con / la identidad y la traza(tr) la suma de las componentes El!  + E22+E33, 

1,2,3. Podemos expresar a 'tí' en forma matricial como 

= /t(trigi + 2pij2  
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013sERVAcIóN 2. 

AIIII = 1 ; AI212 = O ; A1221 = O 

B1111= 1  ; 1 I212= l ; 81221 = 0  

= 	1/1 212 = O ; "1221= 1  

son tensores isotropicos (le cuarto orden. 

Utilizando la delta de Kronecker (ver apéndice V) obtenemos de la observación 

(2) que i = j, y k = 1, entonces encontramos (Inc Ekk = AipaEkt• 

Análogamente tenemos 	= HoktEkt y Ei1 = C.:0;Eu. Sustituyendo las 

igualdades encontradas para los tensores de cuarto orden obtenemos 

= AEkk  + frEii +13/!";i1  

= A Ekk + (o + fi)Eii 

Hacernos la sustitución de (a 4. fi) = 2p y tenemos que 

711 = A Ekk + 2pEij 

donde L'o:  puede ser representado Como 

Ekk  = IrEI 



=:
3A 211 - 
	 117')I 

211É 	3,5 	21,111),  

dé la ecuación anterior despejamos a 

hl = 2ii ri' A( 	Mb 'hi) 
3A + 211 

donde el tensor de esfuerzos esta dado con las siguientes componentes 

=. 

VI. MODELO PROPPESTo PAItA El. CAMPO DE stEst'l.aZANtiENTos 

y a partir de ahora notaremos a los tensores como É, por ejemplo. Aplicando la 

traza a la igualdad anterior tenemos 

Ir'i.  = A(trÉ)tri 21ttr 

donde la traza de / es igual al escalar :1 y obtenemos las ecuaciones 

= 3A(IrÉ) 2irtr' 

= (3A + 2p) t'!3 

de esta última ecuación despejarnos 

tri;: = 	Ir'i' 
+ 2/o 

ahora sustituimos la traza ole en la ecuación del.esfuerzo y tenemos el siguiente 

desarrollo 
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712 = Tss 

=7i3 

= T23 

= 0 

por lo tanto la matriz queda de la siguiente forma 

0 0 

= 0 O 0 

) 

(1 0 

y la traza del tensor de esfuerzos es 

trT = a 

El siguiente paso es sustituir el valor de los tensores en la ecuación para É 

1 
= 

1 
= 27i 

ff 

O 

o-  

() 

O 

O 

O 

O 

O 

0 

(1 

O 

O) 

O 

O 

0 

crA 

1 

0 

0 

0 

1 

11 

0 

 

0) 

1 

0_7 

2µ(11+ 2n) 

1 	0 	0 

0 	1 	O 

(1 	0 	1 

sustituimos el tensor de deformación y realizamos las operaciones 

El, 

E2, 

El 1 
\ 	• 

E,2 

E22 

E32 

Eta 

E23 

E33 

rr — 

O 

(1 

0 

(1 

0 1.  

7 



/1(3,1 + 2p) 
Ey  = 

p 

y donde —IP= u = Ti-rnmA  , por lo tanto las componentes de la diagonal principal 

quedan 

E )I  = rr 
Ey 

E22 
Ey 

E33 = - 
Ey 
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dónde 7 7. 

Igualando las componentes a cada valor correspondiente obtenemos 

= 	— 1') 

E32 = E33 

7-41  

El 3 

E2 I 

= E23 

= E3, 

= E32 

=p 

donde 7'7  = 	= Ey, que es el módulo de Young, sustituirnos los valores de las 

componentes y obtenemos 
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si colocamos las componentes del tensor de deformación E y considerando iinicatnetal,  

a la parte simétrica, obtenemos 

1 
E; O 

O 1,2" O Ey 

- 
= VII y// ) 

  

O P-9  / 

donde U describe el movimiento en un medio elástico debido a la ecuación de 

movimiento gobernante (descrita anteriormente), 

Ahora sustituimos los tensores por sus componentes 

	

/
ar 	ay 	a: 

\ 	/ 	 \ 

17 0 	
/giLL  n In.  01.11  0111  12111  

ar 	ar 	ar - 

O v4 - 	
1 

= 

 

L. 0112  Li_U_I  I.1  , aun  LIS 003  
[.y

1.  
y 	 ar ay 0: 2 ay ay ay 

O 	O 	V —n 	9 j. al 	9.1,11  n. 	0o,  ao, ;II,. 

	

Ey 	\ as 	.9y 	az / 	\ 0: 	0: 	0: i 

igualando las componentes obtenemos las nueve ecuaciones a resolver 
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resolviendo las ecuaciones tenemos las siguientes soluciones 

, 	(TX 
1,1 = 

E
-• ci  
, 

U2 = 	C2 
Ey  

az 
U3 =r' 	+ e3  

Ey  

encontramos el valor de las constantes por medio de la siguiente condición: 

1/(0,0,0) = (0,0,0) 

de aqui encontramos que ct = c3  = e3  = 0, por tanto el vector del campo de 

desplazamientos queda de la forma 

02 
tf(IPY1Z)= ax ay 

Ey Ey  Ey  

Si consideramos a las coordenadas iniciales como 1.1(X, 0.0) donde X representa 

la longitud de. los especimenes a ensayar, entonces mostramos que 

aX 
II (J(X, 0,0) 11=11 (-

EY 
.0.0) II 

lo cual nos representa físicamente el cambio de longitud con respecto a la di-

rección X. Por consecuencia obtenemos la siguiente representación 

donde II 1/(X,0,0) 11= Z, en conclusión obtenemos que 

PI 

AoEy  

donde P representa la carga, 1 la longitud de los especimenes, Ao el area inicial 

de contacto y Ey  la propiedad buscada en este trabajo. De la misma forina 

ál = 



VI. MODELO ('IMPUESTO PAHA EI, GAME() DE DI.,,SPLAZAMIENTOS 
	48 

encontrainas que 

I'd 
d = 

A o  By  

donde, d es el diámetro inicial, ti es la segunda propiedad buscada y By  es el 

módulo de Yem; reportado en la literatura. 
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Experimentación 

El objetivo principal de la experimentación es obtener dos de las tres constantes 

de los materiales, a partir del campo de desplazamientos. 

Como se (lijo anteriorn►ent.e, para materiales isotrópicos y•bontogéneos, el valor 

del módulo de Voung  y el coeficiente o relación de Poisson no dependen de las 

dimensiones del espécimen, asi que se tomó un material con estas cararteristicas 

y se mostrará que ni las dimensiones, ni las direcciones del corte sobre las barras 

cilindricaS influyen en los resultados. 

Para el experiMento se tomará.un acero inoxidable 316 con un diámetro de me-

dia pulgada y variando la relación 11/D (altura/diámetro) desde I basta 2.5, con 

máxima fricción entre las ¡nuestras y las placas compresivas, ya. que el Modelo 

propuesto trabaja bajo la condición de que las superficies planas de las mues-

tras-  no sufren deformación a cualquier tiempo; esto se logra -sometiendolas a nn 

acabado superficial producido por una lija .60 al igual que las placas entre las 

cuales se efectúa la compresión. 

Las probetas serán sometidas a la acción de cargas compreáiyaS y lis mediciones 

que realizaremos serán el cambio dé longitud (ál) y el cambio del diámetro (ád).. 

49 
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CO!! los que obtendremos, apartir del campo de desplazamientos, las constantes 

buscadas para validar el modelo propuesto. 

El modelo lo estaremos validando al confrontar los valores mitnericos de las con-

stantes elásticas mencionadas obtenidas con el campo de desplazamientos con 

los valores reportados en la literatura y ron los valores obtenidos de la curva 

esfuerzo-deformación experimental. 

Como primer paso utilizaremos especímenes cilíndricos con un diámetro de 0.5 

pulgadas. Los ensayos se realizaré!' con relaciones de II/D=1.0, 1.5, 2.0 y 2.5, 

por tanto las alturas de cada espécimen fueron de 0.5, 0,75, 1,0 y 1.25 pulgadas 

respectivamente. 

El segundo paso es realizar compresiones preliminares de cilindros de las - dimen-

siones mencionadas con el lin de determinar las regiones elástica y plástica del 

material. 

Como en este trabajo nos interesa el valor .del limite elástico, se utilizan valores 

de carga dentro de la zona lineal, en la cual se pretende que el modelo funcióne, - 

ya que las ecuaciones empleadas son válidas en esta zona. La carga selecionada 

estuvo en el rango de 18.50kN-18.70kN. ExperiMentando con 3 muestras para  

cada  

OBSERVACIÓN 3. La carga selecionada fue determinada con las grálicas carga-

desplazamiento obtenidas experimentalmente. 

Como tercer paso, se procede a realizar el ensayo (le compresión a rada una de-

las muestras de las diferentes relaciones 11/1). Ett total se ensayaron 12 nmeatras. 

Las pruebas se efectuaron en 1/tia máquina universal MTS urodelo 8 lo con una 
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velocidad de desplazamiento de cabezal de fila. 



CAPÍTULO VIII  

Resultados y Análisis 

Como ejemplo de los cálculos efectuados a todas las curvas carga•deformación 

obtenidas experimentalmente presentarnos la primera relación de II/1)=1.0, en 

un punto selecionado obtenemos mediciones de ál = 9.3306 * 10'rram y de 

Od = 2.9549 *10-3mm, donde la forma de obtener los resultados anteriores es 

de la siguiente forma 

En principio tomamos los valores de carga y 	 de la gráfica realizada 

por la máquina de ensayos que se muestra en la pagina siguiente y obtenemos la 

tabla. 

P,p(kN) ál„1,(rrint) 

	

6.2078 	5.0435* I0-2  

	

12,4150 	0.1009 

	

18.6234 	0.1513 

24.8312 0.2017 

31.0390 0.2522 

37.2468 0.3026 

52 
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Gráfica 
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Si atenernos las curvas esfuerzo-deformación a partir de los datos experimen-

tales (gráfica 3), se aprecia una variación en la pendiente, lo cual nos indicaría 

que el módulo de Young es función de la geometría de la probeta, que es contra-

dictorio a las ()remisas establecidas en el capítulo I. 

OBSERVACIÓN 4. Sin embargo es necesario considerar la influencia (le la rigidez 

del sistema de compresión. La deformación leida de la gráfica original, obtenida 

directamente de la máquina en el ensayo de compresión, tuvo que ser corregida 

tomando en cuenta lo anterior. 

Para la mayoría de los materiales, ensayados tanto en tracción como en com-

presión, el cambio del desplazamiento del cabezal es igual a la suma de los deL 

aplazamientos elástico y plástico de la muestra y el desplazamiento elástico del 

sistema (mordazas, máquina, etc.), matemáticamente se puede escribir como: 

Ee 2--  te + 	+ £rn 

donde 	representa el desplazamiento del cabezal, te  el desplazamiento elástico 

de la muestra, 9, el desplazamiento plástico de la muestra y e,,, el desplazamiento 

elástico del sistema de la máquina. La relación entre el esfuerzo aplicado y la 

deformación elástica que sufre el sistema de prueba se conoce como la rigidez del 

sistema, K, y está definida como: 

S 	La 
K =Ir A os 	oL 

donde la rigidez esta en términos de cantidades "medibles. La rapidez de carga 

esta expresada como ta  = dbldT, S es la rapidez del desplazamiento del 

cabezal, la dimensión del espécimen (A0  y Lo) y el módulo de elasticidad de 



K promedloi 

1,5 

H/D 
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la ;nuestra son cantidades que se pueden calcular o investigar. 

En la ultima ecuación, el valor del módulo de Young puede obtenerse de los 

resultados reportados en la literatura cuando el material es conocido. Para de• 

terminaciones experimental es de este módulo, la deformación real en el espécimen 

debe medirse con un estensometro o con galgas de deformación (strain gages, 

ref. 7); en el inicio del ensayo donde el porcentaje de deformación plástica es cero 

(e, = O), si el desplazamiento del cabezal se iguala al de la muestra el aparente 

módulo de elasticidad sera muy pequeño por un factor de (1 + 111). 

En la gráfica 2 se muestra el valor de la rigidez promedio de la máqUina k en 

función de la relación 11/1) de las muestras. 

Gráfica 2 

RIGIDEZ ve Hit) 
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Lo cual es evidente por la definición de K. Para obtener el valor de 

en un punto dado considerarnos la rapidez del desplazamiento del cabezal de 

n11 = 8.3333* 10-213. usado experimentalmente. En un punto seleccionado 

en ále xp = 0.1513mm y Pi  = 18.6234kN tenernos el siguiente cálculo 

Aori = 
Ol 

PI Po  
t 	to  

18.6234kN — 0 

bl-r• — O 

18.6234kN — 0 
=  ersisflun  A  

sásza.to-2= " 

kN 
=10.2574— 

s 

= 1045,22857  

ademas ! es el valor del módulo de Young reportado en la literatura y es igual 

a 29 * 106115'- o 199.965GPa y /o = 0.0127171 la longitud inicial del espécimen 

antes de efectuar cada compresión, Ao el arca inicial de la muestra, sustituyendo 

en la ecuación para K obtenemos el valor de rigidez de la máquina de ensayos 

en el punto seleccionado. De la misma forma encontramos el valor de le rigidez 

en diferentes puntos de la zona elástica de la curva carga-desplazamiento, en la 
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tabla se muestran los valores obtenidos. 

kg 
K(;) 

133366670.62 

133362435.28 

13367141.38 

13369495.67 

13365258.54 

13367141.38 

de acuerdo con la ref. 7, la correción que se debe efectuar en la zona elástica 

debido a la rigidez de la máquina de prueba esta dada por &red = Aten) — 

y con esta ecuación obtenemos lOs desplazamientos reales, también se muestran 

los valores de esfuerzo y deformación ingeniera en la tabla siguiente. 

	

Atreat(titin) 	c 	 cr(M Pa) 

	

3.1102 *10-3  2,4490*10-4 	49.0049 

	

6,2204 10-3  4.8980 * 10-4 	98.0099 

9,3306 *10-3  7.3469 * 10-4 * 147.0149 

	

1.2441 *10-2  9.7961 * 10-4 	196.0199 

	

1.5555 * 10-2 	1.2245 * 10-3 	245.0249 

0.0187 1.4724 10-3  294.0299 

ya teniendo los valores de iT y ( de todas las nuestras deformadas se construye 

la gráfica 3. 
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OBSERVACIÓN 5. En la gráfica anterior tenemos los comportamientos esfuerzo-

deformación corregidos y experimentales, en estos tíltirnos observamos que la 

pendiente cambia considerablemente. Mientras que con los datos de deformación 

corregidos se obtiene una misma pendiente para los cuatro casos. Nótese que 

el valor del esfuerzo se mantiene, por lo que se concluye que la rigidez influye 

tinicantente en la deformación. 

La pendiente de la gráfica que representa el valor de módulo de Young expe-

rimental es de 199.7462GPa. 

1Yabajando con la norma del vector del campo de desplazamientos obtenemoS el 

siguiente resultado 

u(x,o,o) 11 = 

100.  

Ey 

de la ecuación anterior despejamos el módulo de Young y encontramos el valor 

de la constante buscada con respecto a la carga de trabajo con un &„„/ = 

9.3306 10-3mm 

12.7nini *  147.0149MN  
EY 	9.3306 * 10-3mm 	- 21).1°38"a  

En la gráfica 4 se muestran los valores del módulo de Young obtenidos por la 

pendiente de las gráficas esfuerzo-deformación corregidas y los módulos obtenidos 

por el modelo donde la máxima diferencia es de 0.3526 GPa que nos representa 

un porcentaje de 0.17. 

OBSERVACIÓN 6. LoS valores obtenidos del módulo de )(Ming dados por la 

norma del campo de desplazamientos son respaldados con la corrección hecha a 



1
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la gráfica dada por la máquina de ensayos y con los reportados tar la literatura. 

Gráfica 

E(corregido),E(modelo) vs HID 

1,5 
	

2 	 25 

Hit) 
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De igual manera. tomando la norma del vector campo de desplazamientos en 

el punto U(0, y, 0) encontramos que el coeficiente de Poisson, v esta dado por 

LdE 
= — 

ad o 

donde Ad = 2.9550 10-3mm medido experimentalmente, con E el módulo de 

Young reportado en la literatura, a el esfuerzo relacionado al ultimo valor de P 

reportado por la máquina de ensayos y do el diámetro original, sustituyendo los 

valores correspondientes encontramos que 

2.9550+10-3min *199964.6959A1Pa  
153.1534,5/Pa *12.7iiiiii 	

= 0.3038 

de la misma forma que para H/D = 1.0 podemos encontrar los resultados de las 

otras relaciones y obtenemos la gráfica 5. 

Gráfica 5 

RELACION DE POISSON vs HID 
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Islcindiciente o relación de Poisson reportado en la literatura es de 0.30, en 

la gráfica 13 se observa este valor para las tres primeras relaciones 11/1) y existe 

una desviación en el ultimo valor que se debe a que el espécimen no permaneció 

completamente vertical al momento del ensayo de compresión. Ahora mostramos 

la tabla linal de resultados donde estableceremos el análisis final de los mismos. 

/f/D Eerp (GPa) Ey(G Pti) 

1.0 199.7512 200.1038 0.3038 

1.5 199.9923 200.1036 0.3060 

2.0 200.1176 200.1200 0.2971 

2.5 200.0145 200.1002 0.3583 

como podernos observar en la tabla final de resultados los valores experimentales 

y los obtenidos a partir del modelo son muy similares y concuerdan con los 

reportados en la literatura, con lo que se valida el modelo. 
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C:onclusiones 

Los módulos de Young obtenidos con el modelo propuesto y con las pendientes 

de las curvas esfuerzo-deformación corregidas son muy aproximados al valor re- • 

portado en la literatura. 

Los valores del coeficiente de Poisson obtenidos con el modelo son precisos con 

respecto al valor reportado. 

En general, el modelo se valida con la semejanza entre los resultados obtenidos 

y los reportados en la literatura. 

El modelo propuesto, en su estructuración nos da la posibilidad de obtener re-

sultados confiables, Se espera que funciono para condiciones diferentes de carga 

y geometria siempre y cuando estemos en el rango elástico. 
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1. Apéndice 

Apéndice I 

Fl1NCIONES ISOTROPICAS 

Son G C Orth . U u conj u nto A C Lin son invariantes bajo G si QUQT E A 

cuando 13 EA yQE G. 

PitoPosición IX .1.1 . Los siguientes conjuntos son invariantes bajá Orth: 

Lin, Lin+ , Orth, Orth 	Psym 

donde Lin+ representa el conjunto de todos los tensores 8 con dctS > O, Orth+ 

es el conjunto de todas las rotaciones, Psyln es el conjunto de Lodos los simétricos 

y tensores definidos positivos. Los conjuntos Lin y Orlh+ son grupos bajo mul-

tiplicación, en realidad, OHM' es un sub-grupo de Lin+, y 011+. es un grupo 

rotación (propiedades ortogonales de grupo)• 

Apéndice II 

Intomicro TENSORIA 

El producto tensorial a 0 b de dos vectores a y b es el tensor que asigna-.a 

rada vector y el vector (b • Y)a: 
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entonces 

I 	A PÉNI)1(1.: 
	 65 

(n®13)1.  = (b a), 

(a 0 b)(c 0 (I) = (li • c)n O (1, 

O, 	si 	j; 
(ei ei)(ei 	= 

rl
el O ei 

ei 	= 1 

si i = j. 

Sea e un vector unitario, entonces aplicamos paran el e O e para el vector v, 

entonces tenernos que 

(y • e)c 

la expresión anterior es la proyección de v en la dirección de e, donde 1 — e ® e 

se aplica a v dando 

—• V • e e.  

Apéndice III 

TEOREMA DE DESCOMPOSICION POLAR 

Sea P E Lint, entonces en estos existen definidos positivos, tensores simétricos 

U,V y una rotación 1? tal que 1? = 1W = VI?, cada una de estas descpmPosi7  

ciones son únicas, en realidad 

u = 	= ( FFT)i 

llamamos la representación F = RU (I? = VI? el izquierdo) el derecho 

descomposición polar de F. 



una de estas descomposi- U,V y una rotación /I tal que F 	= VR, cada 

dones son únicas, en realidad 

y —(v• e)e. 

Apéndice 111 

TEOREMA DE DESCOMPOSICION POLAR 

Sea F E Lin+, entonces en estos existen definidos positivos. tensores simétricos 

= (PT 	= (FY9 

llamamos la representación F = RU (P = VR el izquierdo) el derecho como la 

descomposición polar de F. 

I. A PÉNDI(•E: 
	 65 

entonces 

(a01)))  = 	0 a), 

	

(a 0 bye c••.> d) = (1, • c)a 	(1, 

	

{

o. 	si i 	i; 

	

ei 	ci 	si i = j. 

E 	(.) ei 

Sea e un vector unitario, entonces aplicarnos para a el e O e para el vector y, 

entonces tenernos que 

(v • e)e 

la expresión anterior es la proyección de y en la dirección de e, donde 1— 

se aplica a y dando 

(e; 	ei)(ej 	e1) = 



Apéndice V 

DELTA DE KRONECKER 

Una base para V ; 	, v2, va) se llama ortogonal si < 	>= 	; i, j 	2, 3 

y ó,j es llamada la función delta de Kronecker y esta dada por 

o, si i 	j; 
éij = 

Apéndice VI 

MODULO DE CORTE 

Definimos el módulo de corte como la relación de los esfuerzos cortantes y esta 

dada por 

¡12 
Ir E 

2E12 
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Apéndice IV 

FUNCIONES ESC ALARES IS0'1' 110 I' I C AS 

Una función 

p: r1 —• (A c. Sym) 

es isotrópico si y solo si existe una función.  : .1 (A) 	IR tal que 

g'(n) = ,;5(fir) 

para cada /3 E A. 
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Apéndice VII 

CONSTANTES DE LAME 

1 7'12 
.-- 	; 

2E12  
vEy  

A = 	  
( 1 + v)( 1 — 2v) 

Apéndice Vil 

PRODUCTO INTERNO 

El producto 57' de tensores se define como 

ST=SoT 

y por un escalar como 

(ST)” = S(Tv) 

V u E 913, y usando la notación estandar tenemos que 

= SS 

generalmente, S1' 7'.9, y S7' = TS si 5 y T son conmutables, 
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