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PRALOGO, El estudio de la cinematica de la leformacidn, 1a descripeion
del estado de eshierzos y los tres principios bisicos d: la fisica del medio
continuo, (el principio de conservacidn de musa, e principio de momento
fineal y ¢l principio de momento de motnentuin) son relaciones validas para
toda estado contimio,

[3stas ecuaciones, sin embargo, na son suficientes pava describir la respuesta
de un material espectfico a una carga dada. Sabrnos, por expiericencia, gue
bajo tas mismas condiciones de carga 1a respuesta de, por ejemplo, el acera
es diferente a la de otro material,

En este trabajo se estudiard el acero inoxidable AISE 316 con variacidn de
geometria, su deformacidn por 1a aplicacién de cargas y Ia remocién de las
mismas para posteriormente encont rar algunas de las constantes especificas
de este material,

El comportamiento del malerial con cargas ‘moderadas s flama eldstico.
Si Ja carga penmanece deformando, el comportamiento del material serd

diferente y saldrid de la zona eldstica entrando en la zona plistica.

iv
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CAPTULO |

Generalidades

1. Introduccién

Una fuerza externa aplicada a un cuerpo hiace que éste se deforme o cambie
ligernmente de forima, también producen esfuerzos que actiian dentra del cuerpo.
La mecdnica de materiales es la ciencia que analiza los esfuerzos y las deforina-
ciones producidas por la aplicacion de fuerzas externas.

La carga axial se encuentra en una amplin variedad de aplicaciones pricticas en’
tods las disciplinas de ingenieria. Aunque las aplicaciones son muy iqtcrcshntés,
los conceptos, definiciones y procedimientos son. de partienlar ‘signiﬁcndo ya que
forman la base del rrabajo futuro, y se aplican y extienden para desarrollar la
Leorfa y prictica para otros tipos de colocacion de carga.

En la solucién de todos los prol,rlemmi de mecdnica de rnal,‘eri:ile;,rns deseable
tetier un conocimiento de las acciones fisicns que tienen ldgar dentio del espécimen,
I’br_consiguin.-nt.c. es inipottante ser capaz de viswalizar ¢l esfluerso y la defor--
nacion gue ocurren en wn cuerpos. Se necesita olemorizar iy pocas férmulns
para In solucidn de estos problemas. Sin cbargo, ol hahito de hacer dingranas-

completos, cuidadosamente trazados, de los espéeinienes bajo carga, ayudari

1



1. GENERALIDADES

enortenente a contprender esta materia.

2. Esfuerzo

El esfuerzo cs una funcién de las fuerzas internas de un cuerpo que se pro-
ducen por la aplicacién de cargas exteriores. La mecdnica de materiales es un
estudio de la magnitud y distribucidn de estas fuerzos internas. Para entender
la composicién y distribucién de las [uerzas internas, consideremos una barra
sinple sujeta a una fuerza axial P en cada extremo, la fucrza interior total de
la barra es el resultado de todas las fuerzas y es igual a P. Sin embargo, no
es comiin hablar de ia fuerza total en la barra, sino mds bien de la intensidad
de la fuerza, esta intensidad de la fuerza se lemu esfuerzo, 0 esfuerzo unitario.
El esfuerzo unilario se define como la fuerza por unidad de drea. En:términos

nlgebraicos

a=P[A
donde o es el esfierzo unitario, P la carga aplicada y A el drea sobre la cual
actiy la cargn,

3. Deformacidn

Considere una barra sujeta a una carga axial de compresion I”. cuando se
aplica esta carga se desarrolla un cafucrzo unitario en la barra que es igual a
a = P[A. ademas la barra se deforma ligeramente debido a la aplicacién de
la.carga. En resistencia de materiales, estos cambios de’ longitud (también se
conoren cotno elongaciones, o contracciones) se conocen como desplnzamiclitpp.*

Hn desplazamiento es, por consighiente, el canbio de la longitud de una parte.-



1. ELASTICIDAD

La deformacion unitaria se define corno el cambio de lougitud por unidad de

longitud, Expresada algebraicatente, la deformacion wnitaria es

donde ¢ es la deformacidn unitaria, Al es el desplazaniento total y Ly es la

longitud original.

4, Elasticidad

El concepto de elasticidad es importante en mecdnica de materiales. Elastici-
dad es la propiedad que hace que un cuerpo que ha sido deformado regrese a su
forma original después de que se han removido las fuerzas defonadoras,

Segun estis definicidn, casi todos los materiales de ingenieria tales como el acero,
alumnio, vidrio, concrelo, madera, cte., pueden considerarse como eldsticos, A
los eafuersos normales a los que se usan los materiales, generalmente se consi-
deran como perfectamente cldsticos. Sin embargo, si los esfuerzos en wit cuerpo
Hegan a ser demnsiado grandes, o cuérpo nunca regresard a sus dimensiones

originales.

5. Relacidn esfuerzo-deformacidn

.

Ya han sido discutidas dos de {a definiciones mas importantes y basicas de la
mecdnica de materiales -las que corresponden al esfuerzo y deformacién unitaria,
De igual importancia s la relacion entre: estos ténminos,

En el siglo diecisicte (1658), Robert Hooke publicé un articulo en e} que establecid
que el esfuerzo era directamente proporcional 4 la deformacién unitaria. Este

heeho se conoce como Ja Ley. de Hoake. Matemdticamente pueds expresarse



L. GENERALIDADES

cono o o €.

Esta proposicién puede convertirse e una ecuycion introduciendo unn coastante
de proporcionalidad. Esta constante de proporcionalidad fue calenlada a prinei-
plos del siglo diocinueve (1802) pat Thowmas Young, un cieutifico inglés. Se conoee
como el médulo de elasticidad, o médulo de Young. El médulo de elasticidad
(a} que se ha dado como como simbolo £} s¢ ha determinado para los divers_us
materiales de ingenieria,

Al incluir el modulo de elasticidad, la ley de llooke, ¢ o ¢ se convierte ca una

ecuacion importante y wiil, que se expresa conto
o= [

donde ¢ es el esfuerzo unitario, £ ¢l médulo de elasticidad y ¢ la deformacidn

unitarin,

6. Diagrama csfuerzo-deformneion unitaria

Cuando se elige un materia! para un edificio o una miquina, se deben cono-
cer sus propiedades, asicomo sn capacidad para soportar esfuerzos, Las (iivérs:ls
propiedades mecduicas de un material se determinan mediante una serie (!e pruc-
bas de laboratorio.

Un ensayo a tension para un material puede deseribirse, sencillmmente, coIo -
sighe: se coloca nn cspécimen cilindrico de didimetro conocido en’ nnn ndyuina
de .nusnyos‘ I enal ejerce una luerza sobre éste que |»|1:3<ch ﬁm«lirse en cnaquier
tientpy duratite el cisayo. Se adhicre a la prolicla an extenséneetro, que es me

instrmaento para niedic cambios de fongitud con exactitad. Después se aplica



6. DIAGRAMA ESFUERZO-DEFORMACION UNITARIA

al espérimen una carga de tensidn que se va incrementando lentamente hasta

que se presenta la fractura. A ciertos intervalos durante ol ensayo, se rogistran

simultdneamente la carga y ¢l desplazamiento, a partir de estos datos se traza

una grafica de esfiterzo contra deformacion unitarios,

Al construir esta graficn, trazamos los valores del esfuerzo unitario (¢ = P/4)
como las ordenadas y los valores correspondientes de las deformaciones unitarias
(¢ = AL/ Lg) como las abscisas. El resultado es una grifica tipica para el male-
Jrial dado, similar a la figura 1. Un andlisis cuidadoso de esta curva ilustra varias
definiciones y propiedades que debemos conocer cuando estudiamos meednica de

materiales.

Figura |
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[. GENERALIDADILS

La curva empicza en el origen y continda como nna linea recka hasta Hegar
al punto I Mds adelante se encuentra el punto ¥ donde la curva disminnye su
pendiente, se hace mds horizontal e incluso puede bajar ligeramente. Despuds de
cottinuar aproximadatente horizontal en cierta distancia, la curva tiende otra
vez a subir hasta U, y Iuego decrece hasta aleanzar el punto F, donde ocurre la
fractura.
Cada uno de estos puntos, o segmentos de curva, recibe un nombre. El punto P
es el limite de proporc.immlidml del material. Para un esfuerzo mayor que cste
yu no se cumple la Ley de Hooke, Es muy importante natar que cualquiera de
las formulas que se describan posteriormente son validas solamente cuando el
esfuerzo unitario en ¢! material es menor que el esfuerzo en el limite de propor-
cionalided. En disefio, ¢l esfuerzo en el material se utiliza a valores menores que
este limite (punto P),
Justamente despues del Ymite de proporcibnulidnd, (en Y), la curva disminuye
su pendiente y el material se deforma con muy poco o ningin aumento de la
carga dependiendo del material. El material thiye o se deforita plasticamente en
este punto. Kl esfuerzo para el cual empieza esta fluencia se llnina ¢l esflierzo de.
fluencia a,. Puede notarse que el Hmite de proporcionalidad»y punto de fluencia
estin tuy proximos. Es dificil notar la diferencia ehtre ambos, a menos que se
hagan las medidas y los dibujos con mucha exactitud, |
Posterionmente, la curva increinenta su pendiente y alcanza un valor mdxirio en
cl punto U. EY esfuerzo correspondiente a este puito (n;u) se Hama el esfuerzo
tiltimo del material o resistencia a la traccién y es el maxinw esfuerzo que ol

waterial s capaz de soportar. Después la curva desciende hista el punto F,



6. DIAGRAMA ESFUERZO-DEFORMACION UNITARIA

donde ocurre la fractura.

OBSERVACION 1. Cada dia se hace mds connin el analizar los esfuerzas en
el intervalo elistico o plistico con respecto a las diferentes teorias de disefio,
1l intervalo eldstico de un material es el intervalo de esfuerzos dentro del cual
¢l material permanece eldstico, es decir, regresa a su forma original depués de
descargarlo, En el intervalo eldstico, los esfierzos son menores que en el punto
de fluencia, Cuando los esfuerzos exceden el punto de fluencia, tiene lugar un
flujo plistico, y ¢l material nunca vielve a recuperar su forma original. Este
nuevo intervalo de esfuerzos se llama intervalo plastico.

I3l diagrama esfuerzo-deformacidn unitaria indica también la rigidez de un
material. Congiderando la porcidn recta de Ia curva (tranio OP), se encuentra
que 1a pendiente de la recta es igual a la variacion en el esfuerzo unitario dividido
por la varjacion en la deformacidn unitaria.

La expresion para la pendiente puede escribirse como

VARIACION DE ESFUERZO  _ As
VARIACION EN DEFORMACION ~ Ac

land =

Esto es también la definicion del médulo de elasticidad (E = o/¢). Una indi-
cacion del médulo de elasticidad (o rigidez relativii) del material puede obtenerse
observando la pendieste de la porcién inicial de Ja-curva. Entre mayor es la pen-
diente mayor es el modulo de elasticidad del material,

Si &l espécitnen sijeto a tension se carga hasta un csfucrzomcnor que el limite
de proporcionalidad y después se descarga, los puntos trazados sobre el dia-
grama durante la descarga quedarin sobre la recta original OP. Sin embargo,

si el espécimen se earga por encima del fimite de proporcionalidad, como en el



I. GENERALIDADES
punto M, y despuds se descarga, los puntos trazados sobre el diagrauna caerdn
sobre la recta MN. 8i el esfuerzo se reduce a cero, se conservari una defonmacion
permanente ON en la barra.
La descripeién anterior para el ensayo de tension es vilida para el ensayo de

compresion en todag sus caracteristicas antes deseritas.

7. En Mecdnica del Medio Continuo

Il propdsito en este estudio es tener una representacion del comportamiento
eldstico del material, ¢l cual se considera independiente del tamaiio del espécimen
y de cualquier variable introducida por el sistema de experimentacidn.
Observemos la grifica 2; esfuerzo (7 = P/A) contra el desplazamiento porunidad
de longitud axial o deformacion unitaria (¢, = ‘i")'- del lado derecho se muestra:
una parte del resultado del ensayo de traccion (en la direccion longitudinat),
en donde el segmento OA es la zoma donde es vilida ia i,cy de lldoko y donde.
nosotros propondremos un modelo matemitico de dcsplnzamientos‘v Del lado
izeutierdo tenemos la purva que nos representa el esfuerzo (o) contra la defor-
macion transversal (o). esta grifica es similar a-la del ensayo de coinpresion.
Ahora el resiltado del ensayo aparece en nna fornza en la ckual tio depende de
las dinensiones del espécimen.. Lainclinacion de la linea QA nos praporciona ¢l

"Modulo de Young” (o madulo de elasticidad) del material.
Ey =

14
e

donde ¢ es el esfiterzo y ¢4 la deformacion. Como'imo espera, la deformacion

por unidad de fongitud en-el rango eldstico lineal de log materiales es peijuedia



7 EN MECANICA DEL MEDIO CONTINUO
por eso entonces usaremos en el desarrollo del inodelo elongaciones unitarias in-
finitesimafes para describir la deformacidn de los materiales,
En el ensayo de cmnpresién‘queremos ntedir canibios en fas dimensiones lon-
gitudinales y transversales o laterales. Sila barra es un cilindro circular, con
didetro d, al aplicar la carga habrd cambios en dicho didmetro. Si definhinos
€4 como la deforinacion por wnidad de longitud transversal (iguaf a 93‘1 )y encons

tramos entonces que la refacion 4 es una constante.
.

Figura 2




1. GENERALIDADES

Se llama a esta constante coeficiente o relacién de Poisson y se denota por v
Un valor tijico de v para aceros inoxidables es de 0.30.
Hasta aquise ha considerado un espécimen sencillo, entonces es concedible que
tanto Ey como v dependan de la orientacién de corte del espécimen relativo
al bloque del waterial del que fue maquinado, si este es el caso, el material es
lamado * Anisotrapico” con respecto a lus propiedades eldsticas, Los materia
les con 1na estructura interna definida, por ejemplo un acero faminado en frio,
presenta propicdades anisotrdpicas. Por otro lado si el espécimen es cortado en
orientaciones diferentes en nna vecindad suficientemente reducida y st en todas
las orientaciones se presenta el mismo comportamiento (¢ — ¢) enlonces con-
clnimos que el material es "lsotrépico” con respecto a las propiedades elisticas.
En adicion & una posible dependencia de la arientacion sobre las propiedz\des
claaticas, encontramos que éstas pueden variar de una vecindad a otra. En este
caso Hamaremos al material *no homogéneo”. Silas propiedades no cambian en
los resultados del ensayo para especimeries a diferentes vecindades, decimos. que
el material es llaniada " Homogéueo” .
Una suposicidn es que la seccidn transversal circular de nuestra barra se mantiene
cireular bajo la deformacidn. Este es el caso en el que el material es homogéneo
¢ isotrdpico con respecto a las propiedades eldsticas.
Otri caracterfstica de un material elastico es el cambio de volumen de un espéciten
homogéneo ¢ isotrépico bajo presion uniforme P. El estado de esfuerzoé de unb

material isotrdpico y honogénco se define como

’I:’ = —PJU

10



7 EN MECANICA DEL MEDIO CONTINUO
donde 8;; es llamada Ly delta de Kronecker (ver apéndice 1), las ecuaciones para
Tis expresan las componentes del esfiterzo en términos de las componentes de ta

deformacion unitaria, Estas ecuaciones pueden ser invertidas como

Ve A
iy = 5;7[1(’ T3+ 2

(Ter)d45)

donde £;; son lns componentes de esfucrzo y A y yt son constantes del materind
conocidas cono las constantes de Lame (ver apéndice 1), Nos referimos & un
estado de esfuerzos de compresién axial, si solo una componente normal de es-

fuerzo no cs cero. En particular, tomamos la direccion ¢y axial y Ty # 0,y en

este caso la ecuacién para £5 se reduce a

A

Al - l' 7} n
By = 2p[l‘n 3A+2/11”]

Ay

=—2t
u(@x+20) "

Eyy = Ep
S S
T YT
A
T

Enp=FEy= Ey=0

donde B correspoinde a I relacidn & y del ensayo de compresion tenemos que
Ey L X

ATy
o By
=Ey
_ 8k %)

Ap

11



1. GENERALIDADES
donde By es el médulo de Young o de elasticidad.
La relacion de DPoisson, v, es igual a la relacion de la deformacién unitaria
transversal (g, Fog) con In deformacién unitaria axial y se eucuenira que es

. By En
Ky o Ey

=V

=
TN+ )

Usando la ecmacion para Ey y v escribimos la ecuacion para Eyj en la forma

usada en ingenieria como
. gy
Ep = E“[/'n = (T + Ti))
y

l L] i£ Al |
By = E—['I:m =Ty +Tn))
y

" l,
Epn= .2;[\2
1,
By = o 119
By = '1-7'2'5
VT

estas son dos de tas tres constantes independientes de los metales isotrdpicos. (la

tercera es el mddulo de corte, ver apéndice 1)



CAPITULO Ul

s

Cinematica de la Deformacidén

Los cuerpos ocupan regiones del espacio euclidiano JE y tienen propiedades fisicas
distintas unos de otros. Aunque un cuerpo dado puede ocupar regiones diferentes
en tiempos t diferetites, nosotros queramos encontrar wna regidn, Hamada B, tal
que el mapeo la ocupe en el tiempo ¢ = (. Fonnalmente entonces se considera
un cuerpo B comn la configuracion de referencia y los])nnl.os p €B son llama-
dos puntos materiales que limitan sub-regiones regulares de B llamadas partes
espuciales, es decir, necesitamns encontrar una region tal que al momento de
transladar puntos materiales p nos de la regién qué ocupa ¢l punto p al tiempo

{ despues de la deformacidn (o mapea), donde las sub-regiones de B estdn en B,

Figura 3



I CINEMATICA DE LA DEFORMACION
La mecdnica del ngedio continuo es un estudio de Ia deformacion de cuerpos.
Matemdticamente, ui cuerpo se defortua vin un mapeo I que transporta cada
punto material p € B dentro dee un punto ded espacio £ que se desea encontrar
(Figura 3).
= f(p)
Bl requerimiento es que el cuerpo no se penetre en si misino y esto se oxpresa
por la suposicion de que fes uno a uno. Veremos después, que el detv f repre-
senta, localmiente, el volumen después de la deformacién por unidad de volumen
original; entonces es tazonable suponer que of detV f £ 0, es decir, que si el
detVf < 0 la deformacion no se presevntarzi.

Entouces requerimos que
n detvVf > 0

donde el Vf se define como

L
[ ay a:
=% a 24
ar gy Az
Ay b 2
ar gy H

El parrafo anterior da pic a lo siguiente: Para una deformacion dis B se propone
una funcién f mapeando de uno a uno, la cual se aplica a 1B sobre una region

cerrada 6, domle 8 no es mas que una region finita y satisface (1). Bl victor.
(2) u(p) = p+u

representa el desplazamiento de p (grafica 3), ademas I/ es uua constante, con f

wna translacion y én csté caso f(p) = pl.

14



Il CINEMAFICA DF LA DEFORMACION

El tensor

() F(p) = 9f(p)

se lama ¢l gradiente de deformacion v f(p) y por (1) corresponde a Lind- (ver
apéndice 1), Donde F(p) es una deformacidn constante y homogénea. Cualquier

deformacién homogénea admite la representacion

() fp) = f(@)+ F(p—-1)

V p,q € B. Anilogamente, uy punto del campo [ sobre B que satisface (1) con
F € Lin+ es una deformmacion homogénea.

Para cualquier valor dado de qel lado derecho de (4) esta bién definida V8. En-
tonces cualquier deformacion homogénea de B puede ser extendida para formar
una deformacién homogénea de E, y enconlramos deformaciones homogéneas
definidas todas sobre E.

Para futuros usos notaremos ahora la propicdad siguiente de las deformaciones
homogéneas:

(i) dado un punto q y un tensor F en Lin+, doude F es deformacion homogénea
con Vf = Iy q fijo, entonces f(g) = ¢, vs decir tenenios una funcion que

preserva distancias.

ProPOSICION 11.0.3. Sea f una deformacidn homogénca, enlonces para un
punlo q podemos descomponer a f como f = d; ag = gody, donde g es una
deformacidn homogénea con q fijo, y iy, dy como traslaciones. Ademds cada
una de eslas deformaciones son unicas (ver apéndice para ef produclo iulerno

a ), cn olras palabras, si queremos lener un cierlo efecto, lo podemos obtener

15



1. CINEMATICA DE LA DEFORMACION
trasladando y luego givando o primero girando y luego trastadando.
L.a proposicidn antetior penmite el concentrarnos sobre las deformaciones ho-
mogéncas con un punto fijo.
E1empLo 0.1, Una muestra importante de este tipo de deformacién para ¢,

8 que

fp)=q+R(p-q)
con R una rotacidn.
EsemrLo 0.2. También es importante notar que en una extension de y se
tiene que
flp)=q+U(p-q)
con U simétrico definido positivo. Si en particular
Usl+{(A=Nede
cou U/ una extension, donde I representa la matriz identidad, A los eigen-valores

(vscalares} y e un vector unitario (vease apéndice !l para &).

Figura 4
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1 CINEMATICA DE LA DEFORMACION
I ta figura 4 observamos los campos de desplazamientos alrededor del punto
p. Con X > 0y tomando | e |, entonees { es una extension de cantidad A en
direccion e, Aqui la matriz de U relativa a la coordenada buseada con ¢ =

Licne la forma sinple

Wi=10 1 0

¢ 0!

y ¢l destizamiento correspondiente mostrado en la figura 3 tiene componentes

{(11,0,0) con uy{p) = (A~ 1)(py ~ q1).

Propostcion 11.0.2. Sea [ una deformacién’ cerca de q, y 5y,52 son ezlen-
stones para q, cada una de estas descomposiciones son tintcas. En realidad, si

F = RU = VR es la descomposicidn polar de F = V[, entonces

_p_ 01 0y Uy
V!] =h= f):cl + 01‘2 + 63.’3
sy = U = .0_‘;_‘. . sy Us,

01:1 02}3 823;{

Js9  dsy sy

Vep=V = — == ==

dry  drg  Oza
Cualquier deformacidn hemogénea (con un punto fijo) puede descomponerse den-
tro de una czlensidn seguida por una rolacion, o de una rolacién seguida por
una extensidn. El siguienle learema da un nucve aspeclo de la descomposicidn

de cualguicra de estas ezlensiones dentro de una sucesion de tres extensiones

muluamente orlogonales.

TrOREMA 10.0.3. Cada extensidn  para q puede descomponerse dentro de una
sucesidn de lres ezlensiones pare ¢ en direcciones muluamentc orlagonales. Las

cantidades y direcciones de las extensianes son los Hamados eigen-valores y los

17



1. CINEMATICA DE LA DEFORMACION
etgen-vectores de U/ respectivamente, en estas divecciones las ezfensiones son

perdurables en cualpuier orden.

Por las proposiciones y tearemna auterior, cada extension puede descomponerse
dentre de una sucesion de extensiones, las cantidades de las extensiones son
A, Ag, Ay de U, Par estas razoues referimos a Ay como la extensién principal.
Ndotese que, ya que los tensores de extension U y V tiene un espectro o imagen,

los invariantes principales de U toman la forma

WU =AM+ A+ M3

I(U) =M+ MM+ A3

I3(U) = Aghadg

Ahora estudiaremos fus deformaciones generales de B; para evitar repetir hipStesis
asuniirenos para el resto de este trabajo que f es una deformacion de B: Ya que
fes uno a uno y es inversa f1 : f(B) — B. Por (1), Vf(p) es invertible a cada
puiito de p en B y concluimos que f1 es invertible y tiene un mapeo uno a uno.

Otras dos propiedades importantes de f son
7 = g8y

donde f(B)" denota el interior de f(B), y

() 1(9B) = 0{(B)

¢s decir que las fronteras son iguales despues de aplicar la funcidn, El concepto

de deformaciou por unidad de longitud es mas facil introducirlo par expansion

18



1L CINEMATICA DE LA DEFORMACION 19

de fa delormacion de f cercana a un punto arbitrario ¢ € 5.

fy= o)+ Pla)(p- q) +o(p - 4)

donde I es el grudiente de deformacién (ec.3). Entonces en una vecindad de un
punto q y para un error de o(p — ¢), una deforinacion actua couo homagéuen,

Esto motiva la siguiente terminologin. Sea
F'=RU-VR

pira los puntos de descomposicién polar de F- entonces R os un tensor de
rotacion, U el tensor derecho de extension, y V el tensor izquierdo de n defor-
macién . R(p) mide la rotacién rigida local de los puntos cerca de p. Mientras
que U(p) y V(p) miden el estrechamiento local para p. Ast Uy V involueran a
FTRG y FFT, siendo este cdleulo a menudo diffeil. Por esta razdn introducire-
mos el tensor de deformacién izquierdo y derecho de Cauchy-Green, con C y B
definidos por

C=U= TR

(6) B=V:=z FFT

en forra tensorial

. _x~ 0L af
L %: al’m (')Pj

afs 0f;
Bij = z L
m

m pm

notese que

V= RUR"

(7) B=ROR"



II. CINEMATICA DE LA DEFORMACION
entonees R es una rotacion.
Definiendo que el angnlo 8 entre dos vectores diferentes de cerony v esti dado
“por
€080 = e - <l<n
fulflv]
Prorosicion 11.0.4. Sean d y e vectores unitarios y sea p € B, enfonces

como o — 0, se liene que

y el dngulo entre f(pd-ad)— f(p) y [(p-+ae) = f(p) tiende ol dngulo entre U(p)d

yU(p)e. (ver figura §)

Figuras 3 y 6

f(p+ae)
f e <

20



fl. CINEMATICA DE LA DEFORMACION
La proposicion anterior mucstra que el tensor de extensién U mide localmente
la distancia y el cambio de angulo sobre la deformacién. En particular | U(ple |
es la distancia entre p y q después de la deformacién por unidad de distancia
original. El siguiente resultado muestra que U también determina la longitud
de la deformacion de la curva (c) en B, esto es que foc = f(e(o)),en donde

0 < o< 1. (ver figura 6)

Prorosicion 110.5. Dada cualquicr curva ¢ € B

1
(9) Long(foc¢) = /0 | Ulc(a)) | edV

cntonces una deformacion que preserva dislancias es {lamada rigida, mas pre-

cisanicnle, [ es rigida si

(10) L) = [} i=lp—ql

Y p.g € B. Estas coudiciones imponen severas reslricciones como muesir el
stguiente leorema. (Una deformacion [ es rigida si y solo si: (i) [ es homogénea

y (1) VS es una rolaciin)

TeoreMa 11.0.6. (Caraclerizacidn de deformaciin rigida}
(8) f cs una deformacidn rigida.

(4} [ admite la representacidn de la Jorma

(1) o) = f{g)+ R(p—4q)

para lode p,q € B con R una rotacidn.
(c) F(p) es una rotacidn pam p € B.

(&) U(p)= 1 para cadap€ B3.

21



1. CINEMATICA DE LA DEFORMACION

(e) para cualquicr curva ¢ € B, enlonces Long(c) = Long(f o ¢).

Remarquemos que [/(p) puede ser reemplazada porc, V 6 B.

Proposicion 11.0.7. Sea f una deformacién de 3, y sea s un escalar continuo

en el campo sobre f(B), entonces dado cualguier p en B

(12) /; | slamiein, = / OGO,
donde
(13) G = (detF)FT

mirntras m y n son lus normas unitarias exteriores de campo sobve @f(p) y Op
respectivamente.

De una parte P

(14) val(f(p)) = /; L

representa el volumen de p despues de ser deformado. sobre [, en visla de-(12)

(15) vl J(P)) = / detFdv
’)
y entonces

vol(f(42:))

(1) detF(p) = Jim vol(£2s)

donde 5 es un circulo cerrado de radio & y cenlro en p, el detlF da el volamen

después de la deformacidn por unidad orviginal de volumen,

22



I DEFORMACIONES CORTAS

1. Deformaciones Cortas

Ahora estudiarenmos el desarrollo de los varios campos cineniticos donde el

gradiente de desplazainientos Yu es pequeiio, ya que
fi)=p+ulp)

seguida de

(17) F=1+%u

por eso los tensores de deformacién por unidad de longitud de Cauchy-Green,

obedecen a las relaciones

(18) C~ 1+ Y+ 90"
cuando la deformacion cs rigida, C =B =1y
(in gu+ 9’ =0

el csle caso Vu es constante, por que F es el tensor de campo, esto implica que

st deformacidn tiende a cero. Ahora tomando la parte simdtrica de u obtenemos
Byn 1 T
(20) L= E(Vu + Vu')

donde £ es llamado la deformacion unitaria infinitesimal, sustituyendoen C = -

obtenemos

C=1+2E+vu" 4 9u

(2N Bl 4284 ut9u!

donde C' y B son deformaciones rigidas,
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Prorosicion §L10. Sea f{0 <« < ¢g) una famlin de deformaciones con
[V =«
enlonces
(22) 28, = Co+ 1+ of{c)= B, ~ 1 +ole)
crando « — 0. Adicionalmente, si cada f, es rigida, entonces
(23) Vi, = 97 4 o{c)

Ests proposicion aclerta en que para un error de orden o{¢) los tensores
2E,, €, ~ I y B, — I coinciden, en adicién de que algun error del gradiente
de desplazaimiento corresponda a la deformacidn rigida y antisimétrica.

La discusin anterior muestra motivos para dar {a siguiente definicion

DerFINICION 11.1.2. Un desplazamiento rigido infinitesimal de- B es un vector
de campo, u sobre B con Vu constante y antisimétrico, o igualmente, un vector’

de canpo u que admite {a representacion

(24) u(p) = ulg) + W(p-q)

para todo p,¢ € B,donde W es antisimétrico (W = —W), usando la rejacién

entre tensores antisimétricos y vectores podemos escribir u en ia forma
u(p) = (g} + wx (p-q)

con w ¢l vector axial correspondiente a W.



1 DEFORMACIONES CORTAS
Teonema 113, (Camcterizacidn de desplazannnios rigidos)
Sea un wveclor de campo suave sobre . cutonces las sipuientes equivalencins:
(a) u es un desplazamiento infinitesimal rigido.
() w tiene proyeccion propia, ¥V p,q € {t g (p—q) - [u(p) —uly)] = 0.
{c) Vu(p) es antisinéleio o cada p € 13,

(d) la deformncin por unidad de longitud infinitesimel E(p) =0 a cuda p € 8.



CAPITULO NI

El Tensor de Esfuerzos y Balance de Momentos

Ll siguiente teorema es uno de los resultados centrales de la mecdnica del medio

continio. La pricipal afitmacion es que s(h) es lineal en n,

TeoreMA 111.0.). (Teovema de Cauchy, Existencia de esfuerzos)
Sea (s,b) un sistema de fuerzas para B duranle un movimienlo, entonces son
cqndicio’ncs necesarias y suficienles que las leyes de balance de innmamtém se
salisfogan y que exista un tensor cspacial de campo T (Hamado r:l.cs]’uv’r:n de
CAUCHY) tal que

{n) para cada vector untitario n se licne que
(26) s(n)=Tn
(b) T sca siméirico

(c) T satisfaga la ecuacidn de movimicuto

(26) VdivT 4 b = pit

Realmente, uno puede mostrar que (a) y (¢) son equivalentes al balance. de mo-
mento lineal y observamos también que el lensor simétrico de T ¢s equivalente

al balance de momenlo angular.

26



HL EL TENSOR DE ESFUERZOS Y BALANCE DE MOMENTOS
Sea 1= T(x,t) el esfuerzo en un tiempo y lugar particular, si
Tn=on; conn=|n|
enlorices o es un esfuerze principal y n es una direccidn principal, asi que los

esfuerzos principales y divecciones principales son los eigen-valores y los cigen-
vectores respectivanente de 7.
Ya que T es simétrico, aqui existen tres direcciones principales mutuamente or-
togonales y tres esfuerzos principales eorvespondientes.

Ahora considere una superficie plana orientada arbitrariamente con norma
unitaria positiva n en x. Entonces la fuerza superficial (T'n) puede descompo-

nerse en una suma de una fuerza normal
(n-Tn)=maen)Tn
y una fuerza cortante
(I'-n@n)'n
y se sigue que n es una direccién principal si y solo si la correspondiente fuerza

cortante desaparece.

IBseMpLo 0.1, Un fluido en reposo es incapaz de ejercer esfuerzos cortantes.
En esta instancia T'n es paralels a n para cada :/c;:tor unitario n, y cadn vector
es un eigen-valor de ‘1. Analizando las implicaciones del teotema de Cauchy se
da las sigoiente observacidn:

T tiene solo uii espacio caracteristico, ¥ (el mismo), y por (¢) del teorema de

Cauchy antes descrito, implica que

T=-nl

27



HI. EL TENSOR DE ESFUFRZOS Y BALANCE DE MOMENTOS

con x un esealar, donde | es Hunado la presién del fluido. Notese que en este
caso la fuerza por unidad de area sobre cualquier superficie en el fluido es —mn.
Olrus dos casos importantes son:

(a) compresion pura eon esfucrzos compresivos o en o direccion e, donde | ¢ |= 1,
entonees

T= (7((: .. t:)
(b) cortante puro con esfluerzo cortante 7 relativo a la direcciones paralelas y de

sentido opuesto (k,n), donde k ¥ n son vectores ortogonales nnitarios:
T=rk@u+tuok)

La fuerza superficial de campo corresponde a los ejemnplos de la figura 7 con T
constante.

Figora 7

———9?4—« 3:____
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01 EL TENSOR DE ESFUERZOS ¥V BALANCE DIS MOMENTOS .-
Eu la figura 7 observamos una compresion, una Lension pura y un esfucrzo

cortante puro.

1. Leyes de Balance de Momentum

Los axiomtas hisicos conectados a los movimieutos y lerzas son las Leyes de

Balance de Momentnng, Estas afirian que para cada parte Py lieinpo

L) = i)

(21 Im(Pt) = a(Pt)

estas expresan respectivamente balances de momeuto lineal y balances de mo-
inento angular,

E} significado de los axiomas anteriores son la existencia de un observador (marco
de referetrcia) relativa a la eual eb inovimiento y las fuerzas son medibles. La exis-
tencia semejante a la de un observador es no trivial, ya qué lus leyes de balance
de momentumn son generalmente no variables sobre cambios en el obseryador.
Observe que los axiomas Lambién son llamados de Inercin: En fa practica los
inicios fijos son a mennde ntilizados para definir In clase de observador inercial.

Una consecnenein obvia de cstos axiotias s
F(B.) = m{B)alt)
donde B esta limitmlo, asi que la fiterza total sobre un cuerpo finito es ignal a'la

masa (m) del cuerpo por la acelerncidn (&) del centro de masa.

Por wiedia de fa ley de balanee de momentinn podeinos escribir

/ sn)dA+ | bdV = / epdV
[l P JBy



1 LEYES DE BALANCE DIX MOMENTUM 30
{28} / rx s(n)}dA Ai»/ rx hdV :/ r x opdV
op, , Py
si introducimos Ia fuerza total de cuerpo
(29) be=b-pt
que influye en {a fuerza inercial de cuerpo —pi, y define

f.(Pl) = /«;r s(n)dA + A b,dV

(30) m. (P 1) =/ r x s{n)dA +/ rx bdV
or, P
entonces log axiomas toman la forma simple de

£.(P1) =0

(1) w(Pt) =0

nuestro siguiente resultado da la caracterizacion de las leyes de balance de mo-
mentum.  Recordando que un desplazamiento infinitesimal rigido de I es un

mapeo, entolices
(32) wix)=wo+ W(z~0)

con wy un veetor y W onn tensor antisiinétrico,



CAPITULO 1V
Isotropia
DEFINICION TV.0.1. Se dice que el materiad es isotrdpico en p si
Gy = orth?
asi que cada rolacidn os una trausformarion simétrica. K8 anisotropica si
{p # orth

Prorosicion 1V 0.2, Las funciones covrespondientes T, 7T y T son los in-

varianles sobre 3, asi las funciones pueden relacionarse de la siguiciite forma:
QrnQ” = TQre™
(43) QT = MQCgT)
VYQe6 Felind, y € Psym. (ver apéndice | para orth+, Lind y Psym )
Fsta proposicion v a anterior definicion se eiuplean con la siguiente proposicion

Prorosicion 1V.0.3. Supenemos que ol material es iselvipiro en p, enfonces

cada una dv lus funciones correspondientes T, 1T, ¢ I (en p) son funciones

31



IV, ISOTROPIA 32
1solrdpicas o de campo, por lo tanto ol csfuerzo
Tu="1(1)

os Hamado el esfuerzo residual cn p; T ¢ ol esfucrzo en p cuando el cuerpo no
se deforma. De acuerda eon ol teorema dr. descomposicidn polar, lenemos que

=l = RI donde ¥ =1, esto unplica que
T =TU) = T =T() =T()
Pro1PosICIoN IV.0.4. Si el material en p es isolrdpico, entonces Ty s unu
presidn,

Ll tensor derecho U y el tensor izquierdo V en el lado derccho de] tensor
de deformacién de longithd derecho C e izquierdo B de Cauchy-Green' estdn
relacionados por

V=RUR": B=RCR"
donde R € orthd cs el correspondiente tensor rotaciéy. Por tanto, cuando el

material es isotrdpico y con la ayndn de la ecuacién (34) obtenemos que

(F) = RP(U)RT = T(RURT) = T(v),
P(F) = RHC)RT = 7"(;«(:1.#) = F(B)
y asi la ecuacion 7' = ’i'('l") se puede escribir enformas alternas como
T=T(V)

(34) =T(8)

con T'y T funciones isotrépicas; esto tiene In siguierite correspondencia:



V. ISOTROPIA

TroREMA 1V.0.5. (Eeuacidn Constuluiiva para un Matevial Isétropico)
Suponemos que ol materinl es isolripico en p, cntonces lu relacidn coustilnting

s¢ eseribe cu L forma
T Al )+ gl (I8t
donde B = P'FT es el teasor deformactin por unidad de {ongriud izguierdo dr

Cauchy-Green y fo, By, B2 son funciones escaloyes de {n listo Jy de invariantes

principales de I3 (ver apéndice pura Jy ).
Por medio de {a ecuacidn (44) y 1a ecuncidn constitutiva (12), para un punto
material isotrdpico, pademos expresar a'f coino
P = ag( Il A 0 (Jp) B+ aa(Jy)
= ka(Jo ) + Ry (J)V - ko (L)Y
= dg(Ju ) + By (Ju)V + 8a(J)V?
donde V = HB% es ¢l tensor de extension izquierdo de Canchy-Green..
Retornando a la teorin general, Ia lista del sistema compleby ile lns ecunciones
isotropicas de campo jimto con la ecuicion constitutiva dan bas sighientoes cona-
ciohes
(35) = FIC) F¥:eon @ = PR,
la ecuacion de movizniento
divl +b = g
y la ecuacion de balanee de masa

(36) ¢t’("l J A= ¥

Lo

L.



IV. ISOTROPIA 34
donde 2y es la densidad de la configuracién de referencia.

Si el cuerpo es isotrapico (36) y pucde ser reemplazado por
T = fo(Jy)l + ﬁx(.lﬁ)ﬁ 4 ﬂ'_)(./;i)[)‘—l

cou B FFT.
Deciinos entonces que el cuerpo es homogénco, Para un cuerpn homogéneo el
correapondiente esfucrzo ' = T(F) es constante porque f es constante, Asi T

satisface la cenncion de equilibrio
divT = 0
y la coordenada (x, £) es una solucion de (35} y (36) cuando b = 0. Asi un cuerpo

homogéneo puede deformarse homogéncaiente sin considerar u las fuerzas de

cuerpo (por ejemplo laaceleracion de la gravedad y los campos ragnéticos ).



CAPITULO V

Teoria de Elasticidad Lineal

1. Derivacidn de la Teorin Lineal

Deduciremos la teorfa lineal para situaciones en las cuales el gradiente de
desplazamientos Vu os pequedio. Bl paso cracial en la linealizacion de Ja ecuacion

constitutiva es

S =SF)
Por of tensor de esfucrzos de Piota-Kirchlioff s¢ tiene que
H=Vu; Hesclesfucrzo residual
comideranlos S(1) como una funcién H-usmdo
F=1+H
y tomnndo en cuenta el teorema VI ahtenemos los resultados signientes:

TroneMa V.LE. (Formu Asintitica de-la Relarton Constilittiva)

Este teorema nos dice que

SUY) = ClE + o)
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vV TEORIA DE ELASTICIDAD LINEAL
Suponemos que si el esfuerza residual desaparece, es decir los esfuerzos rema-
nentes debidos al ensayo no se consideran (este es que H — D), por o tanto
lenemos que
S(F) = C[E]
donde C es el tensor clistico y E es el tensor de deformacidn por unidad de

tongitud infinitesimal y estd dado por
(37) E=aﬂ+uﬁ

Usando §(F) = S y H = Vu podemos eseribir la forma asintética de ta ecuacion

conshiuliva como
(38) S = C[E} + o( Vu)

En donde se observa que el esfuerzo residual estd en ls configuracidn de referencia
y desaparece. Ya que C liene valores siméltricos para el mismo error ssmélrico
de S, lanto los términos o{Vu) como Vu — 0, enlonces el esfuerzo S ¢s una

Juncién hineal de la deformacién E infinitesimal.

La teorfa lincal esta hasada en Ia ley de esfuerzo-deformacidn sin considerar
los términos de o(Vu), la relaciéu desplazamiento-deformacion y la ecnacion de

movimiento quedan entonces como
S = C[E)

E= %(VHT)

(39) divs + by = ol
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nitese que estas ecnaciones estan expresadas en Lérminos del desplazamiento

Ulpt) = x(p,t) ~p

donde x os ¢l desplazamiento y p el punto en I configuracidn de referencia.

Es timportante enfatizar que ln derivacion formal de la linealizacion de ls ecuacion
conslitutiva esta basada en:

(a) la desaparicién del esfuerzo residual en la conliguracion de referencia.

(b) ¢l gradiente de desplazamientos pequeiio,

Es hmportante observar que por las ecuactones de movimiento y ¢l teorema de
Caraclerizacion de desplazamientos rigidos mfinitesimales tenemos que £ = § =
thy por tanto es un desplazainiento rigido infinitesitnal, Esta es una propiedad
importante de h teorfa de la linealizacion.

Dado €, ¢y, y by en las ecnaciones de movimiento se obtiene un sistema lineal
de eenaciones diferenciales parciales para el campo U, £y S, donde se supone

que el cuerpo es isotrdpico y que puede ser. reemplazado por

S=2l 4 AIrE)]
donde el cuerpo es homogéneo y o, 1, A son constantes y la trf es la suma de
lie dingonal principal el tensor E. (ver apéndice Vil para py A)

Ahora, st B es hornogéneo e isotrépico, enioiices

div(Vu + 91"} = lapr + Vdive



VO TEORIA DE ELASTICIDAD LINEAL 38

donde el lap u o5

lup = v¥u

= V- {Vu)

_Fu 4 J*u 4 ('I"'lf
#22 " oel T ol

con Ia
trk = divn
Las ecuaciones de E, divS + by y S son [icilinente enmbinadas para dar la
ecuacién del desplazamiento, obleniendose asf
plap w4 (A p)Vdiv w4 by = ot
donde por la teorin de elasticidad B = 1) y tenemos el desplazamiento de la

ecuacion du equilibrio conio

plape+ (A + ) Wediva 4+ by = 0



CAPITULO VI

Modelo Propuesto para el Campo de Desplazamientos

Se considera que una barra cilindrica élastica de seccidn transversal arbitrarin
estd bajo la accion de la oposicién normal 1 la compresion o sobre las caras,
las superficies laterales estan libres para enalquier compresion superficial y para
cualquier fuerza de cuerpo, no obstante consideramos que estas no existen.
Intuitivamente esperamos que el estado de esfuerzos en cualquier punto no de-
penda de la Jongitud de la barra ni de las dimensiones-laterales. En otras pala-
bras, el estado de esfuerzos en 1a barra es el mismo en cualquier punto.

Para obtener el cantpo de desplazamicntos es necesario conocer Jas ecunciones
constitutivas relacionadas al esfuerzo. En nuestro caso, cuando fas deformaciones

soh pequedias podemos expresar a T* cotno
= (E)

“donde T(E) cs una funcién de E. Como a-funcidn es lineal, podetnios expresarla

como una combinacion fineal; en componentes tenemos
Tu =Crnky + CrinaBra 4 -+ Cryaaligs

Ty = Cran by + e+ -4 Crogaling
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Vi, MODELO PROPUESTO PARA EL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS 40
hasta
Ty = Cgn o 4 Cane B+ + Cisalas
Lambién Jas podenios escribir en forma tensorial conin
7;] b (r','“.'Ek'

donde 7j; y I son Jas componentes de tensores de segundo orden y Cijpp son
Jas componentes def tensor de cuarto orden y es Hamado ol tensor de elasticidad.
fste tensor curacteriza las propiedades mecdnicas de una particula anisotropica
eldstica.

La anisotropia de i material estit representada por ol frecho de que las compo-
nentes del teusor Gy son en general distintas prra diferentes bases. Suponemos
que el cuerpa es homogéneo, entonces las propiedades mecdnicas sont las mismns
para cualquier vecindad en ¢l enerpo, entonces Cysi s constante (esto es, inde-
pendiente de Ia posicién).

Ahora ya que supusimos que tenemos un material homogéneo y sabenios también
que el tensor /5 (tensor de deformacion) es simdtrico, entonces las nueve ecia-
ciones u resolver se reducen solo a seis, Estas seis componentes del esfuerzo in-
depiendientes (731, Tag, Thy, Th2, 712, Taa) se relacionan con las seis componentes
de deformacién independientes (Eyy, Fyq, Esz, Byy, Bys; Eas).

Un concepto mas que debemos tomar en cuenta es ef relativo a los materiales.
isatrépicos. llamamos isotrépico a un material si las propiedades mecinicas
obtenidas son las misinas para cualquier direccidn en la enal se haya maquinado
la probeta a partir del bloque original. Cuando esto no es cierto lismamos al

material anisolrdpico, como se menciond anteriorinente,
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Entonces sabeinos que para un material elistico lineal tetiemas la representacion
COM0

Tij = Cijr By
si el material es isotrdpico, entonces las componentes del lensor de clasticidad
Cijut permagiecen sin cambio, es decir

Ciju = cijul
Un tensor que Lietie las mismas componentes con respecto a cualquier base es
Nawado un tensor isotrépico. Por cjemplo, el tensor identidad 1 es isotrdpico ya
que sus componentes dij son las mismas para cuslquier hase cartesiana.
También conocemas que un Lensor se puede representar como una combinacion
lineal de sus clementos, entonces para un material eldstico lineal e isotrépico, el
tensor de clasticidad puede representarse comno

Cijrr = Myjr + o By + BHiju
st sustituimos la ecuacion anterior en la ccuacién constitutiva del esfuerzo (Ti; =
CijtiErr), obteucmos
Ty = (AMijrr + oBiju -+ BHi00) Exl

donde

Aijrt = &by

Biju = biba

Hijer = Subyi

los anteriores tansares son isotropicos.
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OBSERVACION 2.

A =1 A =05 Ay =0

i

Byn=1; Bime=1; By =0

i =1 =0, Hopn =1

son tensores isotropicos de cnarto orden.

Utilizando la delta de Kronecker (ver apéndice V) obtenemos de la observacion
(2) que § = j, y k= {, entonces encontramos que Bgg = Ajju Fy.
Anilogamente tenemos Eij = Bijulbn y Ey = Ginbn. Sustituyendo las

ignaldades encontradas para los tensores de cuarto orden obtenemos

Tij = ABs + 0 Eij + BEy

= Ak + (o + B) Eij
Hacemos la sustitucion de (a + B) = 21 y tenemos que
Ty = Ak + 2u 5
donde Fi puede ser representado como
Ew = r I

con [ la identidad y la traza(tr) Ia sumna de 1as componentes Eyy - Eap+ Eaa, k =

1,2,8. Pademos expresar a 7j; cit forma matricinl cotno

W= A(lrE)i + 2/15}2
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y a partir de ahora notaremos a los Lensores como E, por ejemplo. Aplicando la

Lraza a la igualdad anterior tenenios
0T = XtrEYr! + 2utr ¥
doude la traza de I es igual al escalar 3 y obtenemnos las ecuaciones

0T = 3N E) + 2ptr B

= (3M 4+ 2p)trk

de estailtima ecuacidn despejanos

—-l lr'i’

=y

=

ahora sustituimos la Lraza de 1 en la ecuacidn del esfuerzo y lenemos el siguiente

desarrollo

P S I
P = Mgt + B

Y i ,\(muﬁi’)i

de la revacion anterior despejamos a B

S T 1 g
= gl = Mg}

donde e} tensor de esfitersos esta dado con las siguientes componeites
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por lo tanto la matriz queda de la siguiente forma

g 00
T=10 00
000
y la traza del tensor de esfluerzos es
tri' =0

E! siguiente paso es sustiluir el valor de los tensores en la ccuacion para I

(/a' 00 1 00
E‘——l— B 2
T 000 2u(3A + ) 010
\ 00 0) 001
((0’ 00 00
: .
"5;; 0 0 0]—710 1 0
00 0} 001

sustituimos el tensor de deformacion y realizamos las operaciones

o—7 0 0

En B B
1 .
Ey Eyn En}= o 0 5 0

1’:31 1532 [’1'33 0 0 7
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T
donde 7 = -

[gualando las componentes a cada valor correspondiente obtenenios

. I
- 5“(0 - 7)

foyy == Fiyy
- l .
‘2/1’)

g = Fyy
= By

= Fy3

= [y

= Eyy

T . ; _
L= 7t = Ey, que es of médulo de Young, sustituimos los valores de las

donde
componentes y obtenemos

L 3+ )
Ly - At p

y donde 7‘51‘-'\ =vr= ,—‘ﬂ—ﬂ, por lo tanto tas componentes de'la diagonal principal

quedan

N [
Fag = p ==

y

, 4
Eyy =v W
By
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si colocamos las componentes del tensor de deformacion £ y considerando tnicamente

a la parte simétrica, obienenos

£ 0
1 . ..,
s = (vl + viI¥
0 vg D 5t )
R
0 0 uE,

donde U/ describe el movimiento en un medio elastico debido a la ecnacidn de
movimiento gobernante (descrita anteriormente),

Ahora sustitnimos los tensores por sus componentes

g ahy a8l By avy aty
g5 ¢ 0 ar by s @ Cer  or
1 1
o = o oup el f 4 -1 au, ouy oy
0 v E, 0 21 o Jy a3z 1 2] 5 8y ay
A Uy By pUy Uy, al; Ay
0 0 v E, 8z Oy o0 B b B

e igualando las componentes obtenemos las meve ecunciones a resolver

o - 3)”-_:
E =
p L =
Ey dy
i,
=0
oo, iy
Ay O
_ il
TR
23U, 9y
2 dy
_ al, ol
_ (‘)Ua (‘)U|
(.]”3 (‘""’2

oy

iz
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resolviendo las ecuaciones tencmos las siguientes soluciones

Ur
| = = e
l.l E’- e

4

(/2 = UEy

+ ey

az
Us=v—tey
y

E

encontramos el valor de las constantes por medio de la siguiente condicion:
U(0,0,0) = (0,0,0)
de aqui encontramos que ¢ = ¢ = & = 0, por tanto el vector del campo de

desplazamientos queda de la forma

oy o2

or
U(z,y,2) = (El VE'VE)' ).

Si consideramos a las coordenadas iniciales como /X, 0, 0) donde X representa
Ia longitnd de los especimenes a ensayar, entonces mostramos que

100X,0,0 1=l (0.0
Y

Jo cual nos representa fisicamente el cambio de longitud con respecto a la di-

reccion .X. Por consecuencia obtenemos la siguiente representacién
aX
{5 = Al
Ey

donde || U(X,0,0) ||= % en conclusidn obtenemos que

Pl

Al=
A()Ey

donde P representa la carga, [ la longitud de los especimenes, Ag el area inicial

de contacto y By la propiedad buscada en este trabajo. De fa misma forma
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etconiramos que

3
Ad = u——l——({—

/‘u [’7”

donde d es el didmetro inicial, v es la segunda propiedad buscada y Ey es el

mddulo de Young reportado en la literatura,



CAPITULO VNI

Experimentacién

El objetivo principal de la experimentacidn es obtener dos de las tres constantes
de los materiales, a partir del campo de: desplazamicntos.

Como se dijo anteriormente, para tmateriales isotrdpicos y homogéneos, el valor
del méditlo de Young y el cocficiente o relacién de Puisson no dependen de las
dimensiones de espécimen, asi que se tomd un wiaterial con estas caracteristicas
y se mostrard que nj las dimensiones, ni las direcciones del corte sobre las barras
cilindricas influyen en los resultados.

Para el experibienta se tomard un acero inoxidable 316 con un didmetro de me-
dia puigada y variando la relacion /D (altura/didmetro) desde | hasta 2.5, con
mixima (riceion entre las innestras y las placas cmupresivué, ya que el modelo
propuesto trabaja bajo la condicidn de que las superficies pl:m.'m‘mle las mues-
Iras no suften deformacion a cualquier tiempo; esto se fogra sometiendolas a an
acabado superficial producido por una fija 60 al igual que las placas entre las
cuales se efectiia la conpresion.

Las-probetas serdn sometidas o la accidn de cargas compresivas y las mediciones

quie realizaremos serdn of cauibio de lungitnd (Al) y el camnbio del didmetro (Ad)
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VIL EXPERIMEN TACION
con los que obtendremos, apartir del campo de desplazamientos, las constantes
huscadas para validar el niodelo propuesto.
121 modelo lo estaremos validando al confrontar los valores witericos de las con-
stantes clisticas mencionadas obtenidas con el caunpo de desplazamientos con
los valores reportados en la literatura y con los valores obtenidos de Ja curva
esfirerzo-deforimacion experimental.
Como primer paso utilizaremos especitnenes cilindricos con un didinetro de 0.5
pulgadas, Los ousayos se realizardn con relaciones de B/D=1.0, L5, 2.0 y 2.5,
por tanto las alturas de cada espéeimen fueron de 0.5, 0.76, 1.0 y 1.25 pulgadas
respectivimente.
Bl segundo paso es realizar cotmpresiones preliniinares de cilfndros de las dimen-
siones mencionadas con el fin de determinar vlas regiones eldstica y plistica del
material,
Como en este Lrabajo nos interesa el valor del limite eldstico, se wtilizau valores
de carga dentro de la zona lineal, en la enal se pretelide que el modelo funcione,
ya que las ecuaciones empleadas son vilidas ci esta zonn. La carga sclecionada
estuvo en el rango de 18.50kN-18.70kN. Experimentando con 3 muestras para

eada H/D.

OBSERVACION 3. La carga selecionada fuc determinada con las gralicas curga-

desplazamiento obtenidas experinicntalimente.

Conio tercer paso, se provede a realizar el ensayo de compresion a cada nuna de-

Ias nmestras de das diferentes relaciones IH/D. En total se ensayaron 12 muestras.

Las pruehas se efectiaron e nna miquina aniversal MTS modelo 81t coir una
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velocidad de desplazamiento de cabezal de 5248
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CAPITULO VIl

Resultados y Anilisis

Como ejemplo de los cilculos efectuados a todas las curvas carga-deformacién

oblenidas experimentanente presentamos la primera relacion de 11/D=1.0, en

un punto selecionado obtenemos mediciones de Al = 9.3306 « 10™3mm y de

Ad = 2.9549 % 10~3nun, donde 1a forma de obtener los resultados anteriores es

de a siguiente forma

En principio tomamos los valores de carga y Alezperimentar de la grafica realizada

por la mdquina de ensayos que se muestra en la pagina signiente y obtenenos la

tabla.

Porp(kN)
6.2078
124156
18.6234
24.8312
31.0390

37.2468

Al (mm)
50435 * 1072
0.1009
0.1513
0.2017
0.2522
0.3026
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VIIL RESULTADOS Y ANALISIS
Sioblenemos las curvas vsfucrzo-deformacion a parlir de los datos experinen-
tales (grifica 3), se aprecia una variacidn en la pendiente, lo cunl nos indicaria
que el médulo de Young es funcidn de la geometria de la probeta, que es contra-

dictorio a las premisas establecidas en cl capitulo ).

OBSERVACION 4. Sin embargo es necesario considerar la influencia de la rigidez
del sistemna de roinpresion. La deformacidn leida de la grifica original, obtenida
directamente de la miquina en ¢l ensayo de compresion, tuvo que ser corregida
tomando en cuenta lo anterior.

Para la imayoria de los materiales, ensayados tanto en traccion como en com-
presion, el cambio del desplazamiento del cabezal es igual a Ia suma de los de-
splazamicntos eldstico y plstico de la muestra y el desplazamiento eldstico del

sistema (mordazas, mdquina, etc.), matematicamente se puede escribir como:
€=ttt e tin

donde ¢, representa el desplazamiento del cabezal, ¢, el desplazamiento eldstico
de la muestra, ¢, el desplazaniento pldstico de la muestra y ¢, ¢l desplazamiento.
elistico del sistema de la maquina. La relac;én entre ¢l esfuerzo llplicado yla
deformacion eldstica que sufre cl sistema de prucba se conoce como la rigidez del

sistemna, K, y estd definida como:

. AS' - Ll] -]
K=l17" a8

donde la rigidez esta en términos de cantidades medibles. La rapidez de carga
s

esta expresada como g7 = dF/dT, S es la rapides del desplazamiento del

cabezal, 1a dimension del espécimen (Ag y Ly) y el médulo de elasticidad de

o4
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la muestra son cantidades que se pueden caleular o investigar.
En 1a ultima ecuacion, el valor del médulo de Young puede obtenerse de los
resuitados reportados en la literatura enando el material es conocido. Para de-
terminaciones experinient ales de este modulo, Ia deformacion real en el espécimen
debe medirse con un extensometro o con galgas de deformacidn (strain gages,
ref. 7); en el inicio del ensayo donde el porcentaje de deformacion pldstica es cero
(e, = 0), si el desplazamiente del cabezal se iguala al de la muestra el aparente
mddulo de elasticidad sera muy pequerio por un factor de (14 i‘,g‘i%)

En la grafica 2 se muestra el valor de la rigidez promedio de la mdquina K en
funcién de la relacién H/D de las muestras.

Gréfica 2

RIGIDEZ vs HID
15000000
14500000
14000000
E
) (==K promedo]
13500000
13000000
12500000
1 1.5 2

HID



VIIL RESULTADOS Y ANALISIS

Lo cual es evidente por la definicion de K. Para obtener el valor de K
en un punto dado consideramos la rapidez del desplazamiento del cabezal de
SO = 8.3338 10""-",'—" usado experimentalmente. En un punto seleccionado

en Al.zp = 0.1613mm y P; = 18.6234kN teneinos ¢l siguiente calenlo

AP
Avi =1

_bh-B

i~
18.6234kN —~ 0
g -0

_ 18.6234kN -0
- 15 ]
Rt e 0

= 10.2574-‘:—:!

= 1045.2285%_2

ademas F es el valor del modulo de Young reportado en la literatura y es igual
a2y« 106;‘,% 0 199.965GPa y lg = 0.0127m la longitud inicial del espécimen
antes de efectuar cada compresion, Ag el arca inicial de la mucstiu, s‘usﬁtuyendo
en la ecuacién para K obtenemos el valor de rigidéz de la miquina de eusayds
en el punto seleccionado. De la misma forma encontrantos ol valor de_ln,;igidez

en diferentes puntos de la zona eldstica de la enrva carga-desplazamiento, en la
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tabla se mmestran los valores obtenidos,

K( %)
133366G670.62
133362435.28
13367141.38
13369495.67
13366258.54

13367141.38

de acuerdo con la rel. 7, la correcién que se debe efectuar en la zona eldstica

dehido a 1a rigidez de la méquina de prueba esta dada por Alegt = Aleyp ~ £

¥ con esth ecuacién obtenemos los desplazamientos reales, también se muestran

los valores de esfucrzo y deformacidn ingeuieril en ln tabla siguiente.

Al pat(mm)
311021073
6.2204 « 103
9.3306 + 107
1.2441 + 1072
1.5555 + 102

0.0187

€
2.4490 % 1071
4.8080 » 10-%.
7.3460 + 10~
9.7961 % 10~
1.2245 + 10~7

1.4724 % 1073

a(M Pa)
49.0049-
98.0099

147.0149
196.0199
245.0249

294.0299

ya teniendo los valores de o y ¢ de todas las muestras deformadas se construye

la grafica 3.
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Grafica 3§

ESFUERZO-DEFORMACION
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OBSERVACION 5. En la grifica anterior tenemos los comportamientos esfuerzo-
deformacién corregidos y experimentales, en estos 1iltimos observamos que la
pendiente cambia cousiderablemente. Mientras que con los datos de deformacion
corregidos se obtiene una misma pendiente para los cuatro casos. Nétese que
¢l valor del esfierzo se mantiene, por lo que se concliye que la rigidez influye
inteaimente e la deformacion.

La pendiente de la grafica que representa el valor de médulo de Young expe-
rimental es de 199.7462G'Pa.
‘Trabajando con la norma del vector del campo de desplazamientos obtenenos el

siguiente resultado-

HU@0,0) | = Alreat

de fa ecuacidn anterior despejamos el mddulo de Young y encontramos et valor
de la constante buscada con respecto a la carga de trabajo con un Al.q =
9.8306 + 10~3mm

_ 12 7mm » 147.0149M Pa

By = 0.9306 ¢ 10~3mm 200.1038G Pa

En la grafica 4 se muestran los valores del madulo de Young obtenidos por la
pendiente de las graficas esfuerzo-deformacion corregidas y los médulos obtenidos
por el modelo donde la mdxima diferencia es de 0.3526 GPa que nos representa

un porcentaje de 0.17.

OBSERVACION 6. Los valores obtenidos del mddulo de Young dados por la

norina del campo de desplazamicntos son respaldados con fa correccidn hecha a
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la grafica dada por la maquina de ensayos
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Gréfica 4

E{corregldo),E(modelo) vs HID

1.5
N0

25

—+—E(corregid
{8 E(modelo)

y con los reportados en la literatura,
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De igual manera. tomando la norma del veetor campo de desplazamientos en
el punto U(0,y,0) encontramos que el coeficiente de Poisson, v esta dado por

_AdE

V=
Ud()

donde Ad = 2.9550 + 10-3mm medido experimentalmente, con E el médulo de
Young reportado en la literatura, o el esfuerzo relacionado al ulthno valor de P
reportado por Ja mdquina de ensayos y dy ¢l didgmetro original, sustituyendo los

valores correspondientes encontramos que

_2.9550 % 10~3mun + 199964.6959M Pa

163.1630M Paw [27mm - 008

de la misma forma que para /D = 1.0 podenos encontrar los resultados de las
otras relaciones y obtenemos la grdfica 5.

Grifica §

RELACION DE PUISSON vs HID
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El caeficiente o relacidn de Poisson reportide en la literatura os de 030, en

la grafica 13 se observiveste valor para las Lres primeras relaciones {1/D y existe

una desvincidn en el ultimo valor que se debe a que el espéeimen no permanecié

completamnente vertical al inomento del ensayo de compresién. Ahora mostramos

1a tabla final de resultados donde eslableceremos #l andlisis final de los mistnos,

/D

20

25

E.sp(GPa)
199.7512
199.9923
200.1176

200.0145

Ey(G 1Pa)

200.1038

200.1036

200.1260

200.1002

v

0.3038

0.3060

0.2971

0.3583

tomo podernos observar en la tabla final de resultados los valores experimentules

v los obtenidos a partir del wedelo son muy similares y concuerdan con los

reportados en la literatura, con lo que se valida el modelo,
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CAPITULO IX

Conclusiones

Los mddulos de Young obtenidos con el modelo propuesto y con las pendientes
de las curvas esfuerzo-defornacion corregidas son muy aproxiinndos al valor re-
portado en la literatura,

Loz valores del coeficiente de Poisson obtenidos con ol modelo son precisos con
respecto al valor reportndo.

En general, el modelo se valida con 1a seimejanzn entre Jos resullados obtenidos
y los reportados en I fiteratura,

Il modelo propuesto. en su estructuracion nos da la posibilidad de obtener re-
sultados confiables, Se espera que funcione para condiciones diferentes de cirga

y geoetria siempre y cuando estemos en el rango eldstico,
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1, Apéndice

Apéndice 1

FUNCIONES ISOTROPICAS

Sea (1 C Orth. Yu conjunto A C Lin son invatiantes hajo ¢ si QBQT ¢ A

cuando B €Ay Qe (.

ProposICION IX. 1.1, Los siguicntes conjunlos son invarianles bajo Orth:

Lin, Lint, Ovth, Orth* , Sym, Skw, Psym

donde Lin' representa el conjunto de todos los tensores S con detS > 8, Orth?t

es ¢l conjuntofe todas las rotaciones, Psym es el conjunto de todos los simétricos
y tensores definidos positivos. Los conjuntos Lint y Orth son grupos bajo mul-
tiplicacidu, en realidad, Orth? es mu sub-grupo de Lint, y Ortht es un grupo

rotacion (propiedades ortogonales de grupo).

Apéndice Il

PRODUCTO TENSORIAL

Ef producto tensorial a ® b de dos vectores a y b es el tensor que asigna.a

cada vector v el vector (h-v)a:

(nmb)v =(b-v)a
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1 APENDICE
uhtonees
(no b)Y = (bea),
(aeb)ead)=(b-e)add,
0. sti # §;
{ei D eg)ej e =

e;we; sit=j,
Ze; Deg=1
i

Sea ¢ un vector unitario, entonces aplicamos para a el e ® e para ¢l vector v,

entonces tenemos que

(v e)e
la expresion anterior ¢s la proyeccién de v en la direccidn de e, donde I ~e®e
se aplica a v dando

v~{v-e)e.

Apéndice

TEOREMA DE DESCOMPOSICION POLAR

Sea I € Lint, emonces en estos existen definidos positivos, tensores simétricos
U,V y una rotacion R tal que F' = RUJ = VR, cada una de estas descomposi-
ciones son tinicas, e realidad

U=(FTFR)}, v = (FFT)

Htamamos la representacion F = RU (F = VR el izquierdo) ¢l derecho como la

descomposicion polar de F.
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1 APENDICE
entonees
ob)" =mena),
(nob)ead)=(h-clamd,
0. si g
(ei dei)(ej wrej) =
e ®ey  sii=].
Z g e = 1
i
Sea e un vector unitario, entonces aplicamos para a el e ® e para ¢l vector v,
entolces tenemos que
(v e
la expresion anterior es la proyeccién de v en la direccidn de e, donde / —e®e
se aplica a v dando

v~ (v- e

Apéndice 11l

TEOREMA DE DESCOMPOSICION POLAR

Sea I € Lin™, enonces en estas existen definiidos positivos. tensores sinétricos

U,V y una_rotacién R tnl que I .= RU = VR, cada una de ektns descomposi-

ciones son Wnicas, en renlidad
U=(FTF)3, V= (FF")}

Hamamos la representacion = RU (I" = VIR el izquicrdo) el derecho como la

descomposicion polar de F.
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Apéndice |V

FUNCIONES ESCALARES ISOTROPICAS

Una funcidn
@A k(A C Sym)

os isolrdpico si y solo si existe una funcién' @ . J(A) — B tal que

p(B) = ¢(Jn)

para cada 1 € A.

Apéndice V

DELIA DE KRONECKER

Una base para V ; {vy, vy, vy} se Hama orlogonal st < vi, vy >= §;; Lji=124
y 8 es llamada la funcién delta de Kronecker y esta dada ypor
0 siiffi

&=
I osii=j.

Apéudice VI

MODULO DE CORTE

Definitos el méduly de corle como la relacion de los esfuerzos cortantes y ésta

dada por

_ I’Il2
"=,



1 APENDICE
Apendice VI

CONSTANTES DE LAME

TS
"= 28,
vE,

A (1+v)(1 - 20)

Apéndice VIl
PRODUCTO INTERNO
El producto ST de tensores se deftne como
SI'=8oT
y por un escalar cono
(ST = S(Tv)
Y v € R, y usando la notacion estandar tenemos que

8t =88

gencralmente, ST # TS,y ST =15 si Sy T son connutables,
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