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INTRODUCCION

La Actuaria o Matematicas Actuariales son una rama de la
matemdtica aplicada, dedicada a la construccién de modelos para
sistemas de Sequros. Dentro de sus especialidades, el cilculo
actuarial ha surgido como resultado de la aplicacion de las
Matemdticas al estudio y solucién de los problemas concretos
derivados de la prediccién de la mortalidad, A pesar de la
juventud de la Actuaria como disciplina cientifica, la estrecha
relacién que quarda con la ciencia de la que ha surgido permite
al Actuario beneficiarse de un acervo rico y abundante. Esta
relacién se encuentra permanentemente presente a lo largo de todo

el desarrollo tedrico de la Actuaria.

Para el Actuario, esta relacién ha brindado los fundamentos

' para el desarrollo de una técnica de medicién y prediccién de la

supervivencia y su contraparte, la mortalidad. El desarrollo
tebrico de la Actuaria es inseparable de los fundamentos

matemdticos que le han dado origen,

La medicién de la mortalidad es un drea dinadmica, en tanto
cuanto las condiciones naturales que determinan su comportamiento

sufren constantemente cambios, gracias a la intervencién de otras



disciplinas como la medicina, la quimica, la bhiologla, y otras
que permiten que el nivel y la esperanza de vida del ser humano

no permanezcan constantes a través del tiempo.

Dentro de este contexto de constante evolucién, resulta
evidente que los modelos de medicién que se desarrollan para una
¢poca 0 una experiencia determinada, pierden validez con el paso
del tiempo, debido al avance de la ciencia y la tecnologia y los
cambios que estos factores ejercen sobre la poblacion. Por ello
la importancia para el Actuario de contar con una teoria solida

que le permita la actualizacioén constante de dichos modelos.

OBJETIVO:

Presentar, en forma general, algunos de los razonamientos Yy
cdlculos que permiten pasar del conjunto de caracteristicas de
una Funciéon Supervivencia a la construccién de una expresion

algebraica para la medicibtn y predicciéon de la mortalidad.



CAPITULO 1
ANTECEDENTES Y FUNDAMENTOS DEL SEGURO DE VIDA

1.1y MARCO HISTORICO DEL SEGURO

Desde la antigtiedad el hombre ha creado mecanismos por medio
de los cuales ha intentado protegerse de aquellos eventos
probables que pudieran causarle un perjuicio., En estos mecanismos

se encuentran los antecedentes mas remotos del Sequro.

Existen evidencias en la antigtiedad de préacticas comerciales

que guardan algunos rasgos en comun con el Sequro.

En el ano 3000 antes de Cristo, los comerciantes chinos
habian desarrollado un método para compartir riesgos inherentes
al transporte de sus mercaderlas. Estos comerciantes
transportaban sus mercancias en embarcaciones fluviales de
construccion no muy sdlida. Debido a lo dificil y peligroso de
la travesia, no todas las embarcaciones llegaban finalmente a su
destino., Para reducir el impacto econdémico que las pérdidas
ocasionadas por un accidente pudieran ejercer sobre un individuo
que transportara todas sus mercaderias en una sola embarcacidn,
los comerciantes idearon distribuir sus mercaderias a partes

iguales entre las embarcaciones de todos ellos. De esta forma,



cuando uno de los botes se hundia antes de llegar a su destino,
la pérdida era compartida por todos ellos en lugar de recaer

sobre un solo individuo,

En Mesopotamia, el Cbdigo de Hamurabi preveia la
transferencia del riesgo de pérdida de los comerciantes a los
prestamistas de dinero. Bajo las previsiones de dicho coédigo,
cualquier mercader cuyas propiedades se perdieran en el mar o
fueran robadas por bandidos quedaba liberado de su deuda. Es
indudable qué los prestamistas de Babilonia cargaron en sus tasas
de interés los costos ocasionados por 1la transferencia del
riesgo. El interés cobrado por los prestamistas puede ser

interpretado como un antecedente de la prima de Seguro.

Esta innovaciéon fue adaptada mas tarde a los riesgos del
trafico comercial maritimo practicado por los mercaderes de
Fenicia, y posteriormente por los mercaderes de Grecia. Cuando
se hacia un préstamo a un comerciante o propietario de una
embarcacion, las mercancias o la embarcacidén quedaban como
garantia colateral. Al prestatario se le ofrecia la opcién por
la cual, a cambio de una tasa de interés mis elevada, el
prestamista accedia a cancelar la deuda si las mercancias o la

embarcacién se perdian en el mar,



En el puerto maritimo de Rodas, segin las Leyes, eran
obligaciones de los cargadores contribuir a la indemnizacién de
los daflos causados en perjuicio comin en caso de tempestad o

rescate de buque apresado por enemigos o piratas.

De Grecia, este tipo de practicas pasaron a Roma, donde,
florecieron organizaciones de trabajadores, las cuales formaban
una clase industrial interesada en actividades sociales, vy

afanada por el mejoramiento de sus propias condiciones de vida.

En este ambiente se desarrollé una tendencia social que se
manifiesta en la organizacién de gremios. Tales grupos podian
verse en todos los estratos de la estructura social, y su
desarrollo fue fomentado particularmente entre los trabajadores
de los diversos oficios y ocupaciones. Un rasgo muy parecido a
la provisién del sequro de vida de la sociedad moderna hizo su
aparicién en estas antiquas organizaciones, A cambio de pagos
regulares que se hacian con destino a un fondo comin, el gremic
tenia a su cargo el entierro de sus miembros. Este rasgo se
amplié después, con la constitucién de un fondo para apoyar

financieramente a los herederos de los miembros fallecidos.

Ain cuando en la antigledad se encuentran los anteriores

antecedentes, no se puede considerar que existiera la nocién de
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“Sequro” propiamente dichs, pues se basaban en principios de
asistencia mutua y sequridad social mas que en el espiritu de

empresa y ganancia que caracteriza al Sequrc contemporaneo.

Durante la Edad Media, en Europa, la proteccién de los
individuos, estaba, en gran parte, en manos de los gremiocs a los
que pertenecian. El desarrollo de la previsién social se fue
fomentando vy ampliando al amparo de la Iglesia Catdlica, de cuyas
enseflanzas de caridad, ayuda mutua y asistencia, en los momentos
de dificultad, surgieron muchas de las disposiciones que se
incluyeron entre los beneficios que, a manera de la moderna

sequridad social, eran facilitados a los miembros de los gremios.

El aspecto de sequro que presentaban los gremios se hacia
efectivo usualmente por medio de aportaciones regulares de los
miembros,‘con destino a un fondo comin, del cual se tomaban las
cantidades necesarias para atender a quienes hablan sufrido
pérdidas pecuniarias como consecuencia de desastres
especificados. Entre estos desastres, los mis comunes, y los que
mas afectaban al patrimonio del individuo, eran el fuego, las
inundaciones y el robo, aunque eventualmente el sistema de
indemnizaciones del gremio se fue ampliando hasta cubrir la mayor
parte de los riesgos implicitos en las actividades de aquella

época. Se proporcionaba socorro a los pobres, los desvalidos, a



Jos enfermos y a los ancianos; unas veces con dinero, y otras
con alimentos o con vestidos. El sacorro no era muy distinto al
sequro de accidentes y de enfermedad de los tiempos modernos, y
se prestaba, en caso de necesidad, a los ancianos, y cuando
ocurria la pérdida de la vista o de alqun miembro, o en casos de
sordera o de mudez, o cuando se contraia una enfermedad grave,

como la lepra.

Habla gremios que prestaban asistencia a quienes perdian su
ganado. Otros facilitaban socorro en cases de naufragio,
encarcelamiento, dafos en el hogar, o para la defensa legal de
sus miembros que tenian problemas con la justicia. Algunas
veces se hacian previsiones para hacer regalos a los jovenes, con
ohjeto de que pudieran empezar sus vidas, y se disponian dotes
para las doncellas. Frecuentemente, se prestaba asistencia a
los miembros que, temporalmente, se encontraban en dificultades
pecuniarias, cuando ello sucedia en circunstancias
extraordinarias, pero incluso otras veces, se hacia asi como

rasgo normal y corriente de los beneficios del gremio.

En el siglo X111 se da un impulso definitivo al nacimiento
del Sequro, con una Bula Papal de Gregorio 1X, en el ano 1230
prohibiendo expresamente el Contrato de Préstamo a la Gruesa.

La busqueda de una nueva forma de proteccion al comercio maritimo



que no estuviera sujeta a la Bula Papal dio origen al desarrollo

de los primeros esquemas de Sequros propiamente dichos.

Como consecuencia de lo anterior, en Italia, en el ano de
1347, se encuentra el primer documento escrito que puede
considerarse como una p6liza de Sequro. Durante este periodo se
dan los primeros intentos por reglamentar la actividad
aseguradora, lo cual pone de manifiesto la importancia que esta
actividad debe haber cobrado durante aquella época. De todos
estos intentos cabe destacar las Ordenanzas de Barcelona de 1435,
que representan el primer cédigo general para la actividad

aseguradora, y que permanecerian en vigor hasta 1536,

Desde 1talia, el Seguro se extendid a otras naciones del
continente y posteriormente pasdé a Inglaterra a través de los
comerciantes de Florencia, quienes llegaron a dominar el comercio

y las finanzas Britédnicas durante el siglo XV.

Esta forma temprana de seqguro maritimo era practicada por
individuos y no por companias de Seguros como se conocen hoy en
dia. Un comerciante o propietario de embarcaciéon que deseaba
proteger su mercancia o su embarcacidén preparaba un documento con
informacion descriptiva del bote, su cargamento, su destino, vy

demas datos pertinentes. Aquellos que aceptaban una porcién del



riesgo escribian sus nombres bajo la descripcion del riesgeo y leo

términos del acuerdo.

Esto dio origen a la practica de "suscribir" (‘underwriting'
en Inglés) los acuerdos de seguro. Los navieros que buscaban
seguro y los individuos que se fueron organizando en grupos de
suscriptores se reunian en los cafés de la ciudad de Londres.
Uno de estos cafés, propiedad de Edward Lloyd, se convirtic
eventualmente en el principal lugar de reunion, principalmente
debido a que su propietario ofrecia todo tipo de servicics
relacionados con el trafico de Sequros, desde papel y plumas,
hasta informacién relativa a los embarques, rutas comerciales,

etc.

Si bien no se tienen noticias exactas sobre la fecha del
surgimiento de Lloyd's, si se sabe que se encontraba ya en
operaciones en el afo de 1668, Lloyd's se¢ fue convirtiendc
paulatinamente en el principal sitio de vreunién para
aseguradores, lo que motivé que mudara sus instalaciones al
distrito financiero de Londres, a la sazOn uno de los mas
importantes de Europa. Para 1771, los suscriptores que haclan
uso de las instalaciones de Lloyd's para tratar sus negocios

firmaron un acuerdo formal, dando origen al "Lloyd's Exchange".



El seguro de 1incendios moderno tiene sus  origenes en
Alemania, donde una asociacion conocida como "Feuer Casse" fue

organizada en el ano de 1591.

Muchas otras asociaclones surgieron en fechas posteriores,
sin que ninguna de ellas tuviera un impacto importante hasta

mediados del siglo XVI.

En 1661, 1la ciudad de Londres fue consumida por un
devastador incendio, coneccido como el "Gran Fuego de Londres",
mismo que hizo surgir un gran interés por el seguro de incendios.
Un fisico Inglés de nombre Nicholas Barbon se inicid en el
negocio de la construccién durante las tareas de reconstruccion
de la ciudad, al mismo tiempo que se iniciaba en el heqocio del
sequro, asegurando las casas que construla contra pérdidas por
incendio. Al principio actuaba como propietario unico, pero en
1680 formé upna compaiia publica (o sociedad anénima) con varios
socios, llamada "The Fire Office". Estos primeros pasos fueroh
pronto seguidos por otros empresarios interesados en el negocio,

con lo que el ramo de incendios comenz6 a tomar forma,

Durante el siglo XVIII se da un gran desarrollo de los
Seguros, fundandose gran cantidad de compafias en diferentes

patses, donde destacan la Camara General de Seguros de Paris, la
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Compaiita Sun y la Real Compaiia de Camblos y Sequros del Reine
Unido. Los primeros contratos de Seguros que tuvieron lugar en el
continente Americano fueron pbdlizas de seguro maritimo suscritas

por compaiias Britanicas en las colonias del Norte de America.

Eb cuanto al Seguro de Vida, el 18 de Junio de 1536, un
grupo de suscriptores maritimos emitié en Londres lo que parcce
haber sido la primera pé6liza de Seguros de vida de la era
moderna, En esa ocasién la péliza fue por un afic y por la
cantidad de 400 libras. Igualmente, se tienen pruebas de que
¢l seguro de vida se llegd a practicar en las Ciudades Italianas

de Florencia y Venecia.

En 1693, el fisico, astronomo y matematico Edward Halley
elabord la primera tabla de mortalidad de la era moderna, basada
en sus observaciones particulares., Pero no fue sino hasta 100
anos mas tarde cuando se logro un cierto grado de precision en la

prediccion de la mortalidad.

La primera compaiia moderna dedicada al segurc de vida fue
la "Society for the Assurance of Widows and Orphans", la cual fue
fundada en 1699, y es de notar que en ese tiempo cobraba a todos

sus asegurades las mismas primas.

1n



Ya a mediados del siglo XVIII, las aseguradoras Britanicas
“Royal Exchange Assurance Corporation” y la “London Assurance
Corporation” emitian podlizas de Sequro sobre la Vida. Estas
pbdlizas se emitian con vigencias de un atlo, y consideraban la
edad y el estado de salud del asegurado como elementos
determinantes del monto de las primas. La mortalidad se
estimaba en base a estadisticas muy vrestringidas, y era
frecuentemente afectada de manera impredecible por los retiros.
Resultaba en ese tiempo relativamente facil determinar la
rentabilidad de este tipo de contratos a corto plazo, y no

existia la necesidad de establecer reservas actuariales.

En 1762, la "Equitable Society for the Assurance of Life and
Survivorship" (Sociedad Igualitaria para el Sequro de Vida ¥
Supervivencla) fue la primera compaiia dedicada a los Sequros de
vida en introducir la innovacién de las primas variables
dependiendo de la edad alcanzada por el asegurado, inaugurando la
era del Seguro Cientifico. Para 1llevar a cabo sus
cuantificaciones, esta compaiia siguidé los siguientes principios,

planteados por James Dodson:

"1} La membresia (aceptacion de un asequrado) no estara
limitada, pero si restringida a individuos que puedan

demostrar, mediante examen médico, gozar de buena salud.



2) Una ver aceptado un asequrado, puede sequir rencvandoe
anualmente‘su poliza sin necesidad de ser sometido a otrc
examen médico.

3) La duracién del Contrato de Seguro de Vida puede ser
temporal (especificada por ambas partes) o por la vida
entera del asegurado.

4) Se cobraran primas niveladas (las mismas primas durante
toda la vigencia del Sequro).

5) Se cobraréd una extra prima para los asegurados que
desempenen oficios peligrosos y para las mujeres menores de
50 anos.

6} Los asequrados compartirdn las pérdidas o ganancias

generadas (Coaseguro).” (')

La aceptacion de estos principios planteaba a los
aseguradores unha nueva variedad de problemas. 51 hasta ese
momento se hablan tomado Seguros sobre la Vida de manera anual,
tomando en cuenta uUnicamente la mortalidad, 1los gastes y los
retiros para determinar las primas, al introducirse el Sequro de
Vida Temporal y el Seguro de Vida-Entera era necesario introducir
un cuvarto elemento, el intereés. La teoria y la practica

actuariales debieron entonces extenderse para incluir la

' FISHER, H.F. & YOUNG, J.,"Actuarial Practice of Life
Insurance.”, Cambridge University, 1965, pp.7,

13



evaluaciéon de las nuevas obligaciones a largo plazo que surglan

de este nuevo enfogque cientifico.

Adicionalmente, los métodos con los que se contaba para la
medicidén y prediccién de la mortalidad dejaban de resultar
satisfactorios al incluir Seguros de Vida a largo plazo. No
fue sino hasta que las compaiias pudieron contar con la
informacién sobre la mortalidad que en realidad sufrian,
reflejando las fuerzas selectivas de la seleccién inicial y los
retiros subsecuentes, que fue posible contar con una medicién
confiable de este elemento. A pesar de esto, las primeras
tablas de mortalidad que prepararon las compafiias de Sequros
preveian un margen de holgura por sobre la mortalidad

experimentada real.

Otro momento histérico particularmente importante fue la
promulgacion en Inglaterra de la llamada “Life Insurance Act of
1774." (“Ley del Seguro de Vida de 1774”), también conocida como
“Gambling Act” (“Ley de Apuestas”). Esta ley enfrentaba,
entre otras cosas, la creciente especulaciéon ejercida por ciertos
individuos que “apostaban” sobre la vida de otros, contratando
poblizas sobre personas a quienes no conocian. Las medidas que
preveia esta ley eran, entre otras, las de prohibir que una

péliza fuera emitida sin especificar claramente el nombre de los

14



beneficiarios, y prohibir que un individuo contratara una péliza
de Sequro de Vida para tercero sobre el cual no tuviera intereses
claros y legitimos. Esta ley fue fundamental para configqurar el

marco legal y operativo del Seguro de Vida, aun en nuestros dias,

1.2) MARCO CONCEPTUAL

1.2.1) EL. CONCEPTO DE RIESGO

El campo de los Seguros es una disciplina en desarrcllo de
su marco tedrico. Como consecuencia, Se encuentran muchas
definiciones del término "Riesgo" en la literatura de los

Seguros.

Considerando la importancia de éste término, Elliot vy
Vaugham citan los siguientes elementos que idealmente deberian

ser considerados en la busqueda de una definicién conceptual:

"1. El resultado debe ser desconocido. La idea de
fortituidad es inherente a cada definicion. Cuando se
dice que existe un riesgo, implica que existen al menos dos
resultados posibles. 51 se sabe con anticipacidén cual

serd el resultado, entonces el riesgo no existe...

15



2. Al menos uno de los posibles resultades debe ser
indeseable. Este puede ser una pérdida en el sentido
generalmente aceptado de que se pierde algo que estaba en
posesion de un individuo, o puede ser considerado también
como que se gana una cantidad menor a la que se esperaba

ganar." (%)

Los mismos autores proporcionan su propia definicién, misma
que abre las puertas al concepto de la medicién matemdtica (o

actuarial) del riesgo:

"Se define Riesgo como la posibilidad de una desviacioén
adversa sobre un resultado deseable, que es anticipado o

esperado." (7}

Por desviacién adversa se ha de entender que el resultade
deseable no se produce, en absoluto o parcialmente. Pero ai
hablar de "posibilidad"” se introduce el elemento "azar", mismc

que es fundamento de la teoria de las probabilidades.

ELLIOT, Curtis M, & VAUGHAN, Emmett J., "Fundamentals of
Risk and Insurance.", New York, 1972, pp. 11,
3

ELLIOT, Curtis M. & VAUGHAN, EMMETT J., Op. cit., pp. 12.

16



Otra forma, quiz& mas clara, de definir el concepto de

Riesgo es como; "La exposicion a una eventualidad econdmicamente

desfavorable”,

1.2.2) EL. GRADO DE RIESGO

Aceptando la anterior definicién de riesgo, el grado de
riesgo serd medido por la probabilidad de que ocurra la citada

desviacién adversa.

Para un individuo, entre mayor sea la probabilidad de
experimentar una pérdida, mayor serd el riesgo. lqualmente,
mientras mas probable sea un ganancia menor ¢ una pérdida mayor,
el grado de riesgo serd mas elevado. A mayor probabilidad de
pérdida, mayor serd la desviacién con respecto a lo que se

esperaba ganar 0 conservar.

Ahora bhien, el riesgo no es un asunto completamente
indeseable, ya que junto a la posibilidad de la pérdida estd la

posibilidad de una ganancia.
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1.2.3) CLASIFICACIONES DIs RIESGO

En cuanto a la forma de exposicion al riesgo, resulta
importante reconocer la diferencia que existe entre el "Riesqgo

Puro” y el "Riesgo Especulativo".

Por “Riesgo Puro” se designard a aquellas situaciones las
cuales involucran unicamente la ocurrencia o no ocurrencia de una
pérdida. Generalmente la exposicidén a este tipo de riesgos ne

es de naturaleza voluntaria,

El "Riesgo Especulativo" se presenta en situaciones en las
que existe la oportunidad de perder, pero también existe la
oportunidad de ganar, que es lo que hace que el riesgo sea

atractivo, y por lo tanto, sea de naturaleza voluntaria.

La importancia de ésta distincion radica en que solamente
pueden asegurarse los Riesgos Puros. No es preocupacién del
segura, en general, proteger al individuo de las pérdidas que
pudiese sufrir a consecuencia de aceptar voluntariamente un

Riesgo Especulativo.
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1.2.3.1) Clasificaciones del Riesgo Puro

Los diferentes tipos de Riesgo Puro a los que se enfrenta un
individuo pueden, a grandes rasgos, ser aqgrupados en las
siguientes categorias, por lo menos desde el punto de vista de

los Sequros:

i) "Riesgos Personales"; Son aquellos que involucran la
posibilidad de que se sufra una pérdida de ingresos @
propiedades como resultado de la pérdida de la capacidad para

generar ingresos. Estos riesgos son:

a) Muerte Prematura;
by Jubilacién o Retiro;
¢) Enfermedad, Invalidez o Incapacidad;

d] Desempleo.

La muerte prematura es un riesgo cublerto en general por el
Seguro de Vida. Los riesgos de Jubilacion, Retiro y Desemplec
soh cubiertos en general por los sistemas de seqguridad social, s:
bien es cierto que en México no existe un Seqguro de desempleo.
Los riesgos de Enfermedad, Invalidez o Incapacidad son cubiertos
en general tanto por el sistema de seguridad social como por

algunas modalidades del seguro privado.
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ii) "Riesgos a la Propiedad"; Son aquellos que involucran
la posibilidad de perder propiedades, del uso y goce de dichas
propiedades, o de los ingresos generados por dichas propiedades.

Estos riesgos son:

a) Pérdida fisica directa o dahos materiales a la
propiedad;

b) Pérdida del uso y goce de la propiedad o de los
ingresos generados por dicha propiedad;

c¢) Gastos adicionales generados por la pérdida de la

propiedad.

Las tres «categorias de vriesgos comprendidas en esta

clasificacién son cubiertos por el ramo del Sequro de Daios.

iii) "Riesgo de Responsabilidad"; Son aquellos que
involucran la posibilidad de pérdida de las propiedades presentes
o ingresos futuros como resultado de reparaciones por danos
causados o responsabilidades legales surgidas por perjuicios
intencionales o no intencionales, o por violacién o lesién de

derechos ajenos.

Esta categoria es cubierta en el subramo de Responsabilidad
Civil del ramo de Sequro de Danos.
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1.24) ACTITUDES ANTLE EL RIESGO

El riesqo, en cualquiera de sus formas, es  una
caracteristica siempre presente en todos los actos del hombre, vy

es inherente a su propia naturaleza humana.

La existencia del riesgo es fuente de intranquilidad vy
preocupacién para el individuo, por lo que no es de extranar que
la naturaleza racional del hombre se ha planteado diferentes
actitudes para hacerle frente. Estas actitudes son las

siguientes:

1.2.4.1) Evitar el Riesgo.

El riesgo es evitado cuando el individuo se rehusa a
aceptarlo, Esto se logra simplemente absteniéndose de tomar

parte en una actividad que conlleve un riesgo.

Evitar el riesgo es una técnica negativa para hacer frente
al riesgo, ya que en diversas actividades esto es simplemente
imposible. En general no se puede evitar el riesgo de un
terremoto o una inundacién, y la mejor forma de evitar el riesgo

de sufrir el robo de un automovil seria no poseyendo uno. Estas

21




razones hacen que la evasién sea un enfoque insatisfactorio, pues
si se usara extensivamente podria causar consecuchclas

importantes al individuo y la sociedad.

En general, la actitud de evitar un riesgo se toma en
relaciébn a actividades que no resultan indispensables, ya sea por
su naturaleza superflua o accesoria, o por que las ganancias

esperadas no compensan las pérdidas probables.

1.2.4.2) Reducir el Riesgo

Reducir un riesgo significa llevar a cabo un esfuerzo para
reducir la posibilidad de que se produzca una peérdida. un
riesgo se puede reducir de varias formas. La primera csg

mediante la prevencién y el control de las pérdidas.

Practicamente no existe ningin caso en el que no se pueda
llevar a cabo un esfuerzo para evitar que se produzca unha

pérdida, o para reducir la posibilidad de que ésta ocurra.

Desde el punto de vista de los bienes materiales, la

prevencién de una pérdida es la mejor forma de afrontar un
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riesgo. 51 la posibilidad de una pérdida puede ser
completamente eliminada, también el riesgo es completamente

eliminado.

1.2.4,3) Transferir el Riesgo

Transferir un riesgo significa que una persona que se
encuentra expuesta al mismo, pero que no cuenta con la voluntad ¢
los elementos para asumirlo, lo transmite a otra persona que s&

encuentra mejor dispuesta para asumirlo,

La transferencia del riesgo es una actitud que se presenta
preferentemente cuando la magnitud de la pérdida ligada al riesgo
sobrepasa su margen de contingencias o la capacidad del propic
individuo para soportarla, mientras que las alternativas para
reducir el riesgo no resultan suficientes para que la posibilidad

de que se produzca una pérdida sea completamente eliminada.

A la vez que la transferencia del riesgo es una actitud
humana ante el mismo, constituye el fundamento de Segquro. La
transferencia del riesqgo es el principio del sequro, ya que las

Asequradoras son entidades financieras dispuestas y preparadas
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para asumir riesgos que sobrepasan las capacidades de ciertos

individuos.

Mediante el pago, por la parte expuesta al riesgo de una
cantidad especificada, una sequnda accede, mediante la firma de
un contrato, a indemnizar al primero hasta una cierta cantidad

limite por las pérdidas especificadas que pueden o no ocurrir.

Una forma especial de transferencia del riesgo que merece

ser comentada es la distribucién del riesgo.

Un individuo que se encuentra en posicién desventajosa para
asumir un riesgo lo transmite a una entidad que se encuentra en
mejor disposiciédn, es decir, a un grupe de individuos, del que él
misme forma parte, que en conjunte reunen las condiciones
suficientes para hacer frente a la péerdida de uno de los
miembros. Al ocurrir una pérdida, esta se distribuye entre el
total de los miembros del grupo, y nc solamente sobre el

individue que la experimento.
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1.2.4.4) Asumir o Aceptar el Riesgo

Asumir o Aceptar un riesgo es quizd la forma mas frecuente
de enfrentarlo. Asumir un riesqo puede ser un proceso

voluntario o involuntario.

Asumir voluntariamente un riesgo es un proceso que se
caracteriza por el reconocimiento consciente de la existencia del
mismo, y un acuerdo tacito de asumir la posibilidad de pérdida

involucrada.

Generalmente, la decisién de asumir voluntariamente un
riesgo se toma debido a la falta de otras alternativas, o debido
a que la posibilidad de que lo que se teme efectivamente ocurra
parece ser muy remota, o simplemente por que el riesgo parece ser

muy insignificante como para tomar otro tipo de medidas.

Pero también puede ser motivada por el hecho de que, a pesar
de que la pérdida involucrada puede ser muy severa Yy la
probabilidad de que esta se produzca muy alta, simplemente no

queda otra alternativa,

El asumir un riesgo de manera involuntaria ocurre

generalmente cuando el individuo expuesto al riesgo no reconoce
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como tal la existencia de dicho riesgo. En estos casos, la
persona asi expuesta asume las consecuencias de una posible

pérdida aun sin darse cuenta de que lo esta haciendo.

Asumir el riesgo es una actitud legitima ante el riesgo; en

muchos casos serd la mejor forma de hacer frente a un riesgo.

La decisiéon de asumir o no un riesgo debe ser tomada por el
individuo en base a su margen de contingencias o su capacidad

para soportar la pérdida.

1.3) EL. CONCEPTO DEL SEGURO

Cualquier plan de Seguros, en su aspecto mas simple, posee

las siquientes caracteristicas fundamentales:

a) Transfiere el riesgo de un individuo © grupo a otrc
individuo o grupo.

b) Distribuye las pérdidas, sobre alguna base de
proporcionalidad o iqualdad entre todos los miembros de un

grupo.
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Es a partir de estas caracteristicas que parte, de manhera

mas amplia, el aspecto formal y operativo del Seguro.

1.3.1) ASPECTO FORMAL DE UN PLAN DE SEGUROS

Un plan de Seguros es, de acuerdo con Larson y Gaumnitz:

"Un acuerdo cooperativo mediante el cual los
miembros de una asociacién o tenedores de péliza de una
compaiia de Seguros se reunen para compartir una pérdida
financiera que puede ser demasiado seria para ser tolerada

por el individuo afectado". (*)

La funcién principal del seguro es la creacidn de la
contraparte del riesgo, la seguridad, El Seguro no implica una
disminucién del riesgo, pero si reduce el impacto de una pérdida
financiera relacionada con la ocurrencia del evento. Este

evento es llamado igualmente "Contingencia".

El primer elemento es el establecimiento del acuerdo o

convenio entre ambas partes, mismo que se conoce cominmente como

‘ LARSON, Robert E. y GAUMNITZ, Erwin A,, "Life Insurance
Mathematics, ", London, England, pp. 11.
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Contrato de Seguros o Pbéliza de Seguros, entre la parte
asequrada, la que estd expuesta al vriesgo, y la parte

aseguradora, a la que se transfiere el riesgo.

Todo contrato o pdliza de Seguros supone cuando menos dos
contratantes: el Asegurador, que se obliga a pagar capitales o
rentas en caso de la ocurrencia de cierto evento; y el Asegurado,

que se obliga a pagar el precio convenido en el contrato (prima).

Supone ademas un clausulado especifico y concreto en el que
se expongan, por un lado las obligaciones y derechos que contrae
el Asequrado al «cubrir la prima (por ejemplo monto vy
periodicidad de las primas, riesgos asegurados y cobertura para
cada riesgo, condiciones de pago, exclusiones, etc.), mientras
que por el otro lado presenta los derechos y obligaciones

reciprocos que contrae el asegurador al cobrar la prima.

1.3.2) ENFOQUE INDIVIDUAL DIEL SEGURO

Desde el punto de vista del individuo, el sequro es un

mecanismo econdémico que le permite substituir un cierto costo

- reducido {la prima} por una pérdida financiera grande pero
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incierta (la contingencia contra la que se asegura), que se

produciria en caso de no existir el contrato de Seguros.

Supone el seguro una garantia para el individuo de que ni
patrimonio ni nivel de vida, suyo y de su familia, se veran

seriamente afectados por la aparicién de una contingencia,

1.3.3) ENFOQUE SOCIAL DEL SEGURO

Ademds de eliminar los riesgos individuales mediante la
transferencia de los mismos, el sequro reduce el monto agregado
de los riesgos en la economia al substituir costos ciertos por
pérdidas inciertas, si bien al operar la ley de los grandes
nimeros esta dismipnucién puede no ser considerable en el plano

macroeconémico.

Desde el punto de vista social, el sequro es un mecanismo
econémico para reducir el impacto econémico de los riesgos a los
que estdn expuestos los miembros de la sociedad, a través del
proceso de combinar en un grupo un nimero suficientemente grande
de sujetos homogéneamente expuestos al riesgo de tal forma que

puedan ser predecibles las pérdidas del grupo como un todo.
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1.4) ASEGURABILIDAD

Si bien en la teoria cualquier riesgo puroc, o posibilidad de
pérdida, es susceptible de ser asegurada, en la practica esto no
se aplica. En algunos casos, por razones practicas, los
asequradores no se encuentran en condiciones de aceptar todos los
riesgos que los individuos desean transferir. Para que un
riesgo sea asegurable en la practica se piden los siguientes
requisitos ideales, si bien es factible que un riesgo que no

retina todos ellos sea asegurado, a juicio del suscriptor.
1. El numero de sujetos expuestos homogéneamente al riesgo
debe ser lo suficientemente grande como para permitir que

las pérdidas sean razonablemente predecibles,

2. La pérdida financiera producida por el riesgo debe ser

cuantificable y determinada.

3. La pérdida debe ser fortuita o accidental.

4, La pérdida no debe ser catastréfica. No debe existir la

posibilidad de que la mayoria de los sujetos expuestos

experimenten pérdidas simulténeas.
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1.5) EL. SEGURO DE VIDA

1.5.1) CARACTERISTICAS

El seguro de vida es un esquema de transferencia del riesgo
concreto de una muerte prematura de un individuo a un grupo ¢
asegurador. Este riesgo de una muerte prematura se denomina
comunmente mortalidad. La ocurrencia de la mortalidad sobre un
individuo tiene efectos financieros adversos para las personas

que dependen econdémicamente de é&l.

La muerte es un evento que se distingue de cualquier otro
por su inevitabilidad. No importa el numero ni la naturaleza de
las medidas que se tomen para prevenir su acontecimiento, tarde o
temprano todos los seres vivos mueren. Y sin embargo, el
seguro de vida de ninguna manera constituye una violacién a los
principios que hacen que un riesgo sea asegurable. L.a
incertidumbre que rodea al seguro de vida no es si el individuo

va a morir, sino cudndo es que va a morir,

El riesgo se incrementa afo con afo, conforme aumenta la
edad del individuo, circunstancia que permite ver que la muerte
prematura no es un riesgo evitable, si bien, los efectos
financieros que de el emanan son, al menos, transferibles, vy

precisamente la transferencia de dichos efectos financieros
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recibe el nombre de Sequro de Vida. En su forma mas simple, el
seguro de vida se compromete a proteger a la familia del
asegurado, acreedores u otras personas, contra las pérdidas
pecuniarias que puedan resultar a consecuencia de la muerte

inoportuna del asegurado.

La diferencia esencial entre el sequro de vida y otras
formas de seguro exclusivamente destinadas a asumir el peso de un
peligro incierto radica en el hecho de que el sequro de vida,
ademds de la funcién de proteger contra una incertidumbre, cumple

con la funcién de acumular recursos.

Una parte de la prima que se paga por el seguro de vida
representa una contribucién, por parte del asegurado, a un fonde
de inversién que debe ser administrado por el asegurador. El
establecimiento de un patrimonio, asi como su manejo e inversiodn
en interés del asegurado y sus beneficiarios designados, son los

rasgos particulares del Segquro de Vida.

El impacto econémico originado por la muerte es un riesgo
asegurable, ya que el Seguro de Vida supone la existencia de un
grupo de individuos, expuestos homogéneamente al Riesgo, cuyo
nimero es lo suficientemente grande como para permitir que las
pérdidas sean razonablemente predecibles.
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La pérdida financiera producida por la muerte es
cuantificable y determinable. Si bien la vida humana es
invaluable, los efectos financieros que la muerte produce si son
cuantificables, en la medida en la que un individuo pueda
presupuestar las necesidades pecuniarias de sus beneficiarios en

caso de producirse su fallecimiento.

El Seguro de Vida contempla unicamente los patrones normales
de mortalidad. Las muertes registradas en las tablas de
mortalidad son fortuitas o accidentales, ignorandose aquellas que
abandonan significativamente los mirgenes de contingencia
establecidos, como ocurre en casos de guerra o conmocién civil
generalizada, No debe existir la posibilidad de que la mayoria
de los sujetos expuestos al riesgo experimenten pérdidas

simulténeas.

1.5.2) ELEMENTOS DEL SEGURO DE VIDA

En la integracién de un contrato de Sequro de Vida es

practica comin que se tengan en cuenta los siquientes elementos:
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"a} Mortalidad; La probabilidad de que un individuo muera
durante un periodo de tiempo dado.

b} Interés; La tasa de interés que puede ser obtenida
sobre una inversién de fondos monetarios.

¢} Gastos; Todo desembolso inherente a la venta y

sostenimiento de una poliza de sequro de vida."(®)

Adicionalmente, es necesario considerar:

d) Suma asegurada.

La mortalidad es, a grandes rasgos, la medida del ,grado de
riesgo de una muerte prematura al que se encuentra esxpuesto un
individuo. Esta opera retirando, ano con afo, a los miembros de
un grupo cerrado de sujetos expuestos homogéneamente al riesgo
muerte. Esta reduccién en el nuimero de miembros del grupo es
relativamente ligera durante la juventud, aumentando marcadamente

su intensidad conforme aumenta la edad del asegurado.

La suma aseqgurada es el monto monetario que un individuo
asigna, en el momento de contratar el Seguro de Vida, a las

necesidades y obligaciones financieras que habrian de ser

* LARSON, Robert E. & GAUMNITZ, Erwin A., Op. Cit., pp. 1.
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cubiertas, en caso de su fallecimiento, por parte de sus

beneficiarios.

1.5.3) PREDICCION DE 1A MORTALIDAD

El principio sobre el que se hasa el ramo del seguro de vida

es el siqguiente, segin Magee:

"Los miembros de un grupo de personas,
suficientemente grande para que caiga dentro de la
operacién de la ley de los grandes nimeros, hacen pagos a
un fondo comin que debe ser lo suficientemente grande para

pagar los beneficios convenidos" (°)

Aplicando principios de la teoria de las probabilidades y la
ley de los grandes numeros { ) se puede predecir el numero de
muertes y el momento en que han de ocurrir en cualquier grupo lo

suficientemente grande de personas. Sequn Hickman, los

‘ MAGEE, John H., "Seguros Generales." Tomo I, Meéxico,
1967, pp. 678.
" Se ha considerado importante incluir la Ley de los Grandes
Nimeros,asi como las implicaciones que tiene en la medicioén
de la mortalidad,en el Apéndice 3.
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supuestos sobre los que se construyen los modelos de sequro de

vida son los siguientes:

a) El tiempo transcurrido entre el nacimiento y la muerte
es upa variable aleatoria continua.

b} El capital crece.” (%)

1.5.3.1) Primas

Se llama prima a la consideracién por la cual el asegurador
se compromete a pagar el importe del seguro, de acuerdo a los

términos de la pdliza.

Para calcular el importe de la prima es necesario tener en
cuenta, por una lado, que la prima debe permitir la acumulacién
de los fondos necesarios y suficientes para pagar las
reclamaciones, a medida que se van venciendo, y por el otro lado,
al computar el importe de las primas, es necesario tomar en

cuenta los gastos en que se incurre para sostener la pdliza.

8 HICKMAN, James C., “Updating Life Contingencies.”,

“"Lecture notes prepared for the American Mathematical

- Soclety’s short course”, en “Actuarial Mathematics”
vol.35, Providence, Rhode lsland, 1986, pp. 4.
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La parte de la prima destinada al fondo de inversion que se
debe usar para el pago de las pdlizas, segin se van venciendo,
recibe el nombre de prima neta, La suma que se afade a la
prima neta para hacer frente a los gastos de administracion vy
adquisicion del negocio, y para proporcionar una suma que absorba
las mermas debidas a cualquier contingencia imprevista, se
denomina el recargo. La prima neta mas el recargo constituyen
la prima total. La prima total es la cantidad que paga el
asegurado por la poliza. En la practica se suman a la prima

total los impuestos correspondientes que marque la ley.

La prima neta depende del grado de riesgo que la mortalidad
ejerza sobre el solicitante del seguro. El importe que se debe
cargar se deriva de los datos reunidos en la llamada tabla de

mortalidad.

Existen diversas modalidades para el pago de las primas,
desde el pago Unico hasta los pagos fraccionados y diferidos,
pero cualquier forma de pago es calculada en base a la prima neta

calculada para el asegurado.
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1.5.3.2) Reservas

Al cobrar las primas, la compaiia de Sequros esta obligada a
constituir un fondo en beneficio de los asegurados, mismo que
debe ser suficiente para hacer frente a las reclamaciones por
siniestros que sean presentadas. Este fondo recibe el nombre de

reserva,

Los fondos acumulados en la reserva siempre son asequibles a
los tenedores de las po6lizas. Si desea retirarse del grupo
después de un cierto numeroc de afos, puede obtener su reserva,
menos un cargo por los gastos en los que se incurra. El fondo
as! pagado se llama valor efectivo de rescate, y la mayor parte
de las pélizas indican cual serd este de aio en afo. Ademés,
si el asequrado prefiere, puede obtener préstamos contra su
reserva, pagando intereses por la suma que, de esta manera, haya
tomado a préstamo. En este caso, el asegurado no cancela su
seguro, El importe que se puede obtener como préstamo sobre
una pbdliza, aumenta a medida que aumenta la reserva, y se

denomina valor de préstamo.

Con referencia a cada pbliza, la reserva crece a medida que
pasan los afos. La diferencia entre la reserva y el valor de

cardtula de la pédliza en cualquier momento dado representa un
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importe denominado, por las compaiias de Sequros, importe en
riesgo. A medida que pasa el tiempo, por lo tanto, el importe
en riesgo disminuye hasta que, finalmente desaparece, a menos que

la muerte intervenga para hacer que se consolide el derecho.
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CAPITULO 2.
MEDICION DE LA MORTALIDAD

2.1) EL FENOMENO MORTALIDAD

El clemento mas importante del Seguro de Vida es la
capacidad de poder determinar el grado de riesgo al que esta
expuesto un individuo. Si bien resulta imposible saber con
certeza en que momento morird un individuo en particular, es
absolutamente cierto que eventualmente toda persona muere. Mas
atn, si se acepta la suposicién de que las condiciones que
afectan o producen los patrones de mortalidad no difieren
significativamente de aquellas que han imperado en un pasado
cercano, es posible establecer una metodologia que permita hacer
predicciones generales sobre los patrones de mortalidad en el

futuro, en base a los patrones observados en el presente.

En el terreno practico, el trabajo actuarial en el estudio
de las contingencias de la vida humana depende en buena medida de
la observacidn, la recopilaciéon y el analisis de datos referentes
al comportamiento de la mortalidad en un determinado grupo de
individuos sujetos a las mismas condiciones determinantes de la

mortalidad.
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En este sentido, el trabajo actuarial es eminentemente una
disciplina cientifica, que depende en gran medida de la teoria y
la practica matematica. Para enfrentarse a los problemas que
plantea el estudio de las contingencias, el actuario debe emplear
su juicio para establecer las hipétesis apropiadas con respecto

al futuro, en base a su conocimiento de los hechos observados.

Los procesos de observacién en los que se ve involucrado un
actuario generalmente van dirigidos hacia propositos
particulares, y estdn organizades en relacién a modelos
conceptuales que se han desarrollado a partir de experiencias
previas y que se consideran adecuadas como procedimientos para

problemas posteriores de naturaleza andloga.

2.2) TABLAS DE MORTALIDAD

El modelo conceptual tipico usado en la ciencia actuarial
recibe el nombre de tabla de mortalidad, la cual exhibe, para los
miembros de una poblacién hipotética, todos ellos de edad X, su
historia en lo que se refiere a supervivencia y muerte. Para
poder calcular las primas que deben cobrar las Companias de

Seguros, o las sumas que ellas se comprometen a entregar en caso
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de ocurrir la contingencia asegurada, es preciso cohocer la

probabilidad de supervivencia de la persona.

Los resultados y conclusiones obtenidos de  estas
observaciones son presentados, en forma matricial, en una Tabla

de Mortalidad.

En cuanto al carédcter estadistico de la mortalidad, Haycocks

agrega la siguiente consideracién:

"Desde un punto de vista meramente estadistico, la muerte
es un evento simple, a diferencia del matrimonio o la
fertilidad, ya que ocurre a un individuo solamente una vez,
y debe ocurrir en algun momento a todo individuo. La
mortalidad opera retirando al individuo que muere, del
grupo de las personas que le sobreviven, lo que le confiere

el caricter de 'fenémeno de decrecimiento'". (%)

El actuario considera, para llevar a cabo las observaciones

que serdn presentadas en la tabla de mortalidad, un grupo cerrado

9

HAYCOCKS, H.W. & PERKS, W., ‘"Mortality and other
lnvestigations.”, Cambridge University, 1955, pp. 8.
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de individuos. El tamano de esta poblacién se denota como k, vy

se conoce como radix,

Mediante la observacién de la ocurrencia de la contingencia
muerte sobre individuos inicialmente sujetos a observacion se
determina el nuimero de aquellos que han llegado con vida a la
edad x (denotado usualmente como 1lx }, asi como el nimero de
los mismos que han muerto entre las edades x y x+1 (denotado
usualmente como dy}. La unidad de tiempo asociada con la edad
alcanzada por el individuo al momento de morir es el aho, ya que,

como menciona Haycocks:

"Una razdén poderosa para elegir al afo como el intervalo
de tiempo - ademds de su influencia sobre convenciones
tales como los aniversarios anuales (sic), la contabilidad
anual, etc.,- es que en climas extremosos, la mortalidad
varia con la§ estaciones del afo.... Por el momento, se
asumird que la mortalidad no fluctia con las estaciones el

ano." (%)

Todo lo anterior permite afirmar que la tabla de mortalidad

es una funcién de distribucién de la probabilidad de un individuo

' HAYCOCKS H.W. & PERKS W., Op. Cit., pp. 12.
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de morir a la edad a cierta edad, ya que denota la probabilidad
de que unz persona nacida con vida, sobreviva hasta alcanzar una
determinada edad. Esto permite plantear que la probabilidad de
supervivencia estara en funcion de la edad alcanzada., Este

supuesto es el que da origen a la llamada funcidn supervivencia.

2.3) LA FUNCION SUPERVIVENCIA

2.3.1) FUNCION DISCRETA vs. FUNCION CONTINUA

Existe el problema de que los datos son recopilados
Unicamente para la edad exacta entera alcanzada por el individuo
al momento de morir, siendo que en realidad esto pocas veces

sucede., A este respecto, Smith dice lo siguiente:

"Desde un punto de vista puramente matematico asi
como por razones de indole practica, nos gustaria
considerar estos valores tabulados como valores de las
funciones continuas 1, y dx para valores enteros n de la

variable x. " (')

" SMITH F.C., "The force of Mortality function.", en “The

American Mathematical Monthly”,. MAYO 1948, pp.277.
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Sin embargo, dado que ambas funciones denotan numero de
personas, no resulta logico que sean continvas, sino por el

contrario, necesariamente deben ser discretas.

A este respecto, Smith agrega:

" Es posible, sin embargo, suponer la existencia de una
funcién continua 1, cuyos valores para valores enteros de
x son iguvales al numero de personas con vida exactamente a
la edad x y cuyos valores intermedios proporcionan una

aproximacion cercana  al nimero de personas con vida en

dichas edades intermedias." ('?)

Para lograr exitosamente el paso de un pardmetro discreto a
un parametro continveo, en aras de un analisis menos limitado, es
posible descartar el radix y definir una funcién que exprese los

datos proporcionados por 1, en términos probabilisticos.

La anterior consideracién permite establecer una nueva

relacién:

¥ SMITH F.C., op. cit., pp. 277.
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Definicién 2.1
s(x)= 1%

Esto se interpreta de la siquiente manera; Sea X una
variable continua que representa el rango de edad en aflos que
puede alcanzar una persona. Entonces, x puede tomar cualquier
valor entre 0 (el momento del nacimiento) y w , el extremo
superior del intervalo, y la méxima edad que puede alcanzar una
persona antes de morir. Debe notarse que la eleccion de w como

edad terminal es meramente una simplificacién convencional.
C.W. Jordan indica al respecto de la eleccién de w:

“Ningun hecho experimental respalda la suposicién de que
una persona pueda sobrevivir hasta la edad de n afos,
pero no hasta la edad de n aios mds un segundo. Por
otro lado, las probabilidades de sobrevivir hasta una
edad avanzada son extremadamente pequeilas, y para efectos

practicos, es conveniente suponer que esta probabilidad
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se vuelve despreciable a partir de una cilerta edad

determinada.” ('*)

Ampliando a este respecto, Jordan anade:

"Seria mucho mas realista afirmar que los valores de
s(x) son despreciables para toda x2w; Sin
embargo, se retendréa la mas precisa condicion
s(w)=0,debido a su conveniencia para el an4lisis

matemdtico que se presentard posteriormente." (**)

2.3.2) LA VARIABLE ALEATORIA 5(x)

Considérese la probabilidad de que una persona nacida con

vida (lo que se denotar4 como edad (0) sobreviva hasta la edad x.

Es posible considerar esta probabilidad como una funcién, o mas

correctamente como una variable aleatoria, de la edad alcanzada

%X, y se denotard como funcidn supervivencia, s(x).

JORDAN  Chester.W., "Life Contingencies.”, Chicago,
Illinois, 1967,.pp.4.

JORDAN Chester W., OP, CIT., pp. 4.
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Definicién 2.2
"Una variable aleatoria es una funcion definida en un
espacio muestral dado, esto es, la asignacion de un

numero real a cada punto muestral".

Basado en la anterior definicién, se puede hacer una primera
formalizacion de la funcién supervivencia §(X), de la cual
partirdn algunas sus propiedades mas importantes. Las
consecuencias de suponer que efectivamente se trata de una

variable aleatoria se trataran mas adelante.

Definicién 2.3 (Funcidén Supervivencia, definicidn
preliminar)
Se designara como funcién supervivencia, denotada por
s(x) a la regla que asocia a cada edad x la probabilidad

de que una persona sobreviva de la edad 0 a la edad x.

El dominio de ésta funcién sera el intervalo [OJP], donde
0 representa el momento del nacimiento, y w la maxima edad
que puede alcanzar con vida un individuo. En otras
palabras, el dominio de la funcién serd el conjunto de
todas las x contenidas en los nimeros reales tales que
cumplen la condicién: 0Sx<w, es decir:

18



xe ‘Jllx e[0,w]

Dado que el valor que se asocia a cada X es una

probabilidad, la imagen de ésta funcidén sera el intervalo

[04].

En notacién matematica se tiene;

Vx €0, w]3s(x) e R0 < s(x) < |

Para comprender con mayor claridad la naturaleza especifica
de esta funcién, serd necesario extenderse a las condiciones que

caracterizan a la funcibén supervivencia.

2.3.2.1) Consecuencias de la continuidad de $(x)

Si conforme a los planteamientos que se han vertido sobre

s(x}) se acepta como un hecho el supuesto de que la funcién
supervivencia es una funcién continua, entonces s(X) puede tomar

cualquier valor dentro del intervalo [O,W]. Esto implice que
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para todo X en el dominio de la funcién existe (X)) en el

codominio: Vx e[0,w]3s(x) €[0,1] .

Recordando la definicién de una funcién continua.

Definicién 2.4

"La funcién f es continua en a si

lim,, f(x)=f(a)" €*)

se tiene que por ser §(x) una funcién continua, entonces

existe el limite:

lim, ,, s(x) = s(x,)

2.3.2.2) Existencia de Cotas

Pe la continuidad de s(x), surgen una serie de

consideraciones relativas a la existencia de un valor maximo y de
un valor minimo. Para analizar la existencia de un valor maximo

se citan los siguientes teoremas:

1 SPIVAK, Michael, “CALCULUS”, 2a. Edicién, México, 1993,
pp.142.
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Teorema 2.1
"Si £ es continua en [u.b], entonces estd acotada
superiormente en [a,b], es decir, existe algin nimero N tal

que f(x)SN para todo xe[a,b]_"(n '

Teorema 2.2
*si f es continua en [a,h], entonces existe algun

nimero y €[a,b] tal que f(y)2 f(x), para todo xe€[ab]." (")

La demostracién de estos teoremas, como algunos otros que
serdn empleados posteriormente, escapa al objetivo de este
trabajo. Sin embargo, éstos permiten establecer la existencia
de una cota superior minima (o Supremo) de la funciéon s(x).

Aceptando su existencia, resulta interesante exhibirla.

Se recuerda que el punto inicial x=0 representa el momento
en el que un individuo nace con vida y se encuentra en la edad de
0 anos. Dado que solamente se consideran los sujetos que estén

vivos al inicio de 1la observacién, resulta que el wvalor

' SPIVAK, Michael, Op. cit., pp. 152.

7 SPIVAK, Michael, Op. cit., pp. 152,
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correspondiente a $(0) siempre serd 1, es decir s(0)=1, mientras
que existe una edad, que se ha denotado como W, y para la cual

se estima que ningun individuo lleqaria con vida.

Por lo anterior se tiene que el valor que se asocia a X
bajo §(x) en x=0 es 1, es decir s(0)=1. Introduciendo
conceptos probabilisticos, 1la probabilidéd de estar vivo en el
instante x=0 dado que se nacié con vida equivale a 1, lo cual
queda justificado por el siguiente hecho, que se deriva

inmediatamente de la definicién (2.1), donde /,=k:

[()

k
(0)=L===1
$O)=2=7

Por lo tanto, s(0)=1,

5i se considera detenidamente, se tiene que no existe ningin
valor dentro del dominio para el cual la funcidn alcance un valor
superior a 1, ya que quedaria fuera de la imagen de la funcién
{espacio muestral). Lo anterior se desprende de que al ser /, el

tamallo original de wuna grupo cerrado, su poblacién podra

disminuir o permanecer constante, pero hunca aumentar.
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Por lo tanto, un Supremo de 5(¥}) se presenta en s(0)=1,

En cuanto a la existencia de una cota inferior, resulta util

considerar los conceptos planteados por los siquientes teoremas:

Teorema 2.3
" $i f es una funcién continua en (a,b), entonces [ esta
acotada inferiormente en [a,b], es decir, existe algun

nimero N tal que f(x)2N para todo xe{a,bl.” ('*)

Teorema 2.4
" si f es una funcién continua en [a,b], entonces existe

algin nimero ye[a,b] tal que Jf()Sf(x) para todo

xe[a,b}." (**)

Al igual que con los teoremas anteriores, éstos se darén por
demostrados. Estos permiten afirmar la existencia de una cota

inferior maxima,

1€ SPIVAK, Michael, Op. cit,, pp. 155.
149

SPIVRK, Michael, Op. cit., pp. 155.
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Partiendo de la definicién (2.1), supbngase ahora que se
tiene X = W, caso para el cual se ha afirmado que ninguna
persona llega con vida a la edad w, Se obtiene, en consecuencia,

que 1, = 0, lo que implica, aplicando la definicién 2.1:

[, 0
== ()
s(w) i

Por lo tanto, un Infimo de $(x) se presenta en S(w)=0.

Si bien se ha comprobado la existencia de un Supremo y un Infimo,
no se ha verificado que éstos sean unicos. Para poder afirmar
que lo sean, es necesario demostrar que la funcién supervivencia

es una funcién mondtona decreciente.

2,3.2.3) Fenbémeno de decrecimiento

Como puede apreciarse, existe una relacion entre la
continuidad de S(x) y la existencia de sus cotas, por un lade, y
el cardcter probabilistico de s(x) por el otro. Al plantear que

5(x) era una variable aleatoria, y que s(0)=1>s(w)=0 hacia
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suponer que sus valores minimo y maxime serian, respectivamente,

0y 1, por lo que $(x) bien podria ser una funcién decreciente.

Al considerarse una poblacidon experimental cerrada, una ve:z
que un miembro de la misma se ha extinguido, su lugar no vuelve a
ser ocupado por otro, por lo que es de esperarse que una vez que

8(x) alcanza un valor en cualquier punto del intervalo, el valor
asociado a $(X;) en cualquier moemento posterior sera siempre igual

0 menor para cualquier valor X, que sea mayor que X

En términos matemdticos, la afirmacién de que S(¥) es una

funcién decreciente equivale a decir:

COROLARIO 1
Para toda pareja (x,x) de elementos contenidos en el

intervalo [0,w], tales que cumplan la condicién x < x, S5e tiene

que S(x)2s(x,) .

Como consecuencia inmediata de lo anterior resulta posible
afirmar que tanto el Supremo como el Infimo de una funcién
supervivencia serdn unicos, presentandose en s{(0)=1 y en s(w)=0

respectivamente.
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Las observaciones sobre el comportamiento del conjunto de
funciones de supervivencia planteadas hasta el momento permiten
afirmar que los elementos de dicho conjunta serdn continuas y

decrecientes.

De lo anterior, y no existiendo ningun elemento hasta ahora
que permita afirmar que una funcién de supervivencia continua en
el intervalo [OJV] serd derivable en todo (0,W), podemos inferir

la existencia de dos grupos de funciones que pueden reunir las

caracteristicas indicadas, las que son derivables y las que no.

Para entender con mayor claridad en que consiste la
diferencia entre los dos grupos de funciones, considérense

primero las dos definiciones mis comunes de la derivada:

Definicién 2.5

"La funcién £ es derivable en a si

fla+h)- f(a)

lim,,, existe" ()
h

®  SPIVAK, Michael, Op. cit., pp. 201.
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Definicién 2.6 (Definicién alterna)

S (@) =lim,_, —IL,Z : f'(ﬁl ')

En ambos casos el limite se designa por f'(a) y recibe el
nombre de derivada de £ en a. {Se dice también que £ es

derivable si £ es derivable en a para todo a del dominio de £.

Luego entonces , sea 0(x) una funcidén continua decreciente,

de la que se supone puede ser una funcién supervivencia. El

afirmar que no es derivable equivale a decir que existe al menos
un punto ae(O,w) para el cual no exister los limites mencionados
en las definiciones 2.5 y 2.6, pero que para cualquier par de

puntos 4@, 6(0,0) y 6 e(a,w) si existan dichos limites.

De las definiciones 2.5 y 2.6 resulta evidente que si 8(x)

no es derivable en @ implica que:

i SWOKOWSKI, Earl W., “Calculo con Geometria Analitica.”, 2A.
Edicibn, México, 1988,pp.95.
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0ag)-0@) , .~ O(a)-0)

a-ra

(Io—(l (Il—a

lim

ag=—ra

Como por hipé6tesis se habia supuesto que la funcién si era

derivable en los intervalos (Qa) y (a,W), se tiene entonces que

la funcién 6(x) presenta un comportamiento distinto para cada uno
de dichos intervalos. Resulta entonces logico suponer que en el
punto 4@ sucede “algo” que altera abruptamente el comportamiento
de la supervivencia de un grupo de individuos que se supone es lo

suficientemente grande.

Desde esta o6ptica, ese “algo” seria un evento que,
subitamente, retiraria o dejaria de retirar a un grupo importante
de individuos que hasta antes de ese momento habian presentado un
comportamiento uniforme en lo que a mortalidad se refiere. Esto
se deberia necesariamente o a un evento catastréfico (una querra,
una epidemia, etc.), lo cual anularia su asegurabilidad, o quiza
de un descubrimiento médico o cientifico no solo magnifico, sino
que ademas fuera instanténeamente accesible a toda la poblacién.
Un evento como este Ultimo no solamente seria muy extrano, sino

que ademéas tampoco podria ser muy frecuente.
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Ahora bien, si la funcién descrita no fuera derivable en mas
de un punto resultaria bastante dificil poderla interpretar como
una descripcién de los patrones predecible de mortalidad

susceptibles de ser asegurados.

Por lo tanto, a las condiciones planteadas ha de agregarse

que una funcién supervivencia deberd ser derivable en todo (OJO.

Por lo anterior se tiene entonces que existe:

5(x) = $(x,)

lim =5 (x)

-y

Si a lo anterior se le aplica el corolario 1, se tiene que:

s(x)-5(x,)20 y
X-x,50

sustituyendo se obtiene;

lim,.,,, 37550 (o, _o)20
X-X,
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que equivale a decir que la derivada de $(X) siempre sera

negativa, es decir, que S$(X) es una funcién continua monétona

decreciente,

2.3.3) ANALISIS DE LA VARIABLE ALEATORIA 5(x).

Hasta ahora se ha mencionado que $(X¥) es una variable
aleatoria sin justificar dicha afirmacién. Se procede ahora a
subsanar dicha omisién.

Hickman sehala lo siguiente:

".,.. Sea X la wvariable aleatoria continua 'tiempo
transcurrido desde el nacimiento hasta la muerte. Se

tienen, como consecuencia, dos funciones:

funcién supervivencia s(x)= P[X 2x] y

funcién de densidad de probabilidad =s'(x)" .(*)

2 JICKMAN, James c., Op. cit., p. 5.
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Hasta ahora, se ha comprobado que la funcién supervivencia
es derivable y decreciente, lo que concuerda plenamente con la
afirmacién de Hickman, El siguiente paso légico es demostrar
que, efectivamente, la funcién $(x) cumple las condiciones de una

variable aleatoria continua.

Se afirma que su funcién de densidad de probabilidad es

-5'(x).
En efecto, de acuerdo a la definicidon de variable aleatoria:
Definicién 2.7
"Una variable aleatoria continua es una funcién X cuya

funcién de densidad de probabilidad satisface las

siguientes condicicnes":

i)y f(x)20

i1) _[f(x)dr =1

Ha quedado establecida la primera condicién dado que su

infimo es 0. Ahora se establecerd la condicion ii)
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oj‘-—s'(x)a'x =]

donde es necesario cambiar los limites de integracién de tal

forma que coincidan con los extremos del intervalo (0,w};

‘j[-s'(x)dx = - ]'s'(x)a'x

= —[s(w) - s(O)]

pero como se vio anteriormente

s(w)y=0

s(0) =1,

= ~[(s(w) - s(0)]= -(0-1)
=

Con lo que se queda demostrado ii)

Todo lo anterior permite establecer la  siguiente

caracterizacién de una funcién supervivencia.
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| Definicién 2.8 (Funcidén Supervivencia)

Saa s(x) una funcién, definida por:

s(x)
[Oaw]""" ~ ')[031], que cumple con las siguientes
condiciones:

i) $(x) es continua en el intervalo [0,1],

para todo X, €[o,w]

ii) $(x) tiene supremo $(0) =1 e fnfimo s(w) =0

iii) $(X) es derivable en todo X, € (0.w)

Su derivada se denota S'(X)

iv) $'(x) €0, para todo X, €(0,w), es decir, si
x £ x,, se tiena s{x) 2 5(x,)

v) = §'(X) es una funcién de densidad de probabilidad.

Esto es lo mismo que decir:

~s'"(x}20 vy

T—-s'(x)dr =1

-

@ Entonces $(X) es una funcién supervivencia.
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A partir de esta caracterizacion, es posible pasar a la

derivacion de otros resultados que son importantes para el
desarrollo del célculo de probabilidades asociadas con la funcién
supervivencia, es decir, con el impacto de la mortalidad sobre

una poblacién,

2.4) CALCULO DE PROBABILIDADES ASOCIADAS A 5(x) .

Se ha mencionado que S(X) es la probabilidad de que una

persona de edad 0 llegue con vida a la edad x.

Considérese ahora la utilidad de conocer otras

probabilidades asociadas a las contingencias de mortalidad o

supervivencia, partiendo de los supuestos que ya han sido

planteados en la definicion de la funcién supervivencia s(x) .

Algunos de los problemas gque se plantean entonces son los de

encontrar una expresién que permita calcular:
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i o ot S 5 S 2 e i 8

i) La probabilidad de que una persona de edad x llegue con
vida a la edad X,, con X,=X+h ,donde se cumple
que: 0 x €£x; £ w, para cualquier h 20,

ii) La probabilidad de que una persona de edad X muera
antes de llegar a la edad Xy, con X, = X + I ,donde se
cumple que: 0S x S x, £ w , para cualquier h2 0,

iii) La probabilidad de que una persona de edad X 1llegue
con vida a la edad X,, con Xy = X + I ,donde se cumple que:
0sxsx,sw , para cualquier # 20 ,y muera antes de

alcanzar la edad X+ h+ m S w, para cualquier 1 2 0.

Se trabajarad, en primer lugar, sobre el caso i).

Supdngase quc se desea conocer la probabilidad de que una
persona de edad X lleque con vida a la edad X3, con

Xo= X+ h, para un cierto h 20 .

Expresado en términos de probabilidad, se busca la
probabilidad de que una persona lleque con vida a la edad X;,
dado que llegd con vida a la edad X . Se designara con la letra
A al evento "alcanzar la edad x", y con la letra B al evento

"alcanzar la edad x,".
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Este es un problema de probabilidad condicional, para la

resolucion del cual resulta util la siquiente definicioén:

Definicién 2.9 (Probabilidad Condicional)
" Sea B un evento con probabilidad positiva. Para un

evento arbitrario A se escribira

P(AN B)

P(BlA) = Ty

La cantidad asi definida se llamara probabilidad condicional

de A bajo la hipétesis B (6 dado B)".

De acuerdo con la definicién anterior, el problema en

discusién puede expresarse como:

-2

Esta probabilidad sera denotada por ,P., y representa, en
otras palabras, la probabilidad de que una persona de edad x

llegue con vida a la edad X,=x+h.
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$(xy)
h Px = (1)
s(x)

Considerese ahora el caso ii) La probabilidad de que una
persona de edad x muera antes de llegar a la edad X;, con X<X,,
donde, X,=x+h, para cualquier h>0, tal que se cumpla la

condicion 0<x<Sx+hsw,

Es claro que si s(x) representa la probabilidad de que una
persona llegue con vida a la edad X, la probabilidad de que una

persona muera antes de llegar a la edad x serd igual a l—s{x).

Lo anterior implica que la probabilidad de que una persona
de edad Y muera antes de alcanzar la edad X, =x+l, denotada por

#{/,+ quedara definida de la siguiente forma:

h Qx = ]—h P:.

- $(xo)
= s(x)
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_s(x) = s(x,)
- s(x) (2)

Considérese a continuacién el caso iii) La probabilidad de

gue una persona de edad X llegue con vida a la edad x+h=x,, para
cualquier hZOIOS.H-hSW y muera antes de alcanzar la edad

Xx+h+m, para cualquier mSO]OSmSw-—(th), misma que sera

denotada por ;,|,,,Qx , quedara definida de la siquiente forma:

h|m Qx Zhem Qx h Px

_ s(x)—s(x+h+m)  s(x)=s(x+ h)

s(x) s(x)

hlm QX

S(x + h) = s(x+h+m)

hjm Qx = S( X) (3)

Notese que estos resultados descritos, y otros que pueden
ser calculados siguiendo el mismo razonamiento, miden la
mortalidad sobre un intervalo, y estdn intimamente relacionados

con la edad alcanzada por el sujeto al momento de la evaluacién.
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Encontrar la probabilidad de que un individuo muera una vez
alcanzada una determinada edad, o que sobreviva hasta alcanzar
una determinada edad, resulta fundamental para llevar a cabo una

prediccién de la mortalidad.

Ciertamente, las funciones de la familia de ,{), pueden ser

consideradas como indices de la mortalidad promedio efectiva

sobre el intervalo [x,xo].

Sin embargo, no es suficiente contar con indices para medir
la mortalidad sobre intervalos determinados, al menos desde el
punto de vista de una andlisis cientifico del comportamiento de
la mortalidad. Los resultados descritos para medir las
probabilidades de supervivencia o de extincién resultan
indispensables para llevar a cabo calculos relacionados con 1la
determinacién de las primas que tendria que cubrir un individuo,
o grupo de individuos para adquirir un seguro de vida. Dichos
cdlculos resulta, como se verad mas adelante, en simplificaciones
de los célculos, ligeramente més complejos, que permiten llegar
del planteamiento tebrico de una funcién supervivencia a la

medicidén y determinacién actual de la mortalidad.
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Resulta mucho mas completo, desde un punto de vista
analitico, el poder contar con alguna suerte de mediciones
instantdneas que arrojen mas informacién sobre una funcidn cuya
expresién matemdtica es desconocida, y que permitan llegar a su

parametrizacién.
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CAPITULO 3

LA FUERZA DE MORTALIDAD u(x)

3.1) DETERMINACION DE u(x)
Resulta aparente que la intensidad de la mortalidad no es

constante para cualquier edad. Es probable, sin embargo, que
lo sea solamente para intervalos suficientemente pequefos. Pero
no resulta aceptable suponer que la mortalidad pueda comportarse

como una funcién lineal.

Considérese como ejemplo la funcién [/, presentada en la
figura 1, Notese que la tangente de dicha curva en cualquier
punto estd& relacionada con la mortalidad. Entre més
pronunciada sea la pendiente de la tangente, mayor sers la

intensidad de la mortalidad.
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CURVA DE MORTALIDAD

EXPERIENCIA AMERICANA 1358 €.6.0,

Millores. 8

,,
z
2
-4
>
@
2
B

Figura 1

Curva de Mortalidad.

{Tomada de la Tabla de Mortalidad de
Norteamericana C.S5.0. 1958. Apéndice 1)
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De un anadlisis de la grafica anterior se desprende que la
intensidad de la mortalidad varia para cada edad alcanzada. la
pendiente de esta curva en cualquier punto estd relacionada con
el numero de muertes que se producirdn en la vecindad de ese
punto, pues cuanto mis pronunciada sea la pendiente, mayor sera
el numero de muertes ocurridas. Resulta aparente que la obtencion
de una tasa instanténea de mortalidad estarad relacionada con la

tasa de mortalidad entre dos edades, misma que ha sido denotada

por el simbolo ,{/ .

Al momento de mencionar una tasa instantanea se sugiere
de manera natural la interpretacién fisica de la derivada,
sobre la cual Spivak dice;"”...se define asi la velocidad

{instantanea) de la particula a como s'(a)." (%)

Lo anterior permite plantear el siguiente argumento; La

probabilidad de que una persona de edad X muera antes de llegar a
la edad x,, con xZ2x,, donde, X,=x+h, para cualquier A

contenida en los numeros Reales, con h 2 0, ha sido definida en

{2) como:

o S(x)=s(x +h)

th s(x)

(2)

23

SPIVAK, Micheal, ob. cit., p. 203.
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Si se desea obtener la tasa de mortalidad promedio durante

el periodo de longitud h anos posterior a haber alcanzado la edad

1
X, esto puede obtenerse multiplicando {2) por E-, o lo que es lo

mismo, dividiendo la tasa de mortalidad para el periodo entre el

incremento en la edad.

- s(x)- s{x+h)

) (4)

En este caso, si h fuese una cantidad entera de afios, la

identidad (4) proporcionaria una tasa promedio anual de
mortalidad entre las edades x y X, =x+h, Lo anterior es

cierto para una h 2 0 en los reales.

Existe una cierta similitud que entre el resultado anterior

y la interpretaci6on fisica que de la derivada presenta Spivak:

"La llamada velocidad instantdnea es el limite

s(a+h)-~
mhoa—(.g__.l%—_@ (24 )

#  SPIVAK, Micheal, ob. cit., p.203,
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De donde se afirma que la tasa instantdnea de mortalidad

serd el valor limite de la mortalidad media, es decir:

. ),
hmh-ao -h_l(;_'
5(x)~s(x+h)

i
Mo s(x)-h

(5)

Reacomodando los términos del dividendo, el

anterior puede ser igualmente expresado como:

- lim, _, s(x+h) - s(x)

(x) h

1 d
—*:(B'Zr—b(x) {6)
=-(%ln~f(X) (7

resultado

Este limite es conocido como Fuerza de Mortalidad, y se

denota como H(x) . Hooker y Longley-Cook definen la Fuerza de

Mortalidad de la siguiente forma:
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Definicién 3.1
"La razén que tiene la tasa de decremento de S(¥) a
cualquier edad X con el valor de 3(x} se denomina fuerza

de mortalidad a la edadx, se denota con el simbolo (%) y

se define como:"(® ).
d

= ——lus(x

H(x) ” (x)

Es importante hacer notar, por una parte, que M{X) es una
funcién continua de la variable x, mientras que por otro lado,
los valores de (X} no estan confinados al intervalo [0,1], de la

forma en que se restringen las funciones de probabilidad y como
se ha restringido la funcién supervivencia, sino que dependiendo

dé su expresiobn numérica, puede asumir cualquier valor positivo.

o,

£ HOOKER, P.F. & LONGLEY-COOK, L.H.,"Life and other
contigencies.,", Cambridge University, Inglaterra, pp. 10.
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3.2) APLICACIONES DE p{x)

La funciéon p(x) reviste una importancia fundamental en el
estudio de las contingencias de mortalidad y supervivencia.
Recuérdese que el valor de u{x) es una medida de la mortalidad
instantanea, lo que indica que existird una relacién matematica
entre p(x) y la probabilidad de morir en un instante determinado,

independientemente de la edad alcanzada.

A todo lo largo de este proceso surge el cardcter funcional
de u(x), ya que se trata de una funcién de la variable real X, y
de la variable aleatoria s(x). Sin embargo, para apreciar mas
su riqueza matematica es conveniente contar con una expresion del

caracter probabilistico de wu(x).

El primer razonamiento que se sugiere es el de expresar la

fuerza de mortalidad como una funcién que depende de X, (%),

s(x).

En efecto, la definicién de p(X) sugiere la existencia de

una ecuacién diferencial, de acuerdo a la siguiente definicioén:
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"Se llama ecuacién diferencial a una ecuacidén que liga

la variable independiente X, la funcién incégnita y=y(x)

y sus derivadas },}",....})", es decir, una ecuacién de la

forma

f(xy)’.}".y",....,y"):0.. (;5 )

Este enfoque permite llegar a ciertos resultados para el
cdlculo de las probabilidades asociadas con la tasa instantanea

de mortalidad.

En primer lugar, témese la siguiente caracterizacién de

H(x)

I d
(x) = ~——r—s(x
p(x) s(x)dx()
Haciendo la sustitucién y=s(x), la expresion puede

reescribirse de la siguiente forma, para expresarla en términos

familiares a las ecuaciones diferenciales:

"
== y'=u(x)
y

2 RISIELOV, A., KRASNOV, M. & MAKARENKO, G., “Problemas de fEcuaciones
piferenciales Ordiparias.”, De. Quinto Sol, México, 1991, pp. 9.
18
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Esta es una ecuaciodon diferencial lineal de primer orden.

para resolverla se usard el siguiente método:

La ecuaciéon anterior puede expresarse de la forma, donde

g(x)=pu(x) y hy) :-i:

h(y)'(—;i—y =p(x).

a continuacion se multiplican ambos lados de la ecuacién por

dx para obtener

Wy)dy = g(x)dx

Luego se integran ambos lados de la ecuaci6én, de la

siguiente forma:

[hy)dy = [g(x)ax

con lo cual se obtiene la siguiente solucién general:

H(y)=G(x)+C .
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En la expresién anterior, las funciones H(y) y ((¥) son las

primitivas respectivas, mientras que C es la constante de

integracién,

Siguiendo este método, al integrar entre los limites [Qx] se

obtiene una integral definida, donde para efectos de notacién la

fuerza de mortalidad serd denotada como funcion de la variable

{y): a saber, H(y):

L=

0 [

R A
), =25 j HOY)dy

multiplicando por —! y despejando $(x) se obtiene:

-j#(y)dy

s(x)=s5(0)-e ° (8)

y dado que se sabe que s(0)=1, se tiene:
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fut
S(X) =e° 19)

Si bien se han planteado expresiones matemdticas tanto para
la funcién supervivencia como para la funcién fuerza de
mortalidad, es necesario reconocer que se trata de expresiones
analiticas referentes a la "forma" tedrica de estas funciones,
pero aun no se cuenta con las expresiones parametrizadas vy

articuladas para producir valores numéricos.

Eventualmente, sin embargo, la matemadtica teobrica da paso a
las aplicaciones. practicas, aquellas que permiten obtener

resultados numéricos.

3.2.1) OTRAS APLICACIONLS IMPORTANTES

A partir del vresultado (9) es posible expresar la

probabilidad de que una persona de edad X llegue con vida a la

edad X + b, , P, de la siquiente forma:
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_s(x + h)

) —
h*x S(X)
x+h
- [ﬂ(y)dy
e 0
h Px = x
-fﬂ(y)dy
e °
x+h
- [u(y)dy
vt X
h Px =€ (10)

Si en la expresién de esta integral definida se analiza el

intervalo de integracibn se descubre que los valores de M(JV)

que interesan son aquellos que se encuentran en el intervalo

cerrado X<y S X+ h,

Es posible hacer un cambio de variables, de la siguiente

forma, y=x+1t, con 0S1<h. Con esto se obtiene:

h
~fulx+t)dt
pPr=e? (11)

X
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Anélogamente, es posible expresar el siguiente resultado:

h
~{p(x+1)dt
pQr=1-e° (12)

Dado que H(x) es la tasa de mortalidad instantinea a la edad
X, es posible encontrar una expresién matem&tica para encontrar
el nimero esperado de muertes que ocurrirdn a la edad x. Dada

una tasa de mortalidad instanténea a la edad x, ya definida vy
denotada por p(x), el namero de muertes que se sucederdn a la

edad X serd igual a:
H(x)-1, = p(x)-s(x) -k (13)
Se definiré el porcentaje de muertes que ocurririn a la edad

X sobre una poblacién de tamafio inicial &, de la siguiente

forma:

H(x)-s(x) (14)

Considérese ahora cualquier intervalo de edad entre las

edades x y X+h, Si se divide este intervalo en
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ALA LA

subintervalos de longitudes He =, tn . eligiéndose un

punto en cada intervalo X+{,X+/l, . .X+1 se obtiene la

eXxpresion:
Hx+1)s(x+1))- AL (15)

que sera aproximadamente iqgual al porcentaje de muertes que
ocurriran en el j-esimo intervalo de edad, aproximacion mas
cercana conforme la longitud del intervalo A,} decrece.

Entonces el porcentaje total de muertes entre las edades X y
X+l es aprozimadamente igual a la suma de todos los productos de
la forma (15) para J=)2,.0; y el porcentaje total de muertes

sera igual al valor limite de esta suma, es decir,

limy o Z;:(x +1,)s(x +I,)-A,‘

I}
=J;1(x+l)-s(x+1)dl (16)
0
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Recordando que el resultado de una integral definida en Pnb]

representa el area bajo la curva y¥=f(X) entre las ordenadas
x=a y x=b, se aprecia que la integral (16) es el Area bajo la

curva p=(x)-8{(x) entre las ordenadas X y x+h.

Dado que el &rea bajo esta curva es numéricamente iqual al
porcentaje de muertes que ocurrirdn entre las edades X y X+,
la curva cuya ecuacion es y=pu(x)-s(x) serad llamada Curva de

Muertes,

Una consecuencia de la definicién de la Curva de muertes es

la siguiente:

H(x)-s(x) = '%'S(A‘F ~5'(x) (17)

Es decir, la curva de muertes es la grafica de la funcién de

densidad de probabilidad, -s'(x),de la variable aleatoria $(x).

En efecto, si se integra —s'(x) entre los valores [Onv], como

ya se demostrd, el valor de la integral definida serd 1, lo que
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significa que entre las edades 0 y w moriran el 100% de los
individuos que se encontraban con vida en el instante 0, k),
mientras que al integrar =-s'(X) entre cualquier intervalo de
edades, el resultado obtenido representara el porcentaje del

total de la poblacién cuyo fallecimiento se produce entre las dos

edades que marcan los extremos del intervalo.

¢
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CAPITULO 4
LEYES DE MORTALIDAD (Expresién de la funéién s(x})

burante mucho tiempo, actuarios y matemdticos se han visto
intrigados por el problema de construir una funcidén analitica que

reproduzca con precisién a la curva de mortalidad.

En este caso se trata de una curva decreciente gue presenta
al menos dos puntos de inflexién, lo cual hace que sea muy

dificil representarla mediante una funcién sencilla.

Se ha dado por hecho la existencia de la funcian s(X}, vy
varias son las personas que han hecho intentos por representarlas
por medio de funciones matemdticas al menos manejables. aunque
solamente se mencionan los intentos mas relevantes, que son
precisamente los que han permitido representar al comportamiento

de la mortalidad en términos de funciones matematicas.
El enfoque se centra principalmente en las leyes de Makeham

y de Gompertz, dada su importancia actual, si bien se presenta la

ley de be Moivre con cardcter ilustrativo.
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41) LEY DEMOIVRE

La primera y mas sencilla de las propuestas fue la de
Abraham De Moivre en 1724. De Moivre sugirid que la funcién

s(x) podria ser representada por una linea recta.

El propio De Moivre reconocié en su momento que se trataba
de una aproximacién muy grosera. Sin embargo, cumplia con el
objetivo préactico de simplificar el cédlculo de los valores de las
anualidades contingentes, lo que en esos tiempos presentaba una

tarea por demds ardua.

De Moivre recomendaba que estos supuestos se utilizaran
solamente dentro de un rango de edades comprendido entre los 12 y
los 86 anos. La formula de De Moivre puede ser expresada de la

siguiente forma:
I(x)=k-(w-x) (18)
En la siguiente ilustraciéon (2) se ha generado un recta de
Moivre, tomando como Radix 10,000,000 y una w de 100. A manera
de comparacién, se ha incluido igualmente la grafica de la curva

generada por la tabla de mortalidad de la experiencia
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Norteamericana 1958 CS0 (1958 Commissioners Standard Ordinary

Mortality Table) para hombres.

Esta comparacién muestra el porqué resulta insatisfactorio
tratar de ajustar los patrones de mortalidad mediante una sola

linea recta.

En este la elaboracién de este trabajo no se ha considerado
la metodologia empleada para la obtencién de 1la tabla de
mortalidad C.5.0. 1958. Es importante mencionar que esta ha

sido una de las tablas mds importantes que se han elaborado.

Su impacto en el campo de los Seguros en México se infiere
del hecho de que la misma estuvo en vigor entre 1960 y 1990. No
es sino hasta 1990 que se adopta el uso generalizado de la tabla
de mortalidad de la experiencia mexicana 1962-1967, misma que fue
remplazada en entre 1993 y 1994 por la tabla de mortalidad e la
experiencia mexicana 1982-1989. Dado que su vigencia fue de
aproximadamente 20 afos, una parte muy considerable de la cartera
de Seguros de vida de las compaiias de Seguros se encuentra aun

tarificada en términos de la C.5.0. 1958.

La C.§.0. de 1958 fue elaborada en su momento siguiendo el

modelo tedérico de la ley de Makeham,
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CURVAS DE MORTALIDAD
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Figura 2

Comparaci6én entre la Mortalidad obtenida usando la Ley de Moivre
con Radix 10,000,000 y la Mortalidad observada por la Tabla de
Mortalidad de 1la experiencia Norteamericana C.S.0. 1958,
Apéndice 1).
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Un examen visual de la curva de mortalidad generada por la
Tabla de Mortalidad de la experiencia Norteamericana C.S,0. 1958
nos muestra que el patrén sequido por la mortalidad es
representado de forma gréafica por una curva descendente que
presenta al menos dos puntos de inflexién claramente
distinguibles, el primero entre los 50 y los 60 afos de edad, Yy

el segundo en la vecindad de los 90 anos de edad.

Son también apreciables tres momentos. En el primero,
entre el nacimiento y los 45 afos de edad, aproximadamente,
presenta una ligera pendiente negativa, mientras que se observa
que, al llegar a los 45 afdos de edad, han perecido
aproximadamente un 10% de los individuyos censados con vida al

nacer.

A partir de los 45 afos de edad, y hasta los 85 anos de
edad, aproximadamente, se observa que la pendiente negativa se
acentita marcadamente, y que al final de este periodo apenas
sobrevive un 15%, aproximadamente, de la poblacién inicialmente

censada.

Es de esperarse que dicho 15% restante ha de fallecer entre
los 85 y los 100 afos de edad, como lo manifiesta la mortalidad

observada por la Tabla de Mortalidad 1958 C.S.0.
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Puede concluirse que un comportamiento como el descrito

dificilmente puede ser representado por una Unica linea recta.

4.2) LEY DE GOMPERTZ

En 1825, el cientifico Briténico Benjamin Gompertz examino
el efecto de suponer que "La resistencia de una persona a la
muerte decrece conforme su edad aumenta, de tal forma que al
final de intervalos iguales, infinitamente pequefios, de tiempo ha
perdido porciones iguales, infinitamente pequenias de la capacidad
remanente para oponerse a la destruccién que tenia al inicio de

dichos intervalos". (")

Entendiendo que #(X) es una medida de la susceptibilidad del

1
hombre a la muerte, Gompertz usé su reciproco =T cOmo Uuna

H(x)
medida de la resistencia del hombre a la muerte. Este supuesto

puede ser expresado de la siguiente forma:

GOMPERTZ, Benjammin, "“On the Nature of the Function Expressive of the
Law of Human Mortality and on a new mode of Determining the value of
Life contigencies.”, En “Philosophical Transactions of the Royal
Society of London”, vol 115, London, England, 1825, pp. 513-585.
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d 1

—(——)
{1 :
..‘__. ..-..,):._ ....L..:)ML:-['
dx " p(x) wxy 1
H(x)
donde h es una constante de proporcionalidad. Inteqgrando

ambos lados de la ecuacién se obtiene:

jiif-—"iﬁf)—.dm—h'[xdx ) ln——l—=—h»x+k

' H(x)
igualando arbitrariamente la constante de integracién k=-Inf:

]
n-———=-h-x-InB
H(x)

eliminando logaritmos:
,U(X) = ell-x B
y haciendo c=¢" se obtiene
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p(x)=B-c’ (19)

Matemdticamente, esta afirmacion equivale al supuesto de que
la fuerza de mortalidad se incrementa en progresiéon exponencial

con respecto a la edad x,

Para encontrar la expresion matematica de $(X), se procedera

a evaluar, de la siguiente forma:

X X

(uGdy = [B-c'dy

0 Q)

xB-c?
=[——-—-—-—-

" Inc¢c
B ____lf_
Inc Inc

Haciendo

B
_.lngz_.._..._
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se obtiene:

[ur)dy=~(c* ~1)-Ing
0

=~-In(g"™")

Recordando el resultado (9) se obtiene:

s(x) = ™

que equivale a

s(x)=g""" (20)

Esta expresién matemdtica necesita que se asignen valores a
los parametros, para que de esta forma pueda producir los valores

numéricos que se buscan.

4.2.1) DETERMINACION DE PARAMETROS

La determinacién de los parédmetros representa el verdadero

problema a resolver. Habiendose determinado que la solucidn
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existe, queda agregar que no es unica. En la férmula de
Gompertz es necesario determinar el valor de dos parametros, a

saber, By c.

Para encontrar valores numéricos se ha pretendido ajustar la
funcibén a los valores contenidos en la CSO 1958. En esta tabla
se encuentra que aproximadamente a la edad 72 afios han fallecido
aproximadamente la mitad de las personas vivas al inicio, i.e.

5(72) = 05025855. Con este dato, pueden buscarse valores para los

pardmetros B y ¢ que satisfagan la ecuacién:

s(72) =g = 05025855

Resulta inconveniente el hecho de que existen numerosas de
combinaciones de valores de B y ¢ que podrian satisfacer la
ecuacién en el punto x=72, y un numero infinito de combinaciones

que podrian ajustar a cualquier otro valor de s(x).
Con la asistencia de una computadora se fﬁeron realizando

miltiples tanteos hasta determinar los valores de los parémetros,

con una precisién de 10",
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Los valores asignados a los para&metros mediante son:

B = 10"

Q
[

1.0932761471203

En la siquiente 1ilustracién se presenta la Curva

Mortalidad correspondiente a S(x) determinada mediante

procedimiento descrito.
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ORVA DE MCRTALIDAD
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Figura 3

Griéfica de la curva de mortalidad da acuerdo con la ley de

Gompertz. (Apéndice 1)
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Para determinar la precisién con la que este modelo ajusta a
los datos de la 1958 CSO, la siguiente grafica muestra las

diferencias observadas.

ANALISIS DE DIFERENCIAS

LEY DE QOMERTZ ve, 1058 €S0
om
002 b-‘\
; /Y

o
i
)
i 108
H
1 /

o0¢ >,

1 X 1 * ® @ b @ K &t
Figura 4

Diferencias entre la Mortalidad observada en Tabla de Mortalidad
de la experiencia Norteamericana C.8.0. 1958. menos la esperada
conforme al modelo de Gompertz.(Apéndice 1)
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Los valores obtenidos fueron resultado de diversos
experimentos, habiéndose elegido aquellos con los cuales se
obtuvo una mayor aproximacién a los datos observados, usando como
referencia los rangos de variacién. El apéndice 1 muestra la
tabla de mortalidad obtenida, mientras que el apéndice 2 muestra

el procedimiento seguido.

4.3) LEY DE MAKEHAM

En 1860, William Matthew Makeham, otro actuario Britanico,
presenta una importante modificaciéon (*) a la propuesta de

Gompertz,

Makeham propone que la fuerza de mortalidad m(x), consiste
no solamente de una parte que se incrementa en progresion

geométrica, sino que ademads contiene una parte que permanece

constante durante toda la vida del individuo.

Al presentar su férmula, Gompertz habia declarado:

‘* MAKEHAM, William .M., "Oon the Law of Mortality and

the construction of Annuity Tables"., en “Journal Of the

Institute of Actuaries”, vol. 8, London, England, 1860,
pp.301~-310
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"Es posible que la muerte sea consecuencia de dos causas
generalmente coexistentes; la primera, la suerte, sin ninguna
predisposicién a la muerte o al deterioro; la segunda, un
deterioro, o una creciente incapacidad para hacer frente a la

destruccion.” ()

Sin embargo, al presentar su ley de mortalidad tnicamente
tomé6 en cuenta la segunda de las causas. Fue Makeham quien
finalmente reunid esas dos causas. El efecto de la primera de
las causas, la suerte, se anadiria como una constante a la

definiciéon de fuerza de mortalidad de Gompertz.

En términos matematicos:

U(x)=A+B-c*

donde A, B, y ¢ son constantes. Esta modificacion de la ley de
Gompertz recibid el nombre de Ley de Makeham, y representa una de
las aportaciones mds importantes, 3junto con 1la del propio
Gompertz, a la medicién de la mortalidad y la ciencia actuarial

en general,

9 JORDAN C.W. ob. cit. p. 22
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Para determinar la expresién matemdtica para S(x) es

necesario evaluar, de la siguiente forma:

[y = [(A+ By

0 0
. B.c”
= 104 y)+ 2
Inc¢
:A.x+B.c --.._B.—
Inc  Inc

B
Igualando arbitrariamente In(s)=-A vy hmg)=-—r—7

se obtiene

Iy(y)dy =-x-Ins-(c*-1)-Ing
0

=~Ins* ~Ing""
Recordando el resultado (9).
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-
s(x)=e " (9)

se obtiene

S(X) = s(O) . elns+|ng¢"-l

Y recordando que ${(0)=1, y eliminando logaritmos, se tiene

que la expresién anterior es equivalente a:

s(x)=s5"-g""

4.3.1) DETERMINACION DE PARAMETROS

La determinacién del valor numérico de los parametros en
primera Ley de Makeham presénta mayores dificultades que en

caso de la Ley de Gompertz, ya que son tres los valores que

han de determinar.

En un primer experimento, se recurrié

procedimiento descrito para la Ley de Gompertz.
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valor de que muestra la Tabla de Mortalidad 1958 CSO para la edad
de 72 aios; i.e, s(72) = 0,5025855 y con la asistencia de una
computadora se determinbé el valor numérico de los pardmetros, a

saber:

A= ,003

B = 10..4 .815301232563

c=1,12

Los datos obtenidos se presentan, en forma de grafica en la
ilustracién (7). La tabla de mortalidad generada por esta

funcién se presenta, para fines ilustratives, en el apéndice 2.
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La gréfica muestra la curva de mortalidad generada mediante la
Ley de Makeham en la primera cbservacién. (Apéndice 1)
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ANALISIS DE DIFERENCIAS
LEY DE MAKEHAMvs, CS0 1958
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Figura 6

La grafica muestra las diferencias entre la Tabla de Mortalidad de la
experiencia Norteamericana C.S.0. 1958. menos la mortalidad esperada
de acuerdo con el primer modelo de la Ley de Makeham. (Apéndice 1)
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La grafica (6) muestra las diferencias observadas con

respecto a la 1958 C,5.0.

Puede apreciarse que las diferencias observadas fluctian

dentro del intervalo comprendido por (-0,001,0.05].

La magnitﬁd de la fluctuacién entre mortalidad observada vy
la mortalidad esperada llevdb a la realizaciéon de un nuevo
experimento. Habiéndose observado que la fluctuacién mas
pronunciada se presentd entre los valores de 40 y 50 anos de
edad, se decidié buscar el valor numérico de los parametros a

partir del valor de la funcién supervivencia para la edad de 50

anos, que segln la 1958 CSO corresponde a s (50} = 0.8762306.

Siguiendo el mismo procedimiento que en los casos anteriores
se determiné que el valor de los parametros debia ser el

siguiente:

>
i

.0009

B = 10-4.02889523533

1.0925

[}
]
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Figura 7

la grafica muestra la curva de mortalidad generada mediante la
Ley de Makeham en la segunda observacién. (Apéndice 1)
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La curva de mortalidad obtenida por este método se presenta
en la siquiente ilustracion. Los procedimientos se han incluido
en el apéndice 2, y la tabla de mortalidad generada por este

modelo se incluye en el apéndice 1.

Al analizar las diferencias entre la mortalidad observada
por la 1958 CSO y la mortalidad esperada de acuerdo con esta
nueva parametrizacién de la Ley de Makeham salta inmediatamente a
la wvista que el rango de las fluctuaciones se reduce
dramaticamente hasta quedar dentro del intervalo comprendido por

{- 0.012, .004]},
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Figura 8

La-gridfica muestra las diferencias entre la Tabla de Mortalidad
de la experiencia Norteamericana C.S.0, 1958.menos la mortalidad
esperada de acuerdo con el segundo modelo de la lLey de Makeham.
(Apéndice 1)
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Estas diferencias resultan extremadamente interesantes, pues
las fluctuaciones se han reducido al rango de % 1.2%, lo cual

representa una importante ventaja con relacién a los otros

modelos que han sido desarrollados.

4.4) ANALISIS DE LA INFORMACION

Los datos obtenidos en las secciones 4.2) y 4.3) del
capitulo anterior representan una aproximacién cercana a la
mortalidad observada en la Tabla de Mortalidad 1958 (SO,
obteniendo una precisién en el ajuste de los datos de hasta # 1%

en el caso de la sequnda prueba con la Ley de Makeham,

Encontrar una expresidon de la mortalidad esperada que se
aproxime alin mds a la mortalidad observada representa una enorme
ventaja de indole practico para llevar a cabo el calculo de las
probabilidades de supervivencia de un individuo, mismas que son

utiles para determinar el monto de las primas y las anualidades

contingentes.



Para llevar a cabo estos cadlculos han de considerarse los
resultados obtenidos con la Ley de Gompertz y con los dos

experimentos realizados sobre la Ley de Makeham.

Al estudiar las diferencias que cada una de estas tres
funciones presenta con relacién a la mortalidad observada por la
Tabla de Mortalidad, y que es presentada en la ilustracion (11},

surgen algunas consideraciones,
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ANALLISIS DE DIFERENCIAS
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La grafica muestra las diferancias entre la mortalidad observada
Tomada de la Tabla de Mortalidad de la experiencia Norteamericana
C.5.0. 1958,y la mortalidad esperada conforme a la Ley de Gompertz
y los dos experimentos con la Ley de Makeham. (Apéndice 1)
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En primer lugar, el segundo experimento con la Ley de
Makeham, descrito en la secciébn 4.3.1}) proporciona, en
comparacion con los otros dos, un ajuste mas bondadoso con
respecto a la mortalidad observada por la Tabla de Mortalidad
1958 Cs0. Como se puede apreciar en la ilustracién (10), las
diferencias fluctlan dentro del rango [~0.012,0.004}, 1lo que

representa un rango de diferencias entre -1.2%9 y 0,43%.

Es notorio que el intervalo en el que esta funcidn se ajusta
mejor a los datos observados es aquel comprendido entre las
edades [50,w), como se puede apreciar en la ilustracien 12, que
presenta un detalle parcial, dentro de dicho intervalo, del
andlisis de diferencias entre la Tabla de Mortalidad 1958 CSO vy

el segundo experimento con la Ley de Makehan.

Este contrasta significativamente «con los resultados
obtenidos con la Ley de Gompertz y el primer experimento con la
Ley de Makeham. En ambos casos, las diferencias sobrepasan
ampliamente las obtenidas mediante el sequndo experimento con la

Ley de Makeham.
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Figura 10

la grafica presenta las diferencias entre la Mortalidad observada
Tomada de la Tabla de Mortalidad de la experiencia Norteamericana
C.8.0. 1958, menos Mortalidad esperada calculada mediante el
segundo experimento con la Ley de Makeham, en el intervalo
(50,w]).
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La grafica presenta las diferencias entre la
Mortalidad observada Tomada de la Tabla de
Mortalidad de la experiencia Norteamericana C.S.0.
1958, menos Mortalidad esperada calculada mediante
el segundo experimento con la Ley de Makeham, en el
intervalo [0,50).
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En contraste, en el intervalo [{0,50) las diferencias
resultan, como lo indica la ilustracion (13), mas pronunciadas.

En la vecindad de x = 26, la diferencia alcanza el 1.12».

Tomando en cuenta las diferencias encontradas entre la Tabla
de Mortalidad de la Experiencia Norteamericana C.S.0. 19958, y los
tres experimentos que se llevaron a cabo, puede apreciarse que
estas son, en realidad, minimas, por lo que puede considerarse
que el método empleado cumple su objetivo de proporcionar una

aproximacién de la mortalidad esperada a la mortalidad observada.
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CONCLUSIONES

Se ha podido comprobar, en primer lugar, que las
caracteristicas matematicas de la funcién supervivencia ls
constituyen en un modelo matematico eficiente para la medicion y
prediccién de la mortalidad humana, siendo un ejemplo claro del
trabajo del Actuario en la construccion de modelos matematicos

para el desarollo de sistemas de Seguros.

Se comprueba, igualmente, que los cédlculos matemdticos que
permiten pasar del planteamiento de la funcién supervivencia a la

existencia de la funcién fuerza de mortalidad y el planteamiento

de funciones con parametros numéricos se apega en todo momento &

conceptos particulares de la matemdtica pura, ratificando a la

Actvaria como una rama de las Matematicas Aplicadas,

Tanto 1la funcidén de supervivencia como la fuerza de
mortalidad cumplen en el objetivo de ser representaciones
matemadticas de la realidad del entorno, en este caso
reproduciendo el comportamiento que sigue la extincidén gradual de

una poblacidén humana sujeta a causas naturales.

En cuanto a la construccién de los modelos numéricos para la

obtencién de la funcién supervivencia, las tres versiones del

18



método empleado arrojan diferencias minimas en comparacién con el
modelo a partir del cual fueron generadas, que fue la tabla de
mortalidad C.S.0, 1958 de la Experiencia Norteamericana. Esta
tabla no es sino un ejemplo de un modelo disenado para ajustar
datos censales. El procedimiento empleado para ajustar estos
datos mediante una funcién supervivencia demuestra, por su
aparente simplicidad, que para 1la obtencion de parametros
numéricos no existe un método uUnico, sino que efectivamente
existe la posibilidad de investigar cualquier método que permita
obtener parametros numéricos para ajustar los datos observados,

minimizando las variaciones.

Tomando la tabla de mortalidad C.S.0. 1958 de la Experiencia
Norteamericana como los datos observados, las anteriores
consideraciones permiten apreciar que el modelo matematico
construidoe se ajusta con suficiente precisién al modelo
observado, independientemente del método empleado para su

elaboracién.

En consecuencia, el empleo de la matematica pura, en el caso
concreto el célculo diferencial e integral, la probabilidad y las
ecuaciones diferenciales, han permitido el desarrollo de 1la
ciencia actuarial en el campo de la medicién de la mortalidad,
mismo que es la base de todas las matemadticas involucradas en el

sequro de vida.
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APENDICE 1

TABLAS DE MORTALIDAD COMPARADAS

Primex Segundo Ley de
experimento } experimento Gompertz
1958 c.s.o. con Ley de | con Ley de
Makeham Makeham
[“EDAD 1(x) »{x) a (x) s (x) a(x)
o1 10,000,000 1.0000000 1.0000000 1.0000000 1.0000000
1 9,929,200 0.9929200 0.9969883 0,9990027 0.9998954
2 9,911,725 0.9911725 0.9939838 0.9979973 0.9997811
3 9,896,659 0.9896659 0,9909862 0,9969831 0,9996561
q 9,882,210 0.9882210 0.9879952 0.9959592 0.9995195
5 9,868,375 0.9868375 0.9850106 0.9949245 0.9993701
6 9,855,063 0.9855063 0.9820319 0.9938782 0.9992069
7 9,842,241 0.9842241 0.9790589 0.9928189 0.9990284
8 9,829,840 0.9829840 0.9760912 0.9917456 0.9988334
9 9,817,749 0.9817749 0.9731283 0.9906567 0.9986202
10 9,805,870 0.9605870 0.9701697 0.9895509 0.9963871
11 9,794,005 0,9794005 0.9672149 0,9884264 0.9961324
12 9,781,958 0,9781958 0.9642632 0.9872816 0.9978540
13 9,769,633 0.9769633 0.9613141 0.9861145 0.9975498
14 9,756,137 0,9756737 0.9583667 0.9849230 0.9972172
15 9,743,175 0.9743175 0.9354203 0,9837049 0.9968538
16 9,728,950 0.9728950 0,9524738 0.9824576 0.9964566
17 9,113,967 0,9713967 0,9495264 0.9811784 0.9960225
18 9,698,230 0.9698230 0.9465768 0.9796643 0.9955482
19 9,681,840 0.9681840 0,9436237 0.9785121 0.9950299
20 9,664,994 0.9664994 0.94060658 0.9771184 0.9944635
21 9,647,694 0.9647694 0.9377015 0.9756792 0.9938447
22 9,630,039 0.9630039 0,9347290 0.9741904 0.9931666
23 9,612,127 0.9612127 0.9317463 0.9726475 0.9924300
24 9,593, 960 0.9593960 0.92687514 0.9710455 0.9916231
23 9,375,636 0.9575636 0.9257416 0.9693790 0.9907417
26 9,557,155 0,9537135% 0.9227144 0,9676422 0.9897789
271 9,538,423 0,9538423 0.9196666 0,9658287 0,96887275
Fi) 9,519,442 0.9519442 0.9165951 0.9639315 0.9875792
29 9,500, 118 0.9500118 0.9134939 0.9619432 0.9863254
30 9,480, 358 0,9480358 0.9103649 0.9598556 0.9849564
31 9,460, 165 0.9460165 0.9071974 0,9576598 0,9834619
32 9,435,447 0.9435447 0.9035683 0,9553461 0,9818306
33 9,418,208 0.9418208 0.9007319 0.9529042 0.9600503
34 9,396, 350 0.9396358 0.68974215 0.9503226 0.9761075
35 9,373,807 0.9373807 0.8940502 0.9475891 0,9759880
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Primer Segundo Ley de
experimento | experimento Gompertz
1958 c.s.0. con Ley de | con lLey de
Makeham Makeham
" EOAD Ty a (x) s (x] a (x) 8 (x]
36 9,350,273 0,9350279 0.8906099 U,9446903 0.9736760
37 9,325,594 0.9325594 0.8870918 0.9416120 0.9711546
36 9,299,482 0.9299482 0.8834860 0.9383385 0.9684056
39 9,211,451 0.9271491 0.8797816 0,9348530 0,9654090
40 9,241,359 0.9241359 0.8759664 0.9311374 0.9621435
(]} 9,208,737 0.9208737 0.8720268 0.9271722 0,9585860
42 9,173,375 0.9173375 0.8675%480 0.9229363 0.9547118
43 9,135,122 0.9135122 0.8637132 0.9184072 0,9504941
44 9,093,740 0,9093740 0,8593040 0,9135606 0.9459043
45 9,048,999 0,9048999 0.8547001 0.9083705 0.9409118
46 9,000,587 0.9000587 0.8498789 0.9028092 0.9354837
47 8,948,114 0.8%468114 0.8448156 0.8968471 0,9295851
48 8,891,204 0.6891204 0.8394826 0.8904526 0.9231789
49 4,829,410 0.8829410 0.8338497 0.8835922 0.9162257
50 8,762,306 0.8762306 0.8278837 0,8762306 0.9086838
51 8,689,404 0.8689404 0.8215482 0.8683304 0.9005094
52 8,010,244 0.8610244 0.81468032 0.8598525 0,8916567
S 8,924,486 0.8524486 0.8076053 0.8507557 0,8820777
o4 4,431,654 0.8431654 0.7999070 0.8409974 0.8717230
55 8,331,317 0.8331317 0.7916568 0.8305336 0.8605415
56 8,223,010 0.8223010 0.7827995 0.8193188 0.8484811
EY) 8,106,161 0.8106161 0.7732751 0.8073069 0.8354891
58 71,980,191 0.7980191 0.7630200 0.7944512 0.8215127
L) 1,844,528 0.7d844528 0.7519663 0.7807052 0,8065001
60 7,648,698 0.7698698 0,7400425 0.7660232 0.7904009
61 1,542,106 0.7542106 0.7271740 0,7503610 0.7731675
62 1,374,370 0.7374370 0.7132834 0.7336769 0.7547563
63 1,195,099 0.7195099 0.6982921 0.7159329 0.7351291
64 1,003,925 0.7003925 0.6821210 | 0.6970857 0.7142547
[) 6,800,531 0.6800531 0.6646929 0.6771385 0.6921108
66 6,984,614 0.6584614 0.6459340 0.6560424 0,66866863
67 6,335,865 0.6355665 0,6257771 0.6337982 0.6439830
[:] 6,114,088 0.6114088 0.6041646 0.6104084 0.6180186
[£] 5,859,253 0.5859253 0.5810527 0.5858893 0.5908286
10 3,992,012 0.5592012 0.5564156 0.5602732 0.5624694
71 5,313,586 0.5313586 0.5302510 0.5336105 0.5330202
12 5,025,805 0,3023853% 0,35025835 0.5059718 0.5025855
13 4,131,089 0.4731089 0,4734806 0.4774499 0.471296%
" 4,431,800 0.4431800 0.4430388 0.4481615 0.4393143
13 4,129,906 0.4125506 0.4114096 0.4182485 0.4068266
76 3,826,895 0.3820895 0.3787943 0.3878782 0.3740513
Kid 3,923,881 0.3523881 0.3454492 0.3572433 0.3412325
ki) 3,221,884 0,3221684 0.3116872 0.3265606 0.3086382
19 2,922,035 0,2922055 0.2778756 0.296068% 0.2765554
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Primer Segundo Ley de
experimento | experimento Gompertz
1958 c.a.0. con Ley de | con Ley de
Makeham Makeham
[EDAD TTx) 8 (X) 8 (X) B (X) 8 (%)

80 2,626,312 0,2026372 0.244429%¢6 0.26060228 0.2452834
81 2,337,524 0,2337524 0.2118020 0.2366917 0.2151262
82 2,058,541 0.2058541 0.1804661 0.2083484 0.1863821
83 1,792,639 0,179263% 0.1508946 0.1812632 0.1593327
84 1,542,781 0.1542781 0.1235325 0.1556936 0.1342312
85 1,311, 348 0.1311348 0.0987685 0.1318741 0.1112904
86 1,100,037 0.1100037 0.0769045 0,1100054 0.0906712
87 909,929 0.0909929 0.0581302 0.0902445 0.0724738
88 741,474 0,0741474 0.0425033 0.0726958 0.0567306
89 994,477 0.0594477 0.0299421 0.0574047 0.0434043
90 468,174 0.0468174 0.0202321 0.04435%42 0.0323893
91 361,365 0,0361365 0.0130475 0.0334654 0.0235187
92 272,952 0.0272552 0.0079856 0.0246024 0.0165752
93 200,072 0.0200072 0.0046095 0.0175807 0.0113066
94 142,191 0.0142191 0.0024919 0.,0121796 0.0074423
95 979,129 0.0097125 0,0012517 0.0081568 0.0047113
96 63,037 0, 0063037 0.0005791 0.0052642 0.0028580
97 37,787 0.0037787 0.0002443 0,0032628 0,0016547
98 19,331 0,0019331 0.0000930 0.0019350 0.0009104
99 6,415 0.0006415 0.0000315 0.0010935 0.0004738
100 0 0.0000000 0.0000094 0.0005862 0.0002320
- 101 0 0.0000000 0.0000024 0.0002967 0.0001063
102 0 0.00G0000 0.0000005 0,0001410 0,0000453
103 0 0.0000000 0.0000001 0.0000625 0,0000178
104 0 0.0000000 0.0000000 0.0000257 0,0000064
105 0 0.0000000 0.0000000 0.0000098 0.0000021
106 0 0.0000000 0.0000000 0.0000034 0.0000006
107 0 0.0000000 0.0000000 0.0000011 0,0000002
108 0 0. 0000000 0.0000000 0.0000003 0, 0000000




APENDICE 2
LAS SIGUIENTES PAGINAS SON HOJAS DE EDICION DEL PROGRAMA
EDITOR DE ECUACIONES MATHCAD, EMPLEADO PARA LOS CALCULOS.
EL SIMBOLO ":=" DENOTA LOS VALORES PROPORCIONADOS AL SISTEMA,
MIENTRAS QUE EL SIMBOLO "=" DENOTA LOS VALORES CALCULADOS
POR EL SISTEMA.

DETERMINACION DE PARAMETROS PARA EL EXPERIMENTO CON
LA LEY DE GOMPERTZ

Parémetros obtenidos mediante tanteo para ajustar
la férmula obtenida para la ley de Gompertz al valor
de §(72)=0.5025855 de la tabla de mortalidad

1958 C.S.0.
X :=0 ,.,100 -4
b := 10 ¢ := 1,0932761471203
b
In{c)
g =€
X
c -1
1({x) :=g FUNCION S(X) (pdgina 93)
1(0) = 1
1(61) = 0.773167470463
1(72) = 0.5025855 Valor de referenica

1(80) = 0.245283432236
1(100) = 0.000231975229
1(110) = 0.000000001358

g = 0.99887928608

Gréfica de s(x) con los valores
calculados por la computadora.

1(x}

0 X 100



DETERMINACION DE PARAMETROS PARA EL PRIMER EXPERIMENTO CON
LA LEY DE MAKEHAM.

Parémetros obtenidos mediante tanteo para ajustar la
férmula obtenida para la ley de Makeham al valor de
5(72)=0.5025855 de la tabla de mortalidad 1958 C.S.O.

x := 0 ,.100 a := .003
c :=1.12 -4,815301232563
b := 10
~(a)
8 1= €
b
- FUNCION S(X) (pAgina 101)
In(c)
g:=e X
X c -1
1(x) := 8 g
1(0) =1
1(61) = 0.727173987469
1(72) = 0.5025855 valor de referencia

1(80) = 0.244429611575
1(100) = 0.000009388511

0.997004495503

[+2]
n

g = 0.999865001296

1(10) = 0.970169669306
1(20) = 0.940665837072
1(30) = 0,910364858991
1(40) = 0.87596635123

1(50) = 0.827883738324
1(60) = 0.740042549432
1(70) = 0.55641561073

1(80) = 0.244429611575
1(90) = 0.020232069366

1(100) = 0.000009388511



DETERMINACION DE PARAMETROS PARA EL SEGUNDO EXPERIMENTO CON
LA LEY DE MAKEHAM

Parémetros obtenidos mediante tanteo para ajustar la
férmula obtenida para la ley de Makeham al valor de
5(50)=0.8762306 de la tabla de mortalidad 1958 C.S.0.

x := 0 ,.100 a := .0009 -4,02889523533
b o= 10
c := 1.0925
- (a)
6 1= @
b
- FUNCION S(X) (pdgina 101)
In(c)
g:=e x
X c -1
1(x) :=8 g
1(50) = 0.8762306 1(100) = 0.000586191476
1{(72) = 0.50597176819 1(0) = 1
1(80) = 0.266022837996
s = 0.999100404879
g = 0.998942973822
1(10) = 0.989550851659
1(20) = 0.97711839654
1(30) = 0.959855615284
1(40) = 0.9311373952
1(50) = 0.8762306
1(60) = 0.76602318658
1(70) = 0.560273246501
1(80) = 0.266022837996
1(90) = 0.044354151291
1(100) = 0.000586191476

-8
1(110) = 1.669140342906-10



APENDICE 3

LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

7 : ‘
Sean X,,Xg,---,z\,, variables aleatorias mutuamente

independientes (discretas o continuas), cada una con media M vy

. 2 L
varianza O finitas.

Entonces, si S,,=X1 4'4\’2‘*‘”."’1\’,, y sea €& cualquier

nimero positivo, se tiene:

lim,_,., P(F—"— -p2e)=0
n

S

n
PDado que ’;’l' es la media aritmética de X;_Xz,---,X,,, este

teorema establece que la probabilidad de que —'i difiera de su

valor esperado en mas de £ tiende a 0 cuando n—yw.

El teorema anterior puede igualmente ser interpretado de

la siguiente forma:
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LEY DE LOS GRANDES NUMEROS PARA PRUEBAS DE BERNOULLI:

sea X 1la variable aleatoria que proporciona el numero de

X

éxitos en M pruebas de Bernoulli, de tal forma que 7; es la

proporcién de éxitos. Entonces, si J) es la probabilidad de

éxito en una sola prueba y & es cualquier numero positivo,

lim I’(-—{-—p 2¢)=0
n

H~p®

En otras palabras, a la larga se hace extremadamente

X

factible que la proporciétn de éxitos sea tan proxima como

se desee a la probabllidad de éxito en una sola prueba, p.

Los dos teoremas anteriores permiten la siguiente

interpretacién:

Sea «¥, la variable aleatoria que proporciona el namero de

personas que llegan con vida a la edad ! tomadas de una
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X,
poblacién de tamano M, de tal forma que ”;" ¢s la proporcion

de personas que llegan con vida a la edad i

Entonces, si J); es la probabilidad de morir al alcanzar

dicha edad y & es cualquier numero positivo,

X

lim P( 2¢€)

I

- P, 0.

H-r @

en otras palabras: a la larga se hace ecxtremadamente factible

que la proporcidén de personas que llegan con vida a clerta edad

X

“ 1
I, ';’, sea tan proxima como se desee a la probabilidad de que

una sola persona lleque con vida a cierta edad p;.

Lo que resulta mlds interesante en este caso es que

inicialmente se ignora cual es la posibilidad de que una

persona llegue con vida a la edad i, pero por el enunciado que
se hizo de la Ley de los Grandes Numeros para pruebas de
Bernoulli, resulta factible suponer que se escoge N lo

suficientemente grande, entonces podemos aceptar que, con un

cierto margen de error &, que la probabilidad, p;, de que una
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X,

persona llegue con vida a la edad I esta dada por “’_1“, la

proporcién de personas que llegan con vida a la edad I en una

poblacion de tamafo N,
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