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INTRODUCCION

La mecanica Newtoniana ¢s !a utilizada cominmente en la solucién de problemas dinamicos;
Y por logica la que se ensefia desde la educacion media hasta la superior.

Mas aiin, se creia que la explicacion de los fenomenos naturales venia a significar la
explicacion en términos de la mecAnica Newtoniana, se supuso que el comportamiento fisico
de la electricidad, 1a luz y Ia materia quedarian incluidos eventualmente dentro de este
esquema, con suficiente diligencia y objetividad; Se esperaba que cuestiones de !a filosoffa y
problemas de la sociedad humana siguieran métodos paralelos de investigacion y analisis.
No obstante en la tiencia se desarrollé paralelamente y extremadamente rapido el Caleulo
Diferencial ¢ Integral y 1a solucién de ecuaciones diferenciales, lo que trajo una cxtensa
explotacion de la Mecénica Newtoniana,

En el primer capitulo trato de mostrar parte de este movimiento, ¢n forma condensada, éste es
como |a historia de las ideas, tanto en Ia ciencia como en cualquier otro campo, no es
simplemente la historia de las ideas 6 un recuento de los hombres mds importantes. El trabajo
de cada Genio es hecho posible, estabilizando y relacionando con toda 1a estructura de la
ciencia solamente a través de los trabajos de Hombres menos conocidos. La ciencia no puede
ser hecha por gigantes Gnicamente, como Lord Rutherford ha dicho "No est4 en la naturaleza
de Ias cosas que cualquier Hombre haga un descubrimiento grande y repentino; La ciencia va
paso a paso y cada Hombre depende del trabajo de sus predecesores... los cientificos no
dependen de las ideas de un sélo Hombre sino de la sabiduria combinada de miles de
Hombres".

Por tanto, propiamente debemos buscar en la contribucién de cada hombre 1a herencia del
pasado, la influencia de sus contemporéneos y el significado para sus sucesores.

En el segundo capitulo vemos de manera general algunos conceptos de 1a Dinamica,
visualizando los axiomas de Newton y sus demostraciones deductivas sobre los teoremas que
sefalan que 1a histeria de la Dinkmica no puede estar desligada de la historia de las
mateméticas, este método de las “Fluxiones" fue inventado especificamente por Newton para
ayudarle a resolver e! enigma del movimiento de la luna y determinar que una esfera
homogénea que atrae un cuerpo se comporta como $i toda su materia estuviera concentrada
en su centro. Por esto la Dindmica es una ciencia deductivs, como tal, su estructura
matemitica formal puede construirse sobre otros axiomas findamentales distintos dc los
utilizados por Newton; Esta ultima aseveracion es el contenido de! tercer capitulo. Podemos
hacer uso de !a propia teoria de Newton de que "la luna gravita hacia 1a tierra y por la fuerza
de gravedad cs sacada continuamente de un movimiento rectilineo y mantenida en su 6rbita",
Este fue ¢! cdlculo que Newton, con datos contemporaneos, encontrd que "contestaba muy
aproximadamente", probablemente dentro de un reducido porcentaje, 1a suposicién de una
trayectoria estrictamente circular y valores algo inexactos para el radio y !a gravedad hacia
claro desde ¢l principio que no podia haberse esperado una concordancia perfecta.

Sin embargo ha sido una fuente de mucha especulacion e} porque Newton no comunicé a
nadie este notable resultado cuando lo concibid por primera vez, sino hasta veinte aflos
después aproximadamente.



Aparte de su reserva y su temor a disputas con Hombres envidiosos, parece que no pudo, en
ese entonces explicar claramente una hipotesis implicita en el argumento, a saber, que la fuerza
gravitacional de la tierra actia como si se originara en el mismo centro de la esfera y que
consecuentemente’debe hacerse la medicion de distancia no a la superficie de la esfera, sinoa

~ sucentro,

Como los antiguos estimaban a la ciencia de 1a Mecénica como de méaxima importancia en la
investigacion de las cosas naturales, y los modemos, rechazando formas sustanciales y
cualidades ocultss, han tratado de sujetar los fendmenos de Ia naturaleza a las leyes de las
matematicas, de aqui se desprende un método ms exacto utilizando conceptos de Célculo
Diferencial y Fisicos que dan paso a Ia Mecknica ngnngum 6 Analitica muy utilizads
actualmente en la robétics.



Breve Historia de la Mecdnica




La Mecénica es una rama de Ia Fisica encargads de estudiar las acclones de las
fuerzas, de Ia cual resultaban las leyes del movimiento y det equilibrio, Esta ciencia presenta
rafces antiquisihas y ha evolucionado al través de los siglos con aportaciones tan
revolucionarias que la humanidad se ha demorado varios afios en comprender dichas teorias.

En la Mecénica se observan varias divisiones, generadas por necesidades de explicar ciertos
fendmenos por ejemplo: La Mecanica Newtoniana 6 Clasica estudia cverpos
macroscopicos, no asi el movimiento de los dtomos. De aqui nace la Mecanica Cuéntica que
¢n uno de sus apartados considera que ia luz viaja a través de ondas, la teoria no explica
ciertos fendmenos de refraccion de Ia luz, por lo que se crea la Mecinica Ondulatoria
estableciendo que 1afuz viaja mediante corpiisculos, asociando un movimiento ondulatorio
a un movimiento de particulas, de esta manera son explicados los fenémenos no
considerados en Ia MecAnica Cuéntica. )

Del mismo modo Ia Mecénica Racional esta basada en resultados tedricos, tomando leyes
probadas, de aqui nace Ia Cinemitics, la Estitica y la Dindmica. En cambio la Mecénica
Relativista considera los efectos de las velocidades del orden de la luz (considerando que ¢s
1a mayor velocidad det universo) en cuerpos, analizando cambios en su masa, tiempo, etc.
La Mecinica Celeste estudia los movimientos de los astros y demds cucrpos celestes.

La Mecinica ha evolucionado junto con la matemdtica gracias a cientos de personas a
través de ta historia; Haré mencion de aquellos cuyas aportaciones son relevantes, sin olvidar
que detris de el!o: 86 encuentran otros genios menos reconocidos.

El interés del hombre por explicar los fendmenos naturales empieza formalmente con
Arquimedes de Siracusa (212 - 287 a.C.) con la aportacitn de la idea del centro de gravedad
de un cuerpo, su contribucion a ls teoria dela palanca, ¢l concepto de la fuerza de empuje
actuante en un cuerpo al flotar en un liquido, Fue ¢l inventor el polipasto, el tomillo y ¢! plan
inclinsdo, estudid los fenomenos de reflexitn y refraccitn de 1a fuz; En el campo dela
matematica, fue el inventor del Cilculo Integral, perfecciond et método de numeracion
Griego y calculé el valor de n.

Buridan (1300 - 1366) Desarrollé Ia teoria de los impetus aplicindola a 1a caida de los
cuerpos y al movimiento de los astroa.

Alberto de Saxe(1316- 13902 Introdujo la nocidn def centro de gravedad a partir de la idea
de Arquimedes. Considera el Impetus como una "Gravitas accidentalis" para distinguirlo de
1a "Gravitas naturalis®.

Leonardo de Vinci (1453 - 1519) En el campo de ta Mecénica relacioné los momentos
cstiticas con el equilibrio de los cuerpos. Albergd la idea de la teoria del movimiento
rectilineo uniformemente acelerado, que después ayudaria a Galileo,



Stevinus (1548 - 1620) Plante6 el principio del plano inclinado, inventado por Arquimedes
utilizando el método del paralelogramo.

Galileo Galilei (1564 - 1642) Enuncié y verifico experimentalmente las leyes cineméticas de
las caidas de los cuerpos y del movimiento uniformemente acelerado, observé que las
fuerzas producen aceleraciones. Descubrio la ley de la inercia que después retomaria
Newton, el paralelogramo de movimientos (composicion vectorial) obtuvo la trayectoria de
un proyectil; plasméndolos en su obra "Dialogues Concerning to new Sciences". Construyo
el primer telescopio, realizando con este, interesantes descubrimientos astronémicos.

Kepler (1571 - 1642) En su obra "Astronomia Nova" cit6 tres leyes empiricas del
movimiento planetario, en "Harmonice Mudi* concibi6 Ia gravedad como la andloga de la
atraccion magnética.

Descartes (159G - 1650) Propuso la "Cantidad de Movimiento" que en realidad fueron ideas
vsgas de movimiento lineal. Establecio |a fuerza viva conocida hoy en dia como "Energia
Cinética", menciond que todo espacio estaba lleno de un fluido sutil ¢ invisible de
corpusculos materiales contiguos, supuso que el movimiento de los Astros era similar al de
un fluido en un Vértice, todo lo anterior relacionado en su obra "Principia Philosophiae”.

Pascal (1623 - 1662) Aplicé el principio de "Velocidades Viriuales” a la Estatica de los

_ fluidos, estableci6 las leyes de la presion de los liquidos, demostrd que la presion

atmosférica varia con la altura; en su obra "Reécif de 1a Srande Experience de L'equilibre des
Liquores". :

Huyghens Christian (1629 - 1695) Invent6 el reloj de péndulo y mediante mediciones
pendulares determind la aceleracion de la gravedad. Establecid la conexién entre trabajo y
energla Cinética, cred las ideas entre Aceleracion Centripeta y Fuerza Centrifuga, dedujo la
formula
2
A=V /r
para el movimiento circular uniforme. Su obra "Horologium Oscillatorium”

Newton Isaac (1642 - 1695) Su obra que cred una revolucion en aquella época "Principia
Mathematica” comienza con definiciones de masa, fuerza, inercia, fuerza centripeta,
Posteriormente sigue una seccion sobre espacio absoluto, relativo, tiempo y moviniiento.
Después encontramos las tres leyes del movimiento junto con los principios de
descomposicion de Vectores (fuerza y velocidad).

Para Isaac Newton hay cuatro regles que reflejan la uniformidad en toda la naturaleza.

La primera se conoce como el principio de Parsimonia”, la segunda y tercera “Principios de
Unidad", 1a cuarta es una creencia sin la cual no podria utilizarse la 1ogica.

1) Enla Naturaleza todo es simple “La Naturaleza no hace nada en vano y mientras mas
Vano sea menos servirg".



2) El andlisis de un problema en el que se observen efectos semejantes debe de aplicirsele la
misma causa sin importar el lugar (si es que este no afecta el fendmeno estudiado).

3) Las propiedades comunes a todos los cuerpos deben aplicirseles a todos ellos en general,
En la tierra, en la luna, sobre una roca, etc.

4) Las porciones en I tierra van a considerarse cicrtas 6 aproximadas hasta que los
fendmenos demuestren excepciones 6 correcciones.

Esto es parte de lo editado en sus principios ademas de la Ley de 1a Gravitacion Universal.'

Bernoulli Jacobo (1654 - 1705) Dedujo el centro de oscilacion a partir del principio de la
palanca (estudiado por Arquimedes) resolvid problemas de inflexion en vigas y columnas
editando sus resultados en “Acta Eruditorium”

Bernoulli Juan (1667 - 1748) Contribuyo al principio de conservacion de la energia,
generalizo el principio de Velocidades Virtuales, sus Obras: “Acta Eruditorium” y Opera
Ommnia, ' >

Maupertius (1698 - 1759) Descubrid para un sistema, llegue al equilibrio se necesita un
méximo 6 un minimo. Enuncié el principio de “Minima Accién” (Accién = masa X
velocidad X recorrido) esto es una combinacion vaga de trabajo Virtual y fuerza viva
(Energia Cinética). Sus obras: “Memoires de L°Academie de Paris”, "Memoires de
L’Academie de Berlin.

Bernoulli Daniel (1700 - 1782) Aplicé el principio de fuerza viva al movimiento de fluidos,

ideo un método para determinar la salida de un liquido por un orificio, descubri6 la ley de

conservacion de las dreas, que s una generalizacion de la primera y segunda ley de Kepler

del movimiento de los Astros, enuncid una teoria rudimentaria sobre la presion de un gas.
Su obra: “Hidrodynamica, sine de Viribus et Motibus Fluidorum Conunentar”.

Euler Leonard (1707 - 1783) Introdujo los “Trigngulos” que llevan su nombre, enla
Dinamica de Cuerpo Rigido, se cree que fue el primero en escribir explicitamente la segunda

ley de Newton
1 2
Focta=m( 8x /81)

1ded el "Momento de Inercia”, Realizo varias aportaciones que editd en articulos de las
academias de Berlin y San Petersburgo, contribuyé al calculo de las variaciones en su obra
“Mechanica Motus”,

Clairau T. (1713 - 1765) Aplico la teoria del Potencial al equilibrio de los liquidos, con este
punto de vista discuti la forma de la tierra en su obra “Theorie de {a Figure de la Terre".

' Principio de Newton *Evaluacion de los conceptos de la Fisica”



D’ Alembest (1717 - 1783) Con su principio establecido en “Traité de Dynamique”, el cual
menciona que un sistema de s0lidos de masa constante, donde no hay rozamientos entre
ellos ni con cuerpos exteriores, ¢l trabajo Virtual de las fuerzas aplicadas y de las fuerzas de
inercia serd nulo. Dedujo que dos cantidades variables que permanecen constantemente
iguales tienen ¢l mismo limite. Hoy en dia su principio es punto de partida para determinar
las ecuaciones del movimiento,

Lagrange Joseph Louis (1736 - 1813) Introdujo funciones de las coordenadas y de las
velocidades relacionadas con la ley de la conservacién, energia Cinética y Potencial. Realizé
trabajos sobre calculo de las variaciones, y Ia teoria de las funciones analiticas, ide6 un
método de interpolacion que lleva su nombre, referencidndolo en “Theorie des Functions” y
¢n "Traite de la Resolution des ¢'quations Numeriques de Tous Degres”. Establecio una
racionalizacion de la Estética y 1a Dinamica tendiente a reducir la Ciencia & una operacion
formal, su aproximacidn fue analitica y se oponia a la aproximacion geométrica de Newton,
obtuvo las “Ecuaciones Lagrangeanas” del movimiento equivalentes a las de Newton, es
considerado el fjandador de la Mecanica analitica gracias a su publicacién * Mecanique
Analytique”

Laplace (1749 - 1827) Probd la estabilidad del sistema solar aplicando los conceptos de
Newton al movimiento de los planetas y satélites. Condensandolo en su obra Mécanique
Celeste.

Gauss (1777 - 1855) Revolucion6 ¢l método del Célculo de Orbitas, contribuyo al principio
de Estatica de los Liquidos, su obra; Neues Princip del Mechanik.

Poisson (1781 - 1840) Estudié la dindmica de los cuerpos elisticos, cred el método de
Variacion de parametros para la resolucién de problemas de Dindmica.

Coriolis (1792 - 1843) En su obra Traite de Mecanique, llamé trabajo al producto de la

fuerza por la distancia, dio a la fuerza viva la siguiente notacién:
2 .
% mv Encrgfa Cinética

Dio su nombre a la Pseudo fuerza (2m w X v)) por un movimiento de un marco de
referencia que gnra

Jacobi (1804 - 1851) En su obra Vorlcsunngen iiber Dynamik, Demostro que para la teorin
de minima accion se tiene un valor estacionario y no un maximo 6 un minimo
necesariamente. Introdujo la funcion de sustitucion contribuyendo a Ia solucion de la
Ecuacion diferencial "Hamilton - Jacobi”, de gran importancia en la Mecanica Cuantica.

Hamilton William Rowan (1805 - 1865) Investig6 la dptica geométrica, sus principales
aportaciones son sobre la luz corpuscular y la ondulatoria. estudiando las Ecuaciones de
Lagrange, conceptualizo las “Funciones Fuerza” siendo estas la Energla Cinética con signo
negativo, creo una integral equivalente al principio D’ Alembert



1]
3f (T-V)a=0
to

que se aplica a una trayectoria Dindmica, que difiere de las trayectoriss en el espacio
cartesiano. Esto Gltimo se conoce como el principio de Hamilton, sus ecuaciones son itiles
en Dindmica Analitica y Mecénica Cuéntica, su obra; Lectures on Quarternions.

3 .
Mach (1838 - 1916) De su obra Die Mechanik in threr Entwickelung se observa el andlisis
de los conceptos de masa y fuerza, critica y resumen de la Dindmica tal como se coroce en
ala actualidad,

Hertz (1857 - 1894) En Principien der Mechanik critico los fundamentos filosficos de la
Dinémica Newtoniana, formulé un sistema “sin fuerza” en que s6lo se aceptan tiempo, masa
y espacio, combinando la Ley de Inercia y el Principio de Minima Restriccion.

Poincaré (1854 - 1912) Contribuy6 al estudio de a estabilidad de los fluidos que giran, y la
cstabilidad de los movimientos periodicos, cred parte de la Teoria de los Invariantes
Integrales y de las Ecuaciones Diferenciales aplicadas a la Mecimca Celeste. Su obrs; Les
Methodes Nouvelles de la Mecanique Celeste.

Einstein Albert (1878 - 1955) Su interpretacion cusntica en el efecto fotoeléctrico dela
radiacion y Ia materia no admiten que cambien energia discontinuamente, atribuyendo
naturaleza corpuscular a la misma radiacion.

El tiempo y el espacio no significan nada mas de lo que un observador puede medir 6
percibir. Cads observador transporta su propio espacio y tiempo, Mediante las Ecuaciones
de la Transformacion se pueden transportar las observaciones de un sistema a otro. La
velocidad de la luz es la velocidad limite que puede alcanzar un movil en nuestro Universo.
La masa varia con la velocidad, siendo minima al alcanzar la velocidad de 1 luz, 1a energia
aparece dotada de inercia.

La desviacion de los rayos luminosos por el campo gravitatorio del sol y ¢l avance del
Perihelio de Mercurio fueron las pruebas experimentales de su teoria. Su Obra; Die
Groundlange der Allgemeinen Relavitiits Theorie.

Hawking Stephen (1942- ) Ensu Obra A BriefHistory of Time, propuso una intrépida
teoria del ongen del Universo (La gran explosion) en la cual la gravedad tiene significativa
relevancia, sin embargo algunas de sus hipOtesis requmen de 26 dimensiones para explicar
ciertos fenomenos.

1.a Mecénica es parte de la historia de la humanidad en su inquictud por comprender los
fenomienos que le rodean, gracias a ello; Hombres como los mencionados en esta breve
introduccion cambiaron la perspectiva de nuestro concepto del Universo y los fendmenos
que lo rigen.



Conceptos Bésicos de la

Mecénica




CINEMATICA DE LA PARTICULA

La cinemitica es la parte de la dindmica que estudia el movimiento de los cuerpos,
sin tener como referencia a las fuerzas que lo generan, también es conocids como la
geometria del movimiento, Esta presenta para su estudio varias divisiones las cuales
analizaremos de una manera bisica.

Movimiento Rectilineo

Es el que realiza una particula que tienc un desplazamiento As en un tiempo At sin
cambiar su direccién en dicho intervalo; su velocidad promedio es dada por Var=As /At,
cuando tiende a cero su velocidad instantanea es V=0s /& = §', el signo de la velocidad
depende del signo del desplazamiento,

La Aceleracion de la particula es dada de manera similar Aav = AV / AS mientras que la
aceleracidn instantdnea esta dad por A=dv /&t =V’ 6 A=9""s/3"t=S" el signodela
aceleracion esta dado por la velocidad si se incrementa (+) 6 decrece (-).

Enbase en lo anterior podemos describir la aceleracion en funcion del tiempo A= f(t)

v 1 A
f=via ,VI av: Jryor 6 V=Vo+|fa)a obicnicndo fa velocidad
(] Q .
8 t . 1 ]
fos=fvat e S=So+[Var . §=S0+Vot+12(AL )
So 0 0 )
La aceleraciones funcion de la velocidad A= f(V)
t v
V=i =] =] (V)
0 Vo

Alternativamente |a funcién A= f(V) es dada por Vdv = f (V) ds

A\ s A4
fvovi )= s 08=So+[Vavi V)
Yo So Vo

La aceleracion en funcion de! desplazamiento A= f(S)

v H 2 ) I ]

[vav=[f®)s & V=Vo+2[f(S)ds . V=Vo+2A(S-So)
Vo [ s



Movimiento Piano Curvilineo

Figura |

Consideremosuna particula que sc mueve a lo largo de una irayectoria curva en le tiempo
"t", La particula se encuentra en la posicion "A" Ia cual esta localizada en el vector de
posicidn "r" , este ultimo es medido desde el origen, si conocemos el valorde ry t. La
particula esta completamente localizada. ;
En el tiempo "'t + At" la particula se encuentra en A', especificada por el vector i
llr + Arﬂ. H

E! desplazamiento de la particula durante el tiempo At esta dado por el vector Ar que es i
independiente a la eleccion del origen, la distancia que recorri6 la particula en su !
movimiento a lo largo de A-A' en trayectoria circular es As. Esta es la distancia entre el :
vector de desplazamiento Ar y la distancia escalar As.

La velocidad promedio de ! particula es Vav = Ar / At; Mientras que la rapidez promedio R

es As/ At, »

La velocidad instanténea esta dada por V=limAr/ At resultandoV=2r/a=r.
A0 :

En ¢l caso d¢ Ia rapidez donde solo tomamos una magnitud cscalas V= | Vi=os/a= s', la aceleracion
promiedio cs dad por Asv = AV / At. Mientras que la accleracion instantdnca de la particula ¢s dada por
A= lmAV/AL L A=dv/d=V.

A0
La aceleracion "A” incluye el cambio de magnitud de "V" y el cambio de direccion "V",
cn apariencia en ¢l movimicnto curvilineo sc debe de considerar |a aceleracion 1angencial y
normal. Para esta cfecto hay varias formas de especificarlas, ya sea por coordenadas
rectangulares, polares, normal - tangencial y otras para movimiento curvilineo en el
espacio como son las cilindricas y las esféricas.



CINETICA DE LA PARTICULA

De acuerdo con la segunda Ley de Newton, cuando la particula esta sometida a fuerzas
des balanceadas estas 1a aceleraran, la Cinética es el estudio de las relaciones entre
fuerzas des balanceadas y los camblos de movimiento que estas producen, se tiencn tres
formas generales para la solucién de problemas cinéticos;

a) Aplicacion directa de la segunda iey de Newton
b) El uso de los principios de trabajo y energia
¢) Resohicion por métodos de momento e impulso

a) Fuerza masa aceleracién (aplicacion de la segunda Ley de Newton)

La segunda Ley de Newton se define para un sistema de fuerzas des balanceadas que
actian sobre una particula de masa "m" como la relacian que estas producen sobre dicha
particula, en este punto queda asentado que tendremos una fuerza resultante de las fuerzas
¢jercidas sobre la particula, por lo tanto, la direccion del movimiento esta dado porla
direccion de la fuerza resultante, asi el cambio de velocidad creado por esta resulta enuna
aceleracion constante "A" y una fuerza "F" observamos que para una masa ligesa 6
pequefia necesitamos una fuerza pequefia logrando asi una aceleracion "A" contrariamente
para una masa mas grande se requiere una fuerza mas grande, lo que nos conlleva a la
relacion F = mA siendo esta la forma tradicional como se conoce la segunda Ley de
Newton.

Si se considera ¢l caso de la gravedad podemos sustituir la aceleracién "A" por la
aceleracion del campo gravitatorio "g"; Sustituyendo en la ecuacion tenemos que F = mg,
debido a esta accion del campo la fuerza entonces se considera como el peso "P* dela
particula, por lo que la segunda Ley de Newton se re escribe como P = ing.

El valor intermcionalmente aceptado de "g" a una latitud de 45° a la altura del mar es de
9.80665 mts / segundos cuadrados (32. 174 pies / segundos cuadrados) a menos que se
requiera gran precision el valor aceptado es de 9.8 mts / segundos cuadrados (32. 2 ples/
segundos cuadrados.

Ecuacién del Movimiento

La ecuacion del movimiento da el valor instantaneo correspondiente a los valores
instantdneos de fuerzas actuantes; X F = mA.

‘Tenemos dos tipos de problemas donde se aplica la ecuacion, en le primer caso la
.aceleracion es por lo general especificada 6 puede ser obtenida directamente por las
condiciongs cinemaAticas conocidas, en el segundo caso una 6 mas de las fuerzas son
especificadas y el movimiento resultante determinado, si las firerzas son constantes la
accleracion es constante;, en cambio si estas son funcién del tiempo, posicion velocidad 6
aceleracion entonces estas se tornan una ecuacion diferencial la cual se debe de integrar
para obtener la velocidad o el desplazamicento.



En vista de lo anterior se observa que el movimiento se torna libre o forzado, e! primero se
da cuando la particula no esta sujeta a ningin cambio y solo sigue 1a trayectoria
determinada por e} movimiento inicial; El segundo tipo de movimiento es sometido parcial
o totalmente & cambios de trayectoria.

Por lo anterior se tienen tres tipos o grados de libertad, por cjemplo si la particula se
mueve libre en el espacio se dice que tiene tres grados de libertad (el centro de masa de
una aeronave en vuelo libre), cuando es restringida por una superficie y se mueve a través
de ella entonces tiene dos grados de libertad (como un disco de Hockey deslizindose
sobre el hielo), por ultimo la particula es forzada a moverse a lo largo de una trayectoria
lineal, en este caso solo tiene un grado de libertad (un anillo a lo largo de un barra).

Diagrama de Cuerpo Libre

En la aplicacion de cualquier ecuacién de! movimiento de masa - fuerza - aceleracion, es
absolutamente necesario aplicar as fuerzas que actilan sobre la particula correctamente,
solo las fuerzas que en sus magnitudes son despreciables en comparacion que las fuerzas
que actiian sobre {a particula como son Ia fuerza de atraccion entre dos particulas.” El
vector TF es la suma escalar de todas las fuerzas que actian ¢n Ja misma en una direccion
particular ,

Por medio del diagrama de cuerpo libre se representan todas las fuerzas conocidas y
desconocidas actuantes sobre [a particula en cuestion. Después de este paso podran ser
escritas apropiadamente !a 6 las ecuaciones de movimiento, dicho diagrama sirve lo mismo
para sistemas estiticos que dinkmicos con el propdsito de simplificar la solucion.

En sistemas estiticos la solucion de la sumatoria de las fuerzas 6 resultante es igual a cero,
mientras que en los sistemas dindmicos dicha resulunte es igual al producto de la niasa
por la aceleracion.

Movimlento Rectilineo

Las ecuaciones para un movimiento rectilinco en base a LF = mA son;
Y Fu= mAs
TFy = mAy
zFl =mAs

Donde |a aceleracion y las fuerzas resultantes dan:
r 3 H
Ar At A+ A

H 3 2
|ZF] = ¥ ZF+ EF + EF)

La direccion de las fuerzas y las componentes de todas estas son descritas en el diagrama
de cuerpo libre, se debe considerar que el signo positivo algebraico debe de coincidir con

In direccion positiva elegida de Ia sumatoria de fucrzas y con la direccion correspondiente
ala aceleracion.

Movimiento Curvilineo
E! movimiento curvilineo tiene las siguientes ecuaciones cn dos dimensiones.



Coordenadas Rectangulares:

TFx = mAx
IFy=mAy,
Donde:

Aex' Y A=y
Coordenadas Normal - Tangencial

uu = mAsx

):Fl =mAs
Donde:

1

. .
A=V/p=p0,) Y A=V =3V=p0'
0'=30

Coordenadas Polares

TFi= mAs
YFe=mAs
Donde: ‘

Arr' 10! Y Ae=10"+200"

8'=0
b) Trabajo y Energia

Usando este procedimiento para la solucion de problemas Cinéticos, la integracion de
fuerzas con respecto al desplazamiento de la particula y la integracion de fuerzas con
respecto al tiempo son aplicados, incorporando los resultados de estas ecuaciones .
directamente a 1as del movimiento; Por esta razon es innecesario resolverlas directamente
para Ia aceleracion. «
1) Trabajo *
El trabajo realizado por una fuerza "F* durante un desplazamiento "Cs" del punto de
aplicacion "0" es :

‘ du=Fds
Lamagnitud de este vector ¢s (s = F ds (cos a ), donde a es el dngulo entre la fuerzay el
desplazamiento. Debe notarse que Fi=F cos  es la direccion del desplazamiento producido
por la fuerza, dado lo anterior
Fa= Fsena es Ja fuerza normal que no es trabajo.
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Figura 2

Las unidades de tubajo en ¢l sistems de medicion imemacional son (Newtoneo) (Metro) =
Joules, y en el sistema Ingles (Libras) (Pie).

Durante un movimiento finito "S" del punto de aplicacion de la fuerza, el Tano se define
como; '

U=|Fos=|(Fdx+Fydy+Fidz) = U=|Fas

Esta integral representa el drea bajo la curvade *Fi* contra "S"

Un ejemplo comin de trabajo es realizado por 1a fuerza variable de un resorte de
compresion 6 exiension de constante "k" con mass despreciable, 8! F = kx entonces del
trabajo "U" reflizado por el resorte en su compresion de x1 axz 6 en su extension dexiax:
es: .

X2 R
Us[Fax=[kxdx = 172 [k (x: - x1 )}
Xi
La expresion F = kx es una relacion estética solo cuando los elementos del resorte no
tienen aceleracion.
Consideremos ahora una particula de masa "m" moviéndose a lo largo de una trayectoria
curva debido a la accion de uns fuerza "F"; La localizacion de la masa "m" es determinada
por el vector de posicion r, este cambio transcurre durante un tiempo &, entorices el
trabajo es;

N=Fdr
Sustituyendo la segunda Ley de Newton:
Us=/Far=/mAdr

Donde A or = A: que es la componente tangencial de la aceleracion. En términos de la
velocidad esto es
Aés =V &vporlo tanto el trnbajo es:

Us[Fér=[mVov= llZlm(\ )



II) Energia Cinética
La energia cinética de la particula cs definida como:

T=12(mV)

El trabajo total de la particula es dado desde el reposo, hasta que esta alcanza la
velocidad V, Ia energfa cinética es una cantidad escalar; Sus unidades en el sistema
internacional de medidas son:

Newtones - Metro = Joules y en el sistema Ingles Libras - Pie. La energia cinética es
siempre polsitivn resp'eclo a la direccion de Ia velocidad; Por lo lanto el trabajo es:

AT={12(mV )]s - [12(mV))i  =>U=AT

Esta es la ecuacion Trabajo - Energia para la particuls.
De todas las fuerzas actuantes sobre la particula durante un inlervalo, corresponden ala
energla cinética de aquella, dicho cambio puede ser positivo, negativo 6 cero.

111) Potencia

La capacidad de una indquina es medida por un tiempo en el cual esta puede hacer Trabajo ‘

6 Energia liberada. La Potencia "P* desarrollada por un fierza "F* la cual produce un
"-.b'jo "U"

P=dU/a=F (/D)
Donde or/ v es la velocidad "V* por lo que lenemos:
P=FV

La potencia es una magnitud escalar; En el sistema Internacional de medicidn sus unidades
son

(Newton metro) / Segundo = Joules / segundo = Wattes, en ¢l sistema Ingles sus unidades
son Horse Power (HP).

1 Watt=11J/Seg
| HP = 5501b - pie / seg = 33000 Ib - pie / min
1 HP = 746 Wattes

IV) Eficiencia :

La Relacidn de una méquina entre la energia realizada y la energla que se da a esta
maquina para que la realice, es llamada eficiencia mecénica p»; La eficiencia siempre es
menor a la unidad (1), Visto de otra forma la maquina tiene perdidas de energia no
pudiendo crearla solo transformandola.

pa = Pubde ! Pounts
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Segun sea el caso se tiene eficiencia eléctrica v, eficiencia térmica pu , son involucradas en
tal instancia la eficiencia pw podria ser:

P pupepe

V) Energia Potencial

1) Eatrgin netencial gravitacienal - L8 energia de la particula es definida como el trabajo mgh
realizado contra el campo gravitacional elevando la particula una distancia "h" desde algin
punto de referencia arbitrario donde EP, es tomada como cero.

EP = mgh
Si la particula viaja de una altura b a otra h: el cambio de energia potencia es:
AEPy= (o -hn)
Si la particula cﬁmbin de altura de un modo tal que el campo gravilacional varie, enlonces
Ia fuetzu de'p‘lvedld
- Fslr=mgR /¢

La posicion de la particula de ra r' y el cambio de EP', - EP, enlaenergia potencial s
tiene:”

v
| mgR (3 /v ) = mgR (1) - (V5" ) =EP'y -EPy
Se acostumbre lomar ERyy r'=  entonces:
’ L]
EPy=(-mgR }/r »
E!l llenado de i 8 n el correspondiente cambio de energla cinética es:

3
AEP;=mgR [(}/n)-(1/ )}

R=6'1785 I,('m
mo = 5.977 X 10 gramos



Figura 3

2) Ensrgia Potencigl Elfsticn - Esta sc da por |a deformacion de un cuerpo eldstico, para
un resorte elistico con constante k en una dimensién F = kx el trabajo durante un
intervalo de compresion es:

] H H
| Fox :!ha(-((m)hu (1) kxi

El trabajo hecho por un resorte al deformarse una distancia "x" con reipecto a su longitud
sin deformarse y al regresar s este estado recobrando su energia, esta es conocida I|
energla potencial del resorte.

:
EPn = (1/2) k x

Un cambio de energia del resorte es:

12
AEPa= (1/2) k ( x2-x1)

3) Ecuacion de trabaio y Energia.- Si U es ¢l trabajo de todas las fuerzas externas
separando las fuerzas gravitacionales y las fuerzas elésticas podemos escribir:

U+ (-AVy) + (-AVi) =AT 6 U=AT+AV) +AVn = AE

Donde AE = T + EP; + EP. es la energia total de la particula, para problemas donde solo hay
fuerzas gravitacionales y no se forza trabajo el termino U se torna cero, por lo tanto:



AE=0 ¢ E = constante

No hay transferencia de energia en tanto que T +EP, + EP» no sufren cambios.
4) .~ El trabajo realizado ¢s 2U = F v y el trabajo
total a lo largo de la cusva | 8 2 es:
EPw

)
U=|-3EPu = (EPw -EPm )
EPm:
Sin embargo F or es una difemcinl exacta o
EPw
Unf.3EPa = - (EPai - EPu )
EPa

Esta ultima ecuacion depende solo de los puntos finales entonces es independiente a la
trayectoria; El signo (-) antes de EP. es arbitrario pero es escogido de acuerdoa ln
deﬂgnmén acostumbrada del signo de energia potencial, en el cambio de energia del
gampo gravitatorio si en EP hay un cambio diferencial entonces:

OEPu = dEPa 2y + dEPa iy + dBnil
x LY &

Fu= - dERs
o

Fu= - gEPs
&y

Fame s

»f <

La fuerza puede escribirse como un vector:
F=VEPa

Donde el simbolo V es le operador "del” el cual es:

Vaid_+ja_+ka
& & &

La cantidad EP«es conocida como la funcién potencia y la expresion vV EPa es conocida
como el gradiente de funcién potencial.

Y Diteroncial exacts pars les coordenades X - y -2
N=Pix+ Qi+ R

. =00, =ik, 0=_R,
¥ &x & x @
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¢) Impulso y Momento

Concentraremos nuestra atencion en la integracion de la ecuacion del movimiento con
respecto al tiempo, encontraremos estas ecuaciones con gran facilidad en la solucién de
problemas donde las fuerzas aplicadas actian en intervalos de tiempo especificos.

1) Impulso lingal ¥ meomento Lineal - Considérese una particula de masa "m" localizada
por el vector de posicion "r* medido del origen, Ia velocidad de la particulaes V=ryes
tangente a la trayectoria, Ia resultante XF de todas las fuerzas en "*m" con direccion de su
sceleracion V', la ecuacion bisica del movimiento es:

Fe=mV=3(mVY) 6 IF=G'
o

Donde el producto de la masa por la velocidad es definido como ¢ momento lineal G = f
mV de la particula. !
La resultante de todas las fuerzas actuantes en una particula ¢s igual al cambio del
momento lineal con respecto al tiempo.

Enel sistema internacional de medidas sus unidades son Newtones - segundo, en el i
sistema Ingles Lb - segundo, los tres componentes del momento lineal son: ;

=G TFr=G TR=G! |

Estss ecusciones se aplican independientemente una de otrs; Integrando Ia ecuacion IF =
G'y multiplicando por &, tenemos:

9
Ilzm=ox-ol
\

Este momento lineal es en un tiempo, por ejemplo en el tiempo t:, G:= mv:el producto de
la fuerza y el tiempo es definido como el impulso lineal de la fuerza. El impuiso lineal total
en m es igual al correspondiente cambio de momento iineal en m.

]

I| TF = (mVa e (MVa)s
\

[}
{'zﬁm(mvm-(mvm

"
l'zm = (mVe)i- (Ve
|

Estas tres ecuaciones escalares de impulso - momento son totalmente independientes.
Algunas ocasiones la fuerza que actia sobre la particula varia con respecto al tiempo, en
este caso una solucion puede darse mediante, medidas experimentales acompafiadas de
integraciones numéricas y graficas.



L

e

u
| F2t se toma como e drea bajo la curva.
"

2) Impulso angular y momento angelar.- El momento lineal del vector "mV" tomado
del origen es conocido como ¢l momento angular *H.". El momento angular es entonces
perpendicular al plano delineado por "r" y "V*, en efecto "H." queda claramente definido
por ¢l producto cruz de "r X mV"*, los componentes escalares se obtienen asi mediante:

Ho=rXmVeim(Vi¥ - Vi) +jm(ViZ-ViX) +km(VyX - 1Y)

_ )
i ojow | H=mVsY - Vy2)
He= m Xy z]| Hy=m(ViZ-ViX)
Vivy Ve | He*m(VyX - Vi Y)

" El momento angular tiene las siguientes unidades en el Sistema Internacional Newton

Metro Segundo, y en el sistema Ingles Pies Libras Segundo.
Si representamos a resultante de todas las fuerzas actuantes sobre la Particula "p" el
momento "M.* tomado del origen resultaria ¢ producto cruz:

. I M=t XZF=rXmV
Ahora usando la regla del producto cruz tenemos en diferenciacion:
HerXmy +tXmV=VXmV +rXmV

El termino "V X mV es cero indicando que los vectores son paralelos sustituyendo en la
expresion® L M. * tenemos:

IM=H

Esta tltima ecuacion indica el momento localizado a pastir del origen de todas las fuerzas
actuantes en "m” igual al tiempo del cambio del momento angular de "m" con respecto al
origen es una ecuacion vectorial con componentes escalares.

% Mox= Hox EMy=Hy I MasHe

Diéndonos Ia relacion instanténea entre el momento y el tiempo de cambio del momento
angular; Para obtener e momento " ¥ M. * en ¢l momento angular de Ia particula enun
periodo finito de tiempo; Integrando la ecuacién y multiplicando por " TMs = & =cH.*
obtenemos:

u
[ £M: &=Has « Ho
u

Dondc "Hor=r1XmVa y Hai=g:  XmVy *



El producto del momento y el tiempo es definido como el impulso angular, por lo que la
ecuacion es el impulso angular total en "m" con respecto al origen siendo igual al
correspondiente cambio en e! momento angular de "m" con respecto ol origen. Sus
unidades son en e! Sistema Internacional Newtones - Metro - Segundo 6 Kg. - Metro -.
Segundo cuadrado mientras que en el sistema ingles son Libras - Pie - segundo,

E! momento angular es un vector que cambia la direccion tanto como de magnitud esto
ocurre durante el intervalo de Ia integracion. Por ejemplo enla componente "x"
obtendriamos:

Q
I'zM_m(Hu)x- (Hu)re Ha ) =m[(Vey-Vyzh = (Vey-Vyz ) |
]

Que son similares para(y, z)

Es decir para una psrticuls de masa "m" moviéndose a través de la curva enel planox -y
(como lo muestsa la figura) en el momento angular con respecto a "0" en los puntos 1 y 2
tienen magnitudes

Ho =ln XmVi | y Ha =lr XmVs | ademds Hao=mVidi y Ho=nVids
La forma escalar aplicada a la ecuacion para ¢l movimiento entre los puntos 1 y 2 durante
¢l intervalo "u* hacia "u" se toma:

[} u
JEM: t=Ha <Ho 6/EF: 5en0X=mVid: - mVidi
[|] [}

Esta ilustracion ayuda a comprender la relacion entre la forma escalar y vectorial del
impulso - momento angulares:

Hol = mv] d]

? Figura 4



El efecto del medio donde se mueve la particula en muchas ocasiones es despreciado, el
efecto de Ia resistencia del aire enla balistica militar por ejemiplo donde hay una fuerza
retardada que actda sobre 1a particula. En general las fuerzas reales retardadas lo son en
aproximacion y cuando la velocidad no es muy grande (se usa a menudo un factor f,q,
etcétera, entonces en la ecuacion del movimiento se puede integrar directamente) con este
tipo de aproximacién podemos escribir:

n

Fumg-mkvy
: v

Donde "k" es una constante positiva que especifica ¢l retardo de 1a fuerzay "V / v" es el
vector unitario en direccion de "v". Expenmemdmemc esto fiene relativamente poco
objeto cuando la particula viaja en ¢ aire

*n = | para velocidades menores de 2400 cm. /seg (=80 pies / seg) para velocidades
mayores que esta pero menores que Ia velocidad del sonido (~33000 cm. / seg 6 1100 pies
/ seg) |a fuerza retardada es aproximadamente proporcional al cuadrado de la velocidad (el
movimiento de Ia particula en un medio en el cual hay una fuerza resistiva proporcional a
Ia velocidad o al cundrado de la misma [lineal 6 combinaclén de ambas) fue cxaminado
por Newton en sus Principia 1687), La fuerza retardada vasia aproximadamente lineal a la
velocidad, Se tienen muchos ejemplo de movimiento de la particula sujetos a fuerzas
variantes como los que se muesiran a continuacion:

Movimiento horizontal de una particula en un medio resistivo:

Se considera que Ia fuerza retardada es proporcional a la velocidad, tal situacion se podria
aplicar por ejemplo a una particula deslizindose sujeta a friccion, tenemos:

mA = mdy = kv
a

Donde "kmv" es la mgnitud de la fuerza retardada (k = cte) entonces integrando

laws da y evaluando las constantes se tiene: vsvo - kx
v

Se concluye que la velocidad decrece con el desplazamiento.
Movimlento vertical de una particula en un medio resistivo

Las consideraciones son las mismas que para el caso anterior salvo que la particula es
proyectada hacia absjo con una velocidad inicial v, con una altura "h" y con 1a constante
gravitacional tenemos: »

Fremdy s «mg «kmv
&

s



Donde "- kmy" represenio 1a fuerza de subida tomado desde "z "y "v = z" es positiva
subiendo, bajando "v : 0" tanto como "-kmv > 0" Integrando tenemos parawi=0) =v*

vedz »-gekneg €
ot ko w

para” z(t =0) = h" tenemos:
2
Zeh- (UK ¢ (kw +gl/k) (1-8 )

Cuando " v =- g/ k" es debido a que Ia velocidad inicial excede a la velocidad final en
magnitud, entonces la particula inmediatamente empieza a caer y "v" aprovecha la
velocidad final de direccion opuesta.







Energla de un Sistema

La Energia Cinética de un Sistema es la magnitud escalar "T*, igual a Ia suma aritmética de las
energias cinéticas de todos los puntos del sistema:
2

Esta es una Magnitud Escalar, por esto no depende de las direcciones del movimiento de las
partes del sistema y no caracteriza las variaciones en estas direcciones.

Las fuerzas internas actian en diferentes partes del sistema en dirccciones opuestas, es evidente
que si el sistema se compone de unos cuantos cuerpos, la energfa cinética total del sistema es
igual a la suma de las energias cinéticas de cada uno de estos cuerpos:

T2y N

A continuacion se establecerdn las energias potenciales para casos especificos de diferentes
movimientos:

Movimlento de Traslacién: En este caso todos los puntos se desplazan a la velocidad del centro
de masas en un mismo cuerpo, para todo punto Vk =Vc yde la férmula | Obtenemos:

2 H 2
Tes Lok Vk=L () Ve 6 Te= 1M Veor.omommmnnn )
2 2 o1

Donde (¥mk) =M y Vces la Velocidad del centro de masas.
E! valor de la energia no depende de la direccién del movimiento.

Movimiento de Rotacién: Si un cuerpo gira alrededor de un eje, Ia velocidad de un punto
cualquiera de este cuerpo es Vk = w hk donde hk es Ia distancia entre el punto y el eje de
rotacion, w es Ia velocidad angular del cuerpo, sustituyendo este valor en la formula (1) y
factonizando tenemos: '

‘ 12 12 1 2
Tm=£m2,wu.=_§_ ():m)w:h-,g_([mh)w
La magnitud de este paréntesis expresa el momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje (2
por ejemplo), encontrando en definitiva:

2

2 Donde Jzes el momento de Inercia

El Valor "T" no depende de! sentido de Rotacién.

Movimiento Plano Paralelo: En este movimiento las velocidades de todos los puntos del cuerpo
en cada instante estin distribuidas de tal modo que parece que el cucrpo gira alrededor de un cje
perpendicular al plano del movimiento y que pasa por el centro instantineo de velocidades "P"
(ver fig. 1), por lo tanto en base a la formula (3):
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Donde Jp de la formula anterior es un cantidad variable, debido a que la posicion del centro "P"
durante ¢l movimiento del cuerpo, Cambia constantemente,
Introduciendo el momento de inercia constante Jc respecto del eje que pasa por el centro de
masas "C" del cuerpo, con ayuda del teorema de Huygens

2

Jp=JctMd Donded=PC; Sustitu‘)'endo en la ecuacion (3 ' ) tenemos:
2 2

Tplano= } M Vet L IcW i 4

2 2

"Vc"esla velocidad del centro de masss* wd=wP C= Ve "

[P

c

90°
\/
. Fgn

Por consiguiente, durante un movimiento Plano Paralelo la energia cinética de un cuerpo es igual
a la suma de la energia del movimiento de Traslacion con la velocidad del centro de masas y la de
! la energla cinética del movimiento de rotacion alrededor del centro de masas.
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Caso General del Movimiento: Si se tomase como polo e centro de masas del cuerpo (fig. 2) el
movimiento def cuerpo en ef caso general, se compondrk de un movimiento de traslacion con la
velocidad del polo "Vc" y de una de rotacion alrededor del eje instantineo "CP" que pasa por este
polo, entonces Ia velocidad "Vk" de todo punto dei cuerpo serd igual a la suma geométrica de la
velocidad del polo "Vc* y de Ia velocidad “Vk* que en ¢l punto adquiere durante su rotacion con
el cuerpo alrededor de! eje "CP".

V= Ve+ Wi

En este caso el modulo de "Vk = w hk" donde hk es la distancia entre el punto y el eje "CP*, "w"
es la velocidad angular absoluta de rotacion del cuerpo alrededor de este eje de donde:

2 1 2 2
V= (Ve+ W)= Vet Vi' +2 Ve W
Poniendo este valorenla férmuln (1) yteniendo en cuenta que Vk' = w hk se tiene:

T= uzm)vcu(mmwv.zmw

De la Gltima formula fos factores se resolvieron de los paréntesis, de dicha igualdad, el primer
paréntesis expresa la masa "m" del cuerpo y el segundo es ef momento de inercia de} cuerpo "Jep"
respecto al ¢je instantdneo "CP".

Es la magnitud "Ymk Vk'= 0" representsnte de Ia cantidad de movimiento adquirido por el
cuerpo durante su rotacién alrededor del eje "CP" que pasa por el centro de masas de dlcho
cuerpo. Por conclusion obtenemos:

2 2 !
TelmVet LIDpW i s
2 2

La energia cinética de un cuerpo en el caso general del movimiento (paniculamleme el
movimicnto Plano Paralelo) es igual a Ia suma de I energia cinética del movimiento de traslacion
con la velocidad del centro de masas y de Ia energia cinética del movimiento de rotacién alrededor
del eje que pasa por el centro de masas.

Cabe mencionar que la deduccitn de estas formas para obtener |a encrgia cinética se debe tomar
como polo el centro de masas, de.lo contrario si se elige otro punto cualquiera "Q" y el eje "QQ'
“no pasa por €l centro de masas entonces para este eje "Ymk V' = 0" no obteniendo una formula
como la enumerada como (5).
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Teorema de la Variacién de la Energia Cinética de un Sistema

Si se examina un punto cualquier del sistema de masa "m«" con una velocidad "Vi", considerando
. i : _
“OAN" y "0AL" pa{a este punto se tiene:
T e ,
A(me. Vi ) = 0A x +0AKk
2

Los términos de la derecha de la igusldad son los trabajo elementales de las fucrzas externas e

internas respectivamente. Componiendo tales ecuaciones para cada uno de los puntos del sistema
y suméndolos miembro a miembro tenemos:

2 ¢ i
I(Lme Vi )= VoA k+ Y oA
2
(§) .
0 {
T =).0A vt} am wevsrnnens®

La igualdad anterior expresa el teorema de fa variacion de la energfa cinética del sistema en forma
difesencial.

Integrando los limites correspondientes al desplazamiento del sistema se obticne la formula (7)
dondels energia cindlica s igual a "To", hasta * T1"desde una posicion inicial,

¢ |
Ti-To = LOAK+L0AK e, 7

Esta ccuacion expresa ¢l teorema de variacion de la energta cinética en forma final; La variacion
de la energia cinética de un sistema durante su despiazamicnto es igual a Ja suma de todos los
trabajos de todas las fuerzas externas e internas aplicadas al sistema es este desplazamiento.

A difercncia de los teoremas anteriores las fuerzas internas no se excluyen cn las ecuaciones ( 6)
y(7)5E

1 ]

IIF 12" y UUF 2lll
son las fierzas de accion mutua entre los puntos "Bi" y "B2" del sistema de la figura 3

i i ,
Fu+fFa=0 o
Pero al mismo tiempo, "Bt puede desplazarse e direccion de "Bz, y el punto "B2", hacia !
" B I " . N X
En este caso, ¢l trabajo de cadn fuerza sera positivo y la suma de los trabajos no sera nula. (como
efecto del retroceso) fas fuerzas internas, como fuerzas de presion que actian sobre un proyectil y
sobre las piezas en retraceso efectiian un trabajo positivo. La suma de dichos trabajos que na es
nula es ciertaniente la varia 1a energia cinética de! sistema desde 1a magnitud “To = 0" en ¢}
momenio inicial del disparo, hasta la magnitud
Ty = Tpwo + Tra al final del mismo.
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Figura 3

Sistema Invariable

Llamamos sistema invariable a un sistema en el cual las distancias entre los puntos de aplicacién
de las fuerzas internas no varian durante el movimiento del sistema. Un cuerpo rigido 6 un hilo
inextencible son un sistema de este tipo.

Supongamos que dos sistemas de este tipo "Bi" y "B2" de un sistema invariable (Fig. 3) que

actian uno sobre el otro con las fuerzas
i v

FuyFui=Intemo ...

tienen en un momento dado las velocidades "Vi" y "V2". Entonces durante el intervalo "t" estos
puntos efectian los desplazamientos elementales 51 = V1 ot dirigidos a lo largo de los vectores
"Vi" y "V2". Pero como el segmento "BiB2" es invariable, tas proyecciones de los vectores "Vi" y
"V2" de los desplazamientos "3$1" y "8S2" sobre la direccion de dicho segmento serdn iguales
entre si o sea "BiB2" = "BiB2 ' " entonces los trabajos elementales de las fuerzas referidas (a)
seran iguales en modulo pero de signos contrarios, siendo su suma nula.

Este resuliado es valido para todas las fuerzas internas durante cualquier desplazamiento del
sistema.

Concluyéndose que para cualquier sistema invariable la suma de los trabajos de todas las fuerzas
internas es igual a cero y las ecuaciones (6 )y ( 7.) tendran la forma:

[ ¢
3T =YOALO T - To= LOAK . 8
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Sistema con Ligaduras Ideales

Este sistema tiene ligaduras independicntes del tiempo, dividiendo todas las fuerzas intemas y
extemas aplicadas en los puntos de forma activa y reacciones de las ligaduras, en este caso la
ecuacion (6 ) puede ser:

1} r .
ol =YoAk+ YAk

a
donde "0A k" es el trabajo elemental de las fucrzas activas externas e internas aplicadas al k-ésinio
punto del sistema y el segundo sumando es el trabajo elemental de las reacciones de las ligaduras
exteriores e interiores impucstas al mismo punto,

La variacion del sistema en lo referente a la energia cinética el sistema depende del trabajo de las
fuerzas activas y de las reacciones de las ligaduras. Se puede introducir no obstante el concepto
de sistema mecanicos"ideales” donde la existencia de ligaduras no depende en fa variacion de la
energia cinética del sistenia durante su novimiento.

Para dichas ligaduras debe de cumplirse la condicion:

Si las ligaduras que no varian con el tiempo de los trabajos de todas las reacciones, durante un
desplazamiento elemental del sistema, s igual a cero, tales ligaduras se llaman ideales.
Para sistemas mec4nicos, que se han impuesto ligaduras ideales, tenemos:

1} ]
GT=Y0AK 6 TtTom FOAK o 10

La variacion de la energfa cinética de ligaduras ideales invariables en el tiempo, durante cualquier
desplazamiento, es igual a la suma de los trabajos de las fuerzas activas externas e internas
aplicadas al sistema, en dicho desplazamiento.

El interés practico del teorema de la variacion de la energia cinética consiste en que teniendo
ligaduras ideales independientes de! tieinpo, permite excluir de las ecuaciones de movimiento
todas las ligaduras conocidas de antemano.

Resolucién de Problemas

En el caso de un sistema variable, el teorema da una solucion al problema solamente cuando las
fuerzas internas son conocidas de antemano. Si por el contrario, dichas fuerzas son desconocidas
es imposible obtener la solucion con ayuda del teorema de la energia,

La ecuacidn ( 7 ) permite resolver los problemas en los cuales entre las magnitudes dadas e
incdgnilas estén:

1) Las fuerzas efectivas

2) El desplazamiento del sistema

3) Las velocidades del cuerpos [lineales ¢ angulares] en ¢l inicio y final del desplazamiento, en
este caso las fuerzas efectivas deben ser constantes o dependientes solamente de los
desplazamientos,
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Cabe mencionar que "todo cuerpo ligado puede considerarse como libre si suprimimos las
ligaduras y sustituimos sus acciones por las reacciones de estas ligaduras" !

Por ejemplo una barra "AB" de peso "P" [Fig. a) que tiene por ligaduras ¢l plano "OE", el apoyo
“D" y la cuerda "KO" puede considerarse como ua cuerpa libre [fig. b] que se encuentra en
equilibrio bajo la accion de la fuerza conocida "P* y las reacciones de las ligaduras “Na", Nd*, "G*

"Si las ligaduras que no varian con el tiempo la suma de los trabajos de todas las reacciones,
durante un desplazamiento elemental del sistema, es ignal a cero, tales ligaduras se consideran
ideales. En las ligaduras la friccion se considera despreciable”.!

Icurso breve de Mecanica Teorsea, Starg waducido por F Petrov
editorial MIR Mosci 1976



Los conceptos anterionnente estudiados son base para comprender la teoria de Lagrange en
donde la energla cinética, |a potencial y otros conceptos son primordiales, pero hay que aclarar
que se debe de poner principal atencion en los siguientes temas "gencralizados y virtuales"

Principio de D 'Alembert .

Supongamos que hay un sistema compuesto de "n" puntos materiales, elijamos un punto
cualquieya del sistema de masa "mk", bajo la accién de las fuerzas externas e internas

¢ |
R Y F K s

Aplicadas al punto (entre las cuales ya se consideran las fuerzas activas y las reacciones de las
ligaduras) éste recibe cierta aceleracion "wk" respecto del sistema de referencia inmévil, teniendo
la magnitud:

m
Fh = DK Wi n

Esta ticne dimensiones de fuerza, la magnitud vectorial cuyo modulo es igual al producto de la
masa del punto por su aceleracion se llama fuerza de inercia del punto.
Resulta que el movimiento del punto posee la siguiente propiedad general;
Si en cada momento de tiempo a las fuerzas (b ) que actiian efectivamente sobre el punto, se les
nfiade |a fuerza de inercia (Fk de inercia) el sistema obtenido esta equilibrado, es decir:

¢ i in
Frk+Fk+Fk =0 . i 12

Expresando el principio de D’Alembert para un punto material, se ve que es equivalente ala

segunda ley de Newton, para el punto que se estudia resulta:
e i
mkwk= Fk+Fx

Repitiendo los razonamientos realizados anteriormente se definird el principio de D’ Alembert para
un sistemna:

"Si en todo momento de tiempo a cada punto del sistema, ademas de las fuerzas externas ¢
internas que actian efectivamente sobre este, se le aplican las fuerzas de inercia de D"Alembent
correspondientes, el sistema de fuerzas obtenido se encontrard en equilibrio y se podrén aplicar
todas las ecuaciones de la estdtica”.

Este principlo se expresa matematicaniente por medio de un sistema de "n" écuaciones vectoriales
del tipo de la formula ( 12 ) que son equivalentes a las ecuaciones diferenciales del movimiento

" del sistema del principio de D'Alembert se pueden obtener todos los teoremas generales de la
dindmica con ayuda de ecuaciones de movimiento. :

La aplicacion directa de este principio a los problemas de dindmica, sus ecuaciones de movimiento
adquicren la forma de ccuaciones de equilibrio, esto facilita la resolucién de problemas y
simplifica los cdlculos correspondientes.

Al utilizar dicho principio es necesario tener en cuenta que como la ley fundamental de la
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dindmica, se reficre al movimiento respecto de un sistema de referencia inmévil.

Las fuerzas de inercia mencionadas por D' Alembert no actian sobre los puntos en movimiento,
de lo contrario segin la ecuacion ( 12 ) estos puntos s¢ encontrardn en reposo 6 se moverdn sin
aceleracion alguna y, en este caso, de acuerdo con la igualdad ( 11 ) no habrla firerzas de inercia.
La introduccién de las fuerzas de inercia es un procedimiento que permite componer las
ecuaciones de la dinAmica con nyuda de los métodos més sencillos de la estatica,

La adicién de las fuerzas de incrcia a las fucrzas de accién mutua del punto en movintiento con
otros cuerpos permite conservar para las ecuaciones de movimiento con respecto al marco de
referencia no inercial la misma expresion que para el inercial. Estas fuerzas sc llaman inercia de
traslacion y de Coriolis.

. Se sabe de la estética que la suma geomeétrica de fuerzas que se encuentran en equilibrio y la suma

de sus momentos es igual a cero, esto es valido para las fuerzas actuantes no sélo en un cuerpo
sélido sino también en un sistema variable cualquiera. Segtin el principio de D’Alembert tenemos:

¢ 1 in
Yk + me o (1§
" Lfmo(F k)+mo(Fk)+mo(Fk)] | S 13

lmroduciendo la notacion

= }_F k, \40 = Emo(}‘ k )(n ................. 14

Las magmtudes "Ro "y "Mo " son respectivamente el vector principal y de Ias fuerzas de
inercia y el momento pnnclpal respecto del centro del sistema, tomando en cuenta que la suma

geométrica de las fuerzas internas y la de los inomentos son iguales a cero de fa lgualdad (13):
(4 n 4 n
TFk+R =0, Tmo(FK) + Mo =0 e 1]

Estas ecuaciones no contienen a las fuerzas internas, las expresiones ( {5 ) son equivalentes a las
ecuaciones que expresan los teoremas de la cantidad de movimiento y del momento principal de la
cantidad de movimiento del sistema.

Para las proyecciones sobre los jes coordenados las ecuaciones ( 15 ) son analogas a las
correspondientes de estética.

La utilizacion de estas ecuaciones se requiere conocer la expresion del vector principal y del
momento de las fuerzas de inercia.

Vecior Principal y Momento Principal de Inercia
De las igualdades ( 14 ) se puede reemplazar el sistema de fuerzas por una sola fucrza igual a
in

"R ", aplicada al centro " 0",y por un par de momento igual a "Mo Inercial".

.El vector principal del sistema de fuerzas no depende de la eleccion de reduccion del sistema

siendo este:
in
R =L mk wk =-Mwe

3

——



El vector principal de las fuerzas de inercia de un cuerpo que efectia un movimiento cualquiera es
igual al producto de la masa del cucrpo por la aceleracion de su centro de inasa y esta dirigido en
¢l opuesto a dicha aceleracion. Si se descompone la aceleracion en sus componentes tangencial y

normnl el vector mencnomdo serd entonces:

Rl = Mwq), Rn"-MWn ............................ 16
El momento principal para algunos casos particulares es para;

Movimiento de Traslacién
En este caso, ef cuerpo no efectia rotacion alrededor de un centro de masas "C", Se concluye que

Yme (l' k) Oylaigualdad ( 15) da:

in

Mc =0

Por o tanto durante un movimiento de Traslacion las fuerzas de inercia de un cuerpo sélido se
reducen a un resultante igual a "R inercial" que pasa por el centro de masas del cuerpo.

Movimiento Plano Paralelo

Suponiendo que el cuerpo tiene Plano de simetria y se desplaza paralelamente a este. En virtud de
la simetria, el vector principal y el par resuitante de las fuerzas de inercia, asi como el centro de
masas "C" del cuerpo se encuentran en el plano de simetria. Eligiendo el centro de reducclén enel
punto "C" tenemos de la igualdad ( 15):

M c=Yme(F u), por otro lado Yme (r k) =J ¢ E, concluyéndose que:

in
Me= o JeE oo 17

n
En este movimiénto, el sistema de fuerzas de inercia se reduce a una fucrza resultante igual a R
(ecuacion 16), siendo aplicada.a! centro de masa "C" del cuerpo (fig. 4) y s un par que se
encuentra én ¢l piano de simetris, cuyo momento esta definido por la formula ( 17), el signo
negativo muestra que ¢l momento expresado en dicha formula esta dirigido en sentido opuesto a
1a aceleracion angular de dicho cuerpo.
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" Figura 4

Rotacién Alrededor de un Eje que pasa por el Centro de Masas de Cuerpo
Supongamos nuevamente que el cuerpo tiene un eje de rotacién “C 2" y un plano de simetria
perpendicular al eje, este Ultimo pasa por el centro de masas del cuerpo.
~ in

Siendo este un caso particular del anterior sélo que "w ¢ = 0" y por consiguiente "R = 0"
En el caso que se examina el sistema de las fuerzas de inercia se reduce a un par que se encuentra
en el plano de simetria del cuerpo de momento:

in » :
M:=LE 17’

Durante la resolucién de problemas con ayuda de las formulas( 16 ) y ( 17 ), se calculan los
madulos de las magnitudes correspondientes y sus direcciones se indican en la figura 4.

Para la resolucion de problemas el principio de D'Alembert da un procedimiento tinico para
componer las ecuaciones de un sistema no libre (con este fin el principio de D’ Alembert sirve
eficazmente combinindolo con el principio de desplazamientos virtuales), en este caso todas las
fuerzas interiores desconocidas de antemano se excluyen del andlisis,

Si se necesita conocer las reacciones de las ligaduras interiores, se debe descomponer el sistema
en partes, respecto de las cuales las fuerzas incdgnitas serdn externas.

Este principio puede servir para componer las ecuaciones diferenciales del movimiento y,
determinar las aceleraciones de los cuerpos en movimiento,

3
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Principio de los Desplazamientos Virtuales y Ecuacidn General de la Dindmica

Desplazamientos virtuales del sistema, Niimero de grados de Libertad.

En esta seccion se considerard un nuevo concepto de la mecénica, ef Principio de los
desplazamientos Virtuales; El cual establece en términos generales las condiciones de equilibrio de
cualquier sistema mecénico, '

El efecto de accion de las ligaduras no se calcula por medio de la introduccién de las reacciones
desconocidas de antemnano, sino considerando los desplazamientos que pueden ser comunicados a
los puntos del sistema, si este se saca de la posicion ocupada. En la mecénica tales
desplazamientos se ilaman virtuales.

Los desplazamientos virtuales de los puntos de un sistema deben satisfacer dos condiciones:
a) Estos deben ser infinitamente pequefios, porque si los desplazamientos son finitos, el sistema
pasard a otra posicion, en la cual las condiciones de equilibrio pueden ser diferentes;

b) Estos deben ser tales que se conserven todas las ligaduras impuestas al sistema, porque de fo
contrario modificaremos al sistema mecanico que se examina (es decir ¢l sistema resultaria de otro

tipo).

De esta forma se lama Desplazamiento Virtual de un sistema a cualquier conjunto de
desplazamientos inflnitamente pequefios de los puntos del sistema que son compatibles, en el
momento dado, con todas las ligaduras impuestas a este sistema, Dicho desplazamiento virtual de
un punto cualquiera del sistema serd representado por un valor elemental "ds" dirigido en ¢l
sentido del desplazamiento.

Para los puntos y cuerpos de un sistema puede existir una infinidad de desplazamientos virtuales
diferentes (los desplazamicntos "3s" y " -ds" no se consideran diferentes) sin embargo para cada
sistema el tipo de ligaduras impuestns a este determina un niimero definido de los desplazamientos
virtuales independientes y cualquier otro desplazamiento virtual podré obtenerse como la suma
geométrica de eflos.

Por ejemplo una bola puesta en cualquier plano en una infinidad de direcciones. Pero cualquier
desplazamiento virtua! de bola "ds" puede ser obtenido como la suma de dos desplazamientos
"3s1"y "8s2" a lo largo del eje, mutuamente perpendicular que se encuentra en ese plano,

El nimero de desplazamientos virtuales independientes entre si para un sistenia sc llama el
Niimero de Grados de Libertad de ese sistema. , ;

La bola antes mencionada como ejemplo, situada sobre un plano, si la consideramos como un
punto material, tiene dos grados de libertad. El mecanismo de biela - manivela tiene un grado de
libertad, un punto material libre tiene seis grados de libertad, (tres de traslacion a lo largo de ios
ejes coordenados y tres de desplazamientos rotativos alrededor de los cjes).
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Principio de los Desplazamientos Virtuales '
Introduciendo el concepto de trabajo virtual, como et trabajo elemental que puede realizar una
fucrza plicada a un punto material durante un desplazamiento virtua! de dicho punto,

Definiremos al trabajo virtua! de a fuerza activa de la siguiente manera:
a L] a [

*F " por ¢l simbolo "3'A * (recordando la definicion de trabajo*@A * = 33 cos €3 ¢ Angulo de la filerza y el
desplazamiento). 9. = derivada parcial de la funcion

r
Y el trabajo virtual de la reaccion de la ligadura "N" por el simbolo "3'A *. Las ligaduras
impucstas a un sistema son ideales si 1a suma de los trabajos elcmentales de las reacciones de estas
ligaduras durante cualquier desplazamiento virtual del sistema es igual a cero.

Considerando un sistema'de puntos materiales que esta en equilibrio bajo la accion de todas las
fuerzas aplicadas y de las ligaduras del sistema son ideales.

Eligiendo un punto arbitrario "B k" del sistema y designando a la resultante de todas las fucrzas
activas aplicadas a dicho punto (tanto internas como externas) por *N k"; Como el punto "B k" al
igual que todo e} sistema esta en equilibrio.

"Fx+Nk=0", para cualquier desplazamiento virtual del punto B k", los trabajos virtuales

. [ ) 1 ]

FAKY " Ak

y "Nk" aplicadas a este tendrin modulos iguales y signos contrarios, y su suma es igual a cero,
8 r

dAk+dAK=0

De Ias misma mlnera para todos los puntos del sistema, sumando igualdades mxembro a miembro:
LaAn;_a‘A L S B,

Considerando las ligaduras impuestas al sistema como ideales, la segunda suma segiin la
condicion ( 18') serd igua! a cero, por lo tanto;
)

$OA =0 9
6 por definicion:

1 }
FLEK LTk 08%) %0 v, S 19

De esta manera queda demostrado que un sistema miecénico con ligaduras ideales esta en
equilibrio, las fuerzas que actiian sobre éste satisfacen la condicion ( 19 ), deduciendo et principio
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de los desplazamientos virtuales®, se definira para un sistema mecanico con ligaduras idesles este
en equilibrio s necesario y suficiente que la suna de los trabajos elementales realizados por las
fuerzas activas que actian sobre dicho sistema sca igual a cero para cualquier desplazamiento
virtual del sistema, expresado mateméticamente por la ecuacion (19) que se conoce como la
formula de los trabajos virtuales, expresdndola en forma analitica:

a

[ s
Y(Fkxd' Xk +Fkyd Yk + Fked' Zk) =0 ccovvienrecricrnns 20

De la ecuacion anterior 6 Xk, ¢ Yk, & Z son las proyecciones del desplazamiento virtual

*¢' Sk* del punto "B sobre los ¢jes coordenados.

Dichas proyecciones son iguales a los incrementos clementales de las coordenadas de este punto
durante sus desplazamientos y se calculan como las diferenciales de las coordenadas.

La condicion de equilibrio para cualquier sistema mecénico, en los métodos de la estatica
geométrica exige un analisis de equilibrio de cada uno de los cuerpos del sistema por separado. En
este caso, al aplicar este principio hay que considerar solamente las fuerzas activas permitiendo
excluir del andlisis preliminar todas las reacciones desconocidas de las ligaduras, cuando estas son
ideales.

Solucién de Problemas

Si ¢l sistema tiene varios grados de libertad, s necesario escribir por s¢parado las ecuaciones (19)
0( 20) para cada uno de los desplazamientos independientes del sistema; Entonces, se obtendran
tantas ccuaciones como condiciones de equilibrio segin los grados de libertad tenga el sistema,

Para la resolucion de problemas mediante ¢l método grafico es necesario:

1) Representar todas las fuerzas activas que actiian sobre el sistema;

2) Comunicar al sistema un desplazamiento virtual r indicar en el dibujo los vectores "a' s" de los
desplazamientos elementales de los puntos de aplicacion de las fiserzas 6 angulos "d¢k" delos
giros elementales delos cuerpos sobre los cuales actian las fuerzas (si el sistema posce varios
grados de libertad s nccesario comunicarle uno de los desplazamientos independicntes),

3) Caleular los trabajos elementales de todas las fuerzas activas para ¢l desplazamiento dado

mediante las formulas:
3 a

a L}
FAK=IFK Sk 6 FAN=mo(F K)IPK e i 21

y eseribir la condicion (19 );

4) Definir la relacion entre los valores de"ogk" y *a' Sk* que intervienen en la relacion ( 19),
expresando todos estos valores por medio de una sola magnitud, esto siempre es posible porque
se ha comunicado al sistema un desplazamiento virtual independiente,

) miso principio, fuc expresado en una forma parecida a la modema, pero sin demostraciones por 1, Bemoulli,
este principio fue formulado y demostrado por primera vez por Lagrange, la gencralizacion del principio para ¢l caso de
ligaduras unilaterales (son Jas que pueden ser abandonadas par el citerpo) file explicado por M. V. Ostrogradsky en sus
trabajos de 1838 - 1842,
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Después de sustituir en la formula ( 19 ) todos los valores de *odx* y ¢ Sk*, por una sola magnitud
doude se encuentra la ccuacion de la cual se encontrard la magnilud 6 relacion buscada del
problema.

Para un sisicma con varios grados de libertad, El calculo citado se repetird por separado para cada
desplazamiento independiente.

Las relaciones entre las magnitudes *a¢k" y "@ Sk* pueden determinarse:

a) Por medio de razonamicentos puramente geométricos.

b) Mediante el métado cinemético determinando la relacion entre las velocidades lineales "Vi" &

angulares "wk" respectivas, que tendrian los puntos 6 cuerpos del sistema, si este se desplazaré,

teniendo en cuenta "ask = Vi at" y "adk = wk at",

A través del método nnalitico del calculo, 1as condiciones de equitibrio se componen de ta forma
(20). En este caso se eligen los coordenados relacionados con ¢l cuerpo, este permancee inmévil

* durante los desplazamientos del sisterma. Posteriormente se calculan las proyecciones del sistema

de todas las fuerzas activas sobre los ejes elegidos y las coordenndas ", "y, 2", de los puntos

de aplicacion de las fuerzas, expresando todas las coordenadas por medio de un pardmetro

cualquiera (un dngulo por ejemplo) luego las magnitudes "a xk", "¢ yk", "3’ " se encuentran

diferencinndo las coordenadas “x*, "y, ", respecto de este pardmetro [por ejemplo si xk= =)

axk = ' (%) 8= etc.).

Si no se pudiese expresar todas las coordenadas "«”, "y, "a*, mediante un solo pardmetro,

entonces ser necesario introducir varios pardmetros y despuds la relacion entre ellos.

Ecuacién General de la Dindmica

Examinando un sistema de puntos materiales, al cual se han impuesto ligaduras ideales, Si a todos
los puntos del sistema se les afiaden las fuerzas de inercia correspondientes:

in
F k= -k wk

[ ]

Ademas de las fucrzas activas *F«" y las reacciones de las ligaduras “Nk* que actiian sobre estos, de
acuerdo con e! principio de D’Alentbert, el sistema de fuierzas abtenido estard en equilibrio.
Aplicando ¢l principio de desplazamientos virtuales:

L] n r
TOAK+YOA k +Y0AK=0
La Ultima suma, recordando la condicion { 18 ) es igual a cero:
a in
FOAK +T0A k=0 oo 22
La igualdad anterior es conocida como la "Feuacidn General de la Dindmica” deduciéndose de
esta el principio D'Alembert - Lagrange * Durante el imovimiento de un sistema con ligaduras

ideales, para cada instante la suma de los trabajos elementales de todas las fuerzas activas

aplicadas al sistema y de todas las fuerzas de inercia, en cualquier desplazamiento virtual es igual
a cero”,

En forma analitica la ecuacion ( 22 ) se expresa como;
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0 in a in s in .
LIFr+F k) dxk + Fhy+F ky)dyk+ Fla+F k) 07} =0 o 23

Las ecuaciones (22 ) y (23 ) permiten componer la ecuacion diferencial del movimiento de
cualquiera sistema mecénico.

Si ¢l sistema es, un conjunto de varios cuerpos sdlidos, para componer las ecuaciones es neccsario
agregar a las fuerzas activas que actuan sobre cada cuerpo una fuerza igual al vector principal de
las fuerzas de inercia , aplindn a un centro cualquiera, y un par de momento igual al momento
principal de las fuerzas de inercia respecto de centro para Iucgo usar el principio de los
desplazamientos virtuales.

Condiciones de Equilibrio y Ecuaciones del Movimiento del Sistema en
Coordenadas Generalizadas

Coordenadas Generalizadas y Velocidades Generalizadas

El nimero de coordenadas (pardmetros) que determinan la posicion de un sistema, depende del
nimero de puntos (6 de cuerpos) que entran en el sistema y de! nimero y del cardcter de las
ligaduras impuestas. En Jo sucesivo consideraremos solamente los sistemas con ligaduras
geométncas, 0 seq, con ligaduras que imponen restricciones a las posiciones de los punlos del
sistema en el espacio, no asf a sus velocidades. .

las ligaduras geométricas tienen Ia peculiaridad de que cada una de ellas disminuye en una unidad
en el nimero de desplazamientos virtuales independientes del sistema, y el nimero de las
coordenadas independientes entre si que determinan la posicion del sistema. "El nimero de
coordenadas independientes que determinan la posncnén deun sistema con ligaduras geomémcas
es igual al namero de grados de libertad de este sistema”.

Los pardmetros de cualquier dimensionalidad independientes entre si cuyo nimero es lgual al
aumero de grados del sistema que determinan simplemente la posicion de este sistema, ilamandose
coordenadas generalizadas del sistema. Se designaré a las coordenadas generatizadas con la
letra "q".

Ya que un punto libre posee tres grados de libertad, un sistema compuesto de_"n" puntos
materinles, cuyas coordenadas en virtud de las ligaduras geométricas impucstas al sistema deben
satisfacer las "k" ecuaciones que expresan estas ligaduras, teniendo “s =3 [a - k|" grados de
libertad y su posicion estard determinada por "s" coordenadas gencralizadas.

QL Q2 8 i 4

Por ¢! contrario, si se sabe que la posicion de un sistema dado esta determinada simplemente por
"s" parmetros cualesquiera independientes entre si, este sistema posce "s" grados de libertad.
Como las coordenadas generalizadas son independientes entre si (cada una de estas puede ser
modificada sin alterar a las demas), los incrementos elementales de estas coordenadas son:
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0G1, 3tfniees DGV s 25

Serdn independientes entre si. Cada una de las magnitudes ( 25 ) determina el desplazamiento
virtual correspondiente, independiente de otros desplazamientos del sistema. Del mismo que al
pasar_de un sistema de coordenadas a otro, las coordenadas cartesianas (X, Y, Zx) de un punto
cualquiera del sistema inecanico en estudio, puede ser expresada en funcion de las coordenadas
generalizadas por las dependencias del tipo: :

X=Xk (g1, 2, .8

Por consiguiente para el radio vector "rk"de dicho punto, que esta determinado por sus
proyecciones, es decir por las coordenadas (i = Xki + Yij + Zik) teniendo;

=0 [l Q) i 26

Para reducir la notacion se considerarin ligaduras invariables en el tlempo (de lo contrario "rk"
dependesia del argumento "t”).

Durante el movimiento del sistema sus coordenadas generalizadas varian incesablemente con el
transcurso del tiempo y 1a ley de este movimiento esta determinada por las ecuaciones:

g =0).q2=Q),.. q-uf. . - 1)

Las ecuaciones ( 27 ) son las ecuaciones cineméticas del movmuento del sistema en las
coordenadas generalizadas,

1as derivadas de las coordenadas generalizadas respecto al tiempo se llaman velocidades
generalizadas del sistema, se designaré a las velocidades generalizadas (q's) de) sistema, se
designaré a las velocidades generalizadas por los simbolos;

41,9%,..qs Dondeq'i=gdqi
. a

La dimension de la velocidad generalizada depende de Ia dimension de Ia coordenada generalizada

correspondiente.

Si "q" es una magnitud lineal, " q' * es Ia velocidad linea!; Si "q" es un dngulo, " q' " esia
velocidad angular; Si "q" es un rea, " q' " es la velocidad sectorial, etc. como se ve el concepto
de velocidad generalizada abarca todos los conceptos de las velocidades que se estudian en la
cinematica.

Fuerzas Generalizadas

Examinando un sistema mecanico de "n" puntos materiales, sobre los cuales actian las fuerzas 1,

F1,...Fa. Suponiendo que ¢ sistema tiene "s” grados de libertad y su posicion es determinada por
las coordenadas generalizadas ( 24 ). Comuniquemos al sistema un desplazamiento virtual, del
cua! la coordenada *q1* recibe un incremento *3q1*, mientras que las demis coordenadas
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permanecen invariables. Entonces, cada radio vector “rk" de los puntos del sistema obtendra el
incremento elemental (3q1)1*. Ya que de acuerdo con la igualdad ( 26 ) y en ¢l desplazamiento
considerado varia solamente la coordenada "q1* (las demds conservan sus valores constantes),
(on)t se calcula como una diferencial parcial y por consiguiente:

(GIN= 1K, Q1 v 23
aql

Calculemos ahora la suma de los trabajos elementales de todas las fuerzas en ¢l desplazamiento
considerado; Esta suma se designa por "aAr” utilizando la formula ( 28 ) obtendremos:

GAL= QU A cvvssieseiriemssnisesssensssnenns 29

Donde;

(ST XN, | S 30
aq

Por analogia con la igualdad 3A = Fr ds. que determina ¢! trabajo clemental de la fuerza "F", la
magnitud "Qr* se llama fiserza generalizada correspondicnte a la coordenada "g1",
Comunicando al sistema otro desplazamiento virtual independiente, durante el cual varia
solamente la coordenada "q2": :

6A2= Q2 AGT.rrmriverorrs s 3

Donde:

Q2= S Ak, wornrrmssnrs n
dq2

La magnitud "Q2" es la fuerza generalizada corvespondicnte a la coordenada "q2". etc.

Es evidente que si se comunica al sistema un desplazamiento virtual, durante el cual varian a la
vez todas sus coordenadas generalizadas, la suma de los trabajos elementales de las fuerzas
aplicadas al sisterna en este desplazamiento esta determinado por la igualdad:

TAG=QE QU+ Q22+ Qs 33

La formula anterior da la expresion de trabajo elemental total de todas las fuerzas aplicadas al
sistema en las coordenadas generalizadas,

De esta igualdad se ve que las fuerzas gencralizadas son magnitudes iguales a los cocficientes de
los incrementos de las coordenadas generalizadas en la expresion del trabajo de las fuerzas que

gl siprbolo (dqi)1 significa que s¢ toma ¢l incremento clemental que el radio - veetor "rk” cuando se modifica
solamente I coordenads *q1® cn wia magnitud dgs
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actuan sobre ¢l sistema. Si todas las ligaduras impuestas al sistema son ideales, durantc los
desplazamientos virtuales, el trabajo solamente es realizado solamente por las fuerzas activas y las
magnitudes Q1, Qz,...Qs, son las fuerzas activas generalizadas del sistema.

La dimensionalidad de una fuerza aplicada depende de la dimensionalidad de la coordenada
generalizada correspondiente. Ya que el producto [(Q) (69)) y por consiguiente "Qq" tienen la
dimension de trabajo entonces:

Qi =lA. M
q

La dimensionalidad de una fuerza generalizada es igual a la dimensionalidad del trabajo dividida
por la dimensionalidad de la coordenada generalizada correspondiente. De aqui se ve que s "q" es
una magnitud lineal "Q" ticne dimension de una fuerza ordinaria (kgf, en el sistema mkqs); si "q"
cs un dngulo ( una magnitud adimensional), "Q" se medira en kgfim, es decir tendré la dimension
de momento; "q" es un volumen (por ejemplo la posicion del piston en un cilindro puede
determinarse por el volumen del espacio detras del piston) "Q" se medira en kmf/ m cuadrados,
es decir tiene la dimension de presion, como se ve por analogfa con la velocidad generalizada el
concepto de fuerza generalizada abarca todas las magnitudes antes estudiadas como medida de la
accion mecanica mutua de cuerpos materiales (fuerza, momento, presion).

Calculo de las Fuerzas Generalizadas

Se efectiia con fomwilas del tipo (29 ), (31 ) reduciéndose al calculo def trabajo virtual
elemental,

1) Se determina el mimero de grados de libertad del sistema.
2) Se cligen las coordenadas generalizadas y se traza en el dibujo todas las fuerzas de rozamientos
(si estas realizan trabajo), ‘
3) Para determinar "Q:" es necesario comunicar al sistena un desplazamicnto virtual, durante el
cual varia solamente la coordenada "q1".
4) Calcular para este desplazamiento la suma de los trabajos elementales de todas las fuerzas
activas valiéndose de las formulas ( 21 ) y expresar la ecuacion obtenida en la forma ( 29)
entonces el coeficiente 3q1 nos da la incognita "Qr".

Se calculan anilogamente (Qz, Q3, ..Qs).

Cuo de Fuerzas Potenclales

Si todas las fuerzas que actian sobre un sistema son potenciales, entonces, para ¢l sistema, existe
una funcién de fuerza "U” dependiente de las coordenadas (Xk, Yk, Zx) de los puntos del sistema, tal
que la suma de los trabajos elementales de las fuerzas efectivas s igual a la diferencia total de esta
funcion, es decir *F,6Ax = 3U* pero al pasar a las coordenadas generalizadas (q1, q2, ..q0), por-
consiguiente calculando "6U" como la diferencial total de la funcién "U(q1, q2, ..q)" hallaremos que:
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YoAk=aU =gl g +oU dqa +...+ QU dqs

aqn oq2 aqs
Comparando esta expresion con la ecuacion ( 33 ) se concluye que para este caso:
Q=gu., Q= U, Q= U i 38

aqi o dqs
6 como la energia potencial ([]=-U) se tiene:

Q= L, Q= L e Q= 2L 36
aq1 oq1 aqs

Por lo tanto "Si todas las fuerzas que actian sobre el sistema son potenciales, entonces las fuerzas
generalizadas son iguales a las derivadas parciales de la funcion fuerza (6 las derivadas parciales
de la encrgia potenciales 1omadas con el signo negativo) respecto de las coordenadas
generalizadas correspondientes.

Condiciones de Equilibrio de un sistema en las Coordenadas Generalizadal

‘Recordando la condicion de equilibrio de los desplazamientos virtuales, que es suficiente enun
sistema inecénico, la suma de los trabajos clementales de todas las fuerzas activas (y las de
rozamiento si estas realizan trabajo) durante todo desplazamiento virtual del sistema sea igual a
cero, Y9Ak = 0 en las coordenadas generalizadas esta condicion de acuerdo con la ecuacion ( 33
) resulta:

Q1oq1 +Q2aq2+ .ot Qo dgs =0 o 37

"Para ¢l equilibrio de un sistema mecénico es necesario y suficiente que todas las fuerzas
generalizadas que corresponden a las coordenadas elegidas para el sistema sea igual a cero”, el
nimero de condiciones de equilibrio es igual al nimero de las coordenadas generalizadas, es
decir, al nimero de grados de libertad del sistema.. ‘

Q1=0, @220, .., Q=0
Caso de Fuerzas Potenciales

Teniendo en cuenta las igualdades ( 35 ) y ( 36 ) considerando las condiciones de equilibrio (37)
resulta:

U =0, cU =0, .., U 20 i k] ]
oqb ¢q2 o
6
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120, Sf1=0, . AL =0 38
dql aq2 oqs

De aqui se deduce que durante el equilibrio, la diferencial de las funciones "U" 6 "[]" es igual a
cero, ¢s decir;

U (dqt, 3q2, 9y =0 6 A[T (31, 342, 396) =0 3

Un sistema se encuentra en equilibrio, sometido a 1a accién de fuerzas potenciales cn las
posiciones para las cuales la funcién de fuerza 6 la energia potencial tiene un valor maximo 6
minimo.

Ecuaciones de Lagrange

Para poder encontrar las ecuaciones de Lagrange, se necesita encontrar las ecuaciones de
movimiento de un sistema mecAnico con ligaduras ideales geométricas en las coordenadas
generalizadas, dirigiendo 1a ecuacion general de la dinimica tendremos:

LOAK=Q1 81 +Q1 Q1+ v +QEGGE oo 4D

En este anthsis para genmhw no consideraremos que todas las ligaduras del sisteina son

ideales, por eso en la primera suma pueden entrar tanto los trabajos de las fuierzas activas, como

los de las fuerzas de rozamiento por ejemplo.
Suponiendo que el sisterna tiene "s" grados de libertad, y su posicion esta determinada por las
coordenadu generalizadas ( 24 ), entonces segin la xgualdad ( 23).

YA +LOAi =0..... a

in
Es evidente que se puede transformar ¢l trabajo elemental de Ias flicrzas de inercia *F x” respecto

de las coordenadns generalmdas obteniendo:
in  in

LoAxs= Qluql+Q10q2+ ..... +Q.oq. ........................................ a’
Donde (Q1,Qz, ....Qs) son las fuerzas de inercia generalizadas que segiin 1as ecuaciones ( 30) y
(32) serén igual a

Ql =)_lk£111 Qz =2Fkin;. . 42
u aqt . dq
n

in
(QU+QU )Gq+(Q1+Q1 )32+ v F(Qu+ Qs )G =0 s ")

Como todas las (@q1, 92, ... ) son independientes entre si, 1a igualdad obtenida es valida
sollmente cuando uno de los coeﬁclentes de(@q1,dq2, .. ) es igual a cero. Por lo tanto se tiene:

Q|+Qx-0 Qz+Qz=0 ............. Qs+Q-=0 ........................................ 43

Las ecuaciones obtenidas pucden ser aplicadas directamente para fa resolucion de problemas de
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Dinémica, sin embargo en el proceso de comparacion se simplificard considerablemente, sf todas
las fuerzas de inercia generalizadas que entran en las ecuaciones, se expresan en funcion de la
cnergfa cinética del sistema. :

Transformemos primeramente la magnitud "Q1 inercial”. Ya que la fucrza de cualquier punto del
sistema

in .
Fk =.mkwk=.mk oVk
&
Entonces, la primera de las formulas (42 ) results:
in

- Q1 =Yk gV, &%, . 4
a dq

in .

Para expresar "Qi " es funcion de la energla cinélica del sistema, hace falta transformar el miembro
derecho de la ecuacién ( 44 ) de tal manera que esta contenga las velocidades *vi® de los puntos
del sistema con este fin notemos ante todo que:

OV k= 2 [V 0k ] - kO [ @] i 48
a dq Jqi a dq
Luego hace considerar:

Ik=rk=Vky dqi=q'1t
at a

Donde Vi es la velocidad del punto del sistema que se determina por el radio vector rkl yq1esla
velocidad generalizada que corresponde a la coordenada qi, para Jas derivadas rk que entran en la
ecuacion ( 45 ) ser valido lo siguiente:

1) Las operaciones de diferensiacion total respecto de "t" y de diferensiacion parcial respecto de
*qi" son conmutativas, esto nos resulta:

Ao om )= a. [8m]}= VK v 46
a dqi dqr & aql

2) La derivads parcial de rk respecto de qi es el limite de la relacion entre el incremento parcial (A
)y el incremento (A q1), de acuerdo con la regla de L'Hospital se tiene que:

ork =91k = 0 Vk 47
dqk aqx aqk

: #En cfecto designando al incremento parcial 1 por el simbolo (A 1) y teniendo en cuenta que la derivada de
1a diferencia es igual a Ja diferencia de las derivadas se ticne:

Ok =lim A = lim{HAM LAY = imA [@n)(A) =lim Ark = Juk
aqi Aq) (KA qr) /o) All@qn/a) AqL dq
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Rmpleando las igualdades ( 46 ) y (47 ) expresamos 1a ecuacion ( 45 ) en la forma:
2 2

AVk 2= (Vk AVK)-Vk aVk= 3 [l aVk]-[L 2V}
A dqg A oq d & 2 a1 2 d&g

En este caso si se ticne en cuenta que la masa de una magnitud constante y que la suma de sus
derivadas es igual a 1a derivada de la suma, la expresion ( 44 ) ser:
in 2 2 .

Ql=g (& Emw)- & Cmkw)=2 (4T)- 2T
a «)‘qfl 2 aqr 2 a dq1  dq
. 2
Donde T = Ynx yx Es la energfa cinética del sistema
2

Las igualdades ( 43 ) darén finalmente:

TR @) BT Qi 48
a dqh dq
D@L BT =QU i 48
a dq2 dq
DT FTL R Qi 48
A dgs dg

Las ecuaciones ( 48 ) son precisamente las ecuaciones diferenciales del movimiento en las
coordenadas generalizadas ¢ Jas Fcuaciones de Lagrange. El nimero de estas ecuaciones es igual
al nimero de grados de libertad del sistema.

Las ecuaciones de Lagrange dan un método Gnico y bastante simple para resolver problemas de
Dindmica. La ventaja de estas ecuacioneses que no dependen ni del nimero de cuerpos (6
puntos) del sistema en consideracion, ni del movimiento de eslos cuerpos. El nimero de
ecuaciones se determina solamente por el nimero de grados de libertad del sistema. Ademds enel
caso de ligaduras ideales, en los miembros derechos de las ecuaciones ( 48 ) entran las fuerzas
aclivas generalizadas 'y, por consiguiente, estas ecuaciones permiten excluir de antemano en el
andlisis todas las reacciones desconocidas.

El problema fundamental en la dindmica de las coordenadas generalizadas, consiste en encontrar
la ley del movimiento de un sistema de 1a forma ( 27 ) conociendo las fuerzas generalizadas (Qi,
Q2,..,Qs) y las coordenadas iniciales, es decir, en determinar las coordenadas generalizadas del
sistema (q1, q2.....qs) en funcion del tiempo, Ya que 1a energia cinética "T" depende de las
velocidades generalizadas "q'1" entonces, al diferenciar los primerqs miembros de las ecuaciones
(48) respecto de "t" aparecerén en los miembros izquierdos de estas ecuaciones las segundas
derivadas de Ias coordenadas buscadas respecto de tiempo q"1 por consiguiente, las ecuaciones de
Lagrange son ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo grado respecto a las coordenadas
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Caso de Fuerzas Potenciales

Si todas las fuerzas obtenidas que actiian sobre el sistema son potenciales, entonces utilizando las
formulas ( 36 ), se puede expresar la primera de las ecuaciones ( 48 ) como:

0Ty &1 +J[].=0
adqt g1 dq

0

O A(ZLT-IN) - ST JIL =0
a I dq

La tltima igualdad es valida porque la energia potencial "[T" depende solamente de las
coordenadas (q1, 42,...q5) no dependiendo de las velocidades generalizadas, por lo cual

(19[]/q'1) =0).

De manera andloga se transforman las demis ecuaciones ( 48 ), introduzcamos la funcion

L=T-]] o

La funcion "L" de las coordenadas generalizadas y de Ias velocidades generalizadas, igual a la
diferencia entre las energias cinética y potencial del sistema se llama Funcion de Lagrange 6
potencial cinético. Entonces para el caso de fuerzas potenciales, las ecuaciones de Lagrange se
expresan: ‘

0.0y 21.=0 50
a dq1 dqi '

2(2L)-41.=0 50
a dqr dq

G- FL =0 i 80
a Jqs o

Del resultado obtenido se deduce que el estado de un sisteina mecnico sobre el cual actiian
fuerzas potenciales, se determina definiendo solamente la funcion de Lagrange, conociendo esta
funcion se pueden componer las ecuaciones diferenciales de inovimiento del sistema.

Después de la generalizacion correspondiente de estos conceptos, las funciones andlogas a la
funcion de Lagrange describen el estado de otros sistemas fisicos, (una sustancia fluida, un campo
gravitatorio, 0 electromagnético). Por eso las ecuaciones ( 50 ) desempefian un importante papel
en una serie de ramas de la fisica.
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Solucién de Problemas

Las ecuaciones de Lagrange pueden utilizarse para el estudio del movimiento de cualquier sistema
mechnico con ligaduras geométricas, independientemente del niimero de cuerpos que componen
cl sistema, del movimiento de estos y del tipo de movimiento (absoluto 6 relativo que se
examina), .

Para componer las ecuncime§ de Lagrange hace falta:
1) Determinar el nimero de grados de libertad del sistema y elegir las coordenadas generalizadas.

2) Representar el sistema en una posicion arbitraria e indicar en la figura todas las fuerzas
efectivas que actilan sobre este (para un sistema con ligaduras solamente las fuerzas activas).

3) Calcular las fuserzas generalizadas " Qi* mediante el método explicado, en este caso para evitar
errores en los signos, cada desplazamiento virtual que se comunica al sistema debe estar dirigido
de tal manera que el incremento de la coordenada correspondiente sea positivo.

4) Calcular la energla cinética "T" del sistema en su movimiento absoluto y expresar.esta energia .
en funcion de las coordenadas generalizadas * 4i* y de las velocidades generalizadas * q'i*

8) Calcular las derivadas parciales correspondientes de "T" respecto de® qi*y* ¢i" considerando
todas las magnitudes calculadas en las ecuaciones ( 48 ).

Si se conocen las fucrzas cfectivas y las condiciones iniciales, integrando las ecuaciones obtenidas
se pucde hallar 1a ley del movimiento del sistema en la forma ( 27 ). §i se conoce la ley del
movimiento, las ecuaciones compuestas permites determinar las fuerzas efectivas.

Cuando todas las fuerzas aplicadas al sistema son potenciales se pueden formar las ecuaciones de
Lagrange en la forma ( 50 ); En este caso, en vez de calcular las fuerzas generalizadas es
necesario determinar la energla potencial del sistema expreséndola respecto de las coordenadas
generalizadas y luego, después de calcular la energfa cinética, componer la funcién de Lagrange
49).
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CONCLUSIONES

Con las medidas de precision que se realizan actualmcnte de objetos microscopicos, hay cierta
limitacion en la exactitud de los resultados.

Por cjemplo, concebimos la medida de la posicion de un electron por la disipacion de fotones de
luz provenientes del electron. La caracteristica de 1a onda del foton antecede la inedida exacta, y
la posicion del electron serd determinada solo con alguna variacion Ax que es relativa por muchas
medidas se induce un cambio en el estado del electron. Desde la disipacion del foton que dara un
momento al electron. Este momento sera incierto, teniendo una variacion Ap. El producto Ax Ap
es la inedida de precision con la cual podremos determinar simultdncamente la posicion y el
momento del electron Ax -0, Ap -0 implica una medida con inimaginable precision, esto fue
mostrado por Heisenberg en 1927, este producto debe de ser siempre un valor muy grande para
uno y minimo para el otro (este resultado es aplicable a 1a medida de energla cn un ticmpo
“particular, en tal caso el producto AE At las cuales tienen las mismas dimensiones que [Ax Ap) si
Ax -0 entonces tenemos que Ap ~ = de modo que el principio de incertidumbre de Heisenberg
sea satisfecho, ¢l valor minimo de Axy Ap es del orden de 10 elevado a la - 27 erg. - segundos,
esto es extremadamente pequefio comparado con los estandares macroscopicos en la escala de los
abjetos de laboratorio, no es practicamente dificil efectuar las mediciones de posicion y momento.
Entonces las Leyes de Newton pueden ser aplicadas, sin embargo la mecanica Newtoniana no
puede ser aplicada en los sistemas microscopicos, un nuevo método con fendmenos

. microscopicos fue desarrollado, empezando en 1926, el trabsjo de Schrdinger, Heisenberg, Born
Dirac, entre otros es una nueva disciplina, entonces la mecnica Newtoniana es perfectamente
adecuada a |a descripcion en gran escala de los fendmenos, pero de nueva mecénica (mecanica
Cudntica) es necesario para el analisis del proceso un dominio atéiico. El tamailo del sistema es
incrementado, la mecénica Cudntica sc toma limitante de la Mecanica Newtoniana,

- En adicion a las limitaciones fundamentales de la mecanica Newtoniana aplicadas a los objetos
microscopicos, hay otra dificultad inherente al proyecto de Newton refcrente al tiempo en el
punto de vista de Newton, el tiempo es un concepto absoluto.

En orden podria ser siempre que el tiempo decida la secuencia de los eventos, para esto es
necesario que dos observadores del evento tengan conversacion instantdnea, o tener dos relojes
exactamente sincronizados.

Pero el tiempo transcurrido del transito de la sefial en una direccion a otra o sea de un observador
a otro. Enla actualidad es posible medir 1a velocidad de la sefal, sin embargo siempre se obticne
un promedio de velocidad de propagacion en direcciones opuestas, la medicion de la velocidad en
una sola direccion es necesario asumir la introduccion de algunos nuevos conceptos los cuales no
pueden ser verificados experimentalmente.

La maxima velocidad con la cual cualquier sefial puede ser propagada es para la de la Juz en un

espacio libre
o

ca 3x 10 cm./seg. las dificultades de establecer una escala de tiempo entre puntos separados
nos hace reflexionar que el tiempo, después de todo no es un concepto absoluto, el espacio y el
tiempo estan intitnamente involucrados. La solucion del dilema fue encontrada en 1904 - 1905 por
Lorentz, Poincaré y Einstein, este Gltimo los conjunto en la tcoria de la relatividad.
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La mecanica Newtoniana csta entonces sujeta a limitaciones fundamentales cuando pequeiias
distancias 6 grandes velocidades son involucradas, siendo también una limitacién practica.
Cuando un gran nimero de cuerpos son involucrados en un sistema no podemos encontrar un
solucion general para el movimiento de un sistema de mAs de dos cuerpos inter actuantes como el
relativamente simple caso de la interaccion gravitacional,

El movimiento de mas sistemas complejos (por ejemplo el sistema compuesto por todos los.
objetos mayores del sistema solar) puede ser calculado pero el proceso rﬂpldnmeme se loma
complejo en cualquier sisteina grande.

El calculo de movimiento de moléculas por decir en un centimetro cubico de gasque tiene 10a
la 19° potencia de moléculas, ¢l método exitoso del calculo es el "promedio" de propiedades de
tales sistemas, siendo desarrollado en el siglo diecinueve por Boltzmann, Maxwelli, Gibbs,
Liouville, entre otros.

Estos procedimientos permiten que los sistemas dindmicos puedan ser calculados por la teoria de
1a probabilidad y se involucra la mecinica estadistica.

Dados los avances actuales en la ciencia se debe dar otra perspectiva de solucion a problemas
Dindmicos microscopicos y 8 movimientos con velocidades extremadamente altas, se hizo
necesario modificar en parte los axiomas basicos establecidos por Newton.

Las conclusiones deducidas por Newton, y publicadas en sus "Principia” , tal vez constituyen la
hazafa intelectual mas grande que hasta ahora haya sido realizada por un sdlo Hombre, en menos
de dos aflos, Newton trabajo mateméticamente sobre 1a espina dorsal de las ideas basicas de la
Dindmica tal como hoy la conocemos, una faceta intcresante de su trabajo es que todas las
demostraciones se expresan en lenguaje geométrico. Veinte afios antes (1666), Newton habia
inventado sus “Fluxiones” (conocidas ahora como célculo), mediante las cuales resolvio
indudablemente sus problemas de Dindmica pero a causa de que en el medio cientifico de su
tiempo nadie estaba suficientemente familiarizado con el calculo para leer sus escritos, Newton
decidid traducir todas sus demostraciones al lenguaje de la geometria.

Entonces esta forma de resolver los problemas de Dindmica es acorde con los avances cientificos
ademas de facilitar 1a solucion s mucho mas exacta.
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