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En ests trabajo 88 hizo el andlisis de la importancia que tisne i3 asignatura
Matemdticss Hi, en la formacion del estudisnte de la Licenciatura de ingenierla en
Almentos que se imparie en ia Facuitad de Estudios Superiores Cuautitidn de ia
Universidad Nacional Auténoma de México, se plantearon cuatro objetivos particulares,
donde pars ol cumplimiento de los mismos, dicho trabajo fue dividido en tres capitulos,

€l capiiuio 1, contempia una revieion a (e temas del programa de Ia asignatura,
la cusl se divide en dos lemas centrales: Ecuaciones diferenciales y Chiculo vectoriat.

En ol caplituio 2, se analiza of papel que desempefia Matemdticas iil, en la
estruciure del plan de setudios de dicha licenciaturs.

Y finaimente, on ol capitulo 3, mediante ejempios sencillos y haciendo uso de
aigunce de los temas de la asignatura Matemddices i, para la solucién de los mismos,
e aneliza la importancia de eetd, frente of plan de estudios. Posterionmente, se
mmm»mmmmm«mmm
que engloban a dicha asignatura.
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Las Matemdticas son una disciplina fundamental en ia formacién del estudiante de
ingenieria, debido a que proporcionan las herramientaa bésicas que requiere esté,
para el desempefio de sus actividades a nivel estudiantil y profesional Naturaimente,
las Matematicas como ciencia tiene au propio lenguaje, cuya adecuada utilizacion esta
determinada por las reglas de la égica; todos loa simbolos matemdticos (cifras para los
nimeros, letras para los numeros desconocidos, etcétera) ayudan al cientifico a
abrevisr su pensamiento. es por ello que dicha ciencia sirve como base de! desarrollo
de estudios cientificos (DERRICK, W. R.; GROSSMAN, S. L..; 3- 8).

Sin embargo, sélo una parte del vocabulario de las Matemdticas ha aido utilizado por
la ciencia, el resto de los conocimientos, las Matemiticas puras, permanecen en la
esfera del pensamiento general humano ain aplicacién alguns. Pero de manera
creciente, algunas de laa ramas de laa Matemiticas que hasta hace poco eran
consideradas sin utiidad aparente han adquirido importancia vital en diversos campos
del conocimiento (SPIEGEL, M.R.. 106 - 109).

A pesar de lo expuesto anteriormente, no es extraho encontrar un considerable
porcentaje de eatudiantes a los cuales se les dificuitan y desagradan las Matematicas.
Tal pareciera incluso que existe una especie de "fobia generalizada" en las
instituclones educativas donde se imparten tales asignaturea. En general, el temor o
faita de interés por las Matemdticas por parte del estudiante se puede atribuir
principaimente a la abstraccién que implican, a la minima aplicacién que é! observa
en toro a su vida diaria y & |a falta de conocimientos basicos; junto con elio al sistema
escolar (temarios y seriacion de asignaturas); y finaimente, a los profesores que,
aunque tienen los conocimientos necesarios, no cuentan en ocsaiones, con la
capacidad para transmitir su importancia dentro del contexto o rama en que se
encuentren.

El hecho es que, aun a nivel licenciatura, el estudiante no ha asimilado la importancia
de las Matemdticas, por lo que trata de evitar toda relacién con las asignaturea que
envueiven a estda, dejando en ocasiones de cursarias, debido a que aupone que no
tienen utilidad aiguna, sin comprender que forman parte de un pien de astudios, e cual
fue estructurado en base & la experiencia de profesionistas, investigadores y técnicos
que estuvieron conscientes de las necesidadea en cuanto a conocimientos se refleren
para su mejor desempefio a nivel estudiantil y profesional,

Dentro det plan de estudios de la Licencistura de Ingenietia en Alimentos que se
imparte en la Facultad de Estudios Superiores Cuautitién de la Universidad Nacional
Autdnoma de México, se contempian tres cursos obligatorios de Matemdticas que
formen parts de las materiss bésicas de dicho plan,

Matemétican |, ssignatura que se imparte en ¢l primer semestre de la licenciatura de
Ingenieria en Alimentos, los conocimientos adquindos en dicho curso proporcionsn el
estudiante las bases tadricas y técnicas pars ol manejo @ implementacion de les
Mateméticas como una herramienta durante sus estudios y desarrollo profesional.

b{/}



En Matemdticas i, cursada también durante el primer semestre se tratan conceptos y
métodos fundamentales del Caiculo Diferencial @ integral da funciones de una variable
real, los cuales son una base para el curso posterior, Matemdticas iil,

Y finaimente Mateméticas i, donde e! estudiante aprende los fundamentos del
Céiculo Diferenciat e integral de funciones reales de un vector y de funciones
vectoriales de un vector, asi como los conocimientos sobre Ecuaciones Diferenciales y
su aplicacion.

En base a lo anterior, es indudabie la importancia con que deben contar las
Matemdticas en la compresion de algunos temas tratados dentro de fa ficenciatura de
ingenieria de Alimentos. Lo que resuite ilégico es el hecho de que dentro del plan de
estudios de dicha licenciatura no existe una continuided en cuanto a seriacion se
refiere con respecto a la asignatura de Matematicas Ill.

Por tanto, ia importancia de este trabsjo radica en que al realizar una revisidn en
torno al temario de programa de la asignatura Mateméticas 1ii, se pusda hacer notar su
ulilidad e importancia dentro del plan de estudios de la licencistura de Ingenieria en
Alimentos. ’
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Objetivos



Objetivo General

Evaluar la importancia que tiene la asignatura Matematicas il para la formacion del
estudiante de la licenciatura de ingenieria en Alimentos.

Objetivos Particulares

1. Realizar una revisién al temario del programa de ia asignatura Matemdticas iil.

2. Analizar ol papel que desempefia {a asignatura Mateméticas lil, en la estructura del
plan de estudios de |a licenciatura de ingenieria en Alimentos.

3. Analizar la relacién que existe entre la asignatura Mmmlﬂcn il y las demés
asignaturas que comprenden el plan de estudios.

4. Proponer posibles alternativas de la asignatura Mateméticas 1if, para su mejor
aprovechamiento,

xv



Capitulo 1

Marco referencial de la
asignatura: Matematicas Il



OWETTVO DE LA ASIGNATURA (MATEMATICAS 1)

Que el alumno aprenda los fundamentos del Célculo diferencial e integral de
funciones reales de un vector y de funciones vectoriales de un vector, asi como que
amplie sus conocimientos sobre Ecuaciones diferenciales y sus aplicaciones, para
ello, después de establecer formalmente ios conceptos del cdlculo de varias variabies,
se insistira en las aplicaciones mas usuales del campo (DEPTO. DE CIENCIAS
BIOLOGICAS, 59-60).

En base al objetivo anterior, el temario del programa planteado para la asignatura
fue ei siguiente:

1. Célculo diferencial vectorial.

2. Teorema del valor medio para funciones de varias variables,

3. Céiculo integral. '
" 4. Ecuaciones diferenciales ordinarias.

5. Ecuaciones diferenciales lineales.

Se puede decir que existen dos temas principales dentro del programa, los cuales
son Célculo vectorial y Ecuaciones diferenciales; el orden en que aparecen ios temas
marca la pauta para que durante el curso se analice primero ef tema de Calculo
Vectorial y posteriormente e de Ecuaciones Diferenciales. Para |a revisién del temario
de dicha asignatura en esté trabsjo, el orden serd invertido, es decir primero se
pnalizaré el tema de Ecuaciones diferenciales y luego ol de Calculo vectorial, esto es
debido a que el estudiante de la licenciatura de ingenleria en Alimentos, previamente
ha cursado la asignatura de Matemdticas 1l, contando ssi con los conocimientos:
bésicos para una mejor comprenaién del tema de Ecuaciones diferencisies y a la vez,

ara que esté se cuenta de la importancia de haber cursado ia assignatura de
miticas Il.

1.1. Ecuaciones diferenclaies

Dentro de |a asignatura de Matemdticaa Ii, se consider6 que dada la funcién y= fx),
ia derivada *

&_ .
;=I(X)

o8 también una funcién de x, la cual se encuentra mediante reglas apropiadas.

* Sea y=fix) una funcién cualquiers. La derivada de une funcién / con respecto § x, es otra funcién /'
("ofe prime’), cuyo valor en cusiquier NUMEND x esté dado por:
f.(x)gﬂzﬂx*i")“f(’)

slempre y cuando dicho limite exiets (PURCELL. £. J; VARBERG, D., 04; ALLENDOERFER, C. B.; OAKLEY, C. 0.204).
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Ejempio 1. Si v =¢" entonces

dy

;zlx(':“ obien '=2x,»'“ (1)

&
dx

Uno de los problemas que se presentan dentro de Ia asignatura de Mateméticas IIl,
es ] que dada una ecuacién tal como dy/dx = 2xy, se debe encontrar Ia funcién y = fix)

que satiafaga ia ecuacion, es decir, se requiere encontrar la solucion a dicha ecuacién
diferenclal (2iLL. D.G., 2).

1.1.1. Definicién

Una scuacién diferencial es toda ecuacién que involucra una o més derivadas de
una funcién desconocida de una 0 més variables (WYLIE, CR,1).

1.1.2. Clasificacién
Las ecuacionss diferenciales se clasifican segun su tipo, orden y grado.
1.4.2.1. Tipe. Ordinaria. Parcial

Ecuacion diferencial ordinaria, se presenta cuando la funcién desconocida
depende sdio de una variable.

Ecuacién diferencial parcial, se presenta cuando Ia funcidn desconocida depende
de més de una variable (SPIEGEL M. R, 10-18),

Ejemplo 2. La ecuacién %=2x+y @)

o8 una ecuacion diferencial ordinaria, en la cual » es la funcién desconacids, y
depende de una sola variable x. Donde a x se ie conoce como variable
independients, y variable dependients a y, debido a que depende de x.

3 )
Ejemplo J. La ecuacién (%:—f-) '—2(%) ~15x=0 )]

o8 una ecuacion diferencial ordinaria, en la cual x es la funcién desconocida y
depende de una sola varisble /.

? 2
Ejemplo 4. La ecuacién %;-'ifz%-}-f-w @

** Funcién funcién en la cusl la variable
| upllch ] v dependienis es expressda en términos de la varisbie

*** Funcidn impiic: Auncidn en la cual se encusniran involucredes tanto a les variables dependients
como independients Pars su EXPresion (SPEGEL M R, §.
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@8 una ecuacion diferencial parcial, en la cual ¥ es una funcion desconocida y
depende de dos variables x e y.

1.4.2.2. Orden
El orden de una ecuacion diferencial lo determma el nimero mayor de derivadas a
calcular (ROSS, S. L, 3). "

Ejemplo 5. L.a mayor derivada a calcular que aparaece en la ecuacién (2), es
dyrdx, es decir, |a primera derivada de la funcion. Por lo tanto, es una ecuacién
diferencial ordinana de primer orden.

Efemplo 6. La mayor derivada a calcular que aparece en la ecuacion (3), es
&x/dr?, es decir, la segunda derivada. Por lo tanto, es una ecuacion diferencial
ordinaria de segundo orden.

Ejemplo 7. La mayor derivada a caicular que aparece en ecuacién (4), es la
segunda derivada de la funcion. Por lo tanto, es una ecuacién diferencial parcial
de segundo orden.

1.1.2.3. Grado
Es el exponente de la derivada de mayor orden.

Ejemplo 8. E| exponsnte de la derivada de mayor orden de la ecuacion (2),
dy/dx, es 1, es decir, es una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden,
primer grado.

Ejempio 8. El exponente de la derivada de meyor orden de la ecuacién (3),
(d2y/dx?)’, o8 2, s decir, es una ecuscidn drferencial ordinaria de segundo
orden, segundo grado,

Ejempio 10. E| exponents de |a derivada de mayor orden de |a ecuacién (4),

[y e 1, ea decir, es una ecuacidn diferencial parcial de segundo orden,
primer grado.

Adicionaiments a su orden y grado, es Util clasificar una ecuscién diferencial
ordlmdacomummddndibnnddo:dhaﬁullmdomum«mdod
siguiente concepto:

1.1.24. Definicion de ecuacion diferencisl linesl (ordinaris)

Una ecuacién diferencial lineal es una ecuacién que cumple con los siguientes
requishos:

« La variable dependiente y todas sus derivadas estén elevadas a la potencia de uno.
¢+ Los cosficientes y el término Independiente deben sar constantes o estar en funcion
de la variable independiente.



A partir de esta definicion, se concluye que la scuacion diferencial lineal (ordinaria),
puede ser eecrite de ia forms:

-3
Lot rra L s a1y 1)
®

Una ecuacion diferencial que no puede ser escrita de la forma (5) se dice que es una
ecuacién diferencial no lineal (oqdlurh) (ZLL, D. G, 3),

Ejomplo 11. La ecuacién (2) es un sjemplo de una ecuacion diferenclal ordinaria
de primer orden, primer grado, lineal,

Ejemplo 12. La ecuacion (3)

g (x) +a ,(x)

El exponente &8
difrentes |

1,.)? 3
(%;) -2(%) 15520

ummmwwiadougundom.muMOgndo.m

lineal,
Ejompio 13. La ecuacidon
El cosficiente ‘
rv:&u - 2 El expanente es difersnte s |
y(%) +(x-1)y=0 ®
€8 LN ecuacitn diferencial ordinane, de primer orden, segundo grado, no lineal.
1.1.2.8. Notacidn
Las expresiones y', v, y'", ¥V, ..., ¥ se usan frecuentemente para representar

respectivamente llpdnm sagunda, tercers, cuarts, ..., endsima derivada de y con
respacto a is varisble independients en consideracién. Por lo tanto y'’ represents
d*y/dx* ol la variable independients e 1, pero representaria también d’y/dp’ o la
variable

bie independients es p.
Se debe de tener en cuenta que o pandniesis 3o Uss para representar & la endeima
derivade, es decir »", distinguiendo as! de la endaima potencia, y" (BRONSON, R, 2.

1.1.3 Soluciones

Tal como se manciond, ia meta es resoiver ecuaciones diferencisles, es deci,
encontrar su soluciédn.



1.4.3.1 Definicién

Una funcibn f cualquiera, definida en aigun imervaio 7=, s solucién de una
ecuacion diferencial en dicho intervalo, si al sustituir dicha funcion en ia ecuacion
diferencial, asta Ultima se reduce a una identidad (ZLL, O. G., ¢), e8 decir. una solucion
de una ecuacion diferencial es cualquier funcion que satisface 1a ecuscion, esto es. ls
reduce a una identidad (RANVILLE, D.E., 18).

Ejemplo 14. La funcién definida por y=C senx+C:x, donde C, y C, son
constantes arbitrarias, es solucion de (AYRES, F. D, 8).

) ,
(l-xctgx)g;%)-—xﬂ+y=0 )

dx
si se considera que :
y=Cisenx+Cix;

& d’y
E=Cl cosx +Cu: -E-;;-:—Cu senx

y al sustituis en la (7), se obtiene:
(1-x ctgx)(=Ci senx)~x(Cy cosx +C1)+(C) senx+Cax)=0
[l - x(i"-;"—’;)](-c. senx)~x(Cr.cosx+C1)+(C senx+C:x)=0

~C,senx +xCi (%ﬁ—;)unx ~xCi copx =xC24+C) senx+Cax=0

=C, senx +xCi cosx ~x¥C) cosx~xC214C\ senx+Cx=0
0=0
por fo tanto 18 funcién y = C\ senx +C: x @8 solucidn de la ecuacion (7).

Ejemplo 18, La funcién definida por I = ¢ sen 2y 8 una solucién de:

oV a'v
P T “@
pussto que: '
%-;-’-au" seny, %—;—,"-sw" seny,
3
%—;ﬂl" cos2y, %—;};=—4l"un2y.

de modo que al sustituir se encuenira que:

% La naturaieza de Jdepende del contexto, Fpodria representar intervalos tajes como:
a<x<h, asxsh 0<x<w, =a<x<m,ctodon
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96> sen2y + 240> sendy) = > seny
9¢¥ sendy - 8¢ sendy = (" sendy
¥ sendy = (" sen2y
ia cual es una identided. Y por ello, ¥ = > sem 2y @8 una solucién de ls ecuacion
diferencisl (4).
1.1.3.2 Origen

Uno de los problemas que se han mencionado anteriormente es que dada una
ecuscion diferencisl se debe de hallar una solucién a la misma; pero shors surge un
segundo problema, ol cusl es basa en que dada una solucién, encontrar la ecuacion
diferencial que ee satisface con la misma.

Para resolver dicho problema imm; o8 decir, la obtencién de Is ecuacion
diferencial a partir de la solucién, el procedimiento es ¢ siguients:

a) derivar la solucion, hasta que of nimero de ecuaciones derivadas sea
%uddmodommqmnmntrtnm la
ucién. :

b) finaimente, 88 debe eliminar las constantes arbiirarias, empleando pars
ello a la solucion y a las scuaciones derivadas (KELLS, L M., 8-10).

La ecuacién diferenciel, oblenida tendrd les siguientes carscleristices:

8) de orden igusi &l numero de constanies arbitrariss presentes en la
solucién dede,

_b) consistents con la solucién,
c) libre de conetantes arbitrarias (RAWVILLE, D. E, 18).

Ejempio 16. Oblsner la ecuacién diferencisl cuya solucién es:
y=Cl™ +Ct™ ' (8a)

ya que son dos conetantes arbitrarias involucradas en la ecuacion (8a), esta se
deriva dos veces (por (o Que s# presupone que la ecuacion diferencial oblenida
serd de segundo orden) (RAINVLLLE, D. E,, 19-21);
' y'==2C," +3C,¢™ (o)
y'=4C LY +9C, > (8¢c)

ia eliminacién de C, de las ecuaciones (8b) y (8¢) se obtiens al multiplicar a (8b)
por 2y sumar a (8¢)



a2y = (4043 +9c, i |+ [a-2c + 30|
=[4C 490, o [4C M 4607
T2 A A 90,6 -4 60,
=15C, " (8d)
|a eliminacion de C, de las ecuaciones (8s) y (Bb) se obtiene al multiplicar a (8s)
por 2 y sumar a (Bb)
vy =[-2ce 13c +face + et
=[-26,07 43¢, ]+[2, 0 +2C,0]
==2G 643G, + 20,67 4 2C,
=5C " (Be)
Ia eliminacién de C, de las ecuaciones (8d) y (8e), se obtiene al muitipiicar a (8e)
por -3 y sumar a (8d) ‘
(" +2) +[-3(y +25)] =[15C,¢# )+ [-3{sc,e*)]
(y"+2y") #(~3y'-6y) = 15C, 0> -15C, >
V'42y-3y' -6y=0
y'-y'-6y=0 (8f)

on donde s ecuacion (81) es la ecuacién diferencial de segundo orden, cuya
solucién de ia misma es la funcién  (8a).

Ejompio 17. Obtener ia ecuscidn diferencial cuya solucién es ia funcién:
y=Cr (Sa)

o0 deriva una soia vez Ia funcién (9e) ZLLO. G, 1), debido & que hay solemente
una constents arbitraria involucrada (por lo que se presupone que la ecuacidon

diferencial oblenida serd de primer orden):
y'=3Ce (9b)
pero C = y/x*, entonces al sustituir en (9b)
I PARNEY
d S(x,)x 3: L
@8 decir,
xy'-3y=0 (8¢)

la cual es una ecuacién diferencial de primer orden, cuya solucion es la
funcion (Sa).



1.1.3.3. Familia de curvas

Una funcién que contiene un parémetro ** , asi como una o ambas coordenadas de
un punto en’ el plano, representa una famiiia de curvas uniparémetricas, en donde
acada valor del parametro le corresponde una curva (RAINVILLE, D. E,, 22-25),

Ejemplo 18, Encontrar la ecuacin diferencial cuya solucidn es la funcion:
y=Ce* (10a)

dado que la funcién (10a), contiene un solo pardmetro asi como las variables x
e », entonces se puedes considerar que dicha funcién representa una famitia de
curvas uniparamétricas (Figura 1.1) (2iLL, 0. G.,6).

Ry
/

C>0_.__\'\ \& |

\\\'~ ,/"'k / //
~lZ s C=0

\
— LI P

- “‘,"7:/’-:\\\4\"
il

Y

FIGURA 1.1 FAMILIA DE CURVAS UNIPARAMETRICAS DE LA FUNCION y = C¢*,

Dado que en dicha funcién se encuenira involucrada solamente una constante
arbitraria, entonces se obtiene la primera derivada:

y'=2xCt"

ai considerar a la funcién (10a), se tiene que C=y/¢* , entonces sl sustituir
on la scuacién anterior
ol

V=2
y'=2xp=0 (10b)

en donde !a ecuacion (10b), es una ecuacion diferencial de primer orden,
la cusi tiene como solucién a la familia de curvas dada por la funcidn (10a).

57 Variable auxiliar en una funcién de 1a cual se expresan a3 coordenadas de los puntos de una fimcidn.
- 9



1.1.3.4, Tipos de soluciones

Una ecuacidn dierencial tiens un numero infinkle de soluciones. Por suetitucion
directa en la ecuacion (10b), se puede demosirar que cualquier curva o funcion de la
familia uniparemétrica y = C¢* (Figura 1.1), o8 solucidn de Ia ecuacion.

Ejemplo 19. Para cusiquier velor de C, iafuncién y = C(™, @8 solucion
de |a ecuacion diferenciat

%-ny-o C (10m)
sl se tisne que C = 5, entonces.
yust®; %sl()xl" (10¢)
sustituyendo en (10b) _
105" -2x(5¢*" )=0
0=0
sl 88 tiene que C = 0, entonces:
y=0, %ao (104)
sustituyendo en (10b)
0-2x(0)=0
0=0
sl o8 tiene que C = -5 entonces:
y=-st'; %--now‘ (108)

sustituyendo en (2)
-10x¢" -2x(-5¢" ) =0
0=0

de o anterior se pusde decir que tanto y=S¢",y=0 y y=-5("s0n
soluciones de (10b). En forma genersl, ol sustituir cusiquier valor de C en fa
funcién (10s), es posible generar un numero infinito de solucionss, y8 que
mmuo» forman parte de (s familia de curvas unipsramitrices de la

1.4.3.4.1. Solucion trivial

Es un miembro de |a familia uniparamétrica de soluciones, en la cuasl se considers que
C=0, por lotanto y=0, es decir a la funcién y=0, se le lama solucién trivial 24L,0.6.9.

Ejempio 20. La funcién (10d), es la solucién triviel de Is ecuacion (100).



1.1.3.4.2. Solucion particular

Es aquella solucion de |a scuacitn diferencial que no contiene pardmetros arbitrarios,
Pera la oblencién de dicha solucidn se requerird elegir valores aspecificos del
pardmetro (o de los parémetros) en una familia de soluciones (2L 0.G. 8).

Ejemplo 21. Dada y = ¢, la cust es una familia uniparamétrica de soluciones de

Ia acuacion diferencial y'~2xy =0. Cuando c=5, -5, y 0, se obtienen y = 5¢°,
y=-5¢" y y=0, |as cuales son soluciones particulares, respectivaments.

1.1.3.4.3. Solucién singular

Solucién que no puede obtenerse al der valores sepecificos a los pardmetros en una
familla uniparamitrica de soluciones (ZAL, 0. G., 8).

Ejemplo 22. La funcidn y=(x’/4+c), es una familla unipsramétrica de
soluciones de
Y-yt =0

donde al sustituir en la funcién, cuando ¢ = 0:

) 3 .
)5
la cusl results ser una solucién particular. Mientras que |a solucién trivial y = 0,

resulta ser una solucion singular de la ecuacion, ya que no puede ablenerse a
partir dela familia uniparamétrica de soluciones.

1.1.3.4.4. Solucién general

Se leo denomina solucién general de una ecuacion diferencial de orden », a la familia
de soluciones que contiene n pardmetros, los cuaies tienen asociados vaiores
apropiados y definidos (KELLS, L M., 8).

1.1.3.8. Condiciones Iniclales y de frontera

Frecuentements, en aigunos problemas se encuentran involucradas ciertas ecuaciones
diferenciales, las cuales estdn sujetss a condiciones dadas que la funcién desconocida
debe satisfacer. Dichos problemas que las involucran son (SPIEGEL, MR, 10-12);

1.1.3.6.1. Problema de valor Iniclal

Es un problema que busca determinar una solucién a una ecuacion diferencial, ls
cual osta sujeta a condiciones sobre la funcién desconocids y sus derivades
especificadas en un valor de la variable independiente. Tales condiciones son
condiclones Iniclales (SPIEGEL M. R.6).



Ejempio 23. Ei problema ' +2 "= ¢*, considerando que y(x) = I. v y'(x)= 2. @8
un prablema de valor inicisl, debido a que lse dos condiciones eslin dedas para
x=x (BRONSON, R, 6). :

1.1.3.8.2. Problema de veler de fronters

Es un probleme que buscs deferminar una solucién & una ecuscion diferencial sujets
8 condicionss sobre la funcién desconocida especificads, en dos o mie veilores de la
verisble independiente (SPEGEL M. R. 8). Tales condiciones son condiclones de
fronters

Ejomplo 24. €l problems y"'+2y'= (*; cusndo y{0)= 1, y 5{1) =1 es un problema
de valor de fronters, porque ise dos condiciones ssidn dades para difereniss
valores de |a varisbie independiente x =0, y x = | (BRONSON, R §).



1. 2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden
La forma estdndar de una ecuacion diferencial de primer orden es

%= F(x.y) {)]

donde Fix.y) puede ser expresada como un cociente de otras dos funciones M(x,y) ¥
- N(x,y)". Por lo que la ecuacion (1) puede ser escrita como dv/dx = M(x.v)/-N(x.y)
que es equivaiente a la forma diferencial (BRONSON, R, 11).

M(x,p)dx + N(x,p)dy =0 @
1.2.1 Ecuaciones de primer orden de variables separables

Dada una ecuacion diferencial en la forma (2), donde Mx.y; es una funcién que
depende sclaments de x y N(xy) es una funcién que depende solamente de y. la
ecuacién puede ser reducida a la siguiente forma:

g(x)dx+ f(y)dy=0 ]

entonces [a ecuacion se dice que es separable, o tiene sus variables separadas, ya
que x @ y se pueden separar de tal modo que x forme parte solamente del coeficiente
dedxe ydel gy

1.2.1.1. Método de solucién

El método de separacién de variables para la solucién de dichas ecuaciones
depende de la posibilidad de escribir la ecuacién (2) en la forme (3), donde las
variables son separadas en dos tdminos (RANVILLE.D. E., 28-31; ZLL, D. G., 36-38).

a) Si la ecuacion diferencial es de la forma:

2 -s(x) )
dado que dx esta dividiendo, pasaré multiplicando 8 g(x). De esta manera se
tendrén eeperadas Ias varisbles, tal como: dy = g(x )dv; cuya solucitn se
obtiene ol iMtegrar de la siguients forma:

I@ = Ix( x)dx
una vez integrada la solucion seré:

y =Ie(x)d~ +C (5)

donde C es una constants arbitraria.

* El signo negativo se utilize énicamente por conveniencia,

13



Ejempio 1. Resolver (ZUL, . G.. 36-38):

%:l”"
ol separer variables
: dvu(l46")dx
una vez integrada, queda como;
y=x+ {0 +C

b) Si ia ecuacion diferencial es de Ia forme:

& =_‘L’£)_ ©)
& /()
al reordenar rminos @ iMegrer:
If () =Ix(x)k
ia solucién seré:
II(J’)‘O' +o= Il(‘b +c

[ 16M= [ ek 41 -]

dado que ¢/ y c2 son conetantes arbitrarias, entonces ol restarse derdn una
nuevs constante C. Por lo tanto la solucién serd:

[rtav=[slaec U

Ejempio 2. Encontrar la sclucion general de %=%.yd‘hﬂﬂnlrll solucidn
perticular, si e tiene que y(-3) = -4 (SPEGEL, M. R, 35-37).
Al separar las varisbies de la ecuacion e integrar se obtiene [a solucién general:
(P +1)dx +(y-2)dy =0
[l e+ [(r-22 =0
Kt exe fyi=2y=C

al sustituir en la solucién general, ia condicion de x = -3, y = -4, para obtener
la solucidn particular, se tiene que C = 4, por lo tanto:

X » .
—t b dy=4
3 g

~——



Ejempio 3. Resolver (SPEEGEL MR 39-41).
\% -y=2y

Muitiplicando por dx a la ecuacion anteriory al agrupar términos:
xdy - ydx = 2x° ydv
(2’y+y)dx-xdy =0
¥(2x* +1)dx - xdy =0
8l dividir por xy, la ecuacién se reduce 8

-
[ f e

x'+ Injx|-in)y| =C

dicha solucién también puede eacribirse de la siguients forme, empleando
las loyes de los logaritmos:

domlci mil-cos;

= 5-| =ct”;
y y

x=QyE"; y=Cxt*

1.2.2. Ecuaciones homogéneas de primer orden

Una ecuacién diferencial cuyas variables no es posible seperar puede en ocasiones
ser reducide, mediante una sustitucidn aigebraica en otre ecuacién cuyas variables si
son separables. Para que tal sustitucién se pueds realizer es necesario que dicha

ecuacién ses homogénea.
Si una ecuacion de primer orden en su forma diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy =0,
tiene la propledad de que: ‘
 Mp)=r"M(xy) y Nimp)=r"N(x.y)
se dice que tiene coeficientes homogéneos, 0 que es una ecuacién homogénes.

ol sor inhonfh

=47




1.2.2.1. Funcién homogénea

Se dice que la funcidn /7 x.v ) es homogénea de grado n en x @ y 8i, y sbio ¢i, s
puede expressr de la siguients manera (ZiLL, D. G., 44-48).

S(ay)=t"f(x.y) ©)
Ejempio 4. Determinar si la funcién es homogénea
S(xy) =x-3Jxy+8y

S x0y) = () -3 flo Xy +8(oy)
=tr-3\iay + Sty
:I[x-JJI—JI-+$y]
=1f(x,y)
en consideracidn de lo anterior, la funcion es homogénea de grado uno.
Ejempio 5. Determinar si la funcién es homogénes

Sry)=yr'sy

Slxay)= s’ +9y
=y = (xy)
por lo tanto, la funcidn es homogénea de grado X.

En muchos casos se puede reconocer de manera inmadiata, s/ una funcién es
homogénes, al examinar ¢f grado de cada uno de los términcs.

Ejompio 6. Determinar ¢i la funcién es homogénea

sl evalusr

ol ovaluer

;&g Orado 4
S(xy)=62" +x'y!
R o2 oy
La funcién es homogénea de grado 4. N !
1.2.2.2. Método de solucién
Dada la ecuacion diferencial

M(x,y)dx + N(x,5)dy =0 @



donde My N tianen al mismo grado, se dice que es una ecuacion diferenciel
homogénea, entonces se puede reducir a una ecuacién de variables separabies
usando cualqulera de las sustituciones y = ux o bien x = vy, en donde u y v son nuevas
variables.

Sise elige y = ux, entonces dy = udx + xdu. Por lo tanto, la ecuacién diferencial (2)

se transforma en;
M(x,ux)dx + N(x,u0x )[udx + xdu) = 0

Ahora bien, al considerar que dicha funcién es homogénea, entonces es  posible
escribir;
x" M(1,u)dx + 5" N(1,u)udx + xdu) =0

" M(1,u)dx + x"uN(1,u)dx + x"xN (1, u)du = 0
x| M(1,u)ds + uN(1,u)dx + xN(1,u)du] =0
M(1,u)dx + uN(1,u)dx + xN(1,u)du =0

0 bien [ M(1,u)+uN(1,u)]dx +sN(1,u)du =0, donde las funciones M y N shora son
dependientes de la nueva variabie u. Donde &l rescomodar drmincs:

&, N(1,u)du -0,
x  M(Lu)+uN(Lu)

dicha ecuacién ahora se puede resoiver directamente, debido a que sus varisbies
estén separadas. La solucién de la ecuacidn original se obtiene 8 sustitulr » = y/x.

Ejempio 7. Resolver (ZiL D. G., 46-48).
(v +y?)de+(x* + )ty =0

Mixv) ¥ Nix)y; son ambas funciones homogéneas de grado 2, entonces la
ecuacion diferencial es homogénes. Al sustituir y= ux y dy = udx, + xdu, reordenar
e integrar, se obtiene:
(% 41803 )dx +(x* - o Y uckr + xddu) = 0
Xdx + 'ty + widy — i xdx + x'dy - ux'du = 0
X+ u)de + x'(1-u)du =0
l-u dx

i +—=0
| +u x

ﬂ-l+-l~§—u-]du+j%—=0

=1+ 2nf) + u|+ Inix| + Infe| = 0



l sustituir ¥ = ) x, y aplicando propiedades de los fogaritmos, ia solucion
puede a8r eacrita en la forma:

_.i.nh. 1+ =+ Infx] + Injc| = 0;

¥
x

o(x+y) ="

Ls sustitucion x=vy, aunque puede ussrse pars toda ecuacidn diferencisl
homogénea, en la prctica se utiliza cuando la funcidn A(x,y) tiene una sstructura mis
simple que Nx.y). A continuscidn se presants un ejemplo en ef cual se utiliza la
sustituoidn x = vy.

Ejempio 8. Resolver (2iL, D. G., 4749):
Wy +(x* +y' My =0

M(xy) ¥y N(x)) son ambas funciones homogéneas de grado 4, entonces la
ecuacion dilerencial es homogénea. Puseto que la expresidn asociada a dx e
figeraments mds simple que s ssociads a dy, se utilizard x=vy, por lo que la
OCUaCion queda como:

20"y [vdy + piv]+(v'y* +p* )y =0
ol desarrollar y factorizer:
Wy'dy+ v’y v e v'y'dy 4 y'dy =0
'y'dy + 29"y dv + y'dy = 0
[y +y'ly+2v'y'dv =0
Y3 + 1)y + 20y’ =0
y‘{[)v‘ +1jdy ¢2v'ﬂv} =0

[ +1]dy +2v'ydv =0
{s cual 8 reduce a:

—;—ln(iw‘ +1) +injy| = tnje,|

sustituyendo v por x/y, y aplicando las propiedades de los logaritmos, la solucion
88 reduce a:

Wyl +yt=C



1.2.3. Ecuaciones diferencisies exactas de primer orden
1.23.1, Condicidn de exactitud
Una ecuacion diforoﬁclul:
M(x.y)de+ Nix.)dv =0 3]
que tiene la propiedad de

éM(x,y) - éN(x.p)
ay cx
3¢ dice que es exacta (BRONSON, R., 12).

Ejemplo 9, Determinar si la acuacidn y*dx + 2xydy = 0. 68 exacta.

Se tiene
M(x.p) =y N(xy) =2xy;
J M(x,y) =2y= AN(x,y)
dy ox

entonces, la ecuacion es exacta (ROSS, S. L.,28).

Ejemplo 10. Determinar sl la ecuacién jdx +2xdy = 0 es exacta,

Se tiene
M(xy)=y; N(xy)=2;

IM(xY) a0 NG
ay “ ax

por lo tanto no es exacta (ROSS, S. L.,29).

Es necesario que la ecuacion este en la forma diferencial M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0,
a fin de poder verificar la condicién de exactitud, debido a que si no se encuentra en
dicha forma, supngase A (x,y)dx = N(x,y)dy, la verificacién seria errénea.

1.2.3.2. Mitodo de solucién

El método de solucion para las ecuaciones diferenciales cuando cumplen la
condicidn de exactitud es la siguiente:

a) Verificar que Ia ecuacién sea exacts,
b) Encontrar la F( x,y ), empleando

SEx3)  pMixy) )
Ax

LN o hry)  (00)
ay
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al emplear ia scuacion (0) y despejar se tiene que:
FFx ) = M(x.y) 6x

integrando ambos miembros con respecto a x, y manteniendo constante a
yoo

I{F(x.y) =I M(x,y) fx
F(x.y)=IM(X..V) cx+gly) (M

donde g¢y) s considera como una constante.
Ahora, derivando Ia ecuacion (11) con respectoa -

éF(xy) &
o ay“ M(xy) 3:*3()!)] (12)

e igualar la ecuacion (12) a ia ecuacion (10), debido a que !a Firy), debe
satisfacer a ambas ecuaciones (9) y (10), se tiene que:
-N(x,y)l—;-j M(x,y) dx+g'(y)
y
despejando g'(y) 5
B'(y)= N(x.,v)--;;f M(x,y) ox
sl inbegrar con respecto & y:

8(y)= f [N(x‘y)-;;’; j mx.y)ax]¢

sustituyendo g() en la ecuacion (11), se tendré que Ia solucion deta
ecuacion (2) es: Fixup)=C
X y)=

Ejomplo 11. Resolver 1a ecuacion (RANVILLE, D. E., 4547):

_ 3x(ay ~2)dx+(x’ +2y)dy =0

Considerando que
Ay “ox

por lo que Is acuacion es exacta.

Por lo tanto, su solucidn es £ (x,y) = C, donde

J F(x,y)

= = 1-' - i
Ix M =3x'y-6x, (n



¢ Fix,y)
cy

y =Nax'+2y .. ()

al determinar la Frxy, de la ecuacion (1). Y despejar a Ia misma se tiene:

J F(x.y)={3x'y -6x) ix
sl integrar ambos miembros, con respecto a x, y manteniendo constante . se
obtiene:
.‘i le,y)=j‘(3.r’.\'—6x) ox

Fix.p)=xv=3x3+g(y) . (m)

Dado que la funcidn Fix,y de la ecuacidn (i debe también satisfacer la
ecuacion ( 11). Se deriva la ecuacion ( 1) con respecto a y, se obtiene:

o Fx.y) _
oy

Entonces, al igualar la ecuacidn ( Iv ), con respecto a |la acuacién (. Y
despejando g'(y), se tiene:

T {0 - (V)

X rg(y)=x+2y
gM=2y .. V)
Integrando i8 ecuacion (v), y sustituyendo en (i1n), se obtiene la solucién;
Fx,)=x'y-3x*+y'=C
Ejempio 12. Resolver I ecuacion (RAWVILLE, D. E., 48-80):
2x° = xy? =2y +3)dx - (x}y+2x)dy =0

es decir:
(25" -xy" =2y +3)dx +(-x"y=2x)dy =0
donde:
oM N
Gy Wty
la ecuacion es exacta. Por lo que la solucién de Ia misma es F(x,y)=C, donde:
v‘;(’;»y_.).ﬂ,’_,yz-zwa. e (V1)
y al;(x;.v) =-xly-2x .. (Vi)

sl se opta ahora por comenzar la determinacién de la Fix,y), a pertir de la
ecuacion ( vil). Al despejar e Integrar con respecto a y, manteniendo constante a
x, 8@ obtiene: ‘



F(x.y)=-%x’y’ ~20+hO), e (Villy

donde Afx), e8 una constente arbitraria. Ahora derivando 18 ecuacion (viil), con
respecto a x, igualando con respecto a la ecuacion (vi), y finsimente despejando
h'(x), a8 obtiens:

SF(xy)

TAx
=2y h(x) =28 -y =2y 43,
h(x)=2x"+3 v (IX)

al iregrar la ecuacion ( 1X ) y sustituyendo A(x) en la ecuscion ( vil ), se obtiene
la solucion:

=-xpt =2y + h(x);

F(x.y)'—-;-;’y’ —2xy+-;-x‘ +3x=C

1.2.3.3 Factor integrants
Una ecuacion diferencial de ia forme:
M(x,y)dx+ N(x,y)dy=0 )

quonomloconlaoondidéndooxm pusde convestirse en una ecuacion
diferencial exacta, 8l ser multiplicada por una funcion p, llamada factor integrante, es

dodi:
POM(x,y)dx + BON(x,yMy =0 (13)
ahors o8 exacta, por o que
9BM _ 9PN
dy ox
al ser derivada
,,%; aﬂ_}_ v e ﬁ
al agrupar términcs
oM _oNY_yp_\ 9P
p(ay éx) o5 o“y (4
|a cual se puede resoiver considerando que:
a) p s0lo @8 funcidn de x, por [0 que la acuacion (14), se reduce a:
Mﬂ:o Y
oM _oN)_ 9P
ﬁ[ﬁy ﬁx) Nc?x

al separar variables



y considerando que

(cw aN)
R Y
I

—

N

(au ﬁN)
.= | Ox
.._‘lL_V’_{‘____.=,-(x,4,

y como 3, solo depende de la variable x, entonces

al integrar

despejando p,

b) P sea solo funcion de y, por lo que Is ecuacion (14), queda

separando variables

y &l considerar que

i},i’ - f(x)dk

In /3=J.f(x)dx
4= ‘J.lmb ‘

dado que p solo depende de »:

integrando

despejando {

.@ =
5 g(y)dy

Infi= js(y)dy

ge tIl(M
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Una vez obtenido el factor integrante se procede a multiplicar por la ecuacion
diferenciai. is cual shora se convertiré en exacta.

Ejempilo 13. Resoliver .r-‘% +2y=13
al reordenar términos (AYRES, F. D.. 38-40).

x%= 3-2y; xdy=(3-2p)dv;  (3-2py)dx+(-x)dy=0

por lo que:
f—-‘—‘-:—z —d—i=—]
éy dx
IM N
dy Jx

de modo que la ecuacion no es exacta. Para la obtencitn del factor integrante
correspondiente (), se va a considersr que Ia funcién sblo depende de .
Empleanda la ecuacion (15), se obtiens la funcidn fix)

!.‘Z.“!-‘_’V_! '
ay ox =%=f(;); M:i:.‘.

N -X -x X

sustituyendo /x), en |a ecuacion (16)

p'ljw‘-:t"‘:x.

Al multiplicar la ecuscién original por el factor integrante es x, esti queda como:

(Ix-2xy)dx - x’dy =0
donde:

par lo que la ecuacion es ahora exacta. Dicha ecuacidn, resolviéndose por el
mitodo de acuaciones exactas tiene una solucion:

2
Fixp)=sy-2=c

Ejempio 14. Resolver (SPEGEL, M. R, 51-53):

. ydx +(3+3x-y)dy =0
por lo que:

i



de modo que la ecuacién no es exacta,

Para la obtencidn del factor integrante correspondiente (). Se considera que la
funcién sblo depende de y. Empleando la ecuacién (17), se obtleno la funcion

gm):
(?&!_g’:’)
d I & (1-3) -2 2
. == g(y)dv ===
-M B b=y oy

sustituyendo dicha funcién en la ecuadén (18)

2.

ﬂ= ¢ ‘In [lnr = }'

Multiplicando la ecuacién original por el factor integrante obtenlido, se tiens que
Yo+ 3y +307 -y )y =0.

é‘M dN
Donde: =3yt =
ﬁy Fx

poi fo anterior se tiene que |a ecuacion es exacta, Ahora dicha ecuacion se
puede resolver por ¢l método de ecuaciones exactas, teniendo como solucion:

4
Fry)=n’+py--ec

1.2.4 Ecuaciones lineales de primer orden
Dada ecuacién lineal de orden a:

d” n
a,(x)-‘;x—;‘i+a,,_ (x) a&"' +a,_,(x) o Lt +a,(x)%+ao(x)y=f(x)

Si se recuerda, linealidad significa que todos Jos coeficientes son solamente
funciones de la variable independiente x, y que |a variable dependiente y, y todas sus

derivadas estan elevadas a la primera potencia. Ahora blen, cuando » = /, se obtiene |a
ecuacién lineal de primer orden:

a,(x}%+aa(x)y=f(x) (19)

Al dividir cada miembro de la ecuacién entre a(x), se obtiene:
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dy o) Sx)
dv adx)  alx)

Al considerar que un cociente de dos funciones genera una nueva funcién, se tene
que la ecuacion se puede expresar como:

-‘£+ P(x)y=R(x) {20)
dv

la cual se considera coma la forma esténdar para la ecuscién lineal de primer
orden, que al reorganizarse aigebraicamente queda: ‘
dv+[P(x)y = R(x)dx =0

Al reordenar términos y verificar la condicién de exactitud a la ecuacién anterior;

[P(x)y~R(x)}ds +dy=0 (21)
M _ - ON_
5y - 50

oM 4N

dy Jdx

En base a la desigualdad anterior, se puede decir que dicha ecuacién no es exacta, a
menos que Pix) = 0, en tal caso, la ecuacién (20), pasaria a convertirse en una
ecuacién simple de variables separadas. Sin embargo la ecuacién (21), posee un
factor de integracidn que depends solamente de x, y que se puede hallar fciimente.
Por lo que se proceders a determinario.

La ecuacion (21), se multiplica por fi(x), y se obtiene
' [B(x)P(x)y - B(x)R(x))ds + Kx)dy = 0 (22)

Por definicién, como ya se menciond anteriorments, §(x) es un factor integrante de ia
ecuacién (22) si y s6lo si la ecuacion es exacta; es decir, si y sblo sl

AB(x)P(x)y-Kx)R(x)] _ 3 Kx)

dy dx
por lo que esta condicién se reduce a:
d
Ax)P(x)= [le)] (23)

En la ecuacidn (23), Py es una funcién conocida, perc fi(x) es una funcidn
desconocida de x, ia cual se trata de determinar. Por lo que dicha ecuacidn se puede
escribir como:

pr(x) =22

2%



en donde la variable dependiente es ) y la variable independiente es x, donde Prx; o
una funcidn conocida. Esta ecuacion diferencial es separable,

iﬂi’ = P(x)dx
alintegrar se tiene que
ln/]=jl’(xldv
o bien, '
j o
p=t (24)

Por lo tanto, la ecuacién (20), posee un factor de integracion de la forma (24). Al
multiplicar (20) por (24), se tiene:

f""”dy fpm-b fpuxﬁ
¢ —‘EH Pix)y=1t Rix)

lo cual es equivalente a:

d J‘Pﬂ» JN’“’
o Bl =Rrx)t (25)

Al utilizar la regla del cdiculo para la diferenciacién de un producto, se reduce a:

d fmhh d Ipuux Iﬂxmdy
& yt —y—d_x—l +¢ E

d

=y tIHIMP(x) +€jﬂ'm

Pl axdx Jﬂlh
= lJ P(x)y + ¢ %
De la ecuacién (25), se obtiene por integracién la solucion

y (J‘m)t= IR(x) t‘[’lmdx+C

y finalmente despejando y

N . er-b
y=1 R(x) ¢ dx+C (26)
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A la ecuacién anterior, se le denomina solucién general de una ecuacién
diferencial de primer orden (ROSS, S. L., 47-49; 2ILL, D. G., 58-61).

Ejemplo 15. Resolver (SPIEGEL, M. R., 53-5):

v +5y =50
v

Dado que la ecuacidn se encuentra en la forma estdndar de una ecuacién
lineal de primer orden, y con base enla ecuacién (20), P=5y R =50
Aplicando la ecuacién llamada solucidn general (26):

-J.phlnh J.pukh
y=t J' Rt &+
y sustituyendo:

-Ju. J“'
yet Jsoe & +C

y=€"'[50 J t”mc]
y= t‘”[SO{ét" )+c]
y=t*(10¢* +C)
y=10+Ct*

Ejemplo 16. Resolver (SPIEGEL, M. R, 55)

@.
—=—+2y=13
xdx+y

Multiplicando todo por I/x para obtener la forma esténdar de la ecuacién lineal
de primer orden, se obtiene

b2
dx+x

Aplicando la ecuacion, llamada solucién general (26)

y= [-J'mm J.R(x)t'[nmdnc

3
y==
X

y sustituyendo:
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)':l'[ j’ j r+C|

y= r’lnl[s‘[(‘lnu( Yy + (
y= o [3]5“' (~ )dx+c»
x ‘[SIx (-—)dt+C]

X

y

y‘:'.

x 3] xdv + C]
y x"[‘.!(% x ) + (.‘]
y= -:-+ !
1.2.8. Ecuscién de Bemoulli
A una scuacion diferencial
L.+ p(x)y= R(x)y" (@7)

en donde 1 es un ndmero real cuaiquiera, se le denomina ecuacién de Bemoulll *
(2, DG, 68).Sim=0 on=1{en(27), las variables son separables, es por ello que
esté método de solucion considera que n=0 y n=1. Al reordenar términos en la
ecuacion (27), esta puede ser expresada en la forma:

dy+ P(x)yds = R(x)y"dx
ol dividir entre "

y7dy+ P(x)y""dx = R(x)dx (28)

dado que ia diferencial de ' es (1-n)y™"dy, de tal manera que la ecuacion (28)
puede simplificarse haciendo:

Y=z
por lo cual: (t=n)ydy=dz
De modo que la ecuacién (28) se reduce a:
mdf;'-; + P(x)zdx = R(x)dx

* En honor el matemdtico sulzo Jacob Bemoulli (1874-1706).
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| multipli I
al muttiplicar por (1 - n) dz+(1~n) Px)zds = (1 - n)R(x)dx

al reordenar.

%+(l-n)l’(x)z=(l—n)k(x) (28)

la cual es una ecuacion lineal en su forma diferencial (20) ( RAINVILLE D. E., 80).
Ejemplo 17. Resolver 1a ecuacion/ RANVILLE D. E., 80):

(6% - x=1)dx +2xdy =0
al reagrupar los términos en base a las potencias de y, se tiene que:

2xdy - (x +1)ydc + 6y°dx = 0
es decir,
2xdy -(x +1)ydx = -6y°dx (1
en donde (a ecuacion (1) es una ecuacion de Bemoulli, ya que involucra términos

que contienen, respectivaments a dy, y y »* (en donde n = 3). Por io tanto al
dividir cada uno de los Sérminos de la ecuacion (1) entre ', se obtiene:

2y dy - (x+ 1)y dx = 6k ()
esta acuacion es lineal en y?, asi que:
z=y?

dr=-2y” am

de modo que al sustituir (111 ) en (11 ):
Zx(-_‘%)-(xﬂ)uk = ~6dx

-xdz - (x + 1) 2dx = -6dx

al dividir entre (-x):
dz+ (x4 V)x~zde = 6x”'dx

de+(14 x7 )zdx = 6x7'dly (v

ia cual es una ecuacién lineal en su forma diferencial (20), por lo que al aplicar
la ecuacién de Ia solucidn genera) (28) se tiene que:

7= é-l-hl'[6jx-lthhld + C]
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1= -'-7[6'[:"1 *xdd +(‘J
xf

z= ‘-l';[bjl‘dx +C]
xf

| o
2=}—F[6£ +(.]
x2=60'+C

dado que z = y~, al sustituir y reordenar la solucién de dicha ecuacién, se

reduce a;
et =66 +C

w?=64CE

[6+Cl"]

x= ~

¥

x={6+Cl)y

y ot
(6+ct”)

X

Y*\levce)

Ejemplo 18. Resolver %nywy'.udodf(anonson, R,
dy + xydx = xy'de (I

en donde i ecuacién ( [') es una ecuacién de Bemoulli, ya que involucra
términos que contienen, respectivamente a dy, y y »" (en donde n = 2). Por lo
tanto al dividir cada uno de los términoce de la ecuacion (1 ) entre 3, se obtiene:

yldy+xyde = e ()
dado que la ecuacidn ( 11 ) es lineal en y', sel que:

zay”!
&=-y” (i)
de modo que &l sustituir (1T )en (I ):
~d2 + xzdx = xdx
al dividir entre .1).
dz +(~x)2dx = ~xdx )

la cual es una ecuacion fineal en su forma diferencial (20), por fo que al aplicar
la ecuacion de ia solucidn general (26) se tiene que:

K]}



z= ('I‘*" j(-x){j-wd:+c
2= U-x("ﬂﬂmc]

=07 [ 4 C]
. =140
dado que Z=y- [
1
Y o

en donde la ecuacion anlerior es la solucién de (1 ).
1.2.6. Teorema de exietencia y unicidad

(informativo)
A manudo interesa resolver una ecuacién diderencial de primer orden
&,
& f(xy) . (1)

sujeta a la condicién adicional y(x,)= 5, donde x, es un nimero en un intervalo ly y,
€8 un nUmero real arbitrario. Al problems

D - 1(x.5). donde slx)=» (%)

se e llama problema de valor inicial. Y a la condicion adicional, se le conoce como
condicion iniclel 2L, 0. G, 32).

Ejemplo 19. La funcién y = C¢*, es Una familia uniparamétrica de soluciones de
la ecuacion diferencial y' = y on of intervelo ~o < x <. Si se tiene como
condicién inicial y(0) = 3, entonces al sustitulr x=0, y y =3 en la funcién, queda
como 3=Ct°=C. Por lo consiguients, como se muestra en ia FIGURA 1.2,
y= 3¢, 08 una solucién particular de la ecuacion diferenciel

y=

no =3

Si la condicion inicial fuera ()} =3, se habria obtenido C=13¢"', por lo tanto
y=30"", La gréfica asociada a esta funcién también se indica en la FIGURA 1.2,

Al considerar un problema de valor inicial (30), surgen dos preguntas
fundamentalmente tales coma: si la solucién en efecto exiate y si dicha solucién es
unlca (EDWARDS, C. H.; PENNEY, D. E. 20).
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.’/- y=3¢"
- vz N
- e -~ Cc>0
g - e
T e x
R e :
u— - S ~
\-,\\.\ Q . \\_ }
. \\_ C<0
\\ "
poorh

FIGURA 1.2 FAMILIA DE CURVAS DE LA FUNCION y = C¢*

Con respecto a |a segunda cuestion el siguiente ejemplo muestra que puede existir
més de una solucién, si no se imponen mas condiciones a la funcién fx.y).

Ejamplo 20. La FiIGURA 1.3, muestra que e! problema de vaior iniciai, el cual se
encuentra asociado a la ecuacidn diferencial:

L2 -
oatd 0 donde y(0)=0

tiene al menos dos soluciones en el intervalo —w <x <. Las funciones

4

x
=0 aX
y L4 T3

satisfacen a |a ecuacién diferencial y cumplen con la condicion inicial de y(0)=0
(ZAL, D. G, 33).

Las cuestiones relativas a existencia y unicidad afectan al estudio de fenémenos
fisicos cuyo comportamiento esta basado en un modelo matemitico propuesto, el cual
involucra a ecusciones diferenciales con ciertas condiciones inicisies. Debido a Que en
ocasiones sus soluciones no son Unicas; esto hace surgir de inmediato ia pregunts de
si.ol modelo matemitico representa adecuadamente al fenémeno fisico (EDWARDS, C.
H.; PENNEY, D. E,, 20). Es por ello que a menudo se desea saber antes de atacar un
problema de valor inicial si es que existe una solucién, y cuando existe, saber si es la
unica solucion del problema. El siguiente teorema, debido a Picard °, da condiciones
auficientes para la exietencia de una solucién Gnica de (30).

* Charies Emile Picard (1858-1941), matemético francés que realizo aportaciones notables en los
campos de |as ecusciones diferencisles y de ls variable compieje.
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FIGURA 1.3 REPRESENTACION GRAFICA DE LAS FUNCIONES ASOCIADAS A LA ECUACION
DERENCIAL dyy/dx — xy =0

1.2.8.1. Teorema de Picard

Sea R una regién rectangular en e plano xy definida por los intervalos ]
asx<h, c¢Sysd que contiene al punto (x,,y,) en su interior (FIGURA 1.4). SI
fix3) ¥ 3f |5y son continuas en R, entonces existe un intervalo / con centro en x,

y una Gnica funcién y(x) definida en 7 que satisface el problema de valor inicia!
2L, 0.G.3y.

FIGURA 1.4 TEOREMA DE PICARD

El anterior teorema se puede resumir en otras palabras como:

Dada una ecuscin diferencial de primer orden, i satistace las siguientes
condiciones:

1. F(xy) es real, finits, simple valorada y continua en todos los puntos de
una region R dei plano xy ( que puede contener todos los puntos),

2. 9F(x,y){Sy es real, finita, simple valorada y continua en R.
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Entonces existe una y solo una funcién / en R. que cumple dicha condicion
inicied (SPIEGEL. M. R.,24).

Ejemplo 21. En el ejemplo anterior, se observo que |a ecuacién diferencial
%—xv” =0 donde {(0)=0

tiene 3l menos dos soluciones cuyas graficas pasan por (0,0).
Expresando fa ecuacion en la forme dy/dy = x " 30 puede escribir
eyt oy Sl X
Sixy)=xyt y I

se hace notar que ambas funciones son continuas en ¢l semiplano aupetior
definido por y > 0. Considerando ! tecrema de Picard, se concluys que pars
cualquier punto (x,, y,), , > 0, por sjempio (0,1), existe un intervalo en tomo a x,
on ¢l cusl {a ecuacion diferencial dada tiene una solucién Unics.

Ejemplo 22. E! worema de existencia y unicided garantiza que existe un intervalo
en tomo a x = 0 on of cusl y=3¢* e Ia tnica solucién del problems de valor
inicial del ejemplo 19: o

y=y

»0)=3
Esto se deduce de que f(x.y}=y y Jf/dy =1 son continuas en todo ol
plano xy. Ademés se puede demostrar que este intervalo 88 ~x <x <,
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1.3 Ecuaciones diferenciales ordinarias lineates de orden superior

1.3.1 Teoris bisics de ecuaclones diferenciales lineaies de orden
superior

Una ecuacidn diferencial lineai de orden » tiene la forma siguiente:

a (x)—-—+a,(x)‘—£;-+a (\')d +.4a, ,(x)—+a (e)y=F(x) (1)

donde a,(x), a(xi. ..., a,(x), ¥ F(x) dependen sdlo de x y no de y.
Sin=2, entonces (1) se convierte en:

ao(x) +a.(x) +a,(x)y=F(x) @

Ia cual @8 uns ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Si todos los cosficientes
ayx). a,fx), ..., a,(x), 8n (1) son consianies, esio es, No dependen de x, la ecuscion es
llamada ecuacién diferencial con coeficientss constantss. Sin embargo. i no todos
los coeficienies son constantes, es decir, qQue existen aigunos coeficientes que
dependen de x, la ecuacién es llamada ecuacién diferencial linesl con coeficientes
variables.

wv.mm (noss,s.l.. 102):

dx' JQ +2yndsndx
Iy 2y~ Qy +8y=l '+Sz

son ecuacionss diferencisies linesles con coeficientss constaniss de segundo y

tercer orden respectivaments.

Ejemplo 2. Las e0uaciones (SPEGEL, M. R., 167):

»'- 2y +x’y=0
d'
I’f—uy =0
son ecusciones diferenciales lineales con coeficientes varisbles de segundo y
cuarto orden respectivaments.

A segundo miembro F(x) se le denomina término Independients. Si Fix) es
idénticamante cerv, la ecuacién (1), se reduce a:

v+, .(X)-*u (x)y=0 @)

(X)»—-—a (x)—(;,,—.-w ( d +

la cual es lamada ecuacién diferencial lineal homogénea de orden a.
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La ecuacién (2). para cuando n=2. esta se reduce a ‘a correspondients ecuacion
lineal homogénea de segundo orden (ROSS, S. L.. 102).

uo(x) "'a(\)-'—*ll(\')l':r (4)
dv

Ejempio 3. Las ecuaciones dadas, dentro del ejempio 1, son ecuaciones
diferencisles lineales con coeficientes constantes. no homogéneas de segundo y
tercer orden respectivamente; debido a que en ambos casos el término
independiente es F(x) = 0.

Ejempio 4. Las ecuaciones dadli. dentro del sjempio 2, son ecuaciones
. diferenciales lineales con coeficientes variables. homogéneas de segundo y
cuarto orden respectivamente; debido a que el término Frx) = 0.

1.3.1.1 Definicién: combinacién lineal

Dado que 1. .. ... £, son n funclones, las cuales son n soluciones de (a ecuacion (3), y
que ¢, ¢, ..., c, 80N n constantes, entonces la expresion

off +ofs + .. e,
es tnmbian una solucidén de {a ecuacion (3), a la cual se le llama combinacién lineal
de/).f2 . /n,

Ejempio 5, Considerando que senx Y cos x son soluciones de:

en base al concepto de combinacion linesl, C, sen x + C, cos x, o8 también una

solucion para cusiquiera constantes ¢, y c,. Por ejemplo, la combinacién linest
Ssenx + 6cosx

@8 solucion (ROSS, S. L, 108).

Ejemplo 6. Dado que ¢*, ¢y ¢** son soluciones de

en base al concepto de fa combinacion lineal c,¢” +c,¢™* +¢,¢*, os también una

solucién para cuaiquiera conatantes ¢, c,, ¥ ¢, Por ejemplo, la combinacion
lineal

208 -3 w40
@8 801UCiOn (DERRICK, W. R.; GROSSMAN, S. |, 116).

1.3.1.2 Definicién: dependencia e independencia iineal

Las n funciones fi(x), fi(x), ..., f(x) se dice que son iineaiments dependientes en e!
intervalo a < x S b, si existen constantes c,, c,, ..., ¢,. en donde no todas tengan que ser
cero

e ##e, =0
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para que se cumpla:
et dxleo fn)s 4e, flx) =0

enelintervalo a s x <h.

En particular, dos funciones s y rvx). son lineaimente dependientes. si existen
constantes ¢, y ¢, al menos una diferente de cero, para que
o (.\‘l*c’:f:(x) =0
enelintervalo asx <b
Ejemplo 7. Las funciones x y v son lineaimante dependientes en ol intervalo
0sxs1 . Esto aucede porque existen conatantes ¢, y c,, no ambas cero, tales

que
ex+c,(2x)=0

para toda x, del intervalo 0< x S 1. (ROSS, S. L 106.108).
PO'W'O. c’ = 2. c, =],

Ejemplo 8. Las funciones sen x, 3 sem x y - sen x son lineaimente dependientes
on o intervalo -1 < x < 2. Esto sucede porque exigten constanies ¢, ¢, y ¢, , N0
todas cerv, tales que

¢, senx +c,(3senx) +c,(~senx) =0

para toda x, del intervalo -1< x <2 . Por ejemplo c,=1 ¢,=1, ¢;=4.

De la misms manera, ss dice que un conjunto de n funciones 1, f;. ... [, o8
linsaiments independientes, en ol imervelo a<sx <b , 8i para que se cumpla la

relacion
ofi(x)+ "zfz(')*---*‘-f.(l) =0
pava toda x, dentro del intervelo @ < x <b , implique que:
26T R Gy 0_

En otras palabres, la Unica combinacién lineal de fi(x)/fi(x)...fs(x) QuUe @8
idénticamente cero en el intervelo a < x <b es la combinacién trivial

0y +O)f + ... + (O,

En particular, dos funciones /, y /. son lineaimente independientes en ei intervalo
asxshsl lnrelacion:
c,f,(x)+c,f,(x)=0

para toda x, en el intervalo a < x 5 b, implica que ¢, =¢, = 0.

Ejempio 9. Las funciones x y x? son lineaimente independientes en el intervalo
asxsh, puesto que c,x + cx’ = 0, implica que ambas ¢;=0 y ¢,=0, para que se
cumpla (ROSS, S. L., 106-108).
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1.3.1.3 El Wronekiano
Si fi(x) ftx).... fu(x) son n aclucionee linealmente independientss de la ecuacion
diferenclal lineal homogénea de n-ésimo orden

S o (VoL ray (T s v (L ly=0 @)

on a < x b, entonces &l conjunto £(x) fi(x),.../i(x) se llama conjunto fundamenta! de
soluciones de (3) y la funcién /, queda definida por;

I =cfi@)+efilx) 1 f(x), asxsh,

donde ¢, ¢, .., ¢, 80n conslantes arbitraries, & la cual se le llama solucién general
de(3),enasxsh.

Por tanto, si se pueden hallar » soluciones lineaimente independientes de (3),
podemos de inmedisto escribir le solucién general de (3) como una combinacién
Ninesl general de sstas » soluciones.

Pars ¢l caso de la scuacién diferencial linsal homogénes de segundo orden:
"o(’) +‘|(’)""*‘) (’)y =0 4

ol conjunto fundamentsl de solucién, consta de dos soluciones  lineaimente
Independientes, es decir, i /i(x) ¥ /x3) formen un conjunto fundamentsl de la ecuacién
(4), on ol intervalo a < x < b, entonces le solucion general queda definids por:

Y "'tf:(')*vc:fn(')
donde ¢, ¥ c;, son constantes arbitrarise.
Ejemplo 10. Dedo que sex x ¥ cos x son soluciones de:
dl
al
pars toda x, debido a que dichas dos soluciones son linesimente
independientes (DERRICK, W. R; GROSSMAN, S. Y, 118). En consecuencia,
constituyen un conjunto fundamental de soluciones de Is ecuacion

diferencisl dede, y su solucién general se pusde expresar como |a
combinacién finest

+y=0

¢ Senx + Cyco8 X,
donde ¢,y c,, son constanies erbitrarias, es decir:

y‘c’“m+ € 08X,
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Ejemplo 11. Las soluciones ¢*, ¢"'y ¢** de:
dy_,dly_d
d' Tkt &

lss cuales son lineaimente independientes para toda x. Por consiguiente,
£, ¢y £ constituysn un conjunto fundaments! de Ia ecuacion diferencial
dada, y su solucion generai se puede expresar como la combinacién lineal

ol 4,7 +cyt¥,

donde ¢, c,, y ¢, son constantes arbitrarias. (ROSS, S. L, 106), es decir:
y=ol’ 4o, 4 ®
Un criterio sencillo para determinar si » solucionse de (3), son 0 no lineaimente
independientes, 88 mediante ¢l Teorema del Wronskiano:
1.3.1.3.1 Teorema de! Wronskiano

Sean n funciones resies /. /£, ... £, cada una de las cusies tiene (n-1)énesima
derivada en un intervelo real a < x < b . El determinante

Lok
fl fl .
W(ffof)=] . .

g g L g

en ¢l que (ss primas indican derivadas, se llama Wronskiano de estas » funciones.
Se observa que W(/, f;... [, ), es en si mismo una funcién real definidaen a<x<b, Su

valor en x eeth representado por W(f; /..., ) (x) 0 bien, por W{/,(x).£;(x)..... £, (x)].

Las n solucionss f, £, ..., /;, de la ecuacién linesl homogénea de s-ée/mo orden
(3), son linesiments independientss en a<x<b ol y sdio si ¢ Wronekiano de
1>, 08 diferents de cero para eiguna x del intervalo a < x $b.

De oata maners, al encontrarse lae n soluciones de (3), 88 puede splicar ol feorema
del Wronskiano para determinar si son 0 no linssimente independientss. Si son
linesimente independlentes, entonces se puede formar la solucién general como una
combinacién iineal de estas n soluciones lineaimente independientes.

En el caso de la ecuacion diferencial homogénea de segundo orden

, 4
a0) LY +a,(6) 2+, (s)y =0 @
ol Wronskiano de dos funciones f, y ; es ol determinante de segundo orden
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"TIAR f| '” ={f £ 10

Con base en el Teorema del Wronskiano, dos soluciones £, y f, de (4) son
lineaimente independientes en a < x < b, sl y sblo si su Wranskiano es diferente de cero
para alguna x de asx<b. Por lo tanto, st W{f,(x)./\{x}]=0 en asxsbh, las

soluciones £, y /. de (4) se pueden escribir como una combinacion lineal

e ix) + oofyix),
donde ¢, ¥ ¢, son constantes arbitrarias.

Ejemplo 12. Mediante el teorema del Wronskiano, demastrar que las funciones

sen x Y cos x son lineaimente independiente y posibles soluciones de la ecuacion

siguiente:
d
dx)‘) +y=0
se encuentra que:
senx  cosx
W(senx,cosx)= : ==[(-scn’ x)—cas’]=--l:0
x —senx

para todo real x. En consecuencia, puesto que W(senx.cosx) =0 para todo real

x, 88 concluye que sen x ¥ cos x son soluciones linssiments independientes de la
ecuacion dada en todo intervaloe real.

Ejemplo 13. Las soluciones ¢*, ¢ y ¢ de

‘L{-z—-—’- Y 2y=0

son linealmente independientes en todo Intervalo real, porque

(x ‘~l lu
wle ey ¢)=je -0 2= e {0 4e7)- (e 20t
AN T

. {r‘[(t"41")-(#.2:")}}
{efle o))

er(~ae =20t )= [ (ae =20 )]+ [ € (141))
-8 2% 4207 =~ 647 20

4

para toda real x (ROSS, S. L-, 108-112},
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1.3.1.4 Operadores diferenciales

La simbologia de D, 12, D3, .., se utiliza para representar las operaciones, que se
deben realizar. es decir, o anterior simboliza |a primera, segunda, lercera, ..., derivada
de aquello que e sigue. Asl Dy es lo mismo que -, D? es o mismo que d*y/x?, ...
etcétera. Los simbolos D, D2, D3, ... se llaman operadores debido a que ellos, definen
una operacion a ser desarrollada. En forma similar xD? es un operador, el cual denota
la operacién de realizar la segunda derivada y luego multiplicaria por x.

Al introducir dicha simbologia en la ecuacién (1)

oVt sa (VST 40, (L vay (0L s a (el =F () (1)

drn—l b’" 2
se liene
a,D'v+a, D"y +a,Dy+..+a, Dy +a,y = F(x) : (5a)
agrupando términos
(a,0" +a, D" +a,D" +...+a, D +a, )y = F(x) (Sb)

en la cual se entiende que cada témmino en los paréntesis esté operando sobre y y
los resultados se suman. Si se escribe por brevedad,

AD)ma,D" +a, D™ +a,D0"" +..+a, ,D+a, (5¢)
1 §

en donde ¢(D), simboliza un polinomio de derivadas; la ecuacién (5b) puede
escribirse convenientemente como

#D)y = F(x) (5d)
de la misma manera introduciendo dicha slmbolo@la en la ecuacion (3), esta se
reduce
«D)y=0 (Se)

Ejemplo 14. La ecuacion diferencial ¢(D)y=F(x) donde F(x)=x*+¢' y
#D)= D +5D* +6D-8 realmérm €8 una manera abreviada de escribir
J
‘;, +5 ‘b'
Ejempio 15. La ecuacién diferencial ¢(D)y=r(x) donde Fix)= 4 sen 2x y
#D)uxD? 2D +3x* esuna manera abreviada de escribir:
d’y 2dy

X'—""

-8y x4t

+3x%y = dsen2x

Al considerar lo que representan los simbolos, debera ser ciaro que
D'(u+v)=D"w+D"  D"(au)=aD'u (50
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donde u y v son funciones diferenciables, « es cualquier constante, y n es cualquier
entero positivo. Cualquier operador tal como D que tiene las propiedades mostradas
en (1) se lama un operador lineal. Es fécil mostrar que o(D) dado por (5c) es un
operador lineal, esto es (SPIEGEL, M. R.. 168-170),

ADNu+v)=@dDu+d D)y, D) au)=adD) (59)
1.3.2 Ecuaclones lineaies homogéneas de orden superior con
coeficientes constantes

Dada la ecuacién diferencial lineal homogénea de orden superior con coeficientes
constantes:

-4
a, (x) £Xia, x)‘;‘n_{’m,( )z‘.,_{+ +a,. ,(r) - +a,{x)y=0 (3);
la cual también se puede representar en {a forma:
#D)y=0 (5e)

La solucion general de esta ecuacidn se puede hallar de la siguiente manera;

Para determinarla, se requiere una funcién /; la cual tenga la propledad de que ésta y
sus subsecuentes derivadas se multipiican cada una por ciertas constantes, las g,
{constantes), y los productos resultantes, o/, al sumarse después, el resultado sera
igual a cero. Para ello se requiere una funcién tal que sus derivadas sean multiplos
constantes de si misma.

d‘
&L el et )

Considerando a la funcion exponencial s tal que f(x)=(" , donde m es una
canstante se tiene

Al sustituir en (3), se obtiene
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‘I.m‘llﬂ *‘U.M"-l‘m "'"‘4‘“,,,""“. §a”(m ="
o bien.
U lamt ram v v, mia,)=0
Puesto que ¢™ = 0, se obtiene |a ecuacién polinomial en Ia incognita »:
Im)=am +am™ +..+a,_m+a, =0 i (6)
la ecuacion (6) es llamada ecuacién auxillar. Si y =/™ es una soluclon de la
ecuacion (3) entonces la constante m debe satisfacer (6). En consecuencia, para
resolver (3), se escribe la ecuacion auxiliar (6) y se resuelve para m. la cual esta
igualada a cero, |a solucién se logra encontrando, las raices de fim), las cuales dan

lugar a tres casos, raices reales y diferentes, reales y repetidas, o bien, compiejas
(ROSS, S. L, 124-126). .

1.3.2.1 Raices reales distintas

St la solucion de (3), tiene en su ecuacién auxiliar (8), las n ralces reales diferentes
m;, m,, ..., m,, entonces la solucién generai

Y=o ™ 4o ™ o ™ Y]
donde c,, c, ..., c,, son constantes arbitrarias.
Ejemplo 16. Dada |a ecuacién diferenciai

D ioy=
dx, 35 +2y=0
La ecuacién auxiliar es m-Im+2=0
Por io tanto, ~
(m-1)(m-2) =0 m=1 m=2

Las raices son reales y diferentes. En consecuencia, ¢* y ¢**, son soluciones, y
la solucién general se puede escribir en la forma

y=e bt 4o l¥
Se puede comprobar que ¢' y ¢* son en realidad independientes. Debido a que
su Wronskiano es
X g2z e b 0
w(e,#)= - 2e" e

se tiene que son lineaimente independientes (ROSS, S. L., 126)
Ejemplo 17. Dada ia ecuacion diferencial

d" dl
d:{ & +9’-+6y 0



La ecuacion auxiliar es moim+m+6 =0
Por divisidn sintética se obtiene que m = -/, por lo tanto,

(mtl)(m-Sm+6)=0
o bien,
(m+1)(m-2)(m-3)=10

En consecuencia, las ralces son nimeros reales y diferentes:
m=-l, m=2 m=3

y la solucién general se puede escribir en la forma (RAINVILLE, D. E., 134):
y=e 0 ot 4ot

1.3.2.2 Raices reales repetidas

Cuando la ecuacion auxiliar (8) tiene la ralz real m y se repite & veces, entonces la
parte de la solucién general de la ecuacion (3), correspondiente a esta ralz repetida &,
es: .
: (e, +eyx +exta bepxt™ )em (8a)

y si, ademds, fas raices restantes de la ecuacion auxiliar (6), son nimeros reales
diferentes m,,,, .., m,, entonces fa solucion general de fa ecuacidn (3) es:

y=le, +extex® 4o, 2% 4 0y 0% o OV {8b)

Si, sin embargo, cualesquiera de las raices restantes se rapiten también, entonces,
las partes de fa solucién general de la ecuacién (3) correspondientes a cada una de
estas otras raices repetidas son expresiones semejantes a la correspondientes a m,
como en (8a).

Ejempio 18.. Determine la solucién general de
dy Ay &
ST g ey=0
La ecuaclén auxiliar m-dm?-3m+ 18 =0
tiene las raices, 3, 3, -2. La sojucion general es (ROSS, S.L, 128-130);

yao ™ +ouxt® 4ot
o bien,
yEle o)t o t™

Ejemplo 19. Detarmine la solucién general de

dy &'y dly .
& et a0
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La ecuacion auxiiisres  m'. Sm’+ 6m’+ dm-8 =0

con raices 2, 2. 2, -1, La parte de |a solucion correspondiente a las tres raices

repetidas ., es:
ye(o texdex’ )it

y ia correspondiente a la raiz -/, es simplemente
y=c it

Por lo tanto, la solucidn general (FINNEY, R. L.,1059) es la suma de las dos

anteriores
y=(e texrext )i ve f”

1.3.2.3 Raices complejas

Si al resolver 1a ecuacion auxiliar (6), aparecen rafces complejas conjugadas (a + bi)
y (a - bi), ninguna de ellas repetida, entonces la parte correspondiente de la solucién
general de (3) se puede escribir como (FINNELY, R. L., 1041-1043).

y= :,t"“" 1l (%)
donde 1, y 1, son constantes arbitrarias. Ablicando leyes de ios exponentes, se tiene
RN Rl RN o i (9b)
al factorizar
y=t=(n ¥ +0,0*) (8¢)
Aplicando |a formula de Euler,
€% = cosbx + i senbx (8d)

€% = cosbx ~isenbx
por lo tanto, sustituyendo (8d) en (9¢c)
y=€ [l, (cosbx + 1senbx)+ t,(cosbx - i senbx )]
al factorizar |a ecuaci6n anterior
y={(e, +1,)cosbx +i(t, -1, )senbx] (9e)

considerando que
C=c+q

G =‘("|""z)

sustituyendo dicha consideracion en la ecuacion (9e), finalmente la solucién general
de (3) se escribe como



=" cosbx +C y sen hx) %

Si (a + bi) y (a - bi) son ralces que se repiten k veces en la ecuacion auxiliar (6).
entonces la parte correspondiente de la solucion general de (3) se puede escribir

como:
o (e, +eux +ex+.. 40,5 )cosbx
y= : .
#{Cgy * sk +0p X b boy X' ) senbx
(99

Ejemplo 20. Determinar la solucion general de (FINNEY, R. L., 1041-1043):
d2
dx‘ + y=0

La ecuacién auxiliar es m+1=0

tiene las raices m = +/ . Estas son los niimeros complejos imaginarios puros
a+bi,donde a=0, b= 1. Porlo tanto, la solucién general es

y=£%(c,cos1-x+c,senl-x),

que simplemente es

y=C cosx+C,senx.

Ejemplo 21, Determine la solucion general de

La ecuacién auxiliares m2-6m +25=0. Al resolveria, se encuentra

- 6136~ 100 - 618i

2 2
En este caso, las raloes son los nimeros complejos conjugados a +bi, donde
a=3, b=4. La solucién (BOYCE, E. W.; DIPRIMA, R. C.,138-139) se puede escribir
como

=314i

y = €"(C, cosdx +C, sendx).
Ejemplo 22. Determinar la solucidn general de

d'y _,dY d
o) 4 +l4dx,—20;+25y=0

La ecuacion auxiliar es m¢- dm3- 14m2- 20m +25 =0

Lasraices son: 1 +2/, 1-2i, 1+2i, 1-2i
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En vista de que cada par de raices complejas conjugadas se repite, la solucién
general se puede escribir en la forma (RAINVILLE, O. £, 143),

y = £[(¢ + Coxoos2x +(Cy + Cx)sen2x)
o bien, y=Ct'cos2x +Cx€ cos2x+Cyf" sen2x +Cx4* sen2x
Ejempio 23, Resolver la acuacion diferencial
(D+8D+16)y=0
La ecuacion auxiliar es m'+8m'+16=0, la cual puede escribirse como

(m? +4)2 =0, asl, las raices son m=12i; £2i. Las ralces m =2i,ym, =-2i se

repiten, e interpretando a 2icomo 0+2i y dado que /' =1, Ia solucién de la
ecuacion diferencial es (ROSS, S. L., 132):

y=(G +Cx)eos2x +(C, + C,x)sen2x

1.3.3 Ecuaclones diferenciales lineales no homogéneas de orden superior
con coeficientes constantes

Dada una ecuacién diferencial no homogénea de orden n:
L] n-1

a,,(x)#+a,(x)u+a,(x)i-i:—:-"i+...+a,_,(x)%w,(x)y= F(x) £))

d‘»l ‘bn-z
donde los coeficientes a,(x), a,(x), a,(¥), ... a,(x), son constantes y el término
independiente F es funcidn variable de x. '
La solucién generai de (1) se puede expresar como;

Yr=Ye*+ e
donde:
yc ©s la solucibn general de la ecuacién diferencial lineal homogénea
cormrespondiente [es decir, la ecuacion (1), pero asumiendo Fix)=0];

yp @8 |a solucién particular, es decir, cualquier solucién de (1), que no contenga
constantes arbitrarias, sino coeficientes especificos.

Dado que en la seccion (1.3.2), se analizé, los métodos pera encontrar la solucién
general de la ecuacion diferencial lineal homogénea (y.), ahora en esta seccién se van
a analizar los métodos para determinar la solucion particular (y,), dichos métodos son:

« Método de coeficientes indeterminados
v Método de variacidn de pardmetros

1.3.3.1 Coeficientes Indeterminados

El método de coeficientes indeterminados, exige para su splicacién que la funcién
Fix), tenga alguna de las formas siguientes:

48



+ Un polinomio en x

« Una constante

« Una expresion de la forma sen bx, cos by,
donde b es una constante

« Una funcién exponencial /"'

« Alguna combinacion lineal de lo anterior
XE™*, 3™, 1™ sen bx, €™ cos bx

Sin embargo, si el termino independiente Fix) no tiene alguna de las anteriores
formas no se puede utilizar el método anterior para la resolucion de la ecuaclén
diferencial en cuestion.

1.3.3.1.1, Método de eoluclén
El método conslste en:
a) Dada la ecuacién diferencial no homogénea
#D)y = Flx) (5d)

resolver la ecuacién homogénea correspondiente ¢{ D)y = 0; para la
obtencion de y,

b) Buscar una ecuacion diferencial que anule al termino Fx), dicha
ecuacion es llamada Aniquilador [ P(D) ]

c) Posteriormente, multiplicar la ecuacion original (5d), por el aniquilador
P(D}, quedando:
P(D)D)y= P(D)F(x);

P(D)D)y=0 (10)

d) Resolver la ecuacion homogénea resuitante (10), de la cual se
obtiene yn

e) La solucién particular y, se obtiene a partir de:
Y=Yty

de donde:
Ye=Yrde

f) La solucién particular y, se sustituye en la ecuacién original (5d) y se
obtiene el valor de las constantes;

g) Finalmente dichas constantes se sustituyen en la ecuacién y,
Ejemplo 24. Resolver (D' = D-2)y=3" +5

a) La ecuacién homogénea correspondiente es:
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(D}-D-2)y=0

8i la ecuacion auxiliar es m*-m-2=0, se tiene que |as raices son m,=-1. m, = 2, por

lo que
Yo =Gl G

b) Dado que F(x)=3¢" +5, es decir, F(x)=C/* +C,, por lo tantom, =
my=0; m(m-2) = 0; en simbologla de operadores, el aniquilador queda como:
P(D)=(D-2D)
c) al multiplicar por |a ecuacion original
(D*-2D)(D* - D-2)y =(D* - 2D)(3¢*" +5);
(p*-2D)(D*-D-2)y=0;
D'y -Dy-2D'y-2D'y+2D*y-4Dy =(;
(D*-3D*-4D)y=0
d) Dado (D*-2D)(D* - D-2)y=0; es decir, (D* =30 -4D)y =0, donde la
ecuacién auxiliar es m'- Im' + 4m = 0, que tiene como raices m, = -1, m, = 2,
my = 2, m, = 0 entonces,
Yr=Cl "+ Ct* + Cxt* +C,
e) Dado que y, = y;- y., sustituyendo
Yp =Gl G + Cxt” 4 C, =[G +C7)
yp = Cxt™ +C,
f) Al sustituir y, en la ecuacién original
(D*-D-2)y, =30 +5

para ello se requiere,
yp =Cyxt* +C,

D(y,)=C,x(2¢*)+ C,e™
=2C,xt™ +C
D*(y,)=4C,xt™ + 2C,t* +2C, %
= ACxt* +4C "
al hacerlo, se obtiene:
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A0 440,00 = (20,867 + O -2 CxE +C, | 387 45
ACXE +4C,E =20, xE = Ct* =2Cxt™" =2C, =36 +§
IC,H" -2C, =36 +§

3C,0% =3¢ -2C, =5
i .
C=gm=! G =-%

g) al sustituir (ZILL D. G, 154 C, =1, C,=~1,en y;
yr=Cl +Ctt +xt* - %
Ejemplo 25. Resolver (D + D)y = senx

a) La ecuacién homogénea correspondiente es: (D? + D)y =0, al resclver, la

ecuacion auxillar m?+ m = 0, se tiene que las raices sonm, = 0, m, = -1, por
loque y.=C, +C, ™"

b) Dado que F(x)=senx, es decir, F(x)=C,senx+C,cosx, por lo tanto
(m?+1)=0; en simbologia de operadores, el aniquilador queda como:
| P(D)=(D+1)
c) al multiplicar por la ecuacién original
(D +1)(D* + D)y =(D? +1)senx;
(D* +1)(D* + D)y=0;
(D' +D'+ D' +D)y=0

d) Dado que (D* +1)(D* + D)y =0, es decir, (D* + D* + D* + D)y =0, donde a

ecuacién auxiliar o8 m'+m’+ mi+ m=0; cuyas raices son: m,=0, m,= -1, my=-1i,
m, = + i, entonces,
yr=C+Ct™" +C,senx+C, cosx

) Dado que y, = y,- y.: sustituyendo

Yr=C+Cl”" +C,senx+C, cosx-[C, +C,l"]
Yp2Cysenx+C, cosx

f) Al sustituir y, en la ecuacién originel

(D? + D)y, = senx
para ello se requiere,
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yp=Cisenx+Cocosx
D(y, )= Cycosx - C, senx
D'(y,)=-C,senx-C,cosx
al hacerlo, se obtiene:

~C, senx - Cy cosx +[Cycosx = C, senx] = senx
~C, senx - C, cosx+C,casx - C, senx = senx
senx(=C, =C,)+cosx(C, ~C,) = senx
senx(~C, -C,) = senx
senx

~Cy-C=ZRal ~C=l4Cyi €=-i-C,

G, -C,=0; C=C, sustituyendo
C=~1-C;;  2C,=-l
C,=-1 por loque C, =-4

9) sustituyendo (DERRICK, W.R.; GROSSMAN, S. V., 9698) C, = -4, C, =-1,

on y;
Yr=C+Gl* - Ksenx— Kcosx

1.3.3.2 Variacién de parimetros

Método que consiste en cambiar las constantes de la solucién complementaria u
homogénea (), por funciones (UL, . G, 158-157); por ejempio:

S«Iucuadbn”mdnohwmmdomundoomn:

(a,D* +a,D+a,)y=f(x) (11a)
anzy+a,Dy+a,y=f(x) (1)
1.3.3.2.1 Método de solucién

a) Mediante manipulacién aigebraica la derivada de mayor orden, deberd
tener como coeficients a la unided:

' ty e 9 pys @y L8)
Dy+a°Dy+a°y a (12e)
D'y+PDy+Qy=R(x) (12b)

b) Resolver la ecuacién homogénea correspondiente a (12b), donde y, y
¥, son posibles soluciones de ella,

Ye=Cy, +Cy, (13a)
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¢) La solucién wﬂcdu(y,).uohﬁomumb&ondommmmc,y(.
por las funciones v, y u,

Y=y + "}.V: (130)
d) Dado que |a solucion particular (y,) debe satisfacer a la ecuacion (12b),
se tiene que:
: Yo E Uy Y iy 'y,
pero por condicién del método se tiene que
w'y +iy'y, =0 (14a)
entonces Ye'= )ty
determinando |a segunda deriveda de y,’
B7REE T RE A L R DAY
al sustituir en la ecuacion (12b)
["l.h"*“l'.ﬁ"’":yz"*"z'h']* P(“lyl"“"zh')
+O(u,y, +4,,)= R(x)

al agrupar thrminos
] ]
/‘l[%"*’)ﬁ""wn]* 200+ Py, 409, |40, 5 4w,y 4 = R(x)
a6 reduce a u'y, '+, y,'= R(x) (14b)

las ecuaciones (14a) y (14b), constituyen un sistema lineel de ecuaciones;
por olio, se utilizan para determinar las derivades de w,'y ' Por la regla
de Cramer, la solucién de

4'y +i'y, =0 (149)
u'y ',y = R(x) (14b)
30 puede expresar por medio de delerminantse:
0 }'34
o (RG) 3 -yex)
» y,_l 4
» n
Y OJ
wra i ROA_yiR(x)
! lyl N 4
' n
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o) Por Ultimo e integran los resultados anteriores y 86 sustituyen en y, y
Yre

Ejemplo 26. Resoiver  (D?-3D-4)y=xt'

b) La ecuacion homogénea correspondiente es (D' -3D-4)y =0,s8u ecuacién

auxiliar o8 m? - m - ¢ = 0, de donde sus raices son m, = 4, m, = .1, por lo que
yc=C¢“ +Cl-.

¢) Dado que la solucién particular () nobﬁmmmndomeonmm C
y C,porfunciones v,y u,, nos queda

yr =t vt
d) Sustituyendo en (14a) y (14b), se tiene que
% e =0 v (D)
't -t (1
obleniendo u,' ¥ ,', 80 tiene que
l o ¢

' -t"! el i :
oy e e L
4 e

® 0
4e x') Mextr  x* 2
‘M I _'Il_“ll - _5¢Il = y‘l
[T
o) integrando para cblener v, ¥ u;,

s %le"‘& =Ygt (3x-1)+C

"= —%le"&- - Jot*(2x-1)sC

v = Yost(-35-1)- Yoot (22-1)
0 ¢ 1, ]
55 10 o Y

W'

sustituyendo

Yp==



ol sustitulr u, y 4, no es necesanio introducir las conslantes de imtegracion,
puesto que dichos constantes se encuentran implicitas en las constantes. Por lo
tanto (DERRICK, W.R., GROSSMAN, S. |, 100):

Ve =Gt + Gyt = Yoxt' s Yoot
Ejemplo 27. Resolver (D +1)y = csexcorx
b) La ecuacion homogénea correspondiente es(D? +1)y = 0, su ecuacion suxiliar
es m’ + | =0, de donde sus raices son m, = i, m, = - i, porio que:

Ye =C cosx +C, senx

¢) Dado que Ia solucién particular () se obtiens sustituyendo las constantes
C,y C,porfunciones u,y u,, nos queda

Yp =¥, CO8K+U, 50X

d) Sustituyendo en (14a) y (14b), se tiene que

u'cosx+uy'eenx=0 o
-u,'senx + u,"coox mcacxcoty ... )
obteniendo u,’ y u,’, s tisne que:
0 NRX
cscxCcOt X - -
y' cosx| m.:(csc.rc:n)n oY cotx
corx  smx, cos’x +en" x |
~MNX 008X
cosx 0 '|
- ]
y'e MRX cacxcol _cux(acxmx)_w X ol x
08X % | 1
~0RX COBX

o) integrando pera oblener v, y ,,
¥ -—IM:&#-Hm:)tC
" =Icot’xdx=j(m'x-l)dx=-con-x+c

sustituyendo
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yo = {—ln(nnx)[mx]} +{(~corx- x)senx};
yp = ~cosxIn{senx) - senxcol X ~ X3enE
yp = ~cosxin(senx) - cosx -~ XSenX

por lo tanto
yy =C cosx+C, senx - cosxin(senx) - cosx - xsenx;

vy =cosx(C,~1)+C senx = cosxIn{senx) - xsenx
1.3.3.2.2 Genersiizacion del método
UdemldcuﬁnnWlmanpmwm
Vet +u)y+ Y,

on donde las funciones i, ¥y, ... mum-l integrer la solucion del siguiente

siotoma:
FORTRRTY A St =0

m'y.'ﬂ.'r.'*-,'r.'*---ﬂ.'r.'-0
" ll,')’,"*l,'y,"*'lg')',"*.--fl,'.V,""o

¥, ;yi(H) + “"y'(l»ﬂ + .,o"b-l) ‘,."‘,'.ly.(l") = R(l)

Ejemplo 20. Resolver - Y4y = nx
b) La ecuacién homogénes comeapondients es
yl"*,‘. °

ecuscién audiier s m+m=0; mw+1)=0, que tiene como ralces 8
m=0m= i,my=-i porloquele complemantania 68
ye*C +C, 0008 +C,omx
c)omqnummmuwwum
C' C,, C, wm L1 "y L]
y,-u.n,eunu,nx
ouyo mammwm-:
u.'+u,'mx+n,'|n:-0
o-u,'unu,'cou-o
O-u,'oosx—u,'nnxnmx

obleniendo )", ;'Y vy, 99 ene Que:
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10 cosx senx

0 -senx cosx
.0y -cosx -senx| wnx o wex o
"7 ]I cosx senx senix+cos'c |

0 -senx cosx

0 -cosx -~senx

1 cosx senx 1
0 -senx cosx
0 -cosx -seax

o) integrando para obtener u;, u, y u,
u = Ilnnxé-ln(.m‘x)ﬂ.‘
uy = -Imlxdx = coax +C

1 P |
u,=-Is¢nxlanxdx=- e xdx=-jl oo xaix=[-l-—‘;+]coudx]
cosx cosx cosx

= —Imxdnlcmxdxs -In{secx +tanx)+semx+C

sustituyendo

¥p = ~Incosx +cos® x - senxIn(secx + tanx) + sen’ x

_ ¥p = ~Incosx ~ senxin(secx +tanx) +1
Por lo tanto
¥r=C, +Cy cosx+C, senx~ Incosx - sen x In{secx + anx) +1

yr= C, +C, cosx+C, senx —Incosx - sen xIn(sec x + tanx)

Ejempio 29. Resoiver yr-y'=x

b) La ecuacién homogénea correspondiente en simbologia de operadores es:
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(p*-D)y=0
cuya ecuacion suxiliar e m' - m =0; m(m’- /) = 0, que tiene como raices a m,
=0,my=-1, my =1, por o que la solucién complementaria es.

Ye=C 4Gt +C
c) Dado que la solucion particular (y,) se obtiene sustituyendo las constantes
. C; ¥ C, por funciones v, u, ¥ u,

Yo =yt pul’

- ciyo sistema de acuaciones por resolver e

W' " uy' € =0
0~u," " +u,'¢" =0
0+4,' ¢ +uy' € =x

obleniendo v, u,'y u,’, se tiene que
0 ¢

0 -

, x ‘-l t' x“-.l. “‘-.l.} 2."

ﬂ.=r = 5 e

1 el e -} 22

0 -¢*

0 &

= -

7 — ) ]
¢ __1{;:}’%"‘,;

~xt™ .
™ = = (A
YR T hix
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OHMCMDMMH,. wny ;
b,
u,n-jxdtz-i-x +C
Ir ., :
u,a;fxld:a%l (x-1)+C

uy =-% xdx =-;—l"(-x-l)+C
sustituyendo
SR PR P
Yp=-gx +2(x l)+2( x-1)

S L N O |
B M L e

1,
Wp=m~=xi_-}
Por lo tanto (AL, DG, 181-183):

YraCCl syt -Bxi-1
»n=C+ce +Gt’ -—)4:’

9



1.4 Céiculo diferencial vectorial
1.4.1 Teoria bisica de vectores

Una magnitud(TERRAZAS, V. G, 1-3) es toda aquella que puede medirse; existen dos
tipos de éstas:

Magnitud escalar. Es aquella que sclo tienen magnitud, pero no direccion; se describe
en forma matemdtica mediante un nimero real referido a una escala de medicidn, su
variacidn con respecto al tiempo o al espacio es descrita mediante una funcién cuyos
valores son numeros reales, ejempio, la flongitud, la masa, e volumen, la
temperatura, el tiempo, etcétera (BOYCE, W. £, DIPRIMA, R. C." 770-781).

Magnitud vectorial o simplemente vector. Es aquel que requiere de una magnitud y
direccién para su especificacién completa, ejemplo, Ia velocidad, ia fuerza, 1a
aceleracién, o despiazamiento, cantidad de movimiento, 8! campo eléctrico, ol
campo magnético, etcétera (TERRAZAS, G, 1-3).

1.4.1.1 Definiciones
1.4.1.1.1 Vector

Se e denomina asi sl segmento de recta dirigido PQ, desde un punto P llamado

origen hasta un punto O llamedo terminal. Se denota con letras negritas o letras con
una flacha encima (MURRAY, R., SPIEGEL. P. D." 135).

Asi que PO se denota porA o A (FIGURA 1.54).
0

——

Ao A
, /
B

FIGURA 1.5A REPRESENTACION DE UN VECTOR
1.4.1.1.2 Vector de posicién

Al colocar e vector A, dentro de un sistema de coordenadas rectangulares
(FIGURA 1,58), de modo que su punto inicial quede en o origen 0, y & punto terminal de
A coincida con el punto R en e) plano xy cuyas coordenadas son ( 4,, 4, ). Dicho vector A
sirve para identificar al punto R, y se dice que A es el vector de posicién de X.
Reciprocaments, of punto R o sus coordenadas (4,,4,) se puede emplear para
{dentificar al vector que va del origen ¢ al punto R. As! que,

* Los vectorss fueron desarollados por Josish Willard Gibbs y Oliver Heaviside airededor de 1880,

trabajando en forma independiente en la teorfa de la electricidad y ol magnetismo (BOYCE, W, E.,
DIPRIMA, R, C." 779, ,
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A= (4,,4,) &)
sirve para representar al vector que va del origen 0 al punto R. A los nimeros i
A, ¥ 4, de la expresién (1) se les conoce como la components escalar x y la ?
componente escalar y, respectivamente del vector A (BOYCE, W. E., DIPRIMA, R. C.."" 780).

y4

R(4,.4,) '

-+ X

FIGURA 1.5 VECTOR DE POSICION

La magnitud dal vector A es la longitud de Ia flecha e indica ef nimero da unidedes
modulares que tiene el vector, es decir, la distancia del origen al punto cuyas
coordenadas son (4,, 4, ); ésta se representa mediante |4|= A, y por consiguiente:

=4+ 4 @

La direccion del vector A es la direccion de la flecha con respecto a un sistema de |
referencia, es decir, es la direccion de la recta que contiens al mismo, a dicha resta ;
s lo llama linea de accién (MURRAY, R, SPIEGEL, P.D.™ 134-138). : :1

Ejemplo 1. Determinar la longitud y la direccién del vector A que va desde :
ol origen hasts el punto R (2,3). ‘ ;

Al utilizer la ecuacion (2) se tiane que |4|= ,] 2) +(3)" = /13 % 3.60, o8 decir, la
longitud del vector es da 3.60 unidades y tiene una direccién 30° al noreste (o
508 & 30°del semisje positivo de x) (PURCEL , E. J, VARBERG, D.,564).

y

0 : x
1.4.1.1.3 Vector unitario

Es el vector que tiene como magnitud a la unidad. Para Ia obtencién de un vector
unitario 0 que tenga la misma direccién que el vector A, cuya magnitud es 4 > 0, se

&
=
»
Lod
S
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procede a dividir A entre su propia longitud, A / 4, antonces A = 40, Los vectores
unitarios se denotan por iatras minuscuias (MURRAY, R, SPIEGEL, P. D.™ 135).

1.4.1.1.4 . Vector tridimensional

El vector A en un sistema de coordenadas tridimensionales se puede representar
como una flecha en el espacio xyz (FIGURA 1.5¢). Al colocar el punto inicial de A en e
origen del sistema y hacer coincidir el punto terminai del vector con el punto P, cuyas
coordenadas son A, A, A,, se dice que A, es ei vector de posicién de P, es decir, las
coordenadas de dicho punto, A, A, A, son iss componentes escaiares de A y se
escribe (BOYCE, W. E., IiPRIMA, R. C." 790-792):

A=(d), 4, 4y). (1a)

- M4, 4, 4)

FIGURA 1.5C VECTOR EN UN PLANO TRIDIMENSIONAL
Lamagnitud de A\ se calcula
A=yl + £+ & (20)
1.4.1.1.4.1 Vectores unitarioa tridimensionatea

Los vectores unitarios i, j y k son vectores unitarios que tienen Is direccion de los ejes
X, y ¥ z de un sistema de coordenadas tridimensional respectivamente (FIGURA 1.50)
(MURRAY, R, SPIEGEL P. D, 135). Sus componentes son:

12(1,0,0) j=(0,1,0) k=(0,0,1) - )
1.4.1.4.4.2. Componentes vectoriales

 Todo vector NA, A, A;), en tres dimensiones se puede representar en términos de |,
] ¥k (FIGURA 1.5€). Dado que A, A, y A, son las componentes escalares de /.
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A = (A, Ay Ag) = (A,0,004(0, A,0)+(0.0, Ay)
= A(1,00)+ A£0,1,0)+ A{0,0,1)
= Aj+ Ay + Ak )

Los vectores A, A,j, A se llaman componentes vectoriales de A en las direcciones
x, y ¥ z, respectivamente, para diferenciarios de las componentes escalares A, A, Ay,
{as cuales son arreglos ordenados de numeros reales (BOYCE,W.E..DIPRIMA,R.C."791-793).

FIGURA 1.5 COMPONENTES VECTORIALES DE UN VECTOR

1.4.1.2 Algebra vectorial

Las operaciones de adicién, sustraccién y producto ordinarias se pueden generalizar
al digebra vectorial mediante definiciones adecuadas. Las siguientes definiciones son

fundamentates (BOYCE, W. E., DIPRIMA, R. C." 781-788; MURRAY, R., SPIEGEL, P.D.™ 135-138;
PURCELL, E. J., VARBERG, D., 564-565):
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1. igualdad. Dos vectores A = (4,,4,) y B - (B,.8,) son igualea si y sélo si

tienen la misma magnitud y direccién. Asl, que A = [ si y solo si cada

componente de A es igual a la componente correspondiente de B (FIGURA 1.5A).
A = B quiere decir que 4, =B, y 4, =B,

2. El vector que tiene direccién apuesta a |a del vector A, pero de Igual magnitud

que A, se denota por - A (FIGURA 1.5F).

FIGURA 1.5F IGUALDAD VECTORIAL

3. El vector caro, que se representa como (), es el vector cuya longitud es igual a
cero. Dado que tanto su punto Inicial como su punto terminal estén en el origen
del sistema de coordenadas, entonces

0=00 (%)
Asl, el vector ) es el vector cuyas componentes son cero. La direccion del vector
cero esta indeterminada.

4. La suma o reauitante de los vectores A y [ es un vector C, obtenido al hacer
coincidir el punto inicial de 5 con el punto terminal de A donde C es el vector que
se traza desde el punto inicial de A hasta ef punto terminal de B. Analiticamente
se expresa C = A + [3; éste método, llamado del tridngulo, se ilustra en la
sgccion izquierda de la FIGURA 1.5G.

Un método alternativo para encontrar al vector (; conaiste.en hacer coincidir el
punto Inicial de A con e! de , entonces, C es el vector que coincide con la
dlagonal de! paralelogramo que tiene como lados A y [}; éste método, llamado
del paralslogramo, se ilustra en |a seccion derecha de la FIGURA 1.5G.

La magnitud del vector (, es la magnitud del segmento que !a representa, su
direccién serd la de la recta que la contiene.

Analiticamente para llevar a cabo la suma de dos o mas vectores se suman sus
respectivas componentes escalares:

C=A+0 = (4,+8B,,4,+B,) (6)
La suma vectorial cumple con las siguientes propledades:
AeBmB A Ley conmutativa (6a)
A+(B+C)ym (A+D)+C Ley asociativa (6b)
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FIGURA 1.5G SUMA VECTORIAL

5. La resta o diferencla de los vectores \= (4,,4,) y B=(B,,5,) se define como
i A-13, ol cual al sumarse a [} da como resultado el vector A (FIGURA 1.5H). Asl,
A [ es of vector (, que se obtiene al trazar una linea desde al punto tarminal da
|} hasta el punto terminal de A, donde Ay 3 coinciden en su punto inicial, Para
determinar las componentes de (=(C,,C;, ), entérminos de Ay B, se parte de que

C=A 1}, entonces, al escribir lo anterior en términos de componentes:
C=4-8 y C=4-8

entonces
C=A-B=c4-8B,4,~8,) )]

FIGURA 1.5H RESTA VECTORIAL

6. Muitiplicacién o producto de un vector por un escalar. Sea A un vector dado
distinto de cero y m un escalar. Si m > 0, entonces m\ 0 Am es el vector cuya
direccién es ia misma que la de Ay cuya longltud as m veces la longitud da A. Si
m < 0, entonces la direccién de mA es |a opuesta a la de Ay Ia longitud de m/\ es
|m| veces la longitud da A (FIGURA 1.5)). Sim = 0,08l A =0, entonces mh = 0,

es el vector cero. La multiplicacién de un vector por un escalar se representa
por:

mh= m(4,,4,) =(md,,m4,) @)

la cual tiene las siguientes propiedades:
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Si Ayl son vectores, y m y n escalares, entonces

mn A= (mn) A = nfm A Ley asociativa (8a)
(m¥m)\ =mA+nA Ley distributiva (8b)
m(heB)emh +mb Ley distributiva (8¢)

Estas operaciones algebraicas descritas se pueden generalizar a vectores en tres
dimensiones.

FiGURA 1.51MULTIPLICACION DE UN VECTOR POR UN ESCALAR

Ademas del producto de un escalar y un vector en el dlgebra vectorial hay dos tipos
de productos entre vectores. E! primero es el producto escalar, punto o interior, que se
indica poniendo un punto entre los dos vectores implicados.

1.4.1.2.1. Producto escalar
En mecdnica, e! trabajo realizado por una fuerza constante f cuando su punto de
aplicacién experimenta un desplazamiento Fé. se define como (FIGURA 1.54A):

Trabajo=(|F|cos6) ?Q| = ]F]‘FQ' cosd ©)
En mateméticas, ia cantidad »
]Fll—P_é cos@
es el producto escalar de [ y Fé
0

FIGURA 1.5JA TRABAJO REALIZADO POR [ DURANTE UN DESPLAZAMENTO PQ) ES
{7

cosf
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1.4.1.2,1.1 Definicién
El producto escalar Ae{} (“A punto B*) de dos vectores A y [} es el nimero:
Aot} = | A||B|cos 6 - AB cos® (10)

donde 6 mide el menor angulo determinado A y B cuando coinciden sus puntos
iniclales(FIGURA 1.5J8).

9

'

\ 0
proyafl A proyaB A
FIGURA 1.54 PROYECCIONES DE VECTORES DE B SOBRE A,

Es decir, el producto escalar de A y 0} es la longitud de A por a longitud de § por el
coseno del angulo entre ellas. El producto escalar s un escalar; en donde si e!

producto escalar es negativo, entonces el cos Hes negativo y el dnguloentre Ay D es
mayor de 80°,

1.4.1.2.1.2 Propiedades

Si A By C son vectores, y m es escalar, entonces (MURRAY, R, SPIEGEL, P. D,
136-136; PURCELL, E, J,, VARBERG, D., 571):

Ao = Ho A Ley conmutativa (11a)
Ao(ll+ Q)= Ao li+ Ao C Ley distributiva {(11b)
m(hot)) = (uiyol = Ao (mbl) = (AeB)m Ley asoclativa (11¢)
Jeh=0 {11d)

Si Ae 1} =0, entonces al menas una de los vectores (A1)
s cero o bien A y 8 son perpendiculares.

€l dngulo que forma un vactor A consiga mismo es 6=0, y cos @ =1.
Por tanto,

AoA=|4]4|(1) = |4, obien |4|=VAe4 (11e)
Dadoque i, | y k son vectores unitarios,

i® i=j0)=kek=1 i®j=jok=koy=0 (110
La primera expresién confirma que i,  y k tienen iongitud unitaria,

mientras en la segunda expresa el hacho de que |, |y k son
perpendiculares entre si.
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1.4.1.2.1.3 interpretacién geométrica

Ei vector que se obtiene al proyectar [} sobre la recta que contiene a A se llama
proyeccion vectorial de B sobre A, la cual se denota como proyaB, es decir, |Bcos6 es la
proyeccion del vector B en direccion A De igual manera |4|cosd es la proyeccion del

vector A en direccion B, por lo que se conciuye que e! producto escalar de dos vectores
es igual a Ia longitud de uno de elios multiplicada por Ia proyeccién dei otro sobre él
(FIGURA 1.5JC).

FIGURA 1.5.C INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO ESCALAR

1.4.1.2.1.4 Chiculo

Para calcular A®B en funcién de los componentes de A y B, dedo que A=(4,.4,) y
B=(B,, B,). Al aplicar la distributividad de la multiplicacion escalar sobre la adicion, para
desarmoliar y simplificar, se obtiene:

Ao B=4,B,+ 4,8, (12)

Asl, para haliar el producto escalar de dos vectores dados, se multiplican ias
componentes correspondientes y se suman los resultados (BOYCEW.E,DiPRMAR.C.!"
708-791).

Ejemplo 2. Encontrar b tal que U= (8,6)y I = (3,0 ) son perpendiculares’.

Dado que: U o Fe (8)(3)H6Xb)=24+65=0
En consecuencia, b = - 4 (PURCELL, E. J., VARBERG.,, 571).

Ejemplo 3. Encuentre el éngulo entre los vectores U= 8,6) y = (5,12).
Al utilizar la ecuacién (10),

AoB = |4||Blcoss
y despejar 6, se tiene que:

o5 (B(S)4(6)(12)

= = cos” N
f=c 705Mm3) cos™'(0.862) «0.532 {0 30.5%)

* Criterio de perpendicular. Dos vectores Ay [} aon perpendiculares (rtogonales) sl y 8610 si su producto
oscaler \ @ [} 8 0 (FURCEL, E. J, VARBERG, D, 871)



y b =5,12)

U=(8,6)

* x

Ejemplo 4. Si A es la flecha que va del punto P(2,-1) @ ((-3,7), escribir al vector A
en términos de componentes vactoriales (A,i+ A,)):

Al trasiadar primero la fiecha de modo que parta del origen (ver figura), esto se
puede realizar restando a las componenies de! punto terminal las del punto
inicial. Entances, el vactor aigebraico es [~3-2,7~(~1)]=(~5,8). Por o tanta

A= -5i+8)

y
('5,8)‘
\ 1.0 Y))

\
\
\

I Nheq

Ejemplo 5. Encontrar la medida del dngulo ABC, &l cual esta formado por ios
puntos 4=(4,3), B=(1,-1) y C=(6,-4), coma se muestra en ia figura siguiente:

»4 |
* 4=(43)
U
*x
B=(1,:1)| » } 0
H
0 C=(6,-4),



Si U-Ei'- (@-1)i%(3+1)] = Jiv 4j= (3,4)
H=BC= (6-1)i#(4+1)] = Si 3j= (5,-3)

W)= )+ (a) =5
[H|= () +(-3) =434
Ue H=(3)(s)+(4)(-3) =13

al utilizar la ecuacién (11) y despejar 4, se tiene:
= 008 e = co5” 84.094
6= cos T (0.1049) =~ 84.
El tercer tipo de producto es el producto vectorial, o cruz, que se indica por una cruz
entre los dos vectores

1.4.1.2.2 Producto vectorial , 0 cruz

1.4.1.2.2.1 Interpretacién geométrica

Si Ay 3 son dos vectores distintos de cero, entonces por definicion Ax D es un vector V
cuya magnitud es el producto de la longitud de los vectores A, B y el seno del dngulo

que forman,
' |Ax8|=-|A"B|un0 (13)

y cuya direccion es perpendicular al plano determinado por Ay B, siendo el sentido tal
que un tornillo derecho que gire de A hacia B describa el menor de los dngulos entre
ostos vectores (FIGURA 1.5xA).

AxD

| Ax B|=|4|B|sen®

FIGURA 1.5KB INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO VECTORIAL

Como |Bjsen@ es la proyeccion de B en Ia direccién de A o sea la altura del

paralelogramo determinado por A y B cuando se trazan desde el mismo punto, se dice
que la magnitud |4x B], es decir |4|(|B|sen 6) es igual al drea de este paralelogramo.
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FIGURA 1.5KB INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO VECTORIAL
1.4.1.2.2.2 Propiedades

Sl A By C son vectores y m es escalar, entonces (MURRAY, R, SPIEGEL, P. D, "
136-138; PURCELL, E. J.,, VARBERG, D., 571); :

AxB=- BxA (El producto vectorial no es conmutativo) (14a)
Ax (B+C)=Ax B+AxC Ley distributiva (14b)
m(AxB)=(m A)xB= Ax(m B)=( AxB)m (14c)
AxB=0 entonces uno de los vectores A, E es cero, o bien

AyB son paralelos

ixi=jxj=knk=0  ixj=k jxk=i kxi=] (14d)
1.4.1.2.2.3 Célculo

Para calcular Ax B en funcién de las componentes de Ay B. Dado que (BOYCE, € W,
DIPRIMA, R. C." 802-805).

A=Aji+Aj+Ak B = B,i+B,+Bf,
madiante la distributividad de la multiplicacién vectorial sobre Ia adicién, se obtlene:
AxB=(4,8, - 4,8,)i +(4,B, - 4,B,) [+(A,B, - 4,B,)k (15a)

que no es Mmés que la forma desarrollada del determinante, donde los coeficientes |, |
y k de la ecuacién (15) se pueden escribir como un determinante de orden dos, y

entonces:
4 A (4 A |4 4
el ' 5"la BH B.'k
;: ;: 4 “"; ‘B. A”k (15b)

El determinante anterior tiene la misma forma que el desarrollo de un determinante
de orden tres, por ello se puede escribir Ax 3 como:
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i § ok
WheA A A
B B B

Ejemplo 6. Si A= 1+2j-2k y B=2i~+3k, determinar Ax [

Al sustituir en la expresion (16), se tiene que (BOYCE, W. E., DIPRIMA, R. C.*" 804).
i j k
1 2 2
2 -1 3

2 2 12
15 Sk 3l
=4i-7j-5k
Ejemplo 7. Si A=3i-2i+k y B= 4i+2)-3k, determinar Ax B:
Sustituyendo en (16), se obtiene (PURCEL, E. J,VARBERG, D., 804):

iPjok
321
4 2 -3

2 1 P P2
5 3R 347
=4i+13]+14k

1.4.1.3 Productos triples

Por medio de productos escalares y veciorisies entre res veciores /, By C, se pueden
former productos de la forma Ae (Bx (), Ax (Bx () y (Ae B)C mumrav,R;SPEGELP.O® 17):

Si NA,A, A,), B(B,,B, By) y ((C,C,C,) son veciores arbitrarios, entonces:
1.4.1.3.1 Producto triple eecaler

£l cual se denota como Ae(Bx(), ee dedir, dmmwummAy
(BxC), en donde el resuitado es un escalar. De acuerdo con Ia ecuscién (15b), se tiene

iy 3 2

G G
yporcondgulonhupuodogaﬁbiv.

(18)

AxB=

AxB=

+A (179)

G G



A)
B,
C)

Ao (BxC)= . (17b)

O =
S

La ecuacién (17a) es el desarrollo del determinante (17b) en cofactores de los
elementos del primer rengién (BOYCE, W. E., DIPRIMA, R, C." 809-811),

1.4.1.3.2 interpretacién geométrica

Dado un paraieleplpedo definido por los vectores A, B y C (FIGURA 1.5L), donde ia
base del mismo es el paralelogramo definido por B y C con una drea de |BxC]. Ei

vector Bx C es perpendicular a By a C, y la altura del paraleleplpedo es | 4|cos 6, donde

0 es el dngulo entre A y Bx C. Entonces el valor absoluto del producto escalar de Ay
BxC esta dado por:

|40(BxC)|=|BxC]4|cos®
=(drea de la base ) x (altura )
= volumen del paralelepipedo

SI.[A o(BxC)[ = 0, entonces el volumen del paraleleplpedo es cero, lo que significa
que los vectores A, [ y C son coplanares.

FIGURA 1.5L VOLUMEN DEL PARALELEPIPEDO |4 ¢ (B x C)|
Ejemplo 8. Determinar si los cuatro puntos P(-1,1,0), 0 (2,0,3), R( 1,1,-1) y §(1,-,-3)
son coplanares y calcular el volumen del paralelepipedo cuyos lados son PQ, PR
y PS (BOYCE, W.E., DIPRIMA, R. C."" 810-812)
Al definlr los vectores PO=3i-j+3k
PR=2i-k
PS=2i-2j-3k
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Dado que dichos vectores son los lados del paralelepipedo entonces se procede a
calcular el volumen del mismo, mediante el triple producto escalar:

s
pg-(mxps)=z 0 -l|=-22
2 -2 -

Como Féo(ﬁx ?3‘) #0, los puntos no son coplanares y el volumen del mismo es
igual @ 22,

Una segunda manera de multiplicar tres vectores produce la expresion Ax(Bx(), que
siempre es un vector, y se llama triple producto vectorialde A, By C.

Existen otras combinaciones en las cuales se verifican las propiedades siguientes
(MURRAY, R., SPIEGEL, M.R./" 17).

(Ao B)C2A(Be ()

A (Bx C)=He (Cx A)=Co(Ax B)= volumen del paralelepipedo con aristas A, B y C
Ax(BxC)»(AxB)xC

Ax (Bx C)=(Ae C)B-(AeB)C

(AxB)x C=(Ae ()B-(Be)A

1.4.2 Funciones vectoriales de una variable escalar
14.2.1 Funclones y campos
1.4.2.1.1 Funclén escalar
Funcién en laque el dominisy rango son conjuntos de nGmeros reales (FIGURA 1.6A)

(LEITHOLD, L., 756).
J
@ @
dominio rango

FIGURA 1.6A FUNCION ESCALAR

Es decir, sl a cada valor de un escalar u (variable independiente), se le asocia un
Unico escalar /1) (variable dependiente), se dice que f{u) es una funclén escalar de .
Al generalizar dicho concepto; i a cada punto (x,y,2), le corresponde un escaiar f[x.,z),
entonces este (ltimo es una funcidn de (v.y.z) (MURRAY, R, SPIEGEL, M. R, 138).
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1.4.21.2 Campo escalar

Una funcién f{x,y,z) define un campo escalar, debido a que asocia un escalar a cada
punto de una regién R en el espacio (MURRAY, R, SPIEGEL, M. R." 3).

E/emplo 9. La temperatura de cualquier objeto (o espacio fisico delimitado) se
define como un campo escalar, al fijar ejes coordenados de referencia con
respecto al objeto, es declr, a cada punto éste ie corresponde un numero que
es la temperatura de ese punto en un instante.

Ejemplo 10. La funcion fix,y,2)=x’y ~ 22, define un campo escalar.
1.4.2.1.3 Funclén vectorial

El dominlo de la funclén es un conjunto de nimeros reales y el rango es un conjunto
de vectores (FIGURA 1.68), es decir, si a cada valor de un escalar u (variable

independiente) se le asocia un vector [ (variable dependiente), se dice que [ es una
funclén de » denotado por [(u) (LEITHOLD, L., 756).
€n un plano tridimensional se puede escribir como:

Fu=hmwi + fiwj + fiwk (18)

donde fi(w), f:(u), fi(u) son funclones escalares de variable « y se llaman componentes
de F(u).

Al generalizar, si a cada punto (x,.2) le corresponde un vector {, el cual es una
funcién de (r,5,2), se puede expresar como (MURRAY, R, SPIEGEL, M.R.™ 138).

Fsya)=fiteyal + ena)j + fiten ok | (18a)
]
u 71 Hu)
dominio rango

FIGURA 1.68 FUNCION VECTORIAL
1.4.2.1.4 Campo vectorial

Una funcién F(x,2) define un campo vectorial debido a que asocla un vector a cada
punto de una regién R del espaclo (MURRAY, R, SPIEGEL, M. R, 3).

Ejemplo 11. Las velocidades en cada punto (x,z) en el interior de un fluido en
movimiento, en un clerto Instante, definen un campo vectorial,
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Ejemplo 12. V(x,y,2)= xyi-2yzj+xzk, dafine un campo vectorial,
1.4.2.2 Céiculo para funciones vectoriales

Una funclén vectorial f de una aola variable escalar /, asigna a cada valor de 1 en
algln intervalo un Unico vector f (1), ejemplo, una funcién vectorial definida por:

Fo={A(e). £(1). £(1)]

=il I +£) |+ k (18b)

donde £,(1), £,(r), y £,(r) son funcionea escalares de ¢ (HSU, H. P, MEHRA, R, 41).
1.4.2.2,1 Limite y continuidad

En forma intuitiva, lim Fy =1 (19a)

significa que e! vactor 1) cuanto 1 - a es el vector |, es decir, f() se mueve hacia la
“posicién” ocupada por L cuando 1 — a(FIGURA 1.7). En el limite, Ia longitud y direccién
de | deben coincidir con la longitud y direccién de L.

Al suponen que L y F() estan situadas de manera que coinciden sus puntos iniciaies;
cusndo [ (1) tiende a L, e vector diferencia () - L debe decrecar hasta cero, lo cual
equivale a decir que su longitud | F(r)- L| se hace cero cuando / —a. Esta longitud es
una funcién de valores reales de una sola variabie r (FURCELL, E. J., VARBERG, D., 575).

l=Li+Lj+ Lk

Fm=fimi +£:0] + itk

FIGURA 1.7 LIMITE DEL VECTOR /im Fm =1
En base a lo anterior se dice que:

Sea [()=fin) | + /1) | + £i(1) k una funcién vectorial de 1. E! limite de () cuando ¢
tiende al nimero a es el vector | si, y sélo si, el limite | F(r)- L| de cuando 1 tiende a a
es cero, Es decir,

limb) =L & limlF()-1]=0 (19b)

Si () tiende a | como limite, ello significa que las componentes de [ tienen como
limite a las componentes correspondientes de L. Al expresara fy yal como:
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TR L)+ f01 * e y sLoel 4l
s¢ tiene que.

imme e limew)=L, limpl)= L.y limgy(t)=L.  (20)
Diche equivaiencia significa que se puede caicular los limites de funciones con
valores vectonales componente a componente (FINNEY, R .. THOMAS. G. 8. 789).
Ejempio 13. Haliar el h‘m * (1), ol la funcidn es la siguients;
sent r+6
3+inll+1)

Los limites de las componentes de [ 1), cuando ¢ — 0:

i =i, f i‘_ﬂ_’_s‘ I —-!j_+—6_-=2
limt =\ lm= i1 +1)

e —

Por lo tanto (MC QUISTAN, R. B.,61).
{'-.?o' Fysi + +2k

Ejempio 14. Hallar o lim @), of la funcion es la siguients:

‘i -—H-[ 3('"]] .l +12 6.

Los limites de las componentes de [ (1), cuando 1 - 0 son:

_'_: IRTX 2 P ':+'~6=
limz =0 lm{-3¥]=-3,  lim——s3,

[

Por lo tamo (PURCELL, E. J., VARBERG, D., 580):
lim Fry= -3, +3k
¢

La continuidad de una funcién vectorial se define como:

Una funcidn vectorial f 1) es continua en q, si [ esté definida en a; si existe ol {(zlf(l)

y
lim F=t@ (21a)

Ello significa que el vector [ de la ecuacién (19a) debe ser el mismo que f(a). Asl, la
ecuacion (21a) es equivalents a los imites de las tres ecusciones escalares, de modo
qQue (1) es continua en a si, ¥ 86/0 B, cada componente de | es continua en a (BOYCE,
E W. DIPRIMA, R. C.!" 826-829; FINNEY, R. L, THOMAS, G. 8., 781-789).

tim f(0)= fla),  lim f(1)= fi(a).  lim £(1) = f(a). (210)



Ejemplo 15, La funcién |
f i+ (sent) j+in{1+8)k
(t)=7; (sent) j+in(1+¢)
es continua para todo valor de r>0, ya que cada componente es continua para

>0. Sin embargo, [ es discontinua para <0, ya que, 1/./? la primera
componente de [, no esta definida para 1 < O (FINNEY, R. L., THOMAS, G. B.,784).

1.4.2.2.2, La derivada
Sea (1) una funcién vectorial de la variable escalar 1

A F(r+ar)-F{1)
At At
donde Al es un vector y Ares un escalar, de modo que el cociente AF/Ar es un

vector (FIGURA 1.84). Al considerar el limite del incremento de ¢ (Ar), cuando tiende a
cero (Ar -» 0), para obtener la derivada esta se representa mediante [ '), o af /ds, Asl,

(22)

F(r+ A1)~ F(e)

S
F(:)-;;me A

(23)

sl existe el limite (MURRAY, R, SPIEGEL, M. R, 35).

Favar)
af=Fo+ar) -Fy

fo
FiGURA 1.8A DERIVADA DE LA FUNCION F (1)
1.4.2.2.3 Interpretacién geométrica de la derivada

Si @ y Fe+Ar) son los vectores de posicién de los puntos P y Q respectivamente
(FIGURA 1.88) en la curva definida mediante la funcidn vectorial [ entonces el vector

Farear) -F), 0 sea Fé es el vactor secante entre los puntos Py O dela curva,
El vector que aparece en el cociente de las diferencias en la ecuacién (23) es

proporcional a 7’5, de hecho esta dado por Félm . Si existe el limite en la misma, esto

es, s 7’5/1&1 tiene un limite cuando Ar — 0, y si el limite no es cero, entonces este

vector limite ['(1) es tangente a la curva 1) en et punto P y apunta en direccién positiva -
con respecto a 1 (FIGURA 1.8¢C).
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La recta tangente a la curva /() en el punto P que corresponde a 1=a es |a recta que
pasa por Py que es paralela al vector | '(a).

aAfp+ar) -t

X
FIGURA 1.88 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

Alternativamente, si se considera a [ (1) como Ia scuacién que deacribe a Ia posicién
de una particula en movimiento en el tiempo , entonces [*(1) es la razén de cambio de

la posicién de la particula con respecto al tiempo. En otras palabras, ['() es la

velocidad de la particula, y es tangente a la trayectoria en que se mueve la particula
(BOYCE, E. W., DIPRIMA, R. C."") 829-830).

FIGURA 1.8C INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION VECTORIAL

De igual manera, se establece que la funcién f () es derivable respecto a 1 si, y sélo
si, lo s en cada una de sus componentes:

Dada una funcién vectorial (FINNEY, R. L., THOMAS, G. B., 762-784)..

Fw=fi)i + 1)) + fik (18a)
la derivada de dicha funcién se puede expresar en términos de componentes:
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r(:m;)-r(:) “i"i"af'(HAA’,)-j'(’)" m I,(HAz-fz(t)j

Lo+ )= £1)
N

o=
*lim
= fitah 4@ + fy (@) (24)
De osta manera, | (1) es el vector cuyas componentes son las derivadas de las
componentes correspondiente de ! (/).
Ejemplo 16. La derivada de (FINNEY, R. L, THOMAS, G. B.,784)

A= (sen® )i + (ine)] #[tan™ (31)] &

T 3
es A'w={2sentcost)i + ~| +—— -
(W)= [2sentcost) ’j on

Ejemplo 17. La derivada de:
Ny= angian x+2i+?1,—j+"-;—:-§-k
- 1 Cagh |
o o (2x+6Wx+2’ 3 J;(,-z)xk

Las regias para la derivacién de funciones vectorisles son similares a las
correspondientes para funciones escalares con una excepcién. Para diferenciar el
producto vectorial de funciones vectorisies, debe conssrvarse el orden de los factores,
debido a que el producto vectorial no es una operacién conmutativa.

SiAw, B y C) son funciones vectoriales de una variabie escalar /, /1) es una

funcién sscalar y c es un escalar, entonces (HSU, H. P, MEHRA, R, 44; PURCELL, E,
J., VARBERG, D., 570).

g’_( Ao+ By 1= Aw+ B

%( A I chy

L 0M) 110 K0 +7 0Ky

.z_[ Aoy e B 1= Ay e B +Awe By

%{ Ny x B 1= Ay x B'm+Aw x By

%[ Ay o By x Cp 1= Awe By x Cop+ A @ By x Cop+ A @ By x C'py



'j?{ ) o[ B0 xC J= 1w [ P xCawp Y+ Ao x[ B x|
= cm x| B xCm ]

Ejemplo 18. Si Ly (244) -1 i*sen”?'ll
NN E .
= <+ cos—| 2k

y L 3 cos 3 | 2

determinar g;[ AmyeGin ]y evaluar dicha expresion cuando 1=/.
Dado que (BOYCE, E. W., DIiPRIMA, R. C., 832-833).

Nz -2 + -z—cos-?k Bll)=—|--isen-—}-2k

entonces,
L( bye By J- Moo B <A e B
se obtiene:
4 24t &, o nl
dl[M) B ]- [ -3 f sen 2 Zsenz]

xl
—=21cos— -2~
[2 2cos2 2lzcosz]

=l41- sen-z-(z =g +2) 21cos-’-;-‘-(l+-'2-r)
Cuando 1=1, se tiene que:

i[ A #Ba) ][ =l+l—(-2'5+z)=-.’2!
Ejemplo 19. Si f(1)=0y Aaitiee | a«mm,_[ !()A() I
Dado que (PURCELL, E. J, VARBERG, D, 877):
RO Ny=2ti-']
entonces,
7;‘7[ SON) = fO N0 +f ) Ny

se obliene: ‘

L1 oy 1 P re(Rise)

=5 i+(3 - )0



1.4.23 Longitud de arco
Sea una funcién vectorial (BOYCE, E. W., DIPRIMA, R. C., 824,835-837).

R=Rn=riw+ )+ nw {18b)

en la cual 1 esta en el intervalo a <t <h, entonces, para cada valor de 1 en el
intervalo, la ecuacién (18b) determina un vector R que se considera como el vector de

posicion de un punto P. El conjunto 'de puntos obtenides de esta manera forman un
arco o curva (FIGURA 1.94).

Si 1 representa el tiempo, entonces la curva es Ia trayectoria seguida por la particula
que se mueve conforme a ia ecuacién (18b), en donde la flecha de ia FIGURA 1.8A
Indica la direccién del movimiento. Los puntos R=R{a) y R=R(5) se llamen punto inicial
y punto final respectivamente. Al dar una particién del Intervalo [a,b] en »
subintervalos, de moda que,

as=ly <t < <.<l, <l =b

la norma de particién es la longitud del intervalo mas grande. Para un punto 1,

arbitrario de particién, al evaluar en (1), se determina el punto P correspondiente en
la curva (FIGURA 1.8B).

Imiento de t

x

FIGURA 1.9A ARCO FORMADO POR LA FUNGION R{1) EN EL INTERVALO a S 1 < b

Posterior a ello, al trazar segmentos de recta de £, & £,da £ a B,y asl
sucesivamente.(FIGURA 1.9¢). Y sumar las longitudes de todos esos segmentos de
recta, se obtiene la longitud de una poligonal de aproximacion a ia curva dada.

La longitud del segmento de recta que une a P, con P, es(FIGURA 1.90):

P.B|=|R(4)- R(s,)| (25a)

Por lo tanto, la longitud de la poligonal de aproximacién es:

7]



3 IR(0)- R ) (250)

]

Sl la suma de ia ecuacién (25b) tiende a un limite, cuando la norma de particion tiende
@& cero, entonces este vaior se define como la longitud de la curva:

Ha.t)= 1 3|R(E)- RC ) (250

La expresion de! lado derecho de la ecuacién (25c) se convierte entonces en una
integral. Al multiplicar y dividir ef iésimo termino de la suma por A7, =+, —/,_, >0,

)= o 3 L)

Dado K'(r) que es continua, entonces existe ei limite de (25d) y a longitud del arco
esta dada por la integrai:

At (254d)

I(a,b)= I [R'(¢)| dt (250)
I;l

-

Py
x } :

X
" FIGURA 1.9¢ LONGITUD DE ARCO: TRAZADO DE SEGMENTOS
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si R'@s Rii + Raft)] + Rk
entonces, la ecuacién (25e), se puede escribir.como:

o) = [[[ROF + &0} +[m0)F) a (250)

R('l) 'R(’ l.'f)
NN

FIGURA 1.80 LONGITUD DE ARCO

Ejemplo 20. Hacer un dibujo de la gréfica del arco (BOYCE, EW., DiPRIMA, R.C.,
624-925);

R(t)=--;—i+2c‘os—”2-'-j+2lk -85l
Las ecuaciones paramétricas correspondientes son
x=—~;-, y=2cosﬂ. z=2t.

De acuerdo con la primera y tercera ecuacién, 4x +z =0 para toda ¢, asl, el
arco queda en el plano 4x+z=0. En la tabla siguiente se registran las
coordenadas de los puntos que corresponden a diversos valores de 1.

‘ ot s"%‘ "

P dyne O i
ildz,-1) 020 (4470) (-402)

En base a dicha tabla se puede observar que r varia desde -1 hasta 1, la

componente x de R disminuye, y aumenta la componente z; la componente y
aumenta para -1 <7 50, y disminuye para 0 <r < 1.

Ademas, las componentes x ¥ z son funciones impares de 1, mientras que la '

componente y es una funcién par. Al emplear esta informacién, se puede trazar
la grafica que se muestra en ia siguiente figura;
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(~4.42)we=4

(0,2,0)w1 =0

(4.2 -1)me =~}

x (4,0,-2)w1=1

Ejampio 21, Se tiene la curva representada por

Ry= cos ti+sent | +-;-¢’k

Determinar {a longitud del arco que une a £(1,0,0) que corresponde & (=0, con
ol punto 0{0,1,7/8) que comesponde a = a2 (Ver figura). Ademds, determinar

la longitud del arco desde P hasta el punto P que corresponde & un valor
arbitrario de ¢.

oot )=t

x# VP(1,0,0)w¢ =0
Al derivar la scuacion, se obtiene:

Riym - senti®cosej+tk



asl, ‘R’u,)la[(-sem)" +(cost) +l’]" N

Entonces. de acuerdo con la ecuacion (25e), la longitud del arco de P, a Q es:
Ep]
/(o.§)=j~h+:* dr
L]

L.a suslitucion 1 = ran 9 transforma esa integral en;
anwunx

I(O.§)= j' sec’ 06
0
Al evaluar, el resultado es:

,(oé’) = —;—[sec Gtan 0+ In|sec ftan ] 7~

-_--%[u/l + +ln|Jl 47 +:|]|':

-1 w{ L1 L3
-5[5 l+4 +ln( l+4 +2]]=2.79

Representando la iongitud de arco de Py a P mediante s() para destacar que depende
del valor de 1, entonces al empiear nuevamente ia ecuacion (25e), se tiene que:

s(1)=1(0,4) = I[R'( r)|dr

=j‘mdr.

0
cambiando la variable de Integracidn a r para evitar confusiones con la variable
independiente 1 en ol limite superior de integracién. Evaluando dicha ecuacion, el

resuitado es:
s(r) = {{lmﬂn(mﬂ)]

1.4.3 Funclones vectoriaies de més de una varlable
1.4.3.1 Funciones de dos 0 més variables

Funcién real de dos varlables reales. Funcién fque asigna a cada par ordenado
(xy) de algin conjunto D del plano, un nimero real Unico fix,y).

Ejempio 22. Dadas |as funciones
flx.y) =2 +3y* y glx,y)=2x{y



entonces,
f(=14)=(~1) +3(a) =49 y gl-14)=2-1)Va=4

Si z=f(xy), 88 dice que x y y son las variables Independientes y z es [a variable
dependiente, lo anterior se puede extender a funciones con tres variables (o aln »
variables reales) (LEITHOLD, L., 549).

La gréfica de una funcién de dos variables z=/(x.y), por lo general es una superficie
(FIGURA 1.10) an donde a cada par ordenado (x,y) de! dominio le corresponde un solo
valor de z (PURCELL, E. J, VARBERG, D., 834).

2

/ f iy

FIGURA 1.10 GRAFICA DE UNA FUNCION DE DOS VARIABLES z=f{x,))
1.4.3.2 Derivadss parciaies

1.4.3.2.1 Derivadas parciaies ds funciones escalares

Sea/ una funcidn escalar de dos variables x y y, ai y se mantiene constante, es decir,
¥ = ya, ontonces fix, y.) se convierte en una funcién de uns sola variable. La derivada
para x = x, se ilama derivada parcial de f con respecto a x en (x,, y,) y se denota
como fi(x., y. ). Por la tanto,

FArye)=.fim Slx+ Ax,,\;;z ~ f(%0,30)

(26)

sl el limite existe. En forma similar, la derivada parcial de f con respecto a y en (x,, y,)
se designa como /,(x,, y,) y esta dada por is expresién (PURCELL, E. J., VARBERG, D.,640).

JAENAE mf (xo.yoMﬁ- £(x5)

Ejemplo 23, Encontrar £,(1,2) y /,(1.2) el f{x,y) = x’y+3y’

Para encontrar f,(x,y) se considera a y como constante y se deriva con
fespecto a x, para oblener

@7

f,,(x,y)=2xy+0

LY}



entonces. £0,2)=200(2) =4
Andlogamente. Flev)= ¢ e0y

yasi £(1,2)= (1) +9(2) =37

Siz=(xy) alutilizar las siguientes alternativas de notacidn, se tiene:
_ofley) oo éf(xy)

i el AL TN

Py
-

f,.(xo.y.,)=-’-:|

l:,\' (1,.5,)

. &
ny)=—
FAESY »

oz
f:(-"o-)n) = "a"‘;

(15.59)

Efemplo 24. Si : = x* sen(xy*), encontrar 3z/dx y ¢z/dy
entonces:

&2 L0 ! ?(0)
So=x E;[sen(xy )]nen(.\'y’)-‘-’;;(x )

=y cos(xy’)—%(xy’% 2xsen(x?)
= X'y cos(x?) + 2 x sen(xy?)

9z _,0 2
o =2x ycos(xy )

Sl fes funcién de mis de dos variables, s8 amplia e concepto de derivada parcial de
manera natural. Por ejemplo, si se supone que f es una funcidn de tres variables
(BOYCE, E. W., DIPRIMA, R. C.,892).

w=(x..3) (28)

Entonces

ﬂ - f(xo+Axv)'ovzo)‘f(’ovyo'zo)
o (xo'}'ovzn) = .L’To o , (26a)

siempre que exista el limite, es el vaior de la derivada parcial de / con respecto a x en
el punto (x,,,.%). Esta cantidad es la razén de cambio de f con respecio & x en este

punto, Andlogaments, |as derivadas parciales de / con respecto a y y a z en el punto
(X, ¥512,) €5tAn dadas por

74 o Syt Ay.20) - £ (%36.5)

By (‘m.len) = ﬁ% & , (279)
y

Y (10 yp,20) = tim L (50,0020 + 82) - £ (%, Jor3). 29)

(2 A0 Az



siempre y cuando existan los limites. En los tres casos s6io se permite que varie una
variaje independiente, mientras ‘que las otras dos se mantienen constantes. La
definicion de derivadas parcisies para funciones de ms de tres variables es andloga.

Ejemplo 25. Si f{x.y.2)={(¥ -2p)(3x+27). determinar las derivadas parciales

de f'con respecto a x, y, y -, respectivamente (8OYCE, E. W., DiPRIMA, R. C.,892-8%4).
éf  =:_, K ) :_‘3_:;-\. o
ﬁx(x.}.z) (x 2y)‘°x[3x+. J+(x+2 )ax(x )

=[x =2y)(3) + (3x+ 2N 2x)
= 3x% -6y +6x° + 2urt
=9x% ~ 6y +2xz!

Andlogamente,
f
2y (x,p.2)=(x -2y)—-[3x+z’]+(3x+z’)-——(x -2y)
=(x? -2y) +(3x+z ) (-2) = -6x -2z
y

(s ya)= (s ~2) 3w 20 {354 2) (5 -2)
=(x? -2y)(22) + (3x + 21)(0) = 2x"2 - 4 y2.

Los conceptos de limite y continuided de funciones de una variable se pueden
generalizar a las funciones de dos o mas variables.

1.4.3.2.2 interpretacién geométrica
Dada una superficie cuya ecuacién es z=/xy). E! plano y =y, intarcepta esta
superficie en (a curva plana QPR (FIGURA 1.11A) y ef vaior de £,{x,.y,) es !a pendiente
de [a recta tangente a esta curva en P[x,,5,. /(x,.%)}.

De la misma manera, el plano x = x, corta |a superficle en la curva plana LPM (FIGURA
1.118), ¥ ,r;(xa. ¥,) €s ia pendiente de la recta tangente a esta curva en P (PURCELL, E.J.,
VARBERG, D.,641).

1.4.3.2.3 Derivadas parciales de orden superior

Una derivada parcial de una funcién en x y y s, en general, otra funcién con ias
mismas dos variabies, @ fa cual se puede calcular su derivada parclal, ya sea con
respecto @ x 0 a y, con lo que resultan cuatro segundss derivadas parclalu de f (Mc
QUISTAN, R. 8., 96-88):

af \_éyf
Jor= c’x[ﬁx) oxt S = ﬁy(ﬁy) c?y’
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2 s v &
I B A2 P

(xo:yo)

f.(%.y.,)wendieme det

FIGURA 1.11A INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA PARCIAL DE LA FUNCION z=f{x.y)
CON RESPECTOA x.

£,(%.3,) = pendiente de t

FIGURA 1.11B INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA PARCIAL DE LA FUNCION
2=f(x,y) CONRESPECTOA .

Efemplo 26. Encontrar las cuatro segundas derivadas parciales de (HsU, H.P.,

MEHERA, R, 99)’.
S(x.y) = xt” =sen(x/y) + x'y*
entonces:



flxy)=¢ -lml(!-}ﬂx’)"
y ¥y

f (X.y) =xf’ +—x—"05 5_ +2.\'{l’

¥ v, y
fu(xry) = “!',‘.u"l(i) +6xy’

v y

b e

A y y v "'

v X fx) U (k)
T )= & ~—sen| — [+ —=cos| — 6,\'}'
Ske) y’”[y) ¥ ()
f..(x-)’)=l’-'i,sen(i)+-!,—cos(i]+6,\)y
' yowl oy
Las derivadas parciales de drdenes tercero y superior se definen en forma andloga.

Asl, 8l fes una funcién de dos variables x y y, la tercera derivada de / que se obtiene
mediante la derivacion parcial de /, primero con respecto a xy después dos veces con

respecto a y, se indics mediante:
' 2 _?_'_f.) -9, /.
dy\dyox) dy'ox "
1.4.3.2.4. Derivadas parciales de una funcién vectorial

Sea A una funcién vectorial de dos 0 mds variables escalares, por ejemplo de x, y, 2,
ost0 09, A= A(x, y, 3). La derivada parcial de A respecto de x es, por definicion,

3y, Alx+Ax,y.2)- A(x,y.2)
si exisle este limite. Andlogamente,
. _5__A= lim A(x,y+Ay.z)-A(x,y,z) (31)
dy a0
2o gy Mrpzr80)- dlny.2) (32)
02 Ar-40 Az

son las derivadas parciales de A respecto de y y de =, respectivamente, siempre que
los limites existan (MURRAY, R., SPIEGEL, M. R, 36-38). '

De igual manera dicha funcién vectorial expresada en componentes vectoriales:

A Alx,y.z) = fi(x.2)i+fi(x.p.2)j+ £, (x.p.2)k

9



Al aplicar la definicion de derivada parcial , se encuentra que:

o df {f'u--(-[l,
& &' ox

o

L. 8h,8h,, 2,
vy Ay (?y %
.i i[‘.;+f!;'+éf_l,
i 01 6 &
Ejemplo 27. Derivar parciaimente con respecto a x, y, y z, la siguiente funcion

vectorial:
Wxp.2)= 5—:—’1i T+
Al aplicar |a definicion de derivada parcial, se tiene que:

ZaLayaiaer
ox F4

d, . .
—A= i dxz |-k
7 Xz

i = wx=y A
dzA 2 ¢
Las derivadas de orden superior se definen de la misma forma que en el caso de
funciones escalares:

Ly Zwlln LLly

X Ox ox ay dy a 7777
J? gt , 8,0 '
2L (), A= (L A
axdy éx(dy) dyix ay(dxA)' %37 c’x(ﬁz’ A

Laa reglas de la derivacion parcisl de vectores son andlogas a las del cdiculo
diferencial ordinario para las funciones ascalares. Por lo tanto, 8i A y 3 son funciones
dex,yz, se tiene (BELAUMZARAN, G. E., FRONTANA, D. B, ET. ALL., 90):

- J
—‘;;(A.”)‘ Ae ;’-;H +—a—;/\ of

_"_(Axn)= Ax .‘iu LAl
(Ali)— "[ (A-B)]——-[A-_"-B AoB]

"B+ e " T2 Ao—-H+

Ao
(9,1': ay ox ay ﬁﬁx B

=Ae
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1.8 ppomlom vectorisles

1.6.1 Gradiente

Si f(x,y,:) @8 una funcién definida y derivable parciaimente en cada uno de los
puntos (x.y.z) de una Cierta regidn del espacio (donde / define un campo escalar
derivabie), entonces el gradiente de /(x,y.z) es un campo vectorial. el cual se denota
por V/ o grad f, y se define COMOMURRAY, R.. SPIEGEL. M. R.¥ 136):

evr a(Linli, 9 -
grad £ (x.y.:)=Vf =(6,x 355 )/ (x.y.2)

af.01.éf,
: dx ﬁy! FE M

donde el simbolo V (delta invertida, se lee como “nabla’), es un operador diferencial
vectorisl y se define por:

V-—a—h-—}——l« et ] e )

dicho operador veciorial goxs de propiedades andloges a las de los vectores
ordinarios (MURRAY, R, SPEGEL M. R."" 87).

Ejempio 1. Deda la funcién f(x.y,z)-—-ln"'z?r , oblener ol gradiente:
_9 x+y2, 0, (X+yx- J . I%+y3,
vf‘ax"u 241 'Vy’"d PO az'"d 2+l k

Aot Aot
Mxeyz) -\ x+yz) Nxt+yz 2+l

Ejempio 2. Dada Ia funcion £ (x,y,2) = i";",—i’,'" obtener ol gradiente:

- c‘iumxyi+ élanxy-'ilmxyk
Ox cosxz éycmxz] 02 cosxz

v/

L Yeosxz sec’xy + 2tanxy senxz. x sec’xy [ Xtanxy + senxz,
cos* xz cosxz ' cos® xz

1.8.2 Divergencia

Sea V(xy.2)= V,i+W,) +¥;k una funcién vectorlal, donde V,, ¥, y ¥, son funciones

continuamente derivables con respecto a las coordenadas x, y y z; y V es un campo
vectorial derivable, entonces la divergencia de V, representada por VeV o div V, se
define como:



i a' a N & vl v
div s voV-(-é-;u;;, .3‘?) o(Vshy ~13¥)

IR | @
dx dy J: : :

Ladquuunwmomhr(aoumeoe MORREY, C. B, 107-100; PURCELL, E. J,
VARBERG, D., 133).

Ejempio 3. Obtener la divergencia de;
angtan yz angsenxz

k
I3x+2') el
;;i.ﬂl; il+x$

a yz angunx A
VOV Ly
-2 3)’ In(!:n’) 7
;ﬁnz”ln’
Ejemplo 4, Oblener la divergencia de:
o pt‘:'k
y+x
entonces

Jx¥ 4 yét"'

VoVs— oy — —--—o

Ixy+x dyYz+y Iz
J2yex z~| i’-’

BT AT Tl

1.6.3 Rotaclonal

Dada una funcién vectorial Vx,y,z). El rotacional de V, representado por VxV o rot V,
se define como:

. d. 4 ey
uxV '(;’;“’3;]*5”"("1“"1]*")")

i j ok
o2 2

ox Jdy oz
W h K



¢ 9|2 6] |2 <
=loy o |ox dsllléx Byjr

nowl e owlin v

N W, OV Wy OV,
=(D N lACy(Lr 2 4
(ﬂy ﬁz)"(dz c?x)de ay)k “

Eirot v, 88 un campo vectorial (PURCEL, E. J., VARBERG, D. 733).
Ejemplo 5. Oblener el rotacional de:

VuZis Lo 2=y k
y x ]
enfonces:
o0 Al (1) -505)
Vszz[ y e r(‘)]o l_,+y,k
(LU 4 00 N S
( z x)’ z ‘0( rﬁy’)k
£jsmpio 8. Oblener el rotacional de:
V-J’-?jio corXt i %
anionces:

va-[--'-tf'hlmiil]
yoooy oy

1.5.4 identidades del gradients, divergencia y rotaclonal

Si Ay B son funciones vectorisies derivables; /'y g funcionss secalares derivabies en
todos los puntos (x.y,z) de una regidn del espacio, eMoNCes (BOURNE, D, E.; KENDALL,
P.C., 117-116; MURRRY, R., SPEGEL, M.R.™ 14).

V(7 + g)= Vf+ Vg obien, grad (f+ g) ~grad/+ grad g
V(fg)=/f Vg + gV, 0 bien, grad (/g) =fgrad g + g grad /
ve(A+h) =veA + veB, o bien, div (AB) =divA + divl
Vx(A+8)= VxA + VxB, o blen, rot (A+B) = rot A +rot B

9



VoLl = (V)8 +f(Veh)
Vx(f) = (VFxM f(VxA)
Ve(AxB)=:e(Vx)- Ae(vxlj)
UVx(AB)=(Rev)A- B(Ve ) - (Aew) A(Ve D)
V() =(F o)A+ (AeV)h + 11 x(VxA) +.Ax(Vx.B)
Si 7 y Atienen segundas derivadas parciales continuas:
Vx(Vf)=0 €l rotacional del gradiente de fes cero.
V(Ver) El gradients de la divergencia de f e8 un campo vectorisl.
Ve(Vx A )=0  Ladivergencia del rotacional de A es cero.

Vx(Vx?i)=v(VeA) -v2A El rotacional del rotacional de A, es
un campo vectorial.
1.5.4.1. Oparador Laplaciano

Formeiments, es o “cuadrado” del operador “nabla’, dicha relacion 3¢ entiende o
obsarvar que,

7.0 0\ (0.0 3\ 3 & 3
V3] e o e e o s o s | D e e o e
ve (dx+éy+&).[éx+éy+a:) aetaytar ©

por lo tanto, al emplear la notacidn VeV a Vi,

El operador iaplaciano puede actuar sobre un campo escalar £ o sobre un campo
vectorial .

, 2 2
v’f-v.(v;)-%+%+%-z{- ()

es el Laplaciano de £ (divergencia del gradiente 1), el cual es un campo escalar
(BOURNE, D. F., KENDALL P. C., 113-117).
, 1 . .1
Ejemplo 7. Dada la funcion escalar, /= ={r+y+2?) 2,
Jemp f W (F+y+2)
obtener el Laplaciano,
Al sustituir dicha funcion escalar, en la ecuacion (6), se tiene que:

a2 2

V’f=-{%{-3-[(::’~|-y’4‘22]-1’]+-;;,—-[(szH”*‘22)‘12]*3;':‘5[("'z *5'2”2)"1]



fdlreron e fglirer]
P

--{-x(x sy ez } {~y(x ey }
+—:;{-z(x’+y’+:’)' ’}
=3 +y +z’)-,’ (P ey +:’)~”+Jy’(x’ +y +z’)-”
-(t’+y’+z')"’+3:’(x'+y’+?)"'
~(xtep? u’)"‘“

Jx‘-—(r’+y -n’) - (x‘+y’+z’) 32 -(P+57 +2)
TP en) S (eped)t  (Peyed)

L S il At ) et Sl i :’+Jz’ R et

=0
(' +y+2)h
Ejempio 8. Obtener ei Lapiacianc de la siguiente funcién escaler:
C fe9-d-y

of sustituir diche funcion en la ecuacidn (6) , se tiene que:

vif =-§x,~)-[m]+§;z—[‘[9-,2 -ytj‘,_g_;_[‘lg‘_x; __y;J
- S{ 47 {2577 o 4277

i e
[ ]| e

(9-x"-7) (9-x-y)
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[__—_(?—x’—y’)-x‘} [-(9-x'~y')-y']
R R W (L s
~ {o-#-y) (9-x-y)

|55 5]
B-x-y) " {9-x*-))

oty 9+xt _ -18+xl 4y
(0-2-pft (9-2-yf (9-4-y)?
1.8.8 Derivada direccional

Para una funcién f(xy), las derivadas parciales f,(x.y) y f,(x.y) dan la razén de

cambio de f en las direcciones x y y, respectivamente. Sin embargo, en un punto (x.y)
hay muchas otras direcciones (FIGURA 1.12), Ia razén de cambio de fen una direccidn

arbitraria se conoce como derivada direccional de / en esa direccidn (BOYCE, £ w.,
DIPRIMA, R. C.,912-913).

y
A Direccion y
’ Direccion x
T T x
FIGURA 1.12 DIRECCIONES DELPUNTO (x3)

1.6.6.1 Definicién

Sea f(xy), una funcién continuamente diferenciable. Al calcular ia velocidad de

cambio de ia funcién cuando el punto P(x.y) se mueve de x,,y, en cierta direccion, esta
puede ser descrita por un vector unitario (FIGURA 1.13):

U=cosd i+sent) 1))

Si u es ol vector unitario, entonces la derivada direccional de f(x,) en la direccion de
u, denotada por D/, esta dada por (BERS, L., KARAL, F., 543).

Duf(x-)‘)= ”mf(x+Acma,y+Asen0)_f(x’y)

- ®)
8i el limite existe,

La derivada direccional, es la razon de cambio de los valores de ia funcidn ffx,y) con
respecto a la distancia en el plano xy, medida en la direccién del vector unitario u.

9



by Jxy)

x=X, + 4c0s6
y=Yy, +Asen 6

v

FIGURA 1.13 REPRESENTACION DEL VECTOR U, CON PUNTO INICIAL EN P(x.3).

1.8.6.2 interpretacién geométrica

La ecuacion de ia superficie S (FIGURA 1.14) es z=f(x.y). B(x,.%,.2,) s unpunto en ia
superficie y los puntos R(x,,y,.0) y Q(x,+ Acos 8, y, + Asen 6,0) estén en el plano xy.

S=z=fx.y)

fome Curva C
y
—R(x

x Q(xo+AcosByy+ AsenB0)

FIGURA 1.14 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

El plano que pasa por R y O, paralelo al eje z, forma un dngulo 4 con la direccién
positiva del eje x, este plano intercepta la superficie S en la curva C. La derivada
direccional D, f, evaluada en 7,, es la pendiente de la recta tangente a la curva C en P,
en el plano de R, QY P..

Si u=i, entonces cosd= 1y sen6= 0, al sustituir en la ecuacién (8), se obtiene;

D1l L2 u0)=1 ) (6a)

»



Que es la derivads parcial de £ con respecto a x.
Si u=), entonces cosd= 0y send® 1, de la misma manera, s tiens que:

b f(x,y)..mw (80)

qQue os |a derivada parcial de fcon respecto 8 y.
~ Por o tanto, Jix.p) ¥ £,(x.y), son casos particulares de la derivada direccionsl en
les direcciones de fos vectores unitarios iy j, respectivaments (LE/THOLD, L., 925-927).
1.6.5.3 Interprotacién analitica
Si fixy) o8 una funcion diferenciable de x ¥y, ¥ U=cosd i+send), entonces:
D.f(x.y)= £(x.5)c0s8+ f,{x,5)sen . ®

La dervada direccional se puede eecribir como el producto ucim de dos vectores.
Ya que:

£(x.y)c0a8+ £,(x.y) an 0= (cosBi+sen8] Jo[ £ (x.p)i+f,(xy)] ] (10)
entonoss, ol igualer la ecuacidn (0) y (10),
D, f(5.y)=(cosi+send] Jo[f,(x.p)i+f,(x.y)] ] (3N

dado que ol grad V/ix,y) es: . )
Y (x.9) = £, (x.9)it5,(x,)j
antonces i ecuacion (11), se pusde eecribir como;

D, f(x,y)=ue¥s(x,y) (12)

Por o tanto, cusiquier derivada direccional de una funcién s pusde cbiener
madiants ol producio punio del gradients de la funcidn y of vecior unitario en la
direccion dessads BOURNE, 0. £, KENDALL, D. C., 101-104).

Ejomplo 9. Encontrer la deriveda direccional de lss siguientes funcionss en el
punto P, y en la direccion del vecior A cormespondieme (PURCELL, E. J, VARBERG,
D, 6%).

) 8i f(x,p)=x 4%, B(1,0) on la direccién dei vector A=i-|.
€1 vector unitario 0 en Ia direccion de A es:

0= | i‘ 1 j
'
El gradients de f1x,)) es:
Vf(xy) = 2xis2y]
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»

al evaluar en of punto £(1.0) se tiene que Vf(x.y) = 2i. Por fo tanto, al sustituir
on i ecuacién (12):

Dy fles) (g 5. J0E) =52

D) S f(x.p.2)=inyx +)F +2, B(3,4,12) on i direccion del vector A-3i+6j-2k.

El vector unitario 0 on la direccién de A es:
=362
0= 7|+71 7k
El gradiente de f(x,y,2) es.

Q)P +y+2 | 2Jx +y¥+2 |
Vf(z,p.2)ek ¥
A e e by = recre-al
x »
eww'*mwa'*xuwek
mwnlunrondpunbr(ulz)nm«o

Vf(x.r.z)- l
Por o tanto, dennhocuoden(‘lz)

.2 .12
Dy f(x.y.3)= (—-I+-7—1 Zk)e (l69 r‘; +2h)

S er— ..-.-—-—..—-.-

183 18 183
9

TTY)
Si a es ol dngulo entre los dos vectores Uy Vf(x,,z), sntonces:

usVf =|a||Vf|cosa (13)
tle la ecuacion (12 y (13), se concluye que:

D, f(x,y.2) =|a|Vf|cosa (14)

de la ecuacién (14), se dice que D, /, seré un méximo cuando el cosa =1, o cuando U
este en la direccion de V/ . y en este caso D, f=|V/|. Por lo tanto, e! gradiente de una
funcién esta en la direccién en la cual la funcién tiene su méxima razén de cambio,

1.5.6 Regla de ls cadena

Sea una funcidn compuesta de una variable, f(x()). donde tanto f coma x son
funciones diferenciales, entonces:

tot



(150)

A oonmliut para funciones de varias variables; z=fix,)), donde x=x() ¥ y=y(i) 0N
funciones diferenciables en 1. Entonces, :=fix(),y1)) en diferenciable eny

& nd Hd (15)
& oxd dya
Ejemplo 10. Sea z = x'y, donde x =21 y y =1*. Enoontrar ds/dr :
T N.13
&« dx& éyd
=(3y)2) +(x*X2¢)
=620 (") +2(20(¢)
= 40¢
Al suponer en seguida, que x=x(s,¢) ¥ y=y(s,) son funciones que tienen primerss

derivadas perciales en () y 808 z=fixy) diferencieble en x(20 y j(z.4). Entonces
2=f{x(s,4). (2 1)), iene primera derivada parcial, dada por:

51-5.'-
&I&
&|&

& Ok Kby
& (18
& _ak And
d md . (15d)

Si 5 sa conesrva fljo, enMONCS x(s0) ¥ y(s.)) 88 convierten en funciones de /
Unicamente (PURCELL, E. J, VARBERG, D., 85¢- 082).

Ejemplo 11. 8l 2= 3x* - y*, donde x = 25+ 71 ¥ y = Sst, encontrar Jz/ .

— 52 s e o e

=(6x)X7)+(-2yXss)
=42(28+71) ~ 10s1(53)
=845+ 2941 - 505
Ejomplo 12.Siw=x*+y* +Z +xy, donde x =st, y=s-1 Yz=s+21.
Encontrar ow/dx.
w_dwox oy
X A AN A
=(2x+y)(s)+(2y+x)(-1)+(22)(2) -
= (251 +5-t)(s) + (25 =2+ st)(~1) + (25 +41)2
=28+ 50 =200 + 25 +101
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Sit{r)= f{1)i+£01) + £,lt)« e una funcién diferenciable de 1, 1=gis) es una funcion
diferenciable de s, entonces la compuesta  (g(s)) &8 una funcién diferenciable de s y

ds dr ds

La regia de la cadena dada para funciones vectoriales por (16) es una consecuencia
inmediata de 1a regla de |a cadena para funciones escalares, aplicada a lss
componentes £, f; y f,. De acuerdo con esta regla, f, 1 y f, son funciones
diferenciables de s, y (FIWNEY, R. L, THOMAS, G. B., 784-785)

d - d . d’ ‘ (16)

d _dhd  d _dha A ddt
ds dids' ds drds' ds b ds
Por tanto,
2 IHEHE)
—f=l & ~1 p’t N V1
ds (ds M(ds M s
»;(iflﬂ)g+(£&ﬂ ;+(.d_f;£i)
dr ds dt ds) \dr ds
A 4 4 )dl
= g4 2k [—
( it it et e
:( 4 )‘_"_
dt Jds
EJom(pI;; 13. Expresar df /ds en tbrminos de 5, #i F()=i+ sen(t+1)j+¢*'k y
1=g(s)=9-1

Por regla de la cadena, se tiene que:
%r=%r%=( cos(t + 1)j+£"'k )(25)=2scos(s*) +25¢"k
Esto se pudo obtener, al sustituir /=g(s)=s*~1 en ia formula paa () y
diferenciado después con respecto a s:
F (g(s))=i+sen(s)j+"k,
%F(g(s})—stcos(s’ )j+2st"k

1.8.7 Funcién definida implicitamente
1.8.7.1 Definicién
Si y es una funcion de x definida por ia ecuacion
y=3xi+5x+] “n
entonces y esta definida explicitamente en términos de x. y se puede escribir como:
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y=fix) .donde  fix)=3x'+Sx+l
Sin embargo. no todas las funcionas eetén definidas explicitamente. Por ejemplo,
X =2x=3y 4y -, (18)

ia cual no esta definida explicitamente para y como una funcién de x. Sin embargo,
pueden existir una o més funciones 1 tales que si y=//x), s ecuacion (18) se satisface,
osto o8, tal que s ecuacion:

.r'-2x=3[[(x)f+[[(:)r-[f(x)r

o8 cierta para todos los valores de x en el dominio de £ En este caso ss puede
establecer que y estd definida implicitamente como una funcién de x, o que la funcién /
esta definida implicitamente por la ecuacion dada (LEITHOLD, L, 172).

1.5.7.2 Derivacion implicita

Método, que se utiliza pars determinar ia derivada de una funcién sin que dicha
funcion este en forma explicita.

1.6.7.2.1 Ecuacién con doe variabies

Si £ o8 una funcion derivable, tal que y=/(x), entonces x y y satisfacen a la ecuacion
de iaforme:
Fixy)=0 (18)

‘Iacual es una funcin definida implicitamente, donde:
Flry)=x*-2x-3)* -y + )220,
Al derivar la funcién con respecto a x, wtilizando la regla de |a cadena, se obtiene:

JF(x.y) dFdx dFdy_
 didx dyds 20)

al despejer dy/dx:
dy s_jal-',"éxlaxrﬁxl
dx OF|dy
dy ) ﬁFy‘ﬂx
es decir, P AP L
, dx  OFidy @

debido a que dx/dx = 1.
Ejemplo 14. Encontrar dy/dx 8i F(x,y) = x’ + 'y ~10y".

Al utilizar la ecuacion (21) :
dy  OF ox 30+
dx  AF'dy X -40p




1.8.7.2.2. Ecuacién con tres variables

Sea Ia ecuacidn Frr,y.2) =0, donde z es una funcién definida implicitamente por x y .
es decir, F[x,y.f(x.y)]=0, la derivada parcial de Ia ecuacién con respecto a x, al
mantener constante a y, utilizando |a regia de Ia cadens es.

_______L’F(X.,V.Z) = f_’jé + ff..‘.’!. + .aﬁf_:. a
ox oxix dyodx Oz Ox
Al despejar 8 Jz/Jx, 8 dx/dx =1y Sy/éx =0, se obtiene:

£=~6F ox
dx AF oz

0 (22)

(2%)

mediants un célculo semejante, ai conservar constante a x. y derivar con respecto a y
(PURCELL, E. J., VARBERG, D., 662-884).
dz __JF oy

dy éF ox
Ejemplo 15. Si F(x,p,2)=x'0"* - ysen(x -z) = 0 define a ; implicitamente como
funcién de x y y, encontrardz/ Jx.
Al utilizar la ecuacion (23b):
dz _ JF dx W0 - ycoslx-z)

dx JF & X0 +ycos(x-2)
1.8.7.2.3. Doe ecuaciones con custro variables

Dadas ias ecuacionss F(x,y,u,v) =0y G(x,y,u,v)=0, ias cuales definen a y y v
como funciones diferenciables de xy y, es decir, u= f(x.y) y v= f(x,y). Por lo que
se tiene

(230)

Flx,y f(x.9).8(x.9)]=0 ¥ Glx.y.7(x.y).g(x.y)]=0. (29)

Al derivar parciaimente a ambas funciones con respecto a x, manteniendo constante
a y, y empleando la regia de la cadena, se tiene que:

S Fx.y. f(x9)g(xy)] _ 9F(xyuv) ox  IF(x.yuv)dy

. dx ax ox dy ix
dF(x.y,u,v) Bu+aF(x,y,u,v)av (258)
du ox av ax ‘

=0
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(’(r;:x ,\:f(x.y).g(x.,v)] _EGlx.yur) dx . IG(x.p.uv) dy
ox N éx ax ay ax
AGx.y.uy) du . 3G(x.y.uv) dv

u ox ov ox

(25%)
=0

on donde se sobreentiende que w=f(x.y) y v=s(x,y). Y que, ix/dx=1y
Ay/dx =0, Las ecuaciones (258) y (25b) proporcionan dos ecuaciones aigebraicas
lineales no homogéneas para Fu/dx y dv/JIx, que son:
ducx dvdx Idx
ouéix dvdx  Ox

(25c)

dFdG gFaIF .
Siempre que S5 Fv avﬁﬁo.upMdamuau/ax y dv/éx:

dF dG AFdG dF dG JF 4G

du__Jdx dv_dv dx gv__Jdudx Jx du (26)
ox O0FdG OFJIG ' dx JF0G_dF oG

Ju dv dv fu Ju dv_ dv du
Para evaluer 8 Ju/dx y dv/dx en ol punto (x,)), 86 debe:

=> determinar los valores comespondientes de « y v, mediante la solucién del sisteme
de ecuaciones simultdness F(x,y.u,v)=0y G(x,y,u,v)=0;

=determinar las derivadas parciales IF oF oF oG -‘ig-.y-d?q-. y evaluw a

ox' du' v’ dx' du'’ dv
estas on los puntos (x,y,4,v); ¥
= & continuacion evaluar Ju/éx y dv/J x empleando las ecuaciones (28).

Se procede de igual forma para deducir las ecuaciones de Ju/dy ¥ dv/dy:

_9FJG 9F9G  _FJG OF G
Ou__dydv dvd Ov__dudy Jydu @
ay éﬁiﬁ-éfié' dy ©éFoG_JF oG

du dv dv du du dv dv du

Ejemplo 16, Se definen ias variables « y v como funciones diferenciables de xy y
mediante las ecuaciones

F(xpuv)=2+y-u* +2v=0,
G(x.}'.u.v) =xy+2x-y+3uwv+10=0,
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Comprobar que x =1, y=-1, u=-2, v=2 es una solucién de estas ecuaciones
y calculsr su/dy y dv/dyenx=1, y=-I,

Primero, se comprueba por sustitucion directa que (1,-1,-2.2) es una solucion de
dicho sistema de ecuaciones

F(1,-1.-2.2)=1-1-4+4 =0,
G(1,-1.-2,2) = =142+1-12+10=0.

A continuacion, se deriva cada una de las ecuaciones con respecto a .
manteniendo constante a x y considerando que v y v son funciones de xy . El

resultado es

du . Ov
[-2 l-—+2—--=0,
'ﬂ.v dy

Ju Jdv
“1 4+ —+3y——=0
X ‘(’y u;?y

Por tanto,

3v§;-+3ug-i-=l~x.

La solucién de este sistema de ecuaciones es:

du_3u+2(1-x) v _2u(l-x)-3v
Ay 6l +6v dy 6l +6y '

de modo que, al emplear el hechoque u=-2,y v=2 cuando x=1,y y=-], 8@

obtiene
du( ) ~6+0 1

Gy ' 42 6

=)= =,
ay 24+12 6

Las ideas que se han desarrollado en estos casos se pueden extender con fecilidad
para ei caso de m ecuaciones n variables (donde m<n) que definen a m variables como
funciones diferenciables de las n-m variables restantes.

Para caicular |a derivada o las derivadas parciales de una funcién o de funciones en
forma implicita, se debe de considerar lo siguiente;

1. Dadas las m ecuaciones con n variables (m<n), decidir qué variablles serdn
independientes y cudles dependientes. El nimero de variabies dependientes es
igual al nimero (m) de ecuaciones.

v o) 026 ]
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2. Suponer que las ecuaciones definen a las m variables dependientes como funciones
de las n-m variables independientes para determinar el dominio de laa variables
independientes.

3. Derivar cada una de las ecuaciones con respecto a una de las variables
independientes, manteniendo fijas ias demds variables independientes.

4. Las ecuaciones resultantes siempre son lineales en las derivadas parciales de las
variables dependientes con respecto a la variable independiente seleccionada y, por
tanto, se pueden despejar con facilidad. Los resultados tienen sentido sismpre que
los denominadores no sean cero (BOYCE, E. W, DIPRIMA, R. C.,"" 955-958).

1.5.7.3 Teorema de la funcién implicita

Teorema que asegura que una ecuacion f{x,;) define a y como una funcién derivable
der.

Dada |a ecuacion g(x)=0y un punto (x,,y,), supdngase que:

e 202, e

son continuas en Ia vecindad del punto (x,,,), tal que g(x,,,) =0,y que

as(xo-yo) * 0.
dy

Entonces existe una funcién y=/(x} en algtin intervalo abierto que contiene a x, tal
que f(x,) =y ¥ g[xs(x)]=0; lafuncién s es derivable y

ag(x.y)
_dl=_ ax
& og(xy)
dy

Hay que considerar que dicho teorema dice que f esth definida en algln intervalo
abierto que contiene s x,; pero no dice el tamafio del intervalo (FIGURA 1.15). Por ello
se puede conciuir que el teorema sdlo da un resultado “local” (BERS, L., KARAL, F., 169).

Y
an st
Y /f".' ’
o ("°':Y°)
N x(‘,y)‘%%!!.ﬂ(gfvﬂm
SU— ,___l.____._.._.___.
Xy X

FIGURA 1.15 TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA
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Ejempio 17. Ses I8 funcién
glxy)=xt+) 4120 )

2 3
Es ciaro que g(x. y),ﬁ—%—}y—) y !__8‘%_:‘12 son continuss dondequiers, y que
335%—’2 =2y solo es cero &n la recta y=0. Sin embargo, no existe ninguna funcion
derivable y=f(x) que satisfaga la ecuacion (i), ya que no hay ningin punto (x,.3,) en el
plano tai que x; +); +1=0.

Si se considera que: glxy)=xtspt=0 m

El Unico punto que satisface esta ecuacién es el (0,0). Sin embargo, no existe
ninguna funcién derivable y=/{x) que satisfaga la ecuacidn (i) y a condicidn £10)=0.
Notese que mientras: (55) (
sglx.y)  Ja(xy)
glxy) ==y — 5

son continuse dondequiera, _‘_’_8%!) =2y, ¥ por tanto es cero en (0,0).
Por Uitimo, al considerar is ecuacion:

glay)=+y-1=0 . (1)

El punto (0,1) satisface Ia ecuacion (iif). De nuevo, x('-J')""’"'ag;:y)' Y ax,;;y) son

continuas dondequiera, y shora %(o.l)ﬂ, de meners que existe una funcidn

derivable y=fix) que satisface 8 f{0)=1 y a la ecuacion (Ill) en algin interveio que
contiene a 0. Esta funcién es y= f(x)=v1-»°, para -1 < x < 1. Anélogaments, la
solucién de Ia ecuacion (Ill) que pass por (0-1) @8 y=-1-2*, para -1 <x < 1. Sin

embargo, —aﬁ%—yl =2y es cero en la recta y=0, no se debe esperar que alll se tenga

una funcién derivable que satisfaga la ecuacion (24) y la condicién de que f1)=0. En
reslidad, no hay tal funcién.

El teorema de Is funcidn implicita se generaliza directamente al caso de » variables y
m ecuaciones, donde m < n,



1.6 Méximos y minimos
1.6.1 Definiciones
Sean Pixy) ¥ B(x,.y) un punto variable y un punto fijo, respectivaments, que
pertenecen ai dominio S de la funcién fx.5).

El punto A(x,,y,) o8 un punto méximo relativo o local de la funcion f(x.y), i existe
un entorno £ del punto A(x,,,), subconjunto del dominio S de la funcién fjx.y), tal que

para todo punto Px,y) que pertenece al entorno se cumple que la funcidn evaluada en
P(x,5) @8 menor que Ia funcion evaiuads en B(x,.y,), es decir,

f(P)s f(B)  entonces es un maximo.

Si of entorno en el cual se cumple lo anterior se extiende a todo el dominio § de la
funcién entonces ss dice que en el punto A(x,,y,) existe un méximo abeoluto o

global (FIGURA 1.16).

Méximo
Y H Méximo local
SN
; \\'
/N
/ % e
| . \ Y
N
e Liassenan » Yy
- ; . . /1'
X . / N
Minimo local W_____ Miimo globs!

FIGURA 1.16 MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION ffx.y)

Un punto B(x,.y,) s un punto minimo relativo o local de una funcién fixy), si
existe un entomo £ del punto2(x,, 5, ), subconjunto de! dominio de ia funcién / tal que
para todo punto de ese entorno se cumple que la funcién evaiuada en P(x3) es mayor
que la evaluada en £(x,,,), es decir,

7(Py2f(P) entonces th un minimo

Si el entorno en el cual se cumple fo anterior, se extiende a todo el dominio S de ia
funcion entonces se dice que en el punto P(x,y) existe un minimo absoluto o

global,
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Un punto B(x,.y,) @8 un punto extremo relativo de la funcién fx,y), si @s un méximo
relativo o minimo refativo. De la misma manera el concepto se extiende un punto

oxtremo absoluto, cuando se trats de un méximo absoluto o0 minimo absoluto
(BELAUNZARAN, G. E., FRONTANA, D. B, GOMEZ, S. R, 187-192).

La existencia tanto de un punto méximo (global) como de un punto minimo (giobal) en
S, se basa en la consideracion de que la funcién f(x,)) es continua en un intervalo
cerrado y acotedo (PURCELL, E. J, VARBERG, D., 670).

El punto B(x,),) es un punto critico estacionario, si es un punto extremo en el
Interior de S, donde fixy) es diferenciable, y Vf(B)=0. En dicho punto, ef plano

tangente es horizontal; io sntarior es valido tanto sl los puntos extremos son globales
como locales (BOYCE, £, W, DIPRIMA, R, C." 732),

Ejemplo 1. Determinar los puntos criticos de la funcion f(x,y) = x* + !

Como 1 es diferenciable para toda x y y, slo se necesita determinar los puntos

on los cuales 2L ‘(;y ) y ¥ ‘(’;y ) son iguaies a cero. Si tiene que:

af(x.y) af (x.y)
.......‘.’;__.. =] -—"}— 22y

y por tanto al hacer que -‘-?!-%ﬁ =0,y que f_f_%_yl =0, se encuentra con que

ol tnico punto critico es (0,0). Como £(0,0)=01y f(x,y)>0 para (x,y) = (0,0),
entonces se puede decir que f tiene un minimo relativo en (0,0) (FIGURA 1.17).

2= x4+ y?

/00 "

S

X
FIGURA 1.17. GRAFICA DE LA FUNCION z = x? + )7,

Ejemplo 2. Dada f(x,p)=6x-dy-x*-2y?,
determinar si /' tiene extremos relativos,



Como f es diferenciable para toda x y y, s6lo se necesila determinar los puntos

en los cuales M y -q-’:(—x'-yl son iguales a cero. Sitiens que:
ox dy
of(xy) _o_ of(xy) .-
x 6-2x Y dy -4-4y

ox
grifica (FIGURA 1,18) de la ecuacion

y por al hacer que "f(x'y)=0, y af(a;.y)w’ se tieneque x=3y y=-1. La

z=6x-4y-x1-2y

@s un paraboide que tiene un eje vertical, con vértice en (3,-1,11) y que se abre
hacia abajo. Por lo que se puede conciuir que f(x,y) < f(3,-1) para toda
(x,y) #(3,-1); por tanto, es un méximo absoluto de la funcién.

FIGURA 1.18 GRAFICA DE LAFUNCION z = 6x -4y~ x' -2y,
Efjemplo 3. Encuentre los valores méximos o minimos locales de:

2
f(x'y) = -5'1""%':"

Como / es diferenciable para toda x y y, sélo se necesita determinar los puntos

en los cuales 9 (xy) y af(x.y)
ox dy
Por lo que se tiene:

son iguales a cero.

of(xy)__2x

If(xy) 2y
Ox a* y =5

dy b
al igualar a cero, se tiene que x=0y y =0, Es decir, el punto (0,6) que no da

méximo ni minimo (FIGURA 1.19), se llama punto silla. La funcidn dada no tiene
extremos locales.
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Dicho ejemplo ilustra ia dificultad de que Vf(x,.y,)=0 no garantiza que exista un
extremo local en £(x,,y,). Por 1o que existe un criterio para decidir lo que sucede en
un punto critico estacionario.

]

-] 1
" LI J
zg-.—-.’—-—
/ a 'y

» Y
/ “———» Punio sila (0,0)
/
Xy
x )
FIGURA 1.19 GRAFICA DE LA FUNCION f(x.y):-;;a,b—,

1.6.2, Criterio de la segunda derivads
1.6.2.1 Determinante Heesiano

Sea una funcién fx.y), con segundas derivadas parciales continuas en una vecindad
L] ’3("0-)’0)' donde.

o 9L

A= oxt  Oxdy
N ‘9) f ﬂ
oxdy oy

es decir,

a(20Y 20 | (21)
"= ‘a—x}' "a';i' - "a';i' ‘(-..r.)
a dicho determinante se le denomina * Hessianc®, el cual involucra a todas las
segunda derivadas de la funcién f(x,y) (FINNEY, R. L, THOMAS, G. 8., 796).
1.6.2.2, Criterio

Es el criterio basico para determinar los valores extremos relativos (mdximos y
minimos), relacionados con funciones de dos o més variables.
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Sea una funcion fix,y) con segundas derivadas parciales continuas en una vecindad
B(x,.5) y que Vf{x,.5,) = 0. Y ademés: -

I RN

P(x,.5,) &8 un punto méximo relativo si A, >0 y:

&f af

};Tlhm <0 (0 :;_;Y 12.0) <0
P(x,.5,) #8 un punto minimo refativo 8i A, > 0y:

3f 8*f
, "a";i'l(wd>° ° Eflhm’o

P(x,,,) 1o 88 ni méximo, ni minimo relativo, si A, <0. Si A, <0, el punto
R(x,.%,), #8 un punto silla.

A, = 0, no hay conclusion (BOYCE, E. W, DiPRIMA, R. C." 938-940).
Ejempio 4. Dada la funcién

fxy)=y -2 3
encontrar los valores extremos, i los hay. :
Los puntos criticos son las soluciones del Vf(x,,),) = 0. Por lo tanto:

&l i a

. -5/;:- =-2x; -55- =2y
al resolver ol sistama anterior:

2x=0 y 2y=0

sa tiene que x=0 y y=0 por lo que P(0,0). Al aplicar el criterio de la segunda

derivada (Hessiano): g
M o B, 2 i

2 =tz ) emtenf) ‘

FER ¥ R N g

Ay= ';)2 g =+ 4<0 .. existe un punto silla enP(0, 0). '

Ejempio 5. Dada la funcidn
Slxy)=4x+y' <125 -3y,

determinar todos los puntos criticos y clasificar como punto silla, maximos o
minimos relativos.
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Los puntos criticos son las soluciones del ¥/ (.,.y,) = 0. Por lo que:

3 T

[4 i3 "
S S oayyig
ox oV

e

al resolver el sistema anterior:

12x*-12=0 3 -3=0
12x? =12 3=l
x=1 y=l

x=41 .V“ﬁ

x=1tl y=1zl

se tiene que x=zxlyy=tl, por lo que A =(L1), B=(-11), A=(1-1),
P, =(-1.-1).

Al aplicar el criterio de la segunda denvada (Hessiano):

iy a af
—=Ux;, —=26y; ——=0
Fr i I Sl e

al evaluar en el punto P, =(1,1),

AH=

20‘ :'=l44>0, dondaii-z-{%ﬁdbo .. esun minimo

al evaluar en el punto P, =(-1,1),

Ay = -2 0I:—lM <0, ., es unpunto silla

0 6
al evaluar en el punto P, =(1,-1),

24

A, =
1o

0
_J: ~144 <0, ., es un punto silla

al evaluar en el punto P, =(-1,~1),

40 A f(xy) ,
Ay = 0 4= 144 >0, donde T~_24<0 . @8 un maximo
1.6.3 Método de Lagrange

El encontrar los puntos maximos o minimos de una funcién de varias variables, sin
condiciones adicionales, es un problema de méximos y minimos Iibres. Cuando se
impone una condicién adicional, el problema de hallar los méximos y minimos de tal
funcién se convierte en un problema de los méximos y minimos vinculados o
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restringidos, a Ia condicion que se le agregs se lama condiclén auxiliar o
restriccién,

El método de multiplicadores de Lagrange, transforma un problema de méximos y
minimos vinculados en otro de problema de mAximos y minimos libres (PROTTER, M. H.,
MORREY, C. B, 677).

1.0.2.1 interpretacion geomdtrica

Se desea maximizar o minimizar fix,5) sujeta a la restriccion ¢(x,y) = 0. La FIGURA
1.20 sugiere la interpretacion geométrica del problema.

o)

200300 400 500 600

FIGURA 1.20 INTERPRETACION GEOMETRICA DEL METODO DE LAGRANGE

Las curvas de nivel fson las curvas f(x,y) = k en la que k es constante. Se muestran
como curvas on la FIGURA 1.20 para k =200, 300, .., 700. La grifica de la restriccién
#x.y) =0 o8 también una curva; se pressnta en negro an dicha figura,

Para maximizar fsujeta a la restriccion &(x, y) = 0 se debe encontrar la curva de nivel
con |la mixima k posible que intercepte a la curva de restriccién. Por geometria, es
evidente en la FIGURA 1.20 que dicha curva de nivel es tangente a la curva de.
restriccion en el punto A (x,.5,) v, por lo tanto, que el valor méximo de £ sujeto a la
restriccion ¢(x,y)=0 es f(x,,y,). E! otro punto de tangencia A(x,y,) da el valor
minimo /(x,,y) de fsujeto a la restriccién ¢(x,y) =0.

El método de Lagrange proporciona un recurso algebraico para encontrar los puntos
P,y B. Dado que en dicho punto |a curva de nivel y la restriccién son tangentes (o sea
que tienen una recta tangente comtin), las dos rectas tienen una perpendicular comin,
Pero en cualquier punto de una curva nivel, el vector gradiente Vs es perpendicular a la
curva de nivei y en forma similar Vg es perpendicular a ia curva de restriccion. Por
tanto, V/ y Vg son paraieias en £, asi como en £; es decir:

V(B)=4, VA R) y V()= 1, VHP)
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para algunos numeros no nulos A,y 4, (PURCEL, E. J., VARBERG, D., 676-678).

Dicho argumento funciona bien para el problema de maximizar o minimizar f(x,y.z),
sujeta a la restriccion ¢(x,y,z) =0, simplemente se considera superficies de nivel en

lugar de curvas de nivel. En efecto el resultado es valido para cualquier nimero de
variables,

1.6.3.2. Método
Para maximizar o minimizar una funcién
flx.p.2) C))
sujeta a ia condicidn auxiliar o restriccién
#(xy.2)=0 @
se resuelve ef sistema de ecuaciones
VF(P)=AavdPr) y fP)=0 )

para Py A. Cada uno de dichos puntos P es un punto critico del problema de extremo
restringido y el A correspondiente se llama muitiplicador de Lagrange (PROTTER M. H,,
MORREY, C. B., 677-679)
Ejemplo 6. Hallar e} minimo de la funcién
Flay)=x +25 + 2xp + 2x + 3y,
con la condiclén de que x y y satisfagan la ecuacién:
d-y=1,
Los gradientes que corresponden son:

Vf ) af(Xy) af(x)'), (2x+2y+2)‘+(4y+2x+3)1

Y glx.y)= Mo“i ) o"ﬁ(x )

Por lo que las ecuaciones de Lagrange, en base a (3), son:
2x+2y+2 = 4(2x),
4y +2x+3=A(-1)
©-y=1

~2l 2xie(~1))

s decir,
2X4+2y+2=2xA,
4y +2x+3=-4

¥-y=1
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que se puede resolver simultaneamente, si se despeja de la tercera ecuacion a
y, se tiene que y=1x'-1, y se sustituye en las dos primeras ecuaciones, se
tiene que ;
2x+2(x? ~1)+2=42x
A(x~1)+2x+3=-2
es decir,
x+x*~Ax=0,
A’ 42x -1+ A=0

al resolver, se encuentra que:
x=0, y=-l, A=}

]
ve-d y=-f, A=}

Al evaluar estos puntos en f, se encuentra que se presenta un valor menor
cuando x=-3/4, y=-7/16. De consideraciones geométricas, resulia que f liene
un minimo en este valor,
Ejemplo 7. Hallar el minimo de la funcién

fleyz)=x+ )2+ 2,

sujeta a las condiciones
P =x+2y+3z=6

$r=x+3y+9z=9
Los gradientes que corresponden son:
Vf(x,p.2) = 2xi42y}+2zk
Vé, (x,.2) =142 |+3k
V4, (x,9,2) =i+3]49k
Por lo que las ecuaciones de Lagrange, en base a (3) son;
2x=4,+4,,
2y=24,434,,
22=32,+94,, |
x+2p+3z=6, |
x+3y+9z=9, '
Al despejar x, y, y 2 de ias tres primeras ecuaciones, se obtiene;

(A+4,) (22,434, , (32,494,)

= = =

2 2 2
al sustituir en las dos ultimas ecuaciones a x, y, y z:




i .'.. ’i (2"’3“) ‘,3"1:9_‘_31\3_6_0
2 2 =0.
\

/.

(z,ut) 4(2,1 .3,,)‘91(3,,,9,,) 6-0

se tiene que:
41,2406y 4,=-132

y por lo tanto .
x=137,y=208y :=0.4

Al evaluar este punto en f, se encuentra que se tiene un minimo en este valor.
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1.7 Calculo integral ,
1.7.1 Integral curvilinea \

1.7.1.1 interpretacion geomdétrica y analitica
Sea (" una curva en el plano xy que une los puntos A{a,.h,} y Hla,.h,| (FIGURA 1.21)

\v

il |

M“z-h:’
c
Ala,.b,
—
4

FIGURA 1.21 CURVA C DEFINIDA POR LOS PUNTOS A B

Y Ax,y) y Qlx,y) funclones continuas definidas en la region que contiene a la curva
C on au interior.

Al subdividir a C, en n partes, eligiendo (n-/) puntos entre A4 y B, en donde dichos
puntos pueden ser designados como 2.F.,..P, P, Y A=FR,B=P, con sus
respectivas coordenadas, ejemplo, el punto P pueden ser representadas por 5
(%,,3,),1=0423,....n (FIoURA 1.22). !

RANALY
Pn—‘(’.—hynd) K .

sz(’.-z »yn-I)

Pz("zvyz) ;
P.(x,.,v,)

FIGURA 1.22 SUBDMSION DE LA CURVA C EN -/ PUNTOS

A= Po("o»yo)

El punto Q con coordenadas (:,,r;, ) i=0123,....n se encuentra situado entre dos
puntos sucesivos de una subdivision como £, y P, da la curva C (FIGURA 1.23).
Al formar la suma;

[P(fh'h)("" "'xo) +q;1~’71)(.’" “)'o)l +
[P(‘:v'lz)(xz - x,) +d§z"h)()’z ‘y|)] te +[”(§m ”nxxu - xm)df.-'h)(}’. "}’H)}.
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0 puodn oxpresar on forma abrevisda como.
§m:‘.n.xx.-x.,.w:.,o‘ky,~ 5, .)3=§{N¢..n,)Ar,»c(e..n,h.r.} )

Si existe @l limite de esta suma para n — x de modo que todos los Ax,A 4, tiendan a
cero, tal limite se llama integral curvilinea a 10 largo de C y se denota como (PROTTER,
M. H., MORREY, C. B., 000-891).

frsass ety o 3 Pds +Qdy @)

£l fimite existe 8i P y O son continuas en todo puno de C. Ef vaior de la integral
depende no solaments de £ y (0, y de los puntos 4 y B, sino también de la curva C

elogide. pep

™
1
T

X N Qz(gz"h)
Qc(fn'h)
FIGURA 1.23 INTEGRAL CURVILINEA

De manera andlloga se puede definir una integral curvilinea a lo argo de una curva
en el sspacio tridimensional como

!‘:ﬂg{/ﬂ (‘n"n ‘l)A‘- +'43 ({,,n,.C,)Ay, + Al ({n”u ;l)A:l’
=JAdc+ v+ dyde )

siendo 4,4,y 4, funcionesde x,y,y z.

1.7.1.2 Propledades
La integral curvilinea tiene propiedades andlogas a la integral ordinaria, por

1, {P(x.y)ma(x.y)@=£dx.y)w+§dx,y)¢' (4)
2, IPM@/y:-!pmgdy (5)
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al invertir el camino de integracion se cambia el 8igno de la integral curvilinea.

3.Si " es unacurva que se extiende desde A, hasta 4.,y (', es una curva que
se extionde desde A, hasta 4 ,, entonces:

1" e @uy 0! - Qu = J!? P+ 0y ©)

o8 decir, si C estd formada por un conjunto de curvas regulares consecutivas
(FIGURA1.24), entonces por medio de la ecuacidn anterior, existe la integral
curvilinea a |0 largo de C y es la suma de las integrales curvilineas tomadas & lo
largo de cada una de las curvas.

A
) \—j\
1

R

FIGURA1.24 INTEGRAL DE LINEA (CURVAS CONSECUTIVAS)

1.7.1.3 Caiculo de [a integral curvilinea

Si la ecuacion de una curva C del plano =0 viene dado como y = f(x), la integral
curvilinea (2) se puede calcular haciendo y = f(x),dy = f'(x)ux en el integrando para
obtener una integral definida ordinaria,

I: Plx, f(x))e + Ofx, f(x)} £ (x) s %)

Andlogamente, si C esté dada como r=g{y), entonces & = g'(y)dy y la’ integral
cwivilinea se convierte en la integral,

[ Pl e )y +olely). oy ®

Si C esta dada en forma paramétrica x = ¢(¢), ¥ = w(s), 1a integral curvilinea es
entonces igual a la
[}
§ PLot, (o) (0 + 01910, w0} 0 ©)
h
donde /, y 1, denotan los valores de s que corresponden a los puntos 4 y B,
respectivamente (BOURNE, D. E., KENDALL, P. C., 290-293).

Ejemplo 1. Calcular [ [

vo.1

x? = y)dx +(y? + x)dy alo largo

@) de una recta de (0,1) a(1,2),
b) de las rectas de (0,1) a(1.1) y luego de (1,1) a (1,2),
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c)delapardbolax =/, y=1 +1

a) La ecuacion de la recta que pasa por (0.1) y (1,2) en el plano vy @8 v-x /.
Entonces dy «x y la integral curvilinea s igual a

L{x’ OR[N PR | L W E(ZI’ « 2lde = 5/3
b) Alolargode larectade (0.1)a(1.1), y -/, dy- 0, pof lo que:
ettt 0= (- e = -273 |
Afo largo de la recta (1.1) y (1.2), x=1, dx=0, I8 integral curvilinea es igual a
1= slo+ {2 <y =02 + = 1073
Luego e! valor buscado es = -2/3+10/3 =83,
¢) Como +=0en (0,1) y +=1 en (1,2), }a integral curvilinea es igual a
Dot e e {2 o0 + dora = [(208 vt s 202 v 2 - =2
1.7.1.4. Notacion vectorial
Lalnlegral curvilinea (3) se puede expresar en forma vectorial como:
Jd e dydy+ Agde = §(Ayi+ Ayj+ AK)olabeivdy +iizk)
(o (4
=) hedr (10)

donde A=4i+Aj+Aky dr=dci+dyj+dzk La integral curvilinea (2) es un caso
especial de ésta cuando z - 0 (MURRAY, R., SPIEGEL, P. D."" 200-201).

Ejemplo 2. Calcular | Ae d1 donde A=yi+xj, desde el punto (0,0) hasta (2,4),
siy=x

Si el parametro es x, entonces 0< x < 2, donde = x* y dy = 2xdx, por lo que la
integral curvilinea es igual a

[ xtde s 20t =[xt =8
0 (/]

Si el parametro es y, entonces 0 s y <4, donde x = J; y de = d_a-/ 2‘/_; . porlo
que la integral curvilinea es igual a

( )J‘dy ~—~—~+y«b NP
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Ejemplo 3 Calcular | Aed donde
A-(3x° -6y2) {2y +3xz) {1-dxpys?)k,
desde ol punto (0,0,0) hasta (1.1 )8 x =1 y=r 2=/

Si x=t,y=r2=1, los puntos (0,0,0) y (1.1,1), corresponden a r=0 y =1
respectivamente. Entonces,

1 hodt= j:o{al’ ~6{)(e ) +{21 (e Nalte?) + [1- 4 ?) ) o)
= £(3¢’ -61)dr + (4 +61* )t + (3 - 12"ty = 2

Cuando una particula se mueve a lo iargo de una trayectoria, desde el punto 4 hasta
A. El cambio de energla cinética es igual al trabajo realizado por el campo de fuerzas,
si o vactor [ representa la fuerza aplicada a una particula que se desplaza a través de
la curva C. La inlegral (10) representa fisicamente el trabajo total efectuando al mover
ol objeto a fo largo de la curva C, entonces: -

} Fear (10a)
¢
Ejemplo 4. Hallar el trabajo total realizado para desplazar una particuia en un

campo de fuerzas dado por [ =3xyi-5z|+0xk a lo largo de la curva dada por las
ecuaciones paramelricas x=#* +1, y =2, 2=/ desde /=1,8/=2,

Dado que f =3xyi-5z)+10xk, por lo que al sustituir x=* +1, y =27,z = ¢,

se tiene:
F =3 +02)i-5(r%) j+10(r* + )k
= (6r*+60%)i-50[+{101 +10)k.
d = ()i {dedr) j+{3r%di)k
} Fodr = f{[(&‘ +6¢)(2uan)] - (5 )(4utn)] +[(1042 +10)(3r%ar)]}
¢
=[(4218 410" +12¢° + 30r%)a = 303
1.7.1.5 Curva simple cemada
1.7.1.8.1 Definicion

Curva simple cerrada es una curva cerrada que no se corta a si misma en ningtin
punto. Matemdticamente, una curva del plano estd definida por las ecuaciones
paramétricas x = gl1), y= wlr), siendo ¢ y w funciones continuas y diferenciables en

<11, Sidln) = ¢lr,) y wlt,) = vliy) acurva se dice cerrada.
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Si una region plana tiene la propiedad de que toda curva cerrada de la region se
puede reducir a un punto sin salir de la region, se dice yue la region es simplemente
conexa, 8i no, que es multiplemente conexa.

Al variar el parémetro 1 de 1, a1, la curva plana queda descrita en un cierto sentido o
direccion. Para curvas del plano x) 8 escoge como positiva o negativa, esto equivale
a decir que recorrer la curva en sentido contrario a las agujas del reloj es racorrerla en
senlido posilivo y recorreria en sentido de las agujas del reloj es recorrerla en sentido
negativo (BELAUNZARAN, G. E., FRONTANA, D. B, GOMEZ, S. R, ef. all, 182).

1.7.1.8.2. Condiciones de independencia de treyectoria

Una condicidén necesaria y suficiente para que la integral curviiinea (2), sea
independiente de la trayectoria de la curva (' (la cual une dos puntos dados
cualesquiera en unaregion R), es que en R

r . A (11)

dy Ox

donde las derivadas parciales son continuas.

La condicidn (11) es también la condicién para que Pdx + Qdy sea diferencial exacta,
es decir, para que exista una funcion ¢(x.y) tal que P + Qdy = dg. En ese caso, si los
puntos extremos de la curva (' son (x,.},) y(x,.)'z), @l valor de la integral curvilinea
esta dado por:

0.5 ) 7. ‘
[70 b+ Q= [0t = 9l33052) - 9 ) (12)

Il-."l‘
Si (11) se verificay C es cerrada setiene x, = x,, y, =y, ¥
VPde +Qdy =0 (13)
. c ‘
Lo anterior se puede generalizar a integrales curvilineas en el espacio.

Si se parte de que una condicién necesaria y suficiente para que la integral (3) sea
independiente de la frayectoria C (1a cual une dos puntos cualesquiera en una region

R), esqueenR
%:éﬁ.%zgﬂ‘%:% (14)
fy Ox Ox O dr Oy

donde las derivadas parciales sean continuas. Lo anterior se puede expresar de
manera concisa con vectores. Si A= 4 i+ A,j+ Ak, la integral curvilinea se puede escribir
en la forma (10) y la condicion (14) es equivalente a la condicién V « A =0. Si A
representa un campo de fuerzas | que actGan sobre un objeto, el enunciado equivale a
decir que el trabajo hecho al mover el objeto de un punto a otro es independiente de la
-rayectoria que une los puntos si, y solo si, Vx A =0,
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La condicion (14) |o la condicion equivalente V' x 4 = 0] es también la condicion para
que 4 - Ayt A.d: [0 he o' | s0a diferencial exacta. es decir, de que exista una
funcion @(x.y z) tal que Adx - 4+ Ad= = dg. En este caso, si los extremos de la
curva (' son A(x,.3,.2,) y Bx,.3,,5,). elvalor de la integral curvilinea estd dado por:

! hed! ‘!‘If = 0(*’3-."2‘:2’“(xud'n:u} (15)

SiCescerraday V x 4 = 0, s@ liene (MURRAY. R, SPIEGEL. P. D." 196.108):
§ hoar-o (16)
;

Ejempio 5. Calcular las siguientes integrales de linea a través del tridngulo
formado por los puntos (0,0, (3,2) y (1,5} efectuando el recorrido en sentido
contrario a las manecillas del reloj.

P(32)

\ 4

P, (00)

En base a la figura anterior s@ puede obtener las ecuaciones que rigen el
comportamiento de cada una de las rectas asociadas al triéngulo:

2 2 31 3
Ci y=“xdy=2dd (o yp=-Sx+=,dy=-=> Cy: y=5Sx,dy=5d
v oyEgRdy=g voys-gxtsdy=-g o G y=Sndy

a) § 2upe + 'y
L
dy Ox
En consideracién a io anterior dicha integral debe ser igual a cero, a
continuacion se que tiene que demostrar. Dado que se trala de tres curvas, el
calculo puede realizar por separado, siendo el siguiente:
Pan) 0sxs3  [2d%eder (%) =20 =18
P oaPr) 3sxst EZI(—%x+’%)(br+x’(-%dr)=£(13x-%x’)¢tx=~13

Boan) 12xs0 [adsddc (s =165 = -5

2x=2x

} 2y + xdy=18-13-5=0
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b) ‘L,Sx‘ Y + 20 ydy

O .o
‘_!_. iU R Y- YN
cy  fx

Dicha integral s igual a cero. Demostracion:
P oan) 0srsd  [axin it -20Gaide = [%tr=108
Boan) 3exst  [ax(-Kr e B+ 200(-Yor - W)~ B
= [ -3 -t = -3
P oab) 1sxs0 [ 3xi(6x) - 26506 = 1260t = -25

&) §,(e-y)be +(y- x)ty
A

LR -1z -

éy ox
Dicha integral es igual a cero. Demostracion.
P oap) 0sxs3  Llr-Kades(hx-xi¥at) = [inte= 05
P, aP) 3sxst I:(x+%x—')$)d:+(—%x+‘%-x)(-%rk)
=[x -9 =75
Boan) 1sxs0 [ lx-5xde+(6e- o) = fi0rur =8
d(x-)ae+(y-x)dy=05+75-8=0
1.7.2 Integral doble

1.7.2.1. integral doble en regiones rectangulares
1.7.2.1.1. Definiciéon

Sea Fx,) una funcion definida en una region rectangular R, expresada por.
R:asxsbh, csysd

la cual al ser subdividida (FIGURA 1.25), en pequefias porciones de drea,
M = AxAy

donde A4, i=12,3,.,n, y seleccionar un punto (£,7,) en cada porcién A4, y
formar la suma

ILTRAIY: (47)
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Si f es continua on R, entonces al hacer que el nimero » de subdivisiones aumente
on forma indefinida, de modo que Ax y Ay tienda a cero, las sumas (17) tienden a un
limite llamado integral doble de / sobre R, que se denota por

]le(x'y)d/' o bien J}f(x.)')dv‘ly
Asl,
I A= gim 3Pz m) &4 (18)

El limite en (18) es independiente dei orden en que se numeran las éreas A4, e

independiente de la eleccién del punto (x,, y,) encada A 4 (FINNEY.R. L, THOMAS,G. B,
921).

1.7.2.1.2. Propiedades

Dado que f(x,y) y &{x.), son dos funciones continuas y definidas en R, entonces:

1. Wk slep)ata = k) £lx.p)aa (19)

R R

donde k &8 un constante, es decir, cualquier niimero real.

2. Wlstoshegloan= sttt ) et shas (20)
3. Si una region K se puede dividir en varias subregiones, entonces:

J} [ 705y + )|t = {l Sx)da+ y S(x.y)da +---+Qf(x.y)d/l

donde R, es la unién de R ,, que no 88 superponen (LEITHOLD, L.,046). @
M |
dl- T ('fn'ln)
A4
» a’ b >

FIGURA 1.25 MALLA RECTANGULAR QUE SUBDIVIDE LA REGION RECTANGULAR R EN PEQUENOS
RECTANGULOS DE AREA AMf = AxAy.

1.7.2.1.3 interpretacion de la integral doble como un volumen
Cuando £(x,) >0, se puede interpretar
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J“’/(x.y)d/i

como el volumen de un sélido encerrado por R, los planos x=a,x=b, y=¢,y=d y
ia superficie z= f(x,y) (FIGURA 1.26). Cada termino f(-:,.m) A4, de la suma

g’r(gﬂ”ﬂ) M:

es el volumen de un prisma rectangular vertical que aproxima el volumen de la

porcién de sdlido situada directamente sobre la base A 4. Asi dicha sumatoria

aproxima el volumen total, de un sélido y se define dicho volumen como (hSU, H. P,

MEHRA, R., 256). :

Volumen = ” S/ (x, y)dA (22)
R

1.7.2.1.4 Célculo de integral doble

E| calculo de !a integral doble se basa en e! teofema de 'Guido Fibini que dice: la
integral doble de cualquier funcién continua sobre un recténgulo puede calcularse
como un integra! iterada o repetida en cualquier orden de integracion.

Si f(x.y) es continua en la region rectangular R: a < x <h, <y <d,entonces:
f st han= ] sty = 1 e @)

Esto significa que se puede calcular una integral doble integrando una sola variable
cada vez. Y que dicha integracién se puede realizar en cualquier orden.

b: .
z=fx,y)

JRLY L

........... ey
..................... A4

x (&.m)
FIGURA 1.26 APROXIMACION DEL VOLUMEN DE UN SOLIDO CON PR|'SMAS RECTANGULARES

Ejempio 8. Calcular }) F{x,y)dA para
R

fxy)=1-6x'y y ROsx<2, -1syst
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Al splicar el teorema de Fubini
I txphas - [ L0~ - f - 200 b

- \ . 2

=f‘[‘—l6)]dy-2y—l!) ¥
=(2-8)-(-2-8) =4

Si se invierte el orden de integracion se obliene la misma respuesta

ftean =L 0,0-6x'hgute= [y -30y .
l0-30)-1-a)e

< foute - 4
Ejemplo 7. Calcular J| F{x,)d4 para
L]

fey)=n" y Risxs3 lsys?
Al splicar ¢l teorema de Fubini

Hsteshi= ot =[]

-f [Wlm%: 2

Si se invierte ol orden de integracion se obtiene la misma respuesta

{Mr,y)dl = [t ket = f(—’{—']ia

fx, 2B
“hi3T T
1.7.2.2 integral dobie para regiones acotadas no rectanguiares

1.7.2.2.1 Definicion

Sea una funcién f(x,y) en una regién acotada no rectangular (FIGURA 1.27) definida
on una region cemmada R del plano xy.

Dado que es una funcién continua, entonces al subdividir a la misma en n
subregiones AR de #rea. A 4, donde i =1,2,3,....n (FIGURA 1.28). Al solo incluir en la
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suma parcial los elementos de area A4 = AxAy que estan completamente contenidos en
la region, en la cual al elegir un punto (£,n,) en cada A A y formar la suma:

gl"(f..n,)M.

74

y=fix)

C.f..

\__i_...-____ y:f‘(x)

» X )

a b
FIGURA 1.27 FUNCION f ( X, y) , DEFINIDA EN UNA REGION R ACOTADA,
NO RECTANGULAR

La tnica diferencia entre la sumatoria anterior y la (17) es que ahora las areas A 4
puede no cubrir toda la regién R, pero al hacer que el nimero de subdivisiones
aumente en forma indefinida de manera que sea mayof Ia parte incluida en la regién. Si
J es continua y la frontera de R esta formada por un numero finito de segmentos de
rectas o curvas unidas por sus extremos, entonces dichas sumas tendrdn un limite
cuando AxAy tiendan a cefo. Por lo que:

W . shas=tim F{5.m) 04

se le llama integral doble de fsobre la regién k.
| 74

L (&)

A4

»

Al §

FIGURA 1.28 MALLA RECTANGULAR QUE SUBDIVIDE EN CELDAS A LAREGION R,
ACOTADA NO RECTANGULAR
1.7.2.2.2, Clculo

1. Si R esta definida por as x b,y fi(x) <y s f,(x) donde f(x)y f.(x) son funcmnes
continuas en [a,)], entonces(FIGURA 1.27):
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{! ey )dvdy = f »J.,:: 1{x, yldyubx
S | PR

/s

(240)

donde la integral entre ilaves se ha de calcular primero (manteniendo x constante)
para integrar finaimente con respecto & x entre a y 5. La ecuacion (24a) indica cémo se
puede caicular una integral doble expreséndola por dos integraies simpies iteradas.
2. Si R esth definida por c<y<d y g(y)sxsg(y), con x=g () y x=g0),
funciones continuas en [c,d], entonces (FIGURA 1.27):

Hﬂx.y)«#dy fo 5 Ry

vei sz gy

R

e LCmnly)

(24b)

Ejomplo 8. Ev-:uarﬂ(mm donde R e a region en ol plano x acolada
porluweudommm ‘

x=2, y=l+x y y=x
‘}y
y=1+¥

En base a la gréfice anterior |a region R esta acotada por;
0sxs2 y xsysl+y
Por lo que al sustituir en la ecuacion (24a), se tiens que:

PP (eenayae =L otesn] e

=f(r‘+l)&=["%+x“: =10
Ejemplo 9. Evaluar ” xy dA, donde R es ia region acotada en el primer

R
cuadrante limitado por las curvas:
Y=x, y=d4-x y y=0
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En base ala grifica siguiente, ia. 40n R ests acotada por:
0sysv2 y ¥sxsd-y
Por lo que al sustituir en la ecuacién (24b), se tiene que:

4yt
V? r’y '

P o= [T

4

I )

16y 81"
4] e

1.7.2.2.3 interpretacién de |a integral doble como un drea

Si en la definicion de |a integral doble sobre una regién R acotada no rectangular, se
considera que f(x,y) =1, las sumas parciales se reducen a:

pACRATVES VY 29

y proporcionan una aproximacién del drea de la region. A medida que Ary Ay
tienden & cero, se define el drea de R, como el limite:

Aruﬁllmth, = [fas (26)
= R

Para ol cdiculo de Ia integral de 4rea (26), se debe integrar la funcitn constante
f(x.y) =1 sobre R (Mc QUISTAN, R. B, 2687).

Ejemplo 10. Calcular el 4rea de la region R acoteda por y=x y y=x* en el
primer cuadrante.

En base a |a gréfica siguiente, |a regién R esta acotada por:
0sxst y xgysx
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Por lo que al sustituir en la ecuacion (26), se tiene que:

1Y

bl b 5]

[

Ejemplo 11. Calcular el érea de la region R encerrada por la pardbola y=x’ y la
rectay=x+2,

En base a la gréfica, la region R esta acotada por:
-tsxs2 y x*sysx+2
Por lo que al sustituir, se tiane que:

xel H 9
A= b= [l -whis=3
Dada una funcién #{x,y,2) definida en una regién cerrada tridimensional R. Al ser

subdividida la region en » subregiones de volumen AV, i =1,2,3,...,n, sea (&.n,.Z,) un
punto cualquiera en cada regidn, Al sumar,

lim 3. F(E 1, 6,) AT, (@)
fn-ae "-l
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donde el numero » de subdivisiones tiende a infinito, d@ modo que la mixima
dimensi6n lineal de cada subreqion tiende a cero, este limite, si existe. se denota por

!{! Hx.y.)ar (28)

y 56 llama integral triple de /{x.).:) sobre R El limite existe si /(x,y,:) es continua
R

Si se construye una red con planos paralelos @ los planos xy, yz, xz, la regidn R
queds subdividida en subregiones que son ahora paralelepipedos recténguios. En tal
Cag0 80 puede expressr (a integral triple sobre R dada por (28) como integral iterada
de la forme

!'b l‘.,ul !mn'i F(‘\'-)’.:)m=£‘[r,u

x-a%yngix) % fi{xy) yogl e

{{oer F(r.y.z)d:}dy}k (29)

(3!

(debiéndose calcular primero la integral interior) o como suma de integrales
semejantes. La integracién puede hacerse lambién en cusiquier ofro orden para
obtener un resuitado equivaiente. Son posibles también generalizaciones con un mayor
* numero de dimensiones.
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Capitulo 2

Plan de estudios de la
Licenciatura de Ingenieria
en Alimentos



Dada la necesidad de intensificar el aprovechamiento de los recursos naturales
destinados a la produccién y transformacion de alimentos, la Universidad Nacional
Auténoma de México, en cumplimiento de su funcién social, se planted |a tarea de
elaborar un plan educativo para la formacién de profesionistas, investigadores y
técnicos que el desarrolio econdmico del pais en 1976, estaba demandando.

Como una accion paralela en la solucién del problema alimentario en ef pals,
diversos sectores de fa comunidad universitaria baséndose en la necesidad de
incrementar el desarroilo de los estudios profesionales en el campo de la ciencia de los
alimentos y de la nutricién, propusieron (a formacidn de un profesionista que participars
en la ejecucion de planes orientados a promover, coordinar y organizar acciones
integradoras en las ramas agropecuaria, pesquera, industrial y comercial que hiciera
posible la disponibilidad de alimentos de primera necesidad al alcance de {as mayorias.

Durante e! primer semestre de 1976, se creé una comision interna formada por un
grupo de profesores encaminados a determinar las necesidades que prevalecian en el
campo profesional de ias ciencias alimentarias, para elio se recurrié a una comisién
externa de consulta en que participaron personas involucradas en el desarrolio de
estas clencias, tales como directores de centros de investigacion, técnicos con ampiia
experiencia en el campo de alimentos, profesores e investigadores universitarios.
Posteriormente, la comisién interna recogié las diversas recomendaciones y se dioa la
tarea de disefar un plan de estudios, con base a las caracteristicas propias de la
Facultad de Estudios Superiores Cuautitian, el cual estuviera basado en las
necesidades reales del pais.

2.1 Estructura del plan de estudios

PROPOSITO PUNDAMINTAL DI LA LICINCIATURA DR INGEZMIFRIA @M
ALMNINTOR
Capacitar profesionistas que apliquen sus conocimientos y experiencias en el campo

de la ciencia alimentaria, como una necesidad de bienestar de fa comunidad dentro del
marco de transformaciones econdmicas y sociales del pals.

2.1.1 Perfll de! egresado

El egresado de la licenciatura de ingenieria en Alimentos deberd tener [as siguientes
caracteristicas: .

1*. Capacidad para desarmollar tecnologia propia y especifica para México,
considerando la realidad del pals. Esta busqueda de tecnologia nacional se
enfocard primordialmente a [os siguientes aspectos:

o Desarroliar técnicas y procesos de manufactura e industrializacién aplicables a

los recursos agropecuarios y pesqueros del pals que actualmente no se
industrializan por carecer de ellas.
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o Participar en ¢l disefio y utilizacion de los equipos y maquinaria necesarios para
industriglizer los productos primarios del pals,

o Adaptar y mejorar las tecnologlas existentes buscando su optimizacion .

o Desarrollsr tecnologias de empaque y conservacién con un criterio dirigido a la
produccién de alimentos nutritivos y baratos (producir alimentos no empaques).

o Desarrollar tacnologlas accesibles y aplicables a la pequefia y mediana industria,
de fécil divuigacién que ayuden a la solucion de los grandes problemas de
México.

o Contemplar una mayor utilizacién de mano de obra en lugar de una utilizacion de
equipo sofisticado y caro. Desarrollar procesos y técnicas basadas en la
utilizacién de equipo de fabricacién local.

2. Capacided para estudiar y evaluar los recursos naturales susceptibles a
transformarse en alimentos.

o Maediante el andlisis de la composicién quimica, valor nutritivo y de sus
caracteristicas biofisicoquimicas de los alimentos, coadyuvar a la produccién de
los alimentos de alto valor protelco, utilizando de preferencia las materias primas
de produccién nacional.

o Eatudiar fos aspectos biclégicos que nos permitan mejorar la conservacion,
transformacion y comerciglizacién de alimentos para una mejor disponibilidad y
congumo.

o Impulsar por medio de la investigacion el desarolio de nuevos productos
alimenticios que permitan cubrir deficiencias nutritivas en ls comunidad.

o Industrializar productos agricolas, pecuarios y marinos susceptibles de
transformarse en alimentos. ‘

3° Capacidad de planear, organizar y administrar un centro productor o transformedor
de alimentos. .

o Establecer los programas agricolas y calendarios de produccion,

o Indicar las inversiones que se requerirdn para la operacion del proceso de
produccién de alimentos.

. S:abcpionar ol equipo més adecuado al producto alimenticio que se desee
producir,

o Hacer las recomendaciones necesarias en el mejoramiento de los equipos
instalados a efecto de lograr una mayor rentabilidad o eficiencia,

o Establecer los procedimientos de control de operacion en los procesos de
transformacion.

o Evaluar y administrar los aspectos contables de rentabilidad y factibilidad en los
proyectos de produccién de alimentos,

o Organizar los programas de produccién y transformacién de alimentos con la
debida orientacion, a efecto de evitar al méximo las pérdidas y desperdicios.

139



4°Capacidad para actuar como promotor de la pequefia industria procesadora de
alimentos.

e Como un extensionista de la ciencia y tecnologla de los alimentos, estard
informado de fos procesos de transformacion, asi como de la Ingenierla en
Alimentos, lo que permitira hacer las recomendaciones técnicas mds adecuadas
en cuanto a los diversos tratamientos del producto alimenticio, su conservacién,
manejo y distribucion.

o Participar en centros de produccién de alimentos, asi como en organizaciones
dedicadas a la Industrializacién y comercializacion de productos alimenticios.

o Encauzar los esfuerzos de las comunidades productoras de alimentos, a efecto
de promover la creacion de empresas, ya sea en ¢! campo de la transformacion o
a nivel de comercializacion.

¢ Programar |os pianes de trabajo en |a produccién de alimentos de tal manera que
se busque mediante una accion técnica justificada, reducir las importaciones tanto
de materia prima bdsica, como de productos terminados, dandole un mayor
impulso a las exportaciones y favoreciendo asi el desarrollo econémico del pals.

§° Mediante la practica de campo profesional, y a través de los mddulos finales del
programa de estudios el Ingeniero en Alimentos podra estar capacitado para
participar en las siguientes actividades:

o Evaluaciones economicas de los recursos naturales y humanos disponibles en
una comunidad y preparar o ejectitar planes de realizacion.

o Estudios de comercializacion. distribucién y mercado de los productos
alimenticlos.

o Formacién de cooperativas y pequefas empresas que faciliten una mejor
utilizacién de los recursos alimentarios. Establecer procedimientos para fograr
mejores resultados en la transformacién de alimentos a través de la mutua
colaboracion con los productores primarios de materias primas.

o Mejoramiento de productos alimenticios de poco interés por su valor nutritivo.

e Desarrollo de tecnologias propia para la transformacién de alimentos,
principalmente de aquellos que su produccidn esta confinada a una sola regién.

o Control bloquimico de los productos alimenticios perT0.0e CiENcIAS BIOLOGICAS, 5-29).
2.1.2, Estructuracién

Con hase en |as concepciones del profesionista y sus interrelaciones con respecto a
la sociedad, se hizo necesario tomar en cuenta los factores que deben regir la
planificaclén curricular de una profesion, entendiéndose desde luego que para cada
profesion, sus factores estaran definidos de acuerdo a:

o Naturaleza de las actividades profesionales,
o Areas de las mismas y su relacion con actividades conexas.
o Diversificacion de las especialidades dentro del 4rea.
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o Grado de calificacion requerido por el mercado de trabajo.
o Perspectivas de desarrolio del dmbito de actividadas, tanto en amplitud como en
Io que se refiere a nuevas especialidades.

En base a los factores de planificacion curricular, perfil del ingeniero y proposito de la
creacion de |a carrera de Ingenierla en Alimentos, la estructura del plan de estudios fue
conformada tomando en cuenta: el aspecto técnico y el aspecto social. (DIAGRAMA 1.1).

, Asignaturas basicas
Parte formativa {Asignaturn fundamentales
Aspecto técnico
' Asignaturas complementarias

Parte informativa {lnfonmcibn axtracurrirular

Aspecto social { Area de influencia

DIAGRAMA 1.1 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: ASPECTOS TECNICO Y SOCIAL.

2.1.2.1 Aspecto técnico
Conternpla las necesidades concretas de la sociedad, como contratante de sevicios.
Parts formativa

Comprende materias académicas y trabajos experimentales a travée de ios cuales se
conocen los elementos de estudio que se consideran indispensables para la
especialidad, sus interrelaciones, la metodologia del desarrollo y las técnicas de
trabajo y aplicacién de los conocimientos consecuentes.

Asignaturas bésicas. Contemplan los elementos académicos primarios (material o
Ideas) que se manejan en el curso de la camrera; asi como de las leyes que rigen las
relaciones cualitativas y cuantitativas entre dichos elementos.

Asignaturaa fundamentales. Contemplan la aplicacion de los conocimientos
adquiridos en forma directa con base a las asignaturas bésicas (técnicas y métodos),
asi como de las leyes del desarrolio en el drea ‘de los conocimientos de las asignaturas
bésicae.

Parte Informativa

Asignaturas complementarias. Materias académicas que ofrecen Informacidn
especlalizada en torno a conocimientos primarios y consecuentes, y sus leyes

respectivas. :
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Informaclén extracurricular. Vias de informacién adicional.
2.1.2.2 Aspecto soclal ‘

Necesidades generales de la sociedad como un todo en desartollo.
Area de influencia

Asignaturas de capacitacion para la proyeccion social de una profesion. Estructura
de la sociedad (con especial referencia a los sectores de beneficio directo).

El hecho de que una asignatura en lo general, se considere formativa e informativa,
solo significa que en su estructura hay un mayor contenido de material formativo e
informativo, pero de ninguna manera implica que tenga por ello algun caracter
exclusivo,

En consecuencia, del mismo modo que se hace con el plan de estudios, el programa
de una materia académica tamblén debe ser sometida a un andlisis cuidadoso para
formular la proporcion adecuada de cada una de ambas, requerida para que la
asignatura cumpla su funcién dentro del contexto del plan de estudios.

Con esta finalidad, resulta indispensable entender el significado de estos conceptos:

Lo formativo de una asignatura‘lo constituye el conjunto de conocimientos que
aporta, en tanto permiten el dominio de la metodologia general de la materia en
cuestion, '

Lo informativo de una asignatura académica en cambio, lo estructura el conjunto de
conocimientos que ofrece, en cuanto incrementan el acerva de datos de ejemplos,
aplicaciones, etcétera.

Dada la importancia de cada una de las dreas que engloban estos aspectos, se
prosigui¢ a determinar ias asignaturas que cumplian dichos requisitos, para la
conformacion del plan de estudios (DIAGRAMA 1.2).

Una vez analizadas ias diferentes asignaturas cualitativa y cuantitativamente, el
problema inmediato lo constituye la necesidad de distribuir convenientemente las
malerias académicas seleccionadas, dentro del marco de temporalidad asignada a
cada profesion en particular,

2.1.2,3 Criterios de distribucién de tiempos
El criterio para la distribuclén debe tomar en cuenta:

a) Numero predeterminado do semestres, el cual es resultado de una consideracion
técnico-sicoldgica.

b) Numero de créditos por semestre, el cual es consecuencia de una evaluacién
técnico-pedagdgica, cuyo fin es la busqueda de condiciones que permitan que las
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Acpecte Téenice

Parte Formativa

Asignsturas Sésicas

Quimica Gensral

Figica ly il
LCB." 1L u1 v
Fisicoquimicaly If

Matemébticas |, il y Il
Quimica Orgénica l y (I

Asignsturas Fundamentaiecs

Balance de Materia y Energia
Probabilided y Estadistica
Termodinémica Quimics
Fen6menos de Transporte
Bioquimica General -
Microbiologia Genersatl

Quimica de Alimentos
Microbiologia de Alimentos

Fiujo de Fluidos

LEM I WIH V.V

Andétisis do Atimentos
Transferencia de Caler

ingenieria de Alimentos 1, il ili, IV
Tecnologlia de Alimentos 1, i, 1, IV
Taller de Disefio

v

Parte iInformativa

Acignaturas Complementarias

Elementos de ingenieria Mecsnica y Eléctrica
- Mutricién
_ingenieria de Servicios

Toxicologia de Alimentos

‘ingenieria de Costos y Administracién

Paquetes Terminales

Economia General

Anglisis Econdmico

Recursos Naturaies de México
Antropologia l y I

Desarrolio | y Ui

México y su desarrolio

Ciencia y Tecnologia en el Desarmrollo

* Laboratorio de Ciencia Bésica

** Laboratorio Experimental Multidisciplinario

DIAGRAMA 1.2 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: ASIGNATURAS



actividades del alumno tendientes a su formacién profesional sean realizadas en una
forma balanceada.

¢) Coordinacién horizontal de asignaturas, es la adecuada disposicién de las
asignaturas en cada semestre, con la pretensién de crear niveles congruentes de
estudios en cada etapa académica a fin de:

Mantener, hasta donde sea posible, un panorama progresivo y equilibrado de la
profesion y un criterio sistematicamente mas avanzado a medida que se cursan los
diferentes semestres del plan.

Evitar que se cursen simuitdineamente, asignaturas seriadas o que algunas de ellas
requeriran del antecedente de otra en el mismo nivel para su debida y natural
compresion.

d) Coordinaclén vertical de asignaturas, tiene como propdsitos concatenar en forma
convenlente a las diferentes materias académicas, ordenandolas en base a alguno
de los criterios que mas se ajusten a las necesidades del caso:

o Segln su grado de compiejidad.
o De acuerdo con el caracter formativo de cada una de las asignaturas en relacion con
el resto del 4rea correspondiente.

En funcién de su requerimiento para la comprensién de ofra u otras asignaturas del
plan de estudios.

Los dos primeros son exteriores al analisis académico, en tanto que, la coordinacién
tanto horizontal como vertical de asignaturas son totalmente de andlisis académico
interno. Tomando en consideracién los parametros mencionados se planted y acepté el
siguiente plan de estudios (DIAGRAMA 1.3).

DiAGRAMA 1.3 PLAN DE ESTUDIOS DE LA LICENCIATURA DE INGENIERIA EN ALIMENTOS

. Quimica General
Matematicas |
Matematicas ||
Fislca |
Laboratorio de Ciencia Basica |
Economia General

Segundo semestre

Quimica Orgénica |
Fisicoquimica |
Mateméticas Ill

Matematicas |, Matemiticas |

Fisica li
Laboratorio de Clencia Bésica li
Recursos Naturales de México

Flsica |
Laboratorio de Ciencla Basica |
- Economia General



Tercer semestre

Quimica Organica i
Fenémenos de Transporte
Fisicoquimica Il

Probabilidad y Estad(stica
Balance de Materia y Energla
Laboratorio de Clencia Basica lli
Andlisis Econémico

Cuaro semestre

Bioqulmica General
Microbiologla General

Flujo de Fluidos

Temodinamica Quimica
Laboratorio de Ciencia Bésica iV
Antropologla i

Quinto semestre

Qulmica de Alimentos
Microblologla de Alimentos
Tranaferencia de calor
Ingenieria de Allmentos i

Elementos de Ingenierla
mecdnica y eléctrica

- Laboratorio Experimental
Multidiscipiinario |
Antropologla Il

Sexio semestire

Andlisis de Alimentos
Nutriclén

Tecnologla de Alimentos |
ingenierla de Aiimentos !
Laboratorio Experimental
Multidisciplinario li
Desarrolio i

Stotimo semenire

Toxicologla de Alimentos
Tecnologla de Allmentos |1
Ingenieria de Alimentos 1|
ingenierla de servicios

Laboratorio Experimental
Multidisclplinario iil
Desarrollo li

Quimica Organica |
Matemdticas (I

Fisicoquimica |

Mateméticas |

Flsicoquimica |

Laboratorio de Ciencia Bésica Il

Quimica Organica ii

Fendmenos de Transporte
Fislcoquimica il
Laboratorio de Ciencia Béslca il

Bioguimica General
Microblologla General
Fendmenos de Transporte
Flsica i, Balance de Materlay -
Energia

Fisical, Fisicall

Laboratorio de Clencia Béslca IV
Antropologla |

Quimica Orgénica il
Bioguimica General
Quimica de Alimentos
Temmodindmica Quimica
Laboratorio Experimental
Multidiacipiinario |

Blogulmica General

Quimica de Alimentos
Termodindmica Quimica

Elementos de Ingenleria Mecanica y
eléctrica

Laboratorio Experimental
Multidiacipilnario Il

Desarrollo i
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Qstavo semeatre
ingenierla de costos y administracién

Tecnologla de Alimentos Il Quimica de Alimentos

Ingenierfa de Alimentos IV Microbiologia General,
Termodindmica Quimica

Taller de Disefio Ingenieria de Alimentos il

Laboratorio Experimental Laboratorio Experimental

Multidisciptinario IV Multidisciptinado |1l

México y su desarrolio Desarrolio Ii

Paquete terminai

Noveno semestre

Tecnologla de alimentos IV Quimica de Alimentos

Laboratorio Experimental Laboratorio Experimental

Multidisciplinario V Multidisciptinario IV

Ciencia y tecnologia en i desarolio  Desarrotlo |I

Paquetes terminaies

* Enzimas de apiicacién en alimentos

* Propledades fisicas de los alimentos

* Frutas y hortalizas

* Ingenieria de refrigeracion y

congelacion

* Ingenieria de aimacenamiento de

granos

2.1.3 Descripcion del Plan de Estudlos

En consideracion a los criterios metodolégicos sugeridos anteriormente, se hizo
posible estructurar el plan de estudios (DIAGRAMA 1.3), en el cual se visualizan diversas
asignaturas, para una mayor comprensldn, es necesario hacer resaltar las areas por
las que estd estructurado (DIAGRAMA 1.4), las cuales permiten una vinculacién con el
contexto socioeconémico nacional.

2.1.3.1 Area quimicoblolégica

El profesionista egresado de la licenciatura de Ingenierfa en Alimentos debe tener la
capacidad para estudiar y evaluar los recursos naturales susceptibles a transformarse
en alimentos, es por ello necesario cubrir los diferentes niveles metodolégicos de
ensefianza, de tal forma que dicha 4rea estd compuesta tanto por materias bésicas
(Quimica General, Quimica Orgénica | y Il), como fundamentales, estas Ultimas se
inlcian con Bloquimica y Microbiologia General, lo que permite tener una visién global,
para continuar con materias de importancia dentro dei campo de ios aiimentos, taies
como Quimica de Alimentos, Microbiologia y Andlisis de Alimentos, terminando asi con
materias de caracter informativo como Nutricién y Toxicologla de Alimentos en las que
se hacen resaitan los aspectos de Saiud Piblica.
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[, S

Area l Area de trabajo Area Sociosconémica |
Quimicobloiégica | ' experimental |
- i
\'/ )l
Area de ingenieria |
" Area Tecnolégica _l

DIAGRAMA 1.4 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: DISTRIBUCION POR AREAS DE
VINCULACION CON EL CONTEXTO SOCIOECONOMICO NACIONAL

2.1.3.2 Area de trabajo experimental

Dicha 4rea contempla un Unico laboratorio a lo largo de la licenciatura,
proporcionando asi al estudlante una formaclén experimental, practica, de nivel
profesional, la cual junto a la preparacién tedrica recibida en el salén de clases,
constituye un equilibrio adecuado entre el saber y el saber hacer que todo profesionista
debe de tener al concluir los estudios superiores.

Estructura de! laboratorio tinico
El laboratorio cuenta con dos etapas (DIAGRAMA 1.5):

a) Laboratorio de Clencia Basica (L.C.B): 4 semestres
b) Laboratorio Experimental Multidisciplinario (L.E.M.): 5 semestres

'SEMESTRES CURRICULARES

1

[ 2

21 ) 5_1 .8 B T T

Inroduccitn o trabeo Trbeo  eperimentsi |

spwimeld ¢ 2 ls|inagado &1 tomo 3 Trabajo de capo profesional

metodologla cienkifica. Jm L e

Jo O Boro,_%0mo_tQuw | Laborstorio Bxperimental
Laboratorio de Clencia Bésica | Multidiscipiinario

e

DIAGRAMA 1.5 DISTRIBUCION DEL LABORATORIO UNICO

Laboratorio de Ciencla Basica. Dicho laboratorio estd considerado durante los 4

primeros semestres, donde los Laboratorios de Ciencia Bésica | y li tienen como
objetivos:

1. Que el estudiante aprenda |a metodologia cientifica y experimental a través de
la realizacion de experimentos,
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2. Introducir al alumno en el proceso de ensefanza-aprendizaje.

3. Desarroliar en el estudiante el sentido de responsabilidad y gusto por el
trabajo experimental.

4. Que ol alumno conozca y comprenda la metodologia experimental basica de
la Quimica, Fisicoquimica y Bioquimica .

5. Que ol alumno desarrolle el trabajo experimental en forma integrada.

En el centro de esta metodologia se destaca que los temas experimentales incluidos
en los cursos de clencia Basica ill y IV asi como en el Laboratorio Experimental
Multidisciplinario (tomando encuenta sus propias caracteristicas), permitan desarrollar
el trabajo experimental en forma integrada y dentro de los propésitos de! sistema de
ensefianza-aprendizaje.

Es importante sefalar que |a integracién del trabajo debe darse en dos niveles:
Internamente al curriculum, y con el entorno social.

El primer aspecto contempla la necesidad de que a través de los laboratorios se
aprenda a resolver problemas experimentales y que la actividad experimental propicie,
estimule el desarrollo de mentes creativas, inventivas y criticas; que todas las
actividades que el alumno emprende permitan realmente la integracién del trabajo
tedrico y el trabajo préctico.

El segundo aspecto, plantea que a lo largo de la ensefianza experimental el
estudiante se interese en el contexto de los problemas que el pals tiene con relacién a
los recursos produccién y transformacién de alimentos, asl como, al trabajo profesional
en la industria alimentaria (tanto Ja establecida como la que debe crearse).

Los temas que se inciuyen en los cursos de ciencia Basica Ill y IV, deben
seleccionarse en base a tres criterios fundamentales.

¢ La importancia socioeconémica que para el pais tenga el tema.

o Considerando que el tema Incluya diversos aspectos fundamentales para la
formacion préctica de nivel profesional en el &mbito de la Ingenieria en alimentos.

« Que el tema permita integrar a las asignaturas tedricas en un verdadero contexto
tedrico-préctico.

Laboratorio Experimental Multidieciplinario. Tiene la finalidad de proporcionar al
estudiante una preparacidn practica de nivel profesional, vinculando la ensefianza
profesional a las necesidades que tiene el pals. Por elio se da la necesidad del un
trabajo de campo se desarrolla dentro del L.E.M., donde se habran de traer los
problemas tecnolégicos del pais al recinto Universitario, es decir, el trabajo
experimental esta orientado al estudio y solucién de problemas tecnologicos:
aprovechamiento, produccion y transformacion de alimentos.

2.1.3.3 Area soclosconémica

La cual esta constituida por asignaturas tales como Economia General, Analisis
Econdmico, Recursos Naturaies de México, Antropologia t y Il, Desarrolio I y Il , México
y su desarrollo, etcétera, las cuales permiten al egresado tener la capacidad de
entender y participar conscientemente en el desarroilo del pais deacuerdo a ia realidad
especifica del mismo.
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2.1.3.4 Area de Ingenieria

Es un drea fundamental dentro del ciclo profesional, debido a que el profesionista

egresado debe tener caracteristicas bisicas como ol de participar en el disefo de
equipo y maquinatias necesarios para industrializar productos primarios, contemplando
la utilizacién de mano de obra en fugar de equipo sofisticado y caro; junto con tener fa
capacidad de planear, organizar y administrar un centro productor o transformador de
alimentos. Para cumplir dichos objetivos se debe de contar con herramientas idéneas,
por ello se cantempla fa posibilidad de ofrecer una primera etapa constituida tanto por
materias basicaa (Matemdticas i, Fisica | y ll, y Fisicoquimica | y 1l), como
fundamentales (Balance de Materia y Energia, Fenémenos de Transporte, Fiujo de
Fluidos, Termodindmice Quimica y Transferencia de Calor).
La segunda etapa dentro de esta érea la integran cuatro cursos de Ingenieria de
Alimantos caracterizados por el andlisis de las operaciones unitariss en la
conservacion y transformacion de alimentos. A 1a vez se hacs evidente, la necesidad
de una tercera etapa donde se brinden herramientas tales como Ingenierla de Servicios
y por otra parte ingenieria de Costos y Administracion, E! Taller de Disefto, por su
parte, se constituye como un integrador de los conocimientos adquiridos durante los
CUrsQs previos, en esté el estudiante evaluard procesos y diseftaré equipo con criterio
propio y bajo {a asesoria de personal sepeciafizado, permitiendo asi un contacto con
fuentes reales, tanto de problemas como materiales, recursos, proveedores, elcéters.

2.1.3.8 Area tecnolégica

Dado que el egresado de dicha licenciatura debe tener la capacidad de desarroliar
tecnologia propia y especifica, es decir, desaroliar técnicas y procesos de manufactura
¢ industrializacion aplicables a los recursos agropecuarios y pesqueros del pals, el
4rea de tecnologia se forma por cuatro cursos donde se le dedica principal atencion a
los grupos de alimentos como cereales, leguminosas, frutas y hortalizas, productos
pecuarios y marinos. Finalizando con una tecnologia dedicada a (os procesos
fermentativos para la produccion de alimentos.

Y finsimente hacia el 8° y 9° semestre se encuentran los paquetes terminales, que
consisten en actividades académicas con orientacidn especifica hacia ciertos
rengiones de posible interés profesional, de los cuales ol estudiante tiene la
oportunidad de seleccionar en base a lo que més se apegue a sus intereses.
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Capitulo 3 |
Alternativas de la asignatura
Matematicas [l entorno al
Plan de Estudios de la
Licenciatura de Ingenieria
en Alimentos



3.1 Relacién horizontal y vertical de {a asignatura Matemdticas i antorno al
plan de estudios

Dentro de |a estructura del plan de estudios de la licenciatura de Ingenieria en
Alimentos (DAGRAMA 1.1), la asignatura Matemdticas Il se encuentra catalogada como
una asignatura basica (formativa) de aspecto técnico (DIAGRAMA 1.2), El cardcter basico
de dicha asignatura es debldo a que contempla elementos académicos primarios o
bésicos, que son indispensabies para la comprensién de asignaturas subsecuentes.

Matemdticas Il1, es cursado durante el segundo semestre de la licenciatura, junto con
otras asignaturas que en su mayoria son también de cardcter bdsico, tales como:
Quimica Organica |, Fisica |l, Fisicoquimica | y Laboratorio de Ciencia Basica !
(DIGRAMA 1.3). En cuanto a su posicién en forma vertical de dicha asignatura con
respecto al plan de estudios (DWGRAMA 1.6), se puede observar que existen dos
asignaturas como prerequisitos para cursar Matemdticas Ill, tales asignaturas son
Matematicas | y Matematicas !l . En cuanto a su posterior seriacién se puede observar
que no existe ninguna.

Por otro lado, en cuanto a la distribucién por dreas realizada dentro del plan de
estudios, dicha asignatura no se encuentra asociada a ninguna de las é4reas
planteadas dentro del mismo.

3.2 Relacién entre la asignatura Matemditicas lil y las demds asignaturas del
plan de estudios

Como ya se menciond, Mateméticas Ill es catalogada como una asignatura bésica,
debido a que contempla el estudio de elementos primarios o bésicos que son
indispensables para estudios posteriores, lo cual lleva a pensar que dicha asignatura
debe formar parte de alguna seriacion de asignaturas, la cual no existe dentro del plan
de estudios(DIGRAMA 1.6). Dicho pensamiento debe tener bases sélidas, para lo cual
se hard uso de algunoe de los temas dei programa de ia asignatura Mateméticas !
desarrollado en el capitulo uno de este trabajo.

Dado que Ia naturaleza de dicha asignatura es formativa, es decir, que en una mayor
proporcidn contiene conocimientos bésicos que posteriormente tendran una aplicacidn
a lo largo de la licenclatura. A continuacidn se presentan algunos ejemplos que por su
simplicidad serén Utiles para meditar acerca de ia importancia de la misma dentro del
plan de estudios de la licenciatura de Ingenierfa en Alimentos,

* Contempla conceptos y principios fundamentales proparcionando conocimientos tanto tedricos como
lécnicas para el mansjo e implementacion de ias Matemdtices.

** Contempla conceptos fundamentales del Calculo Diferencial @ Integral de funciones de una sols
variable real, asi como una Introduccién a Ecuaciones Diferenciales.
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DIAGRAMA 1.6 ESTRUCTURA DEL PLAN DE ESTUDIOS: SERIACION




3.2.1 Ejemplos de aplicacién
3.2.1.1 A la Quimica

Se tiene una tanque con /; Its de agua en la cual se encuentran disueitos x; kg. de
cierta sustancia S (por ejemplo sal). A un tiempo ¢ = 0 comienza a fluir hacls el tanque
una solucidn que lleva a kg. de S por litro de solucién a una velocidad de b litros por
minuto(FIGURA 1.28). Considersndo que existe agitacion ideal an el tanque (es decir, a
medids que va llegando la solucién al tanque esta se Incorpora en forma inmediala a la
que ya hsbfa en el mismo), l]a mezcla es entonces desalojada del tanque a una
velocidad de c litros cads minuto (PITA, R. C.,203-205).

Determinar cudl es la cantidad de Sen el tanque a un tiempa /.

a'%
b I

Vo

Xo

e —r%ﬁn

FIGURA 1,28 APLICACION A LA QUIMICA

Sea x |a cantided de S en el tanque a un tiempo ¢, entonces lo que se busca es x(1). Al
hacer un balance de S an el tanque a un tiempo /, se obtiene que:

Veriacién en la Cantidad de S que Cantidad de § que
cantidad de S } = -
tiegs al tanque sale del tanque
en el tanque

Cantidad de S que
min

liega al tanque (enla} = (a%‘-)(b lﬂ) = ab-"l-
unidad de tiempo) m

sale del tanque ( en la

unidad de tismpo)

Csntidad de S que
=(Vn min)” ¥ min

m)(c_"_):ﬂ!s_

donde ¥ es el volumen de solucién en el tanque a un tiempo ¢, es dacir:

V=V, +(b-'&‘-t|;)(l min)-(ca'-:;)(:mln)
=V +(b=c)t [=]n
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La variscién de S con respecto a 1 en el tanque, puede sar representada como dv/dlr,

@8 decir, como (ROSS, S. L., 83):
X

Vy+(b=ch te)

—=ab-

L S
di Ay +(b-cht

que es una ecuacion diferencial finesl de primer orden:

§+ 0lr)x = R(r)
cuya solucidn general es:

x= [IWIR(:) qudl +C

donde C es la constante de integracién que se puede calcular con las condiciones
iniciales del problema x(0)=x;. Entonces

—-E-—ln[l{,+(b—c)l] sidzc
= c _}b-
JQ(IM_IV,\&(b-c)cd- ;"_,c sid=c

[

(1b)

Si ol caso e b ¢ (0e decir, la velocidad de flujo de la solucién que liega al tanque os
diferente de la velocidad de flujo con ia que Ia solucidn mezclada abandona el tanque),

entonces.
Jq«h =‘;§;q\"“"}
<[l + (-
A calculer {a integral
Jd’b <
I R(e) a=jaa[v.+(a-c):]i: dt
@ A +(b-c)l]£3"
=(;:; E—E»;H
=af¥, -c»(b-—c)l];-;’l
Como

f o ‘
e ==k
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finaimente, se tiene que:
' x(t)=a[V,+(b-c)]+C
cuando x(0) =x:, se obtiene )
C=(x-~a¥,)
entonces la solucion, es decir, la ecuacion que representa la cantidad de sal en el
tanque a un tiempo 4, viene dada por.
x(t) = a[V0 +(b -c)f] +(x,~a¥;)

donde bxc.

Cuando es b=c (es decir, la velocidad de flujo de Ia solucion que liega ai tanque es
igual a la velocidad de fiujo con la que la solucién mezclada abandona el tanque), la
ecuacion (1a) se reduce a (SPIEGEL, M. R., 95-97):

dx 4 ¢
—=ab-— 0 —+—x=ab
a " Vox dr Vox a

ia cual es una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden de variables separables,
donde la variable independiente es el tismpo + y la variable dependiente es x. Al
separar las variables se tiene:

(&) <= = iab-alas ot

Wab-ex) ¥,

al utilizar el método de separacion de variables para la solucion de dicha ecuacién
diferencial, es decir, integrando en ambos lados:

J' dx =Iﬂ
(vab-cx) A

1 ]
—;—h\(V,,ab—cx) -ZHC

si iniclalmente hay x, de kg. de sal en el tanque, se tiene que x= x; en /=0; por lo que
o) sustituir en Ia ecuacidn anterior, C = --:-ln(Voab—cx.). Asi,

1 11
“;h(Vcﬂb'“) = -‘70.‘ --c:h(V,pb-cxo)
1 1 1
-‘:ln(Voab-cx)- -‘:ln(Voab—cxo) = ....V_’

0

In(Vab-cx) - In(V,ab-cx,) = —-;;-l

0
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l"(h,ab--cx) ¢, (Fab-cx) =

= — =
(ab-ct) ¥, (Vb=ex,)

<
4
i) = ~(Vah-cx,)t ¥ +Vab
¢

la anterior ecuaclén representa la cantidad de sal en el tanque en cualquier tiempo ¢
donde b=¢.

El ejemplo anterior, es un caso tipico de aplicacion de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden, a un balance de materia de un sistema homogéneo sin
reaccidn quimica.

Este ejemplo consistid en el balance de materia de un tanque con agitacién ideal, el
cual contenla una soluclén de sal. Iniclaimente en el tanque sa tenla xo kg. de sal
disuelta en agua; al cual se le alimentd a una cierta velocidad una solucién que
contiene a kg. de sal por litro. Dicha mezcla era desalojada a una velocidad de c litros
por minuto. El problema era determinar la cantidad de sal que hay en tanque presente

aun tiempo /.

Para la solucitn de esté, se realizd ol calculo para determinar la cantidad de sal que
era alimentada al tanque por unidad de tiempo, al igual que la desalojada, pero para
esta Uitima se consider6 la cantidad de sal inicial presente en el tanque con respecto a
un volumen determinado. Posteriormente, dado que la variacién de la cantided de sal
presente en ol tanque puede ser representada como dv/dr, es decir, como una ecuacion
diferencial de primer orden, la solucién es inmediata independientemente de que la
velocidad de entrada y la de salida sean iguaies o no. Esto es debido a que dentro de
la asignatura de Matemiticas ill, se contemplan los métodos de solucién para este tipo
de acuaciones diferenciales.

El objetivo de Ia asignatura de Balance de Materia y Energia, cursada durante el
tercer semestre de la Licenciatura de ingenieria en Alimentos (Disgrama 1.3), es
introducir la aplicacién de principios de conservacion de la materia y la energla a la
solucion de problemas representativos de |a Industria Allmentaria(DEPTO. CIENCIAS
BIOLOGICAS,25). Un caso particular e la aplicacién del principio de la conservacion de
ia materia en aistemas homogéneos gin reaccién quimica, en donde para la solucién de
estos, se hace uso de ecuaciones diferenciales, por lo que es lgico pensar que debe
de existir una relacion en cuanto a seriacion se refiere con respecto a asignatura de
Matomdticas II!.

Hay que hacer notar que la aplicacion de ecuaciones diferenciales no Gnicamente se
limita & balances de materia en sistemas homogéneos sin reaccién quimica, sino que
también se extiende a balances de materia y energia en sistemas homogéneos o
heterogéneos con o sin reaccién quimica, los cuales también son estudlados dentro la
asignatura de Balance de Materia y Energla,
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3.2.1.2 Al flujo de calor en estado estacionario

Dada uns pieza de material sdlido, uniforme de longitud indefinida acotada por los
planos paralelos 4 y B (FIGURA 1.30), a una temperatura de 7; y T, respectivamente,
donde T>7, y la diferencia se denota por AT (AT =T; - Ty), la cual se mantiene
constante, ya que existe un flujo de calor ), esto sucede cuando se alcanzan
condiciones estacionarias, es decir, que se establece un fiujo de calor de forma que la
temperatura de cada punto sea constante en el tiempo(AGUILAR, M. L.,7).

NO~a~4S

T

. : >.-'.'~

/'

FiGURA 1.30 FLUJO DE CALOR A TRAVES DE UNA PLACA DE MATERIAL SOLIDO

De la misma manera se puede considerar un tubo de materis! uniforme, cuyo corte
transversal aparece en la FIGURA 1,31, donde ia parte exterior se mantiene a una
temperatura de 7, y la interior a 7;; existiendo una superficie (linea punteada) en la cual
cada punto esta a una temperatura 7;, donde 7; > T; > T,

Planos paralelos a 4 y en forma perpendicular al mismo (FIGURA 1.30), se llaman
lineas isotérmicas, mientras que la curva punteada (FIGURA 1.31), es una curva
isotérmica, tanto los plancs correspondientes (FIGURA 1.30), como las curvas (FIGURA
1.31) se les liama superficies isotérmicas. En general, las superficies isotérmicas no
son lineas o circulos, sino familias de curvas (FIGURA 1.32).

FIGURA 1.31 FLUJO DE CALOR A TRAVES DE UN CILINDRO: CORTE TRANSVERSAL

Si se consideran pequerias porciones de dos superficies isotérmicas contiguas

(FIGURA 1.33) separadas por una distancia An, donde la temperatura correspondiente s

157



la superficie 51 68 T+, y la correspondiente a So es 7o, y dado que 7> Tola diferencia
de temperatura es T+-7o = AT, Experimentalmente se encuentra ef flujo de calor que
fluye de Sy a So por unidad de 4rea es aproximadamente proporcional a AT/An, dicha
aproximacion liega a ser mis precisa a medida que An (y desde luego A7) se hace
mas pequefia, en el caso limite a medida que An — 0, AT/An — dT/dn, al cual se le
Itama gradiente de T (razén de cambio de T en la direcclén normal a ia superficie o
curva isotérmica)(SPIEGEL, M. R, 101-106). Por lo anterior se dice que el flujo de calor por
unidad de drea es directamente proporcional al gradiente de temperatura con ia
distancia n; y esto es afectado directamente por el pardmetro de proporcionalidad k que
€8 la conductividad calorifica del material, el cual es especifico para cada material. La
ecuacion que representa este fenémeno es:
Q AT

¥ ol

4 An

Esta ecuacion sélo representa |a transferencia de calor por conduccién en sélidos,

liquidos y gases. Expresada en forma diferencial;
dT
q=-k= @

Donde g4, es el flujo local de calor por unidad de drea en direccién x, existiendo una
ecuacion andloga para las direcciones y y z (AGUILAR, M. L.,8) .

El vector de flujo local de calor (¢,) es normal a la superficle isotérmica y estd
dirigido en el sentido de las temperaturas decrecientes, puesto que ei calor fluye
siempre desde las superficies calientes a las frias. En consecuencia los vectores g y el
gradiente de temperaturas tienen la misma direccion pero sentidos opuestos, lo que
explica el signo menos en el segundo miembro de la ecuacién (2).

FIGURA 1.32 FLUJO DE CALOR: FAMILIA DE CURVAS

Cuando las temperaturas varian con el tismpo y de un punto a otro, ya no se habla
de un estado estacionario sino de un campo de temperaturas transitorio (estado
inestable), por lo que la ecuacidn (2) se modifica para representar el fendmeno
transitorio, el cual es el que se presenta con mds frecuencia (en el procesamiento de
alimentos, como en la industria de las conservas, los alimentos enlatados se calientan
por inmersion en bafios de vapor o se enfrlan sumergiéndolos en agua frla):
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dr dar

LAYy .LE

d dx

Para calcular la cantidad de calor que pasa a través de cualquier superficie de un
cuerpo, es necesario conacer ef campo de temperaturas establecido en su interior y es
precisamente este campo de temperaturas, el que constituye el principal objetivo ce
estudio de |a teorfa analitica de la conduccién de calor.

FIGURA 1.33 FLUJO DE CALOR: SUPERFICIES ISOTERMICAS CONTIGUAS

Ejemplo:

Supdngase que se tiene un tubo largo de acero, de conductividad térmica £, el cual
tiene un radio interior de a m. y un radio exterior de 5 m., donde la superficie Interna se
mantiene a una temperatura 7, y la superficie exterior s@ mantiene a 7;. Dicho tubo
tiene una longitud de /m.

« Encontrar la ecuacién de la temperatura como una funcion de la distancia r del eje
comuin de los cilindros concéntricos.

Es claro que las superficles isctérmicas planteadas son cliindros concéntricos. El
drea de tal superficie con radio r y la longitud / es 2771, La distancla dx en este caso es
dr. Asl, la ecuacion (2) puede ser escrita

g =-k(2n) L
dr
ia cuai es una ecuacién diferencial de primer orden de variables separables, donde la
variable independiente es el radio r y la variable dependiente es T, y queda expresada
como:

qfri = ~k(2ml)dT

donde ¢ es un valor constante. Al utilizar el método de separacién de variables se
tiene que:
~27dkT =qlnr+C
considerando las condiciones:
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y sustituir en la ecuacion anterior,

-~

=2al kT, = ¢lna +(
“2xikT,=¢lnb+C

de donde se obtiene:
_2nlk(-T,+T)
= ha-b)
. (=5 +7)inb
c—ank[ T (na - i)
Por tanto,
T-T
T=7;+[ml—b-(—lnr+lnb)]

Esté ejemplo es un caso tipico de aplicacion de ecuaclones diferenciales ordinarias,
de primer orden a un proceso de transferencia de calor en estado estacionario.

En cual se considera que sa tiene un tubo de acero, con un radio interior de a my un
radio exterior de b m; en donde la superficie Interior esta a una temperatura 7 y la
superficie exbarior a una temperstura 7;, ambas superficies son isotérmicas. En donde
se desea encontrar la ecuacidn que determine la temperatura en funcion del radio de!
tubo.

Para su solucién se considerd que en el tubo se esta llevando a cabo i fendmeno de
transferencia de calor, el cua! esta relacionado con la razén de intercambio de calor
entre cuerpos calientes y frios, llamados fuente y recibidor respectivamente, esto se
verifica debido a la diferencia de temperaturas en donde el calor fluye de una regién de
alta temperatura a una de més baja. Una vez comprendido lo anterior se hace uso de la
ecuacién (2) en donde se encuentra implicada la variacién de la temperatura con
respecto a la distancia, en este caso con respecto al radio debido a que se trata de
cilindros concéntricos, una vez ya modificada la ecuacion (2), se resueive debido a que
esta se convierte en una ecuacién diferencial de primer orden de variables separables.

El objetivo de la asignatura de Fenémenos de Traneporte, ia cual es cursada
durante of tercer semestre de Ia Licencistura (Diagrama 1.3), es introducir al estudiante
el anéiisis tedrico y fenomenoiégico de los fendmenos de transferencia de momento,
masa Yy calor; por lo al considerar ol ejempio anterior es iégico pensar que debe de
existir una relacion en cuanio a seriacion se refiere con respecto a Matemdticas |l

El uso de ecuaciones diferenciales no se limita Gnicamente a este tipo de problemas,
es decir, a la aplicacion a fenémenos de transferencia de calor por conducciéon en
estado estacionario, sino que se extiende a procesos de fransferencia de calor en
estado transciente, asl como a la aplicacion a fenémenos de transferencia de caior por
conveccion, transferencia de momentum y de masa, los cuales también son analizados
en dicha asignatura.



3.2.1.3 A problemas de crecimiento y decrecimiento

La ecuacion diferencial % =ax (3)

describe que la razon de cambio en el tiempo r de una cantidad x, es proporcional a x.
Si la constante de proporcionalidad a es positiva y x es positiva, entonces dv/dr es
positivo y x aumenta; en este caso se habla de un problema de crecimiento. Por otro
lado, si @ es negativa y x, es positiva, entonces dx/dr es negativo y x decrece, el
problema que se involucra es decrecimiento,

Un caso préctico de este tipo de problemas es la Ley de Newton para el enfriamiento

3.2.1.3.1 Ley de Newton para e! enfriamiento

Dicha ley puede enunciarse de la siguiente manera: /a veloc/dad a la que se enfria
un cuerpo es proporcional a la diferencia de temperatura entre &l y el medio que
lo rodea (KERN, D.G., 10-13),

Si se denota como T a |a temperatura del cuerpo a un tiempo 1, y T, a la temperatura
del medio en ef que se encuentra, se tiene sntonces que:

dr
;--t(r-r.)

donde & es la constante de proporcionalidad. Si 7, era la temperatura del cuerpo a
1=0, se tiene que, al separar variabies e integrar:

r ﬂ f
Lr-r_’"" @

-1,
L-T,

de donde

In = -kt

T=(T,-T )"+,
lacuai es la expresion de la temperatura del cuerpo a un tiempo 1.

Ejemplo;

Dentro del proceso de elaboracién de un nuevo producto alimenticio, se requiere que
e lo slimente a una mamita, una mezcla a una temperatura determinada. Para elio se
hace agregar al mismo tiempo, un mismo volumen de una solucion ‘X" |a cual tiene una
temperatura elevada, a los tanques 4 y B, Al tiempo /=0, al tanque 4 se |e agrega
inmediatamente una pequefia cantidad del ingrediente “Y” y espera 1, minutos para
comenzar a ser alimentado a la marmita. Mientras que al tanque B, se espera
primeramente ¢, minutos, y luego se le aftade la misma cantidad dei ingrediente *Y" y se
comienza a alimentar a la marmita. Considerando que el ingrediente *Y" estaba en
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refrigeracion y que no se volvi6 a introducir a la cémara de refngeracion. ,Cual de las
mezclas esta mas caliente al momento de ser alimentadas a la marmita?

Si se introducen algunas variables antes de proceder a plantear la solucién del
problema.

Te  =temperatura de |a solucion *X" al ser vaciada a los tanques 4 y B (a 1=0).

Tew = temperatura del solucidn X" después de 1, minutos.

Teco = temperatura de la mezcla (solucién ‘X"-ingrediente®Y"), que se forma en el
tanque 4 a r=0.

T  =temperatura a la que es alimentada |a mezcla del tanque a 4 a la marmita.
Ty  =temperatura a la que es alimentada la mezcla del tanque a B a la mannita.
Teco = temperatura de la mezcla (solucion 'X'-mgrodlente'Y') qua se formaenel .

tanque B a t=r,
Tcr = temperatura iniciai del ingrediente Y™,
Tero = temperatura del ingrediente Y™ después de 1, minutos.
T,  =temperatura del medio ambiente

En el ejemplo se habla de una solucidn “X" que tiene una temperatura elevada y un
ingrediente “Y* con temperatura baja, por lo anterior se debe interpretar estos datos
comoque Te>Ta Yy Tex < T

Entonces se tiene un proceso simultdneo que consiste en:

§) Se forma (en el tanque 4 sucede) una mezcla soiucion “X"-ingredisnte *Y*, y esté s
enfria durants ,, minutos.

¥) Durante estos ¢, minutos se enfria la solucion X" que se encuentra en el tanque By
8 su vez “se calienta *' el ingrediente “Y*, de modo que a los 1, minutos se hace la
mezcla solucion “X"-ingrediente “Y*(la solucion “X” ya no estd tan caliente como
aquetla que se usd para la mezcla en el tangue 4, ni el ingrediente *Y" estaba tan frio
como o usado en tal mezcla).

Tanto la velocidad de enfriamiento de la mezcla solucién"X -ingrediente’Y" del
tanque 4 y |a de la solucidn “X" del tanque B, como Ia velocidad de “desenfriamiento’
del ingrediente Y, se rigen por (a ley de Newton.

Al introducir ahora un par de hiptesis, iss cuales son fisicamente aceptables y
constituirén puntos claves en la solucién del mismo.

La constante de proporcionalidad k que aparece en la formulacion matematica de la
ley de Newton para e enfriamiento depende de Ias caracteristicas fisicas del cuerpo
sometido a enfriamiento (o calentamiento). Se liamaré k, a la constante correspondiente

EnMidadloqmmlececonlngredeMe'Y‘mdtrmmdoedmlo minutos es que éste va
quedando cada vaz menos frio.

162



al enfriamiento de la solucidn “X” (presente en el tanque B). Estrictamente hablando la
constante de proporcionalidad para el proceso de enfriamiento de Ia mezcls
solucidn“X"-ingrediente’Y" del tanque .4 no tiene ta misma que la del tanque B8 (0 sea
k). Sin embargo, al considerar que en e ejemplo se habla de “una pequena cantidad”
del ingrediente “Y™ (es decir, al consideras que las caracteristicas fisicas que intervienen
en la determinacion de k; no son substanciaimente alteradas por la adicién de esa
pequefa cantidad del ingredients "Y™), se tomard también como &, esta constante de
proporcionalidad (la del proceso de enfriamiento de la mezcia solucién"X"-ingrediente”Y"
efectuada en el tanque 4 a /=0). '

La segunda de las hipdtesis que se introduce se explica a continuacion.

Otro de los pardmetros que tienen influencia en la determinacion de la conatante de
proporcionalidad citada en la hipdtesis anterior es la superficie de contacto del cuerpo
con el medio. Esto es, k serd mayor mientras mis grande sea la superficie de contacto
con el medio (k > 0). Fisicamente resulta aceptable que la velocidad a la que se enfria
un cuerpo en forma de lamina es mayor que la velocidad a la que éste se enfriaria si
estuviera on forma de esfera compacta (GEANKOPLIS, C. J., 438). En eate problems of
recipiente en donde esth contenida la solucién X" es mayor que el recipiente en donde
88 ancuentra ol ingredients “Y", de modo que la velocidad 8 la que se enfria la solucién
*X"* es mayor que Ia velocidad & la que 89 “deseniria® e! Ingrediente *Y". Si L, es la
constante de proporcionalided en la formulacién matemdtica del proceso de
*desentriamiento” del ingredients *Y"; donde segun la hipitesis introducida aqul, es que
L> k. ‘

Al formular entonces los modelos metemiticos de enmweﬁto de la solucion *X* de

los tanques 4 y B.
Para of tanque A se tiene:
' dT
= =~H(T-1)
donde T es la temperatura de la mezcla & un tiempo 1. Al separas variables e integrar
queda que:
foodr
-[rmT-T._-k' od‘
L-L _.
de donde hrm_z;- ki,
al despejar 7,

L={Tn-L)" 4T,

que es la temperatura a la que la mezcla del tanque 4 es alimentada a la marmita. Para
ol tanque B se tiene:



e dr ty
- =~k
‘ I’. T-T \ od'
de donde T, =\L =T)" +1,

Esta es la temperatura de la solucidn *X" presente en el tanque B después de 1,
minutos, '

También durante esos /, minutos el ingrediente “Y" pasa de una temperatura 7cz a
una temperatura Tcz ., siendo la relacion entre estas variables dada por:

’r. o
I LU
(]

v T-T,
Ton, -1,
=B = k'
Tm_T; kz'o
de donde T, =(Ta-T)EH" 4 T,

Los resultados obtenidos hasta ahora se pueden observar resumidos en la siguiente
gréfica

A7 T=(L-T)
TC - C—.c +1;|
T=(Tp =T 4T,

Ter

o
FIGURA 1.34 TEMPERATURA DE LA SOLUCION “X”" EN EL TANQUE A4, B Y DEL
INGREDIENTE “Y".

* Para ol proceso de "desenfriamiento” del ingrediente *Y* se tiene que
dr
Lao -T
p k(T-17,)

pusstoque T, >T y £, >0.As&qua%>0.quemwnd\odowehmmpumdd
ingrediente *Y* es una funcién creciente del tiempo.
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Ahora se tiene que determinar Tcc (temperatura inicial de 13 mezcla en el tanque )
en términos de 7y T.x (temperatura de I3 solucion ‘X" y temperatura del ingrediente
“Y™), as! como T (temperatura inicial de la mezcla en el tanque 5) en términos de 7c., ¥
Tero (temperatura de la solucion “X" a los ¢, minutos-momento en el que al tanque B se
le adiciona el ingrediente “Y™ a la temperatura T:x. formando la mezc'a).

Este problema puede ser resuelto, como la siguiente situacién fisica:

Un cuerpo de masa m; y temperatura T; se pone en contacto (se mezcla) con otro
cuerpo de masa m: y temperatura T;, con T; > T:. ¢, Cudl sera la temperatura 7 de la
mezcla?

Para resolver este problema se observa que
Calor perdido por
elcuerpodemasa  m =mc(T-T)
Calor perdido por
elcuerpodemasa  m, =mo(T-T,)

donde ¢; y c; son los calores especificos de los cuerpos de masas m, y m;
respectivamente. Segun el principlo de Ia conservacién de |a energla se tiene que:

me (T -T)=mc(T-T,)

de donde r=maltmel
ma+mc,

Sea entonces mc la masa de la solucién *X” prmme enlostanquesady Bymeu la
masa del ingredients “Y" agregada & la solucién *X°. Sean ccy ccr los calores

especificos correspondientes,
Entonces es claro que:
T =M I AMacnla
w0 M€+ MeaCep
y
1Mk To, tMarlanTem,
T MMy e

que son ias relaciones que se querian establecer.

Para simplificar estas expresiones se tiene que mc cc =Wc Y mcrccr =Wer (datos
conocidos). Entonces :

W T+ WyTep

Lo = "€-+Wm



W T+ Wl
! Wt Wy

(Teco Y Tn, @hora se encuentran expresados en términos de datos conocidos). Entonces
la temperatura a la que es alimentada la mezcia de 4 a la mamita es:

Ty = (T =T + T,
We Tc + WerTen -y
= LR T W |
T [ Wt T +1, U]
y |a temperatura a la que es alimentada |la mezcla de B a la misma es:

T= Welo, +Wealin
PR T L. O3
W+ Wen

Ty= if’m;['”[(" I ATCES AN (BTN Y|
0

Tanto (1) como (ll) han quedado en términos de datos conocidos. La pregunta es
shora: ,que nimero es mayor, ol reportado por (i) o ef reportado por (1i)?

Al caloular la diferencia 7, - 75
r,-r.=[———i-"“'5"" “-r.]r*'wr.

We +Fex

"Wc: raG LA LA (LR |

Wl -0 )1, Tea)
B W+ Won .
Ciertaments Wca> Oy We > 0, y ademds, por la segunda de las hipoiesis planteadas,
ki > ks lo cual implica que ¢ > ¢4 y tambidn que 7. > T
Entonces T-T»>0
es decir, Tu>Ts

por lo que la mezcla del tanque 4 se encuentra miés caliente que la de B, en ol
momento de ser alimentada a la marmita.

Este ejempio es tipico de la aplicacion de acuaciones diferenciales ordinarias, de
primer orden a un caso practico de decrecimiento.




E1 problema en general se rige por la Ley de Newton para el enfriamiento. 1a cual dice
que la velocidad a la que se enfria un cuerpo es proporcional a la diferencia de
temperaturas entre él y el medio que lo rodea (KERN, D. G., 10-13). Dado que &
problema consiste en determinar la temperatura a la cual se alimenta a una marmita
una mezcla preparada a partir de dos ingredientes (solucién ‘2" y ingrediente “4"), bajo
condiciones de temperatura relativamente diferentes. Las ecuaciones que se obtiene
después del analisis pertinente resultan ser ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, por lo que |a solucion se obtiene inmediatamente.

Al igual que en el-ejemplo anterior, en este se sfectlia un proceso de transferencia de
calor, con lo que se reafirma la importancia de una posible seriacién de la asignatura
Matematicas lll con Fenémenos de Transporte.

3.3 Alternativas de la asignatura Matematicas !l en relacién al pian de
estudios

Después de haber analizado los ejemplos anteriores, asi como el contenido de la
asignatura Matematicas ill, se observa que tal materia debe tener alguna relacion en
cuanto a seriacion se refiere con Fendmenos de Transports y Balance de Materia y
Energla, las cuales se cursan durante el tercer semestre de la licencialura de
Ingenieria en Alimentos, debido a que el alumno que ha cursado dicha asignatura
cuenta con las bases suficiente para poder plantear y resoiver mediante un lenguaje
matemdtico los problemas tipicos de las asignaturas antes mencionadas. En base a lo
anterior se puede proponer una posible modificacidn en cuanto a seriacion se refiere al
plan de estudios (DIAGRAMA 1.7), ésta consiste en el planteamiento de que previd a
curser las asignaturas de Fendmenos de Transferencia y Balance de Materia y
Energla, el alumno debe de haber aprobado Matemdticas Il es decir, Mateméiticas M
debe ser un antecedente de con Fenémanoce de Transporte y Balance de Materia y
Energla.

Como posible alternativa para un mayor aprovechamiento, se puede considerar ia
propuesta anterior, es decir, !a modificacion en cuanto a seriacion se refiere, debido @
que en primera instancia se reconaceria la importancia que tiene ésta deniro del plan
de estudios de la licenciatura de Ingenieria en Alimentos. Al mismo tiempo servirfa
como una solucion inmediata & la problemética que presenta la asignatura con
respecto al Indice de aprobacion (FIGURA 1.35), ya que se observa que el promedio de
alumnos sprobados en Matemdticas lll, durante el periodo de 1980-1995 es de
aproximadamente el 37% , es decir, menos del 50% de los inscritos son aprobados, lo
cual se puede deber a que algunos desertan, no viéndose obligados & cursar y aprobar
la asignatura(ya que no esta seriada), y dejarla para alguno de los Ultimos semestras
repercutiendo en forma negativa, porque en la mayoria de los casos, el alumno ya no
cuenta con las bases de Célculo diferencial e integral, ni con la practica que tenia en
relacion a las Matemdticas durante el primer semestre, perdiéndose asi la esencia de
la asignatura de Matematicas lli frente al estudiante.
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DIAGRAMA 1.7 RESTRUCTURACION DEL PLAN DE ESTUDIOS



En forma paralela, se puede proponer a los catedrdticos de las asignaturas de
Fendmenos de Transporte y Balance de Materia y Energia una mayor profundidad en
relacién al estudio de cada uno de los temas de éstas asignaturas, motivando asi al
alumno a tener las bases matematicas suficientes para la comprensidn de los mismos,
ya que en ocasiones los catedréticos se ven en la necesidad de repasar las bases
matemadticas necesarias para el estudio de los temas correspondientes a dichas
asignalturas, lo cual tiene como consecuencia una reduccion en cuanto a tiempo para el
estudio de los temas de cada uno de los programas repercutiendo en forma negativa
para las asignaturas subsecusntes.

e o B

1980 1962 1984 1966 1868 1980 1962 1964
Afo lectivo

| 90 T
' & @ Aprobados

; - 8 NQ aprobados
I B

! 50 "

. “0

: 3

| *

i 2

i 10

! 0

|

* DEPARTAMENTO DE CONTROL ESCOLAR

FIGURA 1.35 INDICE DE APROVECHAMIENTO DE LA ASIGNATURA MATEMATICAS il
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Conclusiones




En base al andlisis del temario comprendido por Matematicas Ill, se da la
pauta para determinar la existencia en orden de aparicién de dos temas
centrales en éste, como son Calculo vectorial y Ecuaciones diferenciales.

Al analizar la importancia de Matematicas Ill frente al plan de estudios,
mediante ejemplos sencillos de aplicacién, se pudo concluir que existe una
relacién directa de ésla asignatura y las demds asignaturas del plan de estudios,
en particular, con Fenémenos de Transporte y Balance de Materia y Energla, las
cuales se cursan durante el tercer semestre de la licenciatura de Ingenleria en
Alimentos, es por ello que se propone una posible modificacién en cuanto a
seriacion se refiere al plan de estudios, ésta consiste en el planteamiento de que
pravi6 a cursar Fendmenos de Transferencia y Balance de Materia y Energla, el
ajumno debe de haber cursado y aprobado Matematicas Ill.

La propuesta anterior, servird como una altemativa de solucién para la
problemdtica que presenta la asignatura con respecto al indice de aprobacion
(donde el promedio de alumnos inscritos que aprobaron, durante el periodo de
1980-1995, fue aproximadamente e 37% ,es decir, menos del 50%), el cual
también se puede deber a las siguientes causas:

a) Orden de aparicidn de los temas en el programa de la asignatura, debido a
que el alumno de la licenciatura de Ingenieria en Alimentos, previé a éste curso
no ha tenido contacto alguno con lo que se refiere al Algebra vectorial, la cual es
la base para la comprensién del primer tema central, como lo es Caiculo
vectorial. '

El sagundo tema central es ¢f de Ecuaciones diferenciales que por estar en
ese orden de aparicion, el alumno sigunas veces no alcanza su asimilacion en
cuanto a la posible aplicacién del mismo, debido a que continuamente tiene que
eslar revisando los apuntes del curso anterior (Matematicas |I: Céiculo
diferencial @ integral), el cual es |a base para la comprension de este tema,

Una aiternativa a lo anterior puede ser la modificacion en cuanto al orden de
aparicién de los temas del programa de Matematicas lil, una propuesta de ello,
se da en ol capitulo uno de este trabejo, donde se desarrolia o temario
siguiendo un orden invertido, como o e ol astudio de Ecuaciones diferencisies
seguido por el de Céiculo vectorial.

Dado que algunas veces el lengusje de los temas comprendidos en la
asignatura de Matematicas |il en aigunos libros tiende a ser técnico, se propone
que el temario desarrolla en el capitulo uno de este trahajo, sirva como base
para una futura elaboracion de un libro de apuntes ayudando asi al alumno que
cursa la materia.

b) La extension del temario de la asignatura. Al revisar cada uno de los temas de
Matematicas ll, se puede decir que el programa que se debe cutfiplir es muy
extenso, es por ello que en ocasiones los temas no son analizados con la
profundidad que se requiers, repercutiendo ello, en que el alumno no comprenda

1m



ol conceplo bisico del tema en cuestion, a I vez la importancia de éste como
una base para el entendimiento de posteriores asignaturas.

Como alternativa de solucion se propone: :

. incrementar & numero de horas de estudio asignadas a ia asignatura de
Matematicas IIl.

. ia division del temario del programa de Matematicas Ill, en dos
asignaturas, una de ellas que contemple Unicamente el estudio del tema
de Ecuaciones diferenciales incluyendo ia aplicacion de éste a probiemas
relacionados con la Ingenieria de Alimentos. Mientras que la segunda
asignatura comprenda desde el Algebra vectorial hasta Céicuio vectorial.

Finalmente, se debe considersr a la asignatura Matemdticas lil, dentro de la
distribucién por dreas de vinculacién con el contexto socioeconémico nacional;
del plan de estudios de Ia licenciatura de Ingenieria en Alimentos, en ol drea de
ingenierfa debido a que ahl se encueniran incluidas asignatures de cardcter
basico como Matematicas | y Il, las cuales son prerequisito de deta y asignaturas
fundamentaies tales como Fendmenos de Transporte y Balence de Materia y

Energla.
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