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I.INTRODUCCION

La presién, la precipitacién, la temperatura, la evaporacién,
etc. son las variables del tiempo que se registran en estaciones
meteorolégicas, los efectos simultdneos de estas variables, en
cierta region de la Tierra, son los causantes de los fenémenos
atmosféricos {lluvias, brisas, huracanes,etc.) que ahi se producen.
El gran numerc de variables meteorolégicas involucradas en los
sistemas dinamicos dificulta la prediccién del tiempo, lo cual hace
suponer que la atmésfera es un Sistema Dinadmico complejo e
irregular y por lo tanto impredictible.

La Teoria de Sistemas Dinamicos(S.D.,) ha permitido dar inicio al
esclarecimiente del comportamiento de la atmosfera. Aun cuando,
hasta'ahora, no se pueda predecir el tiempo, la Teoria de los S.D,
ha abierto caminos en la investigacién del tiempo y su prediccidn,

Desde hace aproximadamente tres décadas algunos fisicos,
astrénomos, biblogos, y varios cientificos de otras disciplinas han
aplicado la Teoria de los 5.D. a series de tiempo con el objetivo
de determinar que tan cabdtica es la serie y cual es el nimero
minimo de variables o ecuaciones requeridas para describir la
evolucién del sistema. la aplicacién de esta teoria permite
distinguir entre ruido y caos. Cuando la serie de datos manifiesta
un grado importante de ruido entonces no se presenta un limite de
prediccién porque no aexiste una convergencia tan rapida
{saturacién) de la informacidén como sucede con las series cadticas
para las cuales si existe un limite de predictibilidad, que es
peridédo durante el cual se puede realizar prediccién en forma
deterministica.

Al aplicar la Teoria de 5.D. a series de tiempo se encuentran
dos tipos de atractores: Fractales (de dimensién fraccionaria) y no
Fractales (de dimensién entera). Para los primeros se obtiene un
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limite de prediccidén y para los siguientes se asegura prediccion a
largo plazo, Algunos sistemas dinamicos deterministas -que dependen
de ciertos parametros- muestran comportamientos impredictibles,los
cuales se observan para valores adecuados de los pardmetros o de la
amplitud y frecuencia del forzamiento, Manifestandose un
comportamiento aparentemente cabdtico. Algunos sistemas evolucionan
hacia un atractor extraifio que muestra una estructura fractal. Aqui
surge la pregunta de si este aparente desorden es tal o es el
reflejo de un orden con una estructura complicada. En este
trabajo, en el que se aplica la Teoria de 5.D., se demuestra que
no es posible realizar una prediccion exacta y extendida , pero si
parcial, de la evolucion de un sistema como es el caso de la
Atmosfera Terrestre,

La pretendida Teoria del Caos ha abierto nuevos horizontes en
la ciencia y ya es considerada por algunos cientificos como uno de
los grandes descubrimientos del siglo XX, Casi todos los sistemas
de la naturaleza son cadticos. La asplicacién de la Teoria del Caos
en el estudio de los S.D. ha sugerido que la naturaleza impone
limites a la prediccidon. Sin embargo, 8l mismo tiempo, puede
demostrarse que la existencia de atractores implica que lo azaroso
de un sistema dinémico esta restringido por estos atractores. la
atmbésfera puede ser cadtica pero su evolucidn esta confinada a un
volumen especifico en el espacio da estado que esta ocupado por el
atractor. Los estados fuera de este volumen no estan permitidos,
Por ejemplo, los vientos asociados con un sistema de alta presién,
nunca pueden girar en sentido contrario a como giran las manecillas
de un reloj.

S5e sabe que el estudio de los Sistemas Dinamicos Cadticos nos
proveen de cierto optimismo, pues nunca seremos capaces de predecir
el tiempo "exactamente", ya que tales sistemas son sensibles a las
condiciones iniciales pero las mejoras en los aciertos del
pronbstico del tiempo son posibles si se realizan medidas
cuidadosas de tales condiciones iniciales de la atmosfera, y si se
comprende que la predictibilidad no es la misma en las diferentes
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escalas del tiempo. El impacto de la Teoria del Caos ya se ha hecho
sentir en muchas areas de la ciencia. Si se le da la importancia
que merece su impacto se sentird muy fuerte en las ciencias de la
atmosfera. La Teoria del Caos ha atraido mucho la atencién del
publico, principalmente de los cientificos, porque ésta trae alguna
forma de entendimiento hacia la frontera fascinante entre orden y
desorden en los sistemas fisicos.

La Teoria de los Sistemas Dinamicos Cadticos ya ha sido
aplicada a series de tiempo obtenidas en las estaciones
meteorolégicas de ATLANGA y TLAXCO, localizadas en el estado de
TLAXCALA. Se ha empleado como serie de tiempo, entre otras
variables, a la temperatura ambiente registrada diariamente,
durante 6 afios, en los meses de marzo, abril, mayo y Jjunio
(Meneses, 1993) . Los objetivos consistieron en obtener las bases de
un diseflo de modelos deterministicos y establecer una metodologia
operacional de predicciéon del tiempo, de ser posible, para la
regién de Atlanga-Tlaxco. Sin embargo, la temperatura ambiente no
@s una variable objetiva ya que los registros que se hacen de ella
dependen, entre otras cosas, de la técnica mal empleada, de la
puntualidad de la persona que hace la observacién, etc,

En este trabajo se emplea como serie de tiempo a las horas
calor, obtenidas a partir de las temperaturas mAxima y minima,
registradas cada 24 horas en las mismas estaciones des Atlanga y
Tlaxco, y durante el mismo periodo de tiempo. El registro de estas
temperaturas se realiza en forma automidtica y con mayor precisién;
por lo tanto, se puede asegurar que se estd trabajando con una
variable mis objetiva. Ademds, un estudio analitico para poder
aplicar esta teoria exige que por lo menos se cuente con un
registro de 500 datos y para este trabajo se tienen 732 por cada
estacién, para continuar estudiando la posibilidad de obtener
informacién de la dinamica de las series de tiempo con
relativamente pocos datos.



.

El objetivo principal de este trabajo consiste en demostrar
que a partir de los registros de temperaturas miaximas y minimas, es
posible determinar la dinamica(puntos fijos, puntos periédicos,
etc.) del tiempo, para las estaciones de Atlanga y Tlaxco, y
determinar el limite de predictibilidad de la variable denominada
Horas-Calor. También se aplica la misma metodologia a una serie de
tiempo DETERMINISTICA, obtenida del mapeo logistico, con el fin de
evaluar la metodologia aplicada, asi como el cédigo desarrollado.



II.BASES TEORICAS

Para estudiar un sistema en particular se siguen tres etapas

basicas:

1) En la primera se elige al sistema a estudiar, se identifican
todas y cada una de las variables que influyen en él de manera que
sea lo mAs completo posible, para que en cualquier instante se
pueda establecer, en funcién de ellas mismas, cual es el estado del
sistema observado, obteniéndose en esta primera etapa un modelo
conceptual del sistema en estudio.

2) En esta etapa se realizan mediciones, lo mis preciso posible de
las variables identificadas en la etapa anterior. Estudiando como
se comportan dichas variables a lo largo del tiempo se puede
intentar encontrar férmulas o reglas que expresen su variacién
instanténea (sus derivadas con respecto al tiempo). Si se tiene
éxito aen esta etapa se obtendra un modelo matemAtico que permita
efectuar nuevos experimentos para ir refinando las hipotesis hasta
obtener un modelo de simulacién con el cual se pueda conocer de una
manera apropiada al sistema.

3) La tercera consiste en pradecir la evolucién del sistema. Si se
tiene éxito en las tres otapas el modelo obtenido sara
daterminista. Sin embargo, no siempre es posible pasar de una etapa
a la otra, por lo cual Qn este estudio se recurre al modelaje a
partir de geries de tiempo registradas en aestaciones
meteorolégicas,

Algunos investigadores consideran que existe una cuarta etapa
al estudiar un sistema la cual consiste, si fuese posible, an

actuar sobre el mismo para aprovecharlo en beneficio del hombre,

La atmésfera es un sistema dindmico donde se desarrollan
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diferentes tipos de flujos que van desde flujos laminares hasta
movimientos turbulentos. Debido a esta complejidad e irregularidad,
la atmésfera se supone impredictible. Se sabe que en la naturaleza
coexisten sistemas complejos o desordenados y sistemas regulares u
ordenados; solamente necesitamos observar a nuestro alrededor para
darnos cuenta que practicamente todos los fenémenos se desarrollan,
en forma aparente, de una manera azarosa. Por lo tanto: gla
irregularidad de la atmésfera es completamente al azar o existe un
orden detrds de su irregularidad?. La Teoria de Caos aplicada a
S.D. permite determinar el grado de orden o desorden de un sistema,
asi como el grado de predictibilidad del sistema. Esto permite
entender que existe un orden en aquellos fenémenos que se creia
eran completamente azarosos o desordenados.

Se define a un Sistema Dinadmico como un sistema que evoluciona
con el trascurso del tiempo, y cuando se conocen las condiciones
iniciales que lo determinan su evolucién puede ser descrita por
ciertas reglas o ecuaciones matemiticas, Tal evolucion se puede
describir de una forma mas clara si el sistema es descrito por su
espacio de estado. Un espacio de estado se obtiene al considerar
como coordenadas a todas las variables de un sistema que describan
su evolucién. Con objeto de entendar el concepto de espacio de
estado se estudia a un oscilador arménico, Para ello consideremos
un resorte {sin deformar) sujeto fuertemente a una pared rigida y
teniendo unido, en su extremo libre, a un cuerpo (Fig.lA) que pueda
moverse libremente sobre un plano horirontal, Si se estira al
resorte con una fuerrza externa hasta que el cuerpo alcance la
posicién A (Fig. 1B) y posteriormente se suelta, el cuerbo
comenzard a oscilar de tal forma que en la posicién A su elongacién
e@s mAxima y su rapidez es nula, Al regresar hacia la posicién de
equilibrio (debido a la fuerra restauradora) incrementa su rapidez
y al pasar por la posicién de equilibrio (punto 0) su elongacién es
cero y su rapider es mdxima, Después al irse comprimiendo disminuye
su rapider y al llegar a la posicién B (Fig.1C) su rapidez es
nuevamente nula y su elongacién es maxima. Cuando vuelve nuevamente
a estirarse, regresa a la posicién de equilibrio donde su rapidez



es maxima y su elongacidn es cero. Después comienza a estirarse de
nuevo, pero como existe algo de friccion alcanza la elongacion
maxima en el punto A'donde su rapidez vuelve a anularce. Sin
embargo, la posicidn de A' es mas cercana del punto O que lo que
esta el punto A, Posteriormente, el cuerpo cambiara su sentido y
ocupard la posicién B' (con una rapider nula) pero a menor
distancia del punto O que a la que se encuentra el punto B, Este
proceso seguirda hasta que el cuerpo finalmente se detenga en la
posicidn 0,

Si se grafica la rapidez del cuerpo contra la elongacidn se
obtiene una grafica como la que aparece en la figura 2. Esta
muestra la trayectoria, en el espacio de estado, del oscilador
arménico con solamente dos coordenadas: la rapidez y la elongacién,
Ahora bien, sin depender cuales sean las condiciones iniciales (de
rapidez y elongacién) de otro oscilador, semejante al anterior, la
trayectoria que se obtiene al unir todos los puntos del espacioc de
estado serd semejante a la de la Fig.2., El punto O donde concurren
todas las trayectorias es llamado un atractor (Tsonis and
Elsner,1989) porque "atrae" a cualquier trayectoria. De esta manera
nos podemos dar cuenta que la trayectoria de la Fig.2 nos permite
tener una visualiracién de la evolucién del sistema, Por lo tanto
podemos afirmar que se puede predecir, a largo plazo, la evolucién
do este sistema diniAmico (oscilador arménico) y su comportamiento
puede ser entendido completamente. Los atractores puntuales como el
punto O corresponden a Sigtemas Dinémicos que se desarrcllan
deterministicamente y finalmente terminan en un estado donde su
movimiento es nulo.

Otra forma simple de atractor se puede obtener empleando el
oscilador arménico del ejemplo anterior, solamente que en este caso
trataremos de que el cuerpo, en cada una de sus oscilaciones,
recupere la energia perdida por el roramiento, Empleando, tal vez,
algin mecanismo que logre contrarrestar a la fuerza de friccién el
cuerpo oscilard indefinidamente de tal forma que el punto A'
coincide con el punto A y el punto B' con el punto B. Entonces, si
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se grafica (Fig.3) en el espacio de estado a este movimiento
periédico, se obtiene una trayectoria cerrada llamada ciclo limite.
El cielo limite es un atractor que garantiza predictibilidad a
largo plazo.

Otra forma de atractor es el toro (Tsonis and Elsner,1989), El
toro es semejante a un neumdtico y en este caso todas las
trayectorias en el espacio de estado son atraidas hacia la
superficie del toro.

Los sistemas estudiados aqui se desarrollan
deterministicamente y se caracterizan por poseer un atractor con
una dimensioén entera (no fractal) igual a la dimensién de cierto
subespacio del espacio de estado. Intuitivamente, la dimensién de
un espacio de estado es el minimo nimero de coordenadas necesarias
para especificar la localiracién de un punto de la evolucidn de
cualquier sistema dindmico. Objetos geométricos con dimensién
entera son: los puntos (dimensibébn cero), las curvas (dimensién
uno), y el toro (dimensién dos). Estas dimensiones llamadas
topolégicas (dimensién de atractores) no cambian adn cuando se
deformen los objetos. Una caracteristica importante de los
atractores no fractales es que trayectorias vecinas -inicialmente-
permanecen dentro del atractor lo cual garantiza predictibilidad a
largo plazo.

Existen en la naturaleza sistemas dindmicos que tienen un
atractor cuya dimensién no es un valor entero, este tipo de
atractores se denominan fractales. Para entender el cardcter
fractal de un atractor (Hao Bai-Lin,1989) consideremos primeramente
un cuadrado en el plano (Fig.4) el cual incrementa sus lados
originales "r" veces en cada dirececién. Entonces obtendremos un
cuadrado el cual es r’ veces mas grande que el primerc. El mismo
incremento de lados lineales, cuando se aplica a un cubo, permite
obtener otro cubo el cual resulta r’ veces mas grande que el
original. En general, si se tiene un objeto geométrico A y queremos
un objeto N veces mayor incrementando "r" veces sus lados
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F16.3 CICLO LIMITE
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originales se obtiene la siguiente relacién
N=rd (1)

donde d es la dimension del objeto. Aplicando la funcién logaritmo
natural en ambos lados se obtiene que

_LnN

nr (2)

La variable "d" toma valores enteros cuando la dimensién del
atractor es no fractal y coincide con la dimensién topolégica del
objeto. Sin embargo, la dimensién "d" no esta restringida a valores
enteros, Los valores no enteros de esta variable es lo que
caracteriza a los atractores cadticos (extrafios) llamados
fractales. Un ejemplo clésico de un objeto con una dimensién
fractal (no entera) es el conjunto Cantor (Fig.5). Este se obtiene
dividiendo un segmento (de 0 a 1) de recta en tercios, descartando
el tercio madio (el conjunto abierto) y repitiendo el procedimiento
para los dos tercios restantes, asi hasta infinito. Después de
varios procesos iterativos, en contraste con el segmento de recta
original, el conjunto Cantor muestra un conjunto de puntos
contenidos en una distancia igual a la longitud de este segmento.
A fin de calcular la dimension fractal de este conjunto, se toma
cada lado, derecho o irquierdo, de la figura 5 como una unidad
original y se incrementa por un factor r=3, Para este caso resulta
N=2 y por lo tanto el conjunto Cantor tiene una dimensién

d=£82.4 6309. ..
n3
que no es entera. Cuando se trata de objetos mis intricados, la
aplicacién directa de la igualdad (2) puede acarrear muchas
dificultades y en consecuencia resultar inoperante. Sin embargo, se
puede recurrir a ciertos algoritmos, como el que se aplica en este
trabajo, que permiten estimar la dimensién de ciertos atractores
fractales (Tsonis and Elsner,1989),
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Los atractores fractales se caracterizan porque al apliar o
disminuir la escala tantas veces como se quiera se obtienen
estructuras parecidas. Estos atractores son subespacios (del
espacio de estado) que atraen a las trayectorias. Sin embargo, con
este tipo de atractores existen limites sobre la prediccién de un
sistema, porque se manifiesta divergencia en trayectorias que
inicialmente se encuentran cercanas, lo cual implica que la
predictibilidad a 'largo plazo no esté garantizada.

La dimensién de los atractores, fractales o no, se puede
obtener conociendo el nimero de ecuaciones (o variables) que debe
tener un modelo para poder predecir la evolucién de un sistema.

Basta mirar a nuestro alrededor para darnos cuenta que en la
mayoria de los fendmenos naturales se manifiestan oscilaciones o
vibraciones, mondtonas o no mondtonas, que permiten clasificar a
los movimientos en reqgulares e irregulares o en periddicos y no
peridédicos. Los movimientos periédicos los encontramos en la
rotacién de la Tierra, el ritmo cardiaco, en la evolucién de una
célula etc, El estudio de los movimientos periddicos es importante
porque cualquier sistema que evoluciona con el tiempo puede ser
descrito por una suma de contribuciones peridédicas de acuerdo a la
transformada de Fourier, Otra cuestién importante es que los
sistemas dinamicos que no son periddicos poseen atractores
fractales. En este punto cabe reflexionar sobre lo siguiente: si la
trayectoria de un fenémeno se repite peridédicamente, entonces no
tiene nada de cadtica. Sin embargo, ¢ no podria ser que un aparente
comportamiento cabtico no fuera mis que una parte de una
trayectoria peridédica de periodo muy grande ?. Por otro lado, los
descubrimientos sobre el Caos Determinista han demostrado que
sistemas muy simples pueden evolucionar de una manera compleja e
imprevisible, que a pesar de un determinismo de principic, resulta
inevitable una descripcién probabilistica de estos sistemas
(Grassberger and Procaccia,1983),

El estudio de los atractores extrafios (fractales) ha permitido
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comprender la evolucién de diversos sistemas. Cuando se dispone de
modelos matemiticos suficientemente fiables , los analisis finos
permiten entender el comportamiento aparentemente cadtico de esos
sistemas que van desde circuitos eléctricos, arritmias cardiacas
hasta reacciones quimicas y rayos laseres. En algunos problemas
como el de la turbulencia de la atmésfera, se encuentra la
dificultad adicional de que coexisten distintos sistemas a distinta
escala espacial y temporal. 5i fuera posible, idealmente, analizar
primero cada uno por separado y luego estudiar como se influyen, se

daria un gran pasoc para su comprensioén,

Aplicando los conocimientos acerca de la transformada de
Fourier es posible distinguir entre sistemas dinamicos que poseén
atractores regulares y atractores extrafios en contraste con
desarrollos puramente azarosos y aquellos que contienen "ruido".

Si desecamos analirar y clasificar un proceso dinamico, el
ESPECTRO DE POTENCIA es particularmente apropiado para reconocer a
los diferentes tipos de atractores: para un atractor puntual el
espectro de potencias consiste de un simple impulso; para el ciclo
limite se obtienen impulsos equidistantes; para un toro se obtiene
una combinacion lineal entera de dos impulsos basicos.

Si se quiere distinguir procesos caéticos deterministas de
procesos con ruido blanco, se puede emplear el aspectro de
potencias, para estos Ultimos es una constante. Sin embargo, un
desarrollo caético se caracterira por el hecho de que el espectro
de potencia consiste de una banda ancha y continua de frecuencias,
posiblemente acompafiada por picos caracteristicos simples.
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III.PREDICTIBILIDAD

Aparentemente, la evoluciéon de un sistema  depende
exclusivamente de las condiciones iniciales y puede ser descrito
por reglas deterministicas. Sin embargo, puede comportarce de una
manera extraha, Tales sistemas, lo mismo que sus atractores, son
llamados caéticos. Las implicaciones de tales descubrimientos son
profundas., Si se conocen exactamente las condiciones iniciales, se
puede seguir la trayectoria que corresponde a la evolucidén de
sistema basicamente por siempre y de una manera precisa (Tsonis and
Elsner,1989), El problema sin embargo, es que no se pueden conocer
perfectamente las condiciones iniciales, Nuestros instrumentos
solamente pueden medir en forma aproximada las variables
(temperatura, presién, etc.) que son empleadas como condiciones
iniciales, Siempre habra algin error en las medidas de las actuales
condiciones iniciales. Por otro lado, ni siquiera se conocen
totalmente las leyes fisicas que gobiernan a un sistema debido a la
naturaleza del atractor fundamental, El estado del sistema en un
tiempo posterior puede ser totalmente diferente de lo predicho por
esas leyes, Simplemente, debido a la naturaleza del sistema, los
errores iniciales aumentan y por lo tanto la prediccidén es
limitada, Recientemente, las ideas de las Teorias de Caos y de §.D,
han sido aplicadas a modelos que describen fluctuaciones del clima
y transiciones entre las edades glaciares (Nicolis,1987; Tsonis and
Elsner,19688). Esos estudios muestran, en la extensa banda de
estructuras del espectro de los datos climaticos observados, la
presencia de atractores cabdticos no peribébdicos, Los atractores son
sensibles a las condiciones iniciales, de acuerdo con la
impredictibilidad de los sistemas climiticos (Lorxenz,1965).

La evolucidén de un sistema se puede estudiar de dos maneras
diferentes: o bien se tienen las ecuaciones matemdticas que lo
describen o se cuenta con una serie de datos, Si la descripcién
matemitica de un sistema es dada, el numero de variables se conoce
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y la generacion del espacio de estado y del atractor es directa
(Morales-Acoltzi y Adem, 1994) . En este trabajo de investigacién no
se dispone de la formulacién matematica precisa, para el caso de
las estaciones climatolégicas se cuenta con las series de datos de
horas-calor y de una serie deterministica dependiente del tiempo.
Ahora bien, es conveniente reemplazar al espacio de estado por el
denominado espacio de fase. El espacio de fase de un sistema se
obtiene al considerar como coordenadas a una sola de las variables
y a sus respectivas derivadas que lo describen, El empleo del
aespacio de fase se justifica fisicamente porque el registro de una
sola variable del tiempo es el resultado de la interaccidn o
interrelacién de las restantes variables del espacio de estadoc que
determinan la evolucidén de un sistema. De esta manera no se pierde
la informacion de la dindmica del sistema pues estid incluida en
cualquier variable observable.

En meteorologia la variable elegida para representar al
espacio de fase puede ser la velocidad vertical del viento, 1la
temperatura, la presién, etc. Para justificar, matemiticamente, el
cambio del espacio de estado al espacio de fase.Primeramente,
supongase que el espacio de estado de un sistema esta representado
por N diferentes variables (coordenadas) todas distintas x,
i=l,...,N, de tal forma que a un tiempo inicial "t)" estara
descrito por el vector X =(x,(t.),x,(t),...,x,(t,)) en el espacio de
estado. Posteriormente, se considera la evolucién (con el tiempo)
del sistema empleando ecuaciones diferenciales ordinarias que
describan los procesos que la determinan, Esas ecuaciones pueden
ser transformadas convenientemente a un conjuntoc de N
ecuaciones diferenciales de primer orden.

Xy=Ey (%) X0y Xyy o000 Xy) 1151, .. N (3)

Derivando sucesivamente una de estas ecuaciones, todo el
sistema puada ser sustituido por una sola ecuacién altamente no
lineal de N-ésimo orxden. Por ejemplo, si se deriva a la primera
(i=1) resulta que:
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Xlf 0 X Rk x0T (4)
Entonces sin pérdida de generalidad de la dindmica del

sistema, el espacio de fase queda deserito por

’ o N-1
(X0 X Xy oo X))

¢ bien por

X &y Ry xd) (5)

donde solamente aparece una variable y sus derivadas.

En este trabajo se dispone de series de datos discretos de una
variable del tiempo (las horas calor) y la correspondiente al caso
logistico , en lugar de una variable continua x(t) y sus derivadas.
La variable discreta x(t) y sus cambios sucesivos por un parametro
vg" de retraros en el tiempo (tiempo de auto correlacién o escala
de macro tiempo) sera suficiente para identificar a los atractores
en la evolucidén de esa unica variable. Uno puede pensar que al
realizar un corrimiento de una serie de datos discretos,
dependientes del tiempo, es andlogo a la diferenciacidn de series
continuas de tiempo. Por lo tanto, para la unica wvariable
observable x(t) se puede definir totalmente al vector X(t) por
medio de sus coordenadas [x{t+s), x(t+2s),...,x(t4Ns)] en el
espacio de estado, Este procedimiento permite obtener las
coordenadas del espacio de fase el cual muestra la dindmica del
sistema a partir de la observable x(tj. Con tan sélo las series de
tiempo de esta variable en el espacio de estado, muestreada a
intervalos iguales de tiempo, se pueden determinar la dimensién de
los atractores, los coeficientes caracteristicos del flujo y los
pedazos de trayectorias independientes que evolucionan sobre
ellos. Otra caracteristica importante del espacio de fase es que
las coordenadas deben ser linealmente independientes lo cual se
logra ain para tiempos de retrazo mayores que "3" ya que en este
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caso los datos se vuelven no correlacionados y la serie tiende a

cero,

También se utiliza el concepto conocido como informacién mutua,
que mide la dependencia GENERAL de dos variables; por lo tanto,
éste proveé un mejor criterio para la seleccioén de "s" que la
funcién de autocorrelacién.

Existen algunos algoritmos que permiten obtener de una manera
aproximada la dimensioén de un atractor, a partir de series de
tiempo de una sola variable. Como ejemplos podemos citar el
algoritmo de conteo de cajas (Mandelbrot,1983), el algoritmo del
vecino cercano (Badii and Politi,1985) y las denominadas Redes
Neuronales (Waelbroeck et al, 1994). Esta Ultima metodologia fué
aplicada con 19 neuronas para la estaciéon TLAXCALA y los resultados
que se obtuvieron se tomaran de testigo para nuestros resultados,
en el caso de las series de tiempo observadas. El algoritmo que
emplearemos en el desarrollo de este trabajo consiste en efectuar
un andlisis estadistico de la distancia entre pares de puntos
contenidos en el espacio de fase (Grassbergerv and
Procaccia, 1983,1984), que permitira estimar la dimensién de los
atractores y la divergencia de los pedazos de trayectorias que los
envuelven o contienen,

Sean X,(t,) y X,(t,) dos puntos en el espacio de fase m-
dimensional cuyas coordenadas retrazadas en el tiempc estan
descritas por las siguientes expresiones

Xm(c‘()=(x(t1) cx{tpes)  x(6;428) .0, x{E+ (m-1) 8) ]

Xa(ty) =[x(ty), x(trm), x(t428), 0. ., x(t;+ (m-1) 5)] (6)

Usando norma Euclidiana,la distancia d,,(m) entre ambos puntos, la
cual depende de la dimensién m del espacio de fase, esta dada por

dyy(m) =[X,(t,) -X, (t;) | donde [t,-ty)>s (1
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Ahora bien, Hao Bai-Lin (1989) propone que la distancia entre
ambos puntos (vectores) resulta igual a la distancia maxima que
existe entre las respectivas componentes. Por lo tanto

dyy(m) =max (X, (t,) -X,(t;))  donde ti~ty>s (8)

la cual se debe probar para todas las componentes desde 1 a m, Esta
propuesta de Hao Bai-Lin es aplicable para un gran nimero de datos
del orden de 3000 en adelante, en cuyo caso se debe usar el método
de informacién mitua para realizar los corrimientos (Fraser and
Swinney, 1986).

De esta forma el nimero total de parejas de puntos N, (r) cuyas
distancias son menores que el limite "r" elegido previamente, se
determina formalmente por la siguiente expresioén

N, (1) =A)N: h{r-dg;(m)) (9)
i
donde h es la funcién de Heaviside con
hir-dg;(m)) =1 si (r-d;;(m)) >0 (10)
h(r-d;;(m)) =0 si (r-d;(m) ) <0 (11)
Como N representa el numero total de puntos en el espacio de estado

entonces la funcién de distribuciéon acumulativa C,(r) se normaliza
por el total de los N pares de puntos

N, (1)
N2

Cplr) = (12)
La funcion de distribucién representa al nimero medio relativo de
puntos contenidos en un elemento de volumen m-dimensional o esfera
de radio r que rodea a cada punto o estado de la trayectoria X(t)
en el atractor, Si se incrementa la distancia limite r,el nimero
C.(r) de pares de puntos también se incrementa, y ademas C,(r)
cambia de forma al incrementar la dimensién contenedora m. Cuando
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el nimero de puntos (N) tiende a infinito (nosotros investigamos
con un minimo de 732), la funcién de distribucion permite
determinar:

a) la dimensioén de los atractores, y

b) la divergencia de las trayectorias que envuelven al atractor lo
cual equivale a poder predecir deterministicamente la evolucioén del
sistema (Klaus, 1987).

Cuando N tiende a infinito un atractor descrito por la
trayectoria X(t)=[x(t) ,x(t+s),x(t+2s),..,x(t+(m-1)s)] evolucionando
en un espacio de fase suficientemente alto dimensionalmente (m-=).
Tiene una dimensién (de acuerdo a (1)), a la que denotaremos por d,,
que permanece invariante en escala con la funcién de distribucion
a cumulativa (12) de parejas de puntos sobre la trayectoria. Por lo
tanto cuando r tiende a cero, resulta que (ver fig.4 y Ec.l)

Colr)er® (13)

El exponente de escala d, o dimensién de correlacién del atractor
para el espacio m-dimensional se obtiene despejandolo de (13)

_Lnlc,(r)]

Lnr (14

2
de esta forma, d, se deduce a partir de la pendiente lineal de la
funcién de distribucién acumulativa en un diagrama de Lnr contra
In[C,(x)].

Para series de tiempo ararosas no hay correlacidén espacial en
cualquier dimensién contenedora m y de esta forma no se observa
saturacion en el exponente d,. La ecuacién (14) requiere de un gran
nimero de puntos debido a que la dimensién contenedora m debe ser
suficientemente alta {(m mJ)para que el atractor quede contenido en
el espacio de fase de /m,coordenadas de tiempo recorrrido, De esta
forma, la dimensidén (d,) del atractor se obtiene como un valor de
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saturacién d. que no varia aunque se agreguen mas coordenadas al
espacio de fase que lo contiene, lo cual se cumple si las
pendientes de las distribuciones acumulativas permanecen

constantes.

3.1 COEFICIENTES DE LYAPUNOV

Se sabe que un sistema es estable si al sufrir una pequefia
perturbacién, sus trayectorias atravez del espacio de fase cambian
muy poco de lo que pudieran cambiar por otras causas. El matemiatico
ruso Aleksandr M. Lyapunov se dio cuenta que un simple nimero puede
ser usado para representar el cambio originade por una
perturbacién, Se divide el tamafio de la perturbacién de un sistema
en un instante por sus perturbaciones en un momento anterior. Este
mismo calculo se efectla en varios intervalos de tiempo vy
promediando los resultados se obtienen unas cantidades conocidas
como los coeficientes de Lyapunov, las cuales describen el cambio
promedio de un sistema al estar sometido a una perturbacién.

Los coeficientes de Lyapunov definen caos en términos de la
sensibilidad de las condiciones iniciales. Si el estado inicial de
un sistema (X,=X(t,)) en el tiempo t, sufre un cambio
infinitesimal (0X,) ,sus desviaciones {§X)cambian exponencialmente con

el tiempo t=t,#ms, incrementdndose por m pasos de tiempo de

duracién s:

bx=bX,exp (Lms)

por lo tanto

L=d/dt (LndXx)

existe y es denominado el mayor de los coeficientes de Lyapunov.



Otros exponentes de Lyapunov surgen para otros valores
iniciales de(8X,) . En la férmula anterior L representa la razén
do separaciédn(por unidad de tiempo) de los pedazos de trayectoria

que inicialmente pasan cerca de X;.

Si el L < 1 la perturbacién termina y el sistema es estable, Si
1=0 el sistema es conservative. Sin embargo, si L > 1 la
parturbacién crece, el sistema se vuelve inestable y los pedazos de
trayectoria divergen exponencialmente. Los sistemas llamados

caéticos son aquellos que tienen un coeficiente de Lyapunov mayor’

que la unidad y son siempre inestables. Esta es la raiz de la
impredictibilidad de estos sistemas.

El concepto de los coeficientes caracteristicos de Lyapunov
(L), para trayectorias en un espacio de fase m-dimensional, pueden
ser caracterizados como la razén exponencial media de la
divergencia de trayectorias encerradas, inicialmente, dentro de un
esfercide o de un elemento de volumen contenidos en ese espacio. L
toma uno de los N valores L,,L,,...,L, (Eckmann and Ruelle,1985),
los cuales en general son mayores que la unidad, y ademis

LyrLy>. o vLy (15)

Asi, los coeficientes de Lyapunov caracterizan las expansiones o
contracciones, en las diferentes direcciones, da los elementos de
volumen en el espacio de fase. En general,la raxdén de crecimiento
exponencial de un vector infinitesimal X(t) en el espacio de fase
m-dimensional esta dado por el mayor (L,) de los coeficientes de
Lyapunov; la rardn de crecimiento de un elemento infinitesimal de
supaerficie esta dado por la suma de los dos mas grandes
coeficientes caracteristicos L;+L,; en general, la razén de
crecimiento de un N-ésimo elemento infinitesimal de un volumen esta
dado por la suma (XL;=LW)5 +L,+...4L, de todos los N eigenvalores
o coeficientaes caracteristicos de Lyapunov (Lichtenberg and
Lieberman, 1983), Para un elemento de volumen de un sistema
conservativo ;M=0 ; para un sistema disipativo el volumen se¢
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contrae y L¥«q, Por otro lado, para un proceso Browniano [ (% :e
porque el volumen se expande infinitamente por movimiento
estocistico.

Cada coeficiente positivo describe una direccidn en la cual el
gistema realiza ensanchamiento o divergencia de estados vecinos
correlacionados. El término mayor del desarrollo de un sistema dada
la condicién inicial X,(t,) no puede ser predicho. Estas son
caracteristicas de un sistema cadtico que depende sensiblemente de
las condiciones iniciales. Cada coeficiente caracteristico de
Lyapunov positivo L;> 0 contribuye a la divergencia o expansién de
un elemento de volumen, contenido en un espacio de fase, alrededor
del estado inicial X, (es decir en un estado inicial del tiempo);
su suma define una razén de crecimiento exponencial h de pequefios
errores iniciales

hiX,) =XL, con Ly > 0 (16)

Yy proveé una medida cuantitativa 'de predictibilidad
(impredictibilidad); también describe la expansién de un elipsoide
infinitesimal para el cual solamente las componentes divergiendo
(L, > 0) en los ejes principales, contribuyen. El valor reciproco,
1/h, denota una medida de escala de tiempo sobre la cual la
predictibilidad deterministica puede ser posible; esto caracteriza
en un tiempo medio la expansién volumétrica exponencial de un
sistema dinémico dentro de un espacioc de fase.

3.2 COEFICIENTES CARACTERISTICOS PARA UNA DISTANCIA LIMITE FIJA

Dentro de un espacio de fase m-dimensional de coordenadas
recorridas durante (m-1) pasos del tiempo, se encuentra un estado
X, (t)=[X(t,) , X(t,;¢n),... ,X(t;+(m-1)s)] el cual define un punto de la
dindmica original alrededor del cual se puede construir un
aesferoide m-dimensional de tamafio r que rodea al estado X.(t,).
Existen otros estados, como el estado
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Xt =[X(t)) ,X(ty+s),...,X(t;+(m~1)8)], que definen a otros puntos
de otras trayectorias (fig.6), los cuales permanecen juntos a una
distancia menor que r durante los (m-l) pasos del tiempo. La
funcidén de distribucién acumwlativa C,(r), permite determinar el
nimero relativo promedio de parejas de pedazos de trayectorias
contenidas dentro de una distancia menor que r durante el tiempo
{m-1)s que duxa la evolucién del sistema, Pero como parten a
diferentes tiempos, se deben realizar los promedios sobre cada uno
de los puntos (estados) del atractor.

Para una distancia limite fija x, todo incremento en la
dimensién contenedora desde m a m+l, implica que los pedazos de
trayectoria se prolonguen por un paso de tiempo s desde (m-1)s. Con
1a nveva funcién de distribucién acumulativa C,, se determina el
valor promedio (disminuido) de los pedazos de trayectorias que
permanecan dentro de los esferoides de radio r, los otros pedazos
han quaedade fuera (fig.6). El1 cambio de las funciones de
distribucién acumulativa de C, a C,, 0 la variacién en los pasos de
tiempo de (m-l)s a ms proporciona una medida de la razén media de
la divergencia (escape) de los pedagzos de trayectorias vecinas
sobre el atractor. Lo cual se identifica con los coeficientes
caracteristicos de Lyapunov (Klaus, Fraedrich,1987). Por este
motivo es necesario deducir una ley de invarianra de escala
(scaling) de la funcién de distribucién acumulativa de distancias
C.{r) con los coeficientes de Lyapunov (h(X,) =L, conL;>0).

Durante (m-1) pasos del tiempo s, la probabilidad de que un
gran nimero de pedaros de trayectoria divergiendo permanezcan
atrapadas deantro de un elemento de volumen o esferoide (en una
distancia limite < r) disminuye de manera proporcional a la
expancién (divergencia) a lo largo de los ejes principales
(aquellos que divergen, L, > 0). Es decir, exp(-L,ms). De manera
concordante, el nimero relativo promedio de parejas de puntos C,
cuyas distancias d, son menores que el limite fijo r, decrece
proporcionalmente a: C;= exp(-msl,); expl~msL,),... = expl~
ms (Ly+L+. ..) I= exp(~msh) . Resumiendo



=26~

Xmikts)

YAVS

Yayd

L Xm(tii2s)

Xmij+28)

FIG.6 . ESFERAS DE RADIO r CENTRADAS EN Xm(tf), Xm(fi+s), Y Xm(1i+25).
DONDE : 4[Xm(t)), Xm(t))Cr , d(Xm(ti+s), Xmt+s))< v,
d (Xm(ti+25), Xon(tj +25))Cr etc.
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C,=exp (-msh) (17)

De igual forma, la probabilidad para que los pedazos de trayectoria
muestren divergencia lejos del valor limite £ijado durante el
siguiente paso de tiempo s decrece proporcionalmente a exp (msh).

Como ya se vio anteriormente, h es una medida cuantitativa de
predictibilidad promediada sobre todos los puntos del atractor, y
describe la expansién o divergencia media de pedazos de trayectoria
de longitud ms.

3.3 COMBINACION Y METODO DE- ANALISIS

La combinacién de las proporcionalidades (13) y (17) conduce
a la siguiente ley de invarianza de escala de la funcién de
distribucién acumulativa de distancias C,(r):

C, (1) =x “exp (-msh) (18)

En esta ley se acoplan la razén promedio de creacién de informacién
o reduccion de predictibilidad con la suma h (con L>0) de los
coeficientes ca;actaristicos de Lyapunov,

Las pendientes obtaenidas en los diagramas LnC.(r) contra Ln(r)
pueden emplearse para predecir sobre los atractores contenidos en
el espacio de fase de coordenadas recorridas en el tiempo, siempre
y cuando la dimensién contenedora m sea suficientemente alta
(tiende a infinito ,m>m, ) . Al haber un incremento k en la
dimensién contenedora, para una distancia limite f£ija r, la nueva
funcién de distribucién (de acuerdo a la ec.(18)) adquiere la
siguiente forma

Gt (2) =1 %exp [ - (m+k) sh)

con lo cual
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Cnlr)

Ln
Cooi ()

=ksh

por lo tanto

h=-LLn Cnl1)

ks 1) (19)

Como ya se dijo anteriormente, el reciproco (1/h) de la suma
de los coeficientes caracteristicos de Lyapunov o divergencia
media, proporciona una medida de la escala de tiempo dentro de la
cual es posible predecir; esto permite determinar, para un cierto
tiempo, la expansién volumétrica exponencial de un sistema
dindmico. Ahora bien, el limite fijo r se debe seleccionar de tal
forma que se cumpla la relacién ch(r)=r¢, lo cual implica que en
un intervalo de Ln(r) las distribuciones relacionadas Ln[C,(r)]
pueden ser aproximadas por lineas rectas de igual pendiente.

La busqueda de atractores en el tiempo es conducida por el
deseo de investigar la complejidad observada en la atmébsfera. La
Teoria de Caos proporciona nuevas herramientas para realizar
justamente eso, Una formulacién matemitica exacta de los procesos
atmosféricos no ha sido desarrollada, por lo tante las variables
obsexvables, que varian con el tiempo, son consideradas en la

busqueda de atractores para los procesos atmosféricos, Sin embargo,

la carencia de datos, para largos periodos de tiempo, causa alguna
incertidumbre acerca del valor estimado de la dimensién de los
atractores. Tal ver con nuevos y mis aeficientes algoritmos, que
permitan extender el analisis a escalas de tiempo muy corto, se
tendrd cuidade de tales limitaciones (Ver Essex, Lookman and
Nerenberg,1987) . En este punto, aunque existan o no atractores en
el tiempo, se sabe que los estudios empiricos indican la existencia
de atractores de baja dimensién que pueden estar presentes en las
condiciones atmosféricas de cada regién,
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IV.ANALISIS DE DATOS

En el presente trabajo se analizaran dos tipos de series de tiempo:

a) Series de tiempo observadas: para las estaciones climiticas de
Atlanga y Tlaxco

b) Series de tiempo deterministica: generada con el modelo
logistico, para b=3.9999 y x=0.66

4.1 SERIES DE TIEMPO OBSERVADAS

El estado de Tlaxcala nos muestra un ejemplo tipico de un
sistema de clima tropical semi-cerrado: Es un gran valle rodeado
per una coordillera montafiosa la cual, casi , lo aisla de sistemas
externos que puedan influir internamente en el comportamiento del
clima y el tiempo. También muestra un microclima que manifiesta
patrones de lluvia aparentemente impredictibles que son tipicos de
climas tropicales. Una cuestidén importante es saber si en tales
climas tropicales se manifiesta un sistema fundamental
deterministico cadtico, lo cual implicaria algin grado de
predictibilidad; o bien, que la din&mica es estocdstica (o caética
con un atractor dimensionalmente alto), y por lo tanto ciertamente
impredictible.

A £in de resolver esta cuestién se examinaron series de tiempo
registradas durante 6 afios en el Observatorio meteorolégico
central del Estado de Tlaxcala. Dos de las variables registrardas-
desde 1988 a 1993- fueron las temperaturas miaxima y minima, La
incidencia de errores detectables en los valores y la carencia de
datos, en forma combinada, dan un total del 0.0l % de error en los
datos del conjunto. Los errores en los datos se podrin corregir
cuando se suponga algun valor original, o cuando sean reemplazados
por el promedio estacional de todos los valores restantes
{(incluyendo las omisiones), a £in de minimizar estos efectos en la
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aplicacidon del método.

En las estaciones climatolégicas de ATLANGA y TLAXCO, en el
Estado de Tlaxcala (ver Mapas 1A y 1B), se registran cada 24 horas
(a las 8 A.M.} los valores de algunas de las variables
climatolégicas entre las cuales se encuentran la temperatura
ambiente, la evaporacién, la precipitacitn, la visibilidad, la
nubosidad, la direccién y magnitud del viento, etc. La variable
elagida en este trabajo fué: las horas calor, para seis afios, de
1988 a 1993 para los meses de marzo, abril, mayo y junioc., Las
horas calor se obtienen restando a la temperatura mixima la

temperatura minima

Hcalor -~ TmAx -~ Tmin

lLas estaciones climatolégicas de Atlanga y Tlaxco se
encuentran separados una distancia aproximada de 10 EKm., y a una
diferencia de alturas (con respecto al nivel medio del mar) de
aproximadamente 40 metros. Ademis, en la Estacién de Atlanga existe
un cuerpo de agua (laguna) permanente que influye notablemente en
los cambios meteorolégicos de la zona. Por ejemplo, en Tlaxco se
registran, en promedio, 50 heladas por afio mientras que en Atlanga
el promedio es de 100 heladas por afio {(ver Tabla 1)}, lo cual
determina una diferencia del 50 % . El periodo de heladas se
manifiesta, en ambos lugares, de enero & junio, mientras que
algunas heladas inesperadas se presentan de mayoc a agosto,

El periodo deo estudio que se selecciond (de 1988 a 1993} fué
para los meses de marzo, abril, mayo y junio, precisamente porque
la fecha de inicio de la temporada de lluvias, en las diferentes
regiones del Estado de Tlaxcala, estd comprendida en ese periodo,
En este trabajo se aplicdé la Teoria de Sistemas Dindmicos a la
serie de datos de horas calor (Hcaloxr) para determinar:

a) la dimensién y el tipo de atractor
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ATLANGA
MES | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992
Enero 27 27 28 28 22
Fb | 10 @ s 122 T3 11|,
Ma | 9 [ 26 [ 12 |12 |5 R
TSN I BT AR NN A AN
My | 0 | 5 0 |6 I M
S | 0 1 0 10 |G R o
S| 0 |0 | u | 0 b
Agos. |0 |0 1o o oAl
Sp. 1 1 1 0 11 |0 10 0
TN S A N ¥ 2 I )
Nev. | 26 | 17 1 18 | 22 | 3
Die. | 27 | 23 | 29 | 2 | 22
Anual | 117 | 144 | 107 | 115 | 81 |564] 113
TLAXCO
MES | 1988 | 1989 | 1990 | 1991 | 1902
B | 12 | 156 |1 |15 |3
Feb. | 4 16 19 17 17t
M, |0 12| 4 I ) P
(wr. |0 |5 T L o JofR
Msy, | 0 [ ) 0 i 0
S, ] 0 0N M) T 1o Jr| M
[, 0 7 10 (T 0 E
[Ags 0 0 T [0 o Jaf?
Sep. | 0 [ 0 | o
Ocl. | 0 7R 3 3 11,1 °
Nev. | 28 | 8 1 ¢ | |2
Dic. | 1 | 12 [ v | u | 19
Amal | 61 | 75 | 41 | 81 ]| a7 |27 88

TABLA 1: NUMERQ MENSUAL, ANUAL Y PROMEDIQ ANUAL DE HELADAS
PARAEL PERIODO 1988-1992, PARA ATLANGAY TLAXCO
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b) el limite de predictibilidad sobre el atractor.

En primer lugar, se obtuvieron directamente de las estaciones
climatolégicas de ATLANGA y TLAXCO, los registros de las
temperaturas miaxima y minima, en los periodos antes mencionados. A
continuacién se realizd el correspondiente calculo de las horas
calor (Apéndice 1), que constituye la serie observada (So) para
este trabajo, 1la cual corresponde al primer eje coordenado
(dimensién uno) .

En segundo lugar, se procedio a obtener los corrimientos de esta
serie para crear cada uno de los sigulentes ejes coordenados, si la
correlacién entre los corrimientos es adecuada (uno por cada
dimensién adicional). Esto ultimo se efectia de la siguiente
manera: Supéngase que los valores de la obhservable, que se
obtuvieron cada 24 horas, se representan por la serie
X,,X; /X3, ...,X,. Entonces, el primer corrimiento (SoR,) que
representa al segundo eje, se obtiene de la observable eliminando
al primer valor (X,); esto es cierto porque para el siguiente dia
(tiempo de correlaciéon 5=24 horas) los valores empiezan con X,, Y
SoR, tendrad como serie de datos a X:/X:/Xi...,X,. De igual forma
el segundo corrimiento (SoR,), que representa al tercer aeje (se
obtiene eliminando a X, y X, de la serie observada) tendré como
serie de datos a X, X, X,,...,X,. Este procedimiento se realiza
hasta la dimensién m-ésima permitida por el banco de datos,
Resumiendo:

So SoR, SoR, SoR, ...
xl xz xg x‘ v e
X, X, X, X,
X, X, b X,

xn le 1 xno 2 x,,‘ )
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En tercer lugar, se construyeron los puntos coordenados (con
la correlacién de los datos de la serie observada) para dos
dimensiones (2D), tres dimensiones (3D), cuatro dimensiones (4D),
asi hasta la m~ésima dimensién para poder encontrar las dimensiones
de los atractores como valores de saturacién de d,, los cuales no
camhiaban aunque se agregaran mis coordenadas al espacio de fase
contenedor. De esta forma, los puntos de coordenadas para cada
dimensién se obtienen de la siguiente manera:

2D 3D 4D, e .
P, (X,,X,) P, (X,,X,,X,) Py (Xy Xy X, X)) oo e
P, (X;,X,) P, (X,,X,,X,) Py, Xy X0 Xe) oot RN
P, (X,,X,) P, (X,,X,, X;) Py (X, X, X Xe) orvnnn . e
Pn-l (xn-l ! xn) Pn-! (xn-Z' xnd Ixn) Pn-: (xn-alxn-z ! xn.l /xn) ----- RN

Como podra observarse para dos dimensiones el i~-ésimo punto se

encuentra por medio de la expresién Pi(X, X1/ para tres
dimensiones | Y £.I0 SNPS FPI N para cuatro dimensiones
P, (X, X1, X,;,X,,,); etc.,donde i=1,2,3,...,n. De igual forma se

deduce que la Ultima coordenada de cualquier punto P; esta dada por
la expresién X -

En cuarto lugar, se calcularon las distancias existentes entre
todos los puntos que se formaron con los datos observados para cada
una de las dimensiones (2D,3D,...,mD). Para ello se empleo norma
Euclidiana, ain cuando también se puede emplear el métode sugerido
por Hao Bai-Lin (Ver Ec.(8)) el cual considera que la distancia
entre dos puntos cualesquiera resulta igual a la distancia mixima
que existe entre sus respectivas componentes,

En quinto lugar, se obtuvieron las correspondientes funciones
de distribucién acumulativa (Ec.(12)) para cada una de 1las
dimensiones [Ca(X),Cyp(x),...,Culx)). EI1 valor limite r se eligib
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de tal forma que se ocbservara de una manera clara como estaba
variando (generalmente aumentando) el nimero de puntos contenidos
dentro de los cesferoides m-dimensionales al ir aumentando la
resolucidn del radio, hasta que todos los puntos quedaran dentro de
esos esferoides, Los valores de los radios que se emplearon, para
cada dimensién, se fueron incrementando de 0.001 en 0.001. También
se reocalizaron experimentos con grano mayor , es decir, con
incrementos de 0.01, de 0.1, de 0.2, de 0,25, de 0.5 y de 1 en 1;
obteniéndose resultados semejantes.

En sexto lugar, se trazaron las graficas de Lnr contra LnC,(r)
para obtener el ajuste de rectas, que permitid determinar la zona
de invarianza de escala (scaling) de la funcién de distribuciédn
acumulativa (Ec. (18)).

En séptimo lugar, para ambos casos, series de tiempo
observadas y serie deterministica, se trazaron las gréaficas de
nimero de coordenadas contra pendientes para obtener la dimensién
de los atractores correspondientes.

En octavo lugar, para probar que se tiane un grado de orden en
las series de tiempo observadas, se tomb -para el caso de Tlaxco-
una muestra aleatoria del tamafio de la serie,y se le aplicd la
misma metodologia.

Finalmente, considerando la regién de invarianza, se
determinaron los limites de predictibilidad,

También, se determinaron los espectros de potencia
correspondientes, con la finalidad de obtener informacidén del tipo
de comportamiento de las series de tiempo observadas,

4.2 SERIE DE TIEMPO DETERMINISTICA-MAPEO LOGISTICO

El biblogo Robert M, May estudio la dinamica poblacional de
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animales con el fin de describir los cambios de poblacién por
generacién. Para ello introdujo una funcién cuadratica (MAPEO
LOGISTICO) que ha sido muy estudiada(Betrami, 1987) y esta dada
por

x(t11) =bx(t) [1-x(¢t)]

donde b es un pardmetro que reproduce la influencia de las
condiciones climaticas, el alimento con el que cuenta la
poblacién,espacio disponible u otros aspectos similares, Por otro
lado X(t+l) representa el porcentaje de la poblacién que sobrevive
en cada generacién, Ahora bien, realizando un andlisis matemidtico
se demuestra que b y x(t) varian de acuerdo a los siguientes rangos

0<bz4

O<x(t) =1

En este estudio se considerd el caso especial: b=3,9999 y x=0.66,
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V. RESULTADOS

5.1 COEFICIENTES DE CORRELACION

5.1.1 Series de tiempo observadas

En la tabla 2, se muestran los coeficientes de correlacién
{tiempo de correlacion: s=24 horas) entre las coordenadas de Horas
calor para una primavera. Como puede observarse, en la diagonal
principal aparecen los coeficientes de correlacién de cada
coordenada consigo misma que obviamente deben ser igual a la
unidad. Los valores de los coeficientes de cualquier coordenada con
respecto a las siguientes muestran una sensible disminucién lo cual
garantiza que las coordenadas son linealmente independientes
(Klaus, 1987), ya que los coeficientes de correlacién son menores
del 10%. Para tiempos de correlacién mayores de 24 horas(48, 72,
96...) se puede demostrar la misma independencia lineal entre las
coordenadas. Por lo tanto, queda garantizado el empleo de estas
coordenadas para la construccion del espacio de fase,

§.1.2 Serie de tiempo determistica

En este caso, el analisis de correlaciéon demostré la misma
independencia lineal de las coordenadas del espacio de fase, al
realigar corrimientos de un sdlo paso de tiempo (generacién).

5.2 ZONAS DE INVARIANZA DE ESCALA

§.2.1 Series de tiempo observadas

En el apéndice 2, se muestran las graficas de LnC,(r) contra
Ln(r) para Atlanga, pudiéndose comprobar que al incrementar una a
una las coordenadas, la zona de invarianza de escala se alcanza
entre 12 y 16 coordenadas.

Asimismo, para la estacién de Tlaxco la zona de invarianza de
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TABLA 2: COERICIENTES DE CORRELACION ENTRE LAS COORDEMNADAS.
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escala se alcanza entre 11 y 15 coordenadas, permaneciendo casi
constante adin cuando se agreguen mds coordenadas.

En este apéndice aparecen el mismo tipo de graficas para una
muestra aleatoria de los datos de Tlaxco,grafica B. Sin embargo, en
este caso, no existe ninguna zona de invarianza de escala ya que no
se manifiesta paralelismo entre las diferentes curvas.

5.2.2 Serie de tiempo deterministica
Para este caso el comportamiento es muy sencillo, mostrando
rectas casi paralelas, con espacios de baja dimensién,grafica 9.

5.3 DIMENSION CONTENEDORA DE LOS ATRACTORES

a) Series de tiempo observadas

En la grAfica 1, se muaestra la variaci6n de las pendientes
contra el numero de coordenadas para la estacién de Atlanga, se
observa saturacién de la informacién porque, finalmete, la curva se
tiende horizontalmente, y su proyeccién de esta parte plana sobre
el eje vertical determina que la dimensién del atractor (en la zona
de invarianza de escala) se encuentra entre 10 y 11, mostrando su
caréicter fractal,

De igual forma, en la grifica 2, se muestra que para Tlaxco
la dimension del atractor de la serie original se encuentra entre
8 y 9. Este experimento refuerza los resultados obtenidos para la
dimensién de los atractores de cada estacién los cuales no son de
baja dimensién (como lo menciona gran parte de la literatura), ya
que la dinémica del sistema en estudio es el resultado de la
interaccién de la atmésfera-oceanos-criésfera(conjunto de hielo y
nieve) -continentes-biésfera, y ésto de acuverdo a las escalas
espacio-temporales que estén siendo registradas por la estacién y
la intensidad de su acoplamiento. En la grafica 2A, se muestra el
caso de Tlaxco aleatorio, para el cual no se minifiesta saturacién
de la informacidon, pues la curva muestra una pendiente constante,
por lo tanto no es posible determinar la dimensién de su atractor
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(si existe).

b) Serie de tiempo deterministica

En la grafica 2B, se muestra un valor de la dimensién del
atractor comprendida entre 0,9y 1.1, (este Ultimo valor resulta por
considerar mas de 5 coordenadas para su espacio de fase)., Que de
acuerdo a la teoria debe tender a uno., Lo cual representa una
prueba de la validez de la metodologia aplicada, asi como del
proceso de programacién involucrado.

5.4 LIMITES DE PREDICTIBILIDAD

a) Series de tiempo observadas

Aplicando la ecuacién 19, en la zona de invarianza de escala
para Atlanga (12D-16D), se determinaron los limites de
predictibilidad los cuales se muestran en la dltima columna de la
tabla 3. M se fija en 12 coordenadas y k se va variando de uno en
unc hasta cubrir la zona de invarianza de escala. El limite de
predictibilidad media tiende a 1.55 dias.

De igual forma, para la estacion de Tlaxco, en la dltima
columna de la tabla 4, se muestra el limite de predictibilidad
media que es de 1,52 dias.

§.5 ESPECTROS DE POTENCIA

a) Series de tiempo ohservadas

En la gréfica 3 sae muestra el espectro de potencias para los
datos de horas calor de 1988 para la estacién de Atlanga. Los
resultados muestran que existe una amplia banda de frecuencias
donde la potencia tiende a cero, lo cual implica que la serie tiene
un comportamiento caético.



-46-

3
tnr jtnCmyy) M DIFERENCIA | PREDICTIBILIDAD
COORDENADAS ENTRE (DIAS)
My M+K
1,906578| -17.4463 12
1.906578| -18.0655 13 1 1.6149
1.906578! -18.7173] 14 2 1.573
1,806578! -10.4252 15 3 1.6158
1.906578] -20.0985 16 4 1.509)
PROM.= 1,553 DIAS
TABLA 3, CALCULO DE PREDICTIBILIDAD PARA ATLANGA
[
Lnr  jnCm{r) ™ - DIFERENCIA PREDICTIBILIDAD
-+ | COORDENADAS ENTRE (DIAS)
1o . : My M+K :
1.857859] -16.1311 11 .
1.857850] -18.7773 12 1 1.6475
1,657850] -10.4378 13 2 1.6308
1,8578591 -20.1128 14 3 1.513
1,857859] -20.8003 15 4 1.498
PROM.=1.622 DIAS
TABLA 4./CALCULO DE PREDICTIBILIDAD PARA TLAXCO
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De iqgual forma en la grdfica 4 se presenta el espectro de
potencia para la serie de tiempo de horas calor para Tlaxco, para

cada afio y para el promedio, mostradndose nuevamente el caracter
cabtico de la serie.

Finalmente, en la grafica 5, se muestra el espectro de
potencias para la serie aleatoria de tlaxco. Pero a diferencia de
las anteriores, la potencia no tiende a cero, pero oscila en un
pequeiic rango donde se mantiene casi constante.
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VI CONCLUSIONES

a) Series de tiempo observadas
Para el caso de dimensiones bajas, no se encontraron
atractores, sin embargo, a partir de los datos obtenidos, para las
estaciones de Atlanga y Tlaxco, de la variable observable (Horas -
Calor) fué posible determinar:
~La dimensidén y tipo de los atractores
~El limite de predictibilidad
gue a manera de propuesta se discuten los resultados, con énfasis
en caracteristicas observadas,

La piupiedad fractal (no entera) que mostraron las dimensiones
de los atractores, son prueba del comportamiento irregular de la
evolucién de las Horas - Calor registradas diariamente, durante el
periodo de los seis aflos (1988 a 1993)analizados.

El radio del esferoide encontrado para Atlanga es de 6.7, el
cual resultd mayor que el de Tlaxco siendo éste de 6.4. Ademis, la
dimension del atractor para Atlanga se encuentra entre 12 y 16,
mientras que para Tlaxco esta entre 11 y 15, Estos resultados se
pueden explicar ya que, como se menciond anteriormente, Atlanga se
encuentra a orillas de un cuerpo de agua permanente (laguna) y
préxima a una cadena de montafias lo cual implica que la dinadmica
del tiempo en Atlanga tenga mis grados de libertad actives que los
que tiene Tlaxco, a pesar de que esta estacidén se encuentra a 10
Km. de la primera y sobre un terrenc plano ligeramente inclinado
hacia la laguna. Esta cavacteristica en la orografia permite
entender porque existen diferencias en el registro del numerc de
heladas. Ahora bien, siendo mayor la dimensién del atractor de
Atlanga con respecto a Tlaxco, se requieren mayor numero de

variables para describix la evolucidn del tiempo en Atlanga que en
Tlaxco.
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Sin embargo, analizando las tablas 3 y 4 se observa que el
limite de predictibilidad es menor para Tlaxco lo cual parece una
contradiccién con respecto al mayor nimero de grados de libertad de
Atlanga, pero esta ultima tiene mayor orden dindmico impuesto por
la inercia térmica de la laguna lo cual se verifica en los datos de
horas-calor, ya que en Atlanga existe mayor persistencia que en
Tlaxco.

EL concepto de persistencia es usado como un modelo, el mas
sencillo, para hacer prediccidon considerando que el valor actual de
la variable a predecir, permanece constante por un periodo igual al
tiempo de muestreo, es decir, se encuentran grupos de dos y tres
valores iguales.

Se puede obtener una predictibilidad media del orden de un
dia, para ambas estaciones, que concuerda con los resultados
obtenidos por Waelbroeck et al,(1994) para Tlaxcala capital, y
Klaus (1987).
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VII. COMENTARIOS Y RECOMENDACIONES

Es recomendable que este mismo trabajo se realice empleando
otras variables presentes en los cambios meteorolégicos de Atlanga
y de Tlaxco, para garantizar que con cualquiera de ellas se llega
a resultados equivalentes comprobando la validez de esta teoria.
También se sugiere emplear otras metodologias para el mismo
proposito come son: el algoritmo de la Caja Contenedora
(Mandelbrot, 1983), el algoritmo del Vecino Cercano (Badii and
Politi, 1985) y el método de las Redes Neuronales (Waelbroech et
al, 1994).

También se sugiere se maneje la Teoria de Informacién para
analirar las propiedades de independencia de las coordenadas
generadas por corrimientos, estudiando el comportamiento de la
informacién mitua entre dos series., Sin embargo, este método
requiere de mayor longitud en la serie de tiempo., Cuando se tiene
informacién con una longitud mediana, se presentan distribuciones
muy agudas, debiéndose aplicar operadores matemiticos de
suavizgamiento; y como el método de analisis de la dimensién del
atractor y predictibilidad es muy sensible, entonces no se debe
olvidar esta propiedad.

Para el caso de la serie deterministica generada con el mapeo
logistico, se ve que es necesario explotar este laboratorio
matemitico/computacional rice en comportamientos.
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GLOSARIO

ATRACTORES .- Son subespacios que atraen a todas las trayectorias de
un Sistema Dindmico Disipative. Un atractor es un subespacio del
espacio de estado formado por una coleccién infinita de
trayectorias periddicas estables, ninguna de las cuales predomina
en condiciones naturales,

CAOS.- El caos es un término que literalmente significa ausencia
completa de orden, el cual se emplea como sinénimo de irregular, de
impredictible, azaroso, etc.

COEFICIENTES CARACTERISTICOS DE LYAPUNOV.- Son cantidades que
describen el cambio promedio de la perturbacién de un sistema. Para
lograrlo se divide el tamaiio de la perturbacién en un instante de
tiempo por su perturbacién en un instante posterior. Ejecutandoe
esto mismo en varios intervalos, se promedian los resultados.

DIMENSION DE UN ATRACTOR.- La dimensién fractal es una medida de la
complejidad o irregularidad del sistema estudiado y proporciona un
estimado del nuimero minimo de variables para describir al sistema.
Un conocimiento completo del conjunto de dimensiones del sistema es
equivalente a una completa caracterizacién fisica del fractal,

ESPACIO DE ESTADO.- Un espacio de estado de un sistema se obtiene
al considerar como coordenadas a todas las variables (necesarias)
de un sistema que describan sus propiedades dinamicas de una manera
exacta.

ESPACIO DE FASE,- El espacio de fase de un sistema se obtiene al
considerar como coordenadas a las variables y a sus derivadas
temporales que lo describen.

FRACTAL.- Son formas geométricas autosimilares en el cambio de
escala que se caracterizan porque, al variar su escala tantas veces
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como se quiera, permanecan inalteradas obteniéndose estructuras
parecidas. Son conjuntos cerrados. Su dimension es mayor a su
dimensién Euclidiana.

SISTEMA,.- Consiste de muchas partes individuales que interactian
cada una con las otras.

SISTEMA DINAMICO.- Es un sistema que evoluciona con el tiempo y
cuando se conocen las condiciones iniciales que lo determinan, su
evolucién puede ser descrita por ciertas reglas o ecuaciones
matematicas,

TEORIA DE CAOS.- En la Teoria de Caos se define al orden y al
desorden generado por los Sistemas Dindmicos como el grado de
predictibilidad del sistema, La Teoria de Caos es considerada como
uno de los grandes descubrimientos del siglo XX.
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