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INTRODUCCION



INTRODUCCION, El material que compone esta tesis fue elaborado para

responder a la pregunta:

i Se puede o no definir una operacién en R" que tenga

propiedades siinilares a las que posee el Producto Vectorial en R? ?

Para el estudiante de ingenierfa que cursa la materia de Algebra Lineal en el
segundo sernestre de la carrera, esta pregunta no es trivial. De hecho, en esta materia,
es la inica operacidn que no puede concebir en R™, sino sélo en R3. La exposicién del
tema intenta ser transparente y emplea los conocimientos que posee todo estudiante
al término del primer aiio de la carrera. Se procede por induccidn y por analogia,
motivando cada resultado, con la intencién de proporcionar un material de cardcter

diddctico y no una simple exposicién de resultados.



Subyace también la idea de sustentar la tesis mds general de que el alumno de
ingenieria es capaz de realizar investigacion original en temas no cubiertos por las
asignaturas, Se quiere destacar la necesidad de incrementar la cultura mateindtica
del ingeniero, pues a sélo un lustro del siglo XXI no es exagerado afirmar que sus
conocimienlos matematicos no rebasan el estado de la matematica del siglo XIX. Y
es necesario, pues sélo asi se le preparard para la investigacion o en su caso, para in-

corporar a la industria los adelantos de la ciencia durante el ejercicio de su profesion.

i



1. GENERALIZACION DEL PRODUCTO VECTORIAL



1.1. EL PRODUCTQ VECTORIAL. Fl producto vectorial se le presenta al
alumno como una operacién que aplicada sobre dos vectores, b y ¢, en el espacio
tridimensional, entrega como resultado un tercero, a = b x ¢, el cual es perpendicular
tanto a b como a c. E'sta operacion se define normalmente en forma explicita para
el resultado, con observaciones que dependen del autor. El esquema general de estas

definiciones y sus observaciones se puede resumir como sigue:

Definicién 1 [Producto Vectorial]. Dados b = [ by by by ] ye= [ a ¢ 6 ]

en el espacio tridimensional, se define su Producto Vectorial b x ¢ como

bxe=| be—byey byey —biey biez - bicy ]

Qbservacién 1. Se puede reescribir este resultado mediante la base candnica i, §, k:

bg b3 . b] b:) . bl bT
bxc= 1- J+

G ¢ G [



Entonces se identifica la parte derccha de esta expresion con el desarroflo por cofac-

tores, a lo largo del primer rengldn, del siguiente "determinante”

wste simbolismo es tan ficil de recordar que en ocasiones se presenta, iucorrectarnente,

como la definicion del producto vectorial.

Observacidn 2. Si se quicre evitar el simbolismo anterior se nota que las compo-

nentes de b x ¢ escritas como determinantes

by by by by [ b b

bxec= -

C2 C3 ¢ ¢ 1 Q

pueden obtenerse del siguiente arreglo

by by by

G ¢

de donde se retira la i-€sima columna para obtener una matriz de 2 x 2 cuyo deter.

minante multiplicado por (—1)"*" es la i-ésima componente del producto vectorial.



La interpretacion geométrica es simple:

Figura 1

Las observaciones son importantes pues le dan al alumno una cierta nocién de
orden en una operacion de apariencia caética. A continuacion un ejemplo con los

vectores

entonces, segiin la definicion

bxe=10(0)-3(1) 3(0)-1(0) 1(1)—0(0)]=[-3 0 1]

o bien segin la primer observacion



y de acuerdo con la iltima

1 03 o003 1 03 1 00
- (-1 (=0 , (=)0

010 010 0090 010

03 13 1 0
bxe= - =[-—301]

10 00 01

por iiltimo se verifica que b x ¢ es normal tanto a b como a ¢

b-bxe=1(-3)+0(0)+3(1)=0

chxe=0(-+10)+0(1)=0

Después de asimilar la definicion y sus observaciones resulta natural preguntarse si
dados b,c,d € R* se puede definir una operacién ® bx ¢ x d ” cuyo resultado sea
ortogonal a b,c y d. Retomando la idea del determinante se hace la prueba con los

siguientes vectores

b=|1030

|
°=-0 } 00]
|

d={3 010



Yy s¢ propone

e € e €
030 130 100 103
1 0 3 0
bxcexd= =[1 00]e~|0 0 0eat]0 1 0]€~|0 1 0]es
01 0 0
010 310 300 301
30 1 0
103
10 01
=—lg 1 0les=~ +3 e4=~(l~9)e4=8e4=[0003}
01 30

301
resultado que a todas luces es ortogonal a sus argumentos.

Por analogia y de una manera mds general se escribe el "determinante”

e € € €

G €2 €3 €4

dy d; dy dy



que representa al vector

’)'1 b;] })4' b. [)3 b“ b] b') b.‘ ’)( bg ’)3
bxe d= g 3 |81l a3 o e+ e e 518 e e o5 | ®

dg (13 (14 (I] ll;) d.| dx (l-) ([4 dl dg (13

donde { e, €, e € } es Ja base candnica de R*; se sefiala que sus componentes

pueden obtenerse del arreglo

by by by by
& €3 €3 G4

dy dy dy dg

de donde se retira fa i-ésima columnna para obtener una matriz de 3 x 3 cuyo deter.

minante, multiplicado por (=1)**! es la i-ésima componentede b x ¢ x d .
Falta ver que efectivamente este vector que se ha representado por b x ¢ x d es

ortogonal a b,c y d. Para esto se calcula b (b x ¢ x d)

by by by by by by by by by by by by
b (bxc x d)= tp €3 €y b~ ¢ € ¢ b2+ [o S S T o7 b3_ ¢ € €3 by

llg d:i d.; d( (1’; d4 dl dg (1.4 d] dz d3



el lado derecho puede ser identificado como el desarrollo por cofactores de un deter-

minante con dos renglones idénticos

bi by by by
by by by by
b (bxexd)= =0

Cp C2 €3 C4

dx d') d;) d4

con lo cual se pricba la ortogonalidad de b con b x ¢ x d.
De la misma manera se encuentraquec L (bxexd) y d L (bxcxd).

Ya qute se ha tenido suerte en el primer intento, resulta atractivo pensar que da-
dos by, by, ..., b,_; € R es posible definir una operacién byxb;x +++ xb,_; tal que

byxbyx+++ Xbyoy L by Vi=1,...n~ . Esquemdticamente

Producto Generalizado

Subespacio de n-1 dimensiones

Figura 2



De nueva cuenta se escribe

€ e o gy

l)n-\,\ bn-l,’l bn-l,n

que representa a su vez el vector

bz - b by o byt
byxbyx.cexb, ;=] b e (=1 : e,
bn-l,? e bn—l,n bn-l.l v bn-l.n-l

donde { e, €, ', e } es la base candnica de R"; se sefiala que las componentes

de byxbzx -+ x b,_; pueden obtenerse de la matriz de orden (n — 1) x n

by bz oo b

. . .

.

l’n—l.l bn-l,2 e bn-l.n

al retirar la i-ésima columna para obtener una matriz de orden (n — 1) x (n - 1) cuyo

determinante multiplicado por (-1 )'“ es lai-ésima componente de by xb;x + -+ x bn_yq.
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Demostrar que by xbyx » o+ xb,y Lhy Vi=1,...n =1 no es dificil pues calcando

el procediniiento que se emplea en el caso de RY se puede prever que

bi: (byxbyx -+ x by.y) = =0 Vi=1l,...n~1

bn-l,l bn-l.? e bn—l.n

Ahora se hardn algunas precisiones

1. En estos ejemplos se ha preservado la notacion cruz (x) del producto vecto-
rial originahmente definido en R?, lo cual puede generar cierta confusion. Por
ejemplo, en R3 las expresiones bx (¢ x d) y (b x ¢) x d tienen sentido y por
lo general son diferentes, pero b x ¢ x d no posee sentido alguno; en cambio en

R! las dos primeras no tienen sentido y la iltima sf adquiere significado.

2. De lo anterior se desprende que al generalizar el Producto Vectorial éste pierde
su principal cari;cterfstica. precisamente la de ser un producto, entendido este
tiltimo como una operacién binaria. A esta generalizacion se le Hamard Producto
Vectorial Generalizado con el propésito de establecer su relacidn con el Producto

Vectorial, que es a final de cuentas su caso particular mds importante,
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3. Sobre la notacién se debe decir que la eruz (x) resulta adecuada cuando se
trabaja en R" con n > 3 pero deja un vacio para el caso n = 2. Para superar esto
se puede emplear la notacién de paréntesis cuadrados ||| que también es de uso
comiin en R3, Por ejeniplo, sean b = [ b b ] Y { e, € } la base candnica
de R?, entonces su producto vectorial generalizado serd (simbdlicamente):

bl=| "

= [ b b ] = b [b] = by (by) + by (~by) = 0
bl bg

1.2. EL PRODUCTO VECTORIAL GENERALIZADO. Con estos ele-
nientos se aventurara a definir una nueva operacién que se llamard Producto Vectorial
Generalizado para después comparar sus propiedades con las del Producto Vectorial,
Esta nueva operacién tomara n ~ | vectores de R” y dara cowmo resultado un vector,

también en R™.
Notacidn.- A lo largo de esta tesis se denotardn:

o Fscalares mediante letras itdlicas, n.
¢ Vectores mediante negritas, b.

¢ Productos interiores mediante paréntesis, (b;,bs), o bien by - by



12

Definicién 2 [Producto Vectorial Generalizado]. Dados n ~ 1 vectores b; € R" ,

n > 2, digamos b, = [ by big -

Vectorial Generalizado [by, by, - -

bl')

[bl, va"'ibn—l] =

bn-lﬂ oee

by e by

b } coni = 1l,..,n—1,se define su Producto

ybn-t] € R" como el vector

hl.n

bn-),n

bl.i-}-l e bl,n

___+(_l)l'+l et
bn-l.l tee bn-l.i-l bn-l.c’“ v bn-l.n
bl.l bl.n-—l
.“+(~.l)n+l e,
bn—!.l e bn—l.n—l

donde{ €, €, ‘-,

e, } es la base candnica de R",
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Observacién 3. Se identifica la parte derecha de esta expresidn con el desarrollo por

cofactores, a lo largo del primer renglén, del siguiente "determinante”

bn-l,l bn-l.‘l e bn-l.n

que se usard como recurso nemotécnico exclusivamente.

Observacién 4. Para evitar el simbolisino anterior se nota que las componentes de

[by, by, -+ by} pueden obtenerse del siguiente arreglo

by by Ba o b
by b3 by o by

bﬂ-l.l bn-l.‘l bn-l.S bn-l.n

de donde se retira la j-ésima columna para obtener una matriz de orden (n - 1) x

141

(n - 1) cuyo determmante mulitiplicado por (-1)'"" es la i-ésima componente del

producto vectorial,
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Observacién 5, Desde el principio de esta tesis se ha escrito al menos un deter-
minante por pdgina. Es mds, de acuerdo con la iltima definicion, cada coordenada
del producto vectorial generalizado es un determinante. Esta iiltima observacion es
importante pues se discutird brevemente cdmo Hegar n una expresidn compacta al aso-

ciar cada determinante con un producto interior. Se reescribe el Producto Vectorial

Generalizado mediante una sumatoria

by o b b e b
[bhbﬁy"'vbn—l]=Z(__l)i+l : H e;

”n-l.l bu—l.|~l bn—l.l’+l bn—l,u

¥ de nuevo se asocia el determinante de (n — 1) x (n — 1) con signo, con la expansidn

de un determinante den x n

0 - 0 1 0 - 0

by o o bicr b by o b

[b"b"‘""b""‘]=g by bgacy by b o by |®

bn-l,l bn—-l.:'l bn-l.r bn‘ 1a4) bw-l.nl



Es decir que la i-ésima componente de [by, by, ... by-i] estd dada por

(eiv [blvbh"'vbn—l]) = b?.l

bn—l.l i

" bn-l,i-l bn-l,l' bn—l.i+l v bn-l.n

Y se concluye

[bh b?y tee )bn—l] =E (eiv [bltbﬂn Ty bn-]]) €;




2. PROPIEDADES



Fl analisis de las propiedades es sugerido directamente por las propiedades del Pro-
ducto Vectorial. En este proceso se encontrard una relacion verdaderamente intima
entre ¢l producto vectorial generalizado, los determinantes y el producto interior. Se
destacard principalmente el Producto Mixto Escalar, una generalizacion del Triple
Producto Escalar, en donde se fusionan los tres conceptos y que sera fundamental
para los desarrollos; con éI se fortalecerd la tltima observacién y se verd cémo, de
sus propiedades, se siguen de una manera natural las del producto vectorial genera-
lizado. Cuando sea oportuno se ofrecerd una interpretacidn adicional en términos de
determinantes. Como introduccidn se revisaran las propiedades del producto cruz y

después, siguiendo la misma ldgica, las del caso general.



2.1. CERRADURA. Fsta propiedad estd establecida desde la definicion del pro-

ducto vectorial generalizado, pero arin asi se enunciard un teorema acerca de ella.

Teorema 1 [Cerradura]. Dados by,b,,...,b,_,€ R", n 22, su Producto Vectorial

Generalizado pertenece al mismo espacio n-dimensional
[bhb‘h' . |bn—l] eR"
Demostracion. De la definicion se desprende que
n
[bi,bs,+,but] =Y kie;
i=1

donde los k; € R son ciertas constantes. Por la propiedad de cerradura del
producto de un escalar por un vector se tiene que k;e; € R" y como la suma de

vectores posee también la propiedad de cerradura, se concluye que
[blv b!r Yy bn-l] € R"

con lo que queda demostrada la propiedad de cerradura del producto vectorial

generalizado. O
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2.2, ELPRODUCTO MIXTO ESCALAR. En el siguiente ejemplo se tienen

o]
oo

cuyo producto vectorial es ( segiin se calculé anteriormente )

los vectores

lb.01=[—3 0 1]
Ahora se desea el producto interior de éste con cualquier otro vector, por decir
S
su cdlculo es muy simple, a saber
(a,[b,e]) ==3(-3)+2(0)+3(1)=9+4+0+3=12

El hecho de emplear directamente el resultado de b, ¢] no aporta mucho al problema

planteado; pero si se intenta usar la siguiente expresidn que se maneja en el cdlculo



de [b.c]

se obtiene algo mas

-3 23
I3 10

(8,[b,c])='—3 -2 +3 =1 03
1o 00 01

0 to

Este resultado es interesante pues dice que es posible calcular un producto interior

mediante un determinante

-3 23
1 0 3|=1I2
0 10

Esta operacidn se conoce como Triple Producto Escalar, el cual se estudiard de una
manera mds general.

El Triple Producto Escalar se obtiene como sigue: dados u,by,b,€ R® donde
u =[ U Uz liy ] y bi= [ by bia b‘.’a] i = 1,2, el Triple Producto Fscalar

de los tres vectores esta dado por el producto intertor

3 3 3
(u, [bi,by]) =373 ui(ey, [br b)) (ei ;) =Y uiei, [by,by)) =

i=1j=1 =1



1 0 0 0 1 0 0 0 1
=l by by big | HUa) by big bia [Tl by b big [T

by bag bas by b3g Mg by b2 bya

([ iy Uz
=1by bz bia

by iz baa

donde se conjugan las tres operaciones mencionadas anteriormente en una sola

uy Uz ug
(ul[bhb')]):' b[,] b[,’) bl,J

by b2 bay

Otro ejemplo, ahora en RY, Se proponen de nuevo los vectores



cuyo producto vectorial generalizado estd dado por

030 130 100 103
[byedj=]1 o0 ofer—{0 0 0fea+f{0 1 0les—{0 | 0fes

010 310 300 301

de nuevo, su producto punto con a = [ -1 -3 2 3 ] puede expresarse mediante

un determinante

(a,[b,c,d)) =
030 130 100 103
1 0 30
==t 00t3oo0 0|t2jo 1 0-3f0o 1 0= =2
0 1 00
010 310 300 Joil
3 010
resultado que se puede verificar pues [b,e,dj= [ g ¢ ¢ 8!V

(a,[b,c.d]) = —1(0) - 3(0) +2(0) +3(8) = 24

Mis adelante se dara una interpretacion geométrica de esta operacion.

Para el caso general se procederd por analogia. Sean u,by,by,...,b,_;€ R"

n_>_‘2conu=[ul T “n]yb.-=[(,'._l big oo b.-,,.] i=1,...n-1 Se



reescribe el vector u como sigue

n
u= z ;e
i=l

y se procede a calcular ¢l producto interior

(o) -

)

by, - bl,i-l
n

= i uje; Z (-1)i#

Jj=1 i=1

by o bu-vicr bpeyin

by o by b

=3y )| T

j=li=1

bn-l,l v bn-l.i—l bn-l.H—l

by 0 biicr buip

=§": (-0™*) : :
i=1

bt o bacricl baonin

bl,iﬂ

.

ves

bl,n

bn-l.n—l

bl n

v baoran

bln

: €

bn—l,u-l

uj(ej i)

i

y tal como se hizo anteriormente, se identifica el lado derecho de esta expresién con
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¢l desarrollo por cofactores, a lo largo del primer renglon, del siguiente deterrinante;

uy uz v Uy

by by o by

. .
. B

bu—l,l ”n-l.‘l e bn—-l.n

fSrmula que servird para enunciar la siguiente

Definicién 3 [Producto Mixto Escalar], Dados u,by,b,,...,b,_;€ R, n 2 2, con

u =[ up Uz e Un ] ybi= [ biy big o+ bin ] i=1,...n ~ 1, se define su
Producto Mixto Escalar como el producto interior de u y [b,,b,,- o ,b,,-,] . ¢l cual

tiene la siguiente expresidn

oot ) = |

bn—l,l bn-—l.? 0 bn-l,n

Fl Producto Mixto Escalar puede interpretarse geométricamente ( gracias a que eg
un determinante ) como el volumen del "paralelepipedo” n-dimensional cuyas aristas
principales son los vectores u, by, by,...,b,_,. En el caso bidimensional se tiene el

area de un paralelograino:



Area

Figura 3
Y en el caso tridimensional se trata del volumen de un paralelepipedo

u
Volumen

/

/b

Figura 4

"Todo esto sin perder de vista el sentido geométrico del producto interior

(by, -+ buy]

cos§ (0) = ““H-“%;“'::E’Bn::'i

!ui['hlu"’uhn—l )
LI ey 1T

LN {by.....b, ,}

Figura 5
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Corolario 1. La definicion del Producto Mixto Escalar refuerza la ohservacion (5)
donde la i-ésima componente del Producto Vectorial Generalizado es un Producto

Mixto Fscalar

0 - 0 1 0 - 0

big o0 by b by o b

(€ [bi,bay ey bu]) =) by o by by b o by

bn-l.l bn—l,i-l bn-l,l' bn-—l,l'-“ ter bn-—l,n

y se concluye

[blv b?v °r ’vbn-l] =Z (eiv[bhb'ly' ty bn—l])ei

i=1
2.3. PROPIEDADES BASICAS. En este puato se dard un repaso informal a
ciertas propiedades del triple producto escalar y de ellas se deducirdn las propiedades
equivalentes del producto vectorial. Se empezard pues con la expresién del triple

producto escalar

Uy Uy Uy
(w, (b b)) =16, by bys

byt bay ba3



A continuacidn se manipula el determinante, por ejemplo, permmtando renglones

Hy U3 Uy Uy Uy Uy
(u b bof) = [y by bia | = 7| boy bip bag == (u,[by, b))

byt bz by by b by
1 (6mo se refleja esto en el producto vectorial?. Fs inmediato que

‘ [bhb')] =i (eia [bhbil)ei == 23: (ei’ [bhbl])ei == [bh bl]

y=1 i=1

Ahora se probara otra permutacion, por ejemplo

up Uz Uy by bz bia

(uv[bhb?])= bl" bl,’) blyg =Tl u uy uy =—(b1,[ll,b1])

by by by by baa bay

Fsta igualdad es (til en el siguiente caso

(uv [(pbl + qa) s b‘)]) =- (pb\ + qa, [“,bz]) =

2
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donde por las propiedades del producto punto y el resultado de permutar argumen-

tos se obtiene

= ~p(by,[u,by]) - q(a, [“» b)) =p(u, [bl-bzl) +q(u, [a, b2])

resultado que también pucde obtenerse de los determinantes pues

t Uy Uy

(u, [(pby + qa) bo]) =| pb, | + ga, pbya+qas phis+qas | =
ba, bia b

Uy Uz Uy Hy U Uy

=P{by by bia|t ey a1 a = p(u, (b1, by)) + ¢ (u,[a, by))

bay oy b3y by baa bagy

Esto se refleja en el producto vectorial de forma transparente
3
[(pby + qa), by} =3 (e;, [(pb1 + qa) b)) & =
=1

=§_5 {p(ei[by.by]) + g (ei, [a, by))} & =

3 3
=pY_ (en[br, b ei+g );: (ei[a,by]) e =
i=1 i=
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= p[bi, by} +¢[a,by]

Con este enfoque informal se ha mostrado la razén por la cual se le dié importancia
al producto mixto escalar.

Las propiedades que se consideran hdsicas son la permutacion de los argumentos y
la linealidad en un argumento. Como el Producto Mixto Escalar es a final de cuentas
un determinante, se aprovechan algunos resultados que se conocen de éstos, como es el
efecto de permutar dos renglones. Dos resultados inmediatos se tienen en el siguiente

teorema que se basa en la permutacion de dos renglones en un determinante,

Teorema 2 [Pernwtaciones-PME]. Dados u,by,b,,...,b,_,€ R*, n > 2, se verifi-

can la siguientes igualdades
( u,[bhb')v' v vbn-l]) =- (b» ) [bls" * abi-lyu; bl'-H" R bn-l])

(u?[bh'”abis "‘bjs"'|bn-1])=—(uv[bh"’tbj!"'abi\'"\bn—l])
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Demostracidn

iy Uy uy ove Uy

l’l.l l'l.z bl.:! bl,u

by bicia bisg o bioyg
( u, [bl|b21 N 'vbn-l]) =
bin  big by e by,

bivia gz bipia bivin

bu-l.l 5:--1.2 bn-l&l L bn—l.n

se permuta el primer renglén con el renglén de las componentes de b;

ba ba by e b,

by by by e by,

bicig bisig bz e by,
M " " b :—(bia[bh"'tbi-lvuvbi+l|"'0bn—ll)

Uy Uy Uz re Uy

bivia bipra bipys bis1n

bn-l.l bn-l.? bn-l.a *

’ bn—l.n




permutando el renglon de

y asi queda demostrada la prin

(uv[hh”'abia"'vbj)"')bn-l]) =

b)"l b("l bi 3

bﬂ-l.l bn-12 bn-m

\era afinmacion

bﬂ-l.y.

i Uy Uy

bia 5\.2 bys

bi.l bia b; 3

bin  bia b

buoty bn-1a bu-13
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_ En cuanto a la segunda

Un
o« bin
vt bi,n
bn—l.n

= "(uvlbls"')bjs"'abh"'vbn-—l])

b; con el de b;. O



De este resultado hereda una propiedad similar el producto vectorial generalizado

Teorema 3 [Permutaciones-PVG|. Dados by, by,...,b,_,€ R® n > 2, al permutar

dos argumentos de [by, -+, b,1} se da la siguiente igualdad
by ybiy e by by ] = = [byy oo by, e by b
Demostracién
(oo iy 1 bjy -y bat] =k§;“ (e lbry -+ by« s by oey bt € =
en virtud del teorema anterior

n
=E "“(eks{bh"'9bj1"';bh"'ybvv-ll)ek =
k=1

(ekl[bh"'sbjy"'-bia"'abn-l])ek="[bh"'|bja"'abh"’abn-l]

n
=1

k

con lo que queda demostrado el teorema. O

A continuacién se explorara la linealidad del producto mixto escalar en un ar-
gumnento del producto vectorial generalizado. Esta propiedad puede ser expresada a

través de los determinantes o del producto interior mas los resultados anteriores,



Teorema 4 [Linealidad-PME]. Dados a,u,by,b,,...,b, ;€ R*, n > 2, con

pq € R, existe lincalidad en un argumento de [by, -, b, ] en (u, [by, -+, b,1])

(“»[bh”‘,(lib.‘ +([a)y"’ybn-l]) =p(“y[bh"'ybiy"'1bn-l])+q(uy[bh"'aav"'ybn-l])

Demostracién

(u, [blv"'v(pbi +q8),"',b,,_|]) =~ ((pb; +qa).[b1,-'-,u,v-~,b,,_1]) =

= "p(bi’[blw' "vuv"’vbn-l]) "q(as[bh'"1u,"'1bu~l]) =

:p(ua[blv'"sbiv"'ybn»l])’*‘ Q(utlbla"‘»a)"'vbu-l])

Demostracién [Alternativa)

Uy Uz e Uy,
b]'l bl" tt bl.n
(u'[bl’.“’(pbi+qa)!"'vbn-l])= - . . =

phin+qar pbia+qay -+ pbin +qan

bn_11 bicta o buein




iy g e ty "y Uz ree Uy

by b o bia by b o bia

= + =

pba  phia - by qay qag (U

bu—l,l bn-l.? e bn-l.n bn-l.l bn-l,? v bn—-l.n
iy /3] v Un uy us e Uy
by g o bia by bha o bia

=p +q =

by bia v bin a6 o @y

bn—l,l bn—l.‘l A bn-l.n bn-l.l bn—l.‘) A bn—l.n

=p(u‘[bh"';bis"';bn-ll)+ q(u;[bla”'\n:"'\bn—l])

La repercusién en el Producto Vectorial Generalizado se aprecia en el siguiente

teorema.



35

Teorvema & [Linealidad-PVG]. Dados a,by,b,,...,b, € R, n 22 con

pg € R, se tiene que [by, -+, by_y] es lineal en su i-ésimo argumento, i = 1,...,n—1
[bh"' 1(I)bi + lla)1" ' |bn-l] = p[bh"'vbil' o abn-'l] + q[blv' Byt ,b,._.]]
Demostracion
n
[bh e 'v(Pb" +q.)v' v vbn—l] =E (efu[blv' ! '1(pbi + qa) [N "ybﬂ-‘])e" =
k=1
que por el teorema anterior

=Z {p(eh.[bl,“',bi,“',bn-t])+Q(ek'[b1."‘,a,"',b"..ll)}ek:
k=1

n

=pz (ekvlbh”“ybil‘“ybn-l])ek +?Z (ektlbh"')aw"'nbn—ll)ek =
k=1 k=1

=p[bh"'sbiy"‘vbn-l]'*“?[bh""ay"'nbn—-l]

lo que se queria demostrar.

0
Hasta e! momento no se ha hablado sobre la magnitud del producto vectorial

generalizado en las propiedades bdsicas. Esto se debe en parte a que es posible derivar
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diferentes expresiones de ella y que la mayorfa de éstas no son precisamente triviales;
! |
por ahora se presentard el enfoque mds simple y conforme se vaya ahondando en ¢l

estndio surgirdn otras expresiones,

Teorema 8. Dados by, b,,...,b,_ € R", la magnitud de [by, - ,b,_;] estd dada

por

[by, -+ o]l = \ji) (€. [by, -+ by ))?

i=l

Demostracién. Es trivial pues conocido el hecho de que fjal|® = (a, a) se calcula

” [bh"'vbn—l]"2 = ([bh"'vbn—l]a[bh"' abn—l]) =

i=1

= (z": (ei[by,- -+, bay]) e, 'Z:l (e [byy- 'bw-l])ei) =
=zn;i (eia[bh v |bn-|]) (ejn [bh v abn‘l]) (eiaej) =
i=ly=1
=3 (€0 lbiye+ Bct]) (e, by b (€6 €) =3 (€6, by bt ]!
izl i=1

y resta iinicamente tomar la raiz cuadrada de la expresion, O



2.4, APUNTES SOBRE ORTOGONALIDAD E INDEPENDENCIA
LINEAL.

La motivacion ms fuerte que condujo a desarrollar esta operacion fue precisa-
mente la ortogonalidad; se ha pospuesto su estudio hasta ahora pues era necesario
desarrollar un minimo de propiedades que permitieran avanzar ripidamente en este
tema. La primera avanzada es el asentar que el producto vectorial generalizado siem-
pre cs ortogonal a sus argumentos. Para esto se tomara el producto mixto escalar. El
andlisis es simple y da una idea de las propiedades tan fuertes que posee el producto

mixto escalar; como ejemplo se considera el caso en R®

biy b2 big
(bis[by,ba)) = | b, by by |=0 i=1,2

by b2 by
El razonamiento es de dos lineas:

I. Las propiedades relacionadas con los determinantes aseguran que la

operacién da siempre, como resultado, cero.

2. Este cero y las propiedades relacionadas con el producto interior aseguran que

b.‘ 1 [b),bg] coni= 1,2.



Ahora se estd listo para enunciar el siguiente teorema

Teorema 7. El Producto Vectorial Generalizado es ortogonal a sus argumentos, es
decir,

[blvb‘lu"'ybn-l] J.b.'ell", COHHZ?, i= l,...n—l.

Demeostracion, Se sabe que

[blvbh"'»bn—l] Lb <==>(biv[blvhh"'|bn--l]) =0

Este iltimo producto escalar es precisamente el producto mixto escalar, que se

calcula en seguida

bio  ba o big

’

by b2 v bia

Y

(biv[bhb'b""bn—l]): Vl'=l,‘..ll—l

bn—l,l bn—l.2 e bn-l.n

El determinante es idénticamente igual a cero, pues posee al menos dos renglones

iguales. Entonces

(bh[bhbﬁy"‘vbn-l]):o Vi= l,...ﬂ—l
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y queda demostrada la afirmacidn.

0

La interpretacion grafica de este teorema es la siguiente
R b R

[b]

by
Figura 6

Corolario 2. El Producto Vectorial Generalizado ¢s ortogonal a cualquier combi-

nacion lineal de sus argumentos.
Demostracién. Es simple, pues si

n~1

u =E chi ¢ €R
=]
entonces

-1
(uy [blv b?v T )bn-!]) = (2 C.‘b,' s [bly b2\ Tty b"-]]) =

=1

n-1

=Z C; (biv [blv va Y bn-l]) =0
i=1
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gracias a lag distributividades del producto interior y el teorema que se acaba

de demostrar.

g

Gralicamente

b kb (b1, b,)

R
R? F
by kb,
[b] kiby

by kiby + kb,

Figura 7

Ahora, apoyados de nueva cuenta en el producto mixto escalar, se estudiara el
producto vectorial generalizado [by,+, by} cuando {b,, - ,b,_1} es un conjunto
linealinente dependiente. Un ejemplo. Sean u,b;, by, b, € R* tales que

by = pb; + gbs y u un vector cualquiera. Se calcula su producto mixto escalar

(uv [bl)bhb:i]) = "(bl) [u)bﬂvb:!]) =

= - (sz +'Ib3, [uvbh b3]) =
= —((0)u+pb; +gbs, [u,by,by]) =0

de acuerdo con el corolario del teorema anterior; con este resultado se procede de la



4

manera usual
q 4
[bhb'hbi)l =z (ei’ [bhbhb:j])ei =Z (0) e =0
i=1 i=1

es decir que el producto vectorial generalizado se anula cuando sus argumentos son
linealmente dependientes. Es oportuno seialar que cuando se trabaje en R? el con-
junto {a} que se usard para calcular [a] serd consideraclo linealmente dependiente

cuando & = 0, Se formalizardn estas ideas en los siguientes dos teoremas:

Teorema 8. Dados u,by,b,,...,b,_,€ R", n > 2, tales que {b,.b,, . ..,b,,_,}

es un conjunto linealmente dependiente, se verifica la siguiente igualdad
(u, [by, by, ¢, byy]) =0

Demostraciéon. Como se ha asumido dependencia lineal de los vectores, existen las

constantes ki, ky,...,ks-1 € R no todas nulas tales que
kiby + kaby + - 4 kyoiby =0

sin pérdida de generalidad sea k, # 0

n-1 n-1 ki
—-E-l' E k,b = - E -k—l-b,

=2 i=2

= by =



e maie (e [ B ) ))-

_ (gj (:’.) b, [u,b,,---,b,._ll) =0

por el corolario del teorema anterior.

Teorema 9. Dados by, b,,...,b, ;€ R", n 22, tales que {b,,b,, . ..,b"_,} es

un conjunto linealinente dependiente, se cumple la signiente identidad
{bi, by, by ] =0

Demostracién, s inmediata pues (e;, [y, by, <+, by_1]) = 0 por la dependencia

lineal de {b;,b.l,. ..,b 1} de acuerdo con el ltimo teorema

YOy

= [blv b29 ) bn-l] =i (eiy {bls bih AR bu—l]) €; =i: (0) e=0

i=l i=1
y queda demostrado.

m}

En el siguiente teorema se fortalece este resultado.



Teorema 10, Dados by, by,...,b,_ € R", n > 2, se verifica la identidad
[bl|b2| Tty bn-l] =0

si y solo si {bl,bi, . ,b",l} es un conjunto linealinente dependiente.

Demostracién. La suficiencia estd demostrada en el teorema anterior. Para de-
mostrar la necesidad se procederd por reduccion al ahsurdo. Se supone entonces

que los vectores by, by,. .., by, son linealmente independientes. Entonces
[bla b21 MY bu-!] =0= "[bh b'li e )bn-l]” =0

= [|[by, by, baca] [ =Y (€is [bry by, - b)) =0
i=1

=> (ei[by,bs,++ buet])? =0 = (e, [by, by, b} =0V =1,

e

Se sabe que existe by € R" tal que {bo, by, by, ...,b,_, } es una base de R"

( todo conjunto de k < (n) vectores linealmente independientes en R® puede



ser extendido para completar una base del espacio ) y por lo tanto

boy  boz v boa

by  bha o b

#0

bae1t bnorz ot bain

pero

= (bo, [blvb‘lv"'vbn- l]) =

bn~l,l bn-1.2 v bn-l.n
= (bO ' Z (eiv [blsbb tee »bn—l])el) = E (eia [b], b)v L 1bn-l]) (b()! ei) =
izl i=1

=3 (0) (bues) =0

i=]
que es una contradiccion y descarta la viabilidad de nuestra hipdtesis. Queda

demostrada la necesidad.



Corolario 3. Dado el conjunto lincalmente independiente {b., b,,... ,b,,_‘} C R",

los siguientes conjuntos son bases de R*, n 2> 2
{blrb'p' . vbn—lv[bh b’h' v vbn—l]}

{b1byy..s by = by by by}

Un temaineludible en el dlgebra lineal es el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt, el cual, como su nombre sugiere, ortonormaliza un conjunto de vectores; ¢l
producto vectorial generalizado no es un proceso de ortonorinalizacion, linicamente
toma n-1 vectores en R y entrega otro, ortogonal a ellos. Es interesante estudiar
como se puede representar el producto vectorial generalizado en términos del proceso
de Gram-Schmidt, sobre todo cuando se permite que éste opere sobre los argunitentos

de nuestra operacién. En el siguiente teorema se explora dicha relacidn.



Corolario 3. Dado el conjuntu linealnente independiente {b., b,,..., b,,_,} C R",

los siguientes conjuntos son bases de R*, n > 2
{bibsy. . by [y, by, by ]}

{bibyy. . by = [y baye- o ]}

Un tema ineludible en el dlgebra lincal es el proceso de ortonormalizacion de Gram-
Schmidt, el cual, como su nombre sugiere, ortonorinaliza un conjunto de vectores; el
producto vectorial generalizado no es un proceso de ortonormalizacion, inicamente
toma u-1 vectores en R y entrega otro, ortogonal a ellos. Es interesante estudiar
cémo se puede representar el producto vectorial generalizado en términos del proceso
de Gram-Schinidt, sobre todo cuando se permite que éste opere sobre los arguritentos

de nuestra operacion. En el siguiente teorema se explora dicha relacién.



Teorema 11, Dados los vectores linealmente independientes by, ..., b,y € R", con

n > 2, se cumple
(bly' *ty bn—l] = “ bl“ “bl - P"oy‘th“ ter “bn-l - proji, bl\-—l" (ulv tty un—l]

donde: (a) U; = {uy,--+,u;} cs la base ortonormal que genera el mismo subespacio

que §; = {by,+ -, b;} y se obtiene al aplicar el proceso de ortonormalizacidn de

Gram-Schmidt a S;. (b) proyy,_,\bi = ¥ (u;-b;)u; es la proyeccidn de b; sobre
: 18/%i-1

el subespacio generado por U;.

Demostracién. Los elementos de U; cstan relacionados con los de §; mediante el

proceso de Gram-Schmidt, esto da las siguientes igualdades:

uy = 2L
Y]
b k=1 ( b
bk = J”‘Oyv,,_,bk k= jgl u, k) u;

" " by~ proyy, ., bku - " by - proyu,,_,bk"

donde los indices corren | < k < n - 1. Se ohitienen las siguientes expresiones

by = || by w



b = H by ”}"“)I/H.-,bk” Uyt 'il (uj - bg)u;
J=1

por ¢l thomento sean

v = “ b|" U
W = 0
y en general

Vi = || by = proyu, , bi| u
k=1

Wi = 2 (uj - bi)n,
=

de tal manera que by = v; + wy y by = v + wi. Se calcula el producto

generalizado
[blv””bn-l] = [(vl + wl)v(v‘l +w’))c"’y(vn-—l + Wn-l)] =

= [V],(Va + w‘))a"‘ y(vnsl + wn—l)l + [W],(Va +W2),' v v(vn-l + wu-l)]

donde el segundo producto se anula pues w; = 0; de nuevo se aprovecha la

linealidad en un argumento

= [V1,Vay (Va+ Wa) oy (Viot + Wae )[4 [Vi, Wa (Vs + Wa) s+, (Vo1 + Waet)]



en el segundo prodncto vy y wy resultan ser linealmente dependientes pues

w.l::(u'-b.))ulz(—u—l—.-mvlzcw ceR
[l bl

este producto se anula; en general se encuentra que el conjunto {vy, ..., vi_1, Wi
il

es linealmente dependiente pues

k=1

u; - by)
wr=) (uj-by)uy = -—-——’——-—-—— 7 i €R
k f\:‘l( j* Dk) Y g " by — proyy, . bk” Z;(J J €j

y cada vez que se use la propiedad de linealidad para obtener dos productos, el
segundo se annlard, ya que sus primeros k argumentos son linealmente depen-

dientes, esto cs:
{V], e 1vh-]v wk; (vlh}-l + wk+l) P v(vn—l + wn-—l)] =0
asi se encuentra que

(b, bac] = [vi, o, Voo =

= [I1ball wr, I[ba = proyu bl wz, | e = progu,_bass | wn-i] =

= |[bull [ b2~ proyo, bl -+« | b

n-1 = proyvn-zbn—\" [ulv v aun—l]
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¥ queda demostrado lo que se querfa, O

Corolario 4. Como U; genera el mismo subespacio que S;

[bry++bact] = I[bul] |11 = progs,ball [ bt = proys, ,Bucr] [, ta]

Se completara este estudio en el siguiente capitulo, cuando se vea la identidad de

Lagrange y se obtengan algunos resultados sobre transformaciones lineales.



3. PROPIEDADES AVANZADAS



3.1. LA IDENTIDAD DE LAGRANGE. Una de las identidades interesantes
del producto vectorial es la llamada Identidad de Lagrange

(an,b ,b
([81, 4] , [by, by)) = aybi) (a1, bs)

(az,by) (az,ba)
cuya demostracién generalmente se reduce a un cjercicio de dlgebra. Fn espacios de
dimension superior se pueden encontrar identidades similares. Una expresién andloga

en R* seria:

(a1,by) (a1, b3) (a1, by)
({21, 82,85] s [b1, b, ba]) = | (a3,by) (m3,bs) (as,by)

(a3, by) (a3, bz) (as,by)



v en el caso general en R” se puede establecer que:
) {

(a,by))  (an b)) -0 (anbao)

-,b ',b e 'vbll—
([alva‘h- . -|an-l] y[bhbh- -')bn—l]) = (al l) (a‘ 2) (a‘ l)

(an-—lybl) (an-l ) b)) T (an—lvbn—l)
Para su demostracidn se enuncia el siguiente teorema que sera el argumento central

Teorema 12, Dados ay,...,a;,by,...,b; € R, i € N, tales que

8 = (A, Gijy 0y Bin)

bi = (l'ih-“vbijll-'ybin)

se cumple la siguiente ignaldad

(a),by) o (ay,by) (ay,by) —ayiby; -+ (@, b;) = ajb;

(m=i)| I

(aj,by) -+« (&, b;) (@i b)) —aiiby; -+ (@i, by) — ai;by;



Demostracién. Se procedera por induccion; Existe base para inducir pues sii = 1

n

Y larby) = ajbi) = n(ap,by) = Y ajbj = n(a,by)—(a, by) = (n - 1) (a. by)
J=1

J=1

donde las barras de la sumatoria indican un determinante de 1 x 1. Como
hipétesis de induccién se supone que se cumple para cierta i. Ahora se verifica

que esto implique la validez del caso i +1

(an,by) —agiby; - (&n,by) —abi; (ay,bigt) — ayjbip,j
n
Z =
EUL (e by) —aghy o (@ by) = agbi; (8, bis1) = aijbiss,
(8042, b1) = @iprjby; -0 (@1, bi) = by (@ign b)) — aigjbiv

(ay,by) (a1, b;) (a1, biy1)
_E": (az,by) —agby; - (8, by) - ag;by; (82, biy1) — azjbis,
i=1

(Bigr,by) = aigrsby; o0 (Bipny be) = Ginyjbiy (Bir, bind) = Gign jbinn,



a”‘b“ (l“b,'J “ljbl'-H.j

n | (apby) - (anbi) (@ big)

=
(aig1,by) o (B bi) (81 big)
(az,bz) - (@abisy)
= (n—i)(a,by) : : -
(Bip1,b2) -+ (@ip1sbigy)
(ag,by) -+ (&g bi)
e (1) (- 0) (a1, big) : : -
(aipnyby) oo (@ipn, bi)
(a,by) o0 (&, big)
(8is1,by) -+ (8341, bipy)
(ar,by) -+ (a1, bigy) (a;,by) -+ (ay, biy)
=n-i)| : -

(@ip1, by) - (@igyybigr) (Bipraby) o (@iprbigy)

it



(ay,by) - (ay,biy1)

=(n—(i+1))

(aig1,b1) - (Big1ibipt)

Corolario 5. Sii=n—1 tenemos

(an, by) —ayibyy o (a1, by-r) — a1jbn-1, (a,by) - (@i,banr)

1

J

n
=1

(By-1yb1) = @ne,jbij oo (By=1y Pr=1) = Gn-1,jba-1,j (Bu-ty 1) ¢ (Bu-gy o)
(lon este corolario se tienen elementos suficientes para establecer la identidad ge-

neralizada de Lagrange.

Teorema 13 [Identidad de Lagrange], Dados a,... 81 by, beg €RY,

n €N, con n > 2 la identidad generalizada de Lagrange es

(an,by)  (a,b) o (A, ban)

2, b nbg) o (82,ba-
([a"a"'""aﬂ—l]1[b1,bg,...,b"_l])= (ay,b))  (azba) (az, bn-i)

(8g-1,b1) (Bp-1,b3) - (Bn-1,bn-1)



Demostracién. Reexpresando cada producto vectorial generalizado

i=1

an-1,1

ay

p-11

([alvaﬂv"')an-l] \[blibh"')bn—l]) =

P TR 1T
‘e anll,l e an:l.n
0 1 v
ay o 6 v

an-.-l.l v a"""' t
fen ayi-1 ay,i41
e ﬂn—;,|~l a“-ll.l-H

by - by

buoty e b

0 bll ‘e
0
Ayn
1 by
Gp-t,n
0 bln ‘
by
ey,
bl.i—l
bl.lH
H
bln

G0
et bln
e bn-—l.n
bn-l.l
b1 | =

bn-l.n

v bn~l,l

v bu-—l.i~l

bn-l.l-H

bn-l.n




-3

[

(an,by) —ayib; oo (ay,byoy) = ay b

| (an-hbl) - an—l.ibl,i e (an—hbn—l) - “n-l‘ibn—l‘i

(ay,by) -+ (8y,ba-i)

(an-l’ bl) e (an—h bn—l)

de acuerdo con el corolario del teorema anterior. O

Corolario 6. Expresaudo cada producto interior como

(8p,bg) = [} apl| [{ byl cos (8,,)

donde 0, es el dngulo entre &, y b, se obtiene la siguiente expresidn

cosby c- cosby -y
n-~4

([aha%“nan—l] v[blsb?i"-lbu—l!)= E : H”al" Ilbl”

i=1

co8fy_yy -+ €088y
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Corolario 7. I'na aplicacion inmediata de la Identidad de Lagrange se presenta en

el cilculo de la magnitud del PVG, pues

(a,a1) - (apau-)

”[ﬂhﬂz,---»ﬂu-lmz =

(@n-r,81) - (au—lyan-—l)

Corolarion 8. Sea {u;,...,u,-1,u,} una base ortonormal de R", entonces

[ {ug,eeostaaall =}

Es mds, se puede ver que [uy,...,u,-1) = £ u,. La determinacion del signo se
hara cuando se estudien las transformaciones lineales, Mientras, se retoma el tltimo

teorema del capitulo anterior para obtener otra expresién de la magnitud del PVG.

Corolario 9. Sean § = {b,,...,b,;,b,} una base cualquiera de R*, n > 2, y
U = {u,...,us_1,u,} la base ortonormal que se obtiene al aplicar el proceso de

ortonormalizacion de Gram-Schmidt a S, entonces, de acuerdo con el teorema (11)

b1,y bacalll = [[all [ b2 — proys,baf| -+

ba-i = proys,_,ba-




o bien

11y Batlll = [ bull b2 = proyusball -+ | bu-s = proyy, ,ba-y

Por dltimo se ve otro tipo de producto, trivial, que por su aspecto recuerda la

identidad de Lagrange.

Teorema 14. Dados a,,a,...,a,,by,bs,...,b,e R* n>2

(alv[a2v"'oan]) (blv[bh"‘vbn]) =

(a,by) (ay, by)

(ﬂz'bl) (a3, b2) .

(am bl) (8,.. b))

e (aly bu)

v (8,., bu)

Demostracién, Se limita a una simple multiplicacién de determinantes

ayy 4

(ah[az""'a"]) (bh[b’):u-'bn]): du

Any n2

* A

e oy

o dgn

by by

by b

bnl bn2

(ag,by)

T

* brm
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ay ay G || b by bny (a,by) (a,bs) - (ay,by,)
ag ap v dy || by by v b (ag, b)) (az,by) -+ (ag,by)
any Gpy **° Gpp bin byn v+ bpn (ambl) (mez) v (amb’l)

3.2. TRANSFORMACIONES LINEALES. Las transformaciones lineales que

se estudiardn son aquéllas representables mediante matrices cuadradas

T:R"—R"

donde Tz = Az con ¢ € R". Se utilizardn vectores columna en este desarrollo. Se
empleardn, ocasionalinente, flechas en las matrices para asociar columnas o renglones

con ciertos vectores, por ejemplo

an G1n - a8 -
A= 5 = H
Gn) Qnn ~ a, -

La motivacion principal es determinar cudl es la relacion que existe entre

[bhbﬁs-'-)bn—l] y [Abl,Ab‘),...,Ab"_ll



Se estudiarad el caso en R3, Se calculan Ab, y Ab,

— a — T (ulsbl)
Aby =1 — a, — by | = | (a3, by)

-‘_33—’-.1. L(a:hbl)-

—a |1 (a1,by)

Aby=|  a; — b, [ =] (a3 by)

| —a o L] | (esba) |
de donde

[Abl, Abz] =i (e.',[Abl,Abg]) e =

i=1
_ (az,b1) (aq,by) (a1,b1) (ag,by) (a1,b1) (ag,by)

e — e+ ey =
(az,b3) (a3, by) (a1,b3) (ma,by) (a1,b2) (a3,by)

reexpresando cada coeficiente mediante una identidad de Lagrange

= ([as, &3], [by, by]) €1 — ([a1, @3], [by, ba]) €; + ([a1, a9, [b1, by]) &)
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Se estudiara el caso en R3, Se calculan Ab; y Ab,

- a - i (ay, by)
Abj= |  a, = b, | =1 (a3, by)
[~ a = [ L] | (aah) |
— a; — 1 (a1, by)
Aby=| @ = || by | =] (a5,by)
[~ &~ [ 1] | (anb) ]

de donde
3
[Abl, Abz] =§: (Q.‘,[Abl,Abz]) e =
=1
(az,by) (as,by) (a,by) (ag, b)) (a1,by) (ag,by)
= e — e + e =
(ahb')) (la,b)) (‘l’bl) (&'.hb‘)) (‘ll b?) (‘va'))

reexpresando cada coeficiente mediante una identidad de Lagrange

= ([Bz,&a] ] [bhb2]) e - ([‘lsaf)] ) [blv b?]) e + ([‘11"1] ) [blvb')]) e

61
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es decir
e~ lag,a] =
[Aby, Aby] = | ~[ay,a3] — [byyby]
—  |a,a) =
Como se ha visto, {a identidad de Lagrange resultd ser el concepto toral detrds de

esta ignaldad y probablemente sea ésta su aplicacidn mds clara.

Teorema 15. Dados los vectores by,...,b,.; € R* ,n € N, conn 2 2 y la matriz

A € R™™ de una cierta transformacidn lincal se cumple la siguiente igualdad

[ag,..., a,‘]"v

[Aby,.oy Abyog] = [ (—q)! CITPIY PARTY IR v by, bt

.
.
.

\ ("l)n“ [alv'wan-l]T }
donde a; = (a;y,..., a,'n)T y las ajx son elementos de A.

Demostracién. Se caleula la i-ésima componente

("")H‘I ([ah---vai—haﬁh'"van]y[bh-"vbn—l]) =
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(ay,by) o+ (a,byy)

(e (ai-1,by) -+ (8i-j,bnoy) ~

(8ip1,b1) o+ (ai4y,bpng)

(ambl) R (ambn—l)

(ap,by) -+ (8- by) (B b)) oo (an,by)
=(-1)"* : : S

(alybn—l) ter (.aivlvbn-l) (ai+l|bll—l) e (an-bn—l)

0 0 1 0 0

(ai,by) -+ (@i, br)  (apb)  (ai,by) o0 (8a,by)

(a1, ba-y) oo+ (@51, bnay) (8ibacy) (Rig1,bact) -+ (Bp,baoy)

= (e;, [Ably iy Abn-l])

Teorema 16. Sea A € R" ", cuyos elementos aj; son también elementos de los

vectores aj = (aj1,...,6 j")T . Entonces la matriz que aparece en el teorema anterior
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es Ia matriz de cofactores de A, es decir

[ah--'van "

(‘Of(/‘)-': (—l)i+l[.lv--~aai-lnnl+ln--'|.nT

(=)™ (ay,..., 807

Demostracién. Puesto que adj (A) = (cof ( A))T, la comprobacidn se realiza me-

diante el siguiente producto:

( T

~—al - (as,...,8,]"

AG(Ij(A): ‘_aiT_’ (_l)‘“ [‘la---iai—lvai«}ly”‘aan]T =
\ ‘—a;ll'_’ ] (_l)"‘H[ala”wan-l]’r



al
1 f 1
a;,r [ﬂ'h ,a,.] (—l)ﬂl[als 7ai~lsai+lv ,ﬂ"] (-l)n+l [aly + 8p— =
! 1 !
al
(ah[alv van]) 0 0
0 (=1)"* (ai, (@), , 801, 8041, ,84)) 0
0 0 ('UWH (am[alc v‘u-l])}
(ah[ﬂh yan]) tre 0 v 0
= 0 vee (81,[82. ,a,.]) ves 0 =

0 0 o (e, &)
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det(A) .« 0 - 0

= 0 oo det(A) - 0

0 v 0 v det(A)

k41
)

puces (_l (B.‘, [ah ce -aak-loa'ﬂ-h”-’an}) F ("I)H.l ("l)k-l (ala [821- (X aan]) =

det (A). Se concluye que se trata de la matriz de cofactores de A, O

Corolario 10. Las siguientes igualdades son vélidas
[Aby,..., Abyy) = adj (A7) [bi,...., bu_y]

Si det (A) # 0 enlonces

(AT -

[Abry.., Abys] = 2o by

LR} bn-l]

Si det (A) # 0 y ademds A es simélrica

A—l
[Abli teey Abn-l] = (I(Tt—(A) [bh .. -1bn—l]



67
Si A es ortogonal

A

[y .., Abyi] = s

[bry..., by]
Si A es una rotacién
[Aby,...,Ab, ] = Alby,...,byy]
Teorema 17. Sea U = {uy,...,us-1,u,} una hase ortonormal de R", entonces

[W1y. ey tnmg) = (1) det (0) u,

donde O es una matriz de orden n xn, cuyai-ésima columna es el vectoru;, 1 <i < n.

Demostracién. La mattiz O es Ia matriz que transforma la base canénica en la base

U. Del corolario anterior se desprende que

[u, ey ) \] = [Oe] ...,0e ..|] = -—2-—[81 very @ ]] = det(O)O[el ey @ -]]
3 3 n~ 1 ’ n det (O) b Y - ) 1en

pues det (O) = £1. Ahora se calcula

[eh vee |en~l] =2": (eiv[el:- ey en-l]) € = (em [ely e |en-l]) e, =
1=l



= e, = ("l)"“ €,

0 .- 10

Entonces
(Ut ey Upet] = (=1)" det (0) Oe,, = (~1)"*' det (Q) u,

lo que se queria demostrar. O

Corolario 11, Segiin la definicion de producto mixto escalar se tiene
(1, unet] = (U, [uy o 00]) 0y

Corolario 12, Sean S = {by,...,b,_1,b,} una base cualquiera de R", n > 2, y
U = {uy,...,us=1,u,} la base ortonormal que se ohtiene al aplicar el proceso de

ortonormalizacidn de Gram-Schmidt a S, entonces, de acuerdo con ¢l teorema (11)

b1+ Buca] = (- e thyea]) ]l (g = proys, Ball -+ [ Bues = proys, by s
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o bien
Broe buet] = (ts [t et ]) (Bl b2 = proyubull [ bt - proyu,bu-1] v

Por tiltimo, sc puede pensar en obteuer alguna expresion similar que relacione las

magnitudes de ambos productos vectoriales generalizados. Sobre este particular no

se enunciard teorema alguno pero si se estudiard un caso particular para dar luz sobre

este punto. Se considera la siguiente matriz de determinante nulo

z(n-l)x(n-l) o(u-l)xl
Apxn = =

O1x(n-1) O1x1 — By

y los vectores b; = (b, . ooy bin-1,0) coni = 1,...,n — | entonces

— 0 -

[Aby,...,Aby ] = ' [byy. .o brat] =
— 0 -
- (—l)"-n[al)'-'iaﬂ-l]’r -

= (—l)wl ([al;' . ~|aﬂ-l] |{bh- e sbn-\])e" =



(a,b1) -+ (Bu-1yby) (@,B) - (n1,by)
o (__l)n+l .: E e, = (___l)nH E .: e,
(nhbn—l) e (au—-l\hn-l) ) (a_lsEn-l) v (En-lagﬂ-l)

donde los vectores @ € R™! estan formados por los primeros n-1 elementos de a;,
es decir que @ es el i-ésimo renglén de 71—(,._1),4,._1), y los vectores b; € R*! estin
compuestos por los primeros -1 elementos de b;. De acuerdo con el iiltimo teorema

dado en la seccidn de la identidad de Lagrange, se tiene

= ("'l)n+l (ilv [iﬁu vee sin-ll) (Elv [Bh e 1En-l]) e, =

i

= (1) (detz) : e, = (det?\) e, =

- bn-‘l s

= (dct;f) by buy]

Se ha encontrado que

[Aby,..., Aby_] = (detA) [by,..., b,1)
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que implica

1 Aby, ..., by = | det T I by, baci]

pero

H{Abn,... Abaoa]ll # (|det Afl [[[br,... Ba-if =0

3.3, RESULTADOS SOBRE PRODUCTOS COMPUESTOS. los pro-

ductos compuestos que se estudiaran aqui son del tipo
[al»'ﬂv ooy 8pa2y [bh b?v' [EX) bu-l]]

y es precisamente en estos productos donde se encuentra otra aplicacidn de la iden-

tidad de Lagrange. Como introduccion se verd en R el producto
(a[b,c]]

Se observa que este vector es perpendicular al vector [b,¢] y por ello pertenece al

plano formado por b, ¢, es decir que existen las constantes 3,4 tales que

(a,[b,c]} =pb+1e



a continuacién es posible hacer varias simplificaciones y consideraciones de indole
geométrica  las cuales son de apariencia mds o menos artificial para el alumno cuando

las ve por primera vez ) que conduciran al tonocido resultado

(a,[b,c]] = b(a,c) + c(a,b)

La deduccidn de resultados similares ci el caso general es mds natural como se vera
en el siguiente ejemplo en R4,

Dados a;, a3, by, bs, by € R* el vector

[81 1) [bl, by, b:;“

pertencce al subespacio formado por by, by, by, y por esta razdn existen constantes

By, A1, Bs, tales que

(a1, &g, [by, by, bs]] = Aiby + Babs + A3bs

ademds se sabe que a; L [a,,ay, {by, by, bs]], propiedad que se aprovecha para los

siguientes productos interiores

(a1, ay, &g, [by, b, by]]) = By (ar, by) + B (ay, by) + G5 (ay, bs) =0
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(a9, a1, 8z, [by, by, bs]]) = B (a2,by) + F2(@g, by) 4 fa(ag,by) = 0

Si se forman los siguientes vectores en R? ( una dimensidn menor que In original )
& = ((a;,b1), (21,by) , (a1, bs))

a; = ((a3,by), (a3, by), (a3, by))
6 = (ﬂlvﬁ??ﬂ'&)

se cstard en condiciones de reexpresar los productos interiores como sigue
(81, [81,82, [blab% b:)“) = (ahﬁ) =0

(82, [ahah[bhbﬁvb\'}]]) = (imi)) =0

Ahora se interpreta al vector b como un vector perpendicular al plano formado por

&y, &3, lo cual implica la existencia de una constante k tal que
B =k [é, y ﬁg]

Para determinar el valor de esta constante se emplea la identidad de Lagrange. Sea



74

a3 € R* cualquier vector, se calcula

(83.[81,82,[b1'b2,b3]]) = —([bhbm bﬁi]v[alsﬂ‘ha:i}) = "([ll.az,an] ) [bhb'lvb-'!]) =

(a1, by) (aib2) (a1, by)
=- (a%bl) (“’lvb'l) (a'lvb.'b)

(a3, bl) (ll:hb'z) (83, b3)

= — (a3, by) (20:ba){a0,bo) +(as, b, (2 br) (annbo) ~(as, bs) (a1,br) (s, by)

(a3,bs) (az,by) (a3,by) (a3, by) (az,b1) (g, b)
3,
= | &g, —~ L (ép [éll a?]) bJ
J=1
donde &;,&,,&, constituyen la base candnica de R3, este dltimo resultado implica
k = —1, es decir que los coeficientes estaban dados basicamente por [&,,4;}, y esta

constante sdlo afecta la "direccion " del resultado; Se concluye

(a2, [by, by, bsl} = - ‘i (8, &1, &) b;

Jj=1
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Es decir que

[a, 89, by, by, by)] =

(a1, b2) (ay,bs) b (a,by) (a1, by) b (a1,by) (ag,by)

= - 1+ 2 3

(a3, b2) (a3, bs) (ag,by) (&, bs) (as,by) (&g, hy)

Resulta interesante que los coeficientes f; son las componentes de un producto vec-
torial generalizado que se realiza una dimensién abajo de la del producto compuesto
ariginal.

Sin mnds predmbulo se enuncia el caso general
Teorema 18. Dados a;,a,,...,8,-3,b;,by,..., b €R* 023
n-1
[ahah vooy 83,y [bh b’b .o 'vbn-l]] = (—l)u+l Z (éjv [ilv v vin—il) bj
j=i
donde &, j = 1,...,n — | es la base candnica de R*"! y
ijz((‘jvbl)yun(.jabn-l)) j=1!-“'""l

Demostracidon. Sea a,-,€ R" cualquier vector, entonces

(‘n-h[ah'ly--'v.n-h[bhbﬁ" . '1bn-|]]) =
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= _({blabh~'-vblt-l]‘{al'a’)|---yan—l]) =
= —([alvaﬁv'"van-l]}{bllb‘h-"lbn-—l” =

(alvbl) e (alvbn-—l)

(an—l,bl) v (an-—lo bn-—l)

== 5 (1) (a0, by)-
=t

(a,bi) -+ (a,bjn)  (abj) o (&, ban)

(an-ivbl) v (an-—lvbj-—l) (‘n-ﬂ;bﬂ-l) v (an-ﬂlbn—l)

0 v 1 0

n-1 bie ) (al,bl) (ﬂhbj) (ﬂhbn-—l)
= — -1 +Jl__].7+l
?Z( (1)

=1

(an-1,b;) =

(an-2,b1) -+ (@p-2,bj) -+ (Bpegz,buny)

n-1
= (—1)"“ E (éj,(&l,. . ,a,.-gl) (a,,-,, bj) =
J=1

n~-1
= ("n—h(-l)mrl Y (éiv{ﬁh-nyan-ll)b;‘)

j=1
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de donde es inmediato que

n=-1
laha’)\--uau—hlbhbh---sbn—I]] = ("1)“"’1 Z (éh[aly“-'an-—?])b]‘

j=t

Esta férmula puede ser empleada para obtener diferentes expresiones de produc-
tos en donde intervienen mds de un producto vectorial generalizado. Sin ahondar
demasiado en este tipo de sofisticaciones se veran algunos ejemplos. Se asume que
Jos vectores empleados en cada expresion pertenecen al espacio vectorial adecuado.

Primer ejemplo, sea la expresion

[.haﬁv' . aan-h[bh b?n~ . "bu—ﬂ’[chcﬂ’ X |cn—l]]] e

= | &),82... '."_2,(—1)"+‘ "2-:1 (éj, [ﬁ],. .o ,Sn_g]) ¢l =
=1
n-1

= (__1)n+l z (éjs [Bh' . -af’wﬂl) [ahaﬂo“ . ..n-'lacj]

j=

Ahora se calcula su producto interior con cualquier vector a,-,
(an-h [.la.ﬂv' vy Bpay [bh b')i e ibn-'h [C{,Cz, e )cn-lm) =

= —([by, by,. oy bagyferieay vcn-l]] J(ai.82,... y8n-z.8nm1]) =
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== ([nlvnb' .. ;an—ann—l] ,[b|,b2, e vbn--h [C|, C2y000 |cu—l]]) =

== ([ﬂ],ﬂ'),...,ﬂn_z,ﬂn_]],(—l)n+l "il (éjy [Bl\“ -vf)n—'l])cj) =

i=1

= (—1)" (é.il [Bl) s 1f)n—2]) ([l],ﬂ), “es a‘n-%an—l] ,Cj)
=1

Otro ejemplo, sea

[ [bll) bl% e vbl.n—l] 3 [blll b??a L] "b’l.n-l] ey [bn-l,ls bn-l.2‘ ey bn-l,n-l” =

n=-1

=(=D)"" Y (&, duca]) bacy

1=1
donde las componentes de los vectores &; son determinantes (productos mixtos es-

calares) pues
;= ((bn-l,h [bilvbih veey bi,n-l]) yorey (bn-‘l.n*l‘ [bil’ bis,..., b‘-"‘ll)) i=l...

y asf resulta que casi todas las componentes del determinante (&;,[4y,...,4,-2]) son

a su vez, determinantes,

3.4. LA IDENTIDAD DE JACOBI. Esta es una de las identidades mds in-

teresantes del producto vectorial generalizado; Su apariencia en R? es

[a,[b.c]l +[b,[c,a)] + [c,[a,b]] =0 a,b,ceR®

o
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Por cileulo directo se puede verificar que en R hay dos identidades similares que se
pueden lamar de Jacobi

(a1, a3, [by, by, ba]]~[ by, az, [ba, by, ar]]+[ bz, az, [by, ar,by]]—[ba, a3, [a;, by, by = 0

[a1,ay,[by, b, ba]]~{ a3, by, [by, bs, ag))+{a;, bz, by, ag, by]]~[ay, b, [az, by, by)] = 0

De igual manera en R® se encuentran tres, la primera de las cuales es

[a1, @, a3, [by, by, by, by]] + [ by, a2, a3, [ba, by, by, a;]] + [ by, ag, ag, [bs, by, ay, by]] +

+[b3,83,83,[b4,81, bl)bﬁn + [b4v ay,as, [a[» bl! blvb(!” =0

las dos identidades restantes se obtienen intercambiando en cada producto compuesto
el primer argumento con el segundo o bien el tercero, segiin corresponda. De estos
casos particulares se infiere que deben existir n — 2 identidades de Jacobi en R". Fl
comportamiento de los signos es algo que llama la atencién, a continuacidn se vera
como cada signo esta dado por el signo de la permutacion de los argumentos, Este
tipo de permutacion es circular o ciclica y en seguida se estudiard cémo determinar

si la permutacion es par o impar. Considérese la siguiente permutacion circular

r:(L,2,...,n~Ln) —(2,...,n-1,n,1)
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st se concibe esta pernnitacion como una composicion de n — | transposiciones de ele-
mentos contignos, entonces sera par o impar seg/in sea positivo o negativo el siguiente

nimero
n~1
ITEn==n!
i=]

A su vez la composicién de p permutaciones circulares claramente serd par o impar

segin sea positivo o negativo

(_l)n-l = (_l)p(n—l)

—

En seguida se define una funcién permutacidn circular que serd 1itil més adelante.

Definicién 4. Sellamard 7; a la composicién de j—1 permutaciones circulares sobre

(1,2,...,n=1,n)

70 (4,2, on—=1n) — (7 (1),7(2),...,7 (n = 1) y7j(n)) J<neN

La permutacidn n; serd par o impar segiin sea positivo o negativo el entero

(_”(1'”("'”
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Por cilculo directo se puede verificar que cuando n, que corresponde a la di-

mension, cs impar, todas las perinutaciones circulares son pares y de ahi que su signo

es positivo, tal como se veen los ejemplos de R* y R%; Cuando n es par la permutacion

serd par o impar segin lo sea j, de ahi que los signos se alternen en la misma forma
que en los ejemplos de R4,

Ahora se propone el caso general de la primera identidad en R, Por simplicidad

se empleardn los siguientes vectores
83,...,8,.2,€1,€3,...,C4 € R’
distribuidos en el primer término de la suma como sigue
[clv.h o] nan-ﬁslcﬁa v )cn]]

Asi los vectores que se permutardn serdn los ¢;. La primera identidad generalizada de

Jacobi en R" toma la siguiente forma

n .
Z ("'l)("-’)("—l) [cﬂ,(l)yaﬂy' coyBn-2y [cn,(ﬂ:- . '7cﬂ,(n)]] =0

y=1

La demostracion de esta identidad se hara por partes, la primera y mds difici! con-

templa el caso en que los vectores ¢; son lincalmente dependientes, la segunda trata
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¢l caso en que dichos vectores soi ortogonales entre si'y la Gitima, que corresponde a

un caso cualquiera, utilizard las dos precedentes.

Teorema 19. Dados a3+, 8n-2,€11C2ye 1€ € R, n >3, talesquecy...,Cn

son linealmente dependientes, la siguiente sumna se anula

n .
Z (~1)uin=t) [Cn,u)ylh- veyBredy [Cn,(a), - .Cu,(n)]]
=

Se toma la suma dada y se manipula

Demostracién.
SNt
Zl("l)’ o [cﬂ,(l)aa‘h"'ran—h[CRJ(Z)‘---acw,(n)” =
=
n=-1 i~1)(n=1)
: l(..1)() Yn- [c,’(,),ag,...,a,.-g,[c,,(g),...,c,,(",]l+
j=

o
+ ("1)(" " [cn|.2v-w.n-2u[clv---acn—ln =

Sin pérdida de generalidad sea

n=1

=3, e

p=1

y se sustituye en el segundo término
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n .
Z (-—1)(1_1)("-” [ca,(l)t A,y 8= [cx,('l)»- o ‘cn,(n)“ =

j=1

n-1

(_l)(.i—l)(n—l) [cx,(l)va'h corBusiy [C,,(g), e ,C,,(")H +

j=1

(*)

o n-1
)(n " E 7p[cpy321-'-1‘u-'h[cl|-*-’cn-l]]
p=1

(-1

A continuacion se estudiaran los productos compuestos de la primera de estas

sumatorias. Primero se nota que 7; (1) = j, entonces

[cn,(l)»ah- coyBn-1y [cx,(z)v- .o 1c1v,(v|)n =

= [cjvazy '-~1an-2v[cj+h'~ €y C1yee 'vcj—I]]

De nuevo aparece €,. Se sustituye con la sumatoria que ya se usé antes

[cjval’ o 'yan-ﬁ»[cj+h-~"cmch~‘ . 'cj-l]] =

n—-1
= cj,n;,...,a,,_g, c,‘“....,z 7,c,,c,,...,c,~-1 =

p=1

n~1
= {cj,a,,...,a,,_;,i: ‘y,,[c,‘“,...,c,,,c,,...,c,-,]]
p=l
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Los productos que se estan sumando, son nulos excepto en el caso p = j pues ¢;
1o es uno de los restantes argumentos de ese producto vectorial generalizado.
Luego

[cj,‘h“ -;an-‘h[cj+h~--ycmcl---ncj—l” =
=% [cj,ai,. --9ﬂn—-?i[cj+l|-- -!cn-hcjlch-'-’cj—l”

Los argumentos de [€j41,...,Ce1,€},C1,. .., Cj—1] 80N las i tales que | <& <

n-1. Ahora se debe determinar la permutacion necesaria para llevar esta iiltima

expresion a [cy,...,€,-1]. Para regresar a ¢; a la dltima posicién hacen falta ]
J =1 transposiciones de elementos contiguos, permutacion que serd par o imnpar

de acuerdo con

(_l)i-l
Asi se logra que

[Cis1se vy €na1, €3 €1y ey €imt] = (=17 €41y ooy Cnmty€hy ey €ty €]

A continuacion se requieren (n—1)~(j+1)+1) = (n~j ~ 1) permuta-
ciones circulares de (n — 1) elementos para llevar todos los argumentos a la

posicion donde su indice es igual al lugar que ocupan dentro del producto.
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Dicha permutacion serd par o impar segiin el signo de

(~1)nmi=1n=2)

intonces
[Cig1yeerCam1y €y RN A (—l)‘""‘”‘""’ LI
Ahora se estd en condiciones de afirmar que
[cw,(!)aa'h"-’an-h [cu,(Z)r-'-ycn,(n)” =

o (=1 (=)D o [ g, By €1y Gt

Con lo cual la primera sumatoria queda

n-1 .
Z (_[)(;.—I)(n—l) [cﬂ,(l))a% cooyBp-2y [cn,(2)v [ rcn‘(n)” =
j=1

n-1 . . )
=T (1) (1 (=) g g 8y B [ ]

i=1
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Simplificamos la expresion correspondiente al signo

(_l)(j—l)(n-l) (__1)(j—l) (__l)(n—jq)(n-ﬁ) - (_1)')(-2n+j+l) (—l)"’ = (—l)"’

Es decir que

n-t

Z (___1)(.5—1)(“") [c,,,“).ﬂz,. ooy 8paay [C,Jm, o ,C,)(")” =
i=1

n-1

=Z (—l)“2 v [Cj,ag, oy Byay,y [C[,. .. 9cn-l]]
=t

Se retoma la suma de sumatorias (¥) y se sustituye este resultado

n .
Z (*1)(1-”("_1) [cn,(l)’aiv Y W [cr,(z)s v ocn,(n)” =
=t

n~1l

:; ("l)a’,yj [Cj,ﬁm- oy Bpag,y [‘-‘n . ~1cn—l]]+

n-1

ne vl
+ 2 (—l)‘ Y 7,[0,,.2,..-,‘,._‘).[0],. ..,C,._]]] =
p=l

n=1 2
=Z ((_l)n2 + (‘l)‘“-‘) )7j [cj!.h very Bragy [ch e ycn-l]] =0
j=t

pues para toda n entera

(=" 4+ (=1 =0
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Teorema 20. Dados aj,...,8,-2,€;,€2,...,¢x € R", n 23, lincalmente inde-
2‘ 1] 2 -—
pendientes, tales que

(cpe) =0 si p#gq

entonces se tiene

n

(__l)(i—l)(n-” [cﬂl(;),lz, very Bredy [C,,J(g), e ,c,,l(,,)” =0
i=1

Demostracidn. Las restricciones impuestas a los vectores ¢, implican que estos
son ortogonales entre si, es decir, que existen las constantes k; diferentes de

cero tales que

kn,(l)cr,(l) = [cﬂ,(2)y~--:cﬂ,(n) j=l..,n

Por lo tanto
n .
E ('- 1 )("-”("-]) [cl,(‘)f az,...,84-2 [cx,(l)a [ )cn,(n)]] =
=1

n .
=Z ('—l)(J_”("-]) ku,(l) [cx,(l)v 8.0y 802, cn,(l)] =0
j=t
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Clon estos dos teoremas ya es posible demostrar el caso general. Se ilustra el

método que se empleard con la primera identidad de R*

(a, 8, by, bz, by]] — by, ag, [bs, by, a]] + [ by, ay,[bs, a;, by]] — [bs, &y, [a;, by, by]]

Se descompone a; de la siguiente forma

a =a) +ap

donde ay; € lin {by, by, b} y a3 [b1, bz, by]. Se sustituye en la expresién:

(a1 + a3, 89, [by, by, bs)] — [ by, ag, [by, by, a1, + a52]] + [ by, a3, [by, &y, + ayz, by]] ~

~ [bs, a3, [ay; + aiz, by, by]] =
= [au»ﬂhﬂ)h b;, ba]]"‘[bhﬂm{bz. by, lln]]'l'[b:slz,[bs, lmbl”"[ba.lh[lmbh b’)]]+
+ [amﬂz;[bh b2,b3]]~[b1p az,lb'h ba.aan[bz, az,[ba' 5121bl”"[bﬂya?v[alhbhbl“

Los primeros cuatro sumandos se anulan de acuerdo con el primer teorema sobre el

tema, el quinto sumando aiin cuando se desvanece, se preserva. Ahora se descornpone
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b; = byy + by con by € lin {bg,bg,am} y ar)" [bz, b:;,a”] . Se repite la operacion
= [ayy, 8z, b1y + byy, by, by)]~[byy + byg, az,[ba, by, ay3)]+( ba, a3, (ba, a1z, by + byg]] -

~[ba,az,[a1z,by; + by, by)] =
= [ayz, 8z, [by1, by, ba]]—[buy, 8z, [bz, by, a13)]+[ bz, 8, (b3, ay2, by ]]-[ b3, 83, [a1g, by, bs]] +
+[ 12, 82, [b12, b3, by]] = [byz, 83, [b, ba, ara]+( b, 8z, [by, 813, ba]]~[bs, az, [a13, bz, b]] =
= [y, a3, [b12, b, ba]]=[bi3, 83, [bz, by, ay3]]+[ b, s, [bs, a12, bra]]~( bs, 8z, [A12, byz, by}

El primer grupo de cuatro sumandos se anula por la misma razén. Se repite la

operacién hasta obtener

(a1, 83, [by, by, by]] = [ by, @, [by, by, a1]] + [ ba, &g, [bs, &y, by]] - [ba, ag, (a1, by, by]] =

= [ay2, 8y, [b1z, by, bag]] - [biz, az, [baz, bag, ai]] +
+[bn,l2, [b;m lmbu]] - [Mﬂylz,[lmbn,bn]] =0
El resultado es cero pues esta iiltima suma corresponde al caso previsto en el segundo

teorema sobre el tema.

Teorema 21 [Identidad de Jacobi]. Dados a,...,8,-3,¢,¢3...,¢5 € R",

n>3, secumple la siguiente identidad que se llamard Primera Identidad Genera-
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lizada de Jacohi

n .
(—1)“-”("-” [cr‘,(l)'ah co s Bney (Cry(2)re ey cvr,(n)” =0
=]

J

donde la funcidn permutacion circular 7; es tal como se definid anteriormente.

Demostracidn. Se reexpresa el vector ¢; como una suma de dos vectores, el primero
de los cuales pertenece al subespacio formado por los restantes vectores ¢, y el

segundo es perpendicular al primero, es decir
Ci=8.‘+hi Sieli"{fj I!#],l S}Sn} hl' ” [cl!'--vci-l,ci+l|'--ocn.]
y sean los vectores

g=¢ i#]

hj=¢; i#j

Al sustituir ¢; = g; + h; en la identidad, por la propiedad de linealidad en un
argumiento se obtienen dos sumatorias, en la primera de las cuales los vectores

que permutan son

{gcili# il <j<n}={gi|1<j<n}
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y en la segunda son

{hhc;‘li#j.lSjSﬂ}={hi“SJS"}

es decir que

n )
Z (_l)(l-l)("‘l) [c"’(l),ﬂz, oy 8pay, [C,rl(;), e ,C,,-,(")” =
i=1

= Z (_-1)(;'—1)(11—1) [sn'(l)vah cony 8pog, [SRJ(T)I e |8x,(n)” +

J1=1

+ z": ("])U'l)("-l) [hx,(l)valv ooy 8oy, [hr,(z)v (KX vhr,(u)” =
j=1

n .
=0+ z: ("‘])U-])(n-') [hx,(l)'am' vvy8pog, [hn,(z)' vee 1hir,(n)”
j=1

pues la primera sumatoria se desvanece en virtud del primer teorema dado en

este apartado. Realizando este proceso para i = 1,.,.,n ( en realidad sélo hace

falta hasta n ~ 1) se llegard a la siguiente igualdad

n .
Z (—1)("-')("_') [c;r,(l)).h- ooy 8roay [cn’l(Q)v ey cn,(n)” =
i=1

n .
= Z (—l)(l-l)(n-,) [En,(l)’ ... 8,3, [E’r,(Q)v . -’Elr,(n)” =0
i=1



donde los vectores €),.. ., €, son mutuamente ortogonales, hecho que permite

aplicar el resultado obtenido en el teorema anterior. O

Corolario 13, Existen n-2 identidades de Jacobi en R*, n 2 3. La primera de
ellas se acaba de demostrar y las demds se obtienen, como se menciond anteriormente,

mediante el intercambio de argumentos. Seai=1,....n — 2, entonces

n
Zx (~1)u=Dn=) [a,,.. 1 8ia1y Cry (1) Bigly e ooy Buyy Cn,(n).-n.cx,(n)” =0
J:

A modo de observacion y sin intentar profundizar, se dird que el producto vectorial
satisface la operacion "corchete” de Lie, con lo cual R® resulta ser un dlgebra de Lie.

Las reglas de esta operacién corchete son tres, a saber, si a,b, ¢ € R? entonces

1) [a,bj=-(b,a]
2)  [am+pBb,c]=ala,c|+B(b,c]

3)  [a,byel+[b,lc,al] +[c,[a,b]] =0

con [+, ]: R*x R? — R® Resulta interesante que se ha definido una operacién

[e,...,0]: R?x ... xR*— R"

n-1 argumenlos n-1 veces
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tal que cumple con tres reglas similares: la anticonmutatividad (alternancia), la 1i-
nealidad en un argumento y la *ldentidad Generalizada de Jacobi”. De alguna manera
el Producto Vectorial Generalizado es un "Paréntesis Generalizado de Lie”. Sobra
decir que las consecuencias inmediatas de esta observacion, que seguramente existen,

exceden con mucho el alcance de esta tesis.

3.5. MATRICES ANTISIMETRICAS, Por tltimo se estudiaré la manera
de representar el producto vectorial generalizado mediante una transformacidn lineal.
Los resultados que se obtendran son en cierta medida, sorpresivos, Considérense el

T
siguiente vector b = ( b by by ) y la matriz antisimétrica:



A continnacion se efectuara el producto

a; a3
by by
0 -a3 a by ~a3by + azby
a) dag
Xb = a3 0 -a b 1= azhy — a)by =1 - = [‘l b]
i b b
-a3 @ 0 by ~agby + 0,62
a a4
b b )

T
con a= ( ay a; ag ) . Se ha reexpresado [a,b] cémo una transformacion fi-
neal. La matriz de dicha transformacidn es antisimétrica y sus elementos dependen
exclusivamente de a. Esta representacion es deducible de la definicidn de {a,b] como

sigue

(a,b] =§ (e, [a,b])e; =)3: (e;, [n, i b,e,]) e =

=1 i=1 J=1

by

=YY b;(ei[ae;])e =):((e;,[a.e.]) (ei[a,e3]) (ea,[a,es])) b (&=

i=lj=1 =

-

by
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(en[a,e)]) (e, [a,eq]) (en,[n eq])

(enfae)]) (ez[ae)]) (enfne]) |P=

(e(h [aqel]) (eih [nve')“ (eih [a|eil])

Ahora se enuncia un teorema para el caso tridimensional:

T T
Teorema 22, Dados a = ( a a; ag ) yb= ( b by by ) en R®
[a,b]=X(a)b
donde
-d; a 0

Fiste teorema permite reexpresar formulas escritas en térntinos del producto vec-

torial como matriciales y viceversa, Para obviar esta situacidn se hara el siguiente
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cambio de notacidn

[ax] = X(a)
axb={ab)
Entonces se puede decir que
[ax)b=axb

Un caso préctico. En R3 la rotacién de un vector b alrededor de un vector upitario
cualquiera a, esta dada por

b' = Rb
donde

aray (1 —cosf)+cosd ayay(l —cosd) —azsind aya3 (1 —cosb)+ azsind
R=\ a1a3(1 - cos0) +azsin® azaz (1 - cosf) + cos 6 agaz (1 —cosl) ~ aysind

ayaz(l — cos @) - agsind azay() —cosf) +a;sinf azaz (1 — cosd) + cosd

Reexpresando esta matriz

a@a, aya; a0y 10O 0 -a3 a
R=1{ aja; aay aaay |(1—cos@)+| 0 | 0 |cosO+| g 0 g |sind=
d)a3 aiaz aGids 001 —-d3 a 0

= aa’ (1 - cosf) + [ cos§ + [ax]sind



97

con la cual se calcula la rotacion
b'= Rb= (aaT(l ~cosf) + [ cosf + [ax]sin0) b

=aa'b(l - cosf) + [bcos0 + [ax]bsind =
=a(a,b)(l ~cos0) + bcosf + a x bsind

Esta expresién se conoce como la férmula de Rodriguez. Se puede obtener una forma

diferente si se utiliza la siguiente igualdad
[ux]* = uu” ~ [ || ulf?
Volviendo con Rt
R=aa" (1 -cosd)+Icosd + [ax]sind =

= ([lax)’ + I ||afl*) (1 = cos8) + T cos + [ax]sin0 =
= [ax] ([ax] () —cos8) + I'sind) + 1

Luego

b’ = Rb = ([ax] ([ax] (1 — cos §) + I'sind) + I)b =
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= [ax|{ax]b(l ~ cos 0) +[ax]bsinbd + /b=
=ax(axb)(l-cosb)+axbsind+b
En seguida se aborda el caso general, tomando como guia el desarrollo que se realizé

para R%. Sean by,..., b, € R, y en particular b, = ( by < by ) ,n2l

Burer bet] =3 (e by, bt} e =

=i (e.-. [bh b ,i‘, bjﬁj]) e =2”:2"—: bi(ei[by,...,bag,ej)) e
J=t

(=t i=tj=1

sea i = (e;, [by,...,baz,€;]), entonces

by

i=lj=t =1

A n n




Ly 0t Tng wms}

—-;[ln .

.

~Tkn
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e ‘l"ln
e Lka b“"l
e 0

putes ry, = 0 y ademds z;; = —zj;. Luego esta matriz también es antisimétrica.

Teorema 23. Todo Producto Vectorial Generalizado en R™, n 2 3, es expresable

mediante una transformacion lineal aplicada a uno de sus argumentos. Dicha trans-

formaciin lineal estd dada por una matriz antisimétrica de orden n x n, cuyos ele-

mentos son funcidn de los restantes argumentos del producto vectorial generalizado.

Es decir

[blv" |bn-l] = ~Z 1k

\ =T

donde ;j = (e;,[by,...,bu-2,€;]), by,.... by € R,

.

.

Tk .
0 .
=Tkn

bu-l

iSe puede afirmar que el producto de cualquier matriz antisimétrica por un vector

dado constituye un cierto Producto Vectorial Generalizado?. Sean A = ~AT denxn

5
7
" -
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y b e R* n > 3, entonces
b7Ab = b7 (~AT) b= - (b™A”b) = - ((Ab)7b) = — (b7 (Ab))" = ~b"Ab

= bTAb =0 = (b,Ab) =0 =>b L Ab

== Ab| [u,...,us-2,b]  para ciertos uy,...,u,-; € R, no necesariamente iinicos

=>3k€R tal que Ab =k [uy,...,u,-3,b]
= Ab = [ku.,...,u,,_;,b]

Teorema 24. Todo producto de una matriz antisimétrica de orden n x n, conn > 3,
por un vector dado, se puede concebir como el Producto Vectorial Generalizado de

n— 1 vectores, uno de los cuales es precisamente el vector dado,

Dejamos al final el caso bidimensional por dos razones, la notacidn y que no
cunmple el iltimo teorema.También se puede expresar mediante una transformacion

lineal "antisimétrica”

0 1
[b] = b
-10

pero esta matriz antisimeétrica es la 1inica que multiplicada por un vector dado da

como resultado el PV de dicho vector; Cualquier otro caso entrega un miltiplo del
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PVG o bien, el PVG de un miltiplo del vector dado

b=k[b)=[kb] #[b] keR



4. APLICACIONES
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Es posible hallar diferentes tipos de problemas en los cuales el uso del producto
vectorial generalizado permite expresar de una manera diferente los planteamientos o
bien los resultados o soluciones derivados de su anélisis. En gran medida su aplicacidon
dependera del conocimiento que se posea tanto del problema como de las propiedades
de esta operacién. Aunque es posible sugerir ciertas aplicaciones en determinados
problemas de ingenieria relacionados con circuitos eléctricos o con la representacion de
sistemnas lineales en espacio de estado por ejemplo, nos concretamos en este capitulo a
exponer e} concepto de bases reciprocas y a presentar un proceso de ortonormalizacion

diferente del de Gram-Schmidt.
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4.1. BASES RECIPROCAS. Dada una base del espacio vectorial R™ es posi-
ble construir otra base del mismo espacio con ciertas propiedades interesantes; En
seguida se mostrard la manera en que se construye dicha base y las propiedades que
la relacionan con la primera, Se llamard a,,...,a, € R" a la primera base, la segunda
estard constituida por los vectores

- [.19""al'—-lnai+l,-<-,a"]
b (a [a]""’a""l!|at'+l|<-'|a"])

i=l.,n

estos vectores tienen la caracteristica de ser ortogonales a cualquier &; con j # i pues

CheY e (a'vlah'-'rai—lnaﬂ-h---'an]) _ AN
(.),b.)— (a:q[ah--nai—lnaiHv'--san]) =0 ] #'

= (ai’[ah'“:.l’—lnaﬂ-h-' -1‘n]) =1
(WQ[‘I"--tai—lnaiHv-"|an])

(.iybi)

claramente el denominador (8;, [a1,...,i.1,,8i41,. ., 84)) €s el mismo en cada b;
excepto tal vez por el signo, el cual se puede determinar ripidamente al observar que
se requieren § — 1 intercambios de argumentos consecutivos en dicho producto mixto

escalar para obtener

(.l'v[ala---1aivlnai+|)""an]) = ("l)j-l (ah[ah--'iﬂn])
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con esta observacién se puede enunciar la siguiente
Definicién 5. Dadala base A = {a; | a; € R", i = 1,...,n;2 < n} sellamard al con-

junto B ={b; |b; € R", i = 1,..,n:2 < n} la hase reciproca de A. Los vectores de

B se calculan segiin

c = (—1)i"} [all"'vai—luaH-ll”'1an] ,
b= (2, [aa, . &a]) b
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4.2. PROCESO DE ORTONORMALIZACION. Este proceso de ortonor-
malizacién aprovecha del producto vectorial generalizado la caracteristica de orto-
gonalidad del resultado y los argumentos. Por simplicidad se aborda el método en
dos pasos, el prlmero es un proceso de ortogonalizacién consistente en una secuen-
cia de productos vectorjales generalizados compuestos, y el paso terminal contem-
pla \inicamente la normalizacidn de los vectores obtenidos en el primer paso. Para
ciemplificar, se explica el método. Tomemos una base cualquiera de R", por decir,

ay,...,a,, aliora se calculan los siguientes vectores

l’l =[87t"'aan]

b‘) = [blaaih- --.an]
b; = [by,...,bi_1,8i41...,80] 2<i<n-1
b, = a,

resulta obvio que los vectores by, b;, b, con 2 < v < n—1 son ortogonales entre si, pues
dados dos de ellos, uno de los dos es argumento del producto vectorial generalizado
que define al otro; Una diferencia basica de este método con el de Gram-Schinidt es

que cualquier veetor calculado bj no sdla es ortogonal a los anteriormente obtenidos,



107

sino que también lo es a aquéllos que faltan de "procesar”. Esto idltimo permite
detener el proceso en cualquier momento, con la consecuencia de haher obtenido
las bases de dos subespacios "ortogonales” de R™ cuya unidn es base del espacio
completo. De estas dos bases una esta ortogonalizada, a saber {b; |1 <i<k},yla
otra, {a; | k+ 1 <i < n} no necesariamente. Una vez realizado el proceso completo

o parcial, resta normalizar cada vector calculado

b,
b=
fibll

Para evitar conflictos con el manejo de los indices, exponemos dos casos, uno para

R? y otro para R" con n >3,

Teorema 25. Dados los vectores linealmente independientes a;, a; € R? la siguicnte

constituye una base ortonormal de R?

B < 8l
Y
E_m
b= o

Demostracidn. Se verifican las magnitudes y el producto punto de amhos vectores

(2]

_Himalll_ sl _,
e

TR

[B:]=
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[l ||

= et == ]

[| i
(B.,'S,) _ (lla,] a, ) _ (ay,[a)) =0

N VAT

[%:] =

B
[EA

Teorema 26 [Proceso de Ortonormalizacién]. Dada una base ay,...,a, de R* con

n 2 3 la siguiente constituye un base B ortogonal del mismo espacio
by = [az,...,a,)

by = [by,ay,...,a,)
bi=[by,...,bi.1,841...,8,) 2Zig<n~—1
b, = a,
a partir de la cual se vbtiene la base ortonormal B de R cuyos vectores son

b:
b = = 1<i<n
bl
Demostracién. Es pricticamente trivial pues para B es inmediato que dados dos

vectores cualesquiera de ellos, cstos son ortogonales entre si pues uno de ellos

forzosamente debe ser argumento del producto vectorial generalizado que define



al otro, Por otro lado
Ibli#0 1<j<n-1

pues los argumentos del producto vectorial que lo define son linealmente inde-
pendientes. Para B resulta todavia més (dcil, pues sus elementos son los vectores
normalizados de un conjunto cuyos elementos ya eran ortogonales entre si. l.a

argumentacion de la demostracién estd completa.

Corolario 14. Si el proceso de ortogonalizacidn se detiene en un cierto vector by,
entonces los conjuntos {b; |1 <i <k} y {ai | k+1 <7 <n} constituyen bases de
subespacios ortogonales pues

(aj,bi) =0

para cualquier 1 = 1,...,k y j = k 4 1,...,n. La unién de estos dos conjuntos es una
base de R". Ademis los vectores del conjunto {b; | 1 <i < k} son suceptibles de ser

normalizados para formar asf una base ortonormal de un cierto subespacio de R".
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CONCLUSIONES. Se definié una operacién en R" que tiene propiedades simi-
lares a las que presenta ¢l Producto Vectorial en R®. De hecho esta operacién,
que se ha llamado Producto Vectorial Generalizado posee al Producto Vectorial
como caso ‘particular y s al mismo tiempo, caso particular de otra operacion
todavia mnds general, el Producto Exterior, Este desarrollo constituye un atisho
al algebra multilineal, Destacan el Proceso de Ortonormalizacion presentado,
las identidades generalizadas de Lagrange y Jacobi, los resultados sobre pro-
ductos compuestos y sobre la transformacion lineal de los argumentos del PVG.
De hecho el tema estd lejos de haber sido agotado y se puede preguntar, por
ejemplo, ;Cémo impactan estos resultados en el Cdlculo en R*?, ; Tiene sentido
pensar en un Paréntesis Generalizado de Lie?. Atn cuando la inquietud que dio
origen a este trabajo fue plenamente satisfecha, queda sin respuesta la pregunta
tal vez mas interesante, de cdmo lograr que el alumno se interne en aventuras

como ésta durante la carrera.
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