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RESUMEN

En la mayorfa de Jos casos en los que se utiliza una ecnacion diferencial o
integro-diferencial para describir algin fendmeno fisico, encontrar s solneion
exacta es muy complicado razén por la cual se simplifica el probiema y/fo se
resuelve por métodos numdéricos Lal es el caso de la ecuacidn de transporte de
particulas, en especial la ecuacion de transporte de neutrones en un veactor .
nuclear.

Cono los que los métodos nodales surgicron a raiz de problemas en In-
genierfa Nuclear serdn utilizados en este trabajo.

L.os métodos nodales se basan en aproximar la solucidn de dicha cenacion
por una combinacidn lineal de funciones base y momentos. En el Capitulo
2 se definen los momentos y se obticnen las funciones base para el problema
de valores iniciales que trabajamos (ccuacidn de transporte de particulas).

Para la solucidn de este problema se conocen dos tipos de inétodos (del
tipo nodal), que son: el mélodo de momentos continnos y el de momentos
discontinuos, [L1], (12] y [13); en el Capitulo 3 se hace una descripcion general
de estos métodos y se presentan algunos ejemplos.

Ademis, se sabe que para estos dos métodos se tienen resultados de su-
perconvergencia. En un Apéndice A se reportan los teoreinas con los que se
aseguran estos resultados y en la primera seccidn del Capitulo 4, se resumen
de Jos resultados numéricos que confirman lo anterior.

Utilizamos cstos resultados de superconvergencia para elevar el orden de
convergencia continuo (CCO), el cual es el inico (de los presentados en {13))
que no exhiibe superconvergencia; en la segunda parte del Capitulo 4 se aclara
el significado del término superconvergencia, y se muestra la forma de elevar
¢| CCO.

De esta forma, diremos que la finalidad de este trabajo ¢s el de obtener
drdenes de convergencia mds altos que los conocidos en cualquier punto del
dominio del problema (en este caso: de valores iniciales),

Para lograrlo implementaremos una técnica que llamaremos postprocesa-
miento, que describiremtos y explicaremos con detalle en la segunda seccidn
del Capitulo 4.



CAPITULO 1
INTRODUCCION

Muchos modelos que describen un sin-nimero de procesos fisicos se expresan
en forma de ecuaciones diferenciales, tal es el caso de los reactores nucleates,
en los que por cjemplo se desea conocer la poblacion de neutroues en cierta
region del reactor (densidad de neutrones) que contiene una mezcla arbitraria,
pera conocida, de materiales. En los modelos més sencillos, estas ecuaciones
son ordinarias, es decir la funcidn incdgnita depende de solo una variable
independiente y por regla general no son lineales.

M la industria nuclear resulta de gran importancia ¢l disponer de he-
rramientas de clculo que permitan la prediccion del comportamicnto del
ntcleo del reactor nuclear, es decir una ves que conocida la densidad de
neutrones en el reactor puede emplearse para predecir la forma en la que
se Jlevan a cabo las reacciones nucleares (fision, dispersion, ete.) ya sea en
estado estacionario o transitorio, Estas herramientas resultan ser programas
de computadora en fos que los diseiiadores de los reactores nucleares pueden
estudiar diferentes opciones de operacidn o tipos de comnbustible que permitan
cubrir fos requerimientos de produccién de energfa respetando las normas de
seguridad.

Las caracteristicas del nicleo de un reactor cambian a medida que se
va consumiendo el combustible, El estudio de estos cambios se efectiia a-
nalizando el comportamiento del reactor en estado estacionario a diferentes
tiempos de “vida" de éste. Esto permite desarrollar estrategias que aseguren
el quemado eficiente y seguro del combustible,
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El problema central de la fisica de reactores puede establecerse, en forma
simple, como el cdlculo en cualquier tiempo de las caracteristicas de la
poblacidn de ncutrones en cierta regién del espacio que contiene una mezcla
arbitraria, pero conocida de materiales. En particular deseamos conocer el
mimero de neutrones en cualquier volumen, que viajan en cierta direccidn,

12! determinar las caracterfsticas de Ja poblacion de neutrones se simplifica
por cl hecho de que, en muchos casos de interds, esta poblacidn es tan grande
que los neutrones pueden ser tratados como un fluido. Asi, no tenemos que
enflrentar o problema de seguir con detalle la vida de cada neutyén,

Cuaudo ¢f “fluido” de neutrones se encuentra en un medio material los
neutrones interactdan con éste, y es describiendo esta interaccidn en forma
matemitica que oblenentos una eciacion integro-diferencial, lamada ecua-
cion de transporte (de particulas), que si pudiéramos resolverla, podriamos
disciiar y predecir el comportamiento de los reactores nucleares en forma muy
precisa, :

Mis adelante, en este mismo capitulo, describiremos sin mucho detalle
fa forma de obtener la ccuacidn de transporte de particulas. Bl estado esta-
cionario esta ecuacidn es en lo que nos centraremos en nuestra atencion a lo
largo de cste trabajo.

Una vez que se tiene el modelo matemitico (ecuacion integro-diferencial)
¢s necesario resolverla, hasta aqui no hemos mencionamos Ja forma de resolver
la ecuacidn de transporte de particulas, existe la posibilidad de resolverla de
una forma analitica para casos sencillos y bajo ciertas suposiciones.

Otra forma de resolverla es utilizando métodos nuinéricos, los cuales han
sido desarrollados después de la segunda guerra mundial y en paralelo a la
aparicidn y desarrolio de las computadoras digitales cada vez mds poderosas.

El primer método que aparecid para resolver de manera aproximada pro-
blemmas en los que aparecieran derivadas fue el de diferencias finitas, Mas



tarde aparecicron los métodos de residuos pesados cldsico, asi como los
métodos de elementos finilos; siguiéndoles los métodos de elementos finitos
nodales.

A continuacién describiremos brevemente en qué consisten los métodos
que mencionamos con anterioridad.

Aproximar la solucién u, que en nuestro caso seria la solucidn de la
ccuacion de transporte y que nos indica la densidad de neutrones en cierta
direccion, con el método de diferencias finitas consisle en representar dicha
solucidn por un nimero finito de valores en puntos particulares del dominio
donde deseamos conocerla, La discretizacidn por el método de diferencias
finitas de cualquier problema hinplica dos etapas distintas: la primera es la
discretizacién del dominio, Q. Es decir, reemplazar a @ por un ndmero finito
de puntos z;, donde queremos aproximar la solucidn. La segunda ctapa,
es la discretizacion de la ecuacidn; que consiste en expresar las diferentes
derivadas que aparecen en la ecuacién, en un punto dado por ¢l valor de
u en este punto y algunos otros puntos vecinos cercanos, por cjemplo para
aproximar la primera derivada sc puede hacer de la forma & = %=t
donde h = zj4y — 2, wiyy = u(z;) y u; = u(z), con los z;'s los puntos de
discretizacion del dominio; de forma similar se puede hacer para aproximar
derivadas de orden mis alto.

El otro método utilizado para resolver este tipo de problenias es el método
de residuos pesados cldsico que utiliza la idea de balance.” Por “balance”,
queremos decir que la ccuacidn original se satisface “en promedio” sobre
cada celda que forma la discretizacién del dominio, es decir, la integral sobre
cada celda de la ecuacion es cero. La idea bisica consiste en buscar una
aproximacion a la solucion mediante una expresion analitica de la forma
general:

N
un(z) = Y Ui uifa) (1)
i=] .
donde las incognitas son los cocficientes U; y las ui(z) son funciones dadas

linealmente independientes, globales en el sentido de que se extienden a todo
el dominio donde se desca aproximar la solucién, debido a ésto corremos el

10



riesgo de oblener sistemas mal condicionados ya que este método nos lleva
a un sistema de la forma AU = F, donde A = [a;;] es una matriz NV x N,
/'y I vectores N-dimensionales, en el cual a5 # 0 lo que hace que A sea
llena y sin ninguna estructura en especial. Pero adn asi los métodos de
residuos pesados Lienen una gran ventaja respeeto a los de diferencias finitas:
la solucion aproximada puede estimarse en cualquier punto del dominio y no
solamente en los puntos de la malla como en el método de diferencias finitas.
La desventaja estd en la necesidad de calcular ima serie de integrales que por
lo general, no son triviales,

Hasta aqui podemos mencionar cuales son las principales diferencias entre
cl método de diferencias finitas y el de residuos pesados:

1. En el método de diferencias finitas la aproximacion es discreta contrario
al indtodo de residuos pesados, en el que podemos aproximarla solucidn
en cualquier punto,

b

En diferencias finitas las incdgnitas bdsicas son los valores de la apmxi-
macidn en los puntos discretos de la malla, en cambio, en el de residuos
pesados estas incdgnitas son los coeficientes U; de (1.1), que no tienen
un sentido en particular,

[

Determinar el sistema de ecuaciones algebraicas que se satisface para
diferencias finitas es trivial, siempre y cuando se tenga una geometifa
regular, mientras que en residuos pesados puede ser nds o menos com-
plicado dependiendo del método particular que se utilice (subdominios,
colocacion, Galerkin),

-

El sistema obtenido con diferencias finitas es hueco y estructurado,
pero en residuos pesados (en su forma cldsica) la matyiz del sistema
pucde llegar a ser llena y en muchos casos bastante mal condicionada,
dependiendo del problema.

Conociendo {as ventajas y desventajas de los métodos de diferencias fini-
tas asi como de residuos pesados mencionaremos en qué consiste el método
de elementos finitos.
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El inétodo de elementos finitos {18), es un mdtodo de discretizacidn muy
general que combina dos factores: primeramente (como en residuos pesados)
la ecuacidn original no es considerada tal cual, sino que se multiplica por
algin peso y se integra llegando a nuevas formulaciones (para probleinas
de valores a la frontera se dicen formulaciones débiles). Lo segundo es na
scleccion mny particular de las funciones base en la aproximacidn, la cual -
se escribe en forma éemejantg a (1.1) y que al mismo tiempo aprovecha las
ventajas del método de diferencias finitas y el de residnos pesados. En su
forina mas simple es un proceso de construir subespacios, los cuales son
llamados espacios de elemento finito. Su construccion se caracteriza por:

¢ una discretizacion del dominio de interés en dominios clementales.

e La aproximacidn a la solucidn es calculable en cualquier punto del do-
minio, ya que la solucion aproximada u de u se construye en forma
similar a (1.1) donde las u; (funciones basce) se encuentran en un espacio
polinomial o casi-polinomial,

o Las funciones base u; tienen un soporte (la cerradura del dominjo donde
son diferentes de cero) tan pequefio como sea posible.

Por otra parte, los métados de elementos finitos nodales son métodos
considerados intermedios entre los métodos de elementos finitos y los métodos
de diferencias finitas, Los métodos nodales fueron introducidos a finales de
la década de los 70's en cilculos de reactores nucleares; estos métodos posecn
caracteristicas que se consideran muy favorables lieredadas de los métodos de
diferencias finitas y de elementos finitos, Del método de diferencias finitas
posee la caracterfstica de producir sistemas de ecuaciones cuyas matrices
son relativamente huccas lo que facilita su manipulacion. Al igual que en
el método de elementos finitos los métodos nodales aproximan la funcion
de interés por una combinacidn lineal de unas funciones, normalmente po-
linomiales llamadas funciones base y momentos, dando por resultado poder
calcular la funcién en cualquier punto dentro del dominio de interds,

Como pudimos observar del resumen de los métodos numéricos existentes
y en relacidn al problema que trabajaremos (transporte de particulas en un

12



reactor nuclear), los métodos iddneos para atacarlo son los nodales, razén
por la cual serin utilizados. Ademds, en el Capitulo 2 s¢ encontrardn las
{unciones base y se definirdn los momentos, con los enales expresaremos la
solucion aproximada a la ecuacidn de transporte que mancjaremnos en este
trabajo,

Con anterioridad mencionamos que nuestro principal problema serd el
concerniente a la ecuacidn de transporte de particulas (que es un problema
de valores iniciales), a continuacion y de una forma hreve mencionaremos los
principales puntos para obtenerla, en el caso de una dimensidn, en estado
eslacionario e isotrdpico.

1.1 PROBLEMA DE VALORES INICIALES

Como se dijo anteriormente, uno de los principales problemas en la teoria
de reactores nucleares es la distribucién de los ncutrones en el reactor nu-
clear, Esta distribucidn se determina por el proceso de transporte neutronico
(ccuacidn de transporte). Para obtener dicha ecuacién (en estado estacionario
¢ isotropico) es necesario efectuar un balance de nentroues en ¢l reactor.

En nuestro caso, ¢l unidimensional, se obtiene la ecuacién de transporte
de particulas sobre un dominio = [a,b] considerando: -

1. rapidez con la que se pierden neutrones debido a:
e que son removidos, que se representa por

qu(z, 1),

donde g, es la seccién transversal total, es decir la cantidad de neu-
trones (en promedio) que interactian por absorcidn o dispersidn
por unidad de longitud y u es el flujo angular de neutrones, es
decir, la densidad de neutrones que se mueven en cierta direccion
y ¢t la direccion angular en la que se desplazan los neutrones
o fugas, matemdticamente
du
I 9z
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reactor nuclear), los métodos idéneos para atacarlo son los nodales, razén
por la cual serdn utilizados. Ademds, en el Capitulo 2 se encontrardn las
funciones base y se definirdn los momentos, con los cuales expresareinos la
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1.1 PROBLEMA DE VALORES INICIALES

Como se dijo anteriormente, uno de los principales problemas en la teorfa
de reactores nuclearcs es la distribucién de los neutrones en el reactor nu-
clear, Esta distribucidn se determina por el proceso de transporte neutronico
(ecuacidn de transporte). Paraoblener dicha ecuacion (en estado estacionario
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En nuestro caso, ¢l unidimensional, se obtiene la ecuacidn de transporte
de particulas sobre un dominio @ = [a, b] consideramlo: -

1. rapidez con la que se pierden neutrones debido a:
o que son removidos, que se representa por

Qiu (m’l‘)i

donde ¢; es la seccidn transversal total, es decir la cantidad de neu-
trones (en promedio) que interactian por absorcion o dispersion
por unidad de longitud y u es el flujo angular de neutrones, es
decir, la densidad de neutrones que se mueven en cierta direccion
y 4t la direccién angular en la que se desplazan los neutrones
o fugas, matemdticamente
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"5;»
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3, rapidez con la que se ganan neutrones por:

o dispersion, es decir
1
q
2 [wien)dn,
-1

donde ¢, es la seccién Lransversal de dispersidn, que representa la
cantidad de newtrones que se dispersan (en promedio) por unidad
de longitud.

¢ una fuente independiente, que llamareos Q.

Entonces, en estado estacionario la rapidez de ganancia de neutroues es
igual a {a rapides de pérdidas, de tal forma que:

1
Ou A
pas+ =2 / u(z, W) it +Q, (12)

donde Q depende (en general) de z y u, el flujo angular, debe ser una funcién
real positiva y continua que cumple con las condiciones

w(a,p) =0 para p>0, u(bp)=0 para p<0,
por lo Lanto, el espacio al que pertenecerd u sera

U={u|ueC°; u(a,p) =0sip >0, ou(b,p)=0si ;z<0}. (1.3)

Comio’ podemos observar la ecuacidn (1.2) es monoenergélica e inde-
pendiente del tiempo, la independencia en ¢ (tiempo) le da el cardcter de
auténoma.

in nuestro caso unidimensional, se puede obtener una aproximacion lla-
mada Sy, la cual consiste en discretizar la variable direccidn angular p' en
un conjunto de N direcciones y aproximar las integrales de la ecuacién de
transporte (1.2) con una cuadratura numérica, siendo la mds commin la de
Gauss-Legendre en la que (por conveniencia) se hace que las rafces de los

14



polinomios correspondan a las direcciones angulares seleccionadas en la dis-
cretizacidn de esta variable.

Discretizar p, consiste en elegir un conjunto discreto de valores de p,
digamos pin; n = 1,... N, de esta manera la integral que aparece en (1.2) so
aproxima de la forma

! N
)
/ ue,p')dp' = L Wil
= =l
donde wy, son los pesos de cuadratura (de Gauss-Legendre) y u,, es v 1es-
tringida a los puntos de cuadratura i, es decir w,, = v |, = u (i, ), con
itm € (=1,1) / {0}, excluyendo ol cero para evitar una ccuacién degenerada,

Como u es restringida a 1, entonces, es necesario tomar el resta de los
términos que aparecen en (1.2) bajo la misma restriceion, obteniendo

dlli ul | : v
ﬂf&;'{'qt"i:qszwmum + Qi i=12..N (l"l)
m=l

un sistema de ecuaciones diferenciales ordinatias, discretizada para ciertos
valores de g bien definidos, entonces las condiciones iniciales solo deben
cumplirse para esos valores de g lo cnal hace que estas condiciones sean
mis débiles que la que se tenia con anterioridad (antes du efectuar la dis-
crelizacion) y se expresan como

ui(a)=0 para p; >0, w(b)=0 para p; <0, (1.5)

donde a y b son los extremos de cada subintervalo en el que se discretizg p.

Conviene observar que el sistema (1.4) no es totalmente monodireccional
pues en su lado derecho aparecen flujos angulares con direcciones py,, m =
1,2,... N, (u,). Resulta natural, aplicar un proceso iterativo que nos per-
mita reducir nuestro sistema (1.4) a uno totalmente desacoplado (es de-
cir, un sistema de ecuaciones monodireccionales).  En cfecto, dadas u,
i=1,2,...N, se calculan las soluciones utl i=1,2,... N, del sistema

d“?-{'l n4t n : )
Hi d;r +‘h".‘ =J l=l""N‘ (l())
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donde
0s u :
"= 5 E wlth, + Q. i=1,...N,

~ m=1

Asi heinos llegado al sistema de ecuaciones (1.6), con condiciones iniciales
(1.5), prro podemos observar que, en general tenemos una eenacién de la
forma

I
/f:~,;—f+ qu={, (1.7)

en cada una de las celdas que discretizan a g, es decir, resolver (1.6) significa
resolver N ecuaciones monodireccionales (una sola direecidn angular, 1) de
transporte monoenergéticas de la forma (1.7), con una funcién fuente f que
depende de u, donde una solucion aproximada uy se determina de izquierda
it derecha sobre intervalos sucesivos para p > 0, y de derecha a izquicrda
para g < 0.

Fntonces, como resolver (1.4) es equivalente a resolver varins ecuaciones
de la forma (1.7), por lo que en adelante nos referiremos a (1.7) como el
problema a tratar junto con las condicones iniciales (1.5).
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CAPITULO 2
FUNCIONES BASE

Jomo mencionamos en el capitulo anterior, en los métodos nodales la solucidn

aproximada, que llamatremos uy, de u, la solucidn de (1.7), se expresa como
una combinacidn lineal de unas funciones llamadas base, asi como de mo-
mentos.

Cabe aclarar que la seleccidn de las funciones base no ¢s dnica, por lo
que, en este capitulo, nnestro problema serd estudiar como escoger dichas
funciones base para ¢l problema de valores iniciales (1.7) con condiciones ini-
cinles (1.5). Las funciones base podrian seleccionarse de una manera global,
es decir, definidas en todo el intervalo [a, b], pero se corre el riesgo de que
la matriz del sistema resnlte mal condicionada y Hena, Debido a lo anterior
haremos una seleccidn particular de las funciones base u;(z).

Para realizar lo anterior y como las funciones base se escogen por partes,
primerarente discretizaremos ¢l dominio § = [a, 8], reemplazdndolo por un
mimero finito de dominios elementales (subintervalos) Q,, e = 1,..., E tales
que

I3
U=y .nQy=0sietf
e=1
i nuestro caso (unidimensional) es equivalente a introducir una malla o

particidn sobre § constituida por I intervalos no necesariamente del mismo
tamaiio:
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asr <y <. <rpg<apsEh

de tal forma que o clemento Q. es of intervalo (&, 204q) de tamago b, =
degr = e Llamaremos i al max, b, de esta manera b nos indica lo grieso o
fino de la particidn,

i algunas ocasiones nos referiremos a {2, como ¢l intervalo (a4, ).

La forma de constrnir las N, funciones base, que denotaremos por u;, os
un punto importante. Fstas se escogen por partes, es decir, restringidas al
clemento §2, van ha ser funciones sencillas para sn mnnejo en la computadora,
usnalimente polinomios (no sieinpre), estas funciones sencillas pertenecen lo-
calmente (sobre §2.) a un cierto espacio funcional S., por cjemplo los poli-
nontios de grado menor o igual a k, de dimensidn dim S, definido comple-
tamente por un conjunto de funcionales lineales que Hamaremos grados de
libertad (en el sentido de que son los pardmetros que definen a uy) D, locales,
de cardinalidad card D, = dim 8;; de heeho los grados de libertad son fun-
cionales lineales Lf : S — R . En la mayorfa de los casos estas funcionales
son valores de uy en puntos particulares de 9, y posiblemente de algunas de
sug derivadas,

En los métados nodales también encontramos pardmetros del tipo mo-
mentos.

Ademis tenemos que inir estas funciones base por pedazos para que las
n,(r) pertenezcan globalmente a U (8, C U donde U es el espacio de fun-
ciones dado por (1.3)}, aunado a esto deben (las u;) tener un soporte pequeiio,
os decir, que sean diferentes de cero en un mimero muy pequeno de elemen-
tos, de tal forma que las fnciones base scan cast ortogonales y nos lleven
a matrices huecas, con pocos elementos diferentes de cerv y concentrados
alrededor de la diagonal principal.

Resumiendo los principales puntos en la construccion de Sy (uy € )
tenentos:
I. Discretizacion de § en elementos finitos e, ¢ = 1,..., &, de didmetro
miximo h.
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2. Las funciones base T A restringidas al eleinento €1, para toda ¢ teben
h t
ser sencillas,

3. Las u;(z} € U globaimente,

4. Reducir el soporte de u;(2) a un mimero pequeio de elementos,

Para que el punto 2) tenga sentido, S, debe estar definido por un conjunto
D, de grados de libertad y se necesita que dim S, =card D). = N,, esto para
que la determinacion uy, formada con una combinacion lineal de funciones
base y momentos (mds adelante se dard su forma explicita), sea inica, ey
decir, se requiere que 1, sca S, — unisolvente, en otras palabras: dados N,
reales a; existe una tnica funcion u € S, lal que

L =ay i=1,...,N,, Ii€D,

Una forma de probarlo es exhibiendo un conjunto N, de funciones base
iyt = 1,... N, las cuales satisfacen

0 i i#j’

cosa que haremos en este capitulo.

L:(,,j)=5ij={' SEEL L =1, N, (21)

Con relacidn al punto 3), como las u;(x) estdn definidas localinente, es
decir sobre €1, en un cierto espacio funcional S, definido por un conjunto
D. de grados de libertad locales, con card D, = dim S,, entonces tenemos
que unir estas funciones definidas por pedazos. Al unirlas estainos haciendo
que u; € S, C U globalmente y asi los N, grados de libertad por elemento
se transforinan en N grados de libertad globales, a inenos de que no se le
pida ninguna clase de continuidad a u;(z), si éste es ¢l caso N < TE,| N, es
decir, algunos grados de libertad globales seran compartidos localmente.

En general, D, y S, son los misinos para cada uno de los clementos, asi que
simplemente los Hamarenos D y S, respectivamente. Con eslo, resulta muy
conveniente desarrollar las funciones base sobre un intervalo de referencia
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) = [~1,1] y regresar al intervalo real por medio de una transformacion

lineal invertible, {xy, v 5 [=1,1], por cjemplo 7' = =822 = (,

asta aliora, las funciones base estin definidas localmente por un con-
junto D de grados de libertad y por un espacio funcional S, ademds definire-
mos los grados de libertad como momentos, de la funcidn sobre el elemento.

Recordando lo que se ha diche hasta ahora, en este capitulo y el anterior,
nuestro problema de valores iniciales (1.4) con condiciones iniciales (1.5)
restringido a un solo elemento ., = [#), x,] nos queda

/t(—l%'(l—_z—) + qu(z) = f, (2.2)

con condicidn inicial
u(@)=0 st p>0,

u(B)=0 si p>0,

donde a y bson los extrenios del subintervalo correspondiente al valor p1, que
podemos rescribirla como:

du 1 = .
Zo=h (23)

donde 1/A = =hq/2uy [ = fh/2, con p #0, k es la longitud del intervalo
(4, 2¢] y 12 derivada de u es con respecto a § = (2 ~ 2, — x)/h, € € [-1,1].

2.1 POLINOMIOS Y MOMENTOS DE LE-
GENDRE

Como mencionamos anteriormente, las funciones base deben ser sencillas y
podemos tomarlas como polinomios o casipolinomios. Adn asf, nuestro pro-
blema sigue siendo construir dichas fiunciones base, para lo cual utilizaremos
los polinomijps de Legendre.

EA polinomio de Legendre cumple con:
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P(+)=1 y  (=1)=(-1) (24)

ademds
1
[ Putz)P@)in = b, @2.5)
-1

Pi(—~z) = (~1)FPy(z), (2.6)
donde & es la delta de Kronecker y '

Ne= / PAa)de = —— 2“ - @7)

En el caso de un intervalo cualesquiera [z, z,) el polinomio de Legendre
le orden k correspondiente es:

pilz) = Py(tz2see),

Ir—=2y

Hasta donde liemos mencionado, las funciones base estdn definidas local-
mente por un conjunto D de grados de libertad y por un espacio funcional
S. En particular definiremos los grados de libertad como momentos de la
funcidn sobre el elemento que estardn definidos sobre el intervalo de referen-
cia i = [~1, 1) como:

mi(u) = u(~1) = U, (2.8)

my(u) = u(l) = U,, (29)
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L
mi( / (e)u(z) = U para i=0,...,k, (2.10)
3
donde los subindices {, r, y cindican “left”, “right” y “cell”, respectivamente,
y Pi(z) es el polinomio normalizado de Legendre de grado 7. Las expresiones
(2.8) y (2.9) son momentos. Gracias a ld normalizacidn adoptada, las expre-
siones (2.8), (2.9) y (2.10) son vilidas sobre cualquier celda Q. = (2;,2,) y
no sélo sobre la celda §2, por ¢jemplo, sobre 2, tenemos:

I]’p,-(a:)u(ac)rla:
mi(u) = Te———  para  i=0,...,k,
JTon)pis

por lo que, dada cualquier celda ., ir y regresar de €2 a la celda de referencia

) es muy facil, Ln efecto, todas las funciones base que serdn introducidas
son validas para {1 en términos de los 1.

Como mencionamos anberiormente, el conjunto de grados de libertad esta
formado por los momentos de uj, () sobre el elemento, dichos niomentos son
las formas lineales definidas en (2.8), (2.9) y (2.10).

En lo sucesivo u (z) serd aproximada sobre cada celda [2), 2,] 0, equivalen-
temente sobre §) por una funcién ), perteneciente a alguno de lon siguientes
espacios funcionales

. Pe=({Liz,.0ab)) @11) .

&,:({l,x,...,m exp( )}> (2.12)

donde A es algin real negativo constante, siempre y cuando g y ¢ sean con-
siderados constautes por pedazos es decir, sobre , o, en su defecto, sobre Q.
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Y exp ('Km) surge de manera natural al tomar (2.3) en su forma homogénea

(e f=0)

Pste comportamiento continuo por pedazos de uy, ~ u, justifica el hecho
de haber hablado de un formalismo de elemento finito nodal generalizado,
donde generalizadosignifica que el comportamiento por pedazos no se restrin-
ge a ser polinomial (Py), sino que puede ser analitico (). Por polinomial
se entiende que escogeremos funciones base polinomiales, cs decir estardn
expresadas en térininos de polinomios. Por analitico entenderemos que usa-
remos funciones base no polinomiales, podrfamos hablar de funciones base

_casipolinomiales, Nodal significard que los pardmetros bisicos que describen
a uy, sobre cada celda serdn los momentos: en los extremos de cada celda y
los de celda.

Ya sea que usemos Py, o £, vamos a suponer que u(z) es aproximada por
up(z) en términos de k41 grados de libertad y para determinar los elementos
de D que definen a u,(z) en cada intervalo se puede decir que en el caso de
valores iniciales tenemos dos técnicas (del tipo residuos pesados) llamados
método de momentos continnos y método de momentos discontinuos.

En los métodos de momentos continuos, up, es una aproximacion continua
‘de u(z), es decir, uy, es continua de celda a celda esto es up(xy) = u en cada
celda se toma igual a uy(z,) = u, de la celda anterior, por lo tanto requiere
de los valores de uy en z; y z,. Entonces en este caso el conjunto 2 de grados
de libertad estd dado por

D= {ml(u;.),m,(u;.).mi(u,,), para i=0,...,k— ‘2}, (2.13)
en ¢ espacio
Sy={ulueC® u(e)=0sip>0 u(d)=0s p>0},

donde a y bson los extreinos del subintervalo correspondiente al valor p.

Y para los métodos de momentos discontinuos supondremos que uy, 1o es
continua de celda a celda: o5 decir, que yy(2,) = u, en el extremo derecho
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de cada celda no necesariamente serd igual a uy(x) 4+ 0) de la celda siguicnte,
De esta forma tencmos que
D= {m,(u;,),mi(u;.), para £=0,...,k- 1}, (2.14)
con ¢l espacio
Sh={u|ueC ula)=0sip>0 u(d)=0sip>0}.

donde, de nnevo, a y b son los extremos del subintervalo correspondiente al
valor .

Ademds, tanto en (2.13) como en (2.14) card D =card D' =k + 1.

La determinacidn de las funciones base se puede hacer sobre {a celda de
referencia {1, y una vez conocida la representacion de uy sobre {1 es simple
obtener uy, sobre la celda real 2, por medio de la transformacion afin inversa:
z =[(¢, — &) + z, + 2 [2,

En resumen: sobre la celda de referencia {1, uj estd definida por un espacio
S y un conjunto de grados de libertad D (funcionales lineales L; actuando
sobre S) dados por

S='Pk’°£k‘

y D por (2.13) en ¢! caso de momentos continuos y (2.14) en el de momentos
discontinuos, Con dim S =card D =card D' =k + 1.

2.2 METODOS DE MOMENTOS CONTI-
NUOS

Con Py, o &, supondremos que sobre cada celda . = (z1,2,), u(z) es
aproximada en Py o £ en términos de k + 1 grados de libertad los cuales, de
acuerdo con (2.13) y la definicion de momentos, serdn

Ur = w{zy) = my(us),
' . Ui = uy(21) = m(uy),
Us = mi(up(z)) para 1=0,...,k-2
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Llamarcmos uy, u, y vl a las funciones base correspondientes a my(up) =
Uy, mie(ug) = Uy y mi(uy) = UL, De esta forma una funeion nodal general en
Py, 0 Ei se puede expresar como signe

up(z) = Upu(z) + U (2) + kf Uhi(z), z€lzy,z]. (2.15)

Asf nuestro problema se reduce, primeramente a encontrar las fimciones hase
w(z), ur(z) y ui(z). Una mancra de hallar cstas funciones base es expresan-
dolas en términos de los polinemios o casi-polinomios de Legendre, segin sea
el caso polinomialo analitico.

2.2.1 El caso Polinomial (P;)

En este caso, deseamos encontrar las expresiones de las funciones hase wy(a),
u,(z) y u{(z), asociadas a la frontera izquicrda, devecha y celda respecti-
vamente, cn términos de los polinomios normalizados de Legendre P, ! (en
el sentido de (2.1)). Antes de proseguir recordemos que es muy conveniente
trabajar directamente con los palinonios de Legendre P, debido a que se
puede aprovechar su ortogonalidad, pur lo que pensaremos en el espacio de
polinomios de grado a lo mds &, Py generado por los priveros b polinomios
de Legendre, es decir .

P = ({ Py P}, (2.16)

Hecho lo anterior procederemos a encontrar las expresiones para las fuu-
ciones base,

Primerainente lo haremos para el extremo izquierdo, la cual tiene la forma
general

!Entonces vy, también estia en terminos de ellos, que han sito utilizados por tradicidn cn
L} l l

problentas de transporte por varios investigadores desde [a guerra por ejemplo en métados

camo ¢l de armonicos esféricos



.
m(z) =Y a;Pi(x), (2.17)

=0

y debe cumplir con

my(w(z)) =1
m(n(z)) =0 (2.18)
mi(u(z)) =0 i=0,...,k=-2,

que son las condiciones de cardinalidad de los polinomios de interpolacidn de
Legendre extendidan al caso de momentos y de acuerdo con (2.10) teneinos
que

1
/ Pzhu(e)dz =0 i=0,...,k=2,
-}

de aqui observamos que wi(x) es ortogonal a Pi(z) para i =0,...,k—2, y de
acuerdo con (2.17) podemos expresar a w(z) como una combinacién lineal
de Py (z) y Pi(x), es decir '

w(z) = ag-y Poca (2) + ar Pa(), (2.19)
y relacionando (2.8) y (2.9) con (2.17) Lenemos que

w(l)=1 'y w(-1)=0, (2.20)
entonces evaluando (2.19) en 1 y —1, verificando que se cumpla (2.20) y
utilizando (2.4) obtencmos un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas
(ok=1 y ax), resolviéndolo obtenemos
gy = 'l'(—l)"'l y o= —'l'("l)lc~l
-2 2 !

de esta fornia tenemos que

u(#) = (-1 [P (2) - RG], (221)

Procediendo de una manera aniloga, se obtiene para el extremo derecho
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(z) = 5 [Pias(2) + B (2.22)

Por dltimo, para las lunciones base asociadas a los momentos en la celda
tenemos que su forma general es:
k

uy(x) = ) Pz, (2.23)

J=0
con las restricciones de que
my(ui(x)) =0,

m,(ui(z)) =0,
mi(ui(z)) =6; j=0,....k-2,

de la Wltima restriccidn tenemos que ui(z) es ortogonal a P para j # i
enlonces, podemos expresarla como:

2
uy(z) = % Pie) + 30 Perj-2(2),
=
evaluando en 1y —1, y de acuerdo con (2.8) y (2.9) obtenemos un sistema
de ecuaciones, que al resolver obtenemos valores para v; y yj para j = 1,2
que nos llevan a:

w(e) = P(e) = Progampp(®) =0,k =2, (2.24)

donde m(i) = 1 0 2, tal que k — 24 m(i) e ¢ tengan la misma paridad.
Podemos decir entonces que obtuvimos las expresioncs que desedbamos

encontrar, asf (2.21), (2.22) y (2.24) forman el conjunto de funciones base
para el caso del método polinomial continuo,
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2.22 El caso Analitico (& )

Similarmente, como en el caso polinomial, & se puede elegir (tomar) como el
espacio generado por los primeros k—1 polinomios de Legendre y un téemino
mas que nos complete la hase, que es la solucién al problema homogéneo (2.3)
exp(+2), que lo hace que no sea polinomial en su totalidad, es decir:

& = <{l’o|'-'1Pk-h“"p({'-”)})» (225)

o bien por

& = <{l’.,,.. .,l’k-.,exln(-’l-\-x)}). (2.26)

esto ltimo con el fin de obtener una base ortogonal, donde exp,(az) estd
definido como exp(az) menos sus componentes P, ..., Pip, s decir

‘ k-1
expy (o) = explaz) - Z(:) m! [exp(az)) Pi(z), (2.27)
y
k=3
expy(—az) = exp(—az) - ;}(—— L)'} [exp(az)) P;(a:), (2.28)
con
o L
m} [exp(az)] = v / Pi(a)exp(az)dz. (2.29)
'S

Ademis tenemos que
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cosly(fz) = %— [expk(}m) + cxpk(n%x)] ,
(2.30)
senhy(fz) = % [expk(}z) - exm(-i:t)] .

Como en el caso polinomial, P._, y P, juegan un papel muy especial, ya
que ecllos definen a uy(z) ya ur(z), por lo que es conveniente reemplazar o
expy(ez) por

Qi) = ek Prcy () + by expk(-Al—.r), (2.31)

Y como debe satisfacer (2.37), obtenemos un sistema de ecuaciones para ay
¥ by, al resolverlo llegamos a que -

a; = op(=4) = (=1 expy(})
expi(=1) + (= 1)k expy(4)’
- 2(=1)
T oD+ (- ()’

Con estos valores podemos llegar a una representacign general de los @', la
que al usar (2.30) se obticne

(2.32)

(2.33)

,Qi(x) = P,(.L) i=0i'-'il\"‘2n (234)
coshi(}z),  kimpar

Qiaa(z) = { , (2.35)

senhy(3z), Kk par

senhe(fz), & impar
Qi(z) = , (2.36)

cosh(}2). & par
los cuales satisfacen:

i}

AM)=1 y Q-1 (~1)k (2.37)
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Finalinente podemos definir a & como

E ={{Po.. . Pioy = Quer, Q1))

Alora, procedemos a encontrar la representacion de las funciones base
wz), u{z) y ui{z), para este caso (analitico continuo). Primero lo haremos
para el extremo izquicrdo, es decir, m(z). Tenemos qiie su forma general es

k=2 2
ui(z) = Z a; Py-q(z) + ZQHJ—?QHJ-?(x)r
1=0 J=1

donde Py = Qg1 De igual forma como en el caso polinomial se debe
de cumplir (2.18) obteniendo de nuevo que w(z) es ortogonal a Fi(z), i =
0,...,k -2, por lo tanto podemos expresar a w(z) como una combinacién
lineal de Qi-1{z) y Qx(), es decir ‘

th(z) = 1 Qu-1(2) + Qi (z),
que de acuerdo con (2.18), (2.8) y (2.9), también se ticne que cumplir (2.20),

de esta forma llegamos a un sistema muy similar al caso polinomial, que
resolviendo obtencmos finalmente que

(z) = 5(=1)" [@ena(z) - Qufo)]. (2:38)

Como se observd, ¢l procedimiento es completamente andlogo al caso
polinomial, entonces procediendo de ignal forma para ¢l extremo derecho y
para los momentos de celda obteneinos

1
t(z) = 5 (Qr-1(2) + Qi) (2.39)
u’c(.r) = Qi(z) — Qr-2¢m(i)(2) i=0,..., k-2 (2.40)
donde m(i) = 1 0 2, tal que k ~ 24 m(i) ¢ tengan la misma paridad, Y

Qi(x) = P{e) para i =0,...k~1,
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2.2.3 Momentos de Indicek y k-1

in ambos casos polinomial (Pi) o analftico (), los grados de libertad de
uy son los momentos de celda U2 = mi(up), i =0,... . k=2 mis U = m (us)
y U, = m, (u), entonces es posible calcular dos momentos mis de (2.24)
y (2.40), ademds de que dichas expresiones las utilizaremos mds adelante.
Por lo tanto necesitamos calcular mf=Y(uy) y m¥(uy). De acuerdo con la
expresion de uy, (2.15) también serd necesario calcular mb=V(uy), mF=Y(u,),
m¥(uy), mk(u,), ast como mb=(ul), y mé(ul) para i =0,...k —2. Si recor-
damos la forma que toma u(z), u,(z) y ui(z) para i = 0,...k -2, tanto
para el caso polinomial como para el analitico, lo primero que hay que calcu-
lar es mh(Qi), mE(Py), mb=1(Qu), mEH(P), mt(Qx-1)y ¥ '”’c‘-l(Qk-l)s pero
también recordemos que @i(2) se reduce a Py(z) tomando a ({-)‘ = {l, con
ésto s6lo calcularemos los momentos para el caso analitico, pudiendo obtencr
de cllos el caso polinomial facilmente.

Primeramente encontraremos m*=*(Qx-1). Aplicandoa (2.35) el momento
de orden k — 1 Lenemos:

) ) mk=1 [cxpk(kz)] 4 mk-1 [expk{-,{x)] ,  kimpar
me™ (@Qr-1) = 5 , B
mk-! [cxpk(ﬁa:)] —mh-? [cxpk(—ﬁm)] , - kpar
(2.41)

como podemos observar tenemos que calcular
k= 1 k=1 1,
mi-! [expk(;z)] y mne [cxpk(-—xz,)] ,

para esto ulilizamos las expresiones (2.28) y (2.29) y después de algunas
operaciones oblenemos

mk-t [ex!)k(}xm)] = m’ (2.42)
~1)k-1
k=1 [cxpd—-%z)] = ',\k(-—n(lk?f_—{j'[' (2.43)
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tomando estos valores y sustituyéudolos en (2.41) tenemos que

MmN (Qr) = Xk__‘.(_,{'_—l'j" (2.44)

haciendo lo ntismo para Qx(z), aplicamos el monento de orden £~ 1 a (2.36)
y utilizando (2.42) y (2.43) llegamos a:

mb-1(Q)) = 0. (2.45)

Por otra parte aplicando el momento de orden k a (2.35) y (2.36) necesita-
mos los valores de m¥ [cxpk(,{m) ymt [cxpk( —-}x)] , que podemos calcularlos
de una manera similar a como lo hicimos con los momentos de orden & — 1,

obteneimos -
¢ expy(ra)] = - 2.46
mg prk(xz) = Wi (2.46)
1] (=1

k -

m; [exp,‘(—--xz)] = T (2.47)
entonces

1
mi(Qs) = TR (2.48)
m¥(Qr-1) = 0. (2.49)

Una vez teniendo (2.44), (2.45), (248) y (2.49) podemos caleular los
momentos de orden ky k-1 de las funciones base w(z), uc(z) y ui(z) para
i=0,...k—2, asf tencmos que

(=)

k-1 —_—— "
m; " w) = T (2.50)

k ("l)k DX
'nt(ul) = ZAA,\:!’ (2‘01)
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bl g) = et (2.52)
mh(uy) = 5o (2.53)

Sélo nos hace falta mA=Y(u) y m¥(ul) parai=0,...,k — 2, de acuerdo
con (2.40) necesitamos m*(Q;) = m¥(P) parai =0,...,k—~2, yn = k—1,k,
¢sto iillimo gracias a (2.34), de aquf que

mi@i) =0 i=0,...,k=2, n=k-1,k, (2.54)
ademds tenemos
mH(Qx-1) sim(i) =1

m*@Qx) - sim()=2
con (2.54) y (2.55) obtenemos

paran=k -1k, (2.55)

m(Qk-24m(i)) = {

ak—l

k=1gody o Lim(i) =0, 5

ms~t(uf) 1)l i=0,..,k-2 (2.56)
R |

m*(uf) = —T“J-l i=0,.. k=2 (2.57)

2.3 METODOS DE MOMENTOS DISCON-
TINUOS

En este método supondremos que sobre cada celda Q. = [z, 2], u es apro-
ximada por uy en un espacio de funciones, definida en términos de k + |
grados de libertad, los cuales serdn up(z,) = Ur asi como los momentos
de celda de uy(z) hasta de orden k — 1, es decir, 17 = mi(us(2)) para
i=0,...k—~1. Notese que en contraste con ¢l método de momentos conti-
nuos uy(z;) = U no estd toinado como un pardmetro y entonces, en principio
() es discontinua en los extremos de fas celdas; de una forma mads precisa,
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up (4 0) # up(z) = 0), donde w2y - 0) es Uy para la celda anterior. Como
una consecuencia, tenemos disponible un grado mds de libertad que en ¢l
ciso continno,

De acuerdo con lo anterior, de la misma forma que en el caso de momentos
continuos la determinacién de las funciones base puede hacerse sobre la celda
de referencia f). Donde ux(z) estd definida por un espacio S y un conjunto
de grados de libertad 1’ dados por:

§=P o &,

D= U Ui, i=0,...k~1], (2.58)
con dim § =card D' = k+ 1, donde Py es de la fonna (2.16) y & de la forma
(2.25).

Eut este caso en lugar de (2.15) tenemos que la funcidn nodal general estd
dada por

up(z) = Upnp(z) + ';‘:‘_JIU;uL(z) (2.59)

=0

2.3.1 El caso Polinomial (P;)

Aliora, sélo deseamos encontrar las expresiones de las funciones base u,(z)
yui(z) i=0,...,k~1, asociadas a la {rontera derccha y celda respectiva-
mente. En printer lugar analizaremos para la frontera derecha, donde u,()
tiene la forma

k
u, () = Zﬂjl’)‘ (), (2.60)
J=0
y debe cumplir con
m,(u,(:c.)) =, (2.61)

mi(u(z))=0 i=0,.... k-1,
y de acuerdo con (2.10) tenemos que

|
/1’;(17)u,(m)dm=0 i=0,... k~1,

-1

entonces podemos concluir que u,(z) es ortogonal a Pi(z), por lo tanto
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u (x) = al} (),

donde u,(x) debe cumplir con (2.61), asi
por lo tanto

de esta manera

() = Pi(). (2.62)

Por otro lado, la forna general de ui(z) parai =0,...,k - | es la misma
que (2.23) con

o me(ug(r)) =0,
miui(z)) =1 i=0,...,k~1,

de aqui tenemos que uf(z) es ortogonal a Pj(z) si i # j. entonces podeinos
expresatla como

ui(z) = wPi(z) + 1 Pilz),

evaluando esta expresion en ¢ = 1 y de acuerdo con (2.9) obtenemos una
ecuacion y resolviéndola llegamos a

w(z) = Ale) - Ple)  i=0,...,k=1. (263)

2.3.2 El caso analitico (&)

. I3 ' .
Con el mismo conjunto D' de grados de libertad como en (2.16) pero con &
en lugar de Py, podemos checar de una manera andloga a los casos anteriores
que

Mﬂ=mm, , (2.64)



aqui Qi(z) es proporcional a expy(12), el cual fue definido en (2.27) como
exp(+a) menos sus k primeras componentes, La normalizacidn escogida es
tal que Qk(1) = 1, es decir, Qx(ar) = expy(ta)/ exp(3).

Como los grados de libertad bisicos de uy(x) son los momentos de celda
wi(z)y {=0,...,k~1, mds u.(z), pedemos calcular un momento mdis de
uy(z), yasea en el caso polinomial (2.62) y (2.63) o analitico (2.64). Aunque
s6lo es necesario hacerlo para el caso analitico ya que Q(x) se reduce a
Pi(x) si by = 1y ap = 0, con ésto tencmos que para encontrar m¥(u,) y
mk(ud) i =0,...,k~ |, necesitamos las valores de m¥(Qi) y mi(P) i=
0,...,k-1.

Tenemos que

mk(P) =0 i=0,...,k=1,
faltandonos solamente m¥(Qy), para ésto recordeinos que Qx(z) tiene la ex-
presion (2.31), de aqui que tengamos que calcular m¥(Piy) y m¥(Qx) que
de acuerdo con (2.49) y (2.46) tenemos
mt(Pear) =0 y  mb(exp(}z) =1,
asi que

m¥(u,) = ax, )
mi(ul) = —au. (2.68)
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CAPITULO 3
DESCRIPCION GENERAL

Para nuestro problema (valores iniciales) como se menciond en el capitulo
anterior se tieuen dos métodos, el de momentos continuos y el de momentos
discontinuos de los cuales analizaremos y presentarcmos cjemplos en este
capitulo, tomados de [11) y [12}, asi como un resumen de los resultados
de convergencia que se conocen de los dos métodos que aualizamos (nodales
continuos y discontinuos) que aparecenen [13). Los teoremas que demuestran
estos resullados de convergeicia se presentan en el Apéndice A.

Como el problema original (1.4) se puede ver coma varias ecuaciones de la
forma (1.7), entonces lo que haremos es una descripeion general del método de
clementos finitos para este problema y se presentan ejemplos para el mismo,
(1.7) con condiciones iniciales (1.5),

3.1 METODOS DE MOMENTOS CONTI-
NUOS

En el capitulo anterior iablamos de escoger un espacio polinomial Py o
analitico £k en el cual se encuentran las funciones base que nos definen a
la solucién aproximada up, como uy es de la forma (2.15) se puede decir que
up, € Py 0 €, dependiendo de donde se encuentren las funciones base.
Entonces, con uy, € Py 0 & en el método de momentos continuos, es decir
estamos pidiendo continuidad de la solucién aproximada de celda a celda,
tenemos que uno de los k + 1 pardmetros (que definen a uy, cardD = k4 1)
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¢s fijo y en términos de ¢l se definen los demis, por lo que solo determinaremos
k. Para esto lo que haremos es tomar los momentos de Legendre (de orden
0 ak-1)del residual

R (up) = pl2)Dup(z) + gle)n(e) = f(2) = Luy - f, (3.1

y hasta entonces procurar que se cnmpla que 12 (1) = 0 Jo que nos asegura
que la solucidn aproximada wy, converge a u, donde I es ¢l operador

L{u) = p(x) Dug(z) + (1(::)11;.(:1:).

Entonces, calcularemos 1 (uy) en términos de las U; y se liene que enmpliv
1 (us) = 0 al multiplicarfo por unas funciones de prueba (primer factor del
método de elementos finitos), que en esle caso serdn los p; (polinomios de
Legendre), es deciv oblendremos los momentos de Legendre de J2(uy), de
esta forma tenemos que

f(Lu,.—f)m(x)dz:O, 1=0,...,k=1, (3.2)

.

y sustituyendo (3.1) en (3.2) obtenemos

/;l(m)Duh(x)p.-(z)d;r+/q(z)u,,(z)p;(a:)dx = /f(x)p.'(x)rl;c, (3.9)

calculamos la primera integral y regresando a la celda de referencia £ encon-
Lramos que

. |
hz—ll\l',-{[ur - (—U"U;] —:{UA(z)DP;(x)d:c}+ch" =mi(f)  i=0,..., k=1

(3.4)
donde Uy, U, y Ul son los momentos asociados a los extremos izquierdo, dere-
cho y de celda respectivamente, a (3.4) se le llama la ecuacién de momentos
continuos.
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A continuacidn escribiremos en forma explicita estas ccuaciones para ¢ =
0,1,2, y posteriormente las utilizaremos para oblener los ejemplos en los
casos k= 1,23, obeniendo Uy, U! parai = (,1,2 en términos de Uy (los
necesarios dependiendo de k) ésto significa que Uy serd el pardametro fijo
del que habiamos hablado, Una vez que se tienen es ficil sustituirlos en
(2.15) para obtener la solucién aproximada uy, para los diferentes cjemplos
(K =1,2,3).

Parat =0, con Py=1, NP =0y Np = 2, obtencmos:

B, ~ 1) +qu2 = m (1), (3.5)

mientras que para i = |, con DPy = Py y Ny = 2, (3.4) nos queda

B w0y - Lo v gt =), (36)

finalmente, para 1 = 2, con DP, =3Py Ny = é teneinos

,
Bwo-v) - Dy quz=ntg). @)

3.1.1 EJEMPLOS

Para obtener los ejemplos desarrollaremos la uy de {a forma (2.15) hasta
los términos necesarios (k + 1) y utilizando (3.5), (3.6) y {3.7) segiin sea ol
caso, expresaremos Uy y Uf para i = 0,1,2 en términos de U, construyendo
con cllos #,. Como 1y, se expresa en términos de ; (Tunciones base) y U;
(momentos) y las u; dependen del espacio en el que se tomen, entonces se
ejemplificaran para los dos casos, primeramente para el polinomial y pos-
teriormente para cl analitico, ademds presentamos una seccion en la que se
mencionan los drdenes de convergencia que se canocen para los métodos de
momientos conlinuos,
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CASO POLINOMIAL

Recordemos que tenemos dos casos, uno donde el espacio de funciones base
son del tipo polinomial (Pi) y otro en el que son del tipo casipolinomial
(&x), en el capitulo anterior se detalld la forma de tomar dichos espacios,
Primeramente presentaremnos ejemplos en el caso polinomial (Py), es decir,
u;, € Py y consideraremos los casos particulares correspondientes a k = 1,2,
y 3.

En el caso k = I, (2.15) nos queda

up = wy(z)Uy + uo(z)Ur, (3.8)
y gracias a (2.50) y (2.52) tenemos que:

Vo= %(UH' v.). (3.9)

Sustituyendo (3.9) en (3.5) nos lleva directamente a

I /]

(4 %)U,,: (- 12-')1/, + hm®()). (3.10)
Introduciendo € = gh/p podemos obtener U, en términos de Up resolviendo
(2~ QUi+ Zmd(f)
—_

Uy = 24¢

(3.11)

En ¢l caso k = 2, utilizamos de nueve la expresion (2.15), (2.50) y (2.52),
ademas de la (2.56), con cstas Lres dltimas encontramos una expresidn para
mb(ux); que queda:

U = %(ur ~uy. 3.12)

Insertando este valor en (3.6) llegamos a un sistema de dos ecuaciones para
U, conaciendo Uj de la forma (con € = qh/p)
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(12 = 6e + &)U + ]—2—Cm" (f) + -—-mc(f)
U = T , (3.13)

con

0,
19U, + (Ge + eﬂ)ﬂ’:'(lif—) - ?q—“mg(/)

0 _.
Ve = 12 4- 6e 4 €2 ' 314)

Por iltimo para k = 3, de manera similar encontramos que:

Uy = (1204 60e + 1262 4 &) [(120 =~ 60c + 12¢* — &)Uy
+ (120¢ 4 2¢)m®(f)/ q + 20e*ml(f)/q + 2em2(f)/q],

U= (120 +60c 4 12¢% +¢%)™" (120 + w)u,
4 (60¢ + 10¢? 4 e*)ml(f)/q — 20e*m(f)/q — 2em?([)/a],

con

—G0el; + m“(f) ) 2(f)

mi(f) -
120 4 60¢ 4 12¢? 4¢3

(12¢ 4 ") (12¢ + 6¢?
q q

Ul =

CASO ANALITICO

Anui, uy € &, en lugar de perlcnecer a Py y también consideraremos tres
casos, k = 1,2,3.

Primeramente para k = 1, la ecuacidn (3.5) la seguimos teniendo, pero uy,
estd dada por la ecuacin (3.8). Aqui, u; y u, estin dadas por las ccuaciones
(2.39) y (2.40), de tal forma que:

Vo= L,;—“u, ¥ 1-“%—‘1( (3.15)

donde a = a, dada por las ecuacidn (2.32), con (3.15), (3.5) llegamos a
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2-¢(l =a)lUp+ ?—{-m‘c’(j')
U, = i

24¢(l +a) !
como
2-¢(l-a)
_ 2+c(1+a)_LxP( )
mientras que
2
m =]~ (.X[)(-C),
de tal forma que
Uy = exp(~€)Uy + ﬂg—’(—‘—‘—)mg( /).

I ¢l caso k = 2, debemos usar las ecuaciones (3.5) y (3.6) junto con uy,
mientras que

Ut = (1+a)Ur-(1-a)Ui
¢ 2
dande a, ahora es ag dada por (2.32). Resolviendo para U, y U?, finahuente
obtenemos

al/®,

Ur = exp(=€)lUr + L - exp(—¢)] mg(..f_).

{

+2 [l - (1 = exp(—€)) (27.*;5)] Tégl,

1 - exp(—¢) U
€

, (, ) [1 ~ exp(=e)]\ m/)

-2 [1 - (1 —exp(-¢)) (g_ﬁf)] EE%Q
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Finalmente en ol caso k& = 3, también debemos considerar la ecuacion
(3.7), ademiis

(V=a)Up + (L4 a)l,
f’

donde @ = ay con ag dada por (2.32). Resolviendo para U, U y UJ} tenemos
que

U: =

~ Y= al!,

U, = exp(—e)Ui+ 1 —exp(—c) nu(“
+2[1 —exp(~ [l _ire m"ff)
+ {] —exp(—e) — 12 [l —(l —exp(—¢)) (2+ ()]} '—'—l%’-f—)-,
poo Lmem(=dy L (1=ewn(=q) mtl))
¢ € € o
) [1 — (1 = exp(—0)) (2;‘)] ’-”—él-fl
o 0
-—{1 - exp(—¢) ~ 12 (1 — exp(—¢)) [] - (2;()]} ﬂf—f}!—
Y
U= - [3(1 - exp(—¢) —6(] —exp(-—c))] Ui
€ € ¢

+{6]1 =01 - el-0) (?-2“:_‘)]} 1'.‘%.((1.0

e

-43(2+¢) [l-—(?X[)(—L)—';'—G( —~exp(—t) 24 ,i))}}lfé_(_fl

ctq

PROPIEDADES DE CONVERGENCIA

Los ejemplos presentados en la seccion anterior, cumplen o Ltienen ciertas
propiedades de convergencia, ya sea para la funcion o para los nomentos las
cuales podemos resuniivlas en las siguientes:
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o it los pruntos de o malla que discretiza al dominio se tiene un orden
de convergenda, Hamado discreto, de O (h’*’) donde b oes o tamano
maximo de los intervalos usados sobre [a, b).

o L3 orden de convergencia en los momentos locales (en cadi celda) es de

0 (h““") , para i <k,

o y en cualquier punto del dominio tenemos un orden de convergencia
{amado orden de convergencia continuo) de O (h"“) .

Aqui, el primer y tercer punto son resultados de superconvergencia, observ-
able para k> 1.

El enunciado del teorema, asi como su demostracion, se encuentra en el
Apéndice A, o bienen [I1].

El resultado del segundo punto, para los momentos es en e sentido de
que son del tipo local, es decir, estdn dados para cada subintervalo {zy, ).
Para obtener los correspondientes momentos globales, tenemos que pensar
en un intervalo fijo, por cjemplo [z, 2,), ¥ lamamos 1 a su longitud (fija),
entonees el I—dsimo momento de u sobre (2y,, z,) estd dado por

o Ty Ve — (-
()= LEL [ [-.p ot oya @)

] T

Por lo tanto, el momento aproximado correspondicnte, se obtiene reem-
plazando u por uy en (3.16). Con uy, la integral de 2y, a z,, se puede expresar
conto una suma sobre cada celda {25, 2,41, que nos lleva a

AL f
"lf.(“h) = = M [(;a:,,,,a:,,;m',w»“]u;.(C)dm.
] é‘ 2.[1 e

2 .
donde ( = -Llff-ﬂi‘l can hj = wjqy — 5, mientras que

14 [c;xvrluxvriszxj+l] =m {[C’l; + (-l'j + l‘,‘“) —l(s,‘,., + -En)l/”} R (3.17)
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Los polinomios resultantes sobre cada [z, ;4] son una combinaciin 1i-
neal de los polinomios normalizados de Legendre de grado 0 a grado [ sobre
ese intervalo y todos lus momentos locales de orden 0 a L aparccen sobre
cada sabintervalo. Fatonces, de (117), en la expresion de los momentos
globales, el i -dsirmo momento local serd multiplicado por wn factor (b)) £
de orden O (), donde it = max; by (o b = hj en el caso de una particidn
uniforme) de [z, 2y} Bi otras palabras, el decrecimiento en el exponente
vle Tos momentos locales en un orden de 1, expresado en el Teorema 3 (véase
Apéndice A) (A1), es compensado por el facror b* para el momento global
de orden 4. Esto se puede resumir en;

o para los momentos globales se tiene que

lmi(u) - mi(u,,)l =0 (h”") , pari i € N (3.18)

Cabe aclarar que los vesultados de estos dos teoremas fueron tomados de
(11}, y que nos servirdn para obtener nuevos resultados.

3.2 METODOS DE MOMENTOS DISCON-
TINUOS

n este caso, recordenmos que wy, 1o es considerada continua de celda a celda,
os decir que uy (2, ~0) = u, en el extremo derecho de cada celda no necesaria-
mente cs igual a up(zi+0) de la siguientecelda. Asi quecon uy € Pro & enel
método de momentos discontinuos, en cada celda hay k+ 1 parametros libres
(uno mds que en el caso continuo, que determinan a uy), que determinaremos
considerando los momentos de Legendre (de orden 0 a k) del residual (3.1)
y expresando que son cero (como en ¢ caso continuo, con el fin de asegurar
convergencia de up, a u) tenemos:

Tt Xy

|im¢_,0r;_/‘ (Lup - j)p,'(x)duj = 5(/(Lul. = [pilz)de (3.19)
() () e+ 0) = un(a =0 =0 =0,k



donde uy, o la frontern isquicrda (o = &) tiene w salto finito, Regresando a
la celda de referencia £ y despuds de integrar por partes e} término Luypy(x)
las ecuaciones nos quedan

2 {0 [un ey +0) = Ui + U = (=1)up (a1 +0)]

hN;
— 2 () D () } + qUE = mi(f),

para ¢ = 0,... k0 equivalettemente

. 1
ﬁ%—» [llr —(-l)'U,] - /m.(:u)l)l’,-(.r)dm fqlli=mi(f)  i=0,...k
i 2

- (3.20)
en fi cual ¢(¢) y p(x) han sido consideradas constantes sobre Q y por simpli-
cidad hemos tomado a 1y, (2 — 0) como Uy, Y tal y como se encuentra (3.20),
estas ccuaciones son estrictamente equivalentes a (3.4) en ¢l caso continno,
la rinica diferencia estd en la definicidn de uy en cada intervalo,

Las formas explicitas de (3.20) son exactamente las mismas que para el
caso continuo, es decir tenemos de nuevo las expresiones (3.5), (3.6) y (3.7),
pero con dos diferencias significativas: primero, en este caso los indices son
para i = 0,1,2, mientras que en ¢l caso continno cran para i = 1,2,3. Y
la otra diferencia estd en que ahora Uy no es un pardmetro que aparece en
la representacion exphicita de uy en la celda considerada, como en el caso
conlinuo,

En seccidn siguiente presentaremos los ejemplos para £ = 0,1,2 en los
casos en los que uy, € Py o £ asi como un resumen de los resultados "de
convergencia para el caso discontinuo,

3.2.1 EJEMPLOS
CASO POLINOMIAL

Aqui, con uy en Py, considerarentos los casos particulares correspondientes a
k=0,1y2
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En el caso k =0, (2.64) queda

up = (), (3.21)

con
0 0
Ul =ml(w,) = U,,

de tal forma que de (3.5) obteneinos

U+ =m(f)
—_—

Ur = l4e '

donde ¢ = gh/p.
En el caso k = 1, (2.64) nos queda

uy = U (2) + U2(z), (3.22)

con
U = me(u) = Uy ~ U7,

de tal forma que seguimos teniendo (3.5) y (3.6) queda de la forma

3 : 6,
(U +U) - SV 49 (U - UZ) = ml ().

Resolvienda las dos ecuaciones anteriores para U, y U2 oblenemos

ofr \
(6 +2) Ui + (B¢ + ¢2) L"_C;IUJ 4 (Qf_rzf_,,._q(ﬂ
Ur ) 6 + 4e B (;’2 1
y 0 |
6+ c)Up+ (3 4 €3) m(f) L ()
U9 = q re
. 6+ de+ €

En ¢l caso k = 2, (2.64) toma la forma

up = Upne (2) + USud(z) + Ulul(z), (3.23)
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con
U2 = md(uy) = U, = U = U},

y se signe emnplienda by couacidn (3.5), y las ecuaciones (3.6) y (3.7) quedan
de fa forma 3
" U+ U) - —u° +gU} = ml (f),

)7
"
:)I_if_ (Ur - Ul) qui(j' +q (U UB '—U‘-I) = "'(2: (f)l

de tal forma que resolviéndolas para U, U0 y U} llegamos a

0
= (60 436€ + 96 + )" [ (60 = 24c + 3¢2) Uy + (60c 4 6¢2 4 ¢*) -———'""q(f )

+ (102 + ) ————’"gq(f Ly 63———-'"3q(f )) ,

)7
U9 = (60 +36c+9¢ + M) ((60 + 6 + ) Uy + (30€ + 8¢t + €8)

—(10e+ ¢*) me (/) - e2'"3([)) ,
9 q

me (f)
g

0
Ul = (60 + 36¢ +9c'*+c“)“'( (30¢ + 3¢2) U - (ltlu-:;c”)’—_—"c;f)
1
+(662+€:|)"'cq(f) (6c + 3e%) f))

CASO ANALITICO

En este caso uy, € &, y consideraremos los siguientes ejemplos,

En el caso k = 0, la ecuacion (3.5) Ja seguimos teniendo con uy, dada por
(3.21). Aqui, por lo tanto u, estd dada por

_exp(z/))
" exp(l/A)’
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tal que
U0 = AUseul(1/4)

<7 exp(l/A) !

sustituyendo esta expresion en (3.5) y resolviendo para U, llegamos a

U+ Em‘c’ )
Uo=—q
r H
-
. _ ,\bcuh(l/,\) - Y el
cony = (1)) nA ¢/2. 1/ (1 + ) = exp(—¢), la ecuacidn

anterior nos queda:

()‘
Ur = exp(—e)Ui + cexp(—¢) 1"-—“;(-[-)-

En el caso & = 1, trabajando de mancra similar y después de manipula-
ciones algebraicas obtencmos;

Ur = exp(=c) Ui+ [l —exp(~c)} Z—'—I-EIL'Q

+{l ~exp [~ = cexp (—¢)] —=2 'U)

U9 = .I__C’.‘cl’ﬂul + (l _ 1 —ex(p(—c)) e (f)

9
me (/)

~[1 = exp (=€) - eexp(—¢)] Seg

Finalmente para k = 2 tenemos que:

xp (—€ l}l+[l—ex|)(~f)]

42[1 (1 = exp(—t )(2—;(—‘ ’-—-"“qf)

'2(‘ +2t *) (exp (=€) 4 ¢ 3) )

Scg
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con

Dy (-

1 - exp
Ut = —

¢ q
-2 [1 — (1 = exp(—0)) (2.; L)] mﬁuﬁf)
mZ (f)

¢ C " ]
+2 (3 4 2¢ + —2"') ((,Xp (—'C) 4+~ J) -5;2-;1-,

1 —exp(—¢ )) m¢ (/)

Ul = 6(1 —exp(—¢)) — 3e(l - vxp(-—c))U'

i o (2] 20

€

(- emen) a2
(

. ) ¢ S\ m! i)}
—6(2+5)([J+2£+ 2](,xp(—-c)+c—-3) .

PROPIEDADES DE CONVERGENCIA

Aligual que para el método de momentos continuos, en el método de momen-
Los discontinuos Lambién podemos agrupar la propiedades de convergencia
en das teoremas, el primero se encuentra en su totalidad en el Apéndice A

que en resimmen dice:

o en los puntos discretos del dominio se tiene un orden de convergencia
de O (h*+1) | donde h es el tamaiio maximo de los intervalos usados

sobvela, 8],

o Para los momentos locales sc tiene que el orden cs de O (h'“' ““) , para
i<k,

o finalmente, el orden de convergencia continuo (en cnalguier punto del
dominio difereute a los de discretizacidn) es O (h“') .

en este caso ol primer y tercer resultado es llamado de superconvergencia,
observable para k > 0.
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A igual que el caso continuo la demostracidn se encuentra en el Apéndice
A, v tambidn en [12] junto con el orden de convergencia para los momenlos
globales, e el enal se seitala que:

.
Imf-,(u) - "%("h)l =0 (lz”'"") , patai € N (3.24)



CAPITULO 4

RESULTADOS DE
CONVERGENCIA

Con el capitulo 2 (Funciones Base) y Capitulo 3 se completan los dos eleinen-
tos hasicos de un método de elementos finitos, como las U; son momentos
entonces estamos hablando de elementos finitos nodales. En este capitulo
se utilizaran las expresiones de cada uno de los esquemas, presentadas cono
cjemplos en el capitulo anterior para encontrar asi, la solucidn aproximada de
unt problema modelo y una vez que se tiene, en una primera parte (seccion
4.1) se confirmard desde un punto de visia computacional los resultados
tedricos referentes a los drdenes de convergencia en los puntos de la malla,
en cualquier otro punto del dominio y momentos globales. Cabe lacer la
aclaracion que todos estos resultados son de [13]. Ademis se presentard una
nueva téenica, que lamamos postprocesamiento, que nos permitird elevar ol
orden de convergencia en cualquier punto del dominio del problema de al-
gunos de los esquemas que se presentaron en el Capitulo 3. Los programas
que se utilizaron se anexan en disco flexible,

4.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA MO-
DELO

13! problema que usaremos como modelo es referente a transporte de parti-
culas, para esto recordemos que las ecuaciones ordinarias para transporte de
particulasen geometria plana consta de un sistema de ecnaciones diferenciales
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ordinarias de la forma

Mz

sujeta a las condiciones iniciales

+qui=fh i=lv--1Nv \ -'L'e(ﬂ,h), (4‘1)

wi(a) =0, pan >0,
ui(h) =0, para g <0,

donde a y b son los extremos del intervalo que discretiza a pt, es decir son
los extremos del intervalo para una direccion gy, La u (flujo angular) corres-
pondientes a # positiva (negativa respectivamente), se aproxina por una uy,
que se determina de izquierda a derecha (derecha-izqnierda resp.) sobre cada
celda [z),z,}. La fuente f; es dela forma

fi(e) = B (e) +ale),

donde los w; son los pesos de cuadratura asociados con los puntos de cua-
dratura pt; € (~1,1)/ {0}, los cuales son los de Gauss-Legendre y u; es la u
restringida a la a g los direcciones angulares en las que se discretizo p, como
en el primer capitulo. .

Para aproximar la solucidn de (4.1) sc pneden usar téenicas de iteracion
estandar. De éstas se obtiene

w4 quitt = 0 n=0,12,...,

la fuente puede estimarse iterativamente de los flujos angulares anleriores.

Para obtener los drdenes de convergencia de cada nno de los esqueias
numéricos descritos en ef capitnio anterior, consideraremos un problema mo-
delo de la forma (4.1) tomado de [14] que consiste en obtener la solucidn
analitica de 1a aproximacion S, de la ccuacién, esto significa, de acuerdo
con ¢l Capitulo 1, que discretizamos el dominio en dos direcciones angu-
lares; ademds se considera una fuente externa y condiciones de frontera nulas

~
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cen ambos lados del dominio {a, 8], el cual estd definido como [~1,1]. Fsta
aproximacion Sy es de la form

du, 2
/‘n'('l}_‘ + qutty, = gy L Wy, Uy -+ Qn; n= ‘»Qv ("-2)

m=}

donde 1y = —pz = 1//3, estos son los puntos de cuadraiura de Gauss-
Legendre para dos puntos. @)y = @, = I, significa que tenemos una fuente
que nos manda un neutrén por vtidad de volumen. Ademds, wy = wy = 1,
los pesos de cuadratura de Gauss-Legendre para dos puntos.

La seccién transversal total g, (L7') tiene un valor de 2 (en prome-
dio, cadu unidad de longitud 2 nentrones interactdan por absorcion y/o dis-
persion) y la seccidn transversal de dispersidn, g, de | (en promedio, cada
nnidad de longitud | neutrdn es absorbido),

Todo lo anterior significa que tenemos un fendmeno fisico de transporte
de particulas que se puede modelar con una ecuacin de la forma (1.2), en
¢l dominio [~1,1], discretizamos respecto a g con dos puntos, de Gauss-
Legendre, obteniendo una ecuacion de la forma (1.4) en cada subintervalo de
esta discretizacidn (respecto a g), que se pueden agrupar en (4.2), de esta
forina como ji; > 0 se tiene que u(a) = 0, y p2 < 0, u(b) = 0. Entonces
resolver (4.2) significa encontrar dos soluciones, una para cnda valor de g,
lus cuales se obtienen (numéricamente) barriendo el dominio de izquierda a
derecha para yt; y de derecha a izquierda para iz,

En (4.2), wy (2) y u2 (z) son los flujos angulares (analiticos) de nentrones
en las direcciones jt; y pta respectivamente, dados por

oV 4 (34 2v2) Ve
Vit (3+2v2) V8’

w(e)=1- (1.3)

emViE (3 + 2\/5) eV
R FEY, P

up(z)=1- (4.4)



4.1.1 PRUEBAS DE CONVERGENCIA PARA EL
PROBLEMA MODELO

Para obtener los drdenes de convergencia discretos y continuos para los dife-
rentes esquemas numéricos, se hicicron varios experimentos con el problema
modelo previamente descrito.

Primeramente, para los esquemas contimos, polinomiales (CMP) y anali-
ticos (CMA). Se denotard con DCO (Discrete Convergence Order ) y CCO
(Continuous Convergence Order) a los drdencs de convergencia discretos y
continuos correspondiente a up, la aproximacion del flujo angular u para una
malla de tamafio A,

Para obtener DCO, primeramente se calcularon los errores discretos de
la forma

er = max Ju () = un (2:)]. (4.5)

para diferentes particiones del dominio, Las particiones se hicieron dividiendo
¢l dominio del problema modelo [—1,1], en 2,4,8,16,32 y 64 subintervalos
de igual longitud. Después, se calenld u (a), el valor exacto de la solucion
en los puntos de la malla, asf como la selucién aproximada uy (z;), tambidn
en los puntos de la malla, Esta viltima es de la forma (2.15), de tal mane-
ra que encontrando ¢l maxino de su diferencia en cada punto de la malla
encontramos los errores que necesitamos en cada una de las particiones y

sustituyéndolos en
In (e;./c;,/g)
in2 '
se obtiene una estimaciin del orden de convergencia discreto (DCO).

NCO =

n el caso de CCO, al igual que para DCO, tenemos que calcular errores
de la misma forma que en (4.5) con la diferencia de que en este caso se trata de
un orden de convergencia continuo, es decir, tenemos que encontrar errores ey
cualquier punto del dominio y no solo en los extremos de cada subinetervalo
en los que fue dividido, Por tal razdn, los errores se calcularon evaluando la
solucidn exacta u (que dependiendo de en que parte del dominio se encuentre
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¢l en el que se evahia, esta dada por (4.3) o (4.4)) y la aproximada uy en
129 puntos uniformemente distribuidos sobre el dominio [~1,1}. La up en
estos puntos se obtuvoe utilizando la solucidn aproximada que se construye
con (2.15) (combinacion lineal de momentos y funciones hase), que s un
polinomio de grado k (k = 2,3) en cada subintervalo, tomando en cuenta
los valores de up en los extremos de cada subintervalo de la malla, asi como
los k — 1 momentos locales (en el sentido en que son calenlados sobre cada
subintervalo que confortia la particiin del dominio) neeesarios.

Para representar los 6rdenes de convergencia discretos correspondientes a
los momentos globales: cero, primero, segundo y tercero, de uy, se utilizaron
los mimeros MO, M1, M2 y M3, calculados de la forina:

Ml = In (mi (en) /mi (ch/'z))

™) y  1=0,1,2,3,

donde

ey =u(x)—-u;.(x).

son los errores, y

{

241
m(ep) = —7—

1
Y[l g = a0,

!
=t 5

la cual se obticne de (3.16 ); donde / cs el nimero de subintervalos en los
cnales se dividio el dominio, De la misma forma que antes, se divide el
dominio en 2,4,8,16,32 y 64 subintervalos. Ademads, lo de global es en el
sentido de que son calculados sobre un conjunto de celdas vecinas y no sobre
cada celda como en los casos anteriores, en particular, los resultados que se
presentan estan hechos de tal forma que el conjunto de celdas (o subinter-
valos) vecinas que se tomd para caleular los monientos globales formara el
intervalo (0, 1), independientemente en cuantas celdas o subintervalos haya
sido dividido el dominio. Los resultados que se presentan en este capitulo
son para los casos k = 2,3; ya que estos son los que presentan resultados de
superconvergencia y son los que utilizaremos para cilculos posteriores y se
resumen en las Tablas 4.1,4.24.3y 4.4,



No. de Interv. | DCO [ CCO | M0 | MI M2 | M3
2-4 3749 12171 [ 4,312 4.528 1 2.905 1 2.993
4-8 4.093 Z{i_(!?i 4004014105 1 3837 | 3,322
8-16 1.013 | 2.820 1 4,024 | 4.025 | 3.963 | 3.862
16-32 3,997 | 2.919 | 4.006 | 1.006 | 3.991 | 3.967
32-64 4.002 | 8.300 { 4.002 | 4.001 | 3.998 | 3.992
Tedrico 4.0 3.0 1.0 4.0 1 40 | 4.0

Tabla 4.3: Ordenes de convergencia para el esquema CMP2

No. de Iuterv. Jf DCO | CCO | MO | M! | M2 | M3
2-4 5.646 | 3.188 | 6.244 | 6.236 ) 6,240 | 3.899
4-8 6.062 | 3.573 | 6.063 | 6.062 { 6.062 | 5.75})
8-16 6.005 | 3.776 | 6.616 1 6,016 [ 6.016 | 5.944
16-32 5,995 | 3.889 | 6.003 | 6.004 | 6.004 | 5.987
32-64 5.996 | 3,945 5,947 | 5.989 | 6.000 } 5.999
Tedrico 6.0 4.0 6.0 6.0 6.0 6.0

Tabla 4.2: Ordenes de convergencia para e} n.-sqnmﬁa CcMP3

No. de Interv. | DCO | CCO | MO | M1 § M2 | M3
2-4 3.400 | 2.104 | 2,551 | 3.335 | 3.038 | 3.512
4-8 3.798 ) 2.592 1 3.670] 3.791 | 4.198 | 2.569
8-16 3.945 1 2.8201 3.916 ] 3,944 1 3.825 1 3.720
16-32 3.986 [ 2,926 1 3.979 1 3.986 { 3.957 | 3.934
32-64 3.997 71 7.620 1 3.995 | 3.997 | 3.990 | 3.983
Tedrico 4.0 3.0 1.0 4,0 1.0 4.0

Tabla 4.3: Ordenes de convergencia para el esquema CMA2




No. de Interv. § DCO | CCO | M0 | M1 M2 | M3

2-4 54191 39.125 1 5,528 | 5,191 | 5,082 ] 2.7G4
4-8 5,813 [ 3,684 1 5,839 1 5,767 | 5,746 | 5.408
3-16 5.937 1 3.764 1 5.956 | 5.939 | 5,935 | 5.862

16-32 5,984 | 3.885 | 5.989 ] 5.985 | 5.983 | 5.966
32-64 5.986 | 3.943 | 6.020 ) 5.994 | 5.996 | 5.992
Tedrico 60 | 40 { 60 | 60 | 6.0 | 6.0-

Tabla 4.4: Ordencs de convergencia para el esquema CMA3

Las estimaciones numéricas para CCO en el esquema CMP3 es una muy
buena aproximacion con el resultado tedrico predecido, pero en esquema
CMP2 hay un punto importante; si observanos las Tablas 4.1 y 4.3, en el
renglén 16-32, la estimacidn numérica para CCO es muy cercana al valor
tedrico pero en el renglén 82-64, CCO incrementa en mds de dos veces al
resultado tedrico predecido. En particular, este hecho se debe a que el punto
medio también exhibe superconvergencia, ya que evaluamos el error en una
malla con 128 subintervalos de igual longitud, y los puntos en los que se hace
la evaluacidn son puntos de la malla o puntos medios de los cdlculos hechos
para 64 subintervalos.

Para los esquemas discontinnos: polinomial (DMP) y analitico (DMA)
se calcularon dos drdenes de convergencia diseretos (1DCO), ya que como el
mismo nombre lo dice, las aproximaciones 1o necesariamente son continuas
en los extremos de cada celda, asi que tenemos DCO(r) y DCO(!) asociados
a up(z; = 0) y a uy (25 + 0) respectivamente, es decir, corresponden a los
valores derecho ¢ izquierdo de uy, en cada celda.

La forma de caleular DCO(r) y DCO(!) es similar a la de DCO, pero con

en = max u(zin1) = un (zip1 -~ O)1, {4.6)

para DCO(r) y

e, = m'axlu(z.-) -y (z; + 0|, (4.7



No. de Interv. || DCO(r) | DCO() T CCO T MO | MI | M2 M3
24 2432 | 1183 [ 1183 [5.634 [ 2.281 | 5.019 [ -0.242
4-8 2,882 | 1.503 | 1.503 )2.917 | 2.657 [ 2180 [ 1315
3-16 2.898 1724 11724 [ 2017 2.837 1 2,132 | 2,561
16-32 2,934 | L1855 | 1.855 [ 2.741 [ 2.920 | 2.718 | 2.842 |
32-64 2969 | 1.926 {1.926}2.899 | 2.961 | 2.883 | 2,035
Tedrico 30 [ 20 20 | 3.0 | 3.0 | 3.0 | 30

Tabla 4.5: Ordenes de convergencia para el esquema DMPI

para DCO({). Eutonces

In (eh/c,,/g)

beofr) = m2

ol In (e}./c;‘/ )
‘ beo() = In2

Como podemos observar, fa tinica diferencia con respecto a los métodos de

momentos continuos s que en lugar de calcular un error ¢n cada punto de

la malla, calculamoy dos errores en los mismos puntos, ya que tanto u como

uy, no necesariamente son continuas, asf que tencmos que evaluar u y uy en

los puntos 24y (i) y iy — 0 (z; + 0) para poder encontrur ey, y calcular

DCO(r) (DCO(1)).

En el caso del orden de convergencia continuo CCQ, se hace exactamente
igual, y solamente se toma en cuenta la discontinuidad al momento de cons-
truir los la solucidn aproximada, que es un polinomio de grado £ de la forma
(2.59), es decir, hay un hrinco de polinomio a polinomio en cada punto de
la malla. Por ditimo los errores en los momentos glabales (MI, [ = 0,1,2,3)
se calculan de |a misma forma que en los esquemas continuos, sin dejar de
considerar la discontinuidad de u.

Con esto tenemas que se obtuvieron las tablas 4.5, 4.6, 4.7 y 4.8, (pre-
sentareimos los resultados para los casos k = 1,2)
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No. de Interv. | DCO(r) { DCOW) [ CCO| MO | ML | M2 | M3
2-4 4.363 2120 | 2.120 | 4.641 | 3.888 1 3.092 | 2,348
4-8 4918 2,512 1251214789 11,616 1.518 | 4.214
8-16 4,923 2.743 12,743 1 4.900 | 4.854 | 4.831 | 4.764
16-32 4.958 | 2.868 |2.868|4.953 | 4.940 | 1.933 | 4.914
32-64 4.980 2,933 | 2.933 | 49771 4.973 | 4.971 | 4.965
Tedrico 5.0 3.0 Jo { 60 | 50 ( 50 { 50
Tabla 4.6: Ordenes de convergenda para el esquema DMP2
No. de Interv, ) DCO(r) [ DCO(!) ] CCO | MO | M1 | M2 | M3
2-4 2409 | 1.242 11242} 2,501 2.419] 3.448 ) 2.354
4-8 2.876 | 1.654 |1.654 | 2.875( 2.876 | 1,989 { -0.058
8-16 2997 | 1.829 |1.829] 2980 2.996{ 2.786 | 2.547
16-32 3015 | 1916 [1.915]3.002]3.013(2.938] 2.867
32-64 3.011 1.957 ] 1.957]3.004 | 3.011] 2.979 | 2.952
Tedrico 3.0 2.0 20 [ 30} 3.0 ] 30 | 3.0
Tabla 4.7: Ordenes de convergencia para el esquema DMAL
No. de Interv. | DCO(r) [ DCO(H [ CCO | MO | M1 | M2 | M3
2-4 4418 | 2.385 |2.380 | 4,128 {4.402]4.431{4.769
1-8 4.847 | 2.654 ]2.654]4.817}4.845]4.849]4.161
8-16 4,972 | 2.821 |2.821)4.983 | 4.972) 4.972| 1.812
16-32 4999 [ 2909 {2909 5,012 5000 4.998( 4.946
32-64 5.003 | 2.953 1|2.95315.011] 5.003 [ 5,003 | 4.982
‘Tedrico 5.0 3.0 30 ] 50 ] 50 ] 50 | 5.0

Tabla 4.8: Ordenes de convergencia para ¢l esquema DMA2
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4.2 PGOGSTPROCESAMIENTO

Despuds de haber expuesto la teorfa en el Capitilo 3 y los resuitados numé-
ricos existentes cn la seccidn anterior, nos damos cuenta de que ¢ orden de
convergencia conlinuo (CCO), en cualquicra de los easos, es menor que el or-
den de convergencia discreto y que el orden de convergencia en los momentos;
por esta razén trataremos de mejorarlo, es decir, anmentarlo.

En el capitulo anterior mencionamos que en los Teoremas 3 y 5 (que
aparecen en el Apéndice A) se obtienen resultados de superconvergencia,
entendiendo por superconvergencia el hecho de obtener ordenes de conver-
gencia mas altos de lo que razonablemente se espera, es decir, debido a que
se tiene una interpolacion se espera una convergencia con uni unidad mds
que el grado de dicha interpolacidn, por lo que si obtenemos un orden de
convergencia que lo sobrepase, entonces se dice que es superconvergente. Fn
los esquemas continuos y disconlinuos (polinomial y analftico) la solucidn
aproximada cs un polinomio de k, de {a forma (2.15) y (2.59) respectiva-
mente, que de acuerdo con los resultados hésicos de la teorfa de interpolaciin
se espera un orden de convergencia k 4 1. Como podemos observar, en los
esquemas continuos, para el problema modelo y los casos que se consideraron
(k = 2,3), del Teorema 3 (Apéndice A) y las tablas 4.1, 4.2, 4.3 y 4.4, el
orden de convergencia discreto superd lo que se esperaba y en el caso del
orden de convergencia continuo coincidid con lo esperado, es-decir:

nCco - CcCco
k- (Tedrico y Numérico) (Tedrico y Numérico)
2 4 3
3 6 . 4

En los métodos de momentos discontinuos, se observa el misnio fendmeno,
pero solamenteen DCO(r) obtenemos superconvergencia y no asi para el or-
den de convergencia discreto en el extremo izquierdo de cada celda, DCO(!).
En resumen

DCO(r) CCO, DCO ()

k  (Tedrico y Numérico) (Tedrico y Numérico)
1 3 2
2 b 3
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Ademds de la superconvergencia en DCO se tiene en los momentos M0,
M1, M2y M3, y se presentan en las ‘Tablas

o 4.1y 4.2 para los esquemnas polinomiales continuos (CMP2 y CMI'3
respectivamente),

o 4.3y 4.4 para los csquemas analfticos continuos (CMA2 y CMA3
respectivaimente);

o 4.5y 4.6 para los casos polinomiales discontinuos (DMPL y DMP2
respectivamcnte),

o 4.7 y 4.8 para los casos analiticos discontinuos (DMAL y DMA2
respectivamente).

Del resumen hecho con anterioridad, podemos concluir que en ambos
métodos (nodal continuo y discontinuo), no obtenemos superconvergencia en
el orden de convergencia continuo (CCO), es decir, sélo Hegamos al orden de
convergencia natural de la interpolacidn, y debido a ésto, nuestro objetivo
sera tratar de igualar el CCO con DCO.

Aungque el proceso para obtener un CCO inds alto, en los esquemas con-
tinuos y discontinuos es muy similar, lo tratareinos por separado para cvitar
confusiones.

4.2.1 ESQUEMAS CONTINUOS

Para obtener un CCO (orden de convergencia continuo), lo haremos aprove-
chando las superconvergencias (A.1) y (3.18) (de DCO y Ml, con { = 0,...3),
que se refieren a que tenemos superconvergencia en los puntos de la malla asi
como en los momentos. La pregunta que nos hacemos entonces es, jDe qué
manera podemos obtener un CCO mds alto? La respuesta es la siguiente:
utilizaremos los valores de uy en los puntos de la malla y los momentos
globales necesarios, con ellos postprocesaremos la uy, obtenida en una @, que
exhiba un orden de convergencia mds alto, de esta forma obtendremos 6rdenes
de convergencia continuos {postprocesados, CCOP) de la forma: O(h*),
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para k = 2,3 (se excluye el caso k& = | ya que solo es observable para
k> 1), Otra cosa que hay qué aclarar es en qué consiste o que significa
postprocesar, En secciones anteriores se enclond I forma de obtener CCO
(orden de convergencia continuo) y mencianamos que se evatug la solucion
aproximada en 129 puntos uniformemente distribuidos en ¢l dominio, vsta

solucidn aproximada se construyo fue de la forma

k-2
g, = Uy () + Urny (2) 4 Z U(:ufi (z), (4.8)
=0
donde u (2), u, (z) y vl () son las funciones base dadas por (2.21), (2.22)
y (2.24) en el caso polinomial y (2.18), (2.39) y (2.10) en ¢l caso analftico
respectivamente y Uy, Uy, Ul 1= 0,... k — 2 son los momentos asociados al
extremos derecho, izquierdo y celda respectivamente, recordemos gue es una
1y, de esta forma en cada celda. Lintonces, el postprocesamiento consiste en
construir un nuevo polinomio de interpolacidn de grado nds alto que (4.8)
y de manera global, es decir, no debe construirse tomando en cuentn los
pardmetros (valor a la derecha, izquierda y momentos de u) de cada celda,
sino que deben ser respecto a mds de una celda (2,3.... celdas vecinas). Este
nuevo polinomio de interpolacion puede tomarse de ta forma
%-3

iy (z) = Uy (2) + Ueup (2) + Y Ulal (2), (4.9)

i=0
donde Ui son momentos globales, en el sentido de que se Loman respecto a mids
de una celda (2,3,... celdas vecinas), Como poedemos observar, el polinomio
{4.9) es de grado 2k — 1, cosa que nos beneficia ya que por resultados bisicos
de la teorfa de interpolacidn se espera un orden de convergencia 2k {para
k =2, 3 esperarfainos un orden de 4 y 6), siendo ésta la cota a la que deseamos
llegar. Cabe aclarar que las expresiones para los momentos son diferentes a
las que se presentaron en el Capitulo 2, para ellos encontramos expresiones
explicitas que se presentardn mis adelante (Apéndice B). Podemos, entonces

resnmir todo lo anterior en el siguiente Teorema:

Teorema 1 La solucidn i, € Px 0 & de la ccuacion de momenlos conlinuos
(3.4), Uene la siguienle propiedad de convergencia: para cualguicr punto
z € [a, b] se cumple que para k > 2

lu () - @, (r)] = O (h*).
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Demastracién. Recardemos que iy, (@) tiene la forma (4.9), asf que

e(r) =ulr)~a,(x)
= [u (1) - U‘] w(a)+ [u {ae) -~ 17,] u, ()
%=d . .
45 ok (1) = ) (2) + R (s,
stponiendo que hA ~ O(1) si & se usa para evilar usar un exponencial

degenerado (expp para —p muy grande), enfonces existen constantes ¢, e
y ¢ tal que

l(z) £ oy v, (2)] S,

ui(e) < Vi,

entonces ~ -
e(z) =q lu (=) - U‘l + c‘,u (z+) = U,l
2%

+5, cnd (1) = L @) + R @)

y como x no es un punto malla, usando (A.1) y (3.18) asf como los resultados
de interpolacidn: |R(z)] x O (h"‘) obhtenemos

e{r)=0 (h“‘) .

RESULTADOS NUMERICOS

Para obtener los resultados numéricos que corroboren e} Teorema 1 se hicie-
ron varias pruebas numéricas, las cuales consistieron en lo siguiente, Prime-
ramente, es claro que para encontrar érdenes de convergencia se comparan
errores obtenidos, éstos tienen que ser uno local comparado con uno global;
local en el sentido dv que Ja interpolacidn se liace sobre cada celda y en
¢l global la interpolacidn se hace sobre varias celdas vecinas (ver Figuras
1.1y 4.2). En cualquier caso habria que asegurarse si lenemos que tomar
postprocesamiento, es claro que en of glabal si, pero para los errores locales
se tiene que verificar.
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/‘_\“uh(l'j{.]) = Uj+|
/us, Ul
u;,(:lf,') = Uj{

b -

Zj Tit)

Figura 4.1: Interpolacidn Local (Continua) de grado k, por ejemplo k = 2

k-2
Vg, Ug
b Up(Tjpmet) =
Ujsmet
up(z;) = U; 4
1 ) T
e} — — m22
T Litt Ii4m Ljtme1

Figura 4.2: Interpolacidn Globa! (Continua) de grado k, por cjeinplo k = 3
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ERRORES LOCALES Paracalcular los errores locales se puede hacer de
dos formas, una con y otra sin postprocese, entendiendo que sin postprocesar
significa utilizar la solucidn aproximada original (2.15), por ejemplo

o Para CMP2 (k = 2)

1. Sin postprocesar, y de acuerdo con (2.15) el polinomio de interpolacion
es de grado 2, las funciones hase son las signicntes

uy =P -P)
we =+ (P4 1)
0 -

u

¢ = ,)0 - P’l,-
sustituyéndolas en (2.15) el polinomio nos queda de la forma

up = _%(p, - P, +%(1’.+ Pa)Us + (o~ Py)UP.

2. Con postprocesamiento, de acuerdo con (4.9) ¢l polinomio es de grado
3 y las funciones base quedan de la forma

u,-—; -li' pz""ag
Y, 2 (

nl = P - P
ul= P-P,

ademds de que
Ul = %(u, -u)

asf que, después de sustituirlas en (4.9) y factorizar, el nuevo polinomio
de interpolacidn nos gueda:

fu.=—%( = P Ut 5 LR+ P, + (o= P UP.

Con ésto verificanos que en e] caso de CMP2 (k = 2), tener una aproxi-
macion local sin postprocesar y postprocesada, es lo mismo, claro que cuando

66



postprocesamos localinente, el momento uno U/} se aproxima o construye con
las funciones hase u, y 1y ya que en este caso no se liene.

Para los demds casos, se hace de manera muy similar, y estin desaolla-
dos en el Apéndice (C).

Entonces, resumiendo tenemos que para los esquemas continuos ho os
necesario hacer un postprocesamiento para encontrar los errores locales ya
que dstos son exactamente iguales a los que se obtienen sin postprocesar
(originales), asi que tomamos los errores locales originales que son de la
forma (4.5) con 1, de la forma.(2.15) en cada celda.

ERRORES GLOBALES. Para encontrar los crrores globales, recorde-
mos que global significa tomar los momentos y funciones hase respecto a mds
de una celda. Asi que para encontrar los errores globales (postprocesados)
construimos un polinomio de interpolacidn de la forma (4.9) constrnido de
manera global (respecto a més de una celda), en particular se construyé un
polinomio cada dos celdas vecinas, tomandose también los momentos y fun-
ciones base respecto a cada dos celdas vecinas. Entonces, recordenios que los
momentos son diferentes a los presentados en el Capitulo 2. Las expresiones
explicitas para estos momentos se encuentran en el Apéndice B, los cuales se
calcularon de la forma -

F2
k4 .(2,_,!,‘_1_;2‘ !) iy (2) de
' 2h h\T)

i o e . (1.10)
k4 p'l (_25:53_&_'}}(;:_1;_*1.) d_,r .

'
Tkt

En (4.10), las integrales estin tomadas en los intervalos (z2x-1,Zak41)
para k = 1,2,... lo quc significa que agrupa a dos celdas, lo que le da el
sentido de global, De nuevo, los errores se calculan de la forma (4.5), pero,
en este caso u es reemplazada por s, el polinomio de interpolacidn (4.9)
global (respecto a dos celdas vecinas).
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Asf que, una vez Leniendo los errores locales y globales (post procesudos).
se calcula el orden de convergenda continuo postprocesado (que Hamaremes
CCOP) de la siguiente forma

Iu (€5 /é)2)

h2 (4.11)

CCoP =

donde ¢, tiene la forma (4.5) y

& = max |u(z) ~ &, (z)f,

aqui, hay que aclarar de que forma se hace la comparacidn de errores, por
cjemplo si ¢l domiiio del problema modelo (-1,1) se divide en 4 subinter-
valos, para encontrar ey, (error local) se construyen 4 polinomios de la forma
(2.15), uno en cada subintervalo o celda, tomando como pardietros ¢l valor
de uy, en los extremos de cada celda y los momentos locales necesarios (ver
‘Fignra 4.3) y en el caso de &, se construyen solo 2 polinomios cada dos celdas
vecinas (ver Figura 4.4) de la forma (4.9). En general, si tenemos # celdas
para encontrar los errores locales se construyen n polinomios de grado & de
la forima (4.8) uno en cada celda, tomando coimo pardmetros los valores de w,,
en los extremos de cada celda mis Jos momentos locales U, ¢ = 0., & ~ 2;
y para los ervores globales se consiruyen nf2 polinomios de grado 2k — 1 de
la forma (4.9) cada dos celdas con fos pardmetros: valor de uy, en el extremo
izquicrdo de la primer celda y extremo derecho de la segimda celda, asi como
los momentos globales U3 i =0,...2k - 3.

Una vez que tenemos €y, ¥ €, (errores local y global respectivamente) se
comparan de tal forma que ambos estén tomados sabre of mistno subintervalo,
es decir, si se calcula e, para n celdas de la forma(zj, 2j41) el correspon-
diente erroy global es aquel en el que cada dos celilas vecinas de la forma
(Zak-1, ZTars1) coincidan con la celda (z;,x;41), es deciy, 5 =29y y T4y =
Zakes. B otras palabras, si se toma ey, en n celdas, tenemos que tomar el
error global para nf2 ccldas, que es &y, praficamente se puede ver en la
Fignras 4.5, 4.6 o bicn en Ja Figura 4.7, es decir, se toma ¢, y &, en un
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Ug U.' = u;.(a:.-)

A
U v
\_A/ﬁ\—j'
Uy
Ul .. Uk
Uo,..,Uk-? U8y, UK [ VY, ... Uk
I .
a=1z T3 Ty T g =b

Figura 4.3: Interpolaciones Locales (Continuas sobre cada celda) de grado k,
por ejemplo k =2
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Ui = up(z:)
Us

Um

0 2k-3
ve, ..., U

Up, ., UBk-=3

=

a=z, I3 T3 T4 =

Figura 4.4: Interpolaciones Globales (Continuas cada dos celdas) de grado
k, por cjemplo k=3
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CMP2 CMP3
n Ch én Ch e,
2 11 3.9032x10-2 | 4,2446% 10-% || 5.8181x10~* | 2.3508x 10~
4 [18.6688x 10~ [ 6.6065x 10~ [ 6.3864x10~1 | 1.7526x 10-*
8 || 1.4222x10-3 | 8.8728x 10~* || 5.3749x107° | 1.2331x 10~°
16 [ 2.0101x10-* | 1.0982x 104 || 3.9245% 10~° | 8.9030x10~7
32 ]| 2.6572x10° | 1.3207x 10~ | 2.6498x10-7 | 6.0433x 10-®
64 || 8.4325%1078 [ 1.6177x 107" || 1.7210x 108 | 4.1253x !9_:’_
Tabla 4,9: Errores sin y con postprocesamiento global para CMP2 v CMP3
CMA2 CMA3
n eh x e €
2 | 1.5576x10-* | 8.3176x 10-3 || 2.2042x10~3 | 1.5890% 10~*
4 [ 3.6248x10-3 | 2.7460x 10~* | 2.5262x 1074 | 1.3425x 10~
8 [ 6.0140x10"* | 4.0622x 10~ || 2.1798x 10~ | 8.1099x 10~¢
16 [ 8.5153x10-° | 5,0224x10~° || 1.6047x 10-% { 4,2868x 107
32 || 1.1202x107° | 5.6623x 10~ [ 1,0862x 10-7 | 2.5249<10-%
64 || 5.6917x10-% | 7.1490x 107 || 7.0612x 10~ | 1.7005x 10-?

'Tabla 4.10: Errores sin y con postprocesamiento global para CMA2 y CMA3

subintervalo de la misma longitud, dividiendo el dominio de prucha [-1,1]
en n subintervalos, encontramos el error ¢, y se compara con €, calculado
para n/2 intervalos (€y/3). Los errores que s¢ obtuvieron se presentan en las
Tablas 4.9 y 4.10.

Sustituyendo estos crrores en (4.11) se calcularon los Ordenes de Conver-
gencia Continuos (postprocesados, que llamaremos CCOP), los cuales estdn
en la Tabla 4.11,

Con esta tabla ilustramos numéricamente los resnltados del Tearema 1,
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Up

U

lLocalmente Uj n Celdas

UB,..., Uk

j Tit1

Figura 4.5: Polinomio de Interpolacién Local (Contiiuo), por cjemplo k = 2

Globalmente  U; n/2 Celdas

9 k-3
Ugy o UE

| — 2

T2k-1 = T T3k Lkt = Tjt)

Figura 4.6: Polinomio de Interpolacidn (Global Continuo) Postprocesado,
por ejemplo k =13 72



Uin

)
u(is)

Tj = Tok-) Tk Zj41 = T4y

u, -+—+ [nterpolacion Local
i, —— Interpolacidn Global
t  +— Solucion Exacla

Figura 4.7: Comparacidn de Interpolacionesy Solucién Exacta (k =3)
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ccor .
CMP CMA
fntervalos | CMP2 1 OMP3 || CMAZ | CMAS

24 2568 1 A5 ) 2.504 | 4.037
4-8 3.288 | 5.695 {| 3.158 | 1.961

8-16 3.695 | 5916 || 3.582 | 5.668

16-32 3.928 | 6G.021 3.910 { 5990

32-64 4.038 | 6.005 || 3.970 { 5.947

"Tedrico 4 6 4 G

Tabla 4.11: Ordenes de Convergencia Continnos (postprocesado)

4,22 ESQUEMAS DISCONTINUOS

Para los esquemas discontinuos obtener un orden de convergencia continno
(CCO) mis alto, se hace aprovechando las superconvergencias (B.1) (Apén-
dice B) y (3.24) para k = 1,2, De mancra aniloga que el caso anterior
{continuo) para abtener vu CCO mds alto utilizaremos e} valor de uy, en ¢l
extremo derecho de las celdas, ya que gracias a DCO(r) tenemos supercon-
vergencia en cllos, asf como los momentos globales necesarios (M0, M1 para
k=%2y M0, M1, M2, y M3 para k = 3), con ellos postprocesaremos la uy,
obtenida en una iy que exhiba un orden de convergencia mds alto, de esta
forma obtendremos érdenes de convergencia continunos de la forma O (h"‘* ! ),
para k = 1,2, Cuando hablamos de [a forma de obtener CCO mencionamos -
que se evalud la solucién aproximada (un polinomnio de grado k en cada celda)

de la forma it

up = Uyu, (2) + Y Ul (2), (4.12)
=0
donde u, (2} y u' (x) son las funciones base dadas por (2.62) y (2.63) respec-
tivamente en cl caso polinomial y por (2.64) en ¢l caso analitico respecto a
cada celda,

En este caso, la prucha de postprocessmicnto que hicimos fue del tipo
discontinuo, es decir, se¢ utilizaron- polincmios los cuales no necesariamente
eran continuos de celda a celda, esto significa que u, (z,) en el extremo
derecho de cada no necesariamente es igual a v, (¢ + 0) de la signicate celda.
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A diferencia del los esquentas continuos, el polinomio con el que se inter-
pold para el postprocesamicuto (en lorma global) fue de la forma
W-l
iy (2) = Uoue (z) + Y Ul (2), {4.13)
1=
que es de grado 2k y con omentos globales 7%, en ol sentido de que s» toman
sobre nuls de una celda, de esta forma, Leniendo un polinemio de interpolaciin
de grado 2k esperamos (por resultados bisicos de interpolacion) nn arden de
convergencia de 2k 4 1. Si llegamos a demostrar esta hipdtesis, entonces
superatiamos el orden de convergencia continio (vonacido) &+ 1. Al ignal
que para los métodas CMP y CMA las expresiones para U son diferentes a las
que se presentaron en of Capitulo 2, y tambidn se encontraron expresiones en
forma explicita que se presentaran mds adelante (Apéndice B). Resumiendo
{enemos:

Teorema 2 La solucion @ € Py 0 & de le eccuacidn de momenlos discon-
tinuos (9.20), liene lu siguiente propiedad de convetgencia: para cualquier
punlo z € [a, b} :
lu () = iin (2)] = O (A%+1)
donde iy, es de la forma (4.13).

Demostracion. Recordemas que i, (2) tiene la forma (4.13), asf que

e(z) =u(z)- :7;‘”(3:)

= [u (z,) - U,] 1y ()
+ 50" Il (u) = md ()] wi (2) + R(2),

suponiendo -que AX ~ O(1) si & se usa para evilar usar un exponencial
degenerado, entonces existen constantes ¢, y ¢! tal que
Jue (1)) € &4y iui(:z:)i <dé Vi,

entoncees -
ez) =¢ lu {z,) —~ U,I

+ Lz cilmg (u) - m{ (@) + 1R ()],



y como & no es i punto malta, usando (B.1) y (3.24) asi como el resuitado
de interpolacidn | (2)| = O (IL”‘*') oblenemos

«(r)=0 (h’k“) .

RESULTADOS NUMERICOS. Para cjemplificar el Teorema 2 se hi-
cieron varias pruebas ninméricas, al igual que para los esquemas continuos tas
pricbas consistieron en comparar errores locales contra globales, en el mismo
sentido que se menciono antes siempre y cuando se vespele {a discontinnidad
de estos esquemas (ver Piguras 1.8 y 4.9); de ta misma forma que para los
CMP y CMA, tenemos que verificar si tomitmos postprocesamicnto para
calenlar los dos tipos de errores (locales y globales), es claro que en el global
si, pero en el local se tiene que corroborar,

ERRORES LOCALES. DPara caleular los errores locales, tenemnos dos
formas de hacerlo, sin y con posiprocesamiento, en la primera se construye
un polinomio de la forma (4.12) (ver Figura 4.10) y en la seguuda de la forma
(4.13) en cada celda (no necesariamente contino de celda a celda), como es
de esperarse al igual que en los métodos continuos obtuvimos los mismos
errores y esto se debe a que de cualquiera de las dos formas es el mismo
polinomio, por ejemplo:

o Para DMPI

1. Sin postprocesar, ¢l polinomio es de grado 1, las funciones base son las
siguientes
u =P
W =Ph-R,
y el polinomio de interpolacion, de acuerdo a (2.59) nos queda de la

fornia
Uy = P,U, +(Po _pl)UD'

2. Con postprocesamictilo, el polinomio es de grado 2 y las funciones base
quedan de la forma

Uy = 1)2
llg = Pu - Pg
N: = P] - pz,
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Ug‘,m’ué-l p u’l(xﬂ-l)

up(z; +0)

h -

Ly Zit1

Figura 4.8: Interpolacion Local de grado k (Discontinua), por ¢jemplo & = 1

0 k1
UC;--'a C

b un(Epmir)

m2>2
un(zi +0) 4

1 : L - I

Zj T+l Tjtm Litm41

Figura 4.9: Interpolacion Global de grado k (Discontinua), por ejemplo & = 2
7



«on

[ v
U, =u—uy

ast, que el nuevo polivomio de interpolacidu, después de factorizar nos
yueda

i = PU 4 (P = P UZ.

Con esto podemos. asegurar que en el caso de DMPL, tener una aproxi-
macion local sin postprocesar y una postpracesada, es exactamente lo mismo,
siempre y cuando al postprocesar localmente el montento uno U} se aproxime
con el valor de u;, en ¢l extremo derecho de cada celda u, y la funcidn base
uY, cosa gue tiene que hacerse ya que 1io se conace, debido a esto los errores
son exactamente los mismos,

Para los demds casos, se hace de manera muy similar, y estdn desarro-
lladas en el Apéndice C. Por tal motivo, los errores locales seran los que se
tiene originalmente,

ERRORES GLOBALES. Recordemos de nuevo que global significa
tomar los momentos y funciones base respecto a mas de una celda, asi que
seguitemos tomandolas respecto a dos celdas adyacentes o vecinas, Ademds
los momentos son diferentes a los presentados en el Capitulo 2: Las expre-
siones para cslos momentos se encuentran en el Apéndice B, los cuales se
calcularon de la forma (4.10). Entonces, una vez que se tienen los errores
locales y globales postprocesados, se calcula CCOP con (4.11). Al igual que
para los métodos continuos, para calcular los errores globales construimos
un polinomio de la forma (4.13) cada dos celdas vecinas (ver Figura 4.11),
l.a comparacidu de errores se hace tomando ¢, y €, en un subintervalo de
la misma longitud, es decir si se divide ¢l dominio de prueba [-1,1] en n
subintervalos, se toma el error e y se compara con €, celenlado para nf2
intervalos, lamado &, (ver Figuras 4,12 y 4.13).

Los errores obtenidos, en estos casos (k = 1,2) se presentan en las Tablas

412y 4.13.
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U2y U™ 0 k-1 o k=1
v8,...,Uk-1 | 09, ...,U}

L

Tj41 Tj42 Ligh oo

ol

o up(z; +0)
Figura 4.10: Interpolaciones Locales de grado & (Discontinuas sobre cada
celda), por ejemplo k = |
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US, U1 e, ., Ukt

o | , '1
vor Ljey I Tigl Tjq2 Tjpg  on
Q U,
o uy(x;+0)

Figura 4,11 Interpolaciones Globales de grado & (Discontinuas sobre cada
dos celdas, por cjemplo k =2
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DMP1 DMP2

n Ch E;‘ ey é;,

2 0.27075 0.25261 6.5832x 1072 { 4.1117x 10~?

4 0.11927 0.1016Y9 1.5135x10-% | 5.8561x 103

8 [ 4.2103x10-% | 30660x 10~% || 2.6547x 10~ [ 6.9977x10-7

16 || 1.2742x 102 | 8.0462x 10~7 | 3.9671x10~" | 7.7762x107%
132 [ 3.6221%x107 { 2.0102x 10-3 || 5.4345x 10~ | 8,7422x 108

64 [| 9.2694x 10~ [ 1.9758x 107" || 7.1156x10-° | 1.0175% 10~®

Tabla 4.12: Errores sin y con postprocesamiento global (con inlerpolacion

discontinua) para DMLy DMP2

DMAL DMA2

i Ch éh [ é;,

2 0.15G68 0.21921 4.0771x10-2 | 1.0205x10-?
4 [163729%10~% | 6.2558x 10~ [ 7.8049% 102 | 3.0716x10-"
B [ 2.0254x107% | 1.5969x10~? || 1.2396x10-3 | 3.4414x10~"
16 || 5.6984x10~* | 3.7586x 10~ [ 1.7550x10~* | 3.5713x 105
32 J| 1.5113x 109 | 8.8268x10~* [ 2.3373x10-5 | 4.8996x 10-0
64 || 3.8921x10-1 [ 2,1139x10~* || 3.0167x10~° [ 4.3728x 10~7

Tabla 4.13: Errores sin y con postprocesamicnto global (con interpolaciin

discontinua) para DMAL y DMA2
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ccop
DMP DMA
Intervalos f DMP1{ DMP2 || DMAT | DMA2
2-4 1.413 | 3.191 1.325 1 3.730
4-8 1.960 | 4.435 1.997 | 4.508
8-16 2,388 | 5.003 || 2.430 | 5.117
16-32 2.664 | 5504 || 2.691 | 5.511
32-64 2.824 | 5799 || 2.838 | 3.740
Tedrico 3 5 3 5

‘Fabla 4,14: Ordenes de Convergencia Continuos (con postprocesamiento dis-
continuo) '

Con estos errores, se calcularon los Ordenes de Convergencia Continuos
postprocesados CCOP, los cuales estdn en la Tabla 4,14,

Como podemos observar en la Tabla 4.14, los resultados tedricos no coin-
ciden con los numéricos en los casos DMP2 y DMAZ2, sino que estos son
més altos de lo que se esperaba tedricamente, sin contradecir el Teorema
2, aunque tedricamente solo podemos asegura un CCOP de §. Para k = 1
tenemos una muy buena similitud entre el resultado tedrico y numérico,
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n Celdas
T

Localmente

zj Titi

Figura 4.12: Polinomio de Interpolacidn Local (Discontinue), por ejemnplo
k=1

uy(z; +0

Globalmente

/2 Celdas
> I

Lik-1 Lok Tkq)

Figura 4.13; Polinomio de Interpolacidn Global (Postprocesado Discontinuo),
por ejemplo k =2 83



CAPITULO 5
CONCLUSIONES

En este trabajo se han revisado dos tipos de métodos nodales de aproxi-
macion, el continuoy el discontinuo. En ambos métodos se analizaron varios
¢jemnplos para los casos polinomial (Py) y analitico (€). Estos [ueron los
siguicentes:

e Para e método continuo, en ambos casos se analizaron los cjemplos
para k= 2,3 ’

o y para ¢l discontinuo fue para k = 1,2

la razon de analizarlos fue para verificar el orden de convergencia de estos
métodos. Al hacerlo encontramos que tienen propicdades de superconver-
genciaen el o los extremos de cada celdn que divide al dominio (DCO) y en
los momnentos, notando que en todos los casos CCO (orden de convergencia
continuo) es menor que DCO (orden de convergencia discreto).

Con estas observaciones, lo que se hizo fue mejorur CCO, es decir, obtener
un CCO mds alto, concretamente se iguald a DCO. Para ello se aprovecharon
las superconvergencias en uno o los dos extremos de cada celda (DCQ y
DCO(r)) asi como la de algunos nomentos, esto se hizo construyendo nuevos
polinomios de interpolacién (grado mas alto que las soluciones aproximadas
por métodos nodales), a lo que {lamamos postprocesamiento. Los nuevos
polinomnios dificren de los que se utilizaron originalmente para caleular CCQ
[11] y {12], en:



o se construyen de manera global, es decir, co el seatido de que son
respecto aomds de una celda (aqui se construyeron cada 2 celdas),
tomando cono pardmetros los valores de uy, en uno o los extremos (de-
pendiendo del esquenma) de éstas dos celdas asi como sus momentos
(globales respecto a las dos celdas),

En el Capitulo 4 se detalld la forma en que fueron tomados los nucvos
polinomios de interpolacidn, asi como de qué forma se hizo la comparacidn
de errores, Ademds se presentan 2 teoremas nuevos ( Teoremas 1y 2) que
son la principal aportacion de este trabajo, agregando que se hicieron varias
pruebis numéricas que ilustran los resultados tedricos.

n los casos DMP2 y DMA2, cuando se postprocesaron nmmdricainente
se encontrd un orden de convergencia mas alto del que se esperaba, aunque
tedricamente no se puede demostrar,

De todo lo anterior podemos concluir que efectivamente después de haber
postpracesado la uy obtenida en una @y, los drdenes de convergencia conti-

nuos (CCO) se pueden mejorar, es decir, la @iy puede alcanzar un orden de

convergencia mas alto que el de uy en cualquier punto del dominio, de tal
forma que se iguale al que se ticne en los puntos de la malla (1)CO), que ya
¢s superconvergente. lin las pruebas que se realizaron, tenemos que para los
esquemas continuos (polivomial y analitico) y para los discontinuos (polino-
mial y analftico) cn el caso k = 1, se iguald el CCOP (orden de convergencia
continuo con postprocesatniento) con DCO (orden de convergencia discreto)

tanto tedrica como analilicamente. En los casos restantes DMP2 y DMA2 ol .

resultado numérico superd al tedrico.

En estos dltimos casos (DMP2 y DMA2) no se puede obtener tedricamente
un CCOP mayor a 5; el anélisis de este fendmeno puede ser un tema para
un trabajo fuluro, asi coino verificar si en el caso del problema de valores a
la frontera

d { du
- (I’l-l;) +qu=J, V z€(ab),

sujeta a las condiciones de frontera



se pueden obtener comportamientos del misino tipo, s decir obtener ordenes
de convergencia continuos mas altos, para los cuales pensamos que si existen
fendmenos iy similares. Ademds creemos que se pueden extender a varias
dimensiones,

En cl caso de cocficientes variable (especificaniente g), existe un trabajo,
{17] en el cual se muestra superconvergencia en el caso de DCO, se encuentra
quees de O (h”"), para los esquemas continuos (polinomial y analftico), en
el cual se usa una cuadratura numérica para el mancjo de ¢, y para CCO
(sin postprocesamiento) de O (h"“ + luego parece ser posible encontrar un
CCOP mis alto, ya que en un primer andlisis presenta comportainientos
similares al caso de cocficienles constantes,



CAPITULO 6
APENDICES
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APENDICE A

TEOREMAS DE
CONVERGENCIA

A.1 Para los Métodos de Momentos Conti-
nuos

Teorema 3. la solucion up € Py, o & de las ecuaciones de momento
continuas (3.4) tienen lus siguientes propicdades de convergencia :

1. en el punto discreto x; del intervalo discretizado [a, 8],
Ju(ed) = un (20)l = 0 (k) (A))
donde h es el tamaiio imdzimo de los intervalos usados sobre |a,b).

2. ademds

mi(u) - mf:(u;.)l =0 (h”'"") ,  parai<k, (A.2)
3. finalmente, en cualguier punto z € [a,b),
[u(z) ~w (2)|=0 (hk“) . (A3)

Las referencias (A1 y A2) son resultados de superconvergencia,
observables solo para k > 1.
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Demostracién.  Claranente u satisfice las ecuaciones (3.2) para todo i,
wientras que uy, por construccion las satisface para i =0,...,k = 1. Como
consecuencia tenemos que

Ty
/L(u—-u;.)p,-(a:)d;n:ﬂ, i=0,... k=1 (A)
)

donde .
du
L{u) = It + qu.

Si lamamos ¢ = u —uy, ¢l error, entonces Le = r donde r es of residual,
El signiente paso consiste en introducir la funcién de Green G'(2 | ¢) tal que

G(le):‘Ol m€[£l|()v
G($|C)=CX[)(A((;—1‘)), z€(C 2,
con una discontinuidad de unoen 2= ¢ (G({+0]¢) - G((~-0[¢)=1).

Suponiendo que u (21) = up () 0 equivalentemente que ¢(2)) = 0, Hega-

mos a
Ty

() =[Gl Or (). (AS)

]
Como Le¢ = r cs ortogonal a p;, i =0,...,k = | (de (A.4), su expansion en
series de polinomios de Legendre sobre [z, z,] serfa

rz) = ia,-p,- (). (A.6)

G (2| ¢), con su discontinuidad en » = { no es suave sobre {z),2,} pero
G (0) =G (zr | ¢) s C® [z, 2,]. Con (A.6) y una expansion en polinomias
de Legendre similar a la de r para G, (¢), (A.5) nos lleva a

e(z) = / G- (¢)r (¢)d¢
=50 [
) / PO
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Fin la ecnacidn anterior, cada téemino de fa expansién puede evaluarse
por enadratura numériea de la siguiente forma

Tr ’)
f})'f (€)d( = ):1 tl-’plljg (¢p) + residuo,
i p=

donde (p, wpy p=1,..., P son los puntos y pesos de la cuadratura respecti-
vamente. Si en el primer término del lado derecho de (A.7), escogemos como
puntos de cuadratura los k puntos de Gauss-Legewlre, s decir, los k cevos
de pr (¢) , Ia ecuacidn anterior nos queda

Iy

[r@dc=o0(w+), (A8)

Y
ésto iltimo se sigue de los resultados bisicos de la integracin de Gauss
(15 El término general en (A.7) es del O (R¥+Y), j = k,..., 00, asi que
le(z =0 (h’k“). Con ¢ (z:) =0, este es el crror local, lo que implica que
el correspondiente esquema es de orden global 2k, 1o cual prueba (A.1).

Para probar (A.2), tomaremos el i—ésimo momento de () sobre [, ,}:

mi (1) =i (1) = ml ()
=k 6@, (AS)
donde .
@)= [n(2)Gla| ¢)da. (A.10)

Para cualquier {, G* (¢) € C® [z, z,] y usando la misma técnica que antes,
llegamos a . _ .
m (u) = mf (up) x O (h"‘") Vi<k, (A.11)

donde b = x, — ;. La presencia del factor normalizador N; en (A.9) hace que
el exponente baje de (2k + 1) en (A.8) a 2k, Sin embargo p; (z) introduce en
(A.10) un término dominante en h=% cuando h — 0, por lo tanto cl exponente

final es (2k 1) en (A.11).
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Para obtener las cotas de error continuo (A.3), escribiremios Joa solucidn
u comio su interpolacidn en Py o & mds un residuo 12, de la forma

w () = (@) w () +w(z)u (@) + S5dmi (u) wl (x) + R(z),

donde R (z) es ignal a cero en cada uno de Jos puntos de la malla. Conse-
cuentemente,

efe) =u(e)—uy(z)
() = Ui wa () + {u(2) = Ur]u, (2) + (A.12)
k=2 mi (u) = mi (wn)) () + 12 («)

Asumiendo que hd ~ O(1) si & se nsa en lugar de usar una exponencial
degenerada (exp(a) para o mny negativas), entontes existen constantes ¢,
¢y e tal que

lw () Sen |u (@) Ser y lul ()] < d, Vi,
y deducimos de (A.12) que

le(o)] = clu (@) ~ Ul + ¢ fu(er) - U] +

T citmf () = mi (un)] + |12 ()]
St .t no es un punio malla, usando (A1) y (A.2) asi como el resultado de
interpolacion |R (z)| = O (h"“‘?, oblenemos (A.3). Este resultado de inter-

polacion el cual es bien conocido para Py es valido también para & ya que
este espacio es un sistema de Tchebycheff Completo Extendido como Py [16].

Y el otro teorema, que se refiere & momentos globlales es:

Teorema 4, Sobre un intervalode longitud fija, los momenlos globales
de lu solucidn uy € Py, 0 &, de las ecuaciones de momento conlinuas (3.4)
tienc la siguiente propiedad de convergencia:

Imi(u) - mi(uh)l =0 (h“) .
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A.2 Paralos Métodos de Momentos Discon-
tinuos

Teorema 5. La soluciin ny, € Py, 0 & de las ccuaciones de momento
discontinuas (3.20) tienen los siguienies propiedades de convergencia

1. en o punto discreto & del intervalo diseretizado [a, b,
fu () = wi ()] = O (W), (A.13)
donde h es el tamaio mdzimo de log inlervalos usados sobre [a, ).
2. ademnas
Im;(u) - mi(n,,)l =0 (It"'“"") y  para i<k, (A.14)
[inalmente, en cualquier punto z € [a, 1), distinto de los s
lu(2) ~ ua (2)] = O (A+?). (A.15)
donde (A.13) y (A.14) son resultados de superconvergencia, que se obséruan
solo para k > 0.

Demostracién. Primeramente, para remover el término de frontera en ¢ =
24, en la ecuacidn (3.19), podenios escribirla alternativamente como

Ty

T(@-a)(lun—f)gi(x)dz =0, i=0,...k

L]

donde g; () es el polinomio de Jacobi de orden i con respecto al peso (x — zy).
Esta misma expresidn es tambidn cierta para la solucidn exacta u para
cualquier ¢, tal que

Ir

/(J: ) L(u—up)q(2)dz =0, i=0,...k (A.16)

&

Los primeros polinomios de Jacobi sobre [-1, 1] son
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Py+4 Py

QU'—:I::_;:_{.lv
Q _3:22-‘1_1)|+l’2
et m 1 A
e A I R L
Qa = 2 Tor4l

y sus ceros son los puntos izquierdos de Radau los cuales son reales, distintos
y localizados en el interior de [-1,1}. Si llamamos ¢ = u — uy ol arror,
entonces Le = r, donde r es el residual ¢l cual por (A.16) ¢s ortogonal a los

primeros k — 1polinomios de Jacobi con respecto al producto interior

() =(9.0)= [ (& —u) [(z)g(z)dz.

Ly
I
Consecuentemente, su expansion en series de polinomios de Jacobi sobre

el intervalo [z, 2] seria
0

re)= Y e (A17)

j=k1

El siguicnle paso consiste en introducir Ja funcién de Green G (z | ) tal
que

G(z|¢) =0, z €y () -
Glz|¢) =Lexn(t(¢-2)), ve(Ga).
con una discontinuidad de '; enz={(G{{+0|¢)-CG(-0]|¢)= i
Asumiendo que u (z1) = uy, (1) o equivalentemente que e () = 0, tene-

11105 que

e(x) =f(m, +0) exp{—-‘qﬁ(x— a,)}
+HGE1Or) .

la cual difiere de (A.5) porque el error brinca a un valor finito en z; + 0.
G (x| ¢), con su discontinuidad en z = ¢ no es svave sobre [z, 2.} pero
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G (€) = GG | ) estaen €% [y zy]. Con una expansion en series de Gy (¢)
alrededor de ¢ = 2y, nos leva a

e} = (e +0)exp(-c)

+(:r (‘T'l)!'.r(()d( (A.ls)
+ [ (€ =2) G (O (€) e

donde G; (¢)es de la forma

G2 (¢) = DG (a1) + (¢ = ) PG (¢~ )? 2G4

que puede desarrollarse en series de polinomios de Jacobi como

31 (0) = Y bigi (€)- (A.19)
=0

usando (A.17) y (A.19), el tercer término del lado derechio de (A.18) queda
Ir
LR aibi [ (2 - zi) qf (2) da.
1

Regresando a la ecuacion (3.19) con i = 0, una eenacidn la cual es comiin
para todos los esquetas, y usando el hiecho de que Lu = Sy quewy, (27 - 0) =
U1, pudemos escribir esto como

Tr(:c)dz + pt [y (2o + 0) = U)]
rn

= [r(z)dz 4 pe(z +0) =0,
%
tal que ez 4+ 0) = ,l‘ exp (~¢). Consecuentemente los dos primeros términos
del lado derecho de (A.18) sc cancelin y solo nos quedamos con

ele)= Y a.-b;/(w —- )¢} (z)dz. (A.20)
y=k+-1 P

Eu la cual, cada término de la expansion puede evaluarse por cuadratura
numérica como sigue
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lf (@ - o) qd (&) de = Z”,’:, wy (G = 1) g2 (Cp) + residuo,
2

donde ¢, wy, p = 1,... P son puntos y pesos de la cuadratura respectiva-
mente. Si en el primer término del lado derecho de (A.20), escogemos cono
puntos de cuadratura Jos (k- 1) puntos izquicrdos de Gauss-Radan los cuales
reemplazan a los (k+ 1) ceros de gx (¢) mds 2, la ecuacidn anterior nos queda

(2 - 21) @ (2)dz = O(h?*+2),

siguiendo los resultados acerca de las téenicas de integracion de Gauss {15).
Bl ténnino general en (A.20) es entonces del O (A¥42), i = k,..., 0. tal que
e(z,) ~ 0 (h"*“ . Con ¢(z;) = 0, entonces es un error local. implicando
que el correspondiente esquema es de orden global 2k 4 1, lo enal prueba
(A.13).

La demostracidn de las tasas de convergencia (A.14) para los montentos
asi como de las cotas de error continuas (A.15) son muy similar a las prucbas
de los resultados andlogos en el caso de momentos continuos (Teorema 3).

De la misma forma para los momentos globales

Teorema 6. Sobre un intervalode longitud fija, los momentos globales
de la solucidn uy, € Py, o &, de las ecuaciones de momento continuas (3.20)
tiene la siguiente propiedad de convergencia;

lmi(u) - mi(uh)l =0 (h"*“) .
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APENDICE B
MOMENTOS GLOBALES

En el Capitulo 4 se menciond la utilizacidn de momentos globales en el sentido
de que son calculados respecto a mds de una celda, en particular se dijo que
Jos mamentos globales ntilizados serian respecto a dos celdas adyacentes con
el fin de obtener un postprocesamicnto global, estos momentos son de la
forma

Tak41

2 - Tgy — $2k+l>
4% T Tak-) T T2k d:
g
mt () = —Fm

2z — Lygay — Lok
9 2k=1 2h+1
/ b ( oh ) dz

T2k~1

y dependiendo del momiento que deseamos calcular, es el valor de i, En
particular, necesitamos los ml (us) parai=1,2,y3

Para i = 1, primeramente calculamos la integral del denominador, pero
para ello hacemos una transformacion al intervalo (=1,1), la cual es 2z =
(2% = 2gk-1 — Taks1) [2h, asf que

:7“ 2z — T3k 3 /‘

g (22 = Tk = Taks) 2

I (——-——-——-——-———) dz =h | p}(z)dz,
Tkl 2" -1

como py (z) = z, entonces
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T2k 4y

/ » (ZJ: - Lgke) ™ .‘If'gk.H) e = %h‘

2h
T3k
Asi que
Tak4)
K 9z — Tyk-1 = L2k
m} (us) = %h j pi (_f__{_)%__ji_kﬂ_) uy (z) dz,
T3k

separando la integral en dos tenemos

2 |
ml (up) = %h ] pi (25_—__@_:«_‘2—’1”_2&1) u (z)de

Tak-1

\ 17H . (23: — Lk-1 — mgk“) u (l')([:):
J Pi oh A\ 1

Haciendo de nuevo una transformacion para (zak-1, o) = (=1, 1) y para
(w2 Takpr) = (=11 1) llegamos a

m} (u) = i [(m:‘,‘ - 3”'2,k)

+ (mgw + Smg,‘H)] .

donde m},; es el momento de celda local i respecto a la celda j, es decir

cuando j = k se refierc al intervalo (2341, T2k) ¥ cuando j =k 4 | se refiere
a (&ak, Taks1)

De manera andloga lo hacemos para los casos i =2y 3, para los cuales
encontramos que

m? (up) = -;— [(mf’k - 5m:‘k)
+ (mﬁ,m + 5m¢l;.k+|)] )
m (up) = —l% [(mﬁ.k —Tm2 + Ty + 7:11‘3*)
+ ('"3,k+| + T+ T = 7"¢2.m)] )

donde m}; estd definido de la misma forma en que se definié arriba.
Nota. En el caso de los métodos de momentos discontinuos tenemos gque
m=miy =0
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APENDICE C

COMPARACION DE
INTERPOLACIONES
LOCALES

o Para CMP3.

1. Sin postprocesar, el polinomio es de grado 3, las funciones base son las
siguientes
y= LP-P)
ur= 3 (Pr+b)
ug = Po - Px
u: = P1 - P;;
y el polinomio de interpolacién, de acuerdo a (2.15) nos queda de la forma
th =5 (B = Pa) Ui+ (P 4 P) U + (B = P)U2 + (P - Py) U]

L. Con postprocesamiento, el polinomio es de grado § y las funciones base
quedan de la forma

w= 1 (Pe— F)
U, = g(l’.‘ + 5)
ug = Pu - P,|
ul= P -5
up= P-p
llg = P;; fad ,’5
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con los momentos 2 y 3 aproximados de la forma

=Y+ Uy) - U
=Y, - vy -0

asf que el polinomio de interpolacién, después de varias factorizaciones nos
queda; .

iy = (P~ P)Ur 4 5 (Pa+ Pa) Ur + (P = M) U+ (P = Pr) U

Con éslo, de nuevo, se verifica que para ¢l caso CMP3 una interpolaciin
local sin postprocesar y con postprocesainiento es exactamente igual,

o Paralos casos CMA2 y CMA3, se realiza de mancra similar, y se puede
verificar que efectivainente, hacer un postprocesamiento local es igual
que si no se postprocesa.

o Para el caso DMP2

1. Sin postprocesamiento, el polinomio es de grado 2, las fanciones base
son las siguicntes

U= B
‘Ug = ]’o - .Pz
ul= P -P
y el polinomio de interpolacidn, de acuerdo a (2.59) nos queda de la forma

up =Pl + (Po = PYUR + (P, - ) U}

1. Postprocesando, el polinomio es de grado 4 y las funciones base quedan
de la forma

u, = P
W= Py Py

ul= P -P
ul = Pz - l’.;
"3 = I’:] - 1’4

y los motnentos



W=, -0 - U}
U9 =0

ast que el polinomio de fnterpolacion, despuds de varias factorizaciones nos
queda:

iin = BaUr 4 (Po = P) U2 + (P = 1) U}

: e nuevo, se verifica que para ¢l caso DMP2 una iuterpolacion local sin
f y con postprocesamicisto son exactamente iguales.

: ¢ Por ditimo, se puede verificar de manera andloga que para los casos
i DMA!L y DMA2, sucede exactamente lo mismo,
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