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INTRODUCCION

Hace aproximadamente un afio esbocé un problema que llamo mi
atencidn, era un problema que involucraba hallar ciertas
relaciones entre algunos conceptos y aplicaciones  del

And Lisis de Sistemas y de la Teoria de Digrd ficas.

El Hecho de conocer algunas de las técnicas del
Anilisis de sistemas como la técnica Electra y la técnica
TKJ, asi{ como también el concepto de nucleo en  una
digrdfica, hizo que me interesard en proponer un
procedimiento que facilitara la‘bﬁsqueda de un niclec en la
digrifica resultante de la aplicacidn de la técnica Electra
y hacer un estudic tanto de ésta como de la técnica TKJ bajo
el enfoque de la aplicacidn de la Teoria de Cradficas en

general y el concepto de nucleoc en una digrafica.

Es importante hacer notar que he seguido la direccidn

de la Investigacidn de Operactones abordande las dos

técnicas especificadas anteriormente en el aspecto tedrico.

En principio, la rama de las matemdticas que se ocupa
de los problemas que involucran el ‘arreglo de clertos
objetos y una relacidn entre ellos es conocida como Teoria
de Graficas. En este marco, el procesc de modelacidn
involuecra formular un problema de tal manera que pueda
apegarse a las técnicas de la teoria de grdficas. Esto no es
fdcil; ya que el camino gque uno tome para modelar puede ser
complicado, considerando ademis; que el grado con el cual,
el modelo matemitico que actualmente representa el prablema

original, var{a considerablemente de un problema a otro.




Una observacidn que puede hacerse es que los sistemas
discretos u organizados en una coleccidn de objetos se
encuentran con frecuencia en la ciencia de la computacidn,

en la ingenieria y en la direccidn industrial, entre otros.

Es as{, que una vez que un sistema Ccompuesto de
conceptos, objetos, sujetos o combinaciones posibles de
éstos), es modelado por una digrdfica, el problema de
determinacidén de un nicleo para esta digrdfica tiene dos

aspectos claramente diferenciados:

a). Formulacidn de un criterio que permita saber si

existe o no un nucleo.

bd. Formulacidn de un algoritmo que permita determihar‘

un nucl eo.

A partir de estos dos puntos es como se desarrolla la
tematica de este trabajo.

En el capitulo primero se presentan los conceptos

bdsicos de sistemas y relaciones de preferencia.

En el capitulo dos se exponen los aspectos
concernientes a la teoria de nucleos y un algoritmo sencillo
para hallar un ntcleo el cual utiliza la matriz de

incidencia positiva asociada a la digrdfica modelo del
sistema.

Finalmente en el capitulo tercero se revisan algunas de
las técnicas del andlisis de sistemas, en las que resalta el

uso del concepto de co-nlcleo, ademds de otros aspectos.




CAPITULO I

1. SISTEMAS

En este capitulo primeramente se analizardn los conceptos

que ataflen a la estructura local de un sistema.

11 CONCEPTOS ESENCIALES

Conviene destacar que  existe una gran variedad de
definicliones de sistema. En este trabajo nuestra definicidn
corresponderi a aquella’que nos presenta a un Sisiema en
abstracto como un conjunto de elementos. que se encuentran
relacionados de alguna manera con el fin comin de- lograr
metas definidas.

En todos los sistemas hay siempre “partes”™ o "regionés”
susceptibles de representarse como nodos de una grifica, vy
"conexiones” o “enlaces” que pueden simbolizarse por lineas,
arcos - o flechas. La dificultad radica en que, estas
conexiones algunas veces implican una cierta orientacidén o

dirececidn que determina un orden o© precedencia entre los
nodos.




Para describir estas realidades complejas es posible
usar una estructura geométrica come la digrdfica D = [X, F)
la cual serviri come un modelo del sistema, en el que los
elementos, de édste, son representados por el conjunto de
nodoes Xy el conjunte F serd determinade mediante una
relacidn binaria R. Ahora no se agregan mayocres comentarios
con respecto a R porque este concepto se estudiard mds

adelante.

Elementos, Los elementos son los componentes de cada
sistema, éstos pueden ser a su vez sistemas, es decir,

substistenas.

En la ejemplificacidn de estos conceptos, podemos considerar
a la Ciudad como un sistema y algunes de sus principales
Sistemas Urbanos como sus elementos o© componentes. En

la tabla 1.1.1 se realiza una lista de ellos,
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SISTEMAS COMPONENTES

EDIFICACION

Habilaci?nagictnduslrial,

comercia

VIAL

Peatonal,

vehicular, etc,

AQUA POTABLE

gkantaa d

@ lratam}

@8 primarias,

ento,
uentes, etc

ALCANTARILLADO Va:oa reguladores, arroYoa.
redes de recoleccidn, etc.
TRANSPORTES Aut o 'kga. camiones,

8 maswvos, etc.

COMUNICACIONES ELECTRICAS

i
r

09, telégrafos,lelex,
Lon, ete!

Y ELECTRONICAS

SUMINISTROS Elac;ricidag, Producs. del
petroleo, alimentos, etc.
CULTURAL Temploa, educacidn, elc.
BIENESTAR SOCIAL Salud, recreagidn, diversidn,
procesam, de desechos, etc,
SEQURIDAD Y JUSTICIA Policia, {usttcia. Peniten-
ctario, etc,
ADMINISTRATIVC URBANO Deleggcipnoa, sta&emas y
procédimientos, elc.

TABLA 1.1.1%

Observacidn., Las componentes de un sistema pueden ser
concebidas también como las comisiones, tareas o actitudes
que el sistema debe realizar para lograr sus objetivos.‘ es
decir, puede uno estarse refiriendo a funciones como los

elementos del sistema.

La razdén por la cual, en ocasiones, se consideran as{
es el hecho de que, analizando las funciones = puede
determinarse el valor de una actividad para el sistema

total.

Otra observacidn es que; la administracidén de cada uno
de los sistemas mencionados en la tabla 1.1.1, constituye a
su vez un sistema, el cual puede entenderse como el sistema

administrativo asociado a dicho sistema (SA).




La operacidn de un Sistema Urbano depende intimamente
de su Sa y la operacidn de SA depende de los seres humanos
que parcialmente lo integran. Este hecho confiere asi al
Sistema Urbano de referencia, todas las capacidades vy
debilidades de dichos seres, y es, por lo tanto, la causa

primordial del éxito o fracaso del mismo.

Dentro del enfoque sistémico se expresa que, en el

desarrollo de este tipo de sistemas, debe tomarse al Sistema

Urbano y a su SAa como dos sistemas inseparables, denotaremos

esta caracteristica como Sua.

Asi bien, si se denotan con Suai, Suaz, ..., Suan los

Sistemas Urbanos de la tabla 1.1.1 y sus correspondientes

sistemas administrativos asociados, podemos represéntar la
subdigrdfica simétrica modelo de estos Subsistemas Urbanos

de la Ciudad como se indica a continuacidn C(figura 1.1.1),

FIQO 1.4.1



En teoria de graficas, la digrafica simétrica de la
figura 1.1.1 es denominada una grafica completa y se denota

por Kit,

Grafica completa de p-nodos. La grafica completa de
p-nodos, que se simboliza con Kp, es una griafica cuyo
canjunto de nodos tiene p elementos, y tal que todo par de

nodos distintos determinan una linea.

Haciendo uso de la notacién anterior, podemos
considerar a los n-diversos sistemas urbanos de la Ciudad,
como los Suvai nodos de una grafica completa Kn, la cual
representard a la Ciudad, con su respectivo sistema

administrativo asociado, como un sistema.

Asi bien, siempre que se habla de sistemas ademds de
considerar sus componentes y la administracidn de éste, se
toman en cuenta otros aspectos, como los que se exponen a

continuacidn:

Objetivos. Se entiende por objetivos, las metas hacia

las cuales tiende el sistema,

Es conveniente definir los objetives como un todo; la
ventaja de hacerlo asi, se reflejara en el hecho de evitar

posteriores consideraciones errdneas del sistema.

En realidad, no resulta fdcil determinar los verdaderos
objetivos de un sistema. Una indicacidn de esto, es que,
muchas de las veces ha sido mejor; cambiar la intencién de
dar una declaracidn de objetivos por otra gque consiste en

buscar una medida de actuacidén del sistema.




Esta medida de accidn satisfacerd, la necesidad de
conocer el grado de funcionalidad del sistema, mas
explicitamente, el grado en que han sido alcanzados los

objetivos.

Con el fin de ir librande, un poco mis, ésta y otras
dificultades al trabajar con sistemas, se propone la idea de
interesarnos mds por la informacién que pueda obtenerse de
la digrdfica asociada al sistema, o bien, en la aplicacidn
parcial de algunos conceptos de la teoria de graficas a

clertos aspectos concernientes a los sistemas.

Obsérvese que en aquellos casos, en los que se conoce
el esquema geométrico real del sistema, donde las “regiones®”
son representadas por puntos o neodos, y las “relaclones” por
segmentos © arcos de curva que conectan a los puntos, la
redefinicidén de objetivos del sistema en cuestidn, lleva a
una modificacidén del esquema geoméirico, en el que tanto los

nodos como los arcos, pueden desaparecer. o incrementarse.

Esto podria deberse, en cierta forma, a la influencia

de clertos factores externos al sistema.

Medio ambiente de un sistema. El medic anbiente de un

sistema lo constituye todo lo que'esté afuera del sistema.

Para determinar si “algo® pertenece al medio ambiente,

se propone hacer las siguientes preguntas:

1. -, Podra hacerse algo acerca de ello 7

~

2.= 4 Influye en mis objetivos 7.

5i las respuestas a las preguntas 1| v & son no y si
respectivamente, se puede concluir que efectivanente ese

"algo®” estd en el nmedio ambiente,
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Especificamente, el medio ambiente de un Sistema
Urbano, estad constituido por todos los sistemas que tienen
interaccion con ¢l. Entre ‘estos podemos citar los

siguientes:

Ca)., Los demas sistemas urbanos.

(b). Los sistemas de otras clases, come por ejemplo: El
sistema ecoldgico, politico, juridico, econdmico,

financiero, cultural y social.

La interaccidn entre un Sistema Urbano y éu medio ambiente

puede representarse mediante una digrdfica simétrica como la

de la figura 1.1.2, en la que los nodos v, w, X & .y,

pertenecen al medio ambiente y cada uno de ellos es
adyacente al nodo u que representa al Sistema Urbano Sua,

que incluye a su sistema administrativo asociado.

Otros sistemas urbancs
con su respeciivo
atatema administrativo

i Sistema:

‘ Politico
Sistema Y CF5”““““"€£%$“”" ''''' —>0 W . Econémico-
Ecoldgico l Financtere
Cultural
Social

X

Ststema
Juridico

FIO. 1.1.2




Obsérvese que el Sistema Urbano no estd libre del medio
ambiente, es decir, tiene una interaccidn simétrica a cada
uno de los nodos pertenecientes al medio ambiente, en este
sentido; podriamos decir que el Sistema Urbano se encuentra
lleno del medio ambiente, Bajo esta caracterisﬂica, el
Sistema Urbano representa un Ststema Abterto en el cual las
soluciones y problemas, especificos de éste, pueden

considerarse come momentdneos dentro de un proceso mévil,

De acuerdo con lo antes observado, al adaptar la
estructura de digrdfica, al concepto de sistema, debe
tenerse en cuenta que el modelo de digrdfica corresponde a
la descripeidn del sistema con base en la idea de sistema

abierto.

El medico ambiente del sistema también incluye lo que
determina la forma de operar del sistema, es decir, lo que

influye sobre el comportamiento de éste.

En el concepto de medio ambiente como se menciono en el
caso del Sistema Urbano, estdn contenidas  las nociones de
interrelacidn, interdependencia, interaccidn y se resalta la

importancia de las entradas y las salidas.

Entradas y salidas. Los elementos que entranh al sistema
se denominan entradas, y los que lo dejan son llamados

csalidas o resultados.




A continuacién en la figura 1.1.3 se presenta el

esquema referido a un sistema en general y su medio

ambiente.
Entradag ———- El aistema —+ Salidas g
Subsistema g
Recursos ———- Programas ——+ Resullados =& }}
. Actividades \é
Costos ——-+ JAutores de decisiones] —-+ Beneficics ]
(-~ - rr=-"=-""-"-"y--—"-=--° - T
Otros QL roa QOtros
l sistemas ststemas statemas l
l o o o o et o e e e o . . - o . > —— J
El medio
FIQg., 1.1.3

Cabe decir entonces que el medio ambiente incluye todo
lo que estd fuera de control del  sistema. El sistema no
puede hacer nada o relativamente poco, sobre el
comportamiento del medio. Segun esto, el medio ambiente esta

integrado por aquello que es constante, fijo o dado..

Al contrario. del medio ambiente, los recﬁrsos del
sistema son las cosas que el sistema puede cambiar y
utilizar para su provecho, decidiendo para esto la forma

adecuada de su utilizacidn.

Recursos, Los recursos son los medios disponibles al
sistema para la ejecucidn de las actividades necesarias para

el logro de los objetivos,




Proceso de conversidn, Los sistemas organizades estidn
dotados de un proceso de conversitén por el cual los

elementos del sistema pueden cambiar de estado.

El procesc de conversidn cambia elementos de entrada en
elementos de salida, éste generalmente agrega un valor y
utilidad a las entradas, al convertirse en salidas. Si el
proceso de conversion reduce el valor o utilidad en el

sistema, éste impone costos e impedimentos.

Entradas y recursos. La diferencia entre entradas vy
recurse es minima, y depende sdlo del  punto de vista y
circunstancias, En general una entrada se torna un recurso

cuando ésta se convierte en un eleménto activo del sistema,
Salidas o resultados. Las salidas son los  resultados
del proceso de conversidén del sistema y se presentan como

resul tados, eéxitos o beneficlos.

Finalmente, a manera de ilustracidn se presenta en la

figura 1.1.4 el proceso bisico de decisidn.

|Informacién |

Formulacidén Sintesis Andliais
" de un modelo de y
para alterna-
. pruebas
evaluar tivas

Ilnformaci.én l Decigidn |Evaluaci.én ]

v

FIG., 4.1.4 PROCESO BASICO DE DECISION
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La entrada a este proceso es la informacidn para
identificar y definir el modelo. Esta informacidén se obtiene
de investigaciones y decisiones hechas en etapas anterjiores

y de experiencia previa del personal.

El producto o salida de este proceso incluye
informacidn mds detallada, organizada y exacta de los
requerimientos del sistema dptimo para cualquiera de sus

etapas.

La implementacién de este proceso bdsico de decisidn
genera un disefo. Durante los periodos de planeacidn y
adquisicidn de este disefio, el proceso de decisidn consiste
de la identificacidn, descripcidn, produccidn e instalacidn
del sistema dptimo. Durante el periodo de uso, el diseho
incluye la identificacidédn de las mejores tacticas para la

operacidn y desarrollo del sistema,

Como se di jo al inicio de esta seccidn, para poder
determinar la digrdfica modelo del sistema es necesario
identificar los nodos de ésta y los arcos que unirdn a estos
nodos. La creacidn de un arco esta sujeta a la
identificacidn de una relacidn binaria sobre el conjunto de
nodos. A continuacldn se exponen algunas de las bases sobre
las que se fundamenta la construccidn de una relacion de
preferencia, la cual es usada coh frecuencia dentro del

analisis de sistemas.

11



’ 1.2. RELACIONES DE PREFERENCIA.

El estudio de los sistemas y el estudio de las. digrdficas
tienen muchos puntos de contacto con el estudio de
relaciones binarias en un conjunto. Con mayor precisidn se

exponen a continuacidn algunos de estos.

Existe cierta clase de relaciones que se han empleado
en la descripcidn de la intensidad de los valores
no-lineales que una persona u organhizacidn da a lugar sobre

algunas consecuencias o resultados,

Estas son colectivamente referidas como funciones de
preferencia; Fp, las cuales asignan a cada valor x 1la
cantidad Fp (x ). Estas funciones, matematicamente, permiten
el andlisis para estimar el valor de nuestra posible
eleccidén y asi aconsejar a nuestro cliente ( en una decisidn

individual o de grupo ) para su mejor eleccidn.

Hay dos maneras bisicas de representar las preferencias
no-lineales para los posibles beneficios o las pdSibles
pérdidas: Las jfunciones de Valor y Uttlidad, Estos conceptos
tan cercanos difieren principalmente en‘la generalidad de su

aplicaci dén,

Las funciones de Valor estdn fundamentadas justamente
en suposiciones bdsicas y son validas para al: menos

cualquier circunstancia, en este sentido, son generales.

Las funciones de Utilidad resultan mds alla de un
conjunto de suposiciones y son asi menos generales, éstas
son de hecho particularmente aplicadas a situaciones que
involucran incertidunbre, Este tipo de funciones son mas
dtiles en la practica y rutipariamente se usan en el

Analisis de Decisiones.

1z




Observacidn: En la literatura economista, generalmente,
se hace referencia a todas las funciones de preferencia como
funciones de Utilidad, mientras que en el Andlisis de
Decisiones C dentro de la Investigacidn de Operaciones D
estas funciones tienen un término especifico, limitando su
significado. Como la distincidn entre funcidn de Utilidad vy

funcidn de Valor es Gtil, ésta se mantiene aqui.
1.2.1. NO LINEALIDAD DE LAS PREFERENCIAS.

Las personas, en general, no asignan el mismo valor a cada
unidad de beneficio que ellas reciben o de costo que ellas
pagan. Por ejemplo, cuando usted tiene hambre, usted esta
mds interesade en el primer platillo de comida, menos
interesado en el segundo y cada vez menos en el tercero o
cuarto, en cuanto usted va sintiéndose satisfecho., La
reiacién entre un conjunto de consecuencias X y la medida de
preferencia Mp es, en general, no lineal y posiblemente

altamente compleja.
Matemdticamente, nosotros podemos pensar a Mp como
Mp = Fp Cx)
donde Fp C(xJ es la funcidn de preferencias.
Una forma comin de preferencia no-lineal es agquella que
se refiere a cdmo disminuir la *utilidad™ marginal en

términos econdmicos.

Esta refleja el hecho de que la gente comunmente

atribuye menor y menor valor a cada unidad de beneficic que

puede recibir.

13



Una forma en la que, probablemente, usted reaccionaria
al describir el fendmeno del hambre es: Usted puede asignar
un valor muy alto al primer platillo de la comida y entonces
como la necesidad por alimentarse decrece, usted valorara
los subsecuentes platillos de comida en forma decreciente.
En algin nivel del beneficio puede asi, ocurrir una
saturacidn, El incremento marginal en el valor se

decrementard hacia cero como se indica en la figura 1.2.1,

AMp
Ax

Util idad
marginal

Beneficio X

FI0. 1.2.4

La estimacidn total de la pheferencia corresponde a - la

rapidez con que decrece el incremento.

El concepto de preferencia no-lineal se presenta en
los casos en que existe una gran diversidad de preferencias
en las personas; debidas a las circunstancias personales de
cada una. Como se dijo anteriormente, una forma de

representar estas preferencias es utilizando una funcidn de

Valor,

14
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Funcidn de Valor. Una funcidn de Valor es una medida
del excedente entre el orden relativo a la preferencia y el
conjunto X de consecuencias, beneficios o costos. Esta
asigna, asi mismo, un numero a cada X, tal dque para
cualesquiera dos conjuntos, X1 y X2, uno es preferido al

otro ¢ > D sdlo si, su valor es mds grande que el del otro.
Xt > X2 s6losi V CXe D>V C X2
Similarmente X1 podria ser indiferente o preferido por Xa:
Xt ~ Xz 6 X1 < Xz,

dependiendo de sus valores relativos,

1.2.2. FUNDAMENTOS DE LAS FUNCIONES DE VALOR

Base de axiomas. La existencia de una funcién de Valor
depende de tres axiomas bidsicos que son suposiciones acerca

de la situacidn. Matemdticamente se requieren a la vez dos

axiomas técnicos, pero éstos son muy poco significativos

para el andlisis,.

El axioma primordial concierne a la existencia de
preferencias -relativas para todas las consecuencias o

resultados, Este afirma que:

Axtoma 1. Para cada posible par de consecuencias (¢ o
resultédos D, X1+ y X2, en el dominio de interds, una persona
podria preferir una o bien la otra, o ser indiferente entre
ellas.

X2 o Xz, X2 < X2, © X1 Xa.

15



En ocaciones este axioma es denominado el axioma de
completes o de pre-orden total. Este representa una

suposicidn razonable.

Aunque en general, una persona puede confrontar varias

situaciones que involucren su eleccidn, en las que dstas

tienen atributos totalmente diferentes puede asi hallar
imposible, al momento, en esta situacidn determinar su o sus

preferencias relativas,

~ El axioma es equivalente a  la suposicidén de que la
gente hace, en el fipal, una eleccidn y puede asi expresar

su preferencia,

El segundo axioma es el que se refiere a la

transitividad. Este afirma que:

Axioma 2. Para cualesquiera tres conjuntos de
consecuencias ¢ o resultados ), X1, X2, Xa, si X1 > Xz y
X2 > X3 entonces la preferencia es transitiva, es  decir,
Xt > Xs. '

Esto es razonable para un individuo o grupo con un conjunto
comin de preferencias. Ello puede, sin embargo, no ser
verdadero para los grupos en general. Esto es porque;

diferentes individuos pueden delinear su elec¢cidn en ordenes

" diferentes y este hecho combinade con la manera de 1la

organizacidn del grupo o la rotacidn sobre la eleccidn
colectiva, puede conducir a una eleccidn no-transitiva por

grupos,
El tercer axioma importante es el de monotonictidad,

Este simplemente supone que, mias de un buen articulo es

mejor.
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El axioma de monotonicidad es equivalente al principio
Arquimediano, donde el valor de algun articulo, en una
serie, puede ser representado como un peso promedio de los
valores de los extremos., Esto es, expresando los valores
mayor y menor para un Xi como X’ y X%, respectivamente, se

tiene lo siguiente:

Axioma 3. Para cualesquiera Xi, Xj dentro del rangoe de
interés, X"z Xi, Xj= X», existe un numero entre cero vy
uno, 0 £ X £ 1, tal que algun otro Xk entre Xi. y Xj. puede

ser expresado como

VOXedD=VCXt)+C1 -V XD

Esto sélo puede ser verdadero si las preferencias son

monotdnicas.

Ahora bien, como se menciono en la seccidn 1.1.3, dada
una relacidn binaria R en un conjunto cualesquiera X, - puede
construirse facilmente una digrafica conviniendo en que cada

vez que la relacidn u R v sea vilida entre dos elementos del

conjunto X, existird un arco de la digridfica que parta de u

y llegue a v,

Asi mismo, dada una digrdfica D = [X, F, ol sin arcos
estrictamente paralelos, se puede definir en X una relacidn
bimaria R tal que u R v, si, y sdlo si, existe h € F y
oC h D =Cu v). Esta similitud ¢ o mds correctamente,
isomorfismo O entre ambas teorias permite un intercambioc de

terminologia, métodos y problemas.
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Por ejemplo, suelen aplicarse a las digrdficas ciertos
conceptos tomados del estudico de las relaciones. Una
digridfica reflexiva es la que tiene un bucle en cada nodo,
una digrafica es simétrica si a cada arco corresponde otro
arco paralelo, si bien de sentido opuesto, y por el
contrario, una digrdfica antisimétrica serd la que no admite

arcos paralelos y de sentido contrario.

Observacion, Una digréfica simetrica puede
interpretarse como una grifica no dirigida. Basta para ello,
sustituir cada par de arcos paralelos opuestos, por una

linea o arista sin orientacidn. De 1igual forma, de una

gridfica no dirigida se puede pasar a una digrdfica

simeétrica, sustituyende cada arista por un par de arcos

opuestos,

Por dltimo, los circuitos son entendidos también' como

ciclos dirigides y, relativo a una relacidn de preferencia,

~éstos son vistos como una expresién de indiferencia,
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CAPITULO II

2. ASPECTOS DE LA TEORIA DE NUCLEOS

2.1 CONCEPTO DE NUCLEO

El concepto de nicleo en una digrafica fue considerado
primeramente por Von Neumann en Teoria de Juegos donde lo
llamoe " solucién de un Jjuego de cooperacidn entre n
personas ”,

Posteriormente C. Berge noto que el miémo concepto
resultaba de utilidad en otros contextos y propuso llamarlo

* el nlcleo de una digrdfica », con el fin de demostrar mds
teoremas de existencia.

Nicleo de una digrdfica. Dada una digrafica D = [X, Fl,

un conjunto N <« X se dice que es nlicleo de D si satisface
lo siguiente:

1. El conjunto de nodos N es independiente, es decir

cualesquiera dos nodos en N no estdn unidos por un arco.

2. El conjunto N ¢ X es absorbente, esto es, para cada

v € X - N existe una vu ~flecha en D, con u € N.
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Claramente cada subconjunto de un conjunto independiente es
independiente. Un conjunto independiente maximal es un
conjunto independiente, con la propiedad de que al afadirle
cualquier otro nodo deja de ser independiente. En la
literatura el concepto de nucleo es asi mismo conocido como

una 1- base.

En la digrdfica de la figura 2.1.1 los conjuntos
independientes maximales son { x1, x5 }, { x2, x3, x5, b
{ x2, x5, x6 }, { x4 }. Un conjunto absorbente es

{ x2, x3, x5 }, de hecho este conjunto es un nudcleo,

Existe una gran variedad de aplicaciocnes de los
conjuntos independientes y de otros conceptos que de ‘alguna
manera estan relacionados al concepto de nudcleo. Veamos

ahora algunas de ellas.
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2.2 CONJUNTOS INDEPENDIENTES, ABSORBENTES Y DOMNANTES

Centros Asistenciales Urbanos. Una gran ciudad cuenta
con veinte centros asistenciales para la atencidén de la
poblacidn, distribuidos sobre toda el drea urbana. Las
autoridades sanitarias deciden adquirir un cierto numero de
unidades méviles de terapia intensiva para atender casos de
emergencia. Estas unidades estardn estacionadas en algunos
de los centros urbanos mencionados, pero se trasladaran
rapidamente a otro si se requieren sus servicios. Sin
embargo, para que estos sean efectivos es necesario que la
unidad no tarde mids de 10 minutos en llegar al centro desde
donde se le llamé. , Cémo es posible, con ayuda de la Teoria
de Grdficas, hallar el menor numerc y la ubicacidn éptima de
estas unidades sin merma de la eficiencia de los servicios?.
Este problema puede ser modelado a traves de  una

digrdfica simétrica D = [X, 4) en la que cada uno de los &0

centros asistenciales es un node x € X y donde se conectan

con una linea ¢ o arista ) k € 4 los nodos correspondientes
a centros situados a distancias que se pueden recorrer en
menos de 10 minutos. Se busca ahora en D un conjunto de
nodos D tal que todo otro nodo sea adyacente a un nodo de D,
En general habrd muchos conjuntos con ‘estas propiedadeé.
pero se buscara uno que tenga el menor numero posible de

elementos.

Conjuntos Dominantes. En una grafica (o digrdfica
simétrica) D = { X, 4] se dira que un subconjunto de nodos
D ¢ X es dominante si, para todo ue X y u & D, existe

un u € D y adyacente a u.

21




Se dirda que un conjunto dominante D es domi nante
minimal si todo subconjunto propic de D no es dominante. Se
llama nimeroc de dominancia de una grafica D = I[X, 4], al
menor cardinal de un conjunto dominante de D ¢ Berge llama a

esta constante “coeficiente de estabilidad externa de D" ).
Las nociocnes de independencia y dominancia  estédn
intimamente relacionadas. El siguiente resultado pone de

relieve tal conexidn.

TEOREMA, Un conjunto independiente es maximal si, 'y

sélo si, es dominante,

Demostracidén. Supdngase que W es un  conjunto

independiente maximal de la grdfica D
dominante. As{ bien, existe un nocdo v e X - W que no ‘es
adyacente a ninguno de los nodos de W. Entonces WU { v }

sera independiente y W no seria maximal.

Reciprocamente, supdngase que W es 1ndepend1ente‘ y
dominante, En tal caso, para todo u € X ~ W, u es adyacente
a algun elemento de W'y WU { 4} no es independiente. ' Es

decir que W resulta maximal.

Si en el teorema anterior se intercambian las palabras
*independiente” y “dominante®” y se sustituyera “maximal® por
"minimal”, el "teorema dual” resultante seria falsb. ya que
existen 'conjuntos dominantes minimales que no son
independientes. Por ejemplo, en la grafica de la figura
2.2.1, el conjunto { ¢, d } es dominante minimal, pero no es

independiente,
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Una observacidén que puede hacerse con respecto a un
conjunto dominante y uno absorbente es que éstos resultan

ser el inverso uno del otro.

Dindmica de Grupos. En psicologia éocial. mds
precisamente en temas de dindmica de grupos, aparece una
aplicacidn interesante de la nocidn de independencia. Se
estudia un conjunto X de personas que, en terminblogia

psicoldgica, se llama el grupo”. Para fijar ideas, cabe

suponer que X es el conjunto de asistentes a un curso. Entre .

algunos elementos de X aparece una relacidn simétrica,
aunque no necesariamente transitiva, que se podria

ejemplificar como “amistad®.

Es asi, que esta relacidn define una digrdfica
simétrica D = [X, 4] cuyas lineas unen pares relacionados,
Para el andlisis psicoldgico del grupo interesa detectar las
"ligas", es decir; los subconjuntos M < X tales que entre
todos los pares de elementos de M, subsista la relacidn
expresada por “amigo de”. Mds aun, un indice de cohesidén del

grupo serda el tamafo del mayor subconjunto M.
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Para abordar este problema se hace uso de la digrdfica
simétrica complementaria, ya definida anteriormente. EIl
resultado que se obtiene con esto es que un subconjunto de X

es upa "liga” en D si, y sélo si, es independiente en D.

Ademds, el indice de cohesidén mencionado no es mias que
el numero de independencia de D, es decir el mayor cardinal

de un conjunto independiente maximal en D.

Deteccion de errores y cddigos de correccion de
errores, Sea X = { x4, x2, x3, } el conjunto de signos
bidsicos los cuales pueden ser transmitidoes a través de un
canal de comunicacidn C Por ejemplo, X podria ser un
conjunto de palabras binarias tales como se usan en un
alfabeto numérico = caracteristico de un  sistema de

computacidnd,

A causa de la interferencia elédctrica y la distorsién.b

alguas senales de transmisidn pueden ser mal interpretadas

al recibirse.

En general para cada par de sebales Xxi y xh‘ la
recepcidén de xi y la de xj ocurre con diferente
probabilidad, pero para fines practicos algunas veces es
adecuado considerar el caso definitivo donde, para algun par
de seflales xi y xj, la recepcidén tanto de xi como de  Xj
puede © no ocurrir: en este caso, la posibilidad de un error
en la comunicacidédn puede ser representada convenientemente
por una grafica de La relacidn entre las seflales, donde los
nodos corresponden a los signos bdsicos, y donde dos nodos
xi ¥ xj son unidos por unpa linea si una u otra de estas

seflales puede ser recibida como la otra Cver figura 2.2.8D.
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Senal tranmsmitida senal recibida
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Fla. 2.2.2

Ahora bien, es posible detectar todos los errores en
recibir las seRales, si nosotros restringimos las sefales de
transmisidén a un subconjunto de X que sea independiente bajo

la relacidn que guardan las seflales en la grafica.

En efecto, si se supone que el conjunto ) de

transmisidén de seflales es independiente; entonces si una
sefial recibida pertenece al cohjunto S ésta es ‘una sefial
correcta ¢ ya que ninguna sehal en S puede ser Lransforh#da
en alguna otra sefal en S O, mientras que si. una sefal

recibida no pertenece a S, é€sta es incorrecta.

En otro caso, si el conjunto de seflales de transmisidn.

no es independiente, algin par de sefales puede ser

confundida por el receptor.

En el ejemplo de la figura 2.2.2, los conjuntos maximos
independientes, con los cuales se determina el conjunto - mds

grande de sefiales que pueden ser usadas para detectar todos

los errores, son { u, w, v}y { v, ~ 2z}
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Asi bien, es posible también corregir los errores al
recibir una sefal. Para ello se construye otra grafica a
partir de la relacidn entre las sefales, en la cual los
nodos corresponden a las sefales como antes, pero en la que
dos nodos xi Yy xj son ahora unidos por una linea si y sdlo
si la transmisidn de xi y xj puede resultar en la misma
sefial recibida ¢ la cual no necesariamente es xi o xj 2. Por

ejemplo considérese la grdfica de la figura 2.2.3.

FIGQ. 2.2.9

Si se supone que el conjunto $ de transmisidn de
sefiales es independiente. Entonces, si una sefal recibida xi
pertenece a $ ésta puede ser correcta; si xi no pertenece a
S entonces xi es incorrecta, pero ya que sdlo existe una
sefial en S la cual puede ser recibida como xi, el error

puede ser corregido.

De otra manera, si $ no es independiente, entonces
existirdn dos seflales diferentes en S las cuales pueden ser
recibidas como la misma sefal; en este caso sera imposible

determinar por el receptor cual sefial fue transmitida.

26

i
i
'
)
i




Asi, para este caso, el conjunto independiente

determina el conjunte de sefales transmitidas para el cual

todas las sefiales pueden ser corregidas por el receptor.

Para el ejemplo de la figura 2&.2.3, el conjunto de

sefiales { v, x, z } es el mds grande para el cual todos los

errores pueden ser corregidos ¢ la correccidn de errores no

es asi posible para el conjunte { u, w, v }, vya que la

transmisién de u e y pueden ambas resultar en la seflal v.

Hasta ahora se ha rebizado el cancepto de
independencia, para completar la caracterizacién de' un
nicleo presentaremos la aplicacidn que se formulo en Teoria

de Juegos por Veon Neumann (1944) para este concepto.

Supdngase que n personas deben discutir juhtas y elegir
un punto x ¢ una situacidn 3 de un conjunto finito no vacio
X. Dado que entre las n perschas deben elegir un elemento x
de X. Asi mismd. entre las n personas necesitan establecer

la preferencia de un elemento { o situacidn O a
conjunto' X,

Esto lleva en si a establecer una relacidén de

preferencia entre un par de elementos de X, Dado qgue se

requiere una eleccidn de grupo; las preferencias

individuales no serian de utilidad ya que podrian no ser
compatibles,

Ahora bien, la preferencia uninime de un elemento xi

sobre un elemento x2z seria la mejor solucidn, pero es
difi{cil que esto suceda.

muy

En realidad lo gue se requiere es una relacidn efectiva

que nos lleve a la unanimidad, obligando la preferencia de
X1 Sobre xa,
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Preferencia efectiva. Diremos que el elemento xi es
efectivamente preferido al elemento xj, si entre las n
personas existe un grupo de personas capases ellas juntas de
obligar la preferencia de xi sobre xj.

A través de esta relacidén de preferencia puede
definirse una digrdfica donde X es el conjunte de nodos vy
donde dos elementos x1, x2 de X estdn unidos por un arco si

x2 es efectivamente preferido a xi.

Si la digrdfica tiene un nucleo N < X, la eleccidn del
elemento x se limita a elegir un elemento en el conjunto
N. ‘Dado que, al ser N independiente ningin elemento de N es
efectivamente preferido a otroen N, y si x & N, entonces

existiria otra situacidn en N que es efectivamente
preferible a x,

Propiedades de los nucleos. Se enunclaradn sin demostrar
las siguientes propiedades de los nucleos:

1. Una digrafica puede tener uno o varios nilcleos o no
tener ninguno.
2. Si una digrdfica tiene un ntcleo N entonces
SN
Donde S y 7T son los conjuntos independiente maximal vy
absorbente mis grande de la digrdfica.
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2.3. ALGUNOS RESULTADOS DE LA TEORIA DE NUCLEOS

Una de las aplicaciones del concepto de nucleo dentro
de las técnicas del andlisis de sistemas es emplearlo para
obtener un conjunto reducido de alternativas. Pensando en la
importancia del mismo es interesante revisar algunos

teoremas respecto a la existencia y unicidad de éste,

De las condiciones que debe satisfacer un conjunto de
nodos para ser un nUcleo el teorema siguiente expresa bajo
que supuestos la condicidn de independencia resulta

suficiente para caracterizarlo.

TEOREMA 1. Sea D ={ X, F 1 wuna digrafica simétrica
C es decir ¢ u, v D & F implica ¢ v, u > & F >. Entonces D
posee un ntcleo. De hecho un subconjunto N de F es un nucleo

si y sélo si N es un conjunto independiente maximal,

Demostracidén. Bajo la suposicién de que N es un
conjunto independiente maximal y tomando un el emento
’u € X-N, la propiedad de simétria de la digrafica permite
consecuentemente hablar de la existencia de Qna uN - flecha
y una Nu - flecha, por lo que N ademds de ser un éonjunto
independiente maximal tiene la propiedad de ser un conjunto

absorvente cumpliendo asi ser un nucleo de D.

Si N satisface la condicidn de ser un nucleo de D, para
verificar si éste es independiente maximal, pensemos en la
existencia de un conjunto independiente N° tal que N < N°.
Sea u e N° - N, al ser N° independiente no hay una uN® -
flecha en D, en particular no existe una uN - flecha con lo
cual llegamos a que el conjunte N bajo estas condiciones no
es absorvente. Por lo tanto no puede existir un conjunto

independiente mias grande cue N.
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Para ejemplificar este teorema podemos considerar la
grafica de la figura 2.1.1, la cual es simetrica en el
sentido de que la linea que une en particular los nodos u ¥y
v indica que u estid relacinado con v y asi mismo v estad
relacionado con u, bajo la relacidn de que una u otra de las
seflales que dstos representan puede ser recibida como la
otra. Dicha grafica tiene un nidcleo representado por el
conjunto independiente maximal { u, w, x }.

Siguiendo este orden de ideas observamos gque cierto
tipo de ciclos contenidos en una digrdfica han servido para

caracterizar a las digrdficas que tienen nucleo,

TEOREMA 2. [ Von Neumann y Morgenstern, 1944, ).
St D=1 X, F ] es una digrdfica sin ciclos dirigidos
entonces D tiene un nlcleo., Mis aun, el nlcleo es Unico.

Demostracidn. Por induccién sobre | X | =n

Paran =2, sea X = {u, v}, si {Cu v 2 } = F
entonces N = { v } es el nucleo de D, ahora bien si
{Cv,ul} =F, el nicleode Dserfa N={u}, ysi F= 0
entonces N = { u, v } ser{a el nidcleo de D, para todos estos
casos el nucleo de la digrdfica es uUnico, |

Hipdtesis de induccidn: supongamos cierto el resultado
para digrédficas sin eiclos dirigidos y con | X | £ n ~ 1.
Es usual referirse a una digrdfica sin ciclos como una

digrifica aciclica. Consideremos una digrafica aciclica D
tal que | X |

n, Sea No = {veX~ (v, x 2> & F, para
todo x e ¢ X - { v} O}, No=0©yaqueD no tiene cliclos

dirigidos. Sea Bo = {v € F / existe alguna vNo-flecha en D}.
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Ahora bien con el conjunto de nodos X - € No U Bo D

podemos formar la subdigrdfica inducida

D° =DI[ X -¢C NouUBo D J,

como No # @, | X | £n -1, por

tiene un dnico ntcleo N y N = No U N' es un ntcleo de D.

Una forma de demostrar la unicidad del nicleo N es
emplear la suposicidn de que existe otro nudcleo. N1 en la

digréficé D. Al ser No un nicleo de D, puede darse la

siguiente contencidn No S Ni. Ahora bien, por definicidn de
0

D™, el conjunto N1 - No es un ntcleo de DO. y asi  por

hipdtesis de induceidn Nt - No = N'. Por lo tanto Nt = N.

La existencia de un nidcleo en una grafica sin bucles no

presenta dificultades;, ya que la Tfamilia de conjﬁntos

independientes es finita y por lo tanto admite conjdntos

maximales. No sucede lo mismo en una digrdfica, ya que basta

considerar un circuito de longitud tres para verificar -la

existencia de digrdficas que no admiten un nucleo, Veamos un
resultado al respecto.

TEOREMA 3. [ Richardson, 1946, 1983 1. Si D = X, U ]

es una digrdfica sin ciclos dirigides ¢ es decir sin

circuitos 2 de longitud impar, entonces D tiene nucleo,

Nota: La demostracidn mds breve de este teorema puede

encontarse en “Seminlcleos de una digrafica® de V. Neumann

Lara € 4n. Inst. Mat., Vol. IV C1971), UNAM 3.
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Finalmente, se probara un resultade en el cual se
arirma que: El numero de soluciones (co-ntcleos) de una
digrdfica es igual al numero de soluciocnes Cco-nlicleos) de
su digrafica de lineas. Esto mostrari que es posible
construir la solucidn de una digrafica de lineas por medio

de la solucidn de su digrifica original, e inversamente.

Imaginese una red vial formada por rutas que unen
varias ciudades de un pais., Es fdcil describir esta red
mediante un grifica cuyos nodos sean las ciudades y cuyos
arcos sean los tramos de  camino que las . unen. Supdngase
ademds que cada tramo de camino tiene asignado un equipo de

personas encargadas de reparar los desperfectos y deterioros

debidos al transito. Entonces es plausible la necesidad de
una grafica que describa la interrelacidn de estos equipos
de mantenimiento. Esta nueva grifica tendrd un nodo por cada
trame de ruta; es decir, por cada arco de la grifica
original. Diches nodos estardn conectados por lineas si  los
correspondientes caminos concurren en uno de sus extremes en
una misma ciudad. Basdndose en este ejemplo se puede dar una

definicidn similar en el caso de tener una digréfiéa.

Digrdfica de Lineas. La digriaficua de lineas de
D=1 X, F)es unadigrdfica L [ D] =¢C F,B J; donde el
conjunto de nodos de dsta es el conjunto de flechas de D, vy
para ciertas h, R € F, se tiene que hR € B si y sdéle si las
correspondientes flechas h, R, inducen una Lrayectoria en D,

es decir, el nodo terminal de h es el nodo inicial de k.

En adelanpte se denotard la flecha h = uww en 0 y el nodo
hen Ll [ D) por el mismo simbolo. Si H es un conjunto de
flechas de D, éste es a su vez un conjunto de nodos de LIDI,
En el caso en el gue se desee hacer énfasis en H domo el

conjunto de nodos en L [ D ] se utilizara el simbolo Hu
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Solucidn o co-nlcleo. Un subconjunte S de X es
solucidn € o un co-nutcleo) de D = [ X

una

v F 1 si S es
independiente en D y si es dominante en D,

Asi bien, podemos observar que el concepto en abstracto

de nucleo estd muy relacionado en la practica a la solucidn

de una digrafica, en términos de la definicidn del
co=-nlcleo.

Sea S el sistema de todas las soluciones ¢ co-nucleos)

de una digrdfica D[ X, F ] y sea £ el sistema de todas las
soluciones de L [ D ],

Definace el mapeo f: P C X0 + PC. F O como sigue:

Si Z & X, entonces f (2> es el conjunto de todas las

flechas tales que su nodo inicial de éstas se encuentra en
z. |

LEMA 1. Si s € S, entonces f CodL e 2,

Demostracidn. Con el objetive de probar que f C2)  es
independiente, pensemos que hk & B, entonces
{hy R} S fCodL,
ya que si ocurriera lo bontrario. se tendria que h € o x o,
esto contradice el hecho de que » es independiente.k Ahoré

bien, sea R un nodo de L (DD y ke Fu - F (oL, .Por la

definicidn de f (odu el nodo inicial de k en D no puede
pertenecer a o,
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D = (X F) LD = (F, B)

Dada la dominancia de o en D es claro asi que existe una
flecha h en D con su node inicial en o, el nodo terminal de
ésta es idéntico al nodo inicial de k. Por 1lo tanto

h e fCodL y hk € B, Puede asi concluirse que f(20L & X,

LEMA 2. El mapeo f : S .+ £ es inyectivo,

Demostracidn., Sean 2,0 € Sy 2~ # o, puede asi suponerse
que 2 ~ o # 0, es decir podemos considerar v e 2 - o, Ya que
4 es una solucidn de D; existe un nodo u € o tal que wv & F.
Asi w € fCodun, La independenCiA de 2 en D implica que
u & 2, Por lo tante wv @ fCL con lo cual se concluye la

prueba del lema.

Definace ahora un mapeo g: P CFO =+ P X0 como' sigue:
Si H £ F, entonces gCHd = XCH) U YCH), donde XCHD es el
conjunto formado por todos los nodos de las flechas de FH y
YCH) es el conjunto de todos los nodos receptores en D tales

gque son adyacentes a los nodos de XCH).
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LEMA 3. Si HL € £, entonces gCH) e S.

Demastracidn. Para probar la independencia de gCHD,
consideraremos que u, v € gCHd), u, ve Xy los Lires casos

siguientes:

C1d u, v & XCHD
C2) u e XCHY, v e YCHD
C3) u e YCHD.

Caso C1). En este caso u es el nodo inicial de alguna
flecha h'y v es el nodo inicial de alguna flecha k;
h, R e Hu. si h = uvu, entonces hk existiria como flecha, lo
cual llevaria a una contradiccidn con el hecho de que HL es

independiente.k

Si h=uw = uw = d, entonces la independencia de HL
implicaria que d & HL y de la propiedad de dominancia de Hu
se tiene que existe bd € B. El nodo terminal de b y el nodo 
inicial de A son idénticos con u; de aqui se  sigue. que
bh € B, lo cual lleva a una contradiccidn a la propiedad de
independencia de HL.

En los casos (B) y (3) es inmediato distinguir de lés
definiciones de XCH) y YCH) que wv & F. Ahora bien para
probar la dominancia de la funcidn gCH); consideraremoé
veX-gClhH =X - XCH> - YCH), Para el nodo v se& tendrdn
dos posibilidades:

Cad. v es un nodo inicial de alguna flecha

(k). v no es un nodo inicial de alguna flecha perov es

adyacente con alguno de los nodos de XCHD.
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Del caso Ca) se tiene que vt € F, Dado que v & XCH), se
obtiene que vt & Hu. La dominancia de HL en LCD) implica la

existencia uwv € Hu; asi u & XCH),

En el caso (b) la prueba de la dominancia de gCH) se
sigue de la definicidn de XCHY y YCH) en forma inmediata,

LEMA 4, El mapeo g : £ =+ R es inyectivo,

Demostracién. Considerando SL, TL € £, SL # Tu; puede
suponerse que Su - 7L # @, h € 5L - Tn, Denotando por v el
nodo inicial de h; se tiene que v € g(S), puesto que » es

el nodo inicial de una flecha de $. Cono A @ TL ¥y dado que

7L es un conjunto dominante en L(D), entonces existe una

flecha k een D tal que k € TL ¥ kh € B,

Denotando por u el nodo inicial de k; el node terminal

de k seria v. Al pertenecer el nodo k a TL, se Liene que u «

‘9CT) y la independencia de gCH) en D implica que v & (7).

En conclusidn se tiene que g es inyectiva.
TEOREMA 4. El nimero de soluciones de una digrdfica es
igual al nimero de soluciones de su digrafica de lineas,
Demostracidn. De acuerdo a los lemas €28) y (4) se

obtiene que; card ¥ £ card £ £ card ¥, lo cual implica
card F# = card £
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24 ALGORITMO PARA HALLAR EL NUCLEO DE UNA DIGRAFICA.

Después de haber revizado algunos de los resultados de
la teoria . de nucleos veremos, a continuacidn, un
procedimiento sencillo para

determinar el nudcleo de una
digrafica, k

Este algoritmo hace usc de una matriz que he denominado

matriz de incidencia posttiva 4 Caij) y se basa, asi mi smo,

en cdlculos que involucran al in-grado y

ex-grade de un
nodo,

Procedimiento:

Paso 1, Construir a partir de la relacidn de preferencia

la digrdfica de preferencias Dp = [ X, FI.

Paso - 2. Construir  la matriz  de adyacenclas positivas

Ad Cai) a partir de Dp, donde d =1, 2, y

F

(]

[ 1. si )
aij = £
[ 0 en otro caso
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Paso 3. Calcular

n

stc jgn aiy para ¢t =1, 2, ..., n

n

t§1 aij para J

1,2, ..., n

5C N

5'Cid y 8¢ corresponderén a las etiquetas de los

nodos t y J por renglén y columna respectivamente.

Paso 4. Hallar un nodo k tal que

8Tk < 8'Cwd) y 8Ck 2 (W

para todo v # k, hacer Nm = { k }, param=1,.2, ..
e ir al paso 8. En el caso de no hallarse un nodo

con estas caracteristicas ir al paso 5.

Paso B. Elegir un nodo t tal que

5'Ctd = 8'Ck) y SCRY = 8Ct) 2 8TCw

para todo v # R,t. Hacer Nm = {t} e ir al paso 6.
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Paso B,

Paso 7.

Eliminar de la matriz A1 Caijd el nodo R C o t segun
el caso ) y todos aquellos nodos c¢cuya entrada
aik =1 C o bien, ait =1 ) para ¢t =1, 2, ..., n.
Sea Ad+#t la matriz resultante al hacer esta

operacidén de eliminacidn, e ir al paso 7.

Si se han examinado todos los nodos  hasta obtener
una matriz nula, terminar, el conjunto N = U Nm U Na
es un nicleo, donde Na es el conjunto de nodos
representados en la matriz nula. En otro caso,

considérese 4d+t, e ir al paso 3,

EJEMPLO: Considerése la digrafica de la figura 2.4.1.

'S
w

FId. 2.4.14
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1 2 3 4 5 & 7
Y 0 01 0 0 0 O
2 0O 0 0 0 0 1 O
. 9 O 0 0 1 0 1 O
AL Caijp) =
4 0 0 0.0 0 O o
s 0O 0 0 0 0 0 O
6 |lo 0 0 4 0 O O
? 0 0 0 0 0 O O
F10. ()

Para ilustrar el algoritmo, empezaremos por la figura

Ca) en la que se representa la matriz de adyacencias
positivas Ai. En la figura (b) se muestran las etiquetas de
cada nodo C la etiqueta del node U a la derecha de la fila t

y la etiqueta de ) abajo de la columna J .

1 2 9 4 5 6 7
1+ o o4 0 0 0o o] "
2 |0 o 0 061 0 o 1

s 9 lo o o 1t 0o 1t o 2,
|0 0 ob 0o o 0 o o
s 10 0 0o 0 0 0 o o
6]0 0 0 t 0 0 o N
7 ]lo0 0 0 06 0 0 o o
| " J

0o v 1 2 1 4 O

FIQ. ¢ b )
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En esta misma figura se han marcado con un (%) las etiquetas
del nodo 4, el cual satisface la propiedad del paso 4, por
lo tanto, N1t = { 4 } ¥ se eliminard el conjunto de  nodos
{3, 61}

En la figura Cc¢) se muestra la matriz reducida A4z y las

nuevas etiquetas.

1 2 5 7
‘ 1 0 0o 0 o (o]
A2: 2 0 0 t& O 1,
5 0 o o o 0
? 0 o o o o]
R ‘
O O {4 O

FIa. ( ¢ )

Ahora N2 = { 5} v se elimina el nodo 2.

Aa: ! [0
?

o
c oo

As: 7 [o] o

FI1G. ¢« d)
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Finalmente en la figura (d) se muestran las dos dltimas
iteraciones del algoritmo, para el ejemplo, en las cuales
Na = {1}, Ne= {7} y el conjunto de nodos a eliminar es

vacio.

Asi, N = % Nm= {1, 4, B, 7 } es un ntcleo de la
digrafica D de la figura 2.4.1, el cual se ilustra en la

figura 2.4.2 mediante los nodos obscuros.

20

5 Q¢

o0
L

F1a. 2.4.2

Observacidn: En el caso en que la matriz reducida del
paso 6, resulta ser una matriz nula, es decir; en la que
todas sus entradas son cero, los nodos en dsta per teneceran

al nucleo.

En la figura Cd) la matriz As es una matriz nula, en

este caso podemos considerar a N = Nt U N2 W { B, 7} como el

nicleo de la digrdfica de referencia.
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CAPITULO III

3. SISTEMAS Y NUCLEOS

En este capitule hacemos referencia a las diversas
formas en las que los sistemas y el nucleo de upa digrédfica

se relacionan.

3.1 LA TECNICA ELECTRA 1|

Se ha visto que el estudio de las graficas y digrdficas

es una teoria de relaciones, donde las graficas simples
representan relaciones simétricas y las digrdficas

relaciones asimétricas,

Es interesante ver como los tomadores de decisiones se
han apoyado en el uso de técnicas del andlisis de Sistemas
que involucran el uso de la teoria de grdficas, tal es el
caso .de la técnica ELECTRA 1, C(Elimination £t Chotx
Traduisant la Realité: Eliminacidn y Seleccidn Traduciendo
la Realidad D,

La técnica fue inicialmente sugerida por Benayoun Roy y
Sussman Cl966>. En 1971 Roy presentd una versicn mejorada de

este metodo.
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En el algoritmo ELECTRA 1 se emplea el concepto de

co-nticlec para  hallar un conjunto de alternativas
preferidas.

Alternativa. Una alternativa es una solucion Unica para
una situacidn dada. ‘

La importancia de generar alternativas ¢ medios ),
radica en que dstas pueden ayudarnos, entre otros usos, a
construir la mejor manera de conducir un proceso,

contribuyendo al mejor desempefico de un sistema dado.

Asi bien, estamos enfrentados virtual mente con
alternativas en todo lo que hacemos, desde seleccionar el
medio de transporte que usamos para ir al trabajo cada dia
hasta decidir cudl de todas las pQSibilidades que 1maginahcs

como soluciones de un problema es la mejor.

Igualmente, en la ingenieria, hay siempre varias
maneras de realizar una tarea dada, y es necesario ser capa2
de comparar racionalmente, de modo que pueda seleccionarse
la mejor de las alternativas.

Es asi{ que el co-nlicleo de una digrafica puede ser
‘empleado como una herramienta que nos ayuda ha identificar
cuales son las alternativas y llegar a seleccionar la nmejor

de una manera sencilla.

Yeamos ahora como el co-nuclen, es decir el inverso del
nucleo, se aplica en la tecnica ELECTRA 1.
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Esencialmente en el método ELECTRA 1, se hace una
comparacidn entre dos soluciones, C o alternativas 2, para
analizar diversos cursos de acciédn cuando existe mds de una
manera de evaluarlos. Es aqui donde podemos apreciar cierto
vinculo entre la idea que se manejo en el problema planteado
por Von Neumann en Teoria de Juegos y el desarrollo del
algoritmo ELECTRA 1.

Asi bien, la comparacidén se basa en una relacidén de
dominancia, ésta es una relacidn binaria R, la cual captura
las preferencias de los tomadores de decisiones, mismas que
puden ser explicadas por la informacidén con que se cuenta en

el momento en gque se establecen.

Asi, para ser capases de evaluar diferentes métodos,
objetivos, situaciones u opciones, es necesario: tener un
criterio de evaluacidn, por ejemplo, cuando viajamos hacia
el trabajo, podriamos pensar en tomar la ruta que fuera la
mas rapida, la mis barata o la mas pintoresca y dependiendo
del criterio que se use podrd seleccionmarse una ruta

diferente cada vez.

El criterio de evaluacidén puede usarse como base para
Juzgar las alternativas y asi dar una respuesta a cudl de

ellas es la mejor.

Fundamentalmente en el método ELECTRA 1, se hace un
registro de preferencias para un subconjunto de alternativas
no~domtinadas.

i

Asi bien, la relacidn R puede ser entendida como una
relacidn de range superior, Chaciendo referencia a lo
expuesto sobre funciones ’de preferencia), la cual es
construida a partir de los valores de opinidn suministrados

por los decisores.
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Su importancia estriba en que la construccidén del
conjunto de alternativas no-dominadas es determinado por la
definicién de édsta.

DEFINICION. Relacldn de dominancla C o de

sobreclasificacidnd,

ui R vj indica que ui esta sobreclasificado con respecto a

vj, o que ui domina a vj.

Sean ¢4y ..., ©¢n los criterios de evaluacidn:

Rentabilidad, necesidades de inversidn, ecoldgi¢o. etc,

Sea eij la evaluacidn, (obtenida de estudios objetivos
y/o de la opinidn de expertos), para cada solucidn U bajo
el criterio J.

Sean wi, ..., Wn los pesos asociados a cada uno de los
criterios (no siempre éstos pueden Ser precisados por una
cifra, a veces son especificados mediante una escala
cualitativa J.
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Dado un conjunto 4 de soluciones a considerar, para un
problema dado, se dice que dos elementos wui y vj de 4 estan

relacionados en el sentido de ELECTRA, es decir;
Ui R vj, si existen p, g € [0, 1] tal que

¢ Cui, vd = p y d Cui, vjd 2 g

Donde se acepta cierto grado (¢ o indice) de
concordancia entre las diversas

acuerdo o

soluciones, bajo los
criterios establecidos:
n
T pij wk
k=1
c Cui, v =
n
Z  wk
k=1

aqui pij es un parametro de impacto, el cual se define como:

1 sl  eik z ejk

0 si  ejk 2 eik
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Y se acepta cierto grado (o indiced de disercidn o

discordancia d Cui, vjD en la relacidn de dominancia:

max [ ejk - eik 1
para i » J

d Cui, v =

donde:

max [ ejk - ek 1, es el miximo intervalq de las
evaluaciones en que no hubo acuerdo, es decir, ek > eik, .y
des el rango midximo de las escalas ascciadas a los
criterios de evaluacidn.

Esto se ha definido con el fin  de poder hacer. la
comparacidn de la inconformidad causada al ir desde el nivel
xt al nivel x2 a través del criterio c1 y la inconformidad

de ir desde el nivel xi al nivel x3 a ‘traves deib» eriterio
ca.

Asi mismo, la eleccidn del numero  de puntos que se
asignan a cada criterioc depende del nivel de importancia que
se le. de, uno podria definir una escala tal que no rebasara:

los 100 puntos, aunque podria trabajarse igual con cualquier
otro numero.
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Tanto los indices de concordancia como de discordancia
pueden resumirse en un arreglo matricial € [ ¢ Cui,v)d ] y
D[ dcCui, vD ) respectivamente, las cuales representan que
tanto acuerdo o desacuerdo hubo en las evaluaciones de las

alternativas de solucidn.

Los valores p y @ son conocidos como los pardmetros de

concordancia y discordancia respectivamente. Un perfecto

resultado para la concordancia es 1 y un fatal resultado

para la discordancia es 1,

En la ejecucidn del método ELECTRA 1, no se requiere

que la relacidén sea transitiva, esto es, dadas tres

alternativas, ¢ o acciones diferentes ), u, v, y w; el hecho

de que ¥ R v y v R w, no necesariamente implica que u. R .w

El método reconoce que la razdén por la cual uno decide
que 4 R v as{ como la razdén por la que v R w puede ‘Ser muy

distinta a la que lleve a relacionar u con w.

De acuerdo a esta relacidn de dominancia se construye
una Digrafica Compuesta Gec ¢ o© Digrafica ELECTRA ). Las

digrdficas compuestas son definidas, predominantemente, por

los indices de concordancia y discordancia de las flechas

permitidas para pertenecer a la digrifica.
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3.1.1. DEFINICION DE LA DIGRAFICA ELECTRA

La siguiente definicidn es referida a Roy [ 1971 1.

Supongamos:

8 una relacidn de equlvalencia definida por u 8 v si, y

sélo si, existe a través de R un circuito que pasa por u y
V.

B denota el conjunto de clases en la equivalencia 8

Rc denota la relacidn definida sobre B y se verifica
para la pareja de clases ¢ bg, b2 ) 51, y sdlo si, existen

Uuedtyvebd2 tales que u R v; donde R es aciclica.
Nota: B = X y Re = R

DEFINICION. Gc es la digrdfica aciclica asociada con la
relacién Rc ¢ e, d. existe una trayectoria dirigida desde el
nodo u al v, si y sdlo si, u R v D,

Con la definicidn de Re y la construccidn de Ge podemos
determinar un co-ntcleo.

El co-nuiclec contendrd los nodos que represéntan
aquellas alternativas que son preferidas bajo las bases de
Rc. Los nodos restantes ¢ es decir, los que no se encuentran

en el co-ntcleo) pueden ser eliminados a partir de ciertas

consideraciones,

Nota: CGeneralmente, la obtencidn del co-nucleo es

insensible a la pareja de valores ¢ p, ¢ ).
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32. UN EJEMPLO NUMERICO

El siguiente ejemplo es una adaptacidn de Roy C1971).

Se supone en este ejemplo que nuestro decisor es un
hombre que necesita elegir un automévil para su’ familia.
Existen cuatro criterios que se le proponen para hacer la
eleccidn de su automdvil: precio, comodidad, velocidad y
belleza. El criterio y las escalas o niveles que 8l

establece son presentadas en la tabla 3.2.1.

CRITERIO NIVELES CLAVE
, . menos de N$ 27 000 . 25
v = 1 Precio
desde 28 000 a 36 00O 30
desde 3?7 000 a 98 00O 35
desde 40 000 a 42 000 40
dende 49 000 a 4?7 000 45
i = 2 Comodidad Alta A
Media M
Baja ;]
i = 3 velocidad Rdpido R
Lento L
i = ¢4 Belleza Hermoso . H
Acepiable c

TABLA 3, 2.4
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El mas importante de los criterios, para el decisor,

precio, seguido por la comodidad y siendo menos

el

importantes

los criterios de la velocidad y la belleza. Considerando

tambieén que €l limita su eleccidn a los siete modelos que se
describen en la tabla 3.2.2.

TIPO { 2 3 4 5 (5] 7
PRECIO 45 40 40 95 35 35 25
COMODIDAD | A A M M M B )
VELOCIDAD | R L R R L R L
BELLEZA H H H c H H c

TABLA 3.2,2

3.2.1. INDICE DE CONCORDANCIA

El decisor ha asignado, los siguientes pesos,

uno de los criterios.

Precto:
Comodidad:
Veloctdad:

Belleza:

Suma de los pesos = 10

8
3
1

1
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El cdlculo del indice de concordancia es ilustrado para

los modelos 2 y 4 , y para los modelos 6 y 1. Notemos que

los

empates reciben una mitad del peso:

cC2, 4 =1 CO+3+0+1)=0.4
10
cCB, 1D =] CB+0+1+ 1 =0.6

10 2 2

El conjunto completo, de los indices de concordancia,

es representado por la matriz C de renglones it y columnas j,

donde tanto i como j representan un modelo de automdvil,

1 2 3 4 5 5] 7
1 [ = 0.3 0.4 0.45 0.45 0.4 0.5 |
206 - 0.6 0.4 0.4 0.35 0.45
31086 0.4 - 0.3 0.3 0.4 0.5
CCiy, D= 4 0.8 0.6 0.7 - 0.8 0.6 0.4
5 |08 0.6 07 05 - 0.7 0.45
6 | 0.6 0.5 0.6 0.4 0.3 - -
7 | 0.5 0.88 0.8 0.8 0.8 - - ]

3.2.2. INDICE DE DISCORDANCIA

El cirterio se basari en los siguientes intervalos de escala

maxima;

Prectio: 100
Comodidad: 60
Velocidad: S0
Bel leza: 40
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Puede ahora calcularse el valor de cada nivel para cada

uno de los criterios. Para el criterio del precio, existen

cinco niveles: cada nivel es evaluado

100
2

por lo tanto, por

= 20 puntos.

también
de

Los niveles para la comodidad y la belleza son

evaluados en 20 puntos. Los niveles para el criterio la

velocidad son evaluados en 28 puntos.

‘El indice de discordancia es calculado para los modelos

2y8B, y para los modelos 7 y 1. El coeficiente de
discordancia, para cada uno de los criterios, donde ¢ < ) se
calculara primero. En seguida el maximo de estos

coeficientes se seleccionard como el indice de discordancia.

Los indices de discordancia para los modelos mencionados
son;:

d €2, Bprecio = 8018060 = fgo = 0.2 ¢y > O

d C2, Bdvelocidad = 501;025 = fgo = 0.25 SERE

d ¢g, & = mdx i mo i.nt.or\ltgéo donde i < j - _ 0. 25

d €7, 1dcomodidad = 6018020 = fgo = 0.4

d €7, 1velocidad = 250 = B2 = 0.28

d (7, 1bolieza = 20220 = B = 0.2

d ¢7, 15 = mdximo intervalo donde i ¢ | 0. 4

100
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El conjunto completo de los indices es representado por

la matriz D con renglones i y columnas jJ:

1 2 3 4 8 6 7

1 = 0.2 0.2 0.4 0.4 0.4 0.8 ]

2 o8 - 0.28 0.28 0.2 0.28 0.6

3 (0.2 0.8 - 0.2 0.28 0.8 0.6
Dc¢t, /»= 4 |02 0.288 0.2 - 0.28 0.2 0.4

5 {0.288 0.2 0.288 0.28 - 0.25 0.4

6 | 0.4 0.4 0.2 0.2 08 - 0.4

7 0.4 0.4 0.2 02 02 02a ~— ]

Supdngase que el decisor especifica la condicién en
cuanto a una concordancia minima de 0.6 y una discordancia
mixima de 0.20; que es, ¢ C i, D> 2 0.6 ydC i, jO £0.2

Con estas especificaciones puede  construirse la
digrdfica Ge. Los arcos de Gc son determinadas como sé
especifico anteriormente por los indices que satisfacen
simultianeamente los requerimientos p 2 0.6 y ¢ £ 0.2. Estos

indices son aquellos que corresponden a las parejas:
(3, 15, ¢4, 3, 4, B, (B, 2>, (B, D

y la Digréafica Electra resultante se ilustra en la figura
3.2.1. ‘
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Analicemos un poco mds la forma en la que se eligen las
flechas de la Digrafica Electra.

Si para cada nodo ue {1, 2, 38, 4, 5, 6, 7} formamos
las "estrellas de u”, es decir; si consideramos la digrdfica
formada por todas aquellas flechas que salen de u y que
satisfacen la condicidn p 2 0.6 y por otro lado ccnsideramos
la digrdfica formada por las flechas que salen de 4 y que
satisfacen la condicidn ¢ £ 0.2, ,podemos cbservar que el

conjunto de flechas comunes entre ambas estrellas es un

subconjunto de las flechas perténecientes a la Digrafica

‘Electra y asi también se tiene que la unién de estos

. subconjuntos conforman el conjunto F de ésta.

Asi bien, de manera natural resalta el uso de los
conjuntos dominantes y basta séleo aRadir la condicidn de

independencia para obtener un co-nlcleo en la Digrafica

Electra.

Para el casoc de la digrifica de la figura 3.2.1 se
tiene que ésta posee un nucleo, en virtud del teorema 2 de

‘la seccidn 2. 3.
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Considérese la matriz de adyacencia positiva Aac
asociada a la digrdfica de la figura 3.2.1.

1 2 3 4 8§ 6 7

1t [0 0o 00 0 0 0]
210 0 0 0 0 0 ©
311 0 0 0.0 0 O
dac . = 4 0O 01 0o 0 1 O
510 1 0 0 0 0.0
6 10 01 0 O O O

710 0 0 0 0 O 0 ]

Consideremos ahora su transpuesta Aém

1 2 3 4 8 6 7

1t o o1t 0 0 0 0]
2 O 00 0 1 0 0
t 3 i1 0 01 0.1 ©
Age = 4 -0 0 0 0 0 0
5 0O 0 0.0 0 0 O

5] © 00 1 O 0 0|

7 100 0 0 0 0 O |

Como se vio en la seccidn 2.4, la digrdfica asociada a
Adc tiene un ndicleo N = { 1, 4, 5, 7 }. Es asi cque, la
digrdfica de la figura 2.,4.1 resulta ser la digrafica
inversa de la digrdfica de la figura 3.2.1, es decir, han

sido construidas a partir de relaciones inversas,

El conjunto de nodos {1, 4, 5, 7 } constituye asi

mismo un co-ndeleo para la digrifica de la figura 3.2.1.
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Notese que los nodos 2, 3 y B son dominados por algunos
de los elementos en el conjunto especificado; es decir, el
nodo 4 domina a leos nodos 3 ¥y 6, y el nodo 5 domina al nodo
2. Por lo tanto, el conjunto se reduce a cuatro nodos en vez
de siete. Sin embargo, la solucidn anterior o co-nlcleo
puede estar sujeta a un andlisis de sensibilidad al cambiar
los valores de p y ¢ y se pueden notar algunos efectos sobre

la solucidn actual.

Oubservacidn. Al trabajar con el ntcleo de una
digriafica D = [X, Fl], nosotros podemos obtener el co-ntcleo
de Dinv = [ X, FINv], haciendo uso de la transpuesta de  1la
matriz de adyacencia positiva A Caijd asociada a DINV en. el

desarrollo del algoritmo para hallar un ndcleo.

Consideraremos ahora la digrdfica de Lineas L (Ged

asociada a la Digriafica Electra Cver figura 3.2.2).

2 O h
\\
-] 1
s O - . >0 2 '
X m w m0~————5i31
4 9
( a ’ ( b

FIG. 3.2.2 (o) Digrdfica Ge¢, (b) Digrdfica L(Go),
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'De la digridfica de lineas L (Ge) podemos notar que la
manera en que se relacionardn los nodos 5 y 2 no estd ligada
a la manera en que se dio la dominancia entre el conjunto de
nodos {1, 3, 4, 6 }.

Podemos pensar asi, que la base de argumentos para las
dominancias permitidas fueron k, L y m, las cuales conforman

un co-nuicleo de L CGa).

Como se menciono anteriormente, la solucidn o co-nicleo
estd sujeta a un andlisis de sensibilidad al cambiar los
valores de p y ¢. Si nosotros observamos la digrdfica de la
figura 3.2.2.Ca), los arcos permitidos fueron h, kR, L. m Yy
t.

Consideremos ahora la digrafica complemento de Gg, Ge

C ver figura 3.2.3 ). La digréfica Gec contiene todas qgellas

flechas que no fueron permitidas, ya que no satisfacen

simultdneamente la condicidn de concordancia pz 0.6 vy la

condicidn de discordancia ¢ < 0.2,

FI1G, 3.,2.3
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al cambiar el valer de p o ¢ o ambos bastara hallar las

subdigréficas inducidas por cada nodo de Gc ( estrellas )

para estos nuevos valores y ver que arcos se modifican en la

digrafica Gec inicial y as{ mismo como cambia la solucidn

de
Ga.
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3.3 LA TECNICA TKJ.

En la seccidn 3.1 se presentaron varios aspectos
caracteristicos de la técnica ELECTRA I. En esta seccidn se
harda una presentacidn de otra de las técnicas del Andlisis

de Sistemas conocida como la técnica TKJ.

Dicha técnica fue inventada por el antropdloge japonés
Dr. Jiro Kawakita, por lo que esta técnica * Team Kawakita

Jiro " se designa por sus iniciales.

La técnica TKJ consiste en reunir a un grupo de
personas interesadas en analizar una situacidn problematica
especifica, mediante un proceso ordenado, y llegar a
- sintetizar por el consenso de ellos, las causas que la estan
produciendo, el proceso general es realizado en grupo. Esta
técnica se ha caracterizado por ser una herramienta util

para la identificacidn y solucidn de problemas.
3.3.1. ETAPAS FUNDAMENTALES DE LA TECNICA
1.~ Formulacidn del problema
2.~ Identificacidn y disefio de soluciones
3. - Acciones de implementacidn y control
Procedimiento:
1. El grupo se integra con la participacidn de al menos

un representante de cada grupo de personas involucradas en

el problema.
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2. Ambiente:
Cad) - Local de ambiente tranquilo
(b)) - Mesas Circulares
Ce) - Explicacidn de las reglas de la técnica.

3. Material:

Cad - Tar jetas en blanco

(b) - Anotar en las tarjetas “hechos” recientes,

reales, relevantes, concretos y vivenciales;

nunca Juicios.
Cc) - Deben contener la fecha y lugar en el
realizd el suceso y nombre. de las

que se
personas

involucradas.

4. Las tarjetas se revuelven y se intercamblian entre

los miembros del grupo, no debiendoc  tocarle a .un

participante alguna de sus proplas tarjetas. Pueden hacerse
aclaraciones sobre el contenido de la tarjeta, acudiendo a

la persona que la escribid, para esto la persona .escribira
las iniciales de su nombre er sus tarjetas,

5. Cada participante lee en voz alta una de sus
tarjetas y la coloca en el centro de la mesa.

6. Colocar en un sobre aquellas que contienen hechos
similares cada conjunto de tar jetas, enseguida:

Cad) - Repartir los sobres

Cb) - Analizar el contenido del sobre que le haya

correspondido,
Ced) - Dar un orden 1ldégico causal a
proponer una sintesis de éstas expresadas en unas

las tarjetas vy

cuantas palabras,
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(dd - La sintesis es el punto de partida de un debate
' que se agota hasta que el grupo en conjunto
obtenga por consensoc una relacién ldgica causal

de las tarjetas y adopte una sintesis definitiva.

Ced - El titulo del nuevo sobre debera ser el hecho de
esencia comin de los hechos presentados en las

Larjetaé agrupadas,

7. - Una vez que los sobres han sido titulades se
reparten y se repiten los pasos 4, 5 y 6, hasta
que queden solamente dos o tres agrupamientos
titulados. Estos dltimos representan la esencia

del problema considerado.

Este procedimiento puede ser ilustrado mediante un diagrama

de a&rbol como el construido-en la figura 3.3.1.

SR FORMULACION DEL PRORLEMA’

ma— C——— SINTESIS FINAL

CoOCa 31 /43 a3 “==— AORUPAMIENTO Y
: SINTESIS

gt O O e s AN

Fla. 93.3.1%
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8. Cada participante analizari el diagrama de 4rbol de
una manera individual y dard su interpretacidn. Una vez que
entre todo el grupo ha meditado y discutido el diagrama se
pondra el titulo general que identificard el problema y se

analizardn las causas del mismo.

9. De acuerdo a lo especificado en el paso 6, cada
miembro del grupo escribird ahora las posibles acciones de
solucién para algun planteamiento hecho en cualquier nivel
del diagrama de drbol obtenido. |

10, De la misma manera en que se procedio para
construir el diagrama de drbol para. identificar la
problematica, se construye ahora un diagrama de drbol para
las soluciones. Debe vigilarse que el nodo de este segundo

drbol sea la respuesta al nodo del primer diagrama de drbol.

11. Cada miembro del grupo escribe en tarjetas los
compromisos o accliones concretas para alguna de las
soluciones expresadas en cualquier nivel del diagrama de
soluciones, mencionando quienes, cdémo y cudndo se llevara a

cabo,

12. Se debe comentar el ejercicio e integrar los

compromi Sos para su seguimiento y control,

Nota: Se sugiere que el numero de tarjetas por
participante sea de tres, cuatro o cinco si son nueve, siete

o cinco participantes respectivamente.
Se deberdn mostrar los escritos a la persona que estd

llevando a cabo la aplicacidn de la técnica con el fin de

que esta observe si se han cumplido las reglas.
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3. 3.2. OBSERVACIONES Y SUGERENCIAS

1. Si entre algunas de las personas gque integran el
grupo de trabajo existiesen antiguas enemistades, conflictos
o rivalidades, es apropiado en algunas circunstancias hacer
una distribucidn de los lugares en la mesa para que cada unc

de los individucs pueda estar rodeado por per sonas
“amigables"”.

Asi bien, para esta situacidén es conveniente tener
informacidn a cerca de cada una de las personas y construir

una grafica de .relaciocnes como sigue:
Ci) - Representar a cada individuo por un nocdo

Ci1) =~ Conectar a través de una linea las personas

entre las que existan buenas relaciones.

Ciiid ~ Determinar, en la grdfica -asi construida, un
ciclo simple o una trayectoria cerrada que

pase por todos los nodos una sola vez,

De acuerdo a las adyacencias del ciclo enéontrado puede

hacerse la distribucidén de los lugares, ver figura 3.3.a

u
// u cerca de X
P - x cerca de v
s v cerca de w
\% G/\ w v cerca de u
x O
FI1Q. 3.8.2
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En el caso en que la relacidén no sea simétrica se hard
la distribucidn de acuerdo a un circuito.

2. Como se menciono anteriormente es necesario que a un

‘individuo no le toque una de sus mismas tarjetas para esto

puede hacerse la distribucidn de déstas considerando los

circuitos de una digrdfica completa Kp.

Caso 1. n

P

nimero de tar jetas

{1
w

1
©

nuimero de personas

Obtener en Ko un ecircuito C$ de longi tud nueve
orientado positivamente ¢ en el sentido de 1las manecillas
del reloj ) y un Ce orientado negativamente C en sentido
conirario a las manecillas del reloj J.

La primera tarjeta se repartira de acuerdo a la ‘

direccién del circuito Co y la segunda de acuerdo a Cp.

LLa forma general de hacer la distribucién de las’
tar jetas se resume en la tabla 3.3.3.

NO. DE DISTRIBUIRSE
TARJETA DE ACUERDD A:
1 co
2 Co
3 Ce U CS

TABLA 9.3.9
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Caso 2. n

Caso 3.

]
1

3. Una vez que se tienen las tarjetas en el sobre debe

darse un orden ldgico causal a las tarjetas y proponer

sintesis de éstas.

NO. DE
TARJETA

DISTRIBUIRSE
DE ACUERDO A!

1

c?

2 c?
3 Cé u Ca
4 Cs u C3

TABLA 3.3.4

DISTRIBUIRSE

NO. DE
TARJETA DE ACUERDO A:
! cs
2 Cs
3 ch ucs
4 Ca uC2
5 c3 u C2

TABLA 3.3.95
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En este caso podemos visualizar el orden ldgico a

traveés de una digrdfica D = [X, Fl], donde X representa el

conjunto de tarjetas y para i, J € X, ij e Fsi y sdlo si

L antecede a j en el orden ldgico causal.

El problema de hayar una sintesis de los hechos, hace
pensar en reducir este problema al de hallar un nuclec en la
configuracidn D,

Si la configuracidn D contiene un nicleo, los elementos
en dste representardn una base de hechos que conducen 'a la
identificaciédn de la problematica en cuestidn, ya qde ningun
elemento del nucleo es antecedido por otro elemento del

nicleoc y dstos preceden a cualquier - otro elemento que se
encuentre fuera del nucleo,

Por dltimo, observese que de acuerdo al tecrema 2 de la

seccidn 2.3, la configuracidén D debera ser una digré?ica,sin‘

ciclos dirigidoes.
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CONCLUSIONES

Fue muy interesante distinguir cémo una herramienta
teorica es utilizada para desarrollar un método de solucidn
para cierto tipo de problemas del Andlisis de Sistemas. Y lo
es aun mas cuando ésta se presenta en la literatura en una

forma muy abstracta,

Me ha sido posible asi mismo captar la importancia vy
uLilidad‘de analizar las estructuras matemidticas que puedan
ser usadas no sélo para lograr interrelacionar como -ahora
algunds problemas si no quizas proveerse de medios para

enfocar mejor como se estd planteando su solucidn,

Dentro del campo de la Investigacidn de Operaciones los
conceptos de Dualidad y de Andlisis de Sensibilidad son muy
relevantes, En este sentido quedan muchas ideas a
desarrollar por ejemplo, al considerar la digrdfica Gec, la
cual contiene las flechas que no satisfacen los indices p 'y
@ establecidos, podria verse la posibilidad de construir una
digrdfica H = [XH, FH) a partir de Gc en la que el conjunto
de nodos Xu serfa igual al conjunto de flechas de Ge y dos

nodos en H serian adyacentes si dada ww en Ge y vw = R, uw =

h en Gc entonces kh perteneceria a Fn.



Una vez que se tuviera la digrdfica H podria hallarse
un ndcleo en ésta y dado que cada elemento en el nucleo de X
es una arista de Gc podriamos verificar que sucede con la
solucidén al intercambiar o afadir cualquiera de estas
aristas a la digrdfica Gca.

Por dltimo, queda aln por desarrollar un programa que

facilite la ejecucidn del algoritmo para- hallar el

nicleo de una digrdfica, sin embargoe el algoritmo que he
propuesto es un buen algoritmo desde el punto de vista
operacional, ya que como midximo seria necesario hacer un
anélisis del oden de la digridfica.
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ANEXO 1

En este anexo se presentan los conceptos esenclales

concernientes a la estructura de una digrafica,

11. DIGRAFICAS

1.1.1. DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA

Las digrdficas aparecen con claridad en el estudio
gréfico o geométrico de relaciones binarias en un conjUnLo.
sobre todo, en aquellas en las que no siempre es vidlida la

| propiedad simétrica; come en las relacicnes de orden;
precorden o cuasiorden. |

Digrdfica. Una digrdfica D =[ X, F ] consiste de:

¢id> Un conjunto finito X de el ementos

llamados nodos, y

Ciid Un subconjunte F del producto cartesiano

X x X cuyos elementos son denominados

areos.
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Una digrdfica puede ser descrita por un diagrama en el cual
los nodos son representados por puntos en el plano 'y cada
arco C y, v ) = uv es indicado por una flecha que va desde
el nodo u hacia el nodo v come se ilustra en la figura
1.1.¢.

v O—>0 v

v d 8

FIO t.1.1

En esta introduccidn de las digrdficas se empleard la

siguiente terminologia:

Extremos inicial y terminal de un arco. Para un arco wv
el nodo u es su extremo inicial y v es su nodo terminal. Un
arco donde sus puntos extremos son coincidentes es

denominado un ducle.

Nodos adyacentes, arcos adyacentes, Se dice que dos
nodos son adyuacentes si éstos estian unidos mediante algun
arco. Dos arcos son adyacentes si éstos tienen al menos un

nodo extremo en comun.
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Sucesores, predecesores, y vecinos de un nodo. En una
digrafica D ={ X, F 1, un nodo v es llamado un sucesor de
un nodo u s1 w € F, el conjunto de todos los sucesores de u
es denotado por r'c u>. Similarmente, un nodo u es llamado
un predecesor de v si w € F, y el conjunto de“ todos los
predecesores del nodo u es denotado por C ud. Un nodo que
es sucesor o predecesor de un nodo u es llamado un vecino de
u; el conjunto de todos los vecinos de u es denotado  por
¢ u ), Es evidente qﬁe rcud =r'cud>urc¢caud.

Arcos tncidentes a y desde un nodo. Si un arco h tiene
como extremo inicial al nodo u, se dice que el arco h es
incidente desde u; ahora bien, si un arco k tiene al nodo v

como nodo terminal se dice que el arco R es incldente o w.

El nuimero de arcos incidentes  desde un nodo u es
llamado el semi-gradeo exterior o el ex-grado de u, é&ste es
denotade por &'C wu I asi mismo ei nuimero de arcos
incidentes a u es llamado el semi-grado interior o  in-grado
de u, y es denotado por §C u .

Ejemplo: En la digrdfica de la figura 1.1.2, el nodo u
tiene el conjunto de sucesores r'e u > = { U, vV } Yy como
conjunto de predecesores a NCw = { w, u, x }; el ex-grado

de este nodo es 8'C u ) =2, y su in-grado es &€ u D

N
. & Fal

:"/

3,
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Resulta inmediato verificar que estos numeros satisfacen lass
siguientes igualdades:

£ 8w =5 8Cw = | F | (ndmero de arcos)
uEX UEX

Yy por lo tantc cumplen

Ts5Cud=2 |F |
uesx

Matriz de  adyacencia posttiva, Dada una digrafica

D=1 X, F ] se define la mnatriz de adyacencia positiva,
asociada a D, como:

1 si ) eF

0 en otro caso

En algunos casos resultard necesario estudiar una parte de
una digrdfica y desentenderse del resto. En ese caso se

onitiran los nodos y arcos que no importen para concentrarse
en la digrdfica restante.
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Digrdfica parcial. Si nosotros removemos desde una

digrafica D = [ X, F 1 un subconjunto de sus arcos,

obtenemos una digrdfica de la forma

H=1(X &) donde FSF
la cual es denominada una digrdfica parcial de D. Un eJempIo
de este tipo de digrdficas se muestra en la figura 1.1.3, la

cual es referida a la digrdfica de la figura anterior.

Subdigrdfica. Dada una digrdafica D =[ X, F 1, se dice
que H = [Y, #F) es una subdigrdficade Dsi Y€ Xy F<F.

w
v O= :43 u
/4
/
x O
FIO. 1,1.9

Subdigrdfica tndﬁcida. Si nosotros‘ removemos ‘de una
digrdfica D = [ X, F 1 un subconjunto de sus nodos, asi

mismo todos los arcos incidentes a o desde éstos, obtenemos
una digrdfica de la forma

H=1L[Y, Fyl donde Y S X y Fy = Fn Y x Yl

la cual se describe como la subdigrdfica de D inducidae o
generada por el subconjunte de nodos Y. En la figura 1.1.4

se muestra la subdigrifica inducida de la digrafica de la
figura 1.1.2.
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FIO, 1.1.4

1.1.2, TRAYECTORIAS EN UNA DIGRAFICA.

Una Trayectoria es una secuencia finita de arcos de la

forma
T = [ uiuz, u2ug, usue, ..., uUnunes ]

es decir, una secuencia finita de arcos en los cuales el
nodo terminal de cada arco coincide con el neodo inieial  del
siguiente arco. El numerc n de arcos en la secuencia es

denominado el orden o longitud de la trayectoria,

El nodo extremc inicial del primer arco y el nodb
extremo terminal del dltimo arco de una trayectoria son
llamados los nodes inicial y terminal, respectivamente, de
la ‘trayectoria., En adelante se utilizard la notacidén
ﬁv—trayectoria oblen TI[ w, v 1 para referirse a una

trayectoria que va del node u al nodo v.
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Una trayectoria en la que sus nodos extremes son
distintos es denominada ablierta; mientras que una
trayectoria en la que sus nodos extremos coinciden es

llamada una trayectoria cerrada, o bien un ciclo.

Una trayectoria es simple si ésta no atraviesa un arco
de una digrdfica mids que una sola vez. Una trayectoria es
elemental si ésta no atraviesa algdin nodo mds que una sola

vez. Es fdcil ver que cada trayectoria elemental es simple.

Podemos observar que una trayectoria es completamente
determinada por la secuencia de sus nodes, en algunos casos
es conveniente especificar una trayectoria a través de la

lista de éstos ¢ T = [us, w2, ..., un+tld.

Ahora bien, muchos problemas involucran un sistena el
cual algunas veces puede encontrarse en sdlo uno de un:

ndmero finito de diferentes estados.

Un sistema de este tipo puede ser representado por un
diagrama de estados, es decir una digrifica donde los nodos
-corresponden a los estados del sistema y donde los arcos
C o flechas ) representan las posibles transiciones directas

desde un estado a otro.

Esta forma de representacidn es util en la
investigacidn de las posibles formas de comportamiento del
sistema, ya que las trayectorias en el diagrama de estados
determinan la secuencia posible de los est.ados de
transicidn. | ‘

ST S
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Asl por ejemplo, un concepto importante dentro de la
ciencia de la computacidn es el del estado-finito de una

miguina, el cual consiste de:

(1D Un conjunto finito S de estados,

(2) un conjunto finito X de simbolos de entrada,
(3) un conjunto finite ¥ de simbolos de sqlida.
C4) una funcidn de transicidn f: S x X + S,

(8) una funcidn de salidas g: S x X =+ V.

Un estado-finito de una midquina actua leyendo una serie de
simbeolos de entrada y escribiende una serie de simbolos de
salida de la siguiente manera. Si la mdquina se encuentra
actualmente en el estado s € S y es presentade  con un
simbolo de entrada x € X, entonces éste cambia su estado a

f (s, x) y se escribe el simbolco de salida g (s, xD.

Para mostrar la manera en la cual este tipo de maquinas
operan, en la figura 1.2.1 se muestra el diagrama de estados
de una mdquina la cual reconcce todas las secuencias 101"

en una serie de ceros y unos.

En este diagrama, la primera de las etiquetas sobre
cada arco es el simbolc de entrada para las causas de la
correspondiente transicidn; la segunda etiqueta es el

simbolo que se escribe donde esta transicidn toma lugar.
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La respuesta de esta mdquina a una serie particular de
entradas se muestra a continuacidn, para el caso donde la

miquina se encuentra inicialmente en el estado “«”.

(0, O)
,",_,"’\\
P
/’ 4, O)
v, (4, O (0,0 (1, 1)
w0, o C&\ —0)
) \ y
a -, b~ c o rd
\ .~ )
e
\ ///
S 4, oy 7
—_
(€ 0) —
Serie de entradas: 0400401110140
Estados sucesivos: a |a P |c |a P |c P P ’3 |c. ‘d ’) | e
Serie de salidas: 0000004100041 00
FIg., 41.2.%

El estado-finite de una miaquina puede ser facilmente
simulado por un programa de computadora. Este concepto es
usado, entre otros, para disefar equipo para sistemas
digitales.

Circulto. Un circuito se define como una trayectoria

elemental cerrada dirigida en un solo sentido.

81

i
i
i
}
!
i




Longitud de un circuito. La longitud de un circuito es
el nimero de arces contenidos en éste. En la figura 1.2.2 se

ilustra el circuito de longitud tres.

Flo, 1.2.2

1.1.3. DIGRAFICAS Y RELACIONES.

Cada digrafica D = [X, F)] determina una relacidn binaria Ro

sobre su conjunte de nodos, a través de la regla
u Rp v sl yséle si Cu, v €F,

Inversamente, cada relacidn binaria R sobre un conjunto
X determina una digrafica D = [X, Frl, donde

Fr =x{ Cuyy, V) € X x X/ uR v}
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Dicha digrdfica es denominada la digrdfica de R. Como
una llustracidn al respecto se muestra, en la figura 1.3.1,
la digrdfica de la relacidn "fue un pariente de” bajo un
conjunto de nueve Dioses Griegos. Su drbol genealdgico se da

en la siguiente figura:

Cronus Rhea
|
Medusq == Poseidon Zeus — Leto
|
Pegasus | qullo Art;mis
c R

A

F10. 1.3.1

La mayoria de los conceptos .lntroducidos en nuestro
razonamiento tienen su complemento en la teoria de las
digrdficas. Asi mismo, una relacidn R tiene un complemento

Xe y una inversa RIN.
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Para una relacidn R desde un conjunto A a un conjunto B
existe una relactidn complementaria o su negacidn Rc, tal que
para cada pareja C x, yJ> € 4 x B, x R y, € x estd
relacionado con y a través de la relacidn Re ), si y sdlo si
xRy, ( x no estid relacionado con y a traves de fa relacién
R D,

También para una relacidn R desde A a B se define una

relacidén inversa RN desde B a 4, por la regla
Yy RN X si y sélo si x Ry, para toda Cx, Y € A x B.
En términos de una digrafica tenemos:

La digrdfica D = [ X, F 1 tiene un complemento
D =1 X, Fc ] donde '

Fc={Cu vd)eX x X /Cu, v &F}
¥y una inversa D2= [X, FIN] donde

FIN={Cuy v)eXxX/7Cv, udeFl}

Las digraficas complementaria e inversa

correspondientes a la digrafica de la figura 1.1.2 se

muestran a continuacidn:

A

DIG. COMPLEMENTARIA
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DIA. INVERSA

Digrdfica conexa. Se dice que D = [X, Fl] es una
digrdfica conexa si, dados dos nodos cualesquiera, existe

una trayectoria que los une.

Algunas propiedadea especiales de las relaciones sobre

un conjunto.

Sea A un conjunto, y seé R una relacién binaria sobre

A. La relacidén R se dice que puede ser

Reflexiva donde x R x VYV x € 4;

Anti-reflexiva donde x & x para nipgun X € 4A;

Simétrica donde x R y implica y R x;

Anti-simelrica donde x Ry , v R X implica x = y;

Transitiva donde x R Vv, ¥y Rz implica x R =z.
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