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Hay ciertas cosas que nuestra era necesita y ciertas cosas 

que debe evitar. Necesita compasión y un deseo de que la 

humanidad deba ser feliz, necesita el deseo de conocimiento y la 

determinación para evitar mitos agradables, necesita, sobre 

todo, esperanza valerosa y un impulso para la creatividad. Las 

cosas que debe evitar y que la han traído al borde de la 

catástrofe, son crueldad, envidia, voracidad, competitividad, 

búsqueda de la certeza subjetiva irracional y lo que los 

Freudianos llaman el deseo de muerte. 

La raiz del asunto es una materia muy simple y pasada de 

moda, una materia tan simple que estoy casi avergonzado de 

mencionarla, por miedo a la sonrisa burlona con la que los 

sagaces cínicos recibirán mis palabras. La materia a la que me 

refiero -por favor, perdónenme por mencionarlo- es amor, amor 

cristiano o compasión. Si tu lo sientes, tienes un motivo de 

existencia, una guía de acción, una razón para darte valor, una 

necesidad imperativa de honestidad intelectual. Si tu sientes 

esto, tienes lo que cualquiera necesitaría a manera de religión. 

Aunque no puedas encontrar felicidad, nunca conocerás la 

profunda desesperación de aquellos cuya vida no tiene un 

objetivo y está vacía de propósito; porque siempre habrá algo 

que puedas hacer para disminuir la tremenda suma de miseria 

humana. 

Lo que quiero subrayar es que la clase de desesperación 

letárgica la cual, es ahora no poco común, es irracional. 

humanidad esta en la posición de un hombre escalando 

precipicio dificil y peligros, en cuya cima hay una meseta 



praderas de montañas deliciosas. Con cada paso que él sube, su 

calda, si él cae, llega a ser más terrible; con cada paso lu 

cansancio aumenta y la subida crece más dificil. Al final hay 

solamente un paso más a ser dado, pero el escalador no lo sabia, 

porque él no puede ver más allá de las salientes rocas por 

encima de su cabeza. Su extenuación, es tan completa que él no 

quiere otra cosa, si no, descansar. Si él se deja ir encontrará 

descanso en la muerte. La esperanza lo llama: "Un esfuerzo más -

quizás sea el último necesitado." La ironía réplica: 'Muchacho 

tonto! No has estado escuchando a la esperanza todo este tiempo, 

y mira donde te ha traído." El optimismo dice: "Mientras haya 

vida hay. esperanza." El pesimismo se queja: "Mientras haya vida 

hay dolor." ¿Hará el exhausto escalador un esfuerzo más?, o ¿se 

dejará hundir dentro del abismo? En unos pocos años aquellos de 

nosotros que estemos todavía vivos conoceremos la respuesta. 

"El Impacto de la Ciencia en la Sociedad," 

Por Bertrand Russell. 

1952. 
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INTRODUCCIÓN 

En este trabajo se presenta el problema de la cortadura circular 

mínima, la teoría en que se basa un algoritmo para determinar una 

solución dentro de la clase de las cortaduras circulares locales mínimas 

explicando la diferencia entre ambas clases y el algoritmo mismo. 

El problema de la cortadura circular minina consiste en: dada una 

red (V(N),A(N),V,cj donde cada nodo VI tiene asociado un peso vil, 

seleccionar un subconjunto XtV(N) con VieX y Vfle:1, tal que, EWL 1 M, 
v,sx 

siendo N una constante dada y roo sea mínima» 
voix,v,«Ir 

Para desarrollar este trabajo, en el Capitulo I se presentan 

algunos conceptos de Teoría de Gráficas, necesarios para el desarrollo 

de la Teoría de Redes presentada en el Capítulo II y por ser el problema 

aqui tratado un caso especial del problema de la Mochila y del problema 

del rlujo Máximo-Cortadura Minina el Capítulo III presenta el 

planteamiento matemático de ellos. 

En los Capítulos IV y V se desarrolla la teoría gua justifica al 

algoritmo, dando técnicas para reducir el tebano del problema, al 

disminuir el número de cortaduras candidata' a ser la solución y al 

condensar, bajo ciertas condiciones, algunos nodos. 

En el Capitulo VI, se plantea el algoritmo, se demuestra su 

valides y se da un ejemplo. Por Ultimo, se presenta la conclusión de 

este trabajo. 
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CAPÍTULO 1 

GRAPICA3 

Introducción: En este Capitulo se presentan algunos 
conceptos de la Teoría de Gráficas empleados en los Capítulos 
siguientes, tales como, componentes de una gráfica, arboles, 
digráficas, camino elemental y cortaduras, así como, los 
conceptos necesarios para definirlos. 

1.1. ~Pies» y tubgráfIcee. 

Definición 1.1.-Una GRÁFICA G es una terna (V(G),E(G),W 

formada por un conjunto no vacío V(G) de vértices (o nodos, o 

puntos), un conjunto E(G) de aristas (o arcos, o líneas), ajeno 

a V(G) y una función de incidencia Ws que asocia con cada arista 

de E(G) un par no ordenado de vértices (No necesariamente 

distintos) que pertenecen al conjunto V(G). 

Así, tenemos que si eeE(G) y u,veV(G), y si IN(e) (u,v) se 

dice que la arista e une al vértice u con el vértice v, y los 

vértices u y v son llamados los EXTREMOS de la arista e. 

A la arista (u,v) también se le representa como uv. 

La Figura 1 muestra una gráfica. 

4 



C3 

e . 
V (G).(u, v, w, z} 

E (G) *.(el, ea, e3, e4, es, e6, 
'11(et)=vv 114 (e2)..vv 4'(e3)==vu 4a(e4)..vw 114 (es)..uw 41(e0)==uw T(e7)=wz 

FIGURI 1 

Se dice que los extremos u y v de una arista e son 

INCIDENTES en la arista e, asi como la arista e es incidente con 

sus extremos u y v, con eeE(G) y u,veV(G). 

No hay una única forma de representar gráficas, la posición 

relativa de puntos representando vértices y lineas representando 

aristas no tiene significado. El diagrama de una gráfica 

solamente representa la relación de incidencia mantenida entre 

sus vértices y sus aristas. 

La Figura 2 muestra otra representación de la gráfica de la 

Figura 1. 

5 
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Si se tiene eeE(G) er.(u,v), con u,veV(G) incidentes en e, 

se dice que u y y son VÉRTICES ADYACENTES. Si el=(4,v) y e2=(v,w) 

con el y e2 incidentes en y donde el,e2eE(G) y u,v,weV(G) se dice 

que el y ei son ARISTAS ADYACENTES. 

Una arista eeE(G) con veV(G) de la forma e=(v,v) - con 

idénticos extremos - se dice que es un RIZO. 

Asi en la Figura 1, tenemos: 

w,z 	son extremos de el. 

w,z 	son incidentes en e,. 

w,z 	aon adyacentes. 

ee,e, 	son incidentes en w, 

e6,e, 	son adyacentes. 

e,,e, 	son rizos. 

Una gráfica G es una GRÁFICA FINITA, si V(G) y E(G) son 

conjuntos finitos. Una gráfica G, tal que, veV(G) con v único 

elemento de V(G) es llamada una GRÁFICA TRIVIAL, todas las demás 

son llamadas GRÁFICAS NO TRIVIALES. Una gráfica O es llamada una 

GRÁFICA SIMPLE si no contiene aristas ei,e4e3eE(G), tales que, 

e: =(v,v), es decir, el  es un rizo y e:-(u,v) 	eymquo v) con 

u,veV(G), es decir, existen dos aristas uniendo el mismo par de 

vértices. Las gráficas de las Figuras 1 y 2 no son simples. La 

Figura 3 muestra una gráfica simple. 

6 



MIURA 4 

Una gráfica G es llamada una GRÁFICA VACÍA, si E-0. Una 

gráfica G es llamada una GRÁFICA BIPARTITA, si se tiene una 

partición de V en dos subconjuntos X e Y, tales que, 

V2 

IIOURA 3 

Denotaremos siempre a una gráfica con la letra G y con los 

símbolos r(G) y s(G) al número de elementos de los conjuntos 

V(G) y E(G) respectivamente. En lugar de V(G), E(G), r(G) y 

s(G), escribiremos únicamente V, E, r y a. 

Una gráfica simple G, tal que, para cada par de vértices 

distintos V!,VieV existe siempre una arista e(J.=(Vt,VJ) con el'eE 

es llamada una GRÁFICA COMPLETA. Una gráfica completa de n 

vértices se denota por Kn. Una representación de Ks se da en la 

Figura 4. 



Y1 
	

Ya 

X.(XI,X2,X1) 
	

Y2, Y3) 

PIOURA 4 

Una gráfica H es una SUBGRÁFICA de la gráfica G, si se tiene 

que V(H)QV(G), E(H)QE(G) siendo Wri la restricción de 40o a E(R) 

y escribimos HQG. Cuando HQG, pero H*G, escribimos HCG y 

8 

eusE con eil=(Xi,Yy) se tiene que XteX y 'lie?. A tal partición 

(X,Y), se le llama BIPARTICION de la gráfica G (Figura 5). 

X 
	

Y 1  

Ya  X2 

X3 Y3 

Ya 

X={X1 , X 2 ,7(3, X 4 ) 
	

Y'{Yi Y:, Yl.Y+} 

11113(7SU1 

Una gráfica G es llamada una GRÁFICA BIPARTITA COMPLETA si G 

es una gráfica simple bipartita con bipartición (X,Y), tal que, 

para toda XieX existen siempre aristas eif.(XI,Y)) para toda YleY; 

si limm y IY1=m, tal gráfica se denota por Wil,n La Figura 6 es una 

representación de 143. 

XI 
	

X2 
	

X3 



decimos que la gráfica H es una SUBGRAFICA PROPIA de la gráfica 

G. Si H es una subgráfica de la gráfica G entonces, G es una 

SUPERGRAFICA de H. 

Una GRÁFICA PARCIAL de G es una gráfica 1f con V(H)=V(G) y 

E(H)cE(G) (Figura 8). Al eliminar de E(G) todas las aristas de 

la forma ett=0/1 ,V0 y, si se tiene que para cada VI*Vj con 

Vt,VieV, existe una única eifeE tal que, eti=(1./1 ,VJ obtenemos una 

gráfica parcial de la gráfica G llamada la GRÁFICA SIMPLE 

IMPLÍCITA de G. 

La Figura 7 muestra la gráfica simple implícita de la 

gráfica dada en la Figura 1. 

e s  

'USURA 7 

La subgráfica H con conjunto de vértices VI(H)CV(G) y 

conjunto de aristas E'(H)cE(G), tal que, si eeE' y e-(u,v) 

entonces u,veV', es llamada la SUBGRAFICA INDUCIDA por el 

subconjunto de vértices V' y se denota por G(V'). La subgráfica 

inducida G(V\V') se denota por G-511 .GI , es obtenida al eliminar 

de V todos los vértices de V'. 

V(G1).(vt/vteV y vtIV'}-V\V' 

91 V'-(v}, escribimos G-v en lugar de G-(v} (Figura 8). 



La subgráfica H con conjunto de aristas El(H)cE(G) y 

conjunto de vértices V'(H)cV(G), tal que, si ecE' y e-(u,v) 

entonces u,veV', es llamada la SUBGRÁFICA ARISTA-INDUCIDA de la 

gráfica G y se denota por 1E9. La gráfica parcial obtenida a 

partir de la gráfica G con conjunto de aristas E"(G)=.[E\E') se 

denota por G-E'..Gts y es obtenida al eliminar de E(G) todas las 

aristas de E'. 

E(Gt')=.(ei/eieE y eiaE')=E\E' 

La gráfica obtenida a partir de la gráfica G al agregar un 

subconjunto de aristas E' se denota por G+E'. 

Si E'-{e} escribimos G-e y G+e, en lugar de G-(e) y G+(e} 

respectivamente (Figura 8). 

10 



u 

w 

H GRÁFICA PAFCIAL DE O 

V1)." (u,v,w.147) V(0) 
FkM" 	C ACT) 

u 

u 

GRÁFICA O 

FP). (u,v,w,x,y) 
E(Ch " (.tkcA•Fiti) 

u 

c 

SUBOPirét INDUCIDA 	SWIORÁFICA AIML4RDUCLOA 

Ny4 ) 	 14141.4) 

11 



u 

y "^"-~«."' 	
\V 

    

d 

   

     

x 	 x 	 w 
c 

~PICA INDUCIDA 	SUBDRÁFICA ARMA-INDUCIDA 
- VI 	 -r 

5"-(14T4 	 kr°
0

14bil 

Continuación PUM& O 

Sean Gt  y G, dos subgráficas de la gráfica G, decimos que 

son SUBGRAFICAS AJENAS, si no tienen vértices en común y son 

SUBGRAFICAS ARISTA-AJENAS, si no tienen aristas en común, La 

UNIÓN, OttAa (o bien Gt+G2), es la subgráfica Git, con conjunto de 

vértices 	V(Go)...V(G1)uV(G2) 	y 	conjunto 	de 	aristas 

E'(Go).E(Gt)LIE(G2), Si las subgráficas Di y G2 tienen al menos un 

	

vértice en común, definimos su INTERSECCIÓN GT)D2 	como la 

subgráfica Gt  con conjunto de vértices V"(DI).V(G2)nV(G2) y 

conjunto de aristas E"(G1)-,E(Gt)nE(G2). 

Una CADENA W en la gráfica G es una secuencia finita no nula 

W-V,»et,V1 ,e2,V2,...,ebVI,, cuyos términos son alternadamente 

vértices y aristas, tales que, para 1 5 i 5 k, los extremos de 

et son Vt..1 y lit . 

12 



Decimos que W es una cadena de Vo a Vi, o una (Vo, V,) cadena 

también denotada como una (Vo,V,)-W cadena. Los vértices Vo y V, 

son llamados el ORIGEN y el TERMINO de W, respectivamente, los 

vértices 	 son llamados los VÉRTICES INTERNOS de W y 

el entero k es llamado la LONGITUD de W. 

En una gráfica simple una cadena Vo,e1,111,...,e,,V, está 

determinada por la secuencia de sus vértices, es decir, por 

VO.VI,V2o • • • o Vio 

Si las aristas et,e2,...,ek de una cadena son distintas W es 

llamada una CADENA SIMPLE, en este caso, la longitud de W es 

l(W)-k. 'Si además los vértices de la cadena simple W son 

distintos, entonces W es llamada una CADENA ELEMENTAL (Figura 

9). 

u 

c 

CADENA 	: u,a,v,f,y,f,v,g,y,h,w,b,v 
CADENA SIMPLE 	: w,c,x,d,y,h,w,b,v,g,y 
CADENA ELEMENTAL: x,c,w,h,y,e,u,a,v 

KIM* 9 
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• 

OlmoNsComms 
;0.3 

OesCoacm 

Dos vértices VJ,VI, e V(G) se dice que están CONECTADOS si 

existe una 010,W-cadena elemental en la gráfica G. La conexión 

es una relación de equivalencia sobre V(G). Por lo tanto existe 

una partición de V en subconjuntos no va,lios V'I,V*1,...,V1 „ , 

tal que, los vértices VI  y 1,116  están conectados, si y sólo si, 

Vo,V.eV'i. Las subgráficas G[W il,G[V'21,...GIV«,,1 son llamadas los 

COMPONENTES de la gráfica G. Si G tiene exactamente un 

componente decimos que G es una GRÁFICA CONEXA, de otra manera G 

es una GRÁFICA NO CONEXA. Denotamos por w(G) al número de 

componentes de la gráfica G (figura 10). 

~110 

Una cadena N es un CICLO CERRADO si k>0 y Vo•Vk. 

Un ciclo cerrado que no tiene aristas repetidas es llamado 

un CICLO SIMPLE, y un ciclo simple cuyo origen y vértices 

internos son distintos es llamado un CICLO ELEMENTAL (Figura 

11). 

14 



CICLO CERRADO 
	

x,a,u,c,y,b,u,a,x 

CICLO SIMPLE 
	

u,c,v,d,w,f,w,g,x,h,v,b,u 

CICLO ELEMENTAL 
	

: x,a,u,b,v,h,x 

WZOORI 11 
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1.2. Arboles. 

Una gráfica G que no contiene ciclos, es llamada una GRÁFICA 

ACÍCLICA. un ÁRBOL T es una GRÁFICA ACÍCLICA CONEXA. 

     

     

     

    

A A A A 
ARBOLES DE 6 VÉRTICES 

flW 12 

Teorema 1.1.- En un árbol cualesquiera dos vértices están 

conectados por una única cadena elemental. 

Demostración:(Figura 13). Por contradicción, sea T un árbol, 

supongamos que existen dos (u,v)-cadenas elementales distintas 

Pi y P2 en T, puesto que Pi►P2 sea e..(x,y) con eeP2 y eMP2, 

entonces la gráfica (PluP2)-e es claramente conexa y además 

contiene una (x,y)-cadena elemental P, entonces P+e es un ciclo 

en una gráfica aciclica 
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ruma 13 

Podemos observar en la Figura 12 que todos los árboles de 6 

vértices tienen 5 aristas, en general, tenemos: 

Teorema 1.2.- Si T es un árbol de r vértices entonces el 

número de aristas s de T ea a w r-1. 

Demostración: Por inducción sobre r, 

Sea r w 1, entonces, 

T w KI y s 	O y. 1-1 w,  r-1 

Lo suponemos cierto para r-1 y lo demostramos para r. 

Sea T un árbol con r vértices, tal que, r 1 2. 

Sea (uo v)eE(T), entonces T-(u,v) no contiene una (u,v)-

cadena elemental, dado que, (u,v) es la única (u,v)-cadena 

elemental de T, (Teorema 1.1) por lo tanto, T-(u,v) es no conexa 

y se tiene que si, 

eeE(T) 	w(T) S w(T-e) 5 w(T)+1 

entonces, si ew(u,v), 

w(T-(u,v)) 
	

w(T)+1 - 1+1 w 2 

17 



Los componentes TI y T2 de T-(u,v) son acilicos y por lo 

tanto son árboles, más aún, cada uno con menos de r vértices. 

Entonces por hipótesis de inducción tenemos que: 

s(Tl)r(Ti)-1 para i1,2 

entonces, 

s(T)..s(T1)+5(T2)+1 

=(r(TO-l)+(r(T2,-1)+1 

=r(TI)+r(T2)-1 

..r(T)-1D 
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Una ARISTA DE CURTE de la gráfica G es una arista eEE, tal 

que, w(G-e) > w(G) (Figura 14). 

e ARISTA DE CORTE 
w(G)=1 
	

w(G-e)=.2 

»USURA. 14 

Sean los subconjuntos S, 1cV donde 1.V\S definimos al 

conjunto (S,1) como: 

. 	(S,1).«{edsi en.(1/1,VJ entonces VtES y Vid) 

Una CORTADURA de una gráfica G es un subconjunto KcE de la 

forma K...(S1 1). 

Se tiene que si la gráfica G es conexa entonces la gráfica 

0-K es no conexa. 

Una cortadura K ea llamada una CORTADURA MINIMAL si, eeK y 

hacemos 	entonces, la gráfica G-K' es conexa. En la 

Figura 14 se muestra una cortadura y una cortadura minimal 

indicadas con lineas mas gruesas (Figura 15). 

CORTADURA 	 CORTADURA MINIMAL 

1111110,111.5 
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Un vértice veV es un VÉRTICE DE CORTE si el conjunto E 

puede ser particionado en dos subconjuntos El  y E¿ no vados, 

tales que, las subgráficas inducidas G[El] y GiEd tienen al 

vértice v en común. Si la gráfica G no contiene rizos y es una 

gráfica no trivial, se dice que el vértice v es un vértice de 

corte, si y sólo si, w(G-v)>w(G) (Figura 16). 

u 	w 	 u 

t 	

2 

w(G)=1 	 w(G-v)=.2 
Es un Vértice de Corte 

E, - ((t,u),(t,$),(u,v),(s2V) 1  
E2 	{ (v,w), (57 2  y) , (w,x),(y,x)) 

Va  v, 

VIOUIAIL 11 

Una CORTADURA DE VÉRTICES de una gráfica conexa G es un 

subconjunto V'cV, tal que, la subgráfica inducida G-V' es no 

conexa (Figura 17). 

G-V,  
V' Cortadura de Vértices 

V'.(1/3,16,Ve) 

VICIA% 17 
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V, es una 2-cortadura de vértices 
VI- (V,,V,) 

VI 

V/ es una 3-cortadura de vértices 
Vis (14,V1,Vd 

y5 

VISUAL» 

21 

E' es una k-cortadura de arista si E' es un conjunto que 

consta de k elementos (Figura 18). 

E, es una 1-cortadura de Arista 	El es una 2-cortadura de Arista 

Ei-le2, e3) 

PUMA 111 

V' es una k-cortadura de vértices, si V' es un conjunto que 

consta de k elementos (Figura 19). 



1.3. Gráficas Dirigidas. 

En algunos problemas el concepto de gráfica no es el 

adecuado, por ejemplo, en los problemas de flujo de tráfico en 

donde es necesario saber qué caminos son de un sólo sentido y 

hacia donde es la dirección del tráfico permitido por ese 

camino. 

Por lo que se ha introducido el concepto de gráfica 

dirigida o digráfica, en donde a cada arista se le asigna una 

orientación. 

Definición 1.2.- Una GRÁFICA DIRIGIDA o DIGRÁFICA D, es una 

terna ordenada (V(D),A(D),'VD) formada por un conjunto no vacío 

V(D) de vértices, un conjunto A(D) de arcos y una función de 

incidencia WP6, que asocia a cada arco de A(D) un par ordenado de 

vértices (no necesariamente distintos) de V(D). 

Si Au EA(D) y Vt,Vj eV(D) 	44D(Ati)m(VI,Vj) 

Se dice que el arco AL) une al vértice VI con el vértice V9 

siendo los vértices VL  y VD el EXTREMO INICIAL y el EXTREMO 

FINAL del arco Ali respectivamente. 

Una digráfica D' es una SUBDIGRÁFICA de D, si V(D1 )0(D), 

A(D')QA(D) y 4%. es la restricción de You a A(D'). 

La terminología y notación empleadas con subdi ráficas es 

similar a la dada para subgráficas. 

A cada digráfica D se le asocia una gráfica G con el mismo 

conjunto de vértices y a cada arco de A(D) le corresponde una 
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arista de E(G) con los mismos extremos, ésta gráfica es la 

GRÁFICA IMPLLCITA de D. 

Inversamente, a cada gráfica G, se le puede asignar una 

orientación en cada arista y se obtiene una digráfica que es 

llamada una ORIENTACIÓN de G. 

Una digráfica se representa por el diagrama de su gráfica 

implícita y en cada arista una flecha apuntando hacia el extremo 

final de su arco correspondiente (Figura 20). 

Digráfica D 	 Gráfica Implicita de D 

VIOURI 20 

Cada concepto que es válido para gráficas se aplica 

automáticamente a digráficas, aunque, hay muchos conceptos que 

involucran la noción de orientación, por lo que se aplican 

solamente a digráficas. 

Un CANINO W en D es una secuencia finita no nula N.,(V0,Au 

cuyos términos son vértices y arcos alternadamente, 

tal que, para i.1,2,...,k, el arco Al  tiene extremo final en VI y 
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extremo inicial en V,4; W es también representado por la 

secuencia de sus vértices (Vo,V1,54,...,VO. 

Un CAMINO SIMPLE, es un camino que no tiene arcos 

repetidos. Un CAMINO ELEMENTAL, es un camino simple que no tiene 

vértices repetidos. 

Un CIRCUITO es un camino' elemental cuyo vértice inicial es 

idéntico al vértice final. 

Si existe un (1./1,M-camino elemental en D, se dice que, el 

vértice VI, es alcanzable desde el vértice VI. Dos vértices son 

DICONECTADOS, si cada uno es alcanzable desde el otro. La 

DICONEXION, es una relación de equivalencia sobre el conjunto 

V(D). Las subdigráficas With DP/1 21„..,Der n] inducidas por la 

partición (V'1,5(1 2...,V',) del conjunto V(D) son llamadas los 

DICOMPONENTES de D. Una digréfica D es DICONEXA, si tiene 

exactamente un dicomponente. 

El GRADO HACIA ADENTRO de un vértice VieV(D) es denotado 

por d'(V1) y es el número de arcos con extremo final en Vi. El 

GRADO HACIA AFUERA de VI  es denotado por d'(V1) y es el número de 

arcos con extremo inicial en V. En la Figura 21 se da un 

ejemplo. 
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cr(111).3 
d'(V1)-2 

FI" 21 

Una digráfica es una DIGRÁFICA ESTRICTA si no contiene rizos 

y no contiene dos arcos que tengan los mismos extremos y la 

misma orientación. La Figura 21 no representa una digráfica 

estricta. 



CAPÍTULO 2 

RADZS 

Utroduoolón: En este Capitulo estudiaremos los conceptos 
de red, flujo y cortadura en una red; a continuación se presenta 
el Teorema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima donde se relacionan 
el flujo máximo y la cortadura mínima de una red. Para demostrar 
este Teorema Ford y Fulkerson desarrollaron el Algoritmo de 
Etiquetación con el que se obtiene una cortadura mínima, Este 
algoritmo es tomado como ejemplo en cuanto a procedimiento y 
presentación, para después, en el capitulo VI presentar el 
Algoritmo de Reducción tratado en este trabajo para obtener la 
cortadura circular local mínima o la cortadura circular mínima 
de una red. 

2.1. Concepto ds Red. 

Definición 2.1.-  Una RED N es una digráfica definida por 

una cuarteta ordenada (V(N),A(N),4114,Cm), formada por un conjunto 

no vacío de vértices o nodos V(N), un conjunto A(N) de arcos, 

una función de incidencia 'Va, que asocia a cada arco del 

conjunto A(N) un par ordenado de vértices del conjunto V(N) y 

una función Cm definida sobre el conjunto de arcos A(N), con 

valores reales llamada función de capacidad de la red N, cuyo 

valor sobre un arco Ai,eA(N), es llamado la CAPACIDAD del arco 

Akj, teniéndose que, c(Pi)2Q. 

Se define a V(N) como V(N)mX(N)vI(N)A(N), donde X(N) es 

un subconjunto no vacio de vértices llamados ORÍGENES, Y(N) es 

un subconjunto no vacío de vértices ajeno a X(N) llamados 
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DESTINOS e I(N) es un subconjunto de vértices INTERMEDIOS entre 

los orígenes X(N) y los destinos Y(N). 

Podemos visualizar a una red de transporte, es decir, los 

medios por los cuales las mercancías son transportadas desde sus 

centros de producción a sus mercados, como la definida 

anteriormente, donde X(N) puede ser visto como los centros de 

producción donde se origina la mercancía, I(N) como los centros 

de distribución intermedios de la mercancía a los diferentes 

mercados, y Y(N) como los mercados o destinos finales. 

Un arco puede ser visualizado como la ruta a seguir por un 

medio de.  transporte al transportar la mercancia desde un centro 

de producción hacia un centro de distribución intermedio o bien 

de un centro de distribución intermedio hacia un mercado o hacia 

Un centro de producción. La capacidad de un arco puede ser vista 

como la cantidad máxima de mercancía que es posible transportar 

a través de él. E introduciendo el concepto de flujo en un arco 

lo podemos visuali2ar, como la cantidad de mercancia que es 

transportada a través del arco. 
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La Figura 22 muestra una red. 

Y1  

V (N) =(Xt, X2,1/1 , V2, V3, Yi, Y2, Y3} 
X (N) =(Xl, X2) 	(N).(1/3, 	V31 	Y (N).(Yz, Ya, Y3) 
A (N) =( (X1,5711 , (X1, 5/ 2 ) , (X2,112) , (X2, V3) , 	, (V2, V1), 

(V2g V3) , (V3, Y3) , (Yi, Y2) , (Y3, Y2) ) 

c(X ,VI) =6 
	

c (X2, V2) =2 
	

c (V:, Yi) =5 
	

c (Va, lh) =9 
	

c (Y1, Y1) =2 
c 	1,17) 
	

c (X2, V3) =3 
	

c (1/2, VI) =1 
	

c (V), Y..)=.7 
	

c (Y3, Y2) =4 

IIMA 22 

Existen redes cuyos arcos no tienen dirección y se les llama 

REDES ADIRECCIONALES. 
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(s). /(S, s) 

r (S). f (V S) 

(S)mf (Al)+.1 (A1)+1 (A5)..1 (S 	) 

r (s)-lim+f (154)-f (- § ,$) 

nona 23 

29 

2.2. 'lujos. 

En una red N, sea KCA(N). Si f es una función definida 

sobre el conjunto de arcos A(N), que toma valores en el conjunto 

de los números reales, denotamos por: 

f(K)"1/(Aol 
ki£K 

sea ScV(N) y g.V\S, si K=(S,I), (Figura 23) denotamos 

COMO: 



Definición 2.2.- Un FLUJO en una red N es una función f 

definida sobre el conjunto de arcos A(N) con valores en el 

conjunto de los números reales, tal que, 

O 5 f(Au) 5 c(A1;) 	V 	PlEA 	(2.2.1) 

y 	 f-(1/1) 	r(VI) 	V 	VieI 	(2.2.2) 

donde, 

r(V,) es el flujo que entra al vértice Vi, 

j'(il) es el flujo que sale del vértice Vi. 

La cota superior en la condición (2.2.1) es llamada la 

RESTRICCIÓN DE CAPACIDAD; ésta impone la restricción natural de 

que un flujo a través de un arco no puede exceder la capacidad 

del arco. La condición (2.2.2), es llamada la CONDICIÓN DE 

CONSERVACIÓN y requiere que para cualquier vértice intermedio, 

el flujo que entra a él, sea igual al flujo que sale de él. 

Cada red tiene al menos un flujo, si definimos: 

	

f(Aii).0 	V AlieA 

satisface las condiciones (2.2.1) y (2.2.2), éste es llamado el 

FLUJO CERO o FLUJO NULO. 

En la Figura 24 en las parejas ordenadas, el primer elemento 

representa el flujo y el segundo elemento representa la 

capacidad del arco. 
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Yi  

ya  

PI" 24 

Definición 2.3.-  Si S es un subconjunto de vértices de una 

red N y f un flujo de N, entonces: 

f.(3)-f-(S) 

es llamado el FLUJO RESULTANTE FUERA de S, 

r(S)-f(8) 

es llamado el FLUJO RESULTANTE DENTRO de S. 

Lema 2.1.-  Para cualquier flujo f de una red N, el flujo 

resultante fuera de X es igual al flujo resultante dentro de Y, 

es decir: 

r(X)-/"(XT(Y)-f(Y) 

Demostración:  Tenemos que: 
r(X)-f(X) •i(X,7)-f(71,X) 

r./(Ao)-Ef(Au) 
A„e(X, tvY) 14,,ettuY,%1 
.j(Au) -111(A))) —Ii(AD) -Ef(A0) 
Nii(X, I) Mii1X,Y) A,0111,X) AH, (Yd() 

"ri(A11) —If(Aii+V(A11) —IPAI)) 
A„11(Y,X) "le IK. 	").(1.X) 
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Yr 
r(Y)-r(Y) -/(7,y) -f(Y J. ) 

*VIAL') -11(All) 
Aue !LAG Y) Aol ( Y. "/ 
...if(A0)+EJ(A0)-Ef(A0)-Ej(Au) 
A.,ett. Y) Au« (X, Y) /1/4341Vo I) >O nr. X) 
•Ef (Ali ) .-Ef (AJA ) +11 (Aj j) -El (A11 ) 

A„OlY.X) 414(1•Yi 

• (2.1.b) 

Para que (2.1.4) y (2.2.b) sean iguales, se debe tener: 
Ef(A1)) -11(A1)-1j(kj) -IDA& 
1,4)*(X,I) A„IttrX) 14111") 	A,."," 

ea decir 	EPA0) -E/(2‘1))-EffkOZPAIO ' O 
400,i1 ke(mo 5,4(1.T) kiloGo 

Ii(Áli) -EPA& -If(Aill+V(Ab) - Ef(Am)-Ef(Au) 
Aqii(I, X) A•lelron 	&Ornar) 	 1,3* (1.141  

entonces 

(Ati) 	(Aii) .11 (Atil -I1 (Ai)) 
AVIHIG1) 11/40104) 11/43110.10 	be(Y,II  

por lo tanto 

r(Xl-r(X)er(Y)9"(1012 

Denotaremos al valor de un flujo J coso: 

val / - r(X)-/"(X) 

es decir, el valor del flujo resultante fuera de X. El 

valor del flujo indicado en la Figura 24 ea val fe.6. 

Definición 2.4.-  f es un FLUJO MÁXIMO en una red M, si no 

existe un flujo f' en la red X, tal que: 

val f' > vol f 
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El problema de determinar un flujo máximo en una red 

arbitraria puede ser reducido al caso de redes que tienen un 

solo origen y un solo destino considerando lo siguiente: 

Dada una red N construimos una nueva red N' de la siguiente 

manera: 

1.- Madimos dos vértices nuevos x,y a la red N. 

2.- Unimos x a cada vértice en X, con un arco de capacidad o 

3.- Unimos cada vértice en Y a y, con un arco de capacidad co. 

4.- Designamos al vértice x, como el vértice origen y, al 

vértice y como el vértice destino de la nueva red N'. La Figura 

25, ilustra este procedimiento aplicado a la red de la Figura 

21. 

Ye  

Si 	entonces j'(m,Y,)0/"(1,1)-,(111).5+1-0.5.1"(VIPor(Y1) 
fi V,■Y, entonces r(Vi.10) ,TIVIPT(VI)s5-2v3 

/''(V,)•/'(Vi)+1' ('h. y) *2+3.5 
AM se obtienen: 
val / •r(e)-r(x)-E(r(v,)-r(vi)).5+1+2+3.11.6+5. 

•1''(x)-/''(x)•vai fi 

721112111 2$ 
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Teorema 2.1.- Si f es un flujo en N, tal que el flujo 

resultante fuera de cada vértice origen y dentro de cada vértice 

destino es no negativo entonces la función f' definida por: 

f(A11) 	 si AijeA(N) 

r(Vi)-f-(Vj 	 si Al=(x,V1) con V,eX(N) 

r(V,)-r(VJ 	 si k,=(V1,y) con VieY(N) 

a) Es un flujo en N' y val f' = val f. 

b) Un flujo en N' restringido a A(N) es un flujo en N 

tiene el mismo valor. 

Demostración: Tenemos V(N)=X(N)JI(N)ulY(N)=I(W), x=X(N'), 

y=Y(N'). 

a)P. D. f' es un flujo. 

i)Si AljeA(N) tenemos: 

O 5 f (VI)=Is (AM) 
	

c(Au) 

Y 

f-  (VI ) =f.  (VI) 
	

para VIEI(N) 

ii)Si Au=(x,VJ tenemos: 

O 5 f' (A:!) 5 c(AU) = 00  

como VI  es un vértice origen en N, entonces: 

f 	(va) =f (v:)-f- (mil- (v.) 

(Vi) 

=f'' (V) 
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iii)Sí A, (V ,y) tenemos: 

O 5 f' (A1 0 5 c(A1,) = m 

como Vi es un vértice destino en N, entonces: 

f" (V1) *f.  (V,) -J.  (V1) fr (Vi) 

q-(V1) 

Por i) ii) e iii) afirmamos que /' es un flujo en N', pues 

se tiene: 

O 5 f' (Au) 5 c(A1)) 
	

para /1.1,EA(N') 

f'-(V1)=1,.(V1) 
	

para V,EI (N' ) 

P. D. que val f'..val f 

val f. =1"(x)-P-(x) 
/(x,Vil-f(Vi,x) 	 para toda VIEXIN) 

(111)-f (vi)) -o 	 por definición de f' 
mocito 

.1' (X) -r(X) 

. val f 	 por definición de val f. 

Por lo tanto: 

val f' . val f 

b)P.D. que un flujo f en N,  restringido a A(N) es un flujo 

en N con el mismo valor. Por construcción de N' tenemos que 

A(N)cA(N') e I(N)cI(N'). Por ser f un flujo en N' tenemos, 

	

O 5 f (A0) 5 c (Ali) 
	

para toda Aumik(N') 

Y 	 nva-r(vo 	para VieI(N') 



como A(N)cA(N') tenemos, 

O 5 f(A,J 5 c(A") 
	

para toda A"eA(N) 	(2.2.a) 

como I(N)cI(N') tenemos, 

r(VipT(V1) 
	

para sreI(N) 	 (2.2.b) 

Por (2.2.a) y (2.2.b) f es un flujo en N. 

P. D. val f es igual para f restringido a A(N), 

val 

para toda VLEX(N) 

para f restringido a X(N)O 



3 3 yt  

2.3. Cortaduras. 

Definición 2.5.- Una CORTADURA K es un conjunto de arcos de 

N, con la propiedad de que todo camino elemental del origen Vi  

al destino VA  y incluye un arco de dicho conjunto, es decir, una 

cortadura es un conjunto desconectador de N. 

Sea ScV(N) y 1...V\S entonces K= (S,g) con VieS, VAel. 

La CAPACIDAD DE UNA CORTADURA K es la suma de las 

capacidades de los arcos gua la forman. 

Cap K = Ec(Au) 
AusK 

En la Figura 26, las lineas gruesas indican una cortadura 

con capacidad 16. 

Y: 	3 	VI 	3 	Ve 

cap K s Ec(Ai3 )-3+7+1+5 = 16 
AtieK 

K-(s,g), con S.(VI,V2,V3,V4,V51 y .§.(Vh,VirVerV),Vto) 

WICUIPIA 26 
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S- (V:6Vz6V3) §"(VoVs, V6) r(8)"1(Sig ) 3t5+1-9 	(S)"1:51  
1(S 6 5)-1(16S)...9-l.8 

(Va)"r(Vt)+1.  (V2)+1' (V 11..0+4+6=18) 
t,ts 

Envo-f-w,pr(v,)+1-(v)).0+4+6.40 
V,SZ 

(f (V1) -,r(V, )=.8-0+4-4+6-6.8 NóTESE:r (S)*Zr (111),r(S)*Er(Vi) 
VI4S 	 V019 	 Vtii8 

FICOUNI 27 
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Lema 2.2.- Para cualquier flujo f y cualquier cortadura 

(S,S) en N, se tiene: 

val f =I' (S) -f' (S) 

Demostración:(Figura 27). Por las definiciones de flujo y de 

valor de un flujo, tenemos: 

val 	si V,=.V:  

( 113)-t (V1)=. 

si 'S/eS\(V1 ) 

sumando sobre S, 
(S).1(S, )-f ,S) 

.E.1 (AL) -FI (k2) 
mfa 
..E(f' (y 1) -r (v ) 

(vi) -r (v)41(1.  (vi)-f -  (vi)) 
v.(1\ río 

,wf' (yo -r (v..)  +0 
-val /0  



Por convención, llamaremos a un arco 

f-cero 	 si 	f(Ais)40 

f-positivo 	si 	f(k))>0 

f-no saturado 	si 	f (ALA ) < c (Aij) 

f-saturado 	si 	f(Au)==c(Ais) 

Teorema 2.2.- Para cualquier flujo f y cualquier cortaduya 

K.(S,I) en N se tienq: 

val f 5 cap K 

Demostración: Por definición de flujo, tenemos: 

f'(S) 5 cap K 

f'(S) 1 O 

del Lema 2.2, se tiene: 

val J -f'(3)-f-(f) 

substituyendo 

(2.3.f) 

(2.3.b) 

val f 5 r(3)-0 5 cap K 

La igualdad en (2.3.a) se lleva a cabo, si y sólo si, cada 

arco en (9,3) es Psaturado, y, la igualdad en (2.3.b) le 

cumple, si aólo sip.cada.arco.en (1.4)—es f-ceró. 

Definición 2.6.-  Una cortadura K en N es una CORTADURA 

MÍNIMA, si no existe una cortadura K' en N, tal que: 

cap K' < cap K 

Si fe es un flujo máximo y WfUna cortadura minina, se tiene 

un caso especial del Teorema 2.2, es decir: 

val f• 5 cap W 
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Corolario 2.1.- Sea f un flujo y K una cortadura en N, tal 

que val f = cap K, entonces, f es un flujo máximo y K es una 

cortadura mínima. 

Demostración: Sea f+ un flujo máximo y K una cortadura 

mínima, entonces; 

Val f 5 val I* 

Y 	 cap T 5 cap K 

val f 1 val fs 1 cap K 5 cap K 	por (2.2.3) 

por hipótesis se tiene que 

val f = cap K 

entonces 

val f = val I* 

y 

cap K - cap K 

es decir, f es un flujo máximo y K una cortadura mínima O 



2.4 Teorema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima. 

Definición 2.6.- Sea C=(VI ,A0,Vi,A0 ,V1 ,...,A,..,„,V4 una 

cadena elemental de una red N. Definimos al arco Iti4.1  como 4n 

ARCO HACtA ADELANTE de C si su extremo inicial es Vi  y su 

extremo final es V. Y definimos al arco 	un ARgo COMO 

HACIA ATRÁS de C si su extremo inicial es V, y su extremo final 

es 14.4. 

Definición 2.7.- Sea f un flujo en una red N, asociamos a 

cada cadena elemental C de N un entero no negativo t(C) definido 

por: 
t(C) = min t(ALO 

au  º A(C) 

donde, 

t(A0)" 

e(A0)-f(A0) 	si Ao es un arco hacia adelante de C. 

  

U(Att) 	si Al es un arco hacia atrás de C. 

Por convención llamaremos a un cadena elemental C, 

1-saturada 	 si t(C) 	O 

f-no saturada 	si t(C) > O, es decir, si cada arco 

hacia adelante de C ,s 

f-no saturado y cada 

arco hacia atrás de C 

es f-positivo. 

f-de incrementación si C es f-no saturada siempre desde el 

origen, hasta el destino. 

43. 



(4,4) 

111111111111153) ('1) 

(3,5) 

(3,3) V5  (2,2) V a  

(.5,5) 

V, 

C-(VI,V1,V,,V,,V1) cadena elemental /-de incrementación. 
(VisV2),(Vt,V) 	arcos hacia adelante de C. 

(V4,56),(Vt,V2) 	arcos hacia atrás de C. 

t(C)=min t(Aia)=min((6-l1,(2),(5),(4-0)}..mint5,2,5,4}-2 

MIMA 20 

La existencia de un cadena elemental C f-de incrementación 

indica que f no es un flujo máximo, de hecho, al enviar un flujo 

adicional t(C) a través de C obtenemos un flujo f, definido por: 

V(Au)+t(C) si A es un arco hacia adelante de C. 

f(AI))=. (A,1)-t(C) 	si Al y es un arco hacia atrás de C. (2.2.4) 

( f(1113) 	en otro caso. 

Teorema 2.3.- Sea f como se definió en (2.2.4) entonces f es 

un flujo en N y val f 	val fil(C). 

Demostración: Por demostrar que f es un flujo. Dada la 

definición de t(C), se tiene que ésta es la cantidad más grande 

con la cual se puede incrementar f a través de C sin violar la 

restricción de capacidad de un flujo, por lo que tenemos: 

O 5 f(A,1) 5 c(A11) 	V AlieA 	(2.4.a) 
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Ahora demostraremos la Propiedad de Conservación. Dado que C 

es un cadena elemental se dan tres casos de los arcos que 

inciden en un vértice VieI(N)rW(C) se muestran en la Figura 29. 

Vi 

Vi  

'IGURA, 29 

Si \riel, so tiene: 

r(Vi)..115/0 	 por ser f un flujo 

i) Los dos arcos en C que inciden en Vi, son arcos hacia 

adelante o hacia atrás de C. 

P(14)91111,)+t(C) 	si son arcos hacia adelante de C. 

-f (Vi )11(C) 

=PM) 

fIVIPT(V: )-t(C) 	si son arcos hacia atrás de C. 

of.(1,:)-t(C) 

41(VO 

ii) Los dos arcos de C salen de VI  y uno es un arco hacia 

atrás y otro un arco hacia adelante. 

(Vt) -1(C) +I (C) 	(\ft) 	(VI) "7:(V1) 
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iii) Los dos arcos de C, entran a V, y uno es un arco hacia 

atrás y otro un arco hacia adelante. 

r(14)=,r(V:)-1(C)+1(C)=1(V1).J.(V,).11 (V1) 

Además si Vi  e I(N)\V(C), se tiene: 
ti 

r(Vt)q- (Vi)=/"(Vi);/(Vi) por definición de 

Por lo tanto, 

7- (V1).1(VI ) 	V VIEI(N) 	(2.4.b) 

Por cumplirse (2.4.a) y (2.4.b) se tiene que res un flujo 

en N. 

Por demostrar: 

val f = val f+I(C) 

Por ser C un cadena elemental se tiene un arco en C que sale 

de V., que además, es un arco hacia adelante, También puede ser 

que el arco llegue a Vi y sea un arco hacia atrás, entonces: 

val -111.( v1)+% (c)-r(v.) 	si se tiene un arco hacia adelante. 

q*(5/1 )-r(V1 )+t(C) 

f+I(C)C1 

val. fmr(V1)-(f(Vi)-t(C)) si se tiene un arco hacia atrás. 

.1.(1,1)-r(v1 )+I (C) 

j+t(C)17  

Llamaremos a J un FLUJO REVISADO BASADO en C, la Figura 30, 

muestra un flujo revisado basado en la cadena elemental 

C‘.(VI ,V2,Vr,,V4,V.,) de la Figura 28. 
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(4.4) 
Vi  

(2.4) 

t(C)=2 

'MIMA 90 

Teorema 2.4.- Un flujo en N es un FLUJO MAXIMO, si y sólo si 

N no contiene una cadena elemental /-de incrementación. 

Demostración: Si N contiene una cadena elemental C /-de 

incrementación, entonces f no puede ser un flujo máximo, puesto 

que /, el flujo revisado basado en C, tiene un valor más grande. 

Inversamente, supongamos que N no contiene una cadena 

elemental C, f-de incrementación, entonces / es un flujo máximo, 

Sea: 

3.M/existen cadenas elementales -de incrementación en N 

que conectan a Vi con VJ 

Entonces VIES, VnE§, por hipótesis N no contiene cadenas 

elementales /-de incrementación y sea K..(5,5) una, cortadura de 

N. Por demostrar que cada arco de (S, S) es /-saturado y cada 

arco de (N,S) es /-cero. 

Consideremos un arco Au con extremo inicial en VieS, y 

extremo final V,eS, dado que VlES, existe una cadena elemantal 

01P.(Vi,VJ f-no saturada, si Au fuera un arco f-no saturado, 
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podría ser extendida agregando el arco Au, para formar una 

(VI,V1)-cadena elemental j-no saturada, pero V,E, entonces, tal 

cadena elemental no existe, por lo tanto el arco Au  ea /-

saturado. 

De la misma forma, consideremos un arco Au con extremo 

inicial Vsel y extremo final: 5/1 ES, exists una cadena elemental 

(2,=(1/1,V1) /-no saturada, si Au fuera j-positivo, Q' podría ser 

extendido agregando el arco A, hacia atrás para formar una 

cadena elemental Q',*(VI,V,) f-no saturada, puesto que Vjel, tal 

cadena elemental no existe, por lo tanto Au es un arco f-cero. 

Aplicando el Teorema 2.2, tenemos que, 

val f = cap K 

y por el Corolario 2.1, tenemos que f es un flujo máximo y K 

es una cortadura mínima 

En la demostración del Teorema anterior quedó establecida la 

existencia de un flujo máximo f y una cortadura minima K, tal 

que, val f ... cap K, por lo que se puede establecer el siguiente 

Teorema debido a Ford y Fulkerson (1956), llamado el Teorema del 

Flujo Máximo-Cortadura Minima. 

Teorema 2.5. (Teorema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima). 

En cualquier red el valor de un flujo máximo es igual al 

valor de la capacidad de una cortadura minima. 

Demostración: Es por construcción y se extrae de ella un 

algoritmo para encontrar un flujo máximo en una red. Este 

algoritmo debido también a Ford y a Fulkerson (1957) es llamado 
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el Metodo de Etiquetación. Este inicia con un flujo conocido, 

por ejemplo el flujo cero y se van construyendo recursivamente 

una secuencia de flujos que van incrementando su valor hasta 

terminar con un flujo máximo. 

Después de la construcción de cada flujo nuevo, una 

subrutina llamada Procedimiento de Etiquetación se utiliza para 

encontrar una cadena elemental f-de incrementación, si existe 

tal cadena elemental y es encontrada, entonces el flujo 

revisado basado en la cadena elemental encontrada, es construido 

y tomado como el siguiente flujo en la secuencia. 

Si no existe, tal cadena elemental, el algoritmo termina y 

por el Teorema 2.4. el último flujo construido es un flujo 

máximo. 

Definición 2.8.- Un árbol T en N es f-no saturado si: 

i) V1EV(T) 

ii) Para todo VieV(T), existe una cadena elemental única, 

f-no saturada. 

La Figura 31 muestra un árbol f-no saturado, 

Vi  
(0.4) (4.4) 

VI ena 31 
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La búsqueda de una cadena elemental f-de incrementación 

involucra el crecimiento de un árbol T, f-no saturado en N. 

Inicialmente T consiste del origen V!, y en cualquier estado, T 

puede crecer únicamente de las siguiente dos formas: 

1.Si existe un arco Al  f-no saturado, Afle(S,1), S.V(T), 

entonces Ao y su extremo final son agregados a T. 

2. Si existe un arco Atj 	 A,;E(V,S), entonces AL, y 

su extremo inicial son agregados a T. 

Si al ir creciendo T se alcanza el destino V. , se dice que 

hay un rompimiento y la (1/1,1W-cadena elemental es la cadena 

elemental f-de incrementación. Si ya no es posible que T crezca 

antes de alcanzar el destino V,, se deduce del Teorema 2.4 y del 

Corolario 2.1. que / es un flujo máximo. 

El procedimiento de Etiquetación, es una forma sistemática 

con la cual un árbol T f-no saturado va creciendo, durante este 

crecimiento a cada vértice V4V(T) se le asigna una etiqueta 

t(V,)=.1(Ctf,), donde C,¿ ..(5/1,57!) es una cadena elemental. En el caso 

de un rompimiento, además de tener la cadena elemental Csy.,(VI,V„) 

/-de incrementación se tiene t(Cv.), la cantidad con que se 

calcula el flujo revisado basado en Cv,. 

Método de Etiquetación.  

O. Iniciar con un flujo. Por ejemplo f=0. 

1. Asignara V;  la etiqueta t(5(1)...ao. 

Formar L, el conjunto de vértices etiquetados. 

1...(V1) 
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Formar S, el conjunto de vértices examinados. 

S=1*) 

2. Examinar los siguientes vértices V3  basados en Vi, es 

decir, si VieL\S asignar la etiqueta: 

t(V,) al vértice V), tal que, 

t(V)= min ft(V)), c(A,0-f(Aq)} 	donde Au ea el arco f-no 

saturado :on extremo 

inicial sit  y extremo final 

en V). 

si el arco Ao no es f-no saturado asignar la etiqueta: 

1(V1)- min it(Vi)d(Ati)) 	donde Al es el arco f-positivo 

con extremo final en VI  y 

extremo inicial en V. 

Nacer 	 LO/0..(V 3 1(1/1) ) 

LuL(Vt) 	L 

3. ¿Existe V. en L?. 

3.1) Si, entonces existe una cadena elemental 04 f-de 

inercmentación, calcular el flujo f revisado basado 

en Cv., hacer Pef pasar a 1. 

3.2) NO, hacer S k./ tVd-.S. 

¿Hay más vértices que no hayan sido etiquetados 

y/o examinados?. 

3.2.1) 9i, Pasar a 2. 

3.2.2) No, entonces f es el flujo máximo. 
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La Figura 32 nuestra el diagrama de flujo del Método de 

Etiquetación. 

ricino. 32 

Edmonds y Karp (1970), demostraron que un leve refinamiento 

a este procedimiento lo convierte en uno más eficiente. 

Dicho refinamiento es el de examinar a los vértices sobre la 

base "Primero etiquetado-primero examinado", esto es, antes de 

examinar un vértice etiquetado VI, examinar los vértices que 

fueron etiquetados antes que IV- 
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CAPÍTULO 3 

PROBLEMAS 

Introducción: En este Capítulo se presentan el Problema de 
la Mochila, el Problema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima y el 
Problema de la Cortadura Circular Mínima; para así establecer 
que el Problema de la Cortadura Circular Mínima es bajo ciertas 
condiciones un caso particular del Problema de la Mochila y del 
Problema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima. 

3.1. II 'robles* de la Mochila (P.M.), 

Este tipo de problema de optimización es de carácter entero 

y puede darse en dos versiones. En la primera se proporciona un 

cierto espacio con determinado volumen que debe ser llenado con 

objetos de valor y volumen dados. El problema consiste en llenar 

con el conjunto de objetos más valioso el espacio dado, sin 

exceder sus limites físicos. 

La segunda versión consiste en dividir a un objeto en varias 

porciones de diferente valor. El problema consiste en encontrar 

la división de mayor valor. 

Sean 

el valor del articulo i, i=1,...,n. 

kl  el volumen del articulo i, 

K 	el volumen del espacio dado. 
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La primera versión se plantea como: 

Sea 

Número de artículos i a incluir en el espacio dado. 

Entonces 

Max 
1.-1 

sujeto a 
n 

Ek i xt 5 K 
c.' 

x120, 	xi entero 	i.1,...,n. 

La segunda versión se plantea como: 

Sea 

"1 si el articulo i se incluye en la división. 

x. '1 

LO si el articulo i no se incluye en la división. 

Entonces 

Max
n  

DIEVtX1 
1.1 

sujeto a 
n 

Elco(i S K 
1.*1 

xv.0,1 
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n n 

Max v E Exi.J 
1-1 j-1 

v 	si j.J. 

O 	si j*1,n 

si Pm 

cu>0 v20 

k 
k 
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3.2. *1 Problema del flujo Máximo-Cortadura Maniste (PrIM-CM). 

El problema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima (PFM-CM), 

consiste en seleccionar un subconjunto XcV, con 7=V\X, tal que, 

c(X,31) sea mínima con VIEX, VneTl y por el Teorema 2.5 del 

Flujo Máximo-Cortadura Mínima tendremos el valor del flujo 

máximo. 

Sea una red (V(N),A(N),1h,c0 con: 

cjj 	la capacidad del arco Ajj. 

valor de un flujo factible en la red. 

Sea 

cl y 	si el vértice Vi esta en X y el vértice Vi no 
se incluye en X. 

xl).« 

si el vértice V(  esta en X y V, se incluye en X. 

Entonces 

sujeto a 



3.3. Un Ceso Particular del (PM) y del (PYWCH). 

Sea una red (V(N),A(N),41,,,cw), el Problema de la Cortadura 

Circular Mínima consiste en seleccionar a un subconjunto XGV(N), 

con VaeX, Vnei donde a cada vértice Vi  se le asocia un peso wi 

entonces se debe tener: 

Y 

sea minina 	(3.3.1) 

M constante dada 	(3.3.2) 

Un ejemplo de este problema lo encontramos en la asignación 

de los boletos para asistir a una recepción nupcial: el vértice 

Vt, representa a uno de los contrayentes, el vértice Va  

representa a la familia del contrayente, el vértice V. 

representa a las amistades del contrayente, el vértice 54 

representa a las amistades de la familia del contrayente, el 

siguiente vértice representa a la familia de las amistades del 

contrayente, y asi sucesivamente, mientras más alejado esté un 

vértice de V1, más alejada es la relación con el contrayente, 

asi el vértice Vn  representa al resto de la sociedad, entonces 

tenemos: 

Va 	representa al contrayente. 

Va 	representa grupos de personas que guardan alguna 

relación entre ellos y el contrayente 

lin  representa al resto de la sociedad. 
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Au  representa la relación guardada entre el vértice vi  y el 

vértice V,. 

cu  representa el número de boletos comprometidos del 

vértice VI para el vértice V. 

w, representa el número de boletos asignados al vértice V1, 

con wi•Eco, 
A9ICA(N) 

M es el número de boletos a asignar. 

X es el conjunto de invitados. 

La capacidad de la cortadura (X,51), puede ser vista como el 

número de compromisos no cumplidos, por lo tanto, debe ser 

mínima. 

Obsérvese en este ejemplo que una elección lógica para 

formar al subconjunto X es la de seleccionar a los vértices más 

cercanos a V1. 

Sea 
1 si el vértice Vi esta en X y el vértice V no se 

incluye en X. 

O si el vértice V1 esta en X y el vértice Vi se 
incluye en X. 

Entonces 

sujeto a 

n 

Min Z 	Eciixu 
1.1 i4 

n-1 
ElliXjj 5 M 
1.4 
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si a las 	se lelhaftade la restricción de que para agregar 

un vértice V, a X, V1.4  debe pertenecer a X, aseguramos que X 

estará integrado por los vértices más cercanos a V. Entonces 

\'1 si el vértice V, esta en X y el vértice Vj no se 

incluye en X con V,teX. 

O si el vértice V, esta en X y el vértice Vj se 

incluye en X con 54.1eX. 
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Sea 

Presentaremos al Problema de la Cortadura Circular Mínima 

como un caso particular del Problema de la Mochila, dado en la 

segunda versión. Si hacemos: 

K=M 	el peso del conjunto X. 

fu=w. 	el peso del vértice V. 

v.=/,--ci, 	la suma de de las capacidades de los arcos Au 
/1 etAIN) 

(multiplicadas por -1) i-1,...,n-1 y j-2,,..,0. 

si el vértice Vi  se incluye en el subconjunto X. 

si el vértice Vi  no se incluye en el subconjunto X. 

Entonces, tenemos a la función objetivo del Problema de la 

Cortadura Circular como: 
n 

Min Z E E cuxu 
1.11-2 

si multiplicamos por -1, tenemos: 

n-1 n 
Max Z E E-CW(0  

1.1p.2 

n-1 
Max Z E voci 

1.1 

sujeto a 
n-1 
EkiXi 
1.1 

x1.0,1 

Que es un Problema de la Mochila. 
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Ahora presentaremos al Problema de la Cortadura Circular 

Mínima como un caso particular del Problema del Flujo Máximo- 

Cortadura Mínima. Si hacemos: 

para i=1,...,n-1, y wn-m. 

c11  capacidad del arco A11. 

valor de un flujo factible en la red. 

Sea 

.-ci j 	si el vértice Vi esta en X y el vértice Vi no 
se incluye en X. 

si el vértice Vi esta en X y Vi se incluye en X. 

Entonces 

n n 
Max y ...E rxi;  

1.1 1.1 
sujeto a 

	

-v 	si j.1 

	

- 0 	si j*1,n 
si jan 

co>0 y10 	 k.1,...,n 

Tenemos un Problema de Flujo Máximo-Cortadura Mínima. 
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CAPÍTULO 4 

ÁRBOL DI CORTADURA 

Introducoión: En este Capítulo se presenta el concepto de 
flujo máximo entre dos vértices cualesquiera de una red dada; 
más adelante se define al árbol de cortadura G-H como el árbol 
construido con vértices unidos por arcos a los que se les asocia 
el valor de la capacidad de la cortadura mínima que los separa y 
por el Teorema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima este valor es 
igual al valor del flujo máximo entre ellos. Se ilustra con un 
ejemplo. Finalmente se demuestra que el valor del flujo máximo 
entre dos vértices no adyacentes en el árbol de cortadura G-H es 
igual al mínimo valor seleccionado entre los valores asociados a 
los arcos que integran un camino elemental que conecta tales 
vértices, concluyendo que, el árbol de cortadura G-H nos da la 
cortadura mínima cuyo valor coincide con el valor del flujo 
máximo -entre el vértice origen y el vértice destino- en la red 
dada. 

4.1 Árbol de Cortadura de essery y tu. 

Sea una red th.(V(N),A(N),IPbcN), sean los vértices VI,VieV(N) 

y el arco AusA(M) con c(Au)..cij.cit, la capacidad del arco A. 

En el Capitulo 2 se presentó el Teorema 2.5 del Flujo 

Máximo-Cortadura Mínima y se aplica para determinar el flujo 

máximo entre dos vértices específicos de la red, a saber, el 

vértice origen y el vértice destino, En este Capitulo se 

presenta lo que es conocido como el Problema Multi-Terminal, en 

donde se determinan los flujos máximos entre cada par de 

vértices de la red. 
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fik  2 min (ludik) 

Aplicado al ejemplo de la Figura 33, si consideramos 

únicamente a Vi-V1, V!.-V; y Vx"V: tenemos que /11,6+1,0 fnal+5.6 y 

fu,..5+1..6, entonces: 6 2 min (7,6), es decir, ftk2 min ('Ud») 

/ralla 34 
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Sea fd  el valor del flujo máximo entre el vértice Vi  y el 

vértice 511  a través de la red N. Obsérvese que el flujo ft)  no 

representa al flujo que pasa a través del arco A, que une tales 

vértices, si es que este arco existe para alguna i y alguna j. 

La Figura 33 muestra un ejemplo de una red con la matriz 

asociada de los flujos máximos entre cada par de vértices de la 

red. Donde fw.10 y Al, no existe. 

fu 1 	2 3 4 3 6 
1 li 	11 10 11 11 
2 11 	II 10 11 11 

3 10 11 11 
4 10 	10 10 	- 	10 	10 

tt 	ti II 	1,?1 	II 	1.1  

IVIQUIA 3$ 

Lema 4.1.-  Sea fp, el flujo máximo entre el vértice Vi y el 

vértice VI" entonces: 



/ir 2 min 

ir 

Aplicado al ejemplo de la Figura 33, tenemou; 
fu a min (indio/4456.M) 

11 2 min (11,10,10,11,11) 	es decir 11 k 10 

IVIOURA 35 
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Demostración: (Figura 34). Por contradicción. Supongamos: 

fj, < min (f. ,ID,) para algunas i,j,k. 

Por el Teorema del Flujo Máximo-Cortadura Minima, existe una 

cortadura (X,J7), donde VieX y V437, tal que, c(X,37)=Lit, 

entonces VieX o V147. Si VleX es separado de Vk por la 

cortadura, y: 

fik- c(x, 37) < ff k 1 

Similarmente se tiene si Vie X. 

por lo tanto: 

min (fudDJU 

El Lema 4.1 se puede generalizar a: 

Lema 4.2.- Sea f el flujo máximo entre el vértice V, y el 

vértice Vp, entonces: 



Demostración: (Figura 35). Por inducción: Por demostrar: 

min 

entonces 

fu  s min (min (filifik),14) 

por hipótesis de inducción tenemos que: 

fLic  2 mili (fiviik)'" íts 

luego, 

por lo tanto, 

entonces 

fu z min (fml,a) 

fu i min (hiffikifkl) 

Ila k min (fUrfPubb—dcf)(i 

Vamos a construir un árbol a partir de una red dada N, este 

árbol es formado por todos los vértices del conjunto V(N) 

estando unidos por arcos que tienen asociado un valor mi el cual 

corresponde al valor de la capacidad de la cortadura mínima 

entre cada vértice adyacente en el árbol, Llamaremos a este 

árbol, Árbol de Cortadura G-H, 

Algoritmo para Construir el Árbol de Cortadura G-H, 

1.-) Seleccionamos dos vértices VI,VJEV(N). 

2.-) Encontramos la cortadura mínima entre ellos. 

Sea (X,5?) tal cortadura. 

3.-) Representamos al árbol con dos vértices generalizados 

X y 1 conectados por un arco al que se le asocia el valor de la 

capacidad de la cortadura denotado por al, (Figura 36). 
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OCNiXibl QU'As) 
® 4 	CP 
(9 X

N 	 (11 Xm 

91  
ro ° 

XSZAUX0  

RIMA 37 

4.-) Representamos al árbol con los dos vértices 

generalizados conectados por los valores ar de las cortaduras. 

(Figura 38). 
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FIGURA 36 

4.-) Seleccionamos otros dos vértices V,,,Vp tales que 

V,,,V,,eX (o ei)• 

5.-) Conservamos a X (o X) como vértice generalizado y 

encontramos la cortadura mínima entre Vu,VD. 

Sea 	esta 	 ) 	o 	(Xp/XJA, :U ) 	(o 	(X, XLI/XD) 	o 

(X•XII/X;1).(Figura 37). 



K 3Xtt IX0) 

K"Xit i15Z) 

Kewconcio 

MUSA 3e 

7.-) Hacemos (X,.1)+-Ki, Kv•La cortadura seleccionada. 

8.-) Es X (o 37) un vértice generalizado?. 

8.1.-) No, Es X (o X) un vértice generalizado?. 

8.1.1.-)No, terminamos. 

8.1.2.-)Si, lo seleccionamos y pasamos a 4.-). 

8.2.-) Si, pasamos a 4.-). 

En todo árbol cualesquiera de sus arcos es considerado como 

una cortadura ya que al eliminarlo se divide al árbol en dos 

componentes 

Con el algoritmo anterior se construye un árbol, a cuyos 

arcos se les da el valor de la capacidad de la cortadura mínima 

que existe entre los vértices que conectan, luego entonces, el 

árbol así obtenido es llamado un ÁRBOL DE CORTADURA G-H, donde 
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las letras G-H corresponden a la primera letra del apellido de 

R. E. Gomory y T. C. Hu, quienes lo definieron en 1960 y es 

encontrado, después de resolver n-1 problemas de flujo. 



( C  7  
3 

2 - 3 (2/1,3,43,6) 	3 4 (1.343/4,41 
413+2+1440 	 6+1+2+3444 

1 
0-11-)  ICÍADds 

1-3 (1falai) 
7+1+3•13 

4-3454A3,4,6) 
74.54 

12 

4.2. Un ijimplo. 

A continuación se da un ejemplo del procedimiento para 

obtener un árbol de cortadura. 

Sea la siguiente red: 

ÁRBOL DE CORTADURA G-H. 
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4.3 Árbol de Cortadura G-H y Cortadura I4inima de una Red. 

Lema 4.3.- El flujo máximo entre cualesquiera dos vértices 

del árbol de cortadura G-H es: 

min 

donde los al son los valores de los arcos que forman un 

camino elemental que conecta a los dos vértices en el árbol de 

cortadura G-H. 

Demostración: Sean dos vértices VI,VjeV(N), se tiene que: 

/05 min 	 (4.3.a) 

dado.  que fu es igual al valor de la cortadura mínima que 

separa a los vértices VI,VJ y los 	 representan valores 

de cortaduras que separan a los Vértices VI,Vp 

Para demostrar la desigualdad inversa consideremos cualquier 

estado de la construcción (Figura 40). 

MUR& 40 

Donde tenemos arcos representando cortaduras y vértices 

representando conjuntos de vértices. Entonces afirmamos que si 

un arco de valor a une a los conjuntos XL  y Xy, existen vértices 

Visli y VjeXJ, tal que, hl= a. 
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Los vértices Vp y V., están unidos por a'...fm  Existen dos 

casos: (Figura 41). 

i) VteXtp, entonces el flujo a conserva la propiedad. 

ii) VieXtv  entonces considerando los vértices 11),VhVg,Vp 

aplicando el Lema 4.2 se tiene: 

fu, 1 m/n (flidhiffv) 
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Esto es cierto en la primera cortadura, se demostrará que 

esta propiedad es mantenida después de obtener las cortaduras 

restantes. Consideremos un Xi que va a ser cortado, unido por el 

arco de valor a, al conjunto X). Por hipótesis de inducción, 

existen VieXi y VleXj, tal que, fj=a. Después de cortar otro 

vértice Vo  de Vq que estando ambos en X!, éste queda dividido en 

Xip y Xiq. 

Supongamos que X)  está unido a XII,' 



Dado que V, y V, están de un mismo lado de la cortadura con 

valor a' y Vi, VI  están en el otro lado, el flujo f4  no es 

afectado si X,1  es reemplazado por un solo vértice, o lo que es 

lo mismo, si a todos los arcos dentro de Xhv  se les asigna un 

valor grande arbitrario M, así, f, será tan grande para no ser 

seleccionado como el mínimo y tendremos: 

1, k min (flitfap) 
se tiene: 

hl-a y fuct.  

entonces, 

fip 2 min (a,a') 

Dado que una cortadura que separa Vi de Vi tiene valor a' 

tenemos a'Ziont el valor de la cortadura mínima, entonces se 

tiene / 2 a. Como a es el valor de la cortadura que separa a 

X1 y a Xo, implica que fjpa a, entonces Vi y Vo  son los dos 

vértices necesitados. 

Dado que en el árbol final los valores de los arcos entre 

vértices adyacentes representan los valores del flujo entre 

pares de vértices en la red tenemos que la desigualdad inversa; 

fu 2 min 

se cumple aplicando el Lema 4.2, 

Entonces por (4.3,a) y por (4.3,b) se tiene; 

(a,, • • •/ 11.)0 
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(4.3.b) 
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Por el Lema 4.3 se puede conocer el valor de la cortadura 

mínima entre cualesquiera dos vértices de la red, si esos 

vértices son Vi el vértice fuente y V, el vértice destino el 

árbol nos dará la cortadura mínima de la red dada y por el 

Teorema del Flujo Máximo-Cortadura Mínima, ese valor es igual al 

valor del flujo máximo en toda la red. 



CAPÍTULO 5 

Y 

EL PROBLEMA DI LA CORTADURA CIRCULAR 

Introducción: En este Capitulo se introducen los conceptos 
de cortadura de árbol, cortadura preservadora del orden, se 
establece cuando una cortadura circular mínima es dominada por 
otra para asi reducir el número de cortaduras a ser consideradas 
demostrando que una cortadura no de árbol está siempre dominada 
por una cortadura de árbol y que una cortadura no preservadora 
del orden está siempre dominada por una cortadura preservadora 
del orden, y también se demuestra que una cortadura preservadora 
del orden es siempre una cortadura de árbol reduciendo asi el 
conjunto de soluciones posibles al problema de la cortadura 
circular mínima. Se define otra estructura de una red llamada la 
Gráfica de Orden Parcial, tanto en esta estructura como en el 
árbol de cortadura G-H se establecen las condiciones para 
condensar ciertos vértices y se demuestra que son idénticos. 

5.1. 51 Problema de la Cortadura Circular. 

Como se planteó en la sección 3.3 el Problema de la 

Cortadura Circular Mínima consiste en dada una red con un 

conjunto de vértices Vi, i**1,...,n y un conjunto de arcos no 

dirigidos Au conectando Vi y Vi, donde cada vértice tiene un 

peso wi no negativo, y cada arco tiene una capacidad cu, 

encontrar un subconjunto de vértices X, tal que, Vi e X y: 

mln Ecu  
vm,yox 

Ews. 5 M 
voi% 

(5.1) 

(5.2) 
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5.2 Cortaduras de Árbol. 

Definición 5.1- Una cortadura (X,717) qué separa VI  de Vn  es 

llamada una CORTADURA FACTIBLE, si VleX y (5.2), se cumple. La 

cortadura (X,7) es llamada una CORTADURA MÍNIMA FACTIBLE si 

también se cumple (5.1). 

Consideremos al árbol de cortadura G-H estudiado en el 

capitulo anterior, denotaremos a los arcos de tal árbol como L 

asi el arco Lpq representa al arco que une a los vértices Vp y V/  

y denotaremos al flujo máximo posible entre los vértices Vp  y VI  

como 1,,. 

Definición 5.2.-(Figura 42).Dos cortaduras (X, X) y (Y,7), 

se dice que son cruzadas, si y sólo si, no son vacío ninguno de 

los siguientes subconjuntos, P=3inF, Q=InY, R.Xrj, U=XnY. 
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Definición 5.3.- Una cortadura (X,X) se dice que separa al 

arco L, en el árbol de cortadura G-H T si V,EX y V,eX 	(o V,,EI 

y V,EX). Es decir, los dos extremos del arco están en diferentes 

lados de la cortadura. 

Lema 5.1.- Sea (X, X) una cortadura que separa los arcos 

,..., entonces: 

c(X,71) 2 max 

Ii31011 43 

Demostración: (Figura 43). 

c(L,b)+c(Lcd)+...+(1 N) 

fab+folf...41F1+- 

2 max f 	para toda ieX,jel 

" max (bu f,...,fm,...) 

por lo tanto 



Lema 5.2.- Dada una red N con árbol de cortadura G-H T. 

Sean V, y Vi  cualquiera dos vértices adyacentes en el árbol T 

condensemos VI  y V, dentro de un sólo vértice en la red N. 

Llamemos a la nueva red asi obtenida N' y al árbol 

correspondiente T', entonces, T* puede ser obtenido a partir de 

T por la simple condensación de V, el orco Lí1  y V I  dentro de un 

solo vértice. 

Demostración: (Figura 44). Cada arco en el árbol de 

cortadura T representa una cortadura (X,7) en la red original. 

Si cualesquiera de los vértices en X son condensados dentro de 

un sólo vértice, entonces la capacidad de la cortadura (X,31) no 

es afectada. 

Por otro lado consideremos cualquiera otra cortadura (Y,Y ) 

representada por otro arco diferente de Líq, luego Vr  y V1  deben 

estar ambos en un mismo lado de la cortadura, ambos en Y, o 

ambos en Y, si incrementamos la capacidad clq  a infinito no se 

afectará la capacidad de las n-2 cortaduras restantes 

representadas por los arcos en el árbol T. Además al incrementar 

c" no se disminuirá 	la capacidad de ninguna de las 

cortaduras posibles en T. Asi que las n-2 cortaduras 

representadas en los arcos de T resultan ser las mínimas n-2 

cortaduras no cruzadas 0 
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ROM 44 

Lema 5.3.- Sea N una red con árbol de cortadura G-H T. Sea 

la partición del árbol T en tres componentes conectados A, B, C, 
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Lr,s, 

(:) 
o'(Cp C3PC3) 

B"(8v B2.133) 

A,*(Ar  A2.A3) 

donde al remover B se desconectaria A de C, Si condensamos cada 

componente en un solo vértice obteniendo una red N* consistente 

de tres vértices, entonces el árbol de cortadura (G-H) T tiene a 

B en el medio, 

Lce. 	 C)  

a)  

b)  

ruana 45 

Demostración:(Figura 45). Condensemos los vértices A: en el 

vértice A, los vértices lb en el vértice B y los vértices C: en 

el vértice C, sin cambiar la capacidad de la cortadura 

representada por los arcos Lcult y LMAt, (Lema 5.2). El árbol de 

cortadura correspondiente a la red de tres vértices es el de la 

Figura 45b). Tenemos: 

c(C/A,B). el valor asociado al arco 1441 

c(A/B,C)** el valor asociado al arco Lwix, 

luego la cortadura que separa a B de A y C es una cortadura que 

separa a los arcos lély; y UVI; y por el Lema 5.1 tenemos: 

c(B/A,C) z max (C(A/B,C),c(C/A,B)) 

En otras palabras el Lema 5.3 dice que una cortadura la cual. 

separa al árbol de cortadura en tres partes, tiene la capacidad 
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donde al remover B se desconectaría A de C, Si condensamos cada 

componente en un solo vértice obteniendo una red N* consistente 

de tres vértices, entonces el árbol de cortadura (G-H) T tiene a 

B en el medio. 

a)  

b)  

frOUIIA 45 

nemostracióni(Figura 45). Condensemos los vértices Al  en el 

vértice A, los vértices lit  en el vértice B y los vértices C1  en 

el vértice C, sin cambiar la capacidad de la cortadura 

representada por los arcos Lcne y Laim, (Lema 5.2). El árbol de 

cortadura correspondiente a la red de tres vértices es el de la 

Figura 45b). Tenemos: 

c(C/A,B).. el valor asociado al arco 1,CA1 

c(A/B,C)a el valor asociado al arco labk, 

luego la cortadura que separa a Ei de A y C es una cortadura que 

separa a los arcos I,b1 5,  L. y por el Lema 5.1 tenemos: 

c(B/A,C) 2 max (c(A/B,C),c(C/A,B)] 

En otras palabras el Lema 5.3 dice que una cortadura la cual 

separa al árbol de cortadura en tres partes, tiene la capacidad 
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Ama os C0612001114 chw 
n-le5-1.4 Cortaduras de árbol del ¡arel de cortadura G-H: 

11/2,3,4•5), 11,213.4,5)4, 11,43, 415), 11,2,3,5/4) 
Cortadura de árbol que no es una de las n-1 anteriores, 

11,2,1,/4,51 

Cortiduran que no son cortaduras de árbol: 

Cortadera de Mol Bipereta 

PIOUMA 46 
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mayor a la capacidad de una cortadura que lo separa en dos. Esto 

sugiere que debemos considerar solamente las cortaduras 

circulares que rodean a V. con todos los vértices en X 

conectados por los arcos del árbol de cortadura. 

Siempre que escribamos (X,37), se tiene V!eX. 

Definición 5.3.-(Figura 46). Una CORTADURA DE ÁRBOL (X,?) 

es una cortadura circular, donde todos los vértices de X están 

unidos por arcos del árbol de cortadura (G-H). Una CORTADURA DE 

ÁRBOL BIPARTITA es una cortadura de árbol (X,7) en donde cada 

arco del árbol de cortadura (G-H) une un vértice de X con un 

vértice de T. 



Definición 5.4.- Sean (X, X) y 	(Y,Y) dos cortaduras 

circulares que rodean a V:, con VleXnY. Decimos que la cortadura 

(X,J1), DOMINA a la cortadura (Y,Y), si y sólo si, i) y ii) son 

ciertas. 

< 
leX 	eY 

1) C(X, .71;) ;C (Y, ); ) 

Por i), si (Y,Y) es una cortadura circular factible, 

entonces (X,37), también lo es, y por ii) la capacidad de 

(X,31), no es mayor que la capacidad de (Y,Y). Por lo tanto al 

buscar una cortadura circular mínima factible no tenemos que 

considerar a una cortadura dominada por otra. 
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También se cumple, si 

c(Y,P) 5 C(Q/1) 

entonces 

y si 

entonces 

c(Ft,T1) 5 c(X,1) 

c(X, -,V) 5 c(Q,-(3) 

c(R,Ti) 5 c(Y,7) 
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5.3.- Lema de las Cortaduras Cruzadas. 

Lema 5.9.- (Lema de las Cortaduras Cruzadas) . 

Supongamos que (X, 71) y (Y, Y) son cortaduras cruzadas y, 

P=Xn Y 
	

Q=XrlY 

R=Xrj 

si 

entonces 

y por simetría si 

entonces 

c(Y,7) 5 c(P,P) 

c(U,5) 5 c(X,I) 	(Figura 97a) 

c(X,I) 5 c(P,P) 

c(U,U) 5 c(Y,V) 	(Figura 47b) 



Y Y 

KY:15 

C(Y,V) 111~1•11 	C9:151/11~ 

al:Y) 

cQ 	0.0)==== 

VIOURA 47 

Demostración: La desigualdad 

c(Y,7) 5 c(P,T) 

implica 

c(R,U) 5 c(R•R) 

Y 

c(P,D)+c(Q,U) 5 c(P,U)fc(Q,U)+c(Q,R) 

sumando ambas desigualdades 

c(R,U)+c(P,U)+c(Q,U) 5 c(P,R)+c(P,U)+c(Q,U)+c(Q,R) 

por lo tanto 

c(U,U) 5 c(X,X)C3 

Definición 5.5.- Consideremos un problema de cortadura 

circular, donde el árbol de cortadura (G-H) T, correspondiente a 

la red es conocido. Consideremos al árbol T con raiz en V. 

Entonces existe un único camino elemental desde v1, a cada 

vértice V- de T. Si VI  es un vértice intermedio en el camino 

elemental desde VI  a V,, entonces Vi es llamado un ANCESTRO de V. 
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y V es llamaoo un DESCENDIENTE de 	3L Vi  y V son adyacentes, 

entonces V es llamado el PADRE da V y V es llamado el HIJO de 

V. 

Una vez teniendo al árbol de cortadura (G-H), no tenemos 

que considerar a ciertas cortaduras como candidatas potenciales 

a la cortadura circular mínima alrededor de VI, pues están 

dominadas por otras. Consideremos a las cortaduras que no están 

dominadas, si dos vértices están siempre en un lado de la 

cortadura, esos dos vértices pueden ser condensados en uno sólo. 

Teorema 5.1.- Una no cortadura de árbol esta siempre 

dominada por una cortadura de árbol. 

Demostración.-(Figura 48). Sea N una red con árbol de 

cortadura (G-H) T y sea (X, X) una no cortadura de árbol. Sea Z 

conjunto de vértices en X para los cuales hay un camino 

elemental en T desde V:, a los vértices que no tienen ningún 

arco en (X,31). Demostraremos que la cortadura (Z, Z) domina a 

(X,11). 

Considerando los arcos de la cortadura (2,i) y aplicando 

el Lema 5.2 condensemos cada uno de los vértices en ambos lados 

de la cortadura obteniendo dos subconjuntos de vértices, uno 

integrado por los vértices en X, y el otro los vértices en 5F. 

Esta condensación no afecta la capacidad de la cortadura 

(X,.11) o de alguna de las siguientes cortaduras: 
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Sean V, y V, dos vértices en la red condensada, tales que, 

V,e , V,EX y V,.(1Z. Por demostrar que (X-Vi, .711G) domina a 

(X, 

Sea (Y, i') la cortadura correspondiente al arco del vértice 

V,, hacia Z, sea: 

Q.:inY={11,), U-XnY.---1Vb} y 

se tiene: 

c (Y, 	al valor asociado del arco del vértice V, hacia Z 

c (Q, DI= al valor asociado del arco del vértice V, hacia 2 

y al valor asociado del arco del vértice V, hacia 

el vértice V,. 

luego, por el Lema 5.3: 

c (Q, -O) z c(Y,V) 

y por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas tenemos que: 

c(R, 72) 5 c(X,X) 

Entonces podemos condensar V, y V, en un sólo vértice. Si 

(R, 	) (Z, 2) terminamos, de otro modo, consideramos a (R, ) 

como una nueva cortadura (X, ) y condensamos a un nuevo par de 

vértices, continuamos así, hasta obtener la cortadura (z,i)o 
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Inalna 41 

Lema 5.5.- Consideremos al árbol de cortadura (G-H) como un 

árbol con raíz en V. Si V. es el padre de V., V. es el padre de 

V, y fu 5  A., entonces V. y Vc pueden ser condensados en un sólo 

vértice, sin eliminar las cortaduras circulares mínimas. Es 

decir, podemos condensar sucesivamente los vértices Va,Vb,V,,... 

si los valores fabs fu,... asociados con los arcos que los unen no 

son decrecientes a lo largo del camino elemental que va desde la 

raiz V: a dichos vértices. 

Demostración:(Eigura 49). Sea (X, X) la cortadura mínima 

correspondiente al arco Lu,, en el árbol (G-H) T, y (Y,7 

cualquier cortadura separando VI  de V. 
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Se tienen dos casos: 

1) (X, 	) y (Y, Y) no son cortaduras cruzadas. 

Dado que c (X, )= f,h  S fe.,  S c (Y, ) por hipótesis entonces 

VIEXcY. La cortadura (Y, i') esta dominada por (X, A'). 

ii) 	(X, X ) y (Y, ) son cJi taduras cruzadas con V,&,), 

Vte() y VceP, se tiene: 

P=Tni;.,--(V„) 	(:)=Tr-,Y=.(54.) 	R=Xnít 	U«nY=( V.) 

Por demostrar que (Y, i') esta dominado por (U, Ú). 

Dado que f,r, 5 	y (X, 1 ) corresponde a L,t, la cortadura 

(X, U) es una cortadura mínima separando a V. de Vc. 

(P, ) es otra cortadura separando a V, de Ir, se tiene que: 

c(X, X) 5 c(P, 7) 

entonces por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas 

c(U,(7) S c(Y,7) 

por lo tanto, (Y, ) está dominada por (U, 17 



Definición 5.o.- Cuando todos los vértices adyacentes son 

condensados basándose en el Lema 5.5 se conserva un arbol de 

cortadura (G-H) con un número menor de vértices. Llamaremos a 

este árbol el ÁRBOL (G-H) REDUCIDO y a la red correspondiente, 

la RED REDUCIDA. 

Las únicas cortaduras a considerar son las cortaduras del 

árbol (G-H) reducido, pues son las que no están dominadas por 

otras. 



5.4 Gráfica de Orden Parcial (GOP). 

Se desea encontrar una cortadura mínima (X,,Y) con V 1  e X y 

Zw, 5 M con VEX y M una constante dada. Si axiste un vértice: V,, 

tal que, w 2 M, entonces V:  no puede ser incluido en X, por lo 

tanto llamaremos V. un NODO PROHIBIDO. Si existen varios 

vértices prohibidos los podemos condensar en uno sólo. Si no hay 

vértices prohibidos podemos crear un V, artificial y conectarlo 

a todos los otros vértices con arcos de capacidad 	. O. 

En esta sección se presenta otro enfoque del problema de la 

cortadura circular mínima, para redes con vértices prohibidos. 

Para obtener una cortadura circular mínima factible (X,37) 

con V:EX y WE,1 el vértice prohibido, se procede de la 

siguiente manera: 

Se toma V2 y se condensa con Vn, a continuación se encuentra 

la cortadura mínima entre VI  y el vértice condensado V2".Se hace 

lo mismo para V2, V22...,V,I. Asi tenemos: 

Algoritmo para obtener una Cortadura Mínima de una Red con  

un Vértice Prohibido.  

Paso 0) 	j 4— 1 

m (0) 

Paso 1) 	j 	j+1 

1.1) ¿Es j = n 

1.1.1) Si, terminamos. 

1.1.2) No, vamos al Paso 2). 
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Paso 2; 	V 	4-- vértices \' y V. condensados. 

2.11 Obtenemos la cortadura mínima (X,*) que 

separa a V de V., si existen varias, tomamos la de mer,J)r 

numero de vértices. 

2.2) X *- X- 

,t; 	X,„ 

Vamos al Paso 1). 

Aplicando el Algoritmo anterior debemos resolver n-2 

problemas de flujo máximo con redes de n-1 vértices. Obteniendo 

cortaduras (Xl.„X.„) j = 2,...n-1, entre las cuales se encuentra 

la cortadura circular mínima que separa a VI  de V,. 

Lema 5.6.- Las cortaduras mínimas (Xl..),XJ,) que separan al 

vértice VI  de los dos vértices condensados V1  y V„ con VieXl. 

V. „eX ,, donde X1.1, tiene el mínimo número de vértices, y 

X1.1  - (0) son cortaduras de árbol. 

Demostración.-Sea (Y,?) una cortadura circular mínima, 

dado que (X1..),Xj.5)..,(X,7) es una cortadura circular mínima para 

la red con w 1.0 excepto rin..m. Tenemos 

i) Ew1 5 E w! 
VoIXV,ey 

ii) c(Y,P) c(Y,P)  

Entonces (X1.1,Xj.n)..(X,31) es una cortadura circular mínima 

que domina a otra cortadura circular mínima y por el Teorema 5.1 

afirmamos que es siempre una cortadura de árbolll. 
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Los subconjuntds 	 ...,X._„obtanidos al variar j 

desde 1,2,...,n esta parcialmente ordenada bajo la inclusión de 

conjuntos. 

Definicion 5.8.- Sean los subconjuntos X , 

obtenidos con el Algoritmo anterior, entonces, 

V 5 V , si y sólo si Xt.,cX1 _. 

Dos vértices diferentes, pueden ser equivalentes, bajo este 

ordenamiento parcial. Por ejemplo, sea (X,7) una cortadura 

separando V;  de V„ todos los vértices en 	son equivalentes a 

V,, sin embargo, ningún vértice puede ser equivalente a VI. 

También se tiene que, Vi  5 y: 5 1/, para todos los vértices VI. 

Definición 5.9.- Para cualquier red N es posible dibujar el 

diagrama de Hasse, del ordenamiento parcial de los subconjuntos 

X•,. A este diagrama le llamamos la GRÁFICA DE ORDEN 

PARCIAL(GOP). 

En la Figura 50, se tiene: 

para cualquier p. 



Si la gráfica ordenada parcialmente es una cadena como la 

mostrada en el Figura 51, las cortaduras están en el orden: 

X1-1, )(len) 

(Xj./1)(711,) 

(X1-4,X4fr.) 

Jonde la capacidad de las cortaduras debe incrementarse por 

lo que dominará la primera cortadura de la lista. 

     

O 	O 

   

0 0 

 

    

     

VI" 51 

Definición 5.10.- Una cortadura (X,1) es llamada una 

CORTADURA PRESERVADORA DEL ORDEN, si para todos los vértices 

V„ V, donde V, 5 V1  y VbeX, se tiene que VAX. .Por ejemplo la 

cortadura (Y,Y) con V.,V,,VseY (Figura 50), no es una cortadura 

preservadora del orden. 

Teorema 5.2.- Cada cortadura que no es una cortadura 

preservadora del orden, está dominada por una cortadura 

preservadora del orden. 

Demostración:(Figura 52). Sea >0..)1,.. y V1< V" Si 

cualquier cortadura factible con VI ,V jeY y V1,V,t Y, por 
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que (Y,Y) está dominada por una cortadura preservadora del 

orden. 

Como (X, X) con X-X. 	es una cortadura preservadora del 

orden. 

Sean P.k- r-,Y 	 R-Xr-NY y (.1=.XnY, como V;eP, V.eQ, VItU, 

ninguno de estos subconjuntos es vacío. Se tienen nos casos: 

i) Si R es vacío, entonces U=X, dado qué (X,31) es una 

cortadura mínima, se tiene: 

c(X,,Y) 	c(Y,Y) 

y 11=XcY, entonces (Y,V) está dominada por una cortadura 

preservadora de orden. 

ii) Si R no es vacío, se tiene (X,) y (Y•11) son 

cortaduras cruzadas y (PJ) es otra cortadura que separa V., y Vi 

de V• además. Como es una cortadura mínima que separa a V]  de V, 

se tiene, 

c(X,31) 5 c(Pr 71 

entonces por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas. 

c(U,ú) 5 c(Y,Y) 

Esta cortadura (U,U) puede no ser preservadora del orden, 

por lo que, se selecciona otro par VI, V)  para repetir el mismo 

procedimiento. Puesto que el numero de vértices en Y es 

estrictamente der.recielite, el proceso terminará 

cortadura preserdGre de' orden O 
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PIQUIYA 82 

Del Teorema 5.2 se deduce que solamente se necesita 

considerar cortaduras preservadoras del orden en la búsqueda de 

la cortadura circular mínima. 

Nótese que si Xl _1=X1..,, los vértices VI  y V,  pueden ser 

condensados en un sólo vértice. 

La Figura 53a) muestra una red, la Figura 53b) muestra dos 

árboles de cortadura (G-H) de la red anterior. En el árbol (G-H) 

de la Figura 53b) existen diez cortaduras de árbol, separando V,  

de 	Los subconjuntos X1.1 son: 

X. =11,2,3,5) 

X --11,2,3,4,5} 

La Figura 53c) muestra la (GOP) donde se encuentran 

cortaduras preservadoras del orden. 

91 



5 
tV) 

Cortaduras de Árbol: 
(1,2,3,4,5/6), (1,2,3,4,/5, 6) , (1,2,3,/4,5,6), 
(1,2,/3,4,5,6), (1/2,3,9,5,6), (1,3,5/2,9,6), (1,3,/2,4,5,6), 
(1,3,4/2,5,6), (1,3,4,5/2,6), (1,2,3,5/4,6) 

Cortaduras Preservadoras del Orden: 
(1,/2,3,4,5,6),(1,2,/3,4,5,6),(1,2,3,/4,5,6),(1,2,3,4,/5,6) 
(1,2,3,4,5,16), (1,3,12,4,5,6), (1,2,3,5/4,6) 

/I *& 53 

Lema 5.7.- Para todos los vértices Vt, VI , si VteXlin  

entonces VSVI. 

Demostración: (Figura 59) . Sean las cortaduras (X, I) y 

(Y, F) donde 

Y.-X1 -1  y 	Yi+n  

Por hipótesis V1e X, Vie Y y 5,/e,17 . Se presentan dos casos: 

J.) S: V•er se debe tener X1-1..X1.1  y queda demostrado. 

ii) Si (Y, Y) separa a V: de 	sean 

Por demostrar que R es vacío. Por contradicción. 
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X, itt.(VL/ViSird 

Es decir, los conjuntos XI,,, pueden ser recuperados a partir 

del ordenamiento parcial (o la GOP). 
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Si R no fuera vacío las cortaduras (X,Y) y (Y, Y! serían 

cortaduras cruzadas. 

IP, 7) es otra cortadura que separa a VI  de Vt, dado que 

c(P,71 ) z c(Y,7), 

por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas tenemos: 

c(14i7) 5 c(X,7)! 

pero (X,71) no puede estar dominada, por ser una cortadura 

preservadora del orden, por lo tanto R es vacío, entonces XCY, 

o sea XI.FX1.. i, por lo tanto XI-) 	X,,, es decir VI  5 V,E1 

U 

ruma 54 

El ordenamiento parcial tiene la siguiente propiedad para 

todos los vértices V. 



5.5.- Los Arboles (O-H) Reducidos y la (OOP). 

Un árbol (G-I1) también 	induce a un ordenamiento parcial 

del conjunto de vértices de una red N. 

Definicion 5.11.- Sea V, un an,:estro-  do V, en el árbol de 

cortadura (G-H( si y sólo si, 

y, ( 

R•0 

X=X" 

noma 55 

Lema 5.8.- Si V., ( Vr entonces V, 5 Vt. 

Demostración: (Figura 55).Por contradicción, sea X=X:,, 

Y=X1.4, por hipótesis V, ( V,. Supongamos que V, 1 Sk, nos 

a una contradicción. 

Por suposición 	 dado que (X,7) es una cortadura de 

árbol se tiene V,e7, entonces no se puede tener YcX, 

tanto (X, X) y (Y,F) son cortaduras cruzadas. Sean: 

P=ffr-NY, 	 R...)(nY, y (.1.0:nY 
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.:opongamos V,,V,eP y \reli. Dado (P, P) es una cortadura 

separando V de V y V, tenemos 

c(Y,Y) 5 c!P,T) 

entonces por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas 

c(0, 171 S clX,711 

Es una contradicción, pues (X,71) es una cortadura de 

árbol, por lo tanto debe tenerse: 

ea decir 

V, 5 54,13 

tiefinicion 5.12.- La cortadura (X, X( es una cortadura de 

árbol, sí y sólo si, no existe un par de vértices VA  V, tales que 

V,,eX y V, ( V,.(Figura 56) • 

X*4. 	R`(•••••.) 
(XI no cottAása de Mol 

ruina si 
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Corolario 5.1.- Cualquier cortadura preservadora del orden 

es una cortadura de árbol. 

Demostración:(Figura 57). Por contradicción. Se tiene por 

hipótesis que (X,ji:) es una cortadura preservadora del orden, 

entonces se tiene que para todos los vértices V, y Vb. Si V;5 V, 

y V,EX entonces V.M. Supongamos que (X,31) no es una cortadura 

de árbol, entonces existe un par de vértices tales que V4Vby 

V,EX con V,E37. 

Por el Lema 5.8 si V, ( V, entonces V, 5 V, y por hipótesis 

se tiene que (X,71) es una cortadura preservadora del orden con 

VbEX entonces debe tenerse que V4EXI, es una contradicción pues 

por hipótesis se tiene que v,e7. 

Por lo tanto debe tenerse que sidex, y por la Definición 

5.12, (X, X) es una cortadura de árbol[? 



Lema 5.9.- Sea T el árbol de cortadura (G-H) de una red N, 

si V, es el padre de V. en el árbol T y V, es el padre de V y 

f, 5 f,-, entonces X1,-X1_, es decir los vértices V, y V, se 

pueden condensar. 

Demostración: (Figura 58). 

La relación X:-,c)(1-, se cumple sin considerar que 	5 f, . 

Supongamos que x,..e  a X1.1. Sea (X,.1) la cortadura de árbol 

mínima que separa a V, de Sit, dada por el árbol de cortadura (G-H) 

con 	y sea Y«,.„ entonces la cortadura (Y,Y) debe separar 

a V,„ de V, (de otro modo se tendría X1-. 	X:-b). Se tienen dos 

casos: 

i)Si XcY, se tiene (X,7?) es la cortadura de árbol 

mínima que separa a V, de V- y (Y,Y) es otra cortadura que 

Lambien separa a V,de V, entonces (X,31) domina a (Y,Y). 

ii)(X,7) y (Y,Y) son cortaduras cruzadas. Sean, 

PelnY, 1",),..511-NY, ile,XnY y (1...XnY, 

se tiene: 

c(X,.1) 5 c(P,71) 

puesto que ambos separan a V. de Vb, luego, 

c(U,i7) 5 c(Y,Y) 

por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas, entonces (U,77) 

domina a (Y,/). 

Entonces por el Lema 5.2, como Vi. y V quedan de un mismo 

lado de una cortadura que domina, pueden ser condensadosin 
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• inousut Se 

Lema 5.10.- El árbol reducido (G-H) y la (GOP) de una red N 

que no tenga vértices prohibidos son idénticos. 

Demostración:(Figura 59). Debemos demostrar que si Xi.,,cXi-b 

(excluyendo X1.0,)(1.1,), es decir V, < Vb, entonces V, ( Vb en el 

árbol reducido (G-H). 

Se tiene VieXl.b, si no se tendría Xt.....1(1-b, la cortadura 

(X1..b,4.n) corresponde a un arco en el árbol de cortadura (G-H) Y 

su capacidad es estrictamente menor a la capacidad de cualquier 

otra cortadura representada en los arcos que forman el camino 

elemental uniendo Vh con VI  por lo que no será condensada en el 

árbol (G-H). Si V, esta en el camino elemental de Vb a VI, 

entonces V, es un ancestro de Vh, de otro modo, sea 14 el 

ancestro común más cercano a V, y Vb. Debido a que (X1..,,Xon) 

corresponde a un arco en el árbol de cortadura (G-H), se debe 

tener Xl.c«1.,, la capacidad de este arco es estrictamente menor 

a las capacidades de los arcos en el camino elemental de 14, 

entonces, V, y V, serán condensados en el árbol de 

(G-H) reducido. Aplicando el Lema 5.9. 

Después de la condensación 14 es un ancestro de VbD 
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2 • 3 	(3/1,2,4,5) 

1 •2 	(1,312,4,5) 2 • 5 	(5/1,2,3,4) 

o 

Árbol C1 • II 
Aplicando el Lema 5.2 

o u  

11  

Árbol 0 • H Reducilo 

4.5 	(4/1,2,3,5) 

5.6.- ijemploal. 

1.-) Sea la red 

1.1) Obtener el Árbol G-H y el Árbol G-H Reducido. 



(1,3/2,4,5) 	XI.? (1,3) 

C(3C13  ,X34) = 8+2+1 = 11 

(1,2/3,4,5) 	X1.71,  (1.2) 

C(43  ,X34) =4+10+2 =16 

(1,2,3/4,5) 	X4= (1,2,3) 

C(X4  ,X44) el 12+3 gs 15 

(1,23,4/5) 	XII° (1,2,3,4) 

C(X15.3154) = 10+3+2= 15 

SVi5V3 SV4 Vis  

Aplicado el Lema 5.8 

O 	
" O 	" O 

101 

1.-1 	Sea la red 

1.2) Obtener la Gráfica de Orden Parcial. 



2 • 1 	(2/1,3,4,5,6) 

1 • 3 	(1,2/3,4,5,6) 

3 •5 	(1 2,3,4/5,6) 

5 • 6 	(1,2,3.4,516) 

2.-) Sea la red 

2.1) Obtener el Árbol G-H y el Árbol G-H Reducido. 



2.2) Obtener la Gráfica de Orden Parcial. 

(1,312,4,5,6) 	X12 = (1,3) 

C(K ba.X24)= 3+141 5  

(1,2/3,4,5,6) 	X 13  = (,2) 

C(7.1.3,X») = 111+1 = 5 

(1,2,3,514,6) 	X4  = (1,2,3.5) 

C(24,1144)1,6 1+1+1= 3 

(1,2,3,4/5,6) 	X15  = (1,2,3,4) 

C(X14,X $4) a 1+1+1=3 

(1,2,3,4,516) 	X4  a (1,2,3,4,5) 

C(X14,X84) if = 2  

VI  51;5 V35 V4  S VI  S 174  

Aplicando el Lema 5,8 

3 O 411) 0 2 o 
5 

ardes de Orden Perciel 
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2.-) Sea la red 



3.-) Sea la red 

3.1) Obtener el Árbol G-H y el Árbol G-H Reducido. 

1 • 3 	(1/2,3,4,5) 

2 • 5 	(2/1,3,4,5) 4 • 5 	(4/1,2,3,5) 

7 

Árbol O • fi Reducido 
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Árbol O- 

Almas& d Lean 5.2 3 • 4 	(4,5/1,2,3) 



1.27 	13 O  13 

Aplicando el Lana 5.8 
OrIace de Ordee Parcial 

(I/Z3,4,5) 	X4  = (I) 

C(JCI.2  ,X34) = 7+1+1 = 17 

(1,2/3,4,5) 	343  = (1,2) 

C(3113,X3j 9+5+12+1 = 27 

(1,2,3/4,5) 	X14 0,  (1,2,3) 

C(X$4,X44) =4+8+3 = 15 

(123.4/5) 	Xso (1.2,14) 

Coro .41) la 3+3+2+7 = 15 

VI 	Va  V, V4  S VI  

3.-) Sea la red 

3.2) Obtener la Gráfica de Orden Parcial. 



CAPÍTULO 6 

ALGORITMO Di REDUCCIÓN 

Introducción: En esto Capitulo se da el concepto de una 
cortadura circular local mínima en una red, el de un árbol con 
raiz natural y el de un preflujo en una red dada, todos estos 
conceptos son útiles para plantear el algoritmo que nos permite 
encontrar La cortadura circular minina o bien la cortadura 
circular local minima, asi como, justificar su validez. 

6.1.- Cortaduras Circulares Locales Minimax. 

En este Capitulo se desarrollará un algoritmo para obtener 

una cortadura circular (X,3?), tal que, 

c(X,71) 5 c(Y,P) 	YCX 

Nótese que la cortadura circular asi definida no es igual a 

la cortadura circular minima buscada en la sección 3.3. Es 

posible tener c(Z,2) 5 c(X,1) donde Z no es subconjunto propio 

de X. Llamaremos a esta clase de cortadura circular mínima una 

CORTADURA CIRCULAR LOCAL MÍNIMA. 

Definición 6.1.-  Consideremos un árbol con raiz en V0, donde 

todos los arcos están dirigidos hacia afuera de la raiz y cada 

arco con capacidad ct. asociada a él. La suma de las capacidades 

de los arcos hacia afuera de un vértice es llamada LA CAPACIDAD 

HACIA AFUERA y la suma de la capacidad hacia adentro de un 

vértice es llamada LA CAPACIDAD HACIA ADENTRO. 
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Si la capacidad hacia adentro es mayor o igual que la 

capacidad hacia afuera para todos lo vértices excepto para el 

vértice raiz V.1, es decir: 

Eci) 	Eclk  

El árbol es llamado un ÁRBOL CON RAÍZ NATURAL. 

Consideremos un árbol con raiz natural como un conjunto de 

caminos elementales desde Vo hacia todos los vértices, donde las 

capacidades de los arcos sean monótonamente decrecientes. Nótese 

que un arco desde V, a Vi puede ser visto como varios arcos desde 

V, a 5/9 al particionar asi al árbol. 

Sea bC,71) una cortadura, en el árbol descrito 

anteriormente, donde X es el conjunto de todos los vértices con 

capacidad hacia afuera mayor que cero y 2( es el conjunto de 

todos los vértices con capacidad hacia afuera igual a cero, 

entonces 

c(X,i) 5 c(Y,Y), VoeYCX 

Esta desigualdad se cumple debido a que cualquier cortadura 

(Y,Y) debe encontrarse a cada camino elemental en que se 

particionó el árbol, desde Vo, al menos una vez, la capacidad de 

los arcos de cada camino elemental es monótonamente 

decreciente.(Figura 62). 

El algoritmo para localizar una cortadura circular local 

mínima es equivalente a la búsqueda del conjunto X. 



6.2. Descripción del Algoritmo. 

El algoritmo inicia con VI, como único elemento de X, que se 

va incrementando gradualmente, cuando el peso total de los 

vértices en X, es tan grande como sea posible sin exceder a la 

constante M, la cortadura (X,..Y) asi obtenida será la cortadura 

circular mínima requerida en la sección 3.3. Es posible que el 

peso total M no sea excedido y ya no sea posible aumentar los 

miembros de X entonces obtendremos únicamente una cortadura 

circular local mínima al rededor de VI. 

Si las capacidades de las cortaduras rodeando a Vi van 

decreciendo, en tanto que X va incluyendo más vértices, el 

algoritmo da la cortadura circular minima. En general la 

capacidad de las cortaduras, puede decrecer, luego incrementarse 

y entonces decrecer otra vez, a valores más pequeños, en este 

caso, el algoritmo para antes del primer incremento. 

Consideremos a VI  como el vértice origen de la red y 

acumulemos las máximas cantidades del flujo en los vecinos de VI 

y en los vecinos de los vecinos, durante este proceso se permite 

que la cantidad de flujo hacia adentro de un vértice sea más 

grande que la cantidad hacia afuera sin exceder la capacidad del 

vértice. 

Durante el proceso, todos los vértices de la red pertenecen 

a alguno de los siguientes tres conjuntos que son ajenos entre 

si. 

108 



109 

S conjunto origen. 

B 	conjunto frontera. 

K conjunto de vértices que no están en S y no están en B. 

Al inicio VI, es el único elemento de S. 

Todos los vértices adyacentes a VI  pertenecen a B. 

Al incrementarse los elementos de S el conjunto B va a 

consistir de todos los vértices adyacentes a S. 



6.3. Algoritmo de Reducción. 

Paso O) S=0/11 

B.(Vb/ Vb es adyacente a V1 } 	V,OS y V,oB) 

Paso 1) x,t>=1),8 V V,ES, V,,EB 

si Ex,8  > Ebb, VreBvK 

entonces: 

SI—Su(V8 ) 

B4-13/(Vb) 

B1—Bu(Vt /Vr  es adyacente a B 

Se repite el Paso 1). 

Si no existe tal vértice Vb, vamos al paso 21. 

Paso 2) Si r,x31  2 Dib 	V,e3, 	VkeK. 

entonces yr es positivo, pues contiene exceso de flujo. 

Si Vb es positivo para todo B, entonces: 

S.--Su(B) 

Vamos al Paso 1). 

Si no, consideremos un vértice V1e13, tal que 

< Eb:8 	V,eS, VkeK 

es decir, Vj es un vértice negativo. Vamos al Paso 3). 

Paso 3) Redistribuimos el exceso del flujo de los vértices 

positivos a los negativos y comprobamos si, 

Do IXt! > 	)3:8 8 	1 
V,eS, VtrViEB, 140 
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Si todos los vértices negativos satisfacen ésta desigualdad 

entonces 

St-SuB 

Vamos al Paso 1). 

Si no, se termina y (5,1) es la cortadura circular local 

mínima. 
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Diagrama de Flujo del Algoritmo de Reducción, 

IZIONA 40 



x13'3  

x10.4>b24+b23e2+1..3 

S.(.ruy2) 

B.(V2,V4) 1,414,V6) 

Vamos al Paso 1). 

Paso 1) x20.2 

)(23,,1 

b454.b46.4+6.9 

bm+b35.4+2..6 

Para V4 2 < 9 

Para V3 1 < 6 

Vamos al Paso 2). 
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4.4. Un Ejemplo. 

En la siguiente red, obtener la cortadura circular mínima o 

bien la cortadura local circular mínima. 

IPIOUIUI 41 

Paso 1)) S.(14) 

E1.{V2,V,} 	K..(V4 ,V5 ,V6) 

Paso 1) x12•41 



Por lo tanto se termina y (S,§), es la cortadura circular 

local mínima con 

Paso 2) Para Vj  

xo+x13=3+1.,4>b 2 

V3  es un vértice positivo. 

Para V, 

x24=.2<b4b+b,6-4+5.9 

V4  es un vértice negativo. 

Como no todos los vértices en B 

son positivos vamos al Paso 3). 

Paso 3) Redistribuimos el exceso del flujo de VI  a V4  

xo+x13-b35..3+1-2..2 unidades a V4 

x14+x34-2+2...4, 4<b46+1345.5+0.9 

donde la desigualdad 

Ex,01x11>Ebp, 
u 	I 	k 

no se satisface, pues 

2 + 2 < 9 

V,eS, VI,VJeB, VkeK 



6.5 Demostración de la Validas dsl Algoritmo. 

Definición 6.2.- Un PREFLUJO de un camino elemental, es un 

flujo en un camino elemental, donde, los flujos de los arcos son 

monótonamente decrecientes. En la Figura 61, los siguientes son 

preflujos de caminos elementales desde VI a varios vértices: 

(X12 	r X21, X34).( 1, 1,1) 

(X12 '  tX24)'( 3 , 2 ) 

(X13111 ,X25) - ( 2 1 2 ) 

(X1312) , X34).( 1, 1) 

donde.  

xta=x12114x12 121'4  

xil=x131245i3"1"3  

c(X,T1')..c(Vi,V2 /V3,V4,V5) 

.X34+X24+X35+X34 

+ 2 + 2 + 1 

.6 

El valor del preflujo de un camino elemental esta definido 

como el flujo del último arco del camino elemental.(Figura 60). 

Consideremos VieX, la regla de inclusión de Vi, puede ser: 

enviar un preflujo por el camino elemental de VI a VI, tal que, 

c(X,57) es igual a la suma de todos los preflujos de los caminos 

elementales. 
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Partición de los arcos: 
x0,2..6..3+3=x0,2115+xot2'2' 
x2,10•5..2+2+1.-x240"'+x2.10"1.1x240°' 
x10,10.3.1+20.110, te 1l'«10,19 12)  
X3,0,194.2+2.X10,1911 4X10,19(2i  
X 7, 11.4.1+2+1.X2,11113 +X2.11 1,21 +X;,11 11  

X11,19"4.2+2X11,1,3 ti' +x11,19
)

.  
)111 , 20.3.1+2.X11 ,7111 4X7.,¡n121  

Un preflujo en un camino elemental de: 
(V» Vie) ,,X0,21 	X2,10'3'  X10,18'1'  .3 , 1,1 	su valor es 
(V,,,V)0-x0,» ,x240 	,x)0,19"'.3,2,2 	su valor es 

	

,x1,:1121 ,xu,19'11.3,2,2 	su valor es 
(Voss/20).xo,;3',112..1 	x11,1(13  -3,1, 1 	su valor es 
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Asi cualquier cortadura (Y, Y) con VieYcX, debe tener cada 

preflujo de un camino elemental al menos una vez. Por lo tanto 

c(X, 	< c(Y,7) 



bj$ 

Para V3 

XU . 4 

b34 . 1 

ton ... 2 

xo . 4 <3 bm  + 

4.4 ijemplos. 

1.-) Sea la red 

1.3) Aplicar el Algoritmo de Reducción para obtener la 

cortadura circular mínima o la cortadura circular local mínima. 

PASO O) 
	

S - (1) 

. (2,3) 

K = (4,5) 

PASO 1) 
	

Para V2 

Xia = e 

toa, 	2 

b25  •• 10 

x 12 	< 12 	b24  + b25  

entonces 

S oe (1,3) 

(2,4) 

K = (5) 

117 



PASO 1) 	Para 5/4  

x24 

bo . 3 

x" = 1 < 3 . b45 

V, y V4  son vértices negativos. 

PASO 2) y PASO 3) 	No existen vértices positivos en B, 

entonces no existe flujo a redistribuir por lo tanto; terminamos 

y 

S . (1,3) 1 . (2,4,5) 

C(S,1) = 8+1+2 . 11 

  



2.-) Sea la red 

2.3) Aplicar el Algoritmo de Reducción para obtener la 

cortadura circular mínima o la cortadura circular local mínima. 

PASO O) 
	

S ® (1) 

B = (2,3) 

K . (4,5,6) 

PASO 1) 
	

Para V2 

Xt2 . 3 

bu  . 1 

bes . 1 

xm . 3> 2- bu + ba  

entonces 

S . (1,2,3) 

B . (4,5) 

K . (6)  

Para 113 

xi3 . 3 

bu . 1 

ba . 1 

xm . 3 > 2 . bu + ba 
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PASO 1) 
	

Para V4 	 Para Vs 

X24 += 1 
	

X25 = 

X 
	

X35 = 1 

b4é = 1 	 bst  = 1 

x24  + x34  - 2 > 1 = 	xm + xn - 2 > 1 = bsh 

entonces 

S = (1,2,3,4,5) 

Por lo tanto paramos pues el único vértice restante 

es Ve . V., él cual, no puede ser incluido en S y 1 = (6), 

C(S,I) = 1+1 = 2 



3.-) Sea la red 

3.3) Aplicar el Algoritmo de Reducción para obtener la 

cortadura circular minima o la cortadura circular local mínima. 

PASO O) 	S . (1) 

B 	{2,3,4} 

K e  (5) 

PASO 1) 	Para V2 	 Para V3 	 Para V4 

. 4 	 xi3 	9 	 )(14 . 1 

brj  . 6 	bu . 6 	bu . 5 

bu . 5 	bu -1 	bu al 

bu . 3 	bu . 2 	bu . 7 

xu.4<14.13,1+b24+b25  xu.9.9.b32+bu+b35 x14.l<13.b42+bu+b45  
PASO 2) 	Para V2 	 Para V3 	 Para V4 

xu.4>3.b25 	x13-9>2-b35 	AH .1<7.b0 

es vértice positivo es vértice positivo es vértice 

negativo. 

121 



PASO 3) Redistribuimos el exceso de flujo de Vi y V, a V4. 

Para V2 	 Para V3 

x12-b1.--4-3=1, unidad a V, x33-b2  9-2=7, unidades a V4 

entonces xi4 	1 	pero bm = 1, entonces xm - 1 

x14+x24+x,4  - 1+ 1+ 1 	3< 7 	bis 

Por lo tanto paramos y (5,1) es la cortadura circular 

local mínima. 

con S . (1) 	1 . (2,3,4,5) 

y 	C(5,1) . 4 + 9 + 1 + 3 . 17 



communów 

Como se puede observar en los ejemplos de las secciones 5,6 

y 6.5, el Árbol G-H Reducido y la Gráfica de Orden Parcial en 

cada uno de ellos son idénticos y al aplicar el Algoritmo de 

Reducción a cada una de las redes de tales ejemplos obtenemos la 

cortadura circular local mínima encpntrada en el Árbol G-H 

Reducido y en la Gráfica de Orden Parcial. 

Asi comprobamos la teoría utilizada para determinar el 

Algoritmo de Reducción, pues al considerar todas las posibles 

cortaduras de una red nos enfocamos a la búsqueda de las 

cortaduras de árbol dadas por el Árbol G-11 ya que demostramos 

con el Teorema 5.1 que una cortadura de árbol domina a una 

cortadura no de árbol, luego con los Lemas 5.2 y 5,5 demostramos 

que es posible condensar ciertos vértices y así obtenemos el 

Árbol G-H Reducido. 

Más adelante definimos la Gráfica de Orden Parcial para 

obtener cortaduras preservadoras del orden y con el Teorema 5.2 

demostramos que una cortadura preservadora del orden domina a 

una cortadura no preservadora del orden, Con el Corolario 5.1 

aseguramos que cualquier cortadura preservadora del orden es una 

cortadura de árbol, con el Lema 5.9 demostramos que se pueden 

condensar ciertos vértices y así obtenemos la Gráfica de Orden 

Parcial, a continuación con el Lema 5.10 demostramos que una 
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Gráfica de Orden Parcial que no tenga vértices prohibidos y el 

Árbol G-H Reducido son idénticos. 

Por lo tanto al encontrar las cortaduras preservadoras del 

orden dadas por la Gráfica de Orden Parcial redujimos más aún, 

el número de cortaduras a ser consideradas en la búsqueda de la 

cortadura circular local mínima (X,.1)=(S,1). Como se definió 

en la Definición 5.6 los vértices que pertenecen al conjunto X 

están ordenados parcialmente y utilizamos este hecho en el 

Algoritmo de Reducción para considerar como candidatos a ser 

incluidos en el conjunto 8 a los vecinos de Vi y después a los 

vecinos de los vecinos, asi sucesivamente -Paso O) y Paso 1)-

procurando acumular la mayor cantidad de flujo entre ellos al 

redistribuir el flujo sobrante de los vértices positivos hacia 

los vértices negativos -Paso 2) y Paso 3). 

Por lo tanto queda justificada la teoría empleada para 

determinar los pasos a seguir en el Algoritmo de Reducción que 

nos permite encontrar la cortadura circular local mínima o bien 

la cortadura circular mínima que es la solución al Problema de 

la Cortadura Circular planteado en las secciones 3.3 y 5,1. 
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FIGURA 

TABLA DI PIGURAB 

DESCRIPCIÓN  

CAPÍTULO I 

 

	

1 	 Gráfica G. 

	

2 	 Otra representación de la Gráfica G. 

	

3 	 Gráfica Simple. 

	

4 	 Gráfica Completa. 

	

5 	 Gráfica Bipartita. 

	

6 	 Gráfica Bipartita Completa. 

	

7 	 Gráfica Simple Implicita 

	

8 	 Gráfica, Gráfica Parcial, Subgráfica Inducida. 
Subgráfica Arista-Inducida. 

	

9 	 Cadena, Cadena Simple y Cadena Elemental. 

	

10 	 Gráfica Conexa y Gráfica no Conexa. 

	

11 	 Ciclo Cerrado, Ciclo Simple y Ciclo Elemental. 

	

12 	 Arboles de 6 Vértices. 

	

13 	 Teorema 1.1. 

	

14 	 Arista de Corte. 

	

15 	 Cortadura y Cortadura Minimal. 

	

16 	 Vértice de Corte. 

	

17 	 Cortadura de Vértices. 

	

18 	 k-Cortadura de Arista. 

	

19 	 k-Cortadura de Vértice. 

	

20 	 Digráfica D y Gráfica Implicita de D. 

	

21 	 Grado Hacia Adentro y Grado Hacia Afuera de un 
Vértice. 

CAPITULO II 

22 	 Red N. 
23 	 /'(S) Y r(S). 
24 	 Capacidad y Flujo en una Red. 
25 	 Conversión de una red N con varios origen.* y 

varios destinos a una red N' con un sólo origen 
y un sólo destino. 

26 	 Capacidad de una Cortadura. 
27 	 Lema 2.2. 
28 	 Cadena Elemental f-de incrementación. 
29 	 Tres casos de los arcos que inciden en un 

vértice de una cadena elemental 
f-de incrementación. 

30 	 Flujo Revisado Basado en C. 
31 	 Árbol f-no saturado. 
32 	 Diagrama de Flujo del Método de Etiquetación. 
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FIGURA DESCRIPCIÓN  

CAPÍTULO IV 

 

33 	 Flujo Máximo entre dos vértices cualesquiera. 
34 	 Lema 4.1 
35 	 Lema 4.2. 
36 	 Paso 3.-) Algoritmo para construir el árbol G-H. 
37 	 Paso 5.-) Algoritmo para construir el árbol G-H. 
38 	 Paso 6.-) Algoritmo para construir el árbol G-H. 
39 	 Construcción de un árbol de cortadura G-H. 

(Ejemplo). 
40 	 Cualquier estado durante la construcción de un 

árbol de cortadura G-H. 
41 	 Dos casos que se presentan al cortar un vértice 

generalizado durante la construcción de un árbol 
de cortadura G-H. 

CAPÍTULO V 

42 	 Cortaduras Cruzadas. 
43 	 Lema 5.1. 
44 	 Lema 5.2. 
45 	 Lema 5.3. 
46 	 Cortaduras de Árbol y Cortadura de Árbol 

Bipartita. 
47 	 Lema 5.4. 
48 	 Teorema 5.1. 
49 	 Lema 5.5. 

50 	 X1.1 c 
51 	 Gráfica de Orden Parcial. 
52 	 Teorema 5.2. 
53 	 Gráfica G, 

dos Árboles de Cortadura G-H de la Gráfica G, 
Gráfica de Orden Parcial de la Gráfica G. 

54 	 Lema 5.7. 
55 	 Lema 5.8. 
56 	 Definición 5.12. 
57 	 Corolario 5.1. 
58 	 Lema 5.9. 
59 	 Lema 5.10. 

CAPÍTULO VI 

60 	 Diagrama de Flujo del Algoritmo de Reducción. 
61 	 Ejemplo del Algoritmo de Reducción. 
63 	 Preflujos. 
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