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Hay ciertas cosas que nuestra e¢ra necesita y ciertas cosas
que debe evitar. Necesita compasion y un deseo de que la
humanidad deba ser feliz, necesita el deseo de conocimiento y la
determinacién para evitar mitos agradables, necesita, sobre
todo, esperanza valerosa y un impulso para la creatividad. Las
cosas que debe evitar y que la han traldo al borde de la
catastrofe, son crueldad, envidia, voracidad, competitividad,
bisqueda de la certeza subjetiva irracional y lo que los
Freudianos llaman el deseo de muerte.

La raiz del asunto es una materia muy simple y pasada de
moda, una materia tan simple que estoy casi avergonzado de
mencionarla, por miedo a la sonrisa burlona con la que los
sagaces cinicos recibirdn mis palabras. La materia a la que me
refiero -por favor, perdénenme por mencionarlo- es amor, amor
cristiano o compasién. Si tu lo sientes, tienes un motivo de

existencia, una guia de accién, una razén para darte valor, una

necesidad imperativa de honestidad intelectual. Si tu sientes

esto, tienes lo que cualquiera necesitaria a manera de religién.
Aunque no puedas encontrar felicidad, nunca cénocerés ia
profunda desesperacién de aquellos cuya vida no. tiene un
objetivo y estd vacia de propésito; porque siempre habrd algo
que puedas hacer para disminuir la tremenda suma de miseria

humana.

Lo que quiero subrayar es que la clase de desesperacién

letdrgica la cual, es ahora no poco comin, es irracional., La
humanidad esta en la posicién de un hqmbre escalando ‘un

precipicio diffcil y peligros, en cuya cima hay una meseta de




praderas de montanas deliciosas., Con cada paso que él sube, su
caida, si él cae, llega a ser mds terrible; con cada paso ju
cansancio aumenta y la subida crece mas dificil. Al final hay
solamente un paso mads a ser dado, pero el escalador no lao sabg,
porque él no puede ver mds alld de las salientes rocas por
encima de su cabeza. Su extenuacidén, es tan completa que él no
quiere otra cosa, si no, descansar. Si él se deja ir encontrara
descanso en la muerte, La esperanza lo llama: “Un esfuerzo mis -
quizds sea el dltimo necesitado,” La ironia réplica: “Muchacho
tontol No has estado escuchando a la esperanza todo este tiempq,
y mira donde te ha traido.,” El optimismo dice: “Mientras haya
vida hay esperanza.” El pesimismo se queja: “Mientras haya vida
hay dolor.” ;Hard el exhausto escalador un esfuerzo mas?, o jse
dejard hundir dentro del abismo? En unos pocos aflos aquellos de

nosotros que estemos todavia vivos conoceremos la respuesta.

“El Impacto de la Ciencia en la Socledad,”
Por Bertrand Russell,

1952,
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INTRODUCCION

En este trabajo se presenta el problema de la cortadura circular
minima, la teoria en que se basa un algoritmo para determinar una
solucidn dentro de la clase de las cortaduras circulares locales minimas
explicando la diferencia entre ambas clases y el algoritmo mismo.

El problema de la cortadura circular minima consiste en: dada una
red (V(N),A(N),¥y, cy) donde cada nodo V, tiene asociado un peso w,
seleccionar un subconjunto XcV(N) con VieX y Vne:'?, tal que, Yw, S M,
siendo M una constante dada y Ic,; sea minima. -

4 V6%, v e

Para desarrollar este trabajo, en el Capitulo I se presentan
algunos conceptos de Teoria de Graéficas, necesarios pars el desarrollo
de la Teoria de Redes presentada en el Capitulo II y por ser el problema
aqui tratado un caso especial del problema de la Mochila y del problema
del TFlujo Miximo-Cortadura Minims el Capitulo III presenta el

planteamiento matemdtico de ellos.

In los Capitulos IV y V se desarrolla la teoria que justifica al

algoritmo, dendo técnicas para reducir el tamafio del problsma, al -

disminuir el nimero de cortaduras candidatas a mexr la nolucidn y al

condensar, bajo ciertas condiciones, algunos nodos. k ;
En el Capitulo VI, se plantea el -1qozitmd, se dcmucstn su

validez y se da un sjemplo. Por dltimo, se presenta la conclunlén de

este trabajo.




cariTuLo 1

GRAFICAS

Introducoidn: En este Capitulo se presentan algunos
conceptos de la Teoria de Gréficas empleados en los Capitulos
sigulentes, tales como, componentes de una grafica, arboles,
digradficas, camino elemental vy cortaduras, asl como, los
conceptos necesarios para definirlos.

1.1. Ozéficas y Subgréficas.

Definicién 1.1.~Una GRAFICA G es una terna (V(G),E(G},¥u)
formada por un conjunto no vacio V{G) de vértices (o nodoﬁ, <]
puntos), un conjunto E({G) de aristas {o arcos, o lineas), éjeno
a V(G) y una funcién de incidencia Wo que asocia con cada arista
de E{G) un par no ordenado de vértices (No necesariamente
distintos) que pertenecen al conjunto V(G).

Asi, tenemos que sl ecE(G) y u,veVi(G), y si ¥(e)=(u,v) se
dice que la arista e une al vértice u con el vértice v, y los
vértices u y v son llamados loa EXTREMOS de la arista e,

A la arista {(u,v) también se le representa como uv.

La Figura 1 muestra una grifica.



L)

V(G)={u,v,w,z}
E(G)={e1,ez,e3, 4, €3, €6, €7}
¥(a1)=vv ¥(e2)=vv ¥(ei)=vu ¥ (es)=vw ¥(es)=auw ¥(es)=uw ¥ (er)=wz

FIGURA 1

Se dice que los extremos u y v de una arista e son
INCIDENTES en la arista e, asi como la arista e es incidente con
sus extremos u Yy Vv, con e€E(G) y u,veV(G).

No hay una uUnica forma de representar grdficas, la posicién
relativa de puntos representando vértices y lineas representando
aristas no tiene significado, El diagrama de una grafica
solamente representa la relacién de incidencia mantenida entre
sus vértices y sus aristas,

La Figura 2 muestra otra representacién de la grdfica de la

Figura 1.
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3i se tiene eeE(G) e={(u,v}, con u,veV(G} incidentes en e,
se dice que u y v son VERTICES ADYACENTES. Si ew=(u,v) y ez=(v,w)
con e y ez incidentes en v donde e:e€E(G) y u,v,weV(G} se dice
que a1 y ez son ARISTAS ADYACENTES.

Una arista ecB{(G) con veV(G) de la forma e=(v,v) =~ con
idénticos extremos - se dice que es un RIZO.

Asi en la Figura 1, tenemos:

W, 2 son extremos de e1,
W, 2 son incidentes en e’.
W, 2 son adyacentes.

es, @ son incidentes en w.
es, 7 son adyacentes.
e;,e2  son rizos.

Una grdfica G es una GRAFICA FINITA, si V(G) y E(G] son
conjuntos finitos. Una grafica g, tal que, vev(@) con v unico
elemento de V(G) es llamada una GRAFICA TRIVIAL, todas las demds
son llamadas GRAFICAS NO TRIVIALES. Una grifica G es llamada una
GRAFICA SIMPLE si no contiene aristas e:, e2,0:€¢E(G), tales que,
ey =(v,v}, es decir, e; es un rizo y em={u,v) = ®=(u,v) con
u,veV(G), es decir, existen dos aristas uniendo el mismo par de
vértices. Las gr&ficas de las Figuras 1 y 2 no son simples. lLa

Figura 3 muestra una gréfica simple.




FIGURA 3

Denotaremos siempre a una grafica con la letra G y con los
simbolos r(G} y s(G} al numero de elementos de los conjuntos
V(G) y E(G) respectivamente. En lugar de V(G), E(G), r(G) y
3(G), escribiremos unicamente V, E, r y s.

Una gréfica simple G, tal que, para cada par de vértices
distintos V:,V)eV existe siempre una arista euy=(Vi,Vj} con eu€E
es llamada una GRAFICA COMPLETA. Una grdfica completa de n
vértices se denota por Kn. Una representacién de Ks se da en la

Figura 4.

FIGRA 4

Una graéfica G es llamada una GRAFICA VACIA, si E=@. Una

grafica G es llamada una GRAFICA BIPARTITA, si se tiene una '

particién de V en dos subconjuntos X e Y, tales que, para cada



e €E con e=(Xi,Y;) se tiene que X:i€X y YieY. A tal particién

(X,Y), se le llama BIPARTICION de la grafica G (Figura 5).

X, ¥,
Y, X
X, Yy
Yy X,
X={X1, X2, X2, X4} Y={Y;, Y2, ¥2, Y4}
FIGURA 5

Una grafica G es llamada una GRAFICA BIPARTITA COMPLETA si G
es una grdfica simple bipartita con biparticién (X,Y), tal que,
para toda Xi€X existen siempre aristas e;y=(X;,Y,) para toda YieY;
8i |[X|l=m y |Y|=n, tal grdfica se denota por Kmn La Figura 6 es una

representacién de K.

X Xa X3
Y L0 Y3
X={X1, X2, X3} Y={Y1, ¥z, Y3}
PIOURA ¢

Una grafica H es una SUBGRAFICA de la grafica G, si se tiene
que V(H)GV(G), E(H)GE(G) siendo ¥ la restriccién de W a E(H)

y escribimos HgG. Cuando HCG, pero H#G, escribimos HeG vy




decimos que la grafica H es una SUBGRAFICA PROPIA de la grdfica
G. 8i H es una subgrdfica de la grdfica G entonces, G es una
SUPERGRAFICA de H,

Una GRAFICA PARCIAL de G es una grdfica H con V(H)=V(G) y
E(H)cE(G) (Figura 8). Al eliminar de E(G) todas las aristas de
la forma eu={V;,Vy) y, si se tiens que para cada Vi#V; con
Vi,VjeV, existe una Gnica ey€E tal que, euy=(V,,V;) obtenemos una
gréfica parcial de la gridfica G 1llamada la GRAFICA SIMPLE
IMPLICITA de G.

La Figura 7 muestra la grdfica simple implicita de la

gréfica dada en la Figura 1.

FIGURA 7

La subgrdfica H con conjunto de vértices V'(H)cV(G) vy
conjunto de aristas E’(H)cE(G), tal que, si e€E’ y e=(u,v)
entonces u,veV’, es llamada la SUBGRAFICA INDUCIDA por el
subconjunto de vértices V' y se denota por G{V'], La subgrifica
inducida G(V\V'] se denota por G-V'=G;, es obtenida al eliminar
de V todos los vértices de V'.

VI(G:) =(vi/vieV y vigV’ }av\y/

8i V'={v}, escribimos G-v en lugar de G-{v} (Figura 8).



La subgrdfica H con conjunto de aristas E'(H)cE(G) vy
conjunto de vértices V' (H)cV(G), tal que, si ee€E’ y e=(u,v)
entonces u,veV’', es llamada la SUBGRAFICA ARISTA-INDUCIDA de la
grdfica G y se denota por G[E']. La grédfica parcial obtenida a
partir de la grdfica G con conjunto de aristas E’’ (G)=[E\E'] se
denota por G-E'=G,’ y es obtenida al eliminar de E(G) todas las
aristas de E',

E (G )= ({ei/ei€E y eigE’ )=E\E'

La gréfica obtenida a partir de la grdfica G al agregar un
subconjunto de aristas E' se denota por G+E'.

Si E'={e} escribimos G-e y G+e, en lugar de G-{e} y G+{e}

respectivamente (Figura 8).

10
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¢ a ¢
d b d b
x - w X - W

GRAFICA G HGRAFICA PARCIALDEG
VD (uvwry) Ve (wrway) =V
KO~ (bsdelgh) EG0n (o dad) C QD

u u
\ ¢ a

v oy v

) [}

b 3 x - w
INDUCIDA SUBORANICA ANSTA-INDUCIDA
P={uva) P=(aeog
TIGWA ¢
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u
[
f
y v y v
4 g
d . 4
X X 3 w

SUBGRAFICA INDUCIDA SUBORAFICA AgmA-mDucmA

-

vidw E={abf)

Continuacién PIGURA §

Sean G, y G, dos subgrdficas de la grdfica G, decimos que
son SUBGRAFICAS AJENAS, si no tlenen vértices en comin y son
SUBGRAFICAS ARISTA-AJENAS, si no tienen aristas en comin, La
UNION, GiJG; (o bien G;+G;), es la subgrdfica Gy con conjunto de
vértices V' (Gy) =V (G1) WV (Ga) y conjunto de aristas
E' (Gy)=E(G)VE(G;) . Si las subgrdficas G, y G; tienen al menos un
vértice en comin, definimos su INTERSECCION GG, como la
subgrédfica G; con conjunto de vértices v"(Gx)-V(G;)nV(G;)‘ y
conjunto de aristas E"(G;)=E(G;)NE(G;).

Una CADENA W en la gridfica G es una secuencia finita no nula
W=V,,e1,Vy,e2,Vs,.+.,8V, cuyos términos son alternadamente
vértices y aristas, tales que, para 1 S i S k, los extremos de

el son Vi y V.

12



Decimos que W es una cadena de V; a Vx o una (V, Vi) cadena
también denotada como una (V,,V.)-W cadena. Los vértices V, y Vi
son llamados el ORIGEN y el TERMINO de W, respectivamente, los
vértices V,,Vy ...,V;.; son llamados los VERTICES INTERNOS de W y
el entero k es llamado la LONGITUD de W.

En una grafica simple una cadena VeV, ...,exV, estd
determinada por la secuencia de sus vértices, es decir, por
VorVisVap o oo g Vieo

3i las aristas ey, ez ...,ex de una cadena son distintas W es
llamada una CADENA SIMPLE, en este caso, la longitud de W es
1(W)=k, 8i ademis los vértices de la cadena gimple W son

distintos, entonces W es llamada una CADENA ELEMENTAL (Figura

9).
u i
e . a
f
y v
8.
d b ‘
h 3
X w

¢

CADENA t u,a,v, Ly, £,v,9,y,hw,b,v ‘
- CADENA SIMPLE : w,c,x,d,y,h,w,b,v,q,y
CADENA ELEMENTAL: x,c,w,h,y,e,u,a,v )




Dos wvértices Vy,Vy, € V(G) se dice que estdn CONECTADOS si
existe una (V,, Vi) ~cadena elemental en la gréfica G. La conexién
es una relacidén de equivalencia sohre V(G). Por lo tanto existe
una particién de V en subconjuntoz no wvacios V', V', ...,V ,
tal que, los vértices V, y V¢ estédn conectados, si y sélo si,
Vo, Vi€V’ . Las subgraficas G[w,},c{v’;],...6fv',] son llamadas los
COMPONENTES de la grdfica G. 81 G tiene exactamente un
componente decimos que G es una GRAFICA CONEXA, de otra manera G
es una GRAFICA NO CONEXA. Denotamos por w(G) al numerc de

componentes de la grdfica G (figura 10).
\/ .

O o Consna GooloConaza

w=) Q=3
VIGTRA 10
Una cadena W es un CICLO CERRADO sl k>0 y Vy=V,.
Un ciclo cerrado que no tiene aristas repetidas es llamado
un CICLO SIMPLE, y un ciclo simple cuyo origen y vértices

internos son distintos es llamado un CICLO ELEMENTAL (Figura
11).

14



CICLO CERRADO
CICLO SIMPLE

CICLO ELEMENTAL

i %,a,u,c,v,b,u,a,x
: w,c,v,d,w,£,w,9,%x,h,v,b,u
¢ x,a,u,b,v,h,x

PIOURA 11
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1.2, Arboles.

Una grédfica G que no contiene ciclos, es llamada una GRAFICA

AciCLICA. un ARBOL T es una GRAFICA AC{CLICA CONEXA.

LA

ARBOLES DE 6 VERTICES

PIGURA 12

Teorema 1.1.- En un 4rbol cualesquiera dos vértices estan
conectados por una Unica cadena elemental.

Demostracién: (Figura 13). Por contradiccidén, sea T un drbol,
supongamos que existen dos {u,v) -cadenas elementales distintas
PL y P2 en T, puesto que Pi#P2 sea e=(x,y) 'con e€P1' y edP2,
entonces la grafica (PiuP2)-e es claramente conexa y ademis
contiene una (x,y)-cadena elemental P, eﬁtoncei P+e es un ciclo

en una gréfica aciclica T!il,

16
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FIQURA 13

Podemos observar en la Figura 12 que todos los 4rboles de 6
vértices tienen 5 aristas, en general, tenemos:

Teorema 1.2.- 81 T es un 4rbol de r vértices entonces el
nimero de aristas s de T es s = r-1,

Demostracién: Por induccién sobre r,

Sea r = 1, entonces,

TaKys=0m=1l-1= -]

Lo suponemos cierto para r-1 y lo demostramos para r.

Sea T un &rbol con r vértices, tal que, r 2 2.

Se¢a (u,v}€E(T), entonces T-{u,v}) no contiene una (d.v}-
cadena elemental, dado que, (u,v} es 1; inica (u,v)-cadepa ,f
elemental de T, (Teorema 1,1} por lo tanto, T-{(u,v) es Ao conex§
y se tiene que si, ’

aeE(T) => w(T) S w(T-e) S w(T)+1

entonces, si e={u,v),

W{T={u,v})) = w{T)+l = 1+l = 2

17




Los componentes Ti1 y T2 de T-(u,v) son acilicos y por lo
tanto son 4&rboles, mas aun, cada uno con menos de r vértices.
Entonces por hipétesis de induccidén tenemos que:

8 (Ti)=r(Ti)~1 para i=1,2
entonces,
8(T)=a(T1)+3(T2) +1
={r(Ti)=1)+(r (T2 -1} +1
apr(T1)+r(T2)~1

=r (T)-10

i8




Una ARISTA DE CORTE de la grédfica G es una arista eeB, tal

que, w(G-e) > w(G) (Figura 14j}.

[ c ] l:
e = ARISTA DE CORTE
w(G)=1 w(G-e)=2
FIGURA 14
sean los subconjuntos §,5cV donde §=V\S definimos al
conjunto {S,§) como:
(S, §)={ey/si ey=(V,,V;) entonces VieS y V3 €5}
Una CORTADURA de una grdfica G es un subconjunto KcE de la
forma K=15,§).
Se tiene que si la gréfica G es conexa entonces la gréfica
G-K es no conexa.
Una cortadura K es llamada una CORTADURA MINIMAL si, eeK y
hacemos K‘'=K-e, antonces, la grdfica G-K' es conexa, En la
Figura 14 se muestra una cortadura y una cortadura muinlmal

indicadas con lineas mas gruesas (Figura 15),

CORTADURA _ CORTADURA MINIMAL

FIGUMA 18
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Un vértice veV es un VERPICE DE CORTE si el conjunto &
puede ser particionado en dos subconjuntos E, y E, no vactos,
tales que, las subgréaficas inducidas G[E\] y 6[E,] tienen al
vértice v en comin. 3i la qréfica G no contiene rizos y es una
gréfica no trivial, se dice que el vértice v es un vértice de

corte, 8i y sbélo si, w(G-v)>w(G) (Figura 16},

u w 9 w
v
8 4 t X
s Yy s y
w(G)=1 w{G-v)=2
v Es un Vértice de Corte
E: = [({t,u), (t,8), (u,v), (s,v}))

Bam ({v, W), {v,y}, (w,x}, (¥, %)}

FIOURA 16

Una CORTADURA DE VERTICES de una qrafica conexa G es un
subconjunto V'cV, tal que, la subgrdfica inducida G-V' es no

conexa (Figura 17).
v, v,

v, \FE
v, |l ¥y
'/ v \/ L
¢ Vs ' s A\ '
G G-V!

V' Cortadura de Vértices
V! ={V,, Ve)

 FI0UMA 17
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E’ es una k-cortadura de arista si E' es un conjunto que

consta de k elementos (Figura 18}).

E. es una l-cortadura de Arista E; es una 2-cortadura de Arista
biaie,} E;n{a;, @)

FIGURA 18
V! es una k-cortadura de vértices, si V' es un conjunto que

consta de k elementos (Figura 19},

Vs
Y
Va
v
VQ V. [}
L/ /

\/
? Vi es una 2-cortadura de vértices ¥, 8 una 3-cortadura de vértices
| Vim (V2,V3) ; Vaw (V3 V2, Vs} ‘ i
3 FIOURA 19 f
| {
| |
¢

- i

3 i
4 %
i L
i 1
b !
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1.3, Graficas Dirigidas.

En algunos problemas el concepto de grifica no es el
adecuado, por ejemplo, en los problemas de flujo de tréfico en
donde es necesario saber qué caminos son de un sélo sentido y
hacia donde es la direccién del tréfico permitido por ese
camino.

Por lo que se ha introducido el concepto de grédfica
dirigida o digrdfica, en donde a cada arista se le asigna una
orientacién.

Definicién 1.2.- Una GRAFICA DIRIGIDA o DIGRAFICA D, es una
terna ordenada (V(D),A(D),%¥r) formada por un coﬁjunto no vacio
V(D) de vértices, un conjunto A(D) de arcos y una funcién de
incidencia ¥o, que asocia a cada arco de A(D) un par ordenado de
vértices (no necesariamente distintos) de V(D).

81 Ay eA(D) y Vi, V; eV(D) > Wo(RAy)=(Vy,Vy)

Se dice que el arco A;j; une al vértice V, con el vértice vy,
siendo los vértices V, y V;, el EXTREMO INI&IAL y el EXTREMOQ
FINAL del arco A;y respectivamente, k

Una digrdfica D' es una SUBDIGRAFICA de D, si V(D')gV(D),
A(D')GA(D) y ¥p' es la restriccidén de Wo a A(D'). ’ ;

La terminologia y notacién empleadas con subdigrtticas es
similar a la dada para subq:tticu.‘ k

A cada digrdfica D se le asocia una gréfica G’ con oikmis’lo’ ~

conjunto de vértices y a cada arco de A(D) 1e(cor‘rns'ponde una
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arista de E(G) con los mismos extremos, ésta gréfica es la
GRAFICA IMPLICITA de D.

Inversamente, a cada grafica G, se le puede asignar una
orientacion en cada arista y se obtiene una digrdfica que es
llamada una ORIENTACION de G.

Una digrdfica se representa por el diagrama de su grafica
implicita y en cada arista una flecha apuntando hacia el extremo

final de su arco correspondiente (Figura 20).

Digrafica D Grifica Implicita de D
TIGURA 20
Cada concepto que es valido para graficas se aplica
automidticamente a digrdficas, aunque, hay muchos conceptos que
involucran la nocién de orientacién, por lo que se aplican
solamente a digraficas.
Un CAMINO W en D es una secuencia finita no nula We(V,, A,

Vireoos M, V) cuyos términos son vértices y arcos alternadamonte,

tal que, para i=1,2,...,k, el arco A, tiene extremo final en V, y

23



5 . ST i

extremo inicial en V,.;; W es también representado por la
secuencia de sus vértices (Vo, Vi, V; ... Vi),

Un CAMINO SIMPLE, es un camino que no tiene arcos
repetidos. Un CAMINO ELEMENTAL, es un camino simple que no tiene
vértices repetidos.

Un CIRCUITO es un camino elemental cuyo vértice inicial es
idéntico al vértice final.

81 existe un (V,,Vy)~camino elemental en D, se dice que, el
vértice Vi es alcanzable desde el vértice V,, Dos vértices son
DICONECTADOS, si cada uno es alcanzable desde el otro. La
DICONEXION, es una relacién de equivalencia sobre el conjunto
V(D). Las subdigrdficas D[V',), D[V'.)),...,D{V',] inducidas por la
particién (V/(,V';,.,,V',) del conjunto V(D) son llamadas los
DICOMPONENTES de D. Una digréfica D es DICONEXA, sl tiene
exactamente un dicomponente. ' |

El GRADO HACIA ADENTRO de un vértice V,€V(D) es denotado
por d°(Vy) y es el nimero de arcos con extremo final en V;. El
GRADO HACIA AFUERA de V, es denotado por d'(V,) y es el nimero de

arcos con extremo inicial en V,. Bn la Figura 21 se da un

ejemplo.

24




d (Vy) =3
d‘(v;)'z

FIGURA 21
Una digrafica es una DIGRAFICA ESTRICTA si no contiene rizos
y no contiene dos arcos que tengan los mismos extremos y la
misma orientacién. La Figura 21 no representa una digréafica

estricta.
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carituLo 2

RERDES

Introducaién: En este Caplitulo estudiaremos los conceptos
de red, flujo y cortadura en una red; a continuacién se presenta
el Teorema del Flujo MAdximo~Cortadura Minima donde se relacionan
el flujo mdximo y la cortadura minima de una red. Para demostrar
este Teorema Ford y Fulkerson desarrollaron el Algoritmo de
BEtiquetacién con el que se obtiene una cortadura minima, Este
algoritmo es tomado como ejemplo en cuanto a procedimiento y
presentacidén, para después, en el capitulo VI presentar el
Algoritmo de Reduccién tratado en este trabajo para obtenar la
cortadura circular local minima o la cortadura circular minima
de una red.

2.1, Concepto de Red.

Definicién 2.1.- Una RED N es una digrdfica definida por
una cuarteta ordenada (V(N),A(N),¥s,Cn), formada por un conjunto
no vacio de vértices o nodos V(N), un conjunto A(N) de arcos,
una funcién de incidencia Wu, que asocia a cada arco del
conjunto A(N) un par ordenado de vértices dael conjunta V(ﬁ) y
una funcién Cn definida scbre el conjunto de arcos A(N), con

valores reales llamada funcién de capacidad de la red N, cuyo

valor sobre un arco A;eA(N), es llamado la CAPACIDAD del arce

Ay, teniéndose que, c(A;)20.
Se define a V(N} como V(N)=X(N}JUI(NJWY(N}, donde X(N} es
un subconjunto no vacio de vértices llamados ORIGENES, Y(N) es

un subconjunto no vaclo de vértices ajeno a X(N) 1llamados

26
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DESTINOS e I(N) es un subconjunto de vértices INTERMEDIO3 entre
los origenes X(N) y los destinos Y(N}.

Podemos visualizar a una red de transporte, es decir, los
medios por los cuales las mercancias son transportadas desde sus
centros de produccién a4 sus mercados, c¢omo la definida
anteriormente, donde X(N) puede ser visto como los centros de
produccién donde se origina la mercancia, I(N} como los centros
de distribucién intermedios de la mercancia a los diferentes
mercados, y Y(N) como losg mercados o destinos finales.

Un arco puede ser visualizado como la ruta a seguir por un
medio de transporte al transportar la mercancia desde un centro
de produccién hacia un centro de distribucién intermedio o bien
de un centro de distribucién intermedio hacia un mercado o hacia
un centro de produccidén, La capacidad de un arco puede ser vista
como la cantidad méxima de merxcancia que es posible transportar
4 través de 41, B introduciendo el concepto de flujo en un arcoe
lo podemos visualizar, como la cantidad de mercancia que es

transportada a través del arco.
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La Figura 22 muestra una red.

Yy

V(N) ={X1, X2, V1, V2, V2, Y1, Y2, Y3}

X(N)={Xi, X2} I(N})={wVi,V2,V3} Y(N)={Y1, Yz, Y3}

A(N) ={{X1,V1), (X1,V2), (X2, V2), (X2,V3), (V, 11), (V2, V1),
(V2,V3), (V3, ¥3), (Y1, ¥2), (¥3,Y2) )

c{Xi,Vi)=6 c(Xs,V2)=2 c{Vi, N1)=5 (v, V) =4 c({Y1,Y:)=2
c{X, V2) =1 c{X:,V1)=3 c{Vz,Vi)=1 c(Vy, ¥) =7 (Y, Y2} =4

FIOURA 22

Existen redes cuyos arcos no tienen direccién y se les llama

REDES ADIRECCIONALES.
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2.2. Flujos.

En una red N, sea KCA(N). Si f es una funcién definida
sobre el conjunto de arcos A(N), que toma valorss en el conjunto
de los andmeros reales, denotamos por:

JUK) =Zf (Rys)
AEK

Sea ScViN) vy E-V\S, si K=(S,§), {Pigura 23) denotamos
como:
1'18)= f18,§)
[i8)= [(5,8)

i

S (Sy=f (R ) +f () +f (Rs)=f (S, §)
F(S)=f (Ba) +f (R =f (5, S)

29




Definicién 2.2.- Un FLUJO en una red N es una funcién f
definida sobre el conjunto de arcos A(N) con valores en el
conjunto de los nimeros reales, tal que,

0% flA) Sc(Ayy) YV AjeA (2.2.1)

y [ = fvn vV Vel {2.2.2)

donde,

[ (V) es el flujo que entra al vértice Vy,

['{V)) es el flujo que sale del vértice V,,

La cota superior en la condicién (2.2.1) es llamada la
RESTRICCION DE CAPACIDAD; ésta impone la restriccién natural de
que un flujo a través de un arco no puede exceder la capacidad
del arco. La condicién (2.2,2), es 1llamada la CONDICION' DE
CONSERVACION y requiere que para cualquier vértice intermedio,
el flujo que entra a él, sea igual al flujo que sale de &1,

Cada red tiene al menos un flujo, si definimos:

[{Ryy) =0 Y AjeA
satisface las condiciones (2.2.1) y (2.2.2), éste es llamado el
FLUJO CERO o FLUJO NULO.

En la Figura 24 en las parejas ordenadas, el primer elemento

representa el flujo y el segundo elemento représenta la

capacidad del arco.
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PIGURA 24

Definiciébn 2.3.- 91 S es un subconjunto de vértices de una

red N y f un flujo de N, entonces:
f'(8)-1(5)

es llamado el FLUJO RESULTANTE FUERA de S,

fs)=£(8)

es llamado el FLUJO RESULTANTE DENTRO de S.

Lema 2.1.- Para cualquier flujo f de una red N, el flujo
resultante fuera de X es igual al flujo resultante dentro de Y,
es decir: |

PR =F X =f(Y)=f'(Y)

Demostracién: Tenemos que:
F Ky =f(K) =f(X, X)=f(X,K)
=2 (Aig) =T (Ags)

ALE(X, IOUY) A {IUY,K)

alf (AL +Ef (N ) ~5F (Ay)) =85S (A}

ML 1) AN YY) ARl X) A8 (Y,X)

=TL(AL) ~Ef (A)+Ef (ALY -Lf (Ag) {2.1.a)

AjEIX, YY) AUV, XY AGe(X LY Ae(E,X)

3



Y:

FOO=FY) =f(¥,Y)-f1Y,¥)
wXf (Ryy) ~Lf (Ayy)
M@K, Y] Ay (Y, TUX)

wXf (Ary) +Zf (Ayg) ~Lf (Ryy) ~Ef (Ay)
ML Y] AQgUX, Y] Aye(Y, 1) AjetY,X)

=Xf (Asg) =Ef (Ayg) 4TS (Ayg) =Lf (Ayg) " (2.1.b)
AU Y) Mg, X) Ajeil, Y AyelY, )

Para que (2.1.a) y (2.2.b) sean iguales, se debe tener:

&S (Agy) ~Ef (Ryy) =L (Ay) =2 (Arg)

Ay UK, 1) AGELE, KD ALY AGe(Y, D)

o8 decir XS (Aug) =TS (Ayy) =& (Ayy) +Lf (M) = 0
A1) ALK AeIL YD AgeiY, L)

IS (Agg) =TS (Ayy) =TS (Ag) +Tf (Ay) = Lf(Ay) =Lf (Ayy)
Age (1) A8t X) ALY AT AGeiXVY, 1) A e 00T
“« ftd,0- 1, N

= -
= IS (V)= (V1)

v,el viel
= LS (V= (vi))
v,et
=0
entonces
LS (M) =T (Ayg) =Tf (A1) =TS (Asy)
AOGT) AL NIl Y)Y AgelY, D)
por lo tanto

rix-fX=fn-£10
Denotacemos al valor de un flujo f como:
val f = f/(X)=f(X)
es decir, el valor del flujo resultante fuera de X.

valor del flujo indicado en la Figura 24 es val f+6.

£l

Definicién 2.4.~ f es un FLUJO MAXIMO en una red N, si no

existe un flujo f' en la red N, tal qus:

val ' > vl f

2
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El problema de determinar un flujo mdximo en una red
arbitraria puede ser reducido al caso de redes que tienen un
solo origen y un solo destino considerando lo siguiente:

PDada una red N construimos una nueva red N' de la siguiente
manera:

1,- Aladimos dos vértices nuevos X,y a la red N.

2.« Unimos x a cada vértice en X, con un arco de capacidad «

3.~ Unimos cada vértice en Y 2 y, con un arco de capacidad o,
4.- Designamos al vértice x, como el vértice origen y, al
vértice y como el vértice destino de la nusva red N', La Figura
29, 1lustra este procedimjento aplicado a la red de la Figura

2‘ .
¥
(b))

3% VisX, entonces f' (X, V) =f (V) =f (V()eS#1=0nbufr"(V)ufr* (V)
3% Vi=Y; entonces f' (Vi y)sf (V) ~f" (V) »5-29)

Privisf (M) efr (v #2438
Asi se obtienen: =/ lf) /' W)

val [ oft (X} =f (X)L (f* (Vi) =1 (V;) ) =54142+3m]186+5m
VisliN

-!t (%) ..lr~ {x)=val I:
FIOURA 23
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Teorema 2.1.~ Si f es un flujo en N, tal que el flujo
resultante fuera de cada vértice origen y dentro de cada vértice

destino es no negativo entonces la funcién f* definida por:

f(AL) si AyeA(N)
[ RG) = (V)= (V) si Ay=(x,V,) con V. eX(N)
[V -f(v) . si Ac=(Vi,y) con VieY(N)

a) Es un flujo en N’ y val f' = val f.
b} Un flujo en N restringido a A(N} es un flujo en N y
tiene el mismo valor.
Demostracién: Tenemos V(N]=X(NJUI(NJUY(N}=T(N'), x=X(N'},
y=Y (N},
a)P. D. f' es un flujo.
1)si AjeA(N) tenemos:

0 S f(A)=f" (A1) S c(Ay)

Fv=£v para VieI(N)
ii)si A;y=(x,V,) tenemos:
0sf(hny) Sc(Ay) =
como V; es un vértice origen en N, entonces:
UV = V= V)
=f* (V)
aftt(vy)
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iii)8i A, =(V,y} tenemos:
0 f'{Ay) Sclhy) = x
como V; es un vértice destino en N, entonces:
JUD s va-f v+ f v
=f(v)
=f17v)
Por i) ii) e iii) afirmamos que f' es un flujo en W', pues
se tiene:
0% f{Ay) S clay) para A;;EA(N')
Frovs=fr (v} para VieI(N'}
P. D. que val f'=val f
val fr =f*'(x}~f*"(x)

af(x, Vi) =f(Vi,x} para toda VieX(N)

LA (V) =f{v) ) -0 por definicidn de f*
ViaXiN}

sf' (X) -f" (X)

= yal f por definicién de val f.

Por lo tanto:
val f' = val f
b)P,D. que un flujo f en N’ restringido a A(N) es un flujo
en N con el miasmo valor. Por construccién de N’ tenemos qué

A(N)CA(N') e I(N)CI(N'), Por ser f un flujo en N’ tenemos,

05 f(Ay) S clhy) para toda AueA(N')

Y F () =f (V) para VeI (N')

'
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como A(N)CA(N') tenemos,

0 S f(A;) < c(Ay) para toda A.;eA(N) (2.2.a)
como I(N)cI(N’) tenemos,
[ V)=V, para V.€I(N) (2.2.b)

Por (2.2.a) y (2.2.b) f es un flujo en N,
P, D. val f es iqual para f restringido a A(N).
val f =f'(x)-f (x)
(%, Vi) =f(Vi, %)
=Y (Vi) =T (V1)) +0 para toda VieX(N)
=/ (X)=f"(X)
=val f para [ restringido a x(N)OJ

36
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2.3, Cortaduras.

Definicién 2.5.- Una CORTADURA K es un conjunto de arcos de

N, con la propiedad de que todo camino elemental del origen V,

" al destino V, y incluye un arco de dicho conjunto, es decir, una

cortadura es un conjunto desconectador de N.

Sea ScV(N) y $=V\S entonces K= (5,%) con V,eS, V.e§.

La CAPACIDAD DE UNA CORTADURA K es la suma de las
capacidades de los arcos que la forman,

Cap K = ZC(A”)
AjjeK

En la Figura 26, las lineas gruesas indican una cortadura

con capacidad 16,

cap K = Yc(Ay)=3+7+1+45 = 16
AjseK

K=(5,5), con S={v,,Vy,V;, Vi, Vs} Yy S=(Ve, Vs, Ve, V), Vio)
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Lema 2.2.,~ Para cualquier flujo f y cualquier cortadura
{S,§) en N, se tiene:
val f =f'(8)-f(8)
Demostracién: (Figura 27). Por las definiciones de flujo y de

valor de un flujo, tenemos:
val f si V=Y,

=)=
9 si V{,ES\(V;)

sumando sobre S,

181 =£15)=£18, §)-£18,9)
=Xf (A1) =Xf (B;)
A1, A
AT ART WA

hel

=fHVD =L (VRS (V)= (V)

HEEN (]
=f (V) =f{V;) +0
=val fO

S“(Van:VJ) S=(v, Vs, Vo I(S)'](S,S)=3&5+l-9 ] (S)']S S)=1
18, 5 ‘f(-S S)=8~1=8
(v = (V) +f (V) +f (V) =8+446=18)

he&s

L (VO =f V) + V) 4 (V) =04446=10

V&3

S V)~ (V) =8-044~ ~4+6-69 NOTESE: f' (S)atz',['(vs),r(swzr(vs)
Vvies WS Vi&§

PIGURA 27
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Por convencién, llamaremos a un arco A;y:

f-cero si f(a) =0
f-positivo si f(Ay)>0
f-no saturado  si f(Ay) < c(Ay)
f-saturado si f(Ay)=c(Ay)

Teorema 2.2.- Para cualquier flujo f y cualquier cortadura
K-(S,§) en N se tieng:
val f S cap K
Demostracién: Por definicién de flujo, tenemos:
['(8) < cap K o (2.3.)
f(s)y 20 (2.3.b)
del Lema 2.2, se tiene:
val [ =f"{S)-f(§)
substituyendo
val f S f'(S)-0 S cap K
La igualdad en (2.3.a) se lleva a cabo, si y sdlo si, cada
arco en (8,5) es f-saturado, y,‘la igualdad en (2.3.b) ge
cumple, si .séla si,.cada arco .en (§,S).es. f-cero.
Definicién 2.6.- Una cortadura K en N es una CORTADURA
MINIMA, si no existe una cortadura K' en N, tal quq:
cap K' < cap K
3i f¢ es un flujo méximo y X una cortadura minima, se tiene
un caso especial del Teorema 2.2, es decir:

val fo S cap K (2.2.3)
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que val f = cap K, entonces, f es un flujo maximo y K es una
cortadura minima.
Demostracién: Sea f* un flujo mlximo vy K una cortadura
minima, entonces:
val f S val fo
y cap K ¢ cap K
val f S val f+ g cap X's cap K por (2.2.3)
por hipétesis se tiene que
val f = cap K
entonces
val f = val f+
cap K = cap K

es decir, f es un flujo maximo y K una cortadura minima Q
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2.4 Teorema del Flujo Maximo-Cortadura Minima,

Definicién 2.6.~ Sea C=(Vi Au,Vi,AyVireo s B Vo) una
cadena elemental de una red N. Definimos al arco A, como uyn
ARCO HACIA ADELANTE de C si su extremo inicial es V; y su
extremo final es V4. Y definimos al arco A,..:. como un ARGO
HACIA ATRAS de C si su extremo inicial es V. y su extremo final
88 Vi,

Definicién 2.7.- Sea f un flujo en una red N, asociamos a

cada cadena elemental C de N un entero no negativo t{C) definido

por:
${C) = min (Ay)
Ay € ALY
donde,
‘c{Au)~f(Ay)  8i Ay es un arco hacia adelante de C. :
Ay, = ’E
(A} 8l Ay es un arco hacla atréds de ¢,

Por convencién llamaremos a un cadena elemental C,

J-saturada 8l 1(C) = 0 |

J-no saturada si 1{C) > 0, es decir, si cada arco ;
hacia adelante de C ¢s '
j—no‘gaturado ¥ cada Lo
arco hacia atrds de C | s

as f~positivo,

f-de incrementacién si ¢ es f-no saturada siempre desde gl

origen, hasta el destino.
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Wy

.
7
ioey % e
C=(Vy,V,, V3,Vq, Vi) cadena elemental f-de incrementacién.
(Vi Va2) , (Vy, V) arcos hacia adelante de C.
(Vas Vi), (V3, V) arcos hacia atrés de C,

t(C)amin t(A;j)=min{(6-1), (2), (5), (4~0)}=min{5,2,5,4}=2
AjeALr)

PIGURA 20

La existencia de un cadena elemental C f-de incrementacién
indica que f no es un flujo mdximo, de hecho, al enviar un flujo
adicional t{C) a través de C obtenemos un flujo f, definido por:

(/(AU)H(C) si A; es un arco hacia adelante de C.

f{A)=f(R;,)-1(C) sl Ajy es un arco hacia atrds de C. (2.2.4)

(}'(AU) en otro caso,

Teorema 2.3.- Sea f como se definid en (2.2.4) entonces f es
un flujo en N y val f = val f+(C).

Demostracidn: Por demostrar que f es un flujo. Dada la
definicién de 1(C}), se tiene que ésta es la cantidad mds grande
con la cual se puede incrementar f a través de C sin violar la
restriccién de capacidad de un flujo, por lo que tenemos: |

0 < f(Ay) S c(Ayy) VYV AjeA (2.4,a)
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Ahora demostraremos la Propiedad de Conservacioéon. Dado que C
es un cadena elemental se dan tres casos de los arcos que

inciden en un vértice V,eI (N)~V(C) se muestran en la Fiqura 29.

LAA

B i)

FIGURA 29

81 VeI, se tiene:
Fviy=f(vy) por ser f un flujo
i) Los dos arcos en C que inciden en V;, son arcos hacia
adelante o hacia atrds de C.
?(V.)-f‘(v‘)ﬂ(C) si son arcos hacia adelante de C.
=f (Vi ) H(C)
I
=f"{Vy)
V) =f (v )=v{C) si son arcos hacia atrés de C.
=f' (Vi) -1 (C)
r
=f' (V1)
ii) Los dos arcos de C salen de V, y uno es un arco hacia
atrds y otro un arco hacia adelante.

FF V) = (V1) -4 (C) RUC) =f* (V) =f (V1) =f (V)
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{ii) Los dos arcos de C, entran a V; y uno es un arco hacia
atrds y otro un arco hacia adelante.
f(Vx)#'(V\)*l(C)+l(C)=f'(Vx)=f‘(Vt)“7(Vt)
Ademds si vV, € I{N)\V(C), se tiene:

F v =f (v)=f(vo=F (Vi) por definicién de f

Por lo tanto,

Fivasfiv) YV viel(N)  (2.4.b)

Por cumplirse (2.4.,a) y (2.4.b) se tiene que ?es un flujo
en N.

Por demostrar:

val ;= val f+(C)

Por ser C un cadena elemental se tiene un arco en C que sale
de V., que ademds, es un arco hacla adelante, También puede ser
que el arco llegue a V, y sea un arco hacia atrds, entonces:

v val FI’(V;)H(C) =f(n) si se tiene un arco hacia adelante.
=f* (V) =f (Vi) h1(C)
=val f+(C)0

val ]:/'(V;)-(f(v,)-t(cn sl se tiene un arco hacia atras,
=" (Vi) -f (")) h{C)
=aval fx(C)0
Llamaremos a 'f un FLUJO REVISADO BASADO en C, la ‘E’iqura 30,
muestra un flujo revisado basado en 1la cadena elemental

C={V,,V, V3, V;, V») de la Figura 28.
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1{C)=2

FIGURA 30

Teorema 2.4.~ Un flujo en N es un FLUJO MAXIMO, si y aélo si
N no contiene una cadena elemental f-de incrementacién.

Demostracién: Si N contiene una cadena elemental C f-de
incrementacién, entonces f no puede ser un flujo miximo, puesto
que i:. el flujo revisado basado en C, tiene un valor mds grande.

Inversamente, supongamos que N no contiene una cadena
elemental C, f-de incrementacién, entonces f es un flujo miximo,
Jea:

S={V,/existen cadenas elementales f-de incrementacién en N

que conectan a V,; con V,}

Entonces V€5, V,,EE, por hipétesis N no contiene cadenas
elementales f-de incrementacién y sea K=(S, 5) una cortadura de
N. Por demostrar que cada arco de (S,5) es /-utﬁtado y cada

arco de (§5,5) es f-cero.

Consideremos un arco A;; con extremo. inicial en V;eS, Y
extremo final V,e§, dado que V,eS, existe una cadena‘élou}ontal

Q=(V,,Vi} f-no saturada, si A; fuera un arco f-no ututadd,' ‘Q '
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podria ser extendida agregando el arco A;,, para formar una
(Vi,Vy) ~cadena elemental f-no saturada, pero V,eg, entonces, tal
cadena elemental no existe, por lo tanto el arco Ay, es f-
saturado.

De la misma forma, consideremos un arco A;; con extremo
inicial V§E§ y extremo final' V,eS, exista una cadena elemental
Q'=(Vy, V) f-no saturada, si A, fuera f-positivo, Q' podria ser
extendido agregando el arco A;- hacia atrids para formar una
cadena elemental Q'={V,,V;} f-no saturada, puesto que V,EE, tal
cadena elemental no existe, por lo tanto A;j es un arco f-cero.

Aplicando el Teorema 2.2, tenemos que,

val f = cap K

y por el Corolario 2.1, tenemos que f ea un flujo mdximo y K
es una cortadura minimal

En la demostracién del Teorema anterior quedd establecida la
existencia de un flujo maximo f y una cortadura minima K, tal

que, val f = cap K, por lo que se puede establecer el siguiente

Teorema debido a Ford y Fulkerson (1956), llamado el Teorema del

Flujo Maximo-Cortadura Minima,
Teorema 2.5. {Teorema del Flujo Miximo-Cortadura Minima).
En cualquier red el valor de un flujo mdximo es igual al

valor de la capacidad de una cortadura minima.

Demostxacién: Es por construccién y se extrae de ella un

algoritmo para encontrar un flujo maximo en una red. Este

algoritmo debido también a Ford y a Fulkerson (1957) es llamado
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el Método de Etiquetacidén. Este inicia con un flujo conocido,
por ejemplo el flujo cero y se van construyendo recursivamente
una secuencia de flujos que van incrementando su valor hasta
terminar con un flujo maximo.

Después de la construccién de cada flujo nuevo, una
subrutina llamada Procedimiento de Etiquetacibén se utiliza para
encontrar una cadena elemental f-de incrementacidn, si existe
tal cadena elemental y es encontrada, entonces el flujo
revisado basado en la cadena elemental encontrada, es construido
y tomado como el siguiente flujo en la secuencia.

8i no existe, tal cadena elemental, el algoritmo termina y
por el Teorema 2.4, el dltimo flujo construide es un flujo
méximo,

Definicién 2.8,~ Un 4rbol T en N es f-no saturado si:

1) Viev(T)

ii) Para todo V,eV(T), existe una cadena elemental unica,

C=(V,,Vy) f-no saturada,

La Figura 31 muestra un &rbol f-no saturado.

v
) N ®9
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La bisqueda de una cadena elemental f-de incrementacién
involucra el crecimiento de un 4&rbol T, f-no saturado en N.
Inicialmente T consiste Jel origen V,, y en cualquier estado, T
puede crecer Unicamente de las siguiente dos formas:

1. 31 existe un arco A;, f-no saturado, A‘)G(S,E), S=v (T},
entonces A;; y su extremo final son agregados a T.

2, 51 existe un arco Ay f-positivo, }\Ue(g,S), entonces Ay y
su extremo inicial son agregados a T.

Si al ir creciendo T se alcanza el destino V, , se dice que
hay un rompimientc y la (V;,V,)~cadena elemental es la cadena
elemental f-de incrementacién. Si ya no es posible que T crezca
antes de alcanzar el destino V,, se deduce del Teorema 2.4 y del
Corolario 2.1. que f es un flujo maximo.

El procedimiento de Etiquetacidn, es una forma sistematica
con la cual un Arbol T f-no saturado va creciendo, durante este

crecimiento a cada vértice V,eV(T) se le asigna una etigqueta

t{Vi}=1{Cv,), donde Cv. =(V,,V:) es una cadena elemental. En el caso’

de un rompimiento, ademds de tener la cadena elemental Cu=(Vy, V)
f~de incrementacién se tiene (Cv), la cantidad con que se
calcula el flujo revisado basado en Cv,.

Método de Etiquetacion.

0. Iniciar con un flujo. Por ejemplo f=0O,
1. Asignar a V; la etiqueta 1(V;)=0w,
Formar L, el conjunto de vértices etiquetados.

L=(V,}
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Formar S, el conjunto de vértices examinados.

5={4)

2. Examinar los siquientes vértices V, basados en V,, es
decir, si V,eL\S asiqgnar la etiqueta:

t{v,) al vértice V;, tal que,

V)= min {1{V,}), c(A)-f(By)} donde Ay es el arco f-no
saturado -on extremo
inicial V| y extremo final
en V;.

si el arco Ay no es f-no saturado asignar la etiqueta:

|(V,)'- min {t{Vi),flAg)} donde A es el arco f-positivo

con extremo final en V, y
extremo inicial en Vy,
Hacer LV ={vy/ 3 v(vy)}
LUL(V(}) = L
3, ¢Existe V, en L?.
3.1) Si, entonces existe una cadena elemental Cv, f-de
inercmentacidén, calcular el flujo f revisado basado
en Cv,, hacer f=f pasar a 1,
3.2) NO, hacer § v {Vi}-S, v
¢Hay mas vértices que no hayan sido etiquetadas .
y/o examinados?.
3.2.1) 8i, Pasar a 2.

3.2.2) No, entonces f es el flujo miximo.
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La Fiqura 32 nuestra el diaqrama de flujo del Método de

Etiquetacién.

(214

e

. '.0

Lo
S

CALCULAR

& ()

NO & st
Le-LULOD N @

\L/ 8~ SU{V)}

FIGURA 32

Edmonds y Karp {1970}, demostraron que un leve refinamiento

a este procedimiento lo convierte en uno mis eficiente.

Dicho refipamiento es el de examipar a los vértices sobre la

base "Primeco etiquetado-primero examinado”, esto es, antes de

examinar un vértice etiquetado V,, examinar los vértices que

fueron etiquetados antes que V..
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CAPiTULO 3

FPROBLEMAS

Introduccién: En este Capitulo se presentan el Problema de
la Mochila, el Problema del Flujo Maximo-Cortadura Minima y el
Problema de la Cortadura Circular Minima; para asi establecer
que el Problema de la Cortadura Circular Minima es bajo ciertas
condiciones un caso particular del Problema de la Mochila y del
Problema del Flujo Maximo-Cortadura Minima.

3.1. Bl Problema de la Mochila (P.M.).

Este tipo de problema de optimizacién es de caricter entero
y puede darse en dos versiones. En la primera se proporciona un
cierto espacio con determinado volumen que debe ser llenado con
objetos da valor y volumen dados. El problema consiste en llenar
con el conjunto de objetos mids valioso el espacio dado, sin
exceder sus limites fisicos.

La segunda versi6tn consiste en dividir a un objeto en varias
porciones de diferente valor. El problema consiste en encontrar
la divisi6n de mayor valor.

Sean

v el valor del articulo i, i=1,,..,n,

ki el volumen del articulo i, i=i,...,n.

K el volumen del espacio dada.
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La primera versién se plantea como:

Sea
x; = Niumero de articulos i a incluir en el espacio dado.
Entonces
L1}
Max Z=vam
1=
sujeto a

n

Zktx‘ SK
i=1

®20, X, entero i=l,...,n.

La sequnda versién se plantea como:

Sea
“1 si el articulo { se incluye en la divisidn.
X =4
!
0 si el articulo i no se incluye en la divisién,
Entonces
L3
Max 2=%vx;
w1
sujeto a
n
Tkii SK
i=y

x=0,1  i=1,..,,n.
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3.2. B1 Problema del Flujo Miximo-Cortadura Minima (PFM-CM).

El problema del Flujo Maximo-Cortadura Minima (PFM-CM),
consiste en seleccionar un subconjunto XcV, con :?=V\X, tal que,
c(X,?) sea minima con VieX, V.eX y por el Teorema 2.5 del
Flujo Miximo~Cortadura Minima tendremos el valor del flujo
méximo .

Sea una red (V(N),A(N),¥y,cy) con:

- la capacidad del arco Ajj.
v valor de un flujo factible en la red.
Sea‘

¢y sl el vértice V, esta en X y el vértice vy no
se incluye en X.
Xyy=

0 si el vértice V, esta en X y V; se incluye en X.

Entonces
n n
Max v = T Xxy
1=l §=1
sujeto a
-V ai j=1
I‘:xl,-:[,x,,‘ =y 0 si j#1,n
v si j=n

c;0 v20 i=l,...,n k=1,...,n
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3.3. Un Caso Particular del (PM) y del (PPM-CM).

gea una red (V(N),A(N),¥s,cy), el Problema de la Cortadura
Circular Minima consiste en seleccionar a un subconjunto XgV(N),
con V,eX, Vne}' donde a cada vértice V; se le asocia un peso w;

entonces se debe tener:

c(X,Y)=ZcH sea minima {(3.3.1
A€ (K, X
Yy
v S M M constante dada {3.3.2)
viex

Un ejemplo de este problema lo encontramos en la asignaciédn
de los boletos para asistir a una recepcién nupcial: el vértice
Vi, representa a uno de los contrayentes, el vértice WV,
representa a la familia del contrayente, el vértice V.
representa a las amistades del contrayente, el vértice VY,
representa a las amistades de la familia del contrayente, el
siguiente vértice representa a la familia de las amistades del
contrayente, y as{ sucesivamente, mientras mids alejado ssté un
vértice de V|, mds alejada es la relacidén con el contrayante,
asi el vértice V, representa al resto de la sociedad, entonces
tenemos:

Vi representa al contrayente.

Vi  representa grupos de personas que guardan alguna

relacién entre ellos y el contrayente i=2,,,,,n-1.

V., representa 2l resto de la sociedad.
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A, representa la relacién guardada entre el vértice V, y el
vértice V.
¢y representa el numero de boletos comprometidos del
vértice V, para el vértice V.
w, representa el nimero de boletos asignados al vértice V,,
con wi=Xcg, i=1,..,n
Agi6A (N}

M es el niumero de boletos a asignar.

X es el conjunto de invitados.

La capacidad de la cortadura (X,Y), puede ser vista como el
nimero de compromisos no cumplidos, por lo tanto, debe ser
minima. '

Obsérvese en este ejemplo que una eleccién légica para
formar al subconjunto X es la de seleccionar a los vértices mas
cercanos a V,,

Sea

1 si el vértice V, esta en X y el vértice V, no se
incluye en X.

Xyy=
0 si el vértice V, esta en X y el vértice V, se
incluye en X.

Entonces

n-l n

Min Z =}, ZC”XU
Lol a2

sujeto a
-t

lZ]Up(uSH §=2,...,n

x;3=0 01 i=1,,..,n~1 3§=2,...,n
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si a las xy se les.afade la restriccién de que para agregar
un vértice V, a X, V.., debe pertenecer a X, aseguramos que X
estard integrado por los vértices mids cercanos a V,, Entonces
\'1 si el vértice V, esta en X y el vértice Vy no se
incluye en X con V;.€X.
Xy

0 si el vertice V, esta en X y el vértice V; se
\. 1incluye en X con V. eX.
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Presentaremos al Problema de la Cortadura Circular Minima
como un caso particular del Problema de la Mochila, dado en la

sequnda versioén. Si hacemos:

K=M el peso del conjunto X.

K. =w; el peso del vértice v,.

v.=Y=ci, la suma de de las capacidades de los arcos Ay
A eAtN)

{multiplicadas por ~-1) i=},...,n-1y j=2,,.,,0.
Jea
1 s8i el vértice V, se incluye en el subconjunto X,
x,=
tp sl el vértice V, no se incluye en el subconjunto X,
Entonces, tenemos a la funcién objetivo del Problema de la
Cortadura Circular como:

nsl 0
Min 2=% ¥ Ciyk1y
i=} jw2

si multiplicamos por -1, tenemos:

A"l on
Max 2= 3, T - cuyXy
f=) 32

net
Max 2 =3 vix,
is1

sujeto a

n={
zkﬂh SK
te}

X['oll i‘l,.--,n’l.

Que es un Problema de la Mochila.
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Ahora presentaremos al Problema de la Cortadura Circular

Minima como un caso particular del Problema del Flujo Maximo-

Cortadura Minima., Si hacemos:
wy=0 para i=1,...,0-1, Yy wW;=©.
cy capacidad del arco Ay,

v valor de un flujo factible en la red.

Sea
cyy st el vértice V, esta en X y el vértice V; no
se incluye en X.
Xyy=
i
.0 si el vértice V, esta en X y Vy se incluye en X,
Entonces
nn
Max V"z Zxx;
fel Jm1
sujeto a
-v si j=1

Inyy=Txpe = 0 si j#1,n
v si j=n

cy>0 v20  i=l,...,n k-l,...,n

Tenemos un Problema de Flujo Miximo-Cortadura Minima.:
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cApPiTULO 4

ARBOL DE CORTADURA

Introduacidén: En este Capitulo se presenta el concepto de
flujo maximo entre dos vértices cualesquiera de una red dada;
m&s adelante se define al &rbol de cortadura G-H como el d&rbol
construido con vértices unidos por arcos a los que se les asocia
el valor de la capacidad de la cortadura minima que los separa y
por el Teorema del Flujo Maximo-Cortadura Minima este valor es
igual al valor del flujo madximo entre ellos. Se ilustra con un
ejemplo. Finalmente se demuestra que el valor del flujo maximo
entre dos vértices no adyacentes en el 4rbol de cortadura G~H es
igual al minimo valor seleccionado entre los valores asociados a
los arcos que integran un camino elemental que conecta tales
vértices, concluyendo que, el 4rbol de cortadura G-H nos da la
cortadura minima cuyo valor coincide con el valor del flujo
midximo -entre el vértice origen y el vértice destino~ en la red
dada.

4.3 Axbol de Coxtadura de Gomery y Nu.

Sea una red N=(V(N),A(N),¥N,cn), sean los vértices V,,VieV(N)
y el arco A;y€A(N) con c(Ay;)=cyy=c;, la capacidad del arco A,;.
En el Capitulo 2 se presentd el Teorema 2.5 del Flujo

Maximo~Cortadura Minima y se aplica para determinar el flujo

méximo entre dos vértices especificos de la red, a saber, el

vértice origen y el vértice deatino, En este Capitulo se

presenta lo que es conocido como el Problema Multi-Terminal, en

donde se determinan 1los flujos mdximos entre cada par de

vértices de la red.
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Sea f,; el valor del flujo méximo entre el vértice V, y el
vértice V, a través de la red N. Obsérvese que el flujo fiy no
representa al flujo que pasa a través del arco A,; que une tales
vértices, si es que este arco existe para alguna i y alguna j.

La Figura 33 muestra un ejemplo de una red con la matriz
asociada de los flujos miximos entre cada par de vértices de la

red. Donde f1,=10 y A; no existe.

PIGUAA 33
Lema 4.1.- Sea fix el flujo maximo entre el vértice V, y el
vértice Vi, entonces:

Sz min fuge fix)

Aplicado al ejemplo de la Figura 33, si consideramos
dnicamente a V=V, V=V, y Ve=V; tenemos que ,1'1-64'1'7 ,z]‘1+5'6 Y
f1:=5+1=6, entonces: 6 2 min (7,6}, es decir, fu z min {fiy, [y

PIGRA 34
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Demostracién: (Figura 34). Por contradiccién. Supongamos:
f.« < min (f.,f) para algunas i,j,k.

Por el Teorema del Flujo Madximo-Cortadura Minima, existe una
cortadura (X, X), donde VieX y VeeX, tal que, c(X,X)=fu,
entonces V,eX o Vi€X. Si VieX es separado de V, por la
cortadura, y:

o= (X, X) < fie !
similarmente se tiene si Ve X,
por lo tanto:
fuoez min (fiy, fr0 0
El Lema 4.1 se puede generalizar a:
Lema 4.2.- Sea f,, ‘el flujo miximo entre el vértice V, y el

vértice V,, entonces:

\ o 2 min {fuy Ficofare e oo fop)

Aplicado al ejemplo de la Figura 33, tenemoy:

Sz 2 min (fiss frs fasi frss Joa)
11 2 min (11,10,10,11,11) es decir 11 2 10

FIGURA 33 P
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Demastracién: (Figura 35). Por induccién: Por demostrar:

fu 2 min (S by fa)
entonces

fu 2 min (min (fig, fid o fad

por hipdtesls de induccidn tenemos que:

fu 2 min (fuy frd* fea
luego,

fu 2 min (fisg fua)

por lo tanto,

o 2 min (fi4) fyxe S
entonces
Jio 2 min Sy ficrfare oo o fopd]

Vamos a construir un drbol a partir de una red dada N, gste
drbol es formado por todos los vértices del conjunto V(N
estando unidos por arcos que tienen asociado un valor ai el cual
corresponde al valor de la capacidad de la cortadura ymlnim
entre cada vértice adyacente en el 4rbol, Llamaremos a este
4rbol, Arbol de Cortadura G-H,

Algoritmo para Construir el Arbol de Cortadura G-H,

1.~) Seleccionamos dos vértices v;,V,eV(N).
2.-) Encontramos la cortadura minima entre ellos.

Sea (X,?) tal cortadura.

3.~) Representamos al 4arbol con dos vértices genanlizados‘ )

X y X conectados por un arco al que se le asocia el valor de la

capacidad de la cortadura denotado por omi. (Figura 36).
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PIGURA 36
4.-) Seleccionamos otros dos vértices V;,V;, tales que
Va,VpeX (o €X).
5.-) Conservamos a X (o X) como vértice generalizado y
encontramos la cortadura minima entre Vi, V.
Sea esta (Xu/Xy, X) o (Xu/Xu,X) (o (X,Xu/Xp) o
(X, Xn/X..l) .{Figura 37),

-~ TN -~

7
/@@\ EKkpX)  KXnXp) //

@ Xp
\ \C).......-@/’\ \

’ 0, % T & % I

-

@//
SN — 7

b S R ux,

TIGURA 37
6.-) Representamos al drbol con los dos v‘rticyes
generalizados conectados por los valores a; de las cortaduras.

(Figura 38).
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&
Ki=GG X% K 0, 4%
CO—)
o, @
® O
@
Ky (KX /Xy

K= XX/ Xy)

TIGURA 30
7.-) Hacemos (X, X )«Ki, Ki=La cortadura seleccionada.
8.~) Es X {o X) un vértice generalizado?.
8.1.-) No, Es X (o X) un vértice generalizado?.
8.1.1.-)No, terminamos.
8.1.2,-)8i, lo seleccionamos y pasamos a 4.-).
8.2.~) 8i, pasamos a 4.-).

En todo 4rbol cualesquiera de sus arcos es considerado como
una cortadura ya que al eliminarlo se divide al 4rbol en' dos
componentes

Con el algoritmo anterior se construye un 4drbol, a cuyos
arcos se les da el valor de la capacidad de la cortadura minima

que existe entre los vértices que conectan, luego entonces, el

arbol asi obtenido es llamado un ARBOL DE CORTADURA G-H, donde
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las letras G-H corresponden a la primera letra del apellido de
R. E. Gomory y T. C. Hu, quienes lo definieron en 1960 y es

encontrado, después de resolver n-1 problemas de flujo.
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4.2. Un Kjemplo.

A continuacién se da un ejemplo del procedimiento para
obtener un arbol de cortadura.

Sea la siguiente red:

33 @134, 1-4(12V4306)
»yz&lqo o G+ 4245w]4

'
1.3 123438
T4343=(3

ARBOL DE CORTADURA G-H.

FIGURA 39
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4.3 Arbol de Cortadura G-H y Cortadura Minima de una Red.

Lema 4.3.~ El flujo maximo entre cualesquiera dos vértices

del &rbol de cortadura G-H es:
min (@i @iz, o0y i)

donde los a; son los valores de los arcos que forman un
camino elemental que conecta a los dos vértices én el drbol de
cortadura G-H.

Demostracién: Sean dos vértices V,,Vi&V(N), se tiene que:

JusS min (@, ...,a) (4.3.a)

dade que fi; es igual al valor de la cortadura minima que
separa a los vértices v,,Vy y los a,,...,a representan valores
de cortaduras que separan a los vértices v,V

Para demostrar la desigualdad inversa consideremos cualquier

estadoc de la construccidn (Figura 40).

FIGUAA 40

Donde tenemos arcos representando cortaduras y vértices
representando conjuntos de vértices. Entonces afirmamos que si
un arco de valor a une a los conjuntos X; y X;, existen vértices

vieX, y V,EX,, tal que, f“" a.
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Esto es ciertoc en la primera cortadura, se demostrard que
esta propiedad es mantenida después de obtener las cortaduras
restantes. Consideremos un X, que va a ser cortado, unido por el
arco de valor a, al conjunto X,. Por hipétesis de induccién,
existen VieX, y VieX;, tal que, f,=a. Después de cortar otro
vértice V, de V, que estando dmbos en X:, éste queda dividido en
Xip ¥ Xiq.

Supongamos que X; estd unido a Xy,

FIQUAA 41
Los vértices V,y V, estan unidos por a'sf, Existen dos
casos: (Figura 41).
i) vieXyp, entonces el flujo a conserva la ptopiédad.
ii) VvieXiq, entonces considerando los vértices ;V,,V‘.Vq,\ylp %

aplicando el Lema 4.2 se tiene:

fip 2 min (fyi fiqrfop)
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Dado que V, y V, estdn de un mismo lado de la cortadura con
valor a' y V,, V, estan en el otro lado, el flujo f,, no es
afectado si X;q es reemplazado por un solo vértice, o lo que es
lo mismo, si a todos los arcos dentro de X;;, se les asigna un
valor grande arbitrario M, asi f,; serd tan grande para no ser
seleccionado como el minimo y tendremos:

fip 2 min (fyi, fp)
se tiene:

fu=a y  [p=a'
entonces,

fp 2 min (a,a')

Dado que una cortadura que separa V; de V, tiene valor o'
tenemos a'2f,=a el valor de la cortadura minima, entonces se
tiene f;; 2 a. Como a es el valor de la cortadura que separa a
Xy y a X, implica que fy= o, entonces V; y V, son 1los dos
vértices necesitados.

Dado que en el arbol final los valores de los arcos entre
vértices adyacentes representan los valores del flujo entre
pares de vértices en la red tenemos que la desigualdad inversa:

Jiy 2 min (oy,...,0) (4.3.0)

se cumple aplicando el Lema 4.2,

Entonces por (4.3.a) y por (4.3,b) se tiene:

fu' min (&, ...,q;) (u]
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<

Por el lLema 4.3 se puede conocer el valor de la cortadura
minima entre cualesquiera dos vértices de la red, si esos
vértices son V, el vértice fuente y V, el vértice destino el
drbol nos daré la cortadura minima de la red dada y por el
Teorema del Flujo Maximo~-Cortadura Minima, ese valor es igual al

valor del flujo méximo en todd la red,
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carirulo 5

EL PROBLEMA DE LA CORTADURA CIRCULAR

Introduccién: En este Capitulo se introducen los conceptos
de cortadura de 4rbol, cortadura preservadora del orden, se
establece cuando una cortadura circular minima es dominada por
otra para asi reducir el nimero de cortaduras a ser consideradas
demostrando que una cortadura no de arbol estd siempre dominada
por una cortadura de arbol y que una cortadura no preservadora
del orden estd siempre dominada por una cortadura preservadora
del orden, y también se demuestra que una cortadura preservadora
del orden es siempre una cortadura de 4rbol reduciendo asi el
conjunto de soluciones posibles al problema de la cortadura
circular minima. Se define otra estructura de una red llamada la
Grédfica de Orden Parcial, tanto en esta estructura como en el
&4rbol de cortadura G-H se establecen las condiciones para
condensar ciertos vértices y se demuestra que son idénticos.

5.1. Bl Problems de la Cortadura Cixcular.

Como se planted en la seccidn 3.3 el Problema de la
Cortadura Circular Minima consiste en dada una red con un
conjunto de vértices V,, i=1,.,,,n y un conjunto de arcos no
dirigidos A,y conectando V, y V), donde cada vértice tiene un
peso w; no negativo, y cada arco tiene una capacidad Ciyy

encontrar un subconjunto de vértices X, tal que, V, € X y:

min £Cu (541)
. VieK, v, 6%

y
Ivi s (5.2)
v, 6%
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5.2 Cortaduras de Arbol.

Definicién 5.1- Una cortadura (X, ¥) qué separa V, de V, es
. llamada una CORTADURA FACTIBLE, si v,€X y (5.2), se cumple., La
cortadura (X,.?) es llamada una CORTADURA MINIMA FACTIBLE si

también se cumple (5.1),

Consideremos al 4&rbol de cortadura G-H estudiado en el
capitulo anterior, denotaremos a los arcos de tal 4rbol como L
asi el arco Lpy representa al arco que une a los vértices V, y V,
y denotaremos al flujo mdximo posible entre los vértices Vp, y V,
como f¢,.

Definicién 5.2.-(Figura 42).Dos cortaduras (X, %) y (Y, ¥,
se dice que son cruzadas, si y sdélo si, no son vacio ninguno de

los siquientes subconjuntos, P=YNT, Q=X Y, R=XAF, U=XnY.

. v

PEnTelV, WV, V) QuEnYa(V,, V) ReX¥a{l V) eUmXYa(V,)

FIQURA 42
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Definicién 5.3.- Una cortadura {X, ¥) se dice que separa al
arco Ly, en el arbol de cortadura G-H T si VieX y V,e? (o VpeT
y V,€X). Es decir, los dos extremos del arco estdn en diferentes
lados de la cortadura.

Lema 5.1.- Sea (X, X) una cortadura que separa los arcos
LasLossvoosLpys .., entonces:

C(X,Y) 2 max (,.m:]wl:---:]m:”-)

(X100 gt ¥ it f o

PIGURA 43
Demostracion: (Figura 43).
C{X, X )= C(Lap) +C (Lca) + .+ o o4 (Lpg)
= fatfus s tfoarons
2 max fy para toda ieX,jeX¥

= max (!nbr fadl-"rqur---),

por lo tanto

C(X,T)Z l;‘ax (Iabrfau .o -rqur 00

13
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Lema 5.2.- pada una red N con 4rbol de cortadura G-H T.
Sean V, y V, cualquiera dos vértices adyacentes en el arbol T
condensemos V, y V, dentro de un 36lc vértice en la red N.
Llamemos a la nueva vred asl obtenida N* y al Arbol
correspondiente T*, entonces, T* pucde ser obtenido a partir de
T por la simple condensasién de V,, el arco L;; y V, dentro de un
solo vértice.

Demostracién: (Figura 44). Cada arco en el arbol de
cortadura T representa una cortadura (X,Y) en la red original.
3i cualesquiera de los vértices en X son condensados dentro de
un sélo vértice, entonces la capacidad de la cortadura (X,T\") no
es afectada.

Por otro lado consideremos cualquiera otra cortadura o, ")
representada por otro arco diferente de Ly, luego V, y V, deben
estar ambos en un mismo lado de la cortadura, ambos en Y, o
ambos en ¥, si incrementamos la capacidad ¢y @ infinito no se
afectard la capacidad lde las n-» cortaduras restantes
representadas por los arcos en el arbol T. Ademas al incrementar
¢, no se disminuira la capacidad de ninguna de las 2"'-1
cortaduras posibles en T. Asi que las n-2 cortaduras
representadas en los arcos de T resultan ser las minimas n-»

cortaduras no cruzadas [J

14



Red N

O-A- O -BH—6

ol coraduras

1
7741 conteduras entotal
T Advol de cotaduga (O-Hy dela 1ed N

1 ---r— ------ --........_M

. »».a cotadues
. . 1 -1 cortadures entotel
! T* Atbol & contadrs (OH)dela redN”

. FIOUBA &4
Lema 5.3.~ Sea N una red con 4rbol de cortadura G-H T. Sea

la particién del drbol T en tres componentes conectados A, B, C,




donde al remover B se desconectaria A de €, $i condensamos cada
componente en un solo vértice obteniendo una red N* consistente

de tres vértices, entonces el 4rbol de cortadura {G-H) T tiene a

B en el medio,

Les,
O—6
CHiCy Cy:Cy) I La,a, 1)
Be(8,8,8,} (B)
Al A A

@ Le,s, @ Lpa, @ K

FIOGURA 45
Demostracién: (Figura 45). Condensemos los vértices A: en el
vértice A, los vértices B, en el vértice B y los vértices C: en
el vértice C, sin cambiar la capacidad de la cortadura
representada por los arcos Lum y Lewa, (Lema 5.2)., El 4rbol de
cortadura correspondiente a la red de tres vértices es el de la
Figura 45b). Tenemos:
c{C/A,B}= el valor aséciado al arco Loy
c{A/B,C)= el valor asociado al arco Lma:,
luego la cortadura que separa a‘Bk de A y C es una‘cox:tadura que
separa a los arcos Lys y Lwa: y por el Lema 5.1 tenemos: o
c(B/A,C) 2 max [c{A/B,C),c(C/A,B)] O '
En otras palabras el Lema 5.3 dice que una cortadura la cual

separa al &rbol de cortadura en tres partes, tiene la capa‘cidad“' -
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donde al remover B 3e desconectaria A de C, 81 condensamos cada
componente en un solo vértice obteniendo una red N* consistente

de tres vértices, entonces el &rbol de cortadura (G-H) T tiene a

)

B en el medio.
Le,s,
O—6
C=(Cy C3:C4} Ls,a, a)
Be{n, BB, \
A=y A0
~ D A b)
C
Le,s

Ve \‘/l LB!‘I

&

PIGUBA 43
Demostracién; (Figura 45). Condensemos los vértices A: en el

vértice A, laos vértices B. en el vértice B y los vértices C: en
el vértice C, ain cambiar la capacidad de la cortadura
representada por los arcos Lmmy Lma, (Lema 5.2). ELl &rbol de
cortadura correspondiente a la red de tres vértices es al de la
Figura 45b). Tenemos:

C(C/A,B)= el valor asociado al arco Lum

c(A/B,C)= el valor asociado al arco Lma:,
luego la cortadura que separa a B de A y C es una cortadura que
separa a los arcos Liemy Lwa y por el Lema 5.1 tenemos:

c(B/A,C) 2 max [c(A/B,C),c(C/A,B)] O

Bn otras palabras el Lema 5.3 dice que una cortadura la cual

separa al arbol de cortadura en tres partes, tiene la capacidad e
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mayor a la capacidad de una cortedura que lo separa en dos. Esto
sugiere que debemos considerar solamente las cortaduras
circulares que rodean a V. con todos los vértices en X
conectados por los arcos del arbol de cortadura.

Siempre que escribamos (X,;y, ge tiene V.eX.

Definicién 5.3.-(Figura 46). Una CORTADURA DE ARBOL (X, %)
es una cortadura circular, donde todos los vértices de X estén
unidos por arcos del arbol de cortadura (G-H}. Una CORTADURA DE
ARBOL BIPARTITA es una cortadura de &rbol (X,I") en donde cada
arco del arbol de cortadura (G-H) une un vértice de X con un

vértice de X .

O—0O——0O——~0

ARBOL DR CORTADURA G-N
n=ley-lnt Cortaduras de drbol del &ihol de cortadurs G-K:
(172,3,4,51,11,2/3,4,5),11,2,3,4/5),11,2,3,5/4)
tiortadura de &rbol que no es una de las n~1 anteriorves:
11,2,1,/4,9)
flortaduras qua no son cortadyras de drbol:
1 %174 ),4],(1,2,4,5/3).ll,Z‘,l,IZ,fi)

Cortadura de Arbol Bipartits

FIOURA 46
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Pefinicion 5.4.- Sean (X, X) y (Y,¥) dos cortaduras
circulares que rodean a V;, con V,eXnY. Decimos que la cortadura
(X, X), DOMINA a la cortadura (Y,7), si y sélo si, i) y ii) son
ciertas,
i) Zw: < Tw,
iex tay
11} e(X, X) s ¢y, ¥)
Por i), si (Y,?) @3 una cortadura circular factible,
entonces (X, X), también lo es, y por ii) 1la capacidad de
(X,Y), no es mayor que la capacidad de (Y,¥). por lo tanto al

buscar una cortadura circular minima factible no tenemos que

considerar a una cortadura dominada por otra.
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5.3.~ Lema de las Cortaduras Cruzadas,

Lema 5.4.- (Lema de las Cortaduras Cruzadas),

Suponqgamos que (X, ¥} y (Y,7) son cortaduras cruzadas y,

P=X Y Q=X NY
R=XY U=XnY
si
clY,¥) s c(p, P)
entonces

c(U,U) s ci% X) {Figura 47a)
y por simetria si

ciX, X) < c(P, P)
entonces

c(U,U) < cty, V) {Figura 47b)
También se cumple, si

c(Y, F) s clq, 0)

entonces

c(R, K) S (X, X)
y si

<X, X) s ¢(Q, 0)
entonces

c(R,R) S clY, F)
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«¥.¥)
oV, V: o P, F) s

FIGURA 47
Demostracién: La desigualdad

clY, ¥) $ c(P, P)
implica

c{R,U} 5 c(P,R}

c{P, U)+c(Q,U) S c(P,U)+c(Q,Ul+c(Q,R)
sumando ambas desigualdades .
c(R,U) +c(P,Uj+c(Q,U) < <(P,R}+c(P,U)+c(Q,U}+c(Q,R)
pt')r lo tanto
ciV, ) scx, %0
Definicién 5.5.~ Consideremos un problema de cortaduré
circular, donde el &rbol de cortadura (G-~H} T, correspondiente a

la red es conocido. Consideremos al A4rbol T con raiz en V..

Entonces existe un udnico camino elemental desde v;, a cada’

vértice V. de T, 8i V, es un vértice intermedio en el camino

elemental desde V, a V,, entonces V, es llamado un ANCESTRQ de V.
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y V. es llamago un DESCENDIENTE de V., 3. V;, y V son adyacentes,
entonces V es llamado el PADRE da V y V es llamado el HIJO de
V.

Una vez tenienda al Arbol de cortadura (G-H), ho tenemos
que considerar a ciertas cortaduras como candidatas potenciales
a la cortadura circular minima alrededor de V,, pues estén
dominadas por otras. Consideremos a las cortaduras que no estén
dominadas, si dos vértices estdn siempre en un lado de la
cortadura, esos dos vértices pueden ser condensados en uno sélo.

Teorema 5.1.- Una no cortadura de A4rbol esta siempre
dominada por una cortadura de 4rbol.

Demostracién.-(Figura 48). Sea N una red con 4rbol de
cortadura (G-H) T y sea (X,:f) una no cortadura de &rbol., Sea Z
i conjunto de vértices en X para los cuales hay un camino
elemental en T desde V., a los vértices que no tienen nlntj\‘m
arco en (X, X). Demostraremos que la cortadura (Z, Z) domina a
X, ¥).

Considerando los arcos de la cortadura (Z,E) y -aplicando
el Lema 5.2 condensemos cada uno de los vértices en ambos lados
de la cortadura obteniendo dos subconjuntos de vértices, uno
integrado por los vértices en X, y el otro los vértices en X.

Esta condensacién no afecta la ‘capacidad de la cortadura

(X,Y) o de alguna de las siquientes cortaduras:
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Sean V, y V. dos vértices en la red condensada, tales que,
V\EY, vieX y V¢Z, Por demostrar que (X—VL,..Y—'V,,) domina a
(X, X ).

Sea (Y,Y) la cortadura correspondiente al arco del vértice
V,, hacia 2, sea:

P=X ¥, Q=¥nY={V,}, U=XnY={V,} y R=¥nF¥

se tiene:

c(Y,y)ﬂ al valor asociado del arco del vértice V, hacia 2

c(Q,(—))= al valor asociado del arco del vértice V, hacia 2

y al valor asociado del arco del vértice V, hacia
el vértice v,.
luego, por el Lema 5.3:
(@, 0) 2 c(Y, )
y por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas tenemos que:
ciR, R} S ciX, X)
Entonces podemos condensar V, y Vy, en un 36lo vértice. 8i

(R, R}=(2,Z) terminamos, de otro modo, consideramos a (R,-ii')

como una nueva cortadura (X, X) y condensamos a un nuevo par de

vértices, continuamos asi, hasta obtener la cortadura (2, E)U

82



R U x, X%
)
A
O
p Q
2
¥lvy
PIGURA 49

Lema 5.5.~ Consideremos al arbol de cortadura (G-H) como un
arbol con raiz en V,. Si V, es el padre de V, V, es el padre de
V:y fa S fuc, entonces V, y V. pueden ser condensados en un sélo
vértice, sin eliminar las cortaduras circulares 'minimas. Es
decir, podemos condensar sucesivamente los vértices V,,Vi, Ve ...
si los valores f., focs.+» asociados con los arcos que los unen no
son decrecientes a lo largo del camino elemental que va desde la
raiz V. a dichos vértices. ‘

Demostracién: (Figura 49). Sea (X, X} la cortadura minima
correspondiente al arco L., en el 4rbol (G-H) T, y (Y,T)

cualquier cortadura separando V. de V..
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Se tienen dos casos:
i) (X,?) y (Y,?) no son cortaduras cruzadas.
Dado que c(X, ¥)= f S fio S clyY, ¥) por hipétesis entonces
V.eXCY. La cortadura (Y,)_’) esta dominada por (¥, X).
ii) (X,j\’.) y (Y,?) son corraduras cruzadas con V,el),
VieQ y V.eP, se tiene:
P=X T =(V.) Q=X AY=(V,) R=Xn¥ U=XnY={V.}
Por demostrar que (Y,T’) esta dominado por (U,U) ,
Dado que fu S foo ¥ X, %) corresponde a L,, la cortadura
(X,T’f) es una cortadura minima separando a v, de V..
(P,F) es otra cortadura separando a V, de V., se tiene que:
c(X, X) < c(P, P)
entonces por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas
c(U,U) s cly, )

por lo tanto, (Y,T7) estd dominada por (U,7/)0

0
he

A () v)¥

FIQURA 49
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Definicién 5.%.~ Cuando todos los vértices adyacentes son
condensados basdndose en el Lema 5.5 se conserva un arbol de
cartadura (G-H) con un numero menor de vértices. Llamaremos a
este 4drbol el ARBOL (G-H) REDUCIDO y a la red correspondiente,
la RED REDUCIDA.

Las udnicas cortaduras a considerar son las cortaduras del
4drbol (G-H) reducido, pues son las que no estdn dominadas por

otras,
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5.4 Grafica de Orden Parcial (GOP).

Se desea encontrar una cortadura minima (X, X} con V; € X Y
Xw. S M con V:eX y M una constante dada. S$i axiste un vértice Vi,
tal que, w 2 M, entonces V. no puede ser incluido en X, por lo
tanto llamaremos V. un NODO PROHIBIDO. 8i existen varios
vértices prohibidos los podemos condensar en uno sélo. 3i no hay
vértices prohibidos podemos crear un V, artificial y conectarlo
a todos los otros vértices con arcos de capacidad c.. = 0.

En esta seccién se presenta otro enfoque del problema de la
cortadura circular minima, para redes con vértices prohibidos.

Para obtener una cortadura circular minima factible (X, ¥)
con V.eX vy vV.eX el vértice prohibido, se proceds de la
siguiente manera:

Se toma V, y se condensa con V,, a continuacién se encuentra
la cortadura minima entre V, y el vértice condensado V;,.3e hace
lo mismo para V3, V,,...,V..;. Asi tenemos: ’

Algoritmo para obtener una Cortadura Minima de una Red con

un Vértice Prohibido.

Paso 0) j &1
X:.. = (@}
Paso 1) j & i+l
1.1) ¢Bs j = n ?
1.1.1) 8i, terminamos,

1.1.2) No, vamos al Paso 2).
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Paso 2 V. ¢ vértices V y V. candensados.

2.1 Obtenemos la cortadura minima (X,Tf) que
separa a V de V., 381 existen varias, tomamos la de menor
numero de vértices.

2.2) X « X..

X o« X
Vamos al Paso 1).

Aplicando el Algoritmo anterior debemos resolver n-2
problemas de flujo maximo con redes de n-1 vértices. Obteniendo
cortaduras (X..,X.) j = 2,...n-1, entre las cuales se encuentra
la cortadura circular minima que separa a V; de V..

Lema 5.6,- Las cortaduras minimas (X, X;n) que separan al
vértice V, de los dos vértices condensados Vy y V., con VieX:.
V..€X ., donde Xy, tiene el minimo nimero de vértices, vy
%11 = {@} son cortaduras de 4rbol.

Demostracién.-Sea (Y¥,¥) una cortadura circular minima,
dado que (xl.,,x,.,.)-(x,:\’) es una cortadura circular minima para

la red con w;=0 excapto w,=w, Tenemos

i) Ew‘ < ¥ W)
viex v,eY

t1) (v, ¥y cly, F)
: Entonces (xl.,,x,..,)-(x,i) es una cortadura' circular minima
1 que domina a otra cortadura circular minima y pdr el Teoréma 5.1

afirmamos que es siempre una cortadura de arbolll,
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Los subconjuntos X, %., ...,%.,.obtenides al variar j
desde 1,2,...,n esta parcialmente crdenada bajo la inclusién de
conjuntos.

Definicion 5.8.- Sean los subconjuntos X, X.; ..., X..
obtenidos con el Algoritmo anterior, entonces,

V. gV siy sélo si XX,

Dos vértices diferentes, pueden ser equivalentes, bajo este
ordenamiento parcial. Por ejemplo, sea (X, ¥) una cortadura
separando V., de V., todos los vértices en ¥ son equivalentes a
Vo, 9in embargo, ningun vértice puede ser equivalente a V.,
También se tiene que, V, S V. < V. para todos los vértices V,,

Definicién 5.9.- Para cualquier red N es posible dibujar el
diagrama de Hasse, del ordenamiento parcial de los subconjuntos
X.... A este diagrama le 1lamamos la GRAFICA DE ORDEN
PARCIAL (GOP) .

En la Figura 50, se tiene:

XX

XX, para cualquier p,

N\
TIOURA 50
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3i la grafica ordenada parcialmente es una cadena como la
mostrada en el Figura 51, las cortaduras estan en el orden:
(Xl—nxhn)

(K20 Xpin)

(Xl-uxlm)
sonde la capacidad de las cortaduras debe incrementarse por

1o que dominard la primera cortadura de la lista.

O—O—O—D—0—0

FIGURA 51
Definicion  5.10.- Una cortadura (X, X) es llamada una
CORTADURA PRESERVADORA DEL ORDEN, si para todos los vértices
V,V.,, donde V, € V, y V,eX, se tiene que V.,eX. . Por ejemplo la
cortadura (Y,7) con V.V, Vse¥ (Figura 50), no es una cortadura

preservadora del orden.

Tecrema 5.2.- Cada cortadura gue no es una cortadura.

preservadora deil orden, estd dominada por una ' cortadura

preservadora del orden.

Demostracién: (Figura 52). Sea X=X;. y Vi< Vi, §i (Y,7) es

cualquier cortadura factible con V), ViaY y Vi Ve?, por demostrar
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que (Y,Y) estd dominada por una cortadura preservadora del
orden,

Como (X,f) con X=X . e3 una cortadura preservadora del
orden.

Sean P=X~F Q=XnY, ReXn! y UsXAY, como V.€P, Vv.eQ, VieU,
ninguno de estos subconjuntos es vaclo. Se tienen qos casos:

i) 8i R es vacio, entonces U=X, dado qué (X, ¥) ee una
cortadura minima, se tiene:
c(X, X) 2 atY, 1)

y U=XcY, entonces (Y,7) esta dominada por una cortadura
preservadora de orden.

11) si R no es vaclo, se tiene (X, X} y (Y, ¥) son
cortaduras cruzadas y (P,’f’) es otra cortadura que separa V. y Vy
de V. ademas., Como es una cortadura minima que separa a V, de V,
se tiene,

c(X, X) S c(p, P)
entonces por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas.
c(U,U) s c(Y, )

Esta cortadura (U,U) puede no ser preservadora del orden,'
por lo que, se selecciona otro par V,, V, para rep‘etir’ el mismo
procedimiento. Puesto que ei npumero de vér’tiges én Y es
estrictamente decreciente, el proceso terminard con ~ una

cortadura preservadc:a de' orden 0

30




X=Xy, X~

FIQURA 82

Del Teorema 5.2 se deduce que solamente se necesita
considerar cortaduras preservadoras del orden en la busqueda de
la cortadura circular minima.

Nétese que si X;.,=X;.,, los vértices V. y V, pueden ser
condensados en un sélo vértice.

La Figura 53a) muestra una red, la Figura 53b) muestra dos
arboles de cortadura (G-H) de la red anterior, En el 4rbgl (G-H)
de la Figura 53b) existen diez cortaduras de 4rbol, separando V
de V.=V,. Los subconjuntos Xi.y son:

X1
Xi-={1, 3}
Xpo={1,2,)
X..={1,2,3,5}
Xi.»{1,2,3,4)
X..={1,2,3,4,5}
La Figura 53c) muestra la (GOP) donde se encuentran siete

cortaduras preservadoras del orden.
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Cortaduras de Arbol:
(1,2,3,4,5/6),(1,2,3,4,/5,6),(1,2,3,/4,5,6),
(1,2,/3,4,5,6),(1/2,3,4,5,6),(1,3,5/2,4,6),(1,3,/2,4,5,6),
(1,3,4/2,5,6),(1,3,4,5/2,6),(1,2,3,5/4,6)

Cortaduras Preservadoras del Orden:
(1,/2,3,4,5,6),(1,2,/3,4,5,6),(1,2,3,/4,5,6),(1,2,3,4,/5,6)}
(1,2,3,4,5,/6),(1,3,/2,4,5,6),(1,2,3,5/4,6)

PIGURA 353
Lema 5.7.- Para todos los vértices V,, V;, si VieXi,
entonces V.sV,.
Demostracién: (Fiqura 54). Sean las cortaduras (X, X) vy
(Y, ¥) donde
XaXi., X=X YeXi.y F= Yy,
Por hipbtesis Vxef, Vel y V,EY. e presentan dos casos:
i) 81 V.e¥ se debe tener Xj.y=Xi., y queda demostrado.‘
ii) si (Y,F) separa a V. de V., sean
P=Xn¥, Q=XNY, ReXn¥, U=XnY,

Por demostrar que R es vacio, Por contradiccién.
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Si R no fuera vaclio las cortaduras (X,:?) Y (Y,?) serian

cortaduras cruzadas,
(P,?) es otra cortadura que separa a V. de V,, dado que
c(p, P) 2 clY, Ty,
por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas tenemos:
c{u, ) $ c(X, ¥)!

pero (X, %) no puede estar dominada, por ser una cortadura

preservadora del orden, por lo tanto R es vacio, entonces XcY,

o sea X;.,CX;., por lo tanto X;.; G X,.,, es decir Vv, s V;[]

Xexy, |%ex,,

FIOURA 54
El ordenamiento parcial tiene la siguiente propiedad para
todos los vértices vy,
Xy={Vi/VisVi}
Es decir, los conjuntos Xj,, pueden ser recupesrados a partir

del ordenamlento parcial (o la GOP).
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5.5.~ Los Arbolas (G-H) Reducidos y la (GOP).

Un 4&rbol (G-H) también induce a un ordenamiento parcial
del conjunto de vértices de una red N.
Definicion 5.11.- Sea V, un ancestr¢ de V. en el 4rbol de

cortadura (G-H) si y solo sai,

v. (v,
U B Q P R=3
X=X Xex
H Yernl Fary,
FIGURA 85

Lema 5.8.~ 81 V, { V. entonces V, S V..
Demostracién: (Figura 55).Por contradiccién, sea  X=X.,,
Y=X:.r, por hipétesis V, ( V.. Supongamos que V, < V;, nos llevars

a una contradiccién.

Por suposicién X..@X.., dado que (X, ¥) es una cortadura de

drbol se tiene V,eX, entonces no se puede tener YcX, por lo
tanto (X, X) y (Y,?) son cortaduras cruzadas. Sean:

P=X¥nY, Q=¥AY, ReXn¥, y UsXnY
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Jupongamos V,,V.€P y V.ell. Dado (P,F) es una cortadura

separando V de V. y V. tenemos
c{Y, ¥y € eip, Py
entonces por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas
el U1 s ek, Y11
Es upa contradiccidn, pues (X,T\’) es una cortadura
arbol, por lo tanto debe tenerse:
Xy-oCXiep

es decir

v, s v.0

arbol, si y sdlo si, no existe un par de vértices Vy V. tales que

V.ET, vieX y V, ( V..(Figura 56).

Kol b} Rl
C5X) no contadara de éebol

95

de




Corolario 5.1.~- Cualquier cortadura preservadora del orden
es una cortadura de &rbol.

Demostracién; (Figura 57). Por contradiccién. Se tiene por
hip6tesis que (X, X¥) es una cortadura preservadora del orden,
entonces se tiene que para todos los vértices V, y V,. 81 VsV,
y V.eX entonces V,eX, Supongamos que (X, X) no es una cortadura
de a4rbol, entonces existe un par de vértices tales que V,sV,y
V.eX con V,€X, '

Por el Lema 5.8 si V, ( V. entonces V, § V, y por hipétesis
se tiene que (X,:\7) es una cortadura preservadora del orden con
V,eX entonces debe tenerse que V,eX!, es una contradiccién pues
por hipstesis se tiene que V,e¥ .,

Por lo tanto debe tenerse que V,€X, y por la Definicién

5.12, (X, X¥) es una cortadura de 4rbolld

@9 { Cortadure NO Proservedors del Orden
' Costedurs NO de Asbol

Q

........ poreetrmrreanionie,a,,,
.
n

¥

FIGURA 57
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Lema 5.9.- Sea T el &rbol de cortadura (G-H) de una red V,
si V, es el padre de V. en el arbol T y V, es el padre de V. y
f. $ f.., entonces X;.=X;.., es decir los vértices V. y V. se
pueden condensar.

Demostracién: (Figura 58).

La relacién X...cX;-- se cumple sin considerar que f, S f...

Supongamos que Xj.c @ X;.. Sea (X,:k_') la cortadura de Aarbol
minima que separa a V, de V, dada por el arbol de cortadura (G-H)
con X=X.., y sea Y=X;.. entonces la cortadura (Y,?) debe separar
a V, de V., (de otro modo se tendria X;.c = X;.,). Se tienen dos
casos:

i)81 XcY, se tiene (X, X) es la cortadura de A&rbol
minima que separa a V, de V. y (Y,?) es otra cortadura que
Lambien separa a V,de V., entonces (X, X) domina a (Y, 7).,

ii) (X,:f) y (Y,)-’) son cortaduras cruzadas, Sean,
P=XnY, Q=X Y, R=XnT¥ y UsXnY,
se tiene:
c{X,X) S c(B, P)
puesto que ambos separan a V, de V,, luego,
c(U, U) s (Y, ¥)
por el Lema 5.4 de las Cortaduras Cruzadas, entonces (U, U )
domina a (Y,¥). k
Entonces por el Lema 5.2, como Vi y V. quedan de un mismo

lado de una cortadura que domina, pueden ser condensadosll
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" PIGURA 59

Lema 5.10.- El 4rbol reducido (G-H) y la (GOP) de una red N
que no tenga vértices prohibidos son idénticos.

Demostracién: (Figura 59). Debemos demostrar que si X;..cXi.p
{excluyendo X,,=X;.), es decir V, < V,, entonces V, { V, en el
arbol reducido (G-H).

Se tiene V,eX;.,, si no se tendria X;.,=¥i.,» la cortadura
(X;-ns Xpsn) corresponde a un arco en el arbol de cortadura (G-H) y
su capacidad es estrictamente menor a la capacidad de cualquier
otra cortadura representada en los arcos que forman el camino
elemental uniendo V, con V; por lo que no serd condensada en sl
arbol (G-H). Si V, esta en el camino elemental de V, a V,‘,
entonces V, es un ancestro de V,, de otro modo, sea V., el
ancestro comin mis cercano a V, y V,. Debido a que (Xi.,,Xsn)
corresponde a un arco en el 4&rhol de’ cortadura (G-H), se debe
tener X;..=X;.., la capacidad de este arco es estrictmenté kmen‘or

a las capacidades de los arcos en el camino eleméntnl de V,,

entonces, V, y V. ser4n condensados en el 4rbol de cortadura

(G-H) reducido. Aplicando el Lema 5.9.

Después de la condensacién V, es un ancestro de V0]
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1.1

5.6.- Rjemplos.

1.-} Sea la red

Obtener el Arbol G-H y el Arbol G-H Reducido.

2 (311,24,9)

.
w

2.5 (51,234)

! 1} 6!3
p & Aol G- H
2 Aplicandg e} Lema 5.2
D145 ‘
4.5 (41239) O 0
8 10
: " ‘
, @-®
Asbol G - H Reducido

;
i
|
i




1.~} Sea la red

¢ (]
s 10
4 2

OLOLpLale V,sV;sV,<V,sV,
Apbcundo el Lema 5.8 |

(1,324, X (13)
C(Xy3 X9 = 8+2¢1 = (1

(lvauS) X7 (L2)
Cia Xpg) 2441042 =16
(1,234,5) x,= (123
C(Xyq Xop®12¢3m15

CXys Xgg) = 10+3+2 =15

Crdfica de Orden Parcial
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Sea la red

)

2

Hy el Arbol G-B Reducido.

2.1) Obtener el Arbol G

(1.2,34/5,6)

-5

3

21,34,5,6)

1

2.

@<=
05

.2.3.

(1,23,4,5,6)

@

s

3459
3

S 3

3-4 (41,23506)

©
H
Lema
3
O-®-@®
Atbol G- HReducide
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2.~} Sea la red

2,2) Obtener la Grafica de Orden Parcial.

(132456  X,,=(13)
CX X ) =R+t =§
(127458  Xiu=(12)
(123546 X, =(1235)
CX X9 = (++1 =]
(123458 X =(1,234)
oo P SREFLILIE )
! v‘ v (L33436) Xy =(12345) o
O. D @, X, 0=101=2. -
£) l t ; %
L0001 0-L02@ VisVisVsvsvsy,
Aoica\doellmui,s ' o

3 ' s 3 1
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3.-) Sea la red

3.1) Obtener el Arbol G-H y el Arbol G-H Reducido.

2.5 (U1,349) 4.5 (WL239)
@
18
345D
13 (12349)
@ @
3 18 14
0 17 3 15 0)
OG>
Ahol G-H
3.4 (45123) Aplicando of Lema 5.2

Asbol G- H Reducido
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3.-) Sea la red

(1/2,3,4,5) X,=(1)
CXya Xyg =T34 =17

(L2345  Xy=(12)
C Xy 9 = H5+241 227

(102-3“'5) XH' (1113)

4 6
Copy X 244843 m 1§
4 3
JS (1L2345)  Xis=(1239)
C(Xyy Xuy) = 339247 = 1§
1
V,sV;sV, sV, sV,

115\ 21 15 1s G}JL@—]L@
a0 @@ ®

Aplicando ef Lema 5.3 Grifics & Ordea Pacial
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CAPLITULO 6

ALGORITMO DE REDUCCION

Intyxoducocidén: En este Capitulo se da el concepto de una
cortadura circular local minima en una red, el de un 4rbol con
raiz natural y el de un preflujo en una red dada, todos estos
conceptos son utiles para plantear el algoritmo que nos permite
encontrar la cortadura circular minima o bien la cortadura
circular local minima, as{ como, justificar su validez.

6.1.~ Cortaduras Circularzes Locales Minimas.

En este Capitulo se desarrollard un algoritmo para obtener

una cortadura circular (X,Y), tal que,
c(X,X) S c(Y,¥) Yex

Nétese que la cortadura circular asi definida no es igual a
la cortadura circular minima buscada en la seccién 3.3, Es
posible tener c(Z,Z) % c(X, X) donde Z no es subconjunto propio
de X. Llamaremos a esta clase de cortadura circular minima una
CORTADURA CIRCULAR LOCAL MINIMA.

Definicién 6.1.~ Consideremos un &rbol con raiz en V,;, donde
todos los arcos estan dirigidos hacia afuera de la raiz y cada
arco con capacidad c;. asociada a él, La auﬁa de las capacidudes

de los arcos hacia afuera de un vértice es llamada LA CAPACIDAD

HACIA AFUERA y la suma de la capacidad hacia adentro de up

vértice es llamada LA CAPACIDAD HACIA ADENTRO.
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Si la capacidad hacia adentro es mayor o igual que la
capacidad hacia afuera para todos lo vértices excepto para el
vértice raiz V,, es decir:

ey 2 Lo j#0
i 3

El 4rbol es llamado un ARBOL CON RAfZ NATURAL,

Consideremos un 4rbol con raiz natural como un conjunto de
caminos elementales desde V; hacia todos los vértices, donde las
capacidades de los arcos sean mondtonamente decrecientes. NOtese
que un arco desde V; a V; puede ser visto como varios arcos desde
V, a Vy, al particionar asi al &rbol.

Sea (X, X) una cortadura, en el Arbol descrito
anteriormente, donde X es el conjunto de todos los vértices con
capacidad hacia afuera mayor que cero y X es el conjunto de
todos los vértices con capacidad hacia afuera igual a cero,
entonces

c(X, X) s clY,¥), VeeYcX

Esta desigualdad se cumple debido a que cualquier cortadura
(Y,?) debe encontrarse a cada camino elemental en que se
particioné el 4rbol, desde V,, al menos una vez, la capacidad de
los arcos de cada camino elemental es monétonamente
decreciente. (Figura 62).

El algoritmo para localizar una cortadura circular locai

minima es equivalente a la bisqueda del conjunto X.
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6.2, Descripcion del Alguritmo.

El algoritmo inicia con V;, como tnico elemento de X, que se
va incrementando gradualmente, cuando el peso total de los
vértices en X, es tan grande‘como sea posible sin exceder a la
constante M, la cortadura (X;Y) asi{ obtenida serd la cortadura
circular minima requerida en la seccién 3.3. Es posible que el
peso total M no sea excedido y ya no sea posible aumentar los
miembros de X entonces obtendremos unicamente una cortadura
circular local minima al rededor de V,.

31 las capacidades de las cortaduras rodeando a V; van
decreciendo, en tanto que X va incluyendo mis vértices, el
algoritmo da la cortadura circular minima, En general la
capacidad de las cortaduras, puede decrecer, luego incrementarse
y entonces decrecer otra vez, a valores mis pequefios, en este
caso, el alqbritmo para antes del primer incremento.

Consideremos a V, como el vértice origen de la red vy

acumulemos las mdximas cantidades del flujo en los vecinos de V;

y en los vecinos de los vecinos, durante este proceso se permite
que la cantidad de flujo hacia adentro de un vértice sea nds
grande que la cantidad hacia afuera sin exceder -la capacidad del
vértice.

Durante el proceso, todos los vértices de la red pertenecen
a alguno de los siguientes tres conjuntos que son ajenos entre

si.
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S conjunto origen.

B conjunto frontera.

K conjunto de vértices que no estdn en S y no estan en B,
Al inicio V,, es el tnico elemento de S.

Todos los vértices adyacentes a V| pertenecen a B.

Al incrementarse los elementos de S el conjunto B va a

consistir de todos los vértices adyacentes a S,
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6.3. Algoritmo Jde Reduccién.

Paso 0) S={v;}
B=(V,/ V, es adyacente a V,} K={Vi/ V«gS y V.gB}
Paso 1) Xgu=by V V,e5, V,eB

i Xxg > Xby V.€BUK
s r

entonces:
SeSuU( Vi)
BeB/{Vp}
Be-Bu(V/V, es adyacente a B
Se repite el Paso 1),
Si no existe tal vértice V,, vamos al paso 2),

Paso 2) 38i Ixs 2 Ybp v,eS, V.€B, VeK.
] k

entonces V; es positivo, pues contiene exceso de flujo.
Si V» es positivo para todo B, entonces:
S¢-8u(B]}
Vamos al Paso 1).
Si no, consideremos un vértice v;eB, tal que

IXsy < Thyk v.€S, VeK
3 K

es decir, Vy es un vértice negatyivo. Vamos al Paso 3).
Paso 3) Redistribuimos el exceso del flujo de log vértices
positivos a los negativos y comprobamos si,

Xy + Z‘Xu > L by v,eS, V,,V,€B, V.eK
8 k
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34 todos los vértices negativos satisfacen ésta desiqualdad

entonces

S¢SuUB

Vamos al Paso 1),

8f no, se termina y {S,5) es la cortadura clircular local

minima.
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Diagrama de Flujo del Algoritmo de Reduccién,
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§.4. Un Rjemplo.

En la siguiente red, obtener la cortadura circular minima o

bien la cortadura local circular minima.

Paso 0) S={V,}
B=(Vs,Vi}  Ke={Vy,Vs5,Vg}
Paso 1) x;;=4
X1y3=3
X12=4>by b2+ 1=3
S=tv,, V)
B={V;,V,} K={Vs,Ve}
Vamos al Paso 1).“
Paso 1) x=2
A=l
bys+bys=4+5=9
by+tby=4+2=6
Para vV, 2 <9
Para V; 1< 6

" Vamos al Paso 2).
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Paso 2} Para V,

Xyt X23=3+1=4>by,=2

V; es un vértice positivo.

Para V,

K=2<bytby=4+529

V, es un vértice negativo.

Como no todos los vértices en B

son positivos vamos al Paso 3).
Paso 3) Redistribuimos el exceso del flujo de V; a Vq

Xi1tX23~byg=3+1-222 unidades a V,

X+ Xy=2+2%4, 4<bisthy=5+4=9
donde la desiqualdad

Zx,,+2xu>{2bn V,eS, V,V,eB, VieK
4 i

no se satisface, pues
2+2 < 9
Por lo tanto se termina y (S,§), es la cortadura circular
local minima con

Sa{Vi,Va} ¥ (S, §)=6
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6.5 Demostracién de la Validex del Algoritmo.

Definiclén 6.2.~ Un PREFLUJO de un camino elemental, es un
flujo en un camino elemental, donde, los flujos de los arcos son
monbétonamente decrecientes. En la Figura 61, los siguientes son
preflujos de caminos elementales desde Vi a varios vértices:

(%' Koz o) = (1,1, 1)

(%127 x4} = (3,2)

(%02 x35) = (2, 2)

(%37 %30} = (1, 1)

donde’

Xia=K1p 'V 4% V=4

Kn'xljn’*ln“":‘

Y

(X, X ) =c (Vi) Va/Va, Vi, Vi)
wX3a X+ Koy XAy
=1 + 2 +2 +1
=6

El valor del preflujo de un camino elemental esta definido
como el flujo del Gltimo arco del camino elemental. (Figura 60),

Consideremos VieX, la regla de inclusién de Vv, buednklnr:
enviar un preflujo por el camino elemental de V, a V, tal que,
(X, X) es igual a la suma de todos los preflujos de lo§ caminos

elementales,
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Asi cualquier cortadura (Y,?) con V,eYCX, debe tener cada
preflujo de un camino elemental al menos una vez., Por lo tanto

c(X, X) < (Y, 1)

" Vn
! ¥y
Yu . N
1131 |2
Ve
\) \{
v' V1 ..—'2— iy 3
. v N
\3 Y3 v y 3/
) § ! v
2 11 )
3 4 3
g
v 1
V. 3 73 W 3
v
113} {2
Va Vo Ve Vo
Va

Particién de los arcos:
Xo,z=6'3+3=Xq,;m+Xo 1&2)
Xz.1c"5'2+2+1'xz.1om+xz.xo‘"*xz,w”‘
Ki0,19m3%142% %10, 18" 210,10

Kio, 19 4=2+2mR1p,10' 4210, 19"
x;,“=4=1+2+1-x;,n‘”+x;,u‘“+x;,~.;"'
Kup, 19243242, 10 4Ky 0!
Xi1,20%3% 142Ky 1,00 4Ky 50"

Un preflujo en un camino elemental de: .
(Vay Vig) =Xo,2" K210 Kio, 16 '#3,1,1  su valor es 1,
(Vay Vig) =Ko, o K10 0 1 Xi,19'*'=3,2,2  su valor es 2,

=Xo,/" My K =3,2,2 su valor es 2,
(Vos Vo) %Xo,: " 4 K211 © g Riy,00™ =3,1,1 su valor es 1.
FIGURA €2
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6.6 Rjemplos.

1.-) Sea la red

1.3) Aplicar el Algoritmo de Reduccién para obtener la

cortadura circular minima o la cortadura circular local minima.

PASO 0) S = {1}

B = (2,3}

K= {4,5})

PASO 1) Para V; Para V,

X3 =8 X3 = 4
) by = 2 by = 1
;’ by = 10 by = 2
‘; Xiz = 8 < 12 = by + by Xis = 4 <3 m by + by
% antonces
% S = (1,3)
P B = (2,4}

|

|

! K = (5}
|

i

|



PASO 1) Para V,
X = 1
by = 3
X = 1 < 3 = by
V. ¥y Vy son vértices negativos,.

PASO 2) y PASO 3) No existen vértices positivos en B,

entonces no existe flujo a redistribuir por lo tanto; terminamos

Y
S = (1,3) § = {2,4,5)

C(S,5) = 8+142 = 11
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2.-) Sea la red

2.3)

cortadura circular minima o la cortadura circular local minima,

PASO d) S = (1}

B = (2,3}

K = {4,5,6}
PASO 1) Para V;

X2 = 3

by =1

by = 1

Xiz = 3> 2 = by + by
entonces

S = {1,2,3}

B = {4,5)

K= (6}
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Aplicar el Algoritmo de Reduccién para obtener la

Para v,
Xi3 = 3
by = 1
byy = 1

Xi3 = 3 > 2 = by + by

it ek i
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PASO 1) Pdara V, Para Vs

Xy = 1 Xy = 1
Xy = 1 X3y = 1
by = 1 beg = 1
Kag + Xy = 2 > 1 = by, Xy + Xy, = 2 > 1 = by,
entonces

S = {1,2,3,4,5}
Por lo tanto paramos pues el Unico vértice restante
es Ve = Va, &1 cual, no puede ser incluido en S y § = (6},

C(S,§) = 141 = 2
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3.-) Sea la red

3.3) Aplicar el Algoritmo de Reduccién para obtener la
cortadura circular minima o la cortadura circular local minima.

PASO 0) S = {1)

B = (2,3,4)
K = {5)

PASO 1) Para V; Para V, Para v,
X2 = 4 X3 = 9 Xy = 1
by = 6 by, = 6 by » §
bz = 5 by = 1 by =1
by = 3 by = 2 bus - 7

X1724<14wb,1+bythy  Xyym9=9sbytbytbyy  Xyym1<13wbyatb,itbys
PASO 2) Para Vv, Para V; Para Vy
X1;24>3nb X13=9>2=h;s X4 =1<7=b;s
es vértice positivo es vértice positivo es vértice

negativo,
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PASO 3) Redistribuimos el exceso de flujo de V, y V, a Vi.
Para Vv, Para V;

Xi2-b=4=3=1, unidad a V; ¥;;~by;=9-2=7, unidades a V,
entonces X, = 1 pero by = 1, entonces Xy = 1
KeagtXpqtXy = 1 4+ 1+ 1 = 3 <7 = by
Por lo tanto paramos y {5,5) es la cortadura circular
local minima.
con S = (1) § = {2,3,4,5)

y C(8,8) =4+ 9+ 1+3a17
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CONCLUSION

Como se puede observar en los ejemplos de las secciones 5.6
y 6.5, el Arbol G-H Reducido y la Grdfica de Orden Parcial en
cada uno de ellos son idénticos y al aplicar el Algoritmo de
Reduccién a cada una de las redes de tales ejemplos obtenemos la
cortadura circular local minima encontrada en el Arbol G-H
Reducido y en la Gr&fica de Orden Parcial,

Asi comprobamos la teoria utilizada para determinar el
Algoritmo de Reduccién, pues al considerar todas las posibles
cortaduras de una red nos enfocamos a la busqueda de las
cortaduras de Arbol dadas por el Arbol G-H ya que demostramos
con el Teorema 5.1 que una cortadura de drbol domina a una
cortadura no de drbol, luego con los Lemas 5.2 y 5,5 demostramos
que es posible condensar ciertos vértices y asi obtenemos el
Arbol G-H Reducido,

Mas adelante definimos la Grifica de Orden Parcial para
obtener cortaduras preservadoras del orden y con el Te'oremays.z
demostramos que una cortadura preservadora del orden doinina a
una cortadura no preservadora del orden, Con el Corolario 5.1
aseguramos que cualquiser cortadura preservadora del orden es una
cortadura de 4rbol, con el Lema 5.9 demostramos que ge pueden
condensar ciertos vértices y asi obtenemos la Gradfica de ‘Or'den

Parcial, a continuacién con el Lema 5.10 demostramos que una
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Grafica de Orden Parcial que no tenga vértices prohibidos y el
Arbol G-H Reducido son idénticos.

Por lo tanto al encontrar las cortaduras preservadoras del
orden dadas por la Grafica de Orden Parcial redujimos mds aun,
el nimero de cortaduras a ser consideradas en la blsqueda de la
cortadura circular local minima (x,?)=(s,§). Como se definid
en la Definicién 5.6 los vértices que pertenecen al conjunto X
estdn ordenados parcialmente y utilizamos este hecho en el
Algoritmo de Reduccién para considerar como candidatos a ser
incluidos en el conjunto 8 a los vecinos de Vi y después a los
vecinos de los vecinos, asi‘sucesivamente -Paso 0) y Paso 1)-
procurando acumular la mayor cantidad de flujo entre ellos al
redistribuir el flujo sobrante de los vértices poaitives hacia
los vértices negativos -Paso 2) y Paso 3).

Por lo tanto queda justificada la teoria empleada para
determinar los pasos a seguir en el Algoritmo de Reduccién que
nos permite encontrar la cortadura circular local minima o bien
la cortadura circular minima que es ia solucién al Problema de

la Cortadura Circular planteado en las secciones 3.3 y 5,1,
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TABLA DB FIGURAS
DESCRIPCION
cAPITULO I

Gréfica G.

Otra representacién de la Grdfica G.

Grafica Simple.

Grdfica Completa.

Gréfica Bipartita.

Grdfica Bipartita Completa.

Grdfica Simple Implicita

Grifica, Grdfica Parcial, Subgrdfica Inducida.
Subgradfica Arista-Inducida.

Cadena, Cadena Simple y Cadena Elemental,
Grdfica Conexa y Grdfica no Conexa.

Ciclo Cerrado, Ciclo 8imple y Ciclo Elemental.
Arboles de 6 Vértices,

Teorema 1.1.

Arista de Corte.

Cortadura y Cortadura Minimal,

Vértice de Corte,

Cortadura de Vértices,

k-Cortadura de Arista,

k-Cortadura de Vértice.

Digrdfica D y GrAfica Implicita de D.

Grado Hacla Adentro y Grado Hacia Afuera de un
Vértice.

CAPITULO II

Red N.

£(s) y fs).

Capacidad y Flujo en una Red,

Conversién de una red N con varios origenes y
varios destinos a una red N’ con un sélo origen
y un 8élo destino,

Capacidad de una Cortadura.

Lema 2.2,

Cadena Elemental f-de incrementacién,

Tres casos de los arcos que inciden en un
vértice de una cadena elemental

f~de incrementacién,

Flujo Revisado Basado en C.

Arbol f-no saturado.

Diagrama de Flujo del Método de Etiquetacién.
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DESCRIPCION
capfruLo 1v

Flujo Miximo entre dos vértices cualesquiera.
Lema 4.1

Lema 4.2,

Paso 3.-) Algoritmo para construir el arbol G-H.
Paso 5.~) Algoritmo para construir el 4drbol G-H.
Paso 6.-) Algoritmo para construir el 4rbol G-H,
Construccién de un 4drbol de cortadura G-H.
(Ejemplo) .

Cualquier estado durante la construccién de un
drbol de cortadura G-H.

Dos casos que se presentan al cortar un vértice
generalizado durante la construccién de un arbol
de cortadura G-H.

caritune v

Cortaduras Cruzadas.

Lema 5.1.

Lema 5.2,

Lema 5.3,

Cortaduras de Arbol y Cortadura de Arbol
Bipartita,

Lema 5.4.

Teorema 5.1.

Lema 5.3,

X1 © Xioy

Grdfica de Orden Parcial,

Teorema 5.2, :

Grafica G,

dos Arboles de Cortadura G-H de la Gré&fica G,
Grdfica de Orden Parcial de la Grdfica G.
Lema 5.7.

Lema 5.8.

Definicién 5,12,

Corolario 5.1.

Lema 5.9.

Lema 5.10.

CAPITULO VI

Diagrama de Flujo del Algoritmo de Reduccién.
Ejemplo del Algoritmo de Reduccién. )
Preflujos.
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