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ON TllE CONVERGENCE Of' POWER SERIF.S AND BASES 
IN TOPOLOGICAL ALGEBRAS 

MARÍA DE LOURDES PALACIOS FABJLA 

In the bcginning of the fifties, E.A. Michael and R.F. Arcns, amcrican mathcmaticians, 
introduced a new kind of algebras, the 11i-co1rvex algebras. These topological algebras interested 
mathematicians very mud1, and they still do. These m-convex algebras have been vcry attractive to 
physics-mathematicians. l. Kaplansky's work in topological rings and Iocally convex rings was very 
importan! too .. In 1971 \V_ Zelazko started his study on topological algebras and in I 976 he gave a 
dtaracterization of conunutative complex m-convex algebras with unit e where ali the 1113X.Í1113l ideals 
have codimcnsion 1 and he described situations where there are dense maximal ideals of finite 
codimension or infinite codimension. 

It's important to know under which conditions we can define morphisms between topological 
algebras, this mcans continuous, multiplicative, linear maps. In 1952 Ganapathy-Iyer set a relation 
bctwecn proper bases and the automorphisms of thc space. He also suggested thc possibility of 
diaracterizing such automorphisms in terms of bases. M Arsove solved thc problem in 1958, by 
modifying the definition of a proper base that Ganapathy-Iyer had givcn. A ycar later he ex1ended his 
results to the space of Analytie functions in the neighbourhood ofthe origin. 

M. Arsovc considered linear combinations as infinite series. A sequence {a"} ;:0 of 
functions in F, thc space of analytic functions in a ncighbourhood of the origin, is li11early 

i11depe11dem, in the Arsove scnse, if ¿e.a. =O => c. =O, /1 = O,I,2, ... for ali sequences ... 
{e" ) ;.0 of complex numbers for which thc series converges in F. A sequcnce {a.,} ;.0 of functions 

in F generales a subspaceF,, of F if F0 is fom1cd by ali linear combinations L:c.a., where 
n•O 

{c. l :'.o is a scquence of complex numbers. A scquooce {a.} ;.0 of functions in F is a base of a 

subspace F,, of F if it is linearly independent and genera~es F,,. A base {a"} :'.o of a subspace F0 
~ 

of F is a proper base if { L c.,a., converges in F ~ Le .o., converges in F}, where {o"} ;:'.0 is 
n•O 11 .. Q 

thc fundamental base of F;,. 
M. Arsove has provee! that, given a base {x.} ::'-o of a Fréchet space F and a sequence 

{.r. } ;:'.0 of elements of the space, it can be defined a continuous linear function f: F ~ F such 
~ ~ 

thatf( ¿a.x" ) = ¿a.y" ifthe following condition holds: 
n•O n•O 

~ 

¡¿a.x" convergesinF<=> L;a.y" convergesinF}. 
n•O n•O 

Throughout this work we use some ofthe results of Arsove to givc a necessary and sufficient 
condition for a sequence {x.} ;:'.0 in certain types of m-convex algebras to be a proper base. In order 
to set this condition we study the relationship that exists between the spectral radii and the spectra of 
the elements of a topological algebra and the convetgence of power series in that algebra. We gjve 
severa! original results in this direction and we apply our results to give a sufficient condition for the 
ex.ístence of a continuous multiplicative linear function between certain m-convex algebras. ' 
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En este trabajo utilizamos algunos de los resultados obtenidos por M. Arsove para dar w1a 
condición necesaria y suficiente para que wm sucesión {x"} ;:'., en cierto tipo de álgebras 

m·convexas sea una base propia. 
Con el fin de dar esta condición estudiamos las relaciones que existen entre los radios 
espectrales y los espectros de los elementos de w1 álgebra topológica y la convergencia de 
las series de potencias en dichas álgebras. 
El capitulo 1 está dedicado a introducir los conceptos y técnicas básicas que se utilizan a lo 
largo de toda la tesis. 
En el capítulo 2 estudiamos la convergencia de series de potencias en álgebras topológicas 
en témrinos de los radios espectrales y los espectros de sus elementos. 
El capítulo 3 está dedicado al estudio de las bases en las álgebras topológicas y es donde 
damos la caracterización antes mencionada. 
Finalmente, en el capítulo 4 .aplicamos algunos de nuestros resultados con el fin de dar una 
condición suficiente para la existencia de una función lineal multiplicativa continua entre 
ciertas álgebras m-convexas. 
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Introducción. 

Al principio de la década de los cincuentas los matemáticos esta
dounidenses E.A. Michael [HJ] y R.F.Arens [2], independientemente el 
uno del otro, introdujeron un tipo especial de álgebras topológicas, las 
álgebras topológicas localmente multiplicativamcnte convexas (abrevi
ado por localmente rn-convexas). Estas álgebras topológicas llamaron 
fuertemente la atención de los matemáticos y hoy continúan haciéndolo. 
Más aún, este tipo de álgebras topológicas ha sido muy atractivo para 
los físicos matemáticos. Bl trabajo de l. Kaplansky (16] y (17] en ani
llos topológicos y anillos localment.e convexos también fue fundamental 
en el desarrollo del estudio de las álgebras topológicas localmente m
convexas. 

En 1971 W. Zelazko [22] estudió las álgebras t.opológicas y en 1976 
dió una caracterización de las álgebras comnut.ativas completas m
convexas con unidad donde tocios los ideales máximos tienen cocli
mensión uno [24], y describió también sit.uaciolles donde existen ideales 
máximos densos de codimensión finita o infinita. 

En el estudio de las álgebras topológicas, es importante conocer 
las condiciones bajo las cuales existen morfismos entre ellas, es de
cir, transformaciones lineales multiplicativas y continuas. En 1952 
Ganapathy-lyer [12] realizó un estudio de las bases en el espacio de 
las funciones enteras e introdujo el concepto de base propia. En este 
trabajo Ganapathy-lyer estableció una relación entre las bases propias 
y los automorfismos del espacio. Además sugirió la posibilidad de ca
racterizar dichos automorfismos a través de las bases. M. Arsove (7] 
resolvió el problema en 1958 modificando ligeramente el concepto de 
base propia de Ganapathy-lyer y un año después extendió sus resulta
dos al espacio de funciones analíticas en una vecindad del origen. 

Un aspecto esencial en la teoría de las bases, como lo desarrolló 
M. Arsove, es la interpretación de las combinaciones lineales como se-
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ries infinitas. Una suces10n {an}~=O de funciones del espacio :F de 
todas las funciones analíticas en una vecindad del origen es lineal

oo 
mente independiente en el sentido de Arsove si L: Cnll'n = O implica 

n=O 
Cn = O,n = 0,1, .... para todas las sucesiones {cn}~=o de números com-
plejos para las cuales la serie converge en :F. Una sucesión {an}~=O de 
funciones de :F genera a un subespacio :F0 de :F si :Fo consta de todas 

00 

las combinaciones lineales L: c,,n,., donde { Cn }::"=o es una sucesión de 
n=O 

números complejos para los cuales la serie converge en :F. Una sucesión 
{an}~o de funciones en :F que es linealmente independiente y genera 
un subespacio :F0 de :F es una base de :F0 • 

Un ejemplo de una base es la base fundamental {ón}::"=o de :F donde 
Ón(z) = zn, n = 0,1,2, .... 

Una base de un subespacio :F0 del espacio :F de todas las funciones 
analíticas en una vecindad del origen es una base propia en el sentido 
de Arsove si para toda sucesión {cn}::"=o de números complejos, se tiene 

00 00 

que L: Cnll'n converge <=> L: CnÓn converge, donde { <Ín}::"=o es la base 
n=O n=O 

fundamental de :F. 
M. Arsove probó que dada una base {xn}::"=o en un espacio de 

Fréchet :F y una sucesión de elementos {Yn }::"=o podemos definir una 
00 00 

función lineal continua f : :F --t :F tal que f ( L.: anXn) = L.: anYn si 
n:;O n=O 

se cumple la condición 

{n~o anxn converge en :F <==> n~o ªnYn converge en :F} 
En 1952 E.A. Michael formuló la siguiente pregunta: ¿Es cierto 

que toda funcional lineal multiplicativa sobre un álgebra de Fréchet 
conmutativa localmente m-convexa es continua? T. Husain y J. Liang 
[13] contestaron afirmativamente dicha pregunta, en el caso en que el 
álgebra posee una base ortogonal incondicional. T. Husain y S. Watson 
hicieron un amplio estudio sobre las bases en álgebras topológicas y en 
1983 definieron a las álgebras m-convexas con base cíclica [14]. 

En este trabajo utilizamos algunos de los resultados obtenidos por 
M. Arsove para dar una condición necesaria y suficiente para que una 
sucesión {xn}~=o en cierto tipo de álgebras ro-convexas sea una base 
propia. Con el fin de dar esta condición estudiamos las relaciones que 
existen entre los radios espectrales y los espectros de los elementos de 
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un álgebra topológica y la convergencia de las series de potencias en 
dichas álgebras. 

El capítulo 1 está dedicado a introducir los conceptos y técnicas 
básicas que utilizamos a lo largo de toda la tesis. 

En el capítulo 2 estudiamos la convergencia de series de potencias en 
álgebras topológicas en términos de los radios espectrales y los espectros 
de sus elementos. 

El capítulo 3 está dedicado al estudio de las bases en las álgebras 
topológicas y es donde damos la caracterización antes mencionada. 
. Finalmente, en el capítulo 4 aplicamos algunos de nuestros resulta

dos con el fin de dar una condición suficiente para la existencia de una 
función lineal multiplicativa continua entre ciertas álgebras m-convexas. 

Deseo expresar mi más profundo agradecimiento al doctor Hugo 
Arizmendi Pcimbcrt por todo el tiempo, paciencia y apoyo que me 
brindó a lo largo del desarrollo de este trabajo. Agradezco también al 
doctor Carlos Hernández Garciadiego por sus valiosos comentarios y su 
apoyo. Finalmente agradezco a todas las personas que de una u otra 
forma me apoyaron en la realización de esta tesis. 

México, D.F. enero de 1996 



Capítulo 1 

Algebras Topológicas 

En este capítulo presentamos los conceptos fundamentales que nece
sitaremos a lo largo de toda la tesis. 

En la Sección 1 damos las definiciones de álgebra topológica, ál
gebra localmente convexa, álgebra m-convexa y álgebra B0 • Estos son 
los tipos de álgebras con las cuales trabajaremos. 

A continuación damos algunos ejemplos de álgebras familiares como 
el álgebra C(-oo, oo) de todas las funciones complejas y continuas en 
la recta real, el <ílgebra & de todas las funciones enteras de una varia
ble compleja, y el álgebra }(, de todas las series de potencias formales 

00 

x = L Xnt" , y mostramos que son álgebras de alguno de los tipos 
n;::Q 

mencionados. También definimos el importante concepto de álgebra 
matricial, este tipo de álgebras t.opol6gicas que juega un papel central 
en esta tesis. 

En la Sección 2 presentamos la estructura de las álgebras m
convexas; definimos el concepto de el espectro de un elemento ele un 
álgebm y la topología de Gelfand asociada al álgebra, así como la tran
formada de Gelfand de una funcional lineal multiplicativa en el álgebra. 

Enunciamos y probamos los teoremas clásicos de \V. Zelazko que 
demuestran que cualquier álgebra m-convexa completa es isomorfa, por 
un lado a una subálgebra cerrada de un producto cartesiano de álgebras 

5 



6 CAPÍTULO l. ALGEBRAS TOPOLÓGICAS 

de Banach, y por otro lado a un límite inverso de álgebras de Banach. 
Estos resultados son los que permiten llevar gran parte de la riqueza 
de la teoría de las álgebras de Banach a las álgebras m-convexas, y en 
más de una ocasión son usados en esta tesis. 

A continuación presentamos el estudio del grupo de elementos in
vertibles en el álgebra dada, y las versiones para álgebras m-convexas 
de los teoremas de Wiener y de Gelfand-Mazur. 

Luego probamos las siete caracterizaciones de W. Zclazko para el 
radio espectral de un elemento de un álgebra m-convexa. Definimos el 
concepto de radical de un álgebra m-convexa y damos sus correspondi
entes caracterizaciones en términos de los radios espectrales. 

Finalizamos la sección con un importante teorema de representación 
de W. Zelazko. 
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1.1 Preliminares 

1.1 Definición.- Un álgebra topológica es un espacio vectorial topoló
gico dotado de una multiplicación asociativa conjuntamente continua. 

Sea A un álgebra topológica sobre C. Denotamos con <I>(A) a la 
familia de todas las vecindades balanceadas y convexas del origen en 
A. Una vecindad U es balanceada, si O E int(U) y >.U e U para cada 
complejo>. con l>.I :5 1 y es convexa si o:U + (1 - o:)U CU, O :5 o: :5 l. 

La continuidad de la multiplicación en el origen significa que para 
cada U0 E <I>(A) existe una Up E <ti(A) tal que 

(1) 

De aquí se sigue la continuidad conjunta en Ax A. Para verificarlo, sean 
x 0 , y0 E A, y Va un elemento arbitrario de <I>(A). Debemos encontrar 
una vecindad \fp E <I>(.-1) tal que siempre que x E xo + \fp, y E y0 + Vp, 
entonces xy E x 0 y0 + \10 , lo cual es equivalente a 

(xo + Vp)(Yo + Vp) C XoYo +Va· 

Esta última relación se satisface si 

Primero encontramos Uo. en <I>(A) tal c¡ue 3U0 e Va· Por la relación 
(1) podemos encontrar Up t.al que (U¡¡) 2 e U0 • Pór la continuidad de 
la multiplicación por escalares podemos encontrar una >., O < >. :5 1, 
tal que >.xo , >.y0 E UiJ , y escoger Vp tal que >.- 1 Vp e Up. Entonces 
tenemos 

c¡ue era lo que deseábamos. 

1.2 Definición.- Un álgebra localmente convexa A es un álgebra topo
lógica que como espacio vectorial es localmente convexo. 
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_En este caso, la topología puede estar dada mediante una familia 
{llxlln}aEA de seminormas tal que para cada índice a, existe un índice 
,6 tal que · · · 

(2) 

Eil' efecto, sea {U} una base de vecindades convexas balanceadas del 
origen. Para cada U definimos la funcional subaditiva de Minkowsky 
p~ : A --+ C como sigue: 

Pu(x) = inf{t >O: x/t E U}. 

Esta función está definida en A pues U es balanceada. 

Afirmamos que pu es una seminorma en A: 

1) Pu(x) ~O: por definición. 

2) Pu('rx) = i'YIPu(x), "Y -1 O: 

Sean Pu('rx) =a y pu(x) = ,6. 

"Y: E U=> >.~"Y E U=> 1$1 ::'.: f3 => i"i ::'.: bl.6 => a~ .Bl"Yi; 
X ~ O' :X E U=> "YA E U=> i"YAI ~a=> l'YllAI ::'.:a=> j,\j ~ ¡;¡ => 

a 
f3 :::: ¡;¡ => .Bl"YI :::: a. 

De esta manera tenemos que bl/3 =a, i.e. h·lpu(x) = pu('Yx). 

3) Pu(x +Y)~ pu(x) + pu(y): 

Sean Pu(x +y) = a, pu(x) = /3 y pu(Y) ='Y· Sean t y s tales que 
:r:/t E U y y/s E U; entonces t ~ f3 y s;:: 'Y· Como 

X X --=--t+s t+s t 

Tenemos que 

y s y 
y t + s = s +t ;· 

_x_ + --1!._ = _t _ ~ +-s- y_ E U 
t+s t+s t+s t t+s s 

~ '·'. 



U .. PRELIMINAREB_. 9. 

y~ quelr'es c~n~exa y-t- + - 8
-. . ,:,,· i. Esto quiere},dedr"que 

.. _·,.:·;;;::,~;~,;;},i~;~ .. s:t·t %,f,~-~~;;~~;··~-~-·T'.;::::;.~'.·<::.~i:·· .. ·.,•.•: . . . 

si:~Tutiilif 111111~'.~tt·:.º'~"' 
: Pu;cvr,;,;, inf{t> o 1- E Up} =e 

.·.. . t .·. 

::_E U¡¡ y '#_ E Up => xy E U°' 
t s ts 

=> ts 2:: a=> be 2:: a=> Pu0 (~y) $ Pup(y). 

Finalmente vemos que la topología está dada por la familia de semi
normas antes mencionada: si Ua. E {U} entonces {x E Alpu

0 
(x) < 1} ~ 

u°'. 
Esto implica que la topología inducida por {U} y por {Pu} es Ja 

misma. 

1.3 Definición.- Un álgebra localmente convexa es m-convexa si la 
relación (2) puede ser reemplazada por 

(3) 

para toda a E A y x,y E A. 

1.4 Definición.- Un álgebra B0 es un álgebra A localmente convexa, 
completa y metrizable. 

Su topología puede estar dada por una sucesión de seminormas 
{llxll;}iEN tales que 

(4) 

para cada i E N y x, y E A. 
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1.5 Ejemplos: 

1) El álgebra C(-oo, oo) de todas las funciones complejas y contin
uas en la recta real con las operaciones puntuales y las seminormas 

llxl!n = máx lx(t)I 
-n:St:Sn 

es un álgebra B0 m-convexa. 

Veamos que es m-convexa: 

máx l(xy)(t)I = máx lx(t)y(t)I = 
-n:$L:Sn -n:St:Sn 

máx lx(t)lly(t)I ::;; máx lx(t)I máx ly(t)I 
-nSt:Sn -n:SL:Sn -n:St:Sn 

l!xllnl!Ylln· 

Veamos ahora que es Bo: 

Sea {xkheN una sucesión de Cauchy en C(-oo, oo). Dada f >O, 
existe ko tal que para todas k, k' > k0 , llxk - Xk• lln < f para toda 
n. 

llxk-Xk•lln < f=} lxk(t)-xk•(t)I < i para cadat E [-n,n]. Pero 
C es completo y {xk(t)}keN es de Cauchy, por lo tanto converge 
en C; sea x(t) = J.~.1! xk(t). Como la convergencia es uniforme 

en cada compacto [-n, n], entonces x E C(-oo, oo) y {xkheN 
converge ax en C(-00,00). 

2) El álgebra é de todas las funciones enteras de una variable com
pleja con las operaciones puntuales y con las seminormas l!xl!n = · 
máx lx(t)I, es un álgebra B 0 m-convexa. La demostración se hace 
ltl:<;n 
en forma análoga a la del ejemplo l. 

3) El álgebra JC de todas las series de potencias formales con coefi-
oo 

cientes complejos x = L Xnt", con la suma usual y las seminor
n=O 

n 

mas l!xl!n = L lx¡I. 
í=O 
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' ... .-...·.·::: -:··~ -::· -:·.·~- / 

La multiplicación es.la de Cauchy, es decir,' si :i::~~LS x;.t~,· ¡j =: 
00 00 ·; '"" ... ' ;::~-~~~~>.·~·::·. ·.' . 
E Yntn, entonces xy = z =E Zntn, donde.~ ;,,23ili/ri~; .. iJC es 
n.=O n=O - . · i=O::--. ..... '' .. · 

·un álgebra Bo m-convexa~ En· efecto, -: ·. , .. , : \''.::,;:-~ ~~·i.=-:·~:·>'.\: · · 
,,··, · .. ·. ~: .. : .. 

llxvlln t ¡t XiYk-il $ t E lx;llYk-il $E lfij fIYkl 
k=O i=O k=D i=O i=O k=i .· 

$ llxllnllYlln 

y por lo tanto K, es m-convcxa. 

Veamos ahora que es B 0 , para demostrar ésto sean {x;}jeN una 
sucesión de Cauchy en JC y E > O; existe L 0 tal que si l, l' > Lo, 
entonces 1ix1 - X1• lln < E para toda n. Si 1, l' > Lo, para toda n, 

E > 11~ ((xr)k) tk - ~ ((xl' )k) tk'' = 11~ ((xi)k - (xi• )k) tkll 
k-0 k-0 n k-0 n 
n 

E l(xr)k - (x1• )k\. 
k;O 

Entonces para cada k, l(x1)k-(xl' )k\ --t O, pero ésto quiere decir 
1111-HX> 

que {(xi)dieN es una sucesión de Cauchy de mímeros complejos 
para cada k y por lo tanto converge en C. Entonces para cada k 
existe un número complejo Yk tal que (xi)k :--t Yk· 

3-too 

00 

Definimos el elemento y en JC como y= E Yktk. 
k;O 

A continuación demostramos que xi :--t y en JC. Sean n E N y 
J-+OO 

E > O, como (xi)k --t Yk, existe N tal que para j > N y para 
k =O, 1, ... , n se tiene que l(xJ)k - Ykl < E/(n + 1); por lo tanto 
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= t l(x_¡)k -YS:I < (n + I)e/(n+ 1) =f. 
k=O 

' con ello" hemos probado nuestrá ·afirmación. 

4) Sea(a¡,,11 ), p E N, O $ n < oo una matriz infinita de mimeros 
positivos que satisfacen la condición: para cada p E N existe 
q EN tal que 

(5) 

El álgebra matricial A(ap,n) asociada con la matriz (ap,n) es el álgebra 
de todas las series de potencias formales complejas 

00 

tales que IJxlJp = L /xk/ap,k < oo Vp EN. 
k=O 

A(ap,n) es un álgebra bajo la multiplicación de Cauchy. 

Si 

(6) o< ap,n :::;: llp+l,n 

para toda p E N y 11 = O, 1, 2, ... , entonces A( ap,n) es un 'álgebra B0 

si p = q en la condición (5 ), entonces A(ap,n) es m-convexa. A(ap,n), 
p = 1, 2, 3, ... , n = O, 1, 2, ... , es localmente convexa ya que si x, y E 

00 00 

A(ap,n), x = L XkZ\ y= LYkZk, entonces 
k=O k=O 

l/x/I; =E /xk/a;,k $ f /xk/a;+1,k = l/x/IHI• 
k=O k=O 

Además l/xyl/; =E /(xy)k/a;,k = ~ltxiYk-j,ai,k $ 

$ f:u~ /xil/Yk-i/a;,k $E (t lxil/Yk-i/) ªH1,iªi+l,k-i ~ 

$ (~ /xk/ai+1,k) e~ /yi/a;+1,j.) $ l/x/111/Y/I; 



U. PRELIMINARES. . · ¡3: .. 
-- ' ' -

- ·, . . . . . : 

_ Á(a~·~)'estomp1~ta:sea'{x;};e1'1 una.sucesión de Cauchy.en·A(ap.~); 
entonce~ para'. toda· e> O, existe L0(p; E) >O tal quesi !; l' > L~(p, E), 

. 1ix1 T': x¡; 11,; :< € Vp ~ ~. 2~ ... : Esto quiere decir que - . . 
'.·.:,:.· 

. ~ - . '•-''J ·:' - ;:,'/.";: . ··oc:i 

·. -· · } : i.I:J(xi)l:-o- (xl')kiap,k <f . 
. ·. < ' .;· ./ <·::·!"~".'º''' ' . 

. Sea N tal: qué exis.te p.:::1; 2; > .. ; que satisface, ap k #O; 
~·-·:,':-/·.- •. ~_;·:_;;:··--<:.'';,'.! .. ~-:.·._•-;·',.·~,.-.,: ... -,.-•. ·. t ,, 

•·. -~: ,-.' ·': i(~1)k·~:(~;)~Jap.~ ~ L i(x1)k - (x1• )klllp,li < f 
' .. -. , .. . . . .. li=O 

.. :.-1~ 1-::' )· ... 

y ~or iti ;t¿nfo· 

l(x1)ki - (x1•)kiap,k < E/ap,k VI,!'> Lo(p, f). 

E.ntonces {(x1)k}IEN es una sucesión de Cauchy en IC y converge a Xk· 
. 00 

Consideramos ahora x = L xkzk. Deseamos probar que x E A(ap,n)· 
k=O 

Para ello calculamos 
00 00 

L lxklap,k ~ L lxk - (x1)kla,,,k 
k=O k=O 

m 

+ L i(x1)kiap,k ~ )im L l(x1•)k - (x1)klap,k 
k=O l -+oo k;::O 

+ l!xdlP ~ f + llxdl. 

para cada m, si l > L0(p, E). Tomando l lija, l > L 0 (p, E), cada suma 
00 

parcial está acotada; por lo tanto L lxklap,k ~ fllxdlp· 
k=O 

Por ejemplo, si ap,n = pn, p E N, O ~ n ~ oo, claramente se cumplen 
las condiciones (5), con p = q, y (6). Por lo tanto A(ap,n) es un álgebra 
Bo m-convexa. Por la proposición 3.2 de [3], A(ap,n) es isomorfa al 
álgebra E: de las funciones enteras con la topología compacto-abierta. 
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1.2 Funcionales Lineales Multiplicativas y 
el Espectro 

A lo largo de esta sección A denotará un álgebra compleja conmutativa 
m-convcxa con unidad e, que es un espacio complejo localmente convexo 
con un sistema de seminormas submultiplicativas IJxlJ.,, a E A. 

1.16 Definición.- Sea A como antes. Denotamos con M#(A) el con
junto de todas las funcionales no nulas lineales multiplicativas de A. 
Denotamos con M(A) al conjunto de todos los elementos de M#(A) 
que son continuos y con M.,(A) al conjunto de todos los elementos de 
M(A) que son continuos con respecto a la seminorma IJ !lo· Decimos 
que el álgebra A es funcionalmente continua si M#(A) = M(A). 

1.17 Observación.- M..,(A) e M(A) e M#(A). 

1.18 Definición.- La topología de Ge/fand en M#(A) está definida de 
la siguiente forma: si fo E M#(A) entonces la base de vecindades de 
fo en M#(A) está dada por 
U(fo; f;X¡,:1:2, ... ,x11 ) = 

= {! E M#(A)l lf(x;) - fo(x;)I < f, i = 1, 2, ... , n}, 

donde f >O y x1,x2 , ••• ,x11 E A. 
M(A) es entonces un subespacio de M#(A) bajo la topología rela

tiva. 

1.19.- Sea ahora a E A, definimos 

N., = {x E A: !Jxll., =O}. 

éste es un ideal cerrado de A: si x, y E N., entonces 

lo cual implica que x - y E N.,. Además si x E N<> y y E A, entonces 
llxvlla ~ llxllallYll<> = O, lo cual implica que xy E N,,. Finalmente, 
si {xn}~o es una sucesión en N,, que converge a x en A, entonces 
0= llxnlln -t llxlJn, lo cual implica que x E N 0 • 



Consideramos al .álgebra·:normada;(A/Ñ.~~·l]i'ff~)'iy\J~''~Óiriiíeta.rilos. 
Así obtenemos un álgebra normada compl~~áfla';ciia(~~nótarenfos con·· 
Aa. ·· : .. ,.. ·<,,;., .. ,,...,,.._ ..... 

• • • -: ,!.; '~-~.::; !,\·:··:<·:. '~·.:·/:::: -:'.: ,'·_'.·· _:~ .• ·: 

El subespacio M,.(A) e M(A}puedefcle;¡f¡fi~ar~~-cort M(A,.). De· 
hecho hay una correspondenciá 'uno á uiio ~ntre M(A~) y M~(A) .dada 
por: 

rjJ : M,;(A) ~ :M(Aa) •· 

F~ c/i(F) =/ 
donde/(7r0 (x)) = F(x) y7r0 : A~ A/N,. <-J. A,. eselmorfismonatural. 
(La continuidad de F respecto a /1 lla implica que f E M(A,.)). 

Es fácil ver que c/i está bien definida, pues A/N,. es denso en A,., y 
que su inversa está dada por c/i- 1 (!) = fo 7r 0 • 

Para comprobar que c/i es un homeomorfismo, sea 

V= V(/o; é; 7rn(X1 ), 7r,.(x2), ... , 7r,.(xn)) 

un abierto básico en M(A,.) y sea cfi(G) =fo. Ahora, 
,p-1 (V) ={FE M 0 (.4.): c/i(F) E V}= 

{FE M,.(A): lc/i(F)(7r0 (x;))- / 0 (7r0 (x;))I <€,'Vi= 1,2,. . .,n} 
{FE M,.(A) : IF(x;) - G(x;)j <€,'Vi= 1, 2, ... , n} 
U(G; e; X¡' X2, ... 'Xn), 

que es un abierto básico de M,.(A), lo cual prueba que,¡, es ccintinu.a. 

·Análogamente 

lo cual prueba que rjJ es abierta. 

1.20 Definición.- El espacio M(A) es el espectro de A. 

1.21 Observación.- M,.(A) es compacto Ita E A pues M,.(A) ~ 
M(A 0 ). Además M(A) = LJ M,.(A). 

aEA 
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1.22 Definición.- Sean A como antes.:y.x E A: La transformada de 
Gelfand de x es la función · ·. · 

x: M(A) :-t C 

f>-+x(/)=f(x) 

1.23 Observación.- :i: es una función continua. 

Demostración: 

Para E> O, sea U= U(j;!;x) = {g E M(A)llf(x)- g(x)J < f}, 
entonces i(U) ~ B,(f(x)), donde B,(f(x)) es la bola con centro en 
f(x) y radio e. 

1.24 Notación.- Sea A como antes. Denotamos con 9(A) al conjunto 
de elementos invertibles en A. 

1.25 Definición.- Un álgebra m-convexa A es una Q-álgebra si 9(A) 
es un conjunto abierto. 

1.26 Teorema.- (W. Zelazko). Sea A un álgebra m-convexa. Entonces 
A es isomorfa a una subálgebra B de un producto cartesiano de álgebras 
de Banach. Si A es completa, entonces el álgebra B es cerrada en ese 
producto. 

Demostración: Sea {llxl10 } 0 Ev un sistema de seminormas submulti
plicativas que hacen de .4. un álgebra m-convexa. Consideramos las 
álgebras A 0 y los homomorfismos naturales 11"0 definidos en 1.19. Sea 
A = TI A0 con la topología producto y las operaciones definidas coor-

oEA 

denada a coordenada. La asignación 11" : A >-+ A dada por 1T(x) = 
(7r0 (x)) 0 es el isomorfismo deseado. En efecto, 7r es inyectiva ya que si 
{1T0 (x))0 = O, entonces 7ra(x) = O \:/a E A, lo cual implica 1lxl1 0 = O 
Va E A y por Jo tanto x = O. 

Sea O un abierto básico arbitrario de Á; entonces existen U01 , ••• , U,,. 
abiertos de Ao; (1 ::; i s n) respectivamente tales que 

O= {x E A: x,,, E U0 , (1 Si S n)}. 



1 

l 
j 
¡ 

1 
·J 
1 

Como 1ía; e~ ,tolltin4o/~;;¡Í(uaj es abierto en A: Pcir~lo tanti> 1í':-1 (C'.J) = n i~i(UaJ t;cillié~,~~, ~¡;¡~~t~ e~ Á r ~si~ es continua. .. 
i=l 

Además 7r es claramente un homomorfismo de álgebras. Si A es 
completa, A/Na= Aa y por lo tanto 7r(A) es cerrada en Á. 

• 
1.27 Corolario.- Sea A un álgebra m-convexa con unidad e. Entonces 
su topología puede darse mediante un sistema de seminormas submul
tiplicativas {lixl\a}nEA tales que \leila = l Va E A. 

Demostración: 7ía(e) es unidad en Aa y por lo tanto se puede dar 
una nueva seminorma en Aa de tal forma que ll7ía(e)lla = l Va E A. 

En efecto, sea ka = na\e)' entonces sea \lxll~ = \lxllaka. De aquí que 
\17ía(e)\I~ = l. De esta forma A, queda renormada de manera que 
\17ía(e}\I~ =l. 

Para x E .4, sea llxll"a = ll7r0 (x)l1~ para cada O' E A. Así obtenemos 
la familia de seminormas con la propiedad pedida. 

• 
En adelante supondremos que si {llxlla}aEA es un sistema de semi

normas que define una topología en un álgebra m-convexa .4, entonces 
!leila = 1, en el caso en que A tenga una unidad e, y que cada vez que 
contiene a un conjunto finito de seminormas llxlla.,llxlla,, .. ., llx\ln. 
este sistema contiene también a 

\lx\I~ = nuíx {ilxlla }. 
l~i~n ' 

(7) 

Sea A un álgebra m-convexa completa con un sistema de seminor
mas {llxlla}aeA que satisface las condiciones anteriores. 

Para a, f3 E A, definimos a << /1 si llxll,,. es continua con respecto 
a \lx\lfl,es decir, llx\la ~ Cllxll/J para alguna C. Por la condición (7) 
supuesta, esta relación hace de (A,<<) un sistema dirigido. 

Sean An las álgebras de Banach y 1fn : A -> Aa, a E A, los mor
fismos definidos en 1.19. Nótese que aquí 1ía son proyecciones. Para 



18 CAPÍTUL0,1:~ ALGEBRAS TOpOLÓGl~AS 

a, f3 E' A tal queJJ ;>> o,:'definiinos:.H~:~.,cc:í~cí.cl~'fÚnció~ de' álgebras 
normadas (A/NfJ, Uxll~) ~(A/~a;Uxl\~):da~fa'.i>ór: · · ·. · · . 

' . ,• 1í.~/<ti.<~5¡f;tf<~t·.·. '' ' 
. ,, ·.··· ;.ó<•,.1,·J¡;•v.\,.• .· 

7í~ . ,·' .¡. '; ._'-,¡.;¡, 
. . A/IV(J ~ A/N,; 

7ía,fJ(7ífJ(xy)) = 1í,.(xy) = 7ía(X)7ía(Y) = 
7í a,¡¡(7íiJ (x)}7ía,/J( 7í¡¡(y) ), 

asFque 7í0 ,¡¡ es un homomorfismo de A/N/J sobre A/N,.. 

Debido a que \lx\la ::; C\lx\I¡¡ Vx E A, l17ía,fJ(7í;J(x))\1 0 ::; C\17íiJ(x)ll¡¡ 
y por lo tanto 7ía,/J es un homomorfismo continuo y puede ser extendido 
a un homomorfismo continuo 7ía,a de Aa en .4 0 • 

1.28 Teorema.- (\V. Zelazko). Sea A un álgebra m-convexa completa. 
Entonces A es isomorfa al límite inverso de las álgebras de Banach A 0 , 

a E A, con los mapeos 7ra,/J, a, f3 E A, arriba definidos. 

Demostración: Por el teorema 1.26, A es una subálgebra cerrada de 
IT Aa. Sea (xn)aEh = (7ía(x))nEA• entonces 7í 0 ,¡¡(XfJ) = 7r0 ,¡¡(7r¡¡(x)) = 

<>Eh 

7r,.(x) = x,. Va, f3 E A. Por lo tanto A<; l\!?Aa = Á. Probaremos que 

.4 es densa en Á pues, siendo cerrada, coincidirá con Á. 

Sea x = (~:n)nEh E Á y sea f3 E A. Como los básicos \! son inter
secciones finitas de conjuntos de la forma 

es decir, 
n 

V= íl\'i(x), 
i:::l 



seá. ·11 .. ·_IJ)¡i Ja· ~~rliind~iniq~h~~'defiri·~coliii~e·if,:·H~~~i~e~ir;·\ll:tn1i.: ~'. . 
m&;. f/lxl/¡¡;•} sea/::' .' '' • :·"/;: · '<\'·'·'·;cY;iJ:t,:);::;n~gJ;::it?i:i:¡;:,;;_./.';: ... 

··_ycx>•~···~v,~?H\ij,)).r1!1é~·$ff~:- ••·, ... ···.·. 
Sea y E.A tal que l/1í¡¡(y) ·~i;Jll~';(•i;~e~t9tíci~~(#'.;(¡/))~eÁ.É Án V(x): 

._. "·;.,.:·;.>: ·.,,·). ·; ;.", ·· .. 

• . . .... -. 

1.29 Lema.- Sea A como en el teorema anterior .. Si (xQ)aeA E II AQ 
QEA 

y 1ía,p(x¡¡) = Xn siempre que f3 >>a, entonces existe un elemento x E A 
tal que 7r,.(x) = x,. V E A. 

Demostración: Como 7rn,/l(x¡¡) = x,., entonces (x,.)neA E Á y por el 
teorema anterior existe x E A tal que 7ra(x) = Xn Va E A. 

• 
1.30 Teorema.- Sea x E A. Entonces x E 9(A) si y sólo si 7r,.(x) E 
9(An) para toda a E A. 

Demostración: 
Si x E 9(.4) entoncl'S 7rQ(x) E Q(An) porque es la imagen homo

morfa de un elemento invertible. 

Recíprocameute, si 7ra(x) E Q(Aa) Va E ;\,como 7rn(e) es la unidad 
en An, entonces 

7r,.(e) 7ra,fJ(7r¡¡(e)) = 7rQ,¡J(7r11(x)7r¡¡(x)-1
) = 

1ín,Q(7r¡¡(x)) · 7ra,/l(7r¡¡(x)- 1
) = 

7r,.(x)7r,.,¡¡(ir¡¡(x))- 1• 

Esto quiere decir que 7r,.,p(7r¡¡(x))- 1 = 7r,.(x)- 1• 

Así que si a<< {3, entonces ir,.p(7r¡¡(x)- 1) = 7rn(x)- 1• Se cumple 
la hipótesis del lema 1.29 para x,, = 7rn(x)- 1 • Esto implica que existe 
y E A tal que 7í0 (y) = 7r0 (x)-1 Va E A. 

Ahora 7r,.(xy) = ir,.(yx) = 7r0 (x)?r0 (y) = 7ín(e) Va E A y entonces 
xy = yx =e; ésto nos dice que x E Q(A). 

• 
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1.31 Teorema.- (Propiedad de Wiener para álgebras m-convexas). Si 
A es un álgebra como antes, entonces x E Q(A) si y sólo si x(J) # O 
para toda f E M(A). 

Demostración: La propiedad de \Viener se cumple en álgebras de 
Banach; es decir, si B es un álgebra de Banach y y E B, entonces 

y E Q(B) <=>y(!)# O V/ E M(B). 

Por lo tanto, para x E A, tenemos que 

7r0 (x) E Q(A0 ) <=> 7r0 (x)(fo) #O V / 0 E Mo(A). 

(=:- ): Sea x E Q(A), entonces 7ra(x) E Q(A 0 ) Va E /\ y por lo tanto 
7r~(x)(/n) #O Vf0 E Ma(A). Si f E M(A), entonces f =/,,E M(Aa) 
para alguna a; por lo tanto :i;(f) = :i:(fa) = f 0 (x) = (!o 7r0 )(x) = 
f(1ía(x)) = 1ío(x)(f) #O . 

.:=)Si :i; #O, entonces f(x) #O Vf E M(A); en particular f(x) #O 
V f E M(A 0 ) y por lo tanto (!o 7ra)(:r) # O V f E M(A 0 ), es decir, 
7r0 (x) E Q(.4.,.) Va E A. Entonces x E Q(A). 

• 
1.32 Teorema.- Sea A un álgebra m-couvexa con unidad; entonces la 
operación x >-> x- 1 es continua en Q(A). 

Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que .4 
es completa ya que si A no es completa, la sumergimos en su com
pletación .4. Entonces si mostramos que la operación x -+ x- 1 de 
Q(A) en si misma es continua y la restringimos a Q(A), entonces la 
operación también es continua de Q(A) en si misma pues A es densa en 
A. Supongamos que {xt} -+ xo es una red y 1·1 y x 0 E Q(A). Entonces 
para cada a, {7ra(xt)}-+ 1ía(xo) en An (pues 7r0 es continua). 

Pero A" es de Banach y ahí la inversión es continua, entonces 
{7rn(x!1

)} = {rrn(xt)- 1}-+ 7ro(xo)-1 = 7ra(x01
), así que {x!1}-+ x01 

en A. 
1 

De aquí se sigue el Teorema de Gelfand-Mazur para álgebras m
couvexas: 
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1,33 Teorema.- .Si .Aés .un.álgeb~a.17!.~convexa,cori:u~iciáct{~~br~·R ,.··.· 
o C) y A = Q(A) u {O}, entonces Á =U~: o C, ¿ Q. en e(c~so~·~~ali· y· . 
A.= C en el caso complejo. · · '·.:.· ~ : .. :'.~.\-.{.,: ·,~··:~·:: ·~~-<>,__ ... ·_'.· 

·., 

De;::~rc::~ó~~,,:~~t7ti~ot:~:::r:~: ~~:::i!~1~e. sigiie·.~~;;:;f )'j':~'."···.· ;'. 
1.34 Teorema.- Sea A un álgebra conmutativa c~~Pl~Jlii~;c:ó~~é~·a: 
con unidad e. Entonces M(A) es no vacío. ·. · )·.;··. ,. .. ··:·-:·.-· .. • · 

Demostración: Sabemos que M(A) = LJ M~{~).~~;:;lJ5¡\li(A0); 
aEA.·_ .--~- ;-'\·(;;;.::~t-;_;,,:'OeA,~!:~:'-: ,. '· -

Como A" es de Banach V a E A, entonces M(A.;).# ef>, .•V:aie :A. De 
aquí se sigue la afirmación. · ·· ·· .,, · 

• 
En lo subsecuente A será un álgebra conmutat.iva, compleja, com

pleta, m-convexa y con unidad e. 

1.35 Definición.- Sea x E A; el espectro de x en A es 

CT(x) = {A E IC 1 .i· - ,\e no es iuvertible en A}. 

1.36 Teorema.- Si 1: E .4, entonces 

a(x) = :i:(M(A)) = i:(.M#(A)) = LJCT,i,(tra(x)). 

" 

Demostración: Por definición CT(x) = {A E IC 1 x - ,\e f/. Q(A)}, 
entonces,\ E a(x) si y sólo si existe f E M(A) tal que O= (x 7,\e)(f) 
= f(x - ,\e), es decir i:(J) = f(x) = ,\; esto es, ,\ E i(M(A)) y por lo 
tanto,\ E x(M#(A)). Esto dice CT(x) = x(M(A)) e :i:(M#(A)). ' 

Como M(A) = LJ Ma(A), entonces 
a EA 

,\E CT(x) <=:. ,\ E :i:(M(A)) = x ( LJ Ma(A)) = LJ :i:(M 0 (A)) = 
oEA nE:A 
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Si XE :i:(M#(A)), entonces 3/ E M#(A) tal que,\= :i:(/). Esto 
implica que ,\ = f(x), lo cual dice que f(x - ,\e) = O y por lo tanto 
:i:·,.:..: ,\e no ·es im·ertible; por lo tanto, por la propiedad de Wiener para 
álgebras m-convexas, 3 g E M(A) tal que g(x - ,\e) = O y entonces 
,\ = g(x). Así tenemos que i:(M#(A)) ~ i:(M(A)). 

1 

1.37 Observación.- Del teorema anterior se sigue que para 
F E M#(A) y J." E .4, F(x) = f(x) para alguna f E M(A), donde f 
depende de x. 

En efecto, si FE M#(A) entonces i:(F) E i:(M#(A)) = i:(M(A)). 
De aquí que i·(F) = i:(J), con f E M(A). 

1.38 Definición.- Para x E A definimos el radio espectral de x, R(x), 
como 

R(x) = sup{l.\l I ,\E a(x)}. 

Obtenemos a continuación algunas caracterizaciones de R(x); 

1.39 Teorema.- (W. Zelazko). Sea x E .4, definimos 

a) r1(x) = sup lim vf1Jxnll.,, 
oEA n-t-oo 

b) r2(x) = sup lim sup ~.donde el supremo se toma con respec-
11 n 

to a todas las seminormas continuas en .4, 
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. .,~ 

•) ;:~~~fü~1it4~J;t}í'."1)i;\jo~~·;A.,j;Ji'' f ·~;cy ••~ . 
d) T4(x)'~ S\lP/lf(x)I, 

' ,· ··:.1EM(A). :,:, ... , .: 

e) T5(i) ~ irif{; lx ~ ;iE Q(Á) ~:;, ¡>.¡\. r}, · 
' ... :.·, · .. ··.· ·. .,·.·. •· .. · ''. 

> ··.-:· ·:. ~ ·~.:'.' . . . 
f) r5(i) ,,;~iÍif, {r l 3{a,.}::"=o• ª" E e, tal que L .an>." tiene radio de 

:. · ;1 : ... ., ·• · .-. ··~:·' - · ~: n::::o: '· '· 
00 

.·convergencia = r. y. I:; anx" converge en A} 
n::O 

. 00 . 

g) T7(x) = inf{r 1 V {an}::"=O• ª" E e, si L an>." tiene radio de 
n=O 

00 

convergencia= r, entonces L anx" converge en A}. 
, n=O 

Entonces r1 (x) = r2(x) = ra(x) = r.(x) = r 5 (x) = r6(x) = 
r 7 (x) = R(x). 

Demostración: Claramente r2(x) 2: r 1 (x). Por otro lado, para cualquier 
seminorma continua \ 1 en A, existe una constante e > O y una o: E A· 
tal que !xi ~ cl\xlla Vx E A, por lo tanto 

lim sup ~ :'.':ó lim ylcllx"lla :'.':ó r1(x); 
n-Jooo n-too 

entonces r1 (x) = r 2 (x). 

Ahora probamos que r1 (x) 2: r 3 (x). Si f E A', 3c > O tal que 
lf(x)I :'.':ó cl\x\I,. V x y para alguna o: E A. Entonces \J(x")I ~ cllx"lla· 

De aquí que ¡/\J(x")\ ~ ¡/cllx"lln y por lo tanto 

lim sup \l"IJ(x")I :'.':ó lim yf cllx"lla = 
n-too n-+oo 

lim c1tn¡jl1(x")lla = lim v'llx"lln < r1(x). n_.oo n-Jooo -

Así ra(x) :'.':ó r1 (x) y tenemos r 1 (x) = r2(x) 2: r 3 (x). 
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cAPifui;// ÁtdE~iiAs:i6Poi'óaiG.4s · ... · 

Hasta riste~niomento he1rios 'probado .·.··• .·.:: 

r,(x) == r2(i);:: r3 (x)¡~ r,4(x) =R(x): 

Peroclarame~te R(x) = r 5 (x). Pr6balno~'~li~raq~ÍJ R(:Í:) ~. ~1 (:r.). 
· Obsm.;vamos que R(x) ;:: PAa (w0 (x)) puestO que · · 

P110 (w,.(x)) = sup{j,\j J ,\E a.dr.,.(x))} = sup la,1
0 

(wn(x))J 

y que 
aA0 ('11"a(x)) ~ U aA.(r..,(x)) = UA(x). 

a:EJ\ 

Nos falta probar que p,¡ 0 (w0 (x)) ;:: yfllxnlla· Pero 

y por lo tanto R(x) 2:: PA.(7ra(x)) = sup lim \illx"lla = r1(x), así que 
0 n-~oo 

R(x) 2:: r 1 (x). 
Esto quiere decir que r 1 (x) = r 2(x) = ra(x) = r4 (x) = r 5 (x) = 

R(x). 
Es claro que rs(x) :$ r7 (x). 
Si ra(x) = oo, no hay nada que probar. Supongamos entonces 

que r6 (x) < oo y sea r > r 6 (x). Entonces existe una sucesión com
oo 

pleja {an}::"=o para la cual la serie L anx" converge en ..t y tal que 
n=O 



:i..2.11 FuNcroNALeseriVE:'Aá~út:Ji1'1fJúc.4rivli.s·yEÚEsP.Éc'l'R.025. 

El ra1fJ.dio.iJc .co1\verg~nci'a dela'kri;ie.dc potenciaS f'a'~,\ri es menor. 
- ._: ·/·. ·. , _".:..-·:< . ·::-.··>.''"; .·-:::_,<-... :..::·:·.:_' .... < .. . ·ra=O· .. . . 

que rv, es decir,; •>'(ú~'su~\ii~) '-l ,·,o, eq~ivalent.emente, r-1 < 
' . . rl-HX> . 

J.im sus11p efla,.,. I· Entonces tenemos que r-n < la,.I para un número in-
n-10000 

00 

:finito o de subíndices n. Por otro lado, como L a,.x" converge en A, se 
n=O 

~icne e que lla.,.,x"ll ---+ O V a E /\. Ésto implica que existe una sucesión 

crcci~c11t.cde ente;~-;{1;,} tal que llr-k"xk"lla :5 llaknxk"lla--> O Va E 
_'\, Pm'or lo tanto V f E M(A) existen a E A y una constant~-;;"; O tales 
qne 

Lurgo~oVfE faf(.4) se tiene que lf(x/r)I < 1, por lo tanto ¡hl/(x)j < 1 y 
entonm1ccslf(x)I < r. Así r.1(x) :5 r y tenemos que r6 (x);:: r 4(x) = R(x). 

Sóiólo nos falta probar que r1 (x) :5 R(x). Si R(x) = oo, entonces 
la afiiélrmnción es clara. Supongamos que R(x) < oo y sea r > R(x) = 
T2(1').Q. 

Poºara tocia smninorma continua jx 1, 

~ (') lim sup yfi(x/r)jn = lim sup--::; r2 x <l. 
n-100 11-+oo r r 

00 

Luegogo L:(x /r)" es comcrgente en .4 y por lo tanto r ;:: r7 (x). Así 
n::O 

que U te11cmos la implicación r > R(x) => r ;:: r1(x), lo cual dice que 
r1(x)() ~ ll(x). 

L:O:.a situación es 

r¡(x)(') = r2(x) = ra(x) = r.1(x) = r 5 (x) = R(x);:: r 1(x);:: r6(x) ~ R(x). 

De aoaquí se sigue el teorema. 

• 
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.1.40 Observaciones.-

1) Si f E fai#(A), entonces ker f.~s un ideal máximo de A . 
. · .·, ',_. 

2) Si f E M(A), entonces kerf es un ideal cerrado de A pues 
ker J = ¡-1(0). · 

1.41 Definición.- El radical d~·A, r~d(A), es la intersección de todos 
los ideales xnáximos de A. 

1.42 Teorema.- El radical de A es c~iradb y se describe como: 
. .. , '• . 

(1) Rad(A)=n M#(A)~ 

(2) Rad(A) = n M(A). 

(3)-(9) Rad(A) = {x E A.l'f¡(x) •==.'o)'(i l,Z, ... <, 7), donde r; está 
definido corno en el teoi:em~ i.40. 

(10) Rad(A) = {x E .4JR(x) =O}. 

(11) Rad(A) = {x E Al\iy E A, e+ xy E Q(A)}. 

De:rnostración: Es suficiente probar las fórmulas (1) a (11) ya qur, 
por (2), el radical es cerrado por ser una intersección de cerrados. Por 
el teorema 1.40, las relaciones (3) a (10) son equivalentes, así que basta 
con probar (1), (2) y (11). Como ílM#(.-1) = n ker /,tenemos 

/EM#(A) 

que Rad(A) (;n M#(.-1) ~ ílM(A). 

Sea x E n M(A ), entonces /(x) = O V f E M(.4.). Así /(e+ xy) = 
f(e)+ f(x)f(y) = f(e) = 1 \iy E A; luego (c+xy)" (!)#O \i f E .M(Aj. 
Esto dice que e + xy E Q(A) \iy E A; de aquí que x E R donde 
R = {x E Ale+ xy E Q(A.) \iy E A}. Por lo tanto ílM(A) ~R. 

Probamos ahora que R ~ Rad(.4). Sean x E R y M un ideal 
máximo de A; :necesitamos ver que x E !II. Supongamos pues que 
x </. M, entonces el ideal más pequeño generado por l\!l y x, a saber -: 
1,I +(x) ¿ M. Pero eso significa que M +(x) =A y por lo tanto existen a 
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moE M y Yo EA tafos que~ +yox:;, e; ~ntcinc~s 771Ó=e-¡j~; E Q{A) 
pÓrque X E R,. lo .erial es una cóntrádic~ión:'-Luego ·x É .:M f por' lo 
tantoRad(A).s;; ílM#(A) s;;,íl;M(A),s;;R ~Rad(~);Así.sc}ienela 
igualdad deseada. · · · · .· ·,. ·· · ···. / ¡' · ·· >:< .. : • 

1.43 Definición.- A es un álgebra sémi~impl~ siRad(A) = O .. 
. . .. ' 

1.44 Observación.- .Si A0 es,seriiisi.mple'Va E A, ento~ces A= ll!!1A<>• 
también es semisimple. 

En efecto, Rad(A) = ílM(A) = íl ( LJ M(Aa)) = LJ (rlM(Aa)) =. 
a EA a EA . 

o. 

El siguiente ejemplo muestra que el recíproco de la observación 1.44 
no es cierto, aún cuando A es un álgebra B 0 • 

1.45 Ejemplo.- Sea .-10 un álgebra de Banach conmutativa, semisim
ple con unidad e, con la norma llxll. Sea llxllo una norma continua 
submultiplicativa en .-10 tal que la completación de A0 en la norma 11 llo 
no es un álgebra smnisimple. Por ejemplo podemos tomar 

con la convolución. Definimos a A como un álgebra de sucesiones, 
x = {:z:(n)}~=D• x(n) E A tales que lxl; < oo, donde 

(1) lxl; = sup{llx(l)ll, llx(2)11, ... , llx(i)ll, llx(i + l)llo, ... } 

para i = 1, 2, .... 

Ésta es un álgebra 8 0 , m-convexa, semisimple con las seminormas 
definidas anteriormente y con las operaciones de álgebra coordenada a 
coordenada. Probamos estas afirmaciones a continuación: 

[(A, 11 11;) es Bo]: Si {xk}~0 es una sucesión de Cauchy en A, en
tonces lxk' - xk2 I; -t O si k1, k2 -t oo. Luego 
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·,: ·. ,~·· ... :·~.-<;~.;~·:.·_;:.:?:-;{::;~ ': ,· .~: 

.· · 11xk1 (j)-xk~(j)llo:~ o :',si ;;?-2~:±·:.1;{+ 2, ... 

Se~ x(j) = lim i:k (j), con lá nór.ÍÍai llJl;sik'~ /y con la norma 1111~ 

y 

, · · k-+oo · · ·· . ·. . ~:·- , _., : . . .. · ·.·" .. 
si k > i. Entonces {xk} converge a x.'~ii A: Nótese que x E A pues 
para cualquier i, lxl¡ ::; lx- xkli + lx~li« .oo. . 

[(A, 1111¡) es m-convexa): Sean·x, y e:A, entonces 

lxYli sup{ll (xy)(l)ll, ll(xy)(2)11, .... , 11 (xy)(i)ll, ll(xy)(i + l)llo, ... } = 
sup{llx(l)llllY(l)ll, ... ; llx(i)llllY(i)ll, llx(i + l)llollY(i + l)llo, ... } 

::; sup{llx(i)ll, ... , llx(i)ll, llx(i + l)llo, ... } · 

· sup{lly(l)ll, ... , llÍJ(i)ll, llY(i + l)llo, ... } = 

jxidYli· 

[(A, 11 lli) es semisimple]: Corno llx(j)nll $ lx"I;, j = l, 2, ... , i y 

llx(j)nll :::; lxnl;, j = i + 1, i f. 2, ... , entonces y/llx(j)"ll $ y/¡xnlii j = 

1, 2, .... , i y por lo tanto l,m y/llx(j)"ll $ lim M• j = 1, 2, ... , i. 

Luego lim y/llx{j)"ll < s:;~im M = ~'.--"'º 
n-too - i n-too 

Sea {llxll;};EN un sistema creciente ele seminormas submult.iplicat.i
vas continuas en A que determinan la misma topología que (1). Pro
bamos que para una i suficientemente grande, el álgebra de Banach A; 
correspondiente a llxll¡ no es semisimple. 

Por lo anterior existen constantes c1 y c2 y enteros i y m tales que 

Como lxli es una norma en .-1, entonces llxll; es también una norma en 
A y .4.; es la completación de A en esa norma. Sea O .,¡, x 0 E .-10 tal que 
J!_~ y/llx(O)nllo =O. Sea x = (O, O, ... , O, x(O), ... ) E A. 

i lugares 

Tenemos llx"ll; $ ?lxnlm = s:.llx(O)"llo· Así que lim y/11xnlli = 

lim "511x(orllo = O ; x i= O. o: esta manera .4.¡ no :s_,:misimple y 
n~oo V Ci-
tenemos el resultado deseado. 
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1.46 Corolario.- Si A es semisimple, entonces el mapeo de Gelfand 
x-+ :i; de A en C(M(A)) es uno a uno. 

Demostración: Supongamos :i; =O, entonces :i:(M(A)) =O y por lo 
tanto a(x) =O. Esto implica que x E Rad(A) y entonces x =O. 

• 
1.47 Teorema.- (W. Zelazko). Sea x E A y sea <Ii una función holo
morfa en un conjunto abierto U ~ C que contiene al espectro u(x). 
Entonces existe y E A tal que 

f(y) = <I>(!(x)) 

'</f E M(A), es decir, 
jj(·) = <I>(:i:(·)). 

Demostración: Sabemos que O'A(x) = LJuA.(1Ta(x)), entonces 
a 

y, por un resultado conocido para álgebras de Banach [22], existe un 
elemento Ya E .40 definido por 

1 1 -Ya= -
2 

. <Ii(f.)(f.e - 1T,,(x)) 1df. 
7íl ra 

donde raes una trayectoria en U que rodea a O'A.(1Ta(x)). Más aún, 
Ya no depende de la elección de r 0 • Si {3 > a, entonces 

1Ta,¡3 [-
2

1
. f <Ii(f.)(f.e - 1íp(xW1d{] = 

7Tt lr~ 

2~i7Ta,/J [ta <Ii(f.)(f.e - 7rp(x))-'df.] = 

-
2
1

. f <ii(f.)(f.e- 1ía(xW'df. =y,., 
7Tt lr~ 

Si rp rodea a 0-A0 (7r,,(x)) Y a 0-Aa(7r¡;(x)). 

Por el lema 1.29 existe y E A tal que Ya= 7ra(Y) para cada a E A. 
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.. ,. 
·i':/: ._'".;/,.:C ·, ,·,' ¡¡ 

1.48 Observación.- Por el teorer!i'a L4:7;µ6i:leinosescoger y tal que 

/(y)= <I•(/(x))V/ E .M(A)'. ·' . ' ··. 

Cerramos el capítulo enunciando nna proposición· que.usaremos más 
adelante. · · · 

1.49 Proposición.- Sea A un álgebra con unidad, la cual tiene una 
seminorma submultiplicativa IJ ¡¡, es deCir, llxvll :::; IJ3:11 llYll Vx, y E 
A. Entonces existe lim llxnllt/n para toda x E A y lim llx'.'Wln = 
j~f { ll:r" IJ lfn}. n·-•oo n-•oo 

Demostración: Sea r(x) = i~f {ll:i.·n¡ptn }. Probaremos que 

r(x) = J!,~ llxnlll/n. 

Sean r = r(x) y f >O, sea k tal que llxklll/k < r +e 
Cada entero positivo n puéde expresarse como n = p(n)k + q(n), 

donde p(n), q(n) ::'.:'. O y q(n) :5 k - l. Como ~q(n) .,::¿
00 

O tenemos que 

Lp(n)k ~ 1, entonces ¡¡xn¡¡ 1tn :5 llxkll*p(n) ~ llxkji 1/k < r +f. Esto 
n n-1-00 n-~oo 

implica que llx"ll 1/n < r +E para n suficientemente grande. También 
sucede que r < llx"ll 1/n para toda n. Por lo tanto r =Ji~ llxnll1/n. 



Capítulo 2 

Convergencia de Series de 
Potencias 

En este capítulo presentamos los resultados que hemos obtenido. Estos 
relacionan al radio espectral de un elemento x de un álgebra B0 , com
pleja conmutativa, m-convexa A, con unidad e, con la convergencia en 

00 

la misma álgebra de las series de potencias L anxn, con coeficientes 
n;:::Q 

complejos. Varios de estos resultados surgieron al estudiar el conjunto 
de endomorfismos ele ciertas álgebras localmente co1wexas, a saber, el 
de las álgebras matriciales. 

A lo largo de esta sección A denotará un álgebra B0 , compleja, 
conmutativa, m-convexa y con unidad e. 

2.1 Definición.- Sea {il IJ;}¡eN una sucesión de semiuormas que definen 
la topología de A. Sea x E A, definirnos 

R;(x) = J!_,~(ilxnlJ;)lfn 

para cada i EN. 

2.2 Observaciones.-

(1) R;(x) :s R;+I (x) Vi EN. 

{2) supR;(:i:) = R(x). 
iEN 

31 
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Demostración: 

<=:) Es inmediata. 

00 

=>:) Supongamos que Lªnx" 
n:;;;O 
00 ':, ,:,· 

convergencia de L auN', ent01iées r ;::: · r1(x), por el teorema 

'1.39. 
' ... ~=º . . . ... ,. ·. ·;· .. 

00 

Por 10 tanto, el.radio de com·crgcncia de, L lanlA~ es r ;::: .r7 (x) y 
n:::O' 

00 

ehtonces ¿·¡anlA" converge en D,(O) 2 D 0 (0), en caso de que a= oo 
, n~ . 

dicha serie converge en todo IC. 

· Para p un entero positivo arbitrario, sea p E lR tal que 

O< Rv(x) < p <a :5 r; 

entonces existe k EN para el cual n;::: k => llxnll~/n < p y por lo tanto 
00 00 

llx"llp < ¡f'; esto dice que L lanlllx"llv :5 L lanlP" y como esta última 
n==O n;::O 
00 

converge en IC, entonces L lanlllx"llv converge en IC. 
R;::;:-0 

• 
2.4 Proposición.- Sea x E A tal que 

(1) R;(x) < R(x) =a, Vi EN; a> O. 



Entonces f: ci;,x"· converge en<A para cada serie f: a,.,\n; que tenga 
n=O _ ', .,-.- · , ·. n=O · 

radio de convergencia mayor o igual que a. 
00 

Demostración: •Sea: T: el radio de convergencia de L an,\" y supon-
"·: ·. -n=O 

gamos que r ;:::·a.: Para p un entero positivo·arbitrario, sea p E IR tal 
que Rp(i) < p < a. Procediendo como en la prueba de la proposición 

2.3 obtene.:nos que f: lanJllx"IJp converge, y, por la misma proposición, 
n=O ' 

00 

·¿ anx" converge en A. 
n=O • 
2.5 Proposición.- Sea x E A. Si a(x) es un abierto en C y R(x) =a, 

00 = 
a > O, entonces L anx" converge en A para cada serie La,.,\" que 

n=O n=O 
tenga radio de convergencia mayor o igual que a. 

= 
Demostración: Sea r el radio de convergencia de La,.,\". Si r ;:::: a, 

n=O 
00 

sea f la función definida por J(>1) = La,.>."; fes una función analítica 
n=O 

en el abierto D11(0) que contiene al espectro de x. Entonces por el 
00 

teorema 1.47, existe y E A tal que y= f(x) = L a,.x". 
n=O • 

La hipótesis R;(3:) < R(x) Vi= 1, 2, ... , es necesaria en la proposición 
2.4 como lo muestra la siguiente: 

2.6 Proposición.- Sea x E .4. Si existe un entero positivo p tal que 

(2) Rp(x) = R,,+1(x) = · · · = R(x) =a, O< a::; oo, 

entonces 
00 

(i) existe una serie La,.>." con radio de convergencia igual a R(x) 
n=O 

00 

tal que L a,.x" no converge en .4, 
n:.=O 
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. ·:,' 

- - ., : . 00 ,, ' ... ·.·. :. . . '.' - . . ·,. .. · -

. (ii) existe una serie :L:b;.,\~ eón rádio de convergencia igual a R(x) 
, n~ . . . . 

tal que· f bnxn converge en· A. 
n=O 

,)·· 

00 

Demostración: (i) Consideramos la serie :E(t/a)n que tiene radio 
n=O 

de convergencia a. 
00 

Supongamos que :E(x/at converge en .4. Entonces a-nxn ,;:;;t O; 
n::::O 

por lo tanto Jla-nxn Jlp ,;:;;!, O \/p. De esta forma tenemos que 

J!!1Jo la-"IJlxnllP =O \/p. 

Por otro lado R¡,(x) = R(x) implica que lim (llx"llp) 1/n = inf(llx"llp) 1/n = 
a; de aquí que (llx"llp) 1/n ;::: a y por lo ~=:o llr~:!le ;::: l. Esto nos dice 
que a-"llx"llp ft O, lo cual es una cont.radicción. 

(ii) Sea {1i¡,}~ 1 una sucesión creciente de enteros positivos t.al que 

l~m, ( llx"• llp) 11"• = a y llx"• 11!'"• =f. O, p = 1, 2, .... Tomamos la serie 

00 

1 ( 1 ) b(>.) = ~ llx"•Jlp (np)2 >.n•' 

es claro que el radio de convergencia de b(>.) es a. Por otra parte 

00 

1 ( 1 ) b(x) = ~ llx"•llp (np)2 x"• E A 

ya que 
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. . . . 
Sin embargo, el recíproco no és cierto como lo muestra el siguiente: 

' . '··:· ·;·"·" ... 

2.8 Ejemplo.- Sea A.= C[O, 2ir) el álgebra de todas las funciones com
plejas y continuas en [O, 2ir), con las operaciones usuales y la topología 
compacto-abierta. La topología de A puede definirse mediante la fa
milia de seminorrnas {l\Jll;};EN definidas por: 

llfll; = sup lf(t)I 
0$t$f¡ 

donde {t¡}¡EN es una sucesión creciente en [O, 2ir) que converge a 2ir. 
Sea J(t) = t para cada t E [O, 2ir); entonces R;(J) = t¡ para toda i EN 
y sin embargo a(I) =[O, 2ir) que no es abierto en C. 

2.9 Proposición. Sea x E A tal que 

R;(x) < R(x) =a< oo Vi EN 

Entonces no existe ningún elemento,\ E a(x) tal que l>•I = R(x). 

Demostración. Supogamos que existe >. E a(x) tal que l>•I = R(x). 
oo zi . 

Consideramos la serie t; )! cuyo radio de convergencia es l,\I. Ahora 
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IAl.·~· .. R(~) i~plica'~.ue:~,*"~·~@:10(,~~~{i~ii~;~~~e~lr·~~Ó ', 
.·. ~1·~·~:~.··~:~·;1~::·~.·,¡·, 

· _ ·oo .xi .. 
pero (x - Ae)- 1 = - L N+I E A, lo cual es una contradicción. 

i=O · 
1 

2.10 Definición.- Sea A un álgebra como antes. Sea z E A un ele
mento fijo. La sucesión { z" }n~o es una base cíclica de A si para cada 
x E A existe una única sucesión de escalares {A¡(x)};~o tal que 

x = lim ~ A¡(x)zi = ~ A;(i)zi. 
n-+oo L- L-

i=O i=O 

Observamos que zº = e es la identidad. 

00 00 

Si x,;,, L A¡(x)zi y y= LA;(y)zi, su producto está definido por 
i~O i=O. 

i 

donde .\¡(xy) = L A;-J(X)AJ(y). 
j=O 

2.11 Ejemplo.-
Sea !1 una región simplemente conexa en el plano C y sea H(!1) el 

álgebra de todas las funciones holomorfas en !1, dotada de la topología 
compacto-abierta. Entonces H(fl) es un álgebra conmutativa B0 m
convexa con identidad l. Si !1 = C, entonces H(fl) =E:, el álgebra Bo 
m-convexa de todas las funciones enteras. 

Si !1 es un subconjunto propio de C, sea 'l/J : !1 ~ D un mapeo 
conforme de !1 en el disco unitario D. Entonces para cada f E H(!1), 
tenemos que 

00 00 

f(z) = f('l/l- 1(w)) = L a.w" = L On('l/l(z))" 
n=O n=O 



~ ; .. .,,._ 

'. 

d(ll~de z E: n y ,w,· ~.fl ... c1~)!.!; .~1u1l:l¡i,se,ri13 es coi;ive~gente,y,esta, r¿p-.~ . 
resentaciórí. de ,la s~~ig:.~~; únic,á,; Por,, l(l, ~~nto { ip~} ~"'º. fonna, µna, b~~e • ·· 
cíclica de H(n). Eú part.icular. 4'. es µn ;álge.bra B 0 , ni-convex~, c.°,m; ·• 
pleja, commutativa ,con ha.se dc,lica. { zn}~0 • • .·. . ·• _ < : > < 

Haremos u'so d¿'Ja' sigú:i~Íite Ób~ervadóri' que. se e~ciiéritr~'-~n'[i9Jt'/ 
· .. ·,···· ._ ... ,, .. ,. - . ,·, 

2:12.· ob~er~a~ióii.::.;'se~.' X _uii· álgebra .. e.orno ·antes bÜ~:bás¿'~íai6a·. 
{x"}:;",..'ó y se'.ar ~R(:l:};'O<.r <.oci. Enfo,1ces .· . • ;\: •. :;··' 

.·.···D,(O}.~u(x)~··D,(O),·. " 

dond~<b; M~s el ''a\¿~¿ a~iert~ de radio r COil .· ~enü:o\¡i~ el 9rigen si 
r < ooy 1),(0} =Csi r = oo [6]. .·. . .. · . .. , .. 

Ei1 ~;ista de lilproposición 2. 7 es natural·preguntárnoási'cidste algún 
tipo de álgebras en donde haya un elemént.o x pirii. el tiialÍ~ condición 

(1) R;(x) < R(x) =a :<oÓ ·Vi 
. ~ . - '. ''·· ·' 

sea equivalente a que el eleme1ito tenga espectro abierto y la respuesta 
es 1a siguiente: · • ••· ':?f•-.i:r' 1 ··L···: ·,_ · .- · . . . 

2~13 Proposición.- Sea A un álgebra conb¡1s~ c;í~!fcafz:'.'}:;":~ y R(x) = 
r'> O, entonces ' ·. · ... · " '•. ",.. "' · '·:•,,-. · .. : · ·• : 

a(x) es abierto # R;(x)< R(';};)Vi EN. 

Demostración: 

~): Probaremos que a(x) = D,(O). 

Por 2.12 sabemos que D,(O) e a(x) y por 2.9 tenemos la igualdad. 

=> ): Supongamos que D,(O) = u(x), entonces, por {21] lema 3.1, D,(O) 
es homeomorfo a M(A). Por otro lado M(A) = LJ M;(A) = 

iEN 

LJ M(A;) y por lo tanto a(x) ~ U;eN M(A;). Entonces para 
iEN 
ca<la i EN, existe f; E M(A;) tal que máx{lf(x)ll/ E M(.4;)} = 
R;(x) = lf;(x)I. Por lo tanto existe ).. E D,(O) tal que R;(x) = 
lf;(z)I = l..\I < r. 

• 

.:- -.. -.,;-.--:.-::---:-, ·~ .. 
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. . 

2.14 Proposición.- Sea A un álgebra como antes; sea x E A.tal que 
{x"}~o es una base cíclica y además a(x) es abierto:. Entonces u(y) es 
abierto para toda y no constante en A. · · · 

00 

Demostración: Sea y = ¿; y(n)x" un elemento no constante de. A. 
n:::::O 

Como a(x) es abierto, si R = R(x), tenemos u(x) = Dn(O). Sabemos 
que a(x) = i:(M#(A)) = {!(x)jf E M#(A)}. Por otro lado u(y) = 
y(M#(A)) = {!(y)jf E M#(A)}; entonces 

y(u(x)) = {y(f(x))lf E M#(A)} = {~ y(n)f(x¡nj¡ E M#(A)} = 

= {f (~ y(n)x") k E M#(A)} = {f(y)jf E M#(A)} = u(y). 

Pero la función 
00 

A >-4 :¿; y(n),\" 
n=O 

es holomorfa y por lo tanto a(y) es abierto. 

• 
2.15 Definición.- Sea {y;}~ 1 una sucesión en un espacio vectorial 

00 

topológico E y supongamos que la serie y = L Yi converge en A. Sea 
i=l 

00 

r: N --+ N una permutación. Si la serie L YT(i) es convergente para 
i=l 

cada permutación r aplicada al mismo elemento y, entonces decimos 
= 

que L Yi es incondicionalmente convergente. Una base {x;}~ 1 del 
i=l 

espacio vectorial topológico E es llamada base incondicional si cada 
00 

serie x = ¿;.\¡X¡ en E es incondicionalmente convergente. 
i=1 

Si una base cíclica de un álgebra B0 , m-convexa es incondicional 
entonces el álgebra misma es especial en el siguiente sentido: 

Teorema (S. Watson) [21]. 
Sea A un álgebra B0 con base cíclica incondicional {x": n :2'. O}. En
tonces 
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i) a(x) es (micamente abierto o compacto. 

ii) M(A) us hómeoino,rrci:a' ~(x) .. · , , 
. ·.··: ... :: -·.·_~<.· :·,- :.·::~'..;·.1 .. :•.·:':·-:··~~-~:;;~-;· .. _,:_ .. '.;.·f':.· :":i'.: 

00 . . . .. .' _·. ''. ',. ·. :. -. . . 

Demostración: Sea y= :E y(n)xn en, A y.D "'° Dn¡x¡(O), Definimos 
· · n=6- · 

; . 00 ·, ~-- ... 

y; D -; IC como y(>.) = :E y(n)>.n .' Sabemos por el Teorema de S. 
n::;;:Q . 

\Vatson anteriormente mencionado que y(>.) es una función analítica 
en D y continua en D. 

Como y(D) = a(y) = {!Á(y): 1,\1 S R(x)}, entonces, por el princi
pio del módulo miíximo, existe >.0 E IC tal que lv(>.o)I = R(y). 

Por otro lado, ho: A_, IC dada por JA0 (w) = w(>.0 ), es continua y 
por lo tanto existe q E Z tal que lh0 (w)I :=:; llwllq para toda w E A. Si 
w = yn, tenemos que IY"(,\o)I :=:; ll11"llq Vn; pero yn(>.o) = (y(>.o))" 
ya que b, es multiplicativa. Por lo tanto Jy(>.o)I = IY"(,\0 )1 1/n S 
(lly"llq) 1/n Vn. Entonces R(y) = ly(,\o)I 2 Rq(y) 2 ly(,\o)I. De esta 
manera R(y) = Rq(y) y se cumple la condición (2). 

• 
Observamos que un álgebra matricial m-convexa A(ap,n) siempre 

t.iene una base incondicional. Esto se debe a la siguiente 

Proposición.- (T. Hussain) (14}. 
Sean E un espacio de Fréchct con un sistema de seminormas 11 llP y 
{x;}¡"'; 1 una base de E. Entonces las siguientC'.s condiciones son equiva
lentes: 
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i) · {x;}~¡ ~ iricbndiéionaJ; 

. :--: . ; : . ,' -~· ·~ .. >:. : ' (X) . ' .- ' 

ii). Si la sedé E >.p:i converge en E, entonces cada una de sus subseries 
. . . j=I 

00 

··¿ >.3.xi• también converge en E. 
k=I 

Recordemos que una Q-álgebra (Def. 1.25) es un álgebra topológica 
en la cual el conjunto de sus elementos invertibles es abierto. 

2.17 Proposición.- Sea A(ap,n) un álgebra matricial, Bo, m-convexa 
con generador z tal que R;(z) < R(z) para toda i E N. Entonces 
A(ap,n) no es una Q-álgebra. 

Demostración: W. Zelazko [24] probó que en una ;\lgebra A compleja, 
conmutath·a, m-convexa, con unidad e, las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

(i) a(x) es acotado para toda x E A, 

(ii) a(x) es compacto para toda x E A, 

(iii) A es una Q-álgebra, m-convexa, completa bajo alguna topología. 

Si R(z) = oo, entonces z E A(ap,n) tiene espectro no acotado y 
por lo tanto, por el teorema [24] de W. Zelazko, A(ap,n) no es una Q
álgebra. 

Si R(z) < oo, entonces a(z) es abierto por la proposición 2.14. 
Entonces a(z) no es compacto y por lo tanto, por el mismo teorema de 
W. Zelazko, A(ap,,,) no es una Q-álgebra. 

• 
2.18 Proposición.- Sea A(ap,n) un álgebra matricial B 0 m-convexa 
con generador z para la cual existe i E N tal que R;(z) = · · · = R(z). 
Entonces .4.(ap,n) es una Q-álgebra. 
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Demostración: Como en este caso R(z) < oo, Dn(z)(O) es compacto. 
Como en la prueba dn la proposición 2.16, para toda x E A(np,n), 
a(x) = x(Dl!(zJ(O)) pues x es una función cont.inua en Dl!(zJ(O); por lo 
tanto a(x) es acotado para t.oda x E A(ap,n) y entonces, por el teorema 
[22] de W, Zelazko, A(ap,n) es una Q-álgebra. 

1 

A continuación ·presentamos un ejemplo de un 1ílgebra localmente 
convexa, completa y no metrizable B que coincide con un álgebra ma
tricialA( { w}) con generador z, donde RQ(z) = R(z) = 1 para todas 
las seminorÍnas 11 llQ qtie definen la topología de A( {w}) y tal que 

00 

ninguna serie de potencias L a,.X' con radio de convergencia 1 es tal 
n::;:.0 

00 

que L anz" converge en el álgebra .4( { w} ). El álgebra B es el álgebra 
n=O 

00 

de serie de potencias complejas L bnz" tales que el radio de conver-
n=O 

00 

gencia de L b,.z" es mayor que l. 
n=O 

2.19 Ejemplo. Sea {w} = {w 1 w = (w(n))~oí w(n):> O , .· 
V n =O, 1, ... y tales que J.!.,~(w(n)) 1 '" = l; w(n + m) ::; w(n) w(m) 
Vn,m=O,l ... }. 

Definimos 

Afirmación.-

f: a,.z" tiene radio de convergencia > i} . 
n=O 

Demostración. Sea 

{ 

00 00 

B = L a.,z" : I:; anz" tiene radio de convergencia 
n::::O u=O 
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s7a;,~aJ~nl:,~.·1c{ ~}). :~~~.ª~~s'.9s~:.2:;, '.:;;·.····· · ..... : :·•·,:'.. : .• '¡ .•.. '.··.·: ..••. 
''.,;"· ,._.·,.·.~..: ~-::.: ~.,;_,./ .'¡)·.·,·: '.-::·:. "<<. :,, ".'_;.:: .. <\: 

· .. ·'R1(z) ~'R(z) ~;su~ liri'i(ll~~U)~) 1l"p ~up üci (w(~j)itr ~L · . 
.. · _\,, .. ~,'..:.-'··;.::······~>:w;;_n-:~~·> .. '.·.:.' ·; ,' ._.<: . . ,._ .. w.;~~oo <.: ;·- . .. -: .-

00 .· . 00 

. Como L llnZn converge en A( { w}), entonces L an>. n tiene radio 
.... ::.~ -'·11=0 < . · ;. · . n=O 

de· convergencia·.;:::: l. Pero no puede ser l. • • 
. 00 

'·'.Para probar esto sea L an,\n una serie de potencias con radio de 
n=O 
00 

convergencia l¡ entonces I; JanJ>.n también tiene radio de convergencia 
n=O 

l. Consideramos una sucesión estrictamente decreciente { f;}~ 1 tal que 
.Ji.m f; = O, y otra sucesión estrictamente creciente {J\Jj}3~ 1 tal que 
1->00 

.Jim Al; = oo. Para ellas existe otra sucesión 
1->oo 

con la propiedad siguiente: 

k1 

L Ja.l(l + f1)" > M1; 
n=O 

k1 k2 

L Ja.J(l + e1)" + L Ja,,J(l +e2)" > M2 , 
n=O n=O 

k1 t kj+l 

L lanl(l + f1r + I: L lanl(l + fj+it > M1+1 V t, 
_n=O j=ln=k,;+l 

00 

puesto que L JanJ(l + f;)" = oo V f¡. 
n=O 

Definimos w(n) = (1 +fn)n¡ (w(n)):;"=o E {w} pues claramente 

a) Jl~(w(n)) 1 ln = 1, 

b) w(n+m) :5 w(n) w(m) V n,m= O, 1, ... 
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.·· - . -... ··:··' -.. -.. ·oo·· ~:,.:<:·· .. · '.:".'·~-- ·:·· 
y sin embargo; por construcció~ .I; la~lw<Ti> :=.oo,.esto muestra que 

. .·· ' :n=O -· . : _·. ·.-,. . - . -· 

00: ., ...: ....... :·-:-: :' :.'._ :_·.:<_"<--.·~ .. '-~:._'. .. ::·.::_-.:><'-.' .-.:·_ ..... _; .Lªn"'" ~.A({w})~Porlo:"tanto:E•ariz".·E:B~\ / · ; .. ··.· 
~~º -·._-. · i -. <··::,.:<·.-_-_· .: . .-/:~<-x_.-. ::'\~-- -._.:.:_ .. :·-;<-~:~~:~:----~:~·~i· \"{;f~~:_:_~:g;~: .. ~-:r::·.~:~'.:-:.~:-:'.(.~; -:- -.\;.::·. _ , .. __ -_ 

Recíprocamente, si L anz" tieríe r~d.i(J:~e.c<.U~~erg_e!1C,ia = r > l.y 
:···;_··." .. · ,::._._ .... ::'"·n=O · · · _.· :._ .. '.- ···'·.··.: .. ~:.-.-,._>;:'.: _ ·.- _ 

w = (w(ri)) E{ w}, tenemos: · ' . ;~/ -_ ; 

'l
fanz"ll = f= la~lw(n) = E IJ1(:(~) 1)")_~) · 
n=O w n=O n=O 

pero como lim w(n) 1/n = l, entonces a parti~ de ciérto rango, 
n-HX> 

w(n) 11"<r y por lo tanto f= lnnl(w(n) 1/")" < oo~ 
n=D 

00 

Entonces L anz" E A ( { w} ). 
n=O • 

{(w)} no puede reducirse a un sistema numerable de seminormas, 
ya que entonces existiría, por la proposición 2.6, una serie de potencias 

00 

b(,\) = L bn..\" con radio de convergencia igual a 1 tal que b(z) = 
n=O 

00 

L bnz" E A( { w}) lo cual es una contradicción. 
n=O 



. 44 CAPÍTULO 2. CONVERGENCIA DE SERIES DE ~OTENCIAS 
'· 



Capítulo 3 

Bases en Algebras de 
Funciones Holomorfas 

Sean :F = ti(D n) el álgebra de todas las funciones holomorfas en el 
disco complejo Dn de radio R y centro en el origen y :F00 el álgebra de 
todas las funciones ent.eras, ambas dotadas de la topología compacto
abierta. El problema de escribir funcionrs analíticas de ti(Dn) o :Feo 
en términos de una base de funciones {o,.}::;,0 distinta de la base usual 
{z"}~=O , ha sido considerado por M. Arsove y Ganapathy-Iyer. Es
tos autores determinaron condiciones bajo las cuales una sucesión de 
funciones {o,.}~0 constituye una base para :F y :F00 • En este proceso 
introdujeron el concepto de base propia y establecieron una relación 
entre las bases propias y los automorfismos del espacio. 

Las álgebras de funciones anteriormente mencionadas son ejemplos 
de álgebras matriciales. 

A lo largo de este capítulo caracterizamos los elementos x de un 
álgebra matricial para los cuales {x"};;"~o es una base propia. Efectua
mos dicha caracterización en términos de los radios espectrales R(x), 
cabe mencionar que el material de este capitulo es original. 

Sea :Feo el álgebra de todas las funciones enteras de una variable 
con las operaciones puntuales y seminormas 

JlxJI,. = máx Jx(t)J, n = 1, 2,. .. 
!ll~n 

45 
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Estas seminormas definen la topología compacto-abierta. Sea R tal 
que O < R < oo y DR el disco de radio R y centro en el origen. Sea 
:F = 1l(DR) el álgebra de todas las funciones holomorfas en Dn con las 
operaciones puntuales y la topología compacto-abierta. Est.a topología 
puede ser dada por la familia de seminormas M,(-) definidas así: para 
f E :F y O < r < R, sea 

M,(f) = máx IJ(z)J. 
l•l=r 

3.1 Definiciones.- Sea {etn}:;"=o una sucesión de funciones en :F. 

(1) Decimos que {etn}:;"=o es linealmente independiente en el sentido 
de M. Arsove si 

00 

E CnCTn =o=> e,.= o Vn. 
n=O 

para toda sucesión {en}::;0 de números complejos para la cual la 
serie converja. 

(2) Decimos que {etn}:;"=o genera un subespacio Fo de :F si :Fo consta 
00 

de todas las combinaciones lineales E c,.etn, donde {en}::;0 es 
n=O 

una sucesión de números complejos para la cual la serie converge 
en :F. 

(3) Decimos que {an}:;"=o es una base de un subespacio Fo de F si 
para cada elemento x de :F0 existe una única sucesión de números 

00 

complejos {c,.}:;"=0 tal que x = L Cn°'n· 
n=O 

3.2 Observación.- {etn}~=o es una base del subespacio Fo de :F si y 
sólo si es linealmente independiente y genera a F 0 • 

3.3 Ejemplos.-

(1) Paran ~ O, definimos Ón = z", donde z es la función idéntica; 
{ón}~=O es una base de :F llamada la base fundamental. 
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(2) ciansiderainos e1a1gebra ;¡:"° donde, además de la base fundamen
tal {ón}~=~• tenemos otras bases com~ la siguiente: sea 

On(z) = zn(l + ,\n(z)) 

drind~'. ,\~'-es una función entera que se anula en el origen ( n = 
:o, i, 2, '.; .)'. { °'n}~=O es una base del subespacio de :Foo que genera. 
A este tipo cie bases se les conoce como bases de Pincher/e. 

(3) En :F, la sucesión {a,.}::'=o definida por 

{ 
zn(l - z) 

On (z) = n (l z ) 
Z - (n+l)(n+2) 

sin es par 
sin es impar 

es una base de :F. Este es otro ejemplo de una base de Pincherle. 

3.4 Definición.- Una base {on}::'=o de un subespacio :Fo de :Fes una 
base propia de :F0 si para cada sucesión de números complejos {e,.}~=º 
se tiene que, 

00 

E c,.a .. converge en 
n=O 

00 

:F <=> E CnÓn converge en :F. 
n=O 

Las bases propias se definen para conservar las propiedades esen
ciales de sucesiones de coeficientes para desarrollos en términos de la 
base usual. 

M. Arsove caracterizó a las bases propias de subespacios :Fo de :F 
en términos de las siguientes condiciones: 

(a) lim sup[M,(a .. )]11" < R para toda r < R 
n->oo 

({3) lim (lim inf[M,(a,.)] 11") > R 
r-tR ra-+oo -

Definiciones y observaciones similares aplican al álgebra :F00 • 

3.5 Observación.- Las álgebras :F00 y :F pueden ser representadas 
como álgebras matriciales. Sea {rp}~o una sucesión estrictamente cre
ciente de números reales tal que rp P~ R, donde O < R ~ oo. 
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Sea A(ap,n) tal que ap,ri = (rp)n , p = l; 2, ... , n =O, 1, ... Entonces 
el álgebra :F(:F00 si R = oo) se puede representar como el álgebra 
matricial A(ap,n) [3]. 

3.6 Teorema.- Sea A(ap,n) un álgebra matricial m-convexa con gene
rador z y R = R(z) > O. Si x E A(ap,n) y x es no constante, entonces 
{xn}~;O es linealmente independiente en el sentido de M. Arsovc. 

00 

Demostración: Sea {c,.}~;Q ~e tal que L c,.x" =o. Sea>. E e 
n=O 

tal que i>.I < R(z); definimos el funcional multiplicativo continuo 
00 

!>. : A(ap,n) ~ e como sigue: f:,.(y) = y(>.) = L Y(n)>.'', donde 

y=~ y(n)z". Entonces O= f>. (~ c,.x") = ~ c,.~:;xn) = 
00 00 

= L c,.f>,(x)" = L c,.(x(>.))". Sea A = {x(>.)I>. E Dn}· Como x 
n;O n;O 

es una función holomorfa y no constante, entonces A es abierto. 

00 

Si g(>.) = L c,.(x(>.))", entonces g(>.) es una función analítica y es 
n=O 

idénticamente cero en cualquier disco contenido en A. 

Como los ceros de una función holomorfa no nula en un disco son 
puntos aislados, entonces e,. =O, n =O, 1, 2, ... 

1 

3.7 Teorema.- Sea A(ap,n) un álgebra matricial m-convexa con gene
rador z tal que R;(z) < R(z) Vi, R(z) < oo. Si x E A(ap,n) y es no 
constante, entonces {x"}~;o es una base propia {o} R(x) = R(z). 

00 

Demostración: Sea x L x(n)z" E A(ap,n)· Sea, para r < R, 
n=O 

00 

lxlr = L lx(n)lr". 
n=O 

Afirmamos que M.(x) $ lxlr $ e~-~z) para toda r < p < R donde 
00 

M.(x) = maxlx(z)I. a esto, notamos que lx(z)I $ L lx(n)lr" = lxl., 
~- .. ~ 



entonces M,(x) = maxl•l=r jx(z)I::; jxj,. . , . .. . . · 
··Por otro lado la desigualdad de Ca~¡:h,y·n?s ,dice que 

¡x<nl(o)¡ < .n! f ·. lx(~)ldlul'~·nÍ f' ~·kfp(xfdl~I= 
- 21l'}lzl=p ·iujn+l.. <' .'7:.21i)lzl=P p",+1 .•. :: .: · 

·· =.·.:~,~~~~?e·.•·,:·'.··,~·t;;·::,(:;~~i'{!.~ié~H;,·~·?Lk<····:. ·· .. ·. 

::~: ~,:'·'10) ~~~~·¡A~f r:l~(í1i·~1~~1;1~&;~,,;.'. 

00 

Si x = L x(n)zn E A(ap,n), sabemos que la asignación 
n=O 

T: A(ap,n) ~ H(Dn(O)) 

x >-+ T(x) 

49 

en dond~ T(x)(,\) = I:~=O x(n),\n, es un isomorfismo topológico H. 
Arizmendi, [3]. 

También sabemos que para cada x E A(ap,n), V p EN existen K >O 
y O < 1· < R tale8 que 

Procedemos a continuación a la demostración del teorema: 

=}) Supongamos que {xn}::"=o es una base de A(ap,n)· M. Arsove probó 
[7] que ésto es equivalente a que se satisfagan las condiciones (a) y ({J) 
para °'n = T(x"); es decir, 

't/ r < R, lim sup[M,(an)J1fn < R 
n-+oo 
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:"~"=~riJi,~~iÍ~i~~it:. ·. ···; · 
A~~rg¡~~~) J;l.\J~Ji~i)l~;f:/2~1+~'¡'.\¡~Ji~l)~lx. (z)l IAI = 

- ~·;;_~:'.:.·~:·..:_:<:"o¿,·=tT-:.::.-:·:·::. -, .. ~_~ .. :_~-\ __ '.·-::::.-~.'.··-): oo .. ~~:.~··:·_·-.. _. .. . 
. ' . .i/~;Elx~(i)f(Ri;(z)f.~ 'Elxn(i)la,,J;,, llx'.'llp· 

·.···:'···. ·_i=:;O_ ._.·, ·;· · .. , ·i=O-

Pof ·fo tantÓ 

· R(i) :5 lim lim inf[M,(0-.)]1/n = lim lim inf[Mn,.(zJ(O'n)]1/n 
· .. - . r-t>~ · n-+oo Rp(z)-t-R n--J.oo 

< lim lim inf(llxnllp) 1/n = lim Rp(z) = R(z), 
- p-+oo n-too p-too 

así que R(z) :5 R(x). 

Supongamos ahora que R(z) < R(x). 

Sea p tal que R(z) :5 Rp(x) < R(x) y sean J( y r tales que llxnllP :5 
lanlr· Por lo tanto (llxnllp) 1fn :5 J(l/n lo-nl~/n y entonces 

Rp(x) = Jl¡~(llx"llp) 1/n = lim sup(lixnllp) 1
/" :5 lim sup lonWn < R, 

n-+oo n-+oo 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto R(z) ;?: R(x) y entonces 
R(z) = R(x). 

{=)Ahora probamos que las condiciones (o) y (/3) valen para {on}· 

Observamos primero que 

00 00 

lo-nlRr(•) = L lxn(i)I (Rp(z))í :5 L lx"(i)la,,,¡ = llxnllp· 
i=O . i:;;;O 

Para probar la condición (a), sea r < Rp(x) = R; entonces 
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ésto implii:a que 

ni,:i__,~P(Ai(ar)l 1'" .~ li~_,~P ·· (¡a;,ln,c"'.>Y.'" S ni,:i_,~p(lix"lip) 11n 
R¡,(z) <:: R(x) = R¡. 

por Jo tanto (a) se cumple. 

Por otro lado, existen J( y r tales que 

R¡,(x) lim (l!x"l!9)1/n = lim irnf(llx"llp) ::; lim inf(K1/n JanJr)1/n = 
n-.co n-+o-o. , . . .. -, n-t-oo . 

lii?___,~1f(JcrnJr) 1 /n 1 

ésto implica que 

lim lim inf(JanJ,)1/n ·~ llm Rp(x) = R(x):;, R 
r-tR n-too r-tll 

y entonces se cumple ((3). 

• 
El teorema anterior no es vá-lido si R(z) > O y existe un índice i 

tal que R;(z) = R.;+1 (z) = · ·· = R(z) como lo muestra el siguiente 
ejemplo: 

3.8 Ejemplo.- Sea A(a9 ,n) el ál~ebra matricial tal que 

si n = O, p = 1, 2, ... 

en otro caso 

donde O< a < 1 "~;!n 2 y {/Jp}~1 es una sucesión estrictamente creciente 
de números reales tales que 1 < (39 < 2 'Vp = 1, 2, ... 

Probaremos primero que A(c:Jp,n) es un álgebra matricial m-convexa 
y posteriormente que, aunque R,,(z) = R(z) = 1 Vp = 1, 2, ... , la 
sucesión {z3"}::'~o no es una base propia de A(a9 ,n)· 

Claramente a9,n cumple la c::ondición (5) del ejemplo 1.5.4 ya que si 
n = O, p = 1, 2, ... , entonces 

llp,o+m = ap,= = lap.n> = llp,oap,m 
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. - . . ·:: :::', :,'.'. ...... ·:::,.:.;' 

·y, én,ot~~cas~,\ •.. 

~.~0' ~!J;~{,~:iq#~f Jt~1J~~~\~~~i¡tª~·0 (~,m~l 
·(~+(~+m)ª}, · ~:(;1.f·.:(~·:f:m)~} .. $. 

$ ( 1+ : .. rp; (i+ ~ .. )~~~tª~.r~;i .·· ··· 
. y ~sí A(a¡,,~) es tin áigebra m~convexa. · . 

. Por otro lado, 

R¡,(z} = J!,~(liznllp)t/n = J!m,(ap,n}l/n = 

(( 
1 )n{J¡,) l/n ( 1 ){Jp 

= lim 1 + - = lim 1 + - = 1 
n-too nª n-+oo nª 

'Vp = 1, 2, ... , y por la tanto R(z) = sup R¡,(z) = l. 
p 

De igiial forma, 

Rp(z3) = J!,~(llz3nllp}l/n = J!m,(a,,,3n)l/n = 

= nl.!!}1 ( ( 1 + (3~)ª) 3n/1p) l/n = nl!,rg, ( 1 + (3~)ª) 3/1p = 1 

'Vp = 1, 2, ... , y por lo tanto R(z3 ) = supR¡,(z3
) =l. 

p 

Probaremos ahora que {z3"}~=o no es una base propia de A(a,,,n)i 
para esto mostraremos que existen sucesiones de números complejos 

00 00 

{an}~=O tales que 2: anzn converge en A(a,,,n) pero 2: a,.z3n no con-
n;O n=O 

verge en A(a,,,n)i para esto necesitamos el siguiente: 

3.9 Lema.- Sea A(ap,n) un álgebra matricial, y se.an 

1/J : A(a,,,n) -+ A(ap,n) 
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un homomorfismo continuo.y z el generador de Á(a¡,;n)· Si x = 1/J(z) 
entonces para cada p E N existen q E . N y Cp > O· tales que· Vn = 
0,1, 2, ... 

('y) 

Demostración: Esto es válido debido a la continuidad de 1/J. 

• 
lo. Mostraremos c¡ue la función 1/J tal que 1/J(z) = z3 no satisface la 

condición (-y). Más precisamente, probaremos que 

Así que 1/J no será continua. 

Es claro que 

(1 _l )3n{ip / (1 2-)n/Jp > 
+ (3n)" + nª -

> (i+ _1 )3nl / (i +2-)2n = 
- (3n)ª n" 

= ((1+1/((3n)°)
3
)" = 

(1 + 1/(nª))2 

= ((3n)ª + 3(3n)2
" + 3(3n)ª + 1)" = 

(3n)3" + 3aa · 2n2a + 33n · n" 

_ (i + B(3n)
2

" + C · nª + 1 )" 
- (3n)3a + 3° · 2n2" + 3aa · n" 

donde B > O pues O < a < 1 "~;~" 2 • Por lo tanto la última 
expresión es 

(
l B + C/(32

" • n") + 1/(3n)2n)" > 
+ (3n)" + 3" · 2 +3"/n" -

( 
B' )" 

2::: l+ (3n)ª+3"·2+3ª/nª ' 



54CAPÍTULO 3. BASES EN ALGEBRAS DE FUNCIONES HOLOMORFAS 

para n suficientemente grande, donde B' > O. Esta expresión 
-diverge a oo cuando n --> oo, pues O < a < l. 

Esto muestra que 1/1 tal que .,P(z) = z3, es discontinua. 

2o. Probaremos que si hay un cndomorfismo T de A(ap,n) tal que 
T(z) = .,P(z) = z3

, entonces T debe de ser continuo, lo cual será 
una contradicción. 

Sea ahora T un endomorfismo de A(ap,n) tal que T(z) = z3 • Sea 

x = f; akzk E A(ap,n) y sea T(x) = f; bkzk; probaremos que 
k=D k=D 

bo = ao y que, si k > O, 

(ó) f3k = {
o 
O'k/3 

si k no es divisible entre 3 
en otro caso 

00 00 

Tenemos que x =·ao + z · L akzk+I, donde L akzk-I E A(ap,n)· 
k=I k=I 

Por lo tanto 

y por lo tanto /30 = °'º y {31 = /32 = O; procedemos por inducción 
para obtener (ó) de la siguiente manera: 

Suponiendo que bo = ao, ba = a1, b5 = a2, •.. , bam = am, b1 = 
00 

~ = b4 = bs = ... = bam+1 = bam+2 = O, sea w = L akzk; 
k=m+I 

m 
claramente w E A(ap,n); por un lado, w = x - L akzk implica 

que k=O 
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::: otro l~do, ··•1'. = z~+1 (~~.;:+:.;~~"~.~t~·ªk;k·-m~2), implica 

~(w) ~~-f "(O.j f ~C;;'"1t_~.,,;,•-·-• )) ~ 
z3(m+.1) (a.n+1 + z3 . T ·(. f: akzk-m-2)) 

k=m+2 

·y.por lo tanto b:i(m+l) = am+l Y bam+4 = b3m+5 =O. 

Probaremos que el endomorfismo T tiene gráfica cerrada y que por 
lo tanto, por el Teorema de la gráfica cerrada, será continuo. 

Sean {xk}f=o una sucesión en A(ap,n) que converge a x y T(xk) 
converge a y, donde x, y E A(ap,n)· Entonces llxk - xllp k::¿oo 0'9' p = 
1, 2, ... , esto quiere decir que 

Por lo tanto lxk(n) - x(n)iap,n k::¿oo O para cada n. Como ap,n f O 

'tp = 1, 2, ... y Vn = O, 1, 2, ... , entonces lxk(n) - x(n)I k:Z., O para 

cada n. Esto quiere decir que xk(n) ~ x(n) para cada n. k->oo 
Como T(xk) converge a y enton<:es llT(xk)-YllP k:Z., O 't p = 1, 2, .... 

Análogamente a lo anterior T(xk)(n) ~ y(n) para cada n. Pero 
k-HX> 

T( )( ) {O, n f 3m 
xk n = xk(m), n = 3m 

y como xk(m) k::¿oo x(m) para cada m, entonces 

{
o n f 3m 

y(n) = x
1

(m), n = 3m ' 

00 

es decir, y= L x(n)z3n = T(x). 
n=O 
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M. Arsove probó en (7] que si {an}::"=o es una base propia en un 
subespacio cerrado Fo de F, el espacio de todas las funciones analíticas 
en un disco abierto alrededor del origen, entonces existe un homomor
fismo lineal continuo suprayectivo T: F -> F0 tal que T(ón) = °'n• 
n = O, 1, ... donde Ón es la base fundamental de F. 

En vista de este teorema y lo hecho anteriormente {z3n}::"=o no es 
una base propia de A(ap,n)· 

3.10 Observación. En referencia al ejemplo anterior, por la relación 
00 00 

(71), si L anz3n converge absolutamente, entonces L anz" converge en 
n=O n=O 

A(ap,n)· 



Capítulo 4 

Resultados Sobre Morfismos 

En este capítulo hacemos una aplicación de nuestros resultados obte
nidos en los capítulos anteriores. Investigamos las condiciones bajo 
las cuales se puede definir una función lineal multiplicativa continua 
entre dos álgebras m-convexas. Damos una condición necesaria y una 
condición suficiente casi recíprocas. 

4.1 Proposición.- Sean A(a¡,,n) un álgebra matricial, m-convexa y 
z su generador. Si R(z) = oo, entonces R(x) es infinito para toda 
x E A(ap,n) que no sea constante. 

00 

Demostración: Sea x E A = A(ap,n), x = L x(n)z" y x no constante. 
n==O 

Sabemos que x es una función entera [3] 

R(x) = sup IJ(x)I = sup jx(>.)i = sup jx(>.)j. 
/E.M(A) i"l:SR(>) ÁEC 

00 

Como R(z) es infinito, x(>.) = E x(n)>." converge para toda >.. Si 
n=O 

R(x) es finito, entonces x es una función acotada, y como es entera, 
por el teorema de Louiville, es constante, lo cual es una contradicción . 

• 
4.2 Proposición: Sea A(a¡,,n) un álgebra matricial m-convexa con 
generador z. Si R(z) = oo y x E A(ap,n) es no constante, entonces existe 
un homomorfismo continuo T: A(a¡,,n) -t A(ap,n) tal que x = T(z). 

57 
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Demostración: Como x es no constante, entonces R(x) = oo. Si 
00 00 

L anz" converge en A(ap,n) entonces L anx" también converge en 
n=O n=O 
A(ap,n) por la Proposición 1.39. La asignación dada por z >-+ x define 
un homomorfismo lineal continuo. Esto se debe al siguiente. 

Teorema. (M. Arsove) (8] 
Sea {zn};;'=o una base de un espacio de Fréchet U. Sea {xn}::°=o una 

sucesión en U para la cual la condición siguiente es válida. 

00 00 

L a"z,' converge ==> L nnxn converge, 
n=O n=O 

para cada sucesión de escalares { a,.};;'=o· Entonces existe una función 
lineal continua T:U -+ U tal que T(Zn) = Xn, \In = O, 1, 2, .... De 

00 00 

hecho T(y) = L anXn si y== L anZn· 
n=D n=O • 

4.3 Proposición: Sea A(ap,n) un álgebra matricial, m-convexa con 
generador z. Si R(z) = oo y x E A(ap,,.) es no constante, entonces 
{xn}~o es una base propia de A(ap,n)· 

Demostración: Como R(z) = oo y x es no constante, entonces por la 
Proposición 4.1 R(x) = oo. 

00 00 

Supongamos que L anx" converge en A(ap,n), entonces L anA" 
n=O n=O 

tiene radio de convergencia oo por la Proposición 1.39. Esto implica 
00 

que L anz" converge en A(ap,n) por la misma Proposición. Por lo tanto 
n=O 

00 00 

L anx" converge en A(ap,n) si y sólo si L anz" converge en A(ap,,.). 
n=O n=O 

Luego, {x"} es una base propia de A(ap,n)· 

• 
4.4 Proposición.- Sean A(ap,n) un álgebra matricial m-convexa con 
generador z y B un álgebra B 0 , m-convexa. Sea f: A(ap,n)-+ B una 
función lineal multiplicativa y continua y sea x = f(z). 



Entonces R(x) $ R(z). 

Demostración: Sabemos que R(x) = sup IT(x}I, donde el supremo 
se toma sobre todos los funcionales lineales multiplicativos continuos 
T : B ~ C. Entonces tenemos 

-4 B 
)'T 

e 
Claramente T o f es un funcional lineal multiplicativo y continuo. Por 
lo tanto sup IT(x)I = sup l(T o J)(z)i $ sup IG(z)i, donde este último 

T T G 
supremo es tomado sobre todos los funcionales lineales multiplicativos 
y continuos G. De esta forma tenemos 

R(x) = sup IT(x)I $ sup IG(z)i = R(z), 
T G 

es decir, R(x) $ R(z). 

• 
Podemos dar un recíproco parcial de este resultado: 

4.5 Proposición.- Sean A(ap,n) un álgebra matricial m-convexa con 
generador z y B un álgebra B0 , m-convexa. Si x E B y R(x) < R(z), 

00 00 

O < R(z} '.S oo, entonces E UnZn converge en A(ap,n) ~ L anXn 
n=O n=O 

converge en B. Por lo tanto la asignación z i--t x define una función 
lineal multiplicativa continua de A(ap,n) en B. 

00 

Demostración: Supongamos que y = L anzn es un elemento de 
n=O 

00 

A(ap,n}· Sea y(,\) = L an>.n' ,\ E e la serie de potencias complejas 
n=O 

correspondiente a y, entonces el radio de convergencia r de esta serie 
es tal que r ~ r6(z) = R(z) > R(x) = r1 (x) y por lo tanto r > r7 (x). 

00 

Esto quiere decir que E anxn converge en B. 
n=O 
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.,._·,_ < ,., ~".>;·.•,· · .. 

" ' ... :: ..... ::., /;·; :····:' ; ·00 

Sea T: A(ap,,;) -+B. taLé¡Íl(l T(11) !'7'L: 11(n)xn, 
• . :. . .· . ~. . • ' . ": .!·,' .·_.;;:.>~- )··,;·.·. ·. f:::~:.~ .. :'.::~, '~;=::~ -;. : 

Tes lineal y~ qú.e si OiE C';(y',w ~'A(a,,;n),,entonces 

T~ay+w) = ;(~((}J'(:~¡~~~~EP)!=~(áy(n)+w(n))xn = 
'oo-·· ~~·.:_ '· oo· ~-~·-_,~- .. · 

a L Y(n)xn+ b w(n):é = aT(y) + T(w). 
n=O ~.=:=:~ 

T es multiplicativa ya que· 

T(y·w) = T(,~(tay(k)·w(n-k)))zn) = 

= fJ~~ y(k) · w(n - k))) xn = T(y)T(w) 

Finalmente, T es continua por el teorema [8] de M. Arsove mencionado 
en Ja demostración de la Proposición 4.2. 

• 
4.6 Proposición.- Sean A(ap,n) un álgebra matricial m-convexa con 
generador z y B un álgebra B 0 , m-convexa. Si R(z) = oo entonces para 
cualquier x E B, existe un homomorfismo continuo T: A(a;,,n) -t B tal 
que x = T(z). 

Demostración: Sea x E B tal que R(x) = R(z) = oo. Si i E N 
entonces R;(x) < oo ya que R;(x) = lim llx"Jl!f" y llx"ll; :::; JlxJlf 
porque 11 11; es submultiplicativa para cada i EN. Por Jo tanto R;(x) < 

00 

R(x) 'rli EN, lo cual implica, por la Proposición 2.4, que L a,.x" con-
n=O 

00 

verge en B para cada L: anA" con radio de convergencia oo. De esta 
n=O 

00 00 

manera, si L: anzn converge en A(a;,,n), entonces L a,.x" converge en 
n=O n=O 

B por la Proposición 1.39. 
Para probar la existencia del homomorfismo continuo se procede 

como en la demostración de la Proposición anterior. 

• 
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