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Introduccion

El algoritmo de subasta fue disenddo en 1979 para resolver el problema clisico
de asignacion. El motivo era solucionar el problema usando paralelismo en
forma natural. Sin embargo, el método resultante fue may ripido también en
forma serial.

En este trabajo se estiudiard el algoritmo de subasta para el problema de asigna-
cién y despuds se disentirdn varias extensiones a otros problemas. El propdsito
es que en otros problemas lineales de flujo en redes, como el problema de trans-
porte y el problema de rutas mas cortas, puedan aplicar el algoritmo de subasta
para el problema de asignacion.

Los otros problemas mencionados se pueden resolver por medio del algoritmo
original de subasta para el problema de asiguacion. Ya que por medio de al-
guanas modificaciones se puede llegar a problemas equivalentes de asignacion.
Una vez que el algoritmo de subasta es aplicado al problema equivalente de
asignacion se obtiene un algoritmo de subasta para el problema original,

El algoritmo de subasta es un método intuitivo que opera como una subasta
verdadera, donde las personas que “compiten”por los objetos, aumentan los
precios a éstos. E} algoritmo de subasta se ejecuta muy bien en la teort a y en
Ja practica gracias a que es muy adecuado para Ja computacion en paralelo.

Después se desarrollard el algoritino de subasta para el problema de asignacion
simétrico, es decir, cuando se tiene igual mimero de personas que de objetos,
También se discutird una alternativa del algoritno de subasta, llamado subasta
hacia atrds; esto es, en la subasta regular (lhacia adelante) las personas ofrecen
cantidades cada vez mayores por los objetos; en cambio en la subasta hacia
atrds los objetos compiten por las personas disminuyendo sus precios. Se




deseribira un algoritmo de subasta para el problema de rutas inds cortas. Se
mostrard la extension al problema de transporte. Finalmente, se discutirdn los
aspectos computacionales del algoritmo de subasta, incluyendo resultados en
paralelo.
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Capitulo 1

Problema de asignacion

1 problema de asignacion es de gran importancia en nchos contextos practi-
cos, pero también es de gran importancia tedrica a pesar de su sencillez, in-
corpora una estructura fimdamental de programacion lineal. Ll problema de
asighacion ha servido como un punto de partida conveniente para otros algorit-
mos importantes de programacién lineal. Por ejemplo, el método primal-dual
{fue motivado y desarrollado por el método Hiingaro, el primer método espe-
clalizado para resolver el problema de asignacion.

Algunos cjemplos practicos del problema de asignacion son asignar trabajado-
res a empleos, tareas a maquinas, etedtera, También hay situaciones donde
el problema de asignacion aparece como un subproblema para resolver otros
problemas de optimizacion, como son el problema de ruta mas corta y el pro-
blema de transporte entre otros,

Supdngase que se tienen n personas y m objetos. Sila persona i es asignada al
objeto j, se tiene un beneficio a;j. Se desea encontrar el beneficio maximo de
asignar las personas a los objetos. Kn cada solucidn factible las variables x;;
sGlo pueden tomar el valor 0 o 15 si @y = | significa que la persona ¢ ha sido
asignada al objeto 7, y ;= 0 indica que la persona 1 no estd asignada al ob-
jeto 7, la restricciou que existe en este tipo de problemas es que a cada persona
se le asignard un sélo objelo, y a cada .bjeto se le asignard una sola persona.
Mateméticamente. se guiere encontrar un conjunto de parejas, persona-objeto
(1,71)y ooy (11 7)), tal que los objetos jy, ..., jn sean todos distintos, y el beneficio
total 37 aij; sea maximo,




Una condicion necesaria y suficiente para que el problenta de asignacion tenga

solncidn, es que sea simétrico; es decir, enando o= 0. Siom > nose pueden

agregar m — n ohjetos, con costo cero. Siom < ny se agregan no— m opersonas,

Se puede formmlar el problenia de asignacidn como un problema lineal:

n n
Maximizar YY" a;jui;
i=] j=1
sijeto a
n
Z;zt,'j:l, V i=1,...,n
=1

n
Z:lt;j =1, YV j=1,.,n
1=1

OSIUS]» v =1,

En forma matricial, el problema de asignacion resulta:

Maximizar ax
Sujetaa Az = 1

i = 0ol 43=1,.,n i

M

en donde = (X117, ooy Z1ny ooy Euty ooy T )y ¥ A 05 una matriz 2n x n? cuya co-
limna (7, 7) s Ai; = eitengj donde ¢; y e,4; son los vectores unitarios con unos !
en la i-ésima y la (n+ j)-ésima posicion, respectivamente, para 4,7 = 1,2,...,n.
t

La matriz A, con dimensién 2n x n%, tiene la siguiente forma especial: z
n? columnas ‘

|

10 .0 g

01 .. 0

) i

A= oo 21 renglones !

00 .. 1

I 1 ... 1 ;

“'

!

en donde 1 es un n-vector renglon de componentes todos iguales a 1; ¢ I es |
una matriz identidad de 1 x n. La matriz A es la que le da al problema de .
K
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asignacion nna estractura especial, en efecto, la matriz A tiene la propiedad
de nmimodularidad total.

La matriz 4 es totabnente unimodular si el determinante de enalquier sub-
matriz coadrada de ella tiene valor <1, 0 o 41, 120 el caso de la matriz de
asighacion, puesto que todos sus clementos son 0 o 1, cada submatriz de 1 x |
tiene valor 0 o 1. Ademds cualquier submatriz de 2n* tiene determinante de
valor 0 pnes el rango de A os 2n = 1. Sdlo falta demostrar que cualquier sub-
malriz de b x k con (1 <k < 2n) tiene la propiedad requerida.

Sea Ag cualquier submatriz de dimension & x k de A. Se debe probar que
el det Ay = %1 0 0. Por induceidn sobre & supdngase que la propiedad s
cierta para Ag-y (se sabe que es clerto para Ay). Tomando en enenta que cada
columna de Ay tiene, ya sca ningin 1, sélo un 1, o dos 1s, se tiene que, si
ninguna columna de Ay tiene 1's, entonees det Ax = 0. Si eada cohmna de
Ay tiene dos I's, entonces uno de los 1's estd en un rengléu origen y el otro |
estd en un renglon destino; en este caso, la suma de los renglones origen de Ay,
es igual a la suma de los renglones destino de Ag; por lo tanto, los renglones de
A son linealmente dependientes y det Ay = 0. Finalmente, si alguna columna
de Ay tiene solo un 1, entonees expandiendo det Ay, en los menores de esa
columna se obtiene:

det Ay = 3= det Ay

en donde Ag_y es una submatriz (k- 1) x (k —1). Pero, por la hipdtesis de
induceion, det Ax_y = £1 0 0. Por lo tanto, la propiedad se enmple para Ay,
lo cual demuestra el resultado.

Aplicando la propiedad de unimodularidad total de A, se tiene que una solucién
basica factible del problema de asignacidn, con la restriccion xy; = 0 o 1
reemplazada por x;; 2> 0 serd toda entera. Ademds, por las restricciones
ninguna xg; puede ser mayor que 1. Por lo tanto, todas las ay; serdn 0 o
I en una solucion dptima del problema lineal. Esto permite reemplazar las
restricciones ;= 0 o 1 por la restriccidn ;> 0. Asi se obtiene:

Maximizar ax

Sujetaa Aw 1

rij 2 0 ,5=1,..,n

i

Puesto que el problema de asignacion es un caso especial del problema de trans-
yorbe, se puede resolver como st fuera uno de estos, pero serfa muy incficiente
) )



resolver este tipo de problemas, por medio del método simplex o por medio del
método de transporte. Seexplotard la estrnetura especial del problema de asig-
nacion para obtener un algoritmo mis eficiente, que es el algoritmo de subasta,

Otra propiedad importante del problema de asignacidn es que se puede repre-
sentar por una grafica bipartita, como se muestra en la figara 1. Hay 2n nodos
divididos en dos grupos: uno que corresponde a i personas y ol olro a los n
objetos. También, para cada (4,7), 7,7 = 1,...,n, hay un arco que conecta a
la persona ¢ con el objeto j. En términos de problemas de redes, la variable
aij se vefiere al flujo del arco (i,7). La restriccion S, @y = 1, indica que la
salida total de flujo del nodo i debe ser ignal a 1, lo cual se puede ver como el
requerimiento del nodo. Similarmente la restriceion Y0, @5 = 1, indica que la
entrada total de flujo del nodo j debe ser igual a 1, lo cual se puede ver como
la demanda del nodo.

Personas Objetos

Fig. 1. Problcma de asignacidn
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1.1 Dualidad

Siel problema primal de asignacion es:

1 n
Maximizar 7 =Y ) a;juj
1=1 g=1
Hlljutn i
n
You <,V o j=1n (1.2)
=1
n
Z‘"U:l’ YV i=1,..n
J=1

0 <y <1, YV ogi=1,.,n

Sea X un coujunto dado por:
n
X =1 Z'"ii =1, 1= 1, n; x5 >0y x entero para 2,j = 1,..,n
j=1

entonces se puede reescribir el problema de asignacion de la siguiente manera;
n n
Maximizar 7 =YY agwi;

1=1 j=1

sujeto a

Z;l:,-]- <l V ji=1,.,n (1.3)
1=1
re X

Uilizando la definicion de dualidad no lineal se tiene que el problema dual
estd dado por:
Minimizar ¢(p) (1.4)
Sujeloa p20 '
donde p es el vector de precios de los objetos, y

n n

q(p) = su}z szj:v,'j (1 =y = o =) F e Fpa(l = 2o — o= 2) ¢ -
€

=1 j=1




Factorizando a ag; se tiene:

1 n n n
TRETE) 3 SRS o op ottt
TEN =] j=1 ] =1 j=1
n n
.
4(p) _—_.sup Zp +LZ(1,,~ R
reX | j=1 =1 j=1

como iy p; es una coustante, puede saliv del supremo y la funcion ¢(p)
quedara:

n n

q(p) = Zp]-l sup EZ wig = Py

=] j=1

como X ¢s un conjunto ﬂnito, el supremo es ignal al maximo, entonces

" n

Zp] + l]ld‘{ ZZ (atij — py )i

i=1 ;=1

como el miximo de Ja suma es igual ala suma de los maximos, se puede escribir
a ¢(p) como sigue:

n n n

apy=Yp+ ZZmax @i — pjei;
1=1 i=1 j==1
como ;; sélo puede ser 1 o 0, si se quitan todas las @y; = 0, es decir, se
encuentra el maximo de los objetos j que pueden ser asignados con la persona
1, entonces se tiene que:

n N
= Z ma.\'{u,-j - ])j} + ij (]5)
=1 7 j=1

entonces la condicion de holgura complementaria para una asignacion S (no
necesariamente completa) y un vector de precios p, se puede escribir como
sigue:

Uije — Pji = l]lj‘f"x{“'ij =Pt vV (G,j)€es (1.6)

Esto quiere decir que el objeto j tiene un precio p;, y la persona que sea asig-
nada al objeto j debe pagar el precio p;. El valor neto del objeto j para la
persona i es aj;— pj, pero la persona 7 ldgicamente quicre ser asignada a un

10
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ohjeto g; con valor niiximo.

Se denmestra mas adelante, en la proposicion 1, que una condicidn necesaria
y suficiente para que Sy p sean la solucion primal y dual dptima es que S
sea completa y que S y p satisfagan la condicion de holgura complemetaria
(HO) 1.6; el nombre viene de la terminologia estindar de programacion lineal.
Asi para wna asignacion dptima, cada persona es asignada al objeto que le
dé el miximo beneficio.

Proposicién 1. Siuna asignacion factible y un conjunto de precios satisfacen
la condicion de holgura complementaria 1.6 para todas las personas 7, entonces
la asignacion es dptima y los precios son una solucién optima del signiente
problema:

n 113
nin Z max{a;; - p;} + Z Pi
=1 1

i =
P, 1=1,.0.m j-'-ﬂ
lamado problema dual, Ademds, el beneficio de la asignacidn es dptimo y es

igual al optimo del problema dual.

Demostracion: El costo total de cualquier asignacion factible {(¢, k) | ¢ =
1, ..., n} satisface:

f:a;k,. < i: max{a; — p;} + ipj
1=1 i=1 =1
ya que por dualidad se tiene que:
2(x) < 4(p)
para cualquier par de soluciones factibles. Por otra parte, dada una asignacion

y un conjunto de precios denotados por {(i,5;) | i = L.an}y {pj | j =
I, ...,n}, respectivamente, que satisfagan la condicion HC, se tiene:

i, = Pji = m]ilx{ﬂij - ity i=1,..,n

sumando sobre todas las ¢ se tiene que:
n n

E”’fji = E (lll;:l»x{(l,'j - ﬁj} + ]—)J‘..> .

1=l i=1

1




Por lo tanto, la asignacion {(z2,4;) | ¢ = 1,...,n} obtiene el maximo del lado
izquierdo y os optima para el problema primal; mientras que, {f5; | j = 1,...,n}
obtiene el minimo del lado derecho y es dptima para el problema dnal, ademds
los dos valores optimos son iguales. Q.1.D.

12
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Capitulo 2

Asignacion utilizando el
algoritmo ingenuo de subasta

Eu el problema cldsico de asignacion simétrico hay n personas y n objetos
relacionados wno a uno. Hay wn beneficio ag; que me cada persona £ con cada
ohjeto j, y se quicre asignar personas a objetos de tal manera que se maximice
el beneficio.

Una asignacion significa un conjunto S de parejas persona-ohjeto (2, 7), tal que,
cada persona ¢ y cada objeto 7 estdn implicados a lo mds en una pareja de
S, Si el wiimero de parejas en S es n, lo cual significa que todas las personas
han sido involncradas en una asignacion, se dice que S es factible; de otra
manera S no es factible. Se busca una asignacion factible (un conjunto de
parejas (1, 7y)y.or, (12, ju) persona-objeto, tal que los objetos fy,...ju sean todos
distintos), la dptima serd la que maximice el heneficio total 11, a;j,.

2.1 Algoritmo ingenuo de subasta

Se considera un proceso natural (como una subasta de obras de arte) para
ballar una asignacidn y un vector de precios que cumplan ciertds condiciones
de equilibrio que serdn Hamadas de holgura complemetaria. Se llamard a es-
te proceso el algoritmo ingenuo de subasta porque tiene ¢l defecto de que en
algunas ocaciones no converge. Bu el capitulo tres se dard una condicién de
convergencia que soluciona el problema.

13




L2} algoritmo de subasta ingenno trabaja en iteraciones y genera una secuencia
de precios y asignaciones parciales, los precios se van inerementando con Jas
ofertas que hacen las personas por sus objetos preferidos. Por ima asignacion
parcial, se quiere decir que se tiene una asignacion donde no todas las personas
han sido asignadas a los objetos. Una asignacion parcial puede ser diferente
de una asignacion conpleta, pues no neesariamente se tienen las mismas las
parcjas persona-objeto que se tenjan en la asignacion parcial. Al principto de
cada tteracion, la condicidn de HC, (ee. 1.6):

aij, = pj; = max{a; — pi}
J
se sabislace para todas las parejas (7, ;) de la asignacion. Si todas las personas

son asignadas, el algoritmo termina. De otra manera el subconjunto no vacio
I de personas no asignadas es seleceionado para la signiente iteracion.

Algoritmo de subasta ingenuo

En cada wna de las fases que se mencionan a continuacion, se denota con / el
conjunto no vacio de personas no asignadas;

Fase de oferta: Cada persona 7 € I halla un objeto j; que hace
que el valor de la oferta sea maximo esto es,

Ji = arg max{a;; — p;}
7
y entonces:

(a) la persona ¢ se asigna al mejor objeto jg; la persona que fue
asignada al objeto g; al principio de la iteracion (si existe),
ahora no estd asignada;

(b) el precio de j; es pj, +7i, donde 4; es el incremento de la oferta;

caloilese
Y= wi

donde 4, es el valor del mejor objeto para el cual la persona ¢ quiere
ser asignada, y esta dado por:

v = max{a;; — p;} (2:1)
N

14




y w; es el valor del segundo mejor objeto y es:

wi = max {a;; - pj} (2.2)
S iR
(Si j; es el inico objeto en A(i), se define w; como -00 o compn-
tacionalmente, como un mimero que sea nncho mas pequeno gue
l/,').

Fase de Asignacion: Cada objeto j que se selecciona como el
mejor objeto de mn subeonjunto no vacio P(3) de personas en I,
determina la mejor oferta:

ij = arg max i

’ ?ieP(j)
El algoritmo contimia con una secuencia de iteraciones hasta que
todas las personas tengan un objeto asignado,

(Nétese que pj; se incrementa, entonces el valor a;; — pj, que ofrece el objeto
ji por la persona i se decrementa, ¥; es el incremento mis grande por el coal
p; se pnede incrementar, de esta manera se mantiene la propiedad de que j;
ofrece el valor maximo por ),

7i no puede ser negativo, ya que v > w; (compare 2.1 y 2.2), asf los precios de
los objetos tienden a incrementarse. En realidad, cuando 7 es la dnica oferta, ;
es el mayor incremento, para el cual la condicién de HO se mantiene, teniendo
la, asignacién de i con su objeto preferido. Tal como en una subasta verdadera

se incrementa la oferta y el precio crece, lo cual estimula la competencia.

Nétese también que hay nna libertad en elegir el subconjunto / de personas
no asignadas durante la iteracidn de la oferta. Una posibilidad es considerar
el conjunto I con una sola persona no asignada. A esto se le conoee como la
version de Gauss-Seidel porque es similar a los métodos de Gauss-Seidel para
resolver sistenas de ecuaciones no lineales, usualmente los mejores trabajos
en serie, en un amblente computacional. Si I consiste de todas las personas
no asignadas, es més eficiente resolverlo en forma paralela. Esto es conocido
como la version de Jacobi; a cansa de su semejanza con los métodos de Jacobi
para solucionar sistemas de ecuaciones no lineales,




Ejemplo 1

Encontrar una asignacion por medio del algoritimo de subasta ingenno, para el
siguiente problema de asignacion:

Personas Objetos

Fig. 2. Problema de asignacion

El problema de asignacion se puede representar en forma matricial, donde cada
renglon representa a cada una de las personas y las columnas a cada nmo de
los objetos; el vector de precios inicial es ol vector nnlo.

objetos
1 2 3 4
1 55 84 78 67 )
9 29 48 17 76 Vector de precios  (0,0,0,0)

3 73 32 31 100
4 42 61 35 19

personas

Version Gauss-Scidel. Para cada una de las personas se cdlcula el max{a;; —
ni}y la representacion matricial de la primera asignacién parcial se muestra a

16
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et e e i s s bmi = gy e

continuacion:

objetos
12 3 4
I /5 88 T8 67 vy = 100
230 48 17 70 wy = T3
PERSOIAS s 32 31 100 o= 2
4\ 42 61 35 19

Vector de precios (0,0, 0,27)

La persona 3 no es asignada porque s objeto preferido ya fue asignado; por lo
tanto, hace una oferta y3 = 27, por el objeto 4 y al hacer esta oferta la persona
2 que tenfa el objeto 4 ahora no esta asignada:

objetos
12 3 4
I hH 84 T8 67 v = 6l
personas 2 A8 1T 76 wy = 42
3 73 32 31 100" o= 19

4 42 61 35 19
Vector de precios (0, 19,0,27)
La persona 4 hace la oferta 4y = 19 por el objeto 2, y al hacer esta oferta la
persona | que tenia el objeto 2 ahora no estd asignada

objetos
12 3 4
| /55 84 78 67 v o= T8
g 30 48 17 76 w = 65
PErsOlEs g L7 32 31 1000 mo= 13
4\ 42 61" 35 19

Vector de precios (0,19, 13,27)

La persona { hace la oferta 4y = 13 por el objeto 3,

objetos
2 3 4
I /55 84 T8 67 m = 49
o9 |39 48 1T T8 W o= 39
POIOBES L 13 32 31 1000 o= 10

] 12 61 35 1Y
Vector de precios (0,19, 13,37)




La persona 2 hace la oferta 4, = 10 por el objeto 4.

()I)j('t()s
123
| 55 84 T8 0T gy = T3
v [ 39 48 17 760 wy = 63
PERORAS g a2 3 100 o= 10
4 \d42 610 351

Veetor de precios (10, 19, 13,37)
La persona 3 hace la oferta 43 = 10 por el objeto 1.

objetus
12 3 4
I/ 55 84 78 67
2 39 48 17 76
3 332 3 100
4 42 61" 35 19

personas

Fin, todas las personas tienen asignado un objeto.
La asignacion total

S = {(la 3)7(214)a (37 l)a (472\}

y el vector de precios

p=(10,19,13,37)

satisfacen la condicidn de holgura complementaria,

2 @

Il

" "
Zm}ax{ll.'j - pi}+ 2o
=1 7=l

(i, j)es
8476473461 = (05439463 +42) + (104194 13 4 37)
288 = 288

por lo tanto, S es una asignacion dptima.
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Version Jacabi, Para cada una de las personas se cdleala el max{a;; — p;}, la

representacién matricial de la primera asignacion parcial se muoestra a conti-
niacion:
objetos
2 3 A
I 55 84* 18 67 v = 100 vy = 6l
2 39 48 17 76 wy = T wy = 42
POISONAS g L g 32 31 100 mo= 2 om =19

q 12 61 35 19
: Vector de precios (0,19, 0,27)

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fne asignado, por lo

tanto, hace una oferta vy = 27, por elobjeto 4 y al hacer esta oferta la persona
b b J

2 que tenfa el objeto 4 ahora no esta asignada. La persona 4 que tampoco

ha sido asignada porque su objeto prelerido ya fué asignado, hace una oferta

74 = 19, por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona 1 que tenfa el objeto

2 alora no esta asignada.

objetos
L2 3 4
I /55 84 78 67 wo= 18 o= 49
9 {39 48 17 70 w o= 65 w o= 39
POTSONas g 73 g2 31 100¢ mo= 13 g o= 10
4 \42 61" 35 19

Vector de precios (0,19, 13,37)

La persona 1 hace la oferta 4y = 13 por el objeto 3, y la persona 2 hace una
oferta 4, = 10 por el objeto 4

ohjetos
L2 3
I (/55 84 78 6T v = T3
- 2 | 39 48 17 76 wy = 63
PESONas 4 73 32 31 100 v o= 10

42 61 35 19

-t

Vector de precios  (10,19,13,37)

19




La persona 3 hace la oferta 43 = 10 por el ohjeto 1

ohjetos
o2 3

1 5584 TS 67
I I L LI VA ('
PORORAS ) e w2 31 100

q 42 61 35 19
Fin, todas las personas tienen asignado un objeto,
La asignacion total

S = {(1,3),(214),(31 1)1(412)}

y el vector de precios

p=(10,19,13,37)

satisfacen la condicion de holgura complementaria,

" n
Yo=Y nl;lX{(lﬁ*I'jH‘Z”i
i=1

i

(1,7)es =1
T8+T6+T34+61 = (65+39+634+42) 4+ (10 4+ 19+ 13+ 37)
288 = 288

por lo tanto, S es una asignacion dptima.

Desafortunadamente, el algoritnio ingenuo de subasta no siempre trabaja bien.
La dificultad se presenta cuando el incremento 4; es cero; es decir, mas de un
postor i ofrece el valor mdximo por el mismo objeto. Esta situacion se crea
cuando varias personas compiten por un ndmero iy pequeiio de objetos igual-
mente deseables sin aumentar sus precios, de esta manera se crea un ciclo que
nunca termina. Ver el ejemplo 2,

Ejemplo 2
Sea ;= ¢ > 0 para toda (7,7) con i = 1,2,3;y j = 1,2} y a5 = 0 para toda
(i,7) cond = 1,2,y j = 3. Encontrar una asignacién por medio del algoritmo

ingenuo de subasta,
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Personas Objetos

Precio
inicial = ¢

Precin
injetal «

Precin
inlcial = 0

Fig. 3. Problema de asignacion

il problema de asignacion se puede representar en forma matricial, donde cada
renglén representa a cada una de las personas y las colummnas a cada wno de
Jus objetos, el vector de precios inicial es el vector nulo.

objetos
123
1 cc Vector de precios  (0,0,0)
personas 2 ¢c ¢ 0
B ¢ ¢l

Para cada una de las personas se caleula el max{ay; — p;}, que se denota par
¢, la representacion matricial se muestra a continuacidn:

objetos
I 2 3
l ¢ e 0 vy o= ¢
personas 2 ¢ ¢ 0 wy = ¢
3 ¢ ¢ 0 o= 0

Vector de precios (0, 0,0)

Lia persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por lo
tanto, hace una oferta y3 = 0, por el objeto 2y al hacer esta oferta la persona
’ 3 ) ) 1

2




2 que tenia el objeto 2 ahora no esta asignada.

objetos
P23
| e 0 vy = ¢
personas 2 e ¢ 0 Wy = ¢
3 e ¢ T2 = 0

Vector de precios  (0,0,0)

La persona 2 hace la oferta 32 = 0 por el objeto 1. Cou lo cual se regresa a
la asignacion que se tenia en la primera iteracion, y el vector de precios no ha
sido modificado

objetos
23
| e e 0 o= ¢
personas 2 e ™0 wy = ¢
3 e ¢ 0 13 = 0

Veetor de precios (0,0, 0)

Aqui se ve, como el algoritmo de subasta ingenio puede caer en un ciclo infi-
nito para un problema con tres personas y tres objetos. I algoritmo tiene un
ciclo entre la persona 2 y 3 que alternativamente ofrecen por el objeto 2 sin
cambiar el precio, ademads estas personas prefieren de igual manera el objeto
L'y 2, (v =0). La situacién es semajente si en la primera ileracion la persona
3 ofrece una oferta por el objeto 1.

Para romper tal ciclo se introduce una modificacién, motivada por subastas
verdaderas, donde cada oferta debe aumentar el precio del objeto por un in-
crementto minimo positivo. En particular, se fija un escalar positivo, y se dice
que una asignacion y un vector de precios p satisface e-holgura complementaria
(e-HCY st

@i, = Pj, 2 llljlx{“l'j ~pi} -

para todas las parcjas (2, j;) asignadas. En otras palabras, se satisface ¢-HC,
si todas las personas fueran asignadas a objetos que estén a ¢ de ser lus mejores.

se reformulara el proceso de subasta hacia adelante, para que el incremento
de la oferta sea al menos ignal a e, Bl método resultante, es el mismo que ¢l

22
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algoritimo de subasta ingenuo, excepto que el ineremento de la oferta 4; ahora
(SN

Y= 0= wp o (2.3)

Con esto, la condicion -HC se satisface. Il ineremento particnlar 4, =
vi — wi + ¢ usado en el algoritimo de subasta es la cantidad mixima con esta
propiedad, Ticrementos mas pequenos 4, también trabajarian, ya que y; 2> ¢,
pero se usard el ineremento mas grande posible para acelerar el algoritmo.
Siendo consistentes con la experiencia de subastas verdaderas se sabe que se
termina mas rapido cuando la oferta es grande.

Para el caso de un problema completamente denso, hay que tener en cnenta
que sioun objeto recibe una oferta en k iteraciones, su precio debe exceder el
precio inicial por lo menos en ke, Asi, para & suficientemente grande, el objeto
serda bastante caro para ser juzgado como “inferior” y existe un abjeto que no
ha recibido una oferta hasta este momento y sé vuelve mds atractivo, Esto es,
un objeto puede recibir una oferta iy niimero limite de iteraciones mientras
que otros objetos fjos no tiene todavia alguna oferta. BEu cambio, una vez que
todos los objetos reciban al inenos una oferta, termina la subasta. El ejemplo
3 muestra como el algoritmo de subasta basado en el incremento de ofertas
Yi = v —w; -+ ¢, supera el problema de ciclo del ejemplo 2,

Cuando el algoritmo de subasta termina, se tiene una asignacién que satisface
e-HC, pero, jes dptima?. La respuesta aqui depende del tamaiio de ¢. En una
subasta verdadera un postor prudente no colocard una oferta excesiva para
poder ganar el objeto por un precio inecesariamente alto. Se puede mostrar
que si € es pequeiio, entonces la asignacion final serd tambidn “dptima’. En
particular, se muestra que el beneficio total de la asignacion estd a ne de ser
dptimo.

La idea es, que una asignacidn factible y nun conjunto de precios que satisfagan
-HC se pueden ver como un problema que satisface HC (y son, por lo tanto
primal y dual respectivamente), con una diferencia pequeiia, todos los costos
«i; son los mismos, excepto por el costo de las n parejas asignadas, las cuales
son modificadas por no mas que .
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Ejemplo 3

Sea ai; = ¢ > O para toda (,)) con { = L2338 y j = L2y a5 = 0 para
toda (7,7) con i = 1,2,3; y j = 3. Encontrar nna asignacién por medio del
algoritmo de subasta

Personas Objetos

Preeia
nteia) = 0

Precio
fniclat = 0

Precio
Inicial « 0

Fig. 4. Problema de asignacién

Representando el problema de asignacion en forma matricial, donde cada
renglén representa a cada wna de las personas y las columnas a cada uno
de los vbjetos y el vector de precios inicial es el vector milo, se tiene:

objetos
123
| ¢ ¢ 0 Vector de precios  (0,0,0)
personas 2 ¢ ¢ 0

3 ¢cc 0

Para cada una de las personas se cdlenla el max{a;; — p;}, que se denota por
¢’y la representacion matricial se muestra a continnacion:

objetos
12 3
] e e 0 vy = ¢
personas 2 c 0 w3y = ¢
3 ¢ ¢ 0 T3 = ¢

Vector de precios (0, ¢,0)

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por lo
tanto, hace una oferta 43 = ¢, por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona

P2



2 que tenfa el objeto 2 abiora no esta asignada.

objetos
2 4
] e 0 vy = ¢
personas 2 ¢ ¢ Wy = €=
3 ¢ 0 Y2 o= e

Vector de precios  (2¢,¢,0)

La persona 2 hace la oferta 4, = 2¢ por el objeto 1, la persona I que tenia el
ohjeto T alora no esta asignada,

objetos
12 3
] ¢ ¢ 0 M = ¢—¢
personas 2 ¢t e 0 w = ¢—2
3 e 0 N o= 2

Vector de precios  (2¢, 3¢,0)

La persona | hace una oferta 43 = 2¢ por el objeto 2. 'Y asf susesivamente,
hasta llegar a la asignacion. :

Aqui se muestra como el algoritmo de subasta supera el problema del ciclado
que hay en el ejemplo 2, haciendo el incremento de la oferta por lo menos
igual a ¢. Se muestra una serie de posibles ofertas y asignaciones generadas
por ¢l algoritino de subasta, empezando con todos los precios iguales a 0y con
la asignacion parcial {(1,1),(2,2)}. En la dltima iteracion, despuds que los
precios de 1y 2 exceden a e, el objeto 3 recibe una oferta y el algoritmo de
subasta termina.

Proposicién 2. Una asignacidn factible que satislaga ¢-HC junto con un vee-
tor de precios esta a ne de una existencia dptima. Ademis, el vector de precios

estd a ne de ser una solucién dptima del problema dual,

Demostracion: Sea A* una asignacion dptima total de beneficios:

"
A= max Z"“\'i
hid=1,..0 ki#hky si ($m =

25



| y sea )7 el costo dual dptimo:

n

n
D™= min \: ‘”;‘x{”-ﬁz = pit+ 21’1
j=

py 1=l =1

St{(z, 7)) i =1, .., n}es la asignacion dada que satisface la condiciéon de e-HC
junto con un veetor de precios p, se tiene:

max{ag; —p;} - ¢ <y, — Py,
J

max{a;; —p;}+ 55, <ag;, + ¢
J

Sumando esta relacidn sobre todas las ¢, se ve que:
Y

n n
o< Z (l]]fLX{ll,'j - ]_)]‘} + jjj.) < Z(l,']" +ne < A"+ ne
= i=l

Como se sabe que A* = D™, esto muestra que la asignacion total de beneficios
Yizr @, esta a ne del valor optimo A%, mientras que el costo dual de f estd a
ne del costo dual dptimo. Q.E.D.

¥

NPT

26

[ - E . LR R © e e e e et e




ey

[T

e o et e e

Capitulo 3

Algoritmo de subasta

I algoritmo de subasta descerito antes, procede iterativamente y termina cuan-
do se obtiene una asignacién factible. Al empezar a generar las iteraciones se
Liene una asignacion parcial Sy un vector de precios p que satisfacen c-holgura
complemetaria (e-HC).

i —pj > mkgxx{a,-k -ml—c Y (i,j))eS (3.1

Al iniciar el algoritimo se puede usar el vector de precios p = (0,0, ...,0) junto
con una asignacion vacia, los cuales satisfacen ¢-HC, o bien, se pnede empezar
con una asignacion parcial S que junto con el vector de precios p = (0,0,...,0)
también satisfagan e-HC, por ejemplo se puede elegir a S de la siguiente ma-
nera, a cada persona i se le asigna el objeto j; = arg max;{a;;}, el cual toma
el valor maximo, solo si el objeto j; no ha sido asignado a otra persona.

Algoritmo de Subasta hacia adelante

Fase de oferta: Sea / un subconjunto no vacio de personas ¢ que
no estdn en la asignacion parcial S, Para cada persona ¢ € [ :

. Encontrar al “mejor” objeto ji, es decir el que tenga el valor

maximeo:

Ji = argmax{ai; — p;},
j
y el correspondiente valor

vi = max{a; — p;}, (3.2)
i
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encontrar el valor del segimdo mejor objeto, es decir,

wi = max {a; — p;} (3.3)
VL :

2. Caleular a oferta de la persona i dada por:
bij, = pj, +vi —wi + ¢ = aj, — wi + ¢ (3.4)

Se tiene esta sibuacion cuando la persona i ofrece por el objeto
Jir ¥ el objeto j; recibe una vlerta de la persona ¢ ) algoritine
trabaja si la oferta tiene cualquier valor entre pj, 4 ¢y pj, +
v; — wi + ¢, pero tiende a trabajar mas rapido si se escoge el
maximo sobre todas las personas que hacen una oferta en la

ec, 4.

Fase de asignacidn: Para cada objeto j, sea P(F) el conjunto de
personas de las cuales j recibe una oferta en la iteracién durante
Ja fase de oferta. Si P(j) es no vacio, incrementar p; por la oferta
mas alta,

p; = 12]1“8() bijy (3.5)
remover de la asignacidn parcial S cualquier pareja (7,7) (si J
fué asignada a alguna i), y agregar a S la pareja (ij,7), donde
i; es una persona en P(§) que obtiene ¢l maximo ya mencionado.

Durante una iteracién, los objetos cuyos precios fueron cambiados, son aquellos
que recibieron mma oferta durante la iteracion. Cada precio involucrado se
inerementa por lo menos en ¢, note que de Ja ecuacion 3.2 a la 3.4 se tiene ques

biji = ij, — wi + € 2 @i — i+ € =5 6,

asi cada oferta por un ohjeto, incluye la ganancia de la oferta que excede al
precio del objeto actual por lo menos en e. Al final de la iteracion se tiene
que una nueva asignacién es diferente a la anterior, porque cada objeto que
recibe una oferta, aliora es asignado a una persona que no estaba asignada al
principio de la iteracién, Sin embargo, al final de la iteracidn, la asignacion no
necesita tetier mds parejas que al principio de la iteracién, porque es posible
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que todos los objetos que recibieron una oferta estuvieron asignados al prinei-
pio de la iteracion.

Bl escoger el incremento de la oferta v — w; + ¢ para cada persona i, ec. 3.4,
permite gue el algoritmo wantenga la condicion ¢-HC, como se muestra en la
siguiente proposicion (de hecho se puede ver que es el incremento mds grande
para el enal se mantiene).

Proposicion 3. El algoritmo de subasta mantiene la condicion ¢-HC durante
toda la ejecucion; esto es, st la asignacion y el vector de precios disponibles al
principio de una tteracion satisfacen -HC, también se satisface para la asig-
nacion y para el vector de precios obtenidos al final de la iteracion,

Demostracion: Supdngase gue el objeto j* recibe una oferta de la persona
iy que fué asignado a 1 durante la iteracion. Sean p; y p los precios de los
objetos antes y después de la fase de asignacién vespectivamente, Entonces se
tiene, (ver 3.4 y 3.5):

1
Pje = Wij» —wi ¢

usando esta ecuacion, se tiene:
@ije = Pio = wi = ¢ = ntax {ag; = pi} — ¢
I J#a
si p 2 p; para toda j, esta ecuacion implica que:
ije = Pio 2 mjgtx{a,-j -p;}—¢ (3.6)

lo cual muestra que la condicidn ¢-HC 3.1 se mantiene después de la fase de
asignacién durante la iteracidn, para todas las parejas (2,5%) que entran a la
asignacion durante la iteracion,

Se considera también cualquier pareja (4, 7*) que pertenece a la asignacion an-
tes y después de la iteracion. Entonces j* no debe haber recibido una oferta
durante Ja iteracion, asi pl = pjo. Ademds, la ec. 3.6 tiene en cuenta la
condicion ¢-HC 3.1 que mantuvo antes de la iteracién y de hecho, pl = p; para
toda j. Asi, la condicidn ¢HC se matiene para todas las parejas (1, %) que
pertenecen a la asignacion después de la iteracion, Q.E.D,
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Se presentara ahora algunas consideraciones que Hevaran a demostrar que el
algoritmo converge, se supone gque los costos agj son todos enteros; (siay; es
an mdero racional, se puede transformar a un entero por una multiplicacion
con un wimero apropiado). Entonees el beneficio total de cualquier asignacion
es entero, De este modo si ne << 1, cualguier asignacion completa que estd a
ne de ser optima debe ser dptima si ¢ < 1/n y los beneficios aq; son todos
enteros, entonces la asignacion obtenida en términos del algoritimo de subasta
es optima. Se afirma este resultado con ta siguiente proposicion. La praeba se
hasa en los signientes puntos:

(a) Una vez que un objeto es asignado permanece asignado durante el resto
del algoritino; ademas siemipre existe un objeto que mmea ha sido asig-
nado con el mismo precio inicial excepto al final del algoritmo. La razon
es que la fase de oferta y de asignacion pueden provocar una reasigna-
cion de un ohjeto que ya esti asignado a otra persona diferente, pero no
puede pasar que el objeto ya no quede asignado.

{(h) Cada iteracion en la que un objeto recibe una oferta, su precio se incre-
menta por Jo menos en ¢, ver 3.4 y 3.5, Ademds, si el objeto recibe una
oferta un wimero infinito de veces su precio se inerementa a oo.

(¢) En cada una de las n ofertas hechas por la persona ¢, el escalar i definido
por la eenacion:

v; = max{a;; — p;} (3.7)
J

se disminuye por lo menos en ¢, La razon es que una oferta por una
persona 1 disminuye a v; por lo menos en ¢, o hien, #; no cambia porque
hay mds de un objeto j que consigue el miximo en la cc. 3.7. Sin
embargo, en el iltimo caso, el precio del objeto j; que recibe la, oferta se
incrementard por lo menos en ¢, y el objeto g; no recibird ninguna otra
oferta por la persona i hasta que 1 disminuya por lo menos en ¢. La
conclusion es que si la persona i ofrece un mimero infinito de veces, v;
debe tender a -o0.

Proposicién 4. Si existe al menos una asignacion factible, el algoritmo de

subasta. termina con una asignacién factible que estd a ne de ser dptima (y es
Gptima si los datos del problema son enteros y ¢ < 1/n).
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Demostracion: Como se tiene una gratica completa, si existe nna asigna-
cion factible, La demostracion seva por contradiceion. Si nunca termina, el
snbeonjunto J™ de ubjetos que recthieron nn mimero infinito de ofertas es no
vacio, También, el subconjunto de personas 1™ gue hace un mimero infinito
de ofertas es no vacio. Como se argnmentd en (b) los precios de los objetos
en J? deben tender a oo, micntras que en (¢) se argumento que los escalaves
vi = max;{a; — p;} tenden a -00, para todas las personas 1 € 1) entouces
fas personas que hacen un mimero infinito de ofertas las hacen sobre todos
los objetos, ya que si no ofrecieran por algin objeto en particular, en algin
momento este serfa atractivo para las personas que ofrecen un mimero infinito
de veces, pnes el precio de este objeto quedaria fijo y los precios de los demas
objetos tienden a infinito, por o tauto se tiene que:

Gli=le,n}cd® ¥V iel™ (3.8)

Esto quiere decir que todos los objetos objetos han pertenecido por lo menos
una vez a alguna asignacion parcial, considerando que una vez que un objeto
es asignado, este permanece asignado durante el resto del algoritmo, se tiene
que el wmimero de objetos asignados es mayor al mimero de personas asignadas,
lo cual contradice la existencia de una asignacion factible, por lo tanto el al-
goritmo debe terminar. La asignacion factible obtenida al terminar, satisface
«-HC por la proposicion 3 y por la proposicion 1. La asignacion estd a ne de
ser optima. Q.1.D.

3.1 Subasta hacia atras

En el algoritmo de subasta, las personas compiten por los objetos ofreciendo
por ellos e incrementando el precio del mejor objeto, Como el problema de
asignacion es simétrico, es posible cambiar los papeles de las personas y ob-
jetos. A esto se le Hama subasta hacia atrds donde los objetos compiten por
personas esencialmente ofreciendo descuentos (bajar sus precios).

Para describir este algoritmo se introduce nna variable de heneficios 7; para
cada persona i. Bl papel que juega el beneficio con las personas es andlogo
al papel que el precio juega con los objetos. Cuando los objetos bajan sus
precios tienden a crecer los heneficios de las personas, asi las personas que
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aprovechan el juego suclen aumentar los precios de los objetos, Se puede des-
cribir el algoritmo de subasta hacia atrds de dos maneras diferentes, wna donde
los objetos no asignados bajan sus precios tanto como sea posible para atraer
a una persona sin violar ¢-HC, y otra donde los objetos no asignados escojen la
mejor persona y anmentan si beneficio tanto como sea posible sin violar -1C.
Par conventencia analftica, se tomara L seginda deseripeidn, ya que con esta
deseripeion, Ja subasta hacia adelante y hacia atrds serdn matematicamente

equivalentes.

Considerando la signiente condicidn -HC para una asignacion parcial Sy un
veclor de benelicios &

A — Ty 2 ml:'_nx[ukJ — T}~ vV (4,)) €S (3.9)

Nétese la simetrfa de la condicidn ¢-HC 3.9 usando los beneficios y la corres-
pondiente condicion de holgura complementaria usando los precios como en
fa ec. 2.3, Bl algoritmo de subasta hacia atrds mantiene al principio de cada
iteracion una asignacion parcial 5 y un vector de beneficios m que satisface la
condicion e-HC 3.9, y se termina cnando la asignacion es factible,

Al iniciar el algoritmo se puede usar el vector de beneficios 7 = (0,0, ...,0)
junto con una asignacion vacia, los cuales satisfacen eHC o bien, se puede
empezar con una asignacion pareial S que junto con el vector de beneficios
7 = (0,0,...,0) también satisfagan ¢-11C, por ejemplo se puede elegir a 5 de la
siguiente manera, a cada objeto j se le asigna la persona ¢; = arg max;{ai;},
la cnal toma el valor miximo solo si la persona 75 no ha sido asignada a otro
ohjeto,

Algoritmo de Subasta hacia atras
Fase inicial: Sea J nn subcoujunto no vacio de objetos j que no
estan asignados y pertenecen a la asignacion parcial S, Para cada
ohjeto 3 € J:
1. Hallar la “mejor” persona ¢;, es deciv la que tenga ol valoy
| i | .
maximo:

i = :xx‘gxll:_‘mx{(l,-,' - mi}
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y el valor correspondiente:

#; = max{u;; — m} (3.10)
y hallar:
wj = max {a;; —m} (3.11)
i, #1

2. Cada objeto j € J ofrece por la persona 2; un increnento
(),'Jj =, +Hj~w,-+c:a,'1j-—w,'+( (3]2)

Fase de asignacién: Para cada persona 7 que recibe por lo menos
una oferta, incrementar m; por la oferta mds grande
;= max b;; (3.13

S jer )
donde P(i) es el conjunto de objetos para el eual 2 recibe una ofer-
ta; remover de la asignacion parcial S cualquier pareja (4,7) (si ¢
fue asignada a algin j bajo S), y agregar a S la pareja (7, j;), donde

: ’ greg 1Sty

ji es un objeto en P(i) que consigue el valor mdximo.

Nétese que la subasta hacia atrds es idéntica a la subasta hacia adelante con
los papeles de personas y objetos intercambiados asi como los beneficios y pre-
cios, Para usar la correspondiente subasta hacia atrds se tiene la siguiente
proposicion:

Propocicidn 5. Si existe por lo menos nna asignacion factible, el algoritmo
de subasta hacia atras termina con una asignacién factible que estd a ne de
ser optima (y es dptima si los datos del problema son enteros y ¢ < 1/n). La
demostracion es analoga a la del algoritmo de subasta hacia adelante.

3.2 Combinacion de la subasta hacia adelante
y hacia atras

Una de las razdnes por las que se estd interesado en el algoritmo de subasta
hacia atrds es construir un algoritmo que intercambie la subasta hacia adelante
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y hacia atrds. De tal manera que los algoritmos simaltaneamente mantengan
un vector de precios p que satisface la condicién -HC 2.3 y un vector de be-
neficios 7 que satisface a condicion «-HC 3.9, Por esta razén introduce nna
condicion e-HC para fa pareja (7, p) en la cnal se veran implicadas las otras dos
condiciones. Mautener esta condicion es esencial para cambiar agraciadamente
entre la subasta hacia adelante y hacia atras.

Definicién: Una asignacién parcial Sy una pareja (7, p) satisface - HC si
T+ p; 2w — V 4,7=1,.,n (3.14)
T+ ;= iy vV (i,j) €N (3.15)

se tiene la signiente proposicion.

Proposicién 6. Supdngase que una asignacion parcial 8 junto con la pareja
(m, p) beneficio-precio satisfacen e-HC. Entonces:

(a) Sy 7 satisfacen la condicion G

@ — T2 l))lilx{(lkj —-my—¢ VYV (4,))€S (3.16)

(b) Sy p satisfacen la condicion ¢-HC

ai; —pj 2 mka_xx{a,k -m)-¢ VYV (i,j)€S (3.17)

(¢) Si S es factible, entonces S estd a ne, de ser una asignacion éptima,
Demostracion:

(a) Paratoda (i,7) € S, se tiene que pj = ai; -, por laec. 3.15 y para toda
(i,7) se tiene que p; > agj— 7 — € por la desigualdad 3.14 lo cual implica
que @ - 2 ag; — 1 — ¢ para todo k. Esto muestra la designaldad
J3.16.

(h) La prueba es la misma que en la parte (a) con los papeles de 7y p
intercambiados.

¢) En la parte (b), la condicion HC 3.17 se satisface, por la proposicion
] y y 1 |
2, S estd a ne de la asignacion dptima, Q.1.D.
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Ahora se introducira una combinacion del algoritmo hacia adelante y hacia
atras. Bl algoritmo mantiene al principio de cada iteracién una asignacidn
parcial Sy una pareja de henelicios y precios (7, p) que satisfacen la condicién
-HC en 314 y en L5, Termina cuando la asignacion es factible. Un mane-
ra comin para inicializar el algoritmo tal que satisfaga la condicion e-HC es
tomar S vacio, clegir a p = (0,0,...,0) athitrariamente y elegivc 7 como nna
fimeidn de p via la relacion m; = max ,{ay — p} para cada persona 7.

Combinacidn de la subasta hacia adelante y hacia atras

Paso 1. (Ejecutar la subasta hacia adelante). Ejecutar va-
rias iteraciones del algoritmo de subasta hacia adelante (sujeto a
la condicién de terminacion) y al tinal de cada iteracidn, después
de incrementar los precios de los objetos que reciben una oferta,
calenlar

T = dij; ~ Py (-318)

para cada pareja persona-objeto (4,7;) que entra a la asignacién
durante la iteracién, Ir al paso 2.

Paso 2. (Ejecutar la subasta hacia atrds). Ejecutar varias ite-
raciones del algoritmo de subastas hacia atrds (sujeto a la condicién
de terminacion) y al final de cada iteracién (después de incrementar
los heneficios de las personas gue reciben una oferta) caleular

P =, — T, (3.19)
para cada pareja persona-objeto (7;,7) que entra a la asignacién
durante la iteracidn, Ir al paso 1.

Nétese que el gasto (overhead) adicional de combinar el algoritmo hacia ade-
lante con el algoritmo hacia atris es minimo; sélo se requiere una actualizacién
de la forma 3.18 ¢ 3.19 por iteracién para cada objeto o persona que reciba
una oferta durante la iteracion, Una propiedad importante es que las actuali-
zaciones de 3,18 y 3.19 mantienen la condicion eHC 3.14 para la pareja (m, p),
por lo tanto, por la propesicion 6 se mantiene el requerimiento de la condicién
-HC 3.16 y 317 para 7 y p respectivamente. Esto se afirma en la siguiente
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proposicion.

Proposicién 7. Si la asignacién y la pareja benelicio-precio disponible al em-
pezar una iteracion, ya sea del algoritimo de subasta hacia adelante o hacia
atrias, satisfacen la condicion ¢-11C 3,14, entonees también se satisface para la
asignacion y la pareja de heneficio-precio obtenida al final de la iteracion dado
que laee. 3018 se usa para actualizar 7 (en el caso de fa subasta hacia adelante)
y laec. 3.19 se usa para la actualizacion de p (en el caso de subasta hacia atrds).

Demostracion: Supdngase por definicidn que se inicia con la subasta hacia
adelante sea (m,p) y (7, ) la pareja beneficio-precio, antes y después de la
iteracion, repectivamente. Botonees p; > p; para toda j, la desigualdad es
estricta si y solo si j recibe nna oferta durante la iteracion, Por lo tanto, se
Liene i 4+ p; 2 wj; — ¢ para toda (4, 7) tal que 7y = 7. Ademads, se tiene que
Ti+ P = w4 p; = a;; para toda (7, 7) ya que pertencce a la asignacion antes y
despuds de a iteracion. También al actualizar la cc. 3.18, se tiene 7+ ji; = ay;,
para todas las parcjas (¢,5;) gue entran a la asignacién durante la iteracién.
La condicion se manticne para todas las personas ¢ que someten una oferta y
fueron asignadas al objeto j; durante la iteracién.

Ti+p;2a;—¢ ¥V j=1.,n (3.20)
Desde luego, para cada persona i se tiene por la ec. 3.4 que:
Pi, = aij; — max {a;; — p;} + ¢,
I I#5
lo cual implica que:
Ti = Qij, ~ Pj; 2 G5 —Pj — € 2 @5 — pj — ¢, V j=1,.,n.

Iisto muestra la relacion 3.20 deseada. Q.1.D.

Nétese que durante la subasta hacia adelante los precios p; de los objetos
crecen, mientras que los beneficios m; disminuyen, pero pasa exactamente lo
contrario en la subasta hacia atrds. Por ésta razdn, la prueba de terminacion
usada para la subasta hacia adelante y hacia atrds uo se aplica al método
combinado. Desde Juego, es posible construir ejemplos de problemas factibles
donde al combinar el método nunca se termina si los cambios entre el algo-
ritimo hacia adelante y hacia atvds son hechos arbitrariamente, sin embargo,
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os facil garantizar que al combinar ol algoritine se termina finitamente para
ut problema factible; es suficiente asegurarse de gue se realicen “progresos
irreversibles™ antes de cambiar entre ol algoritmo hacta adelante y hacia atras,
Una implementacion facil se obtiene al abstenerse de cambiar hasta que por lo
nienos nia o mas parcjas de persona-objeto hayan sido agregadas a la asigna-
eion,

De esta manera se puede cambiar a lo mads (1~ 1) tiempos entre los pasos hacia
adelante y hacia atrds del algoritmo. Para un problema factible, la subasta ha-
cia adelante y hacia atrds por s ha garantizado una terminacion finita, asf en
la iteracion final se termina con una asignacion factible satisfaciendo - HC.
signicnte ¢jemplo mmestra el uso del algoritmo de subasta combinado

Ejemplo 4

Encontrar una asignacion por medio del algoritmo de subasta combinado, para
el problema de asignacion del ejemplo 1.

Subasta hacta adelante

Para cada una de Jas personas se cdlenla el max{a;; — p;}, la representacion
matricial de la primera asignacion parcial se muestra a continuacion:

objetos
12 3 4
1 5H 84" 78 67 vy = 100 vy = 6l
2 39 48 17 76" Wy = 73 Wy = 42

personas 3173 32 31 100 1= 2+e o= 19+
4 42 61 35 1Y
Vector de precios  (0,0,0,0)
Vector de beneficios (84, 76,0, 0)

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por
lo tanto, hace una oferta 44 = 27 4 ¢, por el objeto 4 y al hacer esta oferta
la persona 2 que tenia el objeto 4 ahora no esta asignada. La persona 4 que
tampoco ha sido asignada porque su objeto preferido ya fué asignado, hace
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una oferta 44 = 19 4 ¢, por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona 1 qne

tenia ol objeto 2 ahora o esta asignada.

()I)j(‘.l,uh‘
1 2 3 4
1 hh 84 T8 67
‘ 9 30 48 17 74
personas 1 7032 31 1o0o*

4 42 617 35 1Y

Vector de precios
Veetlor de beneficios

La persona | hace la oferta vy = 13 +
una oferta vy = 10 4 ¢ por el objeto 4

2

]
l n5 84
2 39 48

Iy = (G}
65
o= 13+

£
{

(0,19 +¢,0,27 4 ¢)
(84,76,73 — ¢,42 — ¢)

¢ por el objeto 3, y la

objelos
3 4
8 67 vl =
17 76 w =
31 100 Mmoo =

personas

3 73 32
4 42 61*

Vector de precios (0,

319

194 ¢, 134 ¢,37+¢)

m = 49
Wy 39
72 10 -‘l- (

i

persona 2 hace

Vector de beneficios (60 — ¢,39 — ¢, 73 — ¢,42 — ¢)

Subasta hacia abrds

El objeto 1 ofrece 41 = ¢ por la persona 3

—

fuig g

l [

objetos

2 3 4

5 84 T8 67

2 39 48 17 767

personas

3 73" 32 31 100

4 42 61 35 19

Vector de precios (0

A9+ 6,13 46,37+ ¢€)
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Vector de heneficios (65 — ¢,39 = .73 = 42 = )

Fin, todas las personas tienen asignado i objeto.

La asignacion total

S = {(l,:;),(z,‘l),(if, l)v ('132)}

¢l vector de precios y el de benelicios, son:

p=U 1946, 13 46,37 +¢)

mi= (65— 6,39 — ¢, 73,42 — ¢)

satisfacen la condicion de holgura complementaria,

n n
Yopitymi= Y ay

i=1 i=1 (rj)es

T8+ +T3I4+61 = 65— ¢4+39—e¢+ T3 4+42 - ¢+
134+ c¢4+37+e+0+194¢
288 = 288

por lo tanto, S es nna asignacion optima.

La combinacién del algoritmo de subasta hacia adelante y hacia atvas tipi-
camente rabaja substancialmente mds ripido que la versién hacia adelante,
Parece ser menos afectado por el fendmeno de “la guerra de precios” que es
provocada por Ja secuencia de pequeiios incrementos en los precios por un
mimero de personas que ofrecen por un mimero pequeiio de objetos. Las gue-
rras de precios que adn pueden ocurrir en el algoritmo combinado, surgen por
problemas mas complejos, Por ésta razén al combinar el algoritino de subasta
hacia adelante y hacia atras depende menos de un factor de ¢ para una buena
ejecucion,
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Capitulo 4

Problema de ruta mas corta

11 problema de ruta mds corta es un problema cldsico ¢ unportante de combi-
natoria que estd implementado en muchos contextos. Dada una gréfica conexa
dirigida (N, A) con nodos 1,..., N, cada arco (i,j) € A tiene un costo o “longi-
tud” a5 asociado. La longitnd de una mta (4y,72,...,4;) es igual a la longitnd

de sus arcos
k-1

afn‘n-H
1

n=
Una ruta es Ja mds corta si tiene Ja longitud minima sobre todas las otras
rutas con los mismos nodos origen y destino, La longitud de la yuta mds corta
también es lamada la distancia mds corta. La distancia mds corta de un nodo
a s1 mismo es por convencion cero. 31 problema de ruta mds corta encuentra
Ja distancia mas corta entre una pareja de nodos seleccionados. (Nétese que se
optimiza sobre todas las rutas dirigidas, esto es, la ruta consiste de arcos diri-
gidos, de esta manera para cada ruta (o ciclo) que se analice se supondri que
es dirigida).

Todos los mejores algoritinos de rutas mas cortas estan basados en la siguiente
proposicion.

Proposicion 8. Sea d = (dy, dy, ..., dy) un vector gue satisface
(lj <d; + ajj, Y (I,j) €A (4.1)
y sea P una ruta gque empieza en el nodo 47 y termina en el nodo iy, Si

dj = d;i + a5, para todos los arcos  (1,7) € P (4.2)
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entonees P es la ruta mas corta de iy a1y,
paly

Demostracion: Sumando la ceuacion 4.2 sobre todos los arcos de P, se ve
que la longitad de 17 es d;, — di,. Sumando la ecuacion 4.1 sobre todos los
arcos de cualquier otra ruta P’ que empieza en iy terinina en iy, se ve que la
longitud de P’ debe ser por lo menos igual a di, — di;. Por lo tanto P es una
ruta mas corta. Q.E.1D.

Las condiciones 4.1 y 4.2 se les Hamara holgura complementaria (HC) para el
problema de ruta mas corta, las cnales towan la forma de:

pisdaiitp, Y (4,))€A (4.3)

pi = ag + p;, para todos los arcos  (i,7) € P (4.4)

4.1 Algoritmo hacia adelante para el problema
de ruta mas corta

En esta seccion se considerara nn algoritino para encontrar la ruta mas cor-
ta de un origen a un solo destino en una grifica conexa dirigida (N, A). Se
vera despids que este algoriino es nna aplicacion del algoritmo ingenuo de su-
basta (el algoritmo de subasta con ¢ = 0).

Se supone que se tiene el conjunto de nodos N y el conjunto de arcos A de
una grafica conexa y la longitud a;; para cada arco (¢,5). Por una ruta, se
entenderd una serie de nodos (71,4, ..., 7x), tal que, (4, fm4y) €8 UM arco para
toda m = 1, ..., k—1. Si, en forma creciente, los nodos 7y, 44, ..., 15 son distintos
la serie (41,12, ...y 1) se Hamard rula simple, es decir no contiene arcos repetidos
ni nodos repetidos. La longitud de una ruta estd definida por la suma de sus
longitudes de arco. Se quiere hallar una ruta de longitud minima sobre todas
las rutas qne empiezan en un origen dado (nodo 1) y terminan en un destino
dado (nodo 1).

Para simplificar la presentacion se supone que todus los ciclos tienen longitud
positiva, también se supondrd que cada nodo, excepto el destine, tiene al me-
nos un arco que sale de él; cnalquier nodo gque no satisfaga esta condicion se
puede conectar al nodo destino con un arco de longitud muy grande sin alterar
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el problema y sin alterar al algoritmo siguiente,

0 el caso donde s6lo se tiene nn origen, el algoritmo es mny simple. Eu cada
iteracion la ruta es eatendida agregando un mevo nodo o contraida horrando
el nodo final. Cuande el destino es el nodo final de la ruta, el algoritmo termina.

au partiendar, dada una ruta simple P y un vector de precios p, se dice que la
pareja (P, p) satisface la condicion de holgnra complemetaria (HC) si

m < ag =+, V (i,))eA (4.5)

Pi = i+, para todas las parcjas de nodos 7y j de P (4.6)

Esto quiere decir que si una pareja (P, p) satisface la condicion 1C, entonces
l bl ]

la porcidn de P entre cualquier nodo ¢ € Py cualquier nodo k € P es la ruta

mas corta de 7 a k, y py —py es la correspondiente distacia mds corta. Se pnede

ver esto directamente observando que por la ec, 4.6, p; ~ py es la longitnd entre

iy kde la poreién de Py cada ruta que conecta a ¢ con k debe ser al menos

igual a p; — py (esto es por la ee. 4.5),

4.1.1 Descripcion y andlisis del algoritmo hacia adelante
para el problema de ruta mads corta

Se describird el algoritmo de subasta ingenuno directamente en términos del
problema original de ruta mds corta para el caso de un solo origen y un solo
destino. Sea el nodo I el nodo origen y { el nodo destino, Bl algoritmo man-
tiene todo el tiempo una ruta simple P = (1,45, ...,4k). (Se supone que la rmta
es dirigida, esto es, todos los arcos de la ruta son arcos dirigidos). Al nodo 7
se le llama nodo final de P. La ruta degenerada P = (1) también se puede
obtener en el transcurso del algoritmo. Si {g41 es un nodo que no pertenece a
laruta P = (1,4y,0,i%) ¥ (ikdk41) €5 un arco, exleader a P por i, es decir,
remplazar a I por la ruta (1,4y, ..y 2k, iggr)y que es llamada le cxtensidn de P
por ip. St P no consiste sdlo del nodo origen 1 entonces, contracra P, es decir
decir, remplazar a I por la ruta (1,45, .00 75eq).

K1 algoritmo mantiene también un vectar de precios p que satisface HC junto

con P, Se supone que se dispone de una pareja inicial (P,p) que satisfaga HC,
uno puede usar por default la pareja

P=(1), p=0, VYV ieN
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Ahora se deseribird el algoritmo. Inicialmente, (P p) es cualquier pareja gue
satisface HC, El algoritmo procede en iteraciones, transformando la pareja
(£, p) que satisface HC en obra pareja que satisface HC, En cada iteracion la
ruta 7 es extendida con un nuevo nodo o contraidae borrando su nodo final,
En el segundo caso, el precio del nodo final se incrementa estrictamente, Un
caso degenerado ocurre enando la rta consiste duicamente del nodo oripen 1;
en este caso la ruta o se extiende o se deja igual incrementando el precio de py.

Algoritmo hacia adelante para resolver el problema de ruta mas corta

Iteracién comun:

Sea 7 el nodo final de . Si
p; < nun g + p;
Pi (i,j)efl{ i + i}
ir al paso 15 st no v al paso 2,

Paso 1 (Contraer la ruta): Sea
) c= min {ag; +py 4.7
i (i.j)eA{“” +pi} (4.7)
y si i # 1, contraer a P. Sino, ir a la sigiente iteracién.

Paso 2 (Extender la ruta): Extender la tuta P por el nodo j;,
donde

Ji= le'g(g,]j])iélli{(lij + pi} (4.8)

Si ji es el destino ¢, parar; I’ es la ruta mds corta deseada. De otra
manera ir a la siguiente iteracion,

Nétese que una extension de P (paso 2) es una ruta simple de 1 a g;; si es-
to no fuera asi, entonces al agregar j; a P se crearfa un ciclo, y para cada
arco (i,7) de este ciclo se tendria p; = a;; + p;. Al agregar esta condicion a
lolargo del ciclo se tendrd una lougitnd cero, lo cual no es posible por hipétesis.
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Ejemplo 5.

Encontrar la rata mas corta del siguiente problema:

Fig. 5. Problema de ruta mds corla

se comienza con:
P=(1), el nodo final de la rtaes i =1
p=1(0,0,0,0) como aitn no se llega al destino y

m=0<min{l +0,2+0} =1
se contrae a |y se actualiza py
ahora se tiene:
P=(1), eclnodofinal dela rtaesi=1
p = (1,0,0,0) como ain no se Hega al destino y
m=1gmn{l+0,2+0} =1
se extiende la mta al nodo 2, ya que,
2 = arg min{l +0,2 40}
ahora se tiene:
P=(1,2), elnodo final delarutaesi=2
p=1(1,0,0,0) como aiin no se llega al destino, y
m=0<mn{2+0} =2

se contrae 2 y se actualiza py

p=min{2+40} =2




ahora se tiene:
P=(1), elnodo final de la rataes i = |
p=(1,2,0,0) como atin no se llega al destino, v

m=1<min{l +2,240} =2
se contrae 1y se actualiza py
po=min{l +2,240} =2

ahora se tiene:
P=(1), elnodo final delaruta esq =1
p =(2,2,0,0) como ain no se llega al desting y

=24 min{l +2,240} =2
se extiende la ruta al nodo 3, ya que,
3 = argmin{! 4 2,2 + 0}

ahora se tene;
P=(1,3), elnodo final de la mtaes i =3
p=(2,2,0,0) como win no se llega al destino y

p3=0<min{240} =2

se conbrae a 3 y se actualiza py

abora se tiene:

P=(1), elnodofinal dela ruta es i = |

P =(2,2,2,0) como ain no se lJoga al destino y
mo=2<min{l +2,2+4+2} =3

se contrae a | y se actualiza p

ahora se Liene;
P=(1), elnodo final dela rutaes i = |
p=(3,2,2,0) como ain no se llega al destino y

m=3Lmin{l +2,2+4+2} =3
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se extiende Ta rata al nodo 2, ya que,
2= argmin{l + 2,2 + 2}
aliora se tiene;

P=(1,2), el nodo final de larta esi=2
P =(3,2,2,0) como atin no se Hega al destino y
pr=24£min{24+0} =2
se extiende Ja ruta al nodo 4, ya que,

4 = argmin{2 + 0}
ahora se tiene:

P =(1,2,4), el nodo final de la ruta es 2 =4
p=(3,2,2,0)

FIN, se ha encontrado la ruta mas corta PP = (1,2,4) de | a4,
con longitud igual a py — py =13

Fig. 6. Trayecloria para encontrar la rula mds corta

Ahora se deriva una propiedad del algoritmo y se establece su validez

Proposicién 9. La pareja (I p) generada por el algoritmo satisface HC.
Ademds, para cada pareja de nodos 1 y 7, se tiene que en todas las iteraciones,
pi — p; es una subestimacion de la distancia mas corta de ¢ a j.

Demostracién: Irimero se mostrard por induceion que (P, p) satisface HC.
La pareja inicial satisface HC por hipdtesis. Ahora se considerard una iteracion

que empieza con una pareja (P, p) que satisface HC y produce nna pareja (£, p).
o " ) s
Sea i el nodo final de P. 5

i = ni s 4 1 4.9
» (g'};)tenA{ﬂﬁ ni} (4.9)
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Entonces P es la extension de P por wn nodo j; y p = p, esto implica que la
condicion HC 4.6 se tiene para todos los arcos de Py también para (i, ;).

Alora supdngase que:

. < 1 i .
pi< in A + i)

si P es la ruta degenerada que consistente solo del vértice 1 (P = (1)), la
condicion de HC se mantiene, si no, P se obtiene por contraccion de £, lo cual
implica que fi; > pi, y que para todos los nodo j € P, se tiene que p; = pj, lo
cual implica que la condicion 4.5 y 4.6 se satisface para los avcos que salen de
los nodos de 1. También para el nodo final i, se tiene que:

.
P (1!3]1)16{1,1{(111 F i)

esto implica que la condicion 4.5 se satisface para los arcos que salen de ese
nodo. Ademas, si p; > piy pr = pi, para toda k # 4, se tiene que p, < ag; + j;
para todos los arcos (k,j) que salen de nodos & ¢ P. Esto completa la induc-
cion que prueba que (P, p) satisface HC,

Finalmente se considera cualquier ruta de un nodo ¢ a un nodo j . Conside-
rando la condicion de HC 4.5 a lo largo de la ruta (45,241, .0y 251, 15) que va
de 7 a j se tiene que:
Pi S iy tpiq, VO (Git+1) €A
Pirt Stigrigr Fpise, VO (G4+H1L14+2)€ A

pi-1 < j-1,j + pj, v (J - lvj) €A

sumando las desigualdades anteriores, se tiene que:
Pit pigr o pic S it piga F g F P o aie
reduciendo términos se lega a que:
Pi— P S+ et Fajog

por lo que se vé que la longitud de la rata es al menos p; — p;, esto prueba la
iltima afirmacion de la proposicion, Q.E.D.
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Proposicidon 10. Si /” es una ruta generada por el algoritmo, entonces 12 s
la vuta més corta del origen al nodo linal de 1.

Demostracion: Como la pareja (I, p) mantiene la condicién de HC (esto se
mostra en la proposicion 9). En particular si se considera la condicion 4.6 a lo
largo de laruta P = (iy, iy, .., i) que va de | a k se tiene que:

Il

) ary +m

i

P = g+ Py

Ph=1 = @y ke + P

sumando las ignaldades anteriores, se tiene que;
MmEtmt o tm-r=antptastmpt ot g+ e
reduciendo términos se llega a que:
Pr—=pe =ittt e

lo enal implica que P tiene una longitud de py — pg, y por la proposicién 9
cada ruta que va de 1 a k debe ser al menos igual a py — py, por lo tanto la
rita generada por el algoritmo es la mas corta. Q.E.D.

La siguiente proposicion muestra la validez del algoritmo.

Proposicién 11. Si existe al menos nua ruta del origen al destino, el algo-
ritmo termina con una ruta mds corta. De otra manera el algoritmo nunca
termina y p; — oo,

Demostracion: Primero se supondrd que existe una ruta del nodo origen 1 al
nodo destino t. Por la proposicidn 9 se tiene que py —p, es una subestimacion
(finita) de la distancia mas corta de 1 at, p; es mondtona y no decreciente, y py
es fijo a lo largo de todo el algoritmo, esto muestra que p; debe estar acotado,
después se pedird qne p; esté acotado para toda i. Para tener que p; = oo el
nodo 7 debe ser el nodo final de /7 wn mimero infinito de veces, lo cual implica
(por fa proposicion 9) que py — pi debe ser ignal a la distancia mas corla de |
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a ¢ infinitamente, lo cnal es ina contradiceion pues py es acotado.

Se vera a continnacion que el algoritmo terniua, Se puede ver por induccidn
que para cada nodo 4, p; es igual a su valor inicial o ignal a la longitud de
algina ruta que empieza en ¢ méas el precio inicial del nodo final de la ruta;
al cual se le llamard la longitnd modificada de la ruta. Cada ruta que empie-
zaen 1 se pnede descomponer en una ruta simple y en un mimero finito de
ciclos, cada uno tiene longitud positiva por hipotesis, asi el mimero de longitu-
des modificadas distintas dentro de enalquier intervalo acotado es acotado. Se
mostra que p; es acotado. Ademds, cada vez que ¢ se convierte en el nodo final
por extension de la mta P p; es estrictamente mayor sobre todas las veces an-
terjores que 7 se hace el nodo final de P lo que corresponde a una modificacion
de la longitud de la ruta estrictamente mayor. Se sigue que el niimero de veces
que ¢ puede llegar a ser el nodo final de 7 por extension de la ruta es acota-
do. Ya que el mimero de contracciones de yuta entre dos extensiones de ruta
consecutivas esta acotado por el mimero de nodos en la. grafica, el ndmero de
iteraciones en el algoritmo es acotado, lo cnal implica que el algoritmo termina.

Si ahora se supone que no hay una ruta de 1 al destino. Entonces el algoritmo
nunea terminard, asi por el argumento anterior algunos nodos ¢ serdan el nodo
final de la ruta P por extension infinita, y p; — oo. Al final de la iteracidn
cuando esto pasa, py — p; debe ser ignal a la distancia mds corta de 1 a7, lo
cual implica que py — o0, Q.E.D.

4.2 Algoritmo hacia atras para el problema de
ruta mas corta

En el problema de ruta mds corta se puede cambiar los papeles de los origenes
y destinos intercambiando las direcciones de todos los arcos, Por lo tanto es
posible usar el algoritmo que mantiene la ruta R, la cual termina en el nodo
destino y cada iteracion poder cambiarla por una contraceidn o una extension.
A este algoritmo se le llama algoritmo hacia atrds y es equivalente al algoritmo
hacia adelante.

De la condicidon 4.5 de holgura complementaria del algoritmo hacia adelante
g A
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N

se tiene gue:
pi < ag

< g ,
P >

remplazando —p; por p; y —p; por p; se tiene que la condicion HC para el
problema cou lus arcos en direceion inversa es:

Py Sai i V(L)) €4,
B = ag + i, para todas las parejas de nodos sucesivos 1y j de R

asi se manticne una condicidn conuin para los algoritmos hacia adelante y ha-
cia atras,

Para ser consistentes con ¢l algoritimo hacia adelante, se supone que cada nodo,
exceplo el origen, tiene al menos un arco que lega a ¢l Alinicio del algoritmo
hacia atrds, R es cualquier ruta que termina en el destino, y p evalquier vector
de precios que satisface la condicion HC junto con K, por ejemplo,

R= (1), pi =0, Vo

Algoritmo hacia atrds para resolver el problema de ruta mas corta

Iteracién comin:

Sea j el nodo inicial de R. Si

p; > max {p — aij}
('1J)EA
ir al paso 15 st no ir al paso 2.

Paso 1. (Contraer la ruta). Caleular

2 = omax {p — dy;
D; (i.j)eA{I i u}

y 81 j # &, contraer a R (es decir, borrar el nodo inicial j de R) si
1o, ir a la siguiente iteracion.




Paso 2. (Extender la ruta). Extender a R por el nodo 7, (es
decir, hacer ¢ el nodo inicial de R, precedido por j), donde

o= arg max {p — uy;
= ang g = )

Si¢; es ol origen 1, parar; B es la rataomds corta deseada. De otra
imanera, ir a la signiente jteracion,

Bl algoritmo hacia atrds es ignal que el algoritmo hacia adelante aplicado a nn
problema hacia atrds de ruta mas corta, por lo tanto es valido y termina con
mna riata mas corta, si por lo menos existe una ruta de 1 a i,

Ejemplo 6.

Hustracion del algoritimo hacia atrds. Encontrar la ruta mds corta del signiente
problema:

Fig. 7. Problema de ruta mds corta
se comienza con:
R=1(4), elnodoinicial dela rutaesj =4
p=1{0,0,0,0) como ain no se Hega al origen y
pe=0>max{0-2,0-2} = -2

se contrae a 4 y se actunaliza py

ahora se tiene:
R=(4), el nodo inicial de la ruta es j = 4
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p=(0,0,0, =2) como aiin no se llega al origen y
pr = =2 % max{l — 2,0 -2} = =2
se extiende la mta al nodo 3, ya que,

3 = argmax{0 —2,0 -2}

ahora se tiene:

R=(34 el nodo metal de la rita es § =3
Y )

p=(0,0,0,—2) como ain no se Hega al origen, y

p3=0>max{0— 4,0 -2} = -2
se contrae a 4 y se actualiza py

py = max{0 —4,0 = 2} = -2

ahora se tiene;
R=(4), elnodo inicial de la ruta es j =4
p = (0,0, -2, —2) como ain no se lega al origen, y

Py =2 F max{0 —2,-2 -2} = -2
se extiende la ruta al nodo 2, ya que,
2 = argmax{0 —2,-2 -2}

ahora se tiene:
R =(2,4), clnodo inicial de la rataes j =2
p = (0,0, =2, —2) como ain no se llega al origen y

pr=0>max{0— 1} = -]
se contrae la mita al nodo 4y se actnaliza p,

pr=max{0— 1} =—1

ahora se tiene:
R=(4), el nodoiicial de la rmta es j =4
p=(0,—1,~2,=2) como ain no se llega al origen y

p=-2>max{~1-2-2~2}=-3

=1
R



i e i o i i

se contrae a4y se actualiza py
ahora se tene:
It = (4 ol nodo mictal de la mita es j =4
Y o
p=(0,~1, =2, =3) como atn no se lega al origen y
pa = =3 F max{-3, -4} = -1
se extiende la mta al nodo 2, ya que,
2 = arg max{—3, -4}
ahora se tiene;
R=(2,4 el nodo inicial de la rutaes j =2
Y 1
p=(0,~1,-2,-3) como ain no se llega al origen y
= =1 Fmax{0 -1} = ~I
se extiende la rita al nodo 1, ya que,
I = arg max{0 — 1}
ahora se tiene:

R=(1,2,4), elnodo inicial de larmtaes j =1
p=(0,—1,-2,-3)

FIN, se ha encontrado la ruta més corta I’ = (1,2,4) de 1 a4,
con longitud igual a py — py =3

t=4

R0

Fig. 8. Trayectoria para encondrar la ruta mds corta
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4.3 Combinacion de los algoritmos hacia ade-
lante y hacia atras

Ahora se considerard combinar el algoritmo hacia adelante y hacia atras en
o solo. Para esto se requiere que inicialmente se tenga un vector de precios
py dos rutas Iy R, las enales satisfagan HC junto con p, donde P inicia en el
nodo origen y R en el destino, Las mitas Py R son extendidas y contraidas de
acnerdo a las reglas del algoritimo hacia adelante y hacia atrds respectivamente
y el algoritmo combinado termina enando Py I? tienen un nodo connin, Como
Py Rsatistacen HC junto con p durante todo el algoritimo, cuando Py R se
enenentran, se dice que apartiy del nodo 7 se compone a nita que consiste de
la porcion de P que es de 1 a iy de la porcidn de £ que es de 7 aty esta
sera la yuta mas corta de 1 a d,

Combinacién de los algoritmos

Paso 1. (Ejecutar el algoritmo hacia adelante). Ejccutar
varias iteraciones del algoritmo hacia adelante (sujeto a la condi-
cion de terminacion), hasta que al menos py incremente su precio
original. Ir al paso 2.

Paso 2, (Ejecutar el algoritmo hacia atras). Ejecutar varias
iteraciones del algoritmo hacia atrds (sujeta a la condicidn de ter-
minacién) hasta que al menos py decremente su precio original, Ir
al paso 1.

Ejemplo 7.

Hustracion del algoritmo combinado. Encontrar la ruta més corta del siguiente
problema:
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Fig. 9. Problema de ruta mds corla
Método hacia adelante.

se comienza con:
P=(1), elnodo final de la ruta esi=1
p=(0,0,0,0) como aiin no se lega al destino y

pr=0<min{l +0,240} =1
se contrae a 1y se actualiza py
ahora se tiene:

P=(l), elnodofinal delaruta Pest =1
»={1,0,0,0) como ain no se llega al destino y

p=1lgmin{l +0,2+4+0} =1
se extiende la ruta P’ al nodo 2, ya que,
2 = argmin{l + 0,2 + 0}

aliora se tiene:
P=(1,2), elnodo final dela ruta Pesi=2
p=(1,0,0,0)

Método hacia atras
se comienza con:

R=(4), elnodo inicial de la ruta Res j =4
p=(1,0,0,0) como atin no se llega al origen y

py=0> max{0—2,0 -2} = -2
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se contrae a ly se actualiza py

ahora se tiene:

H={ el nodo inicial de la mta Bes j =4
¥

p=(1,0,0,=2) como ain no se llega al origen y

pr= =2 % max{l) = 2,0 -2} = =2
se extiende la ruta 1 al nodo 2, ya que,
2 = arg max{0 — 2,0 - 2}

ahora se tiene:

R=(2,4), el nodo inicial de la ruta R es j =2
p=(1,0,0,~2) como ¢l nodo linal de la rata 17 es 2
igual al nodo inicial de fa rata R.

FIN, se ba encontrado la ruta mds corta uniendo P = (1) y R = (2,4)
de | ad conlongitud jgual a py —py =3

Para justificar el algoritmo combinado, nétese que py; puede tinicamente inere-
mentar su valor y py solo puede decrementar su valor durante en el transcurso
del algoritino, y que la diferencia de py — py no puede ser mayor a la distancia
mas corta de | a 1. Supdngase que las longitudes de los arcos y los precios
inicilales son enteros, y que al menos una ruta de 1 a ¢ existe. Entonces py y
p s6lo pueden cambiar por cantidades enteras, y ademas py — py es acotado.
Aqui py y pr pueden cambiar sélo un mimero finito de veces, ya que los pasos |
y 2 deben contener inicamente un mimero finito de iteraciones del algoritmo
hacia adelante y del algoritmo hacia atrds, respectivamente. Por lo que se ve
que el algoritmo debe terminar. Nétese que este argumento requiere que py
se incremente por lo menos una vez en el paso 1y que py se decremente por
lo menos una vez en el paso 2, Sin este requerimiento se pueden construir
ejemplos que muestren que el algoritmo combinado puede nunca terminar,

B la practica, se ve que el algoritmo combinado es mucho mas rdpido que si
se trabajara 1inicamente con el algoritmo hacia adelante o hacia atris.

by d
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4.4 Relacion del algoritmo de subasta y el as-
censo dual

Se explicard como el agoritmo hacia adelante con un sdlo origen y nn solo
destinu, se puede ver como una aplicacion del algoritmo ingenuo de subasta
para el problema de asignacion,

Bl algoritmo ingenuo de subasta fué deserito para maximizar el problema de
asignacion, donde se quiere maximizar el beneficio de relacionar n-personas
y n-objetos uno a nno.  Conviene reformular el problema y el algoritimo en
términos de minimizacion guardando los signos de los coeficientes de costos y
Jos precios y cambiando finicamente maximizacion por minimizacion. En par-
ticular, se supone gue hay wn costo ¢;; por asignar la persona ¢ con el objeto
Jy se quiere asignar a las personas con los objetos de tal manera que se mi-
nimice of costo. Matematicamente se quiere encontrar nna asignacién factible
gne minimice el costo total Yo, ¢, donde una asignacidn factible significa un
conjunto de parejas persona-objeto (1, i)y ..y (2, Ju) tal que los objetos ji, .. ju
sean todos diferentes y (4,7;) € A para toda 1.

L5l algoritmo de subasta ingenuo procede en iteraciones y genera una secuen-
cia de vectores de precios p y asignaciones (parciales). Al principio de cada
iteracion la condicion de holgura complementaria

cij g, = (a!,),'il)i‘lslzt{cij + 15} (4.10)

se satisface para todas las pavejas (7, ;) de la asignacion. El vector de precios
y la asignacion inicial requiere satisfacer la condictén de la ee. 4.10. Si todas
las personas son asignadas, entonees el algoritmo termina. Si alguna persona
no es asignada se dice que 7 encuentra un ohjeto i, el cual es el mejor en el
sentido de que

ji = arg min {ci; +p;}

y entonces;

(a) Seobtiene una asignacion para el mejor objeto Ji; la persona que fué asig-
nada a j; al principio de la iteracion, si existe, se desasigna.
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(b) Se fija el precio de gi como el nivel en el enal le es indiferente entre j; y
el segundo mejor objeto, es decir:

Py, twi =y

donde v; es el costo de adquirir el mejor objeto (inclnyendo el pago del
precio correspondiente),

vi= o tei; + i)

y wi es el costo de adquivir el segundo mejor objeto

wi = min Aci; +p;}
(13)€A, J#ii
Este proceso se repite hasta que todas las personas son asignadas a un
objeto.

La diferencia entre ol algoritmo ingenuo de subasta y el algoritmo de subasta es
la manera de escoger el incremento de los precios. En el algoritmo de subasta
el precio pj, se incrementa por w; —v; +¢, donde € es una constante positiva. El
algoritmo ingenuo de subasta es el mismo que el algorirmo de subasta excepto
por que ¢ = (. El algoritmo de subasta garantiza que termina si al menos existe
una asignacion factible, el algoritmo ingenuo de subasta puede llegar a tener
un ciclo infinito. Sin embargo, si el algoritmo ingenno de subasta termina, la
asignacion obtenida al final es Sptima.

4.5 Formulacion del problema de ruta mas cor-
ta a un problema de asignacién

Dado un problema de ruta més corta con el nodo 1 como origen y el nodo ¢
como destino, se puede legar a un problema de asignacién.

Sea 2,..., N los nodos “objetos”, para cada nodo 7 # ¢ se introduce un nodo

“persona” ', Para cada arco (7,7) del problema de ruta mds corta con i # 1
H

y J # 1, se introduce un arco (¢, ) con costo ai; en el problema de asigna-

cion. También se introduce un arco (¢',7) de costo cero para cada 1 # 1,1, El




ejemplo 7 ilustra o] problema de asignacion y muestra como dada una asigna-
cion parcial que asigna al objeto @ con la persona 2 pava @ # 1,14 la rata de |
a L se puede asociar con la ruta ereciente que comienza en 1y que terminaen .

Aplicando el algoritmo de subasta ingenuo iniciando con un vector de precios
p=1(0,0,...,0) y nua asignacion parcial que satisfaga la condicion HC que es,

pi < aij 4, V (1,j)e A (4.11)

se obtiene la rata mas corta.

Se pone una regla adicional para romper enpates en el algoritino ingenuo de
subasta. 51 en alguna iteracion se involuera a una persona no asignada 'y
su mejor arco es (¢, 1) el enal es igualmente deseable gue algin otro arco
(', i), entonces el segundo arco es preferido, esto es, (7, i) es agregado a la
asignacion.  Ademds se introduce otra moditicacion al algoritmo de subasta
ingenuo para tener en cuenta de manera especial, una contraceion al origen,
en el algoritmo de ruta mas corta, La modificacion se tiene enando se calenla
la oferta de 1" que ahora consistird en encontrar un objeto j; que consiga el
minimo en:
iz )

y se asignard f; a 1’ y se desasignara la persona asignada a j; (en el caso de
que jy # 1), pero no se cambiard el precio de pj,

Se puede mostrar ahora que el algoritmo de subasta ingenuo cou las modifica-
ciones anteriores es equivalente al algoritimo de rutas mds cortas, Iin particular
se verificard por mduccion.

(a) La condicién HC 4.11 se conserva por el algoritmo ingenuo de subasta

(h) Cada asignacién generada por el algoritmo ingenno de subasta consiste
de una secuencia de la forma

/e o “ .
(] ) 11)1 ("117‘2)7 crey (Lk-—la lk),
junto con los arcos adicionales
(',3) para i # iy, . i, 1
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esta secrencia corresponde a laomta P o= (1,4y,...,4) generada por ol
algoritmo de mta mas corta. La (dnica) persona no asignada en el algo-
ritmo ingeuno de subasta i, correspoude al nodo final de la ruta, Cuando
I # 1y da por resultado una asignacion factible, el algoritmo ingenno
de subasta termina, conforme al eriterio de terminacion del algoritmo de
ruta de mas corta,

(¢) En una iteracion correspondiente a una persona no asignada ' con @ # 1,
el arco (i',4) siempre es el mejor arco, esto es una conseenencia de la
condicion de holgura complementaria 4. 11, Ademas hay 3 posibilidades:

(1) (¢,4) es elhinico mejor arco, en este caso (i,4) es agregado a la
asignacion, y el precio pg se incrementa en:

min {ci; +p;t —

(i.j)Ezl{ i+ i}
esto corresponde a una contraceion de la ruta actual por el nodo
final ¢

(2) Hay un arco (i' 3;) con j; # Lel cual se prefiere de ignal manera gue
el arco (',1), esto es

Pi = i+ P
en este caso, como se vid en la regla que rompe el empate, (¢, j;) se
agrega a la asignacion y el precio pj; se mantiene ignal. Ademds, el
objeto j; debe ser asignado a j! al principio de la iteracion, asi agre-
gar (', i) a la asignacion (y borvar (j{ ji)) corresponde a extender
la ruta actual por el nodo ;. ‘

(3) El arco (i',1) se prefiere de igual manera que el arco (i',7) en este
caso el objeto 1 no asignado es asignado a ¢, ast termina el algoritmo
ingenuo de subasta, esto corresponde a que el destino ¢ llega al nodo
final de la ruta actual, y asi también se termina el algoritmo de ruta
mds corta,

De esta manera se tiene que el algoritmo de ruta mds corta se puede ver co-
mo una caso particnlar del algoritmo ingenuo de subasta, Finalmente notese
que la version combinada del algoritmo de ruta mds corta es equivalente a la
version del algoritmo ingemio combinado de subasta, con las modificaciones
descritas.
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Ejemplo 8.

Fig. 10. Problema dc ruta mds corta

Resolver el signiente problema de ruta mas corta, por medio del algoritmo de
subasta ingenuo (el origen es 1, el destino es ¢ = 4). Las longitudes de los
arcos y los costos de asignacidn son mostrados al lado de los arcos. Para cada
nodo 1 # 1 se introduce un nodo objeto 7, y para cada nodo i # ¢ se introduce
una persona de nodo i, Para cada arco (7, 7) del problema de ruta mas corta
con i # Ly j#£ 1 seintroduce un arco (7, 5) con costo ai; en el problema de
asignacion, También se introduce el arco (7', i) de costo cero para cada i # 1,1,
Una ruta mds corta de 1 at, puede ser asociada con una ruta creciente ptima
que empieza en 1y terminaen £ =4,

Fig. 11. Problcma dc asignacidn

Se representa el problema de asignacion en forma matricial, (NStese que, para
cada arco que no exista en la grafica se le pone un valor de oo para asegurar
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gue no sera considerado en la asignacion).

objetos
23
I’ I 2 Vector de precios ((1,0,0)
personas 2 0 4 2
¥ oo 0 2

Si se empicza con la signiente asignacion parcial § = {(2,2'),(3,3)} y con ¢l
vector de precios igual a cero los cuales satisfacen la condicion HO. Esto corres-
ponde a una contraceion al nodo 1y se tiene que P = (1). La representacion
matricial se muestra acontinuacion.

objetos
23 4
I’ I 2 o Vector de precios  (0,0,0)
personas 2’ 0 4 2

By oo 0% 2

La persona 1’ no asignada busca su mejor objeto que es 2, el cual se le asigna
sin modificar el precio del objeto. Lo cual corresponde a una extensién al nodo
2y se tiene que P = (1,2). La representacién matricial queda de la siguiente
manera:

objetos
23 4
1% * 2 o0 Moo= Vector de precios  (0,0,0)
personas 2/ 0 4 2 YT
w, = 2

¥ oo 0 2

La persona 2' no asignada, hace una oferta 45 = 2 por ¢l objeto 2 y al hacer
esta oferta la persona 1’ que tenfa el objeto 2 ahora queda desasignada. Lo
cual corresponde a una contraccion al nodo 1 y se tiene que P = (1). La
representacion matricial queda de la signiente manera:

objetos
2 3 14
I I 2 o vy = 0 Vector de precios  (2,0,0)
personas 2/ " 4 2 wh = 2
3 o 0 2 v o= 2



La persona 1 no asignada, busca su mejor ohjeto que es 3, pero no modifica su
precio. Iisto corresponde a una extension al nodo 3y se tiene que 12 = (1,3).
La representacion matricial queda de la siguiente manera:

objetos
23 4
1! 1 9 oo o= Veetor de ])1'('(‘i()s (2,(),())
personas 2 0 4 2 s
w! =3
BY oo 0 2 !

La persona 3’ no asignada, hace una oferta 44 = 2 por el objeto 3 y al hacer
esta oferta fa persona 1’ que tenfa el objeto 3 ahora queda desasignada. Lo
enal corresponde a una contraccion al nodo |y se tiene que P = (). La
representacion matricial queda de la siguiente manera:

objetos
23 4
g I 2 oo vy = 0 Vector de precios  (2,2,0)
personas 2’ 0" 4 wh o= 2

9
3 \oo 00 2 o= 2

La persona 1’ no asignada, busca su mejor objeto que es 2, pero no modifica su
precio. Esto corresponde a una extension al nodo 2 y se tiene que P = (1,2).
La representacion matricial queda de la signiente manera:

] &

objetos
23 4
I I 2 o S 3 Vector de precios  (2,2,0)
personas 2’ 0 4 2 o
3 \ootr 2 ) “ =1

La persona 2 no asignada, hace una oferta 44 = 0, por el objeto 4. FIN, todas
las personas estdn asignadas a objetos diferentes. Lo cnal corresponde a una
extension al nodo 4 = nodo final y se tiene que P = (1,2,4). La representacién
matricial queda de la sigmiente manera;

objetos
234
Iy I* 2 oo vy = 2 Vector de precios  (2,2,0)
personas 2’ 0 4 2 wh = 2

3 oo 0% 2 v =0
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La asignacion total
! [ ol DA
S={(12)020),08,3))
corresponde a la ruta mds corta 2 = (1,2,4) que va de I a -l con longitud ignal

a Z(i.j)eh‘ y; = 3

=4

Fig. 12. Trayecloria para cncontrar la rula mds corla
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Capitulo 5

Problema de transporte

Ahora se considerara la extension del algoritmo de subasta al problema de
transporte.  Se tiene un grafica bipartita con m origenes y n destinos, Ll
problema es el mismo que el problema de asignacion excepto que la ofertas
y las demandas no necesitan ser 1 o —1. El planteamiento de programacion

lineal para el problema de transporte, es ¢l siguiente:
m n
Maximizar Y Y aiji;

i=l j=1

sujeto a

n
Z;v,-,- = qy, YV i=1,.,m
j=1
m
Z;z:.-j = fi;, YV j=1,.,1
i=1

Lij Z 0, V

t=1,..,m
Jj=1.4n

(5.1)

donde, a; y f; son enteros positivos, Para que el problema sea factible se debe

satisfacer: ,
n

Do =) B
i=1 1=l




Proposicion 12: Una condicidn necesaria y suficiente para que la estructura
de transporte 5.1 tenga solucion, es que la oferta total sea igual a la demanda
total, es decir,

m n
2ai=)p
i=1 =1
Demostracion: De la formulacion 5.1 se tiene:
n
Tij = 0, F=1,..,m
=

Si se suma sobre todos los origenes, no se afecta la igualdad, es decir

moon "
) T

E €y = 2 (4

t=1 j=1 t=1

Por otro lado de la formulacion 5.1 se tiene:

"

Z.l?,‘j = ﬁj, _] = l,...,n,
=1

sSumando sobre todos los destinos,

] m ]

> wii =) B

J=11=] j=t
Lo enal establece la prueba, Q.E.D.
Si la oferta total excede a la demanda total, entonces se puede introducir un
destino ficticio o artificial con demanda b,y = ¥, a; - Y5 By tingr =0 para
¢ = 1, ..., m. Cuando un problema de transporte veal no es simétrico, afadiendo

ya sea origenes o destinos artificiales, se hace simétrico para que el problema
tenga solucion.

5.1 Extension del problema de asignacién al
problema de transporte

Se puede convertir este problema a un problema de asignacién reemplazando
cada nodo origen (o destino) por una coleceién de personas (u objetos) “du-

plicados”. En particular, un nodo origen con oferta «; es reemplazado por o
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personas, y un nodo destino con demanda f; es reemplazado por f4; objetos.

Ademis, para cada arco (z,7) se debe erear un arco de benelicio ¢;; que una
) ) i Y

cada persona 1 con cada objeto J correspondiente.

lnstracion de la conversion de un problema de transporte (Fig. 13) a un
problema de asignacion (Fig. 14).

Orfgenes Destinos

Fig. 13. Problema de Transporte

Cada origen ¢ se transforma en «; personas (por ejemplo el origen 1 de la figura
13 es transformado en las personas 1'y 1’ de la figura [4) y cada destino j se
transforma en f; objetos (por ejemplo, el destino | de la figura 13 se transforma
en los objetos 1, I’ y 1" de la figura 14). Si (4,7) es un arco de beneficio a;;
en el problema de transporte, hay un arco de heneficio ay; asignado que une
cada persona i corespondiente al origen 7 con cada objeto j correspondiente
al destino j.
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Personas Objetos

Persony)
similay

Ferso
sty

Fig. 14. Problema de asignacion

s pusible resolver el problema equivalente de asignacion por medio del algo-
ritmo de subasta, pero hay dos inconvenientes:

1. La dimension del problema crece grandemente (el mimeros de personas
y objetos crece hasta Yie, o).

2. La estructura del problema de asignacion equivalente alarga la puerra
de precios y es inevitable, debido a que se crean objetos y personas
duplicadas por la transformacion.

Se pueden evitar estas dificultades si se modifica el algoritmo de subasta apro-
vechando la estructura especial de la transformacion del problema de trans-
porte al problema de asignacion y el tener objetos y personas duplicadas. En
particular, dado un problema de asignacion, se dice que dos objetos j y j' son
semejantes (y se escribe j ~ j’), si se pueden asignar con las mismas personas
y con los mismos valores, de igual manera, se dice que dos personas ¢ ¢ 7' son
semejantes (y se escribe i ~ '), si se pueden asignar con los mismos objetos y
con los mismos valores,

A la coleccion de todos los objetos semejantes del objeto j se le Hama la elase
de semejanza de j y se denota por M(5), y a la coleccidn de todas las personas
semejantes a la persona ¢ se le Hama la clase de semejanza de iy se denota

por M(7).
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5.2 Algoritmo de subasta con objetos seme-
jantes

Se puede intplementar facilmente el algoritmo de subasta con objelos semejan-
les. Para cada objeto 7, se mantiene un umbral de contencion ;. Si j no es
asignado, el nmbral de contencion fij es ignal al precio inicial pj; cada vez que
J sea asignado a una nueva persona 7, el umbral de contencion p; se actnaliza
al minimo nivel de la clase de semejanza. Los precios son determinados por los
umbrales de contencion. Eun particular, el precio de wun objeto j es el minimo
umbral de contencion sobre los objetos de la clase de semejanza M(j) de j.

. ~ K
Y= NN Py N2
py= min g (5.2)
por lo tanto, todos los objetos en una clase de semejanza tienen el mismo pre-
cio pero posiblemente diferente wmbral de contencidn.

[l algovitmo de subasta con objetos semejantes es el mismo que el algoritmo
de subasta excepto por una diferencia. En la fase de oferta, una persona no
asignada 7 encuentra sn mejor objeto 7; correspondiente al mejor valor del
nmbral de contencion

ji=argmax{ai; —p;}, v = max{ay — p;} (5.3)
7 J

Entonces 1 es asignado a j; y se actualiza el umbral de contencion j;; como pj,
mds un incremento v; — w; + ¢, lo cual estd basado en el segundo mejor objeto
de una diferente clase de semejanza, w; se define ahora como:

wi = j']]éll\i}}(j'){ll;j -0} (5.4)
(en lugar de w; = max;jy;, {a;;—p;}). Cuando el umbral de contencién de todos
objetos de una clase de semejanza se incrementa, el precio de la clase también
se incrementa por el umbral minino de contencién segin 5.2, Nétese que por
la relacion p; = mingeps(;) Pr entre los precios y el umbral de contencion, p; se
puede reemplazar por p; en 5.3, Asi, una persona no asignada ofrece por el
mejor objeto de la mejor clase de semejanza, pero el incremento ahora esta ba-
sado en los umbrales de contencion y puede ser significativamente mds grande
gue el incremento de la oferta hasada en los precios.
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Para entender como se puede asignar con elases de semejanza, se considera e
cjemplo Y. En este cjemplo fa persona 7 (7 = 1,2, 3) continnard ofreciendo por
fos objetos semejantes Ty 1 hasta que los precios pyp y pposean por lo menos
igual & ayy, y el objeto 2 no sea menos atractivo que los objetos 1y 1 para la
persona 7, Blumbral de contencion de un objeto para alguna clase de semejan-
za puede ser mas grande gue el precio del objeto (por las reglas del algoritino
de subasta, se restringe a estar a ¢ de los precios de cualquier otro objeto de la
misima clase). Supdngase ahora gine enando una persona ofrece por nn vbjeto
de nna clase de sewejanza no solo actualiza su precio, sino también actualiza
el umbral de contencidn correspondiente. Supdngase ademds que los umbrales
de contencidon de todos los objetos de una clase de semejanza incrementan el
precio de estos objetos (esencialmente connin). Entonees se ve gue, sin violar
e-HC, se puede jucrementar simultaneamente los precios de todos los objetos
de la clase al umbral minimo de contencién, de este modo se resuelve la co-
rrespondiente gnerra de precios.

Ejemplo 9.

Resolver el siguiente problema transporte por medio del algoritmo de subasta
con objetos semejantes.

Origenes Destinos

Fig. 15. Problema de Transporie

En la conversion del problema de trausporte al problema de asignacion, el
destino 1 se convierte en los dos objetos semejantes 1 y V.
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Personas Objetos

Fig. 16. Problema de Asignacion

Sea @y, az) y ay enteros mayotes que cero (si apy = az = ag = ¢, se tendria
el misio problema que en los ejemplos 2 y 3).

La representacion matricial del problema de asignacion es como sigue:

objetos
112
| ap ap 0 Vector de precios (0,0, 0)
personas 2 ay ay 0
3 3y Wy 0

La persona 1 ofrece el umbral de contencidn py = ayy + ¢ por el objeto 1y la
persona 2 ofrece el umbral de contencion Py = ayy + ¢ por el objeto 1/, asi el
precio de la clase de semejanza M(1) se incrementa al min{ay, an} + ¢

objetos
112
! aj a0 Vector de precios  (py, p1r, 0)
personas 2 an ay 0
3 azp ayn 0

La persona 3 que no fué asignada porque su objeto preferido 10 1’ ya fué asig-
nado a la persona | o 2, hace una oferta: si ag; < min{ap,an} + ¢, la oferta
de Ta persona 3 serd por el objeto 2 y la snbasta termina con la siguiente

(B




asignacion.,

objetos

[
1 ay, apn 0
personas 2 ay ay 0
3 [T RY 0

De otra manera la persona 3 ofrecera por el ohjeto 1o 17 dependiendo de enal
tenga el nmbral méds pequeno de contencion, supongase que el ohjeto 1 tiene
el umbral mds pequeno, entonees la asignacion queda de la signente manera;

objetos
12
l ay ey 0 Veetor de precios  (py, pyr, 0)
persunas 2 an day 0
3 (l;l an 0

Y la persona no asignada; en este caso la persona 1, ofrece por el objeto 2y
la subasta termina.

objetos

| L
1 an an 0
personas 2 ay ay 0
3 ay ay 0

De ésta manera se puede ver que el algoritimo de subasta con objetos semejantes
resuelve rapidamente la guerra de precios que ocasionan los objetos duplicados
correspondientes a los destinos del problema de transporte,

En cuanto a la validez del algoritmo, se puede demostrar que los precios de
los objetos satisfacen -HC y es escenciahuente repetir la prueba de la propo-
sicion 4, también se puede ver que el algoritmo termina enando el problema es
factible. Sin embargo, se puede demostrar que para enteros «;, la asignacion
final serd optima si ¢ < 1/m, donde m es el mimero de clases de semejanza
del objeto, aunque es suficiente que ¢ < 1/n como en ¢l caso del algoritmo de
subasta,
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5.3 Algoritmo de subasta con personas seme-
jantes

Se piede mejorar la cjeencion del algoritmo de subasta teniendo en cnenta la
presencia de personas semejantes. La idea es someter una oferta conmin por
todas las personas que pertencecen a la misma clase de semejanza si por lo
menos una persona en la clase no esta asignada. Las personas e pertenecen
ala misma clase de semejanza no compiten entre ellas por los mismos objetos,
y las ofertas que hacen son Tas mis altas, asi, las personas de la misma clase de
semejanza cooperant para evitar la guerra de precios y resuelven el problema
en una iberacion, Se tlustra estacidea y el correspondiente algoritimo de subasta

en o ejemplo 10,
Ejemplo 10.

Resolver el signiente problema de trausporte por medio del algoritmo de su-
hasta con personas semejantes.

Origenes Destinos

Fig. 17. Problema de Transporic

De la conversion del problema de transporte al problema de asignacién el origen
I se convierte en las personas semejantes 1y 1. En éste algoritmo, todas las
personas de nna clase de semejanza con & personas, someten ofertas por los &
mejores objetos. Los niveles de las ofertas son tales que nna vez ofrecidos son
aceptados.




s -

Personas Objetos

Fig. 18. Problema de asignacidn

La representacion matricial del problema de transporte es como signe;

objetos
b2l
1 wmy ayy 0 Veetor de precios  (0,0,0)
personas |’ wy ayy 0
2 ay; dayy 0

ne cousidera primero el caso donde la asignacidn inicial es vacfa, todos los
. [SUEEE] D . T

precios iniciales son 0, y ay) = @y = ag = ez = ¢ > 0. Entonces el algoritmo

regular de subasta operard como en el ejemplo 3, (involucrando a una larga

guerra de precios, si ¢ es relativamente menor que e).

B la primera iteracidn del algoritmo de subasta con personas semejantes, las
personas | y I someterdn una oferta connin de ¢+¢ por los dos objetos mejores

ly2
objetos
b2 3
| ¢ e 0 Vector de precios (¢ + ¢, ¢+ ¢,0)
personas 1 e ¢ 0

2 ¢ ¢ 0

Entonces la persona 2 que no estd asignada someterd una oferta por el objeto
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4y el algoritmo termina con la signiente asignacion.

objetos
12 3
! R
personas 1 c e 0
2 ¢ ¢ U

Sten higar de esu, se tiene que gy > gy > 0, en laiteracion inicial las personas

Iy ! someteran una oferta de py = aqy 4 ¢ por el abjeto | v una oferta de
1 1 )

P2 = a4 ¢ por el objeto 2,

ohjetos
I 203
| (,;‘ ap 0 Vector de pru«:ios (ﬁhﬁbo)
personas 1 ayp ay, 0
2 an axp 0

Siay — € > ay > ay > 0, entonces la persona 2 someterd una oferta por el
objeto 3 en la proxima iteracion y el algoritimo terminaré.

ohjetos

23
] afy a2 0
personas ¢ ay dj, 0
2 ay; w0,

Siayy > ap— €y ay > ay >0, la persona 2 someterd una oferta por el objeto
2 e incrementara el precio py;

vbjetos
12 3
l ay, ap 0 Vector de precios  (py, pia, 0)
personas 1’ ay wyy 0
2 ay ay 0

las personas 1 y 1’ entonces someterdn otra oferta conin por los objetos 1 y
3 en la tercera iteracion, y el algoritmo terminard con la siguiente asignacion:

objetos

1 2 3

] ay; a0

personas 1 an agp OF

[0\

*
ay ay 0
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De esta manera se puede ver que el algoritmo de subasta con personas seme-
jantes resuelve rapidamente la guerra de precios que ocasionan las personas
duplicadas correspondientes a los origenes del problema de transporte.

5.4 Algoritmo de subasta con objetos y per-
sonas semejantes

La idea de nna oferta commin per una persona de una misma clase de seme-
janza se puede combinar con la idea anterior del nmbral de contencién y el
correspondiente algoritmo de subasta para objetos semejantes, En particular,
la oferta cooperativa de una persona en una clase de semejanza estd basada
en os nmbrales de contencidn de los objetos. Con un caleulo apropiado, se
obtiene un algoritine para el problema de transporte 5.1 el cual, en efecto,
es el algoritmo de subasta para el correspondiente problema equivalente de
asignacion (ver las figuras 13 y 14) pero con personas semejantes y objetos
propiamente tomados en cnenta.

En este algoritino de subasta/transporte, cada destino j tiene un precio p; y
cada arco (2,5) que lleva flujo positivo xy; tiene nn mmbral de contencion y;;
asociado. El precio p; es ignal al precio original del destino j si la demanda del
destino no ha sido ain agotada (T; x5 < ;) y es igual al umbral minimo de
contencién de los arcos que llegan y que llevan flujo positivo (min;, o, >0 #ij)-
Los origenes ofrecen por los destinos para inerementar el umbral de conten-
cion de los arcos correspondientes, un destino incrementa su precio una vez
que toda su demanda es agotada y los umbrales de conteneidn asociados se
incrementan. En el ¢jemplo 11 se ilustra este algoritmo.

Ejemplo 11.

Resolver el signiente problema transporte por medio del algoritino de subasta
con personas y objetos semejantes,
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Origenes Destinos

Fig. 19. Problema de transporie

De la conversion del problema de transporte al problema de asignacion, el
origen 1 se convierte en las dos personas semejantes 1y 1, el origen 2 se
convierte en las dos personas semejantes 2 y 2/, el destino 1 se convierte en los
objetos semejates 1, 11y 17,

Personas Objetos

Fig. 20. Problema de asignacion
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La representacion matricial del problema de transporte es como sigie:

objetos
[ L L

Vector de precios — (0,0,0,0)

persolas

2 ¢4 41
2 1 4 4 1

Para cada una de las personas se toma el max{a;; — p;}, a continnacion se
muestra la representacion matricial de la primera asignacion parcial:

objetos
[ L L
| 3* 3 3 2 Iy = 4 vy = 3 —¢
yersonas . LB wy = 1 wy = |
personat 9 4 4 | Ty o= 3 + ¢ Yy = D)

4
2 4 4 4 |
Vector de precios (1 4¢,1 4 ¢,0,0)
La persona 2 y 2/ no estan asignadas, por lo tanto, hacen una oferta v, = 3+¢ y

Yy = 2 por los objetos 1" y 1 respectivamente, la asignacion parcial se muestra :
a continuacion.

objetos !

[ U L)

1 33 3 2 m = 2 v = 22— !

Iersonas ' 3033 2 W= 2o e = |
POTSOnas—, 1 4 4 | o= 2 R Jp

2 " 4 4 1 i

Vector de precios

B+el+63+¢0)

Las personas 1 y 1’ hacen una oferta 4; = 2¢ y 410 = 24 ¢ por los objetos 2y 1/
respectivamente, la asignacion parcial se muestra a continnacion. Fin, todas
las personas tienen un objeto asignado.

Ohj(’.t()s
I U L
| 3 3 3 2
N 303 3 2 .
personas PRI
2/ 4:: 4 ‘,l l “
§0



La asignacion total

S = {12, (112,17, (2, 1)}

y el veetor de precios

p=(3+63,34¢2)

satisfacen la condicidn de holgura complementaria,

n n
Yo=Yy n\]gxx{u;j =i} + Yo '
J=1 :

(id)es i=1

2434444 (L—e 4041 —e+2-2) 4+ B4 c+3+3 4+ +2)
13 = 13

por lo tanto, S es una asignacion dptima.

La solucidn del problema de transporte de acuerdo con la asignacion que se
obtuvo es;

€ryp = )\

Ty = |

£y = 2 ‘)

gy = 0 ;
1
|
i
f
f
!
!
i
|
i
i
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Capitulo 6

Aspectos computacionales

Siempre se ha tenido la necesidad de encontrar soluciones a problemas com-
putacionales muy grandes, los cuales dependen de las capacidades de los pro-
cesadores y del tiempo que se tardan los procesadores en dar los resultados,
Actualmente el cdmputo paralelo es una drea de intensa y activa investigacién
para encontar la solucion de tales problemas de una manera mds cficiente.
Ademds, gracias a la habilidad y al poder de las computadoras paralelas, gene-
ralimente se encuentran huevas e interesantes soluciones a problemas resneltos
en el pasado. Aprovechando este hecho, se mostrard el uso del paralelismo en
el algoritimo de subasta presentado en los capitulos anteriores,

El propdsito del paralelismo es poder ejecutar mds rapido una tarea que tradi-
cionalmente corre en un sdlo procesador utilizando més procesadores, es decir,
hacer la misma tarea en diferentes procesadores al mismo tiempo, para esto
existen las maquinas masivamente paralelas conocidas como MPP's, que son
de Tas mds poderosas que hay para algoritmos paralelos. Estas maquinas tie-
nen cientos de CPUs iguales, interconectados y coordinados. También existe
el computo distribuido, que no es mds que correr un proceso en un conjunto de
maquinas, Una computadora con sistema distribuido, es un conjunto de com-
putadoras, posiblemente de distinto tipo, conectadas entre si mediante una ved,

En cualguier algoritino paralelo es necesario caordinar algunas actividades de
los diferentes procesadores. Esta coordinacidn muchas veces se implementa
dividiendo ef algoritno en “fases”. Durante cada fase, cada procesador debe
ejecutar un mimero de operaciones que dependen de los resultados de los cdlen-
los de otros procesadores en fases anteriores; sin embargo, el tiempo del cilenlo
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de enalquier procesador durante la fase puede ser independiente del tiempo de
caleulo de otro procesador durante la misma fase; es deeir, dentro de una fase
cada procesador no interactita con otro procesador hasta que el algoritmo lo
pida, entonees los procesadores deben esperar en un punto predeterminado a
que los demis procesadores terminen sn Tase. A estos algoritmos se les Hama
stneronos.

Los algoritmos que no requieren estar divididos en {ases, ni requieren de una
coordinacion computacional tan estricta de los diferentes procesadores, es de-
¢ir, no requieren esperar en puntos predeterminados se les llama astineronos,

[l cdmputo serial se caracteriza por tener un solo lugar de control que determi-
na la siguiente instruceion a caleular. Asisélo una instruceion se caleulard cada
vez; hay que notar que los aceesos a Ja memoriay las instrucciones de entrada
y de salida pueden ocacionar que los caleulos computacionales sean mds lentos,
para evitar estos retardos se han disenado varios métodos, como son “cache
memories” y “pipelining”.

Las primeras supercomputadoras se desarrollaron en base a estos avances, con
la idea de organizar inteligentemente la memonia y el uso del “pipelining” y de
esta manera se ha logrado que las supercomputadoras sean capaces de ejecutar
operaciones vectoriales, es decir, se pueden realizar varias operaciones a la vez,
en el caso de la Cray-YMP se pueden ejecutar 64 operaciones en una iteracion,
que a diferencia de las operaciones escalares los primeros 64 resultados se ten-
drian hasta despues de 64 iteraciones.

El algoritmo de subasta se puede paralehzar perfectamente ya que todas las
ofertas se pueden calenlar simultaneamentente, entonces se le puede asignar a
cada procesador el eilenlo de una oferta diferente, a este método se le conoce
con el nombre de Jacobi, Otra alternativa es el método de Gauss-Seidel, el
cual calenla las ofertas una por una y usa las ofertas mds recientes; esto hace
que ¢l algoritimo realice menos iteraciones que el método de Jacobi. Pero una
iteracion Ganss-Seidel no se puede paralelizar, ya que el cdlenlo de la oferta ;
depende de todos los precios.
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6.1 Implementacion paralela del algoritmo de
subasta

A continmacidn se mmestran algunos aspectos compitacionales del algoritino
de subasta, para ol caso del problema de asignacion, Bl algoritmo de subasta
es por lo menos competidor y machas veees mejor que los métodos cldsicos
ya que Jos algoritmos de subasta son muy adecnados para la computacion en

parilelo,

Parte de este trabajo fue programar el algoritmo se snbasta en nna maquina
paralela veetorial con memoria compartida (Cray Y-MP). A continuacién se
explica qué fue lo que se tomo en cuenta para paralelizar el programa.

Las dos fases del algoritmio de snbasta, la de oferta y la de asignacion son
altamente paralelizables. En pacticular, las ofertas se pueden caleular simul-
taneamente es decir, en paralelo para todas las personas que participan en la

subasta.

Como se necesita una estricta separacion temporal entre Ja fase del caleulo de
la oferta y la fase de asignacion, se dice que la implementacién es sincrona,
Para tal tmplementacién, se utilizo el método de Jacobi para paralelizar a
fase de oferta del conjunto de personas [ uo asignadas que someten nna oferta
sinntltdneamente.

Los cileulos implicados en Ja oferta de cada persona i € I son realizados por
cada procesador simultdneamente. Sea m el mimero de procesadores disponi-
bles, si el nimero de personas en 1, es |1}, y excede al mimero de procesadores
m, enfonces algunos procesadores ejecntarin mds cdleulos que otros. Si || <m
entonces m — {1 procesadores estardn desocupados durante Ja fase de la oferta,

Una vez que se termina el cdlealo de Ja fase de oferta de una iteracién, se
necesita una sincronizacion para ejecutar Ja fase de asignacidn, Esta fase se
puede ejecutar por un solo procesador. También se puede considerar usar mds
de un procesador para ejecutar a fase de asignacidn en paralelo, pero la ga-
nancia potencial de paralelizacion puede ser modesta mientras que el tiempo
de sincronizacion de Jos procesadores (overhead) puede ser muy grande como
para compensar esta ganancia, es por esto que se usa s6lo un procesador en la
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fase de asignacion,

A causa de la tipica y prolongada “gaerra de precios” del algoritino de subasta,
criando queda nn pequeiio poreentaje de personas no asignadas, la velocidad
guie se puede obtener mediante el métado de Jacobi es relativamente modesta,
sin embargo la velocidad para el método de Gauss-Seidel es potencialmente
mas grande, particnlarmente enando el problema es denso, y también cuando
se tiene hardware con capacidades vectoriales,

6.2 Velocidad y eficiencia

Se desertbiran algunas conceptos que son ttiles para comparar alporitmos se-
8 |
riales y paralelos. Supdngase que se ha escogido un modelo particntar parale-
lizable, sea P el problema computacional dado y n el tamaiio del problensa,
supougase ademds que se tiene un algorivmo A paralelo que resuelve el pro-
blema P en un tiempo Ty(r) en una computadora paralela con p procesadores
!
(p puede depender de n). Sea T(n) el tiempo que se tarda en resolver el pro-
blema I’ de la mejor manera serial, La velocidad conseguida por A se define
524

por:

, T (n)
15,,(”) =
Tp(n)
Claramente, S,(n) es la medida del factor de velocidad obtenido por el al-
goritmo A cuando se tienen p procesadores disponibles. Lo ideal serfa que
Sp(n) = p, en realidad hay muchos factores gue lo impiden, por ejemplo la
) ) y | ]

comunicacion y el “overhead” que se tiene al sincronizar la actividad de varios
procesadores y el control del sistema.

La eficiencia del algoritimo A se denota por:

Y /., — 711(")
E(n) = T (n)

esto indica qné tan eficientemente se ntilizan los p procesadores. Si el valor
de £5,(n) es aproximadamente ignal a I, para algnna p, indica que aproxima-
damente el algorimo A corre p veces mas rapido usando p procesadores que si
se usara s0lo un procesador. Esto indica que cada procesador estd haciendo
“eficientemente su trabajo”. Para que esto genrra, el algoritimo paralelo debe
ser tal que ningin procesador permanezca inactivo o bien que no se realice
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ningin trabajo innecesario. Esta sitnacion ideal es practicamente inalcanza-
ble. Un objetivo mas realista es tratar de tener una eficiencia que esté cerca
de 1 enando n y p crecen,

Para la siguiente grafica se corrio el programa de subasta para el problema
de asignacién de dimension 100, con valores aleatorios, la grifica (figura 21)
muestra el rendimiento del programa en paralelo y que tan paralelizable es,
también se muestran los tiempos que se tendrian si se contara con mas proce-
sadores,

Las curvas indican las velocidades esperadas conforme el mimero de procesa-
dores anmenta.
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Fig. 21. Rendimiento del programa en paralelo

¢ La primera curva muestra Jy velocidad lineal que el programa lendria si
la porcidn del programa qne se esta analizamlo fuera 1009
y sin “overhead”,

o paralelizable
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i o La curva de enmedio muestra la ley de Amdabl, v vepresenta la velocidad
ideal esperada considerando el Gempo que se requiere en las partes se-

1 , ' . .
? riales. pero se supone que no habo ningiin “overhead®sociado a la parte
1
i paralela,
¥
B o La tercera curva nimestra la velocidad esperada en un sistema dedicado:
1l
i aqui se toa en cuenta el "overhead " que hubo en el programa y también ‘
, se considera el tiempo utilizado en la parte serial del programa.  Los :
‘ escalones indican que el trabajo a realizar en paralelo no es estable, lo
? cual se debe a que el nimero de personas no asignadas va disminuyendo.
por lo que cada vez se requicren cilenlar menos ofertas :
Fstas tres lineas dividen la ventana en tres dreas. las enales indican lo siguientes
% o La primera que va desde abajo hasta la tercera curva, muestra el efecto |
: del trabajo realizado en paralelo. Se espera que esta area sea lo mas 3
i grande posible,
o La segunda drea representa ol “overhiead” que es el iempo de sineroniza-
[ cion de los procesadores, ‘.
|
.Z o La tercera drea que esta entre la curva de la ley de Amdabl v Ia linea
1y » oy . . .
! recta. muestra el efecto del cadigo serial sobre el rendimiento general. i
| Para este programa el codigo serial consta de la lectura de los datos. la ;
i . . . . qe
; fase de asignacion y la eseritura de los resultados. El cddigo paralelo es ('
\ , . !
la lase de oferta. ‘
i
De este modo se espera que Jas dos dltimas dreas sean lo mds pequenas posibles. !
|
i
i
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A continnacion se mostravan algunos resultados del algoritino de subasta con
sus vartantes, Se implementaron para el método de Jacobi Ta subasta hacia
adelante (forward), hacia atrds v combinada, y con el método de Gauss solo
so uso la subasta hacia adelante. La subasta hacia atrds no se muestra en las
siguientes grilicas pues el tiempo de ejecncion es niy pavecido al de Ja subasta
hacia adelante, Las matvices que se usaron tienen una distribicion uniforme,
el comportamiento de los programas puede ser dilernte si se atiliza otro tipo
de matrices.

En la siguiente gralica se muestra como disminuye el ticimpo real, cuando se

utilizan 4 CPU's en vez de uno. El midtodo utilizado es el Jacobi. de subasta
liacia adelante,

Subasta hacla adelante. afij) < 10

5 T T T T T T T
i {1cPY —
45 . 4GPU
4| | .
35k X
§ 3 o ':\'-\1’ -
25 b {
e ol j
[
15 F / 4
it 4
05 F 1
0 - 1 1 1
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Dimensio'n

Fig. 22. Ticmpo rcal con difcrantc mimero de CPU's
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Fn la fignra 23 se mnestran los tiempos de CPU para el método de Jacobi con
subasta hacia adelante v combinada v para el método de Ganss. Las entra-
das de las matrices son menores gue 1L es decir. se tiene poca dispersion en
los datos. Psto signilica. que se ficwen muchos abjetos con igual heneficio, v
ademas poca diferencia entre los que son diferentes, Fsto provoca que varias
personas quieran ser asigiadas a un misimo objeto. Después de alginas ite-
raciones e qie las personas compiten por ese objeto. el precio del objeto se
cleva tanto que existira an objeto con menor henelicio pero menor precio, Iis
decir, se genera iia goerra de precios, Esta sitoacion se presenta con mayor
frecuencia para el imétodo de Jacobi (solo cuando se tiene poca dispersion) y
no para el método de Ganss, ya que en el méfodo de Gauss cada vez qne una
persona realiza una oferta, actualiza el vector de precios. por lo que la siguiente
persona que tambié queria ese objeto ahora tomara cinenenta su mievo precio
lo enal puede ocasionar que prefiera a otro v sea asignada, i cambio. en el
método de Jacobi todas las personas no asignadas realizan sus ofertas al mis-
mo tiempo, y sélo vna de ellas se quedara con ese objeto, Fs por esto. que ¢l
método de Ganss Hega mas rapido a fa sonlucion, como se nuestra en la grifica.

a(lj) <10
T L) ] ¥ T v ¥
ol o "L |
14} afs  Comblned o
12 + 4
E 10 -
- B
2 P
% 8} 1
= 6+ o -
Q00
4 nm 0000 o
\ mom 0000”0
o 00 HOOO -
0 a e giggoooo‘”“’ o0 ot

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Dimensi'on

Fig. 23. Comparacion de ticmpos
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Fa la figura 240 se muestran los tiempos de CPU usando ahora valores entre
0 v 10000, es decir. se tiene una gran dispesion en Jos datos, Aliora el método
combinado es el que requicre menor tempo de CPUL Para entender porqgue
la subasta combinada es mas rapida. se considera el problema de ruta mas
corta. Bl algoritmo trabaja con dos rtas PP v K. donde I” inicia en el nodo
origen ¥ I en el destino, aplicando la subasta hacia adelante para la rata
v la subasta hacia atrds para la ruta . hasta que Py I tienen un nodo en
comin, Entonces en vez de recorrer toda la grifica va sea con la subasta hacia
adelante o hacia atras, se encuentra la ruta mis con las dox subastas,

a(i,)) < 10000

20 1 T R R T 1 - 1

Tiempo CPU
=

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Dimensi'on

Fig. 24. Comparacion dc ticmpos
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I Ta tignra 25, se muestra el mimero de ofertas que necesitaron los progra-
mas para encontrar una asighacion dptima, El valor del eje v, se encuentra
stmando en cada iteracion el mimero de personas no asignadas, es decir, ol
nimero de ofertas que se realizan en esa iteracion. El trabajo necesario para
caleular una oferta es lo mas pesado del programa. por eso el tiempo de CPU
esta directamente relacionado con este valor, esto hace que esta grafica v fa
aunterior scan tan parecidas,

a(i,J) < 10000

140000 T T T T T T T T
Forward —
120000 - =71 Combined ---- .
\ Gauss -
100000 i v 1
@ 80000 ! 4
5 .
O 60000 ¢ \‘/“\ E
40000 e -
20000 .

200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Dimensl'on

Fig. 25. Nimcro de ofcrtas «fectuadus
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Conclusiones

El algoritmo de subasta es iy facil de entender va que se asenieja muchio a
una subasta verdadera, s novedoso pnes fue pensado para ser resnelto en pa-
ralelo. esto es en distintos procesadores a la vez, Adenias, permite vesolver los
problentas de asignacion. de rutas mas cortas v el de trausporte, entre otros.
A pesar de que estos problemas va se han resnelto mediante los métodos tra-
dicionales. el algoritino de subasta suele ser mas riapido debido a e se puede

paralelizar.

Los resultados que se obtuvieron con Ta implementacion de este algoritmo
muestran que generalmente se necesitan menos iteraciones si se utiliza el méto-
do de Gauss-Scidel ol enal es serial. pero resulta ser mas rapido si se nsa el
mdétodo de Jueobi. esto se debe a que diferentes procesadores realizan el cilenlo
de la oferta al wmisnmo tiempo. pero se actnaliza el vector de precios hasta gue
se tienen todas las ofertas esto es lo que provoca gue realice mas iteraciones
paralelizado, Una desventaja de Ta implementacion del programa es que re-
quicre memoria del orden del cuadrado de la dimension del problema.

LEste trabajo puede servir como apovo a los estudiantes del tema, va que con-
tiene algunos cjemplos que hacen mas facil la comprension del algoritimo. Tam-
bién se puede utilizar como un inicio al estudio de Tos métodos duales ascen-
dentes o bien para entender un poco mas las ventajas del computo paralelo.
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