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Introducción 
El algoritmo de subasta fue disentido en 1979 para resolver el problema clásico 
de asignación. El motivo era solucionar el problema usando paralelismo en 
forma natural. Sin embargo, el método resultante fue muy rápido también en 
forma serial. 

En este trabajo se estudiara, el algoritmo, le subasta para el problema de asigna-
ción y después se discutirán varias extensiones a otros problemas. El propósito 
es que en otros problemas lineales de flujo en redes, como el problema de trans-
porte y el problema de rutas más cortas, puedan aplicar el algoritmo de subasta 
para el problema de asignación. 

Los otros problemas mencionados se pueden resolver por medio del algoritmo 
original de subasta pala el problema de asignación. Ya que por medio de al-
gitanas modificaciones se puede llegar a problemas equivalentes de asignación. 
Una vez que el algoritmo de subasta es aplicado al problema equivalente de 
asignación se obtiene un algoritmo de subasta p¿tra el problema original. 

El algoritmo de subasta es un método intuitivo que opera como una subasta 
verdadera, donde las personas que "compiten"por los objetos, aumentan los 
precios a éstos. El algoritmo de subasta se ejecuta muy bien en la teori a y en 
la práctica gracias a que es muy adecuado para la computación en paralelo. 

Después se desarrollará el algoritmo de subasta para el problema de asignación 
simétrico, es decir, cuando se tiene igual número de personas que de objetos. 
También se discutirá una alternativa del algoritmo de subasta, llamado subasta 
hacia atrás; esto es, en la subasta regular (hacia adelante) las personas ofrecen 
cantidades cada vez mayores por los objetos; en cambio en la subasta hacia 
atrás los objetos compiten por las personas disminuyendo sus precios. Se 



(leseribirá un algoritmo de subasta para (I prol)leina (le rutas más cortas. Se 
mostrará la extensión al problema de transporte. IP'inalmente, se disentirán los 
aspeelms eonwutaeionales del algoritmo de subasta, incluyendo resultados en 
paralelo. 
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Capítulo 1 

Problema de asignación 

El problema de asignación es de gran importancia en muchos contextos prácti-
cos, pero también es (le gran importancia teórica a pesar de su sencillez, in-
corpora una estructura fundamental de programación lineal. El problema de 
asignación ha servido como un punto de partida conveniente para otros algorit-
mos importantes de programación lineal. Por ejemplo, el método primal-dual 
fue motivado y desarrollado por el método Húngaro, el primer método espe-
cializado para resolver el problema de asignación. 

Algunos ejemplos prácticos del problema de asignación son asignar trabajado-
res a empleos, tareas a máquinas, etcétera. También hay situaciones donde 
el problema de asignación aparece como un subproblema para resolver otros 
problemas de optimización, como son el problema de ruta más corta y el pro-
blema de transporte entre otros. 

Supóngase que se tienen n personas y un objetos. Si la persona i es asignada al 
objeto j, se tiene un beneficio 	Se desea encontrar el beneficio máximo de 
asignar las personas a los objetos. En cada solución factible las variables 
sólo pueden tomar el valor 0 o 1; si 	= 1 significa que la persona i ha sido 
asignada al objeto j, y 	O indica que la persona i no está asignada al ob- 
jeto j, la restricción que existe en este tipo de problemas es que a cada persona 
se le asignará un sólo objeto, y a cada ,ljeto se le asignará una sola persona. 
Matemáticamente. se quiere encontrar un conjunto de parejas, persona-objeto 

...,(n, j„), tal que los objetos ji  , 	j„ sean todos distintos, y el beneficio 
total El`...1  ají, sea máximo. 
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Una  condición necesaria y suficiente para que el problema de asignación tenga 
solución, es que sea simíqxico: es decir, cuando 111 = 11. Si ln > u. se piledvil 
agregar lo — 11 objetos, Con CoStO Cero. Si 111 < u, se agregan n — In personas. 

Se puede formular el problema de asignación como un problema lineal: 

	

7t 	tt 

maximizar 

s,ljeto 
tt 

E 	1, 	f1 	i = 1, ..,71. 	 (1.1) 
.1=1 

11 

Ea,„ 1, 

	

O < xij < I , 	= 1, ..., n 

En forma matricial, el problema (le asignación resulta: 

Maximizar ax 
Sujeta a Ax = 1 

	

cij 	= 00 1 	t,' 	I, ...,n 

	

en donde x = (X11, ...1 xno •••1 117/19 	X/1/4)1 9 y A es una matriz 2n x 7i2  cuya co- 
lumna (i, j) es Aij  = ei+e„4..i donde ci y 	son los vectores unitarios con unos 
en la i-ésima y la (n -}-D-ésima posición, respectivamente, pailt i,j = I, 2, ..., n. 

La matriz A, con dimensión 271 x 7/. 2, tiene la siguiente forma especial: 

112 	C011111111aS 

1 	0 	... 	o 
0 	1 ... 0 

A= : • . 211 renglones 

0 0 ... 
\ I 	I ... I / 

en donde 1 es un n-vector renglón de componentes todos iguales a 1; e I es 
una matriz identidad de 71 X u. La matriz A es la que le da al problema de 
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asignación una estructura, especial, en efecto, la matriz A tiene la propiedad 
de unimodularidad total. 

La matriz A es tota/mcnic uninunidor si (d determinante de cualquier sub-
matriz cuadrada (le ella tiene valor —1, O o +1. En el caso de la matriz (le 
asignación, puesto que todos sus elementos son 0 o 1, cada subrnatriz de 1 x 1 
tiene valor O o I. Además cualquier submatriz de 2n2  tiene determinante de 
valor O pues el rango de A es 2n — I. Sólo falta demostrar que cualquier sub-
matriz de k x k con (1 < k < 2n) tiene la propiedad requerida. 

Sea A k  cualquier submatriz (le dimensión k x k de A. Se debe probar que 
det /1.k  = ±1 u O. Por inducción sobre k supóngase que la propiedad es 

cierta para Ak _ i  (se sabe que es cierto para A1  ). Tomando en cuenta que cada 
columna de A h  tiene, ya sea ningún 1, sólo un I, o dos I.s, se tiene que, si 
ninguna columna de Ak  tiene 11.s, entonces det A k  = O. Si cada columna de 
A k  tiene dos P.s, entonces uno de los l's está en un renglón origen y el otro 1 
está en un renglón destino; en este caso, la suma de los renglones origen de A k  
es igual a la suma de los renglones destino de Ah; por lo tanto, los renglones de 
A h  son linealmente dependientes y det A k  = O. Finalmente, si alguna columna 
de A k  tiene sólo un 1, entonces expandiendo det Ah  en los menores de esa 
columna se obtiene: 

det Ah  = f det 

en donde A k _)  es una submatTiz (k 1) x (k — 1). Pero, por la hipótesis de 
inducción, det A k_1  = ±1 o O. Por lo tanto, la propiedad se cumple para Ah, 
lo cual demuestra el resultado. 

Aplicando la propiedad de unimodularidad total de A, se tiene que una solución 
básica factible del problema de asignación, con la restricción xo = O o 1 
reemplazada por ;ro > O será toda entera. Además, por las restricciones 
ninguna xo  puede ser mayor que 1. Por lo tanto, todas las xo serán O o 
1 en una solución óptima del problema lineal. Esto permite reemplazar las 
restricciones xo = O o 1 por la. restricción xo > O. Así se obtiene: 

Maximizar ax 
Sujeta a 	1 

> 	O i, j =1,...,11 

Puesto que el problema de asignación es un caso especial del problema de trans-
porte, se puede resolver como si fuera uno de estos, pero sería muy ineficiente 
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resolver este tipo de problemas, 1)01' medio del método simplex o por medio del 
método de transporte. Se explotara la esti.' 1 t lira especial del problema de asig-
nación para obtener un algoritmo más eficiente, que es el algoritmo de subasta. 

Otra propiedad importante del problema de asignación es que se puede repre-
sentar por una gráfica bipartita, como se muestra en la figura 1. Hay 2n nodos 
divididos en dos grupos: uno que corresponde ata personas y el otro a los n 

objetos. También, para cada (i,j), i,j = 	..., n , hay un arco que conecta a 
la persona i con el objeto j. En términos de problemas de redes, la variable 
;ro  se refiere al flujo del arco (i,j). La restricción rir...1 	= 1, indica que la 
salida total de flujo del nodo i debe ser igual a I , lo cual se puede ver como el 
requerimiento del nodo. Similarmente la restricción Er 	= 1, indica. que la. 
entrada total de flujo del nodo j debe ser igual a 1, lo cual se puede ver como 
la demanda del nodo. 

Personas 	Objetos 

Fig. 1. Problema de asignación 



1.1 Dualidad 

Si el problema primal de asignación es: 

71 	11 

maximiza.. Z = 

sujeto a 
71 

E 1,  i j < 	= 1, ..., n 	 (1.2) 

{ X = 	

Il 

3:ji 1 E Xii = 
i=1 

O < 

Sea X un conjunto dado por: 

E = 1, 	V 	i = 1,...n 

< 	1, 	V 	:,j =1,...,n, 

}
,..., n; xii  > O y xii  entero para i, j = 1, ..., n 

entonces se puede reescribir el problema de asignación de la siguiente manera: 

11 	il 

Maximizar Z - = E E aii.ri j  
i=1 j=1 

sujeto a 

E 	< 1, 	d ./ = 1,...,n 	 (1.3) 

x E X 

Utilizando la definición (le dualidad no lineal se tiene que el problema dual 
está dado por: 

Minimizar q(p) 
Sujeto a 	7)15_ O 

donde p es el vector de precios de los objetos, y 

(1.4) 

{ 

II 	71 

q(p) = sup E E aiixii  + pi  (1 —x11  — ... — xh,) + ... -1- p„( 1 — X21 - .„ - x2,1) 
xEX 	i,.1  j=1  
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Factorizando a iro  se tiene: 

?I 	/1 	 71 {11 	71 

q(p) = sup E E ,,,,,,i;  + E p., — E 
TEN 	i., J., 	1=1 	i=, 1=1 }

3:OP.i 

Il 

	

{

71 	7i 

q(p) = si, E pi  + E E ( a ii  - pi  )S ij  

j'EX j=1 	i=1 i=1 

COMO rj1=1  pi eS 1111/1 constante, puede salir del supremo y la l'unción q(p) 
quedará: 

R 7/ 

(1(P) = E pj + stip E 

C01110 X VS 1111 conjunto finito, el supremo es igual al máximo, entonces 

	

n 	11 

q(p) = E 11 j  + max 	E(aii  — 
xex i=1 J=1 

como el máximo de la, sunut es igual ít la suma ole los máximos, se puede escribir 
a (J(7)) como sigue: 

11 	 71 	11 

q(p) = E pi + E E ax{a;j  — pi  }x 
J=1 	i=1 J=1 'Ex  

como xij  sólo puede ser 1 o O, si se quitan todas las 	= O, es decir, se 
encuentra el máximo de los objetos j que pueden ser asignados con la persona 
i, entonces se tiene que: 

11 

q(p) = E— pi} + E p, 
i=1 	 j=1 

(1.5) 

entonces la condición de holgura complementaria para una asignación 8 (no 
necesariamente completa) y un vector (le precios p, se puede escribir como 
sigue: 

— 	= 	— pj }, 	V (i,j) E 8 	 (1.6) 

Esto quiere decir que el objeto j tiene 1111 precio pi , y la persona que sea asig-
nada al objeto j debe pagar el precio pj. El valor neto del objeto j para la 
persona i es (Lo— pj, pero la persona i. lógicamente quiere ser asignada a un 



Objeto ji  con valor máximo. 

Se demuestra miís adelante, en la proposicitín 1, que una condición necesaria 
y suficiente para que S y p sean la, solución primal y dual óptima es que S 
sea completa y que S y p satisfagan la condición (le holgura, complemetaria 
(11(;) 1.6; el nombre. viene (le la terminología estándar de programación lineal. 
Así para una asignación óptima, cada persona es asignada al objeto (pie le 
dé el máximo beneficio. 

Proposición 1. Si una asignación factible y un conjunto de precios satisfacen 
la condición de holgura complementaria 1.6 para todas las personas i, entonces 
la asignación es óptima y los precios son una solución óptima del siguiente 
problema: 

{11 	 11 

Mili 	E maxlaii  — pi} + E pi 
i.i 

llamado problema dual. Además, el beneficio de la asignación es óptimo y es 
igual al óptimo del problema dual. 

Demostración: El costo total de cualquier asignación factible {(i, ki) 1 i = 
1, ..., n} satisface: 

11 	 I/ 

E 	< E max{ — pi} + E pi  
.J=1 

ya que por dualidad se tiene que: 

Z(r) < q(P) 

para cualquier par de soluciones factibles. Por otra parte, dada una asignación 
y un conjunto de precios denotados por {(i, ji) 	i = 1, ..., n} y {pi I 	= 
1, ..., n}, respectivamente, que satisfagan la condición 	se tiene: 

- 	= 	-71.1}, 	i = 1, ..., n 

sumando sobre todas las i se tiene que: 

11 	 /1 

E 	= E (inaxlaii  — 	. 
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Por lo tanto, la asignación {(i, jd I i = 1, 	n} obtiene el máximo del lado 
izquierdo y es óptima, para el problema primal; mientras que, {pi  I j 
obtiene el mínimo del lado derecho y es óptima para el problema dual, además 
los dos valores óptimos son iguales. Q.E.D. 
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Capítulo 2 

Asignación utilizando el 
algoritmo ingenuo de subasta 

En ('1 problema clásico de asignación simétrico hay 77 personas y u objetos 
relacionados uno a uno. Hay un beneficio 	que une cada persona 1: con cada 
objeto j, y se quiere asignar personas a objetos de tal manera que se maximice 
el beneficio. 

Una asignación significa un conjunto S de parejas persona-objeto (i, j), tal que, 
cada persona i y cada objeto j están implicados a lo más en una pareja de 
S. Si el número de parejas en S es u, lo cual significa que todas las personas 
han sido involucradas en una asignación, se dice que S es factible; de otra 
manera S no es factible. Se busca una asignación factible (un conjunto de 
parejas (1, 	(u, j„) persona-objeto, tal que los objetos jl , ...j„ sean todos 
distintos), la óptima será la que maximice el beneficio total El`...1  

2.1 Algoritmo ingenuo de subasta 

Se considera un proceso natural (como una subasta de obras de arte) para 
hallar una asignación y un vector de precios que cumplan ciertas condiciones 
de equilibrio que serán llamadas de holgura completnetaria. Se llamará a es-
te proceso el algoritmo ingenuo de subasta porque tiene el defecto de que en 
algunas ocasiones no converge. En el capítulo tres se dará una condición de 
convergencia que soluciona el problema. 
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El algoritmo de subasta ingenuo trabaja en iteraciones y genera una secuencia 
(le precios y asignaciones parciales, los precios se van incrementando con las 
ofertas (pie hacen las personas por sus objetos preferidos. Por una asignación 
parcial, se quiere decir que se tiene una asignación donde no todas las personas 
han sido asignadas a los objetos. Una asignación parcial puede ser diferente 
de una asignación completa, pues no ncesariamente se tienen las mismas las 
parejas persona-objeto que se tenian en la asignación parcial. Al iwincipio de 
cada iteración, la condición de II(', (ve. 1.6): 

— 	= 	— pi} 

se satisface para, todas las parejas (1, j; ) de la asignación. Si todas las personas 
son asignadas, el algoritmo termina. De otra manera el subconjunto no vacío 
/ de personas no asignadas es selle lunado para la siguiente iteración. 

Algoritmo de subasta ingenuo 

En cada una de las fases que se mencionan a continuación, se denota con / el 
conjunto no vacío (le personas no asignadas: 

Fase de oferta: Cada persona i E ¡ halla un objeto ji que hace 
que el valor de la oferta sea máximo esto es, 

arg 	— pi} 
3 

y entonces: 

(a) la persona i, se asigna al mejor objeto ji ; la persona que fue 
asignada al objeto j; al principio (le la iteración (si existe), 
ahora no esta asignada; 

(b) el Precio de es pi, +7i, donde 'y; es el incremento de la oferta; 

calcúlese. 

'Y; 

donde vi, es el valor del mejor objeto para el cual la persona i quiere 
ser asignada, y está dado por: 

= max{aii — pi} 	 (2.1) 
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y wi  es el valor del segundo mejor objeto y es: 

coi  = max 	— pj  } 
J. 

(2.2) 

(Si ji es el único objeto en 	se define coi  como -Co compit-

tacionalmente, como un Illllllei•l) que sea mucho más pequeño opte 

Fase de Asignación: Cada objeto j opte se selecciona como el 

mejor objeto de un subconjunto no vacío) P(j) de personas en 1, 

determina la mejor oferta: 

= al•g max 
iEP(j) 

El algoritmo continúa con una secuencia (le iteraciones hasta que 
todas las personas tengan un objeto asignado. 

(Nótese que pi, se incrementa, entonces el valor 	— pj, que ofrece el objeto 

ji  por la persona i se decrementa, es el incremento más grande por el cual 
pi, se puede incrementar, de esta manera se mantiene la propiedad de que ji  

ofrece el valor• máximo por 

yi  no puede ser negativo, ya que vi  > coi (compare 2.1 y 2.2), así los precios de 

los objetos tienden a incrementarse. En realidad, cuando i es la única oferta, 
es el mayor incremento, para el cual la condición de lie se mantiene, teniendo) 

la asignación de i con su objeto preferido. Tal como en una subasta verdadera 
se incrementa la oferta y el precio crece, lo cual estimula la competencia. 

Nótese también que hay una libertad en elegir el subconjunto / de personas 
no asignadas durante la iteración de la oferta. Una posibilidad es considerar 
el conjunto 1 con una sola persona no asignada. A esto se le conoce como la 

versión de Gauss-Scidel porque es similar a los métodos de Ganss-Scidel para 

resolver sistemas (le «l'aciones no lineales, usualmente los mejores trabajos 
en serie, en un ambiente computacional. Si / consiste de todas las personas 
no asignadas, es más eficiente resolverlo en forma paralela. Esto es conocido 

como la versión de Jacobi; a causa de su semejanza con los métodos de Jacobi 

para solucionar sistemas de ecuaciones no lineales. 
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Ejemplo 1 

Encontrar una asignación por medio del algoritmo de subasta ingenuo, para el 
siguiente problema de asignación: 

Personas 	Objetos 

Fig. 2. Problema de asignación 

El problema de asignación se puede representar en forma matricial, donde cada 
renglón representa a cada una (le las personas y las columnas a cada uno de 
los objetos; el vector de precios inicial es el vector nulo. 

personas 

objetos 
1 2 3 4 

( 1 	55 84 78 67 
2 	:39 48 17 76 
3 	73 32 31 100 
4 	42 61 35 19 

Vector de precios (O, O, 0, O) 

Versión Gauss-Scidel. Para cada una de las personas se cálcula el max{aii — 

pi}, la representación matricial de la primera, asignación parcial se muestra a 
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continua(itín: 

objetos 

1 	2 	:1 	1 
( 1 	55 84* 78 67 

2 	39 48 17 76* 
3 	73 32 31 100 
4 	42 61 35 19 

  

  

= 100 
= 73 

= 27 
1) VISO' I a ti 

w3 

   

Vector de precios (O, 0, 0, 27) 

I,a persona 3 no es asignada porqiu, su objeto preferido ya fue asignado; por lo 
tanto, hace una oferta -y3  = 27, por el objeto 4 y al hacer esta oferta la persona 
2 que tenía el objeto 4 ahora no está asignada: 

objetos 
1 	2 	:1 	4 

( 	

) 

1 	55 84 78* 67 	 111  = 61 
2 	39 48 17 76 	 w,1,1  = 42 
3 	73 32 31 100* 1,1  = 19 
4 	42 61 35 19 

Vector de precios (0,19, 0, 27) 

La persona 4 hace la oferta -y,'  = 19 por el objeto 2, y al hacer esta oferta la 
persona 1 que tenía el objeto 2 ahora no está asignada: 

objetos 
1 2 3 4 

1 	55 84 78 67 	 vi = 78 
2 	39 48 17 76 	 co l  = 65 
3 	73 32 31 100* 	 11 = 13 
4 	42 61* 35 19 

Vector de precios (O, 19, 13, 27) 

La persona 1 hace la oferta 	= 13 por el objeto 3. 

objetos 
I 	2 	3 	4 

1 	55 84 78* 67 	 = 49 
2 	39 48 17 76 	 c,./2  = :39 

perS011 aS 	
3 	73 32 31 100* 	 '72 = 10 
4 	42 61* 35 19 

Vector de precios (0, 19, 13,37) 

17 

p e 1'8011 aS 

personas 



La persona 2 hace la oferta 11 .,_.- 10 por el objeto  4. 

perti011 ati 

I 
2 
3 

1 

1 
/ 55 

39 
73 

\ 42 

oh jet os 

2 	3 
81 	78' 
48 	17 
:32 	31 
61* 	35 

.1 
67 
76* 
100 
19 

	

//3 	= 

	

coa 	= 
= 

Vector de precios 

73 
63 
10 

(10,19, 

La persona 3 hace la, oferta 13  = 10 por el objeto 1. 

13,37) 

 

objetos 
1 	2 	3 	4 

1 	/ 55 	84 78* 67 
2 	39 48 17 76* 
3 	73* 32 :31 100 
4 	42 61* 35 19 

 

perti011ati 

 

  

Pin, todas las personas tienen asignado un objeto. 

La asignación total 

S= «1,3),(2,1),(3,1),(1,21} 

y el vector de precios 

p = (10, 19, 13, 37) 

satisfacen la condición de holgura complernentaria, 

1L 

E(lo  = E niltx{iiii 	+ E pi  

	

(imEs 	i=1 	 3=1 

	

78 -I- 76 -I- 73 -I- 61 	= (65 -I- 39 -I- 63 +42) + (10 + 19 + 1:3+ 37) 
288 = 288 

por lo tanto, S es una asignacion óptima. 
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Versión ,lacobi. Para, cada una (le las personas se calcula el max{a ii  — pi}, la. 
representación 'marida] de la primera asignación parcial se muestra il conti-
nuación: 

el*S01 I a S 

1 
2 
3 
4 

( 
1 
55 
39 
73 
4 2 

objetos 
2 	:3 

84* 	78 
48 	17 
:32 	31 
61 	35 

4 
67 
76 
100 
19 

P3 

u../3  
-y3  

= 

= 
= 

100  
73 
27 

v.1  
0.,,i  
Ti  

= 
= 
= 

61 
42 
19 

Vector de precios (0,19,0,27) 

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por lo 
tanto, hace una oferta -y3  = 27, por el objeto 4 y al hacer esta oferta la persona 
2 que tenía el objeto 4 ahora no esta asignada. La persona 4 que tampoco 
ha sido asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, hace una oferta 

= 19, por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona 1 que tenía el objeto 
2 ahora no esta asignada. 

1)(113011 il,S 

1 
2 
3 
4 

( 
1 
55 
:39 
73 
42 

objetos 
2 	3 
84 	78 
48 	17 
:32 	31 
61* 	35 

4 
67 
76 

100* 
19 

rh 
wl  

= 
= 

78 
65 
13  

v2  
w2  

72 

= 
= 
= 

49 
39 
10 

Vector de precios (0,.19,13,:37) 

La persona 1 hace la oferta yi = 13 por el objeto 3, y la persona 2 hace una 
oferta 72  = 10 por el objeto 4 

personas 

I 
2 
:3 
4 

1 
55 
:39 
73 

( 42 

objetos 
2 	3 
84 	78* 
48 	17 
:32 	31 
61* 	35 

4 
67 
76* 
100 
19 

v3 = 
w3  = 
73 	= 

Vector de precios 

73 
6:3 
10 

(10,19,13,37) 
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La persona 3 hace la oferta ')a = 10 por el objeto 1. 

 

objetos 

1 	2 	3 	4 
1 	/ 55 84 78* 67 
2 	39 48 17 76* 
3 	7:r 32 31 100 
4 	\ 42 61.  35 19 

personas 

 

Fin, todas las personas tienen asignado un objeto. 

La asignación total 

= «1,3),(2,4),(3,1), (/1,211 

y el vector de precios 
p = (10, 19, 13, 37) 

satisfacen la condición de holgura complementaria, 

IL 

E(ti;  = E max{‹,„ 	-- E pi 
(i,J)Es 	i=1 3 

78 + 76 + 73 + 	= (65 + 39 + + 4.2) + (10 + 19 + 13 + 37) 
288 = 288 

por lo tanto, S es una asignado') óptima. 

Desafortunadamente, el algoritmo ingenuo de subasta no siempre trabaja bien. 
La dificultad se presenta cuando  el incremento ryi  es cero; es decir, más de un 
postor i ofrece el valor máximo por el misino objeto. Esta situación se crea 
cuando varias personas compiten por un número muy pequeño de objetos igual-
mente deseables sin aumentar sus precios, de esta manera se crea un ciclo que 
nunca termina. Ver el ejemplo 2. 

Ejemplo 2 

Sea ajJ  = e > O para toda (i, j) con i = 1,2,3; y j = 1,2; y aiJ = O para toda 
(i, j) con i = 1, 2,3 y j = 3. Encontrar una asignación por medio del algoritmo 
ingenuo de subasta. 
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Personas 	Objetos 

Precio 
inktal 

Pirrin 
inirifil a 

Fig. 3. Probbna dr asignación 

El problema de asignación se puede representar en forma matricial, donde cada 
renglón representa a cada una de las personas y las columnas a cada uno de 
los objetos, el vector de precios inicial es el vector nulo. 

 

objetos 
1 2 3 
e e O 
e e O 
e e (1 

Vector de precios (O, O, O) 
personas 

   

Para cada una de las personas se cálenla el maxlaii — 10, que se denota por 
e,*, la representación matricial se muestra a continuación: 

objetos 

personas 2 
3 

1 	2 	3 
( e* 	e 	0 

e 	e* 	O  
e 	e 	O ) 

1/3 

úJ3 
= 

= 
:=.• 

e 
e 
0 

Vector de precios (0, 0, 0) 

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por lo 
tanto, hace una oferta 	= 0, por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona 
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2 que tenía. el objeto 2 altura no esta asignada. 

  

objetos 
1 2 3 

( 

e' e O 
e e O 
e e.  O 

2 = e 

cut = e 

71 = O 
Vector de precios (0,0,0) 

personas 
3 

 

La persona 2 hace la oferta 72  = O por el objeto I. Con lo cual se regresa a. 
la asignación que se tenia en la primera iteración, y el vector de precios no ha 
sido modificado 

objetos 
1 2 3 

1 e* e O /./3  = e 
personas 2 t 

( 
e* O (.03 = e 

3 e ( O 73 = O 
Vector de precios (O, O, 0) 

Aquí se ve, como el algoritmo de subasta ingenuo puede caer en un ciclo infi-
nito para un problema con tres personas y tres objetos. El algoritmo tiene un 
ciclo entre la persona 2 y 3 que alternativamente ofrecen por el objeto 2 sin 
cambiar el precio, además estas personas prefieren de igual manera el objeto 
1 y 2, (-y = 0). La situación es semajente si en la primera iteración la persona 
3 ofrece una oferta por el objeto 1. 

Para romper tal ciclo se introduce una modificación, motivada por subastas 
verdaderas, donde cada oferta debe aumentar el precio del objeto por un in-
cremento mínimo positivo. En particular, se lija un escalar positivo, y se dice 
que una asignación y un vector de precios 7)  satisface (-holgura complementaria. 
(e-11C) si 

— Pi, 	max{aii  pi} — t 

para todas las parejas 	ji) asignadas. En otras palabras, se satisface c-HC, 
si todas las personas fueran asignadas a objetos que están a t: de ser los mejores. 

Se reformulará, el proceso de subasta hacia adelante, para que el incremento 

de la oferta sea al menos igual a (. El método resultante, es el mismo que el 
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algoritmo de subasta ingenuo, excepto que el incremento de la oferta -Ti  ahora 
es: 

= 	— coi 	 (2.3) 

Con esto, la condición t-11(' se satisface. El incremento particular 	= 
— 	+ ( usado en (q algoritmo de subasta es la cantidad máxima con esta 

propiedad. incrementos más pequeños 	también trabajarían, ya que -y;  > t, 
pero se usará el incremento más grande posible para acelerar el algoritmo. 
Siendo consistentes con la experiencia (le su)astas verdaderas se sabe que se 

termina más rápido cuando la oferta es grande.. 

Para el (aso de un problema completamente denso, hay que tener en cuenta 
que si un objeto recibe una oferta en k iteraciones, su precio debe exceder el 
precio inicial por lo menos en kt. Así, para k suficientemente grande, el objeto 
será bastante caro para ser juzgado como "inferior" y existe un objeto que no 
ha recibido una oferta hasta este momento y sé vuelve más atractivo. Esto es, 
un objeto puede recibir una oferta un número límite de iteraciones mientras 
que otros objetos fijos no tiene todavía alguna oferta. En cambio, una vez que 
todos los objetos reciban al menos una oferta, termina la subasta. El ejemplo 
:3 muestra como el algoritmo de subasta basado en el incremento de ofertas 

= 	— 	c, supera el problema de ciclo del ejemplo 2. 

Cuando el algoritmo de subasta termina, se tiene una asignación que satisface 
(-1-  C, pero, ¿,es óptima?. La respuesta aquí depende del tamaño de (. En una 
subasta verdadera un postor prudente no colocará una oferta excesiva para 
poder ganar el objeto por un precio inecesariamente alto. Se puede mostrar 
que si es pequeño, entonces la asignación final será también "óptima". En 
particular, se muestra que el beneficio total de la asignación está a nc de ser 
óptimo. 

La idea es, que una asignación factible y un conjunto de precios que satisfagan 
(-1-IC se pueden ver como un problema que satisface I-10 (y son, por lo tanto 
primal y dual respectivamente), con una diferencia pequeña, todos los costos 
aij son los mismos, excepto por el costo de las n parejas asignadas, las cuales 
son modificadas por no más que (. 
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Preso  

= 

Predio 
tutela!, tl 

Ejemplo 3 

Sea (ti.)  = e > O para toda (i, j)  con i = 1,2,3; y j = 1,2; y ao = O para 
toda (i,j) con i = 1,2,3; y j = 3. Encontrar tina asignación por medio dd 
algoritmo de subasta 

Personas 	Objetos 

Fig. 4. Problema de asignación 

Representando el problema (le asignación en forma matricial, donde cada 
renglón representa a cada una de las personas y las columnas a cada uno 
de los objetos y el vector de precios inicial es el vector nulo, se tiene: 

objetos 
1 2 3 

	

1 	e 	e O 	Vector de precios (0, 0, 0) 

	

personas 2 	e e O 

	

3 	e e O 

Para cada una de las personas se calcula el max{aii  — pi }, que se denota por 
e*, la representación 'marida] se muestra a conti»uación: 

objetos 
1 2 

e 
3 
O v3  = e 

personas 2 e e* O coa = e 
3 e e O y3 = 	t 

Vector de precios (O, ( ,(1) 

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por lo 
tanto, hace una oferta -y = por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona 
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2 que tenía el objeto 2 ahora no esta asignada. 

objetos 
I 2 3 

e O 1)2 = 
personas 2 c e O (-02 = e — 

3 e e" O = 2c 
Vector de precios (2t, O) 

La persona 2 hace la oferta 	= 2c por el objeto 1, la persona I que tenía el 
objeto 1 ahora no esta asignada. 

Objetos 
1 	2 3 

1 e 	c O = e — 
personas 2 e* 	e 

( 

O wl  = c 
3 r. 	e* O = 2c 

Vector de precios (2c, 3c, O) 

La persona 1 hace tina oferta ÍI = 2e por el objeto 2, Y así susesivamente, 
hasta llegar a la asignación. 

Aquí se muestra como el algoritmo de subasta supera el problema del ciclado 
que hay en el ejemplo 2, haciendo el incremento de la oferta por lo menos 
igual a c. Se muestra una serie de posibles ofertas y asignaciones generadas 
por el algoritmo de subasta, empezando con todos los precios iguales a O y con 
la asignación parcial «1, 1), (2, 2)}. En la última iteración, después que los 
precios de 1 y 2 exceden a e, el objeto 3 recibe una oferta y el algoritmo de 
subasta termina. 

Proposición 2. 1 Ina asignación factible que satisfaga (-He junto con un vec-
tor de precios está, a 7/c de una, existencia óptima. Además, el vector de precios 
está a i/c de ser una solución óptima del problema dual. 

Demostración: Sea A* una asignación óptima total de beneficios: 

A* max 	E (LH..., 
ki,i=1 	n 4/1,•,,, si i7Int 
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y sea D* el costo dual óptimo: 

{ I) 	= 	m in 	'5 . max.{ a ., --- pi } + E p„ p, ,=1,...,,, 	..- 	.i ,=, 	,=, 

Si {(i, Ji) i 	 es la. asignación dada que satisface la condición de 

junto con 1111 vector de precios 	se tiene: 

MaX{(Gi — 	— < 	— 

max{aii  pi} 	< 

Sumando esta relación sobre todas las i, se ve que: 

D" < E (,,,,,,x{%  _ fu + 	< E „„›, + < + 

Como se sabe que A* = 	, esto muestra que la asignación total de beneficios 

está, a no del valor óptimo A*, mientras que el costo dual de ji está a 

u( del costo dual óptimo. Q.E.D. 

11 
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Capítulo 3 

Algoritmo de subasta 

El algoritmo de subasta descrito antes, procede iterativamente y termina cuan-
do se obtiene una asignación factible. Al empezar a generar las iteraciones se 
tiene una asignación parcial .5' y un vector de precios 7) que satisfacen t-holgura 
complemet aria ((-11(%). 

— p; 	 pk ) — C. 	V 	j) E S 	(3.1) 

Al iniciar el algoritmo se puede usar el vector de precios p = (0,0, ..., 0) junto 
con una asignación vacía, los cuales satisfacen 	o bien, se puede empezar 
con una asignación parcial S que junto con el vector de precios p = (0, 0, ..., 0) 
también satisfagan 	por ejemplo se puede elegir a S de la. siguiente ma- 
nera, a cada persona i se le asigna el objeto ji 	arg maxilaii), el cual toma 
el valor máximo, solo si el objeto ji no ha sido asignado a otra persona. 

Algoritmo de Subasta hacia adelante 

Fase de oferta: Sea / un subconjunto no vacío de personas i que 
no están en la asignación parcial S. Para cada persona i E / : 

1. Encontrar al "mejor" objeto 	es decir el que tenga el valor 
máximo: 

= arg ntx{aij — pih 
J 

y el correspondiente valor 

11¡ = max{aii — 
	

(3.2) 
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encontrar el valor del segundo mejor oltjeto, es decir, 

max (Ii i•i  — p-} 	 (3.3) 

2, calcular la oferta de la personal dada por: 

141 = + 	+ = 	 (3.4) 

Se tiene esta situación cuando la persona i ofrece por el objeto 
y el Objeto ji recibe una oferta de la persona i. El algoritmo 

trabaja si la oferta tiene cualquier valor entre pj, --I- e y pi, + 
— 	(, pero tiende a trabajar más rápido si se escoge el 

máximo sobre todas las personas que hacen una oferta en la 
ec. 3.4. 

Fase de asignación: Para cada objeto j, sea P(j) el conjunto de 
personas de las cuales j recibe una oferta en la iteración durante 
la fase de oferta. Si /'(j) es no vacío, incrementar pi  por la oferta 
más alta, 

7)i  := max 	 (3.5) 
iErei) 

remover de la asignación parcial S cualquier pareja (i,j) (si j 
fue asignada a alguna i), y agregar a S la pareja (ii,j), donde 

es una persona en P(j) que obtiene el máximo ya mencionado. 

Durante tina iteración, los objetos cuyos precios fueron cambiados, son aquellos 
que recibieron una oferta durante la iteración. Cada precio involucrado se 
incrementa por lo menos en e, note que de la ecuación 3.2 a la 3.4 se tiene que: 

= 	— Ctlj 	> (L — 	= p j i  

así cada oferta por un objeto, incluye la ganancia de la oferta que excede al 
precio del objeto actual por lo menos en e. Al final de la iteración se tiene 
que una nueva asignación es diferente a la anterior, porque cada. objeto que 
recibe una oferta, ahora es asignado a una persona que no estaba asignada al 
principio de la iteración. Sin embargo, al final de la iteración, la asignación no 
necesita tener más parejas que al principio de la iteración, porque es posible 
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(pte todos los objetos que recibieron una oferta estuvieron asignados al princi-
pio de la iteración. 

El escoger el incremento de la oferta 	— 	( para cada persona Z, ee. 3,4, 

permite que el algoritmo mantenga la condición (-H(%, como se muestra en la 
siguiente proposición ((le hecho se puede ver que es el incremento más grande 

para el cual se mantiene). 

Proposición 3. El algoritmo de subasta mantiene la condición (-11C durante 
toda la ejecución; esto es, si la asignación y el vector (le precios disponibles al 
principio de una iteración satisfacen E-HC, también se satisface para la asig-

nación y para el vector de precios obtenidos al final de la iteración, 

Demostración: Supóngase que el objeto j" recibe una oferta de la persona 

i y que fué asignado a i durante la iteración. Sean pi y 	los precios de los 
objetos antes y después de la fase de asignación respectivamente. Entonces se 
tiene, (ver 3.4 y 3.5): 

usando esta ecuación, se tiene: 

iis 	1); . = j — {(ij — pi} — e 
3, Mi* 

si pi  > Pi para toda j, esta ecuación implica que: 

1 — pr  ,.. — !mela • • — . 1  — t • J (3.6) 

lo cual muestra que la condición t-HC 3.1 se mantiene después de la fase (le 
asignación durante la iteración, para todas las parejas 	j") que entran a la, 
asignación durante la iteración, 

Se considera también cualquier pareja ji que .pertenece a la asignación an-
tes y después de la iteración. Entonces j* no debe haber recibido una oferta 

durante la iteración, así p'is = pi.. Además, la ve. 3.6 tiene en cuenta la 

condición t-lie 3.1 que mantuvo antes de la iteración y de hecho, = pi para 
toda j. Así, la condición t-Ile se matiene para todas las parejas 	j*) que 

pertenecen a la asignación después de la iteración. Q.E.D, 
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Se present ará ahora algunas consil‘raciones que llevarán a demostrar que el 
algoritmo converge, se supone que los costos u ii  son todos enteros; (si 	es 
un número racional, se puede transformar a un entero por una nuiltipli('.ación 
con un número apropiado). Entonces el beneficio total de cualquier asignación 
es entero. De este modo si m < 1, cualquier asignación completa que está a 
nt de ser óptima debe set' óptima si t < 1 /n y los beneficios 	son todos 
enteros, entonces la asignación obtenida en términos del algoritmo de subasta 
es óptilna. Se afirma este resultado con la siguiente proposición. La prticba se 
basa en los siguientes puntos: 

(a) Una vez que 1111 objeto es asignado permanece asignado durante el resto 
del algoritmo; además siempre existe un objeto que nunca ha sido asig-
nado con el mismo precio inicial excepto al final del algoritmo. La razón 
es que la fase de oferta y de asignación pueden provocar una reasigna-
ción de un objeto que ya está asignado a otra persona diferente, pero no 
puede pasar que el objeto ya no quede asignado. 

(b) (jada iteración en la que 1111 objeto recibe una oferta, su precio se incre-
menta por lo menos en i, ver 3.4 y :3.5. Además, si el objeto recibe una 
oferta un número infinito de veces su precio se incmnenta a co. 

(c) En cada una de las n ofertas hechas por la persona i, el escalar vi  definido 
por la ecuación: 

= max{nii  — pi ) 	 (3.7) 

se disminuye por lo menos en t. La razón es que una oferta por una 
persona i disminuye a vi  por lo menos en t, o bien, vi  no cambia porque 
hay más de un objeto j que consigue el máximo en la ec. 3.7. Sin 
embargo, en el último caso, el precio del objeto ji  que recibe la oferta se 
incrementará por lo menos en c, y el objeto ji no recibirá ninguna otra 
oferta por la persona i hasta que vi disminuya por lo menos en c.. La 
conclusión es que si la persona, i ofrece un número infinito de veces, vi  

debe tender a -oo. 

Proposición 4. Si existe al menos una asignación factible, el algoritmo de 
subasta termina con una asignación factible que está a nt de ser óptima (y es 
óptima si los datos del problema son enteros y t < 1/n). 
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Demostración: Como se tiene una gráfica completa, sí existe una asigna-
ción factible. La. demostración será por contradicción. Si nunca terinina, el 
subconjunto J de objetos que recibieron un número infinito de ofertas es no 
vacío. También, el subconjunto de personas 1' que hace un número infinito 
(le ofertas es no vacío. Como se argumentó en (b) los precios (le los objetos 
en ../' deben tender a oo, mientras que en (e) se argumentó que los escalares 

— pi } tienden a -c)o, para todas las personas i E I', entonces 
las Personas que hacen un número infinito de ofertas las hacen sobre todos 
los objetos, ya que si no ofrecieran por algún objeto en particular, en algún 
momento este sería atractivo para las personas que ofrecen un número infinito 
de veces, pues el precio (le este objeto quedaría lijo y los precios de los demás 
objetos tienden a infinito, por lo tanto se tiene (pie: 

ij 	 .P"', 	V i E 	 (3.8) 

Esto quiere decir que todos los objetos objetos han pertenecido por lo menos 
una vez a alguna asignación parcial, considerando que una vez que un objeto 
es asignado, este permanece asignado durante el resto del algoritmo, se tiene 
que el número de objetos asignados es mayor al número de personas asignadas, 
lo cual contradice la existencia de una asignación factible, por lo tanto el al-
goritmo debe terminar. La asignación factible obtenida al terminar, satisface 
(-1-1C por la proposición :1 y por la proposición 1. La asignación está, a 1l( de 
ser óptima. Q.E.U. 

3.1 	Subasta hacia atrás 

En el algoritmo de subasta, las personas compiten por los objetos ofreciendo 
por ellos e incrementando el precio del mejor objeto. Como el problema de 
asignación es simétrico, es posible cambiar los papeles de las personas y ob-
jetos. A esto se le llama subasta hacia atrás donde los objetos compiten por 
personas esencialmente ofreciendo descuentos (bajar sus precios). 

Para describir este algoritmo se introduce una variable de beneficios Sri para 
cada persona i. El papel que juega el beneficio con las personas es análogo 
al papel que el precio juega con los objetos. Cuando los objetos bajan sus 
precios tienden a crecer los beneficios de las personas, así las personas que 
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aprovechan el Juego suelen aumentar los precios de los objetos. Se puede des-
cribir el algoritmo de subasta hacia atrás de dos maneras diferentes, una donde 
los objetos no asignados bajan sus precios tanto como sea posible para atraer 
a una persona sin violar t-1-1(., y otra donde los objetos no asignados escojen 111 

mejor persona y aumentan su beneficio tanto como sea posible sin violar (-11C. 
Por conveniencia analítica, S( tomara la segunda descripción, ya cine con esta 
clescripción, la subasta hacia adelante y hacia atrás serán matemáticamente 

eq u i Mentes. 

Considerando la siguiente condición (-11C para una asignación parcial S y un 

vector de beneficios ir 

— ir;  > nytx(ak, 	Irk } 	r, V (id) E S 	(3.9) 

Nótese la simetría de la condición (-He 3.9 usando los beneficios y la corres-
pondiente condición de holgura complementaria usando los precios como en 
la ec. 2.3. El algoritmo de subasta hacia atrás mantiene al principio de cada 
iteración una asignación parcial S y un vector de beneficios ir que satisface la 

condición (-IIC 3.9, y se termina cuando la asignación es factible. 

Al iniciar el algoritmo se puede usar el vector de beneficios ir = (0, 0, ..,, 0) 
junto con tina asignación vacía, los cuales satisfacen elle o bien, se puede 
empezar con una asignación parcial S que junto con el vector de beneficios 
ir = (0, 0, ..., 0) también satisfagan (-11C, por ejemplo se puede elegir a S de la 

siguiente manera, a cada objeto j se le asigna la persona ij = argmaxilaii), 
la cual toma el valor máximo solo si la persona í • no ha sido asignada a otro 
objeto. 

Algoritmo de Subasta hacia atrás 

Fase inicial: Sea ,/ un subconjunto no vacío de objetos j que no 

están asignados y pertenecen a la asignación parcial S. Para cada 

objeto j E .1: 

1. Hallar la. "mejor" persona íj, es decir la que tenga el valor 

máximo: 
zi = arg 	ir;) 
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y el valor correspondiente: 

	

= MaX aij — wij 	 (3.10) 

y hallar: 

coi = max 	— 	 (3.11) 

2. Gula objeto j E .1 ofrece por la persona i.i  un incremento 

bijj = 	 Cklj 	= 	— 	 (3.12) 

Fase de asignación: Para cada persona i que recibe por lo  

una oferta, incrementar Sri por la oferta más grande 

menos 

 

ir;  := max bii 	 (3.13) 
jeti(i) 

donde P(i) es el conjunto de objetos para el cual i recibe una ofer-

ta; remover de la asignación parcial S cualquier pareja (i, j) (si i 
fue asignada a algún j bajo S), y agregar a S la pareja j i ), donde 

ji  es un objeto en P(i) que consigue el valor máximo. 

Nótese que la subasta hacia atrás es idéntica, a la subasta hacia adelante con 

los papeles de personas y objetos intercambiados así como  los beneficios y pre-

cios. Para usar la correspondiente subasta hacia atrás se tiene la siguiente 

proposición: 

Propocición 5. Si existe por lo menos una asignación factible, el algoritmo 

de subasta hacia atrás termina con una asignación factible que está a n de 

ser óptima (y es óptima si los datos del problema son enteros y c < 1/n). La 

demostración es análoga a la del algoritmo de subasta hacia adelante. 

3.2 Combinación de la subasta hacia adelante 
y hacia atrás 

Una de las t'azónes por las que se está interesado en el algoritmo de subasta 

hacia atrás es construir un algoritmo que intercambie la subasta hacia adelante 
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y hacia atrás. De tal manera que los algoritmos simultáneamente mantengan 
un vector de precios p que satisface la condición t-lIC 2.3 y un vector (le be-
neficios 7r que satisface la condición (-11C 3.9. Por esta razón introduce una 
condición (-11C para la pareja (ir, p) 	la cual se verán implicadas las otras dos 
condiciones. Mantener esta condición es esencial para cambiar agraciadaniente 
entre la subasta hacia adelante y hacia atrás. 

Definición: Una asignación parcial S y una pareja (ir, p) satisface <-11(,' si 

+ pi  > 	— c , 	V 1,, j = 1, ..., n 	 (3.14) 

+ 
	

V (i,j) E S 	 (3.15) 

se tiene 1;1 siguiente proposición. 

Proposición 6. Supóngase que una asignación parcial junto con la pareja 
p) beneficio-precio satisfacen 	Entonces: 

(a) 8 y ir satisfacen la condición t-lie 

(ti;  — 	>nvtx{ak  — irk} — 	(i,j) E S 	(3.16) 

(b) 8 y p satisfacen la condición (-1-1C 

— pi > max{aik — pk} 	V (i,j) E 8 	(3.17) 
k 

(c) Si 8 es factible, entonces 8 está. a 71t, (le ser 1111a asignación óptima. 

Demostración: 

(a) Para toda (i, j) E 8, se tiene que pi = 	in, por la, ec. 3.15 y para toda 
(i, j) se tiene que pi  > aki — ir — ( por la desigualdad 3.14 lo cual implica 
que 	— ir; > aki — lrk — para todo k. Esto muestra la desigualdad 
3.16. 

(b) La prueba es la misma que en la parte (a) con los papeles de ir y p 

intercambiados. 

(c) lin la parte (b), la condición (-He 3.17 se satisface, por la proposición 
2, 5' está a n de la asignación óptima. Q.E.D. 
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Ahora se introducirá una combinación del algoritmo hacia adelante y hacia. 
atrás. El algoritmo mantiene al principio (le cada iteración una asignación 
parcial S y una pareja de beneficios / precios (ir, p) que satisfacen la condición 
c-1-le en 3.14 y en 3.15. Termina cuando la asignación es factible. Un mane-
ra común para inicializar el algoritmo tal que satisfaga la condición E-lle es 
tomar S vacío, elegir a p = (0, 0, ..., 0) arbitrariamente y elegir 7r como una 
función de p vía la relación 	= max (aik — pk} para cada persona i. 

Combinación de la subasta hacia adelante y hacia atrás 

Paso 1. (Ejecutar la subasta hacia adelante). Ejecutar va-
rias iteraciones del algoritmo de subasta hacia adelante (sujeto a 
la condición de terminación) y al linal de cada iteración, después 
de incrementar los precios de los objetos que reciben una oferta, 
calcular 

(3.18) ir= 	— 

para cada pareja persona-objeto (i, j) que entra a la asignación 
durante la iteración. Ir al paso 2. 

Paso 2. (Ejecutar la subasta hacia atrás). Ejecutar varias ite-
raciones del algoritmo de subastas hacia atrás (sujeto a la condición 
de terminación) y al final de cada iteración (después de incrementar 
los beneficios de las personas que reciben una oferta) calcular 

pi = 	— 7rjj 	 (3.19) 

para calla pareja persona-objeto 	j) que entra a la asignación 
durante la iteración. Ir al paso 1. 

Nótese que el gasto (overhead) adicional de combinar el algoritmo hacia ade-
lante con el algoritmo hacia atrás es mínimo; sólo se requiere una actualización 
de la. forma 3.18 ó 3.19 por iteración para cada objeto o persona (pie reciba 
una oferta durante la iteración. Una propiedad importante es que las actuali-
zaciones de 3.18 y 3.19 mantienen la condición c-hle 3.14 para la pareja (ir,  ,p), 
por lo tanto, por la proposición 6 se mantiene el requerimiento de la condición 
t-I-IC 3.16 y 3.17 para ir y p respectivamente. Esto se afirma en la siguiente 
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proposición. 

Proposición 7. Si la asignación y la pareja beneficio-precio disponible al em-
pezar una iteración, ya sea del algoritmo de subasta hacia adelante o hacia. 
atrás, satisfacen la condición (-11C 3.14, entonces también se satisface para la 
asignación y la pareja de beneficio-precio obtenida al final de la iteración (lado 
que la ve. 3.18 se usa para actualizar ir (en el raso de la, subasta hacia adelante) 
y la ec. 3.19 se usa para la actualización de p (en el ('.aso de subasta hacia, atrás), 

Demostración: Supóngase por definición que se inicia ron la subasta hacia 
adelante sea (7r, p) y (t, p) la pareja beneficio-precio, antes y después de la. 
iteración, inectivamente. Entonces fi;  > pi para toda j, la desigualdad es 
estricta si y sólo si j recibe una oferta durante la iteración. Por lo tanto, se 
tiene fr 	> (1j  — para toda (i,j) tal que 	= 	Además, se tiene que 

= 	pj = 	para toda (i, j) ya que pertenece a la asignación antes y 
después de la iteración, También al actualizar la ye. 3.18, se tiene ir-  i+ 	= 
para todas las parejas (i, ji) que entran a la asignación durante la iteración. 
La condición se mantiene para todas las personas i que someten una oferta y 
fueron asignadas al objeto ji  durante la iteración. 

zri  + fij > aij 	V j = 	 (3.20) 

Desde luego, para cada persona i se tiene por la ec. 3.4 que: 

= 	— max 	— pi} + í, 

lo cual implica que: 

= 	— 	> 	— 	— 	— — t, 	V j = 1, ..., 71. 

Esto muestra la relación 3.20 deseada. Q.E.D. 

Nótese que durante la subasta hacia adelante los precios pi de los objetos 
crecen, mientras que los beneficios ri disminuyen, pero pasa exactamente lo 
contrario en la subasta hacia atrás. Por ésta razón, la prueba de terminación 
usada para la subasta hacia adelante y hacia atrás no se aplica al método 
combinado. Desde luego, es posible construir ejemplos de problemas factibles 
donde al combinar el método nunca se termina si los cambios entre el algo-
ritmo hacia adelante y hacia atrás son hechos arbitrariamente, sin embargo, 
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es fácil garantizar que al combinar el algoritmo se termina linítamente para. 
un problema factible; es suficiente asegurarse de que se realicen "progresos 
irreversibles" antes de cambiar entre el algoritmo hacia adelante y hacia atrás, 
Una implementación fácil se obtiene al abstenerse de cambiar hasta que por lo 
menos una o nuís parejas de persona-objeto hayan sido agregadas a la asigna-
ción. 

De esta manera se puede cambiar a lo más (u — I) tiempos entre los pasos hacia 
adelante y hacia atrás del algoritmo. Para un problema factible, la subasta ha-
cia adelante y hacia atrás por sí ha garantizado una terminación finita, así en 
la iteración final se termina con una asignación factible satisfaciendo t-1-1C. El 
siguiente ejemplo muestra el 1150 del algoritmo de subasta combinado 

Ejemplo 4 

Encontrar una asignación por medio del algoritmo de subasta combinado, para 
el problema de asignación del ejemplo 1. 

7;111)ast i. hacia ¿tdelante 

Para cada una de las personas se cátenla el maxInii  — pi}, la. representación 
matricial de la primera asignación parcial se muestra a continuación: 

personas 

1 
2 
3 
4 

1 
55 
39 
73 
42 

objetos 
2 	3 

84* 	78 
48 	17 
32 	31 
61 	35 

4 
67 
76* 
100 
19 

u3  
w3  
-y3  

= 
= 
= 

100 
73 

27 + 1.  

ti4  
tal  
-y4  

= 
= 
= 

61 
42 

19 -1- 

Vector de precios (0, 0, 0, 0) 

Vector (le beneficios (84,76,0,0) 

La persona 3 no es asignada porque su objeto preferido ya fue asignado, por 

lo tanto, hace una oferta -y3  = 27 + c, por el objeto 4 y al hacer esta oferta 
la persona, 2 que tenía el objeto 4 ahora no esta asignada. La persona 4 que 
tampoco ha sido asignada porque su objeto preferido ya ftié asignado, hace 
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una oferta 7.1  = 19+ t, por el objeto 2 y al hacer esta oferta la persona 1 que 
tenía el objeto 2 ahora no esta asignada. 

peisonas 

1 
2 
3 
4 

( 
1 
55 
39 
73 
42 

objetos 
2 	3 
84 	78 
48 	17 
32 	31 
61* 	35 

4 

	

67 	\ 
76 

100* 

	

19 	/ 

vi  
wi  
-y i  

= 
= 
= 

78 
65 

13+ t 

v2  
w2  
72  

= 
= 
= 

49 
39 

10 + t 

	

Vector de precios 	(0, 19 + t, 0,27 --1- 

Vector de beneficios (84,7(i,73 — e, 42 — t) 

La persona 1 hace la oferta 	= 13 	t por el objeto 3, y la persona 2 hace 
una oferta -y2  = 10 + t por el objeto 4 

objetos 

personas 

1 
2 
3 
4 

( 
1 
55 
39 
73 
42 

2 
84 
48 
32 
61* 

3 
78* 
17 
31 
35 

4 
67 
76* 
100 
19 

uf 
CJI 

11 

= 	t- 
= 	t 

= 	t 

Vector de precios (0, 19 t, 13+ e, 37 + e) 

Vector de beneficios (65 — t, 39 — t, 73 — (,42 — 

Subasta hacia atrás 

El objeto 1 ofrece 7i  = <- por la persona 3 

personas 

objetos 
1 	2 	3 	4 

( 1 	55 84 78* 67 
2 	39 48 17 76* 
3 	73' 32 31 100 
4 	42 61* 35 19 

Vector de precios (0, 19 + t, 13 + e, 37 + 
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Vector de beneficios (65 — (,39 — <,73 — c,12 — 

Fin, todas las personas tienen asignado 1111 objeto. 

La asignación total 

S = 1(1,3),(2,1),(3,1),(4,2)) 

el vector de precios y el (le beneficios, son: 

p = (0,19 + t, 13 + t, 37 + (-) 

ir; = (65 — t, 39 — <, 73,42 — 

satisfacen la condición de holgura complementaria, 

tj  E Pi 	 a + 	Trt = E • • 
J=1 	 (imEs 

78 + 76 + 73 + 61 = 65 — + 39 — e + 73 + 42 — 
134-c-1-37 +i+ O +19 +t 

288 = 288 

por lo tanto, S es una asignacion óptima. 

La combinación del algoritmo de subasta hacia adelante y hacia atrás típi-
camente trabaja substancialmente más rápido que la versión hacia adelante, 
Parece ser menos afectado por el fenómeno de "la guerra de precios" que es 
provocada por la secuencia de pequeíios incrementos en los precios por un 
número de personas que ofrecen por un número pequeño de objetos. Las gue-
rras de precios que aún pueden ocurrir en el algoritmo combinado, surgen por 
problemas más complejos. Por ésta razón al combinar el algoritmo de subasta 
hacia adelante y hacia atrás depende menos de 1.111 factor de c para una buena 
ejecución. 
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Capítulo 4 

Problema de ruta más corta 

El Problema (le  ruta más corta es 1111 Problema clásico e importante de combi-
natoria que está implementado en muchos contextos. Dada una gráfica conexa 
dirigida (N, A) con nodos 1, ..., N, cada arco (i., j) E A tiene un costo o "longi- 
tud" 	asociado. La longitud de una ruta (i.1, i2,..., ii.) es igual a la longitud 
(le sus arcos 

k-1 

Eai„in+. 

Una ruta es la más corta si tiene la longitud mínima sobre todas las otras 
rutas con los mismos nudos origen y destino. La longitud de la ruta más corta 
también es llamada la distancia más corta. La distancia más corta de un nodo 
a si mismo es por convención ce.ro. El problema de ruta más corta encuentra 
la distancia más corta entre una. pareja de nodos seleccionados. (Nótese que se 
optimiza sobre todas las rutas dirigidas, esto es, la ruta consiste de arcos diri-
gidos, de esta manera para cada ruta (o ciclo) que se analice se supondrá que 
es dirigida). 

Todos los mejores algoritmos de rutas más cortas están basados en la siguiente 
proposición. 

Proposición 8. Sea d = (dl, d2, 	(IN ) un vector que satisface 

di  < 	+ 	V (i,j) E A 	 (4.1) 

y sea P una ruta que empieza en el nodo i.l  y termina en el nodo 8k. Si 

di = di + 	para todos los arcos (i, j) E P 	(4.2) 
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entonces P es la ruta más corta de 	a ik . 

Demostración: Sumando la ecuación -1.2 sobre todos los arcos de P, se ve 

que la longitud de 1' es di, — di,. Sumando la ecuación 1.1 sobre todos los 
arcos de cualquier otra ruta 1.,rque empieza en 	y termina en ik, se ve que la 

longitud de P' debe ser por lo menos igual a ti, — 	Por lo tanto 1' es una 
ruta más corta. Q.E.D. 

Las condiciones 4,1 y 4.2 se les llamara holgura complementaria (11c) para el 
problema (le ruta más corta, las cuales toman la forma de: 

+ 
	

V (i,j) E A 
	

(4.3) 

ajj + pi , 	para todos los arcos (i, j) E P 
	

(4.4) 

4.1 	Algoritmo hacia adelante para el problema 
de ruta más corta 

En esta sección se considerará un algoritmo para encontrar la ruta más cor-
ta de un origen a un solo destino en una gráfica conexa dirigida (N, A). Se 
verá después (pie este algorimo es una aplicación del algoritmo ingenuo de su-
basta (el algoritmo de subasta con ( = O). 

Se supone que se tiene el conjunto de 'iodos N y el conjunto de arcos A de 
una gráfica conexa y la longitud 	para cada arco (i, j). Por una ruta, se 
entenderá una serie de nodos 	 tal que, (i„„ i,„+1 ) es un arco para 
toda ni = 1, ..., k — 1. Si, en forma creciente, los nodos i i2, 	son distintos 
la serie (i1 ,i2, 	ik ) se llamará ruta simple, es decir no contiene arcos repetidos 
ni nodos repetidos. La longitud de una ruta está definida por la suma de sus 
longitudes de arco. Se quiere hallar una ruta de longitud mínima sobre todas 
las rutas que empiezan en un origen dado (nodo 1) y terminan en un destino 
dado (nodo 1). 

Para simplificar la presentación se supone que todos los ciclos tienen longitud 
positiva, también se supondrá que cada nodo, excepto el destino, tiene al me-
nos un arco que sale de él; cualquier nodo que no satisfaga esta condición se 
puede conectar al nodo destino con un arco de longitud muy grande sin alterar 
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el problema y sin alterar al algoritmo siguiente. 

En el caso donde sólo se tiene un origen, el algoritmo es muy simple. En cada 
iteración la ruta es extendida agregando un nuevo nodo o enntraida borrando 
el nodo final. Cuando el destino) es el nodo final de la ruta, el algoritmo termina. 

En particular, (lada una ruta simple P y un vector de precios p, se dice que la. 
pareja ( P, p) satisface la condición de holgura complemetaria (lIC) si 

Pi 5 	11i,j, 	V  (i,j) E A 	 (4.5) 

= aij  + 	para todas las parejas de nodos i y j de P 	(4.6) 

Esto quiere decir que si una pareja 	p) satisface la condición IIC, entonces 
la porción de P entre cualquier nodo iEPy cualquier nodo k E P es la ruta 
más corta de i a k, y pi  — pk  es la correspondiente (listada mas corta. Se puede 
ver esto directamente observando que por la ec. 4.6, pi  — pk  es la longitud entre 
i y k de la porción de P, y cada ruta. que conecta a i con k debe ser al menos 
igual a pi — pk  (esto es por la cc. 4.5). 

4.1.1 Descripción y análisis del algoritmo hacia adelante 
para el problema de ruta más corta 

Se describirá el algoritmo de subasta ingenuo directamente en términos del 
problema original (le ruta más corta para el caso de un solo origen y un solo 
destino. Sea el nodo 1 el nodo origen y 1 el nodo destino. El algoritmo man- 
tiene todo el tiempo una ruta simple P = (1, i 1 , 	ik). (Se supone que la ruta. 
es dirigida, esto es, todos los arcos de la ruta son arcos dirigidos). Al nodo ik 
se le llama nodo final de P. La ruta degenerada P = (1) también se puede 
obtener en el transcurso del algoritmo. Si 44.1  es un nodo que no pertenece a 
la ruta P = 	ik) (ik,ik+i) es un arco, extender a P por ik+1, es decir, 
remplazar a P por la ruta (1, 	ik+1), que es llamada la extensión de P 
por ik. Si P no consiste sólo del nodo origen 1 entonces, contraer a P, es decir 
decir, remplazara P por la ruta (1, 

El algoritmo mantiene también 1111 vector de precios p que satisface 	junto 
con P. Se supone que se dispone de tina pareja inicial (P, p) que satisfaga 1-IC, 
uno puede usar por default la pareja 

P = (1), 	P. = O, 	V iEN 
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Ahora se describirá el algoritmo. Inicialmente, (P,p) es cualquier pareja, que 
satisface Ile". El algoritmo procede en iteraciones, transformando la pareja 
(P,p) que satisface He en otra pareja que satisface 11C. En cada iteración la 
ruta /) es e.rtendida con un nuevo nodo o coniraida borrando su nodo final. 
En el segundo caso, el precio del nodo final se incrementa estrictamente. 1.1n 
caso degenerado ocurre cuando la ruta consiste únicamente del nodo origen 1; 
en este caso la ruta o se extiende o se deja igual incrementando el precio de pi . 

Algoritmo hacia adelante para resolver el problema de ruta más corta 

Iteración común: 

Sea i el nodo final de P. Si 

pi < filo 	-I- pi} 

ir al paso 1; si no ir al paso 2. 

PasO 1 (Contraer la ruta): Sea 

pi := 	 pj 
«MEA 
	 (4.7) 

y Si i # 1, contraer a P. Si no, ir a la sigiente iteración. 

Paso 2 (Extender la ruta): Extender la ruta P por el nodo 
5 

donde 
arg timminit 
	

-I- pi} 	 (4.8) 

Si ji es el destino t, parar; P es la ruta más corta deseada. 1)e otra 
manera. ir a la siguiente iteración. 

Nótese que una extensión de P (paso 2) es una ruta simple de 1 a. ji; si es-
to no fuera así, entonces al agregar ji a P se crearía un ciclo, y para cada 
arco (i, j) de este ciclo se tendría pi 	-I- pi. Al agregar esta condición a 
lo largo del ciclo se tendrá una longitud cero, lo cual no es posible por hipótesis. 
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Ejemplo 5. 

Encontrar la ruta unís corta del siguiente problema: 

t=4 

Fig. 5. Problema de ruin más corla 

se comienza con: 
P = (1), 	el nodo final de la ruta es i = 1 
p = (0,0,0,0) cuino aún no se llega al destino y 

= 	< min{ 1 0, 2 0) = 1 

se contrae a 1 y se actualiza pl  

ahora se tiene: 

P = ( 1 ), 	el nodo final de la ruta es i = 1 
p = (1, 0, 0, 0) cuino aún no se llega al destino y 

= 1 5¿ 	-1- 0,2 	= 1 

se extiende la ruta al nodo 2, ya que, 

2 = arg min{ 1 0,2 0} 

ahora se tiene: 
P = (1, 2), 	el nodo final de la ruta es i = 2 
p = (1,0,0,0) como aún no se llega al destino, y 

p2  = 0 < min{2 -I- O} = 2 

se Contrae 2 y se actualiza p2  

p2  = min{2 + 0) = 2 
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ahora se tiene: 
P = (1), 	el nodo final de la ruta es i = 1 
p = (1,2,0,0) como ¿n'in no se llega al destino, y 

= 1 < 	+2,2+ 0} = 2 

se contrae 1 y se actualiza pl  

= 	+2,2+0} =2 

ahora se tiene: 
P = (1), 	el nodo final (le la ruta es i = 1 
p = (2,2,0,0) romo aún no se llega al destino 

pl  = 2 	+ 2,2 + 0} = 2 

se extiende la ruta al nodo 3, ya que, 

= arg mili{ 1 + 2,2 + 0} 

ahora se tiene: 
P = (1,3), 	el nodo final de la ruta es i, = 3 
p = (2,2,0,0) como aún no se llega al destino y 

= 	< min{2 + 0} = 2 

se contrae a 3 y se actualiza p:3  

ahora se tiene: 
P = (1), 	el nodo final de la ruta es i = 1 
p = (2,2,2,0) como aún no se llega al destino y 

= 2 < min{l + 2,2 + 2} =3 

se contrae a 1 y se actualiza pi  

ahora se tiene: 
P = (1), 	el nodo final de la ruta es  i = 
p = (3,2,2,0) como aún no se llega al destino Y 

pl  = 3 min{ 1 + 2, 2 + 2} = 3 
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se extiende la. ruta al nodo 2, ya que, 

2 = arg mit{ 1 + 2,2 + 2} 

ahora se tiene: 
P = (1,2), 	el nudo final de la ruta es i = 2 
P = (3,2,2,0) como aún no se llega al destino y 

= 2 	min{2 o} = 2 

se extiende la ruta al nodo 1, ya que, 

arg mint2 4- O} 

ahora se tiene: 
el nodo final de la ruta es í = 4 

p = (3,2,2,0) 

FIN, se ha encontrado la ruta más corta P = (1,2,4) de 1 a 4, 
con longitud igual a PI  — 	= 3 

Fig. 6. Trayectoria para encontrar la ruta más corta 

Ahora se deriva una propiedad del algoritmo y se establece su validez 

Proposición 9. La pareja (P, p) generada por el algoritmo satisface 11C. 
Además, para cada pareja de nudos i y j, se tiene que en todas las iteraciones, 
pi — pj es una subestimación de la distancia más corta de i ib j. 

Demostración: Primero se mostrará por inducción que (P, p) satisface He. 
La pareja inicial satisface He por hipótesis. Ahora se considerará una iteración 
que empieza con una pareja (P, p) que satisface 	y produce una pareja (P, ji). 
Sea i el nodo final de P. Si 

= min 	-I- pi } 	 (4.9) 
(t,i)€ A 
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Entonces P es la extensión de P por un 110(k) ji  y p = p, esto implica que la 
condición I-IC 4.6 se tiene para todos los arcos de P y también para (i, 

Ahora supóngase que: 
Jr, < 	p1 } 

si P es la ruta degenerada que consistente solo del vértice 1 (P = (1)), la 
condición de I-IC se mantiene, si no, P se obtiene 1)0r contracción de P, lo cual 
implica que 	> pi , Y que para todos los nodo j E P, se tiene que ji = pj , lo 
cual implica que la condición 4.5 y 4.6 se satisface para los arcos que salen de 
los nudos de P. También para el nodo final i, se tiene que: 

min 	-I- pi} 

esto implica que la condición 4.5 se satisface para los arcos que salen de ese 
nodo. Además, si > pi Y  fik  = pk , para toda k i, se tiene quejik < aki+ 
para todos los arcos (k, j) que salen de nodos k P. Esto completa la induc-
ción que prueba que (P, p) satisface 1-1C. 

Finalmente se considera cualquier ruta de un nodo i a un nodo j . (Conside- 
rando la condición de 1-1C 4.5 a lo largo de la ruta 	 ii ) que va 
de i a j se tiene que: 

< 	pi4.1  , 	V (i, i 	1) E A 

	

14+2 , 	V 	+ 1, i + 2) E A 

5_ 	pj, 	V 	— 1 ,j) E A 

sumando las desigualdades anteriores, se tiene que: 

Pi + 	+ + 	 + 	+ 	+ Pi+2 + + 	+ p; 

reduciendo términos se llega a que: 

Pi — pi < 	 + + 

por lo que se vé que la longitud de la ruta es al menos pi  — pi, esto prueba la 
última afirmación (le la proposición. Q.E.D. 
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Proposición 10. Si P es una ruta generada por el algoritmo, entonces Pes 
la ruta más corta del origen al nodo linal (le P. 

Demostración: Como la pareja (P, p) mantiene la condición de 	(esto se 
mostró en la proposición 9). En particular si se considera la condición 4.6 a lo 
largo de la ruta 	 que va de 1 a k se tiene que: 

PI = "12 + P2 

P2 = (123 + 113 

Pk 

sumando las igualdades anteriores, se tiene que: 

pi  + p2 	, 	= (11 2 	p2 	a23 	..• 	41k -- I 	Pk 

reduciendo términos se llega a que: 

Pi —1)k 	()u 	(123 + ••• 	ak-i,k 

lo cual implica que P tiene una longitud de pi  — Pk, y por la proposición 9 
cada ruta que va de 1 a k debe ser al menos igual a Pl — Pk, por lo tanto la 
ruta generada por el algoritmo es la más corta. Q.E.D. 

La siguiente proposición muestra la validez del algoritmo. 

Proposición 11. Si existe al menos una, ruta del origen ¿d destino, el algo-
ritmo termina con una ruta más corta. De otra manera el algoritmo nunca 
termina y pi  ---> oo. 

Demostración: Primero se supondrá que existe una ruta del nodo origen 1 al 
nodo destino 1. Por la proposición 9 se tiene que pi  — pf  es una subestimación 
(finita) de la distancia más corta de 1 a 1, pl  Os monótona y no decreciente, y Pt 
es fijo a lo largo de todo el algoritmo, esto muestra que pi  debe estar acotado, 
después se pedirá que pi  esté acotado para toda i. Para tener que pi 	00 el 
nodo i debe ser el nodo final de P un número infinito de veces, lo cual implica 
(por la proposición 9) que pi  — pi  debe ser igual a la distancia más corta de 1 
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a i infinitamente, lo cual es una contradicción pues pi  es acotado. 

Se verá a continuación que el algoritmo termina. S(, puede ver por inducción 
que para cada nodo 1, pi  es igual a su valor inicial o igual a la longitud de 
alguna ruta que empieza en i más el precio inicial del nodo final de la ruta; 
al cual se le llamará la longitud modificada de la ruta. Cada ruta que en0e-
za en i se puede descomponer en una ruta simple y en un número finito de 
ciclos, cada uno tiene longitud positiva por hipótesis, así el número de longitu-
des modificadas distintas dentro de cualquier intervalo acotado es acotado. Se 
mostró que pi  es acotado. Además, cada vez que i se convierte en el nodo final 
por extensión (le la ruta 1', pi  es estrictamente mayor sobre todas las veces ¿in-
teriores que í se hace el no/lo final de P lo que corresponde a una modificación 
de la longitud de la ruta estrictamente mayor. Se sigue que el número de veces 
que i puede llegar a ser el nodo final de P por extensión de la ruta es acota-
do. Ya que el número de contracciones de ruta entre dos extensiones de ruta 
consecutivas esta acotado por el número de malos en la gráfica, el número de 
iteraciones en el algoritmo es acotado, lo cual implica que el algoritmo termina. 

Si ahora se supone que 110 hay una ruta, de I al destino. Entonces el algoritmo 
nunca terminará, así por el argumento anterior algunos nudos i serán el nodo 
final de la ruta P por extensión infinita, y pi  —+ oo. Al final de la iteración 
cuando esto pasa, 	— pi  debe ser igual a la distancia más corta de 1 a 1, lo 
cual implica que pi  -9 00. Q.E.D. 

4.2 Algoritmo hacia atrás para el problema de 
ruta más corta 

En el problema de ruta más corta se puede cambiar los papeles de los orígenes 
y destinos intercambiando las direcciones de todos los arcos. Por lo tanto es 
posible usar el algoritmo que mantiene la ruta R., la cual termina en el nodo 
destino y cada iteración poder cambiarla por una contracción O una extensión. 

A este algoritmo se le llama algoritmo hacia atrás y es equivalente al algoritmo 
hacia adelante. 

De la condición 4.5 de holgura, complementaria del algoritmo hacia adelante 
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se tiene que; 
Pi < ni, 	pj 

< 

remplazando —pi  por pi  y —pi  por pi se tiene que la condicion IIC para el 
problema ron los arcos en dirección inversa es: 

Tjj < 	+ 	(i,j) E A, 

= 	+ 
	para Ludas las parejas (le nodos sucesivos i y j de R 

asi se mantiene una condición comán para los algoritmos hacia adelante y ha-
cia atr. s, 

Para S(1 consistentes con el algoritmo hacia adelante, se supone que cada nodo, 
excepto el origen, tiene al menos un arco que llega a él. Al inicio del algoritmo 
hacia atrás, R. es cualquier ruta que termina en el destino, y p cualquier vector 
de precios que satisface la condición 11C junto con I?, por ejemplo, 

	

li = (1), 	p, O, 	V i 

Algoritmo hacia atrás para resolver el problema de ruta más corta 

Iteración común: 

Sea j el nodo inicial de R. Si 

pi  > max {pi  — 
MEA 

ir al paso I; si no ir al paso 2. 

Paso 1. (Contraer la ruta). Calcular 

pi  := max {pi  — a{j} 
«MEA 

y si j 	t, contraer a I? (es decir, borrar el nodo inicial j de R) si 
no, ir a la siguiente iteración. 
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Paso 2. (Extender la ruta). Extender a 11 por el nodo i j, es 
decir, hacer i j  el nodo inicial de 	precedido por j), donde 

arg 11► ax (pi  — 

Si i es el origen 1, parar; t? es la ruta inás corta deseada. De otra, 
manera, ir a la siguiente iteración. 

El algoritmo hacia atrás es igual que el algoritmo hacia adelante aplicado a un 
problema hacia atrás (le ruta más corta, por lo tanto es válido y termina con 
una ruta más corta, si por lo menos existe una ruta de 1 a t. 

Ejemplo 6. 

Ilustración del algoritmo hacia atrás. Encontrar la ruta más corta del siguiente 
problema: 

Fig. 7. Problema de ruta más corta 

se comienza con: 

	

R, = (4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 
p = (0,0,0,0) como aún no se llega al origen y 

p4  = 0 > max{0 — 2,0 -- 2} = —2 

se contrae a 4 y se actualiza p4  

ahora se tiene: 

	

= (4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 4 
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p = (0,0,0, —2) como aún no se llega al origen y 

p.1  = 	?‘ max{0 — 2,0 — 2} = 

se extiende la ruta al nodo 3, ya que, 

= arg max {O — 2, O — 2} 

ahora se tiene: 
R = (3,4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 3 
p = (0, 0, 0, —2) como aún no se llega al origen, y 

p3  = O > max{0 — 4, 0 — = —2 

se contrae a 4 y se actualiza p3  

p3  = max{0 — 4,0 — 2} = —2 

ahora se tiene: 
= (4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 4 

p = (0,0, —2, —2) como aún no se llega al origen, y 

p.l = —2 ?1  max{0 — 2,-2 — 2} = —2 

se extiende la ruta al nodo 2, ya opte, 

2 = arg max{0 — 2, —2 — 2} 

ahora se tiene: 
1? = (2,4), 	el nodo inicial de la ruta. es j = 2 
p = (0, 0, —2, —2) como aún no se llega al origen y 

p2  = O > 	— = — 1 

se contrae la ruta al nodo 4 y se actualiza p2  

p2 	max{0 — 1}= —1 

ahora se tiene: 
= (4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 4 

p = (0, —1, —2, —2) como aún no se llega al origen y 

= —2 > max{— 1 — 2,-2 — 2} = —3 
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se contrae a 4 y se actualiza pq 

ahora se tiene: 
1? = (4), 	el nodo inicial de la ruta es j --= 
p = (O, —1, —2, —3) cuino aún no se llega al origen y 

= —3 V. max{ —3, —1} = —3 

se extiende la. rifa al nodo 2, ya que, 

2 = arg max{ —3, —4 

ahora se tiene: 
U = (2, 4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 2 

p = (O, —1, —2, —3) como aún no se llega al origen y 

p2  = —1 	— I) = —1 

se extiende la ruta al nodo 1, ya que, 

1 = arg max{0 — 1) 

ahora se tiene: 
= (1,2,4), 	el nudo inicial de la ruta es j = 1 

p = ((I, —1, —2,-3) 

FIN, se ha encontrado la ruta más corta P = (1,2,4) de 1 a 4, 

con longitud igual a pi  — p,i  = 3 

Fig. 8. Trayectoria para encontrar la ruta más corta 
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4.3 Combinación de los algoritmos hacia ade-
lante y hacia atrás 

Ahora se considerará combinar el algoritmo hacia adelante y hacia atrás en 
uno solo. Para esto se requiere que inicialmente se tenga un vector de precios 
p y dos rutas P y I?, las cuales satisfagan 1-1C junto con p, donde P inicia en el 
nodo origen y fi en el destino. Las rutas P y 1? son extendidas y contraídas (le 
acuerdo a las reglas del algoritmo hacia adelante y hacia atrás respectivamente 
y el algoritmo combinado termina cuando P y II tienen un nodo común. Cuino 
P y I? satisfacen fIC junto con p durante todo el algoritmo, cuando P y 1? se 

encuentran, se dice que apartir del nodo i se compone la ruta que consiste de 
la porción de P que es de 1 a i y de la porción de I? que es de jai),  esta 
será, la ruta más corta de 1 a t. 

Combinación de los algoritmos 

Paso 1. (Ejecutar el algoritmo hacia adelante). Ejecutar 
varias iteraciones del algoritmo hacia adelante (sujeto a la condi-
ción de terminación), hasta que al menos pi  incremente su precio 
original. Ir al paso 2. 

Paso '2. (Ejecutar el algoritmo hacia atrás). Ejecutar varias 
iteraciones del algoritmo hacia atrás (sujeta a la condición de ter-
minación) hasta que al menos pi  decremente su precio original. Ir 
al paso 1. 

Ejemplo 7. 

Ilustración del algoritmo combinado. Encontrar la ruta más corta del siguiente 
problema: 



Fig. 9. Problema dt ruta mds corta 

Método hacia adelante. 

se comienza con: 
P 	(1), 	el nodo final de la ruta, es i = 1 
p = (0,0,0,0) como aún no se llega al destino y 

= 0 < min{1 +0,2 +0} = 

se contrae a 1 y se actualiza pi 

ahora se tiene: 
P = (1), 	el nodo final de la. ruta P es i = 1 

p = (1,0,0,0) como afán no se llega al destino y 

p~ =1 minD + 0,2 -I- 0) = 1 

se extiende la ruta P al nodo 2, ya que, 

2 = arg min{ 1 + 0, 2 + 0} 

ahora se tiene: 
P = (1,2), 	el nodo final de la ruta P es i = 2 
p. (1,0,0,0) 

Método hacia atrás 

se comienza con: 

	

= (4), 	el nodo inicial de la ruta es j = 4 
p = (1,0,0,0) como aún no se llega. al origen y 

p4 = > max{0 — 2,0 — 2} = —2 
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se contrae a. 1 y se actualiza p, 

ahora se tiene: 

I? = (1), 	el nodo inicial de la ruta R es j = 
p = (1,0,0, —2) como aún no se llega al origen y 

= —2 max10 — 	— = -2 

se extiende la ruta 1? al nodo 2, ya. que, 

2 = arg max{ O — 2,0 — 2} 

ahora se tiene: 

I? = (2,4), 	el nodo inicial de la ruta í? es j = 2 

p = (1, 0, 0, —2) corno el nodo final de la ruta. P es 2 
igual al nodo inicial de la ruta I. 

FIN, se ha encontrado la ruta más corta uniendo P = (1) y II = (2,1) 
de I a '1 con longitud igual a pi  — p,I  = 3 

Para justificar el algoritmo combinado, nótese que pi  puede típicamente incre-
mentar su valor y pi  sólo puede decrementar su valor durante en el transcurso 
del algoritmo, y que la diferencia de pI  — pi  no puede ser mayor a la distancia 
más corta de 1 a t. Supóngase que las longitudes de los arcos y los precios 
inicilales son enteros, y que al menos una ruta, de 1 a t existe. Entonces pi  y 
pi  sólo pueden cambiar por cantidades enteras, y además pi  — pi  es acotado. 
Aquí pi  y pi  pueden cambiar sólo un número finito de veces, ya que los pasos 1 
y 2 deben contener únicamente un número finito de iteraciones del algoritmo 
hacia adelante y del algoritmo hacia atrás, respectivamente. Por lo que se ve 
que el algoritmo debe terminar. Nótese que este argumento requiere que pi  
se incremente por lo menos una vez en el paso 1 y que pi  se decremente por 
lo menos una vez en el paso 2. Sin este requerimiento se pueden construir 
ejemplos que muestren que el algoritmo combinado puede nunca terminar. 

En la práctica, se ve que el algoritmo combinado es mucho más rápido que si 
se trabajara únicamente con el algoritmo hacia adelante o hacia atrás. 
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4.4 Relación del algoritmo (le subasta y el as-
censo dual 

Se explicará como el algoritnm hacia adelante con un sólo origen y un sólo 
destino, se puede ver como una aplicación del algoritmo ingenuo (le subasta 
para el problema (le asignación. 

El algoritmo ingenuo d(' subasta fut' descrito para maximizar el problema de 
asignación, donde se quiere maximizar el beneficio de relacionar n-personas 
y n-objetos uno a uno. CO1rVielle relornuilar el problema y el algoritmo en 
términos de inmunización guardando los signos de los coeficientes de costos y 
los precios y cambiando únicamente maximización por minimización. En par-
ticular, se supone que hay un costo cij  por asignar la persona i con el objeto 
j y se quiere asignar a las personas con los objetos de tal manera que se mi-
nimice el costo. Matemáticamente se quiere encontrar una asignación factible 
que minimice el costo total EILI  cié , donde una asignación factible significa un 
conjunto de parejas persona-objeto (I, ji ), 	(n, j„) tal que los objetos j1 , 	j„ 
sean todos diferentes y (i, ji) E A para toda i. 

El algoritmo de subasta ingenuo procede en iteraciones yr genera una secuen-
cia de vectores de precios p y asignaciones (parciales). Al principio de cada 
iteración la condición de holgura complementaria 

+ pi, = min {eij + pi} 	 (4.10) 

se satisface para todas las parejas (i, 	de la asignación. El vector de precios 
y la asignación inicial requiere satisfacer la condición de la ec. 4.10. Si todas 
las personas son asignadas, entonces el algoritmo termina. Si alguna persona 
no es asignada se dice que i encuentra un objeto 	el cual es  el mejor en el 
sentido de que 

= arg 
«M 
mi

EA 
n 	+ pi } 

•  

y entonces: 

(a) Se obtiene una asignación para el mejor objeto ji; la persona que fué asig-
nada a ji al principio de la iteración, si existe, se desasigna. 
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(b) Se lija el precio de ji  como el nivel en el cual le es indiferente entre ji  y 
el segundo mejor objeto, es decir: 

coi  — vi  

donde vi  es 01 costo de adquirir el mejor objeto (incluyendo el pago del 
precio correspon(liente), 

mil] {cii  + pi } 

y wi  es el costo de adquirir el segundo mejor objeto 

111111 	{ej.; + pi } 

Este proceso 
objeto. 

se repite basta que todas las personas son asignadas a un 

La diferencia entre el algoritmo ingenuo de subasta y el algoritmo de subasta es 
la Manera (le escoger el incremento de los precios. En el algoritmo de subasta 
el precio pi;  se incrementa por toi 	+ e, donde e es una constante positiva. El 
algoritmo ingenuo de subasta es el mismo que el algorirmo (le subasta excepto 
por que e-  = O. El algoritmo de subasta garantiza que termina si al menos existe 
una asignación factible, el algoritmo ingenuo de subasta, puede llegar a tener 
un ciclo infinito. Sin embargo, si el algoritmo ingenuo de subasta termina, la 
asignación obtenida al final es óptima. 

4.5 	Formulación del problema de ruta más cor- 
ta a un problema de asignación 

Dado un problema de ruta más corta con el nodo 1 como origen y el nodo 1. 
como destino, se puede llegar a mi problema de asignación. 

Sea 2,,.., N los nodos "objetos", para cada nodo i 	t se introduce un nodo 
"persona" i'. Para cada arco (i, j) del problema de ruta más corta con i 	t 
y j 	1, se introduce un arco (i', j) con costo 	en el problema de asigna- 
ción. También se introduce un arco (i', i) de costo cero para cada i 	1, t. El 
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ejemplo 7 ilustra el 1)1.01)1(11w de asignación y muestra como dada una asigna-
ción parcial qme asigna al objeto i con la persona i' para i V' 1, t la ruta de I 
a I se puede asociar con la ruta creciente (11W comienza en 1' '' que termina en 

Aplicando el algoritmo de subasta ingenuo iniciando con un vector de precios 

p = (0,0, ..., 0) y una asignación parcial que satisfaga la condición lIC que es, 

a • + pi, 	V (i,j) E A 	 (1.11) 

se obtiene la ruta más corta. 

Se pone una regla adicional para romper empates en el algoritmo ingenuo (le 
subasta. Si en alguna iteración se involucra a una persona no asignada 	y 
su mejor arco es (i', i) el cual es igualmente desealde que algún otro arco 

	

ji), entonces el segundo arco es preferido, esto es, 	ji ) es agregado a la 
asignación. Además se introduce otra modificación al algoritmo de subasta 
ingenuo Para tener en cuenta de manera especial, una contracción al origen, 
en el algoritmo de ruta más corta, La modificación se tiene cuando se calcula, 

la oferta de 1' que ahora consistirá en encontrar un objeto ji  que consiga el 
mínimo en: 

Illill {ab + pi} 
(1MEA ' 

y se asignará j1  a I' y se desasignará la persona asignada a ji  (en el raso de 

que j1  # t), pero no se cambiará el precio de pi, 

Se puede mostrar ahora que el algoritmo de subasta ingenuo con las modifica-
ciones anteriores es equivalente al algoritmo de rutas más cortas. En particular 

se verificará por inducción. 

(a) La condición He 4.11 se conserva por el algoritmo ingenuo de subasta 

(b) Cada asignación generada por el algoritmo ingenuo de subasta consiste 
(le una secuencia de la forma 

junto con los arcos adicionales 

(i', i) para i 	ik, 
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esta secuencia corresponde a la ruta 1' .-:-- 	ik ) generada por el 
algoritmo (le ruta más corta. La (iinica) persona no asignada en el algo- 

ritmo ingenuo de subasta i'k  corresponde al nodo (luid de la ruta. Cuando 

i k 	1 y da por resultado una asignación factible, el algoritmo ingenuo 

de subasta termina, conforme al criterio de terminación del algoritmo de 
ruta de más corta. 

(c) En una iteración correspondiente a una persona no asignada con i 	1, 

el arco (i', i) siempre es el mejor arco, esto es una consecuencia de la. 
condición (le holgura. complementaria "1.11. Además hay 3 posibilidades: 

(1) (i',i) es el link() mejor arco, en este caso (i.Y) es agregado a la 

asignación, y el precio pi  se incrementa en: 

min {ej.; 	p j } — 
UMEA 

esto corresPonde a una contracción de la ruta actual por el nodo 

Igual i 

(2) play un arco (i', ji ) con ji 	1 el cual se prefiere de igual manera que 

el arco (i', i), esto es 

= 
en este caso, como se vió en la regla que rompe el empate, (i', ji) se 

agrega a la asignación y el precio pj, se mantiene igual. Además, el 

objeto ji debe ser asignado a j; al principio (le la iteración, así agre-

gar (i', ji) a la asignación (y borrar (ji,ji)) corresponde a extender 
la ruta actual por el nodo 

(3) El arco (i',1) se prefiere de igual manera que el arco (i', i) en este 
caso el objeto 1 no asignado es asignado a así termina el algoritmo 
ingenuo (le subasta, esto corresponde a que el destino 1 llega al nodo 
final de la ruta actual, y así también se termina el algoritmo de ruta 
más corta. 

De esta manera se tiene que el algoritmo de ruta más corta se puede ver co-
mo una caso particular del algoritmo ingenuo de subasta. Finalmente nótese 

que la versión combinada del algoritmo de ruta más corta es equivalente a la 
versión del algoritmo) ingenuo combinado de subasta, con las modificaciones 

descritas. 
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Ejemplo 8. 

Fig. 10. Problema dc ruta más corta 

Resolver el siguiente problema de ruta mas corta, por medio del algoritmo de 
subasta ingenuo (el origen es 1, el destino es 1 = 4). Las longitudes de los 
arcos y los costos de asignación son mostrados al lado de los arcos. Para cada 
nodo z, 	1 se introduce un nodo objeto i, Y para cada nodo i 	t se introduce 
una persona de nodo i'. Para cada arco (i,j) del problema de ruta más corta 
con i 	t y j 	1 se introduce un arco (i', j) con costo cija en el problema (le 
asignación. También se introduce el arco (i', i) de costo cero para cada i # 1, t. 
Una ruta más corta de 1 a 1, puede ser asociada con una ruta creciente óptima 
que empieza en 1' y termina en 1 = 4. 

Fig. 11. Problcma de asignación 

Se representa el problema de asignación en forma matricial, (Nótese que, para 

cada arco cine no exista en la gráfica se le pone un valor de oo para asegurar 
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que no será considerado en la asignación). 

objetos 
2 	3 	4 

II 1 2 ao Vector (le precios (O, O, O) 
personas 2'  0 4 2 

3'  00 0 2 

Si se empieza ron la. siguiente asignación parcial S = {(2, 2'), (3, 39) y con el 
vector de precios igual a cero los cuales satisfacen la condición II('. Esto corres-
ponde a una, contracción al nodo 1 y se tiene que P = (1). La representación 
matricial se muestra acontinuación. 

objetos 
2 3 4 

1 	2 	co 	Vector de precios (0, 0, 0) 

	

personas 2' 	O* 4 2 

	

:3' 	oo 0* 2 

La persona 1' no asignada busca su mejor objeto que es 2, el cual se le asigna 
sin modificar el precio del objeto. Lo cual corresponde a una extensión al nodo 
2 y se tiene que P = (1,2). La representación matricial queda de la siguiente 
manera: 

objetos 
2 3 4 

1' ( 1* 2 oo 
personas 2' 0 4 2 

3' 	oo 0* 2 

Vector (le precios (0, 0, 0) 

2 

La persona 2' no asignada, hace una oferta 7.12  = 2 por el objeto 2 y al hacer 
esta oferta la persona 1' que tenía el objeto 2 ahora queda desasignada. Lo 
cual corresponde a una contracción al nodo l y se tiene que P = (1). La 
representación matricial queda, de la siguiente manera: 

objetos 

2 3 4 
1'( 1 	2 oo :4 	=0 	Vector de precios (2,0, O) 

personas 2' 	0* 4 2 	0)2' = 2 
3' 	oo 0* 2 	71 = 2  
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La persona 1' no asignada, busca su mejor objeto que es 3, pero no modifica su 
precio. Esto corresponde a una 	extensión al nodo 3 y se tiene que 	= (1,3). 
La representación matricial queda de la siguiente manera: 

objetos 
2 3 4 

	

1' 	1 2* oo 
//

/ 	= 	
Vector de precios (2, O, O) 

	

personas 2' 	0* 4 2 
:3 

	

3' 	co 0 2 

La persona 3' 110 asignada, hace una oferta -r,l = 2 por el objeto 3 y al hacer 
esta oferta la persona 1' que tenía el objeto 3 ahora queda desasignada. Lo 
cual corresponde a una contracción al nodo 1 y se tiene que P = (1). La 
representación matricial queda de la siguiente manera: 

objetos 
2 	3 	4 

1 2 00 . 11.3 = O Vector de precios (2, 2,0) 
personas 

1' ( 
2' 0* 4 2 

) 
w'3 = 2 

:3' oo 0* 2 "Y = 2  

La persona I' no asignada, busca su mejor objeto que es 2, pero 110 modifica su 
precio. Esto corresponde a una extensión al nodo 2 y se tiene que P = (1, 2). 
La representación matricial queda de la siguiente manera: 

objetos 

2 3 4 

	

1' 	1* 2 oo
11/ = :3 	

Vector de precios (2, 2, 0) 

	

personas 2' 	0 4 2 = 

	

:3' 	oo 0* 2 

La persona 2' 110 asignada, hace una oferta -y!2  = 0, por el objeto 4. FIN, todas 
las personas están asignadas a objetos diferentes. Lo cual corresponde a una 
extensión al nodo 4 = nodo final y se tiene que P = (1,2,4). La representación 
matricial queda. de la siguiente manera: 

personas 

1 
2'  
3'  

objetos 

	

2 	3 	4 

	

( 1* 	2 	oo 
0 	4 	2* 

	

oo 	0* 	2 

1/.1  2 

2 

ry.12  

= 

= 

= 

2 
2 

O 

Vector de precios (2, 2, O) 
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La asignación total 

= {( I', 2), (2', 1), 	3)} 

corresponde a la ruta mas corta P = (1,2,4) que va de 1 a 1 con longitud igual 

E(i,i)Es 	= 

Fig. 12. Trayectoria paro encontrar la ruta ni.ds corta 
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Capítulo 5 

Problema de transporte 

Ahora se considerará la extensión del algoritmo de subasta al problema (le 
transporte. Se tiene un gráfica bipartita con m orígenes y n destinos. El 
problema es el mismo que el problema de asignación excepto que la ofertas 
y las demandas 11(1 necesitan ser 1 (i —1. El planteamiento de programación 
lineal para el problema de transporte, es el siguiente: 

In 11 

Maximizar E E 
;=, 

sujeto a  

=xii 	 i = 1,...,7/1 	 (5.1) 
J=1 

Ev 	..., n 
j=1 

> O, 	. 
3 = 

donde, a; y 	son enteros positivos. Para que el problema sea factible se debe 
satisfacer: 

E 	= E i3) 
i=1 	i=i 
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Proposición 1.2: Una condición necesaria \' suficiente para que la estructura 
de transporte 5.1 tenga solución, es que la. oferta total sea. igual a la demanda 
total, es decir, 

111 

ni = 

	

i=1 	j=1 

Demostración: De la fi-ampliación 5.1 se tiene: 

11 
E :v i, 
J.1 

Si se suma sobre todos los orígenes, no se afecta la igualdad, es decir 

1/1 	11 	 111 

E E „ = 
i=1 j=1 	i=1 

Por otro lado de la formulación 5.1 se tiene: 

111 

E = 19j, 	 = 1, -7 71  
i=1 

Sumando sobre todos los destinos, 

E E ;rii = E /3.i 
j=1 i=1 	:1=1 

Lo cual establece la prueba, Q.E.D. 

Si la oferta total excede a la demanda total, entonces se puede introducir un 
destino ficticio o artificial con demanda b11+1 = E, 	- 	/3.;  y ai,„+i  = O para 
i = 1, ..., m. Cuando un problema de transporte real no es simétrico, añadiendo 
ya sea orígenes o destinos artificiales, se hace simétrico para que el problema 
tenga solución. 

5.1 Extensión del problema de asignación al 
problema de transporte 

Se puede convertir este problema a un problema de asignación reemplazando 

rada nodo origen (o destino) por una colección de personas (u objetos) "du-
plicados". En particular, un nodo origen con oferta n, es reemplazado por a, 
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personas, y un nodo destino ron demanda 	es reemplazado por /ij  objetos. 
Además, para rada arco (i,j) se debe crear un arco de beneficio a J  (pie una 
cada persona i con cada objeto j correspondiente. 

Ilustración de la conversión de un problema de transporte (Fig. 13) a un 
problema de asignación (Fig. 14). 

Orígenes 	Destinos 

Fig. 13. Problema de Transporte 

Cada origen i se transforma en (vi  personas (por ejemplo el Origen 1 de la figura, 
13 es transformado en las personas l'y 1' de la figura 14) y cada destino j se 
transforma en 	objetos (por ejemplo, el destino 1 (le la figura 13 se transforma 
en los objetos 1, 1' y I" de la figura 14). Si (i,j) es un arco de beneficio no 
en el problema de transporte, hay un arco de beneficio ao asignado (pie une 
rada persona i correspondien te  al origen i con cada objeto j correspondiente 
al destino j. 
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Personas 	Objetos 

Fig. 14. Pro/denla de asignación 

Es posible resolver el problema equivalente de asignación por medio del algo-
ritmo (le subasta, pero hay dos inconvenientes: 

1. La dimensión (lel problema crece grandemente (el números de personas 
y objetos crece hasta El" (vi). 

2. La estructura del problema de asignación equivalente alarga la guerra 
de precios y es inevitable, debido a que se crean objetos y personas 
duplicadas por la transformación. 

Se pueden evitar estas dificultades si se modifica el algoritmo de subasta apro-
vechando la estructura especial de la transformación del problema de trans-
porte al problema de asignación y el tener objetos y personas duplicadas. En 
particular, dado un problema de asignación, se dice que dos objetos j y j' son 
semejantes (y se escribe jN  j'), si se pueden asignar con las mismas personas 
y con los mismos valores, de igual manera, se dice que dos personas i e i' son 
semejantes (y se escribe i N i'), si se pueden asignar con los mismos objetos y 
con los mismos valores. 

A la colección de todos los objetos semejantes del objeto j se le llama la clase 
de semejanza de j y se denota por 111(j), y a la colección de todas las personas 

semejantes a la persona i se le llama la clase de semejanza de i y se denota, 

por A (i), 
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5.2 Algoritmo de subasta con objetos seme-

jantes 

se puede implementar fácilmente el alyoritino dr subasta con objetos scimjan- 
tes. Para cada objeto j, se mantiene un umbral de contención 	Si j no es 

asignado, el umbral (le contención 7").;  es igual al precio inicial Pi ; cada vez que 

j sea asignado a una nueva persona i, el umbral de. contención bj  se actualiza 

al mínimo nivel (le la clase de semejanza. Los precios son determinados por los 

umbrales de contención. En particular, el precio de un objeto j es el mínimo 

umbral de contención sobre los objetos de la clase de semejanza 111(j) de j. 

= luiu lik 	 (5.2) 
kE111(j) 

por lo tanto, todos los objetos en una clase de semejanza tienen el mismo pre-

cio pero posiblemente diferente umbral de contención. 

El algoritmo de subasta con objetos semejantes es el mismo que el algoritmo 

de subasta excepto por una diferencia. En la fase de oferta, una persona no 

asignada i encuentra su mejor objeto j i  correspondiente al mejor valor del 

umbral (le contención 

j i  = arg max{aij — 	vi = max{ccii 
	

(5.3) 

Entonces i es asignado a j i  y se actualiza el umbral de contención Pi;  como pi;  

más un incremento vi  — coi  c, lo cual está, basado en el segundo mejor objeto 

de una diferente clase de semejanza, wi se define ahora como: 

= 	IllaX 	— fii } 	 (5.4) 

(en lugar de coi = maxioi,{aii—pi}). Cuando el umbral de contención de todos 

objetos de una clase de semejanza se incrementa, el precio de la clase también 

se incrementa 1)0r el umbral mínimo de contención según 5.2. Nótese que por 

la relación pi = minkEmw Pk  entre los precios y el umbral de contención, Pi  se 

puede reemplazar por pi en 5.3. Así, una persona no asignada ofrece por el 

mejor objeto de la mejor clase de semejanza, pero el incremento ahora esta ba-

sado en los umbrales de contención y puede ser significativamente más grande 

que el incremento de la oferta basada en los precios. 
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Para entender córno se puede asignar con clases de semejanza, se considera el 
ejemplo 9. En este ejemplo la. persona. i (i = 1, 2, 3) continuará ofreciendo por 
los objetos semejantes 1 y 1' basta que los precios pi  y pi , sean por lo menos 
igual a na, y el objeto 2 no sea menos atractivo que los objetos I y I' para la 
persona á. El umbral de contención de un objeto para alguna clase de semejan-
za puede ser más grande que el precio del objeto (por las reglas  del algoritmo 
de subasta, se restringe a estar a ((le los precios de cualquier otro objeto de la. 
misma clase). Supóngase ahora que cuando una persona ofrece por 1111 objeto 
(le una clase (le semejanza no solo actualiza su precio, sino tanibién actualiza 
el umbral de contención correspondiente. Supótigase además que los umbrales 
de contención de todos los objetos de una clase de semejanza incrementan el 
precio de estos objetos (esencialmente conión). Entonces se ve que, sin Violar 
(-I1(', se puede incrementar simultáneamente los precios (le todos los objetos 
de la clase al umbral mínimo de contención, de este modo se felalelve la co-
rrespondiente guerra de precios. 

Ejemplo 9. 

Resolver el siguiente problema transporte por medio del algoritmo de subasta 
con objetos semejantes. 

Orígenes 	Destinos 

Fig. 15, Problema de 'Transporte 

En la conversión del problema de transporte al problema de asignación, el 
destino 1 se convierte en los dos objetos semejantes 1. y 11. 
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Personas 	Objetos 

Fig. 16. Problema de Asignación 

Sea au, (121 Y (131 enteros 	glie cero (si Un  = (121 = (131 = e, se tendría 
el mismo problema que en los ejemplos 2 y 3). 

La representación maridal del problema (le asignación es como sigue: 

 

objetos 

	

1 	2 

	

an 	an  O 	Vector de precios (O, 0, 0) 

1621 a21 O 
a:31 (131 0 

personas 2 
3 

La persona 1 ofrece el umbral de contención 	= att 	por el objeto 1 y la, 

Persona 2 ofrece el umbral de contención 	= a21  t por el objeto 1', así el 

precio de la clase de semejanza M (1) se incrementa al 111111{a11,a21 } 

objetos 

	

1 	2 
1 ( 	att O 

personas 2 	(121 (1721 ° 
3 	(131 	O 

Vector de precios (P1,1)11, 0) 

La persona 3 que no fué asignada porque su objeto preferido 1 o II ya fué asig- 
nado a la persona 1 o 2, hace una oferta: si a31  < miní(111,a21 ) 	o, la oferta 

de la persona :3 será por el objeto 2 y la subasta termina con la siguiente 
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asignación. 

ObiCtos 

1' 	2 
1 rt ii O 

personas 2 (1 21 al, (1 

3 (131 1131 

De otra manera la persona 3 ofrecerá por el objeto I o l' dependiendo de cual 
tenga el un ► bral más pequeño de contención, supóngase que el objeto 1 tiene 
el umbral más pequeño, entonces la asignación queda de la siguente manera: 

objetos 
1 	l' 	2 

1 (111 	aii 	1) Vector de precios ~pi,p'' ,O)  
personas 2 a21 	1111 (1 

3 lltll aji 	O 

Y la persona no asignada; en este caso la, persona I, ofrece por el objeto 2 y 
la subasta, termina. 

objetos 

1 1' 2 

	

1 	an llll O* 

	

personas 2 	a21 a721 O 

	

3 	(1731 (131 0 

De ésta manera se puede ver que el algoritmo (le subasta con objetos semejantes 
resuelve rápidamente la guerra de precios que ocasionan los objetos duplicados 
correspondientes a los destinos del problema de transporte. 

En cuanto a la validez del algoritmo, se puede demostrar que los precios de 
los objetos satisfacen <-1-1C y es escencialmente repetir la prueba de la propo-

sición 4, también se puede ver que el algoritmo termina cuando el problema es 
factible. Sin embargo, se puede demostrar que para enteros 	la asignación 
final será óptima si 1 < 1/111, donde lll. es el número de clases de semejanza, 
del objeto, aunque es suficiente que t < lin como en el caso del algoritmo de 
subasta. 
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5.3 Algoritmo (le subasta con personas seme-
jantes 

Se puede mejorar la ejecución del algowitino de subasta teniendo tu cuenta la 
pro>sencía de personas semejantes. La idea vs someter una oferta coimín por 
todas las personas (pie pertenecen a la misma clase de semejanza SI por lo 
menos una persona en la clase no está asignada. Las personas quo,  pertenecen 
a la misma clase de semejanza, no compiten entre ellas por los mismos objetos, 
y las ofertas que Iuu 	son las más altas, así, las personas de la misma clase de 
semejanza, cooperan para evitar la guerra ole precios y resuelven el problema, 
Vil una iteración. Se ilust ra esta idea y el correspondiente algoritmo de subasta 
en el ejemplo lo. 

Ejemplo 10. 

Itesolver el siguiente problema de transporte por medio del algoritmo de su-
basta con personas semejantes. 

Orígenes 	Destinos 

Fig. 17. Problema de Transporte 

De la conversión del problema de transporte al problema de asignación el origen 
I se convierte en las personas semejantes 1 y 1'. En éste algoritmo, todas las 
personas de una clase de semejanza con k personas, someten ofertas por los k 
mejores objetos. Los niveles de las ofertas son tales que mm vez ofrecidos son 
aceptados. 



Personas 	Objetos 

Fig. 18. Problema dr asignación 

La representación matricial del problema de transporte es cuino sigue: 

objetos 
1 2 3 

	

1 	(al i  al 2 O 	) 	Vector de precios (O, O, O) 

	

personas1' 	 0 (in (112 

	

2 	a21  a22  O 

Se considera primero el caso donde la asignación inicial es vacía, todos los 
precios iniciales son 0, y a n  = (tu  = a2i  = a22  = e > O. Entonces el algoritmo 
regular de subasta operará cuino en el ejemplo 3, (involucrando a una larga 
guerra de precios, si t es relativamente menor que e). 

En la primera iteración del algoritmo de subasta con personas semejantes, las 
personas 1 y 1' someterán una oferta común de e-1 t por los dos objetos mejores 
1 y 2. 

objetos 
1 	2 	3 

personas 
1 

	

e* 	e 

	

e 	e* 
O 
O 

Vector de precios (e t, e t, O) 

2 e 	e O 

Entonces la persona 2 que no está asignada someterá una oferta por el objeto 
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:1 y el algoritmo termina con la siguiente asignación. 

objetos 

1 2 3 

	

I 	e' e (1 

	

personas 1c 	e e-  O 

	

2 	e e tr 

Si en lugar (le eso, se tiene que 011  > a12  > 	en la. iteración inicial las personas 
1 y 1' someterán una oferta de jh 	t por el objeto 1 y una oferta de 

= (112 + 1101' ('1 objeto 2, 

objetos 
1 2 3 

	

1 	au  O 	Vector de precios 
personas 	 a*I2  O 

	

2 	(121  a22  O 

Si a12 	> a22  > an  > O, entonces la persona 2 someterá una oferta por el 
objeto 3 en la próxima iteración y el algoritmo terminará. 

objetos 
1 2 3 

1 	(1 a12  0 
personas 	al  a12  () 

2 	(122 O. 

Si C122 > (112 - E y a22  > aa21 > O, la persona 2 someterá una oferta por el objeto 
2 e incrementará el precio /52; 

objetos 
1 2 3 

1  

	

2 	"21 (6'2 ) 

	

1 	

0 

"12 	Vector de precios (Ah í/2,0) 

	

personas 11 	ait  /112 0 

las personas 1 y 1' entonces someterán otra oferta común por los objetos 1 y 
3 en la tercera iteración, y el algoritmo terminará con la siguiente asignación: 

objetos 

1 2 3 
1 	aí, //12  O 

personas 	 (112 O* 
2 	an  <42  O 
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De. esta manera se puede ver que el algoritmo (le subasta con personas seme-
jantes resuelve rápidamente la guerra de previos q ue ocasionan las personas 
duplicadas correspondientes a los orígenes del problema de transporte. 

5.4 Algoritmo de subasta con objetos y per-
sonas semejantes 

La idea de una oferta común por una persona, de una misma clase de seme-
janza se puede combinar con la idea anterior del umbral (le contención y el 
correspondiente algoritmo (le subasta para objetos semejantes. En particular, 
la oferta cooperativa de una persona en una clase de semejanza está basada 
en los umbrales de contención de los objetos. Con un cálculo apropiado, se 
obtiene un algoritmo para el problema de transporte 5.1 el cual, en efecto, 
es el algoritmo de subasta para el correspondiente problema equivalente de 
asignación (ver las figuras 13 y 14) pero con personas semejantes y objetos 
propiamente tomados en cuenta. 

En este algoritmo de subasta/transporte, cada destino j tiene un precio pi  y 
cada arco (i, j) que lleva finjo positivo 	tiene un umbral de contención yij 
asociado. El precio pi  es igual al precio original del destino j si la demanda del 
destino no ha sido aún agotada (Ei 	< /ja) y es igual al umbral mínimo de 
contención (le los arcos que llegan y que llevan flujo positivo (mini, 
Los orígenes ofrecen por los destinos para incrementar el umbral de conten-
ción de los arcos correspondientes, un destino incrementa SU precio una vez 
que toda su demanda es agotada y los umbrales de contención asociados se 
incrementan. En el ejemplo 11 se ilustra este algoritmo. 

Ejemplo 11. 

Resolver el siguiente problema transporte por medio del algoritmo de subasta 
con personas y objetos semejantes. 
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LITA TESIS NI BEBE 
Mili AL LA lifiLIATLCil 

Orígenes 	Destinos 

Fig. 19. Problema de transporte 

De la conversión del problema de transporte al problema de asignación, el 
origen 1 se convierte en las dos personas semejantes 1 y 	el origen 2 se 
convierte en las dos personas semejantes 2 y 2', el destino 1 se convierte en los 
objetos semejates 1, 1' y 1". 

Personas 	Objetos 

Fig. 20. Problema de asignación 
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La representación matricial del problema de transporte VS C01110 sigue: 

personas 
2 

\42' 

1  

/3 
3 
4 

011,111,0ti 
1// 

3 	3 
3 	3 
4 	4 

 4 	4 

2 
2\ 
2 
1 
1 	/ 

Vector de precios (010,010) 

Para cada una de las personas se toma el nutx{aii — }, a continuación se 
muestra la representación matricial de la primera asignación parcial: 

objetos 
1 1" 2 

1 3* 3 3 2 1).2 	= 	4 //2, 	= 3— 
1' 3 3* 3 2 u..t2 	= 	1 CO2 / 	= 1 

personas 
2 4 4 1 I ry2 	= 	3 	t 7z. 	= 2 
2' 4 4 4 1 

Vector de precios (1 + c, 1 + e, 0, 0) 

La persona 2 y 2' no estan asignadas, por lo tanto, hacen una oferta 72  = 3+c y 
12, = 2 por los objetos 1" y 1 respectivamente, la asignación parcial se muestra 
a continuación. 

personas 

1 
1' 
2 
2' 

1 
3 
3 

4 
4* 

objetos 
1" 

3 	3 
3 	3 
4 	4* 
4 	4 

2 
2 
2 
I 

1 

coi 
71 

= 
= 
= 

2 
2 — c 

2c 

V1,  
wi  

= 
= 

= 

2 — t 

2+ t  

Vector de precios (3 + t, I + c, 3 + c, 0) 

Las personas 1 y hacen tina. oferta 71  = 2e y 71, = 2 + e por los objetos 2 y 1' 
respectivamente, la asignación parcial se muestra a continuación. Fin, todas 
las personas tienen un objeto asignado. 

 

objetos 
1 1' 1" 2 

( 1 	3 :3 :3 2* 
11 	3 3* 3 2 
2 	4 4 4* 1 
2' 	4* 4 4 1 

personas 
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La asignación total 

S = {(1,2),(1',1'),(2,1"),(2',1)) 

y el vector de precios 

P = (3 	, 3,3 	,2(,) 

satisfacen la condición de holgura complementaria, 

E a i.;  =E maxla ii  _pi } +E pi 

MES 	i=1 J 	 j=1  

2 +3+4 +4 = (1 — 
13 = 13 

+0 + I — +2 — 20-1-(3+t +3 +3 -1- ( -1- 

por lo tanto, S es una asignacion óptima. 

La solución del problema de transporte de acuerdo con la asignación que se 
obtuvo es: 

Xii = 	1 

X12 = 	1  
x21 = 2 
:v22  = O 
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Capítulo 6 

Aspectos computacionales 

Siempre se ha tenido la necesidad de encontrar soluciones a problemas com-
putacionales muy grandes, los cuales dependen de las capacidades de los pro-
cesadores y del tiempo que se tardan los procesadores en dar los resultados. 
Actualmente el cómputo paralelo es misa área de intensa y activa, investigación 
para encotitar la solución de tales problemas de una manera más eficiente. 
Además, gracias a la habilidad y al poder de las computadoras paralelas, gene-
ralmente se encuentran nuevas e interesantes soluciones a problemas resueltos 
en el pasado. Aprovechando este hecho, se mostrará el uso del paralelismo en 
el algoritmo de subasta presentado en los capítulos anteriores. 

El propósito del paralelismo es poder ejecutar más rápido una tarea que tradi-
cionalmente corre en un sólo procesador utilizando más procesadores, es decir, 
hacer la misma tarea en diferentes procesadores al mismo tiempo, para esto 
existen las máquinas masivamente paralelas conocidas como MPP's, que son 
(le las más poderosas que hay para algoritmos paralelos. Estas Máquinas tie-
nen cientos de CPUs iguales, interconectados y coordinados. También existe 
el cómputo distribuido, que no es más que correr un proceso (ni un conjunto de 
máquinas. Una computadora con sistema distribuido, es un conjunto de com-
putadoras, posiblemente de distinto tipo, conectadas entre sí mediante una red. 

En cualquier algoritmo paralelo es necesario coordinar algunas actividades de 
los diferentes procesadores. Esta coordinación muchas veces se implementa 
dividiendo el algoritmo en "fases". Durante cada fase, cada procesador debe 
ejecutar un número de operaciones que dependen de los resultados de los cálcu-
los de otros procesadores en fases anteriores; sin embargo, el tiempo del cálculo 
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(le cualquier procesador durante la fase puede ser independiente del tiempo (le 
cálculo de otro procesador durante la misma fase; ('s decir, dentro de una fase 
cada procesador no interactila 	otro procesador hasta que el algoritmo lo 
pida, entonces los procesadores deben esperar (11 un punto predeterminado a 
(pie los demás procesadores terminen su fase. A estos algoritmos se les llama 
.Síllcr000s. 

Los algoritmos (pie no requieren estar divididos en fases, ni requieren de tina 
coordinación c()Inputacional tan estricta de los diferentes procesadores, es de-
cir, no reqUieren esperar en puntos predeterminados se les llama asíncronos. 

El cómputo serial se caracteriza por tener un sólo lugar (le control que determi-
na la siguiente instrucción a calcular. Así sólo una instrucción se calculará, cada 
vez;liay que notar que los accesos a la memoria y las instrucciones de entrada 
y de salida pueden ocacionar que los cálculos computacionales sean más lentos, 
para evitar estos retardos se han diseñado varios métodos, como son "cache 
memories" y "pipelining". 

Las primeras supercomputadoras se desarrollaron en base a estos avances, con 
la idea de organizar inteligentemente la memoria y el uso del "pipelining" y de 
esta manera se ha logrado que las supercomputadoras sean capaces de ejecutar 
operaciones vectoriales, es decir, se pueden realizar varias operaciones a la vez, 
en el caso de la Cray-YM P se pueden ejecutar 64 operaciones en una iteración, 
que a diferencia de las operaciones escalares los primeros 64 resultados se ten-
drian hasta después de 64 iteraciones. 

El algoritmo de subasta se puede paralelizar perfectamente ya que todas las 
ofertas se pueden calcular simultáneamentente, entonces se le puede asignar a 
cada procesador el cálculo (le una oferta diferente, a este método se le conoce 
con el nombre de Jacobi. Otra alternativa es el método de Gauss-Scidcl, el 
cual calcula las ofertas una por una y usa las ofertas más recientes; esto ,hace 
que el algoritmo realice menos iteraciones que el método de Jacobi. Pero una 
iteración Gauss-Seidel no se puede paralelizar, ya que el cálculo de la oferta y; 
depende de todos los precios. 
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6.1 Implementación paralela del algoritmo de 
subasta 

A continuación sv muestran algunos aspectos computacionales del algoritmo 
de subasta, para el caso del problema de asignación. El algoritmo de subasta 
es por lo menos competidor y muchas veces mejor que los métodos clásicos 
ya que los algoritmos de subasta son muy ¿ulecuados para la computación en 
paralelo. 

Parte de este trabajo fue programar el algoritmo se subasta en una máquina 
paralela vectorial con memoria compartida (fray Y-114P). A continuación se 
explica qué fue lo que se tomó en cuenta para paralelizar el programa. 

Las dos fases del algoritmo de subasta, la de oferta y la de asignación son 
altamente paralelizal)les. En particular, las ofertas se, pueden calcular simul-
taneamente es decir, en paralelo para todas las personas que participan en la 
subasta. 

C01110 Se IleeeSita una estricta separación temporal entre la fase del cálculo de 
la oferta y la fase de asignación, se dice que la implementación es síncrona, 
Para tal implementación, se utilizo el método de Jacobi para paralelizar la 
fase de oferta del conjunto de personas / no asignadas que someten una oferta 
simultáneamente. 

Los cálculos implicados en la oferta de cada persona i E / son realizados por 
cada procesador simultáneamente. Sea in el número de procesadores disponi-
bles, si el número de personas en 1, es 1/1, y excede al número de procesadóres 
m, entonces algunos procesadores ejecutarán más cálculos que otros. Si 1/1 < 111. 
entonces In —1/1 procesadores estarán desocupados durante la fase de la oferta. 

Una vez que se termina el cálculo de la fase de oferta de una iteración, se 
necesita una sincronización para ejecutar la fase de asignación. Esta fase se 
puede ejecutar por 1.113 solo KoCeSadOr. TallIbién se puede considerar usar más 
de un procesador para ejecutar la fase (le asignación en paralelo, pero la ga-
nancia Potencial (le paralelización puede ser modesta mientras que el tiempo 
de sincronización de los procesadores (overhead) puede ser muy grande como 
para compensar esta ganancia, (.14 por esto que se usa sólo un procesador en la 
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fase (l(' asignación. 

A causa de la típica y prolongada "guerra de precios" del algoritmo de subasta, 
cuando queda un pequeño porcentaje de personas no asignadas, la velocidad 
que se puede obtener mediante el método de Jacobi es relativamente modesta. 
Sin embargo la velocidad para el método de Ulluss-Scidel es potencialmente 
más grande, particularmente citando el problema es denso, y también cuando 
se tiene hardware con capacidiules vectoriales. 

6.2 Velocidad y eficiencia 

Se describirán algunos conceptos que Son lidies para comparar algoritmos se-
riales y paralelos. Supóngase que se ha escogido un modelo particular parale-
lizable, sea P el problema computacional dado y n el tamaño del problema., 
supóngase además que se tiene un algoritmo A paralelo que resuelve el pro-
blema P en un tiempo Tp(n) en una, computadora paralela con p procesadores 
(p puede depender de n). Sea r(n) el tiempo que se tarda en resolver el pro-
blema P de la mejor manera serial. La velocidad conseguida por A se define 
por: 

T 
Sp(n) 

Tp(n) 

Claramente, b,(n) es la medida del factor de velocidad obtenido por el al-
goritmo A cuando se tienen p procesadores disponibles. Lo ideal sería que 
Sp(n) = p, en realidad hay muchos factores que lo impiden, por ejemplo la 
comunicación y el "overhead" que se tiene al sincronizar la actividad de varios 
procesadores y el control del sistema. 

La eficiencia del algoritmo A se denota por: 

rll (n)  
Er(n) 

pl;,(7z) 

esto indica qué tan eficientemente se utilizan los p procesadores. Si el valor 
de Er(n) es aproximadamente igual a 1, para alguna p, indica que aproxima-
damente el algorimo A corre p veces mas rápido usando p procesadores que si 
se usara sólo un procesador. Esto indica que cada procesador está haciendo 
"eficientemente su trabajo". Para que esto ocurra, el algoritítno paralelo debe 
ser tal que ningún procesador permanezca inactivo o bien que no se realice 
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ningimn trabajo innecesari(). Esta situación ideal es prácticamente inalcanza-
ble. Un objetivo niás realista ('5 tratar (le tener una eficiencia que esté cerca 
(l(' 1 cuando 11 y 7) cre(.7en. 

Para la siguiente gráfica se corrio el programa de subasta para el problema 
de asignación de dimensión 500, con valores aleatorios, la gráfica (figura 21) 
muestra el rendimiento del programa en paralelo y que tan paralelizable es, 
también se muestran los tiempos que se tendrían si se contara con más proce-
sadores. 

Las curvas indican las velocidades esperadas conforme el número (le procesa-
dores aumenta. 
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‘,4 

.1,11~4044*1 , 11:,:„~z>s 

Fig. 21. 1?endimicalo del programa en paralelo 

La primera curva muestra la velocidad lineal que Cl programa tendría si 
la porción (H programa que se está analizando fuera 100% paralelizable 
y sin "overhead". 
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• La curva do (111110(h innest ra la ley' de Amdahl, y representa la velocidad 

ideal esperada considerando ('1 tiempo que se requiere en las partes se-

riales. pero se supone que no hubo ningtín "overheadilsociado a la parte 

paralela. 

• La tercera curva muestra la velocidad esperada en 1111 sistema dedicado: 

aquí se t mita oil (»mit a el "overhea( -que 11111)0 en (1 inogrannt y también 

se considera ('1 tiempo utilizado en lit parte serial (101 programa. Los 

escalows indican que ('1 t rabajo a realizar (91 paralelo no es estable. lo 

cual se debe a que el míntero (le personas no asignadas va disminuyendo. 

por lo que cada vez se requieren cátenla'. menos ofertas 

Est as tres líneas dividen la \ ,ent atta ('II t res áreas, las cuales indican lo siguiente: 

• La primera que va desde abajo hasta la tercera curva. muestra el electo 

del trabajo realizado en paralelo. Se espera que esta área sea lo más 

grande posible. 

e La segunda área representa 01 "overhead"que es el tiempo (le sincrottiza-

ción de los procesadores. 

e La tercera área que está entre la curva (le la ley de Amdahl y la línea 

recta, nmestra el electo del código serial sobre el rendimiento general. 

Para este programa el código serial consta de la lectura (le los (latos. la 

fase de asignación y la escrit tira de los resultados. El código paralelo es 

la fase (le oferta. 

De este modo se espera que las (los tíltimas áreas sean lo más pequeñas posibles. 
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A continuación se mostrar;in algunos resultados del algorit mo de subasta con 
sus variantes. Se implement ¿n'U para el un‘todo de Jacobi la subasta hacia 
adelante (forsvard), hacia atrás y combinada. y con el método de Gauss sólo 
se uso la subasta hacia adelante. La subasta hacia atrás no se lunes! ra en las 
siguientes gráficas pues el tiempo (le ejecución es muy parecido al de la suhast a 
hacia adelante. Las matrices que se asaron tienen una dist ribición uniforme, 
el comportamiento de los programas puede ser difernte si se utiliza otro tipo 
de matrices. 

En la siguiente gráfica se muestra (01110 disminuye el tiempo real. (liando se 
utilizan .1 Cl'Irs en vez de uno. El método utilizado es el Jacobi. de subasta 
hacia adelante. 

Subasta hacia adelante. a(i,j) < 10 

Fig. 22. Tionpo nal con difinnit número (1( CI)(''s 
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En la figura .11 se muestran los tiempos de ('PU para el método de Jacobi con 
subast a hacia adelante y combinada \' para el ineludo de Gauss. Las entra-
das de las matrices son menores que 10. es decir. se tiene poca dispersión ('II 
los datos. Esto significa. que se tienen muchos objetos con igual benelicio. y 
además poca diferencia entre los que son diferentes. Esto provoca que varias 
personas quieran ser asignadas a un mismo objeto, Despia.,s de ¿dgunas ite-
raciones en ((lie las personas compiten por ese objeto. el precio del objeto se 
eleva Cauto que exist irá un objeto con menor benelicio pero menor precio. 1 
decir, se genera una guerra de precios. Esta situación se presenta con mayor 
frecuencia para el na'qodo de Jacobi (sólo cuando se t iene poca dispersión) y 
110 para el 1111"I odo de Gauss. ya que en el método de Gauss cada vez que una 
persona realiza una oerta. actualiza el vector de precios. por lo (pie la siguiente 
persona que tambíé (verbi ese objeto ahora tomara encuenta su nuevo ¡necio 
lo cual puede ocasionar que prefiera a otro sea asignada. En cambio. en el 
método de Jacobi todas las personas no asignadas realizan sus ofertas al mis-
mo tiempo. y sólo una de ellas se quedará con ese objeto. Es por esto. que el 
método de Gauss llega más rápido a la soulución. como se muest ra en la gráfica. 

a(1,J) < 10 

arta 	 Forward o 
Gauss + 

utP0 	Coinbined 0 - 

111P 

t£11-1 
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En la figura 2-1. se muestran los tiempos (le CIT usando ahora valores entre 
O y 10000. es decir. se tiene una gran dispesión en los datos. Ahora el ni("40do 

combinado es el que requiere menor Lempo (le (Tu. Para entender porque 
la subasta combinada ('5 más rápida. se considera el problema de ruta iin 
corta. El algoritmo trabaja con (los rutas /' y R. donde /' inicia en el nodo 
origen y fi (91 el destino. aplicando la subasta hacia adelante para la ruta P 

y la subasta hacia atriís para la ruta U. hasta que P y I? tienen un nodo en 
común. Entonces en vez (le recorrer toda la gráfica ya sea con la subasta hacia 
adelante o hacia atriís. se encuentra la ruta más con las dos subastas. 

a(i,j)< 10000 
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En la figura :15. se muestra el iníniero (I(' ofertas que necesitarón los progra-
mas para encontrar una asignación óptima. El valor del eje -y. S(' encuentra 

sumando en cada iteración el número de personas 110 asit nadas. es decir. el 
ntlittero (le ofertas TU' Se l'ealiZall 	('.Sil iteración, El tralmjo necesario para 

cátenla'. una oferta es lo nlás peS11(10 del programa. por eso ('1 tiempo (l(' ('PU 
esta directanwnte relacionado con este valor. esto hace que esta gráfica y la 
anterior sean tan parecidas. 

a(i,i) < 10000 
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Conclusiones 
El algorit mo (l(' subasta eti 11111y rikil (l(' entender ya que S(' 	 mucho a 

una subasta verdadera. 1..s novedoso pites fue pensado para ser resuelto (II pa-

ralelo. est() ('S ('II diti1i1110S procesadores a la vez. Ademas. permite resolver los 

problemas (le asignación. de filias más cortas y el (le t ransporte. entre Otros. 

A pesar de que estos problemas ya se han resuelt() ine(liante los métodos ra-

(licionales. el algorit 111) (le subasta suele ser más rápido debido a que se puede 

paralelizar. 

Los resultados que se obtuvieron con la implementación de este algoritmo 

muestran que generalmente se necesitan menos iteraciones si se utiliza el in("1 o-

do de Gaus.,,S( ;del el cual es serial. pero resulta ser mas rápido si se usa el 

método de Jacobi. esto se debe a que diferentes procesadores realizan el cálculo 

de la oferta al mismo tiempo. pero se actualiza el vector (l( precios basta que 

se tienen todas las ofertas esto ('5 lo que provoca que realice mas iteraciones 

paralelizado. tina desventaja de la implementación del programa es que re-

quiere memoria del orden del cuadrado de la dimensión del problema. 

Este trabajo puede servir como apoyo a los estudiantes del tema. ya que con-

tiene algunos ejemplos que hacen más fácil la comprensión del algoritmo. Tam-

bién se puede utilizar como un inicio al estudio de los métodos duales ascen-

dentes o bien para entender un poco mas las ventajas del cómputo paralelo. 
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