UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO

'DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

dela

FACULTAD DE INGENIERIA

MODELACION MECANICA
DE UN
DISCO SUJETO A COMPRESION DIAMETRAL

(tesis)

Requisito que para obtener el grado de Maestro en Ingenicria Mecdnica presenta

Rubén Vizquez Leén

TESIS CON 199
FALLA DR ORIGEM

TESIS CON
FALLA DE ORIGEN



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Dedicado a Candy y a Mariana

por su comprension y apoyo decidido.



-
.

DIVISION DE ESTUDIOS DE FOSGRADO.
FACULTAD BE [IGENIZRIA

Profr. LUIS REYES AVILA
Presente

Comunico a usted que a propuesta del _COORDINADOR DE LA -

SECCION DE MECANICA _ha sido designado

como director de tesis del alumno(éj RUBEN VAZQUEZ LEON

para'obtener el grado de -

M EN I EN MECANICA : .

Mucho he de agradecerle su comunicaeién, por escri;q, de la
aceptacién a esta designacién y el nombre de la tesis a de-
sarrollar. '

D

Y

Atentamente, . '
“POR MI RAZA HABLARA EL ESPIRITU"
Cd. Universitaria a 26 de febrero de 1987

EL _JEFE DE LA DIVISION :

ﬂv\m GABRIEL ECIAVEZ ALDAPE
7" .

E.5.1

CIUDAD UNIVERSITARIA MEXICO 20, D F, APDD. FOSTAL 70-256 TEL. 528 FL.77 553-22-35 EXT. 4145



CONTENIDO

INTRODUCCION

1. ELEMENTOS TEORICOS BASICOS

2, FUNCIONES DE DEFORMACION.

2.1. Modelo matemitico de un disco.

2.2 Funcién de deformacién interpolada sobre nueve puntos.

2.3, Funcién de deformacién interpolada con doce puntos de observacién,

3. MODELACION MECANICA

3.1 Campos derivados de la deformacién que se basa en mediciones sobre nueve puntos,
GRADIENTE DE DEFORMACION.
CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.
GRADIENTE DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.
DEFORMACIONES INFINITESIMALES.,
SUPOSICIONES DE CONSTITUTIVIDAD (Esfuerzos de Piola-Kirchoff).
TRACCIONES DE SUPERFICIE.
CARGAS DE CUERPO.

3.2 Campos-derivados de la funcién de deformacion Interpolada sobre doce puntos.
GRADIENTE DE DEFORMACION.
CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.
GRADIENTE DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS,

DEFORMACIONES INFINITESIMALES,

1"

1
12
12
12
12
13

14

11
15
15
15

16



ESFUERZOS DE PIOLA-KIRCHOFF.

TRACCIONES DE SUPERFICIE.

4. EXPERIMENTACION CON MOIRE.

4.1 Técnica aplicada en el anilisis por moire de un disco sujeto a compresién diametral.

4.2. Notas de laboratorio,

5. INTERPOLACION DE LOS CAMPOS DE DESPLAZAMIENTO
UTILIZANDO ELEMENTOS FINITOS.

8.1 Método del elemento finito en sintesis,

52. Aplicacién del método del elemento finito para interpolar desplazamientos en un disco

sujeto a compresién diametral

6. DISCUSION DE RESULTADOS.

6.1, Modelacién computacional,

6.2. Calibracién del Modelo.
Preliminares.
Deformaciones Planas
Esfuerzos Planos

Objetivo de la calibracion,

6.2. La Modelacién computacional y las Grificas de campo total,

CONCLUSIONES.

16

16

17

18

21

2l

A

28

28
28
29
29
30

33

36



INTRODUCCION

El presente trabajo nace de nuestra convicci6n de que es necesaria e inaplazable para el desarrollo
de la ingenierfa, 1a creacion de nuevos métodos de andlisis que se deriven de modelos mateméticos
representativos de los fendmenos ffsicos presentes en los problemas, en contraposicion a los métodos de
andlisis demasiado simplificados que se usan tradicionalmente.

Es indudable que las hipdiesis tradicionales y las soluciones "de ingenierfa” (que violan a veces
principios fundamentales de la fisica) han sido respuestas adecuadas hasta un pasado reciente. Sin embargo,
también es cierto que los problemas acluales planiean situaciones donde es imprescindible a optimizacion y
1a seguridad. Entonces, las respucstas vélidas nacen de modelos cuya caraclerfstica principal es la gran
aproximacién conque describen la fisica de los problemas. Ademds, las herramientas y tecnologfas de
andlisis se han vuelto mis poderosas. No hay razén entonces para eludir total o parcialmente, a través de
hipétesis, las complejidades matemdticas de los modelos de 1a ffsica de los problemas analizados ni se
deberfa extrapolar peligrosamente la polencia de los modelos elementales.

Para resolver problemas complicados por su geometrfa 0 condiciones de carga, los métodos
numéricos avanzados como el FEM (Mélodo el elemento finito) y el BEM (Méiodo de elementos frontera) se
basan en los desarrollos recientes de la computacidn electrdnica. La allernativa para el ingeniero son los
métodos experimentales de andlisis, como el moire y la fotoelasticidad. Sin embargo, ¢l desconocimiento de
los fundamentos tedricos en que se basan estos métodos ha conducido a la comisién de costosos errores
duranie su aplicacién,

~ Con esa ideologfa, cn este trabajo se plantean los siguientes objetivos:

1. Proponer una nueva melodologia de andlisis y modelacion para problemas de valores en la frontera
asociados a la mecdnica de sdlidos deformables, a través de la cual se obliene la solucién analftica del
problema pantiendo del conocimiento de la configuracién deformada del cuerpo en estudio, Dicha
metodologfa puede resumirse en los siguientes pasos:

¢ A), Observacion experimental de 1a configuracion deformada del cuerpo B en estudio,

¢ B). Con base en la cinemética observada de algunos puntos en la frontera del cuerpo, construir
una funcién f£B—f(B) de deformacién que caracteriza el fenémeno. Aquf fiB) es la
configuracién deformada del cuerpo B y se ha propuesto de tipo polinomial.

o (). Dentro del marco tedrico de 1a mecdnica del medio continuo, construir a partir de f los
campos vectoriales y tensoriales de desplazamiento en la superficie, deformacién infinitesimal,
estuerzo, elc., y probar que satisfacen los principios bisicos de la mecénica, a saber: el principio
de conservacién de 1a masa, los balances d¢ momenta lineal y angular, Ademads, ¢l caunpo
tensorial de esfuerzos debe satisfacer el icorema de Cauchy de donde se determinan las
tracciones de superficie compatibles con f£B-f(B).

2. Utilizar la modelacién mec4nica desarrollada previamente para simular en computadora el fendmeno
estudiado. Tal simulacién, a 1a que hemos llamado Andlisis Comnputacional de Esfucrzos, consiste en:

o A), Utilizando la funcién de deformacién f:B—f{B), reproducir en la pantalla de la computadora
el experimento de moire de Andlisis Experimental de Esfuerzos.

¢ B). Graficar los campos globales de desplazamiento, deformacién y esfucrzos construfdos con la
modelaciéon mecénica



3. Conceptualizando el método del elemento finito como una técnica de interpolacién y aprovechando que
la técnica experimental de moire permite conocer los desplazaunientos en ciertos puntos del cuerpo, los
cuales identificareinos como puntos nodales, proponer un método para detenninar el campo de
desplazarnientos ch 1a frontera del cuerpo en estudio. Este inétodo consiste en:

e A). Partiendo de los resultados experimentales de la téenica de moire, determinar los
desplazamientos de los puntos nodales elegidas.

e B). Utilizando la técnica del elemento finito, construir un conjunto de funciones lincalmente
independientes o funciones base, para general el espacio vectorial de elemento finito sobre el
dominio de la superficie de B y construir el cumpo de desplazamientos aproximado que viene a
ser una combinacion lineal de dichas funciones base.

o (). A parlir de los resultados anteriores, construir grificas que puedan compararse con las
obtenidas en la etapa B del segundo objetivo,

Como aportacién cspecial de esta tesis, adeinds de la propuesta amiba descrita, se presenta ¢l
desarrollo de una soluclén fotosensibilizadora de superficies que se prepar6 por primcra vez cn los
laboratorios nacionales a partir de la solucién de Van Dike'. Este desarrollo fue necesario porque, para
validar la metodologfa propuesta, s¢ analizé en este trabajo el modelo de un disco sujeto a compresion
diametral para el que existen soluciones publicadas ? que sirven como medio de contraste para los resultados
obtenidos con el inodelo mecdnico propuesto.

- Esla tesis estd organizada de la siguiente imancra: En el primer capftulo se presenta ¢l modelo
racional de la elasticidad lineal tridimensional en formma concisa pero suficiente para familiarizar al lector
con la nomenclatura y los conceptos que se discuten en los capftulos subsecuentes.

El capfulo 2 detalla la metodologfa que se propone para la construccidn de la funcién de
deformacién del problema analizado: Se modela un disco inediante un subconjunto de puntos materiales en
R®, Enseguida y con base en mediciones efectuadas en un experimento previo, se construyen dos funciones
polinomiales de deformacién y se discute su validez,

En el tercer capitulo se construyen, dentro del marco tedrico de la mecénica del medio continuo, los
campos vectoriales y tensoriales de desplazamiento, deformaciones infinitesimales y esfuerzos de Piola-
" Kirchoff.

El capftulo 4 es un resumen de los procedimientos y técnicas desarrollados para instrumentar un
modelo de poliurelano con la técnica experimental de noire a fin de reproducir algunos cxperimentos
publicados por Durelli y Parks’ y obicner cxperimentalmente los datos de desplazamiento de los nodos de
una triangularizacién con elementos finitos de la frontera del modelo que permite 1a construccion del campo
global de desplazamientos sobre dicha frontera mediante esta técnica de Interpolacién. La triangularizacién
con elementos finitos y las funciones base utilizadas s¢ describen en el capftulo 5.

En la redaccién de este trabajo se ha evitado en lo posible la reproduccién textual de la teorfa ya
publicada, proporcionando al final de cada capftulo las referencias correspondientes, a donde agradecereinos
se remita el lector interesado.



1. ELEMENTOS TEORICOS BASICOS

El modelo matemético del problema analizado en este trabajo tiene su fundamentacion tedrica en la
presentacién fornal de la mecénica del medio continuo y es conocido como modelo de la elastosttica
tridimensional®, En esta parte se presentan las definiciones de los conceptos involucrados asf camo la
nomenclatura utilizada.

1o, Cualquier cuerpo B se puede modelar como ut subconjunto del espacio euclideano de puntos
R’

20. La afirmacién anterior permite postular una relacién univaluada entre las configuraciones no
deformada (denotada B) y deformada (B') del cuerpo estudiado. Tal funcidn f; B — B' donde B C R? s

llama la funcién matemética de deformacién de B o simplemente la deformacion de B.
Para que dicha funcidn modele una deformacién ffsica de B, debe cumplir las siguientes
propiedades:
i).feC'(B,B'")
i), f'eC"(B,B')
iii). det Vf (x,,x,,,) > 0V (x,,x,, x,)€B

" Las dos primeras condicioues se asocian con la hipétesis de continuidad y la tercera con el principio
de conservacidn ¢ impenetrabilidad de la materia.

3o. Por otro lado, cualquiera que sea su forna, debe satisfacer las ecuaciones de campo de la
mecénica, es decir:

iv), (x, X,05) = £, 0,x) - (0, %,,X).

V). I:I(x,,x,.x,):-;-[Vu(x,.x,,x,H Vu’(x‘.xz.x,)]
vi). div.g(x,,x2.x3) +b(x;, 0y, %3) = pf (4,45, X;)

vii). .?I_’T(x,.xz.x,) = l_’.?r(x,.xz,xg V(x,.x,,x,)€B

Donde u es el campo vectorial de desplazamientos, Ees el campo tensorial de deformaciones
infinitesimales, S es el campo tensorial de esfuerzos, b es el vector de cargas de cuerpo y F es el gradiente
def.

El campo tensorial §: B - L(R’,R?) est4 dado, en general, por:
A A
§ =S8(F)+S8(I)+C(E) +0(e)
y en € caso lineal, por:
$=C(6)

A
Aquf S es el tensor de esfuerzos de Piola-Kirchoff, (/) nos da el tensor de esfuerzos residuales,
C es el tensor de elasticidades del material y 0(€) es el érmino de orden 0 que resulta de la expansién de

S en la vecindad de un punto p en B,



En el caso especial en que ¢l comportamiento del material sea eldstico lineal e is6tropo, su ecuacion
constitutiva esta dada por la ley de Hooke generalizada, esto es:

S =2 E+\Mwr E)l

donde >0, 0<v<0.5, representan ¢l médulo de Young y la relacion de Poisson respectivamente, Si s¢
sustituyen dichas constantes, expres4ndolas en términos de los mddulos de Lamé, la expresidn anterior se

convierte en:

1+v

N Y
§'-— [E+ s (n E)l]

4o. Para evaluar las cargas en las fronteras de B se aplica ¢l corema de Cauchy, cuyo enunciadoes:

"Para cada S con dominio B, existe un campo vectorial Gnico s tal que s= S w"

donde m es el conjunto de vectores unitarios nonnales a 1a frontera 0B del dominio B, Dicho campo, es ¢l
vector de tracciones de superficie.

BIBLIOGRAFIA
'DURELLI, A.J.; PARKS,V.J. Maire Analysis of strain, Cap. 14, Prentice Hall,
Inc, New Jersey 1970,
’Idem. Cap. 7.
YIbidem,

‘GURTIN, M. E,, An inroduction to Continyum Mechanics, Cap. 10, p. 205,,
Academic Press, New York, 1981



2. FUNCIONES DE DEFORMACION.

El objetivo de esta parte es presentar la metodologfa para construir, a partir de la cinemética el
cuerpo, la funcién £ B—f{B) de deformacién. Tal método consiste en interpolar mediante un polinomio de
grado conveniente, la configuracién deformada del disco sujeto a compresién diametral, a partir de
mediciones ffsicas realizadas en puntos de la frontera del mismo.

2.1. Modelo matemético de un disco.

Las funciones que se construyen aquf, estdn definidas sobre ¢l dominio B, que es el modelo de la
configuracién no-deformmada del disco, mismo que se puede modelar mateinaticainente como un conjunto de

puntos materiales incluido en el espacio euclideano de puntos R 3, Explicitamente;
h h
B={(x,,x,,x)eR%(x,x,)eqQ, AR -5}
donde B =Q U y paran0:

Q= ((x,x)eR%:x +x; <r’)

cuyas fronteras son;
0B, = {(x,x,,h/2):(x;,x,) €Q}
0B, = {(x,,%,,~h/2):(x,,x,) € Q)
0B, =9Q X (=h/2,h/2)

donde r>0, s el radio del disco y 7. X 9 — (0, <) es la funcién de espesor correspondiente,

Es de esperarse que la representatividad lograda con las funciones de deformacion esté relacionada
con el grado del polinomio utilizado, Por esta razén, se construyeron dos funciones de este tipo: Una que
utiliza como base para la interpolacion mediciones en nueve puntos de la frontera del disco y otra que toma
coino datos para la interpolacién las mediciones realizadas sobre doce puntos, Es interesante comparar los
resultados obienidos seguin el nimero de puntos de ta funcidn utilizada,

2.2 Funcién de deformacidn interpolada sobre nueve puntos.

Construiremnos en esta parte la funcién de deformacion f; B — B', de nueve puntos, Para hacerlo
supondremos que:

HIPOTESIS H1: Los puntos del modelo no se desplazan en la direccién de x4 (Ver fig, No, 1 en la pig
slguiente),

La observacion del cambio de geometrfa del disco nos permite construir 1a deformacién a partir de
las siguientes consideraciones cinematicas; Los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, 1; de la configuracién no
deformada se convierten, respectivamente en A', B, C', D', E\ F, G', H', I'; de la configuracién deformada.
La medicidn de coordenadas de cstos puntos s¢ hizo sobre un modelo de laboratorio construfdo con



poliuretano, de 7 cm de didmetro, 1 cm de espesor. Este modelo se colocé en un pequeiio marco para
cargarlo diametralinente. Los valores medidos se¢ enlistan a continvacion:

Dalos experimentales

Configuracién No Configuracién
Deformada Deformada
0=0.094 a,=0.094
b=0.33 b,=0322
r=0.35 1=0.356

v
(o) !
.‘-‘7/ {0,b)
(=r,0) 8 | (ro)
X
(-e.-_b) {o,~b)
(oy=r) f-0,,-0,) orby) (0,,~b)

Fig. 1. Datos para la funcién de deformacion basada en nueve puntos de medicion.

Con base en la observacién anterior se propone una funcién de deformacidn definida por:
fiB-B
LXKy %) = (00 00X, + 00X, 0, X, +00, X +0gX] +0 X7 X7 +00,x) +00x7,
1 2 2.2 3 3
Bo+Byx + 8%, + Boxyxy + 8,0 +Bsxy +Pexing +B,x +Byxyuxy,
donde los coeficientes se determinan resolviendo el sistema de ecuaciones simulidneas que nace de las
condiciones cinemdticas de la figura 1. Los valores de los coeficientes son:



Oy =0, =0y =0, =0s =0 =0y =0
Bo=B, =Py =Py =Ps=Ps=B,=0

_al-ar’
T ar-ar?
_ar-al
T adr-ar

_ble-cr?
b= o

cr—=be

By T b -br?

7

expresados en (érminos de las coordenadas medidas sobre los pumtos elegidos (Ver la figura 1). Por
supuesto, es posible pensar en varios juegos de mediciones para diferentes experimentos,

La funcién propuesta se convierte en:

fiB-B
FOxx) = (0 x +0,x], Box, + 8,5, x;)

" Por su cardcter polinomial, esta funcién satisface en forma natral la pertenenciaa C' (B, B'),

Por otro lado, sip y ¢ son dos puntos de R * tales que sus imagenes bajo f: B — B' son idénticas,
esdecir, f(p)= f(q), entonces s¢ tendré:

F(x,09,02,) = Ox, +04,x,, By, +Byy)s 2,)
Fxy12,) = (@, +0x3, Byy, +B4y)s 2,)
Fx,09502,) = f(X05402,)

(%, +0,x0, Boy, +Bayys 2,) = (0x, +0,%7, Bay, +Bey,s 2,)

de donde puede concluirse que, para tener Ja misma imagen, ambos puntos deben tener las inismas
coordenadas. Es decir, 1a funcidn ¢s uno a uno ya que se estarfa hablando del mismo punto.

El tercer requisito que debe cumplir 1a funcién es que det Vf (x,,x,,X;) > OV (x,,x,,,)€B.
Este requerimiento impone algunas restricciones matemdticas sobre el dominio de 1a funcién de deformacion
propuesta. Explfcitamente:
Vf:B- L(R*,R%)
V(% %y, %) = J1. (X0 X5,%3)e; ®e,Vp €B
Calculando el determinante, se establece 1a restriccion:
det V7 (x,, X,, %;) = (3o, x7 +0 )Py x! +P,) >0 (x,,.x,,x,)€B

El andlisis de 1a expresién anterior predice que en la vecindad cercana al punto de aplicacién de la
carga existen condiciones donde "podrfan” ocurrir violaciones de la misma. Con los valores de las



mediciones que hemos trabajado en esta funcidn se construyé una representacién del dominio donde la
restriccién se cumple ampliamente. Esta, se muestra en la figura 2,

Fig. 2. Dominio de definicion positiva para el determinante del gradiente de deformacidn,

2.3. Funcldn de deformacién Interpolada con doce puntos de observacidn.

Fig. 3. Datos para la funcién de deformacién basada en doce puntos de medicion.

Nuestro objetivo ahora es construir una deformacién basada en mediciones sobre doce puntos de la
frontera, que se representan en la figura No. 3., Esto es una mera repeticién del procedimiento de la seccion



anterior. Sin embargo, implica alguna dificullad adicional para la solucién del sistema de ecuaciones
simultdneas y podemos apumtar que interpolar con méds puntos o para cuerpos con geometrfas mas
complicadas, implican el desarrollo y aplicacidn de algin método numérico apropiado. Para el efecto, en
este trabajo se hizo una adaptacién del método del elemento finito que se describe en el capftulo 5.

Bajo la misina hipdtesis H1, se analizan los puntos A, B, C, D, E, F, G, H, 1, J, K, L, cuyas
imagenes son A', B, C', D', E', F, G, H, I, J', K' y L' respectivamente (fig. 3) y se propone una funcidn de
deformacidn de la forma;

f:B—> B
Flx,x,x)=(0, +0,x +0,x, + 0L X] 0L X, X, 0
0L + O XT X, + O X3 + 0l xD +00x +0y, 0] o, x],
2 2 3
Bo +Byxy +Paxy + Byxy + B +osx; + By +
2 3 3 4 2 ’
Brxyxy + Bax,y + By +Broxi +Pyyxi +Pyxy, xy)

Los cocficientes, calculados a partir de las consideraciones cinematicas resultan:

2
o, =';—r ('
_ar-al b a
S dr-a’ (@-rt) "
_a(a’ -r*)er-cl)-c(c* - r’)a,r~al)
T acd*r(@® -r*)-abler(ct -rt)

d,r-db, d2 —r2
ST & B
_ cld(br=bb) ~a’bldyr - db,)
bdr(c*®* -r*)-a*(d* -r?))

Bs
Bs

Todos los demds coeficientes son nulos. Los valores a, b, ¢, d, a, b, ¢, d, ], r se determinan mediante
mediciones ¢n un experimento siinilar al que se describid antes para Ia funcién propuesta interpolada para
nueve puntos. Los valores numéricos correspondientes son:

VALORES EXPERIMENTALES
Configuracién no Configuracién
deformada deformada
a=0.094 a=0.094
b=0.33 b=0.322
¢=0,325 ¢=0.325
d=0.185 d=0.183
e=0.35 1=0.356



Entonces, la funcién propuesta es de la forma:
3 2 3 2
FOxX0,%) = (00, %, +0Lx) +0x, %7, Box, + Pox; +B,x,45,x5)

Esta funcién, obviamente, es un elemento de C' (B, B'). Enseguida, se demuestra que es uno a
uno:
Sean dos puntos p, g € B < R?, wles que sus imdgenes bajo f: B~ B son idénticas, entonces:

3 2 3 2
f('\‘p’.yp’zp) = (alxp +a6xp +a3xp.vp'B2.yp +B9yp + B?;tp.yp’zp)
3 2 3 2
S vz, = (0 x, 00 x) +0gx v, Bay, +Boy, + By, 5;02,)

Inplican que X, =X, ¥, =Y,,2, =2, Es decir, p y ¢ son ¢l mismo punto, o sca
f+B = B es una funcién uno a uno.
Garantizar ¢l requerimiento establecido por det Vf (x,,x,,x;) > 0V (x;,x,,x,) €B, conduce a
las siguicntes expresiones:
Vf:B - L(R*,R?)
Vf (%,%,,%) = £, (%, %,,%,)e; ®e;,Vp€ B
cuya matriz representativa es:
o, +300x] +0x;  20,xx, O
Vf (x,,%,,%,) = det 2B,x,x, B, +P,xi+x} OVpeB
0 0 1
y explfcitamente;
el
Vf (4%, %) = (0, + 3o gx] +0,57 ) (B, +B,x2 +x3)>0
que se ha graficado, para las mediciones dadas, en la figura 4,

]
. 9 -,
v .
K 1 .,
]
o
et .‘..-#: oo g .—.-:-.-,'-*ﬁ ......... ~

Fig. 4. Dominio de definicidn positiva para el determinante del gradiente de deformacién.
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3. MODELACION MECANICA

Los dos polinomios propuestos en el capftulo anterior modelan ¢l cambio de geometrfa del disco
sujeto a compresion diametral. El modclo mecinico se complementa en este capflulo mediante la
derivacidn, para ambas, de algunos campos vectoriales y tensoriales cuya interpretacion fisica es imporiante
en la mec4nica de sélidos deformables. Se observara que la derivacion de dichas funciones es rutinaria una
vez que se ha encontrado la funcién de deformacién, En cierla elapa de este desarvollo, se introducirdn las
hipétesis de linealidad, isotropfa y homgeneidad para el material conslitutivo, Esto es con el fin de oblener
resultados comparables a los conocidos. Hemos trabajado cada deformacion por separado, discutiéndose
simultdncamente las implicaciones de cada caso en particular.

3.1 Campos derivados de Ia deformacién que se basa en mediciones sobre
nueve puntos.
Para este caso la deformacién de B es:
fiB-> B

fO X, 0) = (0, +00,67, By x +Byx3.x;)

donde. Jos coeficientes estdn dados por:

o =ail—a!r33
a’r-ar
o, = al,r—a,ll
a‘r-ar
bc-cr®

cr—be

debe observarse que la forma matewndticade f: B — B no incluye movimientos en la direccion de , que es
1a hipdtesis cinemdtica que hicimos para construir Ja deformacion,

A hora es posible derivar los siguientes campos vectoriales y tensoriales que permiten predecir ¢l
comportamiento fisico del cuerpo:

GRADIENTE DE DEFORMACION.

El gradiente de deformaciones, es el campo tensorial definido por:
F:B— L(R*R*)
F(x,x0x5) = fi(x;, 0y, xy)e; ®e;

En este caso, su forma explicita es
F(x,,xp,%3) = (@, +300, 50 +)e, @ e + (B, +3Pyx3 )e, e,

de donde puede observarse que la funcién f: B — B es no homogénea,
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CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.
Los desplazamientos de los puntos del cuerpo B estan dados por el campo vectorial definido por:
#:B- R’
0= f (X X,%) =, %,6) V (x,x,x)EB

es decir:
WX 2,2) = (00, = D)X, +00,50 (B, = 1%, +Bgx2.0) V (x,,x,,x,) € B

Aquf es obvio que no ocurren desplazamientos en el eje de X;. Esta es consecuencia de la hipdiesis
cinemética de la que partimos. El cainpo de desplazamientos es no homogéneo.

GRADIENTE DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.

El canpo tensorial definido por:
Vi:B- R’

Yl_l.=u,'.}(x|ix2'x3)ei ®ej' v (Xl,xz’X3)€B

resulia:
Yﬁ(x,’x,.)g):((a, =1)+3a,x7 e, ®e, +((B, =) +3Pex7)e, ®e, ¥V (x,,%,,X) €B

DEFORMACIONES INFINITESIMALES,
El tensor de defonnaciones infinitesimales se define por:
E:B- S(R*,R%)
{'I(x,,xz,x,) r--%[?z’i(x,,x,,x,)+Yﬁ7(x,,x2 IOV (x,,x%,,x,)€ B

y en este caso;
E(x,,%,, %) =[((@1, = )] +30,x)e, @ e, + (B, ~1)x] +3,x,)e, ®e, ] V (x,,x;.x,) € B

SUPOSICIONES DE CONSTITUTIVIDAD (Esfuerzos de Piola-Kirchofl).
Si B es un cuerpo de material eldstico, su relacidn constitutiva puede modelarse mediante:

$ = §(F)= () +C(E) +ole)

A
donde S(1) es el tensor de esfuerzos residuales, el cual en este anlisis se supone nulo (esta suposicion es

una préctica generalizada dada la aparente imposibilidad de cuantificar los esfuerzos residuales). Por lo
tanto;
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.§'=€({5(.t,.x3,x,))
Blx,,xy,x3) V(X;, X, X3)
——ie e L E (%), Xy, X3 ) | — e ——
l+1)(x,,x,.x,)(~(xl " r,)) 1=-2v(x,, X;,x;)

donde B y v son las constantes de Young y Poisson, respectivamente. Por tanlo, bajo las suposiciones de
homogeneidad, isouropfa y elasticidad lineal, resulta el tensor de esfuerzos de Piola-Kirchoff:

§= (tr[_f(x,,x,,x,)l)

L
g = r?-{)‘(g(xl ’_tz ,xs))+'i~—21')'”' €(xl ..1'2..1'3 )(1~)

Mis explicitamente, conponente a componente, el tensor de esfuerzos es:

N
Sy = (1+u)(1-2u)[“ V)E, +0(Ey +Ey +Ey)]
= i E,

' (1-v)

S”:H_E-; 13
__B

Sy = (l-—u)E"'

B
$2 = Troa—zo 0~ VEx +V(Ey + By +Ey))

__B

Sy = 1-0) E,

ssn“mE”

Sy = -(-l—%)—). Ey,

Sy =-(_1—+-15%:5'-0-)-[(1"U)En +0(Ey +Ey + Ey))

TRACCIONES DE SUPERFICIE.
Segun Cauchy, existe un campo vectorial de tracciones de superficie:
B R
que satisface la ecuacién:
s=8n

donde 7i: B = R’es el campo de vectores unitarios normales a la frontera 9B del cuerpo B. En este caso

0B=0B\ 9B, 9B;, donde:
0B, = {(x, .x,.-g-) (x,,x;) € Q}
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0B, = {(x,.x2 ,—%):(x, X)) € Q}

28, anx(-ﬁ ﬁ)
22

cuyas normales son:

n, =(00,1) V (x,,%,,X,) €0B,
1, =(0,0-1) V (x,,%,,x,) €0B,
= [(.)c,2 +x7) " (X, %, )] V (x,x,,%,)€ 0B,

Por tanto, las tracciones de superficie son:

(0.0,Bv 1 E(x,, x,,x,)

KR R TFe TR
S (0.0,-Bv 1 E(x,,x,,x,)
I T Y- 2v)

3 X \J X, \
=s = I 1
s3=8n, ((l+v)((x,2+.x§)"2XE“+l—2v)”E( vy 2)m(ls‘2 =% )nE O)

" Este dltimo resultado es una consecuencia de la hipdlesis cinemndtica: Puesto que no se desean
desplazamicntos en la direccidn de x; se requicre de una fuerza restrictiva en esa direccién. Dicha fuerza es
precisamernte §y.

CARGAS DE CUERPO.
Por el principio de balaice de la cantidad de movimiento lincal expresado en su forma puntual;
dle(x,,x,,x,)+b(x,,x,.x,) pof
y para el caso estdlico:
div§(x,,%,,%,) +b(x,,%,,%)=0
donde b: B = R esel vector de cargas de cutéq(xl), se c)oncluye que:
-V

m(ﬁame: +6f,x,e,)

E(x,,xz,x,)=

3.2 Campos derivados de Ia funcién de deformacién interpolada sobre doce
puntos.
La deformacidn interpolada sobre doce puntos es:

f:B—-B
LUy, %5) = (00X, 0] +0ugx, X3, B, +Boxlx, +Bgx7, ;)

donde:
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| s
(12 kel 4 a6
;
_ar-al b
S dr-ar® (@ -r?
_a(a@® =r)er-cl) =c(c* -r*)a,r-al)
s acd’r(@® -r*)-ab’er(c? -r?)

Oy

b, ,
B|=""f""°'ﬁ9

dr-db d*-r
Py = lcidrl~ ¢! P

B, = c*d(b,r - bb) -a’b(d,r -db,)
; * T bdr(c* (B -rt)-atd? -rt))

a, b, ay, ¢ y I, son los valores determinados experinentalmente y su significado aparece en la figura 3.

Por la hipdtesis cinemdética, no hay movimientos en la direccién x3. A panir de la definicidn
anterior, se construyen los siguientes campos:

A partir de ...... es posible construir los siguientes campos vecloriales y tensoriales que penmniten
predecir el comportamiento ffsico del cuerpo:

GRADIENTE DE DEFORMACION.

El gradiente de deformaciones, resulla para este caso;
F:B- L(R’ R%)
F(xx,x) = f, (X, x5.%)e; ®e;
F(x,,%,,x;) = (0, +3006x] +0,x7 )e, @ e, +(201,x,%,)e, O e, +

+(20,x,x,)e, @ e, + (B, +3B,x7 +Pgxl)e, Oe, +e, Qe

de donde puede observarse que la deformacién f: B — B es no homogénea.

CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.

El correspondiente campo de desplazamientos es:

W.B—>R*
T(x, Xy, %) = (0, = Dx, 0, x + 00 x,x2 (B, = Dx, +Bgx;) +P,x7x,,0)

GRADIENTE DEL CAMPO DE DESPLAZAMIENTOS.

El gradiente de desplazamientos es:
Vi:B-R®

ViE(x, %, %) = (0 +0,x +(0, ~D)e, ®ey +((B, D +Byx +3p,27)e, ey
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DEFORMACIONES INFINITESIMALES,
El campo tensorial de deformaciones infinitesimales resulta:

E:B- S(R*,R?)
E(x,,%y, %) =[(@, = D)} +30,5))e, @e, +((By — x +3B,x,)e; ®ey

ESFUERZOS DE PIOLA-KIRCHOFF,

Aplicando la relacién constitutiva el campo tensorial de esfucrzos resulta:

p LI
lW(I_z"(Jlr..xz.Jlr,))+ oo E(x.xy,x,)(1)

'S(xpxg,xa):

Mis explicitainente, componente a componente, el tensor de esfuerzos es:

| S, = m)?—l-_—iu—)[u—u)zzu +0(E, + Ey +Ey))
S = (1-v) Ex
S = o0y B
1 =g o

B -
Sy = TFESTRES [(1-v)Ey +9(E,, + Ey + Eyy)]

Sy = E
N

Sy = (1-v) E,

Sy = (1-v) Ey,

S, = mlu—uw» +V(E, + Ep + Ey))

TRACCIONES DE SUPERFICIE,

El cdlculo de las tracciones de superficie es una mera repeticion del procedimiento seguido para con
1a funcidn interpolada sobre nueve puntos,

Aquf debe destacarse que se obtienen resultados mds representativos cuando se trabaja con mds
puntos de medicidén para la interpolacidn..
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4. EXPERIMENTACION CON MOIRE.

Se conoce como moire, €1 efecto de franjas de luz y sombras que aparece cuando dos "rejillas” de
lincas paralelas o dos patrones de puntos similares se superponen.  En realidad, el fendmeno de
superposicién, que explica este efecto, es muy comdn en la naturaleza y se conoce como interferencia. La
técnica de moire para andlisis de esfuerzos y deformaciones a partir del campo de desplazamientos
superficiales est4 basada en ¢ste fenémeno.

El aprovechamiento de! moire para analizar esfuerzos puede hacerse desde varios puntos de vista:
Es posible, por ejemplo, estudiar las relaciones geométricas existentes entre los pasos y las posiciones
relativas de dos rejillas o patrones y las distancias aparentes entre las franjas de moire resuliantes de su
superposicion. El otro enfoque consiste en visualizar analfticamente las [ranjas de moire como la suma o la
diferencia de dos familias de funciones cuyo pardmetro es ¢l paso de la rejilla patrén’,

En la literatura se demuestra que una franja de moire es el lugar geométrico de todos los puntos gue
sufren el misino desplazamiento al haber un cambio de configuracion, Este punto de vista es ¢l que nosotros
seleccionamos ya que el patron de franjas de moire es la "imagen fisica” del carnpo de desplazamientos en la
superficie del mnodelo y, en la primera parte de esta tesis se ha derivado una expresién analftica del misino

campo.

Cabe mencionar que, aunque en todo el mundo se ha combinado el moire con los avances recientes
en holograffa’ y computacion’, en nuestro pafs el método es poco utilizado. Para la realizacién de los
experlnentos que se instrumentaron para verificar la inetodologfa propuesta fue necesario sintetizar una
solucién fotosensibilizadara y aduptar una téenica de laboratorio adecuada para realizar los experiimentos
con los recursos disponibles*,

Fig. 5. Campos de desplazamicento que resultan del experimento con inoire,
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4.1 Técnica aplicada en el andlisis por moire de un disco sujeto a
compresion diametral.

Los experimentos de laboratorio realizados en relacién con esta tesis se efectuaron utilizando un
modelo de poliurelano con las siguientes propiedades eldsticas: Mddulo de Young, 36.87 Kg/cm?; relacién
de Poisson, 0.44.

El disco fue somelido a carga diametral para producir las configuraciones deformadas mostradas en
la fotograffa (figura 4). Los pawones de franjas mostrados son las isotetas que corresponden a los
desplazamientos de puntos de la frontera visible. Aquf, se aplic6 la técnica de moire en su versién més
ortodoxa, a saber: Folosensibilizacién de la superficie del modelo, impresién de una rejilla patr6n sobre ¢l
modelo, aplicacidn de la carga y superposicién de las rejillas patrén y modelo para obtener el patrén de
franjas de moire, fotograffa del patr6n de franjas y paranetrizacion de las mismas.

4.2. Notas de laboratorio.

Como aportacion importante de este rabajo, se detallan a continuacién la férmula de la solucién
utilizada para fotosensibilizar superficies y el procedimiento de aplicacién de la misma sobre superficies
planas de inodelos de polivretano.

En la bibliograffa (), uno de los métodos de fotosensibilizacion cansiste en aplicar una mezcla cuyos
componentes sor;

1. Solucién de Van Dike, 80cc

2. Nitrato de Plata diluvido 20cc

3. Emulsion Borden  Polyco 100 c¢
2719,

El componente 1 proporciona la adherencia de la mezcla al modelo. Las componentes de la
solucién de Van Dike son;

1. Agua destilada, 100 cc
2. Oxalato Férico. 22y
3. Oxalato Férrico- Amdnico, 42¢
4, Acido cfurico. 758
5. Urea Industrial. 608
6. Dictilen glicol. 83g
7. lsopropanol, 4.2cc
8. Cola, 1g

Todos estos componentes se encuentran comercialmente disponibles en ¢l mercado nacional,
exceplo los oxalatos, Afortunadamente, se logrd la sintetizacién de los mismos en los laboratorios y con ¢l
auxilio del personal del Departamento de Ingenierfa Qufinica y Aplicada de la Facultad de Quimica de la
UNAM,

El nitrato de plata diluldo proporciona 1a fotosensibilidad de la mezcla. Las proporciones utilizadas
son:

1. Agua destilada 100 cc
2. Nitrato de Plata, 2178



La Emulsién Borden Polyco 2719 se incluye para proporcionar clasticidad y adherencia a la mezcla
una vez aplicad, de manera que pueda deformarse sin desprenderse del modelo y sin romperse. La Emulsion
Borden Polyco 2719 no es comercial en México. Esto origind una investigacion empfrica en la que se
probaron varios posibles contratipos hasta que se encontrd uno que satisfizo las necesidades, La meacla
fotosensibilizadora utilizada es:

1. Solucién de Van Dike 80cc
2. Solucién de Nitrato de Plata. 40 cc
Mowilith DO25 (Hoechst). 80 cc

La preparacién y aplicacién de la mezcla es fundamental. Su adherencia al modelo le permite
deformaciones hasta del 100 % sin desprenderse y soporta temperaturas hasta de 200 °C sin perder sus
propiedades. A continuacidn se describe la técnica de aplicacion:

TECNICA DE APLICACION

1. Limpieza de la superficie. Usando alcohol etflico total, frotar vigorosamente, dejar secar un
minuto.

2. Aplicacidn del recubrimlento fotosensible. Dcbe hacerse de manera que resulte un espesor
uniforme en la pelfcula que cubre (otalmente al modelo pero no excesivamente grueso. El
espesor ideal es transparente una vez seco. Se consiguen mejores acabados utilizando brocha de
aire.

3. Secado. La aplicacién del espesor ideal seca perfectamente en 45 minutos en el interior de un
horno caliente a 50 °C. Deben evitarse los gradientes de temperatura muy pronunciados,

j _ 4. Impresldn. Lalileralra recomienda utilizar como fuente luminosa para la impresion, ldmparas

! ' - con emisor de arco de carbdn, y hacer incidir Ia luz sobre el modelo a través de una rejilla de
referencia en un marco con presiones de vacfo, Nosotros utilizamos 1a luz solar directa durante
15 minutos y no se utilizé ningién control sobre {a atmdsfera por razones econémicas,

5. Revelado y fijado, Bajo la luz de una Jampara de scguridad ortocromética, en un cuarto
obscuro, se retira la rejilla patron del contacto con ¢l modelo y se sumerge éste en solucién

] reveladora universal durante 10 segundos, Después, se lava en agua corriente a 25 °C durante §

! minutos.

6. Remocidn del recubrimiento, El recubrimiento puede timpiarse facilmente con alcohol,
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Fig. 6. Discretizacion del dominio con elementos finitos.



5. INTERPOLACION DE LOS CAMPOS DE DESPLAZAMIENTO
UTILIZANDO ELEMENTOS FINITOS.

El objetivo de esta seccidn es presentar un resumen del Método de! Elemento Finito y describir la
forma en que el mismo se utiliz6 en esta tesis cano una simple técnica de interpolacién para calcular
numéricamente el campo de desplazamientos a partir de mediciones fisicas realizadas sobre los nodos
dibujados en el modelo de laboratorio,

La intenci6n fue observar si mediante este procedimicnto se obtenfa mayor convergencia entre el
campo de desplazawientos simulado en computadora y el campo de desplazamientos observado en el
experimento con moire.

Fieles a nuestro deseo de no reproducir en lo posible lo ya publicado, remitimos al lector inieresado
ala lista de bibiliograffa del final del capitulo.

5.1 Método del elemento finito en sintesis.

En términos generales, los pasos del método del elemento finito pucden resumirse como sigue:

1. Discretizacion del dominio. Dividir o "triangularizar” el dominio total en subdominios
llamados clementos {initos geométricos, determinar en cada subdominio el cspacio vectorial
local del eleinento y definir ¢l conjunto de grados de libertad del inismo, los cuales satisfacen:

B=S E. ENE, =0

isl

2. Derivaciin de las funciones base, Para cada nodo de 1a discretizacién, derivar funciones de
interpolacion que generen el espacio de eleinentos finitos. Estas funciones se proponen como
polinomios cuyos coeficientes se calculan en términos de valores (desconocidos) en los nodos del
elemento. Dichos valores nodales pueden calcularse a partir de una formulacién variacional
para el problema considerado, o bien, como lo hicimos nosotros, a partir de medicioncs en el
laboratorio.

3. Cilculo de cantidades adicionales. Usando los valores nodales y la funciones base globales,

interpolar el campo global de la variable de interés. En nuestro caso, se interpolaron los campos
de desplazamientos verticales y horizontales,

5.2. Aplicaclén del método del elemento finito para interpolar
despiazamientos en un disco sujeto a compresién diametral

1. Discretizacién del dominio,
El disco B se discretizé como se muestra en la figura 6. Como pucde observarse, cn la particion se
utilizaron tres tipos diferentes de elementos finitos de referencia, que se describen a continuacion:
Elemento finito tipo A: Triangular con cuatro nodos (ver figuras 6 y 7);
E={pE-> R p(x,y)=0,+0,y+0,x" +a,y’}
Zg= {¢| € L(p,,R):0;(p;) = P(a,-)} i=1..4
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Eiemento finito tipo B; Cuadrangular con cuatro nodos (ver figura 6 y 8):

E ={pE > R px,y) =0, +0L,X+0,y+0xy}
Y =10, € L(p. R0, (p) = pla))} i =1,....4

Elemento finito tipo C; Cuadrangular con citico nodos (ver figuras 6 y 9).
Descripcion formal:

E={pE—>R py)=0,+0x+0,0" +o,y" +a,x7y'}
=10 € L(p RYOi(p) = pla))} i=1,...5

J

(0,4) T e

(1/2,1/2)
E

(O'O) ' ('io) ‘\____-/ (xl'Yl) '(xa'Y.)

'[. '
Fig. 7. Elemento finito tipo A
o
(0,1) (1,1) (xd.vd) ' (Xy,Ys)
E Ej

{0,0) : 00w . G ) (Xg.Ya)
. fj'l : .

Fig. 8. Elemenlo finito tipo B.
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Fig, 9. Flemento finito tipo C,

2. Derivacion de las funciones base locales,
Como su nombre lo indica, estas funciones son el conjunto generador del espacio local de
elemento finito, De manera que, para un funcitn base diada ¢y se tendrd
of:BoR

o =(w,|,,.)=8,i

donde w; es el i-ésimo nodo del elemento finito de referencia,

Aungue uma funcién base puede ser de cualquier forma mateindtica, generalmente, se
preficren polinomnios, ya que por experiencian se sabe que las matrices asocindas o este tipo de
funciones son bien condicionadas desde ¢l punto de vista ded andlisis numérico, En el problema
aquf anitizado, 1a forma de las funciones base aparece en las definiciones formales de cuda
clemento que se dicron asriba.  Los coeficicntes de tas funciones base se calculan resolviendo el
sistema de ccuaciones definido por la condicion del parrafo anterior,

Espaclo global, El cambio de geometrfa ded clemento finito de referencia al elemento finito real,
estd dado por ta transformacion: .

[i=E-E,
donde ¢l fndice indica que para cada clemento real existe una funcidn f . La inversa de esta
ransformacion representa la sansformacidn de referencia y convierte cada punto del clemento real
en un punto ded clemento de referencia. De esa inancra, es posible asociar o cada elemento real un
espicio glabal de elemento finito definido por:

Egp-
o) =0, (f7 (%)) (x,y) ek,
El clenlo de la transtormacion de referencia es un proceso similar al que se expuso en ¢l capftulo 2
de este trabajo para las funciones de deformacidn,



3. Campo global de desplazamientos. El conjunto de desplazamientos nodales utilizados para la
interpolacién aquf expuesta provicne de mediciones sobre el inodelo de laboratorio del experimento
con moire. El proceso de interpolaci6n se resume a continuacion:

Dadas las coordenadas (x,y) de un punto del dominio:

¢ Determinar en cual subdominios de localiza el punto,

o Identificar el tipo de elemento y los nimeros nodales del subdominio.

o Tomar los - desplazamientos comespondientes de cada nodo (que se midieron
experimentalmente),

¢ Calcular los coeficientes de las funciones base locales, la transformacién de referencia y las
funciones base globales, a partir de las coordenadas nodales y del tipo del eleinento.

Calcular el valor haciendo una combinacién lineal con las funciones globales evaluadas en (xy). Los
coeficientes de 1a combinacién lincal son los desplazamientos nodales correspondientes.
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6. DISCUSION DE RESULTADOS.

El objetivo de esta seccion es presentar los resultados obtenidos con cada técnica utilizada, en fonna
ordenada y gréfica, a fin de facilitar la comparacién enwre los mismos, Cabe mencionar que en la
bibliograffa no hay gréficas de campo como los que resultan de 18 modelacién mecénica, Por lo tanto,
mucho del trabajo en esta seccidn consistié en construir a partir de los resuliados obtenidos con el modejo
mecénico graficas comparables con las publicadas.

6.1. Modelacién computacional.

[

Para la validacién de la metodologia propuesta, el paso mds natural es comparar los canpos de
desplazamiento que se obtienen con las funciones deformacién que se construyeron con las isotetas de las
fotograffas de un modelo instrumentado con moire, Como se explicd, las isotetas resultan de superponer dos
patrones de }Mneas paralelas (originalmente idénticos) después de que uno de ellos (impreso en el modelo) se
ha deformado por efecto de la carga aplicada al modelo ffsico. Hemos simulado computacionalmente el
experimento de moire superponicndo a la rejilla de referencia no defonmada, la bnagen de la rejilla
"impresa” en el modelo tal y como aparcce después de la deformacién, Las figuras 10 y 11 wuestran,
respectivamente, los patrones de franjas obtenidos en 1a pantalla de la computadora con la funcién de
deformacion interpolada con nueve puntos de contro! sobre fa frontera del disco.

CANPD DE DESPLAZANIENT0S VERTICALES PREDICHO
INTERPOLAC 10N CON NURLUE FUNIOS

Fig. 10. Simulacién del experimento con moire mediante
1a defonmacién interpolada con nueve puntos.
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CAHPO DE DESPLAZANIENTOS HORIZONIALES PREDICHO
INTERPOLACICN CON NUEVE PUNTOS

'li “m'l l | II[HI‘ |
l| 1 mlullﬁ ] lmx;ldl
ey il
s i
il il
i ik il
Il hm' bl M _[
Hn l!l!l'l lll| :{l!‘!lllll NI
o 1 (el i
i itk
it et gl
nlﬁu il i
il i i
T i sl
Al
mi | ﬁml “

Fig. 11, Simulacién en computadora del experimento de moire mediante la funcién
de deformacidn basada en observaciones sobre nueve puntos,

En las figuras 12 y 13 aparecen los patrones de franjas obtenidos con Ia funcidn deformacién
interpolada con doce puntos de control sobre [a frontera del disco,

CNHPO DE U!SPLRZHHIENIUS HORIZONTALES PREDICHO
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Fig. 12. Campo de desplazamientos obtenido con 1a funcidn de doce puntos.
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CHMPD DE DESPLAZAMIENIOS VERTICALES PREDICHU

Fig, 13, Simulacién computacional del experimento con moire (funcidn de doce puntos),

En las figuras 14 y 15 se muestran fotograffas del experimento con moire,

Fig. 14, Franjas obtenidas en el Experimento de laboratorio,
Nétese Ia concordancia entre este patrén y ¢l obtenido computacionalinente,



Fig. 15. Patrdn de franjas obtenido en ¢l experimento de laboralorio.
Nélese 1a concordancia entre ¢ste patrdn y el obienido en la simulacion,

6.2. Callbracion del Modelo.

Preliminares.

La propuesta analftica de esla tesis permile construir, partiendo directamente de condiciones
cineméticas sobre 1a frontera del cuerpo, el tensor E de deformaciones infinitesimales definido por:

E(x;\x;.x;) = —;—[Vu(x,,xz.xa) +Vul (x,,x,,x, ):].

donde ¢l campo de desplazamicntos estd dado por:

(X, Xy, ) = fXX,0) - (X)X, X5).
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ESTA TESIS W3 DEBE
SR LA BBUAE
Ahora bien, la relacidén constitutiva utilizada es el tensor de Piola-Kirchoff definido por:

§ =24 E+A(r E)1
0 sea:

s =——B—[E+--"-—(n~ E) 1]
STV 1y R

donde s han sustituido las constantes el4sticas por sus equivalencias en 1érininos de los médulos de Lamé.
En otras palabras, si E ¢si4 detenminado, la obtencion de S es natural y directa, A su vez, el tensor de Piola

satisface las condiciones de equilibrio:

donde " b es el vector de cargas de cuerpo. Estas expresiones son un caso particular de los principios de
balance fundamentales de 1a mecénica,

Deformaciones Planas

Si nos concentramos en la primera de las condiciones anteriores, y particularizamos suponiendo que
las componentes de S son independientes de x;, y suponemnos que b, es cero, estaremos hablando del estado

de deformaciones planas, Las ecuaciones de campo, para equilibrio serfan entonces:

.a_‘.gl‘..+.a_§_lz_+b =0
ax, ox,
98, .98, ., _
o, + 7, +b =0

Obsérvese que la hipdtesis H1 de la propuesta analftica de este rabajo conduce directamente a este
tipo de enfoque del problema plano.

Esfuerzos Planos

Por otro lado, las ecuaciones anteriores podrfan obtenerse también si se supone que S,,=5,=5,=0
con by=0 (Siendo b, y b; funciones s6lo de x, y x;). En este caso, estamos hablando del problema conocido
como problema de esfuerzos planos. Un estado de esfucrzos planos es ¢l que existe precisamente en el
modelo de laboratorio que se utiliza en el experimento de moire,
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Objetivo de 1a calibracion,

Por lo tanto, se establecen a continuacién las restricciones bajo las cuales son comparables las
soluciones obtenidas con la propuesta analftica de esta tesis (estado ae deformaciones planas) y la obicnida
mediante ¢l procedimiento de moire (estado de esfuerzos planos) que se uliliza como medio de contraste,
probado que las ecuaciones de equilibrio son las mismas en ambos casos.

Para hacerlo, examinemos el Tensor de esfuerzos de Piola-Kirchoff bajo las hip6tesis de isotropfa y

homogencidad;
.? =2u E+A(0 E)I

Expandiendo:

Su=2}1£u+MEu+En+En)
: Sn"—'#Eu:Su

Su=uE, =Sy

Suz=2uEn+ ME +En+Ey)

Su=FEu=Sn

Su=2uEy+ A E,+E.+Ey)

Invirtiendo estas expresiones sc oblicne:

A+l A

T HGh+2p) Su= 2u(3M +2)) (Su+5u+55)
E,=E, = I}-s,,
By =By =Sy
Ey=Ey = Izl's”

a = u(;‘).:‘;u) S0 - 2u(3:'+2u)(s" +5u+55)

E. = A+p 5. -
PTUOM 20 Y 20(M+2p)

(sll + sﬁ + SSJ)

Bajo 1a hipétesis de deformaciones planas, 1as componentes del tensor de esfuerzos son:

Siu=2uE +ME+E,,)
Sn=#Eu=Su
S,;=0=Su
S:z=2#Eu4'MEH+EH)
$y=0=8y
Su=ME,+Ey)

donde se observa que la expresién para S, no est4 acoplada con las demés relaciones para deformaciones
planas.
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Por otro 1ado, de las ecuaciones de deformacidn bajo la hipdtesis de deformacion plana se ve que
sdlo tienen sentido s expresiones para E,,, E::, E...  Si se sustituyen las constantes eldsticas del material se
obtiene:

1-v? v
E, = B (Su —l—v Sn)

1-v? \
En— B (Sn—l_v Sll)
Sy
H

COMPATIBILIDAD PARA DEFORMACIONES PLANAS,

E, =

Puesto que E,), E;; y E\; son funciones solo de los desplazamientos , y 1, debe discutirse aquf la
compatibilidad entre éstas, dada por:

0°E, +82En _O'Ey,
ox; O Oxox,

S 1 (3b,  ab
S 2 —t
(aZ o )( n+S2) =1 v(ax‘+8x2)

que es la relacidén de compatibilidad expresada en términos de csfuerzos. El conjunto de ecuaciones de
equilibrio y de compatibilidad de esfuerzos junto con las condiciones frontera del problema de deformaciones
planas; son el fundamento de la solucién de problemas cuyo modelo se ajuste al de deformacién plana,

. que nos lleva a:

Si 10s componentes del tensor de deformaciones se expresan en términos de A, B y v resultan:

1
E, —'ﬁ(su -v(Sy + 85 ))
S,
E ;ui E,
E, ="f‘ =E,
——(Sn V(S“ +SJ3))
S,

1 \
E, =‘b‘(s33 -V($,, +53))
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Suponiendo que S,= Si= Sy=55=5x: =0 (hipdtesis de esfuerzos planos) resulia:

donde puede observarse que E33 no est4 acoplada con las demds relaciones para esfucrzo plano.

Puesto que las ecuaciones de equilibrio son las mismas bajo esta hipdesis, la relacion de
compatibilidad es nuevamente:
r

2'E, O'E, _O'E,
ox;  ox}  Oxdx,

Combinando las ecuaciones anterlores se obtiene:

PIIPY i ab, b,
[axf Yo )(S" +52)= (”")(ax, +ax,)

CONVERSION DE SOLUCIONES
La comparacidn de las ecuaciones del problema de defonnaciones planas con las del problema de
esfuerzos planos permiten establecer los pardmetros para convertir entre ambas soluciones.

En sintesis, puede establecerse una relacion entre ambas soluciones dada por la siguiente tabla;

Dada la solucidn para: Para convertirla en Debe sustituirse ppor | Debe sustituirse v por
solucién de:
" Esfuerzos planos Deformaciones Planas i} \
1-v? 1-v
Deformaciones planas Esfuerzos planos B(+2v) v
(1+v)? 1+v

La comnparacién cuantitativa debe cfectuarse bajo estas restricciones,
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6.2. La Modelacién computacional y las Grdficas de campo total.

Un aspecto interesante es el hecho de que fa modelacién mecanica permite la construccion y
graficacién de los campos vectoriales y tensoriales calculados. Las siguientes figuras muestran algunas
graficas de campo lotal obtenidas mediante el uso de 1a computadora para modelar mecénicamente, La
literatura no ofrece gréficas similares susceptibles de comparacion a pesar de que estas gréficas podrian ser
de gran utilidad para ¢l estudio de geometrfas complejas de las que se derivase un modelo mecénico. Las
superficies de las graficas sc presentan vistas desde la perspectiva de un observador que "declina” (o sea,
camina alrededor del objeto observado) y se "eleva" sobre ¢l plano que contiene el dominio de la funcién
representada, En las figuras, el cfrculo representa ¢l dominio de Ja funcién de camnpo representada y la
altura de los puntos de la gréfica es proporcional a la intensidad del valor en el punto considerado.

~,
'

q--—-
Elevacion 30 Ueclinacion 30

S crn s e e

Fig, 16. Perspectiva del dominio de definicién,
CAHPO DE DESPLAZAMIENTOS EN LA DIRECCION X

e,
' e,

N e s —-t—"'-...
Elevaclon 30 Peclinaclon 20

Fig. 17. Desplazamientos en la direccidn x,.
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CANPO DE DESPLAZAMIENIOS EN LA DIRECCION ¥

e — ____..f—F"/
) Elevacion 30 feclinacion 38

Fig. 18. Desplazamicntos en fa direccion de x..

. %

-,

Elevacion 38— Oeclinacion 39

CANPO DE DEFORMACIONES INFINLTESIMALES EN LA DIRECCION X

Fig. 19, Campo de deformaciones infinitesimales en la direccién de x1.
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CANPO DE DEFURMACIOHES INFINITESIMALES EN LA DIRECCION ¥

Elevacion 90 fesiinacion 99

Fig. 20. Deformaciones infinietesimales en la diereccién de x2

rrmremmmsarwen Cup) Gk UEFUSHRCIUNES INE INITESIMLES EN LA DIRECCION Y™ 7]

- -

(o S _____,-P"
Elevacion 30 feclinacion 30

Fig. 21, Campo de deformaciones infinitesimales angulares (plano xy).
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CONCLUSIONES.

1. Se ha presentado un nuevo método’ para construir la solucién exacta de problemas de valores en
la frontera cuando la cinemética del fenémeno fisico es conocida. Dicho método utiliza las deliniciones
formales de la mec4nica racional para analizar desplazamientos sobre la superficic y los campos vectoriales -
y tensoriales asociados.

2. Con los resultados analfticos de esta metodotogfa se simulé mediante una computadora personal,
el patrén de franjas de los campos de desplazamientos. [Estas gréficas coinciden con las obtenidas
experimentalmente y son comparables a los resultados de Durelli y Parks,

3, Los resultados obtenidos mediante el uso de funciones de deformacién coinciden ampliamente
con los experimentales. Debe destacarse que el ndmero de puntos de medicidn influye nolablemente sobre la
concordancia de ambos resultados. Aunque a lo largo de la investigacién surgié la inquietud, no se hlzo
ningdn intento en el sentido de establecer a partir de cuantos puntos se consigue una concordancia 6ptima,

4. En esic trabajo se utiliza el Méiodo del Elemento Finito como una simple iécnica de
interpolacién prescindiendo del enfoque tradicional que implica el uso de una formulacién variacional para
minimizar una funcional que permita conocer valores nodales. Aquf los valores de entrada fueron los
valores nodales, no se implica el uso de funcionales y los polinomios de forma son utilizados comno
- herramientas para una interpolacion de campo basada en dichos valores nodales experimentales.

5. La aplicacion de técnicas experimentales como la de moire utilizada en esta tesis es un canpo de
investigacion poco explotado en el pafs. Como una aportacién valiosa de este trabajo, y a despecho de las
carencias econémicas que se enfrentaron, por primera vez en nuestro pafs, fue posible la sintetizacion de una
mezcla folosensibilizadora de superficies.

6. Como perspectivas de este trabajo se plantea la aplicacion de la metodologfa a geometrfas més
complicadas que las de un disco. Técnicamente no existe ningiin impedimento para hacerlo, a excepcion
quizds, de que no se contarfa con tanto material publicado para constrasiar resultados como sucede con €l
problema tratado en esta tesis y serfa necesario, por lo tanto, mayor trabajo experimental,
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