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Resumen:

~ En el an4lisis tiempo-frecuencia se conjuntan dos de las representaciones de sefiales cldsicas -

més utilizadas, la temporal y la frecuencial, que son necesarias cuando estas representa-
ciones por separado no dan informacién suficiente del fenémeno en estudio. Uno de los

principales objetivos que se busca y logra con estas representaciones es el conocer en un

tiempo dado cual es la frecuencia de la seiial en dicho instante. Existen dos tipos de
representaciones tiempo-frecuencia, las que se calculan a traves de métodos directamente
sobre la sefial y aquellos que se obtienen a través de métodos paramétricos. En el presente
trabajo se analizan e implementan algoritmos de ambos tipos y se evalua su desempeiio
a través de los los resultados obtenidos con simulaciones de senales sintéticas y reales,

“para asf establecer las caracterfsticas y propledades de cada uno de ellos que los hacen

mas eficientes en aplicaciones especificas, En el estudio comparativo se propone el modo
de utilizacién m4s adecuado de los mismos, evaluados en funcién de los parémetros de -
operacién de los mismos y de la aplicacién en particular. Las representaciones tiempo- -
frecuencia méds conocidas pertenecientes a * la clase de Cohen, fueron implementadas
bajo el ambiente de programaci6n gréfica Khoros y se ponen a dlsposlcxdn de cualqmer '
usuario que desee utilizarlas. ’ : ‘
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Figura 4: Seiial Temporal,

Figura 6: Vista Superior PWVL (vt=27, vi=41).
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Capitulo 1

Introduccion

El andlisis tiempo-frecuencia no es ninguna herramienta nueva, y sus origenes se remontan
hacia el afio de 1940. Surge de la necesidad de representar de manera conjunta los dos
tipos de representaciones clasicas mas utilizadas en la teorfa de sefiales: la temporal y la
frecuencial.

Una forma de conocer cuales son los componentes frecuenciales de una sefial y la intensidad
relativa de cada componente es efectuando un anélisis frecuencial.- Dos métodos con los
que se puede realizar este andlisis son: el andlisis de Fourier y los métodos paramétricos.
El anélisis de Fourier se aplica tanto para sefiales en el dominio continuo como en el dis-
creto, una ventaja que presenta es la variedad de algoritmos rapidos existentes para su

céiculo, por lo cual su implementacién es sencilla; pero una desventaja que tiene es que -

a veces el espectro obtenido es ruidoso, por lo que recurre a otra técnica tradlcloual de
andlisis muy utilizada como son los métodos paramétricos.

El método paramétrico consiste en modélar la seﬁal y calcular ciertos pardmetros con los
cuales se obtiene su espectro, que generalmente es mas limpio que el calculado con la trans-
formada de Fourier, Para la mayor parte de las seiales es suficiente la informacidn que se
obtiene al analizarlas con estas técnicas; pero existen algunas sefiales, e.g. las sefiales de
voz, para las cuales este tipo de analisis es insuficiente. Dichas sefiales se caracterizan por
tener un espectro que varfa con el tiempo y esta informacion no puede obtenerse a través

~de un simple anélisis frecuencial.

El espectrograma, basado en el célculo de la Transformada de Fourier de Tiempo corto (o

STET por sus siglas en inglés), surge de la necesidad de generar una herramienta capaz de
analizar sefiales como la voz y hasta la fecha, sigue siendo de gran importancia; se le puede
considerar como la primer representacién tiempo-frecuencia y es por ello que la generali-
dad de los métodos tiempo-frecuencia tienen como finalidad el mejorar el desempefio del
espectrograma. Por ejemplo, para los métodos paramétricos se desarrollan los algoritmos

adaptables que mejoran en muchos casos los resultados obtenidos con el espectrograina. -

Sin emb‘argo, desde los trabajos de Gabor y Ville, ha existido un desarrollo alternativo
para estudiar las variaciones del espectro con el tiempo, La idea principal es obtener una

distribucién conjunta en donde se pueda conocer que fraccidn de energfa existe en un cierto



rango de frecuencia y tiempo, cual es la frecuencia en un tiempo en particular o poder cal-
cular la frecuencia media en un momento dado, Como se observa, una representacién cono
tal presenta las mismas caracteristicas que una distribucién estadistica, por lo que muchas
veces son llamadas (de una manera incorrecta) distribuciones tiempo-frecuencia. La mds
conocida y simple de estas distribuciones es la Distribucion Wigner Ville. Su importancia
radica en su simplicidad de cdlculo y en que a partir de ella se pueden derivar una familia
de representaciones tiempo-frecuencia, conocidas como la clase de Cohen. Estas repre-
sentaciones tiempo-frecuencia (o TFR's por sus siglas en inglés) han cobrado importancia
recientemente por su facilidad de implementacién, ya que su estructura es muy sencilla;
un kernel comdn para las distribuciones cuadrdticas y el algoritmo de la Transformada de
Fourier. En la actualidad se estan aplicando en diversos campos cientificos, como ejemplo
mencionamos la biomedicina y andlisis de sefiales de radar y sonar, Como en cualquler
campo de investigacién, una herramienta novedosa tiene muchas ventajas y desventajas
que deben conocerse, para poder hacer un uso eficiente de ellas,

Para familiarizarse con este tipo de TFR's, su terminologia, caracteristicas y la forma de
implementar sus algoritmos, es necesario revisar la literatura existente sobre este tema,
cosa que no es sencilla, porque actualmente existe una gran cantidad de articulos sobre
el mismo. Un objetivo de esta tesis es que este documento sirva como una introduccién
al estudio de estas representaciones, presentar las caracteristicas fundamentales, mostrar
como se pueden implementar los algoritmos y ejemplificar su funcionamiento con sefiales
sintéticas y reales. Con esto, se debe facilitar la comprension e interpretacion de los re-
sultados que pueden obtenerse con ellas sin necesidad de consultar la gran cantidad de
articulos existentes sobre el tema. Un segundo objetivo de este trabajo es el evaluar estas
herramientas, y para poder realizar esta evaluacién hay que efectuar una comparacién

del desempeiio de estos métodos tiempo-frecuencia con el de las representaclones tradi-

cionales. Para el andlisis comparativo se consideran dos representaciones paramétricas,

una de ellas un algoritmo adaptable con dos formas de implementacién, y cuatro repre-

sentaciones no parameétricas: el espectrograma y las distribuciones Wigner Ville, Pseudo-
Wigner Ville “Suavizada” y Choi Williams, El tercer abjetivo de este trabajo es imple-

mentar estos métodos tiempo-frecuencia en un ambiente que facilitara las simulaciones asi

como la presentacidn grafica de resultados. Un programa que reiine estas caracteristicas es

KHOROS, un paquete desarrollado en la Universidad de Nuevo México para el andlisis y

procesamiento de seiiales, que es de dominio piblico y ademas estd disponible a través de
internet. Las ventajas que presenta este programa es la facilidad de programar secuencias

de algoritmos a semejanza de un diagrama de bloques, se pueden aprovechar las utilerias

graficas que vienen incluidas en el mismo y finalmente, por la forma en que fue diseiiado,

se pueden programar nuevos mddulos con otras funciones que complementen a las ya ex-

istentes, con lo que se enriquece alin mds las herramientas disponibles para el usuario. En

este caso, los algoritmos aqui estudiados los programé en lenguaje C y fueron anexados

como rutinas auxiliares al programa de Khoros. '

En este documento se muestra que una ventaja de las TFR’s no paramétricas se pueden
generar a partir de una ecuacién general en la cual solo una funcién, llamada kernel, es
la que diferencia a cada representacién. Esto facilita la tarea de programar e implemen-
tar dichos algoritmos, Una vez programados los métodos tiempo-frecuencia, se observard



que aunque muchos presenten un buen desempeiio para alguna aplicacion en particular,
no es indicio de que se comportard de la misma manera con otro tipo de sefiales, lle-
gando a la conclusién que se debe de aplicar el método tiempo-frecuencia dependiendo
del tipo de seiial que se quiera procesar. Finalmente, se observa que el desempeiio de los
métodos tiempo-frecuencia no paramétricos es comparable o superior al de los métodos
paramétricos, razén por la cual estdn siendo aplicados en muchas dreas de investigacion.

Siguiendo el mismo orden que en esta introduccién, el documento estd estructurado en
tres secciones principales: la primera incluye un breve resumen sobre el andlisis de sefiales
con métodos tradicionales como son el andlisis de Fourier y los métodos paramétricos, in-
cluyendo un algoritmo adaptable de los minimos cuadrados, La segunda parte incluye un
analisis de las propiedades y caracteristicas de los métodos tiempo-frecuencia tanto para
el dominio de sefiales continuas como discretas, Para concluir, en la tercera seccidn se
explica una forma de implementar estos algoritmos para el caso discreto y ejemplificamos
su desempefio con sefiales sintéticas. Posteriormente al final de este capitulo efectuamos
las mismas simulaciones aplicando los métodos tradicionales y comparamos el desempeiio

de los métodos utilizados, tanto para seiiales sintéticas como para sefiales reales, en este

caso, sefiales electroencefalogrificas (EEG) y seiiales de voz, Se anexan dos apéndices
complementarios a los capitulos desarrollados, uno con informacién de la sefial analitica y
otro con las propiedades de las representaciones tiempo-frecuencia,

Finalmente, una nota referente a los programas desarrollados para esta tesis: ‘si se de-
sea consultar informacion en ‘espaiiol acerca de como utilizar el paquete Khoros, y como
programar y anexar rutinas auxiliares al programa, consultar (ZEP95] y [ALC96], o se
pueden remitir directamente a los manuales de Khoros en inglés [RASOL], [ARGOL].
La documentacion y listado de los programas con los algoritmos utilizados para esta
tesis, no se incluyen en el presente documento, ya que la misma estructura de Khoros
contiene la documentaclén dentro del archivo en donde se encuentra el codigo de pro-
gramacion. Si alguna persona estd interesada en obtener las rutinas, puede pedirlas
a las siguientes direcciones de correo electromco. momc@paclﬂc depfl, unam.mx o
rogelio@depfil.depfi.unam.mx
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Capitulo 2

Analisis y Procesamiento de
Senales

2.1 Introduccidn

La forma tradicional de analizar las sefiales es con los métodos clasicos, comoson el Anélisis
de Fourier y el Modelado Paramétrico. El Anélisis de Fourier ha sido y seguiré siendo una
herramienta basica para este andlisis, como se constata en la literatura publicada sobre
el topico. Pero tiene algunos puntos débiles que pueden ser fortalecidos con otro tipo de
técnicas. Por ejemplo, el modelado paramétrico, con el que se pueden obtener espectros
mds limpios a partir del modelado de la seiial, En este primer capitulo se hace un breve
resumen de dichas técnicas, haciendo mencidn de los algoritmos paramétricos adaptables.

2,2 Andlisis en Frecuencia de Seiiales

- Existen varias razones por las cuales es necesario utilizar el andlisis en frecuencia o anélisis

espectral. Una de ellas es que simplifica el entendimiento de la sefial que es el objeto de
nuestro andlisis. En segundo lugar, nos puede dar una idea de las propiedades fisicas de
la sefial, (por ejemplo su propagacién a través de un medio frecuentemente depende de
la frecuencia) y en tercero: s una herramienta matemdtica para resolver ecuaciones, La
herramienta més utilizada para efectuar dicho anélisis es la Transformada de 'E_‘ourier{

La Transformada de Fourier directa y su inversa establecen una relacion uno a uno entre
una seiial z(t) en el dominio del tiempo ¢, y su espectro X(w) en el dominio de la fre-
cuencia w. Estos dominios constituyen dos alternativas para analizar una sefial, y aunque
la Transformada de Fourier establece la relacién entre un dominio y el otro , no permite
por sf sola la combinacién de ambos. Se asume que el lector tiene conocimientos previos
acerca de la teorfa de sistemas lineales y de la transformada de Fourier tanto en el dominio
de las seiiales continuas como en el de las sefiales discretas, por lo que en esta seccion sdlo
se incluye informacién necesaria para poder desarrollar los temas subsecuentes.



2.2.1 Analisis de Fourier Continuo

La Transformada de Fourier de una funcién z(t) y su inversa se definen por las siguientes
relaciones {POUY4]:

Fle()} = X(w)
- /°° 2(t) e=i¥tdt

-0

z(t)
= -l_/w X (w) e dw
21 Juro

No todas las funciones tienen una transformada y su existencia se determina bajo ciertas
condiciones, por ejemplo, que su integral sea finita:

/ ()|t < oo

F-! {X(w)}

i

. Una condici6n suficiente y metos restrictiva es que tenga energia finita:

/ le(t)dt < oo
-0

Si se cumplen las condiciones necesarias, z(t) puede transformarse. Existen algunas fun-
ciones que no tienen una transformada de Fourier en un sentido estricto ya que no cumplen
con alguna de las condiciones para que exista su transformada, pero en muchos casos, aun

es posible deducirla bajo ciertas consideraciones perteueclentes a un conjunto conocido

como funciones generalizadas [POU94].

Como toda transformacién matemdtica, la transformada de Fourier tiene varias
propiedades, como son la de linealidad, corrimlento en frecuencia, corrimiento en tiempo,
etc., ver por ejemplo [BRAT7S8), [RAB75] [OPP75). Existen dos caracterfsticas que deben
mencionarse:! la transformada de una sefial con longitud finita seré una funcién contfnua
con un rango de frecuencias muy ampllo, y el espectro de una seiial real es comnplejo,

Como el espectro en frecuencia X (w) es complejo, no es conveniente trabajar con este tipo
de datos ya que la mayorfa de las aplicaciones utilizan generalmente valores reales para
caracterizar el comportamiento frecuencial de la sefial, Una solucnon es utllizar I)t( )|?
que representa la energia de la sefial,

El postulado de Parseval sobre la conservacién de la energfa se expresa de la algulente
forma [POUY4] : . :
A2 A = 2
[rora = o [IX@Pd

y nos indica que la energfa en el dominio del tiempo es igual a la energia en el dominio de



}
o
i
T
J

P

la frecuencia. Por esta razén, |X(w)|? es lamada frecuentemente el espectro de potencia
de la sefial 2(¢). La potencia espectral indica cuanta energia estd presente en la frecuencia
w durante todo el periodo de tiempo.

2.2.2 El teorema del muestreo

Antes de establecer las condiciones y el algoritmo de la transformada de Fourier para
sefales discretas es conveniente recordar algunas cosas referentes al muestreo de las
sefiales.El teorema de muestreo nos dice que para poder reconstruir una sefial sin dis-
torsiones por medio de sus muestras, la tasa de muestreo (conocida como tasa de Nyquist)
debe ser [POUYM]:

fs 2 2fm’ur

donde f, es la frecuencia de muestreo y fya; la frecuencia maxima contenida en la sefial

z(t). Si esta frecuencia fuera menor, existird una superposicion o traslape entre los espec-

tros, fenomeno conocido como aliasing, Aunque puede ser visto como un problema, este
fendmeno es ventajoso en algunos casos. Una manera de evitarlo es utxhzando la sefial
apalitica (consultar el Apéndice A).

Existe un teorema muy parecido, que es el teorema del muestreo en frecuencia, en la que
en vez de utilizar una seiial limitada en banda, se considera una funcion real limitada
en tiempo, Esto indica que una sefial s(t) es cero para un |t| > To. St se muestrea en

- el dominio de la frecuencla, en vez de hacerlo en el dominio del tiempo, a intervalos de
frecuencia de F < "T'v se obtendra una sefial periddica sin traslape de frecuencias, en caso-
de que la frecuencia sea menor, se presentard el fendmeno de aliasingen el tiempo [POUY4).

2.2.3 Fourier Discreto

Para generar un estimador del espectro a partir de una sefial muestreada se utiliza el par

de transfomadas que define a la Transformada de Fourier Discreta directa y su inversa,

Para una secuencia X[n] en tiempo discreto de longitud N puntos'y su espectro X[k] con
longitud N puntos se tiene [POU94):

N- . )
X[k]'= fm[n]e”%é'ﬂ @1
n=0 i
1 N3 2k | ) i. ’
oln] = 5 Y X[keF (22
S k=0 )

Al igual que para la Transformada de Fourier Contfnua, existen propiedades para la Trans-

formada de Fourier Discreta, [BRA78), [OPP75), [RAB75], [POU%4]. Una caracterfstxca»
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que debe mencionarse es que el espectro que se obtiene es periddico y simétrico, ya que
mkn

2nkn 2
las funciones e ¥~ y "N son periddicas, con lo que se concluye que la transformada
discreta es periddica.

Si se implementan las ecuaciones 2.1 y 2.2, el nimero de operaciones a efectuar son N?
multiplicaciones complejas y N2 — N sumas complejas, por lo que el tiempo de calculo es
ineficiente. Afortunadamente, se desarrollé un algoritmo rapido y mas eficiente en cuestion
de tiempo de cdlculo, conocido como el algoritino de Transformada de Fourier Rapida o
FFT.

La FFT es un algortimo que reduce el nimero de multiplicaciones y sumas requeridas

para determinar los coeficientes de la Transformada de Fourier Discreta. Existen varios

- tipos de algoritmos de FFT. Su estructura de cdlculo es semejante, y lo inico en que se

diferencian es en el tamaiio de cada una de las transformadas que se van calculando. Si el
nimero de puntos N lo expresamos como la potencia de un nimero r, en donde r es un
nimero primo, entonces N = r. Este niimero r indica el tamaiio de las transformadas y
se le conoce con el nombre de radiz. La FFT mas utilizada es la FFT radix-2, por lo que
N en este caso, tendra que ser una potencia de dos. '

Este algoritmo consiste en fracclonar (decimar en tiempo) el niimero de transformadas qua
se van a calcular, reduciendo con esto el nimero de datos que se calculan en cada trans-
formada. Esta division del proceso se continua hasta que el nimero de transformadas que
quede por calcularse sea solo una. El tnico inconveniente con este algoritmo es verificar
el orden en que quedan las muestras, porque no existe correspondencia entre el orden en
que se procesan las muestras y el orden resultante. En cuanto al nimero de operaciones

- sereducea N log,N multiphcaclones y N logaN sumas complejas, [KAYSS]

2.3 Funcién de Autocorrelacién

La correlacion es una operacién matematica muy parecida a la convolucidn, y con ella se
puede examinar qué tan parecidas son dos secuencias de datos. La funcién de intercor-
relacién entre la sefiales z[k] e y[k] se define como [KAY8S]:

o0

royll] = E a[k] y[k+l] |.l|=0,1,2,..."

k=-00

Para obtener la funcién de autocorrelacién de la sefial z[k] :

recll] & r,m = f: sk zlk+1 1 =0,1,2,..

h=-00

En el caso de que z[k] 6 y[k] sean sefiales no determinfsticas se utxhza cualqmera de los

- siguientes estimadores [ALC92], [KAYS8S]:
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¢ Estimador no sesgado de la funcién de autocorrelacién:

1 N=|l|-1
il =y Z (alb)zlk+ 0} W =0,1,2,,N =1

o Estimador sesgado de la funcién de autocorrelacion:

L N-|i]-1
rll] = 2_; E{e[k)2[k+1} |l]=0,1,2,-,N -1

Para algunas aplicaciones es interesante trabajar con correlaciones normahzadas para la
cual se utilizara la siguiente notacion:

r,,[l]

)=

(23)

2.4 Sistemas y Modelos Paramétricos

En la seccién anterior se establecié que una forma de obtener el contenldo espectral de una
sefial es a través de la Transformada de Fourier, Sin embargo, como se observa a través
de este documento, no es la dnica forina de obtenerlo. Otra técnica muy utilizada es el
modelado paramétrico, Los pardmetros del modelo se obtienen con ayuda de la funcién de
autocorrelacion de la seiial que se va a parametrizar, Este método cousiste en escoger un
modelo apropiado para el fenémeno en cuestién, estimar los pardmetros de este modelo y
sustituir los valores estimados en la ecuacién que define a dicho modelo. Existen tres mo-
delos: el Modelo Autorregresivo (AR) , el Modelo de Promedio Mévil (Moving Average o
MA) y una combinacién de ambos, el Modelo Autorregresivo de Promedio Mévil (ARMA).
El m4s sencillo es el modelo AR, en el cual para obtener sus parametros, se debe resolver -
un conjunto de ecuaciones lineales, mientras que las soluciones para los modelos MA y
ARMA se obtienen a partir de la resolucién de un conjunto de ecuaciones no lineales. Es
importante mencionar que dependiendo del tipo de sefial que se va a modelizar es el tipo
de modelo que se debe de utilizar. El modelo AR estd indicado para sefiales con muchos
picos, pero no se deben utilizar para sefiales con abundancia de valles, Es recomendable -
utilizar el modelo MA para seiales con valles muy profundos y finalmente, los ARMA se
desemnpefian bien en ambas direcciones [KAY88).

Una sefial o un sistema lineal cuyas variables de entrada sean variables aleatorias e inde-
pendientes se puede representar en su forma mas general por su ecuacién en diferencias:

zp: aiylk - i) = zq: bfk — m)
i=0

m=0

en donde los coeficientes a; y by son los coeficientes que definen al sistema. Este es el

modelo general conocido como modelo ARMA o modelo autorregresivo de promedio mévil.

10



Cuando p = 0, se tiene la ecuacion de un modelo de promedio mévil (MA). Si ¢ = 0 se ob-
tiene la ecuacion de un modelo AR. Nos concentraremos exclusivamente en el modelo AR.

2.5 Estimaciéon de Parametros de un Sistema

Sea y[k] una seial discreta la cual puede ser caracterizada por la siguiente ecuacién en
diferencias: ,
ylk] = — Y- aiylk - i) + afk]
i=1

donde x[k] puede ser una seiial deterministica o aleatoria.

Se plantea el problema de predecir a la sefial y(k] en términos de un conjunto de muestras
pasadas de la misma, e.g. y[k - 1], y[k - 2], ..., y[k — p], para lo cual podemos definir al -
predictor de y[k] como sigue, [ALC92): '

4 o
ik = -3 aiylk i) (24)
i=l . .
Para evaluar la c'alidad del estimador, se introduce el siguiente error de prediCcién_ :
BT eplk] = o[kl =gk | S (29)
y sustituyendo 24en 2.5 ' :
eflk] = yk 43 anlk—i] = yk]+ AZ Yplk-1)  (26)
) v i=1 : . ER ‘ _
en donde: ‘ ‘ _
,Ag 4 (a1, agy v yap) '_ (2.7
I ) : : P
YOk-1) 2 (k1) a2l uk-8 o alk-d)] o (28)

Existen varios tipos de criterios para optimizar, en este caso minimizar, el error de
prediccion establecido con respecto a los pardmetros del modelo, entre los mas utiliza-
dos se encuentran el del error cuadratico promedio y el de los mifnimos cuadrados,

¢ Criterio del Error Cuadratico Promedio
Jnse = E{ef1H}
Este criterio para el caso complejo o vectorial se escribe como:

e = E{eJRel R} .  -@@

en donde la notacién * indica el complejo conjugado transpuesto.

11
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o Criterio de los Minimos Cuadrados

Siguiendo la misma notacioén para el caso complejo o vectorial, este criterio se define
como:

k
Jue = Y el[ileleli] (2.10)
i=0

La utilizacién de un criterio u otro dependerd del conocimiento del problema a resolver y
de los resultados esperados, A continuacién, se presenta una descripcién de los algoritmos
basados en cada uno de los criterios mencionados,

2.6 Algoritmos de Estimaciéon de Parimetros Basados en
el Error Cuadritico Promedio

Para estimar los parémetros del predictor establecido derivamos el criterio del error

cuadritico promedio, 2.9, con respecto a los pardmetros buscados e igualando a cero,

se pueden encontrar facilmente los pardmetros del predictor que hacen minimo el criterio.

Yo LB ([ AT Yolt g 1] £ AT V- 1])
- E"-E{ﬂku 2 A7 Yp[k— 14lk)+ AF Yplk = 1] YTk~ 1] Ap)
- T‘LE{ M)+ 2 E{N Yp[k - 1] gk}
dj E{AT Yplk - 1) YSlk- 1] Ap}

“En el desarrollo anterior consideramos que tanto los pardmetros como la senal son reales

y para derivarla utilizamos las siguientes expresmnes, [KAYSS]:

M(x,x) = xTMx ,
dM(g:,x) [.M + MT]‘x = QM;(, 'si M csysimétrica

'y dado que el producto Yplk - 1] YT[k - 1] Implica una matriz simétrica entonces obte-
. nemos: ;

e
da,

= 2E{Yplk - 1] ylk)} + 2B{Yplk - 1] Y] (k- 1]} Ap
e igualando a cero se tiene; |

2 E(Yplk~1]yk]} = - 2B {Yplk~1] Y3lk-1]}Ap (2.11)
Analizando la ecuacién anterior obsérvamos que tanto los elementos de E {Yp[k ~ 1] y[k]}

12

¢
i
!
;
o
¢
i




3

oy

como de E {Yp[k - 1] Yg[k - 1]} son puntos de la funcién de autocorrelacién de la sefial
y(k] estacionaria, con lo que finalmente podemos escribir :

Rylk - 1]Ap = — rplk] (2.12)
donde ;
rp [L] [yt ryl2]) oo rylp = 1] () ) (2.13)

[ (0] ry(1] r2] e myp=2) ryp=1] ]
ry(1] ry[0] ry(l] e my[p=3] my[p~2
W’y[?] y[ll n(0] e orylp—d] ryfp-3

Rylk— 1] = ' o : (2.14)
[P 2 Ty[I’ = 3] rylp- ‘] 0] mfl]
L "y[l’ =1 rylp=2 ryfp-3] - ry(1] ry[0]

Es importante mencionar que la matriz Rp(k — 1] es una matriz Toeplitz, simétrica y cuyos
elementos diagonales y subdiagonales son los mismos, A la expresién 2.12 se le conoce con
el nombre de ecuaciones de Yule-Walker, y para encontrar la solucién para Ap se necesita
invertir la matriz By(k — 1] , obteniéndose:

Ap = ~ B[k - 1]rplk] | (2.15)

2.6.1 Algoritmo de Levinson-Durbin

Una forma eficiente de resolver la ecuacion 2,12 es utilizando el Algoritmo de Levinson-

Durbin [PRO8S], con el que se reduce el ntimero de operaciones necesarias parala inversién
de una matriz por métodos tradicionales de N° a solamente N? operaciones. Esta re-

duccién se logra gracias a la estructura Toeplitz de la matriz de autocorrelacién R“‘[k 1).
La idea del algoritmo de Levinson- Durbin es slmple Se toman las ecuaciones de Yule-
Walker al orden p+1: ’

Ryl - UARH = — rpuafh e

en donde Apil es un vector de dimensién p+ 1 que contiene los pardmetros al orden p+1,

-y Ryp1[k 1] también es una matriz Toeplitz de dimensién p + 1 que tiene la siguiente -

estructura pa.rtlcnonada

Ryplk— 1] = [ %“ﬂ Em] @

donde

FIK] & (nlplmylp—1] -+ ml2myll]] (218

Podemos constatar que la matriz R,[k— 1] estd incluida dentro de la matriz Rpy1[k~1). La

solucién del problema de estimacién al orden p+ 1, 2.17, utilizando la matriz particionada

13
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nos lleva al siguiente conjunto de ecuaciones:

ol = 1] rpm] A"“] [ rplk]
= - 2.19
[ e nfol | | e i+ (219
y resolviendo obtenemos;
ARt = AD + kyAD (2.20)
b & @t = ‘77: (2.21)
donde @, y f, estan dados por:
a = Za”py[ﬂl—J] (2.22)
j=0
By =Y aipli] e
i J=0 ' ) .

Se establecxo que af = 1 para cualquier dimensién p. La ecuacion 2.20 permite resolver el
" sistema para Am'1 a partir de Ap. ky son los coeficientes de reflexién al orden p. De 2, 23

se puede demostrar la siguiente recursién para el calculo de By

ﬂp+1 = fp + kp Py[P 1] B | vvv(Q'M)‘ -

2.6.2 .Algorltmo de Leroux-Gueguen :

" Un método alternativo para el cilculo de los coeficientes k,, del algorltmo de Levmson RS
Durbin es el algoritmo de Leroux-Gueguen [ALC92], [LE 76]. Se basa en el cdlculo de Ia

intercorrelacion entre el error ep[k] y la sefial y[k = i:

r,ym = E{sf[k]y[k-—l]} | o (225)
Reescribiendo 2.6 con ag = 1: " ' . :
ik = 3 aulk i (226)
i=0- ‘

y sustituyéndola en 2.25:

E{Zp:a?y{k - i ylk - l]}

rell] =
i=0 ‘
= Yo Eylk—il ylk-1])
i=0
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y como E {y{k — i] y[k - I]} es la autocorrelacién de y[l - i) :

p
rell] = Za{-’ ryll =] (2.27)
i=0

Al igual que con el algoritmo de Levinson Durbin, se pueden trabajar con correlaciones
normalizadas, que en este caso quedan definidas como:

py & Tall

¢

Observando por un lado la ecuacion 2.21 para el cilculo de k, expresando los términos
ap y 3, en funcion de las autocorrelaciones normalizadas, 2.22 y 2,23, y por otro lado,

evaluando p2(l] en p+ L y en 0 obtenemos:

Lo % _t] o
kp = ﬂz = =) | | (2.28)

Es posible encontrar una recursion para el calculo de los parametros p2[l], para esto pode
mos escribir p [l] al orden p+ 1:

. p+1
ptl) = Z a*t pyll - ]

it

Gl + Y ot el =1 talipli-p+i]

i=1

Sustituyendo el valor de a”+1 =ly las ecuaciones 2,20 y 2.21 en la expresion anternor:

P

1l

Py[l] t+ Z [“p + kp“p+1—;] Py[l""]‘ + kopy{l +p - 1]

]

pyll] + Z af Py[l"‘] + ‘"P }: ap-H-n Pv[l i] + kay[H'?"' 1]

=1 . =1
' P+t
= Z af Pu[l"‘] + kp Z “p+1-—: pyll=i]
i=0 i=1

efectuando un cambio de fndice: j = p+ 1 —1¢, entonces:

, ,
P = p2lI] 4+ Ky Y af pyll-p - 14 1)

i=p

y como py[l =p~1+3] = pyfp+1~1-jl:

p .
P = ol + kp Yl pylp -1 - ] (2.29)
j=0

15



El dltimo término de la ecuacion 2,29 se puede expresar también en términos de p?{l] con
lo que finalmente obtenemos:

pErUI) = I} + Ry pllp +1-1) (2.30)

Con las ecuaciones 2.28 y 2,30 tenemos un algoritmo para el célculo recursivo en orden
de los coeficientes de reflexion sin necesidad de pasar por el cileulo de los coeficientes de
prediccidn, Con esto finalizamos el andlisis de los algoritmos de estimacién bhasados en el
error euadratico medio, Pasamos entonces al desarrollo de los los algoritmos de estimacién
para los minimos cuadrados,

2.7 Algbritmos de Estimacion Basados en los Minimos
Cuadrados

Se puede reescribir la ecuacién 2,10 de la siguiente formas

Jise (k)

k ' :
Yo N el filel i) (2.31)
i=0 . ’

k v : .
= S {yfil+ AFRYpli- U} {ulil + Yali- UAp])  (232)
i=0 : )

= 00 + 2AT(KrIK) + AT R,k - 1JAT(K] | ,'_--'(2.33)
donde: | | | g
rlo) & é,\k-iyﬁm (234) ,
R,,[k-l] 2 é,\""’ {Yp['i—l]Y;’{[i;l]} @.35) |
il & f%va—uym DS (236)

"En la ecuacién 2.31 se introdujo la constante A la cual se conoce con el nombre de factor
de olvido, Esta constante pondera las muestras de la sefial, y actia como una ventana

exponencial, Por ejemplo, el factor que se le aplica a las muestras mas distantes con res-
pecto al instante k es menor al que se le aplica a las muestras mas recientes, con lo que se
puede decir que “olvida” en un cierto factor las muestras pasadas. La introduccién de este
parametroes til si se desea seguir las pequeiias variaciones que ocurren en los pardmetros
conforme transcurre el tiempo. El valor de la constante flucttia entre 0 < A< 1ysi A =1
obtendremos la expresién original del criterio, Se muestra en [ALC86) que el algoritmo
trabaja mejor en la mayorfa de los casos si el rango de A se restringe entre 0.98 <A < L.

F ) .
Siguiendo un desarrollo parecido al de la optimizacién del predictor “forward” en base al
error cuadratico promedio, se puede demostrar que la solucién para los minimos cuadrados
estd dada por: : '
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“la siguiente relacnon ‘

Rylk - 1]Ap[k] = - rhk] (2.37)

Es importante mencionar que los pardmetros Ap[k] no son los mismos que los de la
ecuacion 2,15 ya que los criterios que se estan minimizando son diferentes,

2.7.1 Algoritmo Clasico de los Minimos Cuadrados Recursivo

Este algoritmo tiene la misma finalidad que el algoritmo de Levinson-Durbin (c.f, 2.6.1)
que es el calcular los coeficientes que modelan a un sistema del tipo ARMA. Latnica
diferencia es que el cdlculo de estos coeficientes se hace por muestra, es decir, se crea un
juego de pardmetros por cada muestra de la sefial [ALC86}, mientras que la recursividad
de Levinson es en orden y no en tiempo. Para desarrollar este algoritmo, se puede verificar

* facilmente que la matriz Rp[k] y el vector rp[k] se pueden calcular en forma recursiva a

través de las siguientes ecuaciones: _
Rolk] = ARk~ 1]+ Yplk— Y[k ~1] (2.38)
rh(k] = Arb[k— 1] + Yplk - 1]y[k] (28

Ahora sustituyendo la expresién 2.39 en 2,37 y agregando en ambos lados dela igualdad
Yplk - IIYT[L - I]Ap[k — 1] se puede demostrar ficilmente la siguiente e‘(presion' ’

Apli] = Aplk— 1]+ kplk — 1] (o)

en donde kp[k] es conocida como la ganancia de I\alman y ej(k] es el error de predlccxon '
dlrecta a pnort y estdn definidas comno; : oo :

- RUKYpl] | o v(g'.;/cs',l)
ykl+ ATk - 1Yplk-1] (242)

kp[#]
e (K]

ne - up

Se observa que para obtener la ganancia de Kalman es necesario calcular la i inversa de la~
matriz- R,,[k} Utilizando el lemma de inversién matncml [KAYS8S] se llega a la siguiente
expresién para R;1[k]: ‘

Rﬂﬂ=rwmmw—wmmmﬁm )
donde: o | '
wplk] & -%R;'[kél]Yp[k] (244)
1 :

1>

(k] m (2.45)

Postmultiplicando ambos miembros de la expresién 2.43 por —~Yp[k] se puede demostrar

kplk] = wplll k] Y0

17
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Finalmente el algoritmo cldsico de los minimos cuadrados recursivo se calcula como se
indica en la tabla 1.1, En el organigrama el valor de é debe ser un valor pequeiio.

Tabla 1.1

Algoritmo Clasico de los M{nimos Cuadrados Recursivo

Condiciones iniciales

Para el instante kb~ 1:

Ry‘\k-1)=6"1,6>0,Yplk—1]= Ap[k-1] =

Ecuacion
ef[k) = ylk]+ ATk~ Yk ~ 1] 2.42
Aplk] = Aplk — 1] + kp[k ~ 1]ef (k] 2.40
wplk] = — AR5k — 1 Yplk - 1] 2.44
b = (1= YEkwplk) 245

RyUk) = ARGk - 1] - wp[klwp[klvplkl 2.38

kplk] = - B RIYplk] = wolkimlk] | 241
‘ ‘ 2,46

2.7.2 Algorntmo Rapido de los Mimmos Cuadrados Recursivo

A este algontmo también se le conoce como el algoritmo de I\alman Répido [ALCSG},
reduce el niimero de operaciones aritméticas que se efect(ian en el algoritmo de los mfnimos
cuadrados clisico recursivo, del orden de p* al orden de p operaciones. Este algoritmo se
ayuda de un predictor regresivo (“ backward " ) del tipo:

P ,
glk-p]l = =Y bylk - p+1) ‘ - (247)
1-1
Si se sigue un procedimiento semejante al predictor “ forward ?, tambien podemos definir
un error de predlcclon “ backward ", eb(k]:

ebfk] = ylk - ] + BR (K] Yp[k]

-~ donde:

B’g[k] é [bpi bp-h en |b1 ] (2'48)
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y el vector Yg (k] es el mismo que el de la prediccion “forward” pero al instante k:

Yokl = (ylk], - ylk - p+1]] (2.49)
En este caso el criterio de los minimos cuadrados a minimizar estd dado por:
k
Jue = Y ebliled(i] (2.50)
i=0 ‘ ‘
y cuya solucion es de la forma:
Bplk] = - R;'[k)rplk] (2.51)
donde:
OE §:wau-w - (2.52)

'y Rp[k] es la misma que la de la predlccmn “forward” pero al instante &k :

Bk = Zvﬂhww%u o ew

Aqui, también el vector r‘l;[k] se puede calcular recursivamente:

B = Ao U+ Yplkale-l (@5

vCon las ecuaciones 2.54 y 2.53 en 2.51 se puede demostrar facilmente que el predlctor se

puede calcular de manera recursiva:

Bp[k]=‘Bp[k,-1],+;kp[k]eg[k] o o o (285) '

ky:

eplk] 3 ylk - p] + Bg[k—llYp[k] | | ’ (256)

ef,[k] y ef, son respectivamente los errores “backward” a posteriori y a priori.

La Idea del algoritmo répido se basa en la estructura particionada de la matriz de cova-
rianza, la cual al orden p + 1 estd dada por: SR

Rm[kl'—f ["”[0] rp 4 ] = [ Bt bm] - (257).

plk] Rp[k—ll rpT(k] ryfp)

19
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donde ry[0] es la misma de la ecuacién 2.34 y ry[p] estd definida por:

k
A mi 2
rlp) = ) A~ ) (2.58)
i=0
Si ahora escribimos la ganancia de Kalman al orden p + 1:

donde Yp41[k] se puede escribir como:
YRl = [ulk] YElk - 1)) = [YEIk] ylk -] (260

y aplicando el lemma de inversién particionada a R“H[k] particionada, kpy1(k] se expresn
bajo las siguientes ecuaciones [ALC86), [KAY8S]: :

._ kpy1lk] = [kp[kf)_ 1]] - [A;{[k]] a; kel (k] ..(‘2-’61)
%mm=[“m]—[B#Waﬂmml oee)

donde a/ yal son las energfas residuales de los predictores “forward” y “backwards"‘ '

P
respectivmnente y estdn dadas por [ALCS6), [PROSS]:
o [K]

ap (k]

o blen recurswamente, con la. ayuda de 2.39, 2 40, 2.54 y 2,55 y las versiones recursivas de
ry(0] y ry[p):

I|l> TS

ol = Ao~ el (25)

ablk] = Aablk - 1]+'eg[k‘]egT[k]> R (2.66)

observando que la ganancia kpy1[k] se puede particionar de la siguiente manera; '
A [ Ml S

kp+ilk] = p 2.67

p+1[] [ N[k] ] (‘. .)

en donde de 2,62 :
. A :

g & _ sl (2.8
ulk] = a;’,[k] | ( .68) |

Mplk] £ kplk] + Bplklulk] (269)
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Sustituyendo en 2,69 la ecuacién 2.55 y despejando kp[k] :

kplk] = [Mplk] - Bpfk — 1] [1 + eb{kfuli]”

Finalmente el algoritmo répido recursivo se resume en la tabla 1,2 :

Tabla 1.2

Algoritmo Répido de los Minimos Cuadrados

Condiciones iniciales

Parael instante bk — 1
a,-f[k -1=6>0

Yplk—1]= Aplk - 1] = Bplk — 1] = kplk = 1] =0

Ecuacion

b = y{k)+ ATk - 1]Yplk 1
Aplk) = Aplk 1]+ kp[k - L]ef(k]
| edlk] = ylk] + Ap[k]Yp[k ~ 1

of[k] = A aflk - 1]+ ef [Kief (4]
eb[k] = ylk - p]+ BY [k - 1]Yp[k]

kplk] = [y~ Bpll = ] [1+ elifutt] ™

Byl = Bylk- 1]+ kplielk]

0 I —totna | Mplk
oo = [ ity ] = [ agi ] 5o = [

|

2.42
2.40
2.6

1265

2.61

1256 |

2,70

2.55

(2.70)

En este casb el valor inicial de a{[k], el valor de delta, debe ser positivo y pequeio.
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2.8 Densidad Espectral de Potencia

Una de las aplicaciones de los métodos paramétricos es la estimacién de la densidad es-
pectral de potencia (o psd por sus siglas en inglés) de una sefial. Para ilustrar esto, si
evaluamos la respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo carac-
terizado por su ecuacién en diferencias y como entrada una sefial aleatoria, podremos

establecer la psd de la sefial en términos de los parimetros del sistema, los cuales, para

un modelo todo polo, se calculan con los algoritmos antes descritos.

Retomanado la representacion del sistema lineal e invariante en el tiempo caracterizado

por su ecuacion en diferencias:
4 9
Y anylk —n] = Z by x(k - m]

n=0 m==0 L

y aplicindole la transformada Z nos‘queda:‘

n=0

P '
Y(2) Zanz"" = X(z) E bnz™™

Obteniendo su funcién de transferencia:

oY) T b
56) = ¥ = Proaa

Evaluando para z = ei* y obteniendo su médulo:
p ‘

| S(w)[? = oF (Zhmobacosun )’ + (P busen wn )’
: (Th=0ancos wn )2 + (Xh=0ansen wn)

En esta dltima ecuacién se obséfva que obtener la psd de la sefial es equivalente a dividir
el médulo de la transformada de Fourier de los coeficientes b,, entre el médulo de la

- transformada de Fourier de los coeficientes ay. Para el caso concreto de un modelo o

sistema autorregresivo (AR) la ecuacién 2.71 se convierte en:
_a?

NI
T = o on 7 + (T ansen on 7
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2.9 Conclusiones

Dentro de los métodos tradicionales para el anélisis de sefiales se pueden utilizar los dos
enfoques planteados en este capitulo: Uno de ellos consiste en obtener el espectro com-
pleto de la sefial a analizar por medio de la transformada de Fourier. El otro método es
a través de los métodos paramétricos. Existen varias formas de efectuar este andlisis: La
primera es calcular los pardmetros o coeficientes que modelan a toda la sefial. La segunda
es segmentar la sefial en bloques y calcular los coeficientes para cada bloque. La tercera
es aplicar un método adaptable en donde se calcula un juego de coeficientes por muestra,
En los dos 1ltimos casos, al graficar el espectro de la sefial para cada juego de parametros
obtendremos una grifica aproximada de la variacion del espectro durante el tiempo. A
este tipo de andlisis ya se le puede considerar como un anélisis tiempo-frecuencia de la
seiial, que es el tema a desarrollar en el siguiente capltulo.
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Capitulo 3

Los Métodos Tiempo-Frecuencia

3.1 Intfoduccidn

El andlisis Tiempo-Frecuencia no es nuevo, de hecho, su origen se remonta aproximada- -

mente 50 aiios atrds [COH92]. La idea fundamental de este analisis es entender y describir
las situaciones en donde el contenido de la frecuencia cambia con el tiempo. De hecho, una
de las primeras aplicaciones ha sido el andlisis del contenido espectral de la voz [COH89)
que tradicionalmente ha sido analizada a través de Fourier. En este capitulo introducimos
la nocion del analisis tiempo-frecuencia y algunos de los métodos que se estin utillzando
para este andlisis,

3.2 El Analisis Tiempo-Frecuencia

La importancia del andlisis de Fourier es que permite la descomposicién de una seiial en

sus componentes de frecuencia individuales y ademds, establece la intensidad relativa de

cada componente, Pero este espectro de energia no nos indica en que instante de tiempo

ocurrieron esas frecuencias. Por ejemplo, si la sefial a estudiar fuera una sefial pura o
suma de seitales puras constantes, con la misma duracién, durante todo el tiempo, basta
con aplicar una transformada de Fourier para evaluar el contenido espectral, porque la

* sefal no presenta ningin cambio. Pero, jque sucede si dichas sefiales ocurren a diferen-
tes instantes? Probablemente el espectro sea el mismo, pero no podemos saber en que

instante se generd cada sefial, Otro ejemplo es el analisis de seiiales que se consideran no
estacionarias, como las de monitoreo sismico, comunicaciones, radar o sonar, de las que

no podemos efectuar un analisis completo utilizando simples técnicas de Fourier [COH92].

Otro ejemplo mas: la motivacién por el anilisis de la voz humana, cuyo contenido fre-
cuencial cambia ripidamente y en una manera compleja. Esto tuvo como consecuencia
el diseio en los afios 40 de métodos como el espectrograma y que aun sigue siendo una
herramienta indispensable para el andlisis de sefiales no estacionarias {COH89),

Un ejemplo no tan matematico se describe en [CLA80aj, donde se hace una analogfa entre

la miisica y una funcién matematica. Al escribir una partitura musical, el compositor crea
misica en funcién de dos variables: tiempo y frecuencia. En dicha partitura se indica la
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nota (frecuencia) y su intensidad y, a su vez, se indica también en que instante se debe de
tocar y su duracion.

Estas son solo algunas de las razones por las que se introdujo el concepto de Representa-
ciones Tiempo-Frecuencia (también referenciadas como TFR por sus iniciales en inglés),
Los métodos tiempo-frecuencia son una de las soluciones planteadas al problema de la
representacién de sefiales no estacionarias, y pueden considerarse como una extension al
andlisis de Fourier cldsico [BOA91).

Desde los afios 40, se han desarrollado métodos alternativos para el anilisis tiempo-
frecuencia, La idea bdsica es desarrollar una distribucién conjunta simultineamente en
tiempo y frecuencia, que describa la densidad de energia o intensidad de la seial si-
multineamente en el tiempo y frecuencia [COHS89).

Las representaciones tiempo-frecuencia se pueden dividir en dos grupos, El primero
contiene a métodos adaptables y evolutivos. Suponiendo que utilizamos un modelo
paramétrico, se pueden adoptar dos puntos de vista: uno de ellos es el adaptable, que
utiliza un modelo estacionario con coeficientes constantes y que reajusta su estimacion
en cada instante, como los algoritmos adaptables del capitulo anterior. Dentro de este
tipo de modelo, el tiempo estd presente dentro del algoritmo de identificacion, El método
evolutivo, es un modelo explicitamente no estacionario, ya que los coeficientes dependen
del tiempo y la variable tiempo estd incluida dentro del modelo, ya que el albontmo no
necesariamente debe ser adaptable (BAS92), [FLA93).

El otro grupo se caracteriza por ser del tipo deslizante y conjunto, El tipo deslwante :

consiste en situarse dentro de una referencia de tiempo local deslizante con el instante
de analisis, restringiendo el horizonte de observacién a una duracién corta y centrada en
dicho instante, En estos métodos se considera un tipo de cuasi-estacionaridad, aunque
también existen aproximaciones para sefiales no estacionarias. Todas las distribuciones
que pertenecen a esta clase, se caracterizan por ser distribuciones de energfa, en el sentido
de que al integrarlos en el plano tiempo-frecuencia obtenemos la energfa total de la sefial
analizada. Una de sus limitaclones es el seleccionar el tamaiio del horizonte en tiempo
corto, Los métodos conjuntos son los que no suponen ningdn tipo de estacionaridad desde
un principio [BAS92], [FLA93). En este capitulo sélo nos dedncaremos al estudio de Ias

“representaciones tiempo-frecuencia deshzantes.

3.3 Répresentaciones Tiempo-Frecuencia

Tomaremos como punto inicial para nuestro analisis de las represeniaciones tiempo-
frecuencia (TFR's) a la Transformada de Fourier de Tiempo Corto 6 STFT, para después
introducir las TFR’s en su forma general.

3.3.1 La Transformada de Fourier de Tiempo Corto y el Espectrograma

Al obtener la Transformada de Fourier de una sefial, podemos conocer cuales son sus
componentes frecuenciales, sin embargo, no se muestra explicitamente la localizacion en
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el tiempo de dichas componentes. Una forma de lograr este efecto es aplicar una ventana,
h(t), a la seital 2(t) en el instante deseado, 7, [COHY2]:

x
Nsrer(f) = [ alOh(s -l as (3.1

-0
que no es otra cosa mas que la Transformada de Fourier de la seiial 2(¢) multiplicada por
una ventana centrada en 7, Es evidente que el resultado sera una cantidad compleja y
estard influenciado por el tipo de ventana aplicada. Por el momento sélo podemos saber
el contenido frecuencial de la seiial z(¢) para un tiempo especifico. Si queremos seguir el
comportamiento de la seiial a cada instante, y haciendo un cambio de notacién, en donde ¢
serd el tiempo de interés donde se centra la ventana, y 7 representa el tiempo, la ecuacién

3.1 se modifica de la siguiente forma [COH92], [BAS92]:

STFTL(t, f) = /+m z(r)h(r-tje'j2"/’dr | (3.2)

-0

y obteniendo su espectro de potencia tenemos:

+o0 ’ - 2 : :
SP(t,f) = l / (r)h(r ~ t)e= 3?7 dr (3.3)
-0 : .
A esta ecuacién ( 3.3 ) se le conoce con el nombre de Espectrograma.

El espectrograma es el prototipo de una distribucién tiempo-frecuencia. Pero aunque es
muy poderosa en algunos aspectos, tiene algunas dificultades. Una de ellas es la corres- -
pondiente a la eleccién de la ventana, ya que tal vez para una sefial en particular un
tipo de ventana especifica trabaja muy bien, mientras que para otra no, y al existir una
combinacién de ambos tipos de seiiales probablemente esta herramienta no sea 6ptima. El
otro problema surge en el momento de querer mejorar la resolucion tanto en tiempo como
en {recuencia. Por ejemplo, si se le aplica una ventana de corta duracién, tendremos baja -
resolucién frecuencial, consecuencia de la relacién tiempo-ancho de banda (Principio de
Incertidumbre). Por el contrario, si se desea una buena resolucién frecuencial, la ventana
en tiempo debe ser larga, con lo que se pierde resolucién temporal [COH92], (HLA92].

- La cantidad SP.(t, f) es la representacién conjunta de dos cantidades, tiempo y frecuencia

respectivamente. Este tipo de distribucién nos indica la fraccién de la energfa total en
el tiempo ¢ y la frecuencia f . Si nosotros sumamos todos los componentes de energia
de las diferentes celdas tiempo-frecuencia, se obtendrd la energia total de la distribucion

[COH92]:

+0 ' .

SP(t, f)dtdf = E, (3.4)
- :
Entonces, con una representacidn tiempo-frecuencia energética para una seiial z(t), repre-
sentada por TFR,(t, f), se busca combinar el concepto de la potencia instantinea de la
seial px(t) = |2(t)]%, y la densidad espectral de energia p,(f) = |X ()%, Idealmente,
esta interpretacion se expresa a través de las propiedades marginales [COH92].
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3.3.2 Marginales de una Distribucién Tiempo-Frecuencia

Una Distribucion Tiempo-Frecuencia ideal debe poder manipularse como una funcién de
densidad de probabilidad conjunta. Para ejemplificar el comportamiento de una funcién
probabilistica de este tipo, supongamos que se tiene la distribucién de peso de una
poblacién. Supongamos también que se cuenta con la distribucién de la estatura de las
personas de la misma poblacién, Ambas nos proveen toda la informacion acerca del peso
y estatura, pero por separado. Por ejemplo, si una persona con una estatura determinada
quiere saber si estd dentro de su peso, tendria que consultar la distribucién del peso, pero
estarfa comparando su peso con el peso promedio de personas de diferente estatura. Lo
correcto seria comparar su peso con el de las personas que tienen su misma estatura. Pero
no se puede obtener esa informacion a partir de las distribuciones individuales, por lo que
se tiene que construir una funcion conjunta que incluya a las dos funciones anteriores, Con
esta distribucidn si se puede saber cual es el peso promedio de las personas con una misma
estatura, como también cual es el total de personas que componen la poblacién, para lo
cual se hace la suma de todas las personas que componen cada celda que indica cual es su
altura y su peso [COH92].

Se puede hacer una analogfa con una distribucién tiempo-frecuencia. Si por ejemplo
queremos saber cual es la energfa total de la seiial, solamente tendriamos que sumar

la cantidad de energfa existente en cada celda tiempo-frecuencia, o lo que es lo mismo
[COH92):

/°° TFR(, f)dtdf = E, (3.5)

Otra informacién que podemos obtener de dicha distribucién probabilfstica conjunta para
el peso y estatura, es el niiero de personas con una misma estatura. Basta con sumar
el nimero de personas con diferente peso pero con una misma estatura. Analogamente, si
para un tiempo dado se suma la energfa existente en las diferentes frecuencias se tendra la
energia en el tiempo ¢, A esta cantidad se le conoce con el nombre de marginal temporal
y se calcula como [COH92]:

" TFR( )i = Ja(0)f (3.6)
Asimismo, si para una frecuencia dada, se suma la energia existente para los diferentes
valores de ¢ se obtiene la energia de la frecuencia f, también conocida como marginal
frecuencial [COH92]: '

+o0
/_ TFR(L )it = IX()P | - @3.)

Es por esta semejanza en el compbrtamiento con las distribuciones probabilisticas que

a las TFR’s también sc les conozca como distribuciones tiempo-frecuencia, aunque cabe
mencionar el concepto de marginal no es el mas adecuado para las marginales temporal y
frecuencial, ya que éstas pueden tomar valores negativos en algunos casos [COH92).
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3.3,3 Principio de Incertidumbre

Antes de iniciar con una explicacion acerca de los tipos de TFR’s, es necesario establecer
el significado del principio de incertidumbre, una relacién de importancia para entender
el comportamiento de las TFR’s. El principio de incertidumbre se escribe como [FLA93):
1 ‘ .
Atdw > — (3.8)
4n
donde At y Aw representan la duracion y el ancho de banda de la sefial respectivamente.
La ecuacion 3.8 expresa el ya conocido principio matemdtico que establece que a una
seial temporal de corta duracién le corresponde un espectro frecuencial ancho, y a su
vez, una seial temporal con mayor duracion tiene un espectro estrecho, y ambos, tanto
la sefial temporal como el espectro frecuencial no pueden ser arbitrariamente pequefios
simultineamente [COM89], [FLA93]. Entonces, este principio establece la imposibilidad
de que una sefial coexista con soportes temporal y frecuencial simultdneamente pequefios.
Es por ello que el uso de una ventana temporal pequefia conjuntamente con una ventana
frecuencial grande mejoran la resolucién tiempo-frecuencia de la TFR.

3.3.4 Tipos de Representaciones Tiempo-Frecuencia

Es evidente que la cantidad SP,(¢, f) es una representacién tiempo-frecuencia lineal, ya

que satisface el principio de superposicion, al igual que la “Transformada Wavelet” (on-
deleta) [HLA92]. Pero no todas las representaciones tiempo-frecuencia son lineales, Exis-
" ten otras transformadas que reciben su nombre de acuerdo al tipo de dependencia de

la sefial, que puede ser cuadritica o no lineal. Los dos primeros casos, el lineal y el

cuadrdtico, son los mas utilizades, En este documento sélo consideraremos el espectro- -

grama, perteneciente a las TFR's lineales, y algunas TFR’s cuadraticas, Se puede encon-
trar una lista completa de las representaciones tiempo-frecuencia.en [HLA92],

Muchas de las TFR’s cuadraticas tienen varias caracteristicas en comfin, lo que permite
hacer un estudio unificado al utilizar una forma general para referirnos a ellas. * Esta
definicién de “estudio finico” la definié Cohen [COHB89], por ello, todas las distribuciones
que pueden derivarse a partir de esta forma general pertenecen a la clase de Colien.

3.4 La Clase de Cohen

La forma general de definicién de la Familia de Representaciones Tiempo- Ftecuencm que
define a la Clase de Cohen es la siguiente [COH92}, [COH89]:

. Cpyo0 ptoo pto0 T T . - :
TFRo(t, f) = / / / ei?r(u=tg(y, 1) a:‘(u--2-) a:(fz+;2-)c“12"f.'dazdrdv'(3.9)
. -00 - -0 . ’

donde:

v, f son variables frecuenciales
t, 7 son variables temporales

u es una variable de retraso ( lag), como en una autocorrelacion
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g(v,7) es una funcion arbitraria llamada kernel

Cada miembro de la clase de Cohen estd asociado con una funcién inica, un kernel in-
dependiente de la sefial, Cambiando dicho kernel se pueden ir obteniendo las diferentes
TFR’s que pertenecen a esta clase. Integrando 3.9 con respecto a la variable v se puede
reescribir la forma general como [COH92]:

TFRo(t, f) = /_;oo/_+mr('u—t,r)m'(u—

donde :

-;-) 2(u+ %)e"ﬂ"f’ dudr  (3.10)

+oo .
r(u,1) = / g(v,7)e* v dy (3.11)

-0

En términos de su espectro 3.9 puede reescribirse como [COHY2):

Hoo oo pko0 i ; v, v
TFRo(t, ) = / / / TIP3, 7) X*(u + 2) X(u = 5)dudrdy
-00 - . h
(3.12)

3.4,1 Propiedades de las Representaciones Tiempo-Frecu'encia' :

La forma general de Cohen es una idea muy 1til para el estudio de las distribuciones ya
que facilita su diseiio y el estudio de sus propiedades con solo modificar el kernel g(v,7),
Una lista de las propiedades de las representaciones tiempo-frecuencia se muestra en el
Apéndice B. Del tipo de kernel que se utilice dependera el que dicha distribucién cumpla
con un mayor nimero de propxedades

Existen dos tipos de kernels, los no separables: g(v,7) = g(vr) y los sepvarabvle’s, que
son productos de funciones de v y i g(v,7) = gi(v)ga(r). Un ejemplo de la utilidad

del uso del kernel es cuando se desea que la distribuci6n satisfaga las marginales tanto en -

tiempo como en frecuencia, por lo que el kernel g(v,r) debe satisfacer [COH92], [CLAB8OC],
[FLA93):

9(0,7) = g(v,0) = 1 | - (3.13)

Para obtener una TFR con valores reales para todo el rango tiempo- frecuencia, el kernel
debe satisfacer [COH92] [CLASOC]

g(v,7) = 9‘(—”"‘7) | L (3.14)

Aunque el kernel aparentemente solo depende de v y de 7, no implica que no pueda
depender también de ¢t y f. La mayorfa de los trabajos que se han desarrollado son para
kernels que no dependen explicitamente de las propiedades de la sefial [COH92], [HLA92]
Otra caracteristica que debe tener la distribucion tiempo-frecuencia es que tenga la misma
duracién que la sefial, o sea, que sea cero antes de que la sefial comience y cero después de
que la sefial termine. En este caso se dice que la distribucién tiene soporte finito [COH92).
El mismo concepto se aplica al eje de las frecuencias. Pero esto no se cumple para todas
las distribuciones, ya que al asegurar un soporte finito en tiempo, es decir, si aseguramos
que la representacion sea cero antes y después de que ocurra la sefial, no necesariamente
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implica que la distribucién sea cero cada vez que la sefial tenga un valor de cero, A este
tipo de distribuciones se les clasifica como distribuciones con soporte débil, mientras que
las representaciones que si cumplen con la condicion de ser cero cuando la sefal es cero,
se clasifican como distribuciones de soporte finito fuerte,

3.4.2 Artefactos en las Representaciones Tiempo-Frecuencia

Por lo dicho anteriormente, sabemos que el espectrograma es una representacion tiempo-
frecuencia lineal. Se demuestra que si x(t) es una combinacidn de seiales, entonces al
aplicarle una representacion tiempo-frecuencia lineal, que en este caso denominaremos
como TFR'™ el resultado serd una combinacion lineal de la TFR'™ de cada uno de los
componentes de la sefial [HLA92):

2(t) = eiz(t) + eaza(t) = TFREM1, f) = o TFREMY, f) + eeTFREM3, f) (3.15)

Pero para las distribuciones cuadraticas ya no se cumple este principio, ya que cualquier
TFR cuadratica satisface el principio de superposicién cuadratico. Si TFR representa una
distribucién tiempo-frecuencia cuadratica, este principio se escribe como [HLA92]:

z(t) azi(t) + cazo(t) =
TFRz(tv f) |C[|2TFer(t,f) + |02l2’1‘FRra(t)f)
+ 13T F Ry (4 f) + 2 TFRg,y g (8 f)

donde TFR;, (8, f)esla TFR delaseial zy(t) y TF Rz, ,(t, ) es la representacion tiempo-
frecuencia “cruzada” de las dos sefiales z((t) y 29(t). Nétese quela TFR “cruzada” es
bilineal en las sefiales z1() y z3(t). De esta ecuacién se aprecia que no solo existen dos
términos |¢,|?*TFR;, (2, f), |cal*T F R, (1, f), uno por cada seiial tal como se espera, sino
que también aparecen otros dos, ¢;¢3T FR,, 1,(t, f), c2¢}TFR;, 5, (8, f). Estos términos

“son los que se conocen con el nombre de artefactos o términos de interferencia (COH89],
(COH92], [BOA8T], [HLA92|. Generalizando el principio de superposicién cuadrético para.

una sefial de N componentes:
N
= chmk(t) ‘ (3.18)

se obtiene la siguiente regla para el niimero de terminos en una TFR cuadratica:

e Por cada componente de sefial cizi(t) corresponde un térmmo de sefial o compo-
nente |cx[*TF R, (¢, f) ,

e Por cada par de componentes de seiiales ¢xzx(t) y cjzi(t) (con k # I) corresponde

un componente cruzado o término de interferencia

ek TFR:, o (8, ) + aciTF Ry 5,(8, f)

Entonces para una seiial de N componentes, su TFR contendrd N términos de sefiales
y N(N - 1)/2 términos de interferencia. El nimero de términos de interferencia crece
de una manera cuadratica con respecto al ntimero de componentes de seiiales [HLA92]
Para la mayoria de las aplicaciones, estos términos de interferencias no son deseables, sin
embargo, a veces pueden ser de utilidad como se demuestra en el capitulo siguiente,
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3.4.3 Representaciones Tiempo-Frecuencia Discretas

Asf como existe un Analisis de Fourier Continuo y Discreto, cada una de las TFR’s se puede
implementar de manera discreta. Al discretizar la ecuacién general que define la clase de
Cohen (3.9) se obtiene la expresion general de Cohen en su forma discreta [BOA91):

TFRe[n, f) = Y, Y Glm=n,k] a[m + k] 2"[m — k] e=4n/k (3.17)
k m
La seiial real z(nAt) se forma al muestrear z(t) a la frecuencia f, = Z; de tal manera
que:
= nAl

kAf:f'.Af,_’

(.
]

por simplicidad, At = 1,fy=1

En general, para implementar alguna distribucion perteneciente a la clase de Colen, los
pasos a seguir son los siguientes: :

o Obtener el arreglo K[n,m} = z[n + m]z*[n ~ m},
o Efectuar la convolucién discreta en el tiempo [n] del arreglo K[n, m] con G[n,m].

. C:ilcular_ la Trdnsformada de Fourier del resultado anterior sobre m..

3.44 Prdpiedades de la Representaciones Tiempo-Frecuencia Discretas

Estas representaciones deben de preservar las propiedades listadas anteriormente para el -
caso continuo (Apéndice B). Para el kernel G[n,m] también se debe cumplir con ciertas
condiciones, por ejemplo, para asegurar que tenga valor real para todo tiempo y frecuencia, -
el kernel debe cumplir con [BOA91]: S

G(n, m] . G*[-n,~m) jRan (3.18)

’ Sl se desea que cumpla con las propledades marginales el kernel debe tener las sigulentes
caracterfsticas [BOA91] :

b

G[n,0] =
N-1
Y Gpm) = 1
n=0

donde é[n] es la funcién delta discreta,
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3.4.5 Algunos de los Miembros de la Clase de Cohen

Actualmente son varias las distribuciones que pertenecen a la Clase de Cohen, dentro de
las cuales destacan las siguientes:

¢ Espectrograma

o Distribucion Wigner Ville

¢ Distribucién Pseudo Wigner Ville Suavizada
¢ Distribucién Choi Williams

que son con las cuales se trabajard en este texto. Los kernels que generan a estas dis-
tribuciones se muestran en la tabla 2.1, Una lista muy completa de las representaciones
tiempo-frecuencia que pertenecen a esta clase se encuentra en [HLA92], aunque también
se puede consultar [COH89], [COH92], [BAS92), [FLA93],

Tabla 2.1
Algunos Kernels Pertenecientes
a la Clase de Cohen

TFR g(v, 1)
Wigner-Vllle 1
Espectrograma ) h‘(u - I)h(u + Z)e=Vidu
Pseudo Wigner Ville “Suavizada” () [h(3) |2
- ~uér
Choi Williams ‘ e 3

A continuacién, se hace un breve andlisis de cada una de las distribuciones tiempo-

frecuencia estudiadas en este documento. Comenzaremos con la mds conocida que es

el Espectrograma.

‘3.5 El Espectrograma

Retomando la ecuacién 3.9, y sﬁstituyendo el kernel propio'al espectrograma [CO_H89]:

g(v,r)'=/ W= Pt et @19

se obtiene la ecuacién 3.3, con lo que obtenemos la definicién del espectrograma. en el
tiempo continuo.

Deﬁnicién Tiempo Continuo: [BA592]

P:(t,f) = l/ ~ryerietrar | (320

32

A iR TS e b



,,,,,

o

~~~~~

Las propiedades con las que cumple esta representacién tiempo-frecuencia son: que es
positiva y real para todo el plano tiempo frecuencia, y ademds si la distribucién se integra
tanto en tiempo como en frecuencia, la cantidad resultante es equivalente a la energia de
la seiial [FLA93]. El equivalente en el dominio discreto es el siguiente:

Definicion Tiempo Discreto [BAS92] :

N-1 2
SP(n,f) = | Y hlk]a[n+ k] e/ (3.21)
b=—=N+1

3.6 Distribucién Wigner Ville

La Distribucién Wigner Ville fue la primera distribucién tiempo-frecuencia cuadrdtica,
introducida en 1932 por Wigner dentro del contexto de mecdnica cuantica [WIG32],
y retomada por Ville para el anilisis de sefiales en 1948 {VIL48],- Estd considerada
la distribucidn prototipo o referencia para las otras representaciones tiempo-frecuencia
pertenecientes a la clase de Cohen: Una caracteristica que se destaca de esta distribucion

-es que es real, pero no necesariamente positiva, para todo el rango tiempo-frecuencia, ex-

cepto para el “chirp” (serial modulada en frecuencia linealmente) , en donde si es positiva
para todo el rango. Hasta el momento no se ha encontrado un significado a la existencia de

estos valores negativos, pero la mayoria de los autores coinciden en que las partes posntnvas ‘

sf representan la informacion deseada. [COH92] ,

" Deflnicion en Tiempo Continuo

Al sustituir el kernel g(v,7) = 1 en la ecuacién general de la clase de Lohen, 3.9, se

obtiene la definicidn de la Dlstnbucmn Wigner Ville [CLA80a): -
0 /oy
WVD,(t,f) = / 2 (t + —) . (t - -) 517 gy (3.22)
: -0 2 2 - .

y la Distribucién Wigner Ville “cruzada” de dos sefiales se define como [CLASOa) :

WYDtf) = [ (¢+ I) v (t"- -;-) eIt g (3.23)
-0

Esta dxstnbucxén tiempo-frecuencia también puede deﬁmrse a partir del espectro de la
seiial [CLASOa}: :

00 , R
wybxtf) = [ x(f+ 9) Xx* (f— 3) ety (3.24)
-0 2 2 : g
Con las ecuaciones anteriores se demuestra que [CLA80a]:

CWVDx(fit) = WVD,(t, f)  (3)
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Esto significa que la Distribuciéon Wigner del espectro de dos sefiales puede ser determni-
nado a partir de las funciones en el tiempo al intercambiar las variables, lo que nos ilustra
la simetria entre las definiciones de los dominios tiempo y frecuencia [CLA80a).

Esta distribucion satisface un gran nimero de propiedades matemdticas [CLA80a],
(COH89|, [HLA92}, [FLA93], entre la cuales se encuentran las propiedades de las
marginales, el que sus valores siempre sean reales y el ser invariante a desplazamien-
tos en tiempo y frecuencia, por mencionar algunas. Algo que es importante recalcar es
que a pesar de cumplir con muchas caracteristicas deseables en una TFR, no puede ser
interpretada como una densidad tiempo-frecuencia energética propiamente, ya que puede
tener valores negativos locales [COH92], [HLA92].

Como hemos mencionado anteriormente, una distribucion tiempo-frecuencia ideal deber(a
poder manejarse de la misma manera que una distribucién conjunta de dos variables, Si
nosotros calculamos el primer momento con respecto a la frecuencia de la WVD obtenemos
que [CLA80a}: '

TFR.(t, f)d
[z = f},fTFRz(E,tf‘;)dff = Im%ln () | (3.26)

Esta ecuacién nos dice que para sefiales reales la frecuencia promedio sera cero, ya que la
WVD es una funcién par de w, y no nos proporcionard ninguna informacién [CLA80a).
En caso de que la sefial f(t) sea una sefial compleja de la forma:

2(t) = A(t) e?) (321
entonces se muestra que; 1 o |
Ly = 27 ¢(1) | (3.28)

De esta iltima ecuacién podemos concluir que la frecuencia promedio de la WVD en el
tiempo ¢ es igual a la derivada de la fase, resultado que ya habfa sido comentado en el =
apéndice A cuando se define la sefial analitica, Entonces, cuando la seiial z(t) esta escrita -
en la forma de 3.27 la derivada de la fase recibird el nombre de frecuencia instantdnea,
Pero lo mds importante de estas relaciones es que a partir de 3.28 se muestra que la fre-
cuencia promedio de la WVD es igual a la frecuencia instantdnea de la sefial, pero que
ademds se mantiene esta definicion para cualquier seial compleja y con esto se extiende
la definicién de la frecuencia instantnea para sefiales complejas en general [CLA80a}.

Una desventaja que presenta la distribucion Wigner-Ville es que no tiene un soporte finito
fuerte, ya que no siempre serd cero cada vez que la sefial analizada tenga un valor de
cero. En [COH89] se da una regla empirica muy bdsica para darnos una idea si se estd
obteniendo el resultado correcto con la WVD, sobre todo cuando aparecen artefactos en -
zonas en donde no existe sefial. Dicha regla parte de la observacién de la ecuacién 3.22
de la WVD, donde se establece que para un tiempo ¢ en particular, se multiplican dos
segmentos de la sefial a analizar. Un segmento estd compuesto por muestras de la senal en
un tiempo futuro, y el otro esti compuesto de muestras de la sefial en un tiempo pasado,
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a ambos segmentos se les afiade el mismo nlimero de muestras anteriores o posteriores al
tiempo ¢ que se estd considerando, Para saber si la WVD es cero en el instante ¢, se debe
doblar mentalmente la sefial en el instante ¢ hacia el lado izquierdo y hacia el lado derecho
y ver si existe un traslape de la sefial. En caso afirmativo, la WVD no serd cero en ese
punto [COH89]. De esta regla se observa que el tamaiio de la ventana que se haya definido
influye en la aparicion de un artefacto, Muchas veces ese artefacto puede desaparecer al
utilizar una ventana de menor longitud como se observard en el capitulo siguiente,

Definicion en Tiempo Discreto

Es légico pensar que para pasar del dominio continuo al discreto sea necesario discretizar
la funcién, Existen varias definiciones de la Distribucion Wigner Ville Discreta [CLA80a),
[PEY86), [BOA91]. Pero independientemente de la definicién que se utilice, lo que se de-
sea es obtener un concepto simple, que retenga la mayor cantidad de propiedades posibles
de las distribucién para el dominio continuo y obtener una relacién simple entre ambos
dominios [CLA8Ob). '

Se define la distribucién Wigner Ville Discreta como [BAS92):

k=-00

WVD,n, f) = 2 i [n + k] z*[n ~ k) e~347/k . (3.29)

Aunque muestra mucha similitud con la definicién en el dominio continuo, y cumple con

varias de sus propiedades, tiene algunas caracterfsticas diferentes. Por ejemplo se presenta
un fenémeno de periodicidad:

“La distribucién Wigner-Ville discreta es una funcion de la variable discreta n que re-
presenta el tiempo, y la variable continua f que representa a la frecuencia”, Con respecto
a la tltima variable, la funcion es perlédica con periodo = [CLA8Ob}: '

WV Dyln, f) = WY Dy(n, f +7) Vn,f | (3.30)

Como el “aliasing” ocurre alrededor de 7/T en vez de 27 /T es necesario muestrear la

seiial al doble de la frecuencia de Nyquist para evitar dicho fenémeno [PEY86), [CLA8OD], -

No siempre se puede muestrear a una frecuencia mayor, sobre todo cuando se esté tra.
bajando con sefiales reales, Por lo que una solucién a este problema, muestreando a la
frecuencia de N, es el uso de la Sefial Analftica (Apéndice A).

Pero el uso de la Sefial Analitica no elimina los términos de interferencia que existen es

esta distribucion, es por ello que se le hizo una modificacién a su kernel y se obtuvo la
Distribucion Pseudo Wigner Ville Suavizada, para tratar de reducir estos términos de in-
terferencia. ‘ : o
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3.7 Distribucion Pseudo Wigner Ville Suavizada

La idea general de este algoritmo es reducir las interferencias de la distribucion Wigner
Ville a través de un “suavizado” dentro del plano tiempo-frecuencia, E! principio del
método es utilizar una funcién separable en tiempo y frecuencia, cuyo kernel estd dado
por [BAS92):

o) = G|

(3.31)

donde el kernel estd compuesto de dos funciones, g y h, cuyas longitudes determinan el
suavizado en tiempo y en frecuencia respectivamente. Si la funcién g(t) = 6é(t) se obtiene
la distribucion Pseudo Wigner, que no es mas que una distribucion Wigner Ville de tiempo
corto y con una ventana de analisis corta [BAS92],(HLA92]. Si por el contrario, g(t) = 1,
y h(r) = h*(r/2)h(-7/2), se obtiene la distribucién Wigner-Ville original [FLA93].

Definiciéon en Tiempo Continuo [BAS92):

v = [RG) L

(u + ) (u - —) du] eiiT dr
| S (3.32)
Esta distribucion reduce las interferencias de la distribucién Wigner-Ville en detrimento
de la resolucién conjunta, tanto en tiempo como en frecuencia, y de sus propiedades
marginales (BAS92], (HLA92]. También permite el suavizado tanto en tiempo como en
frecuencia de una forma libre e independientemente para cada variable, ya que el kernel
es una funcién separable compuesta de dos funciones g y h, cuyas longitudes determinan
el suavizado en tiempo y en frecuencia respectivamente. Si la funcién g(t) = 6(t) se
obtiene la distribucién Pseudo Wigner, que no es més que una distribucién Wigner Ville
de tiempo corto y con una ventana de analisis corta [BAS92),(HLA92). Si por el contrario,
g(t) = 1,y h(r) = h*(r/2)h(~7/2), se obtiene la distribucion Wigner-Ville original
(FLA93]. ' ‘ ‘

Las tinicas propiedades con las que cumple esta distribucién son que su valor es real para
todo el plano tiempo-frecuencia, y que presenta mVananza a desplazamientos tiempo-
frecuencia [HLA92).

Definicién en Tiempo Discreto [BAS92):

© N-1 M-1 o
PWVL{t,f) = 3, |WK]P glm]efn +m + k] "[n + m — k]| ei*r/k
k==N+1 m=-M+l -
~ ‘ (3.33)
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3.8 Distribucién Choi Williams

Como se observé en el inciso anterior, al tratar de suavizar los términos de interferencia,
se pierden las mayorfa de las propiedades de la distribucion Wigner-Ville. El propésito
de la distribucién Choi-Williams es suprimir los términos de interferencia sin alterar sig-
nificativamente las propiedades de las distribuciones tiempo-frecuencia. Esto lo lograron
con un kernel gaussiano [COH92):

-u’r?

g(v,7) = e 7

(3.34)

donde o es un pardmetro que varia entre 1 y 80 (el rango de valores de la constante o se ha
obtenido experimentalmente [BAS92] ). Si el valor de o tiende hacia el limite superior, la
distribucién tiende a parecerse a la Distribucién Wigner Ville, Cuando o tiende al limite
inferior, el kernel presenta un pico mas cercano al origen del plano v,7 yes cuando se
eliminan los términos cruzados,

Definicion en Tiempo Continuo (BAS92):

(u=t)?
m);; -5 ~jinfr
a:(u+ 2) (u 2) dit e dr

(3.35)
Clasnﬁcada como una funcién invariante a escala (HLA92], la distribucién Chol Williams
retiene muchas de las propiedades de la distribucién Wigner-Ville, como son las marginales
(HLA92], Aunque la atenuacién de los términos de interferencia es notable (como se ob-
serva en el siguiente capitulo), existirdn ciertas limitaciones, sobre todo cuando una seiial
compuesta de varios términos, contiene sefiales que ocurren al mismo tiempo o con la.

CW,(t, f) = / /w mﬁe

misma frecuencia (HLA92),

Deflnicién “suavizada ” en Tiempo Discreto [BAS92]:

CN-1

CWylt,f) = 2 WO a(n]l® + 2 35 [Rk]P K[n,k]eit0/% o (3.36)
: k=~N+1k#0 ,
donde:
M-1 1 md L
. - — ¢ 16KI]0 k) z* -k 3.3
k{n, m) » m=§l+l g[m] e e[n+m+ ‘] z [nfm ] (3.37)

¢ Resumen de las Representaciones Tiempo-Frecuencia

A continuacidn, en la tabla 2,2 presentamos un cuadro sindptico con las ecuaciones de
las TFR vistas en este documento. Primero se encuentran las ecuaciones para el tiempo
continuo y posteriormente para el tiempo discreto. Algunas sugerencias de como imple-
mentarlas se muestran en el siguiente capitulo.
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o Tabla 2.2
Representaciones Tiempo-Frecuencia
.3 TFR Definicién en Tiempo Continuo
{ e’ 2
' Espectrograma SPe(t, f) = |fj: o(r)h(t — 7)e=itnirdsr
‘ . Wigner Ville WVD.(t,f) = f_“;z (H- «g') z* (g - ,;:,) e=Ja%fT 4y
Paeudo Wigner Ville | PWVLs(t,1) = [+ |1 (§)]* [f_*::g(u-:)s(w ) o (u-§) du] 12747 dr
i “Suavizada " )
: s . u=)3 '
B Chol Williams CWel(t, f) = f+°° me o) s(utZ) 2t (u-f) du em3v/rdr
. = ‘ '
TFR Definicién en Tiempo Discreto
S Espectrograma SP:(n, f) = ’zka—-N-H h{k} zfn + k) e-nw/kl
Wigner Ville WVDin, f) = 2 2::_00 z[n + k] z°[n - k| e~iAmtk
Pseudo Wigner Ville | PWVL[t, f) = T3y, Ih[KP [Zm-- prgs Alml el +m 4 K] 2°(n 4 m - k)] em2tnsk
E “Suavizada " . :
Choi Williams CW:lt,f) =2 |h[o]P l={n)? + 2 Eu.-n +ap0 A(KII? K[, k] e=i4m/%
, Afnym] = maiM“ y[m]vﬁﬁﬁ_;e 16k /' x[n+m+k]w‘[n+ft-k]

3.9 Conclusiones

Hemos introducido algunas ideas respecto alas TFR's, su unportancla y las caracterfstlcas
particulares de algunas de ellas. Es un enfoque relativamente nuevo y cuyo potencial
apenas est4 en pleno desarrollo. Este tipo de representacién tiene muchas ventajas, sobre
todo para el analisis de sefiales multicomponentes, aunque al efectuar dicho anélisis puedan
surgir algunos términos indeseables como son los términos de interferencia. Si en realidad
no nos interesa la informacién que estos términos pudleran darnos, podemos tratar de
eliminarlos utilizando alguna de las TFR’s disefiadas con esa finalidad. Resta entonces
aplicar estos conceptos a algunas sefiales para comprobar lo aqui expuesto en este capltulo,

por lo que en la siguiente seccién se presenta un estudio comparativo de las diferentes
representaciones a través de simulaciones con sefiales sintéticas y reales.
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Capitulo 4 .

Implementacion y Comparacion
de los Diferentes Métodos

4.1 Introduccion

En esta seccién, se describen brevemente las generalidades acerca de la estructura e imple-
mentacion de los algoritmos planteados en el capitulo anterior. Posteriormente se ejempli-
fica con seiiales sintéticas cual es el tipo de informacidon esperada para las representaciones
tiempo-frecuencia. Como referencia se utilizan los resultados obtenidos con los espectro-
gramas de dichas sefiales, y se efect ia un analisis comparativo entre los diferentes métodos
mencionados en este texto para finalizar con algunas simulaciones con sefiales reales, que
en este caso seran sefiales electroencefalograficas (EEG) y segmentos de voz. Al final, se
mencionan algunos de los campos en donde se estin aplicando estas técnicas. -

4.2‘ Estructura e Implementacion de Algoritmos

Como se observé en el capitulo anterior, las distribuclones que pertenecen a la Clase de
Cohen sélo se diferencian en el kernel que define a la representacién tiempo-frecuencia,
por lo que al implementar el algoritmo de la distribucién Wigner-Ville, se pueden pro-
gramar todas las demds distribuciones a partir de éste efectuando algunas modificaciones.
Los algoritmos de las TFR's que se mencionan en este trabajo estan programados bajo
ambiente Khoros [RAS91] [ARG91], un programa que permite la versatilidad para poder
analizar y procesar sefiales ya que cuenta con varias rutinas o médulos, los cuales se inter-
conectan entre sf dependiendo de las necesidades del usuario. Antes de Introducir algunas
ideas acerca de como implementar estos algoritmos, primero explicamos la notacién que
se utiliza en la mayorfa de los algoritmos: : '
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Notacion

T Seiial real de longitud L muestras.

. no Instante inicial desde el cual se empezara a procesar la sefal.
NPT | Niimero de puntos temporales a calcular.

n Instante para el cual se desea calcular su espectro.

n = ng+(m-1At

. ‘ donde m = 1,,,.,NPT

At Incremento temporal.

bl h Ventana de observacion. Puede ser cualquier tipo de Velltan;i '
( Rectangular, Hamming, Bartlett, etc.),
generalmente de longitud impar 2N — 1,

NPF | Nimero de puntos frecuenciales a calcular,
L ~ ‘ .| que es una potencia de 2,
o Debe ser mayor que el niimero de puntos de la ventana,

4,21 El Especvtrograma

“Retomando la definicién discreta del espectrograma:

N-1| :

SP(mf) = | 3, hlk]aln+ k] esint
k—-N+1 ‘ ‘

en donde la ventana h[k] tiene una. longltud de N -1 puntos. Los pasos a seguir para -
implementar este algoritmo son [BAS92):

ey L Para cada mstante n: Calcular el arreglo h(k] z[n + k] de long:tud 2N - 1.
- ‘ 2, Completar con ceros hasta que el nlimero de puntos sea N PF.

| -3, Calcular la transformada de Fourier del resulta,do antenor y obtener su médulo al
s : ‘ cuadrado. ‘ :

4. Repetir los pasos 1,2,3 hasta que el n sea el nfimero de puntos deseados o N PT. |

b 40



B

B

El resultado serd una matriz tiempo-frecuencia de dimensiones N PT x N PF. Recordamos
que los primeros N PF/2 puntos frecuenciales representan las frecuencias positivas, por
lo que si se desea calcular un espectro de 256 puntos frecuenciales, la longitud de NPF
deberd ser del doble, en este caso, 512 puntos,

4,2.2 Representaciones Tiempo-Frecuencia Cuadraticas: Generalidades

Para el espectrograma, no existe nigin tipo de restricciones en cuanto al vector al que se
le aplica la FFT ya que al resultado que se obtiene, sea real o complejo, simplemente se le
calcula su médulo. Se sabe que las distribuciones tiempo-frecuencia son reales para todo ¢
y f, pero jcomo obtener un resultado en donde los datos sean todos reales? La respuesta

" es el tipo de arreglo al que se le calcula la transformada de Fourier,

De la ecuacién general de la clase de Cohen, se observa que el arreglo z[n + k] z*[n - £]
es constante para todas las representaciones tiempo-frecuencia, Para obtener una dis-
tribucién real, dicho arreglo debe tener simetrfa hermitica es decir que si:

K[n, k] = z[n+ k] z*[n - k]

entonces:

K*In,k] = Kn,~k]

Para ello, suponiendo que el nimero de puntos de una ventana es 2N — 1 y que el NPF

es una potencna de dos, el arreglo se calcula de la siguiente forma.

1. Calcular el producto plk] = 2 z[n + 4] "[n k] para k = 0,...,N :

2. Reescribir en un vector P de longitud N PF (e la siguiente forma:
Pnpr = [p[0] p[2] p[2] + -+ p[N]O -+ 0 p*[N] p*(N = 1] -+~ p*(1}]
donde la parte central de dicho vector se llena con tantos ceros como sean necesarios
para alcanzar la cantidad de NPF. Nétese que el dltimo elemento del vector P es

. p[1)

Entonces, al calcular la FFT sobre el vector Pypp se obtendra una cantidad real. La
forma de calcular este producto es general para todas las distribuciones tiempo-frecuencia
aquf citadas, Cabe recordar también que es conveniente utilizar la sefial analftica, .por
lo que el producto p[k] antes mencionado, deberd calcularse sobre la sefial analitica, A
continuacién detallamos entonces la forma de implementar cada una de ellas,
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4.2.3 Distribucion Wigner Ville
Recordando el algoritmo de la Distribucion Wigner-Ville Discreta (DWV) :

WVD:n, f) =2 Y, aln+k]a(n - k] emitnsk

k=0

en donde la ventana h[k] tiene una longitud de 2N — 1. Los pasos para implementar el
algoritmo son los siguientes [BAS92]:

1, Para cada instante n deseado, calcular el producto 2 z[n + k] z*[n — ] de
dimensién N, :

2. Formar el arreglo con simetria hermitica y de dimensién N PF como se expllco
anteriormente,

3. Calcular la FFT del arreglo anterior.

4. Repetir los pasos 1, 2, y 3 hasta que el valor de n sea NPT,

Con ello se obtiene una matriz de NPT x N PF puntos, en donde los N PF' puntos fre-
cuenciales representan frecuencias positivas con su parte imaginaria nula

4.2.4 Distribuciéon Pseudo Wigner Ville Suavizada

Aunque esta distribuclon deriva de la Wigner Ville, su cdlculo es un poco mas compllca(lo, ‘
ya que se utilizan dos ventanas, una temporal y otra frecuencnal

N-1 M-1
PWV L,[n, f) Z lh[k‘”2 Z glm) z(n+m+ k| ' n+m- k] -Jtrr/k
k==N+1 m=—~M+1 ‘

donde g es una ventana de suavizado temporal (que puede ser de cualquier tipo) de 2M -1 |

puntos y h es la ventana de observacién en tiempo corto con una longitud 2N - 1. El
calculo del algoritmo se reallza de la siguiente forma (BAS92):

1, Para cada instante n deseado, caleular el producto 2 z[n+m + k] z*[n+m - k]

2, Para cada k sumar los 2M — | productos obtenidos y ponderar el resultado por
g[m].

3. Multiplicar la suma ponderada por |h[k]® y formar el kernel con simetrfa hermitica
y de dimensién N PF como se explico anteriormente,

4, Caleular la FF'I‘ del arreglo anterior,

5. Repetir los pasos 1, 2, 3 y 4 hasta que el valor de n sea NPT,

Se obtiene entonces una representacién tiempo-frecuencia de dimensiones NPT x NPF
puntos,
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4.2,5 Distribucién Choi Williams

El célenlo de esta distribucion es muy similar al de la Pseudo Wigner Ville “suavizada”
(PWVL) porque también utiliza dos ventanas, una temporal y una frecuencial:

N-1

CWiln, f) = 2 |AO)Pe(alP+ 2 Y [AK]P K[n,k)e-iinlk
k==-N+1,k#0

donde:
M-1

ol = 3 o) e

La ventana g[m] tiene una longitud de 2M - 1 y la ventana h[n] tiene una longitud de
2N - L. El parimetro o varfa entre un valor de 1 y 80, recordando que cuando el valor
se acerca a 1, es cuando se eliminan las interferencias y entre més se acerque al limite
superior, mds se parecera a la distribucion Wigner Ville, Una idea para implementa.r esta.
distribucin es la siguiente [BAS92]: :

e wk /nw[n+m+k] [n+7n_’kl

1. Para cada instante n deseado, calcular el producto 2 z[n + m + k) z"[n+ m-— k]
parak =0,....,Nym = -M+1,,...M +1, S

2. Para cada k diferente de cero, sumar los 2M -1 productos obtenidos y ponderar '

el resultado por g[m]. Pasar al punto 4.

3. Cuando k =0, utilizar 2|A[0]* |2[n]]%

4, Multlplicar la suma ponderada por |h[L]]2 y formar el kernel con simetria hermltua s

y de dimension NPF como se exphco anterlormente
5. Calcular la FFT del arreglo anterior,
6. Repetir los pasos 1,2, 3,4y 5 hasta' que el valor de n sea NPT,

Nuevamente, el resultado es una representa.cnon tiempo-frecuencia de dimensiones N PT x
- NPF puntos, o : T

A continuacién, se presentan algunas simulaciones con sefiales sintéticas, para familiari-
zarnos con las representaclones tiempo-frecuencia, y el tipo de resultados que se esperan.

de cada una de ellas.
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4.3 Evaluacion del Desempeiio de los Métodos Tiempo-
Frecuencia

Las simulaciones estdn divididas en dos partes: primero se efectuardn simulaciones
con seiiales sintéticas, y para familiarizarnos con los métodos tiempo-frecuencia no
paramétricos, desarrollamos primero las simulaciones con cada uno de estos métodos,
Posteriormente, repetiremos estas mismas simulaciones para los métodos paramétricos,
La segunda parte consiste en hacer simulaciones con sefales reales, que en este caso son
seflales de tipo EEG y de voz, en donde efectuaremos comparaciones entre los diferentes
métodos, tanto paramétricos como no paramétricos.

Para tener una referencia para los métodos no paramétricos, comenzaremos estas simu-
laciones calculando primero el espectrograma de las sefiales a anallzar, para después in-
terpretar el tipo de informacién que se obtiene de las representaciones tiempo-frecuencia.
Para las simulaciones aqu{ presentadas, si no se indica otra cosa, todas las sefiales tienen
una longitud de L = 512 muestras, una amplitud unitaria y su frecuencia de muestreo
es fs = 2, por lo que la frecuencia mdxima de las sefiales serd fy,; = 1.

Una aclaracién pertinente es mencionar que al momento de capturar e imprimir las
iméagenes para este documento, se pierden algunas de las caracteristicas de los resulta-
dos obtenidos, por lo que no se pueden efectuar comparaciones.

4.3.1 Simulaciones con Sefiales Sintéticas

¢ Métodos Tiempo-Frecuencia No Paramétricos: Sefiales Senoidales

La primer sefial a analizar, es una sefial senoidal real, presente durante todo el tiempo ¢,
con frecuencia constante de f = 0.5, Si calculamos el espectrograma para una ventana

con longitud de 127 puntos y con 256 puntos frecuenciales, obtenemos una graﬁca como

la que se muestra en la fig 4.1. En esta grifica se observan dos espectros, uno de ellos

~corresponde a las frecuencias positivas, el segundo es el espectro simétrico, por lo que en
realidad solo se deben graficar las primeras 128 muestras en este caso. Si se desea un es-
‘pectro de 256 puntos, entonces se debe calcular un espectrograma con el doble de puntos,

o sea, 512 puntos. Otra vista del espectrograma se muestra en la figura 4.2, donde se
observa la localizacion del espectro de la sefial en el plano tiempo frecuencia visto desde
arriba. En este tipo de graficas, el origen se encuentra en la esquina inferior izquierda, el
eje horizontal representa al tiempo y el eje vertical representa a la frecuencia. Se observa
que la sefial estd perfectamente localizada en frecuencia y ademds, la amplitud de dicha

seiial permanece constante durante todo el tiempo. Las graficas que se presentan en este

documento son indistintamente de una vista u otra, dependiendo del tipo de informacién
que se quiera presentar,

Por el contrario, si se utiliza una sefial analitica y se le calcula su espectrograma con
los misinos parametros, se observa en las figuras 4.3 y 4.4 que el espectro simétrico desa-
parece. Adn asi, inicamente se deben graficar los primeros puntos, correspondientes a las
frecuencias positivas,
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Figura 4.2: Vista Superior del Espectrograma de la figura anterior.

45



ik
i{ Espectrograma

0,256)

G e |
P :
N B \
- ’
! ) (128,0) g

7 '
Frecuencia }
;

fiog {
e i
g el 00
. '
P : i
- Figura 4.3: Espectrograma de una sefial analitica (grifica con 32 de 128 espectros, vt=127,
b NPF=256) ’ . 3 oy
.

| ;
f ) :
;

-

o i
P
|
b i
!

P
} §
by
o
b

S ‘ Figura 4.4: Vista Superior del Espectrograma de la figura anterior.

! +

e "

K

i 4 :
[

o 46



R

B ¢

Tomando como base las simulaciones anteriores, analizaremos ahora la misma seiial pero
con la Distribucién Wigner Ville con los siguientes pardmetros: la longitud de la ventana
temporal se fijard en 127 puntos, 128 puntos frecuenciales y 128 bloques, para obtener
una jmagen de 128 puntos frecuenciales por 128 puntos temporales, En la primer grafica,
figura 4.5, se observa que el espectro de la sefial es creciente, es decir, que el espectro crece
conforme transcurre el tiempo. En el instante cero, no existe y conforme el tiempo corre, el
espectro alcanza su magnitud méxima que permanece constante hasta el momento en que
la seial decae. En este caso, como la duracién de la sefial es mayor al nimero de puntos
temporales de la distribucién, no se observa este efecto, por lo que el espectro aparece con
amplitud constante.

Sin embargo, se aprecian dos efectos importantes en esta figura: el primero de ellos es
la aparicién de un espectro simétrico casi al final del eje frecuencial, que también puede
considerarse como artefacto, mas visible en la figura 4.5, El segundo, también visible
en la misma figura, es que tiene componentes negativos, es decir, que la distribucién no

siempre es positiva, La figura 4.6 muestra una vista superior del plano tiempo frecuencia,

en donde también se observa que la transformada wigner ville localiza la seiial en su. fre-

cuencia correspondiente, aunque en este caso se observan los artefactos en las orillas del

plano tiempo-frecuencia,

Utilizando ahora la seiial analitica, se muestra en la figura 4.7 que el término simétrico
ya no aparece, por lo que es una forma de eliminarlo. La frecuencia se sigue detectando
en la misma posicién que la anterior, por lo que no existe ningiin cambio y comparande
las vistas superiores de la sefial real y la sefial analitica, figuras 4.8, se observa que los
artefactos que se presentaban en los extremos han desaparecido. =

Ahora, cambiemos la frecuencia de la seiial a analizar a un valor de 0.3. Si le calculamos el

espectrograma a la sefial analitica obtendremos una imagen como la que se ohserva en la
figura 4,9, Se observa una sola frecuencia cuyo espectro mantiene su magmtud constante
durante todo el tiempo,

Al aplicarle la transformada Wigner Ville a la sefial real con esta frecuencia, obtenemos
un espectro como el de la figura 4,10, En este se aprecia el componente simétrico y arte-
factos en las orillas del plano tiempo-frecuencia. Al utlhzar la sefial analitica los artefactos
desapareaen (figura 4 11).

Si continuamos disminuyendo la frecuencia hacia valores cercanos a cero, llegara un mo-
mento en que en el extremo mas alejado del plano tiempo-frecuencia empezarin a aparecer

artefactos, similares a los que se aprecian cuando se utiliza una seiial real,

47
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Tiempo (0,128)

Figura 4.5: Distribucién Wigner Ville de una Sefial Real Senoidal con frecuencia de {=0.5,
(grdfica con 25 de 128 espectros), ventana con 127 puntos, NPF=128

- Figura 4.6: Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de una Seiial Real Senoidal con
- frecuencia de f=0.5.
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Figura 4.7: Distribucién Wigner Ville de una seiial senoidal analftica con frecuencia f=0.5

Figura 4.8: Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de la figura anterior
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Figura 4.10: Vista Superior de la Distribucion Wigner Ville de una Seiial Senoidal Real
con Frecuencia f=0.3
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Figura 4,11: Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de una Seiial Senoidal Analitica

con Frecuencia {=0.3

Figura 4.12: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Senales Senoidales con

Frecuencias fiy =03y fo = 0.5
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De estas simulaciones se concluye que no existe una gran diferencia entre el desempeiio
del espectrograma y la Distribucion Wigner Ville para la deteccion de este tipo de seiiales,
Se encuentran diferencias en que el nimero de puntos que se tiene que calcular, ya que
para el espectrograma siempre serd el doble de los puntos que se desean graficar, mientras
que para la WVD, solo se calcula el mismo nimero de puntos que se desean visualizar,
Otra diferencia es que mientras en la WVD se observa como es que el espectro de la seiial
crece hasta llegar a un maximo en donde permanece constante, el espectrograma siempre
muestra un espectro constante desde el principio, Finalmente, una observacion obvia es
que el uso de la seiial analitica mejora el desempeiio de la WVD,

¢ Suma de Seiiales Senoidales

La siguiente simulacién es con una suma de sefiales senoidales, una con frecuencia de
0.3 y la otra con frecuencia de 0.5, ambas con la misma duracién. Si calculamos el es-
pectrograma (figura 4.12), se observan dos frecuencias constantes durante todo el tiempo.
Si aplicamos la transformada wigner ville a la sefial analitica, se observan dos frecuencias

constantes tambien durante todo el tiempo, pero enmedio de ellas se presentan artefactos
(figura 4.13).

Si movemos la frecuencia de 0.5 a una frecuencia mas cercana a la:frecuencia maxima-

posible de la sefial (figura 4.15), se observa que los artefactos siempre se van a localizar
enmedio de las dos sefiales aunque su amplitud puede variar, y cuando dicha frecuencia
alcanza el limite, se aprecian artefactos en el origen del plano tiempo-frecuencia, similar
al efecto que se aprecia cuando la frecuencia de una seiial se acerca al limite inferior, ya
que aparecen artefactos en el otro extremo del plano tiempo-frecuencia,

Aqui, nuevamente tanto el espectrograma como la WVD detectan bien la localizacién

de las sefiales, solo que la desventaja de la Distribucion Wigner Ville es que aparecen los
términos de interferencia. Dichos artefactos se localizarin enmedio de las dos seiiales y

- eventualmente, también pueden aparecer en los extremos del plano tiempo-frecuencia. Su

utilidad o como eliminarlos se comentan en incisos posteriores.

o Salto de Fase en una Seiial Senoidal -

Otra simulacién es un salto de fase a la mitad de una sefial. Hacemos esta simulacidn

para una ‘sefial con frecuencia de 0.5y el cambio de fase (de 180 grados) se efectiia jus- -
tamente a la mitad de la sefial. El espectrograma (figura 4.16) no detecta dicho salto de_
‘fase, mientras que en la Distribucion Wigner Ville (figura 4.17) sf se observa un cambio

a la mitad de la gréfica, justo cuando se efectda el salto de fase. Si el cambio de fase es
dinicamente de 90 grados, el efecto es més sutil (figura 4.18).
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Figura 4.13: Vista Superior de la Distribucion Wigner Ville de la Suma de Dos Seiiales ‘
= Senoidales con Frecuencias fi = 0.3y f, = 0.5 (vt=127)

. Figura 4.14: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Seiiales Senoidales con
Zl Frecuencias f; = 0.3y f, = 0.7 (vt=127)
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Figura 4.15: Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias fy = 0.3y f; = 0.7 (vt=127) '
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Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de una Seiial Senoidal con

Figura 4.18
Salto de Fase (90 grados) (vt
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'En estas graficas también se muestra que la distribucién Wigner Ville tiene soporte finito

en tiempo, ya que la sefial tiene una duracién de 512 puntos tinicamente, y se observa que
en la parte media de la grafica se observa una amplitud constante del espectro, mientras
que en Jos extremos se atenta dicho espectro, por ser el principio y final de la seiial, En el
espectrograma, figura 4,16, solo se observa que la amplitud del espectro disminuye hacia
el final de la grifica.

Un comentario a estas simulaciones es que el espectrograma no detecta el cambio de fase

en la sefial, mientras que la WVD si lo hace, En el siguiente inciso se hace una variante

de esta simulacién, en donde se utilizan dos sefiales con diferente fase,
¢ Suma de Dos Seiiales con Diferente Fase

Las siguientes simulaciones son con dos sefiales con diferente fase. En este caso tenemos
una sefial de frecuencia 0.3 sumada a una seiial de frecuencia 0.7. La primera gréfica, figura
4,19, muestra el espectrograma de dicha sefiales, la segunda figura 4,20, la distribucién
Wigner Ville. En esta primera grafica, las sefiales estan en fase. Pero si cambiamos la fase
a la sefial de 0.7 a 90 grados, entonces se observa un efecto en la parte en donde se presen-
tan los artefactos. En estas graficas, los tonos negros indican niimeros mas positlvos que
los tonos blancos, por lo que se observa que hay un “movimiento” de las amplitudes de los
artefactos, es decir, que existe una variacién en la localizacion de los picos con magnitudes
mayores dentro de los artefactos, figura 4.21. Si se vuelve a cambiar la fase a la misma
sefial 90 grados ms, o sea, 180 grados, se observa que nuevamente existe ese “movimiento”

“en los artefactos, figura 4.2, Finalmente, se observa algo similar para cuando la fase es

270 grados, figura 4.23. Si se obtiene el espectrograma de la sefial cuando la fase s 90
grados, figura 4.24, no se encuentra ninguna dlferencia entre esta grafica y la primera, En
otras palabras, el espectrograma no detecta este cambio de fase existente entre dos swales

De lo observado se concluye que la utilidad de los términos de interferencia consiste en

indicar que existe una diferencia de fase entre dos seiiales, que puede cuantlﬁcarse si se
tiene algin parametro de comparacion como fue en este caso,
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Figura 4.19: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Seiiales Senoidales con
Frecuencias fi = 0.3y fo = 0.7 en Fase

Figura 4.20: Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias fy = 0.3 y fo = 0.7 en Fase
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Figura 4.21: Vista Superior de la Distribucion Wigner Ville de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias fy = 0.3 y f; = 0.7 con Diferencia de Fase de 90 grados

llll!llca

Figura 4.22: Vista Superior de la Distribucion Wigner Ville de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias f; = 0.3 y fo = 0.7 con Diferencia de Fase de 180 grados
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Figura 4.23: Vista Superior de la Distribucién Wigner Ville de la Suma de Dos Sefiales
Senoidales con Frecuencias f, = 0.3 y fy = 0.7 con Diferencia de Fase de 270 grados -

Figura 4,24: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Seiiales Senoidales con
Frecuencias fi'=0.3 y fo = 0.7 con Diferencia de Fase de 90 grados
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¢ Artefactos: Como los Afecta el Variar la Longitud de las Ventanas y como
Eliminarlos

Aunque los términos de interferencia hayan mostrado su utilidad para la deteccidn de
una diferencia de fase entre dos sefales, en aplicaciones de deteccion de sehales pueden
resultar molestos, Por ello, trataremos de eliminarlos con la Distribucién Pseudo Wigner
Ville (PWVL). Primero, para observar cuales son los efectos de la variacion de la longitud
de las ventanas, procesaremos la sefial prototipo con una ventana de la misma longitud en
tiempo y en frecuencia, después variaremos la longitud de la ventana temporal, dejando
la ventana frecuencial intacta, y posteriormente variaremos la ventana frecuencial.

Consideremos dos seiiales con frecuencia 0.3 y 0.4, ambas generadas en el mismo instante

y con la misma fase, Primero, fijamos el tamaiio de las ventanas, temporal y frecuencial, -
en 127 para cada una de ellas, y con el nimero de puntos frecuenciales y bloques fijo en

256 para la figura 4.26, como se indica en la tabla 3.1. Para tener una imagen como punto
de referencia, calculamos la DWV de la sefial con 255 puntos temporales y con NPF =256,
la cual se observa en la figura 4.25. Esta misma imagen nos servird para evaluar el de-
sempeiio de la Distribucién Choi Williams posteriormente.

Al disminnir la ventana temporal de 127 a 63 muestras, figura 4.27, los artefactos em-

piezan a ser mas notorios que en la figura anterior 4.26, y el espectro se hace més ancho
levemente en los primeros instantes de tiempo, por lo que se empieza a perder resolucién

frecuencial. Para cuando la ventana temporal disminuye su tamafio nuevamente a la mi-

tad, es decir, 31 puntos temporales, la sefial empieza a verse un poco borrosa, figura 4.28,

y los artefactos comienzan a tomar forma esférica. Finalmente, la ltima imagen muestra
como los artefactos son mas visibles que el propio espectro, figura 4.29, para cuando la

vt=15, , '

Tabla 3.1

Pardmetros de Simulacién
vt | vf { NPF|{ NPT |PWVL{ CW :
\ Figura | o Figura
127 | 127.| 256 | 256 426 | o=1,434
127 | 127 256 | 256 0=5,435
1271 127 ) 256 | 256 o =20,4.36
63 | 127| 256 | 256 | 4.27 g=14.37
31 127 256 | 256 | 4.28 | o=1,4.38
15 {127 256 | 2566 | 429 | 0=1,4.39
65 65 | 256 | 256 4,30 o=1,440
127.| 201 | 256 | 256 4.31 o=1,441
127 | 2551 256 | 256 4.32 o=1,4.42
255 | 255 ) 256 | 256 4,33 o=1443
255 | 255 | 256 | 256 o=10,444
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Figura 4.25: Vista Superior de la DWV de la Suma de Dos Seiiales Senoidales

cuencias f; =03y f; = 0.4 (vt =255)

con l're-

Figura 4.26: Vista Superior de la PWVL de la Suma de
Frecuencias fi = 0.3y fo = 0.4 (vt=127, vf=127)
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Figura 4.27: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Seiiales Senoidales con
Frecuencias fi = 0.3y fo = 0.4 (vt =63, vf=127)
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Figura 4.28: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Sefiales Senoidales con
Frecuencias fi = 0.3 y f; = 0.4 (vt=31, vf=127)
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Figura 4.29: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Seiiales Senoidales con
Frecuencias fi = 0.3y fo = 0.4 (vt =16, v{=127)

Figura 4.30: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Sefiales Senoidales con

Frecuencias fi = 0.3 y fy = 0.4 (vt=65, v[=65)
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5i por el contrario, cambiamos tanto la ventana frecuencial como la temporal a un valor de
65 puntos para cada una, figura 4.30, los espectros se hacen mas anchos con respecto a la
figura 4,25, Incrementando entonces la longitud de las ventanas a vt=127 y vf=201 pun-
tos, los artefactos empiezan a despararecer, figura 4.31, lo mismo sucede conforme vamos
aumentando la longitud de la ventana frecuencia a v{=255, figura 4.32, para finalizar con
ventanas con longitud de vt=vf=255 puntos, figura 4,33. En esta dltima imagen se aprecia
una atenuacion en el extremo inicial de la senal, aunque los artefactos practicamente han
desaparecido,

De este grupo de simulaciones, se concluye que aunque el reducir la ventana temporal
mejora la resolucién temporal, no siempre mejora la resolucion frecuencial, a menos que
se aumente la ventana frecuencial. Por otra parte, la PWVL s{ disminuye los artefactos
que se presentan en la DWV, y su mejor desempeiio para estas sefiales se obtuvo con los

parametros vt=127, v[=255 como se muestra en la figura 4.32, y también con vt=255,

vf=255 cuyo resultado se observa en la figura 4.33.

Las mismas simulaciones se hacen ahora utilizando la Distribucién Choi Williams,
Recordemos que en esta distribucidn se utiliza otro pardmetro que es o, y cuyo valor
oscila entre 1 y 80 [BAS92]. Las primeras dos graficas, figuras 4.34 y 4.35, nos muestran
una simulacion con los mismos parametros, vt=127, vf=127, excepto que el valor de o
es diferente para ambas, como se indica en la tabla 3.1. En la grifica 4.34, el valor de
o es 1,y los artefactos disminuyen, en comparacién con la DWV, figura 4,25, aunque el
espectro se hace un poco mds ancho, Si el valor de ¢ aumentaa 5 como en la figura
4.35, 0 a 20 como en la figura 4.36, entonces el espectro se hace todavia mas ancho, se
pierde resolucién frecuencial y los artefactos incrementan su valor, Comparando la grafica
4.34 con la obtenida con los mismos pardmetros para la PWVL, figura 4.26, se constata

una mejor resolucién para la grafica generada con PWVL, aunque la obtenida con Choi 'v

Williams aparentemente disminuye un poco mds la amplitud de los artefactos.

Si repetimos la simulacién que se efectud con la PWVL para CW con los mismos

parametros y con un valor de ¢ = 1 constante, se observa que al reducir la ventana
temmporal, los artefactos son mas perceptibles y el espectro se hace més ancho ligeramente,

figuras 4,37 - 4.39. Si por el contrario se alarga la ventana frecuencial, se obtiene mejor

resolucion en frecuencia y disminuyen los artefactos, como se aprecia en las figuras 4.40 -
4.43. Se observa ademds que los mejores resultados para eliminar los artefactos se ohtienen
con los pardmetros vt=127, vf=255, ¢ = 1 como se aprecia en la figura 4,42, y con los
pardmetros vt=255, vf=255, ¢ = 1, 443, En ambas se eliminan los artefactos, pero si
consideramos la imagen como un todo, es mejor el desempeiio con los {ltimos pardmetros
ya que se elimina el efecto de rayas verticales para esta simulacin, figura 4.43.

Finalmente, para apreciar los efectos que causa la variacién de o, basta con comparar las
figuras 4.34, 4.35 y 4.43 entre sf, y también las figuras 4,43 con 4.44. Se observa que la
mayor atenuacion de artefactos se logra con el valor minimo de ¢ = | mientras que si
se aumenta, los artefactos comienzan a ser mas visibles en la grifica, a grado de lograr
restarle importancia a las mismas sefiales. De ahi que el valor de esta constante influya
en el grado de atenuacidn de los artefactos. :
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Figura 4.31: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Sefiales Senoidales con

Frecuencias fi = 0.3y fa = 0.4 (vt =127, vf=201)

Figura 4.32: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Seiiales Senoidales con
Frecuencias fi = 0.3y fo = 0.4 (vt=12T, vf=255)
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Figura 4.33: Vista Superior de fa PWVL de la Suma de Dos Seiales Senoidales con
Frecuencias fi = 0.3y f; = 0.4 (vt =255, v{=255)

Figura 4.34: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seitales
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y fo = 0.4 (vt=127, v{=127, sigma = 1)
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Figura 4.35: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y fo = 04 (vt =127, v{=127, 0 = 5)

Figura 4.36: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Sefiales -

Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y fy = 0.4 (vt=127,v{=127, 0 = 20)

67



"'W’
-
Figura 4.37: Vista Superior de la Distribucion Choi Williams de la Suma de Dos Sefiales
t | Senoidales con Frecuencias fi = 0.3y f2 =04 (vt =63, vi=127,0 = 1)
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Figura 4,38: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias fy = 0.3y f2 = 0.4 (vt=31, vf=127,0 =1 )
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Figura 4.39: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Sefiales
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3y f; = 0.4 (vt =16, vf=127,0 = 1)

Figura 4.40: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y fo = 0.4 (vt=65, vf=65, 0 = 1)

69



Figura 4.41: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seiiales

Senoidales con Frecuencias f; = 0.3 y fa =04 (vt =127, vf=201, 0 = 1)
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Figura 4.42: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias f; = 0.3y f, = 0.4 (vt=127, vi=255, o = 1)
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Figura 4.43: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Sefiales
Senoidales con Frecuencias fy = 0.3y fy = 0.4 (vt =255, vf=255, 0 = 1)

Figura 4.44: Vista Superior de la Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Seiiales
Senoidales con Frecuencias f; = 0.3 y fo = 0.4 (vt=255, vf=255, o = 10)
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Se comprueba entonces el principio que nos indica que se obtiene una mejor resolucion
al utilizar una ventana temporal pequefia y una ventana frecuencial grande para la dis-
tribucion CW, adem4s de que se observa que también elimina los artefactos notablemente,
sielpre que el valor de o tienda a la unidad. En caso de que el valor de o sea mayor, el
grado de atenuacion de los artefactos serd menor conforme se acerque al valor méaximo de
esta constante. Cabe mencionar una caracteristica de esta distribucién, que es la aparicién
de efecto de “rayas verticales” visible en casi todas las gréificas de las simulaciones CW,
Este efecto se presenta cada vez que existen frecuencias que co-existen al mismno tiempo .
Sin tomar en cuenta este efecto, podemos decir que tantola PWVL como la CW tienen
un desempeiio similar al momento de eliminar los artefactos. Sin embargo, si tomamos
en cuenta el efecto que se presenta en las simulaciones de CW, entonces la distribucién
PWVL tiene una mejor resolucién en general que la distribucién CW,

o Senales Compuestas
Ahora, evaluaremos el comportamiento de los diferentes métodos tiempo-frecuencia no
paramétricos para una misma sefial. Empezaremos con sefiales compuestas por. mis de

una frecuencia durante el tiempo considerado,

Sea el caso de tres sefiales con frecuencias de 0.2, 0.4, y 0.6 con diferente duracién e

.-instantes de aparicién en el tiempo, figura 4,45, Los parametros utlllzados para cada

dlstnbuclén se muestran en la siguiente tabla

Tabla 3.2
Parimetros de Simulacién
NPF=128, NPT=512

Representacion vt | vf | Figura
Espectrograma 127 4.46
Espectrograma 63 : 4.47
Wigner Ville -~ | 127 4.48
Wigner Ville: | 63 4,49
Pseudo Wigner Ville | 63 | 63 4,50
Choi Williams 101 | 127} ¢ = 1,4.51

Al calcular el espectrograma, figuras 4.46 y 4.47, se observa que la posicién en el plano -
tiempo-frecuencia dependera del tamaifio de la ventana que se este utilizando, por lo que
no detecta bien el momento en que ocurren las sefiales, aunque frecuencialmente estén
bien localizados los componentes de dicha sefial, La DWV se muestra en la figura 4.48,
y si especifica exactamente en que momento empiezan y terminan los componentes, pero’
tiene dos términos cruzados, uno de los cuales se elimina con solo cambiar el largo de la
ventana temporal a un valor menor, en este caso de vt=127 a vt=63, como se observa en_
la figura 4.47).
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Figura 4.45: Sefial Compuesta (longitud de 512 muestras).
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Figura 4.46: Espectrograma de la Seital Compuesta (vt=127)

Figura 4.47: Espectrograma de la Sefial Compuesta (vt=63)

Figura 4.48: Distribucion Wigner Ville de la Sefial Compuesta (vt=127)
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Figura 4.50: Distribucién Pseudo Wigner Ville Suavizada de la Sefial Compuesta (vt=63.
v=63)

Figura 4.51: Distribucién Choi Williams de la Sefial Compuesta (vt=101, vf=127, 0 = 1)
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Para intentar eliminar el artefacto que permanece en la gréfica de la DWV, podemos hacer
uso de la PWVIL, donde se atenia el artefacto, a costa de hacer un poco mas ancho el
espectro de la seal, figura 4.50. Con Choi Williams, figura 4.51 se atentan casi com-
pletamente, pero se presenta otro fendmeno que es efecto resultante cuando dos o més
sefiales ocurren al mismo tiempo, y ese efecto se manifiesta en forma de rayas verticales,
ya descrito anteriormente,

Otra simulacién con sefiales compuestas es la que incluye cambios bruscos de frecuencia y
un silencio. Los pardmetros que se utilizaron en dicha simulacién se muestran en la tabla
3.3

Tabla 3.3

Pardametros de Simulacién -
NPF=128, NPT=512

Distribucion vt | vf Figura
Espectrograma 63 4.52
Espectrograma 127 | 4.53.
Wigner Ville 63 © 4,54
Wigner Ville 127 4.55

Pseudo Wigner Ville | 63 | 63 4.56
Pseudo Wigner Ville | 63 | 127 4,57
Pseudo Wigner Ville | 31 | 127 4.58

Choi Williams 63 | 63 | 0 =14.59
Choi Williams 63 | 127 | 0 = 1,4.60

Choi Williams 31 1127 e =1461

En este grupo de simulaciones, tanto el espectrograma como la DWV con una ventana
de 63 puntos, figuras 4.52 y 4.54 respectivamente, detectan bien tanto la localizacién de
la seital como la regién donde existe el silencio, aunque el espectro del espectrograma es |
mas ancho que la DWV y esta Gltima presenta artefactos entre los espectros. Si cam-
biamos la longitud de la ventana a 127 puntos, mejora la resolucién en frecuencia, pero
el espectrograma ya no detecta tan bien la regién en donde se localiza el silencio, figura

- 4.53, mientras que en la DWV se presenta un pequeiic artefacto en esta region, figura 4,55,

Los artefactos se eliminan ficilmente con PWVL o CW con longitudes de 63 puntos tem-

porales y 63 puntos frecuenciales, figuras 4.56 y 4.59 respectivamente, aunque la resolucién
frecuencial no es la mejor. Si aumentamos la longitud de las ventanas frecuenciales a 127

puntos, sin variar la ventana temporal, sf se mejora la resolucion frecuencial para ambas -
distribuciones, a costa de que se empiece a generar un artefacto en la regién del silencio,
figuras 4.57y 4.59, Pero aunque se observa un cambio brusco en la frecuencia, la resolu-
cién temporal mejora al disminuir la ventana temporal a tan solo 31 puntos, figuras 4.58 y
4.61. Con ello, se obtiene una mejor resolucién en el instante en que se efectiia el cambio
frecuencial. '
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Figura 4,52: Espectrograma de una Seiial (vt = 63 )

- Figura 4.53: Espectrograma de una sefial (vt = 127)
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Figura 4.54: Distribucién Wigner Ville de una Sefial (vt = 63 )

Figura 4.55: Distribucién Wigner Ville de una sefial (vt = 127 )
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Figura 4.58: Distribucion PWVL de una Sefial (vt= 31, v{=127)
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Figura 4.59: Distribucién Choi Williams de una Sefial (vt= 63, vf=63,0 = 1)

Figura 4.61: Distribucién Choi Williams de una Sefial (vt= 31, vf=127, o = 1)
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¢ Simulaciones con Chirps

Finalizamos esta primera seccién con algunas simulaciones en donde utilizamos sefiales
moduladas en frecuencia conocidas como “chirp”, Este primer chirp es una sefial cuya
frecuencia comienza en 0.3 y se va incrementando linealmente. Calculando el espectro-
grama con los pardmetros mostrados en la tabla 3.4, se obtiene la figura 4,62, En esta
grafica se observa como se va incrementando la frecuencia de la seiial linealmente, Pero
si calculamos la DWYV, figura 4.63, la grafica resultante presenta una mejor resolucién
frecuencial. Esta es una de las sefiales para la cual la distribucién Wigner Ville es una de
las mejores herramientas de andlisis. ‘

Tabla 3.4
Parametros de las Simulacién con un Chirp
NPF=128, NPT=512
Representacién | vt Figura
Espectrograma-| 63 4,62
Wigner Ville 63 4.63
Wigner Ville 63 4.64

- Paraevaluar el desempeiio de las otras TFR’s no paramétricas, sumaremos a la seiial chirp

ascendente del ejemplo anterior un chirp descendente, cuya DWYV se muestra en la figura
4.64, donde se observa una sefial que comienza con una frecuencia alta, eu este caso 0.6
y se decrementa linealmente, Con esto entonces, la sefial a analizar serd la suma de un
chirp ascendente y un chirp descendente, y los parametros que se utllizaron para estas
simulaciones se encuentran en la tabla 3.5. "

Tabla 3.5

Pardmetros de las Simulaciones con Dos Chirps

NPF=128, NPT=512
Representacion vt | vf |  Figura
Espectrograma .~ | 63 | 4.65
Wigner Ville 63 4.66
Pseudo Wigner Ville | 63 | 63 4.67.
Choi Williams 1631127 o0 =14.68

Como se observa en las grificas, figuras 4.65-4.68, todos estos métodos detectan bien la
localizacion de los chirps dentro del plano tiempo-frecuencia, aunque se presentan artefac-
tos en la DWYV, figura 4.66, que son eliminados facilmente con el uso de las distribuciones
PWVL o CW, figuras 4.67 y 4.68, El espectrograma, figura 4.65, muestra un espectro mas
ancho a comparacién de las otras distribuciones, mientras que Choi Williams elimina los
artefactos, pero presenta otros problemas, que son unas rayas verticales en el plano, figura

4.68.
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Figura 4.62: Espectrograma de

un Chirp (vt = 63)
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Figura 4.64: Distribucién Wigner Ville de una Chirp (vt = 63)
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Figura 4.65: Espectrograma de la Suma de Dos Chirps (vt = 63 )
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Figura 4.66: Distribucion Wigner Ville de la Suma de Dos Chirps (vt = 63 )
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Figura 4.67: Distribucién PWVL del a Suma de Dos Chirps (vt = 63, vl = 63)

Figura 4.68: Distribucién Choi Williams de la Suma de Dos Chirps (vt = 63, vf = 127,
o=1)
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Vemos entonces como para seilales de este tipo, el espectrograma es el que tiene menor
resolucién frecuencial, y en cuanto a los artefactos, el uso de cualquiera de las dos dis-
tribuciones que los eliminan queda a discrecién del usuario.

Hasta este punto, estas simulaciones realizadas tienen como caracteristica comin el haberse
efectuado con seiiales que carecian de ruido. A continuacion se presentan las simulaciones
que se efectuaron con seiiales sintéticas a las que se les agregé un ruido blanco gaussiano.

¢ Seiiales con Ruido

Comenzaremos el andlisis de los métodos tiempo-frecuencia no paramétricos para una
seiial con ruido, con una seiial senoidal con frecuencia de 0.5 a la cual se le ha sumado

_un ruido blanco gaussiano de media cero y con varianza o = 1, Los pammetros utilizados

para cada representacion se encuentran en la tabla 3.6.

Tabla 3.6

Pardmetros de la Slmulacion de una Sefal con Ruido

NPF=128, NPT=128
Representacion vt | vf -~ Figura
Espectrograma 127 4,69
Wigner Ville 127 ‘ 4,70
Pseudo Wigner Ville | 127|127 | 471
Choi Williams | 127 127 o=14.72

De las graficas que se obtienen para cada representacion, todos los métodos detectan bien
la localizacidn de la frecuencia.  Las variaciones entré estos métodos radican en el ancho
del espectro y la cantidad de ruido presente en la distribucién. Por ejemplo, la DWYV,
figura 4.70, tiene buena resolucién frecuencial, pero tiene mucho ruido alrededor del. es-

pectro. En cambio, las distribuciones PWVL y CW, figuras 4.71 y 4,72 respectivanente,
presentan menos ruido que la DWV, siendo la distribucion PWV L la que muestra una

mejor resolucion frecuencial y pricticamente sin ruido.
Consideremos ahora el chirp ascendente que utilizamos en una simulacion anterior, al

cual le sumaremos ruido gaussiano con varianza de 0.5, Las caracterfstncas de las sunula-
ciones se encuentran en la tabla 3.7,
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Figura 4.70: Distribucion Wigner Ville de una Sefial Senoidal con Ruido (vt = 127)
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- Figura 4.72: Distribucién Choi Williams de una Seiial Senoidal con Ruido >(vt=127»

vi=127)
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Tabla 3.7

Pariametros de la Simulacién de la Suma de un Chirp con Ruido
NPF=128, NPT=128

Representacion vt | vf Figura

Espectrograma 63 4.73

Wigner Ville 127 4,74

Pseudo Wigner Ville | 25 | 63 475

Choi Williams 25 | 63 o= 1,476

Nuevamente se observa que todos lo métodos detectan la sefial, y que sus diferencias son
con respecto a la resolueién que presenta cada método y la cantidad de ruido presente, El
espectrograma, figura 4,73, es el que presenta menor resolucién, y los otros tres métodos
restantes tienen muy buena resolucién frecuencial, aunque con CW, figura 4.76, se presenta
un efecto de rayas verticales, En cnanto a la eliminacién de ruido, se observan mejores
resultados con la PWVL, figura 4.75. Si disminulmos la varianza del ruido, también se
muestran resultados semejantes a los obtenidos en esta simulacién, la tnica diferencia es

(ue se ateniia mds el ruido en todas las distribuciones. ‘

Hasta este punto, hemos presentado simulaciones con sefiales sintéticas con la finalidad
de familiarizarnos con el desempeiio de los algoritmos tiempo-frecuencia no paramétricos.
Como resultado de estas observaciones es importante mencionar que en la mayoria de los
“casos, los resultados de las distribuciones Wigner Ville, Pseudo Wigner Ville “Suavizada”
y Choi Williams presentan una mejor resolucién del plano tiempo-frecuencia en general,
aunque no podemos descartar el uso del espectrograma completamente, Uno de los in-
convenientes que presenta la DWV con respecto al espectrograma es la generacion de
artefactos en la TFR. Sin embargo, a pesar de este problema, tiene una mejor resolucién
‘temporal y frecuencial que el espectrograma. La ventaja principal del espectrograma es
que la distribucién nempo-frecuencxa obtenida es siempre positiva, cosa que no siempre
sucede con las otras TFR's, La Ginica excepcién a este caso es cuando la seiial de entrada
es un chirp, para la cual la DWV es positiva. Una tltima observacién referente a las TFR's
que eliminan los artefactos es que el largo de las ventanas temporal y frecuencial determi-
nan el grado de atenuacién de los artefactos asi como la resolucion de la grifica. Con una
ventana temporal de menor longitud que una ventana frecuencial se obtiene una mejor
resolucién tanto temporal como frecuencial. Respecto a la Distribueién Choi Williams, el
parametro o es el que ayuda a disminuir los artefactos, y se obtiene una mayor atenuacién
de ellos cuando su valor es 1, y conforme se aumenta este valor, se decrementa el grado de -
atenuacién de los artefactos. Una desventaja que presenta esta dlstnbucnén es un efecto
de rayas verticales muy leve, :

Con estas simulaciones, ya se tiene una ida de como es el desempeiio de estos algoritmos,

con lo cual ahora para comparar su desempeiio con los algoritmos parametncos se procede
a efectuar las mismas simulaciones pero con dichos algoritmos. :
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Figura 4.73: Espectrograma de un Chirp con Ruido (vt = 63)

Figura 4.74: Distribucién Wigner Ville de un Chirp con Ruido (vt = 127)
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Figura 4.76: Distribucién Choi Williams de un Chirp con Ruido (vt = 65, vf = 63,0 = 1)
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¢ Algortimos Adaptables: Simulaciones con Seiiales Sintéticas
o Seiales Senoidales
Siguiendo el mismo orden que en las simulaciones anteriores, comenzaremos con la de-

teccion de una seial senoidal con frecuencia de 0.5 con los algoritmos adaptables, Los
parametros de las simulaciones efectuadas se muestran en la tabla3.8:

Tabla 3.8

Pardmetros de Simulacion
Modelo de orden 2, NPF=128, NPT=512

Algoritmo I} A Figura
Tradicional | .001 | 0.99

Répido 0.001] 1 4.77
Répido 0.01 | 0.98

Se muestra en la figura 4.77 como es que estos algoritmos detectan la sefial. Las figuras de
las otras simulaciones que se indican en la tabla correspondiente no se muestran por ser
redundantes, y lo {inico que varfa en ellas es el instante en que se detecta la sefial, La sefial
se detecta mds rdpidamente con los pardmetros de § = 0,001 y A = 1, correspondientes a
la figura mostrada, De las simulaciones efectuadas se observa que la sefial no se detecta
tan répidamente como con los métodos anteriormente descritos, aunque en la figura 4.77
se constata que este método presenta una muy buena resolucién frecuencial y que efec-
tivamente, localiza la sefial en la posicién correcta, Se observé ademés que al variar los
parimetros de A y 6, varfa la rapidez de deteccién de la sefial asi como las variaciones de

amplitud del espectro. Visualmente se comprobé que con los parametros de la simulacion -

mostrada, la amplitud del espectro es mas estable que para los otros casos.
o Suma de Seiales Senoidales

Para esta simulacién con una suma de dos sefiales senoidales de frecuencia 0.3y 04,
se efectuaron dos simulaciones de orden cuatro: la primera con el algoritmo tradicional
y los mismos pardmetros que se usaron en la simulacién anterior con este algoritmo, es
decir, § =0.001 y A = 0.99. La segunda simulacién se efectué con el algoritmo rapido con
parametros § = 0.001 y A = 0.96. El propdsito de utilizar los mismos parametros para
el algoritmo tradicional es el demostrar que los pardmetros que funcionan para una seiial
no siempre sirven para otra aunque ésta sea similar,” Se muestra la grafica obtenida con
el algoritmo rdpido, figura 4.78, ya que con esos pardmetros se logré una deteccién mds

rapida de las seiiales que con el algoritmo tradicional. En comparacién con los métodos

tiempo-frecuencia no paramétricos, las grificas de la PWVL y CW, figuras 4.32 y 4.43, se
observa una mejor resolucién de los algortimos adaptables,
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Figura 4.77: Deteccién de una Sefial Senoidal con un Algoritmo Adaptable, (algorltmo
rapido de orden 2, § = 0.001,\ = 1)

Flgura 4.78: Deteccxon de Dos Sefiales Senoidales con un Algorltmo Adaptable Rapldo,
de orden 4, § = 0.001, z\ 0.96

" Figura 4.79: Deteccién del Cambio de Fase en una Seiial con un Algontmo Adaptable

Répido de orden 2, 6 = 0.001, A=.0.96
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o Salto de Fase en una Seiial Senoidal y Suma de Seiiales Senoidales con
Diferente Fase

Para cuando las dos sefiales tienen diferente fase, no se muestra ningiin cambio en la
grafica, por lo que estos algoritmos no detectan una diferencia de fase entre sefiales, Sin
embargo, cuando existe un cambio de fase muy brusco en una sola seial, que para este
caso es de 180 grados como se efectud en las simulaciones anteriores, sf lo detecta, como
se muestra en la grifica 4.79 obtenida al procesar la seinl con el algoritmo rdpido con
parametros § = 0,001 y de A = 0.96, Se observa que el espectro es un poco mas ancho con
respecto a los que se han obtenido con graficas anteriores, la razén es que se hizo un recorte
de los picos de la sefal para poder apreciar como es que el algoritmo detecta el cambio de
fase, La razon de efectuar este corte de picos es debido a que los valores que se obtienen
con este algoritmo tienden a dispararse muy facilmente. Otra observacion a partir de esta
grafica es que se puede apreciar que en realidad los algoritmos no tardan tanto en detec-
tar la sefial como se ha apreciado en las graficas anteriores, sino que tardan un poco en

- estabilizarse. Este efecto no se presenta en los métodos tiempo-frecuencia no paramétricos,

o Simulaciones con Chirps

Al procesar los chirps, los algoritmos adaptables sf detectan bien la sefial para un chirp as-

cendente como se muestra en la grafica 4.80 obtenida con el algoritmo répido con un orden -
2 y parametros ; § = 0,001 y A = 0.96. Para la suma de chirps, los parametros 6 =0.01

y A =0.98, con un modelo de orden 4. Se obtiene una gréafica donde apenas son visibles
lag seiiales, sobre todo al inicio de la grafica, por lo que se le aplic6 un corte de los picos
con lo quesse produce la imagen 4.81 que permite apreciar mejor el espectro de las seiales,

Comparando estas graficas con los resultados obtenidos con los métodos tlempo-frecuencla.
no paramétricos, se muestra que la WVD detecta con mejor resolucién al chirp ascendente,
y que para la suma de chirps, la ventaja que presentan el algoritmo adaptable es que no
genera artefactos, la tinica’ hmltante es que al dispararse los valores resultantes, se debe
ajustar la gréfica,

o Seiiales Compuestas

‘Al procesar al sefial que se utilizo para ejemplificar cambios bruscos en frecuencia y zonas

de silencio, el método matricial tradicional muestra en la figura 4.82 qite efectivamente s
detecta los cambios de frecuencia en la sefial (pardmetros de simulacién: modelo de orden
2,6 =0.001, A = 0.98). Si se cortan los picos de sefial, ( figura 4,83 ) se observa que si se
detecta el cambio en la muestra en que ocurre este fenénmeno, aunque tarda en alcanzar
la nueva frecuencia a la que se encuentra el segmento de la sefial. En la zona de silencio,
se observa que la amplitud del espectro disminuye levemente. Nuevamente, se obtienen
mejores resultados con las representaciones tiempo-frecuencia descritas anteriormente,

93



o
i
-
i
;
i
[ .
i 3 H H
o
i et .
o N
¥ i i
; . ;
: . e :
: e 4
et -
i 1 gty H
; - ¢
i H - ;
f i o :
H i e [} ;
| B
! :
P peen :
{ ;
; Y
{ 3

i Figura 4.80; Deteccién de un Chirp con un Algoritmo Adaptable Répido de orden 2,
6 =0001,A=096 ‘

j i

{ ?

i i

(SR :

N !

1 ) ]
7 i
. b

R |

+

i i

! ¥

S e :

N H ' !

A | |

e 1 . : et ) : ) ¢ ’ L U B ' . !
S : VA T i

ey : . . L E |

i N . . . . |

rnd Mabaal THPH B

Figura 4.81; Deteccion de un Chirp con un Algoritrﬁb_Adaptable’ Répido de orden '4’, : e
§ = 0.001,) = 0.98 : ' e e

i
b :
I
I
ot
|
i ey
EE
i
[ i
J
R H
T [ :
| :
i ;
i
H .
: s 94
: ;
) i



H L
H P
M i
y

[
i !

L] oot
! ol 11019 wou—
i a
i Pl
H [N
B (]
i

3

— Figura 4.82: Deteccién de una Seiial con Cambios Bruscos de I‘recuenua (Método Matrl-

L cial, orden 2, 6 = 0,001, A = 0.98)

Ll L

L ~

, :
v i ' .

&
L0
{
P
e

: ‘§ .,;  Figura 4.83: Deteccién de una Sefial con Cambios Bruscos de Frecuencna (Método Mam-
E clal, orden 2, § = 0.001, A = 0.98)

i
b
¢ g
H i
i Py
P
H ok
§
M [
i i
i P
3 fo—
i .
I
¥
!
§



e —

favny

o Senales con Ruido

Una, prueba con sefiales ruidosas muestra que cuando a una seiial senoidal con frecuencia
de 0.5 se le agrega ruido gaussiano con varianza o = 1, se necesita utilizar un orden mayor
para poder detectar la seital. En este caso, para el algoritmo matricial tradicional con
pardmetros de orden 6, A = 0.98 y § = 0.01 la sefial apenas es visible (figura 4.84), Un
corte de picos muestra que si detecta la sefial (grafica 4.85) y que existen variaciones en la
amplitud del espectro, En este caso, los métodos descritos en el inciso anterior, presentan
mejor resolucién que los métodos adaptables, Sin embargo, si a esta seiial le aplicamos
el método de Leroux con un orden 8, se observa que aunque la resolucidn frecuencial se
pierde, se detecta la seiial, figura 4.86,

Para el caso de chirps con ruido, se presentan dos simulaciones: cuando el ruido tiene
una varianza de (.5 y otra con varianza de 0.1. En el primer caso, el método tradicional
detecta la seiial levemente y sigue los cambios de frecuencia de la sefal, como se muestra
en la figura 4.87. Si se hace este andlisis con un modelo de orden 4 con el algoritmo de
Leroux, figura 4.88 el espectro es mas marcado, pero no estd detectado en la frecuencia

correcta, Para cuando la varianza del ruido disminuye a 0.1, se procesa la seial con el

algoritmo rapido de orden 4, con pariametros § = 0,001 y A = 0.96, figura 4.89, La

seilal se detecta mejor que en el caso anterior, Para esta simulacion, el desempeiio de los -
algoritmos tiempo-frecuencia no paramétricos presenta mejores resu]tados en general que

los algontmos adaptables,

Tabla 3.9

Parametros de Simulacién para Chirps con Ruido
NPF=128, NPT=256

Varianza del Ruido = 0.5
Algoritmo | Orden | 6 A Figura
Tradicional 6 0.01 } 0,98 4.87
Leroux 4 v 1 4.88
Varianza del Ruido = 0.1
Algoritmo | Orden | 4 A Figura
Répido 410,001 0.96 4.80

De las simulaciones efectuadas, se observa que los algoritmos adaptables son muy seusi-

bles a los valores de los pardmetros é y A. La ventaja que presentan sobre los métodos
tiempo-frecuencia no paramétricos es el mostrar una representacion tiempo-frecuencia del
espectro sin artefactos, muchas veces con mejor resolucién, dependiendo del tipo de seiial,

Hasta este punto se han efectuado simulaciones con sefiales sintéticas para los dos tipos
de métodos tiempo-frecuencia. En el siguiente inciso se presentan los resultados obtenidos
con sefiales reales, en donde nuevamente se efectiian comparaciones entre los métodos ya
utilizados anteriormente,
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Figura 4.84; Deteccidn de una Sefial Senoidal en Presencia de Ruido (algortimo matricial,
orden 6, § =0.01,A = 0.98)

hacd e
Flgura. 4,85: Deteccion de una Sefial Senoidal en Presencia de Ruldo (algommo matucml
orden 6, § = 0.01, A = 0.98)

Figura 4.86: Deteccion de una Sefial Senoidal en Presencia de Ruido ( algontmo de Leroux,
orden 8)
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Figura 4.87: Deteccion de un Chirp con Ruido (algoritmo matricial, orden 6, § = 0.01, A =
0.98)

Figura 4.88: Deteccién de un Chirp con Ruido (algoritmo Leroux, orden 4)
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Figura 4.89: Deteccién de un Chirp con Ruido (algoritmo répido, orden 4, § = 0.001,6 =
0.93) -
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4,3.2 Simulaciones con Seiiales Reales

~ ¢ Seiiales Electroencefalogrificas (EEG)

Otra manera de evaluar el desempeiio de los diferentes métodos tiempo-frecuencia es apli
carlos a seiiales reales, En este caso, se presentan dos tipos de sefiales: electroence-

R

N

i
/
§

falogrificas (también conocidas como EEG) y de voz. La primera sefal que se analiza es
un segmento de una seiial EEG, que en este caso tiene una longitud de 1024 muestras,

Tabla 3.10

Pardmetros de Simulacién para Senales EEG
NPF=128, NPT=512

-Representacion vt vi | Figura
63 : 4.90

Espectrograma

Wigner Ville 87 © 491

Pseudo Wigner Ville | 67 | 67| 4.92
TLo=14.93

Choi Williams 67
Algoritmo ~ | Orden | Figura
v 16 4,94

Leroux ; ‘
Leroux 20 4.95

Las seftales EEG se caracterizan por estar concentradas en bajas frecuencias [ZEP93),
como se muestra en e| espectrograma de la figura 4,90 donde se observan componentes
frecuenciales concentrados en la parte baja de la grifica. ;Cuales de estos componentes
son reales? Aplicando la DWV a la sefial se obtiene la figura 4.91, Se observa que efecti-
vamente, existen muchos componentes frecuenciales, pero éstos a su vez generan una gran
cantidad de artefactos, haciendo la grafica poco legible, Eliminando los artefactos con
PWVL o con CW, ﬁguras 4,92 y 4.93, se obtiene una versién filtrada del espectrograma,
donde se distinguen mejor los componentes de la seial, Para los métodos de estimacion es-
pectral paramétrica se utiliza un orden de 16 para estimar este tipo de sefiales. Efectuando
una comparacion con el algoritmo de Leroux con modelos de orden 16'y 20, figuras 4,94 y
4.95 respectivamente, se obtienen gréficas tiempo-frecuencia mas claras que las anteriores,
en donde se observan dos componentes bien deﬁmdos, y en la figura 4.95, se detecta un

posible tercer componente,

La informacién que presentan los métodos tiempo frecuencia para esta sefial es muy pare-

cida en todos los casos. La diferencia es que en algunos casos, la imagen obtenida contiene
més ruido que en otros, por ejemplo en el espectrograma, en donde algunos efectos causa-
dos por la ventana o por ruido, se podrfan interpretar como seial. Cabe mencionar que no
se presentan las simulaciones efectuadas con los algoritmos adaptables ya que no tienen

un buen desempeiio con estas seiiales.
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N Figura 4.90: Espectrograma de una Seiial EEG (vt = 63)
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Figura 4.93: Distribucién Choi Williams de una Seiial EEG (vt = 67,vf =Tl,0 = 1)

Figura 4.94: Estimacién de una Sefial EEG por el Método de Leroux (orden 16)

Figura 4.95: Estimacién de una Sefial EEG por el Método de Leroux (orden 20)
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¢ Seiiales de Voz

Un resultado similar se obtiene para las seiiales de voz, para las cuales se grabaron dos
segmentos: la palabra “uno” y la palabra “dos”, muestreadas a una frecuencia de 8 KHz.

Los pardmetros de simulacién utilizados en los anilisis de cada palabra se muestran en las
tablas 3.11 y 3.12,

Observando los resultados obtenidos para ambos segmentos de sefal, figuras 4.96 - 4,109,
nuevamente se observa que los componentes frecuenciales estin ubicados en la parte baja
del plano tiempo-frecuencia, es decir, son de baja frecuencia. Analizando las graficas
obtenidas para la palabra “uno”, el espectrograma, figura 4.96, es muy claro, aunque
presenta un poco de ruide. La DWV, figura 4,97 muestra los mismos componentes solo
que nuevatnente se generan varios artefactos que hacen un poco ilegible la distribucién.
Un anélisis con métodos de estimacién paramétrica muestra que conforme se aumenta el
orden del estimador, se crea un mayor nimero de componentes, lo que puede generar un .
poco de confusién al momento de interpretar las graficas. Tomando como referencia el
orden 10 que es el que normalmente se utiliza para seiiales de voz, figura 4,100, se observa
entonces que aparentemente solo existen dos componentes, aunque con modelos de orden
mayor (16 y 20, mostrados en las figuras 4,101 y 4,102 respectivamente) se aprecia que al-
gunos componentes no son en realidad uno solo sino dos. Al procesarla con PWVL o CW,
figuras 4.98 y 4.99, se muestra un mejor resultado. La imagen obtenida muestra un tipo
de espectrograma filtrado, en el cual se eliminan algunos efectos causados por la ventana
en el espectrograma. Resultados similares se obtienen de las simulaciones efectuadas con
la palabra “dos”.

Tabla 3.11
Pardmetros de Siinulacién para Seiiales Voz
Palabra Digltalizada: “Uno”
NPF=128, NPT=4000
Representacion ~ | vt | vf [ Figura
Espectrograma 127 4.96
Wigner Ville 127 | 4.97
Pseudo Wigner Ville | 127} 127 4.98
Choi Williams 127 | 12710 =1,499
Algoritmo Orden -Figura
Leroux .10 4100
Leroux 16 1 4101
Leroux 20 4.102
102



Tabla 3.12

Pardmetros de Simulacién para Sefiales Voz
Palabra Digitalizada: “Dos”
NPF=128, NPT=4000

Representacion vt vf Figura
Espectrograma 127 4.103
Wigner Ville 127 4,104
Pseudo Wigner Ville | 127 | 127 4.105
Choi Williams 127 127 | o= 1,4.106
Algoritmo Orden Figura
Leroux 10 4.107
Leroux 16 4.108
Leroux 20 4.109

Nuevamente en estas simulaciones con sefiales voz se constata que todos los métodos
tiempo-frecuencia muestran informacién similar, algunos con mds resolucién frecuencial
que otros, pero el contenido basico de informacién se preserva. De estas simulaciones, la
distribucién Wigner Ville es la mas dificil de interpretar debido a la cantidad de artefactos
que se generan, Probablemente con la ayuda de alguna herramienta. de desphegue con
mayor resolucion se pueda mejorar la grafica y su interpretacién,

Damos por concluido la seccion correspondiente a las simulaciones con seiiales. Se han
efectuado comparaciones entre los diferentes resultados obtenidos con las herramientas
vistas en este documento y con esto nos damos cuenta que dependiendo del tipo de sefial -
se debe de escoger el método a aplicar. Por ejemplo, a una sefial con muchos compo-
nentes noes muy recomendable aplicarles una DWV a menos que estén lo suficientemente -
separados como para que la gréfica resultante sea legible, Uno de los métodos con los
que se obtiene una mejor resolucion son los métodos paramétricos, pero una desventaja -
que tienen es que son muy dificiles de ajustar. Otra ventaja que tienen es que con sélo
guardar los coeficientes para cada Instante de tiempo, se puede reconstruir la distribucion
tiempo-frecuencia, por lo que la cantidad de datos a almacenar es menor qye almacenar
toda el plano generado con alguno de los métodos no paramétricos. Sin embargo, no siem-
pre tienen un buen desempeiio con todas las sefiales, como se ha demostrado para algunas
seiiales, pero esto no significa que esta herramienta sea imprecisa o que no pueda aplicarse
a otros tipos de seiiales, simplemente que es un algoritmo més sensible a las variaciones

de la sefial por lo que se debe tener cuidado al ajustar sus parametros

A continuacion, en la siguiente seccion se muestran algunas de las ireas en que se estdn

“aplicando estos algoritmos. Contfnuamente surgen nuevas aplicaciones por lo que serfa

dificil citarlas todas, razén por la cual solo se incluyeron algunos ejemplos representativos
de las' aplicaciones, :
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Figura 4.98: Distribucion Pseudo Wigner Ville de la Palabra “uno” (vt =127, vf = 127)
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Figura 4.99: Distribucién Choi Williams de la Palabra “uno” (vt = 127, vf = 127, ¢ = 1)

Figura 4,100; Estimacién Paramétrica de la Palabra “uno” con un Mb(iélo de Orfden 10 ‘
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Figura 4.101: Estimacién Paramétrica de la Palabra “uno” con un Modelo de _O‘rde‘n 16
(algoritmo de Leroux) : ‘ RN
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Figura 4.105; Distribucién Pseudo Wigner Ville de la Palabra “dos” (vt = 127, vf = 127)

Figura 4.107: Estimacién Paramétrica de la Palabra “dos” con

(algoritmo de Leroux)
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Figura 4.108: Estimacién Paramétrica de la Palabra. *dos" con un Modelo de Orden 16
(algontmo de Leroux)
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(algorxtmo de Leroux)

108




Hrmd

4,4 Aplicaciones

Las distribuciones tiempo-frecuencia se han aplicado a casi todos los campos en donde
existen seilales estacionarias [COH89]. El propésito de las aplicaciones varfa considerable-
mente: desde la simple representacién grafica de resultados en busca de obtencién de una
mayor informacién, hasta la manipulacién sofisticada de la distribucién., Generalmente las
aplicaciones se pueden categorizar en tres metodologfas: ‘

o Cilculo de la distribucion, para observar si revela mds informacién que otras herra-
mientas,

¢ Uso de una propiedad particular de la distribucién que represente de una manera ro-
~ busta y clara el contenido tiempo-frecuencia para esta propiedad, por ejemplo, corre-
lacionar la frecuencia instantdnea con alguna cantidad fisica que se desea obtener,

o Utilizar la distribucion como un portador de la informacion de la seiial, sin importar
si la distribucion en realidad representa la densidad de energfa en el plano tiempo-
frecuencia, '

Muchas de las aplicaciones no estan dentro de algunas de las categorias descritas ante-
riormente, pero siempre es importante recordarlo ya que el éxito o fracaso del uso de una
distribucién en una aplicacién en particular no implica el mismo resultado en otra. Un
claro ejemplo de esto es la DWV en el anilisis de voz, en el cual es dificil de interpretar,
pero puede ser itil en otras dreas. A manera de ejemplo, presentamos a continuacién
algunas de las aplicaciones en donde se estén utilizando métodos tiempo-frecuencia.

. Biomedicina

— Seiiales Electroencefalogrificas (EEG)

Uno de los ejemplos de aplicacion de estas representaciones tiempo-frecuencia-
se estd utilizando para estudiar la informacion no estacionaria en sefiales EEG .
como ayuda en la determinacion del grado de profundidad de anestesia, Aunque
existen indicios que le indican al anestesista el grado de profundidad de la
anestesia del paciente (como el pulso, la cantidad de transpiracién, la presién
sangufnea, etc.), muchos de estos signos son inconstantes con respecto a la pro- -
fundiad de anestesia. El uso de otras sustancias como son los vasodilatadores y
bloqueadores neuromusculares disminuyen estos signos. Ademas, muchas veces
aunque se presentan estos signos, el paciente no estd completamente dormido,
y puede presentarse un fenémeno conocido como “awareness”" que indica que el
paciente se conscientlza mlentras se efectiia la intervencion quirirgica, con lo
que se pueden presentar efectos posteriores traumaticos de largo plazo. Se han
trabajado con sefiales obtenidas de perros con diferentes grados de anestesia, en
cuyo caso se clasificaron las seiiales de grado 0 en caso de que éstos respondieran

- a un estimulo y de grado 1 en caso de no obtener dicha respuesta. El grado
de profundidad cero se localiza dentro de las frecuencias 1-3.5 Hz y de 3.5 a
7.5 Hz). Se demuestra que bajo ciertas condiciones de anestesia las representa-
ciones tiempo-frecuencia muestran un mejor desempefio que la tranformada de
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Fourier de tiempo corto [NAY94].

— Obstruccién de Arterias

Estudios previos muestran que las arterias parcialmente obstruidas producen
cierto sonido debido a turbulencias en el flujo sanguineo. Si se pudieran de-
tectar estos sonidos de las arterias coronarias externamente, se podria efectuar
una deteccién del grado de oclusién de una manera simple. El procedimiento
comin es la insercidon de un catéter a través de una vena (generalmente la
femoral) que llega hasta el corazén, donde se libera una tintura para observar
las estructuras cardiacas. Se ha mostrado que las arterias obstrufdas presentan
una mayor cantidad de energia en el rango de frecuencias de 200 y 800 Hz.
Existe un experimento efectuado con arterias femorales de perros parcialmente
ocluidas, con los cuales se traté de detectar el grado de estenosis, procesando
las seiiales obtenidas a través de la Transformada de Fourier y métodos de es-
timacién paramétrica, Se muestra en [AKA94] que los métodos de estimacién
paramétrica nos proporcionan mayor informacién que el simple uso de la Trans-
formada de Fourier, sobre todo cuando el grado de estenosis supera el 85% .

~ Contraccion Muscular

- Cuando se contrae un miisculo, se produce un sonido que no se debe a la
vibracion del misculo como una cuerda simple. Se ha desarrollado un trabajo
consistente en correlacionar las propiedades del sonido con las caracterfsticas
del misculo. Si algiin experto puede interpretar los cambios que se presentan
en las graficas de resultados, también se podrfa utilizar como herramienta de
diagnéstico. Un ejemplo mas concreto son los estudios que se han efectuado
cuando un misculo se contrae o estd distendido. Se pueden reproducir las
caracteristicas generales de un misculo a otro y reflejar algunas caracterfsticas
de contraccién muscular [COH89]. ~

¢ Radar

El radar de apertura sintética inversao ISAR (Inverse Synthetic Aperture Radar) es
un radar de imagenes que utiliza el movimiento del objeto o blanco para generar
imégenes en un plano. Tradicionalmente se utiliza la FFT para generar dichas
imagenes pero su calidad se degrada ya que la imagen se filtra. Una forma de
mejorar la resolucion es utilizando la Distribucién Wigner Vllle, con lo que se ob-
tienen graficas mds nitidas [CHE9S].

Otra aplicacion en este campo es la caracterizacién de las sefiales de eco de aviones
comerciales, en donde se buscan sus caracteristicas invariantes en las TFR's para
extraer una firma frecuencial que permita identificar el tipo de avion. También se
pretende efectuar una relacién entre algunos de los pardmetros obtenidos con las
TFR's y asociarlos a fendmenos fisicos generados por el avién, como son la acelera-
cién [CUO93]. Una razén mas para el uso de este andlisis ha sido el poder extraer
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informacién mads precisa que con los métodos tradicionales, ya que la seial con que
se trabaja estd submuestreada (a una frecuencia de 1 KHz), una limitante de estos
sistemas. [CUQ95).

Oceanografia

Las seiiales oceanograficas son no estacionarias, por lo que no pueden analizarse
por medio de las técnicas tradicionales de Fourier, que tienden a perder resolucién
espacial. Ejemplos de este tipo de sefiales se obtienen cuando, en un intento de
determinar la turbulencia en un cuerpo, se hacen mediciones de microestructuras
del gradiente de temperatura (temperature-gradient microstructure). Se calculan

las frecuencias instantaneas locales y méximas de las seiiales en funcion de la pro-

fundidad, y estas frecuencias estdn relacionadas entonces a la disipacién de energia
cinética turbulenta [COH92),

Voz

La voz es una de las seiiales no estacionarias mas complejas y aplicacion natural
de este tipo de distribuciones, Como se observé en las simulaciones, la distribucion
Wigner Ville es muy diffcil de utilizar para cuestiones de interpretacion con respecto
al espectrograma, pero con la versidn suavizada se pueden detectar y extraer los
parametros relevantes, con lo que se puede desplegar la estructura de formantes de
voz y es ademds, un buen clarificador de sonidos de voz [COH8Y)].

Reconocimiento de patrones

Aunque se utiliza la distribucion como una representeacnon bldlmensmnal en este
caso no representa necesariamente el plano tiempo-frecuencia. La interpretacion que
se le asocia comunmente (representacion de la energfa de una seiial) no se requiere
en esta apliacién, ya que en este caso se considera el problema de deteccion binaria,

en donde se debe tomar una decisién acerca de la existencia o no de una sefial, en el -~

caso particular de [COHB89), una sefial con ruido aditivo [COH8Y).

Sonar

Otra aplicacion que se le ha dado a las representaciones tiempo-frecuencia es

el analisis de los sistemas activos de eco-localizacién de sonar utilizados por-

murciélagos. Estos emiten sefiales AM-FM de diferentes tipos para las fases de caza,

aproximacién, persecucién y captura de una presa, Se muestra que cada fase pre-
~ senta caracteristicas frecuenciales diferentes: en la fase de caza, el murciélago emite

seiales de frecuencia baja; en la primera parte de la sefial de caza, existe una seial
FM que decrece su frecuencia instantdnea rdpidamente para estimar la posicién, la
segunda parte es una frecuencia semiconstate que permite estimar su velocidad. Ya
que se ha localizado la presa, emite una sucesién de sefiales de aproximacién que
se caracterizan por el decremento gradual de la duracién de la seiial obtenida al
disminuir el componente de frecuencia semiconstante de la seiial de caza. Con el
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uso de representaciones tiempo-frecuencia, se estima la frecuencia instantinea de la
sefial, Muchas de ellas tienen un eco que se traslapa en el tiempo con la seiial del
murciélago, generando desviaciones en la frecuencia instantinea de la sefial, Para ais-
lar el término de interés se multiplica la representacion tiempo-frecuencia utilizada
(en este caso la PWVL) con una méscara tiempo-frecuencia, Como en el -plano
tiempo-frecuencia los ecos no llegan a encimarse significativamente con la sefial de
interés, la mdscara es capaz de eliminar los ecos que corrompen a la sefial{HLA92],

¢ Otros

- Identificacién de Objetos En muchas situaciones de localizacién, como en
1as aplicaciones sismicas, de radar, sonar y de eco, la identificacién del blanco
activo se efectiia al comparar una sefial conocida que ha sido emitida con la
seiial reflejada por el objeto. Se han utilizado la PWVL para analizar el campo
aciistico disperso inducido por una esfera delgada inmersa en agua. Las ondas
que regresan dependen de las propiedades fisicas y de la geometria del objeto.
Adicionalmente al eco inicial, existen otras ondas acisticas que viajan alrededor

~de la superficie de la esfera una o mas veces antes de que sean reflejadas. Este

~ tipo de ondas son dispersas (indica que tiene componentes de diferentes frecuen-
cias que viajan a diferente velocidad de propagacién). Los métodos clasicos solo
efecttian el analisis en un dominio, ya sea el dominio temporal o espectral, Las
técnicas de andlisis temporal se utilizan, por ejemplo, para analizar el tiempo
inicial de llegada del eco. Desafortunadamente, la atenuacion de las frecuencias
altas y la naturaleza dispersiva de las ondas causan que los ecos individuales
cambien de forma y se traslapen. Esto dificulta la estimacion del tiempo de
llegada de los ecos. Las técnicas espectrales se utilizan para analizar frecuencias
de resonancia inducidas al blanco, pero no se pueden tomar en cuenta los ecos -
de naturaleza dispersa, ya que la sefial est4 compuesta por un gran nimero
de componentes individuales que se superponen tanto en tiempo como en fre-
cuencia, El plano tiempo-frecuencia permite el andlisis de la sefial en ambos
dominios. Ademds de proporcionar toda la informacion que se puede obtener
con un analisis de la sefial en cada dominio, se obtiene otras caracterfsticas que
varfan con el tiempo, como la velocidad. Basindose en una PWVL de la seiial,
se construy6 una firma tiempo-frecuencia que indica claramente el tiempo de
llegada del eco, la naturaleza dispersiva de las ondas y varias frecuencias de
resonancia, que pueden ser ttiles para la identificacién del objeto y su caracte-
rizacion [HLA92]. »

- Firmas Frecuenciales ,
En el ejemplo anterior, se encontrd una firma frecuencial para caracterizar a un
determinado objeto. En este tipo de aplicaciones se trata de encontrar carac-
ter{sticas que permita diferenciar a un objeto entre otros similares. Por ejemplo,
se han hecho estudios con sefiales de dos cilindros de una méquina diesel, para
tratar de diferenciar uno de otro con solo observar la sefial [BOA91].
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4,5 Conclusiones

Hemos visto en este capftulo algunas sugerencias de implementacién de los algoritmos
tiempo-frecuencia no paramétricos, cuya ventaja es que al ser su estructura muy similar
para todos ellos, es facil programar el bisico (la distribucién Wigner Ville por ejemplo) y
que sirva como base para programar e implementar el resto, Como su estructura hace uso
de la Transformada Rapida de Fourier (FFT), se espera obtener resultados semejantes al
procesar las sefiales con estos algoritmos. Prueba de ellos se muestra en las simulaciones
efectuadas, ya que las graficas resultantes son muy parecidas entre s{, La informacion
general es congruente, es decir, con todos los métodos se detectan las sefiales, aunque en
algunos casos, algin método, ya sea paramétrico o no, se desempefia mejor que los demis.

- Esto indica que se debe aplicar un método dependiendo del tipo de seiial que se quiera
- procesar, Una observacion es que los parametros de los métodos adaptables necesitan ser

ajustados para cada tipo de seiial que se quiera procesar, ya que los pardmetros que sean
adecuados a una sefial en particular no aseguran que funcionen para otra sefial similar, .
como se constata en las simulaciones de este capftulo. El buen desempefio de estas técnicas
ha logrado crear un interés cada vez mayor en la bisqueda de nuevas aplicaciones en -
diferentes Areas de trabajo, asf como el disefio de herramientas que permitan mejorar su

& resolucién, o nuevas TFR'’s cuyo desempeno supere a las exxstentes. ;
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Capitulo 5

Resultados y Conclusiones

Hemos presentado algunos de los métodos tiempo-frecuencia mds utilizados, tanto para-
métricos como los no paramétricos, Se ha insistido un poco mas en los métodos no para-
métricos debido al auge que han tomado recientemente, y por ello se consider6 necesario
realizar un estudio de las caracterfsticas de estas herramientas para evaluar el por qué han
retomado tanta importancia en la actualidad,

De los resultados obtenidos, no se puede decir que una distribucién en particular sea la
mejor para aplicarla a todas las sefiales. Tampoco se puede descartar alguna de ellas,
por ejemplo el espectrograma, porque siempre nos servird como una referencia mientras .
no seamos capaces de comprender e interpretar completamente la informacién que nos
proporcionan estas herramientas tiempo-frecuencia no paramétricas. Lo que sf se puede
afirmar es que dependiendo del tipo de sefial que se va a procesar, se debe elegir la
distribucién tiempo-frecuencia a utilizar, Como ejemplo, describimos algunas situaciones: -

o Deteccidn de sefiales con ruido :

Todos los métodos utilizados detectan las seiiales en pre_sencid de ruido, aunque .
algunos de ellos tienen mejor desempefio que otros. En caso de que la sefial esté

compuesta por miltiples componentes, lo mejor es evitar el uso de la Distribucién |

Wigner Ville y utilizar alguna de las Distribuciones que suavizan los efectos de los
artefactos, como son la Distribucion Pseudo Wigner Ville “Suavizada” o la Choi
Williams. Otra opcidn es el uso de uno de los métodos paramétricos.

¢ Deteccién de cambio de fase en una seial :

Este efecto solo es visible en algoritmos como el adaptable y en la Dlstnbuclon
Wigner Ville. En un espectrograma, este efecto no se aprecia.
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o Diferencia de fase entre dos sefiales ;

Esta informacion la proporcionan los artefactos existentes en la Distribucién Wigner
Ville, por lo que en este caso se recomienda utilizar dicho método tiempo-frecuencia.
Ni el espectrograma ni alguno de los métodos paramétricos detectan este fenémeno.

o Seiiales tipo “Chirp”

Si se esta trabajando con seiiales de este tipo, el espectrograma es el que presenta
menor resolucién frecuencial con respecto a los otros métodos evaluados. Los algo-
ritmos adaptables también detectan una seiial chirp aunque se observan leves varia-
ciones en la amplitud del espectro, pero la mejor resolucidn frecuencial para un solo
chirp se obtiene con la Distribucién Wigner Ville. En cuanto a la suma de chirps,

" se puede decir que es dificil eliminar el problema de los artefactos con las TFR's.no
paramétricas, pero se obtienen resultados aceptables. Una posible solucién puede
ser trabajar en la hisqueda de pardmetros estables para los algoritmos adaptables
para obtener una distribucién tiempo-frecuencia sin artefactos, - '

¢ Resolucion temporal y frecuencial:

Tal vez muchos de los algoritmos mejoren su desempeiio con el uso de ventanas dife-
rentes a las rectangulares, efecto con el que no se experimentd durante la realizacién
de este trabajo, ya que siempre se tuvo como objetivo principal el mostrar las gene-
ralidades acerca del desempefio de estas herramientas tiempo-frecuencia. Lo que sf
podemos decir acerca de su funcionamiento es que en general, mientras mas pequeiia
sea la ventana temporal se obtendra una mejor resolucién temporal, y mientras mas
grande sea la ventana frecuencial, la resolucién frecuencial sera mejor, es decir que
la resolucién temporal se mejora cuando la longitud de la ventana temporal es mu- -
cho menor con respecto a la frecuencial pero hasta un cierto limite. Es importante
recordar que la longitud de la ventana temporal tiene un lfmite inferior establecido
por la designaldad de Heisenberg-Gabor. Si dicho lfmite no se cumple, se generan
distorsiones en la representacion tiempo-frecuencia. Una observacién importante so-
bre el espectrograma es que efectivamente, no existe una buena resolucién temporal
y en cuanto a la resolucién frecuencial, en los casos de sefiales como el chirp, estd en
funcién del largo de la ventana. El tamafio optimo se puede encontrar siempre que
se cuente con el pardmetro de modulacion de dicha sefial antes de efectuar el andlisis
de la sefial, algo que dificilmente sucede.

'Pa.ra los algoritmos adaptables sucede un fenémeno diferente: poseen muy buena
resolucién frecuencial, solo que es dificil que sigan a la sefial cuando esta tiene
miltiples componentes frecuenciales, ya que al variar el nimero de componentes
de la sefial con respecto al paso del tiempo, es posible que exista una incongruencia
entre la cantidad de componentes existentes en ese segmento y el orden del modelo
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que se estd utilizando para dicha sefial, fendmeno que se presentd con las senales
reales y compuestas. Una solucién puede ser el uso de algoritmos adaptables por
segmentos, que permitan un mejor seguimiento de la sefial a modelar,

o Implementacién:

Aparentemente, los métodos no paramétricos son mas faciles de implementar, de-
bido a la facilldad de programacion con respecto a los métodos paramétricos, En
estos tiltimos, la cantidad de ecuaciones pueden generar errores de calculo, que reper-
cuten en el desempefio general del algoritmo y en algunos casos, lo hacen inestable
y es posible que no llegue a converger, También se puede afirmar que este tipo de
algoritmos son muy sensibles al cambio de pardmetros y necesitan ajustarse. Los
pardmetros que pueden funcionar a una sefial no son los mismos que le servirdn a
otras y por ende, hay que conocer muy bien el tipo de sefiales con que se esta tra-
bajando para poder escoger los pardmetros adecuadamente,

Para los métodos no paramétricos, la tinica diferencia es el kernel propio a cada
distribucién. El algoritmo mads sencillo de implementar es el Espectrograma, Le
" siguen en complejidad las Distribuciones Wigner Ville, Pseudo Wigner Ville y Choi
Williams. La facilidad de estas distribuciones es que el uso de la FFT hace mds
-rapido el cdlculo, Existen algunos trabajos en donde se estudia la posibilidad de
aumentar la rapidez de cdlculo de estas distribuciones. ‘

Otra observacion concerniente a los métodos no paramétricos es que el niimero de
muestras de la sefial es el mismo cuando se utiliza la seiial analitica o la sefial real. La
razon es que si se muestrea al doble de la frecuencia de Nyquist, se tendr{a el doble
de muestras de la sefial real mientras que si se utiliza la sefial analitica se tendré el
mismo nimero de muestras de la sefial, pero como es compleja, son dos datos por
cada muestra por lo que es lo mismo en cantidad de localidades de memoria una
u otra opcién, En cuanto a los métodos paramétricos, la cantidad de datos que se
necesitan son pocos, ya que solo dependen del nimero de pardmetros que se quieran
calcular,

‘Uno de los objetivos de esta tesis fue el lograr la implementacién de los algoritnios bajo un

programa que permita el procesamiento de seiiales de una manera sencilla de utilizar para
el usuario, como lo es el paquete Khoros. La ventaja que se tiene al tener estas rutinas
instaladas como utilerias adicionales, es que ya no se necesita programar el algoritmo y se
puede interactuar facilmente con los parametros de cada una de las TFR's programadas.
Con la ayuda de este documento introductorio en el tema y las rutinas instaladas, se
cuenta con una base para empezar a familiarizarse con el desempeiio de estos métodos de
analisis y entonces dedicarse a la aplicacién de estas herramientas a las senales con las
cuales se desee trabajar. :

Estas nuevas tendencias en métodos tiempo-frecuencia atin no han sido explotadas al
maéximo. Alguna de las razones puede ser la dificultad de interpretacion que puede surgir
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al principio, cuando ain no se han familiarizado con las distribuciones. Existen mu-
chos campos en que se pueden aplicar, sin embargo, para poder utilizarlos al méximo
es necesario que haya una mayor comunicacién interdisciplinaria para poder interpretar
correctamente los resultados que se estan obteniendo, y tal vez, extraer la mayor cantidad
de informacion posible de los mismos. En la actualidad, el uso de estos métodos es mas
frecuente ya que estdn siendo implementados en algunos dispositivos en tiempo real, con
lo que su uso se extendera notablemente, que es una razén maés para familiarizarse con
estos métodos, Algunas de las dreas en que se estin trabajando actualmente son:

o Diseiio de representaciones tiempo-frecuencia con kernel adaptable a la sefial para
tener un mejor seguimiento de la sefial [JON93).

o Andlisis multicomponente de sefiales moduladas linealmente en frecuencia con una
técnica combinada de transformadas Hough y Wigner, para deteccién de formas (no
solo lfneas) y deteccion de seftales con frecuencias lineales y no lineales [BAR95).

"o Nuevos métodos parael calculo e implementacién eﬁcnentes dela Dlstnbumén Wigner
Ville eliminando los términos cruzados [STA94).

) Distribuciones Wigner Ville polinomiales para estimacion de la frecuencia instantanea

en sefiales FM polinomiales [BOA94].

) Como efectuar mejoras a las grificas resultantes con estos métodos a través del
método de reasignacién [AUG95).

Con esto nos damos cuenta que hay mucho trabajo que reahza.r en esta’ drea, ya sea
desarrollando nuevas TFR's o buscando nuevas aplicaciones de ellas; Esto indica que es

un drea de trabajo en donde atn hay muchas posibilidades de buscar y proponer nuevas

alternativas en todos los mveles. .
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Apendice A

La Senal Analitica

A.1 Introduccion

El concepto de seiial analitica no es nuevo y se ha utilizado en el drea de sistemas de
comunicacién. La importancia de este tipo de seiial para las Representaciones Tiempo-
Frecuencia (TFR’s) es el que permite eliminar el espectro simétrico y algunos artefactos
que se generan cuando se aplica una TFR a una sefial real. Pero no es la inica razén
para utilizarla, sino que también con la sefial analitica se puede calcular la frecuencia ins-

tantinea de la sefial para un instante determinado, que puede ser de utilidad sobre todo si -

se tiene que trabajar con sefiales no estacionarias cuya frecuencia varia rapidamente con

el tiempo [FLA93], (KO092), (RAB75)], [VIL48]. En esta seccion, se observa el por qué

surge la necesidad de definir una seiial analitica y como obtenerla a partir de una sefial real.

A.2 Representacién de las Seiiales

Sabemos que al enviar informacién a través de cualquier canal de comunicacion, dicha-

informacion se transmite en forma de energia, Esta energfa puedp representarse de dos
formas: la primera es como una seiial que varfa en funcién del tiempo, con lo que se
obtiene una curva representativa de como varfa la energfa con respecto al tiempo. Este

enfoque es factible para una seiial de tipo telegrafico, mientras que para sefiales aclisticas

esta representacion no es la mas apropiada [VIL48].

El segundo enfoque es considerar la seiial como una suma de funciones senoidales su-
perpuestas con diferente amplitud y fase, por ejemplo a través de su representacion por
series de Fourier. Desde este punto de vista se pueden efectuar estudios de distorsion,

ya que si se transmite la sefial a través de un sistema distorsionador que suprima ciertos ‘

componentes senoidales, existird una pérdida de informacion. Con este enfoque se puede

evaluar dicha pérdida asi como la maxima cantidad de informacién que se puede transmitir

por un medio de comunica.cién [VIL48].

Y aunque estos enfoques caracterizan a la mayorfa de las seiiales, en la actualidad ya
no son suficientes. Una de las aplicaciones en donde no tienen un buen desempeno es
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con sefiales no estacionarias, como la miisica. Con las representaciones antes mencionadas
s6lo podemos observar como varfa la sefial en el tiempo, sin saber su contenido frecuen-
cial, y con el segundo enfoque sabemos cual es su contenido frecuencial pero no en que
momento se generan ciertos sonidos. La tnica forma de presentar dichas caracteristicas
en un solo diagrama se obtiene al adoptar una definicién mixta, como la propuesta por
Gabor [VIL48]: “a cada instante se presenta un cierto nimero de frecuencias con la in-
tensidad y frecuencia del sonido que escuchamos; a cada frecuencia estd asociada una
cierta reparticién dentro del tiempo, que definen los intervalos durante los cuales se emite
dicha frecuencia”. Esto conduce a la definicién de un espectro instantineo en funcién del
tiempo dada la estructura de una sefial temporal en un instante dado. Para obtener el

espectro de la sefial durante toda el tiempo que dura, basta con acumular todos los espec-

tros instantdneos que se obtienen en dicha representacion que a partir de este momento
la llamaremos tiempo-frecuencia. Si por el contrario, se integran las reparticiones de fre-
cuencias en el tiempo, se reconstruira la sefial temporal, Se sabe que para analizar la sefial
se le deben aplicar ciertos operadores, ya sea en tiempo o en frecuencia, y esto repercutira
en ciertas deformaciones en la seiial. Es por esto que el calculo de un espectro instantdneo
no se puede efectuar con los enfoques ya vistos, por lo que es necesario introducir ciertos
conceptos aln no definidos [VIL48).

A.3 La Frecuencia Instanténea

Sabemos que existen dificultades para definir la frecuencia instantinea de una sefial, Una

de ellas es que una seiial senoidal no esta definida rigurosamente mas que en el caso en
que su duracién es infinita (indefinida), En la teoria cldsica no es susceptibles de definirse
ni el espectro instantineo asociado a un instante ¢, ni la frecuencia instanténea, por lo que
se deben aplicar nociones intuitivas [VIL48]. -

Por ejemplo, sea s(t) una seiial temporal:

8(t) = acoswgt e o (A1)

donde a y wg son constantes y representa.n.la amplitud y frecuencia de dicha seiial respec-
tivamente, En este caso, es muy facil determinar la frecuencia de la sefial derxvando su
argumento [FLA93] [VIL48]

d -
=4 (wot) = wo (A2)
Podemos plantear ahora una situacion evolutiva y hacer que la amplitud y la derivada del

argumento de la sefial coseno sean dependientes del tiempo, en cuyo caso reescribiremos
s(t) como [FLA93):

s(t) = a(t) cos §(t) B b(A.3)

El problema._de‘esta. seiial es que a diferencia de la sefial A\l cuya definicién _eé tinica,
existen diferentes formas de expresar la sefial de A.3, por ejemplo, basta con definir una
funcién arbitraria b() tal que 0 < b(t) < 1, y reescribiendo A.3 [FLA93):
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s(t)

1l

ot cosglt) = M) conit) (Ad)
= a'(t)eosd'(t) (A.5)
donde d'(t) = Z.g-} y ¢'(t) = arccos (b(t) cosg(t)) .
Para poder definir una sefial de una manera fnica, retomamos la seiial real de A.1, que
puede interpretarse como la parte real de una exponencial compleja con médulo constante
[FLA93):
s(t) = acos wot = Re{ae’™'} (A.6)

La arﬁplitud y frecuencia de la sefial son el modulo y la derivada de la fase de la exponen-

cial respectivamente. La parte compleja de dicha sefial, § = a sen wgt, se puede deducir

a partir de la parte real con un defasamiento de 7/2, con lo que se puede afirmar que la
parte real e imaginaria de esta sefial estin en cuadratura [FLA93).

Asociando a la seiial real s(t) su parte compleja 3(t) se define una nueva seiial [FLA93]:"‘

B(t) 2 s(t) + 3 5(2) » (A7) -

La ecuacion A.7 define a la sefial analltica, cuya amplitud y frecuencia instantanea se
calculan respectivamente como [FLA93J):

as(t)

Wg

19:(0) . (A8)

i 1p

La mayorfa de los autores utilizan esta definicién como la definicién de frecuencia instan-
ténea, tal como fue definida en [VIL48], pero de acuerdo con [K0092] se han presentado
algunas irregularidades al tratar de calcular dicha frecuencia cuando se tiene una seiial
cuyo (ndice de modulacion es grande, Ademas si se da el caso de tener dos seiiales FM den-

tro de un canal de comunicaciones, se observa que existiran dos frecuencias instant4neasal -

mismo tiempo, y dicho estimador solo calcula un valor dnico. Con esta base, la derivada de
la seiial analltica es un buen estimador de la frecuencia instantanea para el caso continuo,
[K0092] propone una forma de calcular dicha frecuencia instantanea para el caso discreto,

Otra forma de interpretar la seiial analltica es visualizarla en su forma polar, es decir

~ algo similar a ¢,(t) = a e/“0, e interpretarla como un vector. Su médulo y velocidad -

puede ser variables o constantes con respecto al tiempo. En este caso, la sefial tiene un
médulo constante a, lo que equivale a tener amplitud constante en la sefial y su veloci-

~ dad de rotacién o frecuencia wo también es constante, Cuando la velocidad de rotacion
es variable con el transcurso del tiempo es cuando se define una frecuencia y amplitud

instanta’mea para dicha sefial [FLA93).

Se observa entonces que la seiial analtica es una sefial compleja. Sabemos que en la na-
turaleza no existen las seiiales complejas, pero podemos crearlas a partir de las seiiales
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reales, Una herramienta que puede ser de utilidad para la definicién de sefiales complejas
es la transformada Hilbert,

A.4 La transformada Hilbert

Sea s(t) una sefial temporal cuya transformada de Fourier sea nula para las frecuencias
negativas, es decir:

S(w)=0, w<0

Como el espectro de una seiial real es simétrico, es decir :

S(-w) = §*(w)

Se observa que s(t) es una seiial compleja, porque dnicamente la mitad de su espectro -

tiene valor. En la seccién anterior se estableci6 que la parte real de la seiial analftica y su
parte compleja estin en cuadratura. Entonces, para obtener.la parte compleja de la senal

analftica sefial se puede aplicar la transformada Hilbert a la sefial real, ya que con ella ge

obtiene una sefial en cuadratura. Se define la transformada Hilbert como:

() = Moy &L [T g

TJeoo T—1

donde la sefial 4(t) es la parte compleja de la sefal analitica definida en A7 De mane-

ra recfproca, para obtener la parte real de la seiial analftica, s(t) a partir de su parte

1magma.ria

() = 1o (agey &L 1S (A

TJow T—1

- Las ecuaciones A.10 y A1l se les conoce con el nombre de transformada Hllbert en su‘

forma continua [POU94}, [VIL48].

~ Otra manera de calcular la sefial en cuadratura es la siguiente:

o=niomr =5 [T gy )
" en donde: 1. o
W) ==

f{%}:—j sgnw

la Transformada de Fourier de 3(t) serd [POUYM]:
Sw)=F{3(0)} = F {s(t) s h(1)} = ~j S(w)sgnw

Esta tltima ecuacion nos muestra que se puede obtener la transformada Hllbert al pasar
la sefial s(t) real por un filtro ideal con fase 90 grados. A este filtro se le conoce €oino .
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filtro de cuadratura ya que si a la entrada se le aplica una sefial cosenoidal, a la salida se
obtiene una sefial senoidal [POU94].

Hemos visto que existen diferentes formas de calcular la sefal analitica, por lo que a con-
tinuacion se presenta un breve resumen de como calcular dicha sefial tanto para en el caso
continuo como para el discreto,

A.5 Cdilculo de la Senal Analitica
A.5.1 Caso Continuo

- Sea el espectro de la sefial analftica:
- . Sa(w) = S(w)+ j S(w)

donde S(w) representa el espectro para las frecuencias positivas y S‘(u‘;),'el éspectro para
las frecuencias negativas. Aplicindole la ecuaclén A.4 tenemos que [RAB75):

Sa(w) = S(w) + j (~j sgn w)S(w)

dqhglei
25(w) w>0
Sa(w)=4 S(w) w=0
0 w<0

Con este resultado, se observa que se puede calcular la senal anahtlca utxlizando la trans-
SR formada de Fourier. Entonces, la sefial analitica puede obtenerse de dos formas dlferentes' :

- o 1. Por formula: la parte imaginaria se calcula con la transformada de Hxlbert.

ey

IR B R T e T R 1)

2. Por transformada de Fourier: se le aplica la transformada de Fourier a la sefial real,
se eliminan las frecuencias negativas efectuando S(w) = 0, w < 0 se duplica la

" energfa para el espectro positivo y se le aplica la transformada de Founer lnversa o

[BAS92).

A.5.2 Caso Discreto

o : A su vez, para el caso de sefiales discretas, también existen dos formas de calculat la sefial '
- “analitica; Ambas dan el mismo resultado, pero la diferencia en el tiempo de procesamiento
es notable, siendo la segunda opcion la més répida. Dichas opciones son: ‘

1. Por férmula: la parte imaginaria se calcula como [SUN89):

“IN-1

. ‘ B - gk =N22m[z]seﬁ( ) i)

m=1 s=0
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‘ 2. Por transformada de Fourier; se le aplica la transformada de Fourier a la seiial real, .
se eliminan las frecuencias negativas efectuando S(w) = 0, w < 0 ; se duplica la :
i energfa para el espectro positivo y se le aplica la transformada de Fourier inversa
;o [BAS92], '
L
o ;
[ \
! i
o ;
‘ g,
i “l $ &
Lo !
S ;
L *
[
A
Cod
g
§
SRE
o
i “;
i L.
Lo
N
r
Sy

Vs
e
} ot
H
b -
[T
N
:
: ety
Y
Y
LS
i N : N ;
{
: _ 123
Lo
.
iy,
HE
L e



Apendice B

Propiedades de las
Representaciones Tiempo

Frecuencia

La ecuacién que define a la Clase de Cohen [COHB89] , [COH92]:

TFRo(t, f) / / / eﬂ"v("-'>g(v 7)a*(u - 3)a(u + 3)e i dodudr

define unavfamlha de transformadas tiempo-frecuencia cuadraticas, en donde la nica dife-

rencia entre ellas es el kernel g(v,) que define a la Representacion Tiempo-Frecuencia (o
TFR por sus siglas en inglés). Dependiendo de como se defina este kernel serdn las carac-
terfsticas que presente l]a TFR . A continuacién mencionamos algunas de las propiedades -
ideales que deberian tener dichas TFR, y las caracterfsticas que debe tener el kernel para -

cumplir con dichas propledades.

Sea TFR,(t, f) una representacion tiempo-frecuencia de la sefial z(t). Las propiedades
que idealmente deberfa cumplir esta representacién son las siguientes:

1. Valor Real para todo Tlempo y Frecuencia ( “Real Valued” ), la distribucién
tiene valores reales para todos los valores de ¢ y f'y, por lo tanto, puede representar .

las variaciones en energfa [HLA92]

Tnz,(z, f) = TFRy(t,f)

Para que la representacién tiempo-frecuencia pueda presentar esta caracterfstnca, la
funcién g(v,7) debe cumplir con [CLASOc]

glv,7) = g*(-v,~7)
También serfa deseab,le‘que las distribuciones sean positivas para todo t y f , porque

podrfan interpretarse como una distribucién de energfa en el plano (¢, f). Pero una
interpretacion tal aun puede ser cuestionada, como se vera posteriormente [CLA8OC).
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2. Invarianza a Desplazamientos en Tiempo y en Frecuencia:
¢ Invarianza a corrimientos en tiempo:

i(t)
TFR;

2(t - to)
TFR.(t -, f)

Para que esto se cumpla, la funcion g(v,7) no debe de depender de la variable
t [CLA80c],[HLA92) .

¢ Invarianza a corrimientos en frecuencia:
B(t) = z(t) ef?mhet
TFR; TFR.(t, f - fo)

Para que esto se cumpla, la funcién g(v, 7) no debe de depender de la vanable
f [CLA80c], [HLA92]

Ambas propiedades son esenciales si se desea que las variables ¢ y f de la repre-
sentacién tiempo frecuencia correspondan a las de la sefial y su espectro reSpectiva
inente [CLASOc] :

3. Mnrginalel
.' . Margmnl Tempornl (“ Time Marginal ” )

/, TRR@(t,f) df = [a(t)]

~Restricciones: '
' g(”)O) =1 Vv

‘ o Marsin’ni Frecuencial ( “ Frequency Mqrgi‘nal "),
TRy = X

§ Restricciones:. | ,
o g(0,7) =1 Vr

~Si alguna de las dos marginales anteriores se satiface, la integral sobre todo el plano
: (t f) es igual a la energfa de la seiial [CLASOc] [HLA92]

// TFR,, v, 7)drdy

llﬂfll2

4, Elcalamlento Tnempo-Frecuencna, Sea #(t) = /[ o(at), a# _(‘),‘_éhtonces :
[HLA92] |

TFRs = TFR(at, )

125




5. Frecuencia Instantdnea, Esta propiedad nos indica que al obtener el primer mo-

mento con respecto a la frecuencia, el resultado se puede interpretar como la fre-
cuencia promedio de la sefial en el tiempo dado. Pero se demuestra que para sefiales
complejas, o para la sefial analitica, la frecuencia promedio es igual a la frecuencia
instatdnea fy) de la sefial de la sefial [CLA8OC].

[ITFRU DY 1 d
[TFRGL NG - 0 = gl

Restricciones para el kernel [CLA80C] :
9(v,0)
d
;E,'.‘] (v7) [r=0

1 Vv .
0 Vv

. Retraso de Grupo ( “Group Delay” ), Tomando un concepto similar al de la

propiedad anterior, el primer momento con respecto al tiempo se puede interpretar
como el tiempo promedio tz(s) de la seiial en una frecuencia determinada, y para
sefiales complejas, seré igual al retraso de grupo o “group delay” [CLABOC] :

Lt TFR(t, f)dt _
[ TFRt, fydt ~ W~ 2 df

argl:v(t

Las condiciones para que esto se cumpla son [CLA80c] :

’l‘v'r
OVr

- 9(0,7)
'(';ig(va T) |u=0

. Soporte Finito en Tlempo, para todo ¢ que no pertenezca al intervalo [ty, 2] , ¥

si z(t) = =0 fuera del mismo intervalo:
TFRx(l f) =0 Vtd(t,t

Restriccién: g(v, 7) debe ser una funcién entera de v de tipo exponencial
Se habfa comentado en la propledad uno que una caracterfstica deseable para toda

TFR es que sea real para todos los valores de tiempo y frecuencia. Pero al analizar

las propiedades 6 y 7 nos damos cuenta que son incompatibles con este requisito.
Como ejemplo, si consideramos una seiial causal, la propiedad 7 indica que laTFR de
dicha seiial tendra un valor de cero paraunt < 0, De la propiedad 6 se observa que
para dicha sefial, el “group delay” deberd ser no negativo para todas las frecuencias.

~ Esto contradice el hecho de que las seiiales causales tlenen un group delay” negatin _

[CLASO).

8. Soporte Finito en Frecuencia, para toda f que no pertenezca al mtervalo (fiy fa]y

y si X(f) = 0 fuera del mismo intervalo:

TFR:(t,f) =0 VYV f3[fi,f
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Restriccién:

Frecuencia no sea negativa.

la siguiente notacién: (zy,z;3) =
tiempo-frecuencia se tiene [CLA8Oc|, [FLA93):

: g(v,7) debe ser una funcién entera de r de tipo exponencial.

De manera similar a la contradiccion que se comenta en el inciso anterior, las
propiedades 5 y 8 no se pueden mantener para que una Representacién Tiempo-
La frecuencia instantinea de las sefiales analiticas
pueden tener valores negativos durante ciertos perfodos de tiempo [CLA80C),

. Férmula de Moayal, se puede considerar como la contraparte del teorema de Par-
seval ( p.e. para dos seiiales z(t) y z(t), dicho teorema se puede expresar bajo
(X1,X3) ). Entonces, para dos representaciones

/ / TFRy, (b f) TFRS, (2 f) dtdf = (21,32) (41, 92)"

Tabla B.1 _
Propiedades de las Distribuciones Tiempo-Frecuencia

Hemos presentado algunas de las propiedades mas importantes de las Representaciones
Tiempo-Frecuencia. Existen otras propiedades tan importantes como las mencionadas -
aqui, dichas propiedades pueden ser consultadas en [CLA8Oc], [HLA92], [FLA93]. Para
finalizar este apéndice, se muestra en la tabla B.1 las propiedades de las TFR's utlhzadas
dentro de este documento. :

Propiedades

SP

wWvVD

PWVL

CW

Realidad

Positividad

Invarianza a Corrimientos
En tiempo
En Frecuencia

Marginal en Tiempo

Marginal en Frecuencia

LA R R

Escalamiento
Tiempo-Frecuencia

L L R

Frecuencia Instantinea

Retraso de Grupo

Soporte Finito en Tiempo

Soporte Finito en Frecuencia

LA R L E ol K]

Férmula Moyal
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