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En el análisis tiempo-frecuencia se conjuntan dos de las representaciones de señales clásicas 
más utilizadas, la temporal y la frecuencial, que son necesarias cuando estas representa-
ciones por separado no dan información suficiente del fenómeno en estudio. Uno de los 
principales objetivos que se busca y logra con estas representaciones es el conocer en un 
tiempo dado cual es la frecuencia de la señal en dicho instante. Existen dos tipos de 
representaciones tiempo-frecuencia, las que se calculan a través de métodos directamente 
sobre la señal y aquellos que se obtienen a través de métodos paramétricos. En el presente 
trabajo se analizan e implementan algoritmos de ambos tipos y se evalua su desempeño 
a través de los los resultados obtenidos con simulaciones de señales sintéticas y reales, 
para así establecer las características y propiedades de cada uno de ellos que los hacen 
más eficientes en aplicaciones especificas. En el estudio comparativo se propone el modo 
de utilización más adecuado de los mismos, evaluados en función de los parámetros de 
operación de los mismos y de la aplicación en particular. Las representaciones tiempo 
frecuencia más conocidas pertenecientes a la clase de Cohen, fueron implementadas 
bajo el ambiente de programación gráfica Khoros y se ponen a disposición de cualquier 
usuario que desee utilizarlas. 
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Figura 4: Señal Temporal. 
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Figura 1: Espectro de la Señal de Radar. 

Figura 3: Vista Superior Wigner Ville (vt=27). 

Figura 5: Estimación con Algoritmo Paramétrico. 



Diatribuolon Pseudo Ifigner 

Figura 5: Distribución Pseudo Wigner Ville (vt=25, vf=63). 
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Figura 1: Espectro de la Señal. 

Figura 3: Espectrograma de la Señal (vt=71). 
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Capítulo 1 

Introducción 

El análisis tiempo-frecuencia no es ninguna herramienta nueva, y sus orígenes se remontan 
hacia el año de 1940. Surge de la necesidad de representar de manera conjunta los dos 
ipos de representaciones clásicas más utilizadas en la teoría de señales; la temporal y la 

frecuencial. 

Una forma de conocer cuales son los componentes frecuenciales de una señal y la intensidad 
relativa de cada componente es efectuando un análisis frecuencial. Dos métodos con los 
que se puede realizar este análisis son; el análisis de Fourier y los métodos paramétricos. 
El análisis de Fourier se aplica tanto para señales en el dominio continuo como en el dis 
creto, una ventaja que presenta es la variedad de algoritmos rápidos existentes para su 
cálculo, por lo cual su implementación es sencilla; pero una desventaja que tiene os que 
a veces el espectro obtenido es ruidoso, por lo que recurre a otra técnica tradicional de 
análisis muy utilizada como son los métodos paramétricos. 

El método paramétrico consiste en modelar la señal y calcular ciertos parámetros con los 
cuales se obtiene su espectro, que generalmente es más limpio que el calculado con la trans 
formada de Fourier. Para la mayor parte de las señales es suficiente la información que se 
obtiene al analizarlas con estas técnicas; pero existen algunas señales, e,g. las señales de 
voz, para las cuales este tipo de análisis es insuficiente. Dichas señales se caracterizan por 
tener un espectro que varía con el tiempo y esta información no puede obtenerse a través 
de un simple análisis frecuencial. 

El espectrograma, basado en el cálculo de la Transformada de Fourier de Tiempo corto (o 
STFT por sus siglas en inglés), surge de la necesidad de generar una herramienta capaz de 
analizar señales como la voz y hasta la fecha, sigue siendo de gran importancia; se le puede 
considerar como la primer representación tiempo-frecuencia y es por ello que la generali 
dad de los métodos tiempo-frecuencia tienen como finalidad el mejorar el desempeño del 
espectrograma. Por ejemplo, para los métodos paramétricos se desarrollan los algoritmos 
adaptables que mejoran en muchos casos los resultados obtenidos con el espectrograma. 

Sin embargo, desde los trabajos de Gabor y Ville, ha existido un desarrollo alternativo 
para estudiar las variaciones del espectro con el tiempo. La idea principal es obtener una 
distribución conjunta en donde se pueda conocer que fracción de energía existe en un cierto 



rango de frecuencia y tiempo, cual es la frecuencia en un tiempo en particular o poder cal-
cular la frecuencia media en un momento dado. Como se observa, una representación como 
tal presenta las mismas características que una distribución estadística, por lo que muchas 
veces son llamadas ((le una manera incorrecta) distribuciones tiempo-frecuencia. La más 
conocida y simple (le estas distribuciones es la Distribución Wigner Ville. Su importancia 
radica en su simplicidad de cálculo y en que a partir de ella se pueden derivar una familia 
(le representaciones tiempo-frecuencia, conocidas como la clase de Cohen. Estas repre-
sentaciones tiempo-frecuencia (o TFR's por sus siglas en inglés) han cobrado importancia 
recientemente por su facilidad de implementación, ya que su estructura es muy sencilla: 
un kernel común para las distribuciones cuadráticas y el algoritmo de la Transformada de 
Fourier. En la actualidad se están aplicando en diversos campos científicos, como ejemplo 
mencionamos la biomedicina y análisis de señales de radar y sonar. Como en cualquier 
campo de investigación, una herramienta novedosa tiene muchas ventajas y desventajas 
que deben conocerse, para poder hacer un uso eficiente de ellas. 

Para familiarizarse con este tipo de TFR's, su terminología, características y la forma de 
implementar sus algoritmos, es necesario revisar la literatura existente sobre este tema, 
cosa que no es sencilla, porque actualmente existe una gran cantidad de artículos sobre 
el mismo. Un objetivo de esta tesis es que este documento sirva como una introducción 
al estudio de estas representaciones, presentar las características fundamentales, mostrar 
como se pueden implementar los algoritmos y ejemplificar su funcionamiento con señales 
sintéticas y reales, Con etto, se debe facilitar la comprensión e interpretación de los re-
sultados que pueden obtenerse con ellas sin necesidad de consultar la gran cantidad (le 
artículos existentes sobre el tema. Un segundo objetivo de este trabajo es el evaluar estas 
herramientas, y para poder realizar esta evaluación hay que efectuar una comparación 
del desempeño de estos métodos tiempo-frecuencia con el de las representaciones tradi 
cionales. Para el análisis comparativo se consideran dos representaciones paramétricas, 
una de ellas un algoritmo adaptable con dos formas de implementación, y cuatro repre-
sentaciones no paramétricas: el espectrograma y las distribuciones Wigner Ville, Pseudo 
Wigner Ville "Suavizada" y Choi Williams. El tercer objetivo de este trabajo es imple 
mentar estos métodos tiempo-frecuencia en un ambiente que facilitara las simulaciones así 
como la presentación gráfica de resultados. Un programa que reúne estas características es 
KHOROS, un paquete desarrollado en la Universidad de Nuevo México para el análisis y 
procesamiento de señales, que es de dominio público y además está disponible a través de 
internet. Las ventajas que presenta este programa es la facilidad de programar secuencias 
de algoritmos a semejanza de un diagrama de bloques, se pueden aprovechar las utilerias 
gráficas que vienen incluidas en el mismo y finalmente, por la forma en que fue diseñado, 
se pueden programar nuevos módulos con otras funciones que complementen a las ya ex-
istentes, con lo que se enriquece aún más las herramientas disponibles para el usuario. En 
este caso, los algoritmos aquí estudiados los programé en lenguaje C y fueron anexados 
como rutinas auxiliares al programa de Khoros. 

En este documento se muestra que una ventaja de las TFR's no paramétricas se pueden 
generar a partir de una ecuación general en la cual solo una función, llamada kernel, es 
la que diferencía a cada representación. Esto facilita la tarea de programar e implemen-
tar dichos algoritmos. Una vez programados los métodos tiempo-frecuencia, se observará 
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que aunque muchos presenten un buen desempeño para alguna aplicación en particular, 
no es indicio de que se comportará de la misma manera con otro tipo (le señales, lle-
gando a la conclusión que se debe de aplicar el método tiempo-frecuencia dependiendo 
del tipo de serial que se quiera procesar. Finalmente, se observa que el desempeño de los 
métodos tiempo-frecuencia no paramétricos es comparable o superior al de los métodos 
paramétricos, razón por la cual están siendo aplicados en muchas áreas de investigación. 

Siguiendo el mismo orden que en esta introducción, el documento está estructurado en 
tres secciones principales: la primera incluye un breve resumen sobre el análisis de señales 
con métodos tradicionales como son el análisis de Fourier y los métodos paramétricos, in-
cluyendo un algoritmo adaptable de los mínimos cuadrados, La segunda parte incluye un 
análisis de las propiedades y características de los métodos tiempo-frecuencia tanto para 
el dominio de señales continuas como discretas, Para concluir, en la tercera sección se 
explica una forma de implementar estos algoritmos para el caso discreto y ejemplificamos 
su desempeño con señales sintéticas. Posteriormente al final de este capítulo efectuamos 
las mismas simulaciones aplicando los métodos tradicionales y comparamos el desempeño 
de los métodos utilizados, tanto para señales sintéticas como para señales reales, en este 
caso, señales electroencefalográficas (EEG) y señales de voz. Se anexan dos apéndices 
complementarios a los capítulos desarrollados, uno con información de la, señal analítica y 
otro con las propiedades de las representaciones tiempo-frecuencia, 

Finalmente, una nota referente a los programas desarrollados para esta tesis: si se de-
sea consultar información en español acerca de como utilizar el paquete Khoros, y como 
programar y anexar rutinas auxiliares al programa, consultar [ZEP95] y [ALC96], o se 
pueden remitir directamente a los manuales de Khoros en inglés [RAS911, [ARG911. 
La documentación y listado de los programas con los algoritmos utilizados para esta 
tesis, no se incluyen en el presente documento, ya que la misma estructura de Khoyos 
contiene la documentación dentro del archivo en donde se encuentra el código de pro-
gramación, Si alguna persona está interesada en obtener las rutinas, puede pedirlas 
a las siguientes direcciones de correo electronico: inonic@paciflc.depLunam.mx o 
rogelio@depfll.deplunam.rnx 



Capítulo 2 

Análisis y Procesamiento de 
Seriales 

2.1 Introducción 

La forma tradicional de analizar las señales es con los métodos clásicos, como son el Análisis 
de Fourier y el Modelado Paramétrico, El Análisis de Fourier ha sido y seguirá siendo una 
herramienta básica para este análisis, como se constata en la literatura publicada sobre 
el tópico. Pero tiene algunos puntos débiles que pueden ser fortalecidos con otro tipo de 
técnicas. Por ejemplo, el modelado paramétrico, con el que se pueden obtener espectros 
más limpios a partir del modelado de la serial. En este primer capítulo se hace un breve 
resumen de dichas técnicas, haciendo mención de los algoritmos paramétricos adaptables. 

2.2 Análisis en Frecuencia de Señales 

Existen varias razones por las cuales es necesario utilizar el análisis en frecuencia o análisis 
espectral. Una de ellas es que simplifica el entendimiento de la señal que es el objeto de 
nuestro análisis. En segundo lugar, nos puede dar una idea de las propiedades físicas de 
la señal, (por ejemplo su propagación a través de un medio frecuentemente depende de 
la frecuencia) y en tercero: es una herramienta matemática para resolver ecuaciones. La 
herramienta más utilizada para efectuar dicho análisis es la Transformada de Fourier. 

La Transformada de Fourier directa y su inversa establecen una relación uno a uno entre 
una señal x(t) en el dominio del tiempo t, y su espectro X(w) en el dominio de la fre 
cuencia w. Estos dominios constituyen dos alternativas para analizar una serial, y aunque 
la Transformada de Fourier establece la relación entre un dominio y el otro , no permite 
por sí sola la combinación de ambos. Se asume que el lector tiene conocimientos previos 
acerca de la teoría de sistemas lineales y de la transformada de Fourier tanto en el dominio 
de las señales continuas como en el de las señales discretas, por lo que en esta sección sólo 
se incluye información necesaria para poder desarrollar los temas subsecuentes. 



2.2,1 Análisis de Fourier Continuo 

La Transformada de Fourier de una función x(t) y su inversa se definen por las siguientes 
relaciones [P0U94]: 

F {x(t)} = X(w) 

x(t) 	t dt 

{X(w)} = xet) 

= 	1 	X (w) ti° dw 
1 	c° 

2/r 

No todas las funciones tienen una transformada y su existencia se determina bajo ciertas 
condiciones, por ejemplo, que su integral sea finita: 

f: lx(t)Idt < oo 

Una condición suficiente y menos restrictiva es que tenga energía finita: 

Ix(t)j 2dt < oo 
-03 

Si se cumplen las condiciones necesarias, x(t) puede transformarse. Existen algunas fun-
ciones que no tienen una transformada de Fourier en un sentido estricto ya que no cumplen 
con alguna de las condiciones para que exista su transformada, pero en muchos casos, aun 
es posible deducirla bajo ciertas consideraciones pertenecientes a un conjunto conocido 
como funciones generalizadas [P0U94]. 

Como toda transformación matemática, la transformada de Fourier tiene varias 
propiedades, como son la de linealidad, corrimiento en frecuencia, corrimiento en tiempo, 
etc., ver por ejemplo [BRA.78], [RAI375), [0PP75]. Existen dos características que deben 
mencionarse: la transformada de una señal con longitud finita será una función contínua 
con un rango de frecuencias muy amplio; y el espectro de una señal real es complejo. 

Como el espectro en frecuencia X(w) es complejo, no es conveniente trabajar con este tipo 
de datos ya que la mayoría de las aplicaciones utilizan generalmente valores reales para 
caracterizar el comportamiento frecuencial de la serial. Una solución es utilizar IX (w)I2  
que representa la energía de la señal. 

El postulado de Parseval sobre la conservación de la energía se expresa de la siguiente 
forma [P0U94] 

y nos indica que la energía en el dominio del tiempo es igual a la energía en el dominio de 

1 

r 
f lx(t)12  dt = — IX(w)I2  dw 

2t 



la frecuencia. Por esta razón, ¡X(w)I2  es llamada frecuentemente el espectro de potencia 
de la señal 2:(1). La potencia espectral indica cuanta energía está presente en la frecuencia 
w durante todo el periodo de tiempo. 

2.2.2 El teorema del muestreo 

Antes de establecer las condiciones y el algoritmo de la transformada de Fourier para 
señales discretas es conveniente recordar algunas cosas referentes al muestreo de las 
señales.El teorema de muestreo nos dice que para poder reconstruir una señal sin dis-
torsiones por medio de sus muestras, la tasa (le muestreo (conocida como tasa de Nyquist) 
debe ser [POU94]: 

h 	2/mar 

donde fs  es la frecuencia de muestreo y Ana., la frecuencia máxima contenida en la señal 
x(t). Si esta frecuencia fuera menor, existirá una superposición o traslape entre los espec 
tros, fenómeno conocido como aliasing. Aunque puede ser visto como un problema, este 
fenómeno es ventajoso en algunos casos. Una, manera de evitarlo es utilizando la serial 
ajialítica (consultar el Apéndice A). 

Existe un teorema muy parecido, que es el teorema del muestreo en frecuencia, en la que 
en vez de utilizar una señal limitada en banda, se considera una función real limitada 
en tiempo. Esto indica que una señal s(t) es cero para un Itj > To. Si se muestrea en 
el dominio de la frecuencia, en vez de hacerlo en el dominio del tiempo, a intervalos de 
frecuencia de F < 	se obtendrá una señal periódica sin traslape de frecuencias, en caso 
(le que la frecuencia sea menor, se presentará el fenómeno de aliasing en el tiempo [POU94]. 

2.2,3 Fourier Discreto 

Para generar un estimador del espectro a partir de una señal muestreada se utiliza el par 
de transfomadas que define a la Transformada de Fourier Discreta directa y su inversa, 
Para una secuencia x[n] en tiempo discreto de longitud N puntos y su espectro X[k] con 
longitud N puntos se tiene [P0U94]: 

N-1 
X[k] = 	E x[n]e.:)44—" 

rt=0 

N —1 
x[n] = -- E X[Ic]e L*2  

k=o 

Al igual que para la Transformada de Fourier Contínua, existen propiedades para la Trans-
formada de Fourier Discreta, [BRA78], [OPP75], [RAB75], [POU94]. Una característica 
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que debe mencionarse es que el espectro que se obtiene es periódico y simétrico, ya que 
hn 

las funciones e 
-) 

w 
27r  

ye
arkn 

 son periódicas, con lo que se concluye que la transformada 
discreta es periódica. 

Si se implementan las ecuaciones 2.1 y 2.2, el número de operaciones a efectuar son N2  
multiplicaciones complejas y N2  — N sumas complejas, por lo que el tiempo de cálculo es 
ineficiente. Afortunadamente, se desarrolló un algoritmo rápido y más eficiente en cuestión 
de tiempo de cálculo, conocido corno el algoritmo de Transformada de Fourier Rápida o 
FFT. 

La FFT es un algortimo que reduce el número de multiplicaciones y sumas requeridas 
para determinar los coeficientes de la Transformada de Fourier Discreta. Existen varios 
tipos de algoritmos de FFT. Su estructura de cálculo es semejante, y lo único en que se 
diferencian es en el tamaño de cada una de las transformadas que se van calculando. Si el 
número de puntos N lo expresamos como la potencia de un número r, en donde r es un 
número primo, entonces N = 	Este número r indica el tamaño de las transformadas y 
se le conoce con el nombre de radix, La FFT más utilizada es la FFT radix-2, por lo que 
N en este caso, tendrá que ser una potencia de dos. 

Este algoritmo consiste en fraccionar (decimar en tiempo) el número de transformadas que 
se van a calcular, reduciendo con esto el número de datos que se calculan en cada trans-
formada. Esta división del proceso se continua hasta que el.número de transformadas que 
quede por calcularse sea solo una. El único inconveniente con este algoritmo es verificar 
el orden en que quedan las muestras, porque no existe correspondencia entre el orden en 
que se procesan las muestras y el orden resultante. En cuanto al número de operaciones 
se reduce a 2 log2N multiplicaciones y N log2 N sumas complejas, (KAY88]. 

2.3 Función de Autocorrelación 

La correlación es una operación matemática muy parecida a la convolucrón, y con ella se 
puede examinar qué tan parecidas son dos secuencias de datos. La función de intercor-
relación entre la señales x[k] e !Me] se define como [KAY88]: 

rx,[1] 	E x[k] y[k 	l] 	111 = 0, 1, 2, ... 
k=-co 

Para obtener la función de autocorrelación de la señal x[k] : 

rxx [1] 	x[1] = E x[k] x[k 	1] 111 = 0,1,2,... 
k=-co 

En el caso de que x[k] 6 y[k] sean señales no determinísticas se utiliza cualquiera de los 
siguientes estimadores [ALC92], [KAY88]: 



r`"' 

• Estimador no sesgado de la función de autocorrelación: 

r x[1] = v  ,,, 	E E {x[1,1 x[k 11 	111 = 0,1,2,—, N — 1 
k=o 

• Estimador sesgado de la función de autocorrelación: 

= 
N 
- E E {x[k) x[k 1)} 	111 = 0,1, 2, ..., N — 1 

k=0 

Para algunas aplicaciones es interesante trabajar con correlaciones normalizadas para la 
cual se utilizará la siguiente notación: 

r,[1] 
Pr[11 = rx[0] 

(2.3) 

2.4 Sistemas y Modelos Paramétricos 

En la sección anterior se estableció que una forma de obtener el contenido espectral de una 
señal es a través de la Transformada de Fourier. Sin embargo, como se observa a través 
de este documento, no es la filo, forma de obtenerlo. Otra técnica muy utilizada es el 
modelado paramétrico. Los parárnetros del modelo se obtienen con ayuda de la función de 
autocorrelación de la señal que se va a parametrizar. Este método consiste en escoger un 
modelo apropiado para el fenómeno en cuestión, estimar los parámetros de este modelo y 
sustituir los valores estimados en la ecuación que define a dicho modelo. Existen tres mo-
delos: el Modelo Autorregresivo (AR) , el Modelo de Promedio Móvil (Moving Average o 
MA) y una cornbinación de ambos, el Modelo Autorregresivo de Promedio Móvil (ARMA). 
El más sencillo es el modelo AR, en el cual para obtener sus parámetros, se debe resolver 
un conjunto de ecuaciones lineales, mientras que las soluciones para los modelos MA y 
ARMA se obtienen a partir de la resolución de un conjunto de ecuaciones no lineales. Es 
importante mencionar que dependiendo del tipo de señal que se va a modelizar es el tipo 
de modelo que se debe de utilizar. El modelo AR está indicado para señales con muchos 
picos, pero no se deben utilizar para señales con abundancia de valles. Es recomendable 
utilizar el modelo MA para señales con valles muy profundos y finalmente, los ARMA se 
desempeñan bien en ambas direcciones [KAYS8j. 

Una serial o un sistema lineal cuyas variables de entrada sean variables aleatorias e inde-
pendientes se puede representar en su forma mas general por su ecuación en diferencias: 

E 	— i) 	E 6,,x[k 
i=0 	 m=0 

en donde los coeficientes al y 6,, son los coeficientes que definen al sistema. Este es el 
modelo general conocido como modelo ARMA o modelo autorregresivo de promedio móvil. 
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2.5 Estimación de Parámetros de un Sistema 

Sea y[k] una señal discreta la cual puede ser caracterizada por la siguiente ecuación en 
diferencias: 

y[k] = — E aiy[k i] 	[k] 

donde x[k] puede ser tina señal determinística o aleatoria. 

Se plantea el problema de predecir a la señal 30] en términos de un conjunto de muestras 
pasadas de la misma, e.g. y[k — 1], y[k — 21, 	!Ale p], para lo cual podemos definir al 
predictor de y[k] como sigue, [ALC921: 

y[k] 	— t a; y[k — i] 

Para evaluar la calidad del estimador, se introduce el siguiente error de predicción 

y sustituyendo 2.4 en Z5: 

11,[k] = y[k] E ai y[k— ij = y[k] 	Ypík — 
i= 

en donde: 

[ah a2, 	,op ]  

y[k, 	1],  y[k —2], y[k — 

Existen varios tipos de criterios para optimizar, en este caso minimizar, el error de 
predicción establecido con respecto a los paráinetros del modelo, entre los más utiliza 
dos se encuentran el del error cuadrático promedio y el de los mínimos cuadrados. 

• Criterio del Error Cuadrático Promedio 

Jmae = E {42(kj} 

Este criterio para el caso complejo o vectorial se escribe como: 

Jmae' = E {ef[k]ellkl} 

en donde la notación indica el complejo conjugado transpuesto. 

Cuando p = O, se tiene la ecuación de un modelo de promedio móvil (MA). Si q = O se ob-
tiene la ecuación de un modelo AR. Nos concentraremos exclusivamente en el modelo Alt. 



(2,10) Ase = 
k 

E el,[ilef:[i] 
i=0 

La utilización de un criterio u otro dependerá del conocimiento del problema a resolver y 
de los resultados esperados. A continuación, se presenta una descripción de los algoritmos 
basados en cada uno de los criterios mencionados, 

2.6 Algoritmos de Estimación de Parámetros Basados en 
el Error Cuadrático Promedio 

Para estimar los parámetros del predictor establecido derivamos el criterio del error 
cuadrático promedio, 2.9, con respecto a los parámetros buscados e igualándo a cero, 
se pueden encontrar fácihnente los parámetros del predictor pie hacen mínimo el criterio. 

dJm.ge 
dAp 	d 
	 — d  E { [ y[k] + Ap Yp[k  1 I [y[k] + AT, Y p[k 11].} 

a 
id  E {y2[k] + 2 Ap Yp[k 1] 01+ Ap Yp[k 1] Yp[k — 11 Ap 

d 
—L 

p 
 E {y2[11} + 2 1- E { ikP   Yp[k. —11 y[k)} 

• E {Al Yp[k — 11 Yl[k — 11 Ap} + A
P  

En el desarrollo anterior consideramos que tanto los parámetros como la señal son reales 
y para derivarla utilizamos las siguientes expresiones, [KAY88]: 

Af (x,x) 
dM(x,x) 

dx 

y dado que el producto Yp[k — 1] Y [k 
nemos: 

1] Implica una matriz simétrica entonces °bto.. 

Umse = 2 E (Yp[k — 1] y[k] } + 2E {Yp[k — 1] Y [k — l ] } Ap dAP  

e igualando a cero se tiene: 

2 E {Y p[k 1] y[k]} = — 2E {Yp[k — 1] Yp[k -- 11} Ap 	(2.11) 

Analizando la ecuación anterior observamos que tanto los elementos de E {Yp[k 1] y[k]} 

• Criterio de los Mínimos Cuadrados 

Siguiendo la misma notación para el caso complejo o vectorial, este criterio se define 
como: 



como de E {Y p[k - 1] Yl[k - 11} son puntos (le la función de autocorrelación de la señal 
y[k] estacionaria, con lo que finalmente podemos escribir : 

R p[k - l]Ap  = - rp[k] 	 (2.12) 

donde : 
r'11,[11 = 	[ ry[11 ry(21 • • • ry[p -1] ry(P11 

ry[0] ry[1] ry[2] • • • r y[p - 2] 

r9[11 ry  [O] r y[1] r y[p - 31 
ry[2] ry[1] ry[0] • • • r y[p - 4] 

. 

r y[p - 2] 

, 

ry[p - 3] ry[p -- 4] 	• • • ry[01 
r y[p - 1] ry[p -- 2] ry[p - 3] 	• • • ry[1] 

(2.13) 

r y[p - 1] 

ry[p  - 2] 
ry[p - 3] 

r y [1] 
ry[0] 

Es importante mencionar que la matriz Rp[k -11es una matriz Toeplitz, simétrica y cuyos 
elementos diagonales y subdiagonales son los mismos. A la expresión 2.12 se le conoce con 
el nombre de ecuaciones de Yule-Walker, y para encontrar la solución para Ap  se necesita 
invertir la matriz Rp[k - 1] , obteniéndose: 

Ap 	- Rp l[k - iirp[k] 

Algoritmo de Levinson-Durbin 

Una forma eficiente de resolver la ecuación 2,12 es utilizando el Algoritmo de Levinson 
Durbin [PR088], con el que se reduce el número de operaciones necesarias para la inversión 
de una matriz por métodos tradicionales de N3  a solamente N2  operaciones. Esta re-
ducción se logra gracias a la estructura Toeplitz de la matriz de autocorrelación R-l[k-1], 
La idea del algoritmo de Levinson-Durbin es simple. Se toman las ecuaciones (le Yute 
Walker al orden p + 1 

Rp+i[k - 1]ApP ++1 = 	r p+i[k] 

en donde AP+1  es un vector de dimensión p+ 1 que contiene los parámetros al orden p + 1, p+i 
y Rp.f.i[k - 1] también es una matriz Toeplitz de dimensión p+ 1 que tiene la siguiente 
estructura particionada: 

R 4. 1.[k - 1 Rp[k - 1] r•p[k] 
II [k] 	ry[0] 

  

111,[k] 	( r y[p] ry[p - 1] • • • ry[2] ry[1] ] 

Podemos constatar que la matriz Rp[k -1] está incluida dentro de la matriz Rp4.1[k -1]. La 
solución del problema de estimación al orden p +1, 2.17, utilizando la matriz particionada 
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nos lleva al siguiente conjunto de ecuaciones: 

R p[k — 11 ip[ki 1 Ar1 
[k] 	r y[01 .1 l  aPpl: I 

y resolviendo obtenemos: 

donde cip  y Ñp  están dados por: 

= 	aP Y  
p 

J 
j=0 

= E alpy[ii 
j=0 

= — 

kP 	P  P 

— ;4flp  

+ 1 — j] 

rp[k] 
ry[P + 11 (2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

(2.22) 

(2.23) 

AP +1  = AP P 	P 

k p 	(Lp+11  = 

Se estableció que al = 1 para cualquier dimensión p. La ecuación 2.20 permite resolver el 
p sistema para Ap  a partir de App . k p  son los coeficientes de reflexión al orden p. De 2.23 

se puede demostrar la siguiente recursión para el cálculo de ¡3p 

Pp+1  = fip 	kp  py[p — 11 	 (2.24) 

2.6.2 Algoritmo de Leroux-Gueguen 

Un método alternativo para el cálculo de los coeficientes k p  del algoritmo de Levinson-
Durbin es el algoritmo de Leroux-Gueguen [ALC921, [LE 761. Se basa en el cálculo de la 
intercorrelación entre el error e[k] y la señal y[k — 

	

= E {e(,[kjy[k — 11} 	 (2.25) 

lteescribiendo 2.6 con ao 	: 

el[k] = E ailk — 
i=o 

(2.26) 

y sustituyéndola en 2.25: 

re y[1] = E {E a is? y[k — 11 y[k  —11 
i=0 

E al E ly[k — y[le — 11} 
i=o 
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y como E {y[k — i] y[k 1]} es la autocorrelación de y[l — ; 

	

.y[1] = E 	r p[l — 

	

i=o 
	 (2.27) 

Al igual que con el algoritmo de Levinson Durbin, se pueden trabajar con correlaciones 
normalizadas, que en este caso quedan definidas corno: 

á rcy[l ] P1[1] = ry 
[0] 

Observando por un lado la ecuación 2.21 para el cálculo de kp expresando los términos 
a p  y 	en función de las autocorrelaciones normalizadas, 2.22 y 2.23, y por otro lado, 
evaluando picll] en p+ 1 y en O obtenemos: 

ap 	+ 11 	 (2.28) 

Es posible encontrar una recursión para el cálculo de los parámetros p [I], para esto pode-
mos escribir pl[1] al orden p + 1: 

p+1 
= E 1+1  Pyíl — 1 i== 0 

= 	Pp[1] + E af+1  PU[! 	+ PptiPy[i p+ 1] 
i=1 

Sustituyendo el valor de ag." = 1 y las ecuaciones 2.20 y 2.21 en la expresión anterior; 

Pie)+1[I] 	PP [1]  + E [aii 	kPal +1—i] Py[l -- 	+ kpPy[i 	— 

= 	P P [1] + E a)?  P P[i 	kP E 4+1—, Pp[i — + kppy[i+P 
i=t  

p 	 p+1 
ap 	] + kp E p+i—iPp[i—i ] 

i.0 	 i=1 

efectuando un cambio de índice: j=p+1—i, entonces: 

o 
p1,41[1] = p1[1] + k p  E al} py[l —'p — 1+ 

=P 

y coma Pp[i — — 1 + j] = py[p + 1 — 1 — j]: 

Pr1 [1] = 	+ kP E al PY[P + 1 
	

- j] 
	

(2.29) 

kp = 
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El último término de la ecuación 2,29 se puede expresar también en términos de 1111 con 
lo que finalmente obtenemos: 

Fel [1 ] = PI[I] + kp PIEP + 1  —1] 	 (2.30) 

Con las ecuaciones 2.28 y 2.30 tenemos un algoritmo para el cálculo recursivo en orden 
de los coeficientes de reflexión sin necesidad de pasar por el cálculo (le los coeficientes de 
predicción, Con esto finalizanios el análisis de los algoritmos de estimación halados en el 
error cuadrático medio, Pasamos entonces al desarrollo de los los algoritmos de estimación 
para los mínimos cuadrados, 

2.7 Algoritmos de Estimación Basados en los Mínimos 
Cuadrados 

Se puede reescribir la ecuación 2,10 de la siguiente forma: 

k 

	

,11„[k] = 	k 
'PLV-P 

i=0 

E Ak-i {y[i] Ailkyp[i — 1]} {y[i] 	— 1JAp(k1} 
i=0 

	

= 	ry[0] + 2Al[k]r71,[k] 	AIRp[k — I]Al[k] 

donde: 

k 

rv[0] 
	

E A 
	

[i] 
i=0 

R p[k —1] º E Ak {Ypfi — lyp  [i 
i=o 

A  k 
1:1 4[k] 	E ypEi - ny[i] 

En la ecuación 2.31 se introdujo la constante A la cual se conoce con el nombre de factor 
(le olvido, Esta constante pondera las muestras de la señal, y actúa como una ventana 
exponencial, Por ejemplo, el factor que se le aplica a las muestras más distantes con res 
pecto al instante k es menor al que se le aplica a las muestras mas recientes, con lo que se 
puede decir que "olvida" en un cierto factor las muestras pasadas. La introducción de este 
parámetro es útil si se desea seguir las pequeñas variaciones que ocurren en los parámetros 
conforme transcurre el tiempo. El valor de la constante fluctúa entre O < A < 1 y si A 1 
obtendremos la expresión original del criterio. Se muestra en [ALC86] que el algoritmo 
trabaja mejor en la mayoría de los casos si el rango de A se restringe entre 0,98 < A < 1. 

Siguiendo un desarrollo parecido al de la optimización del predictor "forward" en base al 
error cuadrático promedio, se puede demostrar que la solución para los mínimos cuadrados 
está dada por: 
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R p[k - :11A p[k] = - rt;(k] (2.37) 

Es importante mencionar que los parámetros Ap[k] no son los mismos que los (le la 
ecuación 2.15 ya que los criterios que se están minimizando son diferentes. 

2.7.1 Algoritmo Clásico de los Mínimos Cuadrados Recursivo 

Este algoritmo tiene la misma finalidad que el algoritmo de Levinson-Durbin (c.f, 2.6,1) 
que es el calcular los coeficientes que modelan a un sistema del tipo ARMA. La única 
diferencia es que el cálculo de estos coeficientes se hace por muestra, es decir, se crea un 
juego de parámetros por cada muestra de la señal [ALC861, mientras que la recursividad 
(le Levinson es en orden y no en tiempo. Para desarrollar este algoritmo, se puede verificar 
fácilmente que la matriz Rp[k) y el vector rfI)  [k] se pueden calcular en forma recursiva a 
través de las siguientes ecuaciones: 

Rp[k) = )Rp[k -11 + Y p[k 11Yrrr,[k 

rfp[k] = Ar fp[k - 11+ Y p[k - 1)y(k) 

Ahora sustituyendo la expresión 2.39 en 237 y agregando en ambos lados de la igualdad 
Yp[k - ljYPTEk - 11A,P  [k - 1] se puede demostrar fácilmente la siguiente expresión: 

Ap[k) = Ap[k 1] kp[k - 1jel,[k] 	 (2.40) 

en donde kp[k] es conocida como la ganancia de Kalman y elf,[k) es el error de predicción 
directa a priori y están definidas como: 

kp[k] 	Ri, 1 [k]Y p[k] 

el [k] 	y[kj + Al [k IlYp[k - 1 

Se observa que para obtener la ganancia de Kahnan es necesario calcular la inversa de la, 
matriz Rp[k]. Utilizando el lernma de inversión matricial [KAY88] se llega a la siguiente 
expresión para R-l[kj: 

R7,1 [11 = A-1  Rít[k - 

wp[k] = 	
1 	

- lrlp[k] 

7P[k] 	1 - YpTlikiwp[k] 

Postmultiplicando ambos miembros de la expresión 2.43 por -Y (1.) se puede demostrar 
la siguiente relación: 
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Tabla 1.1 

Algoritmo Clásico de los Mínimos Cuadrados Recursivo 

Condiciones iniciales 

Para el instante k 1 

R; 1 [k - 1] = 6-1 1,6 > O, Yp[k - = A [k - 1]rz-- O 

Ecuación 

eif,[k] = y[k] 	- 11Yp[k - 11 

Ap[k] = Ap[k - 1] kp[k 

wp[k] = - 	Ri7 1 [k - l]Yp[k - 1] 

7P[k] = (1- YrT [k]wp[k])-1  

17it[k] = A-1 	- 11- w p[k]wl[khip[k] 

= - Ri;i[k]Y p[k] = wp[k17 [k] 

Algoritmo Rápido de los Mínimos Cuadrados Recursivo 

A este algoritmo también se le conoce como el algoritmo de Kalman Rápido [ALC86], y 
reduce el número de operaciones aritméticas que se efectúan en el algoritmo de los mínimos 
cuadrados clásico recursivo, del orden de p2  al orden de p operaciones. Este algoritmo se 
ayuda de un predictor regresivo (" backward" ) del tipo: 

9[14 p] = - 	biy[k p 	1 
i=l 

Si se sigue un procedimiento semejante al predictor "forward ", también podemos definir 

un error de predicción " backward ", ebp[kl: 

e[k] = y[k - pi + Hl[k] Y [k] 

BT,[k] 

18 

kp[k] 

Finalmente el algoritmo clásico de los mínimos cuadrados recursivo se calcula corno se 
indica en la tabla 1.1. En el organigrama el valor de .5 debe ser un valor pequeño. 



y el vector YI[k] es el mismo que el de la predicción "forward" pero al instante k: 

	

Ylíki = 	,il[le — 	11] 

En este caso el criterio de los mínimos cuadrados a minimizar está dado por: 

k 

JIse = 	eltilebplil 
i=0 

y cuya solución es de la forma: 

	

13 p 	= —nt[k) [k) 

donde: 

E 	p) 	 (2,52) 
i=o 

y Rp[k] es la misma que la de la predicción "forward" pero al instante k 

Rp[k] = 	{y„[iin[ii} 	 (2.53) 
i=o 

Aqui, también el vector rh[k] se puede calcular recursivamente: 

rtp)(k) 	Artp)(k — 1] + Y p[k]y[k — p) 	 (2,54) 

Con las ecuaciones 2.54 y 2.53 en 2.51 se puede demostrar fácilmente que el predictor se 
puede calcular de manera recursiva: 

B [k] = Bp[k 1]+ kp[k] 	 (2.55) 

en donde kp[k] es la misma ganancia de Kalman del predictor "forward" pero al instante 
k y: 

ep(k) º yEk — + 	liY [le) 	 (2.56) 

4(k) y 4 son respectivamente los errores "backward" a posteriori y a priori. 

La idea del algoritmo rápido se basa en la estructura particionada, de la matriz de coya-
rianza, la cual al orden p + 1 está dada por: 

ry[01 	rfTflej 	Rp(ki rij[k] 1 
R i[kj = 	f 	P 	 (2,57) 

r p[le] Rp[k 1) = rr[lej ry[p] 

19 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 



donde ry[0] es la misma de la ecuación 2.34 y ry[p] está definida por: 

k 

ry[p] =
E k- i y2[i 

=0 

Si ahora escribimos la ganancia de Kalman al orden p + 1: 

kp+i[k] 	— /4741.1[kNp+i[le] 

donde Yp.f.i[k] se puede escribir como: 

Y11;+1[ki = [y[k] Yrifik — 11] = [Yl[k] y[k — p]] 

y aplicando el lemma de inversión particionada a Rp-4.1[k] particionada, kp+i[k] se expresa 
bajo las siguientes ecuaciones [ALC86], [KAY88]: 

1 	 ni, kp+11.1 7.71 

	

	 A  [II 
111) 

1, 	O 

 

pf[k]en[k] 	(2.61) 

[Melle] 	 (2.62) kp+i[k] = I kP[k] 1 	Bp[ 
j 

k] I _ 

donde af y abp  son las energías residuales de los predictores "forward" 	"backwards" P  
respectivamente y están dadas por [ALC86], [PR088]: 

al[k] 4[0] rEpT[k]Ap[k] 
	

(2.63) 

al[k] ry[p] rIT[le]l3p[k] 
	

(2.64) 

o bien recursivamente, con la ayuda de 2.39, 2.40, 2.54 y 2,55 y las versiones recursivas de 
r [O] y ry[p] 

af,[k] = 	— 1] + el[k]eIT[k] 

al[k] = A alk 11-1- 

observando que la ganancia kp+iVel se puede particionar de la siguiente manera: 

kp  i[k] 	
{ M4 [] 

(2.65) 

(2,66). 

(2.67) 

 

en donde de 2,62 : 

  

(2.58) 

(2.59) 

(2.60) 

p[k] 

M [k] 

ebp[k] 
oil,[1c) 

kp[k] Bp[k]µ[k] 

(2.68) 

(2.69) 
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Sustituyendo en 2.69 la ecuación 2.55 y despejando kp[k] : 

kp[k] = [Mp[k) - Bp[k - 11p[k]] [1 + elk]ít[k]]-1 
	

(2.70) 

Finalmente el algoritmo rápido recursivo se resume en la tabla 1.2 ; 

Tabla 1.2 

Algoritmo Rápido (le los Mínimos Cuadrados 

Condiciones iniciales 

Para el instante k - 1 : 

al[k - 1] = b > O 

Yp[k - 1] = Ap[k - 1] = Bp[k - 	= kp[k - 	= O 

Ecuación 

el [k] _ y[k] + Al [k - 1]Y p[k - 1] 2.42 

Ap[k] = Ap[k - 1] + lcp[k - l]el[k] 2.40 

el [k] = y[k] + Ap[k]Yp[k - 1] 2.6 

ai[k] = A ctl[k - 1] + el[k]el[k] 2.65 

k 	_ rki 	,....... 
P+1L j 

{ 	O 	l - 
kp[k - 1] 

í 	/ 	1 
Ap[k] 

ct _feirki 	._ 
P 	Pi j 	- 

Mp[k]

J Ii[k] 
2.61 

e p[k] :.-.-- y[k - p] + Bilik - 11Y p[k] 2.56 

kp[k] = 	[Mp[k] - Bp[k - l]p[k]] [1 + 	[k]p[k]l 	1  2.70 

Bp[k] = Bp[k - 1] + k [Melle] 2.55 

En este caso el valor inicial de al [k], el valor de delta, debe ser positivo y. pequeño. 



1. 

2.8 Densidad Espectral de Potencia 

Una de las aplicaciones de los métodos paramétricos es la estimación de la densidad es-
pectral (le potencia (o psd por sus siglas en inglés) de una señal. Para ilustrar esto, si 
evaluamos la respuesta en frecuencia de un sistema lineal e invariante en el tiempo carac-
terizado por su ecuación en diferencias y como entrada una señal aleatoria, podremos 
establecer la psd de la señal en términos (le los parámetros del sistema, los cuales, para 
un modelo todo polo, se calculan con los algoritmos antes descritos. 

Retomanado la representación del sistema lineal e invariante en el tiempo caracterizado 
por su ecuación en diferencias: 

E a ny[k, — nj = E irm x k — rn 
n.o 

y aplicándole la transformada Z nos queda: 

•t 

Y(z) E anZ 
X(z) E bm z —rn 

ni=o 

Obteniendo su función de transferencia: 

S(z) 
Y(z) _ 	 
X (z) 	E n=e anz— n 

Evaluando para z = ef,u y obteniendo su módulo: 

= az  (EL° bacos wn )2  (EL° basen wn )2  
(El.°  ancos wn )2  + (E1,...o an ,sen wn )2  

En esta última ecuación se observa que obtener la psd de la señal es equivalente "a dividir 
el módulo de la transformada de Fourier de los coeficientes bn, entre el módulo de la 
transformada de Fourier de los coeficientes ara. Para el caso concreto de un modelo o 
sistema autorregresivo (AR) la ecuación 2.71 se convierte en: 

I s(w)I (2.71) 

1 	)1 

 

(2.72) 
(EL:o ancos wn )2  + (El=o ansen wn )2  
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2,9 Conclusiones 

Dentro de los métodos tradicionales para el análisis de señales se pueden utilizar los dos 
enfoques planteados en este capítulo: Uno de ellos consiste en obtener el espectro com-
pleto (le la señal a analizar por medio de la transformada de Fourier. El otro método es 
a través de los métodos paramétricos. Existen varias formas de efectuar este análisis: La 
primera es calcular los parámetros o coeficientes que modelan a toda la señal. La segunda 
es segmentar la señal en bloques y calcular los coeficientes para cada bloque. La tercera 
es aplicar un método adaptable en donde se calcula un juego de coeficientes por muestra. 
En los dos últimos casos, al graficar el espectro de la señal para cada juego de parámetros 
obtendremos una gráfica aproximada de la variación del espectro durante el tiempo. A 
este tipo de análisis ya se le puede considerar como un análisis tiempo-frecuencia de la 
señal, que es el tema a desarrollar en el siguiente capítulo. 



-J 

Capítulo 3 

Los Métodos Tiempo-Frecuencia 

3.1 Introducción 

El análisis Tiempo-Frecuencia no es nuevo, de hecho, su origen se remonta aproximada-
mente 50 años atrás [C011921. La idea fundamental de este análisis es entender y describir 
las situaciones en donde el contenido de la frecuencia cambia con el tiempo. De hecho, una 
de las primeras aplicaciones ha sido el análisis del contenido espectral de la voz [COE189) 
que tradicionalmente ha sido analizada a través de Fourier. En este capítulo introducimos 
la noción del análisis tiempo-frecuencia y algunos de los métodos que se están utilizando 
para este análisis. 

3.2 El Análisis Tiempo-Frecuencia 

La importancia del análisis de Fourier es que permite la descomposición de una señal en 
sus componentes de frecuencia individuales y además, establece la intensidad relativa de 
cada componente. Pero este espectro de energía no nos indica en que instante de tiempo 
ocurrieron esas frecuencias. Por ejemplo, si la señal a estudiar fuera una serial pura o 
suma de señales puras constantes, con la misma duración, durante todo el tiempo, basta 
con aplicar una transformada de Fourier para evaluar el contenido espectral, porque la 
señal no presenta ningún cambio, Pero, ¿que sucede si dichas señales ocurren a diferen-
tes instantes? Probablemente el espectro sea el mismo, pero no podemos saber en que 
instante se generó cada serial. Otro ejemplo es el análisis de señales que se consideran no 
estacionarias, como las de monitoreo sísmico, comunicaciones, radar o sonar, de las que 
no podemos efectuar un análisis completo utilizando simples técnicas de Fourier [C01192). 

Otro ejemplo mas: la motivación por el análisis de la voz humana, cuyo contenido fre-
cuencial cambia rápidamente y en una manera compleja. Esto tuvo como consecuencia 
el diseño en los arios 40 de métodos como el espectrograma y que aun sigue siendo una 
herramienta indispensable para el análisis de señales no estacionarias (COH89]. 

Un ejemplo no tan matemático se describe en [CLA80al, donde se hace una analogía entre 
la música y una función matemática. Al escribir una partitura musical, el compositor crea 
música en función de dos variables: tiempo y frecuencia. En dicha partitura se indica la 
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nota (frecuencia) y su intensidad y, a su vez, se indica también en que instante se debe de 
tocar y su duración. 

Estas son solo algunas de las razones por las que se introdujo el concepto de Representa-
ciones Tiempo-Frecuencia (también referenciadas como TFR por sus iniciales en inglés). 
Los métodos tiempo-frecuencia son una de las soluciones planteadas al problema de la 
representación de señales no estacionarias, y pueden considerarse como una extensión al 
análisis de Fourier clásico [130A91]. 

Desde los años 40, se han desarrollado métodos alternativos para el análisis tiempo-
frecuencia, La idea básica es desarrollar una distribución conjunta sitnultáneamente en 
tiempo y frecuencia, que describa la densidad de energía o intensidad (le la señal si-
multáneamente en el tiempo y frecuencia [C01189]. 

Las representaciones tiempo-frecuencia se pueden dividir en dos grupos. El primero 
contiene a métodos adaptables y evolutivos. Suponiendo que utilizamos un modelo 
pa,ramétrico, se pueden adoptar dos puntos de vista: uno de ellos es el adaptable, que 
utiliza un modelo estacionario con coeficientes constantes y que reajusta su estimación 
en cada instante, como los algoritmos adaptables del capítulo anterior. Dentro de este 
tipo de modelo, el tiempo está presente dentro del algoritmo de identificación, El método 
evolutivo, es un modelo explícitamente no estacionario, ya que los coeficientes dependen 
del tiempo y la variable tiempo está incluida dentro del modelo, ya que el algoritmo no 
necesariamente debe ser adaptable [BAS92], [FLA93]. 

El otro grupo se caracteriza por ser del tipo deslizante y conjunto. El tipo deslizante 
consiste en situarse dentro de una referencia de tiempo local deslizante con el instante 
de análisis, restringiendo el horizonte de observación a una duración corta y centrada en 
dicho instante, En estos métodos se considera un tipo de cuasi-estacionaridad, aunque 
también existen aproximaciones para señales no estacionarias. Todas las distribuciones 
que pertenecen a esta clase, se caracterizan por ser distribuciones de energía, en el sentido 
de que al integrarlos en el plano tiempo-frecuencia obtenemos la energía total de la señal 
analizada. Una de sus limitaciones es el seleccionar el tamaño del horizonte en tiempo 
corto. Los métodos conjuntos son los que no suponen ningún tipo de estacionaridad desde 
un principio [BAS92], (FLA93]. En este capítulo sólo nos dedicaremos al estudio de las 
representaciones tiempo-frecuencia deslizantes, 

3.3 Representaciones Tiempo-Frecuencia 

Tomaremos como punto inicial para nuestro análisis de las representaciones tiempo-
frecuencia (TFR's) a la Transformada de Fourier de Tiempo Corto ó STFT, para después 
introducir las TFR's en su forma general. 

3.3.1 La Transformada de Fourier de Tiempo Corto y el Espectrograrna 

Al obtener la Transformada de Fourier de una señal, podemos conocer cuales son sus 
componentes frecuenciales, sin embargo, no se muestra explícitamente la localización en 
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(3.2) 

(3.4) 

el tiempo de dichas componentes. Una forma de lograr este efecto es aplicar una ventana, 
h(t), a la señal x(t) en el instante deseado, r, (C011921: 

+00 
X sTFT(.f) = 	x(t)h(t - r)e-i21r-Rdt 	 (3.1) 

-00 

que no es otra cosa mas que la Transformada de Fourier de la señal x(1) multiplicada por 
una ventana centrada en r. Es evidente que el resultado será una cantidad compleja y 
estará influenciado por el tipo de ventana aplicada. Por el momento sólo podemos saber 
el contenido frecuencial de la señal x(t) para un tiempo específico. Si queremos seguir el 
comportamiento de la señal a cada instante, y haciendo un cambio de notación, en donde 
será el tiempo de interés donde se centra la ventana, y r representa el tiempo, la ecuación 
3.1 se modifica de la siguiente forma [COH921, EBAS921: 

ST Ft(t, f) = 	x(r)h(r - t)e-i21irdr 
-00 

y obteniendo su espectro de potencia tenemos: 

+co 
x(r)h(r t)e-92"Irdr 

-00 
A esta ecuación ( 3.3 ) se le conoce con el nombre de Espectrograma. 

El espectrogratna es el prototipo de una distribución tiempo-frecuencia. Pero aunque es 
muy poderosa en algunos aspectos, tiene algunas dificultades. Una de ellas es la corres-
pondiente a la elección de la ventana, ya que tal vez para una señal en particular un 
tipo de ventana específica trabaja muy bien, mientras que para otra no, y al existir una 
combinación de ambos tipos de señales probablemente esta herramienta no sea óptima. El 
otro problema surge en el momento de querer mejorar la resolución tanto en tiempo como 
en frecuencia, Por ejemplo, si se le aplica una ventana de corta duración, tendremos baja 
resolución frecuencial, consecuencia de la relación tiempo-ancho de banda (Principio de 
Incertidumbre). Por el contrario, si se desea una buena resolución frecuencial, la ventana 
en tiempo debe ser larga, con lo que se pierde resolución temporal [COH921, [HLA92). 

La cantidad S Pr(t, f) es la representación conjunta de dos cantidades, tiempo y frecuencia 
respectivamente. Este tipo de distribución nos indica la fracción de la energía total en 
el tiempo t y la frecuencia f . Si nosotros sumarnos todos los componentes de energía 
de las diferentes celdas tiempo-frecuencia, se obtendrá la energía total de la distribución 
EC0119211 

Entonces, con una representación tiempo-frecuencia energética para una señal x(t), repre-
sentada por T F&(t, f), se busca combinar el concepto de la potencia instantánea de la 
serial Me) 	lx(t)12, y la densidad espectral de energía Mf) = IX(f)12. Idealmente, 
esta interpretación se expresa a través de las propiedades marginales [C011921. 

S P,(t, f) -= 
2 

r S P (t f)dtdf - E x - 
-00 
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3,33 Marginales de una Distribución Tiempo-Frecuencia 

Una Distribución Tiempo-Frecuencia ideal debe poder manipularse como una función de 
densidad de probabilidad conjunta. Para ejemplificar el comportamiento de una función 
probabilística de este tipo, supongamos que se tiene la distribución de peso (le una 
población. Supongamos también que se cuenta con la distribución de la estatura de las 
personas de la misma población, Ambas nos proveen toda la información acerca del peso 
y estatura, pero por separado. Por ejemplo, si una persona con una estatura determinada 
quiere saber si está dentro de su peso, tendría que consultar la distribución del peso, pero 
estaría comparando su peso con el peso promedio de personas de diferente estatura. Lo 
correcto sería comparar su peso con el de las personas que tienen su misma estatura. Pero 
no se puede obtener esa información a partir de las distribuciones individuales, por lo que 
se tiene que construir una función conjunta que incluya a las dos funciones anteriores. Con 
esta distribución sí se puede saber cual es el peso promedio de las personas con una misma 
estatura, como también cual es el total de personas que componen la población, para lo 
cual se hace la suma de todas las personas que componen cada celda que indica cual es su 
altura y su peso [C01192]. 

Se puede hacer una analogía con una distribución tiempo-frecuencia. Si por ejemplo 
queremos saber cual es la energía total de la señal, solamente tendríamos que sumar 
la cantidad de energía existente en cada celda tiempo-frecuencia, o lo que es lo mismo 
[C0H92]: 

TFR (t, f)dtdf = E,„ 
r 
	 (3,5) 

Otra información que podemos obtener de dicha distribución probabilística conjunta para 
el peso y estatura, es el número de personas con una misma estatura, Basta con sumar 
el número de personas con diferente peso pero con una misma estatura, Análogamente, si 
para un tiempo dado se suma la energía existente en las diferentes frecuencias se tendrá la 
energía en el tiempo t. A esta cantidad se le conoce con el nombre de marginal temporal 
y se calcula como [C0H921: 

	

TFR,(t, f)df ;= Ix(t)12 	 (3.6) 

Asimismo, si para una frecuencia dada, se suma la energía existente para los diferentes 
valores de t se obtiene la energía de la frecuencia f, también conocida como marginal 
frecuencial [C0H921: 	

j+°°  TFRx(t, f)dt = iX(f)I 	 (3.7) 

Es por esta semejanza en el comportamiento con las distribuciones probabilísticas que 
a las TFR's también se les conozca como distribuciones tiempo-frecuencia, aunque cabe 
mencionar el concepto de marginal no es el más adecuado para las marginales temporal y 
frecuencial, ya que éstas pueden tomar valores negativos en algunos casos [C011921. 
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3,3,3 Principio de Incertidumbre 

Antes de iniciar con una explicación acerca de los tipos de TFR's, es necesario establecer 
el significado del principio de incertidumbre, una relación de importancia para entender 
el comportamiento de las TFR's. El principio (le incertidumbre se escribe corno [FLA93]: 

átá w > 1 
4,r 

donde át y t.w representan la duración y el ancho de banda de la señal respectivamente. 
La ecuación 3.8 expresa el ya conocido principio matemático que establece que a una 
señal temporal de corta duración le corresponde un espectro frecuencial ancho, y a su 
vez, una señal temporal con mayor duración tiene un espectro estrecho, y ambos, tanto 
la señal temporal como el espectro frecuencial no pueden ser arbitrariamente pequeños 
simultáneamente [C01189], [FLA93]. Entonces, este principio establece la imposibilidad 
de que una señal coexista con soportes temporal y frecuencia! simultáneamente pequeños. 
Es por ello que el uso de una ventana temporal pequeña conjuntamente con una ventana 
frecuencial grande mejoran la resolución tiempo-frecuencia de la TER. 

3.3.9 Tipos de Representaciones Tiempo-Frecuencia 

Es evidente que la cantidad S P,(t, f) es una representación tiempo-frecuencia lineal, ya 
que satisface el principio de superposición, al igual que la "Transformada Wavelet" (on-
deleta) [HLA921. Pero no todas las representaciones tiempo-frecuencia son lineales. Exis 
ten otras transformadas que reciben su nombre de acuerdo al tipo de dependencia de 
la serial, que puede ser cuadrática o no lineal. Los dos primeros casos, el lineal y el 
cuadrático, son los más utilizados. En este documento sólo consideraremos el espectro 
grama, perteneciente a las TFR's lineales, y algunas TER's cuadráticas. Se puede encon 
trar una lista completa de las representaciones tiempo-frecuencia en 111LA92]. 

Muchas de las 'TFR's cuadráticas tienen varias características en común, lo que permite 
hacer un estudio unificado al utilizar una forma general para referirnos a ellas. Esta 
definición de "estudio único" la definió Cohen [C01189j, por ello, todas las distribuciones 
que pueden derivarse a partir de esta forma general pertenecen a la clase de Cohen. 

3,4 La Clase de Cohen 

La forma general de definición de la Familia de Representaciones Tiempo-Frecuencia que 
define a la Clase de Cohen es la siguiente [C01192], [C0R891: 

(3.8) 

"(u-
2

) x(u TF Rc(t, f) = 1.4-c° r
00 
 re')  ei2"(4-90,) ) J-00 J-00 .1 -00  

1.)e-9211r dudrdv (3.9) 
2' 

donde: 

y, f son variables frecuenciales 

t, r son variables temporales 

u es una variable de retraso ( lag), como en una autocorrelación 
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g( v, r) es una función arbitraria llamada kernel 

Cada miembro de la clase de Cohen está asociado con una función única, un kernel in-
dependiente de la señal, Cambiando dicho kernel se pueden ir obteniendo las diferentes 
TFR's que pertenecen a esta clase. Integrando 3.9 con respecto a la variable v se puede 
reescribir la forma general como [C011921: 

+03 J+00  

TFRc(t, f) = 	r(u - t, r)3:*(u - -
2

) x(u 
r 	

du dr 	(3.10) 
-00 -03 

donde ; 
+00  

r(u, r) = f 	g(v,r)ei2 '  dv 	 (3.11) 

En términos de su espectro 3.9 puede reescribirse como [C01192]: 

+ TFRc(t, f) = 
i+c.3  1.4.C° J4-°° e-j2rvt-j2rdr-{-j2ffrug(v,r) X*(11, 

J-00 J-.03 	

2)X(u- -)dudrdv 

(3.12) 

3.4,1 Propiedades de las Representaciones Tiempo-Frecuencia 

La forma general de Cohen es una idea muy útil para el estudio de las distribuciones ya 
que facilita su diseño y el estudio de sus propiedades con solo modificar el kernel g(v, r). 
Una lista de las propiedades de las representaciones tiempo-frecuencia se muestra en el 
Apéndice B. Del tipo de kernel que se utilice dependerá el que dicha distribución cumpla 
con un mayor número de propiedades, 

Existen dos tipos de kernels, los no separables: g(v, r) = g(vr) y los separables, que 
son productos de funciones de v y r; g(v, r) = gi(v)g2(r). Un ejemplo de la utilidad 
del uso del kernel es cuando se desea que la distribución satisfaga las marginales tanto en 
tiempo como en frecuencia, por lo que el kernel g(v, r) debe satisfacer [C01192), [CLA80c1, 
[FLA931: 

g(0,r) = g(v, O) = 1 

Para obtener una TFR con valores reales para todo el rango tiempo-frecuencia, el kernel 
debe satisfacer [C01192], [CLA80c] 

g(v,r) 	-r) 

Aunque el kernel aparentemente solo depende de v y de r, no implica que no pueda 
depender también de t y f. La mayoría de los trabajos que se han desarrollado son para 
kernels que no dependen explícitamente de las propiedades de la señal [C01192), [IILA92], 
Otra característica que debe tener la distribución tiempo-frecuencia es que tenga la misma 
duración que la señal, o sea, que sea cero antes de que la señal comience y cero después de 
que la señal termine. En este caso se dice que la distribución tiene soporte finito [C01192]. 
El mismo concepto se aplica al eje de las frecuencias. Pero esto no se cumple para todas 
las distribuciones, ya que al asegurar un soporte finito en tiempo, es decir, si aseguramos 
que la representación sea cero antes y después de que ocurra la señal, no necesariamente 
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implica que la distribución sea cero cada vez que la señal tenga un valor de cero, A este 
tipo (le distribuciones se les clasifica como distribuciones con soporte débil, mientras que 
las representaciones que si cumplen con la condición (le ser cero cuando la señal es cero, 
se clasifican como distribuciones de soporte finito fuerte, 

3,4,2 Artefactos en las Representaciones Tiempo-Frecuencia 

Por lo dicho anteriormente, sabemos que el espectrograma es una representación tiempo-
frecuencia lineal. Se demuestra que si x(t) es una combinación de señales, entonces al 
aplicarle una representación tiempo-frecuencia lineal, que en este caso denominaremos 
como TFRii",el resultado será una combinación lineal de la TFRlin de cada uno de los 
componentes de la señal [IILA921: 

x(t) = cix t (t) 	c2x 2(t) 	T F 	f) = ciTFklin(t f) 	c2TFRlin(t f) (3.15) 

Pero para las distribuciones cuadráticas ya no se cumple este principio, ya que cualquier 
Tnt cuadrática satisface el principio de superposición cuadrático. Si TFR representa una 
distribución tiempo-frecuencia cuadrática, este principio se escribe como [IILA92]: 

x(t) = clxi(t) c2x2(t) 

TFR,(t, f) = 	F&1(t, f) 	1c21 27' F Rx2(t, 1) 

cicl7FRx, m(t, f) 	c2cTTFRx2,,(t, f) 

donde TI'Rx,(t, f) es la TFR de la señal x1(t) y TFRxi,x,(t, f) es la representación tiempo-
frecuencia "cruzada" de las dos señales x i(t) y x 2(t), Nótese que la TFR "cruzada" es 
bilineal en las señales x1(t) y x2(t). De esta ecuación se aprecia que no solo existen dos 
términos Ici l 2TFRx1(t, f), 1c21 2TFRx2(t, f), uno por cada señal tal como se espera, sino 
que también aparecen otros dos, c1egFRxi,x2(t, f), c2cITFR.2..1(t, f), Estos térrninos 
son los que se conocen con el nombre de artefactos o términos de interferencia [C0H891, 
(C0R92j, [B0A87j, [11LA921. Generalizando el principio de superposición cuadrático para 
una señal de N componentes: 

N 
x(t) = 	ckxk(t) 

k=1 
se obtiene la siguiente regla para el número de términos en una TFR cuadrática: 

• Por cada componwite de señal ckxk(t) corresponde un término de señal o compo 
nente Ickl 2TFRxh(t, f) 

• Por cada par de componentes de señales ckxk(t) y cixi(t) (con k 	1) corresponde 
un componente cruzado o término de interferencia 

ckeTT FR„,„(t, f) + ciczT 	f) 

Entonces para una señal de N componentes, su TFR contendrá N términos de señales 
y N(N -- 1)/2 términos de interferencia. El número de términos de interferencia crece 
de una manera cuadrática con respecto al número de componentes de señales [HLA921. 
Para la mayoría de las aplicaciones, estos términos de interferencias no son deseables, sin 
embargo, a veces pueden ser de utilidad como se demuestra en el capítulo siguiente. 
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3.4,3 Representaciones Tiempo-Frecuencia Discretas 

Así corno existe un Análisis de Fourier Continuo y Discreto, cada una de las TFIt's se puede 
implementar de manera discreta. Al discretizar la ecuación general que define la clase de 
Cohen (3,9) se obtiene la expresión general de Cohen en su forma discreta [BOA91): 

TFlic[n, f) = E E G[m — n, kj 	kj x*[in — kj - j ,kr k 
	

(3,17) 
k m 

La señal real x(nAt) se forma al muestrear x(t) a la frecuencia f, 	de tal manera 
que: 

t = nát 

f = káf = —
kf, 
N 

por simplicidad, át = 1, f, = 1. 

En general, para implementar alguna distribución perteneciente 
pasos a seguir son los siguientes: 

a la clase de Cohen, los 

• Obtener el arreglo K[n,m] = x(n mj x*(n m], 

• Efectuar la convolución discreta en el tiempo [n] del arreglo Aln, m] con G[n, m 

• Calcular la Transformada de Fourier del resultado anterior sobre m, 

3.4.4 Propiedades de la Representaciones Tiempo-Frecuencia Discretas 

Estas representaciones deben de preservar las propiedades listadas anteriormente para el 
caso continuo (Apéndice B). Para el kernel G[n, m] también se debe cumplir con ciertas 
condiciones, por ejemplo, para asegurar que tenga valor real para todo tiempo y frecuencia, 
el kernel debe cumplir con [BOA91]: 

G[n, mj = 	—rn[ 

Si se desea que cumpla con las propiedades marginales el kernel debe tener las siguientes 
características [BOA91] : 

G[n,0] 
N -1 E G[n, m] = 1 
n=0 

donde .5[n] es la función delta discreta. 
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3.4.5 Algunos de los Miembros de la Clase de Cohen 

Actualmente son varias las distribuciones que pertenecen a la Clase de Cohen, dentro de 
las cuales destacan las siguientes: 

• Espectrograma 

• Distribución Wigner Ville 

• Distribución Pseudo Wigner Ville Suavizada 

• Distribución Choi Williams 

que son con las cuales se trabajará en este texto. Los kernels que generan a estas dis-
tribuciones se muestran en la tabla 2.1. Una lista muy completa de las representaciones 
tiempo-frecuencia que pertenecen a esta clase se encuentra en [HLA921, aunque también 
se puede consultar [C01189], [C0H92], [BAS92], [FLA931. 

Tabla 2.1 

Algunos Kernels Pertenecientes 
a la Clase de Cohen 

TFR 9(v, r) 
Wigner-Ville 1 
Espectrograma f h*(u - í)h(u + í) -juudu 
Pseudo Wigner Ville "Suavizada" G(u) ih(p 2  

Choi Williams 
_7-  „ 7,. 

e 	a 

A continuación, se hace un breve análisis de cada una de las distribuciones tiempo« 
frecuencia estudiadas en este documento. Comenzaremos con la más conocida que es 
el Espectrograma. 

3.5 El Espectrograma 

Retomando la ecuación 3.9, y sustituyendo el kernel propio al espectrograma (C01189] 

g(v,r) 111(u 
2  
-)h(u 1-:)e-i"du 

2 

se obtiene la ecuación 3.3, con lo que obtenemos la definición del espectrograma en el 
tiempo continuo, 

Definición Tiempo Continuo: [BAS921 

S Pz(t, f) =  f
+00 

. 
x(r)h(t 
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Las propiedades con las que cumple esta representación tiempo-frecuencia son: que es 
positiva y real para todo el plano tiempo frecuencia, y además si la distribución se integra 
tanto en tiempo como en frecuencia, la cantidad resultante es equivalente a la energía de 
la señal [FLA93]. El equivalente en el dominio discreto es el siguiente: 

Definición Tiempo Discreto [BAS921 : 

N-1 
E 	h[k] x[n kj 

k=-N+1 
S &(n, f) 

2 

(3,21) 

3,6 Distribución Wigner Ville 

La Distribución Wigner Ville fue la primera distribución tiempo-frecuencia cuadrática, 
introducida en 1932 por Wigner dentro del contexto de mecánica cuántica [WIG32], 
y retomada por Ville para el análisis de señales en 1948 (VIL481, Está considerada 
la distribución prototipo o referencia para las otras representaciones tiempo-frecuencia 
pertenecientes a la clase de Cohen, Una característica que se destaca de esta distribución 
es que es real, pero no necesariamente positiva, para todo el rango tiempo-frecuencia, ex-
cepto para el "chirp" (señal modulada en frecuencia linealrnente) , en donde sí es positiva 
para todo el rango. Hasta el momento no se ha encontrado un significado a la existencia de 
estos valores negativos, pero la inayoría de los autores coinciden en que las partes positivas 
sí representan la información deseada. [C0H921 

Definición en Tiempo Continuo 

Al sustituir el kernel g(v, r) = 1 en la ecuación general de la clase de Cohen, 3.9, se 
obtiene la definición de la Distribución Wigner Ville [CLA80a]: 

f) 

y la Distribución Wigner Ville "cruzada" de dos señales se define como [CLA80a] 

WV 	(t, 	= 	x (t -- 
2
) y' 	-- 

2
) e-32"IT dr 

—c„, 

co 	r  

Esta distribución tiempo-frecuencia también puede definirse a partir del espectro de la 
señal [CLA80a): 

WV Dx(t, f) = 	
x (f 

2 ) 
	

(f 2 
) e-j2irvt dv  

Con las ecuaciones anteriores se demuestra que [CLA80a]: 

WVDx(f,t) = WVDx(t, f) 



Esto significa que la Distribución Wigner del espectro de dos señales puede ser determi-
nado a partir de las funciones en el tiempo al intercambiar las variables, lo que nos ilustra 
la simetría entre las definiciones de los dominios tiempo y frecuencia [CLA80a]. 

Esta distribución satisface un gran número de propiedades matemáticas [CLA80a], 
[C0H89], [111,A92], [FLA93], entre la cuales se encuentran las propiedades de las 
marginales, el que sus valores siempre sean reales y el ser invariante a desplazamien-
tos en tiempo y frecuencia, por mencionar algunas. Algo que es importante recalcar es 
que a pesar de cumplir con muchas características deseables en una TER, no puede ser 
interpretada como una densidad tiempo-frecuencia energética propiamente, ya que puede 
tener valores negativos locales [C01192], [HLA92], 

Como hemos mencionado anteriormente, una distribución tiempo-frecuencia ideal debería 
poder manejarse de la misma manera que una distribución conjunta de dos variables, Si 
nosotros calculamos el primer momento con respecto a la frecuencia de la WVD obtenemos 
que [CLA80a1: 

lo)    —Im—In x(t) 
f f  TFR,(t, f)df 	dt 

Esta ecuación nos dice que para señales reales la frecuencia promedio será cero, ya que la 
WVD es una función par de w, y no nos proporcionará ninguna información [CLA80a]. 
En caso de que la señal f(t) sea una señal compleja de la forma: 

x(t) = A(t) e39(t) 

1 
h(t) = Fr  (t) 

De esta última ecuación podemos concluir que la frecuencia promedio de la WVD en el 
tiempo 1 es igual a la derivada de la fase, resultado que ya había sido comentado en el 
apéndice A cuando se define la señal analítica. Entonces, cuando la señal x(t) está escrita 
en la forma de 3.27 la derivada de la fase recibirá el nombre de frecuencia instantánea. 
Pero lo más importante de estas relaciones es que a partir de 3.28 se muestra que la fre 
cuencia promedio de la WVD es igual a la frecuencia instantánea de la señal, pero que 
además se mantiene esta definición para cualquier señal compleja y con esto se extiende 
la definición de la frecuencia instantánea para señales complejas en general [CLA80a1. 

Una desventaja que presenta la distribución Wigner-Ville es que no tiene un soporte finito 
fuerte, ya que no siempre será cero cada vez que la serial analizada tenga un valor de 
cero. En [C01189) se da una regla empírica muy básica para darnos una idea si se está 
obteniendo el resultado correcto con la WVD, sobre todo cuando aparecen artefactos en 
zonas en donde no existe señal. Dicha regla parte de la observación de la ecuación 3.22 
de la WVD, donde se establece que para un tiempo t en particular, se multiplican dos 
segmentos de la señal a analizar. Un segmento está compuesto por muestras de la señal en 
un tiempo futuro, y el otro está compuesto de muestras de la señal en un tiempo pasado, 
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f j  f TFRx(t, f) df d 

entonces se muestra que: 



a ambos segmentos se les añade el mismo número de muestras anteriores o posteriores al 
tiempo t que se está considerando. Para saber si la WVD es cero en el instante t, se debe 
doblar mentalmente la señal en el instante t hacia el lado izquierdo y hacia el lado derecho 
y ver si existe un traslape de la señal. En caso afirmativo, la WVD no será cero en ese 
punto [C011891. De esta regla se observa que el tamaño de la ventana que se haya definido 
influye en la aparición 'de un artefacto. Muchas veces ese artefacto puede desaparecer al 
utilizar una ventana de menor longitud como se observará en el capitulo siguiente. 

Definición en Tiempo Discreto 

Es lógico pensar que para pasar del dominio continuo al discreto sea necesario discretizar 
la función. Existen varias definiciones de la Distribución Wigner Ville Discreta [CLA80a), 
[PEY86), EBOA911. Pero independientemente de la definición que se utilice, lo que se de 
sea es obtener un concepto simple, que retenga la mayor cantidad de propiedades posibles 
de las distribución para el dominio continuo y obtener una relación simple entre ambos 
dominios [CLA8Obj. 

Se define la distribución Wigner Ville Discreta como [BA592]: 

WV 14[n, f) = 2 E x[n + kJ 	— kJ e — j4irf k  
k=-co 

Aunque muestra mucha similitud con la definición en el dominio continuo, y cumple con 
varias de sus propiedades, tiene algunas características diferentes, Por ejemplo se presenta 
un fenómeno de periodicidad: 

"La distribución Wigner-Ville discreta es una función de la variable discreta n que re-
presenta el tiempo, y la variable continua f que representa a la frecuencia". Con respecto 
a la última variable, la función es periódica con periodo r [CLASOb]: 

WV 	f) = WV Dr(n, f ir) b n,f 

Como el "aliasing" ocurre alrededor de ir/T en vez de 2ir/T es, necesario muestrear la 
señal al doble de la frecuencia de Nyquist para evitar dicho fenómeno [PEY86], [CLA$Ob]. 
No siempre se puede muestrear a una frecuencia mayor, sobre todo cuando se está tra 
bajando con señales reales. Por lo que una solución a este problema, muestreando a la 
frecuencia de N, es el uso de la Señal Analítica (Apéndice A), 

Pero el uso de la Señal Analítica no elimina los términos de interferencia que existen es 
esta distribución, es por ello que se le hizo una modificación a su kernel y se obtuvo la 
Distribución Pseudo Wigner Ville Suavizada, para tratar de reducir estos términos de in-
terferencia. 
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3.7 Distribución Pseudo Wigner Ville Suavizada 

La idea general de este algoritmo es reducir las interferencias de la distribución Wigner 
Ville a través de un "suavizado" dentro del plano tiempo-frecuencia, El principio del 
método es utilizar una función separable en tiempo y frecuencia, cuyo kernel está dado 
por [BAS92]: 

r  2 
g(v,r) = G(v) h(-

2
) 

donde el kernel está compuesto de dos funciones, g y h, cuyas longitudes determinan el 
suavizado en tiempo y en frecuencia respectivamente. Si la función g(t) 	6(t) se obtiene 
la distribución Pseudo Wigner, que no es más que una distribución Wigner Ville de tiempo 
corto y con una ventana de análisis corta EBAS921,[11LA921. Si por el contrario, g(t) = 1, 
y h(r) = hs(r12)h(—r / 2),' se obtiene la distribución Wigner-Ville original [FLA93J. 

Definición en Tiempo Continuo [13AS92j: 

(3.31) 

PWV Lx(t, f) = 
00 

2 Er. 
— t) x (u + I.)(u — — 

2
)  -j2,rjr dr  h (-) 

(3.32) 
Esta distribución reduce las interferencias de la distribución Wigner-Ville en detrimento 
de la resolución conjunta, tanto en tiempo como en frecuencia, y de sus propiedades 
marginales [BAS92j, [HLA921, También permite el suavizado tanto en tiempo como en 
frecuencia de una forma libre e independientemente para cada variable, ya que el kernel 
es una función separable compuesta de dos funciones g y h, cuyas longitudes determinan 
el suavizado en tiempo y en frecuencia respectivamente. Si la función g(t) = b(t) se 
obtiene la distribución Pseudo Wigner, que no es más que una distribución Wigner Ville 
de tiempo corto y con una ventana de análisis corta [BAS921,11ILA921. Si por el contrario, 
g(t) = 1, y h(r) 	h*(r/2)h(---r/2), se obtiene la distribución Wigner-Ville original 
[FLA931. 

Las únicas propiedades con las que cumple esta distribución son que su valor es real para 
todo el plano tiempo-frecuencia, y que presenta invarianza a desplazamientos tiempo-
frecuencia [HLA92]. 

Definición en Tiempo Discreto [BAS92j: 

N-1 	M-1 
PWV Lx[t, f) = E Ih[1ll3 	E g[ral x(n + m + icl x

. 

k=-N+1 	inr.-M +1 



3.8 Distribución Choi Williams 

Como se observó en el inciso anterior, al tratar de suavizar los términos de interferencia, 
se pierden las mayoría de las propiedades de la distribución Wigner-Ville. El propósito 
de la distribución Choi-Williams es suprimir los términos de interferencia sin alterar sig-
nificativamente las propiedades de las distribuciones tiempo-frecuencia. Esto lo lograron 
con un kernel gaussiano [C011921: 

g(v,r) = e 

 

(3,34) 

 

donde a es un parámetro que varía entre 1 y 80 (el rango de valores de la constante a se ha 
obtenido experimentalmente [BAS92] ). Si el valor de a tiende hacia el límite superior, la 
distribución tiende a parecerse a la Distribución Wigner Ville. Cuando a tiende al limite 
inferior, el kernel presenta un pico más cercano al origen del plano v, r y es cuando se 
eliminan los términos cruzados. 

Definición en Tiempo Continuo [BAS921: 

Cnt, f) 	
1+00 j+00 	1 	-L4.:112_ 	r r 
	e 	41'7.2  21 (u 	— 	- - del e -i2if f r  dr 

-00 -00 V4irr2 /cr 	 2 	2 
(3.35) 

Clasificada como una función invariante a escala (111,A921, la distribución Choi Williams 
retiene muchas de las propiedades de la distribución Wigner-Ville, como son las marginales 
[HLA921, Aunque la atenuación de los términos de interferencia es notable (como se ob 
serva en el siguiente capítulo), existirán ciertas limitaciones, sobre todo cuando una señal 
compuesta de varios términos, contiene señales que ocurren al mismo tiempo o con la 
misma frecuencia (111,A92). 

Definición "suavizada en Tiempo Discreto [BAS921: 

N-1 
CWz[t, f) = 2 111,[0112 1x[42  + 2 	E 	Ih[k112  A [n, le] 

k=-N+1,k#0 

donde: 

k[n,rn 
M-1 	

1 	ni2 
= 	E 	giini V161rk2/cr 

e  18 	n m 
m=-M+1 

• Resumen de las Representaciones Tiempo-Frecuencia 

A continuación, en la tabla 2,2 presentamos un cuadro sinóptico con las ecuaciones de 
las TFR vistas en este documento. Primero se encuentran las ecuaciones para el tiempo 
continuo y posteriormente para el tiempo discreto. Algunas sugerencias de como imple-
mentarlas se muestran en el siguiente capítulo. 
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TFR Definición en Tiempo Continuo 

Espectrograma S Pz(t, 1) = I f 4 	(r)h(t - r)e-)2"1* dr 2  1 

Wigner Ville 117VDz(t, f) = fc1),r 	1. 	• 	- I: 	6 -921q* dr 

Pseudo Wigner Ville 

"Suavizada" 

PWV Lx(t, /) = f 	1 	(19 1 2  l f+:g(u - t)x 	1: 	x• 	- r 	e-9 2w/ r d r  

Choi Williams CWx(t,j) = x u+ i 	• 	- í 	du e")2"fr dr e') 	1  r 

	

j
'I00 	4ftr2/er

I° 	e." 41r7 /,  
vo 	''' 

TFR Definición en Tiempo Discreto 

Espectrograma SPz(n, 1) = 15:1:1N+1  h(k) z(n + k) e-93w1k12  

Wigner Ville WVDx (n, /) = 2 	n_c.3  x n + ki sln - k 	-14Trik 

Pseudo Wigner Ville 

"Suavizada"  

PWV Lx(t, f) = Eh:1N4,1 1h[k113  [Ett."1  mo  9S] 01 + in + k] x'(n +m - kJ] e-9"1  h 

Choi Williams CWx [t, f) = 

k(n,mj = Em.:1  

2 Ih[0112  lx(n112  + 2 E17:1N+1,400  Ihikii2 h(n,k]  e-Sir/4 

m  ,* I g (mJ 	,~ 	e-10137; z[tt +m+ le] 0[11 +m- k 
IOler v  

3.9 Conclusiones 

Hemos introducido algunas ideas respecto a las TFR's, su importancia y las características 
particulares de algunas de ellas. Es un enfoque relativamente nuevo y cuyo potencial 
apenas está en pleno desarrollo. Este tipo de representación tiene muchas ventajas, sobre 
todo para el análisis de señales multicomponentes, aunque al efectuar dicho análisis puedan 
surgir algunos términos indeseables como son los términos de interferencia. Si en realidad 
no nos interesa la información que estos términos pudieran darnos, podemos tratar de 
eliminarlos utilizando alguna de las TFR's diseñadas con esa finalidad. Resta entonces 
aplicar estos conceptos a algunas señales para comprobar lo aqui expuesto en este capítulo, 
por lo que en la siguiente sección se presenta un estudio comparativo de las diferentes 
representaciones a través de simulaciones con señales sintéticas y reales. 
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Capítulo 4 

Implementación y Comparación 
de los Diferentes Métodos 

4.1 Introducción 

En esta sección, se describen brevemente las generalidades acerca de la estructura e imple-
mentación de los algoritmos planteados en el capítulo anterior. Posteriormente se ejempli 
fica con señales sintéticas cual es el tipo de información esperada para las representaciones 
tiempo-frecuencia. Como referencia se utilizan los resultados obtenidos con los espectro-
gramas de dichas señales, y se efectúa un análisis comparativo entre los diferentes métodos 
mencionados en este texto para finalizar con algunas simulaciones con señales reales, que 
en este caso serán señales electroencefalográficas (EEG) y segmentos de voz. Al final, se 
mencionan algunos de los campos en donde se están aplicando estas técnicas. 

4.2 Estructura e Implementación de Algoritmos 

Como se observó en el capítulo anterior, las distribuciones que pertenecen a la Clase de 
Cohen sólo se diferencian en el kernel que define a la representación tiempo-frecuencia, 
por lo que al implementar el algoritmo de la distribución VVigner-Ville, se pueden pro-
gramar todas las demás distribuciones a partir de éste efectuando algunas modificaciones. 
Los algoritmos de las TFR's que se mencionan en este trabajo están programados bajo 
ambiente Khoros [RAS91] [ARG91], un programa que permite la versatilidad para poder 
analizar y procesar señales ya que cuenta con varias rutinas o módulos, los cuales se inter 
conectan entre sí dependiendo de las necesidades del usuario. Antes de introducir algunas 
ideas acerca de como implementar estos algoritmos, primero explicamos la notación que 
se utiliza en la mayoría de los algoritmos: 
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Señal real de longitud L muestras. 

Instante inicial desde el cual se empezará a procesar la señal. 

Número de puntos temporales a calcular. 

Instante para el cual se desea calcular su espectro, 
n = no  + (m — 1)át 
donde m = 1„ ,., N PT 

Incremento temporal. 

Ventana de observación. Puede ser cualquier tipo de ventana 
( Rectangular, Hamming, Dartlett, etc.), 
generalmente de longitud impar 2N — 1, 

Número de puntos frecuenciales a calcular, 
que es una potencia de 2, 
Debe ser mayor que el número de puntos de la ventana, 

4.2.1 El Espectrograma 

Retomando la definición discreta del espectrograma: 

S PÁn, f) = 

en donde la ventana h[k) tiene una longitud de 2N — 1 puntos. Los pasos a seguir para 
implementar este algoritmo son [DAS921: 

1, Para cada instante ;E Calcular el arreglo h[k] x[71 + kl de longitud 2N — 

2. Completar con ceros hasta que el número de puntos sea NPF. 

3. Calcular la transformada de Fourier del resultado anterior y obtener su módulo al 
cuadrado. 

4. Repetir los pasos 1,2,3 hasta que el n sea el número de puntos deseados o N PT. 

no 

N PT 

71 

vt 

Notación 



El resultado será una matriz tiempo-frecuencia de dimensiones NPT x N PF. Recordamos 
que los primeros NPF/2 puntos frecuenciales representan las frecuencias positivas, por 
lo que si se desea calcular un espectro (le 256 puntos frecuenciales, la longitud de NPF 
deberá ser del doble, en este caso, 512 puntos. 

4,2.2 Representaciones Tiempo-Frecuencia Cuadráticas: Generalidades 

Para el espectrograma, no existe nigún tipo de restricciones en cuanto al vector al que se 
le aplica la FFT ya que al resultado que se obtiene, sea real o complejo, simplemente se le 
calcula su módulo. Se sabe que las distribuciones tiempo-frecuencia son reales para todo t 
y f , pero ¿cómo obtener un resultado en donde los datos sean todos reales? La respuesta 
es el tipo de arreglo al que se le calcula la transformada de Fourier. 

	

De la ecuación general de la clase de Cohen, se observa que el arreglo x[n 	x*[n 
es constante para todas las representaciones tiempo-frecuencia. Para obtener una dis-
tribución real, dicho arreglo debe tener simetría hermítica es decir que si: 

K[n, k] = x[n le] x*En — k] 

Kln, le] 	K[n, 

Para ello, suponiendo que el número de puntos de una ventana es 2N —1 y que el NPF 
es una potencia de dos, el arreglo se calcula de la siguiente forma: 

1. Calcular el producto p[k] = 2 x[n 	x'[n le] para k 	„ N. 

2. Reescribir en un vector P de longitud NPF de la siguiente forma: 

PNPF = p[0] p(1] p[2] • • • p(N] O  , , • O ps[N] P"[Ar -1] " PI [ 1]1 
donde la parte central de dicho vector se llena con tantos ceros como sean necesarios 
para alcanzar la cantidad de NPF. Nótese que el último elemento del vector P es 

Pi[1],  

Entonces, al calcular la FFT sobre el vector PNpF se obtendrá una cantidad real. La 
forma de calcular este producto es general para todas las distribuciones tiempo-frecuencia 
aquí citadas. Cabe recordar también que es conveniente utilizar la señal analítica, por 
lo que el producto 1111 antes mencionado, deberá calcularse sobre la señal analítica. A 
continuación detallamos entonces la forma de implementar cada una de ellas. 
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4.2.3 Distribución Wigner Ville 

Recordando el algoritmo de la Distribución Wigner-Ville Discreta (DWV) : 

00 
HIV D,[7z, f) = 2 E x[n + k] ?in 

en donde la ventana h[k] tiene una longitud de 2N - 1. Los pasos para implementar el 
algoritmo son los siguientes [BAS92]: 

1. Para cada instante n deseado, calcular el producto 2 x[n + 	x'[n - Al de 
dimensión N. 

2. Formar el arreglo con simetría hermítica y de dimensión NPF como se explicó 
anteriormente, 

3. Calcular la FFT del arreglo anterior. 

4. Repetir los pasos 1, 2, y 3 hasta que el valor de n sea NPT. 

Con ello se obtiene una matriz de NPT x NPF puntos, en donde los NPF puntos fre 
cuenciales representan frecuencias positivas con su parte imaginaria nula. 

4.2.4 Distribución Pseudo Wigner Ville Suavizada 

Aunque esta distribución deriva de la Wigner Ville, su cálculo es un poco más complicado, 
ya que se utilizan dos ventanas, una temporal y otra frecuencial: 

N-1 M-1 
PWV L [ni  f) = E 	E g[m] x[n + m + k] xi[n + m - k] e-iófk 

k=-N+1 	m=-M+1 

donde g es una ventana de suavizado temporal (que puede ser de cualquier tipo) de 2M -1 
puntos y h es la ventana de observación en tiempo corto con una longitud 2N - 1. El 
cálculo del algoritmo se realiza de la siguiente forma [BAS92]: 

1. Para cada instante n deseado, calcular el producto 2 x[n + m+ k] xs[n+ m - k, 
para k =0, .,Nym 	-M +1,...,M +1, 

2, Para cada k sumar los 2M - 1 productos obtenidos y ponderar el resultado por 

g[m]. 

3. Multiplicar la suma ponderada por Ih[42  y formar el kernel con simetría hermítica 
y de dimensión NPF como se explicó anteriormente, 

4. Calcular la FFT del arreglo anterior, 

5. Repetir los pasos 1, 2, 3 y 4 hasta que el valor de n sea NPT. 

Se obtiene entonces una representación tiempo-frecuencia de dimensiones N PT x NPF 
puntos, 
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4.2,5 Distribución Choi Williams 

El cálculo de esta distribución es muy similar al de la Pseudo Wigner Ville "suavizada" 
(PWVL) porque también utiliza dos ventanas, una temporal y una frecuencial: 

N-1 
CWr En, f) = 2 Ih[0112 1x[42  + 2 	E 	ih[k)12 K[n,kJ e-34r,lk 

k=-N+1,k0 

donde: 

k[n,m] = 
AI -1  

E 9[1721 V16irk2/c7 e-77-64 11  x[n m 	*[n + — kJ 
m=-41+1 

La ventana g(m] tiene una longitud de 2M — 1 y la ventana h[n] tiene una longitud de 
2N — 1. El parámetro o varía entre un valor, de 1 y 80, recordando que cuando el valor 
se acerca a 1, es cuando se eliminan las interferencias y entre más se acerque al límite 
superior, más se parecerá a la distribución Wigner Ville. Una idea para implementar esta 
distribución es la siguiente [BAS92]: 

1. Para cada instante n deseado, calcular el producto 2 x[n m kJ x*[n + 	k 
para k = 0, ,N y in = —M +1,,..,M +1, 

2. Para cada k diferente de cero, sumar los 2M-1 productos obtenidos y ponderar 
el resultado por g[m]. Pasar al punto 4. 

3. Cuando k = O, utilizar 21h[0]12  lx[n)12. 

4. Multiplicar la suma ponderada por ih[k112  y formar el kernel con simetría hermttica 
y de dimensión NPF como se explicó anteriormente. 

5. Calcular la FFT del arreglo anterior. 

6. Repetir los pasos 1, 2, 3, 4 y 5 hasta que el valor de n sea NPT. 

Nuevamente, el resultado es una representación tiempo-frecuencia de dimensiones NPT x 
NPF puntos, 

A continuación, se presentan algunas simulaciones con señales sintéticas, para familiari-
zarnos con las representaciones tiempo•frecuencia, y el tipo de resultados que se esperan 
de cada una de ellas, 
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4.3 Evaluación del Desempeño de los Métodos Tiempo-
Frecuencia 

Las simulaciones están divididas en dos partes: primero se efectuarán simulaciones 
con señales sintéticas, y para familiarizarnos con los métodos tiempo-frecuencia no 
paramétricos, desarrollamos primero las simulaciones con cada uno de estos métodos. 
Posteriormente, repetiremos estas mismas simulaciones para los métodos paramétricos. 
La segunda parte consiste en hacer simulaciones con señales reales, que en este caso son 
señales de tipo EEG y de voz, en donde efectuaremos comparaciones entre los diferentes 
métodos, tanto pararnétricos como no paramétricos. 

Para tener una referencia para los métodos no paramétricos, comenzaremos estas simu-
laciones calculando primero el espectrograma de las señales a analizar, para después in-
terpretar el tipo (le información que se obtiene de las representaciones tiempo-frecuencia. 
Para las simulaciones aquí presentadas, si no se indica otra cosa, todas las señales tienen 
una longitud de L = 512 muestras, una amplitud unitaria y su frecuencia de muestreo 
es fs = 2, por lo que la frecuencia máxima de las señales será fmax  = 1. 

Una aclaración pertinente es mencionar que al momento de capturar e imprimir las 
imágenes para este documento, se pierden algunas de las características (le los resulta-
dos obtenidos, por lo que no se pueden efectuar comparaciones. 

4.3.1 Simulaciones con Señales Sintéticas 

• Métodos Tiempo-Frecuencia No Paramétricos: Señales Senoidales 

La primer señal a analizar, es una señal senoidal real, presente durante todo el tiempo t, 
con frecuencia constante de f = 0.5. Si calculamos el espectrogranta para una ventana 
con longitud de 127 puntos y con 256 puntos frecuenciales, obtenemos una graíica como 
la que se muestra en la fig 4,1. En esta gráfica se observan dos espectros, uno de ellos 
corresponde a las frecuencias positivas, el segundo es el espectro simétrico, por lo que en 
realidad solo se deben graficar las primeras 128 muestras en este caso, Si se desea un es 
pectro de 256 puntos, entonces se debe calcular un espectrograma con el doble de puntos, 
o sea, 512 puntos. Otra vista del espectrograma se muestra en la figura 4.2, donde se 
observa la localizacion del espectro de la señal en el plano tiempo frecuencia visto desde 
arriba. En este tipo de gráficas, el origen se encuentra en la esquina inferior izquierda, el 
eje horizontal representa al tiempo y el eje vertical representa a la frecuencia. Se observa 
que la serial está perfectamente localizada en frecuencia y además, la amplitud de dicha 
señal permanece constante durante todo el tiempo. Las gráficas que se presentan en este 
documento son indistintamente de una vista u otra, dependiendo del tipo de información 
que se quiera presentar. 

Por el contrario, si se utiliza una señal analítica y se le calcula su espectrograma con 
los mismos parámetros, se observa en las figuras 4.3 y 4,4 que el espectro simétrico desa-
parece. Aún así, únicarnente se deben graficar los primeros puntos, correspondientes a las 
frecuencias positivas, 
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Espectrograme 

(128,1) (0,256) 

Tiempo Frecuencia 

(0,0) 

Figura 4.1: Espectrograma de una señal (gráfica con 32 de 128 espectros, vt=127, 
NPF=256) 

Figura 4.2: Vista Superior del Espectrograma de la figura anterior. 



Espectrograma 

(128,0) 
(0,256) 

Tiempo 	 Frecuencia 

Figura 4.3: Espectrograma de una señal analítica (gráfica con 32 de 128 espectros, vt=127, 
NPF=256) 

Figura 4.4: Vista Superior del Espectrograma de la figura anterior. 



Tomando como base las simulaciones anteriores, analizaremos ahora la misma señal pero 
con la Distribución Wigner Ville con los siguientes parámetros: la longitud de la ventana 
temporal se fijará en 127 puntos, 128 puntos frecuenciales y 128 bloques, para obtener 
una imagen de 128 puntos frecuenciales por 128 puntos temporales. En la primer gráfica, 
figura 4.5, se observa que el espectro de la señal es creciente, es decir, que el espectro crece 
conforme transcurre el tiempo. En el instante cero, no existe y conforme el tiempo corre, el 
espectro alcanza su magnitud máxima que permanece constante hasta el momento en que 
la señal decae. En este caso, como la duración de la señal es mayor al número de puntos 
temporales de la distribución, no se observa este efecto, por lo que el espectro aparece con 
amplitud constante. 

1.1 
Sin embargo, se aprecian dos efectos importantes en esta figura: el primero de ellos es 
la aparición de un espectro simétrico casi al final del eje frecuencial, que también puede 
considerarse como artefacto, más visible en la figura 4.5. El segundo, también visible 
en la misma figura, es que tiene componentes negativos, es decir, que la distribución no 
siempre es positiva. La figura 4.6 muestra una vista superior del plano tiempo frecuencia, 
en donde también se observa que la transformada wigner ville localiza la serial en su fre-
cuencia correspondiente, aunque en este caso se observan los artefactos en las orillas del 
plano tiempo-frecuencia. 

Utilizando ahora la señal analítica, se muestra en la figura 4.7 que el término simétrico 
ya no aparece, por lo que es una forma de eliminarlo. La frecuencia se sigue detectando 
en la misma posición que la anterior, por lo que no existe ningún cambio y comparando 
las vistas superiores de la señal real y la señal analítica, figuras 4.8, se observa que los 
artefactos que se presentaban en los extremos han desaparecido. 

Ahora, cambiemos la frecuencia de la señal a analizar a un valor de 0.3. Si le calculamos el 
espectrograma a la señal analítica obtendremos una imagen como la que se observa en la 
figura 4.9. Se observa una sola frecuencia cuyo espectro mantiene su magnitud constante 
durante todo el tiempo. 

Al aplicarle la transformada Wigner Ville a la señal real con esta frecuencia, obtenemos 
un espectro como el de la figura 4.10. En este se aprecia el componente simétrico y arte• 
(actos en las orillas del plano tiempo-frecuencia. Al utilizar la señal analítica los artefactos 
desaparecen (figura 4.11). 

Si continuamos disminuyendo la frecuencia hacia valores cercanos a cero, llegará un mo-
mento en que en el extremo más alejado del plano tiempo-frecuencia empezarán a aparecer 
artefactos, similares a los que se aprecian cuando se utiliza una señal real. 
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DIstribucIon Wigner VIlle 

Figura 4,5: Distribución Wigner Ville de una Señal Real Senoidal con frecuencia de f=0.5, 
(gráfica con 25 de 128 espectros), ventana con 127 puntos, NPF=128 

Figura 4,6: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de una Señal Real Senoidal con 
frecuencia de f=0.5. 
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Distribucion Wigner Ville 

(128,0) 	
Tiempo 	(0, 	 Frecuencia 10328)  

Figura 4.7: Distribución Wigner Ville de una señal senoidal analítica con frecuencia f=0.5 

Figura 4.8: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la figura anterior 
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Figura 4.9: Vista Superior del Espectrograma de una Señal Senoidal con Frecuencia f=0,3 

Figitra 4.10: Vista Superior de la Distribución Wigner Vide de una Señal Senoidal Real 
con Frecuencia f=0.3 
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Figura 4,11: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de una Señal Senoidal Analítica 
con Frecuencia f=0.3 

Figura 4,12: Vista Superior del Espectrogratua de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias fl  = 0.3 y 12  = 0.5 
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De estas simulaciones se concluye que no existe una gran diferencia entre el desempeño 
del espectrograma y la Distribución Wigner Ville para la detección de este tipo de señales. 
Se encuentran diferencias en que el número de puntos que se tiene que calcular, ya que 
para el espectrograma siempre será el doble de los puntos que se desean graficar, mientras 
que para la WVD, solo se calcula el mismo número de puntos que se desean visualizar. 
Otra diferencia es que mientras en la WVD se observa como es que el espectro de la señal 
crece hasta llegar a un máximo en donde permanece constante, el espectrogratna siempre 
muestra un espectro constante desde el principio. Finalmente, una observación obvia es 
que el uso de la señal analítica mejora el desempeño de la WVD. 

• Suma de Señales Senoidales 

La siguiente simulación es con una suma de señales senoidales, una con frecuencia de 
0.3 y la otra con frecuencia de 0.5, ambas con la misma duración. Si calculamos el es 
pectrograma (figura 4.12), se observan dos frecuencias constantes durante todo el tiempo. 
Si aplicamos la transformada wigner ville a la señal analítica, se observan dos frecuencias 
constantes tambien durante todo el tiempo, pero enmedio de ellas se presentan artefactos 
(figura 4.13). 

Si movemos la frecuencia de 0.5 a una frecuencia más cercana a la frecuencia máxima 
posible de la señal (figura 4,15), se observa que los artefactos siempre se van a localizar 
enmedio de las dos señales aunque su amplitud puede variar, y cuando dicha frecuencia 
alcanza el límite, se aprecian artefactos en el origen del plano tiempo-frecuencia, similar 
al efecto que se aprecia cuando la frecuencia de una señal se acerca al límite inferior, ya 
que aparecen artefactos en el otro extremo del plano tlempo-frecuencia. 

Aquí, nuevamente tanto el espectrograma como la WVD detectan bien la localización 
de las señales, solo que la desventaja de la Distribución Wigner Ville es que aparecen los 
tértninos de interferencia. Dichos artefactos se localizarán enmedio de las dos señales y 
eventualmente, también pueden aparecer en los extremos del plano tiempo-frecuencia. Su 
utilidad o como eliminarlos se comentan en incisos posteriores. 

• Salto de Fase en una Señal Senoidal 

Otra simulación es un salto de fase a la mitad de una señal. Hacemos esta simulación 
para una señal con frecuencia de 0.5 y el cambio de fase (de 180 grados) se efectúa jus 
tamente a la mitad (le la señal. El espectrograma (figura 4.16) no detecta dicho salto de 
fase, mientras que en la Distribución Wigner Ville (figura 4.17) sí se observa un cambio 
a la mitad de la gráfica, justo cuando se efectúa el salto de fase, Si el cambio de fase es 
únicamente de 90 grados, el efecto es más sutil (figura 4,18). 
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Figura 4,13: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.5 (vt=127) 

Figura 4.14: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.7 (vt=127) 
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Figura 4.15: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias h = 0.3 y f2  = 0.7 (vt=127) 
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Figura 4.17: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de una Señal Senoidal con 
Salto de Fase (180 grados) (vt=127) 

Figura 4.18: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de una Señal Senoidal con 
Salto de Fase (90 grados) (vt=127) 

Red 

Figura 4,16: Vista Superior del Espectrograma de una Señal Senoidal con Salto de Fase 
Pm* 
	

(180 grados) (Vt=127) 

55 



'En estas gráficas también se muestra que la distribución Wigner Ville tiene soporte finito 
en tiempo, ya que la señal tiene una duración de 512 puntos únicamente, y se observa que 
en la parte media (le la gráfica se observa una amplitud constante del espectro, mientras 
que en los extremos se atenúa dicho espectro, por ser el principio y final de la señal, En el 
espectrograma, figura 4,16, solo se observa que la amplitud del espectro disminuye hacia 
el final de la gráfica. 

Un comentario a estas simulaciones es que el espectrograma no detecta el cambio de fase 
en la señal, mientras que la WVD si lo hace, En el siguiente inciso se hace una variante 
(le esta simulación, en donde se utilizan dos señales con diferente fase, 

• Suma de Dos Señales con Diferente Fase 

Las siguientes simulaciones son con dos señales con diferente fase. En este caso tenemos 
una señal de frecuencia 0.3 sumada a una serial de frecuencia 0,7. La primera gráfica, figura 
4,19, muestra el espectrograrna de dicha señales, la segunda figura 4,20, la distribución 
Wigner Ville, En esta primera gráfica, las señales están en fase. Pero si cambiamos la fase 
a la señal de 0.7 a 90 grados, entonces se observa un efecto en la parte en donde se presen-
tan los artefactos. En estas gráficas, los tonos negros indican números más positivos que 
los tonos blancos, por lo que se observa que hay un "movimiento" de las amplitudes de los 
artefactos, es decir, que existe una variación en la localización de los picos con magnitudes 
mayores dentro de los artefactos, figura 4.21, Si se vuelve a cambiar la fase a la misma 
señal 90 grados más, o sea, 180 grados, se observa que nuevamente existe;ese "movimiento" 
en los artefactos, figura 4.22, Finalmente, se observa algo similar para cuando la fase es 
270 grados, figura 4,23. Si se obtiene el espectrograma de la señal cuando la fase es 90 
grados, figura 4,24, no,se encuentra ninguna diferencia entre esta gráfica y la primera, En 
otras palabras, el espectrograma no detecta este cambio de fase existente entre dos señales. 

De lo observado se concluye que la utilidad de los términos de interferencia consiste en 
indicar que existe una diferencia de fase entre dos señales, que puede cuantificarse si se 
tiene algún parámetro de comparación como fue en este caso. 



Figura 4.19: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias ft  = 0.3 y f2  = 0.7 en Fase 

Figura 4.20: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y 12  = 0.7 en Fase 
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Figura 4.21: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y fi = 0.7 con Diferencia de Fase de 90 grados 

Itlitee••• 

Figura 4.22: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi  = 0.3 y f2  = 0.7 con Diferencia de Fase de 180 grados 
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Figura 4.23: Vista Superior de la Distribución Wigner Ville de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi  = 0.3 y f2  = 0,7 con Diferencia de Fase de 270 grados 

Figura 4,24: Vista Superior del Espectrograma de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias fi '= 0.3 y f2  = 0.7 con Diferencia de Fase de 90 grados 
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• Artefactos; Como los Afecta el Variar la Longitud de las Ventanas y como 
Eliminarlos 

Aunque los términos de interferencia hayan mostrado su utilidad para la detección de 
una diferencia (le fase entre dos señales, en aplicaciones de detección de señales pueden 
resultar molestos. Por ello, trataremos de eliminarlos con la Distribución Pseudo Wigner 
Vine (PWVL). Primero, para observar cuales son los efectos de la variación de la longitud 
de las ventanas, procesaremos la señal prototipo con una ventana de la misma longitud en 
tiempo y en frecuencia, después variaremos la longitud de la ventana temporal, dejando 
M ventana frecuencial intacta, y posteriormente variaremos la ventana frecuencial. 

Consideremos dos señales con frecuencia 0.3 y 0.4, ambas generadas en el mismo instante 
y con la misma fase. Primero, fijamos el tamaño de las ventanas, temporal y frecuencial, 
en 127 para cada una de ellas, y con el número de puntos frecuenciales y bloques fijo en 
256 para la figura 4.26, como se indica en la tabla 3.1. Para tener una imagen como punto 
de referencia, calculamos la DWV de la señal con 255 puntos temporales y con NPF=256, 
la cual se observa en la figura 4.25. Esta misma imagen nos servirá para evaluar el de-
sempeño de la Distribución Choi Williams posteriormente. 

Al disminuir la ventana temporal de 127 a 63 muestras, figura 4.27, los artefactos em-
piezan a ser más notorios que en la figura anterior 4.26, y el espectro se hace más ancho 
levemente en los primeros instantes de tiempo, por lo que se empieza a perder resolución 
frecuencial. Para cuando la ventana temporal disminuye su tamaño nuevamente a la mi 
tad, es decir, 31 puntos temporales, la serial empieza a verse un poco borrosa, figura 4.28, 
y los artefactos comienzan a tomar forma esférica. Finalmente, la última imagen ¡nuestra 
como los artefactos son mas visibles que el propio espectro, figura 4.29 para cuando la 
vt=15. 

Tabla 3.1 

Parámetros de Simulación 
vt vf NPF NPT PWVL CW 

Figura a ,Figura 
127 127. 256 256 4.26 a = 1 ,4.34 
127 127 256 256 a = 5 ,4.35 
127 127 256 256 a = 20 ,4.36 
63 127 256 256 4.27 a = 1 ,4.37 
31 127 256 256 4.28 a = 1 , 4.38 
15 127 256 256 4.29 a = 1 , 4.39 
65 65 256 256 4.30 a = 1 , 4.40 
127 201 256 256 4.31 a = 1 ,4.41 
127 255 256 256 4.32 a = 1` , 4.42 
255 255 256 256 4.33 a = 1 ,4.43 
255 255 256 256 a = 10 , 4.44 
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Figura 4.25: Vista Superior de la DWV de la Suma de Dos Señales Senoidales con Fre-
cuencias ft  = 0.3 y h = 0.4 (vt =255) 

Figura 4.26: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.4 (vt=127, vf=127) 
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Figura 4,27: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias ft  = 0.3 y f2  = 0,4 (vt =63, vf=127) 

Figura 4.28: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias fl  = 0.3 y f2 = 0.4 (vt=31, vf=127) 
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Figura 4.29: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias ft  = 0.3 y f2 = 0.4 (vt =16, vf=127) 

Figura 4.30: Vista Superior de la PWVL de la Suma de DOs Señales Senoidales con 
Frecuencias fi  = 0.3 y f2  = 0.4 (vt=65, vf=65) 
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Si por el contrario, cambiamos tanto la ventana frecuencial como la temporal a un valor de 
65 puntos para cada una, figura 4.30, los espectros se hacen más anchos con respecto a la 
figura 4.25. Incrementando entonces la longitud de las ventanas a vt=127 y vf=201 pun-
tos, los artefactos empiezan a despararecer, figura 4.31, lo mismo sucede conforme vamos 
aumentando la longitud de la ventana frecuencia a vf=255, figura 4.32, para finalizar con 
ventanas con longitud de vt=vf=255 puntos, figura 4,33. En esta última imagen se aprecia 
una atenuación en el extremo inicial de la señal, aunque los artefactos prácticamente han 
desaparecido. 

De este grupo de simulaciones, se concluye que aunque el reducir la ventana temporal 
mejora la resolución temporal, no siempre mejora la resolución frecuencial, a menos que 
se aumente la ventana frecuencial. Por otra parte, la PWVL sí disminuye los artefactos 
que se presentan en la DWV, y su mejor desempeño para estas señales se obtuvo con los 
parámetros vt=127, vf=255 como se muestra en la figura 4.32, y también con vt=255, 
vf=255 cuyo resultado se observa en la figura 4.33. 

Las mismas simulaciones se hacen ahora utilizando la Distribución Choi Williatns. 
Recordemos que en esta distribución se utiliza otro parámetro que es o, y cuyo valor 
oscila entre 1 y 80 [BAS92], Las primeras dos gráficas, figuras 4.34 y 4.35, nos muestran 
una simulación con los mismos parámetros, vt=127, vf=127, excepto que el valor de a 
es diferente para ambas, como se indica en la tabla 3.1. En la gráfica 4,34, el valor de 

es 1, y los artefactos disminuyen, en comparación con la DWV, figura 4,25, aunque el 
espectro se hace un poco más ancho. Si el valor de a aumenta a 5 como en la figura 
4,35, o a 20 como en la figura 4,36, entonces el espectro se hace todavía más ancho, se 
pierde resolución frecuencial y los artefactos incrementan su valor. Comparando la gráfica, 
4.34 con la obtenida con los mismos parámetros para la PWVL, figura 4,26, se constata 
una mejor resolución para la gráfica generada con PWVL, aunque la obtenida con Choi 
Williams aparentemente disminuye un poco más la amplitud de los artefactos. 

Si repetimos la simulación que se efectuó con la PWVL para CW con los mismos 
parámetros y con un valor de a = 1 constante, se observa que al reducir la ventana 
temporal, los artefactos son más perceptibles y el espectro se hace más ancho ligeramente, 
figuras 4.37 - 4,39, Si por el contrario se alarga la ventana frecuencia!, se obtiene mejor 
resolución en frecuencia y disminuyen los artefactos, como se aprecia en las figuras 4.40 
4,43. Se observa además que los mejores resultados para eliminar los artefactos se obtienen 
con los pará,metros vt=127, vf=255, o = 1 como se aprecia en la figura 4,42, y con los 
parámetros vt=255, vf=255, a = 1, 4.43, En ambas se eliminan los artefactos, pero si 
consideramos la imagen como un todo, es mejor el desempeño con los últimos parámetros 
ya que se elimina el efecto de rayas verticales para esta simulación, figura 4.43. 

Finalmente, para apreciar los efectos que causa la variación de a, basta con comparar las 
figuras 4.34, 4.35 y 4,43 entre sí, y también las figuras 4,43 con 4,44. Se observa que la 
mayor atenuación de artefactos se logra con el valor mínimo de a = 1 mientras que si 
se aumenta, los artefactos comienzan a ser mas visibles en la gráfica, a grado de lograr 
restarle importancia a las mismas señales, De ahi que el valor de esta constante influya 
en el grado de atenuación de los artefactos. 
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041 

Figura 4.31: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 

Frecuencias ft  = 0.3 y f2  = 0.4 (vt =127, vf=201) 

Figura 4.32: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 

Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.4 (vt=127, vf=255) 
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Figura 4.33: Vista Superior de la PWVL de la Suma de Dos Señales Senoidales con 
Frecuencias fl  = 0.3 y /2 = 0.4 (vt =255, vf=255) 

Figura 4.34: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fl  = 0.3 y f2  = 0.4 (vt=127, vf=127, sigma = 1) 
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Figura 4.35: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias ft  = 0.3 y f2  = 0.4 (vt =127, vf=127, o = 5) 

Figura 4.36: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias ft = 0.3 y 12 = 0.4 (vt=127, vf=127, r = 20) 
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Figura 4.37: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 

Senoidales con Frecuencias fl  = 0.3 y f2  = 0.4 (vt =63, vf=127, a = 1 ) 

Figura 4,38: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y f2 = 0.4 (vt=31, vf=127, a = 1 ) 
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Figura 4.39: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.4 (vt =16, vf=127, a = 1) 

Figura 4.40: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.4 (vt=65, vf=65, a = 1) 
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Figura 4.41: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0,3 y f2  = 0.4 (vt =127, vf=201, o = 1) 

Figura 4.42: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias h = 0.3 y f2 = 0.4 (vt=127, vf=255, cr = 1) 
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Figura 4.44: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fi = 0.3 y f2  = 0.4 (vt=255, vfz---255, a = 10) 

Figura 4.43: Vista Superior de la Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Señales 
Senoidales con Frecuencias fl  = 0.3 y f2 = 0,4 (vt =255, vf=255, o = 1) 



Se comprueba entonces el principio que nos indica que se obtiene una mejor resolucion 
al utilizar una ventana temporal pequeña y una ventana frecuencia' grande para la dis-
tribucion CW, además de que se observa que también elimina los artefactos notablemente, 
siempre que el valor de a tienda a la unidad, En caso de que el valor (le a sea mayor, el 
grado de atenuación de los artefactos será menor conforme se acerque al valor máximo (le 
esta constante. Cabe mencionar una característica de esta distribución, que es la aparición 
de efecto (le "rayas verticales" visible en casi todas las gráficas de las simulaciones CW, 
Este efecto se presenta cada vez que existen frecuencias que co-existen al mismo tiempo t. 
Sin tomar en cuenta este efecto, podemos decir que tanto la PWVL corno la CW tienen 
un desempeño similar al momento de eliminar los artefactos. Sin embargo, si tomamos 
en cuenta el efecto que se presenta en las simulaciones de CW, entonces la distribución 
PWVL tiene una mejor resolución en general que la distribución CW, 

• Señales Compuestas 

Ahora, evaluaremos el comportamiento de los diferentes métodos tiempo-frecuencia no 
paramétricos para una misma señal. Empezaremos con señales compuestas por más de 
una frecuencia durante el tiempo considerado, 

Sea el caso de tres señales con frecuencias de 0,2, 0.4, y 0.6 con diferente duración e 
instantes de aparición en el tiempo, figura 4.45. Los parámetros utilizados para cada 
distribución se muestran en la siguiente tabla: 

Tabla 3.2 

Parámetros de Simulación 
NPF=128, NPT=512 

Representación vt vf Figura 
Espectrograma 127 4.46 
Espectrograma 63 4,47 
Wigner Ville 127 4,48 
Wigner Ville 63 4,49 
Pseudo VVigner Ville 63 63 4.50 
Choi Williams 101 127 a = 1,4,51 

Al calcular el espectrograma, figuras 4.46 y 4.47, se observa que la posición en el plano 
tiempo-frecuencia dependerá del tamaño de la ventana que se este utilizando, por lo que 
no detecta bien el momento en que ocurren las señales, aunque frecuencialmente estén 
bien localizados los componentes de dicha señal. La DWV se muestra en la figura 4,48, 
y sí especifica exactamente en que momento empiezan y terminan los componentes, pero 
tiene dos términos cruzados, uno de los cuales se elimina con solo cambiar el largo de la 
ventana temporal a un valor menor, en este caso de vt=127 a vt=63, como se observa en 
la figura 4.47). 
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Sena]. Compuesta 

200 	 400 	 600 
Ti empo 

Figura 4.45: Señal Compuesta (longitud de 512 muestras). 
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Figura 4.46: Espectrograma de la Señal Compuesta (vt=127) 

Figura 4.47: Espectrograma de la Señal Compuesta (vt=63) 

Figura 4.48: Distribución Wigner Ville de la Señal Compuesta (vt=127) 
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Figura 4.49: Distribución Wigner Ville de la Señal Compuesta (vt=63) 

Figura 4.50: Distribución Pseudo Wigner Ville Suavizada de la Serial Compuesta (vt=63. 
vf=63) 

Figura 4.51: Distribución Choi Williams de la Señal Compuesta (vt=101, vf=127, a = 1 
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Para intentar eliminar el artefacto que permanece en la gráfica de la DWV, podemos hacer 
uso de la PWVL, donde se atenúa el artefacto, a costa de hacer un poco más ancho el 
espectro de la señal, figura 4.50. Con Choi Williams, figura 4.51 se atenúan casi com-
pletamente, pero se presenta otro fenómeno que es efecto resultante cuando dos o más 
señales ocurren al mismo tiempo, y ese efecto se manifiesta en forma de rayas verticales, 
ya descrito anteriormente. 

Otra simulación con señales compuestas es la que incluye cambios bruscos (le frecuencia y 
un silencio. Los parámetros que se utilizaron en dicha simulación se muestran en la tabla 
3.3: 

Tabla 3.3 

Parámetros de Simulación 
NPF.--128, NPT=512 

Distribución vt vf Figura 
Espectrograma 63 4.52 
Espectrograma 127 4.53 
Wigner Ville 63 4.54 
Wigner Ville 127 4.55 
Pseudo Wigner Ville 63 63 4.56 
Pseudo Wigner Ville 63 127 4.57 
Pseudo Wigner Ville 31 127 4.58 
Choi Williams 63 63 a = 1,4,59 
Choi Williams 63 127 a = 1,4.60 
Choi Williams 31 127 a = 1,4.61 

En este grupo de simulaciones, tanto el espectrograma como la DWV con una ventana 
de 63 puntos, figuras 4.52 y 4.54 respectivamente, detectan bien tanto la localización de 
la señal como la región donde existe el silencio, aunque el espectro del espectrogratna es 
más ancho que la DWV y esta última presenta artefactos entre los espectros. Si cam 
biamos la longitud de la ventana a 127 puntos, mejora la resolución en frecuencia, pero 
el espectrograma ya no detecta tan bien la región en donde se localiza el silencio, figura 
4.53, mientras que en la DWV se presenta un pequeño artefacto en esta región, figura 4,55, 

Los artefactos se eliminan fácilmente con PWVL o CW con longitudes de 63 puntos tem-
porales y 63 puntos frecuenciales, figuras 4.56 y 4.59 respectivamente, aunque la resolución 
frecuencial no es la mejor. Si aumentamos la longitud de las ventanas frecuenciales a 127 
puntos, sin variar la ventana temporal, si se mejora la resolución frecuencial para ambas 
distribuciones, a costa de que se empiece a generar un artefacto en la región del silencio, 
figuras 4.57y 4.59. Pero aunque se observa un cambio brusco en la frecuencia, la resolu-
ción temporal mejora al disminuir la ventana temporal a tan solo 31 puntos, figuras 4.58 y 
4.61. Con ello, se obtiene una mejor resolución en el instante en que se efectúa el cambio 
frecuencial. 
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Figura 4.53: Espectrograma de una señal (vt = 127 ) 

Figura 4,52: Espectrograma de una Señal (vt = 63 ) 



Figura 4.54: Distribución Wigner Ville de una Señal (vt = 63 ) 

Figura 4.55: Distribución Wigner Ville de una señal (vt = 127 ) 
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Figura 4.58: Distribución PWVL de una Señal (vt= 31, vf=127) 

Figura 4.56: Distribución PWVL de una Señal (vt= 63, vf=63) 

Figura 4.57: Distribución PWVL de una Señal (vt= 63, vf=127) 
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Figura 4.60: Distribución Choi Williams de una Señal (vt= 63, vf=127, a = 1) 

Figura 4.61: Distribución Chol Williams de una Señal (vt= 31, vf=127, o = 1) 

Figura 4.59: Distribución Choi Williams de una Señal (vt= 63, vf=63, o = 1 ) 
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Parámetros de las Simulac'ones con Dos Chirps 
NPF=128, NPT=512 

Representación vt vf Figura 
Espectrograma 63 4.65 
Wigner Ville 63 4.66 
Pseudo Wigner Villo 63 63 4.67 
Choi Williams 63 127 = 1,4.68 

• Simulaciones con Chirps 

Finalizamos esta primera sección con algunas simulaciones en donde utilizamos señales 
moduladas en frecuencia conocidas como "chirp". Este primer chirp es una señal cuya 
frecuencia comienza en 0.3 y se va incrementando linealmente. Calculando el espectro-
grama con los parámetros mostrados en la tabla 3.4, se obtiene la figura 4.62. En esta 
gráfica se observa como se va incrementando la frecuencia de la señal linealmente. Pero 
si calculamos la DWV, figura 4.63, la gráfica resultante presenta una mejor resolución 
frecuencial. Esta es una de las señales para la cual la distribución Wigner Ville es una de 
las mejores herramientas de análisis. 

Tabla 3.4 

Parámetros de las Simulación con un Chirp 
NPF=128, NPT=512 

Representación vt 
	

Figura 
Espectrograma 63 
	

4.62 
Wigner Ville 
	

63 
	

4.63 
Wigner Ville 
	

63 
	

4.64 

Para evaluar el desempeño de las otras TFR's no paramétricas, sumaremos ala señal chirp 
ascendente del ejemplo anterior un chirp descendente, cuya DWV se muestra en la figura 
4.64, donde se observa una señal que comienza con una frecuencia alta, en este caso 0.6 
y se decrernenta linealmente. Con esto entonces, la señal a analizar será la suma de un 
chirp ascendente y un chirp descendente, y los parámetros que se utilizaron para estas 
simulaciones se encuentran en la tabla 3.5. 

Tabla 3.5 

Como se observa en las gráficas, figuras 4.65.4.68, todos estos métodos detectan bien la 
localización de los chirps dentro del plano tiempo-frecuencia, aunque se presentan artefac 
tos en la DWV, figura 4.66, que son eliminados fácilmente con el uso de las distribuciones 
PWVL o CW, figuras 4.67 y 4.68. El espectrograma, figura 4.65, muestra un espectro más 
ancho a comparación de las otras distribuciones, mientras que Choi Williams elimina los 
artefactos, pero presenta otros problemas, que son unas rayas verticales en el plano, figura 
4.68. 
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Figura 4.63: Distribución Wigner Ville de un Chirp (vt = 63) 

Figura 4.64: Distribución Wigner Ville de una Chirp (vt = 63) 
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Figura 4.62: Espectrograma de un Chirp (vt = 63) 



Figura 4.65: Espectrograma de la Suma de Dos Chirps (vt = 63 ) 

'4C< < < <<<« 

Figura 4.66: Distribución Wigner Vale de la Suma de Dos Chirps (vt = 63 ) 
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Figura 4.67: Distribución PWVL del a Suma de Dos Chirps (vt = 63, vf = 63) 

Figura 4.68: Distribución Choi Williams de la Suma de Dos Chirps (vt = 63, vf = 127, 
a = 1 ) 
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Parámetros de la Simulación de una Señal con Ruido 
NPF=128, NP'F= 128 

Representación vt vf Figura 
Espectrograma 127 4.69 
Wigner Ville 127 4.70 
Pseudo Wigner Ville 127 127 4,71 
Choi Williams 127 127 1,4.72 

Vemos entonces como para señales de este tipo, el espectrograma es el que tiene menor 
resolución frecuencial, y en cuanto a los artefactos, el uso de cualquiera (le las dos dis-
tribuciones que los eliminan queda a discreción del usuario. 

hasta este punto, estas simulaciones realizadas tienen como característica común el haberse 
efectuado con señales cine carecían de ruido. A continuación se presentan las simulaciones 
que se efectuaron con señales sintéticas a las que se les agregó un ruido blanco gaussiano. 

• Señales con Ruido 

Comenzaremos el análisis de los métodos tiempo-frecuencia no paramétricos para una 
señal con ruido, con una señal senoidal con frecuencia de 0.5 a la cual se le ha sumado 
un ruido blanco gaussiano de media cero y con varianza a = 1. Los parámetros utilizados 
para cada representación se encuentran en la tabla 3.6. 

Tabla 3.6 

De las gráficas que se obtienen para cada representación, todos los métodos detectan bien 
la localización de la frecuencia. Las variaciones entré estos métodos radican en el ancho 
del espectro y la cantidad de ruido presente en la distribución. Por ejemplo, la DWV, 
figura 4.70, tiene buena resolución frecuencial, pero tiene mucho ruido alrededor del es-
pectro. En cambio, las distribuciones PWVL y CW, figuras 4.71 y 4,72 respectivamente, 
presentan menos ruido que la DWV, siendo la distribución PWVL la que muestra tina 
mejor resolución frecuencial y prácticamente sin ruido. 

Consideremos ahora el chirp ascendente que utilizamos en una simulación anterior, al 
cual le sumaremos ruido gaussiano con varianza de 0.5. Las características de las simula-
ciones se encuentran en la tabla 3.7. 
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Figura 4,69: Espectrograma de una Señal Senoidal con Ruido (vt = 127) 

Figura 4,70: Distribución Wigner Ville de una Señal Senoidal con Ruido (vt = 127) 
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Figura 4.71: Distribución PWVL de una Señal Senoidal con Ruido (vt = 127, vf = 127) 

Figura 4.72: Distribución Choi Williams de una Señal Senoidal con Ruido (vt=127, 
vf=127) 
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Parámetros de la Simulación (le la Suma de un Chirp con Ruido 
NPF=128, NPT=128 

Representación vt vf Figura 
Espect rograma 63 4.73 
Wigner Ville 127 4.74 
Pseudo Wigner Ville 25 63 4.75 
Choi Williams 25 63 0 =, 1,4.76 

Tabla 3.7 

Nuevamente se observa que todos lo métodos detectan la señal, y que sus diferencias son 
con respecto a la resolución que presenta cada método y la cantidad de ruido presente. El 
espectrograma, figura 4.73, es el que presenta menor resolución, y los otros tres métodos 
restantes tienen muy buena resolución frecuencial, aunque con CW, figura 4.76, se presenta 
un efecto de rayas verticales. En cuanto a la eliminación de ruido, se observan mejores 
resultados con, la PWVL, figura 4.75. Si disminuimos la varianza del ruido, también se 
muestran resultados semejantes a los obtenidos en esta simulación, la única diferencia es 
que se atenúa más el ruido en todas las distribuciones. 

Hasta este punto, liemos presentado simulaciones con señales sintéticas con la finalidad 
de familiarizarnos con el desempeño de los algoritmos tiempo-frecuencia no pararnétricos. 
Corno resultado de estas observaciones es importante mencionar que en la mayoría (le los 
casos, los resultados de las distribuciones Wigner Ville, Pseudo VVigner Ville ,"Suavizada" 
y Choi Williams presentan una mejor resolución del plano tiempo-frecuencia en general, 
aunque no podemos descartar el uso del espectrograma completamente, Uno de los in-
convenientes que presenta la DWV con respecto al espectrograma es la generación (le 
artefactos en la TER. Sin embargo, a pesar de este problema, tiene una mejor resolución 
temporal y frecuencial que el espectrograma. La ventaja principal del espectrogratna es 
que la distribución tiempo-frecuencia obtenida es siempre positiva, cosa que no siempre 
sucede con las otras TEM. La única excepción a este caso es cuando la señal de entrada 
es un chirp, para la cual la DWV es positiva. Una última observación referente a las TER's 
que eliminan los artefactos es que el largo de las ventanas temporal y frecuencial determi- 
nan el grado de atenuación de los artefactos así como la resolución de la gráfica. Con una 
ventana temporal de menor longitud que una ventana frecuencial se obtiene una mejor 
resolución tanto temporal como,  frecuencial. Respecto a la Distribución Choi Williams, el 
parámetro o es el que ayuda a disminuir los artefactos, y se obtiene una mayor atenuación 
de ellos cuando su valor es 1, y conforme se aumenta este valor, se decrementa el grado de 
atenuación de los artefactos. Una desventaja que presenta esta distribución es un efecto 
de rayas verticales muy leve. 

Con estas simulaciones, ya se tiene una ida de como es el desempeño de estos algoritmos, 
con lo cual ahora para comparar su desempeño con los algoritmos paramétricos, se procede 
a efectuar las mismas simulaciones pero con dichos algoritmos. 
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Figura 4.73: Espectrograma de un Chirp con Ruido (vt = 63) 

Figura 4,74: Distribución Wigner Ville de un Chirp con Ruido (vt = 127) 
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Figura 4.75: Distribución PWVL de un Chirp con Ruido (vt = 25, vf = 63) 

Figura 4.76: Distribución Choi Williams de un Chirp con Ruido (vt = 65, vf = 63, o = 1) 
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• Algortimos Adaptables: Simulaciones con Señales Sintéticas 

o Señales Senoidales 

Siguiendo el mismo orden que en las simulaciones anteriores, comenzaremos con la de-
tección de una señal senoidal con frecuencia' (le 0.5 con los algoritmos adaptables. Los 
parámetros de las simulaciones efectuadas se muestran en la tabla3.8: 

Tabla 3.8 

Parámetros de Simulación 
Modelo de orden 2, NPF=128, NPT=512 
Algoritmo 5 A Figura 
Tradicional .001 0.99 
Rápido 0.001 1 4.77 
Rápido 0.01 0.98 

Se muestra en la figura 4.77 como es que estos algoritmos detectan la señal. Las figuras de 
las otras simulaciones que se indican en la tabla correspondiente no se muestran por ser 
redundantes, y lo único que varía en ellas es el instante en que se detecta la señal, La señal 
se detecta más rápidamente con los parámetros de 6 = 0.001 y A = 1, correspondientes a 
la figura mostrada. De las simulaciones efectuadas se observa que la serial no se detecta 
tan rápidamente como con los rnétodos anteriormente descritos, aunque en la figura 4,77 
se constata que este método presenta una muy buena resolución frecuencial y que efec-
tivamente, localiza la señal en la posición correcta. Se observó además que al variar los 
parámetros de A y 5, varía la rapidez de detección de la serial asi como las variaciones de 
amplitud del espectro. Visualmente se comprobó que con los parámetros de la simulación 
mostrada, la amplitud del espectro es más estable que para los otros casos. 

o Suma de Señales Senoidales 

Para esta simulación con una suma de dos señales senoidales de frecuencia 0.3 y 0.4, 
se efectuaron dos simulaciones de orden cuatro la primera con el algoritmo tradicional 
y los mismos parámetros que se usaron en la simulación anterior con este algoritmo, es 
decir, ó = 0.001 y A = 0.99. La segunda simulación se efectuó con el algoritmo rápido con 
parámetros <5 = 0.001 y A = 0.96. El propósito de utilizar los mismos parámetros para 
el algoritmo tradicional es el demostrar que los parámetros que funcionan para una señal 
no siempre sirven para otra aunque ésta sea similar. Se muestra la gráfica obtenida con 
el algoritmo rápido, figura 4,78, ya que con esos parámetros se logró una detección más 
rápida de las señales que con el algoritmo tradicional, En comparación con los métodos 
tiempo-frecuencia no paramétricos, las gráficas de la PWVI, y CW, figuras 4.32 y 4.43, se 
observa una mejor resolución de los algortimos adaptables. 
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Figura 4.77: Detección de una Señal Senoidal con un Algoritmo Adaptable, (algoritmo 
rápido de orden 2, 6 = 0.001,A = 1) 

Figura 4.78: Detección de Dos Señales Senoidales con un Algoritmo Adaptable Rápido, 
de orden 4, = 0.001, = 0.96 

Figura 4.79: Detección del Cambio de Fase en una Señal con un Algoritmo Adaptable 
Rápido de orden 2, 6 = 1001, = 0.96 
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o Salto de Fase en una Señal Senoidal y Suma de Señales Senoidales con 
Diferente Fase 

Para cuando las dos señales tienen diferente fase, no se muestra ningún cambio en la 
gráfica, por lo que estos algoritmos no detectan una diferencia de fase entre señales. Sin 
embargo, cuando existe un cambio de fase muy brusco en una sola señal, que para este 
caso es de 180 grados como se efectuó en las simulaciones anteriores, sí lo detecta, como 
se muestra en la gráfica 4.79 obtenida al procesar la seánl con el algoritmo rápido con 
parámetros 6 = 0.001 y de A = 0.96, Se observa que el espectro es un poco más ancho con 
respecto a los que se han obtenido con gráficas anteriores, la razón es que se hizo un recorte 
de los picos de la señal para poder apreciar como es que el algoritmo detecta el cambio (le 
fase. La razón de efectuar este corte de picos es debido a que los valores que se obtienen 
con este algoritmo tienden a dispararse muy fácilmente. Otra observación a partir de esta 
gráfica es que se puede apreciar que en realidad los algoritmos no tardan tanto en detec-
tar la señal como se ha apreciado en las gráficas anteriores, sino que tardan un poco en 
estabilizarse. Este efecto no se presenta en los métodos tiempo-frecuencia no paramétricos. 

o Simulaciones con Chirps 

Al procesar los chirps, los algoritmos adaptables sí detectan bien la señal para un chirp as-
cendente como se muestra en la gráfica 4.80 obtenida con el algoritmo rápido con un orden 
2 y parámetros : 6 = 0.001 y ) = 0.96. Para la suma de chirps, los parámetros 6 = 0.01 
y A = 0.98, con un modelo de orden 4. Se obtiene una gráfica donde apenas son visibles 
las seriales, sobre todo al inicio de la gráfica, por lo que se le aplicó un corte de los picos 
con lo que se produce la imagen 4.81 que permite apreciar mejor el espectro de las señales. 

Comparando estas gráficas con los resultados obtenidos con los métodos tiempo-frecuencia 
no paramétricos, se muestra que la WVD detecta con mejor resolución al chirp ascendente, 
y que para la suma de chirps, la ventaja que presentan el algoritmo adaptable es que no 
genera artefactos, la única limitante es que al dispararse los valores resultantes, se debe 
ajustar la gráfica. 

o Señales Compuestas 

Al procesar al señal que se utilizó para ejemplificar cambios bruscos en frecuencia y zonas 
de silencio, el método matricial tradicional muestra en la figura 4.82 que efectivamente sí 
detecta los cambios de frecuencia en la señal (parámetros de simulación: modelo de orden 
2, b = 0.001, A = 0.98). Si se cortan los picos de señal, ( figura 4,83 ) se observa que sí se 
detecta el cambio en la muestra en que ocurre este fenómeno, aunque tarda en alcanzar 
la nueva frecuencia a la que se encuentra el segmento de la señal, En la zona de silencio, 
se observa que la amplitud del espectro disminuye levemente. Nuevamente, se,  obtienen 
mejores resultados con las representaciones tiempo-frecuencia descritas anteriormente. 
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Figura 4.80: Detección de un Chirp con un Algoritmo Adaptable Rápido de orden 2, 
6 = 0,001,A = 0,96 
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Figura 4.81: Detección de un Chirp con un Algoritmo Adaptable Rápido de orden 4, 
= 0.001,A = 0 . 9 8 
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Figura 4.83: Detección de una Serial con Cambios Bruscos de Frecuencia Método Matri-
cial, orden 2, 6 0.001,A = 0.98) 

Figura 4.82: Detección de una Señal con Cambios Bruscos de Frecuencia (Método Matri-
cial, orden 2, 6 = 0.001, a = 0.98) 



o Señales con Ruido 

Una prueba con señales ruidosas muestra que cuando a una señal senoidal con frecuencia 
de 0.5 se le agrega ruido gaussiano con varianza a = 1, se necesita utilizar un orden mayor 
para poder detectar la señal. En este caso, para el algoritmo matricial tradicional con 
parámetrós de orden 6, A = 0.98 y 6 = 0.01 la señal apenas es visible (figura 4.84). Un 
corte de picos muestra que sí detecta la señal (gráfica 4.85) y que existen variaciones en la 
amplitud del espectro, En este caso, los métodos descritos en el inciso anterior, presentan 
mejor resolución que los métodos adaptables. Sin embargo, si a esta señal le aplicamos 
el método de Leroux con un orden 8, se observa que aunque la resolución frecuencial se 
pierde, se detecta la señal, figura 4.86. 

Para el caso de chirps con ruido, se presentan dos simulaciones: cuando el ruido tiene 
una varianza de 0.5 y otra con varianza de 0.1. En el primer caso, el método tradicional 
detecta la señal levemente y sigue los cambios de frecuencia de la señal, como se muestra 
en la figura 4.87. Si se hace este análisis con un modelo de orden 4 con el algoritmo de 
Leroux, figura 4.88 el espectro es más marcado, pero no está detectado en la frecuencia 
correcta. Para cuando la varianza del ruido disminuye a 0.1, se procesa la serial con el 
algoritmo rápido de orden 4, con parámetros 6 = 0.001 y A = 0.96, figura 4.89. La 
señal se detecta mejor que en el caso anterior. Para esta simulación, el desempeño de los 
algoritmos tiempo-frecuencia no paramétricos presenta mejores resultados en general que 
los algoritmos adaptables. 

Tabla 3.9 

Parámetros de Simulación para Chirps con Ruido 
NPF=128, NPT=256 

Varianza del Ruido = 0.5 
Algoritmo Orden 6 A Figura 
Tradicional 
Leroux 

6 
4 

0.01 0.98 4.87 
4.88 

Varianza del Ruido = 0.1 
Algoritmo Orden 6 A Figura 
Rápido 4 0.001 0.96 4.89 

De las simulaciones efectuadas, se observa que los algoritmos adaptables son muy sensi-
bles a los valores de los parámetros 6 y A. La ventaja que presentan sobre los métodos 
tiempo-frecuencia no paramétricos es el mostrar una representación tiempo-frecuencia del 
espectro sin artefactos, muchas veces con mejor resolución, dependiendo del tipo de señal. 

Hasta este punto se han efectuado simulaciones con señales sintéticas para los dos tipos 
de métodos tiempo-frecuencia. En el siguiente inciso se presentan los resultados obtenidos 
con señales reales, en donde nuevamente se efectúan comparaciones entre los métodos ya 
utilizados anteriormente. 
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Figura 4.84: Detección de una Señal Senoidal en Presencia de Ruido (algortimo matricial, 
orden 6, 5= 0.01, = 0.98 ) 

Figura 4,85: Detección de una Señal Senoidal en Presencia de Ruido (algortimo matricial, 
orden 6, 6 = 0,01, a= 0.98 ) 

Figura 4.86: Detección de una Señal Senoidal en Presencia de Ruido (algoritmo de Leroux, 
orden 8) 
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Figura 4.87: Detección de un Chirp con Ruido (algoritmo matricial, orden 6, 6 = 0.01, A = 
0.98 ) 

Figura 4.88: Detección de un Chirp con Ruido (algoritmo Leroux, orden 4) 

Figura 4.89: Detección de un Chirp con Ruido (algoritmo rápido, orden 4, 
0.93) 

98 



4.3.2 Simulaciones con Señales Reales 

• Señales Electroeneefalográfleas (EEG) 

Otra manera de evaluar el desempeño de los diferentes métodos tiempo-frecuencia es apli-
carlos a señales reales. En este caso, se presentan dos tipos de señales: electroence-
falográficas (también conocidas como EEG) y de voz. La primera señal que se analiza es 
un segmento de una señal EEG, que en este caso tiene una longitud de 1024 muestras. 

Tabla 3.10 

Parámetros de Simulación para Señales EEG 
NPF=128, NPT=512 

Representación vt vf Figura 
Espectrograma 63 4.90 
Wigner Ville 67 4.91 
Pseudo Wigner Ville 67 67 4.92 
Choi Williams 67 71 1,4.93 
Algoritmo Orden Figura 
Leroux 16 4.94 
Leroux 20 4.95 

Las señales EEG se caracterizan por estar concentradas en bajas frecuencias [ZEP951, 
como se muestra en el espectrograma de la figura 4.90 donde se observan componentes 
frecttenciales concentrados en la parte baja de la gráfica. ¿Cuales de estos componentes 
son reales? Aplicando la DWV a la señal se obtiene la figura 4.91. Se observa que efecti 
vamente, existen muchos componentes frecuenciales; pero éstos a su vez generan una gran 
cantidad de artefactos, haciendo la gráfica poco legible. Eliminando los artefactos con 
PWVL o con CW, figuras 4.92 y 4.93, se obtiene una versión filtrada del espectrograma, 
donde se distinguen mejor los componentes de la señal. Para los métodos de estimación es-
pectral paramétrica se utiliza un orden de 16 para estimar este tipo de señales. Efectuando 
una comparación con el algoritmo de Leroux con modelos de orden 16 y 20, figuras 4.94 y 
4.95 respectivamente, se obtienen gráficas tiempo-frecuencia más claras que las anteriores, 
en donde se observan dos componentes bien definidos, y en la figura 4.95, se detecta un 
posible tercer componente. 

La información que presentan los métodos tiempo frecuencia para esta señal es muy pare 
cida en todos los casos. La diferencia es que en algunos casos, la imagen obtenida contiene 
más ruido que en otros, por ejemplo en el espectrograma, en donde algunos efectos causa-
dos por la ventana o por ruido, se podrían interpretar como seíial. Cabe mencionar que no 
se presentan las simulaciones efectuadas con los algoritmos adaptables ya que no tienen 
un buen desempeño con estas señales. 
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Figura 4.90: Espectrograma de una Señal EEG (vt = 63) 

Figura 4.91: Distribución Wigner Ville de una Señal EEG (vt = 67) 

Figura 4.92: Distribución Pseudo Wigner Ville de una Señal EEG (vt = 67, vf = 67) 
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Figura 4.94: Estimación de una Señal EEG por el Método de Leroux (orden 16) 

Figura 4.95: Estimación de una Señal EEG por el Método de Leroux (orden 20) 

Figura 4.93: Distribución Choi Williams de una Señal EEG (vt = 67, vf = 71, a = 1) 
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• Señales de Voz 

Un resultado similar se obtiene para las señales de voz, para las cuales se grabaron dos 
segmentos: la palabra "uno" y la palabra "dos", muestreadas a una frecuencia de 8 KHz. 
Los parámetros de simulación utilizados en los análisis de cada palabra se muestran en las 
tablas 3.11 y 3.12, 

Observando los resultados obtenidos para ambos segmentos de señal, figuras 4.96 - 4.109, 
nuevamente se observa que los componentes frecuenciales están ubicados en la parte baja 
del plano tiempo-frecuencia, es decir, son de baja frecuencia. Analizando las gráficas 
obtenidas para la palabra "uno", el espectrograma, figura 4.96, es muy claro, aunque 
presenta un poco de ruido. La DWV, figura 4,97 muestra los mismos componentes solo 
que nuevamente se generan varios artefactos que hacen un poco ilegible la distribución. 
Un análisis con métodos de estimación paramétrica muestra que conforme se aumenta el 
orden del estimador, se crea un mayor número de componentes, lo que puede generar un 
poco de confusión al momento de interpretar las gráficas. Tomando como referencia el 
orden 10 que es el que normalmente se utiliza para señales de voz, figura 4,100, se observa 
entonces que aparentemente solo existen dos componentes, aunque con modelos de orden 
mayor (16 y 20, mostrados en las figuras 4,101 y 4.102 respectivamente) se aprecia que al-
gunos componentes no son en realidad uno solo sino dos. Al procesarla con PWVL o CW, 
figuras 4.98 y 4,99, se muestra un mejor resultado. La imagen obtenida muestra un tipo 
de espectrograma filtrado, en el cual se eliminan algunos efectos causados por la ventana 
en el espectrograma. Resultados similares se obtienen de las simulaciones efectuadas con 
la palabra "dos". 

Tabla 3.11 

Parámetros de Simulación para Señales Voz 
Palabra Digitalizada: "Uno" 

NPF=128, NPT=4000 
Representación vt vf Figura 
Espectrogratna, 
Wigner Ville 
Pseudo Wigner Ville 
Choi Williams 

127 
127 
127 
127 

127 
127 

4,96 
4.97 
4,98 

a = 1,4.99 
Algoritmo Orden Figura 
Leroux 
Leroux 
Leroux 

10 
16 
20 

4,100 
4.101 
4.102 



Tabla 3.12 

Parámetros (le Simulación para Señales Voz 
Palabra Digitalizada: "Dos" 

NPF=128, NPT=4000 
Representación vt vf Figura 
Espec trogram a 
Wigner Ville 
Pseudo Wigner Ville 
Choi Williams 

127 
127 
127 
127 

127 
127 

4.103 
4.104 
4.105 

o = 1,4.106 
Algoritmo Orden Figura 
Leroux 
Leroux 
Leroux 

10 
16 
20 

4.107 
4.108 
4.109 

Nuevamente en estas simulaciones con señales voz se constata que todos los métodos 
tiempo-frecuencia muestran información similar, algunos con más resolución frecuencial 
que otros, pero el contenido básico de información se preserva. De estas simulaciones, la 
distribución Wigner Ville es la más difícil de interpretar debido a la cantidad de artefactos 
que se generan. Probablemente con la ayuda de alguna herramienta de despliegue con 
mayor resolución se pueda mejorar la gráfica y su interpretación. 

Damos por concluido la sección correspondiente a las simulaciones con señales. Se han 
efectuado comparaciones entre los diferentes resultados obtenidos con las herramientas 
vistas en este documento y con esto nos damos cuenta que dependiendo del tipo de señal 
se debe de escoger el método a aplicar. Por ejemplo, a una señal con muchos compo-
nentes no es muy recomendable aplicarles una DWV a menos que estén lo suficientemente 
separados como para que la gráfica resultante sea legible. Uno de los métodos con los 
que se obtiene una mejor resolución son los métodos paramétricos, pero una desventaja 
que tienen es que son muy difíciles de ajustar. Otra ventaja que tienen es que con sólo 
guardar los coeficientes para cada instante de tiempo, se puede reconstruir la distribución 
tiempo-frecuencia, por lo que la cantidad de datos a almacenar es menor qye almacenar 
toda el plano generado con alguno de los métodos no paramétricos. Sin embargo, no siem- 
pre tienen un buen desempeño con todas las señales, como se ha demostrado para algunas 
señales, pero esto no significa que esta herramienta sea imprecisa o que no pueda aplicarse 
a otros tipos de señales, simplemente que es un algoritmo más sensible a las variaciones 
de la serial por lo que se debe tener cuidado al ajustar sus parámetros. 

A continuación, en la siguiente sección se muestran algunas de las áreas en que se están 
aplicando estos algoritmos. Contínuamente surgen nuevas aplicaciones por lo que sería 
dificil citarlas todas, razón por la cual solo se incluyeron algunos ejemplos representativos 
de las' aplicaciones. 
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Figura 4.97: Distribución Wigner Ville de la Palabra "uno" (vt 

Figura 4.96: Espectrograma de la Palabra "uno" (vt = 127) 

Figura 4.98: Distribución Pseudo Wigner Ville de la Palabra "uno" (vt = 127, vf = 127) 
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Figura 4,99: Distribución Choi Williams de la Palabra "uno" (vt = 127, vf = 127, 	1) 

Figura 4.100: Estimación Paramétrica de la Palabra "uno" con un Modelo de Orden 10 
(algoritmo de Leroux) 

Figura 4.101: Estimación Paramétrica de la Palabra "uno" con un Modelo de Orden 16 
(algoritmo de Leroux) 



Figura 4.103: Espectrograma de la Palabra "dos" (vt = 127) 

Figura 4.104: Distribución Pseudo Wigner Ville de la Palabra "dos" (vt = 127) 
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Figura 4.102: Estimación Paramétrica de la Palabra "uno" con un Modelo de Orden 20 
(algoritmo de Leroux) 
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Figura 4.107: Estimación Paramétrica de la Palabra "dos" con un Modelo de Orden 10 
(algoritmo de Leroux) 

Figura 4.105: Distribución Pseudo Wigner Ville de la Palabra "dos" t = 127, vf = 127) 

Figura 4.106: Distribución Choi Williams de la Palabra, "dos" (vt = 127, vf = 127, a = 
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Figura 4,108: Estimación Paramétrica de la Palabra "dos" con un Modelo de Orden 16 
(algoritmo de Leroux) 

Figura 4.109; Estimación Paramétrica de la Palabra "dos" con un Modelo de Orden'20 
(algoritmo de Leroux) 



4.4 Aplicaciones 

Las distribuciones tiempo-frecuencia se han aplicado a casi todos los campos en donde 
existen señales estacionarias (COH891. El propósito de las aplicaciones varía considerable-
mente: desde la simple representación gráfica de resultados en busca de obtención de una 
mayor información, hasta la manipulación sofisticada de la distribución. Generalmente las 
aplicaciones se pueden categorizar en tres metodologías: 

• Cálculo de la distribución, para observar si revela más información que otras herra-
mientas. 

• Uso de una propiedad particular de la distribución que represente de una manera ro-
busta y clara el contenido tiempo-frecuencia para esta propiedad, por ejemplo, corre-
lacionar la frecuencia instantánea con alguna cantidad física que se desea obtener, 

• Utilizar la distribución como un portador de la información de la señal, sin importar 
si la distribución en realidad representa la densidad de energía en el plano tiempo-
frecuencia. 

Muchas de las aplicaciones no están dentro de algunas de las categorías descritas ante-
riormente, pero siempre es importante recordarlo ya que el éxito o fracaso del uso de una 
distribución en una aplicación en particular no implica el mismo resultado en otra. Un 
claro ejemplo de esto es la DWV en el análisis de voz, en el cual es difícil de interpretar, 
pero puede ser útil en otras áreas. A manera de ejemplo, presentamos a continuación 
algunas de las aplicaciones en donde se están utilizando métodos tiempo-frecuencia. 

Biomedicina 

— Señales Electroencefalográficas (EEG) 
Uno de los ejemplos de aplicación de estas representaciones tiempo-frecuencia 
se está utilizando para estudiar la información no estacionaria en señales EEG 
como ayuda en la determinación del grado de profundidad de anestesia. Aunque 
existen indicios que le indican al anestesista el grado de profundidad de la 
anestesia del paciente (como el pulso, la cantidad de transpiración, la presión 
sanguínea, etc,), muchos de estos signos son inconstantes con respecto a la pro 
fundiad de anestesia. El uso de otras sustancias como son los vasodilatadores y 
bloqueadores neuromusculares disminuyen estos signos. Además, muchas veces 
aunque se presentan estos signos, el paciente no está completamente dormido, 
y puede presentarse un fenómeno conocido como "awareness" que indica que el 
paciente se conscientiza mientras se efectúa la intervención quirúrgica, con lo 
que se pueden presentar efectos posteriores traumáticos de largo plazo. Se han 
trabajado con señales obtenidas de perros con diferentes grados de anestesia, en 
cuyo caso se clasificaron las señales de grado O en caso de que éstos respondieran 
a un estímulo y de grado 1 en caso de no obtener dicha respuesta. El grado 
de profundidad cero se localiza dentro de las frecuencias 1-3.5 Hz y de 3,5 a 
7.5 Hz), Se demuestra que bajo ciertas condiciones de anestesia las representa 
ciones tiempo-frecuencia muestran un mejor desempeño que la tranformada de 
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Fourier de tiempo corto [NAY94J. 

— Obstrucción de Arterias 
Estudios previos muestran que las arterias parcialmente obstruidas producen 
cierto sonido debido a turbulencias en el flujo sanguíneo. Si se pudieran de• 
tectar estos sonidos de las arterias coronarias externamente, se podría efectuar 
una detección del grado de oclusión de una manera simple. El procedimiento 
común es la inserción de un catéter a través de una vena (generalmente la 
femoral) que llega hasta el corazón, donde se libera una tintura para observar 
las estructuras cardiacas. Se ha mostrado que las arterias obstruídas presentan 
una mayor cantidad de energía en el rango de frecuencias de 200 y 800 Ilz. 
Existe un experimento efectuado con arterias femorales de perros parcialmente 
ocluidas, con los cuales se trató de detectar el grado de estenosis, procesando 
las señales obtenidas a través de la Transformada de Fourier y métodos de es-
timación paratnétrica. Se muestra en (AKA94) que los métodos de estimación 
paramétrica nos proporcionan mayor información que el simple uso de la Trans 
formada de Fourier, sobre todo cuando el grado de estenosis supera el 85% 

— Contracción Muscular 
Cuando se contrae un músculo, se produce un sonido que no se debe a la 
vibración del músculo como una cuerda simple. Se ha desarrollado un trabajo 
consistente en correlacionar las propiedades del sonido con las características 
del músculo. Si algún experto puede interpretar los cambios que se presentan 
en las gráficas de resultados, también se podría utilizar como herramienta de 
diagnóstico. Un ejemplo más concreto son los estudios que se han efectuado 
cuando un músculo se contrae o está distendido. Se pueden reproducir las 
características generales de un músculo a otro y reflejar algunas características 
de contracción muscular [COH891. 

• Radar 
El radar de apertura sintética inversa o ISAR (Inverse Synthetic Aperture Radar) es 
un radar de imágenes que utiliza el movimiento del objeto o blanco para generar 
imágenes en un plano. Tradicionalmente se utiliza la FFT para generar dichas 
imágenes pero su calidad se degrada ya que la imagen se filtra. Una forma de 
mejorar la resolución es utilizando la Distribución Wigner Ville, con lo que se ob 
tienen gráficas más nítidas [CHE95]. 

Otra aplicación en este campo es la caracterización de las señales de eco de aviones 
comerciales, en donde se buscan sus características invariantes en las TFR's para 
extraer una firma frecuencial que permita identificar el tipo de avión. También se 
pretende efectuar una relación entre algunos de los parámetros obtenidos con las 
TFR's y asociarlos a fenómenos físicos generados por el avión, como son la acelera-
ción [CU093]. Una razón más para el uso de este análisis ha sido el poder extraer 
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información más precisa que con los métodos tradicionales, ya que la señal con que 
se trabaja está submuestreada (a una frecuencia de 1 KHz), una limitante de estos 
sistemas. [CU095). 

• Oceanografía 
Las señales oceanográficas son no estacionarias, por lo que no pueden analizarse 
por medio de las técnicas tradicionales de Fourier, que tienden a perder resolución 
espacial. Ejemplos de este tipo de señales se obtienen cuando, en un intento de 
determinar la turbulencia en un cuerpo, se hacen mediciones de microestructuras 
del gradiente de temperatura (temperature-gradient microstructure). Se calculan 
las frecuencias instantáneas locales y máximas de las señales en función de la pro-
fundidad, y estas frecuencias están relacionadas entonces a la disipación de energia 
cinética turbulenta [COH921. 

• Voz 
La voz es una de las señales no estacionarias mas complejas y aplicación natural 
de este tipo de distribuciones. Como se observó en las simulaciones, la distribución 
Wigner Ville es muy difícil de utilizar para cuestiones de interpretación con respecto 
al espectrograma, pero con la versión suavizada se pueden detectar y extraer los 
parámetros relevantes, con lo que se puede desplegar la estructura de formantes de 
voz y es además, un buen clarificador de sonidos de voz [C011891. 

• Reconocimiento de patrones 
Aunque se utiliza la distribución como una representeación bidimensional, en este 
caso no representa necesariamente el plano tiempo-frecuencia. La interpretación que 
se le asocia comunmente (representación de la energía de una señal) no se requiere 
en esta apliación, ya que en este caso se considera el problema de detección binaria, 
en donde se debe tomar una decisión acerca de la existencia o no de una serial, en el 
caso particular de [C011891, una señal con ruido aditivo [C01189]. 

• Sonar 

Otra aplicación que se le ha dado a las representaciones tiempo-frecuencia es 
el análisis de los sistemas activos de eco-localización de sonar utilizados por 
murciélagos. Estos emiten señales AM-FM de diferentes tipos para las fases de caza, 
aproximación, persecución y captura de una presa. Se muestra que cada fase pre- 
senta características frecuenciales diferentes; en la fase de caza, el murciélago emite 
señales de frecuencia baja; en la primera parte de la señal de caza, existe una señal 
FM que decrece su frecuencia instantánea rápidamente para estimar la posición, la 
segunda parte es una frecuencia semiconstate que permite estimar su velocidad. Ya 
que se ha localizado la presa, emite una sucesión de señales de aproximación que 
se caracterizan por el decremento gradual de la duración de la señal obtenida al 
disminuir el componente de frecuencia semiconstante de la señal de caza. Con el 
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uso de representaciones tiempo-frecuencia, se estima la frecuencia instantánea de la 
serial. Muchas de ellas tienen un eco que se traslapa en el tiempo con la señal del 
murciélago, generando desviaciones en la frecuencia instantánea de la señal. Para ais-
lar el término de interés se multiplica la representación tiempo-frecuencia utilizada 
(en este caso la PWVL) con una máscara tiempo-frecuencia. Como en el plano 
tiempo-frecuencia los ecos no llegan a encimarse significativamente con la señal de 
interés, la máscara es capaz de eliminar los ecos que corrompen a la señal[HLA921. 

• Otros 

— Identificación de Objetos En muchas situaciones de localización, como en 
las aplicaciones sísmicas, de radar, sonar y de eco, la identificación del blanco 
activo se efectúa al comparar una señal conocida que ha sido emitida con la 
señal reflejada por el objeto. Se han utilizado la PWVL para analizar el campo 
acústico disperso inducido por una esfera delgada inmersa en agua. Las ondas 
que regresan dependen de las propiedades físicas y de la geometría del objeto. 
Adicionalmente al eco inicial, existen otras ondas acústicas que viajan alrededor 
de la superficie de la esfera una o más veces antes de que sean reflejadas. Este 
tipo de ondas son dispersas (indica que tiene componentes de diferentes frecuen 
cias que viajan a diferente velocidad de propagación). Los métodos clásicos solo 
efectúan el análisis en un dominio, ya sea el dominio temporal o espectral, Las 
técnicas de análisis temporal se utilizan, por ejemplo, para analizar el tiempo 
inicial de llegada del eco. Desafortunadamente, la atenuación de las frecuencias 
altas y la naturaleza dispersiva de las ondas causan que los ecos individuales 
cambien de forma y se traslapen. Esto dificulta la estimación del tiempo de 
llegada de los ecos. Las técnicas espectrales se utilizan para analizar frecuencias 
de resonancia inducidas al blanco, pero no se pueden tomar en cuenta los ecos 
de naturaleza dispersa, ya que la serial está compuesta por un gran número 
de componentes individuales que se superponen tanto en tiempo como en fre 
cuencia, El plano tiempo-frecuencia permite el análisis de la señal en ambos 
dominios. Además de proporcionar toda la información que se puede obtener 
con un análisis de la señal en cada dominio, se obtiene otras características que 
varían con el tiempo, como la velocidad. Basándose en una PWVL de la serial, 
se construyó una firma tiempo-frecuencia que indica claramente el tiempo de 
llegada del eco, la naturaleza dispersiva de las ondas y varias frecuencias de 
resonancia, que pueden ser útiles para la identificación del objeto y su caracte-
rización [HLA92J. 

— Firmas Frecuenciales 
En el ejemplo anterior, se encontró una firma frecuencial para caracterizar a un 
determinado objeto. En este tipo de aplicaciones se trata de encontrar carac 
terísticas que permita diferenciar a un objeto entre otros similares. Por ejemplo, 
se han hecho estudios con señales de dos cilindros de una máquina diesel, para 
tratar de diferenciar uno de otro con solo observar la señal [BOA911. 
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4.5 Conclusiones 

Hemos visto en este capítulo algunas sugerencias de implementación de los algoritmos 
tiempo-frecuencia no paramétricos, cuya ventaja es que al ser su estructura muy similar 
para todos ellos, es fácil programar el básico (la distribución Wigner Ville por ejemplo) y 
que sirva como base para programare implementar el resto, Como su estructura hace uso 
de la Transformada Rápida de Fourier (FFT), se espera obtener resultados semejantes al 
procesar las señales con estos algoritmos. Prueba de ellos se muestra en las simulaciones 
efectuadas, ya que las gráficas resultantes son muy parecidas entre sí, La información 
general es congruente, es decir, con todos los métodos se detectan las señales, aunque en 
algunos casos, algún método, ya sea paramétrico o no, se desempeña mejor que los demás. 
Esto indica que se debe aplicar un método dependiendo del tipo de serial que se quiera 
procesar. Una observación es que los parámetros de los métodos adaptables necesitan ser 
ajustados para cada tipo de señal que se quiera procesar, ya que los parámetros que sean 
adecuados a una señal en particular no aseguran que funcionen para otra señal similar, 
como se constata en las simulaciones de, este capítulo, El buen desempeño de estas técnicas 
ha logrado crear un interés cada vez mayor en la búsqueda de nuevas aplicaciones en 
diferentes áreas de trabajo, así como el diseño de herramientas que permitan mejorar su 
resolución, o nuevas TFR's cuyo desempeño supere a las existentes, 



Capítulo 5 

Resultados y Conclusiones 

Hemos presentado algunos de los métodos tiempo-frecuencia más utilizados, tanto para-
métricos como los no paramétricos, Se ha insistido un poco más en los métodos no para-
métricos debido al auge que han tomado recientemente, y por ello se consideró necesario 
realizar un estudio de las características de estas herramientas para evaluar el por qué han 
retomado tanta importancia en la actualidad. 

De los resultados obtenidos, no se puede decir que una distribución en particular sea la 
mejor para aplicarla a todas las señales. Tampoco se puede descartar alguna de ellas, 
por ejemplo el espectrograma, porque siempre nos servirá como una referencia mientras 
no seamos capaces de comprender e interpretar completamente la información que nos 
proporcionan estas herramientas tiempo-frecuencia no paramétricas. Lo que sí se puede 
afirmar es que dependiendo del tipo de señal que se va a procesar, se debe elegir la 
distribución tiempo-frecuencia a utilizar. Como ejemplo, describimos algunas situaciones 

• Detección de señales con ruido : 

Todos los métodos utilizados detectan las señales en presencia de ruido, aunque 
algunos de ellos tienen mejor desempeño que otros. En caso de que la señal esté 
compuesta por múltiples componentes, lo mejor es evitar el uso de la Distribución 
Wigner Ville y utilizar alguna de las Distribuciones que suavizan los efectos de los 
artefactos, como son la Distribución Pseudo Wigner Ville "Suavizada" o la Choi 
Williams. Otra opción es el uso de uno de los métodos paramétricos. 

• Detección de cambio de fase en una señal : 

Este efecto solo es visible en algoritmos como el adaptable y en la Distribución 
Wigner Ville. En un espectrograrna, este efecto no se aprecia. 
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e Diferencia de fase entre dos señales ; 

Esta información la proporcionan los artefactos existentes en la Distribución Wigner 
Ville, por lo que en este caso se recomienda utilizar dicho método tiempo-frecuencia. 
Ni el espectrograma ni alguno de los métodos paramétricos detectan este fenómeno. 

• Señales tipo "Chirp" : 

Si se esta trabajando con señales de este tipo, el espectrograma es el que presenta 
menor resolución frecuencial con respecto a los otros métodos evaluados. Los algo-
ritmos adaptables también detectan una señal chirp aunque se observan leves varia-
ciones en la amplitud del espectro, pero la mejor resolución frecuencial para un solo 
chirp se obtiene con la Distribución Wigner Ville. En cuanto a la suma de chirps, 
se puede decir que es difícil eliminar el problema de los artefactos con las TFR's no 
paramétricas, pero se obtienen resultados aceptables. Una posible solución puede 
ser trabajar en la búsqueda de parámetros estables para los algoritmos adaptables 
para obtener una distribución tiempo-frecuencia sin artefactos. 

e Resolución temporal y frecuencial: 

Tal vez muchos de los algoritmos mejoren su desempeño con el uso de ventanas dife-
rentes a las rectangulares, efecto con el que no se experimentó durante la realización 
de este trabajo, ya que siempre se tuvo como objetivo principal el mostrar las gene 
ralidades acerca del desempeño de estas herramientas tiempo-frecuencia. Lo que sí 
podemos decir acerca de su funcionamiento es que en general, mientras más pequeña 
sea la ventana temporal se obtendrá una mejor resolución temporal, y mientras más 
grande sea la ventana frecuencial, la resolución frecuencial será mejor, es decir que 
la resolución temporal se mejora cuando la longitud de la ventana temporal es mu-
cho menor con respecto a la frecuencial pero hasta un cierto límite. Es importante 
recordar que la longitud de la ventana temporal tiene un límite inferior establecido 
por la desigualdad de Heisenberg-Gabor. Si dicho límite no se cumple, se generan 
distorsiones en la representación tiempo-frecuencia. Una observación importante so-
bre el espectrograma es que efectivamente, no existe una buena resolución temporal 
y en cuanto a la resolución frecuencial, en los casos de señales como el chirp, está en 
función del largo de la ventana. El tamaño óptimo se puede encontrar siempre que 
se cuente con el parámetro de modulación de dicha señal antes de efectuar el análisis 
de la señal, algo que difícilmente sucede. 

Para los algoritmos adaptables sucede un fenómeno diferente: poseen muy buena 
resolución frecuencial, solo que es difícil que sigan a la señal cuando esta tiene 
múltiples componentes frecuenciales, ya que al variar el número de componentes 
de la señal con respecto al paso del tiempo, es posible que exista una incongruencia 
entre la cantidad de componentes existentes en ese segmento y el orden del modelo 

115 



que se está utilizando para dicha señal, fenómeno que se presentó con las señales 
reales y compuestas. Una solución puede ser el uso de algoritmos adaptables por 
segmentos, que permitan un mejor seguimiento de la señal a modelar, 

• Implementación: 

Aparentemente, los métodos no paramétricos son más fáciles de implementar, de-
bido a la facilidad de programación con respecto a los métodos paramétricos. En 
estos últimos, la cantidad de ecuaciones pueden generar errores de cálculo, que reper-
cuten en el desempeño general del algoritmo y en algunos casos, lo hacen inestable 
y es posible que no llegue a converger. También se puede afirmar que este tipo de 
algoritmos son muy sensibles al cambio de parámetros y necesitan ajustarse. Los 
parámetros que pueden funcionar a una señal no son los mismos que le servirán a 
otras y por ende, hay que conocer muy bien el tipo de señales con que se está tra-
bajando para poder escoger los parámetros adecuadamente. 

Para los métodos no paramétricos, la única diferencia es el kernel propio a cada 
distribución. El algoritmo más sencillo de implementar es el Espectrograma. Le 
siguen en complejidad las Distribuciones Wigner Ville, Pseudo Wigner Ville y Choi 
Williams, La facilidad de estas distribuciones es que el uso de la FFT hace más 
rápido el cálculo. Existen algunos trabajos en donde se estudia la posibilidad de 
aumentar la rapidez de cálculo de estas distribuciones. 

Otra observación concerniente a los métodos no paramétricos es que el número de 
muestras de la señal es el mismo cuando se utiliza la señal analítica o la señal real. La 
razón es que si se muestrea al doble de la frecuencia de Nyquist, se tendría el doble 
de muestras de la señal real mientras que si se utiliza la señal analítica se tendrá el 
mismo número de muestras de la señal, pero como es compleja, son dos datos por 
cada muestra por lo que es lo mismo en cantidad de localidades de memoria una 
u otra opción. En cuanto a los métodos paramétricos, la cantidad de datos que se 
necesitan son pocos, ya que solo dependen del número de parámetros que se quieran 
calcular. 

Uno de los objetivos de esta tesis fue el lograr la implementación de los algoritmos bajo un 
programa que permita el procesamiento de señales de una manera sencilla de utilizar para 
el usuario, como lo es el paquete Khoros. La ventaja que se tiene al tener estas rutinas 
instaladas como utileria,s adicionales, es que ya no se necesita programar el algoritmo y se 
puede interactuar fácilmente con los parámetros de cada una de las TFR's programadas. 
Con la ayuda de este documento introductorio en el tema y las rutinas instaladas, se 
cuenta con una base para empezar a familiarizarse con el desempeño de estos métodos de 
análisis y entonces dedicarse a la aplicación de estas herramientas a las señales con las 
cuales se desee trabajar. 

Estas nuevas tendencias en métodos tiempo-frecuencia aún no han sido explotadas al 
máximo. Alguna de las razones puede ser la dificultad de interpretación que puede surgir 
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al principio, cuando aún no se han familiarizado con las distribuciones. Existen mu-
chos campos en que se pueden aplicar, sin embargo, para poder utilizarlos al máximo 
es necesario que haya una mayor comunicación interdisciplinaria para poder Interpretar 
correctamente los resultados que se están obteniendo, y tal vez, extraer la mayor cantidad 
de información posible de los mismos, En la actualidad, el uso de estos métodos es más 
frecuente ya que están siendo implementados en algunos dispositivos en tiempo real, con 
lo que su uso se extenderá notablemente, que es una razón más para familiarizarse con 
estos métodos, Algunas de las áreas en que se están trabajando actualmente son: 

• Diseño de representaciones tiempo-frecuencia con kernel adaptable a la señal para 
tener un mejor seguimiento de la señal [J0N95]. 

• Análisis multicomponente de señales moduladas linealmente en frecuencia con una 
técnica combinada de transformadas llough y Wigner, para detección de formas (no 
solo líneas) y detección de seriales con frecuencias lineales y no lineales [BAR951. 

• Nuevos métodos para el cálculo e implementación eficientes de la Distribución Wigner 
Ville eliminando los términos cruzados [STA94). 

• Distribuciones Wigner Ville polinomiales para estimación de la frecuencia instantánea 
en señales FM polinomiales [130A94], 

• Como efectuar mejoras a las gráficas resultantes con estos métodos a través del 
método de reasignación [AUG95]. 

Con esto nos damos cuenta que hay mucho trabajo que realizar en esta área, ya sea 
desarrollando nuevas TFR's o buscando nuevas aplicaciones de ellas. Esto indica que es 
un área de trabajo en donde aún hay muchas posibilidades de buscar y proponer nuevas 
alternativas en todos los niveles. 
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Apendice A 

La Serial Analítica 

A.1 Introducción 

El concepto de señal analítica no ea nuevo y se ha utilizado en el área de sistemas de 
comunicación. La importancia de este tipo de señal para las Representaciones Tiempo-
Frecuencia (TFR's) es el que permite eliminar el espectro simétrico y algunos artefactos 
que se generan cuando se aplica una TFR a una señal real. Pero no es la única razón 
para utilizarla, sino que también con la señal analítica se puede calcular la frecuencia ins 
tantánea de la señal para un instante determinado, que puede ser de utilidad sobre todo si 
se tiene que trabajar con señales no estacionarias cuya frecuencia varia rápidamente con 
el tiempo [FLA93], [K0092j, (RAB75], [VIL48). En esta sección, se observa el por qué 
surge la necesidad de definir una señal analítica y como obtenerla a partir de una señal real. 

A.2 Representación de las Señales 

Sabemos que al enviar información a través de cualquier canal de comunicación, dicha 
información se transmite en forma de energía, Esta energía puedt representarse de dos 
formas: la primera es como una señal que varía en función del tiempo, con lo que se 
obtiene una curva representativa de como varía la energía con respecto al tiempo. Este 
enfoque es factible para una señal de tipo telegráfico, mientras que para señales acústicas 
esta representación no es la más apropiada [VIL481. 

El segundo enfoque es considerar la señal como una suma de funciones senoidales su-
perpuestas con diferente amplitud y fase, por ejemplo a través de su representación por 
series de Fourier. Desde este punto de vista se pueden efectuar estudios de distorsión, 
ya que si se transmite la señal a través de un sistema distorsionador que suprima ciertos 
componentes senoidales, existirá una pérdida de información. Con este enfoque se puede 
evaluar dicha pérdida asi como la máxima cantidad de información que se puede transmitir 
por un medio de comunicación [VIL481. 

Y aunque estos enfoques caracterizan a la mayoría de las señales, en la actualidad ya 
no son suficientes. Una de las aplicaciones en donde no tienen un buen desempeño es 

118 



con señales no estacionarias, como la música. Con las representaciones antes mencionadas 
sólo podemos observar como varía la señal en el tiempo, sin saber su contenido frecuen-
cial, y con el segundo enfoque sabemos cual es su contenido frecuencial pero no en que 
momento se generan ciertos sonidos. La única forma de presentar dichas características 
en un solo diagrama se obtiene al adoptar una definición mixta, como la propuesta por 
Gabor [VIL481: "a cada instante se presenta un cierto número de frecuencias con la in-
tensidad y frecuencia del sonido que escuchamos; a cada frecuencia está asociada una 
cierta repartición dentro del tiempo, que definen los intervalos durante los cuales se emite 
dicha frecuencia". Esto conduce a la definición de un espectro instantáneo en función del 
tiempo dada la estructura de una señal temporal en un instante dado, Para obtener el 
espectro de la serial durante toda el tiempo que dura, basta con acumular todos los espec-
tros instantáneos que se obtienen en dicha representación que a partir de este momento 
la llamaremos tiempo-frecuencia. Si por el contrario, se integran las reparticiones de fre-
cuencias en el tiempo, se reconstruirá la señal temporal. Se sabe que para analizar la señal 
se le deben aplicar ciertos operadores, ya sea en tiempo o en frecuencia, y esto repercutirá 
en ciertas deformaciones en la señal, Es por esto que el cálculo de un espectro instantáneo 
no se puede efectuar con los enfoques ya vistos, por lo que es necesario introducir ciertos 
conceptos aún no definidos [V11448). 

A.3 La Frecuencia Instantánea 

Sabemos que existen dificultades para definir la frecuencia instantánea de una señal. Una 
de ellas es que una señal senoidal no está definida rigurosamente mas que en el caso en 
que su duración es infinita (indefinida). En la teoría clásica no es susceptibles de definirse 
ni el espectro instantáneo asociado a un instante t, ni la frecuencia instantánea, por lo que 
se deben aplicar nociones intuitivas [VIL48). 

Por ejemplo, sea s(t) una señal temporal: 

s(t) = a cos wot 

donde a y wo son constantes y representan la amplitud y frecuencia de dicha señal respec-
tivamente, En este caso, es muy fácil determinar la frecuencia de la señal derivando su 
argumento [FLA931 [VILO* 

Podemos plantear ahora una situación evolutiva y hacer que la amplitud y la derivada del 
argumento de la señal coseno sean dependientes del tiempo, en cuyo caso reescribiremos 
s(t) como [FLA931: 

s(t) =: a(t) cos 0(t) 

El problema de esta serial es que a diferencia de la señal A.1 cuya definición es única, 
existen diferentes formas de expresar la señal de A.3, por ejemplo, basta con definir una 
función arbitraria b(t) tal que O < b(t) < 1, y reescribiendo A.3 [FLA93): 
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s(t) 	a(t) cos0(t) =
a 
6 
 (t) 
( 1" c°4(t) 	

(A.4) 

= 	a' (t)cos01(1) 	 (A,5) 

donde a' (t) = '411 y 09) = are cos (b(t) coub(1)) , 

Para poder definir una señal de una manera única, retomamos la señal real de A.1, que 
puede interpretarse como la parte real de una exponencial compleja con módulo constante 
[FLA93): 

s(t) = a cos wat = Re{aeiwot} 
	

(A.6) 

La amplitud y frecuencia de la señal son el módulo y la derivada de la fase de la exponen-
cial respectivamente, La parte compleja de dicha señal, s = a sen wot, se puede deducir 
a partir de la parte real con un defasamiento de ir/2, con lo que se puede afirmar que la 
parte real e Imaginaria de esta señal están en cuadratura [FLA931. 

Asociando a la señal real s(t) su parte compleja á(t) se define una nueva señal [FLA93J: 

8(1) 	8(0 

La ecuación A.7 define a la señal analítica, cuya amplitud y frecuencia instantánea se 
calculan respectivamente como [FLA93]: 

aa(t) A 108(t)I 

wx 
á 
= — dt arg ba(t) 

La mayoría de los autores utilizan esta definición como la definición de frecuencia instan-
tánea, tal como fue definida en [VIL48], pero de acuerdo con [K0092] se han presentado 
algunas irregularidades al tratar de calcular dicha frecuencia cuando se tiene una serial 
cuyo índice de modulación es grande, Además si se da el caso de tener dos señales FM den 
tro de un canal de comunicaciones, se observa que existirán dos frecuencias instantáneas al 
mismo tiempo, y dicho estimador solo calcula un valor único. Con esta base, la derivada de 
la señal analítica es un buen estimador de la frecuencia instantánea para el caso continuo, 
[K0092) propone una forma de calcular dicha frecuencia instantánea para el caso discreto, 

Otra forma de interpretar la señal analítica es visualizarla en su forma polar, es decir 
algo similar a lb„(t) = a eiwoi, e interpretarla como un vector. Su módulo y velocidad 
puede ser variables o constantes con respecto al tiempo. En este caso, la señal tiene un 
módulo constante a, lo que equivale a tener amplitud constante en la señal y su veloci-
dad de rotación o frecuencia wa también es constante, Cuando la velocidad de rotación 
es variable con el transcurso del tiempo es cuando se define una frecuencia y amplitud 
instantánea para dicha señal [FLA93]. 

Se observa entonces que la señal analítica es una señal compleja. Sabemos que en la na-
turaleza no existen las señales complejas, pero podemos crearlas a partir de las señales 
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reales. Una herramienta que puede ser de utilidad para la definición de señales complejas 
es la transformada Hilbert. 

A.4 La transformada Hilbert 

Sea s(t) una señal temporal cuya transformada de Fourier sea nula para las frecuencias 
negativas, es decir: 

5(w)=0, w<0 

Como el espectro de una señal real es simétrico, es decir 

5( —w) = 5*(w) 

Se observa que s(t) es una señal compleja, porque únicamente la mitad de su espectro 
tiene valor. En la sección anterior se estableció que la parte real de la señal analítica y su 
parte compleja están en cuadratura. Entonces, para obtener la parte compleja de la señal 
analítica señal se puede aplicar la transformada Hilbert a la señal real, ya que con ella se 
obtiene una señal en cuadratura. Se define la transformada Hilbert como 

á(t) 	{s(t)} 0 	1 j+°° s(r)dr 
r — t 

(A,10) 

s(1) = 11-1 (10) 01.4-°°  i(r)dr 
(A.11) 

7r J-00 	t 
Las ecuaciones A.10 y A.11 se les conoce con el nombre de transformada Hilbert en su 
forma contínua [POU94], [VIL48]. 

Otra manera de calcular la señal en cuadratura es la siguiente: 

s(t) = n {8(0) = 2: 8('r)dr 
Loo  r — t = 8(t)  

en donde: 
h(t) 

h(t) 	 (A.12) 

y como 
1 
grt 

—j sgn w 

la Transformada de Fourier de á(1) será (POU94]: 

,1(w) = DIO = f {8(0 * h(t)} = — j S(w)sgn w 

Esta última ecuación nos muestra que se puede obtener la transformada Hilbert al pasar 
la señal s(t) real por un filtro ideal con fase 90 grados. A este filtro se le conoce como 
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donde la serial á(t) es la parte compleja de la señal analítica definida en A.T. De guane-
ra reciproca, para obtener la parte real de la señal analítica, s(t) a partir de su parte 
imaginaria: 



filtro de cuadratura ya que si a la entrada se le aplica una señal cosenoidal, a la salida se 
obtiene una señal senoidal [P0U94). 

Hemos visto que existen diferentes formas de calcular la señal analítica, por lo que a con-
tinuación se presenta un breve resumen de como calcular dicha señal tanto para en el caso 
continuo como para el discreto. 

A.5 Cálculo de la Señal Analítica 

A.5.1 Caso Continuo 

Sea el espectro de la señal analítica: 

Sa(w) = 5(w)+ j :5(w) 

donde 5(w) representa el espectro para las frecuencias positivas y :5(w) el espectro para 
las frecuencias negativas. Aplicándole la ecuación A.4 tenemos que [RAB751: 

Sa(w) = 5(w) j (-j sgn w)S(w) 

25(w) w > O 
Sa( ) = 5(w) w -= O 

O 	w < O 

Con este resultado, se observa que se puede calcular la señal analítica utilizando la trans-
formada de Fourier. Entonces, la señal analítica puede obtenerse de dos formas diferentes; 

1. Por fórmula: la parte imaginaria se calcula con la transformada de Hilbert: 

s(t) = n {8(t)) = 1 r  j
c° 8(7)(11.  = s(t) 
-00  r t 

2. Por transformada de Fourier: se le aplica la transformada de Fourier a la señal real, 
se eliminan las frecuencias negativas efectuando S(w) = O, w < O ; se duplica la 
energía para el espectro positivo y se le aplica la transformada de Fourier Inversa 
[BAS92). 

A.5.2 Caso Discreto 

A su vez, para el caso de señales discretas, también existen dos formas de calcular la serial 
analítica. Ambas dan el mismo resultado, pero la diferencia en el tiempo de procesamiento 
es notable, siendo la segunda opción la más rápida. Dichas opciones son: 

1, Por fórmula: la parte imaginaria se calcula como [SUN89]: 

2 
V-1 N-1 	2r(k N - i)m 

i[lc]= 
N  
-- 	E x[i] sen( 

 m=1 i=0 



2. Por transformada de Fourier: se le aplica la transformada de Fourier a la señal real, 
se eliminan las frecuencias negativas efectuando S(w) = O, w < O ; se duplica la 
energía para el espectro positivo y se le aplica la transformada de Fourier inversa 
[BAS92). 



Apendice B 

Propiedades de las 
Representaciones Tiempo 
Frecuencia 

La ecuación que define a la Clase de Cohen [C01189] , [C0H92]: 

+00 

TFRc(i, f) = 	 ei2"'(u-t)g(v, r) *(u - 2' 
	2' 
x(u Ile-i2ffirdvdudr 

- -00  

+N) +03 

-00  

define una familia de transformadas tiempo-frecuencia cuadráticas, en donde la única dife-
rencia entre ellas es el kernel g(v, r) que define a la Representación Tiempo-Frecuencia (o 
TFR por sus siglas en inglés). Dependiendo de como se defina este kerne' serán las carac 
terísticas que presente la TFR . A continuación mencionamos algunas de las propiedades 
ideales que deberian tener dichas TFR, y las características que debe tener el kernel para 
cumplir con dichas propiedades. 

Sea TFR,(1, f) una representación tiempo-frecuencia de la señal x(t). Las propiedades 
que idealmente debería cumplir esta representación son las siguientes: 

1. Valor Real para todo Tiempo y Frecuencia ( "Real Valued" ), la distribución 
tiene valores reales para todos los valores de t y f y, por lo tanto, puede representar 
las variaciones en energía [HLA92]; 

TFRr(t, f) 	TFRUt,f) 

Para que la representación tiempo-frecuencia pueda presentar esta característica la 
función g(v, r) debe cumplir con (CLA8Oc]: 

También sería deseable que las distribuciones sean positivas para todo t y f , porque 

podrían interpretarse como una distribución de energía en el plano (t, f). Pero una 

interpretación tal aun puede ser cuestionada, como se verá posteriormente (CLASOcl. 
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2. Invarianza a Desplazamientos en Tiempo y en Frecuencia: 

• Invarianza a corrimientos en tiempo: 

2(1) = x(t to) 
TFRk  = TFRx(t — to, f) 

Para que esto se cumpla, la función g(v, r) no debe de depender de la variable 
t [CLA80c],[11LA92] . 

• 	Invarianza a corrimientos en frecuencia: 

= x(t) ei21101  

TFRi 	TF.Rx(t, f — fo) 

Para que esto se cumpla, la función g(v, r) no debe de depender de la variable 
f [CLASOc],[111,A92]. 

Ambas propiedades son esenciales si se desea que las variables t y f de la repre. 
sentación tiempo frecuencia correspondan a las de la señal y su espectro respectiva-
mente [CLA80c]. 

3. Marginales 

• Marginal Temporal ( " Time Marginal 

TFRr(t, f) df 

Restricciones: 
9(v, 0) = 1 	V v 

• Marginal Frecuencia' ( Freguency Marginal ), 

TFRx(t,f)dt = IX(f)12  

Restricciones: 

9(O, r) = 1 	V r 

Si alguna de las dos marginales anteriores se satiface, la integral sobre todo el plano 
(1, f) es igual a la energía de la señal [CLA80c],[1114A92] : 

	

TFRx(t, r)drdv 
	

11x11`  

	

4. Escalamiento Tiempo-Frecuencia Sea 2(0 	Vral x(at) , a # O, entonces 
[HLA92]: 	

TFRk TFRx(at,L 
a 

125 



5. Frecuencia Instantánea, Esta propiedad nos indica que al obtener el primer mo-
mento con respecto a la frecuencia, el resultado se puede interpretar como la fre-
cuencia promedio de la señal en el tiempo dado. Pero se demuestra que para señales 
complejas, o para la señal analítica, la frecuencia promedio es igual a la frecuencia 
instatánea hm de la señal de la señal [CLA80c]. 

f1  f TFRx(t, f)df 	1 d 
f f  TF14(1, f)df = fx(t) =

2a dt 

Restricciones para el kernel [CLA80c) 

g(v, O) = 1 	V v 

—
dr

g(v, r)(,.=0  = O V v 

6. Retraso de Grupo ( "Group Delay" ), Tomando un concepto similar al de la 
propiedad anterior, el primer momento con respecto al tiempo se puede interpretar 
como el tiempo promedio tx(f)  de la señal en una frecuencia determinada, y para 
señales complejas, será igual al retraso de grupo o "group delay" [CLASOc] : 

A t TFRx(i, f) dt 	, 	1 d 
A TF14(t, f) di = 's (t) 	-2Trj argtx' ji  

Las condiciones para que esto se cumpla son [CLA8OcJ : 

g(0, r) = 

d79(v,r) it=e 

7. Sopnrte Finito en Tiempo, para todo t que no pertenezca al intervalo [ti /2] y 
si x(t) = O fuera del mismo intervalo: 

TFRx(t, f) = O 	V t 9 [ti, ti] 

Restricción: g(v, r) debe ser una función entera de v de tipo exponencial. 
Se había comentado en la propiedad uno que una característica deseable para toda 
TFR es que sea real para todos los valores de tiempo y frecuencia. Pero al analizar 
las propiedades 6 y 7 nos damos cuenta que son incompatibles con este requisito. 
Como ejemplo, si consideramos una señal causal, la propiedad 7 indica que la TFR de 
dicha señal tendrá un valor de cero para un t'< 0 . De,  la propiedad 6 se observa que 
para dicha serial, el "group delay" deberá ser no negativo para todas las frecuencias. 
Esto contradice el hecho de que las señales causales tienen un "group delay" negativo 
[C LA80c]. 

8. Soporte Finito en Frecuencia, para toda f que no pertenezca al intervalo [fi, f21, 
y si X( f) = O fuera del mismo intervalo: 

TFRx(t, f) = O 	V f DEft, f 2 j 
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Restricción: : g(v, r) debe ser una función entera de r de tipo exponencial. 

De manera similar a la contradicción que se comenta en el inciso anterior, las 
propiedades 5 y 8 no se pueden mantener para que una Representación Tiempo-
Frecuencia no sea negativa. La frecuencia instantánea de las señales analíticas 
pueden tener valores negativos durante ciertos períodos de tiempo [CLA80c]. 

9. Fórmula de Mayal, se puede considerar como la contraparte del teorema de Par-
seval ( p.e. para dos señales xi(t) y x 2(1), dicho teorema se puede expresar bajo 
la siguiente notación: (xl, x2) = (X1, X2) ). Entonces, para dos representaciones 
tiempo-frecuencia se tiene [CLA8Oc], [FLA93]: 

TF.1?z ,,yi (t, f)TFR; 2y2(t, f)dtdf = (ri ,x2)(yi , y2)* 

Hemos presentado algunas de las propiedades más importantes de las Representaciones 
Tiempo-Frecuencia. Existen otras propiedades tan importantes como las mencionadas 
aqui, dichas propiedades pueden ser consultadas en [CLA80c], EHLA92J, [FLA93]. Para 
finalizar este apéndice, se muestra en la tabla 8.1 las propiedades de las TFR's utilizadas 
dentro de este documento. 

Tabla B.1 
Propiedades de las Distribuciones Tiempo-Frecuencia 

Propiedades SP WVD PWVL CW 

Realidad x x x x 
Positividad x 
Invarianza a Corrimientos 
En tiempo 
En Frecuencia 

x 
x 

x 
x 

x 
x 

x 
x 

Marginal en Tiempo x x 
Marginal en Frecuencia x x 
Escalamiento 
Tiempo-Frecuencia x 
Frecuencia Instantánea x x 
Retraso de Grupo x x 
Soporte Finito en Tiempo x 
Soporte Finito en Frecuencia x 
Fórmula Moyal x 
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