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Capitulo 1
ANTECEDENTES

El analizar un proceso determinado es en muchos casos un problema toy gran
cantidad de dificultades. Una idea para Ia modelacién de un proceso determi-
nado consiste en intentar 1a adaptacién del modelo propuesto a dicho proceso,
de forma tal que podamos lograr que el modelo tenga en todo momento el mismo
comportamiento que el proceso en estudio,

1.1 Introduccién <o

Lo que se pretende en msta tesls es la creacién de una estructura que permita Ia
modelacién matemstica de alguna situacién determinada de antemano (proceso
especifico).

Es cierto que existen muchos y muy variados tipos de procesos en la natu-
ralezs, que al intentar matematizarlos se ha optado cominmente por modelarlos
mediante un andlisis de sus caracteristicas,

La idea de que ya existen en la naturaleza seres con la capacidad de adaptarse
a un ambiente (o problema eepecifico) de modo que pueden discernir entre de-
clsiones complejas en un momento dado gracias s dicha capacidad es el enfoque
que aquf se pretende adoptar.

Relacionado directamente con In reaccién 8 una situacién determinada se
encuentra e} sistema nervioso animal, el cual a su vez estdn constituido fi-
sloldgicamente hablando de una red de células nerviosas entrelazadas, denomi-
nado sistema nervieso (o red neuronal en loe modelos mateméticos).

1.8 red neuronal consta de una serie de neuronas (células nerviosas) inter-
conectadas unas con otras de modo que mediaiite estfmulos procedentes del ex-
terior se transmiten seiiales eléctricas por muy diversas ramas de interconexion
con hase en reacciones bioelectroquimicas generalmente repercutiendo en al-
guna(s) reaccién(es) observables, siendo la més usual de tipo muscular,

Al considerar esta estructura nerviosa como base, surge la posibilidad de



creacidn de un modelo tedrico, con caracterfsticas similares a dicha estructura
nerviosa que le permita, en un momento dado, adaptarse a ambicntes o procesos
especificos representados por el problema a estudiar,

Ea de esta tnaliera que en la presente tesis se define un nuevo concepto que se
basa en la estructura nerviosa animal (red neuronal) y que con algunos cambios
denomino "Red Funcional”. Cabe mencionar que el proceso a modelar con
esta nueva metodologfa no se basa en un andlisis minucioso del problema en si,
sino en la "adaptacién” de nuestro modelo de Red Funcional a dicho problema.
Ademés, es importante mencionar que el propdsito no es considerar a las Redes
Neuronales Artificiales conio modelo sino como pauta para una nueva estructura
tedrica adaptable.

1.2 Red Neuronal

Para los neurdlogos la unidad funcional del sistema nervioso es la neurona,
siendo dichas neuronas oflulas excitables del sistema nervioso conductoras de
impulsos sléctricos.

Esta e la definicién propuesta por Waldeyer en 1891 (ver referencia [18]).
De esto se desprende que al conjunto de dichas neuronas por sus intesconexién
transmiten impulsos eléctricos.

Laa Redes Neuronales Artificialesson (entre otras cosas) modelos mateméaticos
del comportamiento de una red neuronal bioldgica,

Para comenzar entendamos la estructura de las Redes Neuronales biolégicas,
para ello veamos algo de su estructura .

1.2.1 Estructura biolégica de la Red Neuronal (Neurofisi-
ologfa)

Primeramente hay que mencionar que ias redes Neuronales son estructuras de

varias neuronas que funcionan cada una de ellas dependiendo de las demds por

sus Interconexiones, conocidas como axones y dendrites (ver figura 1.1),

Cada neurona puede ser vista como una célula animal, la cual tiene, como
toda célula, una estructiira compleja pero cuyas funcionies en este caso se puedert
reducir 8 simplas reglas, ya que su funcionamiento consiste en la transferencia
de un impulso eléctrico a través del axén dependiendo de que la cantidad de
corriente eléctrica almacenada por la neurona rebase o no un clerto lfmite o
umbral eléctrico,

En los animales vertebrados existen distintos tipos de neuronas, siendo clasi-
ficadas en base a distintos criterios (ver referencia {18)) .

1. Segin su morfologia o apariencia,

2. Segiin su ublcacidn anatémica.
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Figura 1.2

3. Segiin sean sensoras (que reciben un impulso del exterior) 0 motoras (que
causan el movimiento de algin mdsculo).

4. Segin su velocidad de conduccidn de la corriente eléctrica.
5. Segin el didmetro de sus fibras.

6. Segiin sean o no mielinizadas (cublertas por una célula llamada de Schawn,
1a cual se enrolla alrededor de! axén) sus fibras.

Centrémonos en una sola de estas clasificaciones, ya que para los propdsitos
perseguidos basta con tener una idea del funcionamiento del sistema neuronal.

Considerando entonoes el punto de vista morfolégico, tenemos que las neu-
ronas son células individuales compuestas de un cuerpo celular llamado soma y
un mimero variable de prolongaciones dirigidas hacis el exterior denominadas
neuritas,

Las neuronas adultas {ya que pasan por proceso de crecimiento), se les clasi-
fica como monopolares, bipolares o multipolares dependiendo del mimero de
neuritas (ver figura 1.2).

Cuando llegan suficientes impulsos eléctricos a un nimere adecuado de ter-
minaciones presindpticas, se fibera suficiente neurotransmisor para estimular o

(i
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Figura 1.3;

la neurona postaindptica, hasta llegar en esta ltima a un umbral de excitacién,
cuando esto ocurre en la membrana de la neurons postaindptica sucede un cam-
bio répido en la ?ianh elsctrica denominado "Potencial de Accidn”.

Una vez que sé ha jniciado este procmo, el potencial de accién genera una
pequeiia corriente local que a su vez inicia un segundo potencial de accién en el
segmento de membrana adyacente, La corriente local de ese potencial de accidn
desencadenaré un tercero y asf sucesivamente, de modo que va transmitiéndose
un impulso eléctrico y & la vex filtrdndose con base en haber rebasado el potencial
de nccién respectivo en cada una de Ias neuronas, hasta asf llegar a las ramas
finales de la estructura nerviosa.

Es importante mencionar que en el axon, el mecanismo mediante el cual se
propaga el impulso eléctrico se debe al flujo do lones de potasio (K*) y sodie
(Nat+) a través de la membrana del axén (membrana axénics).

A su vez existe clerta resistencia por parte de los liquidos extracelulares del
axén e intracelulares del axén (llamado axoplesma) y a su ver una resistencia
que ofrece |a membrana axénica al flujo de iones.

Como |a membrana axdnica semipermeable, esta a su vez funje como una
capa aislante, causando una capacitancia, lo que provoca el umbral en ¢l poten-
cial de accion.

Fs esta la manera en que un impulso eléctrico se convierte en un proceso
electroquimico con un flujo de corriente que se somete a una cierta resistencia
y otra clerta capacitancia.

De esta manera un impulso eléctrico proveniente de una neurona (pudiendo
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Figura 1.7: (1) No hay estfmulo, (1I) Aparece un astimulo que ocasiona la trans-
misién de Ia eeiial eléctrica, (111} Continua el estfmulo, (IV) El impulso se con-
tinua recorriendo, (V) El impulso inicial se despluza liacia otras conecclones,

ser esta sensora como {as que tenemos en la retina del ojo} activa el proceso de
flujo de corriente eléctrica (ver figura 1.7)

Cuando una receptor (neurona) es estimulado en forma intensa se establece
et Ja fibra nerviosa un (ndice de activacidn iniciai elevado, el cual disminuye un
poco con el tiempo, y aunque el estfinulo sea aplicado en forma continua y con
la mismao intensidad, la cantidad de impulsos disminuye a los pocos segundos.

A esta distninucion de la generacion de impulsos, aun con estimujacién con-
tinua, se le denomine ADAPTACION (ver referencia (9),ver figura 1.7).

"Todoe los receptores se adaptan hasta cierto punto (con la posible excepcidn
de los receptores del dolor), Algunos receptores se adaptan en forma nuy rdpida
mientras que otros en forma Jenta y a un grado limitado.

El potenclal de aceién disminuye en ambos casos, a veces por debajo del



umbral de excitacién.
Esta iiltima caracterfstica nos permite considerar variables de adaptacién
en el modelo matemético de la Red Neuronal (ver las sigulentes referencias:

(9),113),(14],(16},18}).

1.2.2 Modelacién de la Red Netironal (Red Neuronal Ar-
tificial)

Con baso en lo visto referente al sistema nervioso y en particular en cusnto a
su estructura y funcionamiento, se comensaron a hacer modelos matemiticos
que dencribieran dicho funcionamisnto. Nacieron saf las Redes Neuronales Arti-
ficiales, las cuales se inspiran e la estructura fisioligica ya descrita (siendo una
simplificacién de Ia situacién real en la totalidad de Jos casos).

Un modslo simplificado de neurons propussto es verls a esta como unidad bi-
naris. El funcionamiento segiin & modelo consiate en que 1a neurona en cuestion
recibe est{mulos de otras neuronas (madiante las dendritas consideradaa en ol
modelo como conexiones) que son sumados daspués algebrdicamente (ya que
se considers que son corrieniies eléctrioss, por lo cual cumplen esta propledad)
y considerando las resistencia de los canales de enlace (axones y dendritas),
quadando ¢l modelo como:

7 |\
L
osto &
Zt+1)= f(;wu 2ift) ~ pilt)
donde:

zj(t) : Corresponde n} estado de transmisin (de corriente eléctrica)
de ls j~&sima neurona s! tiempo ¢, siendo sus posibles astados 0 (no
liay transmisién) 6 | (si hay transmisién), i.e. z;(t) € (0,1}.

pj(t) : Corresponde al umbral de 1a neurona §, siendo considerada
como una constante

J : Puncién real que represcnta a las capacitancias axénicas asf
como a las transferencia sinéptica que se suscita de las nevronas
presinépticas a la neurona en cuestién, Generalmente considerada
éats, 1a funcién signo:

10



r={ 5420

w;,; * Representan en forma de pesos ins inhibiciones o activa-
ciones ofrecidas por la capa axénica de las neuronas presindpticas
(correspondientes a} {ndice i) asf como por los neurotransmisores
que 8e conectan con la neurona j.

t : Tiempo durante el cun! se realiza e} andlisis de la neurona en
cuestion, considerado de tipo discreto (t = {to,t),83,...,4,}).

Exte modelo recabs el concepto de que s neurons j emite un.impulao
eléctrico si el umbral y; es rebasado por dicha neurona.

E» importante notar que los pesos w;; son ajustes para que Ia red neuronal
artificial se adapte al proceso indicado o proceso a modelar mediante algin
algoritmo basado en la bisqueda de minimizar la diferencia entre el resultado
obtenido de I red neuronal y e! resultado deseado,

Algunas de las caracteristicas de las redes neuronales reates omitidas medi-
ante esta modelncién BON:

L

ot

El umbral dé lu neuronaa como s¢ menciond en la seccién anterior, no es
una constante, sino que cambia dinémicamente en forma continua.

. Las células neuronales reales reslizan sumas no lineales de los impulsos

eléctricos que recibe,

. Una neurona real produce una sucesién de pulsos eléctricos, no un nivel

de salida eléctrico vinico,

. Las neuronas no tienen lapsos de espera fijos en el tiempo de procesamiento

L+ ¢4 1, siendo estos lapeos distintos de neurona a neurona,

. La cantidad de substancias neurotransmisoras usadas en la sinapsis puede

variar de forma impredecible.

Es asf que un modelo que intente contemplar estas diferencias para resultar
mejorado en cuanto a su acercamiento a las redes neuronales reales seefa el
signiente;

Ty = I(Zw(.,’ T~ i) (L1

donde:

1
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x; es cvaluada en forma continua y
{ e una funcién no lineal llamada funcién de activacidn o funcién de transfer-
encia sinéptica,

Hay que recordar que el objetivo de una Red Neuronal Artificial est4 enfo-
cado generalmente a las habilidades de coinputo de los modelos de redes que
puede proporcionarnos, y no a su directa aplicabilidad a ls modelacién hioldgica.

Dada una red neuronal artificial, lo que queda es crear una topologfa o
estructura de interconexiones entre las neuronas artificiales y buscar los pescs
w;,; que permitan realizar la modelacién de un problema especifico. A dicha
bisqueda de pesos se le denomina Regla de Aprendizaje de la Red Neuronal
Artificial,

Una generalizacion importante que se hace en las redes neuronales es el
uso de funciones de transferencia (f) distintas de la funcién signo, pero con
la restriccion: a mayor potencia! de accién en la presinapsis ocurre un mayor
potencial de accién en la postsinapsis, entonces se infiere que dicha funcién f
debe ser no decreciente.

Batas son las funciones de transferencia mas empleadas:

1. Funcién signo;
ra={ g 230

yz<0

2. Funcién de paso {f'(0) = { (1) dependiendo de como sea defina de ante-
mano);
1 ,z>0
!(z) ={ !'(0) yz=0
0 <0
3. Funcidn logfatica:
1) = b=
4. Funcién tangente hiperbélica:
[{(z) = tanh(z)

0 ,z<0
5 flz)=¢ z O<z<l
1 ,z>0

- 220
o 1) ={ L% 22

7. Funcién de umbral exponencial (c € R predefinida do antemano):

f(z) = min{l,e°%}



8, Funcidn radio polinomial (¢, n € R predefinidos de antemano con n > 1):
f(x) = max{0, 557}

13



Capitulo 2

REDES FUNCIONALES

Antes que nada es conveniente aclarar que se considerardn dos conceptos im-
portantes que son:

1. El uso de un conjunto de {ndices para determinar el nodo del modelo.

2. El uso de un conjunto de indices especial (denominado estadfo de tiempo)
que caracteriza al tiempo en el cual se efectuan los muestreos de datos.

2.1 Proceso Especifico

Consideremos un proceso a modelar al cual llamarenios Proceso Espectfico. A
dicho proceso especifico intentaremos que se "adapte’ un modelo matemAtico
(Red Funcional) que més adelante definiremos.

Fstas son las partes que integran a un proceso especffico;

Datos Reaccidn del
del PROCESQ ESPECIFICO proceso
— —
entorno, () a st entorno,
(v) ' ¥)

Donde cada una de las partes de dicho proceso son las siguientes:

Definicién 1 (ESTADIO DE TIEMPO) Definimos un Estadfo de Tiempo (I)
como un confunto de fndices (de cardinalidad numerable o no numerable),

La idea de estadfo de tiempo correspondc al espacio de tiempo durante el
cual se realizan los muestreos o tomas de los datos del entorno y por ende de
las reacciones del proceso a su entorno,

14



Nota 1 Entenderemos que un estadfo de tiempo I es discreto (i.e. de cardinal-
idad numerable) a menos que ae especifigue lo contrario,

Definicién 3 (DATOS DEL ENTORNO) Sea I un estadfo de tiempo. Defini-
mos a fos Datos del Entorno () durante el estadfo de tiempo I como un conjunto
de valores (p; € R,i € 1) los cuales representan a los distinlos estados del en-
torno recabados que afectan al praceso en estudio en cada estadfo de tiempo 1
fp={pieR|iel})

Definicién 3 (REACCION DEL PROCESO A SU ENTORNO ) Ses I un
estadfo de tiempo, Definimos la Reaccién del Prooeso & su Entorno (y) du-
rante el Estadlo de tiempo 1 como los corveapondientes valores (y; € R,é € 1)
obtenidos por la reaccidn del proceso o su entomo en cada estado de liempo
W={vecklicl})

Definlcién 4 (PROCESO ESPECIFICO) Sea I un estadfo de tiemgo, ¢ los
datos del entorno y 4 lo reaccidn del proceso o su enlorno. Definimos el Proceso
Especfico (§2) como la situacidn que deseamos analizar mediante la modelacidn.
Podemos ver al Proceso espectfico como una tranaformacidn § : R¥ — R dada
por MR Y.

Definictén 5 (VECTOR DE DATOS DEL ENTORNO) Sea I un estadfo de
tiempo y sean {p)1,{¥)3,- .., () datos del entornio sobre I, Definimos a un vec-
tor de datos del entorno como el congunto odenado @ = ((ih, ()2, .. {¢h),
donde (p)i={p;€ER|jEN}Vi=12,... L

Nota 3 Si @ es un vector de datos del entorno, podemos representar o (p); € @
ome 9, f.e. ¢= {wl,‘ 'J elie {l»zo“'l}}'

Nota 3 Podemos considerar al congunto (1,2,...1} como un subcongunto de un
confunto de fdice.

Definlcién 6 (INTERVALO DE DATOS DEL ENTORNO) Sesn Iy conjunto
de fndices e I3 estadio de tiempo, V5 € I; 'sean (p); los distintos datos del
entorno, Definimos un Intervalo de Datos del Entorno (5) como el conjunto:

p={pieRlieh,jels}
o lo que es lo mismo;
p={lp)y={pueR|jelh}|ich}

Ejemplo 1 Supongamos que I, = [a,b} C R conjunto de (ndices, Iy = [1,}) C R
estadfo de tiempo, Entonces el intervalo de datos del enforno corvespondiente a
Iy el serfa:

p={peyeR|yel,zeli}.

15



Nota 4 Un intervalo de datos del entorno ¢ sobre Iy e I3 es posible caracteri-
zarlo en términas de una familia de funciones de la siguiente maners: ¢ € {p
Iixl~R).

Es de esta manera que un problema particular lo podemos caracterizar por
una transformacidn del conjunto de datos de entrada () en ol conjunto de datoes
de salida (¥) de dicho proceso,

Esta manera de ver al problema especifico nos permite extraerle la aocién
que ejarce e} medio y su resccién en cierto estadfo de tiempo 1.

En este caso, al hacer referencia a un proomo especiico se trata de deter-
minar un tipo de situacién & modelar en la cual podamos separarls en las tres
partes ya definidas que integran al proceso especifico, siando el proceso especifico
un procaso bien caracterisedo mediante los datos que fluyen a este (datos del
entorno) y aquelles reaccionss que tiene dicho proceso especifico, siendo denom-
inadas rescciones del proceso a se entorno.

E» importante notar que ol intervalo de tiempo pwede ser de tipo discreto o
continuo, siendo esto importante ya que este serk un intervalo de entranamiento
(o aprendisaje) al que someteremos a nuestra estructura modeladora (Red Fun-
clopal).

2.2 Concepto de Red Funcional

Con base en la forma como funciona e] sistema nervioso neuronal en los ani-
males y como as Hevado dicho proceso s un modelo mediante Redes Neuronales

Artificiales, la intencién es crear una estructurs tal que parmita comservar las
caracterfstioas de modelacién de las Redes Neuronales Artificiales, pero que &
su ves tengs la libertad de parmitirnos mejorumuplcid.dundnphﬁvude
modelacién,

De esta manera surgen las siguisntes definiciones:

Sea My(K) = {M : 1 x I ~ K}, donde I conjunto de indices y K un campo
completo ordenado (usaré el conjunto de los nimeros reales R como campo en
lo subsecuente).

Si M € My (K) entonces M = (v, ;€K |i,j €1}

Deflnicién 7 Seal un conjunto de ndices, W eMpa(R), X = (zi e R|ie ).
Definimos W : Mya(R) — I3 como W = W(W) = {(i,4) € I x I ju(i,5) #0).

NotaB §i 1= {1,2...,n} con W € Mya(R), entonces WW) = (G5 5) |
Wy ¢ #0)



Definlcién 8 Sean I un conjunto de fndices, ¥ = {z, € R |t €l}, We

Mixy(R). Entonces deﬁrgmoa &: Mia(R) x ':;"’ B como ¥= (W, &) =
1, 3j €I tal que (j,t) € WW
(& =&z | & = { é} cl Mquq:e(J(Jo)‘) € ,,g(ye)) ,Lel}

Nota 8 Sil={1,2,...,n}, X = {},23,2..,20}, W = (Wi ;)i jut,..m 7

i #0,j=12,...

MW'&: Moxn(R)xR" —» R", i‘(w,«t‘) = (212210 &)y &= 0 Vi w;=0

1
1
0

CO

0
Ejemplo 3 Supongamos lo siguiente: 1 = (1,2,3}, X = {zy,22,23)}, W= ( 0
1

Entonces comoe wy g # 0, #0 w;, # 0 se tiene que X wa) =
{1,23,2a), W) = {(1, 2), (l 3) (2 3) @,1)).

[EEEECEY

Ejemplo 8 Supongamos lo siguiente: 1 = (1,2,3}, X = {z;,23,23}, W= (

oo
(==

(=2~
-

Entonces comowy g # 0 ywyy # 0 se tiene que X W, X) = {x1,22,0), WW) =
(1,2),(1,3),2,3)}-

17
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Xy Xz x3

Definictén 9 (RED FUNCIONAL)Sean 3, ¢ respectivamente un vector de datos
del entorno y un vector de reaccién del proceso o su entorno durante el estadfo
de tiempo Ly y sea I un conjunto de fdices. Definimos una Red Funcional (RF)
en @ como el conunto dado por la tema RF=< X,W,F > que cumple las .
siguientes propiedades:
LX=XUX[UAS, conXinX; =@Vigj
Sean inf(1),1,J,0 € fndices tales que: inf(I) < I < J <O =sup(l).

X = (x|t e [inf(1),]) CR} #£0 = "Copa de entrada con datos @"
Xy={z [te(l,]+J)CR} =" Copa intermedia” .
M=(z|te(I+JI+J+0]CR}#0 ="Capa de salida con datos ¢"

2 We Mlxl(l).
8 F={h: Mya(R) xR x [ - R}

4. Para cada j € Ip:
{ Viel talquex; € Xy 2 2=,

Viel tal quez; € Xy = a5 =,
Viel tal ques; € AUy = 2; = FOW, X,4) = f(g|¥ W, ), )
con FeF,g:RIxI—R, f:R~R.

18



2.2.1 Red Funcional Discreta

Como anteriormente se menciond, necesitamos que e} Proceso Espacffico quede
adaptado por la Red Funcional (RF) propuesta, lo que implicaria una equiva-
lencia entre el Proceso en estudio y 18 RF de Ia siguiente forma:
F- 09
(21)

¢— v

Donde la primera lnea de (2.1) corresponde a informacién propia del Pro-
oceso Especifico (o sea del proceso a modelar), mientras que la segunda linea
corresponde a lo que debe cumplir el modelo (en este caso Ia Red Funcional),
pars tener el mismo comportamiento que ¢} proceso especifico 1.

Nota 7 Sen I’ una Red Funcional dada por < X W, F > en &, se cumple b
siguiente:

L P=peReHX =1
L V=veRe#N =1

donde #& corvesponde a la cardinalidad o nimero de elementos del congunto
X,

Definicién 10 (FQUIVALENCIA) Sea I un estadio de tiempo, @ un vector de
datos del entorno sobrel, Decimos gue un Proceso Especifico es equivalente en el
estad(o de tiempo I a ung Red Funcional en 3 (Notacidn: Proceso Especifico

< RF) <=V, € @, Yy, €V se cumple que:

Proceso Eapecffico(y; i) = ¥;; = RF(p;;) = ¥j
jel ie{l,2,...,n})

Definicién 11 (ADAPTACION) Decimos que una Red Funcional (T') se adapta
a un Proceso Especifico (1) en el entorno @' (con los datos del entorno @)
r < Q.

Proposicién 1 Una Red Neuronal Artificial (RNA ) es una Red Funcional (T =<
X, W, F >) con la peculiaridad de que si F € F debe ser una funcidn predefinida

A . t
no decreciente y gl (W, X), ] =é‘-(,v w) , con & =(0,0,...,0,1,0,...,0):

i-1 cerus n~4 ceros

FIW, Xd) = f(gl¥ W, X)) = S(3 s 3)
J

wji €W

19



Definlcién 12 (RED FUNCIONAL DISCRETA) Sea I una Red Funcional en
@ sobre ¢! estad(o de tiempo Iy de la forma T =< X' W, F > y sea | un conjunto
de fndices. Decimos que I' es una Red Funcional Discreta 4=> Yp € §, ¢ =
{pji €R}jel,icl, Ide cordinalidad a lo mas infinita numerable}

Lo conceptos anteriores pueden ser generalizados a casos en los cuales Jos
datos del entorno no sean 1uestras discretas, sino que tengan la posibilidad de
considerarse conjuntos de datos continuos (o por lo menos no discretos).

De esta manera se tiene que la reaccidn del proceso espectfico a su entorno
también heredard la caracteristica de ser no discreta.

2.2.2 Planteamiento de la Red Funcional Continua

Definictén 18 (DATOS DEL ENTORNO DURANTE UN ESTADIO DETIEMPO)
Sean Iy, Iz estadfos de tiempo y i, ¥ los datos del entorno y In resccidn del pro-

ceso respectivomente. Denotamos a |y, como los datos del entorno durante el
estadio de tiempo I y o |y, como la reaccign del proceso durante el estadfo de
tiempo I.

Ejemplo 4 Sily = {1,2,3}, I = {6,7,4) entonces ¥l = {1,393}, ¥y, =
W‘.%,W)-

Nota 8 Podetnos considerar o |y como una funcidn de la forma p(t) con
t €y, y de la misma manera a yfy, como la funcidn Y(t) con t € I, donde
¢:h =R y: =R

Definicién 14 (RED FUNCIONAL CONTINUA) Sea I' una Red Funcional
en & sobre el esladfo de tiempo Iy de la forma T =< X, W,F > y sea [ un
confunto de fdices. Decimos que I' es una Red Funcional Continua <= Yy €
@ v={ps €R|j€loi €], I de cardinalidad infinita no numersble}

Nota 9 Dados I (un estadio de tiempo no numerable), I' (una Red Funcional
Continua sobre ;) y dado un proceso espectfico Q de |y en ¢ tenemos entonces

que ¢ = {4y | i €I, I nonumeralle}, (i.e. ¢ LN Vi)

Esta definlcién nos permite trabajar con la misina estructura de Rod Neuroual
Artificial que hasta ahora hemos usado, pero con la peculiarided de que el pro-
oeso al que se adapte dicho modelo se encuentre en un "medio continuo” (ver
siguiente figurn),

Datosdel Red Funcional Continua l;::;ﬁgzzzl
czzor;nzzl - altiempot —| enlornoal
¢(t’; tiempot
¥(t)

20



Ahora bien, podrfamos crear una generalizacidn de este concepto en Jo que
respecta a Ia topologfa de la Red Funcional, considerando en vez de neuronas
"grupos no numerables de neuronas” unidas, formando barras (ver figura 2.3).

gt -

o0 0
o0 0 .
go- O 0 0 L
O 00
L R
#X¥=I/+J+0=nek
RED FUNCIONAL DISCRETA
[11i 1] fell+11+)) ‘EJI+J+I,I+J+O]
x(‘n.‘)u #X =2
RED FUNCIONAL CONTINUA

CON TOPOLOGIA SEMICONTINUA

A5() .
(t) — - (1)
iel0,/+J+0}, j€,3)

RED FUNCIONAL CONTINUA

CON TOPOLOGIA CONTINUA

2.2)

(24)

En los casos anterlores consideramos capas de transferencia de neuronas o
neuronas (o de nodos & nodes). De esta forina obtenemos las siguientes defini-

ciones:

Definicién 15 (RED FUNCIONAL CONTINUA CON TOPOLOGIA SEMI-
CONTINUA) Sea p un intervalo de datos del entorno sobre el estadfo de tiempo
Lo y el congunto de fndices I, T una Red Funcional Continua en @, Decimos que
T' es una RF Continua en ( con Topologla Semicontinua <= T'=< W, X, F >
cumple lo siguiente;

21



LI=L0ull+ LI+ U+ +L,1+J+0JCR

2 Viel:
a)Vtellalquex € Xy => 3y = iy
b)Vteltal guer, € XU s =z = F(W, X, t)
c)Vtel tal quez € Xy => 2 =50

Definicién 16 (RED FUNCIONAL CONTINUA CON TOPOLOGIA CON-
TINUA) Sea @ un intervalo de datos del entorno sobre el estadfo de tiempo
Io y el conjunto de ndices I, T' una Red Funcional Continua en ¢, Dec-
imos que I' es una Red Funcional Continua en ¢ con Topologia Continua
<3 I'=< W, X, F > cumple lo siguiente

L= I+J+0]x(1,3cC

2 Viel:

a)Vtellalwez.eM:}x.=go;,. )
b)vtel tal guexy € [HU Xy => 2 = F(W, X 1)
¢JVteltalquez € s =z = i,

2.3 Modelacién con Redes Funcionales
Discretas

Para obtener una red funcional discreta adaptada a un proceso espccffico, con-
sidérense los siguientes tres tipos de estructura de la Red Funcional Discreta:

1. de TIPO SERIAL.

2. de TIPO SECUENCIAL,

3. de TIPO GENERAL.

De modo que para cada uno de estos tres casos se prescinde de un andlisis
por neparado. |

2.3.1 Andlisis del caso 1

Definicién 17 (RED FUNCIONAL DISCRETA SERIAL} Una red funcional
T =<X,W,F >) es de tipo serial <=> W = (i), sy 9, €34 dada como:

W=l Wi Jj=i+l,i=12...,n
0 en olro caso

Ahora bien, sea ) un proceso especifico caracterizado por;
Datos del Entorno = e={01,92 1 9Pn ..}
Reaccidn del Proceso a su Entorno= ¢ = {¢y,¥3,...,¥4,...}

2



XX X, Xy X
| R N o/ w
X, xg X,
Figura 2.1;

Sea I' una Red Funcional de tipo serial discreta, entonces si deeeamos que
I modelea {} (I < 1), esta debe cumplir lo siguiente:

1. Interconexiones (topologia) de I', obtenids mediante W:
En este caso como I' es de tipo serial, sabemos que tiene la siguiente forma:

0w 0 0 0
0 0 w3y 0 0

Wal o .
0 0 0 - twegng O
o0 0 - 0 Wye1n
¢ 0 0 0 0

con wiy € R; ¥, con § = i+ 1, por lo que el conjunto de fndices de
nodos a considerar esté determinado por: W(W) = {(i,5) |j=i+1,i=
1,2,,..,n—1} (ver figura 2.1)

2. Por lu definicién de RF Discreta se debe cumplir que

Yz, € XU Xy = 2, = F(W, X, i) = f(g|¥ (W, X),1)) 2.5)
= !(g[(o" e 10)zi-l10| oo 10))']) = I(xi-l) (2>6)
s Vae l, I, =I(E,_|)

Resultando g(W, X, 1) = z;_; y W utilizada inicamente para especificar Ia
topologfa de la Red Funcional Discreta, Es de esta manera que la funcién

2



/) queda dada medionte la solucién al siguiente sistema de ecunciones
funcionales en f:

[ 2y =p
z3=f(zy) =fsV’)
z3 = f(zq) = f*(p)

25 = fla-1) = f*(p) @7)

{ zo = f(an-1) = 1*"p)

=Y

0 lo que e lo mismo:
=@
=y (2.8)
ze=f(Tn-1), k=2,0.000

Pudiéndose interpretar esto como una ecuacion funcional en f con valores
a I frontera p y ¥. Esto nos lleva al caso en que se tienen un conjunto s
de datos del entorno:

¥ i!"::(V’l)
¥a —f':' (w32) 29)
Y= f"'l(%)

Correspondiendo a un sistema de ecuaciones funcionales iterativo en !
teniendo como una posible solucién (ver capitulo 4):

log( lim &="¢"(¢))

[(p) = lo‘(,)
s=4'(0)
Y(p) =39(p)

24
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X )
[] . L4 »
» ] (1)} » »
] L s ]
'l *lese0
*pey
—_—— ——

28
249
25

Figura 2.2:

2.3.2 Andlisis del caso 2

Definicién 18 (RED FUNCIONAL DISCRETA SECUENCIAL) Decimos que

una Red Funcional discreta es de tipa secuencial <= W = (Wi,); jay,. o €5t
dada como: :

_fwig i<

we{ g i3]

En oste caso la estructura quedn graficamente caracterizada por Ia figura

(2.2)
Ablora hien, sea £ un proceso especffico carncterizado por *

Vector de Datos del Entorno =¢={(eh, (@21 (P
Vector de Reaccién del Proceso a su Entorno = ¢/ = {(¢)5, (¥)2,+..,(¥)s++

y tomemos a I' como una RFF Discrela de Tipo Secuencial con la cual deseamos
modclar a ), por lo tanto tenemos que I' debe cumplir lo signiente:

1. Interconexiones o Topologin de I':
Como I’ es secuencinl tenemos que

25
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0 wyg ' W1 Wi

0 0 v Wy tg

w=l: 0o
0 0 " 0 Weie
o 0 - 0 0

Con lo cual el conjunto de fndices de nodos & considerar queda determinado
por: W(W) = {(5.4) | <5} (ver figura 2.2)

2, Para determinar la funcién F € F tenemos que resolver el siguiente sis-

tema:
(win Led
zi={ Wi-1-sh €N
FW,Xi) zie Uiy
VkeN
donde;

FW, X,4) =f(9['{’ (W, X),4)) = f(gl(z1, 22y . - 1241, 0,..,,0),])

I
Desglosando e} sistema de ecuaciones funcionales en F obtenemos las sigu-
fentes expresiones:

2= (g
23 = (ipal

zr=(p1)n
T = F(W.A’,l+ l)
Zie3 = FW, X, 1 +2)

Zi49 = FW, X, 1 +J)
Trpaer = FW, X, T+ J + 1)

214000 = FO,X,1 +J +0)
C14041 = (Va)a
Zrea4a = (Va)u

Tr4d+0 = (Yo)x

26



desprendiéndose de lo anterior que:

Vo€ HgUAy =z = F(w."’ll) = f(gllz1,23,. .. 133-1101-'-:0)13'])
(2.10)
siendo ste un proceso iterativo de !a misma forma que en el caso ya
analizado de tipo 1,
»
Consideremos pars aste caso que g|(21, 23, .., 2-1,0,...,0), 8] = é:X = ¥ 2,
. Jm!
de forma similar a como sucede con iss Redes Neuronales Artificiales,
donde &; =(0|ol"'vo| \L lol"'lo)'
i~ daimositio
Tenemos que nuestro sistema de ecuaciones funcionales en f de tipo iter-
ativo nos queda como:

[ o1 =(p1)x
23 = (pa)s
{ "1 = (pths

r i F f.(’é-"’l) = f(7)
Z1ea= /(}_f: 2j) = f(y+21) = f(y+ (1)
Tra= !(}:::;) = f(v+ f(y) +2i49) = [y + S + [ (v + £ ()

.zH-.I-H =(Vi)a
214043 = (V3

k { -:|7I+J+O=(¢’O)k

i
wony= Z;,
v E‘ 3]
Haclendo Ay = Z;4x tenemos que e} sistema de ecuaciones nos queda

como:

@11)

0



siendo

M= (7} = f(To)
A=y + fly) = f(Th)
A= f(Ty + f(1h)) = {(T3)

;\k=f(7'k-|)

Tn=7
{ T =Ther + f{Ti-1)

-, T cumple con ln ecuacién funcional de translacién, ya que T, (Th, (7)) =
Tinin (), que tiene como posible solucién :

{ Ti(y) =a(o~}(7) +4)
To(v) =~

Esta ltima ecuacién nos lleva a la ccuacién funcional de Abel, siendo una
posible solucidn Ia siguiente (ver capitulo 4):

a(y)

log(nl_ijl;g s "17'(7))
T )
8=Ty(0)

2.3.3 Andlisis del caso 3

Definlcién 19 (RED FUNCIONAL DISCRETA GENERAL) Una Red Fup-
clonal Discreta General es una Red Funcional Discreta con la caracterfstica de
que W= (Wig); jmy,...miig €R.

En este caso contemplamos que la topologia do la redes es arbitraria, lo que

implica que :

W= (g} jmtm =

w1 wyg U K
upy w2 - Ugg

Wy Wp2 v Wan

En lo que respecta a] sistema de ecuaciones funcionales en F, oste quedarfa
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xldd

x
x
K' e
\. x"' 7
henand v/ N
x; xi x;
Figura 2.3;
(i) VIEX
zi=¢ (Vi VT ER
FW, X)) , e uly
Vk e
Ver figura 2.3

2.4 Algebra con Redes Funcionales

Una primera impresién respecto al potencial obtenible al manejar una Red Fun-
cional adaptada a un proceso espectfico, es que dicha Red Funcional se encuentia
adaptada durante un estadfo de tiempo especilico, lo cual nos hace pensar que al
extender dicho estadfo de tiempo a uho mayor podenios analizar lo que sucede
en e} stadlo de tiempo ampliado, que en si corresponde a informacién aun no
conocida del comportamiento del proceso especifico.

Defintcién 20 (EXTENSION DE ESTADIO DE TIEMPO) Sea Io un estadfo
de tiempo, Decimos que ly ¢s una Extensién del Estadfo de Tiempo ly <=1y C

I
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Husta el momento, el andlisis hecho ha correspondido a la adaptacién de una
RF a un proceso especifico. Es comiin en muchos casos que un problema (en
nuestro caso un proceso especifico) sea partido en subproblemas mas sencillos
para intentar asf resolver cada uno de estos subproblemas,

Fsto en sf no 8 nuevo, ya que es parte de Ia metodologla amplismente
utilizada por €l cientffico, pero en nuestro andlisis sobre RF, si regresamos
momenténeamente al origen de éstas, desde e} punto de vista neurofisiolégico
tendriamos que dividir todo el sistema nervioso animal en subsistemas nerviosos
(por ejemplo el correspondiente a la vista en particular, o al tacto o al olfato,
etc.) considerados usualmente como sentidos, De esta munera es notable que
son en gran medida independientes estos subsistemas o sentidos unos de otros,
que a su vez unidos forman el sistema nervioso del animal (siendo esta la cuali-
dad que caracteriza u un sistema).

De esta misma forina, consideremos que el sistema nervioso es nuestro pro-
ceso aspecifico, de este es posible entresacar subprocesos especificos los cuales
unidos conforman al proceso especffico.

Definiclén 31 (PROCESOS ESPECIFICOS INDEPENDIENTES) Sain I, ¢
13 estadfos de tiempo y sean {;,§l; procesos espectficos sobre i)y, v @),
respectivamente. Decimos que fl; y {3 son Procesos Especifioos Independientes
=9 # ¥

Definicién 33 (PROCESOS ESPECIFICOS AJENOS) Sean 1y e I; estadfos
de tiempo y aean £y, €13 procesos espectficos sobre @y Ih y Faly, respectivamente.
Decimos que 1y y flg son Procesos Especificos Ajenoss=> I} # I3 (ie. 3z €
LUl tal quez ¢ 1 Ng).

Definicién 23 (SUBPROCESO ESPECIFICO) Definimos a un Subproceso
Especifico {lg de un Proceso Espectfico I como aquel que cumple con @ojy, C
@\ donde Fo son los datos del entorno de flo y @ son los datos del entorno db
.

Teorema 1 Sean 1,13 procesos espectficos sobre q;':‘;l,l y Paly, respectivamente==>

30 proceso especffico sobre §); tat que §y y Qy son procesos espectficos de Q' y
ademds @y = (@, U @aly,) conI=1 UL,

Demostracién :
Sea £ un proceso especffico sobre @ tal que gl = @iy, U Fal;,, entonees

@i, C Oy Bh, C O
. 0,3 son subprocesos especificos do {1, donde I =1y Ul



Este ultimo teorema nos dice que para cualquier par de procesos especificos,
siempre existe un proceso especifico que los englobe como subprocesos especificos,

e
N
PROBLEMA SUBPROBLEMA 2

De este modo podeinos ver a los procesos ‘especificos como sistemas com-
puestos de subsistemas,

Teorema 3 Sean I'y T Myl o-’—: 13, con §,,63 subproceso espectficos

[}
independientes y sea f) un problema espectfico compuesto por £, y Q3. Entonces
3l Red Funcional tal que Iy CT y M

Demostracién :

Sean Ty =< A0, WP, FE) 5 Ty =g 402 WD), 50 5

Como I'y < {1y entonces Vz € @) = 3ly € ¢, tal que (z) = y = Ni(z)
1

y en forma andloga como I'; «— Q3 entonces ¥z € @ = 3ly € Jz tal que

f3(z) =y =T3(z). Ademds com:) 1,13 subproceso especificos independientes
de 1 entonces @y C @y P C @ por lo cual si tomamas a I' =< X, W, F > tal

que:
X = Xy )

WD
W=( 0 wira)

v‘ﬁ%l 7] ¥
|
=(%) v [&]-

. . FIPO(WI), X0 ) cuando z € X
tomandoa I? € F tal que FIW, X i) = { F(r’)(W(r’):X“"),i): cuando z € XT3

) con W = (wy,) # 0¥, j

3



por lo tanto se presenté I =< X, W, F > Red Funcional ,
[ ]

Notemos que toda la estructura de la Red Funciona! integrada por subredes
funcionales implica conservar 1a independencia entre 1as sub redes funcionales.

Definicién 24 (UNION DE SUBPROCESOS ESPECIFICQS) Sea el operador
V dado como la unidn de subprocesos especificos y sea ¥ el operador unidn de
sub redes funcionales dados mediante:

Vifi x§ly =4

Y:TyxFy =T

Donde € y ) son subprocesos especificos del proceso espectfico Q , Ty y Ty
son subredes funcionales de la red funcional T,

2.5 Solucién de la Modelacion con Redes Fun-
cionales usando su Desarrollo en Series de
Potencias

2.5.1 Desarrollo en Series de Potencias de la Red Fun-
cional Serial

i
Supongainos que Ia funcidn f de la ecuacion (2.9) cumple ser Cy° , entonces
podemos tomar como base () del espacio CP a la serie forinal de potencias en
z.

R,IGCT———éf(a:):iaiz‘:a-ﬁ

Vz €

(L1
a = {ag,ay,43,...}; ai € Rcoeficientes. (2.12)
s = (élxoléizl|é:!znl'“} (2.13)

Siendo a una sucesion de reales, el problemn de determinar la funcién
{ queda entonces en términos de encontrar la sucesién de coeficientes reales
{ailinoy,...

‘Tenemos entolices quesi f lo toinamos en su desarrollo en series de potencias,
¢l sistema de ecunciones funcionales en f (2.9) nos queda como:

2



i1 in-g®

o

[Py [y 1=

in-1w LCR L

Solucién mediante lineallsacién

o= § Oﬂi.‘-.(. § oﬂi..-z(migmz (éoﬂn-wf;‘ )i

h= f oﬂi..-.(_ § 00-'..-,("' z ﬂez(éoﬂn-w'i‘)"

b= % Oﬂe..-.(_ > 0"‘n-v("',.?:?0“‘1(,.?30“"-@‘)"

. .)‘n-z)in-l

o .)‘n-? )"n-l

. .)‘.n-l )‘n-l

(2.14)

Ahora bien, si consideramos a la funcién g(z) € Cy°, dada por g(z) =
J7-1(z), entonoes el sistema de ecuaciones funcionales en f descrito en (29) lo

podemos reescribir como sigue:
o9 :
Yo=3 %y
=1

¢|=§om~¢i

00 .
Yo=Y aiy,
=l

Siendo ahora g(z) = E ;- o,
im0
1 o ‘pg ‘er ‘06 ‘e

1 @ gy o e

L vz oo v o
Haciendo A = : :

1o @ o

Yo
¥
Y2
,B=-.‘ . ,X=

¥

(2.15)

@
44}
ag

Qa,

tenemos que (2.15) nos queda como un sistema de ecuaciones nlgebraicas de la

forma:

B=AX

el cual es un sisteina de ecuaciones lineales infinito en X.

43
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Es importante mencionar que el fndice 3 corresponde a la cantidad de dalos
del entorno del proceso especifico 1 , mientras que e} fndice r reprasenta la
precisién de la aproximacién en series de potencias de la funcién g .

Aproximacién de la funclén por un pqllnomlo de grado r

Fz nhora necesario resolver este sistema, para ello supongamos que estamos

trabajando en {1, teniendo una cantidad finita de datos del entorno, por lo cual
#¢ = 8, implicindonos que la funcién g quade como;

glz) = im Y (2.17)
e

por lo que €] sistema de ecuaciones correspondiente (2.15) resulta de la siguiente

manera:

Vo vo ¥h o b ag
¥ Lo of - o ‘o
¥ ¥a v% 1 ag (2.18)
1) w ¥ " o,

Con lo cual basta con tomar una r finita tal que este sistema tenga solucién

anslftica, obtenjendo:

Yu L v o 2] ag

L 1L o o} ¢ o

¥s 1 ¢ w% 2] aa

¥y 1 ¢ S"? A /]

Con la peculiaridad de que 1a matriz que fios queda ¢n este sistema:

Lovo of - ¢
Lo o ¥
L v v ¥ (2.19)
1 o S"? A

resuita ser Vandermonde (ver capftulo: 5).

Por lo tanto la solucién de} sistema 2,16 donde :
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Logo 9§ o b vo
1 ¢ soz T | %
A=|1 w vl > @ | B=|"¥ | Xx=
i V;l V;g ': V;: ";r
e obtenida mediante X = A~'B , aiendo A~ como en (5 1).
[ Saibw) )
WY | ebw
Entonces X= A"t 9 | = p_:,(o,.‘)w‘)
v
P(am )W) )

Con base en la suposicién (2.17) concluimos que como

ap
L

entonces:

( i_>:|(a;,.*)(w‘) \
13

‘_Zl(ai})(%)
=| Lehw

| et )

o) = ):m =38 ek ) o

J=0 =l

(2.20)

2.5.2 Desarrollo en Series de Potencias de la Red Fun-

cional Secuencial

En el caso de la Red Funcional Secuencial, ésta queda determinada por el sistema
de ecunciones funcionales en f (ver 2.11):



ro={ PH)i ieX, keN
' _(wk)i-,;_, ie X keN

i-1
3|=f(zlzi) JMEXuls
:-
Con lo cual se obtiene el siguiente sistemn:
{ zy = ()
23 = (pa)s
L 21 = (paht

[ 21 = !(jél, z3) = 1(7)

ziva= f(y +24) = S(r + (7))
srea = J(7+ 100) +zpea) = SOy + (0 + S0+ (7))

|
{ Zrpaesr = (Vi)x
Tivsea = (Va)k

L 214040 = (Yol

t 1=3.7%

=l

Si hacemos el cambio de variable A = T4 entonces e} sistema de ecuaciones
funcionales anterior queda en términos de A como:

M=/(1)

M =f(v+ (7)) =1(T1)

da=f(Iy+ f(1h)) = f(T3)

M= (T + f(T) + J(T + (D) = {(Te + f(T3) = {(Ta)

Mo = f(Thet)

con

(R
T =Th-y + [(Tk-1)

Entonces haciendo $(y,k) = Ti(7) obtenemos Ja propiedad de que nuestra
funcién T cumple:

To(Tin(7)) = Tngn (1) <= $ld(7.m), 0} = ¢ly,m + 1)
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lo que significa que ¢ satisface la ecuacién funcional de translacién. Por lo tanto
{ ¢(nk) =olo~H(y) + 4]
$(n1) =Fl7)+v

Que es la ecuacion funcional de Abel en 0.

2.6 Modelacién de Operadores Mediante Redes
Funcionales
A continuacién son enumeradas algunas definiciones sobre operadores, con las

cuales se pretende establecer una relacién entre un proceso especifico y dichos
operadores, intentando asf modelarios mediante redes funcionales.

Definicién 38 (OPERADOR) Sean W,V dos conjuntos, Decimos que ® es
un operador de ¥, en V3 dado como &(f) = g, donde f € Vi, g€ V2.

Ejemplo 8 Como ejemplo de operadores podemos considerar al "Operador Suma”
en el conjunto Z3 = (0,1} definido como;

®l0 !
010 1
11 0

enlonces vemos que queda bien definido @ como operador suma de Zy x 23 en
ZyyaqueVf €y x 2, g 2y tal que d(f) =9 :

00)=a(f)=0=9el,
o= e =1=ge2
(LO)=e(f)=1=ge
(L)=>a(f)=0=9e2

[ R S
1

Veamos aliora algo sobre operadores lineales,

Definicién 26 (OPERADOR LINEAL) Sean W,V espacios vectoriales sobre
el campo K. Decimos que el operador @ : V; — V; es lineal <=> parg o, €
K; f,9 €V, enlonces &(af +9) = a d (f) + &(g).

Cabe mencionar que existe una subclasificacién de operadores lineales dada
por operadores acotados y operadores cerrados.

Proposicién 2 Sea ) un proceso especffico y I' una red funcional tal que ) «—s
T, entonces @ y T son operadores y ademds el mismo operador.
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Demostracién :

Como ) & un proceso especifico, eate queda por definicion determinado por
¢ y ¥ (datos del entorno y respuesta del proceso al entorno respectivamente).

Asimismo sabemos que {2 es un operador de pen ¥, yaqueVi; € p Y € ¢
talquel:p—y

Por lo tanto como §} +— I, entonces se cumple en particular que f2 «— T,

Entonces por definicion de equivalencin entre Proceso Especifico y RF sabe-
mos que Yip; €  con D) = ¥ € ¥ luego M) = ¥

Por lo tanto I es también operador y a su vez el mismo operador que {1 ya
que (i) = ¥i =T(pi) = Aps) = P Vi € .

Ejemplo 8 Sea @ un operudor lineal, @ : Vi — V3, con V;,V; espacios vecto-
riales sobre R, Tenemos entonces que Vz,y € V,a € R se cumple lo siguiente:
®laz+y) = a® (z) + B(y)

por lo que si tomamos Ty, T'a, Iy Redes Funcionales tales que cumplan:

I'y: X = {ex+y), Xa= FW X\i), Xy = (®{az +1)}

I3: X = {az}, X5=FW AX\i), X;={as(z))

Ts: X = {y}, A= FW,X,i), X3=(a@)}

De tal modo que se tiene que satisfacer la ecuacidn entre Rades Funcionales
siguiente:

M =T+l (221)

De esta forma, tenemos gue @ «— I' (= Ty = T3 = TI'y) #i se cumple la
ecuacidn £.21,

2.7 Prediccién

En cuanto a la prediccién, como ya fue menciohado atites, es posible encontrarse
el una de las siguientes situaciones

1, Conocemos los datos del entorno (p), el proceso especifico (1), pero de-
sconocemos la reaccidn del proceso a su entorno (). Esto lo podemos
denaotar como sigue;

< ¢l >"I," \bll

donde lo que esto representa que conociendo I' T 11, entonces podemos
¥

o
determinar ¢ durante el estadfo de tiempo I (I extension del estadfo de
tiempo Ip) mediante I' Red Funcional,
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[
e e,

2. Conacemos los datos del entorno (), desconocemos proceso especifico
{£1), conociendo 1a resccién del proceso a su entorno (). Esto lo podemos

denotar como sigue:
< el ¥h ?'f\" 0

donde lo que esto representa que conociendo I' or {), entonces podemos
¥

determinar {2 durants el estadfo de tiempo I (I extensién del estadfo de
tiempo Iy) mediante I' Red Funcional.

3. Desconocemos los daton del entorno (), conociendo de antemano el pro-
ceng especifico (1), asf como la reaccién de) proceso a su entorno (). Esto
lo podemos denotar como sigue:

<0 ¥l >0k

donde lo que esto representa que conociendo T’ T {), entonces podemas
v

o
determinar y|; durante e} estadio de tiempo I (I extensidn del estadfo de
tiempo L) mediante I' Red Funcional.
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Capitulo 3

CONCLUSIONES

Creo importante considerar que ests trabajo apenas es un primer intento de
generalizacion de modelos prooedentes de estriictiiras biolégicas (en este caso se
considera dnicamente a las neuronas) ya existentes, El potencial de modelacién
que enclerran Ias estriucturas blolégicas y su andlisis tedrico resulta sumamente
atractivo para intentar sy aplicacién tedrica en otras éreas del conocimiento.

Los resultados obtenidos por el esquema de modelacion aquf presentado
muestran que existen enormes posibilidades encerradas en las Redes Funcionales,
en cuanto a su pasibilidad para andlizar lo que sucede en estructuras que puedan
ser mucho mas complejas.

Es importante notar que existe una amplia gama de posibles desarrollos y a
su vez un gran necesidad por realizar un andlisis en dichas estructuras,

Posibles vias de investigacion futura son las Redes Funcionales Discretas
Generales (en particular sus soluciones) asf como las Redes Funcionales Contin-
uss (en especia) aquellas con Topologfa Continua) yn que a] parecer presentan
situaciones de gran complejidad y de una dinémica extracrdinaria.

Asf mismo considero que las ecuaciones funcionales son una herramienta
sumamente potente, mediante la cual es posible continuar analizando los proble-
mas que surgen de estas estructuras, pudiéndose relacionar con sistemas dindinjcos;
de esta forma puede tenerse una base para continuar con e} desarrollo de las
Redes Funcionales,

Una segunda direccién de investigacion esta relacionads con ls adaptacion
de |as redes funcionales a procesos especificos que tengan un comportamiento
aleatorio (probabilistico con ciertas distribuciones preestnblecidas), o incluse
sistemas dindmicos que presenten comportamientos de tipo cadtico.

Una tercera posible direceién de investigacidn pude consistir en un andlisis
de sensibilidad de las Redes Funcionales ya adaptadas n un proceso especifico
por medio de perturbaciones durante el estadfo de tiempo en el que se efectué
Ia adaptacién,

40




Finalimente hay que considerar que las Redes Funcionales son solo modelos
matemdticos que intentan generalizar la idea de Redes Neuronales Artificiales,
de manera que el origen bioldgico queda separado de los modelos propuestos.

Considerando a las Redes Funcionales como modelo Ampliado de Jas Redes
Neuronales Artificiales, es importante tener en cuenta la posibilidad de obtener
soluciones que no se presentaban en las Redes Neuronales Artificiales, pero
las cuales a! ser analizadas mediante Redes Funcionales resulten soluciones no
considesadas previamente {Ia idea no es nueva, es parecida a la ampliacidn hecha
al conjunto de los nimeros reales con los nimeros complejos).

De esta manera considero que las Redes Funcionales son una creacién cuyo
valor radica en ser nuevas estructuras de modelacidn, proporcionando una base
para el anélisis formai del problema analizado.
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Capitulo 4

ANEXO 1
Ecuaciones Funcionales

4.1 Ecuacién Funcional

A continuacién se prasentan diversos métodos intentando resolver los sistemas
de ecuaciones funcionales a los que lleva la modelacién con Redes Funcionales.

Definicién 37 (TERMINOS) Un térnino queda definido por las siguientes
condicfones:

1. Las variables independientes son términos,

L. Sity,ta,... tp son téeminos y f(zy,72,...,%p) es una funcién de p vari-
ables, entonces f(ty,ta,...,t;) e2 también un término,

3. No esiaten otro tipo de términos,

Definicién 38 (VARIABLE DEPENDIENTE) Una varisble dependiente es
agquells variable que se ezpresa en términos de ofra variable.

Definicién 30 (ECUACION FUNCIONAL) Una ecuacién funcional es una
ecuacidn entre dos términos, los cuales tienen por lo menos una funcidn incdgnila
y un nimerv finito de variables independicnles.

Consideremos en lo sucesivo A C R,

Nota 10 (PCUACION FUNCIONAL DE TRANSLACION) Una ecuacidn fun-
cional de translacidn en F: Al— A, es aquella gue cumple lo siguiente:

F|Flz,u},v) = Flz,u + v, con z,u,v términos

42



Nota 11 (ECUACION FUNCIONAL DE ABEL} Una ecuacin funcional de
Abelen {1 A — A es aquella que cumple:

J(hlz,u)) = f(z) +u (4.1)
conh: A3+ AucA.

4.2 Ecuacién Funcional de Translacién

Teorema 8 Sean { € Cy arbitraria y estrictamente mondtons; z, Flz,u] €
(a,b) CR; u,v€R.
Una solucién a la ecuacién funcional de translacién:

FlFiz,u),v) = Flz,u +v)
queda dada por:
Flz,u) = €' (z) +4: 3
oon:

o La condicién de que Flz,u) sea estrictamente mondtona respecto a u y
para un conjunto numerable de valores de u respecto o z.

o Se satisfaga queVu € R, Flu,z] € Cu,vy ¥ Flz,u] € Cyp ) ¥ n0 con-
atante paru 2o fifo. '

Demostracién :
Sustituyendo tenemos:
FlFlz,ulv) = €[ (Fla,u)) +v)
= Gl (6 (=) + uf) +o) = €1 (2) +u) o)
¢\ o4y
= {6 (2) +u+v)= Flz,u+y]
. FFlz,u},v] = Flz,u+v)
[ ]

Por lo tanto tenemos que e resolver una ecuacién funcionai de translacién
s lo mismo que resolver una ecuacién funcional de Abel ya 'que:

Flz,u) = €7 (2) +u) = £} (Flz,u)) = ¢ (2) +u
donde la incégnita funcional es en este caso £ (0 £71).
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4.3 Ecuacion Funcional de Abel

Consideremos a continunacién la ecuacién funcional en £=1:
Mm@ =€) +n4m—1 (4.3)
conn2lymzl )

como ecuacién de trabajo, Tomando el caso particular de m = 1 ohtenemos
la ecuacién funcional de Abel (4.1), siendo £Y(z) = f(z) y g™(z) = F(z,m).
Consideremos a 1a funcién g: A — A para definir una relacién de equivalencia
de la siguiente manera:

Definicién 30 (EQUIVALENCIA DE LA FUNCION g: A — A ) Sea A un

congunto tal qgue g : A — A, y sean z,y € A. Decimos que x es equivalents a

y relativo a la funcidn g (cuya notacién esx ~ y)e= 3'n n,m € N\{0} tal que
]

" (=) =g"(v).

Proposiclén 3 Sig: A— A; z,y € A yz ~ y =" define uno relacidn de
] ’

equivalencia,

Demostracién :
Sean z,y,2 € A, entonces:

1. (REFLEXIVIDAD)
z "~z yaque g™(z) = g"(x) paran=m.
]

2. (SIMETRIA)
2oy ') =g™w) = g™ (V) = g"(z) >y .z
3. (TRANSITIVIDAD)

Siz-yyy" zentonces z - z ya que:
9 '] ’

{F0ed ={1008 =rma=1=rw

=" "z)=g"""(2) =22z " 2.
9

Definicién 31 (PUNTOS FIJOS) Sea A un conjunto no vacfo, g: A — A,
Definimnos un punto fijo de la funcién g como aguel 2y € A tal que cumple una
de las siguientles dos condiciones:

o SER UN PUNTO ATRAYENTE: Si 3V vecindad de zq tal que Yz € V,
la sucesidn de iteradas {g"(x)}%,, converge a zy.
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o SER UN PUNTO REPULSIVO: 5i 3V vecindad de zg tal queVz € V con
T # zo tenemos que g™{(z) ¢ V a partir de alguna n,

Definicién 33 (CICLOS) Ses A un congunte no vacfo, g: A — A, Definimos
To € A produce un ciclo de orden n de Ia funcién g & se cumple que f*(zo) = 2o

y o) #zopaai=12,...,n-1

Teorema 4 La ecuacidn funcional ({.3) tiene solucidn &= g ne tiene ciclos
né puntos fijos,

Demostracién

1. Supongamos que g tiene un ciclo de orden k > 1 generado por un punto
Y, entonces

M WI=6 0 Hh4n -1
y como g*{y) = y por ser ciclo entonces
Wi =€)
por lo que
W) Hhk+n-1=¢' Yy 2 k+n—-1=03k+n=1
cosa que 1io puede suceder yaque k2> lyn2 1, porloque k+n2 2,
por lo tanto g no tiene ciclos,

2. Ahora bien, supongamos que i es un punto fijo, entonces:

¢ EN CASO DE SER PUNTO ATRAYENTE:
Sen V una vecindad de y tal que ¥z € V = {g"(z)}3%; — y entonces

Mg @)l = ¢l
yalavez
g @l =€ e+ e m—-1

»voomo £~ Hy] = £~ }{z]+n+m-— | entonces en particular para z = y
tenemoe que £y} = €7'[y] +n + m~ 1 que resulta ser una con-

m=0 ]

tradiccién yaquen4-m=1 = 6 que es una contradiceion,
n=0

por lo tanto y no puede ser punto atrayente ya que no existe dicha

vecinded V.
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e EN CASO DE SER PUNTQ REPULSIVO:
Sea V una vecindad de y tal que Vz € V con z # y tenemos que a
partir de alguna k se cumple que g*(z) ¢ V, entonces:

oM@ =€ ]+ kn -1
como g*(z) ¢ V y = € V entonces £71[g*(z)} # €~ {z] de modo que
si consideramos los siguientes dos casos:
k+n-1 “g*(z)}=€"" k+n—1=
@ k+n—-1€V3 " (z)]=E""z] +k+n
€V v (39144
Y = VUV, (que no se cumple en término de conjuntos a menos

queV, =V, quenoeselcasoyaquev=k+n—-1€V, e una
contante)

- “1 ok e\ ]—g -1 -
b) k+n—-1¢ V=267 g"(2)]=€""z] +k+n - 1=
3Y G_VSIV
V=VeUV; = V=V° (que ho se cumple en téemino de conjun-
tos)
Por lo tanto g no es punto atractor.
Concluimes que g ho es punto repulsivo. Por lo tanto g no es punto fijo.

Definicién 38 (CONJUNTO DE LOS ELEMENTOS EQUIVALENTES) Sea
z € A, definimos al conjunto de todos los elementos equivalentes a £ como:

P(z) =) ={y|= ;v)

Denominado también como Orbita de z.
Proposiclén 4 Sea g: A — A, entonces &, define una particién del conjunto
A. »

Demostracién :

Sea z € A tal que z € ®,(x} , entonces se pueden definir dos conjuntos que
son los que producen una particién del conjunto A:

A {v | &4(z) = &,(1)}
A (v | 8(z) # ¥, (v)

porlotanto A= AjUA3y A;NnAg =0 porloque A; y Aj inducen a una
particién del conjunto A,
[ ]
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Teorema 5 Sean zq,50 € A,§ " (z0) = yo;k,n,8 € N\{0}. Entonces Vz €
®(zq), se cumple que la solucidn de la ecuacidn funcional de Abel (4.3) es:

w

Demostracién :

Tenemos que como 2,9 € $(zg) entonces para algunos k,8 € N\ {0} se
cumple que g*(z) = g*(zo) entonces, usando la expresién (4.3) obtenemos el
siguiente diagrama:

If"(o"(Z))] = lf"(y'(zo))]
1} 1]

'@ +n-)+k] [ +m-1)+s] = [w+(n-1)+4]

£'(0"(2) £74(g"(20))

)+ (=1)+k=¢"(zo)+(n=1)+8s
)+ - +k=g+(n-1)+s
'R +h=y+s

) =m+s—k

RN

Ahora bien, consideremos otras posibles soluciones de la ecuacién funcional
de Abel:

Proposlclén 8 Sean f: A— Ag: A — A, tal que h(z) = g(flg~*(z))). Si
B(z) es solucidn de la ecuacidn funcional Slh(z)) = B(z) +c en A, enlonces
a(z) = Plg(z)] satisface la ecuacidn funcional:

la[f(z)] =a(z)+c, c# 0| (4.5)

Demostracién
Sea = g(u) entonces

alf()) = Pla(fla))l
Blafle™ (w)))]
Blh(u)]
B(u)+c

alg™ ()] +ec
a(z)+c

" unnuwn
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salf(@)] =alr)+c
ya que
a(z) = flg(z)} «= alg™' (u)] = Alglg™"(4))] == alg™" (u)] = Alu)

Proposicidn 6 Supdngase que 3f'(z) # 0 Vz € ICA. Sesn y(z) tal que
(=)

Pl ()} = phye(z) Vo € T tal que lf w(t)dt # 0,€ wna constante aditiva.

Entonces 3la(z) solucidnde la ecuacidu. (4.5) Yz € I que cumple a'(z) = Exz).

Demostraciéa :
Sea z, €1 tal que
s
1= [one
alz) = < [olt)a
2
2 = [(z:),Vzel
t= f(u) i
mmmdodud)bdemhbh{#ltl:ﬂu)d“ —d sbtenemos:

alf(z)]

i

f(s) .
c -
: ! plt)dt = —’_ ([ ] PO (u)du

=2 / wld =S / Pl
= 5[/ plu)du + / v(u)du]
= $7+a(a:)+c
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De modo que a’(z) = $ip(z}, por lo tanto § = £ = 4
f w(t)dt

--alf@)] = ale) + 0 &= plf @] = rrte)

[ ]
Teorema 6 (PRINCIPAL SOLUCIGN A LAECUACION (4.6)) Sea f : IC A = A

p {dn} sucesidn que cumple que ¥z € I hm L——‘ﬁ’fm =¢. Entonces
Vzo € 1 s€ cumple que:

"-- (

(4.6)

a(z) = limn—, 00

satisface la ecuacidn (4.5).

Demostracién :

i !"*'(t: f"(20)
i [2&) = 1"(za)
- ’I"‘m d

afz) +c

alflz)] =

+"|ln“m /"+l(z()i_ /"(E)

[
Teorema T Bajo las siguientes hipdlesis:
1. X C C en ung vecindod del origen,
2 [:X - C funcidn analftica
3 f0)=0,5=1'0)
4 0<sl <l
se cumple que la ecuacidn funcional de Abel:
a(f(z)) = afz) + |

tiene nica familia un pardmetro de soluciones, o deﬁmdn en una vecindad del
origen dada por;

-— -nfn
ooua-.nlipgoa [(z),
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Demostracién
V.u {20}, pag. 108

Programa 1 /* Pregrama que soluciena la ecuacidn
funcional de Abel muméricamente */
#include <stdio.A>
ginclude <otdiibh>
winclude <math.A>
double EPS;
int NITER;
/”"."l””"0”‘O‘””’O{‘O.C”...‘.‘..O
Se solucions la ecuacion funcional de Abel:
8(5i(s))=si(x+1)
oon la funcion dada come:
#=9'(0) zi(s)=logflim(s (z) /"), n->INFINITO) /ogfs]
..OO.I..‘.‘.’..‘O”O0.00..".0.‘.‘.“.“..‘/
doubls ¢(c)
double =z,
retwn(z/5);
dowble sigma(z,0)
dowble z,0;

{ .

dosble g0, 91, LO, L1, al, cerce, g(dovble);
int itermd;

99=2, six=l, LO=3;

d .

{

l=g(p0), 41*=s;

Lisgt/al;

osrca=fabe(L 1/L0-1);

o0=g1, LO=L1;

ilers+;

priny(*lteraciones: Xi \t Epatlon: Y \n",iter, corve);
} whila{cerce> EPS || iter> NITER);

retwn(L1);

/'...'.0.‘..0'.C.'C..O0.0.’O"..‘..C.O”U.U

Detos de enireds:

z -> Argumente de ls Aincién o,

EPS -> Tolerancia mumérics.

NITER -> Mimero mézimo de ileraciones,

tipo -> Tipe de funcidn ¢

(considerands el espacio de funciones G=g:A-> A | 0<|g'(0)|< 4, 3{0)=0):
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tipo=1 (defoult); g(z)=z/5; a=1/5;

tipo=2: g(z)=sin(z/L); a=1/L; tipo=3: g(z)=sin(z/3); a=1/$;
“OO"“O"”.“..O‘...‘.“O......‘.‘..l.‘/

double mainfuno, dos}

int uno;

char *dosf40);

double z, 5, tmp, g(double), sigma(double,double);

(uno> 1)f(z=atof(dos(t})):(z=1); (uno>2)?(a—a!oj(dos/2/)) (2=.2);
(uno> 8)7(EPS=atof(dos/S])):(EPS=.00
(uno>§)9(NITER=atoi(dos/4))): (NITER-1000),

tmp=sigma(z,s);

printf(*El limite de sigma es: %if \n";tmp);

tmp=log(tmp)/log(s);

printf("Ellimite es: ®if \n",tmp);

returnfimp);
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Capitulo 5

ANEXO 2

Desarrollo en Series de
Potencias y Matriz de
Vandermonde

En importante notar que en cierto momento al requerir la obtencién de solu-
clones numéricas de la modelacién de alguna Red Funcionsl, se tienc a Ia mano
el uso de serles de potencias como método para dicha implementacion.

Lo que resulta de implementar ¢l desarrollo en series de potencias en una
red funcional es lo siguiente:

5.1 Anadlisis de las soluciones del sistema de ecua-
ciones lineales de Vandermonde

Teorema 8 Sea A € M, 1x.+1(R) una matriz de Vandermonde., El determni-
nante de A quada dado por la férmula:

det(A)= [] (zi-=)

0gk<igs



siendo;

1 zp zf 3
1oz xz !
A= !z zj 3
1z, 2} z?

Demostraclén :
Tomemos ¢l caso de A matriz de Vandermonde de 2 x 2 (s = L):

det(A) = det(( ; i(: )) =3y —~Tp= o<kl;l.‘<.(xi - xy)

Tomemos ahora el caso de A matriz de Vandermonde de 3 x 3 (s =2):

( 1 zo 1§ )
det(f 1 2z 1 )
1 I I3

van( 3 F p-mvan(3 G e )

(2428 - 2323) — 20 (23 — 23) + 2 (22 - 21)
2,73 - izy + 2310 ~ moad + 2z ~ 2l
(s ~ z0) (2 ~ o) (z2 ~ 71)

[l @-=)

0gk<i<s

i

3]

det(A)

i}

il

(11IPOTESIS DE INDUCCION) Toemos ahora el easo general de A matriz
de Vanderinonde de 1 X n (s = it — 1) suponiendo que es valido el caso de la
matriz de Vandermonde de n — L xn—1 (s=n-2}:

Tenemos cntonces que

1 T 2 -2
: z’} e xvll—')

Iz a3 ]

2
T I (EN | e

: : ; 0Sk<ign-2
-2 - -

U 2oy 23, o+ 2373
entonces multiplicando cada columna por —zq y sumandosela a la columna de
In derecha comenzando por la peniiltima columna hiacia In primera obtenemos:

o
SF



e

N o o
T B % o}
A B !
det( , I A |
b Zu-2 x?‘—-') ‘t::a x'v‘\:‘
| Znp Tho o Facd Tali
i 0 0 e [{]
1 m-7% o -zozy e Vo)t
1 x3-To o} -2z z',"“—zw‘,"’ ) —mory
= det{ . . . . )
: S
| Tp-2—T0 z?ﬂ.-,—xozn_, ac'a‘.'-—:ro:c';‘:_3 :z'g‘_ —-zozg_"'
| Tpey— %0 Tpoy ~TOTn-1 7 Zhoy — 30Tg-1 Z57) — X0Tp-d
de mta manera resulta que:
i 0 0 o 0
\ zy-zo E-%m T =% - zer} D - zry 2
\ zz-z0  EH-zoma 2% - zozy ™ a2V -7y
det(} . . . , . )
' . : L
\l Zn.a—T0 Ta-g=2oTn-2 P T 1 e 3'.:-'-102'.'._a
1 Zn-1-Z0 Thy—%Tn-1 ZhT) - TeTasy PLI Tt
[ z-%0  Zi-%T z',‘“':-—zoz"": z'l‘"-zoz',":
. 3 -
I P . Tt | 23 - %07}
= de( : ; ' ; )
Tn-3-T0 3;..2"303':—2 R BE T z::i—zoz:ci
- w =
Tp-t—T0 Ta-1 = T0Tn-1 "7 “';—1“20‘:-1 xn-\"fﬁ”?:-l
. -3 -
@m-z) (@-z)m (1~ z0)a} (2~ 20) 7}
ga-z0)  (m—z)m2 v {xa ~ x0) 23~ (x2—20) 73"
= dey( : : . : f
-3 -
(En-2—70) (ZTn-2=T0)Zn-3 "’ {Zn-2 — T0) Tho (zn-a—xo)z;‘._i
(Tn-1 ~To) (Tn-1=20)Tn-1 7 (Za-1 —~ 20} T004 (Zn-1 = T0)Tn-i
1 z'i s
1 z3 =
= (o —2o)za-m)Ea =)+ (@~ 2)(zn-1 = To) AL} ,
1 Zy-t z?‘_‘ s
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= [ltzi=2) (xi-aa) = (@i~ zx
jmi 1gkg<ign-1 oghg <ign-1

.. &8 vélida la hipétesis de induccién, por lo cual queda esta férmula de-
mostrada por induccién.

Corolario 1 S(A € M,,1x,41 €9 una matriz de Vandermonde, entonces det(A4) —
06 3k <ilal quez; =1z,

Demostracién 1

Comodet(A)= [] (zi—z.) por el teorema (8), entonces
0gk<ige :
det(A)=0¢= [ (zi—24) =03k <italquez;~z) =0 >
0SA<iss

J0<k<i<s+talquezi=2x

Programa 2 /* Funcidn propuesta para determinar si existe
(regresa 0) la solucién de una ...*/
/" matriz de Vandermonde, */
/* Cédigo en lenguaje C */
/* m = Dimenaidn de la Matriz de Vandermonde menos uno®/
int det_Vanderwionde(m, *z)
int m;
double *z;

{
int debyik;
det = 1,
Jor(i=t; i<=m; §++}

for (k=0; k<i; k++) { if (zfi] == z[k]) det=0, i=m, k=i-1}

if(det==0) printf("E! determinante es igual a cero, \n"}
else printf("E! determinante es distinto de cero, \n");
return (det);

}

Corolarfo 2 Si 3k # i tal que vk = p; entonces la solucidn al problema sim-
plificado (2,19) de:la RF no existe,



Demostracién :
Para que e} sistema (2.19) tenga solucién, es condicién necesaria y suficiente

que:
1 o e %
1 o 9
det(| 1 ¥2 93 9 Ly#o
Lo o d
Entonces, analizando el determinante de la matriz de Vandermonde:

(l o o v ve )
I T

1
Lvo - v o h w_’
1 @ z‘ . (pi I

detf| Lo @b 0 dh [yzaa(| ! oo Wb vk = ]
. H H ' N 0<haics

A ]

S Iy

Por el corolario | tenamos que si 3'n ko, iy con kg < g tales que i, = P,
enitonoes;

[l ba-vd=ton-vi) [] (n-wi)=0
0<h<ige 0<h<~"50

ipia

»
.

Ve W3 A
P.or lo tanto no existe solucién del sistema (2.19).

1 ¢o " |

Lo o
porloquedet(] | ¥2 W) =0

i @

Teorema 0 Sea A € M,y1x,41(R) una matriz de Vandennonde de la forma
(2.19). A~ existe siempre que Yk, i€ (0,1,..., 041}, k<= ¢, # i

Demostracién )
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Sabemos que como A es una matriz cuadrada entonces podemos obtener su

determinante, que en particular se reducea  []  (¢x — ¢i) por ser A matriz
0Sk<igs

de Vandermonde,
Entonces det(4) # 0 & [ (px —¢i) # 0 entonces Vi,k con &k < i
0<keigs

=> ok # 9
Por lo tanto 34},
[ ]

Teorema 10 Si A € M,x,(R) es una matriz de Vandermonde de la forma
(2.19), enlonces 3i 3A™}, esta tiene la siguiente estructura:

.-
2y
0Siy €Iz < Kigay$o=1 jol

(-1)s-v! ""“""";“:;._l ,8iye (12,01} 6.1)

A = (0 i = i

lI ;"V:-l ”‘y=’
[T 124 ]
conz,y€(1,2,...,8)(62)

Pfoﬂmﬂ 3 /‘O...””’tl”’..‘!!‘.l“”’.tt”tl“.t’l.‘Ot‘l...”l’

SIMULACION DE LA ADAPTACION DE UNA RED FUNCIONAL

A UN OPERADOR DETERMINISTICO Y PROBABILISTICO.

.0’.”.’l””””””‘(””””l"”l””””‘t’lﬁ”"'/

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <atdlid.h>

#include <malloc.h>

#define MAMEX 1000

double *tmp;
’O"OO..(”’(U‘O‘”t_‘l(”””...tt”‘..‘tt”’t””““

Resuelve el sistema lineal de Vandermonde en (a0,..,an) .

V(z0,..,2n) *(a0,..,an)=(f0,..,fn)

1 o Gy Jo
1 :; :Eé ;A o = !l
1 3 .’L‘?; I§ 8 '!2

83 fs

ALGORITMO 5.6-1, PAG, 181
MATRIX COMPUTATIONS, GENE H, GOLUB,
THE JOHNS HOPKINS UNIVERSITY PRESS, 1983.

’t’t"".’ttt.t’t”t‘tt””’Ot’t‘ttttt‘.tt”tt‘ttt”’t/
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double*SolveVM(z,fn)
double 'z, *;
int n,

{
intk, i;
Jor(k=0; k<=n-1; k++)

{

{0'("=": =k 1; i) { Ji]=(fi-fli- 1)/ (eli}-2fi-k-1]); }
Jor(k=n-1; k>=0; k-)

Jor(i=k; i<=n-1; i++)

{
!)’/"/ =ffij-fi+1]*=[k];

}
return( [ );

/’O‘OO””‘.....”’OOO.‘.’.0.0’O”’..O.“OO0.0....’O‘.l

Mueatra los datos del sistema de ecuaciones de

Vandermonde o resolver (z.f)
.00.“.0‘0.0.‘."000’..”’...O..‘......‘O‘.O.‘OOOOO‘Oﬂ/

void mucstro.dptos(z,f,n)
double *s, *f; e

int n;

{

ind i
prinif("DATOS\n");
Jor(§=0; i<=n; i++)

!
rml( "s[ )= 1] =RIAN" 4,3l 4S8

/OO..‘....OO........0.'0...’..0..‘..0.0.0..0‘CO....0.00

Muestra el ristema de ecuaciones de Vandermonde a resolver
.OO0.0....O‘.‘..OOOO..‘..0.00000.“.OOOO‘O..OOt"..t.ﬂ/

void muestra_sistema(z,f,n)
double *z, *f;

int n;

int i,4;

prindl{"SISTEMAAR);
j('or(i-o i<=n; i++)
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printf("|");
Jor(j=0; j<=n; j++) { printf("Klf ", pow(zfi,(double)())); }
printf("|");

rm/{» ()] = |FM )

/.‘O‘OOO“C‘C‘.'“C‘OO‘..‘.OO.“C‘O“O‘CCt“.‘.“.”dt‘

Muesira las soluciones del sistema de ecuaciones, )
'......O0.0.0..‘..OO..O..C.C..O0.0..O‘O“.O‘.“...C‘../
void muestra.solucion(a,n)

double *a;

intn;

{

inti;

printf(*SOLUCIONAn");

Jor(i=0; i<=n; i++) prindf("a(%i) = Kif \n"%0i]);

/O‘O‘.O‘..‘l‘.O.‘O‘..‘OOI0.0”.O‘O..O‘...O‘0.000.”I.”

Generador de datos deterministicos
(OPERADOR DETERMINISTICO) [(t)=.5%+5

OO.'O‘.'.0“0“.0..0‘..‘0.‘00.0.‘00!.‘00...“‘0.‘0.’00/

double *genera_datos.determ(n)
indn, )

{

int §;

for(i=0; i< =n; i++) tmpfi]=.5%+5;
return(tmp);

(LRI TR IR IR ARSI Y AR R PSRN S RSS2 LR QY]

Generador de datos probabilisticos
(OPERADOR PROBABILISTICO)

ll“O...OO‘OO.UO..O...O..‘...‘O.C.."OO.‘.O!..0.000.‘/

double *genera.datos.proba(n)
int n;

int§;

randomize();

for(i=0; i<=n; i++) tmpfi/=(double)(random(100});
return(tmp);

BREREPOUDEESRIPOEPIRE IR PIIRRNIRIRUBRBIPERB RS LIPS NINY

PROGRAMA PRINCIPAL
[-> Psi
z-> F
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a->alfa

DATOS INICIALES:

param/: tamario de matriz de Vandermonde
paramg:

1->para datos deterministicos

2->para datos probabilisticos

param3: .
1->para imprimir el sistema,

£->n0 imprime el sistema de ec.
0‘00.i.‘i0000‘.i...”..t..‘.Oii..00..‘...'...‘..‘...../
void main{uno,dos)

int uno;

char *dos/{0];

double *z, ¥/, *a;
int ,n,tipo, muestra._sis;
tmp=malloc(sizeof(double) MAMEX);
z=malloc(sizeof(double) *MAMEX);
J=malloc(sizeof(double) *MAMEX);
a=malloc(sizeof(double) 'MAMEX);
/' (ejemplo) : n=$;

Jor(i=0; i<=n; i++) zfij=i+1; f{0]=10.0, f{1]=26.0,

118]=58.0, fI5]=112.0; */
/* DATOS INICIALES */
(uno> 1)¥(n=atoi(dos[s])):(n=3);
(uno>£)f(tipo=atoi(dos(t])): (lipo=1);
(uno>8)f(inuestra_sis=atoi(dos/])):(muestra_sis=1);
/*(80,.,n) :*/
Jor(i=0; i<=n; i++) zfi]=i+1;
/*(10,..fn) :%/
(tipo==1)F([=genera.datos.determ(n)):(f=genera.dalos.proba(n));
Jin+1]=0, a[n+1]=0, zn+1]=0;
/* FIN DATOS INICIALES */
if{muestra_sis==1) muestra_sistema(z,f,n);
muestra.datos(z,/in);
7H00,..f0) ¥/
a=SolveVM(z,/;n);
muestra_solucion(a,n);



Capitulo 6

ANEXO 3
Ejemplos

6.1 Red Neuronal Artificial (Suma Binaria)

Sea I'=< X', W,F > una ANA con las siguicntes caracteristicas:
L X =X UUN; = (21,22, 2 0(Z000, 204200 o Bad Y1040, D1 d 420 B4 40}
2. W triangular superior con ceros en la diagonal.

Zi= i
T, =Y
3. n
z=f (,}:l Wj;5)
£ funcién no decreciente

St consideramos [ =2,J =0y O = | entonces el mimero de neuronas que
00 wpy
utilizamos es en este caso igusl an=/+J+0=3, W=] 0 0 w3 |y
00 0
cl proceso especifico {1 queda determinado por @ y ¢ dados como:
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(61, | (p1); | ¥ ] GRAFICAMENTE
1]
1]
0 0 0
]
1
0 1 1
1
9
1 0 1
1
]
1 1 0
quedando como .
njol1t
00T
t]1jo

6.1

Lo que corresponde a la suma booleana. Con estas caracteristicas lo que
representa ) es al operador suma booleano.
Haciendo un andlisie de todos los posibles casos del modelo I’ propuesto en

bisqueda de la modelacién de {} tenemos la siguiente tabla:
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nlzz| s .‘t;=l( 3 Wi.l’i)
0= ;@ ]
_1=flwg)

1= f(way) |
0= flwis +wy3)

'-1‘-—°°
oLl B =1

—l O] O

Por lo tanto, el problema cousiste en encontrar f funcién que satisfaga las
ecuaciones de la tabla anterior. Es asf que como fue definida una red neuronal,
la funcién f es nodecreciente, por lo que para toda w3 # w3 #0 A solucidn
para la funcién f.

s
06

04

Ahors bien, para este mismo problema consideremos a I, pero ahora con la
siguiente topalogia: 1 =2,/ =1y0 =1,

X
|
% %
00 W) 0
00 0
o P w(’)’l wse y ¢l proceso especifico 2 queda determinado

00 o 0

por ¢y ¢ dadas como:
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[CANEIK GRAFICAMENTE
0
-
2
0 0
0 0 |o
0
»
| 1
0 1 |1
1
.
SN
0 o 1
1 0 |1
1
1 0
1 1 o

Representando asf las propiedades de 0 expuestas en la tabla-(6.1) con la

peculiaridad que ahora sc tiene una neurona libre. Tenemos entonces la siguients
tabla:

7 3
2y |23 | za= () wiam) | 74 oy = f(Y wiami)
-] (17
9]0 o) 0 0= (040 + w;47(0))
110 f(wn ) 1 1= f{w; 3+ wsof (W) 3))
01 f{waz) 1 1= f{wzs +waef(was))
LI 1T flwysdwaa) |0 ]0=7f(una+mweat+uwseflng+uwas))

Tomendo como funcién f{z) = { (1) ; Zg se Liene que:
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w3 < 0

w3 <0

w4 >0
w3+wsy>0
w3+ w3 >0
wa+wza+uye <0

lo podenios ver como el conjunto de posibles soluciones de la red neuronal arti-
ficial aquf propuesta ya que:

J©) = 0
Nlwa+usaflwy)) = fluatuwd) =1
Jlwga+waaf(waa)) = fluga+ws)=1

J(wia + was + waef (wis + wys)) [ +uwgy+wyy) =0

6.2 Red Funcional Discreta (Modelacién del Op-
erador Suma en ;)
En este ejemplo se intenta modelar las propiedades de la suma booleana de dos

elementos g, b.
Sea RF=< X W, F > dado como sigue;

1. X =(x),23,23}, z; € R,

00 W s .
2W=]0 0 uwyy | =X (WX = {1,130}
00 o0
3. F={(h: Msx3(R) x R® x (1,2.3} - R},
FeF,
f:R—R,
9:R¥x {1,2,3} - R
Las restricciones dadas por el proceso especifice (el operador suma en Z;
que deseainos inodelar representado por ) son:
®(0,0)=0
®(1,0)=1

®(0,1) =1
®(1,1)=0

(6.2)
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Figura 6.1: Posibles soluciones a ls ecuacién funcional del problema de“mod-
elacion del operador suma (@) en Z3.

De asta manera se tiene que X = (2}, 23}, X3 = 8, X3 = (23}, asi mismo:
23 = f(gl(=1,22,0),3)) = f(wi,331 + wy,33)
;-
considerando g|(z1,22,0),8} = &; - (A'.’ -W)‘, como en ¢l caso de las redes neu-

ronales,
Entonces se tiene que:

W) 3T + g 3Ty
0

W) 3
Wy s
wis ¥ W)

Lt =) Rd = ]
il OOl 8
O mel el Ol 8y

Ponad Py Py Py Do,

=0

W=

V@ = Wa3 con wy,3,w3a reales
&= w3+ wa

) €n otro caso.

Siendo sus soluciones f(z) =

D Oeme =D

distintos de cero.
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