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Introducción 

Se sabe que la serie E 1=7,-Lli   es convergente pero no absolutamente, de mal-
nera que una serie como E 1-, que no era convergente, se logró transformar en 
una convergente mediante cierta distribución de signos + y — en la sucesión 
que forma el término general de la serie. Una pregunta interesante es si se 
puede cambiar el modo de distribuir los signos + y — y obtener todavía una 
serie convergente. 

Un resultado de cierta generalidad es que si {x„} E 12  y se toma la 
sucesión de funciones de Rademacher {r,i} entonces E rnx„ = E ±x„ con-
verge. 

El estudio de la función de distribución de la variable aleatoria E rrizn 
tiene por sí misma interés. Al estudiarla se hallan cotas como 

-t2  
IP (E rnXn > *112) e 2  

donde t > O, 

con O < A < 1 y  

IP (E rnxn  > All2112) A2 2 

IP (E rnzn > 11x111) = 

si x E t i ; que son demostradas en este trabajo. Nótese que en estas cotas 
intervienen las magnitudes 111x112  y 11x111. En el segundo capítulo de la tesis se 
introduce la norma K1,2  de interpolación, que relaciona a estas magnitudes. 
De hecho se observa durante el trabajo que para ciertos valores de t se 
comporta como tilxll2  y para otros valores como 11x111  de manera que actúa 
"interpolando " a estas cantidades. 

Se ha incluido al inicio una construcción detallada de las funciones de 
Radernacher a partir de las sucesiones Bernouli , cuya construcción también 
se da a detalle. Pero una parte importante del trabajo toma la idea del 
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Introducción 

artículo do Montgomery-Smith S.J. titulado The Distribution of Rademacher 
suma [9). 

En este artkulo se hallan cotas para IP (E rri xn  > 1) donde {x,} es una 
sucesión de números reales en 12. 

Luego de introducir ciertas normas para el espacio de sucesiones 12  y de 
usar las relaciones que estas normas guardan con la norma 42, se hallan 
desigualdades cruciales para el objetivo final. 



Capítulo 1 

Sucesiones Bernoulli. 

La intención es construir un modelo analítico que represente una sucesión 
infinita de lanzamientos de una moneda honesta, donde por honesta se en-
tiende que la moneda tiene la misma oportunidad de que aparezca sol o 
águila en cualquiera de los lanzamientos. A estas sucesiones de volados se les 
llama sucesiones Bernoulli. También se definen las funciones de Rademacher 
incluyendo algunas propiedades y ejemplos donde aperezcan éstas; las fun-
ciones de Rademacher son utilizadas a lo largo de todo el trabajo. 

1.1 Construcción del modelo. 

Primero se construye este modelo hasta donde sea posible sin usar herra-
mienta de teoría de probabilidad, para después darlo de manera final uti-
lizando teoremas importantes como el de Extensión de Carathéodory. 

Empecemos dando algunas definiciones y notaciones que utilizaremos en 
todo el trabajo. 

Si denotará al intervalo semiabierto unitario (0,1] y co será un punto 
genérico de 1L Sea 

B = U(ai,bi) 
i=i 

en donde los intervalos (ai,bil son disjuntos y están contenidos en S2, defi-
nirnos a A (B) como 
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A(B) 	— ai) 
i=1 

que es la suma de las longitudes de los intervalos que integran a B. 
Ahora, para cada número w E SE consideremos su expansión diádica o 

binaria infinita 

1‘) = E°3 -1-14(W)  = 0.did2d3... 
n=1 

en donde cada dn(w) = O ó 1 para n. = 1,2, 3, ... 

Los dígitos dn(w) pueden ser vistos de dos maneras: fijando a n y dejando 
variar a w se tiene una función real que toma los valores cero o uno sobre 
el intervalo unitario, o fijando un punto w y dejando variar a n se tiene una 
sucesión de ceros y unos. 

Como los dígitos dn(w) , n = 1, 2, 3, determinan a w, introducimos la 
notación 

(di(w), d2(w), d3(w), ...) 	 (1.2) 

que representa la sucesión de dígitos binarios en la expansión de w. 

Esta expansión es única excepto cuando w es un número racional diádico, 
es decir, w es de la forma yr; con m un entero tal que O < m < 21  y n E 1N. 
En estos casos para asegurar unicidad en la expansión, se agrega la condición 
de que la expansión contenga una infinidad de unos, es decir, una terminación 
en unos. 

Así, por ejemplo, se elige la primera de las dos expansiones siguientes: 

4
=11-1444.....41.12 4.+ 

Por esta razón excluimos al número cero de ft; al 1 le asignamos la 
expansión diádica 0.111 ... 
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Siguiendo con la construcción de este modelo, consideremos {ui : 1 < i} 

una sucesión de ceros y unos ya preestablecida. Entonces 

{C•J E : di(w)= ui, 1 i n} = n{to E S/ : di(w) = ni} 
i=i 

(1.3) 

es el conjunto de números w cuyos primeros n dígitos son las u; dadas. De 
esta manera un punto está en (1.3) si 

= 0.141L2 • • •Und4ldn4-2 • • • 

con los dígitos desde el n -I- 1 en adelante completamente arbitrarios. 

Podemos ver que tales w's satisfacen las dos desigualdades siguientes: 

00 1  

El <W5 E1124 +  E F 
i=i 	 i=n+1 

esto porque los valores extremos de w en el lado izquierdo de la desigualdad 
corresponden al caso di(w) = O para i > n, es decir w = 0.u1u2  ...u„00 
y para el lado derecho corresponden al caso di(w) = 1 para i > n, esto es 
w 	 ..., entonces 

{w di(w) = 	i n} = {w : w E (N-- 	s--%+-11} (1.4) 
1--• 2' 	2' 	2n 

n 	n 

i=1 	i=1 

aquí el intervalo es abierto por la izquierda y cerrado por la derecha pre-
cisamente porque la expansión de w es la que tiene terminación en unos. 
Entonces para una sucesión fija {14}1..1  obtenemos un intervalo cuya longi-
tud es z 

Los intervalos como 

0n2i '4 2i + 2n 
14 v-a 14 	1 

serán llamados intervalos diádicos; los extremos de estos intervalos son racionales 
díadicos adyacentes con el mismo denominador y a será el orden o rango del 
intervalo. 



6 	 CAPITULO I. SUCESIONES BERNOUIII. 

t— 	o 	 t 	
1 	 J 

L 	°I3 	1 	ot 	j.._ 	to 	i 	ti 	1 

	

000oot 	oto 	011 	100tot 	1 to 	111 
t 	1    

Figura 1.1; Intervalos diádicos 

Si fijamos n y variamos todas las posibles elecciones de ceros y unos de 
fue..1  obtenemos 2" intervalos diádicos de orden n todos ajenos cuya unión 
es el intervalo (O, 1j , es decir, para cada n tenemos 2" intervalos diádicos de 
rango n que particionan a fi. Véase la figura 1,1. 

Cabe hacer mención que para cada sucesión fija {tOr_. tenemos la si-
guiente igualdad 

] ‘2.5._ ...( -1 n 
-.0 21 ' ‘--d 2i

+ 
 2" 	k 2n ' 2" j 

	

ir-t 	i=t 

donde 

= E (u; • 2ni) + 1 
i=1 

ahora, si variamos todos los valores de 	tenemos que 1 1,2,3, ... , 2". 
Para tener un mejor manejo de los intervalos diádicos adoptaremos la 

siguiente notación 

Ji=( ;11  

con I= 1, 2, 3, ... , 211  , de donde 

2" 

(O, 1] = 	JI 
1=1 

y Jt nJk=0 si k 



1.1. CONSTRUCCIÓN DEL MODELO. 	 7 

• 

i 

Figura 1.2: Gráfica de d1(w) y d2(w) 

Si deseamos obtener los intervalos diádicos de rango n 1 teniendo los de 
rango n, únicamente dividimos en dos partes de igual longitud cada intervalo 
de rango n, una mitad izquierda sobre la cual d„+1(w) es cero y una mitad 
derecha sobre la cual dn+i (w) es uno. Para u = O y para u = 1 el conjunto 
{u, 44.1(w) = u) es una unión de 2" intervalos de longitud 2,-4T, 

Observemos que sobre cada intervalo diádico de rango i, di(w) es cons-
tante, más aún 

di(w)  = { 1 	sobre J1 	si 	1 = 2, 4,—. , 2i  
sobre Ji 	si 	1 = 1, 3, 	, 2' -- 1 

y para n > i cada intervalo diádico de orden n esta contenido completamente 
en un intervalo de orden i. Por tanto di(w) es constante sobre cada intervalo 
diádico de orden n si i < n. 

La gráfica de dt(w) y d (w) se muestran en la figura 1.2 . 

Todas estas definiciones y observaciones son el punto inicial para la repre- 
1 	sentación matemática de las sucesiones Bernoulli. 

Una sucesión Bernoulli se puede representar por una cadena de A's y 
S's, en donde A simboliza la obtención de águila, y 5 la obtención de sol 
en el lanzamiento de una moneda honesta. Entonces una posible sucesión 
Bernoulli puede ser simbolizada como 
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AASASASSSAAS... 	 (1.5) 

Sea /3 la colección de todas las posibles sucesiones Bernoulli; como se 
verá, en el Teorema 1.1.1, el conjunto fi se puede poner en biyección con el 
intervalo (0,1) y como consecuencia 13 es un conjunto no numerable. 

Teorema 1.1.1 Existe una biyección entre n 	(0,1) y /3, las sucesiones 
Bernoulli, 

DEMOSTRACIÓN. 

Para la demostración del Teorema, se construye una función biyectiva de 
= (0,1) a suprimiendo de éste último un conjunto numerable. 

Primeramente imaginemos una moneda con caras etiquetadas 1 y O en 
lugar de las usuales águila y sol respectivamente, así por ejemplo, la sucesión 
Bernoulli en (1.5) sería 

110101000110...  

Con esta interpretación, si w es extraído aleatoriamente de 	(1.2) se 
vería como si resultara de una sucesión infinita de lanzamientos de una mone-
da, De este hecho tenemos entonces una correspondiente sucesión Bernoulli 
que es única, en donde la unicidad se garantizada porque restringírnos a w 
a tener una representación diádica única. Entonces ya tenemos una función 
inyectiva de Daf3y por lo tanto podemos afirmar que fi, las sucesiones 
Bernoulli, son un conjunto no numerable. 

Hasta ahora sólo hemos demostrado la inyectivida.d de dicha función, 
faltaría mostrar la suprayectividad, pero aquí falla para aquellas sucesiones 
Bernoulli que a partir de cierto volado aparecen únicamente soles, ya, que 
para ningún punto w tenemos la sucesión (u1, u2, 	, un, O, O, ...), por la 
restricción en la expanción de w. 

Este tipo de sucesiones son el conjunto que descartaremos de las suce-
siones Bernoulli, 

Sea fideg  la colección de las sucesiones Bernoulli que después de cierto 
volado aparecen en los subsecuentes lanzamientos únicamente soles. 
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Afirmamos que estas sucesiones son un conjunto numerable. 

Sea Pleg  la colección de las sucesiones Bernoulli que tienen únicamente 

soles a partir del k-ésiino volado. Como filjeg  es finito; de hecho su cardina-
liclad es 

#its  f 1 si k = 1 
1 2" si k > 1 

entonces 

03 

fideg = U Alai; 
k=1 

resulta ser una unión numerable de conjuntos finitos, por tanto adeg  es nu-
merable. 

Como fid,g  es un subconjunto numerable del conjunto /3 no numerable, 

/3deg  es descartado de los elementos de /3, que sigue siendo no numerable y 
por consiguiente tenemos ya la sobreyectividad y por tanto una biyección 
entre a y P. 	 ■ 

• Observación, 

A partir de este momento consideraremos exclusivamente como suce-
siones Bernoulli a aquellas sucesiones que no tengan únicamente soles a par-
tir de cierto lanzamiento. Con este resultado podemos identificar a /3 con 
(0,1], ya que a cada sucesión Bernoulli le asignamos un y sólo un punto de 

Con ayuda del Teorema anterior y el Principio de Borel calcularemos 
algunos eventos probabilísticos. Recordemos el principio de Borel, 

• Principio de Borel. 

Supongamos que E es el evento probabilístico que ocurre en cierta sucesión 
Bernoulli, sea /3j el subconjunto correspondiente de fi para cl cual el evento 
E'ocurre. Ahora BE será el correpondiente subconjunto de SI que se puede 
encontrar gracias al Teorema 1.1.1. Supongamos que BE es una unión finita 



10 	 CAPÍTULO 1. SUCESIONES BERNOULLL 

de intervalos diddicos. Entonces la probabilidad de que E ocurra es igual a 
A(BE), corno se definió en (1.1) . 

Ejemplo 1.1.1 E es el evento que águila se obtiene en el primer volado. 

BE = {w E II : w = 0.1d2(w)(11(w)...} 

= {to E : di(w) = 1} 

= 	{w E ít : w E (.1 , 1} }, 

d onde la última igualdad se da por (1.4), entonces 

A(BE) = 
2 
-
1 

Ejemplo 1.1.2 E es el evento que en los primeros n lanzamientos aparece 
una sucesión ya preestablecida de águilas y soles. 

Be = {w E n : w = 0.14112 . ..Undn+Idn4.2  e) 

{w EfnwE( t-z4 2i 2n Li=1 

esto último por (1.4), entonces 

Ejemplo 1.1.3 E es el evento que águila se obtiene en el n-ésimo lanza- 
miento. 

BE = {u, E St : w = 0.did2  „d„...1144.1  ..} 

Fijando en particular un punto ti = 0.uitt2  ...u„...11dn+i ...entonces BE 
contiene al intervalo (i ,q 	se puede elegir a u1, ab. , un_1  de 2n-1  
maneras distintas y cada una de ellas da un intervalo diádico ajeno de los 
demás. 

Así, se tiene una unión finita y ajena de intervalos, por tanto 

_ 3  1 
A(BE)= 2" • 	= 

1 
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Ejemplo 1.1.4 E es el evento que en n lanzamientos exactamente k águilas 
aparecieron. 

{

n

BE = W E II : E di(w) = k 	para O < k < it . 
i=1 

Este conjunto és la unión de intervalos diádicos correspondientes a una 
sucesión u1,u2, 	, un  que contenga k unos y n— k ceros, cada uno de estos 
intervalos tiene longitud I,. y hay (1) de éstos y todos ajenos. Así se tiene 
una unión ajena y finita de intervalos, por tanto 

Ejemplo 1.1.5 Sea E el evento que a partir de cierto lanzamiento aparecen 
en forma consecutiva k soles, donde k E IN. 

Definamos a l„ (w)como la longitud de las rachas de ceros iniciada en 
dn(w), es decir 

	

w) 	 n'h ""' 	/ 	 n-• 	/ 	 (1,6) 

	

n" 	 0 si 	 d,i(w) = 1 
k si d (col = . . d k  phol = O y d 	= 1 

de aquí 
11E = {w E 9: tn(w) = k} 

fijando un punto 

= 0.uiu2 	... O ldn+k+ldn+k+2 • • • 

entonces .111,7  contiene al intervalo (y , + 241.] y hay 2"-1  intervalos de 
estos y todos ajenos que están en BE; por tanto 

A(BE) = 2"- 
1 	1 

2"1-k = 2k+1. 



1 Si A E Yo con A = 	a. entonces 
M  i=i 

= (0,ctil (.1 (al ,a2) U 	,n_D and U ( 

que es una unión disjunta; así dic E Fo.  

iii. Sea 13 E F0  , es decir, B = 	65,b4 entonces 
i=i 

n n  = 	U { (ai n (t'Al } 
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1.2 	Extensión del modelo. 

En todos los ejemplos anteriores, calculamos, gracias a la definición (1.1), 
probabilidades a eventos que son uniones finitas de intervalos; además de que 
el Principio de llorel se restingió a uniones finitas de intervalos para medir 
dichos eventos; es natural tratar de ir más allá y asignar probabilidades 
de una manera sistemática a otros conjuntos, además de uniones finitas de 
intervalos. 

Empezamos en este modelo considerando a las uniones ajenas finitas de 
subintervalos cerrados por la derecha y abiertos por la izquierda de A = (0,1j; 
denotemos por F0  a la familia de dichos subintervalos, un primer resultado 
es el siguiente. 

Proposición 1.2.1 Fo es un digebm sobre (0,11 

DEMOSTRACIÓN. 

i. SI E Yo 

donde cada intersección es un Intervalo o es el conjunto vacío , y la unión es 
disjunta, de aqui que AnBE.Fo. 	 • 

En (1.1) se definio a a para uniones ajenas finitas de intervalos. Con los 
siguientes lemas se verá que se pueden tomar uniones numerables. 



Lema 1.2.1 Si U (ak ,bk] c (a, b] donde los intervalos (ak,bk] son disjun- 
k=1 

tos, entonces  

E (bk ak) < b — a. 
k=1 

DEMOSTRACIÓN. 

Supongamos primero que se tiene un número finito de intervalos, digamos 
n. El resultado es obvio si n = 1. Asumamos que se cumple para n — 1, es 
decir 

n—I 	 n-1 
U (ak, bk] C (a, a ni y E (bk  — ak) < an  — a 

k=1 k=1 

E (b, ak) 
k=1 

— )+ (bn an) b — a 

que se cumple para cualquier n, es decir E (bk — ak) está acotado por (b—a) 
k=I 

para toda n, entonces 

— ak) 
k=1 

00 
Lema 1.2.2 Si (a, b] C U (ab bk] con al  < a, donde los intervalos (ak, bk] 

k=1 
oo 

pueden ser no disjuntos, entonces b 	< E (bk — ak). 
k=1 

DEMOSTRACIÓN. 

Demostrémoslo para un número finito n; para n = 1 es claro, asumamos 
que se da para n — 1 intervalos, esto es 

n—I 	 n-1 
(a, 6] c U (ak, bk] y b — a 5 E(bk  ak) 

k=1 	 k=1 
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[a + Eibl C 	(ak bk + E 2-k) 

para algún n. 
Entonces 

k=1 

y por lo demostrado para el caso finito 

+ E, bJ C U (ak, bk 
-k 

E 5 E (bk  + 2--k — ak) < E (bk — ak) 
k=1 	 k=1 

COMO E es arbitrario entonces 

oo 
b — a 5 E (bk — ak) 

k=1 
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y que (a, bi c U (ak,bkj en donde an  < b < bn . 
k=1 

Si an  < a, el. resultado es directo ya que b — a < bn  — an. 
entonces 

n-I 

((L' ovil C U  (ak, bk] 
k=1 

así por hipótesis de inducción 

n-1 

E (bk — ak) > an  — a 
k=1 

y de aquí 

Si a < an  

E (bk  — ak) > (an —
k=1 

) 	(bn an) b — a 

00 
Ahora supongamos que (a, 6] C J (ak,bkj . Si O < E < b—a los intervalos 

k=1 
abiertos (abbk e • 2-k) cubren al intervalo cerrado [a E, 6) y se sigue por 
el Teorema de Heine-Borel que 
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00 
Lema 1.2,3 Si (o, 1)1 = U (ak , bk ] y los intervalos (ak ,bk) son disjuntos, 

entonces b — a = E (bk — ak). 
k=I 

DEMOSTRACIÓN. 

Se sigue directamente de los Lemas 1.2.1 y 1.2.2. 

Ahora mostremos que A está bien definida sobre Fo. 

Sea A E Yo donde A = U I, y también A = U Ji con Ji 	hay 
i=t 	 i=t 

que ver que la medida asociada a A es única, 

tn 

)1(A) = EM/i)= E E (ii n Ji)= E (Ji)  ), (A) 

	

j=1 	j=1 

es decir X está bien definida. 

Todo lo anterior se resume diciendo que A es una medida de probabilidad 
sobre Yo, lo cual se expone en la siguiente proposición. 

Proposición 1.2.2 es una medida de probabilidad a-aditiva sobre (11, F0). 

DEMOSTRACIÓN. 

i. 	((O,1]) = 1 

00 	 00 

ü. Si A = U /k E Fo entonces O < A(A) = E A(/k) 5 1 
k=1 	 k=1 

00 

'di. Supongamos que A = U Ak , donde A y Ak son elementos de F0  con 
k=1 

AknAI =Osik01,entoncesA-----U10 y Ak = U Jk1  son uniones ajenas 
jrzi 	j=1 

de intervalos, por lo tanto usando el Lema 1.2.3 

A(A) = 	(fi) = E (I.  n "
oo 

 Ak t 	) 

i=1 	i=1 	k=1 
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= ED(IinAk)=ED 
n co 	 n oo 	mh

i=l 
n 	03 I% 	 00 In k 

= EED(knAj )=ED(Jki ) 

	

i=1 k=1 j=1 	 k=1¡=1 
ce 

= 	Viik) 
kr.71 

es decir X define una medida de probabilidad sobre Yo. 

Para extender esta medida sobre la a-álgebra generada por Fo, y así asig-
nar probabilidades a una clase de conjuntos más grandes usamos el Teorema 
de Extensión de Carathéodory. 

llorema 1.2.1 (Extensión de Carathéodory) Sea S un conjunto no va-
cío, sea p„ una álgebra sobre S y sea p la a- álgebra generada por po . Si 
po es una función aditiva numerable po : 	[0,11 entonces existe una 
medida p sobre (S, p) tal que p = µo sobre po; si po(S) < oo entonces esta 
extensión es única. 

Para nuestro caso S = fi y a (Fo), la a -álgebra generada por Yo, es 
igual a 8(0,11 que es la a-álgebra de Hotel sobre el intervalo (0,11. Como X es 
una medida sobre (a, Yo) y )((l) < oo, entonces por el Teorema 1.2.1 )►  se 
extiende de manera única a 13(0,11; a la extención µ = IP se le conoce como 
la medida de Lebesgue sobre el intervalo unitario y a los elementos de 130,ii 
como conjuntos Borel o Borelianos. 

Hagamos algunos ejemplos en donde manejemos conjuntos que no sean 
uniones finitas de intervalos y usemos la medida IP de probabilidad. 

Ejemplo 1.2.1 Sea E el evento que las rachas de soles en una sucesión de 
lanzamientos, sean mayores o iguales a r donde r E IN. 

Con ayuda de la función ln(c0), definida en (1.6), calculemos esta, proba-
bilidad. Sea Ek el evento que l,i (w) = k, donde k > r; entonces 

	

BE,, = (w E n : dr,(w) = 	= 4.1.k_1(w) = O y dn+k(w) = 1} 
= ('wESI:di(w)=0, n5..i<n-i-k y dn+k(w)= 1) 

ir-1 k=1 	 k=1 	j=1 

• 
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de aquí 
oo 

= U BEI  
k=r 

resulta ser un conjunto ¡Jurel porque BE, es un elemento de 1310,11; notemos 
que B, es una unión ajena entonces por el ejemplo 1.1.5 

00 

w(BE)=E2-k-i= 2r 
k=r 

Ejemplo 1.2.2 Tomemos una sucesión de números reales ri,r2 ,- . donde 
00 
E (1)rn  < OO. Sea En  el evento que 1,4(w) > r„ donde l„ (w)es como en 

n=1 
(1.6). Calculemos el evento E = {En  Lo.} = lim sup E„. 

Denotemos por B En  al subconjunto de (0,1] corrrespondiente a En, en-
tonces 

BEn  = {W E SI : di(w) O, 

y por definición de lira sup BEn 

<i<n+ rn  y din+rni(w) = 

oo 
BE = n u BE" 

k=1 n>k 

que resulta ser un conjunto Dore!, ahora por el ejemplo anterior 

({w E a : /n(w) ?. r„}) = 2-1̂  

donde sn  es el menor entero mayor o igual que r„, corno 2-8^ < 2—rn y 
00 	 00 
E 2-rn < 00 entonces E 2-4  < 00; usando el 1" Lema de Borel-Cantelli 

n=1 	 n=1 

IP(BE) = 0 

en particular si rn  = (1 + e) log2  n con e > 0, la serie 
00 	

1) rn 	T-Ncl° 	1 
Z-‘ U) = 	ni+' n=l 	n=1 

converge; así 
IP ({w : ln(w) k (1 + e) log2 n, i.o.}) 	0. 



IP (n  : di(w)= = 	: di(w) = 	i n}) 

1 
= Fn  

i=1 

ri  IP ({w : di(w) 

que se cumple para cualquier elección de valores de {ni, i > 1}. 

Cuando se tengan variables aleatorias como {dn(w)}„>1  que son indepen-
dientes identicamente distribuidas, se abreviará ésto diciendo que {d„(w)}„,>1  
son v.a.i.i.d. 
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Hasta este momento ya tenemos un espacio de probabilidad el cual será 
considerado para lo que resta de la tesis: el espacio de probabilidad en el 
intervalo unitario ((0, 1) , 13(0,11, IP). Se puede hablar ahora ya de variables 
aleatorias, distribuciones e independencia. Analicemos con esta herramienta 
lo hecho hasta el momento. 

Proposición 1.2.3 Sea ((0,1) , 6(0,11, IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces los dígitos d„(w), n = 1,2, ... , son variables 
aleatorias independientes con la misma distribución sobre (0, 1]. 

DEMOSTRACIÓN. 

Son variables aleatorias sobre el intervalo unitario, ya que para cualquier 
n los conjuntos (w E S/ d„ (w)= 0) y {w E SI : d„(w ) = 1} son uniones 
finitas de subintervalos, de aquí que estén en 8(0,11. Ahora por ejemplo 1.1.3 

IP ({w dn(w) = 1}) = IP ({w : dn(w)= 0}) = 

con n = 1,2, ... , es decir son variables aleatorias con la misma distribución. 
La independencia se debe a 
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Como consecuencia de la Proposición 1.2.3 tenernos que En  di(w) y 4,(w) 
icl 

son variables aleatorias. 

Concluyendo, nuestro modelo probabilístico de las sucesiones Bernoulli 
considera a ft = (0,11 como el espacio muestra!, la a-álgebra a la de los 
borelianos en (0,11, a la medida de probabilidad como la medida de Lebesgue 
en (0,1) y el n-ésimo lanzamiento de la moneda es representado por el dígito 
dn(w) en la expansión binaria infinita de w E D. 

1.3 	Funciones de Rademacher. 

Una vez que hemos construido el modelo de las sucesiones Bernoulli, 
pasarnos a definir las funciones de Rademacher, ya que a partir de las 
Bernoulli éstas ultimas se definen. 

Definición 1.3.1 La k,ésima función de Rademacher se define como 

rk(w) = 2dk — 1 

para k = 1, 2, ... donde w = 0.did2  •dk • • • 

Observemos que 

rkito  = I —1 si dk O 
1 	si dk = 1 

y por lo tanto 

rk(w) = 1 

para k = 1, 2,.... La figura 1.3 muestra a las funciones ri(w) y r2(w). 

Dado que las funciones de Rademacher están definidas en términos de 
los dígitos dk(w), k > 1 obtenemos la siguiente proposición. 
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r, 
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r, 

Figura 1.3: Funciones de Rademacher 

Proposición 1.3.1 La sucesión {r„(0.1)}r,_i  es una sucesión de variables 
aleatorias simétricas independientes con la misma distribución sobre el es- 
pacio de probabilidad ((O, 1] , 	.11,113) 

DEMOSTRACIÓN. 

Que sean v.a.i.i.d. se desprende del hecho de que {dn(w)}c"'_ i lo sea, ya 
que si observamos se tiene 

(w E S/ : rn(w) = —1) = {w E n : dn(w) o} 

{w E SI :rn(w)=1} = {w E fi : d,i(w) 1) 

para cualquier n. 

La demostración de que {rn(w)}, ,. ies una sucesión de variables aleatorias 
simétricas se debe a que 

a; < --1 
({w : rt,(w) —1 < x < 1 

1 < x 

o si 
x}) = IP ({w 	r„ (w) —x)) = 

1 
si 
si 

para n = 1,2,... 



de donde se desprende que E rnmsn  sea tina variable aleatoria simétrica, 
ya que es el producto de funciones características reales, donde (x71}n>1 

Construyamos una nueva variable aleatoria, la suma parcial de las primeras 
n funciones de Rademacher 

Sn(W) = E r,(w) 
i=1 

esta nueva función junto con las funciones de Rademacher tienen por sí, mis-
mas un significado propio, enmarcadits en el contexto de caminatas aleato 
rias, así como en juegos de apuestas. 

Si una moneda es lanzada sucesivamente y si una particula inicia en el 
origen una catninata aleatoria sobre la recta real, moviendose sucesivamente 
una unidad en dirección positiva o negativa de acuerdo a lo que obtengamos 
en cada lanzamiento, entonces ri(w) representa si el movimiento fue realizado 
hada adelante o hacia atrás en el i-ésitno paso y S,(w) representa la posición 
despues de n pasos. 

Con respecto a la segunda interpretación, si un jugador apuesta un peso 
sobre cada lanzamiento de una moneda, ri(w) representa si gana o pierde en 
el i-ésinto lanzamiento y Sn(w) representa entonces su ganancia o' Pérdida 
acumulada hasta el n-ésimo lanzamiento. 

Utilizando a las funciones S,1 (w) y rk(w) veamos que los siguientes eventos 
son conjuntos Borel. 

Ejemplo 1.3.1 Sea E el evento que representa la pérdida de la fortuna 
inicial de un apostador, es decir, el apostador tiene una fortuna inicial de a 
pesos, apuesta sobre una sucesión de lanzamientos de una moneda en donde 
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• Observación. 

Una caracterización de variables aleatorias simétricas es que la función 
característica solo es real, en nuestro caso la función característica de r„(w) 
lo es, ya que r„(w)es simétrica, de hecho su función característica es 

41,.(t) 	(eitrn) = E 	eilrIP(r„ = x) = cos t 
xE(-1,1) 
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en cada lanzamiento gana un peso si se obtuvo águila y pierde un peso si se 
obtuvo sol. 

Usando , el principio de Borel, podemos describir el evento BE correspon-
diente; primero consideremos el evento BEk  que representa la pérdida de la 
fortuna inicial en el k-ésimo volado; ahora bien Sk(w) representa la fortuna 
total ganada o pérdida en la etapa k-ésirna del juego. Entonces 

BE = { LO E a : 51(1.0) > —a, l < k y Sk(w) = —a} 

de aquí 

BE = U BEk 

k=1 

resulta ser un conjunto Borel ya que BEk  E Boj]. 

Ejemplo 1.3.2 Sea E el evento que un patrón finito ya preestablecido, por 
ejemplo AS S 4, ocurre una infinidad de veces en una sucesión Bernoulli. 

Para describir al evento BE, tomemos primeramente a En  que repre-
senta el siguiente evento: el patrón ASSA ocurre al inicio del n-ésimo Mn-
zamiento, Sea Bn  el subconjunto de (0, 1] que corresponde a En , así 

Bn  = 	E : rn(w) = 1,rn4.1(w) r:•-• —1, rn4.2(w) = -1,r„+3(w) = 1} 

Corno Bn  está descrito con un número finito de condiciones sobre las 
funciones de Radernacher entonces 13n  es una unión finita de intervalos. 
entonces 

13E = {Bn  i.o.} = n 	Bn  
k=1n>k 

es un conjunto Dore!. 

Ejemplo 1.3.3 Sea E el evento que una sucesión Bernoulli obedece la ley 
de los grandes números, 

Con Sn(w) E ri(w) 
i=1 

Sn(U) 
. 	= {(.0 En: 	-40 si n --> oo . 
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Describamos a BE como un conjunto Borel, recordando que 

Sn(w) —› O Si 71 --+ 00 
11 

se entiende que para cada r > O, existe una k > O tal que 

S„(0) < — siempre y cuando n > k. 
n 	r 

Si denotamos 

podemos escribir 

= {to E : 1 61'`--1 < 
n 	r 

BE  = 	n Andr 
r=lk=1 n>k 

que es un conjunto Dore! por que cada An,r  E B(o,ij 

Ejemplo 1.3,4 Sea E el evento que E rn: converge. 
n=1 

Definamos 

T„(w) = En rk(w)  
k=1 

00 , 
entonces la condición de Cauchy para series, nos dice que E rrp converge 

n=1 
si y solo si para cualquier entero r > O, existe un k > O tal que 

iTn(w) — T,,,(w)1 < 1 para todo m,n > k. 

Denotemos 

Ain,n,r = {(4,  E : ITn(w) — Tm(w)i < 1} 

entonces tenemos que 

BE= n u n A rn.n,r  
r=1 k=1 n,m>k 

es un conjunto Dore!, por que A„,,„,r  es un Boreliano. 



24 	 CAPITULO I. SUCESIONES BEUNOULLI.  

1.4 Propiedades de las funciones Rademacher. 

A continuación daremos algunas proposiciones que involucran a las fun-
ciones de Rademacher, los resultados obtenidos en esta sección tendrán gran 
relevancia en el capítulo 2. 

Como hicimos mención en la sección 1.2, las sucesiones de Rademacher 
heredan muchas propiedades de las que tienen los dígitos d„ en la expansión 
de w; debido a esta estrecha relación obtenemos la siguiente proposición. 

Proposición 1.4.1 Sea ((O, 11 , 	IP) el espacio de probabilidad del in- 
tervalo unitario, entonces 

f
r (w)dw = O 

o 

parad -= 1,2,... 

DEMOSTRACIÓN. 

Descompongamos al intervalo (0,11 en intervalos diádicos de orden i - 
es decir 2i-i 

(0,1] = U 'II 
1=1 

en donde los J, son los intervalos diádicos de orden i - 1; gracias a la 
propiedad de que el dígito di(w) toma los valores cero y uno sobre la mi-
tad izquierda y derecha respectivamente sobre cualquier intervalo de orden 
i 	1, tenemos que 

ri(w)dw = (-1 + 1) = O 	 (1.7) 

y como se cumple para / = 1, 2, ... 2i-1  entonces 

ri(w)dus = O 
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Observemos que ri(w) = —1 sobre un conjunto de intervalos ajenos de 
longitud total 	y ri(w) = 1 sobre un conjunto de intervalos ajenos de 
longitud total para i = 1,2, 

Una consecuencia inmediata de la proposición 1.4.1 es 

t 
o sn(w) o 

ya que 

sn(w)dto — 
o 

I ft 

Eri(w)dw 
o i=.  

1 ri (w)dw 	r2(w)rico .10  ru(w)dto 

=0 

Este resultado lo podernos interpretar, viendo a la integral como el valor 
esperado, que la posición media (fortuna promedio) después de n-pasos (ju- 
gadas) en una caminata aleatoria (juego de apuestas) es cero. 

Otra importante característica que tienen las sucesiones de Rademacher 

es'que forman una familia de funciones ortonormales. 

Proposición 1.4.2 Sea ((O, 1) , %pi), W) el espacio de probabilidad del in- 
tervalo unitario, entonces {ri(w),i> 1} satisface 

ru(w) • rt,(w)dw b.„„ 
o 

donde 

	

1 	si 	= v 

	

6" = O 	si u o 

DEMosTaAcióN. 

La demostración cuando u = y, se basa en el hecho de que rY(w) = 1 

para i = 1, 2, 	entonces si u = y 

ru(w).r„(w)dw..:-- fo  .2(w)du., = 	= 



ru(w) • rv(w)dw = O 

si u 	v. 

Podernos generalizar la proposición anterior , si en lugar de tener única-
mente el producto de dos, tenemos el producto de n funciones de Rademacher, 
obteniendo resultados similares. 

Proposición 1.4.3 Sea ((0, B(oj], IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces 

n 	 ( 0 si 	< iz < 	< tn 

	

si 	i1 = i27 i3 = i4, • • • in — I = in 

La primera igualdad se obtiene tomando intervalos diádicos de rango 
— 1, es decir 

21n-I 

(0, 
= U ji  

1=1 

lo) r )dw = 

DEMOSTRACIÓN. 

1 
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Para el caso en que u y supongamos sin perder generalidad que u < u; 
descompongamos al intervalo (0, 1] en intervalos díadicos de orden y — 1, es 
decir 

(0,11 = U Ji 
1=1 

donde los J1 son los intervalos díadicos de rango v — 1. Por la misma carac- 
terística que tienen los dígitos en la expansión de w, r,i(w) es constante en 
Ji y por (1.7) ro(w) toma los valores —1 y 1 sobre .11, entonces 

	

.1 	 = l'u ' 	ru(w)dw 

	

1 	 Ji 

= 	ru  • (-1 -I- 1) 
= 0 

como se cumple para cualquier Ji de rango o — 1, concluimos 

r„(co) • r„(w)dw 
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ahora hien, corno i1  < i2  < 	< in  entonces sobre Ji las funciones ri,(u.,), 

ri,(w), • • • ri„- (w) son constantes para todo / = 1,2, ... , 2in-1  y 

—1 sobre la mitad izquierda de Ji 

rin(w) 
— 	1 	sobre la mitad derecha de Ji 

de esta manera 

Je 

	

i ini 	 n 	 n 

	

/'‘) ((.0)d1.4/ = 	H rii (w)dal + ... -I- 1 	11 ri j(w)dw 

	

O i=i 	 1/3  j=1  '12111-1  j=1 
n-1 	 n-1 

	

= 	H rij  • I rin(w)dw + ...+ 11  r,, • 1 	rin(w)dw 
j=1 	JI 	 j=1 	

rin(w)dw 

j=1 
	 n-1 

11 N . (-1 + 1) + ... + 11 ri, • (-1 -I- 1) 
.i,----1 	 i=1 

= O. 

Para demostrar la segunda igualdad, tenemos que q(w) = 1 , i = 1,2, ..., 
en este caso 

• 
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Observación. 

Un resultado que se desprende de esta última proposición es el siguiente: 

Si it  < i2  < 	< i„ y {ai}iLi  es una sucesión de enteros no negativos 

o 	 { 

1 si (air_i  son todos pares 
(w) • IV (w) • • • rZi"(w)dw 	 (1.8) 

0 	en otro caso 
 

Porque rtn(w) = 1 para todo k y si al menos uno de los al es impar, por 
la proposición 1.4.3, seria cero esta integral. 

Las funciones de Rademacher estan definidas inicialmente en el intervalo 
(0, 1), pero se pueden definir sobre todos los reales, pidiéndole a la extensión 
que sea una función periódica de periodo 1. 

Definición 1.4.1 Definirnos la extensión de las funciones de Rademacher, 
sobre toda la recta real de la siguiente manera 

rk (w) rk(w + 1) 

donde w E (0,1). 

Gracias a esta definición obtenemos la proposición siguiente 

Proposición 1.4.4 Sea ((0, 1) ,13(o,11,1P) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, siguiendo la extensión sobre los reales de las funciones de 
Rademacher obtenemos 

rk.H. (w) = rk(2 • 

y más aún 
r n(w) ri(2'1  • w 

DEMOSTRACIÓN. 



rfi+1(W) (2" w) 

2 .w = 2 . É dilf )  
k=1 

= 
 É

)  dk(W) 

2k-i  
kr,- 1 

= d1(w)+ 	
dk(w) 

 2k-1 

en donde d1(w) = 0 ó 1. 

De la definición 1.4.1 tenemos 

rk(2. ) =C rk (w) + Od  
k=2 

_ (d2(W) d3(w) 
rk  k 2 	22 	j 

= rk+1(W) 

rk(2 ) = rk+t(w) 

Para demostrar que r,,(w) = r t (2n-1  w) lo hacemos inductivamente. 

Es claro que se cumple para n = 1, ri(w) 	/1(21'1  w), Supongamos 
válido para n; hay que demostrarlo para n + 1. Se tiene por la definición 
1,4.1 y (1.9) que 

r„4.1 (w) 	rn(2 

ri (2n-1  • 2 

= 	(2'1 .w) 

k=2 
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03 

Para la primera afirmación; sea w = E .4 entonces 2' 
k=1 
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Figura 1.4: Función --sen(4w) 

La figura 1.4 muestra que puede existir una analogía entre la función 
—sen(x) y las funciones de Radema.cher; la siguiente proposición nos da esta 
relación. 

Proposición 1.4.6 Sea ((O, 1) , Boa), IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, la siguiente igualdad se da, excepto para un número finito 
de puntos. 

r„(w) —sgn sen (2ir • 2'1  • u.1) 

sgn (t) 

CAPÍTULO I. SUCESIONES BERNOULLI. 

si t >0 
sí t < O 

DEMOSTRACIÓN. 

La demostración se hace inductivarnente. Para n = 1 tenemos 

—1 si di(w)= 0 wE(0, 

rt(w)  1 si MG)) 	1 44,  (../ E (h, 	1 

ahora bien, si w E (O , 11 entonces 2rw E (O, r) de aquí sen (2rw) > O y si 
E  (1  1 	entonces 27roi E (rr , 2r) de aquí ,sen (21m) < 0, por tanto 2 

— 1 Si w E (O , 
— sgn sen (22m) = 

{ 

1 si w E 111- , 



Tenemos que 

ce 
E 2-k  • 2dk(W) 

kk=1 	 k1 

9 d 	w ) 	1 \--` 
2k 	2k 

k=1 	k=1 
= 2 • - 1. 

1.4. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES RADEMACRER. 	31 

que coincide con r 1 (w) salvo en el punto w = 2. 

Asumamos que se da para n, hay que demostrarlo para n + 1. 

Por (1.9) 

N.o (w) = r,(2 • w) 
= 	-sgn sen (27r • 2'1  • 2 • w) 

-sfin sen (2r • 2" • w) 

por tanto se cumple que 

rn(w) 	-sfin sen (27r • 2n-1  • ) , n = 1,2,... 

excepto para los puntos w = 517  , i = 1,2,3,...,2" - 1, por la manera en que 
esta definida la función syn(t). 	 ■ 

Otra propiedad importante de las funciones de Rademacher es la si-
guiente. 

Proposición 1.4.8 Sea ((0,1) , S(0  gi], IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces las funciones de Rademaelter satisfacen 

03 r  rk kw) 
= 2 • - 1 

k=1 

00 
y si definimos a Y(w) = E 7. 114 entonces Y(w) se distribuye uniforme- 

k=1 
mente sobre [-1 , 
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Ahora si 17(w) = E ri—Vi entonces 2 
k=1 

IP (Y x) = IP ((2 • w 1) x) 

= (w 141) 
si x < —1 
si —1 < X < 1 
si 1 < x 

por lo tanto Y(w) se distribuye uniformemente en [-1<, 1]. 

Entre las propiedades más importantes que se utilizan en el capítulo dos 
son las siguientes. 

Proposición 1.4.7 Sea ((0,1),8(0,11,IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, si {1k}L,1  es una sucesión de escalares, entonces 

1E ( ex {E  tk • rk(w)}) = f exp E tk rk(w)} dw H  cos i,(,) 
k=1 	 ° 	k=1 	 k=l 

DEMOSTRACIÓN. 

La demostración se reduce a mostrar únicamente que 

etk•rk(w)di.,,, = cosb(tk) 
	

(1.10) 

para k = 1,2, ... ya que 

n 

0 
exp 	E ik ' rk(w)

k=1 
 

	

ri(w) 	,i2T2(w) ..
' 

	

lo 	e 
ti • • tfi•rn(w)dw  

1 
t I *rt (w)d40  . 	eg2'r2(w)d 	el".""(w)dW. 

por independencia de las funciones de Rademacher; así entonces demostremos 
(1.10). 

O 
,£±1 

1 



1,4. PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES RADEMACHER. 	33 

Descompongamos al intervalo (0,1) en intervalos díadicos de orden k, es 
decir 

(0,1)= U JI 
1=1 

e(k .rk(w)du.)  
O 

, entonces 

eth•rk(ut)du, + 	e ilerk(w)db)  

( k 	-ik 
 + = 	+ e )-1- :2-1  (e 'tk 

— 
_ 
	2k  

(2k-1 e-11, + 2k-1 et k ) 

2 

(e^ik etk ) 

con J1 ( ii4 y 'r 

• • 

{
1 	

I

n 1 

I° 	

fi  

k=1 	 k=1 
exp 	E 1k • rk(to) da, = 11 cosh(tk) 

• Observación. 

Como consecuencia de esta proposición 
k = 1, 2, ... , n, entonces 

tenemos que si tk 

= cosh(tk) 

t para 

  

exp {E 	t rk(w)} dt o = (cosh(t)r 
o

' 

k=1 

de igual modo 

eXp É E1k • rk(1.41) d = H cos(tk)  

	

k=1 	 k=1 

donde i2  = —1; esto porque (1.10) se trasforma en 

, 

	

et'tk.rk(w)dw 	 = cos(4) 
o 	 2 
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igualmente si tk = t para k = 	, ti, entonces 

101  exp {i • 	rk(w)} 
k=1 

cos(t))" 

Proposición 1.4.8 Sea ((0,1),8(0,11,1P) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces 

Sn(w)kdto _ dk 	2e—t 

dtk  

con k E IN. 

DEMOSTRACIÓN. 

De las observaciones hechas después de la proposición 1.4.7 tenemos que 

(et  

k 2 	
= (cosh(t))" 

= 	f exp {t • Sn(w)} db.) 
o 

entonces 

et 

2 	 dtk 

e't  \ 	 dk 	etsn(w) )1 dw \ 

jt=o 	 o 	 t=o 

✓ 

= 	fi 
180 

f 
ok (ets„(w))1 }dw 

o t=o 

10 	 t=0 
{ sn(w)k et.9n(w)1 

= 	Sn(w)kdw 
o 

La desigualdad mostrada aquí es la que nos permitira obtener los resul- 
tados buscados: 

t=0 

dk 

dtk 
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Proposición 1.4.9 Sca ((O, 1] , 	IP) el espacio de probabilidad del in- 
tervalo unitario, sea 'A un número no negativo, {eri}72.1  una sucesión de 
números reales, entonces 

lE (exp
{ 

A • E ri(w)  
i=i 	

}) exp {11 a Hl} 
03 

OG 
I I 2 = E al < 00 , es decir a E 12. 

i=1 

DEMOSTRACIÓN. 

Utilizando la independencia de las funciones de Rademacher y la propo-
sición 1.4.7 

i=1 	i}) 	i=t 
H lE (exp IX r i( co ) • ad) lE exp Á • E ri(w) • 

{ 03 

( 

03 

= H codo . (,) 
i=t 

Ahora expresamos las dos siguientes funciones como series de Taylor 

exp{ 
Az  

2 	' = 1+ 
az 	ks  2 ) 

1! 4- 	4- 	
2 ) 
ft! 
	 + 	(s) 

ai 	ptai)

)!

n 
cosh(A • ai) --- 1 + (a21 )2

2!

)2 
 + • • 	(2n + • 	 (**) 

Si demostramos que término a término (**) < (s) ya habremos terminado 
porque 

co 	 co 

	

1E (ex A • E ri(w) • al 	= 11 cosh(t • ai) 
i=1 	 i=t 

	

„roo 	í   

nexP 1 

z 

 2 s  i=1 JJJ 

exp — • 
2 

É a22  
. 1=1 

	

exp 	II a II 2} 

donde II 
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Demostremos entonces la desigualdad (41) < (*) , ésta se reduce a de-
mostrar que (2n)! > n! . 2n para n un entero positivo, ya que 

í A2,2 \ tt 
2 ) 

 > 
(A .002n  

Si y sólo si (2n)! > n! • 2n. 
n! 	(2n)! 

Para n = 1 es claro, (2.1)! > 1! • 2! , supongamos que se cumple para n, 
demostreinoslo para n + 1. 

COMO /I > O entonces (2n + 2) • (2n + 1) > 2(n + 1) y de aquí 

(2n)! • (21t + 2). (2n + 1) > n! • 2n .2(n + 1) <4> (2n + 2)! > (n + I)! • 2"+I  

por tanto 
(2(n + 1))! 	(n + 1)! • 2'1-1 '. 

Teorema 1.4.1 (Desigualdad de Khintchine) Sea ((0,1],B(0,1),113) el 
espacio de probabilidad del intervalo unitario, sea {ri(w), i > 1} la sucesión 
de las funciones de Radenzacher, entonces para cada 1 < p < oo existen 
constantes finitas Ap  y Bp  tales que 

p 

dl.1) 	Bp  (Elan')
2  

(1.11) 
n=1  

para cualquier elección finita de escalares {a„}': 1. 

DEMOSTRACIÓN. 

Sea f(w) = E a„ • rn(w) y II  f(w) li p= IE (II (w)r)P , como II f(w) II p 
n=1 

es creciente con respecto a p ,(esto se demostrará en el capítulo 2), entonces 

II f (w) II pkIl f (w) 02 para p 2 , de aquí Ap = 1 para p > 2 . 

Supongamos inicialmente que p = 2k donde k es un entero positivo, en-
tonces 

p (E Ia„I 
n=1

2) (10 n=1 
E fin  • r„(w) 

¡E (f (w)2 	E 7 (cii,a2, . , 	al: • • • ar,:lE (r„°:(w)rn°1(w) • • • r,a,:(to)) 
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donde la suma se toma sobre todos los distintos enteros u1 , n2, 	ns  entre 
3 

El m.] y todas las elecciones de enteros positivos (ai)1.1  tales que E 	= 2k. 

_ (01+0,2+•••+,,,)i  La forma explícita de 7 (al, .92 • " 1 3  ) —  ni,a21...aii 

	

Por (1.8) lE (rnal (w)rl(w) • • • r,",; (w)) = 1 sólo cuando a l , a2, 	, a, son 
todos pares y cero en otro caso, entonces 

lE (f (w)
21 ) = 	(2/3, 209 	213 ) , 	• • • 	 • un, 

n#1,-,20 	n2P3 

con {/ii}r._1  enteros positivos tales que E fi; = k . De aquí 

(f(w)2k) = 	7(2[31,...,2/3, 

7C81, . , (36) l(in • • • ,P3)almi 	a20. 
II, 

5 B11 . Smk  

donde .5,2„ = E an2  y 
n=1 

sup 2fi1, • • .1203)  

7(ati• • • ,fis) 
(2k)! 	/I!. • • 13  4.!  

P  (2,31)! • • .(20,)! 	k! 
= si 

2k(2k —  1)• •  .(k + 1)  
stip 

117=1 2 fii(2/(3( — 1) ' ' (fii + 1) 
2k(2k — 1). • •  (k + 1)  

201+-40, 

2k(2k — 1). • • (k + 1)  
2k 

< kk. 

Así cuando p = 2k la cota superior de (1.11) se da con 132k  < k . Como 

fi ALS) Ilp  es creciente en p , 11  ,f(w) 	II f (w) II2k5. 112k • sn, para p < 2k, de 

donde la cota superior se obtiene con Bp < 	, donde k es el menor entero 
mayor o igual a 2. 

Para la cota inferior de (1.11), utilizarnos la desigualdad de 1181der (que 
se verá en el siguiente capítulo en el caso discreto). 



Y Al = 
-2 

entonces 

'38 
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If(w)12 (1w = 
f t 	2  

i.f(w)13.  • l.f(w)i s  dw 

f t 	 \ a I ti 

jo  If(w)I dW ) • 	V( )14 Id) 

\I 4 í 	 \ 

U01  if(W )I dW) 	

ti 

 1E42 dw 
Jo 	

) 

13i 2  (101  IA42  dw) If(w)1 dzo 



n=1 

con 1 < p < 00,S1 p = oo entonces H x 	max{xn} ; 

(

0o 	i,

11 s 11p= E I x„ IP 

Capítulo 2 

Distribución de la serie de 
R,ademacher. 

En este segundo capítulo se trabaja el artículo The Distribution of Rademacher 
El resultado que éste artículo presenta es el de cotas superiores e inferiores 

a EP (E íx„ > t), donde {x„} es una sucesión en 12, Como los resultados se 

expresan en términos de la norma K1,2  de la teoría de interpolación de espa-

cios de Banach, que resulta ser una norma en 12, damos algunas definiciones 

de normas en 12  y las relaciones que guardan con la norma K1,2. También 
se trabajan algunas desigualdades, las cuales son parte fundamental en la 
demostración del teorema principal del artículo. 

2.1 Notación. 

Antes de presentar los resultados de este capítulo, necesitamos introducir 
alguna notación y algunas desigualdades conocidas como la de Ihilder para 
series, ya que sobre este espacio trabajamos, 

Se denotará como x = (x,,),7_1  a una sucesión de números reales; para 
cada sucesión x se dirá que x E l p  si 11 x il p< oo donde 

39 
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irj será el mayor entero menor que r, es decir, r 1 < 	< r. 
rri denotará al menor entero mayor que r, es decir r < 	< r 1. 

Como primer resultado tenemos que si r > 1 entonces 1 r < 2r por 
tanto ir12 < (1 + r)2  < 4r2. 

Trabajaremos con la siguiente desigualdad. 

Teorema 2.1.1 (Desigualdad 'de Holder) Sean p y q números reales tales 
que 1 <p< oo, 1 < q < oo y 	= 1. Entonces para cualquier entero 
positivo n y ntímeros x1,...,x„ y yi,...,y„ tenemos 

p n 

E ziYi is. E xi IP 	Yi 19  1 
i=1 	1i=1 

cuando p= oo la re/ación I 	= 1 se sustituye por q = 1 y I E  
se interpreta como max{I 

DEMOSTRACIÓN. 

Caso 1. Si xi = yi = O para i = 1, ...,n , el resultado es inmediato. 

Caso 2. Con p=1 y q= oo 

Elxiii 15E1xil•max{I Yi 1)  
i=1 	i=.1 

Caso 3. Cuando 1 < p < oo , 1 < q < oo y no todas las xi, y; son ceros. 
Si demostramos que 

+ (1 — A)y 	• ..(*) 

con x > O , y > O , O < < 1, ya terminaríamos, porque eligiendo 

I xí iP IYd9 	1 
x 	, y =  n 	Y a= _  

E I xi IP 	E I Yi Iq 	/  
i=1 	 i=1 

i=1 
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entonces 

 

  

(  I s I/  +
q 
 „ 

E I Yi lq 
i=i 

  

 

1 	I xilp 

E I xi I P 	I Yi lq 	P 	E i Si IP 
< 	n 

i=1 	 i=1 	 i=1 

y por tanto 

 

.1/ 	 n 	P [z  

E i xiYi 	iE 	i IP 	n 	q  I Y
i 

i g  
i=1 	i=1 	t=i 

Demostremos pues ...(*). 
Sea r c [0, oo) --+ 	r(t) = 11 	— At con 0 < A 	< 1 entonces r(t) alcanza 

su máximo en t = 1 de donde r(t) < r(1) para toda t E [O, oo) , es decir 

t' < At 4-(1— ),) 

eligiendo t = obtenemos 

x A 1"4  < Az + y(1 — A) 

u 
Como la Desigualdad de Halda se cumple para toda n entonces se da 

también 
00 	0o 	p oo 	

l E xiYi l< [El zi1P1 [E 1 Yi i q 

 

i=1 	i=1 	i=1 

En el caso particular en que en la Desigualdad de H5Ider p = q = 2 se le 
llama Desigualdad de Caucliy-Schwarz. 

Proposición 2.1.1 Sea 1 < p < q < oo entonces II x 11 511 x Il p  y por tanto 
ip C h.  

DEMOSTRACIÓN. 

Sean 1 <p<g< oo y bn  =1 x„ I.  Recordemos que 

ni 	Ti ) 
II (Y1) Y21• • • 1 Yrn) 11.1,  = (E1yn la  

n=1 



= 	II Oh b2, ••• , b.)11), 

= II (b110,—,0) -1-  • • 	• + (0, , bm) IIx 
5 II (61 ,0,...,0)11›, • • + 

= 

E bn 
n=l 

Como 1 < p < q , entonces existe r > 1 tal que q = rp , si tomamos 
= r en la desiguadad anterior entonces 

II x II = 	1znrP 	5.11 x Ilp 
) ;1F 

de esta forma si x E ip  entonces z E 1q . 
Observemos que si x E 1p  con 1 < p < oo entonces (x,,),71  debe ser 

una sucesión acotada (de hecho converge a cero) y de aquí x E 1®  Esto es, 
IP  c I. para toda p E [1, oo). 
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es una norma en IRr" para toda a E [1, co). Utilizando este hecho tenemos 
que 
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2.2 Normas en espacios de Banach. 

En seguida daremos definiciones de algunas normas en espacios de Ba-
nach, resaltando las propiedades y relaciones entre éstas que se utilizarán en 
todo el capítulo. 

La norma que tiene más importancia en esta tesis es la que en seguida 
definiremos ya que en base a ésta expresaremos los resultados obtenidos. 

Definición 2.2.1 Sea a E 12, para t > O definimos la norma K de interpo-
lación corno 

K (a, I, 11,12) = 	(11 	III +I fi a2  112: a = al  4- 21  ai E 

Para comprimir la notación la denotamos por K1,2  (a, t). 

Como se verá el en transcurso del trabajo, esta norma se comporta como 
4142  para ciertos valores de t y como hl para otros. 

La proposición siguiente da algunas característica.s que tiene esta norma. 

Proposición 2.2.1 Para cada y E 12, K1 ,2  (y,1) es positiva, cóncava y cre-
ciente con respecto a t sobre (O, °o). En particular si s > O 

ax (1,41   Ki,2  (y,$). 

DEMOSTRACIÓN, 

Sean 1>OyyE 12 Con y = y + V2 donde yi E para i = 1,2. 

Que K1 ,2  (y, t) sea positiva es claro ya que 

II Vi fi +1 11 Y2 I12_ 

K1,2 (lit t) > 0 . 
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l'ara establecer que til a (y, t) es cóncava, supongamos que ti , t2  > O y 
t es la combinación convexa t = (a)11  -I- (1 — a)12, donde 1 > a > O. Para 
cada descomposición y = yi + y2  tenemos 

oKi,2 (Y, ti) 5- 0 (11 yi iit +ti II Vi 112) 

1— a)K1,2(y, ti) 5 (1- a) (II Ji III +ti II Y2 112) 

de donde 

al(1,2  (y,  ti) + (1 	)A.1.2 (y, ti) < (a + (1 	a)) 11 J1  Ilt +(a11 	(1 — a)12) 11 Y2 112 

= 	II YI 111 +111 yi 112  

Tomando el ínfimo sobre todas las descomposiciones yi + Y2 de y, obte- 
nemos 

aK1,2 (y, ) (1  — a)111,2 (y, 12) 5. K1,2 (y,1) 

de aquí t 1-4 K1 ,2  (y, 1) es tina función cóncava. 

Ahora, sea t <8 y y= yi + y2  entonces 

Itt 	+t I1 y2  112 511 yi 	+8  Y2 112 

al tomar ínfimos de ambos lados 

K1,2 (Y, 	5. 1( 1,2 (YI s) 	 (2.1) 

por tanto la norma I{ es creciente. 
Para la última desigualdad, sea s > O de donde se desprenden dos casos: 

Si s > t entonces max (1,1} = 1 y por (2.1) obtenemos 

K1,2 (y, 1) < max {1, 
S 
—} Ki,2 (Y, .S) 

si t > .s entonces 

8 {11 Vt 	+1 11 Y2 112) 5. {11 yl 11 1 +S II Y2 112} 

y tomando ínfimos de ambos lados y viendo que max {1,1} = 1 entonces 
Ki,2  (y, t) < max {1,1} 1‘1,2 (Yi 8). 	 • 
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x, 

(O, 1 'K,  

-4' x 
(K,30,0, 

Figura 2.1: Diagrama de Gagliardo 

El siguiente teorema da cotas para 

101 

Ex; + t E ( I i)2  
k=i 	

) 
k>lt 2  J 

en términos de la norma 111,2  (x, t) y constantes que no dependen de xn* ó t 
donde (x„' ) es la sucesión (a xn 1)„>1  reordenada de manera decreciente. 

Teorema 2.2.1 (Fórmula de Holmstedt) Para cada x E 12 y para cual-
quier t > O la norma de interpolación I11 ,2 (x, t) satisface 

112.1 	 co 

K 1,2(X t) < E zn  + t 	E (xn )2 	5 C/11,2 (X, t) 
n=1 	n=10.1+1 

aquí (s*nri—t denota a la sucesión (1 	ordenada en forma decreciente, 
y e es una constante univetwal. 

La demostración de este resultado no se dará, porque involucra concep-
tos de espacios de Banach que están fuera del contexto del trabajo, una 
demostración de la fórmula de Ilolmstedt se puede encontrar en (2] o en [3]. 



Consideremos al conjunto 

r (a) = {1  = (xt, x2) E IR2  3 al  + a2  = a, ai E i = O, 	11;5 xi} 

este conjunto es convexo en 1R2  y 

111.2(n, t) = 	inf (xt 	tx2) vEr(c) 

= 
sen 

inf (xt  tx2 ) 
a) 

de donde Ki,2(a,t) es la intersección con el eje xi de la recta con pendiente 
—t-1 tangente a la frontera (or(a)) de r (a) 

Se dijo que para t's "grandes" la norma K1,2  era equivalente a la norma 

111x112, el siguiente resultado dice que tan grande es t. El resultado es una 
consecuencia, de la fórmula de Holmstedt. 

Corolario 2.2.1 Existe una constante 'e tal que si x E 12  y O < t < 	 
entonces 

42(x, t) S  111 x 1125 cK1,2(x,l) 

donde II x 1100= max {xn }. 

DEMOSTRACIÓN. 

En el caso de la desigualdad del lado izquierdo, como x E 12 y (0)n>1 E 11 
tenemos la representación trivial x = 0+x, de un miembro de /1 +12 , se sigue 
inmediatamente que 

Ki,2 (X, 1) 5 11 	112 
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• Observación. 

Con el teorema 2.2,1 se tiene que para t's "pequeñas" , esta norma se ve 
como t II x jI2, y para t's "muy grande" se empieza a ver más como II x 111. 

Una idea geométrica de esta observación está dada por el diagrama de 
Gallardo, figura 2,1 rwe es el siguiente: 



112= t 	(x;',)2) 5  cf(1 ,2(x,t) 
2 

ya que x E 12. 

En el caso en que 1 < t < 	, sea a 	que es diferente de cero, 
(si no es así no habría nada que demostrar), y sea yn  = F-aa, observemos que 
yn  < 1 para 	1,2, ... , entonces 

11  y 
 .12=  11 r

a 
 112 

11   

de aquí que la hipótesis se traduce ahora en pedir 1 < t <II y 112; demos-
traremos la desigualdad derecha únicamente 'para los valores extremos de t, 
es decir t = 1 y =ii y 112. 

CnÉ (42) 
=2 

t II x 1125 c1(1,2  (x,1) 

esto por la fórmula de liolmstedt. 

g II 
n=1 
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ahora con la desigualdad 

	

tII x 1125. C1(1,2(x, t) 	 (2.2) 

lo hacemos por casos: 

Si O < 1 < 1 entonces O < t2  < 1 por tanto 	= 0 y por el teorema 
2.2.1 
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Ahora si t =fi y 112 entonces 

t 11 Y 112 = 11 y 

101 
+ E 

n=1 	n=112.1+1 

< E y. + 
00 

yn 
n=1 	nr-112.1+1 

1.0.1 	00 

Eyn+t E vil 
n=1 	n=1.0.1+1 

en donde solo bastaría probar la última desigualdad, es decir 

00 Eyn2 t  E  yr,2 
n=1.12f +1 	 n=1.12f +1 

) 

Pero esto es cierto, porque se cumple 

00 

( 
E Y,1 5 t ."-11 Y 112 

rt=10.1+1 

por tanto 
t II 

por la fórmula de Rolmstedt. 

1125 eK1,2(x,1). 

Como se satisface (2.2) para los valores extremos de t y por la concavidad 
de Km(x, t), vista como función de t, entonces (2.2) se cumple ahora ya para 

1  5- e 50 Y 112. 
Por lo tanto 	t II  x 112 5 cA1,2  (x, e) 	si 

Como se vio, en el resultado anterior, son normas equivalentes 0142  
y Ki.2(x,t), entonces la idea a seguir es la de dar normas en /2  o normas 
equivalentes a ésta para después encontrar la equivalencia con la norma 

Definamos ahora una nueva norma. 

° < t 5  a 	• 



Proposición 2.2.2 Sea x E 11  y t2  E IN, entonces 

IIX h1 2 s11 X IIP(r2l< t IIx112  

II x Ilp(0)11 X II 

DEMOSTRACIÓN. 
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Definición 2.2.2 Para x E 12  y 1> O se define la norma 

(x,1,1.,12)= Joza (z,1) = max {11 x 1103,111 x 112} 

La relación que guarda esta norma con la norma 111 ,2(x,1) es la siguiente. 

Teorema 2.2.2 Parat>13yxE12  tenernos 

42 (X, 1) = sup {E xfly„ : y E 12, 4.2 (y, t-1) 

La demostración no se dará en este trabajo ya que involucra conceptos de 
espacios de Banach y dualidad que están fuera del contexto de este trabajo, 
este resultado se puede encontrar [2]. 

Ahora daremos la definición de otra norma en /2  que es equivalente a la 
norma 11z112  que se utiliza en este trabajo y es la siguiente. 

Definición 2.2,3 Para x E 12 y t E IN se define la norma 

, 
ii x  11P(r)  = stip E E i zn 12l 

m=1 

{ 
m=1 nEB,n  

donde el supremo se torna sobre todas las particiones finitas, B1 , ...,Bi  de 
los enteros positivos.  

Veamos la relación o equivalencia que esta nueva norma tiene con las 
normas Ilxlll Y Ilx112, estas relaciones que se den se utilizarán más adelante. 



)

2 	t' 

m=1 nEBm
5 E E lz 

00 

= E z. I 
n=1. 

= Ilxlli 

E( I Z  
m=1 nEB,,, 

por tanto 
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La segunda desigualdad se obtiene partiendo de que i¡ x 11 211 x II I , lo 
cual es válido para cualquier subconjunto Brn  C IN, entonces 

(E ISn12)1  (E kni) 
nEB,n 	 nEBm 

t2 

Si tomamos una partición de IN de la siguiente manera, N = U In  con 
m=1 

Bm  n Bn  = 0 para n m entonces 

ta 

II x  1102)= suP { E( E I zn 	} 511 z Ih 
m=1 nEa„, 

Para la primera equivalencia hacemos lo siguiente. 

Sea El xn  12= am entonces 
nE0n, 

E  ( E  xn  12) 

m=i nEBm M=1 
ta 

= E 1 ‘am 

M=1 

t2 

El • 

M=I 



Teorema 2.2.3 Si x E 12  y t2  E IN , entonces 

II x lip(0)5 111,2(x,t) 5. VIII x IIP(t2) 

DEMOSTRACIÓN. 

Para obtener la desigualdad izquierda escribirnos a x como xi  -I- x2  con 
xi E ; hacemos uso de la proposición 2.2.2 y de la desigualdad del triángulo, 
obteniendo 

II x Ilp(o) = II Xl + x2 IIP(t2 ) 

inf 	xr IIP(t2) + II x2 IIP(t2): x= xr +x2 
< 	inf {11 xl lit +1 II x2112, x = 	+ 22) 
= Ria(x,/) 

Para ver que K1,2(2,1) < 	II ljp(o)  usamos el Teorema 2.2.2. 
Sea 6 >0yyE/2 tal que 
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t2 	 2 

	

= t E( 	xn  12)) 

rn=1 nE13,„ 

= t II  x 112 

en donde la desigualdad se da por Cauchy-Schwarz; entonces hemos de- 
mostrado 

II X 1102)5. 1 II X 02 

Ahora, como se puede tomar la partición Bi = IN y 13,7, = O para m = 
2, ...,12  entonces 

II x1125112 IIP(t2) 

Una vez ya encontrada la equivalencia con la norma tilx1I2  se tiene en-
tonces una relación con la norma 42(x,1). La relación se da en seguida. 

(1 	6)42( ,1) 5. E N/1 y J03,2 t^1) < 



1,,n+1-1 

E I Yn i2 	1 Y„„,+1  12  

Ahora como t-1  II y II2 < 1, es decir E 1'y„ I2< t2  < oo, tenemos que 
n=1 

{ 

v: 	E 	1 Yn 1 2‹ I = {nm-1 + 1, rint.-.i I .' '1°°} 
n=n,n-1+1 

 

supo v : 	E 	1  yn  12  
rt=n,„...1+1 	

11 --:'- 00 { 

m, de aquí entonces 0 = no < n1  < 	< n12 = 
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donde ésta última condición implica que 

t-' 11 Y 1125 1 Y 	Y Iic•D= max{Iy„ I} 5 1 

Elijamos inductivamente no, ni, 	no E {0,1,— ,00} de la siguiente 
manera, no = O y n,„4.1  = 1 + v„,.4.1  donde 

vm+, stip v: E 1 Yn 	I} 
nrznm+t 

de esta contrucción no < ni < • • • < nm.4.1  < • 

Como resultado de la contrucción de (nk}oi , entonces 

existe una m E IN tal que 



.2) 

( 

n ni .... 
_ .
E 

...fi 
 

) 

liti(r2) 
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Recapitulando todo lo anterior y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz 

(1 — (5)Kt,2(x, O 5 E in?in 

nm  

E E ynxn 

—I +i 

E
( Hm 

E ?in 

	

tn=i 	n=n,,,.. 1  +1 

t2 nm 

,rE E 
m=1 11=11m....1+1 

5 Vi x 117)(0)  

y tomando 	O obtenemos 

Kia(z, t) ;fi II x 

2.3 Algunas desigualdades. 

Trabajaremos algunas desigualdades que serán importantes en la siguiente 
sección. De hecho daremos las demostraciones de las cotas ya antes conoci-
das para IP (E ruz„) que dan pie a las nuevas cotas. 

Proposición 2.3.1 Sea X una variable aleatoria tal que IE (X2) < oo, y 
O < A < 1 entonces 

IP ({X > AlE(X)})? (1 

Di:MOSTO-ACIÓN . 

)Z 
1E2  (X) 

IE (X 2) 

Para trabajar con más comodidad la demostración, adoptamos la si- 
guiente notación u = IE (X) y z = lE (X 2), 

Sea 
X1(w) 1{x>,‘„)(w) X(w) 
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entonces 

(*) 

y también 

IE(X(w)) = 	X(w)d1P 

= 
 J x(w)dr+ J 	X(w)d1P 

{x>au} 	tx<A0 

Ja 
1{x>mt}(w) XdIP+ ¡ 1(x<mi)(w) • Xd113  

5. E(X(w)) + Av 	(*s) 

resultados de (s) y (ss) tenemos 

(1— A) u 5. zi1P ({X > Au}) 

Juntando los 

por tanto 

({X > Av)) k (1 — X)2  =  
1121E 

1E (X2
(X)  

A)
2 

) 

Proposición 2.3.2 Sea Z una variable aleatoria positiva con IE(Z) < oc 
entonces 

1E(Z) IP(Z > 1) 

DEMOSTRACIÓN. 

IE(Z) 	Z(w)dIP 

= 	Z(w)dIP 	Z(w)dIP 

z>1 	z<i 



) E F.nX ' rmint 

rnOn 

2\ 
E ((~rnzn) 

• 

Teorema 2.3.1 (Paley-Zygmund) Si x E 12 , entonces dado O < A < 1 
tenemos 

rrixn > A H H2 6 (1 A2)2 

DEMOSTRACIÓN, 

Por la proposición 1.4.2 y tomando como X = (E r„xf,)2 en la proposición 
anterior tenemos 

Ex?, 

Entonces E2 (X) = E xñ + E 4g, en donde hay n términos de 
TnYn 

ri(n — 1) de x,2,4„. Ahora 

E ((E rnx,1)4 ) 

(E .1 + E r„.3„,„,x,n E lr„,x„,rixi + E XI 
mOn 	 n*Tn01 	 nOm 

X1 4- E slil 
niln 

aquí hay n términos de x`,1, y 3n(n — 1) términos de xlx n. De donde obte-
nemos que 3 • E2 (X)> lE (X2)2. 

Si O < A < 1 también O < A2 < 1, sustituyendo en (2.3) todo lo anterior 

ip ((E 	)2 A2 	) 1 	2 

n) rnx,, 	> 	 ~ (1 --A2) 

n=1 

Y 

2 
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f Z(w)dIP 1P(Z > 1) 

> IP(Z > 1) 
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pero 

IP ((E rns „) 2 > A2  (E 	= IP E 7.„srt 1 > A II  x 11 2) 

por igualdad de conjuntos y 

113  (1 E riirn 1> A fi z 112) = IP (E rrycn > fi x 112) + 

IP (— 	rnxn  > A II  x 11 2) 

= 2. IP (E rnxn > A x 112) 

por simetría de E rnzn. 

Así entonces 

2 . 1P(E rnxn>all x ll2)  

llegando al resultado. 

Teorema 2.3.2 Si x E 12  entonces 

a) (E friXn > 11 112 

DEMOSTRACIÓN. 

113  (E rnxn > 11 112) 

p  (E rnx„ > 
t 

k llxll2 
inf 	iexp  .\ 

E r112 

nxn  

k 	1 11 z  

inf IP (exp { A E rnx" 
A>o 	x 11 2  

inf 	(exp {A  E 
r112
".7n 

»o 	 x  

= inf {exp{—At}lE (exp 
.x>o 

> exp{Ai}) 

exp{—At} > 1) 

exp{—At}) 

Ixrii  x2 ,,  } 

1 	2\ 2  

2 

<e 2  
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1>0 
{exp{-)t} ll (exP r }) x 112 

TI 

{ < 	inf exp{-1,t} flexp 	A2x1  
x>o 	 {2 11 s 111}  

11 

= inf 
),>o {exp 

22  — 'V} } 

= exp 	.11f0  {exp (sí\  
2 

= exp 

la última disigualdad es por la proposición 1.4.9 

Teorema 2.3.3 Si x E 11 entonces 

IP (E rnxn >ii x III) = 

DEMOSTRACIÓN. 

= ip (E rnxn > E 1 x. 
= 	- a) (E rnin 5 E x. 
= 1 - 1 = 

por que r„x„ = ±x„ <1 x„ 1 para n = 1,2,... 

2.4 Resultado principal. 

El siguiente teorema es la conclusión de nuestro trabajo, esto es, damos las 
cotas a IP(rnxn  > 1) donde intervienen la norma 111,2. 

Teorema 2.4.1 Existe una constante c tal que para toda x E /2  y t > O 

IP (E rnx„ > I11 ,2 (x, 1)) < e 2 

IP (E r„x„ > c-1  K1 ,2  (x, t)) > c-1 

2 

IP (E rnxn  >11 



tr 

11P(t2)5. (1+ 6) E( E 1 xn i2  
m=1 nEBm 
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DEMOSTRACIÓN. 

Para la primer parte dei teorema, sean 6>Oyx E 12  tal que x = x1  + x 
con x' E 1, entonces 

(1 + 5)115,2  (x, t) >11 x 1  II I  +111x 11 2  

observemos que 

{co : E rn x,, > K1,2(X,2)(1+ 5) } C {w E rnzn >ii x1 II1 +t II x2  112} 

de aquí entonces 

113(E rrizn > K1,2(zo 0(1  + 

5 IP (E Non >II z1  +t x 11 2) 

a' 	rn(xl, + xl) >0 xl 111 +t II x2  112) 

IP (E rnzli + E rnx2. >0 x111 +t 11 12  112) 

5 IP ({E rnxl 	114 U {E 	> 1 11 x 112}) 

rfizl, >11 xl  Hl) + IP (E 	> t 11 
	

112) 

< O 4- e-§- 

y tomando 6 0 obtenemos el resultado. 

Para la segunda parte, supongamos que 22  E IN. Entonces dada 6 > O tal 
12  

que *(1+5) 5. 1 existe 131 , 112, , Bt2 C IN ajenos tales que U Bm  IN 
mil 

y cumplen que 

Usando el Teorema 2.2.3 

2 
1 v. 

' 
21,X,41 

I ti  
t2 

neB. 

1. 

12) 

II x liptt2r, 	+6) v2 	" vi 



ESTA TESIS 1111 

2.4. RESULTADO PRINCIPAL. SALIR F1.10Lui. „  

entonces 

IP (E rnxn > Z K1,2(1, t)) 

IP (E 	H 1 ) ) 

 

rn xn  > ---(1 + 6) L 2_, I 
tn=1 nEI3m 

 

t2 	

(

t2  
E E r x > -_-2-(14- 45) E ( E 1 x„ 1 2) 3) 
m=2 „03,n 	 m=1 nom 

> rnx. > -(1+6) ( EI zn 12  
o 	

) ) 
,n=i 	n. 	 nEBm 

k 	- 1(1 4- 6)2) 2  ) 

((1_ (1+6)2)2) t2 

IP (E nizn  > 2 -1(1,2(x, t)) 
 

> exp{-t2 log(24)} 
1 

y de aquí el resultado se sigue con c = log(24). Ya que 

IP (E rnry, > 	 11)  (E rnzn > 	t)) 

> exp{- log(24)t2} 
> 	exp{-c12} 

para t2  E J. 

Si t > 1, sabemos que [11 2  < 412, y además K1,2(X, i) < K,,2(x, rti )  por 
ser creciente la norma Ki, 2(x, t), ahora utilizando lo obtenido para 12  E 114 
concluimos que para = 410124) se llega al resultado ya que 

11 11) 
(

t2  

donde la última desigualdad se sigue por Paley-Zygmund, entonces tomando 
6 -4 0 

Erns,,, › 	yi K,,2(x,t)) 	113  (E r„x,, > c-1 
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> IP (E rnzn  > 	VI)) 

> Ci exp{-4t12) 
> (e)-1  exp{-4t12} 

> (c.)-1 exp{ -e* t2} 

Para O < t < 1 el resultado se sigue de la fórmula de I[olmsted y de la 
desigualdad de Paley-Zygmund, ya que I.t2.1 = O de donde 

IP (E rns,, > KI ,2(x,t)) > IP (E rnxn  > t II s 

> (1 - t2)2  
6 

de aquí que 

IP (rnxn  > c-142(x.t)) > c-le-ct2  

con c = log6. 	 ■ 

Corolario 2.4.1 Existe una constante c tal que para toda x E 12  y 
< t < x  2  tenemos 

	

«3 (E rnx. > 	112) > c-le- 

DEMOSTRACIÓN. 

Usando el Corolario 2,2,1 obtenemos 

	

c-2t II  x 	c-1  Ki ,2(x,t) 

entonces 

IP (E r„xn > C-2 t II x  112) > IP (E rnxn > c-1 /11 ,2(x,1)) 

> 	C-1  C-Ci2 
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