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Introduccion

Se sabe que la serie ), 1——)— es convergente pero no absolutamente, de ma/-
nera que una serie como E que no era convergente, se logrd transformar en
una convergente mediante cierta distribucion de signos 4 y — en la sucesién
que forma el término general de la serie. Una pregunta interesante es si se
puede cambiar el modo de distribuir los signos + y — y obtener todavia una
serie convergente, ”

Un resultado de cierta generalidad es que si {z,} € I y se toma la
sucesion de funciones de Rademacher {r,} entonces 3, rpz, = 3, *z, con-
verge.

El estudio de la funclén de distribucién de la variable aleatoria Y rnz,
tiene por si misma interés, Al estudiarla se hallan cotas como

P (E PnZp > t||z||g) <e7
donde ¢ > 0,

P (Y roen > Miell) 2 31 ¥

P (2 TuZy > ||z:|[|) =0

si ¢ € l;; que son demostradas en este trabajo. Ndtese que en estas cotas
intervienen las magnitudes ¢}|z||; y ||z|}). En el segundo capftulo de la tesis se
introduce la norma K 3 de interpolacién, que relaciona a estas magnitudes,
De hecho se observa durante el trabajo que para ciertos valores de ¢ se
comporta como t||z||2 y para otros valores como ||z}, de manera que actta
"interpolando " a estas cantidades.

Se ha incluido al inicio una construccién detallada de las funcxones de
Rademacher a partir de las sucesiones Bernouli , cuya construccién también
se da a detalle, Pero una parte importante del trabajo-toma la idea del

conl<A<ly

1



2 Introduccion

artfculo de Montgomery-Smith S.J. titulado The Distribution of Rademacher
sums [9).

En este articulo se hallan cotas para IP () rnzq > t) donde {z,} es una
sucesion de nimeros reales en [;,

Luego de introducir ciertas normas para el espacio de sucesiones [, y de
usar las relaciones que estas normas guardan con la norma Km, se hallan
desigualdades cruciales para el objetivo final.



Capitulo 1

Sucesiones Bernoulli.

La intencién es construir un modelo analtico que represente una sucesién

infinita de lanzamientos de una moneda honesta, donde por honesta se en-

tiende que la moneda tiene la misma oportunidad de que aparezca sol 0
dguila en cualqulera de los lanzamientos. A estas sucesiones de volados se les
llama sucesiones Bernoulli. También se definen las funciones de Rademacher
incliyendo algunas propiedades y ejemplos donde aperezcan éstas; las fun-
ciones de Rademacher son utilizadas a lo largo de todo el trabajo.

1.1 Construccion del modelo.

Primero se construye este modelo hasta donde sea posible sin usar herra-
mienta de teoria de probabilidad, para después darlo de manera final utj-
lizando teoremas importantes como el de Extensién de Carathéodory.

Empecemos dando algunas definiciones y notaclones que utlhzaremos ‘en
todo el trabajo,

Q denotard al intervalo semiabierto unitario (0,1] y w.serd un punto
genérico de €. Sea

B= O(a,-,b,-]

. i=1
en donde los intervalos (a;,b;] son disjuntos y estin contenidos en €, defi-
nimos a A (B) como
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MB) =) _(bi - ai) (L.1)
i=l

que es la suma de las longitudes de los intervalos que integran a B,
Ahora, para cada nimero w € {2 consideremos su expansién diddica o

binaria infinita

d" :)) = o.dldzdg e

€
il
i

-

n
en donde cada dy(w) =06 1 paran=1,2,3,...

Los digitos dy(w) pueden ser vistos de dos maneras: fijando a n y dejando
variar a w se tiene una funcién real que toma los valores cero o uno sobre
el intervalo unitario, o fijando un punto w y dejando variar a n se tiene una
sucesion de ceros y unos. ‘

Como los digitos d,(w) ,n =1,2,3,... determinan a w, introducimos la
notacion

(d(w), dy(w), d3(w), ...) (1.2)

que representa la sucesién de digitos binarios en la expansién de w.

Esta expansion es dinica excepto cuando w es un nimero racional diadico,
es decir, w es de la forma 3 con m un entero tal que 0 <m < 2"y n € IN,
En estos casos para asegurar unicidad en la expansién, se agrega la condicién
de que la expansién contenga unainfinidad de unos, es decir, una terminacion

en unos,

Asf, por ejemplo, se elige la primera de las dos expansiones siguientes:

0 _L1o1.000
=gtmtsy + stmtomtyt.

.blw
l\?l’-‘

Por esta razén excluimos al nimero cero de §; al 1 le asignamos la
expansién diddica 0.111..
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1.1. CONSTRUCCION DEL MODELO.

[,

Siguiendo con la construccién de este modelo, consideremos {u; : 1 < i}
una sucesion de ceros y unos ya preestablecida. Entonces

{we:idi(w)=mu, 1 <i<n}= ﬁ{w €0 dy(w) = w} (1.3)

=1

es el conjunto de nimeros w cuyos primeros n digitos son las u; dadas. De
esta manera un punto estd en (1.3) si

w=0.u .. .u,,d;;gd,,n eos

con los digitos desde el n + 1 en adelante completamente arbitrarios.

Podemos ver que tales w’'s satisfacen las dos desigualdades siguientes:

esto porque los valores extremos de w en el lado izquierdo de la desigualdad
corresponden al caso di(w) = 0 para i > n, es decir w = Q.u up...1,00...
y para el lado derecho corresponden al caso di(w) = 1 para i > n, esto cs
w = 0.uguy, upll. .., entonces

n n
. 1y w1
{w:d,-(w):u;,lﬁtﬁn}:{w:we< E:r, 2—:+-2-;]} (1.4)
=1 =1
aquf el intervalo es abierto por la izquierda y cerrado por la derecha pre-
cisamente porque la expansion de w es la que tiene terminacién en unos.
Entonces para una sucesién fija {u;}7_, obtenemos un intervalo cuya longi-
tud es 2 . '
2"

Los intervalos como
(E b _1_}
i=1 2,‘)':[ o
seran lamados intervalos diddicos; los extremos de estos intervalos son racionales

diadicos adyacentes con el mismo denominador y n serd el orden o rango del
intervalo.
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L 000 , 00F , 010 , 011 ;100 101 , V0, 11

Figura 1.1: Intervalos diddicos

Si fijamos n y variamos todas las posibles elecciones de ceros y unos de
{u;};, obtenemos 2" intervalos diddicos de orden n todos ajenos cuya union
es el intervalo (0, 1] , es decir, para cada n tenemos 2" intervalos diddicos de
rango n que particionan a . Véase la figura 1.1.

Cabe hacer mencién que para cada sucesion fija {u;};_, tenemos la si-
guiente igualdad
(nu.' oy l] (l—l l]
—_ =t ==
2 20 20 A A
i=1 i=1

donde

n
l=Y (- 2") +1
i=1

ahora, si variamos todos los valores de {u;};, tenemos quel = 1,2,3,...,2%
Para tener un mejor manejo de los intervalos diddicos adoptaremos la

siguiente notacién

-1 1
1= (5w
conl=123,...,2", de donde

42"

o=
=1

yhnd=0sk#l
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+1 L ] +1 o

——f
-
-t

Figura 1.2: Grifica de dy(w) y da(w)

- Si deseamos obtener los intervalos diddicos de rango 2 + 1 teniendo los de
rango n, inicamente dividimos en dos partes de igual longitud cada intervalo
de rango n, una mitad izquierda sobre la cual dy4)(w) es cero y una mitad
derecha sobre la cual d,4)(w) es uno. Para u =0 y para u = 1 el conjunto
{w: dyg1(w) = u} es una unién de 2" intervalos de longitud s
- Observemos que sobre cada intervalo diddico de rango i, di(w) es cons-
tante, mds adin

cn_ [0 sobred; st I=1,3,...,2 -1
d‘(w)—{l sobre J; si [=2,4,...,2

y para n > i cada intervalo diddico de orden n esta contenido completamentc
en un intervalo de orden i. Por tanto d; i(w) es constante sobre cada mtervalo
diddico de orden nsii<n

« ‘La gtéﬁca de dy(w) y da(w) se muestran en la figura 1.2,

‘Todas estas definiciones y observaciones son el punto inicial para la repre-

"‘sentacién matemadtica de las sucesiones Bernoullj,

Una sucesién Bernoulli se puede representar por una cadena de A's'y
S 's, en donde A simboliza la obtencion de dguila y § la obtencién de sol
en ¢l lanzamiento de una moneda honesta. Entonces una posible sucesion
Bemoulll puede ser simbolizada como .
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o

AASASASSSAAS... (1.5)

‘Sca f la coleccién de todas las posibles sucesiones Bernoulli; como se
verd en el Teorema 1.1.1, el conjunto 3 se puede poner en biyeccidn con el
intervalo (0,1] y como consecuencia # es un conjunto no numerable.

Teorema 1.1.1 Eziste una biyeccion entre Q = (0,1] y B, las sucesiones
Bernoulls.,

DEMOSTRACION,

Para la demostracién del Teorema, se construye una funcién biyectiva de
Q = (0,1) a 3, suprimiendo de éste dltimo un conjunto numerable.

Primeramente imaginemos una moneda con caras etiquetadas 1 y 0 en
lugar de las usuales dguila y sol respectivamente, as{ por ejemplo, la sucesion
Bernoulli en (1.5) serfa

o 110101000110. ..

Con esta interpretacién, si w es extrafdo aleatoriamente de @, (1.2) se
verfa como si resultara de una sucesion infinita de lanzamientos de una mone-
da. De este hecho tenemos entonces una correspondiente sucesién Bernoulli
que es tnica, en donde la unicidad se garantizada porque restringimos a w
a tener una representacion diidica inica. Entonces ya tenemos una funcién
inyectiva de © a 'y por lo tanto podemos afirmar que g, las sucesiones
Bernoulli, son un conjunto no numerable.

Hasta ahora sélo hemos demostrado la inyectividad de dicha funcién,
faltarfa mostrar la suprayectividad, pero aquf falla para aquellas sucesiones
Bernoulli que a partir de cierto volado aparecen inicamente soles, ya que
para ningin punto w tenemos la sucesién (ul,uQ,..‘,u,.,O 0,...), por la
restriccién en la expancion de w. -

Este tipo de sucesiones son el conjunto que descartaremos de las suce-
siones Bernoulli. '

Sea fgeg 12 coleccion de las sucesiones Bernoulli que después de cierto
volado apareceit en los subsecuentes lanzamientos inicamente soles,
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Afirmamos que estas sucesiones son un conjunto numerable,
Sea ﬂ(kieg la coleccion de las sucesiones Bernoulli que tienen tinicamente
soles a partir del k-ésimo volado. Como ﬂé‘cs es finito; de hecho su cardina-
lidad es

Eo_ 1 si. k=1

entonces

ﬂdCG = U ﬁgcs
k=1

resulta ser una unién numerable de conjuntos finitos, por tanto Byeg os nu-
merable,

Como fyeg es un subconjunto nunierable del cenjunto § no numerable,
Beg 5 descartado de los elementos de f, que sigue siendo no numerable y
por consiguiente tenemos ya la sobreyectividad y por tanto una biyeccion
entre Q y f. ]

¢ Observacion,

A partir de este momento consideraremos exclusivamente como suce-
siones Bernoulli a aquellas sucesiones que no tengan \inicamente soles a par-
tir de cierto lanzamiento, Con este resultado podemos identificar a § con
(0,1], ya que a cada sucesién Bernoulli le asignamos un y sélo un punto de
0. .

Con ayuda del Teorema anterior y el Principio de Borel calcularemos
algunos eventos probabilfsticos, Recordemos el principio de Borel,

. 'Principio de Borel.

Supongamos que F es el evento probabilistico que ocurre en cierta sucesion
Bernoulli, sea f; el subconjunto correspondiente de § para cl cual el evento
E ocurre. Ahora Bg serd el correpondiente subconjunto de Q que se puede
encontrar gracias al Teorema 1.1.1. Supongamos que Br es una unidn finita
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de intervalos diddicos. Entonces la probabilidud de que E ocurra es igual a
MBg), como se definié en (1.1) .

Ejemplo 1.1.1 E es el evento que dguila se obtiene en el primer volado. ,

Bg {w€ N w=0.1dy(w)ds(w) ...}
{we:dw) =1}

Feae(id)

donde la iltima igualdad se da por (1.4), entonces

it

|

.

A(Bg) =

DO

Ejemplo 1.1.2 E es el evento que en los primeros n lanzamientos aparece
una sucesion ya preestablecida de dgutlas y soles.

B = {weQ:w=0uu.. tdnyrdegs.. .}

P P |
{weﬂ:we( 2—:, -2—:-{—5;]}
=1 =1

esto ultimo por (1.4}, entonces

il

g
:\(BE)=§-;.

Ejemplo 1.1.3 E es el evento que dguila se obtiene en el n-ésimo lanza-

miento. v -
v BE=={weQ:w=0.d1d2...dn-11dn+1.-.}

Fijando en particular un punto = 0.1ty . . ty—1 1dyy1 . . entonces Bg
contiene al intervalo (1 ,7+ ), se puede elegir @ uy,uz,. ..,y de 2"
maneras distintas y cada una de ellas da un intervalo diddico ajeno de los

demds.
Ast) se liene una union finila y ajena de intervalos, por tanto
1 1

__n—l___=_.
MBg)=2"" o=



;

o
.
o
|

,

1.1, CONSTRUCCION DEL MODELO. 1

Ejemplo 1.1.4 F es el evento que en n lanzamientos exactamente k dguilas
aparecieron,

n
BE={weQ:Zd.-(w)='k} ‘para 0<k<n,

i=1

Este conjunto es la unidn de intervalos diddicos correspondientes a una
sucesidn uy,ug,. .., Un que contenga k unos y n—k ceros, cada uno de estos
intervalos tiene longitud 3 y hay (}) de éstos y todos ajenos. As’ se tiene
una union ajena y finita de intervalos, por tanto

MBg) = (1‘) 21

Ejemplo 1.1.5 Sea I el evento que a partir de cierto lanzamiento aparecen
en forma conseculiva k soles, donde k € IN.

Definamos a l,(w) como la longitud de las rachas de ceros iniciada en
dn(w), es decir

ln(w) = { (k) z: dp(w)=...= dn+,§:z(:)))(i)1= Oy dn+k(w) =1 (16)

de aqui
Bp = {we Q:ly(w) =k}

fijando un punto

n= O.ulug .b. .un_100 ‘e .Old"+k+1dn+k+2 s

entonces B contiene al intervalo (1 1+ 5755 ¥ hay 2"~" inlervalos de

estos y todos ajenos que esldn en Bg; por tanto

1 1
—-gn=t -
'\(BE) =2 "ontk T okl

NS
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1.2 Extension del modelo.

En todos los ejemplos anteriores, calculamos, gracias a la definicién (1.1),
probabilidades a eventos que son uniones finitas de intervalos; ademds de que
el Principio de Borel se restingié 2 uniones finitas de intervalos para medir
dichos eventos; es natural tratar de ir mds alla y asignar probabilidades
de una manera sistemdtica a otros conjuntos, ademds de uniones finitas de
intervalos,

Empezamos en este modelo considerando a las uniones ajenas finitas de
subintervalos cerrados por la derecha y abiertos por la izquierda de £ = (0, 1};
denotemos por Fo a la familia de dichos submtervalos, un primer resultado
_ es ¢] siguiente,

Proposicién 1.2.1 Fy es un dlgebra sobre (0,1].

DEMOSTRACION.

i. VeFo

i, Side Focon A= U (a,, ] entonces

=)
kAv" = (0,ay}U (a;,ﬂzl U U(a:n-nam] u (“;m 1]

que es una unién disjunta; asf A° € Fo.

" , " :

iil. Sea B € Fy , es decir, B = |J (bj,bj] entonces
j=1

o= ()0 ()]

i=] j=1
donde cada interseccidn es un intervalo o es el conjunto vacfo , y la unién es
disjunta, de aqui que AN B € K. [ ]

En (1.1) se definio a A para uniones ajenas finitas de intervalos. Con los
siguientes lemas se verd que se pueden tomar uniones numerables.
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o0
Lema 1.2.1 8i |J (ax,b) C (a,b] donde los intervalos (ax,bi] son disjun-
k=1

tos, entonces

Yo -w)<b-a
k=1

DEMOSTRACION.

Supongamos primero que se tiene un nimero finito de intervalos, digamos
n. El resultado es obvio si n = 1, Asumamos que se cumple para n -1, es
decir '

n-| n-1
Uersbilc(aa] vy D (bk-ar)San-a
k=1 k=1

de aquf que

\i(bk-ak)S(an—a)-f-(bn_an)Sb_a
k=1

: n .
que se cumple para cualquier n, es decir Y, (bx — ax) estd acotado por (b—a)
) k=1 k
para toda n, entonces
) 00

Z(bk“‘ak) <b-a,

k=1 ’
.

| Lema 1.2.2 Si(a,b] C U (ak,bk]'can a; < a, donde los intervalos (ay, by
! k=1 .

00
pueden ser no disjuntos, entoncesb-a < Y, (bx - ag).

=1
DEMOSTRACION.

Demostrémoslo para un nimero finito n; para n = 1 es claro, asumamos
que se da para n -1 intervalos, esto es

n-1 n-1

@Hc U@t vy b-asY (h-a

k=1 k=1
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"y que (g,b] C L"J (ak, bx] en donde a, < b < by.
k=1

Si gy < a, el resultado es directo ya que b—a < by —an. Sia < ay

entonces
: n-1

(a’)aﬂ] C U (akybk]
k=1
asf por hipétesis de induccién
n-.l .
Y ok —ar) 2 an -
k=1 .

y de aquf
n
Y (b —ak) > (an —a) + (ba—an) 2 b—a
=]
Ahora supongamos que (a, b c U (ak,bk) . Si0 < € < b—a los intervalos

abiertos (ay, by + € 2" ") cubren al mtervalo cerrado {a + ¢, b] y se sigue por
el Teorema de Heine-Borel que

[a+¢b)C 0 (ak,bk +e€- 2"‘)
‘ k=1

para algin n.
~ Entonces

(a+¢€b)C U (ag,bk+e -2 "]
k=1

'y por lo demostrado para el caso finito

b a—-c<2(bk+e 2""-ak) i(bk—ak)-}-c
k=1

k=1

_como € es arbitrario entonces

~a<Y (k)
=1
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o0
Lema 1.2.3 Si (a,b] = U (ax,bk] y los intervalos (ax,by] son disjuntos,

k=1
o0
entoncesb—a =Y, (b — a;).
k=1
DEMOSTRACION.
Se sigue directamente de los Lemas 1.2.1y 1.2.2, |

Ahora mostremos qﬁe A estd bien definida sobre Fo.

n

Sea Ae Fodonde A= {J ; ytambién A= f‘J Jj con Jj # I; hay
=1 Jj=1

que ver que 12 medida asociada a A es dnica. '

MA) = Y ME) =Y Y Alin ) =) M) =
i=1 =1 j=1 j=t

s decir A estd bien definida,

Todo lo anterior se resume diciendo que ) es una medida de probabiﬁdad
sobre Fy, lo cual se expone en la siguiente proposicion,

| Proposicién 1.2.2 A es una medida de probabilidad o-aditiva sobre (82, Fo).

DEMOSTRACION.

L A((0,1) =1

i i A= ) Ik € Fo entonces 0 < MA) = )“j MI) €1
k=1 k=1

iii. Supongamos que A = U Ak , donde A y A son elementos de Fo con
k=

AN A =0sik#1,entonces A= U Ly A= U Ji; son uniones ajenas
j=

de intervalos, por lo tanto usando el Lema 1.2.3

MA) = f:m f:A(I.nUAk>

=1 =]
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M

=1 k=1 i=1 k=V

iA(I.nAk) Eix (1. ngle,)

; o0 My o0 Mk
=) MEND) =YY M0k)
i=1 k=1 j=l k=1 =1
-]
= Y M4w
k=l
es decir A define una medlda de probabilidad sobre Fp. [ ]

" Para extender esta medida sobre la 0-4lgebra generada por Fo, y asf asig-
nar probabilidades a una clase de conjuntos mds grandes usamos el Teorema
de Extension de Carathéodory. ' '

Teorema 1.2.1 (Extensién de Carathéodory) Sea S un conjunto no va-
cfo, sea p, una digebra sobre S y sea p la o- digebra generada por p,. S§
po €8 una funcidn aditiva numerable po : po, — [0,1] entonces eziste una
medida i sobre (S, p) tal que p = po sobre p,; si po(S) < 0o entonces esta

‘eztension es dnica,

~ Para nuestro caso § = Q y o(Fo), la o -dlgebra generada por F, es

, |gual a By, 1) que es la o- -dlgebra de Borel sobre el intervalo (0, 1]. Como A es
~ una medida sobre (€, Fo) y M) < 0o, entonces por el Teorema 1.2.1 ) se

extiende de manera dnica a B(g,y); a la extencion p = IP se le conoce como
la medida de Lebesgue sobre el intervalo unitario y a los elementos de B(o 1]
como conjuntos Borel o Borelianos.

Hagamos algunos ejemplos en donde manejemos conjuntos que no sean
uniones finitas de intervalos y usemos la medida IP de probabilidad.

Ejemplo 1.2.1 Sea E el evento que las rachas de soles en una sucesion de
lanzamientos, sean mayores o iguales a r donde r € IN. .

Con ayuda de la funcion l,(w), definida en (1.6), calculemos esta proba-
bilidad, Sea Ey el evento que l,(w) = k, donde k > r; entonces

= (weQ:idi(w)=...=dppk(W) =0 ¥ dpgi(w)=1}
= (WeR:idw)=0, n<i<n+k y dop(w)=1}
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de aqui
. 0
Bg = | Be,
k=r
resulta ser un conjunto Borel porque Bg, es un elemento de Bg,y); notemos
que By; es una unidn ajena entonces por el ejemplo 1.1.5

[

P(Bg)=) 27k =0

k=r

Ejemplo 1.2.2 Tomemos una sucesién de nimeros reales r,ry,... donde
00 ) .
Y (3)™ < 0. Sea Ey el evento que ln(w) > ry donde l,(w) es como en
n=1
(1.6). Calculemos el evento E = {E, i.0.} = limsup E,.

Denotemos por Bg, al subconjunio de (0,1] corrrespondiente a Ey, en-
tonces

Bg, ={weR:di(w)=0, n<i<ntry y dipyr,)(w)=1}

y por definicidn de lim sup Bg,

||
i '_")8

2
que resulta ser un conjunto Boml, ahora por el ejemplo anterior
P ({0 € Q: la(w) 2 ra)) = 27"

donde Sy es el menor entem mayor o igual que r,, como 27 < 27™n g

E 27" < 00 entonces Z 27 < 00; usando el I°* Lema de Borel-Cantelli
n=1 n=1

P(Bg)=0

en particular sir, = (1 +¢)logyn con e > 0, la serie

NS R LL I |

converge; asi
P ({w:la(w) 2 (1+¢€)loggn i0.}) = 0.
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Hasta este momento ya tenemos un espacio de probabilidad el cual serd
considerado para lo que resta de la tesis: el espacio de probabilidad en el
intervalo unitario ((0, 1],3(0,11,11’). Se puede hablar ahora ya de variables
aleatorias, distribuciones e independencia. Analicemos con esta herramienta
lo hecho hasta ¢l momento,

Proposicién 1.2.3 Sea ((0, l],B(o,,],IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces los digitos dy(w), n = 1,2,... , son variables
aleatorias independientes con la misma distribucion sobre (0, 1),

DEMOSTRACION.
Son variables aleatorias sobre el intervalo unitario, ya que para cualquier

n los conjuntos {w € N : dy(w) = 0} y {w € Q : dp(w) = 1} son uniones
finitas de subintervalos, de aquf que estén en Byg,)). Ahora por ejemplo 1.1.3

P({w:dyw)=1}) =P ({w:dp(w)=0}) = %

conn=1,2,...,ecs decir son variables aleatorias con la misma distribucidn.
La independencia se debe a

P (ﬂ {w:diw) = u;})

=1

IP({w:di(w) = w,1 <i<n})

()

= HlP({w s di(w) = ui})

=1

1]
.=: b:b[‘__

E T

que se cumple para cualquier eleccién de valores de {u;,i > 1}. [ ]

Cuando se tengan variables aleatorias como {dn(w)}n>1 que son indepen-
dientes identicamente distribuidas, se abreviard ésto diciendo que {dn(w)}n>1
son v.a..ld. B
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n
Como consecuencia de la Proposicion 1.2.3 tenemos que ) di(w) y In(w)

1=l
son variables aleatorias.

Concluyendo, nuestro modelo probabilistico de las sucesiones Bernoulli
considera a @ = (0,1 coino el espacio muestral, la o-dlgebra a la de los
borelianos en (0, 1}, a la medida de probabilidad como la medida de Lebesgue
en (0, 1] y el n-ésimo lanzamiento de la moneda es representado por el digito
dp(w) en la expansion binaria infinita de w € 9.

1.3 Funciones de Rademachgr.

Una vez que hemos construido el modelo de las sucesiones Bernoulli,
pasamos a definir las funciones de Rademacher, ya que a partir de las
Bernoulli éstas ultimas se definen.

Definicion 1.3.1 La k-ésima funcién de Rademacher se define como
ri(w) = 2dj -1

parak=1,2,... donde w = 0.dydy . ..dy....

Observemos que
_) =1 s de=0
ri(w) = { 1 si di=1

y por lo tanto
rfw)=1

para k= 1,2,.... La figura 1.3 nuestra a las funciones r;(w) y ry(w).

Dado que las funciones de Rademacher estdn definidas en términos de
los dfgitos di(w), k& > 1 obtenemos la siguiente proposicién.
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n L
' A
+1+ [ —e L] +1 -{- [ et ] Oemrrsemree @
f P w t { { W
} 1 i } !
LR a— 1 . o —

Figura 1.3; Funciones de Rademacher

Proposicién 1.3.1 La sucesidn {r,(w)} %, es una sucesion de variables
aleatorias simétricas independientes con la misma distribucion sobre el €s-
pacio de probabilidad ((0,1], B(g ), P). -

DEMOSTRACION.

Que sean v.a.iid. se desprende de) hecho de que {d,(w)}yzlo sea, ya
que si observamos se tiene

{we:rw)=-1}={weR:dy(w) = 0}

weir(w)=1}={we:dy(w)=1}
para cualquier n.

La demostracién de que {r,(w)}

neg€s una sucesion de variables aleatorias

0 si z<-I
P({w:rmw)$z)=P{w:r,(w)2-2})=4 & si ~1<e<1
) 1 si 1<z

paran=1,2,..‘. ]
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¢ Observacion.

Una caracterizacién de variables aleatorias simétricas es que la funcién
caracterfstica solo es real, en nuestro caso la funcidn caracteristica de ri(w)
lo es, ya que r,(w) es simétrica, de hecho su funcidn caracteristica es ‘

V(1) = E (e"'™) = Z ¢CIP(r, = ) = cos!

z€{-1,1}

de doude se desprende que ) r,(w)z, sea una variable aleatoria simétrica,
ya que es el producto de funciones caracterfsticas reales, donde {z,,},>1 .

Construyamos una nueva variable aleatoria, la suma parcial de las primeras
n funciones de Rademacher

esta nueva funcidn j'unto con las funciones de Rademacher tienen por sf. mis-
mas un significado propio, enmarcadas en el contexto de caminatas a!eato-
rias, asf como en juegos de apuestas:

Si una moneda es lanzada sucesivamente y si una particula inicia en el
origen una caminata aleatoria sobre la recta real, moviendose sucesivamente
una unidad en direccién positiva o negativa de acuerdo a lo que obtengainos
en cada Janzamiento, entonces ri(w) representa si el movimiento fue realizado
hacia adelante o hacia atrds en el -ésimo paso y §,,(w) representa la posicion
despues de n pasos,

Con respecto a la segunda. interpretacion, si un Jugador apuesta un peso
sobre cada Janzamiento de una moneda, r;(w) representa si gana o plerde en
el i-ésimo lanzamiento y $,(w) representa entonces su ganancia o pérdida
acumulada hasta el n-ésimo lanzamiento.

Utilizando a las funciones $,(w) y rx(w) veamos que los siguientes eventos
son conjuntos Borel, , :

Ejemplo 1.3.1 Sea [ cl cvento que representa la perdzda de la fortuna
inicial de un apostador, es decir, el apostador tiene una fortuna inicial de a

_pesos, apucesta sobre una sucesion de lanzamientos de una moneda en donde
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en cada lanzamiento gana un peso si se obtuvo dguila y pierde un peso si se
obtuvo sol,

Usando el principio de Borel, podemos describir el evento By correspon-
diente; primero consideremos el evento Bf, que representa la pérdida de la
fortuna inicial en el k-ésimo volado; ahora bien Si(w) representa la fortuna
total ganada o pérdida en la etapa k-ésima del juego. Entonces

Bp,={weQ:Sw)>~a i<k y Siw)=-a}
de aquy | .
o0
Bg = U Bg,
© k=1
resulta ser un conjunto Borel ya que Bg, € Bpy).

Ejemplo 1.3.2 Sea E el evenlo que un patron finito ya preestablecido, por
ejemplo ASS A, ocurre una infinidad de veces en una sucesion Bernoulli,
Para describir al evento Bg, tomemos primeramente a E,, que repre-

- senla el siguiente cvento: el patron ASS A ocurre al inicio del n-ésimo lan-

zamiento, Sea By el subconjunto de (0, 1] que corresponde a E,;, as¢

= {w e r,,(w) = l,rn“(w) = ~1,1‘n+2(w) = -—l,rn'+;;(w) = 1’}

- Como B, estd descrito con un ndmero finito de condiciones sobre las

Junciones de Rademacher entonces B, es una union finita de intervalos.
entonces . ‘
. 00
Bg ={Bni0}= n U B,
' k=1n>k
es un conjunto Borel.

Ejemplo 1.3.3 Sea I el evento que una sucesion Bernoulli obedece la ley

de los grandes nimeros.
n

Con Sp(w) = ¥ ri(w)

BE={weQ:§"T(lw—)-+Osin—»oo}.
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Describamos a Bg como un conjunto Borel, recordando que

Sa(w)

n

—0sin—o0

se entiende que para cada r > 0, eziste una k > 0 tal que

Sn(w)
"o

1 .
< ~ siempre y cuando n 2 k.

3
<..
:

Si ‘deknotamos g
nr = {w € Q . I—'l"(;“—)')'

podemos escribir

que es un conjunto Borel por que cada Ay, € By,

. m |
Ejemplo 1.3.4 Sea E el evento que y, ﬁ‘-}l‘—"l converge,

n=1
Definamos
= ri(w)
Tuw) =) =
. k=1 .

o0
entonces la condicion de Cauchy para series, nos dice que Y, '_'1'1‘“.11 converge

. n=
si y solo si para cualquicr entero r > 0, eziste un k> 0 tal que
1
Th(w) = T (w)] < ~ para todo m,n 2 k.
~Denotemos :
| p 1
Appr = {“) € Q: [Th(w) — Tm(w) < ;}
entonces tenemos que
' [oe] . (o
Bg = n U n Am,n.r
r=lk=1nm2k

es un conjunto Borel, por que Ay, ., €s un Boreliano.
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1.4 Propiedades de las funciones Rademacher.

A continuacién daremos algunas proposiciones que involucran a las fun-
ciones de Rademacher, los resultados obtenidos en esta seccidn tendrdn gran
relevancia en el capitulo 2.

Como hicimos mencion en la seccién 1.2, las sucesiones de Rademacher
heredan muchas propiedades de las que tienen los digitos d,, en la expansidn
de w; debido a esta estrecha relacion obtenemos la siguiente proposicién,

Proposicion 1.4.1 Sea ((0,1], B, IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces

. _
/ ri(w)dw = 0
(]
parai=1,2,...
DEMOSTRACION,

Descompongamos al intervalo (0, 1] en intervalos diddicos de orden i~ 1,

es decir )
/ 2!‘-1

1=
=1

en donde los J; son los intervalos diddicos de orden i ~ 1; graci&s_a la
propiedad de que el digito d;(w) toma los valores cero-y uno sobre la mi-
tad izquierda y derecha respectivamente sobre cualquier intervalo de orden
i~ 1, tenemos que '
riw)dw =(-14+1)=0 (L)
Jp : .

-y como se cumple paral= 1,2,...,2'"}, entonces

/Ol ri(w)dw =0
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Observemos que ri{(w) = ~1 sobre un conjunto de intervalos ajenos de
longitud total 1 y ri(w) = 1 sobre un conjunto de intervalos ajenos de

longitud total parat =1,2,.
Una consecuwma mmcdmm de la proposicién 1.4.1 es

_:[o‘s"(w)=0

ya que
o 1n \
/ Sulw)dw = / 3 i)
0 0 =
1 ! !
= /rl(w)dw+/ rg(w)dw+...+/ ro{w)dw
0 0 0
= 0

Este resultado lo podemos interpretar, viendo a la integral como el valor

esperado, que la posicidn media (fortuna promedio) después de n-pasos ( ju-

“gadas) en una caminata aleatoria (jucgo de apuestas) es cero.

Otra Jmportante caracteristica que tienen las sucesiones de Rademacher
es que forman una familia de funciones ortonormales ,

Proposicion 1.4.2 Sea ((0, 1}, 8., IP) el espacio de probabilfdad del in-
tervalo unitario, entonces {rj{w),i > 1} satisface .

F/‘ ry(w) ry(w)dw = &y,
0

donde

b = I st u=uw
WTl0 si u#v

DEMOSTRACION.

La demostracidn cuando u = v, se basa en el hecho de que r}{w) =1
parai=1,2,..., entonces si u = v

1 1 1
/ ro(w) + ry(w)dw :/ r2(w)dw = 1-/ dw = 1.
0 o 0
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Para el caso en que u # v supongamos sin perder generalidad que v < v;
descompongamos al intervalo (0,1) en intervalos diadicos de orden v -1, es

decir
gu-~1

(0 1] = U Ji

donde los .J; son los intervalos diadicos de rango V- 1 Por la misma carac-
terfstica que tienen los digitos en la expansién de w, ry(w) es constante en
Jiy por (1.7) ry(w) toma los valores —1 y 1 sobre Jj, entonces

/J‘r,,(w)w,,(w)dw = ru-/‘]‘lru(w)dw

re+(-141)
= 0

como se cumple para cualquier J; de rango v — 1, concluimos
1
/ ry(w) - ry(w)dw = 0
0

si u# v, .

Podemos generalizar la proposicion anterior , si en lugar de tener tnica-
mente el producto de dos, tenemos el producto de n funciones de Rademacher,

obteniendo resultados similares.

Proposicion 1.4.3 Sea ((0,1),B(g,1),IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces :

0 st 11 <1< ... <ty

1 n
/ ri;(w)dw =
0 J=1 1 si i1=_12,i3=l4,...,in_|=in

DEMOSTRACION.

La primera igualdad se obtxene tomando intervalos diddicos de rango

— 1, es decir
2|n—l

(0,1) = UJ,
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ahora bien, como i, < i3 < ... < i, entonces sobre J; las funciones ry (w),
ri@)y -+, Fin-1(w) son constantes para todo [ = 1,2,...,2""!y

(W)=

—1 sobre la mitad izquierda de J;
1  sobrela mitad derecha de J;

de esta manera

./‘)l"'l:-[l"li,(w)(lw /”l:Ir,,(w Jdw + .. +/z'“‘11ﬁlr‘j(w)dw
= r[r') j ri(w)dw + .. +l-[rlJ / Tin(w)dw

J"l =1 Jpin-1
= Hr;)'(—l+l)+...+Hr.-,.'(—l+l)
=t ’ =1
= 0.

Para demostrar la segunda igualdad, tenemos que r¥(w) = 1 ,i = 1,2,..,,
en este caso

ri(w) =i, (W) para k=13,...,n-1

[)l(l)gdu
L[)ldw
1

entonces

1 n
e
0 j=1
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o Observacion.

Un resultado que se desprende de esta iltima proposicion es el siguiente:

Sify<ig<...<iyy{o}is, 8 uﬁa sucesién de enteros no negativos
) : L s {m}., son todos pares

[ ) rg)- i (19

0 en ot1o caso

Porque r2™(w) = 1 para todo k y si al menos uno de los a; es umpar, por
la proposicién 1.4.3, serfa cero esta mtegral

Las funciones de Rademnacher estan definidas inicialmente en el intervalo
(0, 1], pero se pueden definir sobre todos los reales, pidiéndole a la extensidn

que sea una funcién periddica de periodo 1.

, Definicion 1.4.1 Definimos la eztensidn de las funcioncs de Rademacher,
ot sobre toda la recta real de la siguiente manera

r(w) = re(w + 1)

donde w € (0, 1.

Gracias a esta definicién obtenemos la proposicion siguiente:

Proposicion 1.4.4 Sea ((0,1], By, P) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, siguiendo la extension sobre los reales de las funciones de.
Rademacher oblenemos

S | res(w) = 12 w)

y mds atn
ra(w) = (2" w)

DEMOSTRACION,
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oQ
Para la primera afirmacion; secaw = 3, d"Qf" entonces

2w = i—-——-—)-

I
S
=
&
+
N
=
e
Li'e

en donde dy(w) =04 1.

De 1a definicidn 1.4.1 tenemos

rkb(‘z . w) = Tk (dl(w) + Z %Ek(Twl_)')
=2
= rip(w)

por tanto
(2 w) = Thp(w)

Para demostrar que ry(w) = r{(2""! - w) lo hacemos inductivamente.

(19)

Es claro que se cumple para n = 1, r(w) = r (2!~ - w). Supongamos

vilido para n; hay que demostrarlo para n + 1. Se tiene por la definicion-

1.4.1 y (1.9) que

(2 w)
mn (27 2.w)
LS (211 4 w)

Tnp1(w)

1

it

por tanto
Tagr(w) = 1 (2" w)
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Figura 1.4: Funcién -sen(4rw)

-La figura 1.4 muestra que puede existir una analogia entre la funcién
—sen(z) y las funciones de Rademacher; la sigulente proposicién nos da esta

relacion,

Proposicion 1.4.5 Sea ((0, 1, B IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, la siguiente igualdad se da, ezcepto pare un nimero finito
de puntos.

ra(w) = —sgn sen (272" - w)

en donde
' 1 s (>0

”an{-l si 1<0

- DEMOSTRACION.

“La demostracion se hace inductivamente, Para n = | tenemos
-1 st di{w)=0 & we (0, 1]
nw) =
1 s diw)=1 & we(}, 1]

ahora bien, siw € (0,4 ] entonces 2rw € (0,7} de aqui sen (2rw) > 0 y si
we€ (4,1], entonces 21w € (7 , 27 de aqui sen (27w) < 0, por tanto

~sgn sen(2rw) =
: 1 s wel, ]
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_ 1
que coincide con ry(w) salvo en el punto w = 3.

Asumamos que se da para n, hay que demostrarlo para n -+ 1.

Por (1.9)

I

(2 w)
—sgn sen (212" .2 w)
—sgn sen (212" «w)

Tng1{w)

por tanto se cumple que -
o) = —sgn sen (2721 w), =12,

excepto para los puntos w = i';; vi=1,2,3,...,2" =1, por la manera en que
esta definida la funcién sgn(t). s

Otra propiedad importante de las funciones de Rademacher cs la si-
guiente,

Proposicién 1.4.8 Sea ((0,1],B1),P) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces las funciones de Rademacher satisfacen

ri(w)

oF =2.w-1

Ms

1

y- si definimos a Y (w) = —"5(;1 entonces Y (w) se distribuye uniforne-

R’Ms r

mente sobre -1 , 1],

DEMOSTRACION,

Tenemos que

G
L

|
&)
1
Ead
™o
=
=
~~
€
-
!
™
1
Ead

=1 k=1
) 0
d;_.(w) 1
=2) S -Y %
k=1 k=1
= 2.w-1
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o
Ahora si ¥ (w)= 3 ™y entonces

e=1

P(Y<z) = P((2-w-1)<12)
z+1
= <
Plw< ) )

0 si z<-~1

= -’-%i si -1<z<1
1 st 1<z

por lo tanto Y (w) se distribuye uniformemente en [-1, 1]. ]

Entrelas propiedades mas importantes que se utilizan en el capitulo dos
son las siguientes.

Proposicion 1.4.7 Sea ((0,1],B,1,IP) el espacio de probabilidad de! in-
tervalo unitario, si {tx}}., es una sucesion de escalares, entonces

E (exp {}": Lk rk(w)}> = /1 exp {zn:tk «rk(w)} dw = f[ cosh{tx)
k=l 0 k=1 k=1

DEMOSTRACION.

La demostracién se reduce a mostrar tfinicamente que

1 |
/ @) gy = cosh(ty) (1.10)
0 .

para k =1,2,... ya que

/l exp {zn:tk . rk(w)}
0 k=1

1
/ et;-r,(w) , ct;-rg(u) - ‘et..-rn(w)dw
0

1 1
/ @y, /l 22wy, . / elnmn(@) gy,
0 0 0

por independencia de las funciones de Rademacher; asi entorces denostremos
(1.10).
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Descompongamos al intervalo (0, 1] en intervalos diadicos de orden k, es
decir

ok
o=
=1

con Jy = (L'-l ;’,;], entonces

5
) :

/ ethrw) gy / PUSCIF +/ etk tk(@) gy +...+/ eteerelw@) gy
0 Jy Jh Jok

= R ) bk g ()

o (e )

et + etk
(=)

~ cosh(ty)

i

para k = 1,2,...,n, por tanto

/l exp {zn:tk . rk(w)}rlw =
0 k=)

cosh()
1

n

k

o Observacion,

Como consecuencia de esta proposicién tenemos que si fx = ¢ para
k =1,2,...,n,entonces :

1 n
/ exp {Zt . r;,(w)} dw = (cosh(t))"
0 k=1
de igual modo
1 n n
/ exp {i ' 2‘4: ' 7‘k(w)} dw = H cos(ty)
0 k=1 k=1

donde i* = —1; esto porque (1.10) se tranforma en

1 felg —titg .
f etk gy = (e J;e ) = cos(tx)
0 N
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igualmente si {x =t para k.= 1,...,n, entonces

[ e {e >t rk(w)} s = (cos(1))"
0 k=1 .

Proposicién 1.4.8 Sea ((0, 1],B(g.|],IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, entonces

Ly =ty "
/Sn(w)"dw IF (____e +28 )

=0

con k € IN,
DEMOSTRACION,

De las observaciones hechas después de la proposicién 1.4.7 tenemos que

(=)
2

il

(cosh(2))"

/0‘ exp {t+ Sp(w)} dw

entonces

=%
=%
T
mw
ol
)
X
N
i
o
L]

]

1 )
S~ S~ 55— &-lni_

La desigualdad mostrada aquf es Ja que nos permitira obtener los resul-
tados buscados.
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Proposicion 1.4.9 Sea ((0,1], B}, IP) el espacio de probabilidad del in-
tervalo unitario, sca A un nimero no negativo, {ai}i2, una sucesidn de
nimeros reales, entonces

E (e.\'P {A-Zre(w)'ai}) < exp {1\; l| o ”%}
’ =1

oG
donde || a ||3= ¥ o? < 00, es decir a € Iy,
i=l ’

DEMOSTRACION.

Utilizando la mdependc.ncm de las funciones de Rademacher y la propo-
sicion 1.4.7

(exp{ };n(W) m}) = gm(exp{kr:'(w)-af})

= Hcosh(,\-a,-)
i=1
- Ahora expresamos las dos siguientes funciones como series de Taylor
. ’ A’a Ma? .
2. a? 7
exp{—-2—a'-}—1+( )+ +( ) S (¥)
y
_ (z\a,)2 (M) |
cosh(A o)=1+ +0t (2n)! + | (+#)

~ Sidemostramos que término a término (+*) < () ya habremos terminado

porque

E (exp {,\ : f ri(w)- a.-}) ﬁcosh(A coy)
=) i=1

IN
o £
o
<
=
e Ny,
2
L)
s
| p—

)2 '
= oo {5 llai}



36 CAPITULO 1. SUCESIONES BERNOULLL

Demostremos entonces la desigualdad (++) < (*) , ésta se reduce a de-
mostrar que (2n)! > n!. 2" para n un entero positivo, ya que

2 2)
pARR 2n
( 2 (/\'a,') . ; .
> / !> a2
O T siysélosi (2n)!2n

Para n = les claro, (2+1)! > 1!+ 2!, supongamos que se cumple para n,

demostremnoslo para n + 1.
Como n > 0 entonces (2n +2)+(2n + 1) 2 2(n 4 1) y de aquf

@2n)-(2n+2)-2n+1) 20l 2" 2n+1) & (2m+2)!2 (nt 1) 2"

por tanto
(2n+ 1)) > (n+ 1) 27,

Teorema 1.4.1 (Desigualdad de Khintchine) Sea ((0,1],Bp,),P) el

espacio de probabilidad del intervalo unitario, sea {ri(w), ¢ > 1} lu sucesion

‘de las funciones de Rademacher, entonces para cada 1 < p < 0o ezisten
constantes finitas Ap y B, tales que

m 4 m ¥
A,;(E]a,llz) s(/ dw) <B, (Zlan|2) (1.11)
n=1 n=1

para cualquier eleccidn finita de escalares {a, )}, .

Z ay (W)

n=1

DBMOSTI!ACION

Sea f(w za., ra@) y Il fw) = (IS @)P)F , como || f(w) |lp

es creclente con respecto a p ,(esto se demostrard en el capftulo 2), entonces
| f@) [p2)] S(w) |l2 para p > 2, de aqui Ay = 1 para p > 2.

Supongamos inicialmente que p = 2k donde & es un entero positivo, en-
tonces

B (f @) =Y v (a0, a0 agials - a3IB (g} (w)re2(w) - 15 (w))
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donde la suma se toma sobre todos los distintos enteros ny, ng, ..., ns entre

[1,m)] y todas las elecciones de enteros positivos {a;};.., tales que Z o; = 2k,
La forma explicita de 7(01,02,. coylg) = L"—:,%"—:—r—:::’ﬁ)- .

Por (1.8) IE (rg! (w r°"(w) +r32(w)) = 1 sdlo cuando oy, @, ..., a, s0N

todos pares y cero en otro caso, entonces
B (f @) = Y1820, 20) 2 alfe .. a2l

con {f;}}, enteros positivos tales que ): fi =k . De aquf

B(jwp) = Wt g gy g2

7(ﬂh. 16&
< BY-s¥
donde s?, = f"; aly
n=1
2B1,...,20s)
B?k = su 7( 9 ]
% P 7(511"‘;ﬂa)

() Al

(281)! (26,0 K

2k(2k - 1)+ (k+1)
[Iizi 26:26: - 1)+ (i + 1)
2k(2k - 1) (k+ 1)

o 9Bitf,
2k(2k - 1) (k+ 1)

2k

= sup

(74

sup

74

< K

Asi cuando p = 2k la cota superior de (1.11) se da con By, < k¥ . Como
| f(w) llp es creciente en p || f(w) < || f(w) 2k Ba s para p < 2k, de
donde la cota superior se obtiene con B, < kt , donde k s el menor entero
mayor o igual a §.

Para la cota inferior de (1.11), utilizamos la desigualdad de Hélder (que
se verd en el siguiente capitulo en el caso discreto).
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1

3 i

/Ox fw)Pdo = 0 )i - 1f @) do
< ([ dw)é ([ e dw)g
2
< ( ‘lf(w)ldw)%. 5.(/0‘|f(w)|zdw)°
entonces

B;? ( /0 ) dw)% < /0 )]

y A= B}? -



Capitulo 2

Distribucion de la serie de
Rademacher.

En este segundo capitulo se trabaja el artfculo The Distribution of Rademacher

El resultado que éste articulo presenta es el de cotas superiores e inferiores
alP () e, > t), donde {z,} es una sucesién en I3, Como los resultados se
expresan en términos de la norma K 7 de la teoria de interpolacién de espa-
cios de Banach, que resulta ser una norma en /3, damos algunas definiciones
de norinas en [y y las relaciones que guardan con la norma K 3. También
se trabajan algunas desigualdades, las cuales son parte fundamental en la
demostracién del teorema principal del articulo.

2.1 Notacion.

Antes de presentar los resultados de este capfitulo, necesitamos introducir
alguna notacion y algunas desigualdades conocidas como la de Hélder para
series, ya que sobre este espacio trabajamos,

Se denotard como z = (Zn )y, @ una sucesion de nimeros reales; para
cada sucesion 2 se dird que z € I, st || z ||,< oo donde

Iz f= (Z | 1") "

n=]

con 1 < p<oo,sip= oo entonces || £ |joo= malxx{m,,) ;
7

39
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[r] serd el mayor entero menor que r, es decir, r - L < [rf < 7.
[r] denotard al menor entero mayor que r, es decir r < [r] < 7

Como primer resultado tenemos que si r 2 I entonces 1 4 r < 2r por
tanto [r]2 < (1 +r)? < 4r?,

Trabajaremos con la siguiente desigualdad.

Teorema 2.1.1 (Desxgualdad 'de Holder) Seun p yq nimeros reales tales
quel <p<oo,l1<gsy; L4 -‘- = 1. Entonces par cualqmer entero

positivo n y mimeros zy,..., 2y y y,, in tenemos

z“:azfyfus[ilzflp]%[ilyflq]%

1=1 == =1

L
cuando p = o0 la relacidn 1 sts L =1 se sustituge porq = Ly [Z | 2 l”] !
=1

se interpreta como max{| z; |}.
_— A '

DEMOSTRACION,
Casol. Siz;=wy=0parai=1,...,n,e resultado es inmediato.
Caso?2, Conp=1lyg=o00
z; | ziyi |< Z Vai ] max(} % I}
=

Caso 3. Cuandol < p<oo,l<q<ooynotodaslas z;, y; son ceros,
Si demostramos que

Yzt (=N (%)
conz >0,y2>20,0< A<, yaterminarfamos, porque eligiendo
R [oi |?

1
=3 v yEE ¥ A=
2 el Llul
= =
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entonces

| 2 |P | % |7 L=l 1 [y ]

n n p| & | &
I ERY _le.'lil” lewil” }:‘lyii"
i= = i=

=]

IA

y por tanto
n n ‘,‘; n %,‘
P EETES [leil”] lel"]
=1 1=1 =1

Demostremos pues ... ().
Sear:{0,00) = IR r(t) =t - Atcon 0 < A< 1 entonces r(t) alcanza
su méximo en ¢ = 1 de donde r(t) < (1) para toda t € [0, 00) , es decir

<A+ (1-2)
cligiendo £ = £ obtenemos
2y <Azt y(l-N)

]
Como la Desigualdad de Holder se cumple para toda n entonces se da

también ,
o0 s p | ™ ;‘,'
Y Lz 1< [E | i I"] Yo lw |"]
=1 . L=t =1

En el caso particular en que en la Desigualdad de Hélder p = q= 2 sele
liama Desigualdad de Cauchy-Schwara.

Proposicién 2.1.1 Sea | < p < q < oo entonces || z ||,<|| ||, y por tanto

DEMOSTRACION,

Sean 1 <p< g <oy by, =|z, [P. Recordemos que

mo %
" (ylay2\~ uaym) ".\= (Z | Ya l'\)

n=1
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es una norma en [R™ para toda A € {1,00). Utilizando este hecho tenemos

que

m o\ %
(52
n=1

entonces

param=1,2,...;

por tanto

" (bhbb"'abm)"A

“ (bl’oi"-!0)+"'+(Oa---»bm) "A
“ (bluov'no) lh oot “ (05-'-’0ybm) "A
by+ooe b

R LI VAN |

i
NgE
s

n=] n=1

o - L
(Elxnl"") ‘S(Zm l”)
n=1 n=1

(ilmn)px) <Z‘mn|p

" Como 1 < p < q,entonces existe r > 1 tal que ¢ = rp , S tomamos
A = ren la desiguadad anterior entonces

o &
I lly= (E | 2 rv) <y

n=1

de esta forma si .z € I, entonces z € I;.

Observemos que si = € {p con 1 < p < 0o entonces (zn Joy, debe ser
una sucesion acotada (de hecho converge a cero) y de aquf z € l,,o Esto es,
lp C I para toda p € [1,00). [ ]
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2.2 Normas en espacios de Banach.

En seguida daremos definiciones de algunas normas en espacios de Ba-
nach, resaltando las propiedades y relaciones entre éstas que se utilizarin en
todo el capitulo,

La norma que ticne mds importancia en esta tesis es la que en seguida

definiremos ya que en base a ésta expresarenios los resultados obtenidos.

Definicion 2.2.1 Sea a € Iy, para t > 0 definimos la nerma K de interpo-
lacidn camo

K(a,t,lhlz) = inf (” g "| +t u ay "21 a=4qay+4ay a; € l,'}
Para comprimir la notacion la denotamos por Ky(a,t).

Como se verd el en transcurso del trabajo, esta norma se comporta como
t}|z||2 para ciertos valores de t y como |z{|; para otros. :

La proposicién siguiente da algunas caracteristicas que tiene esta norma.

Proposicion 2.2.1 Para cada y € Iy, K1 2(y,t) es positiva;, concave y cre-
ciente con respecto a t sobre (0,00). En particular sis > 0

t
Kia(yt) < max{l,;} Ki2(y,8).

DEMOSTRACION.
Sean t>0yy€lycony=y +y; dondey; €l parai=1,2
~ Que Ky 2(y,t) sea positiva es claro ya que

ol +t ] 92 fla2 0

de aqui entonces
Eya(pt)20.
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Para establecer que Kj3(y,t) es concava, supongamos que £yl > 0y
t es la combinacién convexa t = (a)t + (1 ~ a)ty, donde 1 > a > (). Para
cada descomposicion y = y; + 2 tenemos

akya( ) Sa(ll vl 4+t | w2 ll2)

(L=a)Kya(y,t2) < (1= a) (|| wa [ls +t2 | w2 [l2)
de donde

akyp(u0)+(1- a)Kia(pta) € (a+ (1 =a)fim i +(aty +(1 =a)z) ||y {l2
= |ly o+t el

Tomando el infimo sobre todas las descomposiciones yy + y; de y, obte-
nemos

aKra(ytr) + (1 - @)Ky a(y t2) < Kra (1)

de aqui ¢+ Kp2(y,t)es una funcion concava.

Ahora, sea t < sy y =1y + ¥2 entonces

ye e+l w2 llz<ll o e +s 19 2

al tomar fnfimos. de ambos lados
Kia(nt) S Kialys) (2.1)

por tanto la norma K es creciente.
Para la dltima desigualdad, sea s > 0 de dondc se desprenden dos casos:

Si s >t cutonces max {1,4} = 1 y por (2.1) obtenemos

t) .
Ky2(y,t) < mnx{l,;} Kya2(y,8).
8i t > $ entonces

s{ll wn lh+e bz 2} <l ol +s 1 w2 lla)

y tomando infimos de ambos lados y viendo que max {1,} = ¢ entonces
Kya(y,t) <max {1, ¢} Kia(y,9). .
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X;
L

©, UK, a0 |

KAad0 X
Figura 2.1: Diagrama de Gagliardo

El siguiente teorema da cotas para

1)

Z”k""t Z (zk

k>0 j

en términos de la norma K 2 (z,t) y constantes que no dependen de z, 6 ¢
donde (z},) es la sucesidn (| z, |),», reordenada de mancra decreciente.

Teorema 2.2.1 (Férmula de Holmstedt) Para cada @ € |3 y para cual-
quier t > 0 la norma de interpolacion K 3 (z,t) satisface

%) ® v :
Ky 2(z,t) < z:z:,', +1 2 (@)} <cKia(z,t)
n=l n=7)41

aqui 163 nney denota a la sucesidn (| z, |);2, ordenada en forma decreciente,
 yeesuna constan!e universal,

La demostracién de este resultado no se dard, porque involucra concep-
tos de espacios de Banach que estdn fuera del contexto del trabajo, una
demostracion de la formula de Holmstedt se puede encontrar en (2] o en [3].
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o Observacion.

Con ¢l teorema 2.2.1 se tiene que para t's "pequefias” , esta norma se ve
como ¢ || z |2, ¥ para t's "muy grande” se empieza a ver mds como || z ||s.

Una idea geométrica de esta observacion estd dada por el diagrama de
Gagliardo, figura 2.1 que es el siguiente:

Consideremos al conjunto
[(a)={z=(21,2) €ER? {30y +ay =0, g €lyi= 0,1, a; i< xi}

este conjunto es convexo en IR? y

K]'g(a,t) inf (1:'1 + tzg)

e‘é‘r‘( )(zl + tz3)

de donde K ;(a,t) es la interseccion con el eje z; de la recta con pendiente
~t~! tangente a la frontera (9I'(a)) de I'(a)

Se dijo que para t's "grandes” la norma K 3 era equivalente a la norma

t]|z]lz, el siguiente resultado dice que tan grande es t. El resultado es una

consecuencna dela formuia de Holmstedt.

Corolario 2.2.1 Dx:ste una constante ¢ tal que siz € l; y0 <t < *-H»— \
entonces
Kia(z,t) < ]| 2 {|2< cKy o(2,t)

donde || z ||oo= max {z.}:
DEMOSTRACION.

En el caso de la desigualdad del lado izquierdo, como z € Iz y (0)n31 € )
tenemos la representacion trivial 2 = 0+ 2 de un miembro de [; 413, se sigue
inmediatamente que

K@z, t) stz



cs decir

por tanto .
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ahora con la desigualdad
Ll @ fl2£ el 2(z,t) (2.2)
lo hacemos por casos:

Si0 <! < 1entonces 0 <t < 1 por tanto {2| = 0y por el teorema
2.2.1

. -
0 2
t|zl=t (E (:z;)z) < cKya(z,t)
n=l :
ya que € [,
En el caso en que 1 <t< Hﬁ;, sea & =||  ||oo que es diferente de cero,

(si no es asf no habrfa nada que demostrar), y sea y, = £, observemos que
Yo $<1paran=1,2,...,entonces

_ Il |2
ly =5

de aqui que la hipdtesis se traduce ahora en pedir 1 < ¢ <|| y [|z; demos-
traremos la desigualdad derecha inicamente para los valores extremos de ¢,
esdecirt=1yt=|yl}

Para t'= | tenemos

1
00 7
Il = 1<l =° I} +25 (Z (z;)’)

n=2

1\ 2
Il I3< ( 1+ (E(w;)’) )
n=2

2 oS cKya(2.0)

esto por la férmula de Holmstedt,
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Alora si t =|| y ||2 entonces

tilyllz

il

iyl
()

= Zyn+ Z Ju

n=(17]+1
l"l

Zyn'*' Z yn

n={12[+1

l/\,‘

{3 L . 4
Yom+t| Y #
n=1 n={12)41

en donde solo bastarfa probar la dltima desigualdad, es decir

Y yisc( Y y,’,)

n=(t?)+1 n={12] 41

IN

Pero esto es cierto, porque se cumple’

. - b .
( Y yﬁ) <t=|lylh
. n={t?[+1

tll z |25 ek 2(yt).

por la férmula de Holmstedt,

por tanto

Conmto se satisface (2.2) para los valores extremnos de t y por la concavidad
de K 5(z,¢), vista como funcién de t, entonces (2.2) se cumple ahora ya para
L<eghyfa ‘

Porlo tanto ¢ z [|2< Ky (2,t) si 0<tg -Hf-:: ]

Como se vio, en el resultado anterior, son normas equivalentes t||z||z
y Kya(z,t), entonces la idea a seguir es la de dar normas en l; o normas
equivalentes a ésta para después encontrar la equivalencia con la norma
K;,z(z,t).

Definamos ahora una nueva norma.
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Definicién 2.2,2 Para z € ly y 1> 0 se define la norma

J (2, Ll l2) = Joo2 (2,t) = max {|| 2 {leo, t ] z ||2}

La relacion que guarda esta norma con la norma K 1.2(2, 1) es la siguiente,
Teorema 2.2.2 Para t >0y x € l tenemos
Ky a(z,t) = sdp{Zznyn 1Y€ byyJooa (1t7h) € l}
La demostracién no se dard en este traba jo ya que involucra conceptos de
espacios de Banach y dualidad que estdn fuera del contexto de este trabajo,

este resultado se puede encontrar {2].

Ahora daremos la definicion de otra norma en I3 que es equivalente a la
norma ||z||2 gue se utiliza en este trabajo y es la siguiente.

Deflniciéon 2.2.3 Pam z ¢ l; yt € IN se define la norma

¢ b
I llp@=sup{ Y (Z | zn 12)

m=1 \n€B,

donde el suprenio se toma sobre todas las parhc:onc.s finitas, By, ...,By de
los enteros positivos. ‘

Veamos la relacién o equivalencia que esta nueva norina tiene con las
normas [Iz|]1 y ||z||2, estas relaciones que se den se utilizardn mds adelante.

Propoéicién 2.2.2 Seaz € l; yt* € N, entonces

Iz 22l 2 lpey< Ll 2 |l2

Il = lpy <l [h

DEMOSTRACION,
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La segunda desigualdad se obtiene partiendo de que || & [|2<|) = ||y, lo
cual es valido para cualquier subconjunto B,, C IN, entonces

H
(ZL’%‘?) S(Z“‘n')
n€Bm nEBm

Si tomamos una particién de IN de la siguiente manera, IN = U By con
m=1
By, 0 By, =@ para n # m entonces

DEN

n=l

(ERH

IA

por tanto

E u,,(.,,; sup { 2 ( Y |z l’)-&} <l

m={ \n€Bm

Para la primera equivalencia hacemos lo siguiente.

Sea Z | zn |*= @, entonces

n€EBm
8 ] 8
Z(le»l’) = 3 Vam
m=1 \n€Bm ms=4
s
= Y 1van
ms=l

IA

(£ (E=)
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(E(z )

tll 2 |2

il

en donde la desigualdad se da por Cauchy-Schwarz; entonces hemos de-
mostrado _
& llpe< Ll & Iz

Ahora, como se puede tomar la particion By = INy By, = 0 para m =
2,...,t* entonces
| z 2l 2 lp(ea)
[ ]

Una vez ya encontrada la equivalencia con la norma t}|z||; se tiene en-
tonces una relacién con la norma K, 5(z,t). La relacidn se da en seguida.

Teorema 2.2.3 Siz €l; y 1> € IN, entonces
Iz Py S Kia(z,t) € V2| & llpe
DEMOSTRACION.

Para obtener la desigualdad izquierda escribimos a z como zy + z con
&; € i ; hacemos uso de la proposicion 2.2.2 y de la desigualdad del tridngulo,

- obteniendo

| 21 + 22 [|p()

inf {|| 21 llpey + Il 22 lpey: @ = 21 + 22}
inf {|} 2y 1+ [| @2 [l2: 2 = 71 + 22}
I\"l’z(l‘,t)

1

| 2 llpge2)

LI VANNR VAN

Para ver que Ky p(z,t) < V2 || ¢ ||z usamos el Teorema 2.2.2,
Sea § >0y y € 1y tal que ‘

» (1= 6) Kya(z,t) £ an?[n Yy Joo2 (.'/a‘rl) <1
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donde ésta ltima condicién implica que
Ty STy llylle=max{lyal} <1

Elijamos inductivamente ng, n;, - ng € {0,1,...,00} de la siguiente
manera,ng =0 y npu4) =14 vy donde

v
b1 = sup{m Y. Iwbs 1}

n=nm+1

de esta contruccion ng < ny <+ < Ay <o

Como resultado de la contruccion de {nx},,, entonces

Nm+l ‘ nmir-l
Z | Un l? = E Iyﬂ ll + l yﬂm-“ |2
n=nm+1 . n=nmtl
Uméy s
= Z | ¥n P + l Ynmsr '2
n=nm+l
< 2

yaquemax{jya [} S L
~ Ahora como ™! || y [l2< 1, es decir E | yn |*< t? < 00, tenemos que

ns=l

 existe una m € IN tal que

‘ v
{v: z l.'/nlzs 1]={"m-l+1’nm—-1,.-.,m}

n=nym-1 41

entonces

' v
sup{v: Z |y,,|2_<_l}=oo

n=np -+

Sea t* = m, de aqui entonces 0 = ng < n; < ... < np = oo,
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Recapitulando todo lo anterior y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(1"6)["1;2(‘1"‘) < Zzn.’/n

2 fim )
Z Z Unn

m=ln=ng o4+l

#? Nen 3 nm : %
Z( Z '/nll ( Z lznlg)

m=l ="m—lf1. n=ny-1 44

12 Nen %
ﬁz:( ¥ e v)

“m=l \n=npo+l
V2| 2|y
y tomando § — 0 ohtetemos

Kz, ¢)<\/— 2|l 2 e

IA

IA

IA

2.3 Algunas desigualdades.

'Irabajaremos algunas desigualdades que serdn importantes en la siguiente
seccion.. De hecho daremos las demostraciones de las cotas ya antes conaci-
das para Py r,,z,, que dan pie a las nucvas cotas.

’Proposmon 2.3. 1 Sea X na vartablc aleatoria tal que B (X% < 0 Y

0 < X < | entonces

> (1= AP et
. P({X>MEX)}2(I-A) I (X7)
DEMOSTRACION.

Para trabajar con mds comodidad la dewnostracion, adoptamos la si-
guiente notacion u = IB(X) y z = IE (X?).

Sea
Xl(w} = l{X)Au}(w) ! X(w)
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entonces

E(X'(w))

il

/0 o) (@) XdIP

L
25 1B (l%)b;\u}(w))?
F P (X > M) (+)

174%

]

y también

n -

E(X(v)) /n X(w)dIP

/ X(@)dP + / X(w)dP
{X>Mu} {X<gAu}

/ﬂ ko nup(@) - XdIP + /ﬂ k<) (@) - XAIP
< E(X'W) + M (#%) :

i

Juntando los resultados de (#) y (##) tenemos
(1-Nug HAPX >
por tanto

E?(X)

() (29)

P({X>M})2(1- A)"-‘; _apEX)

: Proponclén 2.3.2 Sea Z una mrmble alcauma posttwa con E(Z) < 00,
" enlonces

E(Z)>P(Z > 1)

DEMOSTRACION,

1]

E(Z) Z(w)dIP
/

/ 2(W)dIP + / 2(w)dIP
z>1 Z<
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v

/ ZW)P + P(Z > 1)
7<1
P(Z>1)

v

Teorema 2.3.1 (Paley-Zygmund) §i ¢ € l; , entonces dado 0 < A < 1

lenemos
(2 Pln > M= "2) é—( - A2)2

n=1

DEMOSTRACION,

Por la proposicion 1.4.2 y tomando como X = (¥ rn2,)* en la proposicién
anterior tenemos

E ((E rﬁzn)'))

il

(Zz + Z Fply * rmzm)
m#n
Y e

Entonces IE? (X ) = Zz‘ + 2 2222 en donde hay n términos de zi y

~ n{n - 1) de zlz?,. Ahora

IE ((E ""3")4)
= [E Ez:, + E Tnz?;"mzm + Z E,’;rmwmrlzl + Z Zﬁzan
m#n nEme#l n#Em
= Z zd + Z 2iz?
m#n

aqui hay n términos de z§ y 3n(n ~ 1) términos de z2z%,. De donde obte-
nemos que 3 IE% (X) > B (X?)%.

Si0< A< 1 también 0 < A? < 1, sustituyendo en (2.3) todo lo anterior

P ((Tre)' > (D)) 2 -2y



5 CAPITULO 2. DISTRIBUCION DE LA SERIE DE RADEMACHER.

pero

P ((Z r,,m,,)2'>)\2 (2-’!7:)) =P (l Z"n-'”n > Az ||2)

por igualdad de conjuntos y

P (| X e > Al 2 1) oz > Al 2 [l2) +

(
> (- Lruza > Mz I
P (Y raza > Mo |l)

P
P

I
()

por simetria de z Pnln.
Asi entonces’
v l 21\2
2P (Y raza > Al 2 ) 2 5 (1 - 27)
llegando al resultado. ]

Teorema 2.3.2 Si z € l; entonces

2
P (z ity >tz ||2) <e'T

DEMOSTRACION.
P(Yraza >t zl2)

= w (ki)

inf IP (exp {'\ ):zrnm,.

IN

A>0

< g (oo

{exp{—-,\t}IE (exp

inf
A>0
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;r;%{°*"{"“}[,,1“’(“""{%rf'7ﬁ})}

< inf {exp{-«\t} InI?xp {ﬁ%} }
2
= }\1;1(" {exp { %— - At}}
= exp {—-—ti} inf {exp {(-i\— - —E—)z} }
2 0 V2 V2
12
= exp {—--2-}
la iltima disigualdad es por la proposicion 1.4.9 a

Teorema 2.3.3 Si 2 € l; entonces

P (L e >z 1) =0

DEMOSTRACION.

P (Y raza >li2 1)

1

P(Zr"zn > Z|z,. l)
l—ﬂ’(zrnanZMn l)

1-1=0

por que Tnzy = *z, <| &y | paran = 1,2,... [ ]

[t}

‘2.4 Resultado principal.

El siguiente teorema es la conclusién de nuestro trabajo, esto es, damos las
cotas a [IP(rpz, > t) donde intervienen la norma K.

Teorema 2.4.1 Eziste una constante c tal que para todax €l y £ > 0

P (z Ppln > l\'m(z,t)) g‘e'-'ﬂf‘

P (z a2y > ¢ Ky (z,t)) > ¢ temt
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DEMOSTRACION.

Para la primer parte del teorema, sean § > 0y = € I tal que = = o! 4 22
con z* € [; entonces

(14 6)Kya (o) >l 2 fls +t ] 2 |la

observemos que

{w : Zrnzn > K;,g(z,t)(-1+6)} o {w : Zr,,z,, >zt “‘ +t ] 2 ||2}
de aqui entohces ‘
P () razn > Kya(z,t)(1 4 6))
< (Y raza >l e o+ 2 1)
= P (Y ra(eh+22) > 2t |y + 2 )
P (Y rozh + 3 rad >l 2t 4t 22 )

< P({Zrnz‘ SER }U{Zmﬁ >t Ilz})
< P(Lrach>la 1) + (L mad > 1]l )
< 04et

Ty tomando 6 — 0 obtenemos el resultado,

Para la segunda parte, supongamos que t* € IN. Entonces dada 6> 0tal

' que 72-(l+6) < lexiste By, By,..., B;z € IN ajenos tales que U Bn=IN

=1
y cumplen que "

¢ H
I llpey < (1+6)Z ( Z | ion |2) '

=1 \n€Bm
Usando el Teorema 2.2.3

11\12 (z,8) < \/-||$IIP(¢2)< (1+5)E (Z EN |2)

m=1 \neBm
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entonces
P (Z ThZy > %Kl,'l(x’ t))

P (z TnZy > ‘—}-3 = IIP(O'))
o 1
l ‘ ')
P (Z PaZn > %(H- 6)2_:1 (uezu.,. |z Ig) )
¢! 1 £ 2 %
P(Z > rn*»%““hgl(@m""') )

[AVAN

[AV4

m=1n€Bn

t b
1 ;
IP{ Y e >7§(‘+5)( L l‘)
m=1 n€Bm n€Bm
(4 2
1 1 2
I (5 (1-50+97))
ms=l
1f, 1 3\ ¢
- - - 2
v (6(1 2(14-6)))
donde la dltima désigualdad se sigué por Paley-Zygmund, entonces iomando

620 .
' P (z Tnlp > —;K 1,22, t)) > exp{—t*log(24)}

v

1\'

~ ydeaqui el resultado se sigue con ¢ = log(24). Ya que

(A"

1
P (Z Tuln > '2-K|'g(x,t))

exp{ - log(24)¢*}
¢ exp{-ct?}

P (z Tnly > c-ll\'l.?(xvt))

[AVAR \V4

para t? € IN.

Csitxd, sabemos que [t]? < 4t%, y ademds K (z,t) < Ky 2(z, [t]) por
ser creciente la norma Ky 5(z,t), ahora utilizando lo obtenido para t2 € IN
concluimos que para ¢* = 4log(24) se llega al resultado ya que

P (Z Tply > (c')"‘]s’1_2(:v,t)) > P (Z TwZ, > ¢! Ky o(z, t))
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P (Z raga > ¢ K 2(e, (1] ))

C"lexp{-cmz}
(") exp{~e[1]’}
(c*)exp{—c"t?}

Para 0 < t < 1 el resultado se sigue de la férmula de Holmsted y de la
desigualdad de Paley-Zygmund, ya que [t?] = 0 de donde

P (Z TnZn > Km(z:,t)) (Z Tain >tz “2)
(1)

v

IV iV v

v

[\
[

de aqui que
P (Z nin > c"‘Km(z.t)) > ¢lemt

con ¢ = log6, a

Corollno 2.4.1 Ezisle una constante ¢ tal que pare toda r€ly

0<t< H’- tenemos

P (Z Taa > ¢ 2t 2 ||2) >cleet

DEMOSTRACION.

Usando el Corolario 2.2,1 obtenemos
) z || ¢ Koz )

entonces

P (3 ruza > 2 s)

v

(Z Tazn > ¢ Ky o(2, t))

! —ct’

v
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