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LA COMPUTADORA COMO APOYO EN LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS A
NIVEL MEDIO Y MEDIO SUPERIOR.

INTRODUCCION.
Dentro de la PFacultad de Quimica los cursos de matemdticas tienen
por objeto que los alumnos razonen adecuadamente los problemas que
se les plantean en una gran variedad de cursos en particular los
de quimica analitica, quimica inorgdnica, quimica orgdnica,
fisica, fisicoquimica y 1los de ingenieria quimica.
En dichos cursos de matemdticas se han podido detectar fallas en
los alumnos debido a la falta de preparacién de éstos en los
cursos bdsicos de dlgebra impartidos en secundaria y preparatoria..
De acuerdo a mi experiencia adquirida durante varios afios de
docencia a nivel medio y medio superior he podido comprobar que,
algunos de los temas que facilitan el aprendizaje del cédlculo
diferencial efintegral y la geomatria analitica son :
a) Valor numérico de expresiones y funciones.
b) Productos notables.
¢) Factorizacidn.

_ d) Fracciones algebraicas.
El primero de estos temas es muy util sobre todo, cuando a un
alumno se le pide trazar la grdfica de una determinada funcidn.
Con frecuencia éste no es capaz de elaborar la tabla de puntos
de dicha funcién, ya que carece de criterios para decidir que
valores debe dar a la variable independiente, a fin de que le
sea mas facil elaborar la Qrafica.
Por otra parte el manejo rdpido y adecuado de los productos
notables le facilita al alumno el desarrollar expresiones que le
permiten derivar e integrar con mayor rapidez, ademéds . se
aplican éstos con mucha frecuencia dentro de la geometria
analitica. '
En el caso de la factorizacién de expresiones algebraicas, la
falta de conocimiento y reconocimiento de  é&stas impbsibilita‘al
alumno el llegar a conclusiones propuestas pOr\él maestro‘durante
una clase normal, lo que trae como consecuencia que el alumno no
comprenda temas mds complejos, que Se van a tratar en seSignes
subsecuentes, desafortunadamente el alumno frecuentemente tiené\k
que recurrir a textos que lejos de ayudarlo le confunden atn més,‘



por lo tanto dentro de este trabajo se pretende auxiliarlo de una
manera mis clara y eficaz en el entendimiento de los diferentes
casos de factorizacién que con mayor frecuencia va a encontrar
dentro de sus estudios a nivel medio y medio superior.

Los dos temas anteriores son tratados dentro de los programas del
segundo curso de matemdticas (programa #485p1l2) y reforzados en el
cuarto aflo del bachillerato, donde se remarcan 1los casos
especiales para su mejor comprensién, y de esta forma se prepara
al alumno para que enfrente con mayor facilidad temas dentro del
céleculo diferencial e integral,

Tocante al tema de fracciones algebraicas, es muy frecuente que el
educando tenga que retroalimentarse de informacién concerniente al
mismo, esto se debe al hecho de que, cuando se trata el tema de
artificios de integracién, la integracién de fracciones
algebraicas representa una seria dificultad para el alumno, ya que
éste no se encuentra lo suficientemente capacitado para llevar a
cabo una descowposicién en factores fraccionarios de una expresién
algebraica, debido a lo cual, el manejo conciso de las fracciones
le permitird un claro entendimiento de estos temas tratados en el
sexto curgo de matemiticas del drea 2 (programa # 482p12),

Lag fracciones algebraicas como ya expuse anteriormente son Gtiles
para algunas técnicas de integraccién, y son estudiadas dentro del
programa # 480p12 del cuarto afilo del bachillerato, en el cual se
le ensefla al alumno a manejar las cuatro operaciones aritméticas
con las mismas, cabe destacar, que, a excepcién del primer tema
(valor numérico), los otros tres temas estan estreChamente
relacionados, razén por la cudl estimo gue es necesario tenerlos
muy presente al realizar este trabajo de apoyo al educando.

Tanto la Geometrfa analftica como el C&lculo diferencial e
integral coronan las matemdticas a nivel bachillerato, y son el

primer escaldn de las matemdticas que habran de estudiarse en las

facultades de Quimica, Ingenieria y Ciencias.




OBJETINO.

El objetivo que pretende este trabajo es entonces la creacién de
un programa que presente upa serie de pantallas para cada tema
propuesto anteriormente en lag gque el alumno obtenga lo siguiente:
a) Un blogue de pantallas con una introduccién alusiva al tema y
que contenga ademas su ubicacién dentro de los programas
propuestos por la U.N.A.M. para el bachillerato de seis afios y los
Colegios de Ciencias y Humanidades.

b} Un segundc bloque de pantallas con el tema en cuestién,
perfectamente desarrolladc y, con ejemplos resueltos de tal manera
que, el alumnc adquiera el conocimiente y la forma en que se
resuelven los diferentes tipos de ejercicios.

¢) Por Gltimo un tercer blogue con pantallas las cuales contienen
una serie de ejercicios propuestos en orden de menor a mayor grado
de dificultad,;una vez que el alumno realice las operaciones de
cada unc de los ejercicios propuestos en su cuaderno, podrd
verificar los resultados obtenidos en la misma pantalla y al final
de este tercer bluque, el alumno obtiene otras pantallas las
cuales contienen un exdmen del tema con ejercicios del mismo
grado de dificultad y cuyo acceso es aleatorio y sin respuestas,
de esta forma el maestro podrd evaluar los conocimientos
adquiridos y comprobar el avance del alumnc y determinar si éste

requiere de un refuerzo adicional,

Otro de los objetivos de este trabajc es proporcionar un recursoc
adicional de actualidad que resulte atractive tantoc al maestro
como al alumno, para que este Gltimo se interese en recibir un

conocimiento mediante un sistema novedoso, que no sea suministrado

mediante los métodos tradicionales, ya que el hecho de dosificar
el avance programidtico por si mismo, wmediante una orden de
vecontinuar", proporciona un ambiente mds  propicioc para la
participacién del alumnc en el procesoc de enseﬁanzavaprendizajé.

De esta manera el alumnc puede ir elaborando sus propias notas e

ir sacando sus propias conclusiones, para ."discriminar"  todo

aquello que no le sea til y solamente aprender aquello gue sea
fundamental para entender el tema que se este tratando, ' |

Adicionalmente tiene la opcién de reiniciar el proceso una vez que
ha llegado a la conclusién de que el tema que estd aprendiendo no



ha sido comprendido completamente, vy repetirlo hasta lograr un
claro entendimiento. De esta forma el alumno puede hacerse varias
autoevaluaciones antes de llegar al examen que se encuentra al
final del tercer bloque de pantallas con que cuenta el programa,
Una vez que el alumo ha concluido una fase, (previa indicaciém de
su maestro), puede continuar con los temas subsecuentes en
sesiones continuas.

De esta forma se pretende motivar al alumno para que continue
aprendiendo con mayor entusiasmo y dedicacidn, ya que éste
recibird la informacién no unicamente mediante 1los métodos
tradicionales de erzeflanza, (gis y pizarrén), sino que cuenta con
una forma alternativa para el aprendizaje.

Por otra parte si el maestro emplea otras técnicas o métodos de
enseflanza tales como:"panel",interrogatorio dirigido, Phillips
6.6, comentario abierto y alterno, 1lluvia de ideas, reja,
debate dirigido, etc., el maestro podrid estar sequro de que los
objetivos planteados al principio del curso, propuestos por los
programas de estudios se pueden alcanzar con menor dificultad.
Cabe hacer notar que el préposito con que fue elaborado este
trabajo, no pretende cubrir toda el &rea de matemiticas, ya que
seria demasiado extenso, y se ha centrado como ya lo expuse
anteriormente solo en aquellos temas que a mi juicio y de acuerdo
a mi experiencia, 2jyudan a losg alumnos en el mejor entendimiento
de la geometria analitica y del cédlculo diferencial e integral.
Tampoco pretende substituir de algdn modo la labor del maestro, ya
que el programa es solamente un auxiliar en el proceso de
enseflanza-aprendizaje. *

otro de los objetivos que se pretende en este trabajo es la de
servir como modelo en la creacién de programas mis completos, que
inclusive sean interactivos, en donde el alumno pueda dar un
seguimiento mis amplio de su aprendizaje, y asimismo.tambien se
pretende dar cumplimiento a la 4%opcién de titulacién con un
trabajo gque muestre lo aprendido en los cursos de. educacién
continua. :

El programa consta Je un grupo de pantallas disefladas en bloques,
para introducirse al programa se inserta el disco ya sea en la
unidad "a" 6 "b" segin se trate de una unidad de disco de 5% 6 3%
pulgadas, y desde el sistema operativo se da la siguiente



instruccién: mmate.exe y se oprime la tecla "enter" mostrando el
brimer bloque de pantallas con las primeras opciones con que
cuenta el programa, ademds la pantalla muestra la fecha y la hora
en que se inicia la sesién, para que de esta manera el alumno
pueda ir dosificando el tiempo de la misma, adicionalmente le
muestra una instruccién para que de continuidad al programa.
La primera pantalla contiene el mend de los temas que contan en el
programa se puede elegir la opcién deseada mediante las flechas
del teclado hacia abajo o hacia arriba y presionando la tecla
"enter" en la opcién iluminada que el alumno haya elegido. Tambien
se puede introducir a cualquiera de las opciones tecleando la
letra que aparece a la izquierda de cada opcién.
El meni general que se presenta al inicio del programa presenta
las siguientes opciones:

a) VALOR NTMERICO Y FUNCIONES.

b) PRODUCTOS NOTABLES.

c) FACTORIZACION.

d) FRACCIONES ALGEBRAICAS.

8) SALIDA DEL SISTEMA, '
Si la opcién elegida es la "a" la siguiente pantalla le muestra un
subment que consta de las siguientes opciones: '

a) EXPRESIONES SIMPLES Y COMPUESTAS.

b} FUNCIONES.

C)RESERVADO, **

d)RESERVADO. **

m) MENU ANTSRIOR.
Si de este submentt elegimos la opcién "a" aparece una nueva
pantalla que contien& nuevas opciones las cuales son:

a) INTRODUCCION,

b) EJERCICIOS RESUELTOS.

c)EJERCICIOS PROPUESTOS.

d)RESPUESTAS.

m)MENU ANTERIOR. ‘

La opcién "a" de esta pantalla contiene una breve explicacién del

tema, la siguiente presenta una serie de pantallas Con ejercicios
resueltos en forma clara y con explicaciones, la siguiente le
muestra al alumno una serie de ejercicios que debe realizar en su



cuaderno y la opcidén "d* le muestra las respuestas de los
ejercicios propuestos, la dltima opcién le permite al alumno
regresar al mend anterior el cudl es el meml general,
Si la opcién elegida del mend anterior fue la "b” la pantalla que
se muestra ahora presenta las siguientes opciones:

a)TIPOS DE FUNCIONES.

b) CALCULO DE FUNCIONES.

Cc) EJERCICIOS RESUELTOS.

d) EJERCICIOS PROPUESTOS.

e) RESPUESTAS,

m)MENU GENERAL.
La primera de estas opciones le proporciona la definicién de
funcién y los diferentes tipos de funciones con ejemplos de las
mismas, la segunda le muestra al alumno como se efectiia el cédlculo
de una funcién con varios ejemplos, la opcién "c"'proporciona una
manera de como se puede elaborar la gréfica de algun&s tipos de
funciones asi como sus grdficas, la siguiente opcién presenta una
serie de ejercicios para que el alumno las realice en su cuaderno.
La opcién "e" le muestra una nota aclaratoria donde se le pide al
alumno cotejar sus respuestas con su maestro ya que la elaboracién
de gréficas dentro de D'BASE III plus resulta demasiado laboricso
dadas las limitaciones que tiene dicho paquete. )
Si del menit general la opcién elegida es la "b* ge muestra el
submeni de productos notables con las siguien opciones:

a)BINOMIO AL CUADRADO. ’

b) BINOMIOS CONJUGADOS.

C)BINOMIOS CON TERMINO COMUN.

d)BINOMIO AL CUBO.

e) POLINOMIO AL CUADRADO.

m) MENU GENERAL.,

Cada una de las opciones de esta pantalla cuenta a su vez con otro.

submend (excepto la opcién "m") con las siguientes opciones:
a) INTRODUCCION. ‘
b) EJERCICIOS RESUELTOS.
¢) EJERCICIOS PROPUESTOS.
d) RESPUESTAS.
' m)MENU ANTERIOR. ’
De esta forma cada opcibn a) INTRODUCCION, le proporciona al alumno'
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una explicacion del tema elegido, la b)EJERCICIOS RESUELTOS, le
properciona una serie de ejercicios resueltos con explicaciones de
como se llevan a cabo, la ¢)BEJERCICIOS PROPUESTQOS, tiene una serie
de ejercicios para que el alumno las realice en su cuaderno, la
d)RESPUESTAS, proporciona al alumno las vrespuestas de los
ejerciciag anteriores y cada opcién m)MENU ANTERIOR, le permite al
alumno regresar a las pantallas anteriores hasta llegar a la del
mend general.
La opcién "c* del mend general presenta el submend de
factorizacién y cuenta con las siquientes opciones:

a) FACTOR COMUN.

b) AGRUPACION DE TERMINOS.

c) TRINOMIO CUADRADQ PERFECTQ.

d) TRINOMIO DE SEGUNDO GRADQ.

e) CUBQ PERFECTQ,

£)SUMA O RESTA DE POTENCIAS IGUALES.

m) MENU GENERAL.
Cada una de estas opciones cuenta a Bu vez con un submeni en
pantalla que muestra las siguientes opciones:

a) INTRODUCCION,

b)EJERCICIOS RESUELTOS.

¢) EJERCICIOS PROPUESTOS.

Ad)RESPUESTAS.

m)MENU GENERAL,
Al igual que en el submend de productos notables cada una de estas
opciones funciona de la misma manera: La introduccién proporciona
una sencilla explicacién del tema, los ejercicios resueltos le
proporciona la forma en que se debe resolver una factorizacién,
etc. '
La opcibn "d" del men( general al elegirse, muestra el submeni de
fracciones algebraicas con las siguientes opciones;

a)SUMA Y RESTA DE FRACCIONES ALGEBRAICAS,

b) MULTIPLICACION DE FRACIONES ALGEBRAICAS.

¢)DIVISION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

d) FRACCIONES COMPLEJAS.

m) MENU GENERAL.

De, la misma forma que productos notables y factorizacién. cada una

de estas opciones cuenta con un submeni con las siguiéntes




cpciones:
a) INTRODUCCION.
b) EJERCICIOS RESUELTOS.
YEJERCICTOS PROPUESTOS.
d) RESPUESTAS.,
m}MENU GENERAL.

Cada una de estas opciones funciona de la misma forma que las

o]

correspondientes de productos notables y factorizacidn.
Por dltimo la opcién "s" del meni general le permite al alumno
salir del programa y le muestra un mensaje de salida recordandole
la instruccién para poder reiniciar posteriormente la sesidn,
A continuacién se detallan los programas donde la computadora
apoya la enseflanza de las matemdticas, dichos programas de estudio
los publica la Direccién General de Incorporacién y Revalidacidn
de Estudios de la U.N.A.M.

(485pl12) PROGRIMA PARA EL SEGUNDO CURSO DE MATEMATICAS.

TEMAS

I. CONJUNTOS .
II. RELACIONES.

"III. FUNCIONES. {( APOYO CON LA COMPUTADORA ).

IV,  LENGUAJE ALGEBRAICO. ( APOYO CON LA COMPUTADORA ).
v. OPERACIONES CON MONOMIOS Y POLINOMIOS. ( APOYO CON LA
COMPUTADORA) . '
VI.  FACTORIZACION. ( APOYO CON LA COMPUTADORA ).
VII. ECUACIONES DE PRIMER GRADO.
VIII. SISTEMAS DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO.
IX. EXPONENTES Y RADICALES.
X.  ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO.
XI.  LOGARITMOS,
(480P12) PROGRAMA PARA EL IV CURSO DE MATEMATICAS.
TEMAS
I. OPERACIONES CON NUMEROS REALES.
II. RESOLUCION DE PROBLEMAS DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA,
III. APLICACIONES MATEMATICAS. ‘
IV. PROPOSICIONES DE PRIMER GRADO CON DOS VARIABLES. (APOYO CON LA
COMPUTADORA) _ - :
V. SISTEMAS DE PROPOSICIONES LINEALES.



II.

III,
Iv,

II.
III.
Iv.

* Una breve descripcién de los métododos o i:écnicas de.

(481P12) PROGRAMA PARA EL V CURS0O DE MATEMATICAS.
TEMAS

EL CONCEPTO DE FUNCION. (APOYO CON LA COMPUTADORA) .
GRAFICAS DE UNA PFUNCION EN EL PLANO CARTESIANO. (APOYO CON LA
COMPUTADCRA} .
LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. (APOYO CON LA COMPUTADORA) .
FUNCIONES INVERSAS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRIACAS.

CURVAS LOGARITMICAS Y CURVAS EXPONENCIALES. (APOYO CON LA

COMPUTADORA} .

(482P12) PROGRAMA PARA EL VI CURSO DE MATEMATICAS.
TEMAS

FUNCIONES Y LIMITES. (APOYO CON LA COMPUTADORA) .

DERIVADAS.

MAXIMOS Y MINIMOS.
INTEGRALES INDEFINIDAS. (APCYC CON LA COMPUTADORA},

ensefianza-aprendizaje mencionadas en este trabajo, se encuentran

al fipal dentro del &pendice 2. ,
*% FEstas dos opclones lilbres permiten ampliar o adicionar al

programa temas adicionales al valor numérico de una ‘funcién o

algun otro tema que tenga relacién con los mismos,



CAPITULO 1
1.1 Valor Numérico de expresiones algebrdicas y funciones.

Estos temas son tratados en el segundo curso de matemiticas dentro
del programa # 485P12 del sistema de Bachillerato de 6 afios en
los siguientes puntos:

1.- Funciones.

1,- Conceptos, dominio, contradominio.

.2.- Valor de una funcién en un punto.
3.- Gréficas de Funciones.
.- Lenguaje Algebréico.’
.1.- Valor Numérico de expresiones Algebréicas.
de igual forma estos mismos temas son retomados en el curso de
Mateméticas IV (#480P12) en 1la cuarta unidad con un enfoque
parecido o mds bien continuado; al programa de Mateméticas II
{ sequndo curso). '

1.2 INTRODUCCION.

Se llama Valor Numérico de una éxpresién algebrdica al resultado
que se obtiene después de substituir los valores que en ella
aparecen y realizar las operaciones indicadas hasta el término de
la misma.
Se pueden obtener valores numéricos de expresiones simples y
compuestas, por ejemplo: !
1) Hallar el valor numérico de la siquiente expresién:
2y 7

Para los valores asignados: x= 2, y= -é— , 2= —%— .
Lo primero que debe hacerse es substituir estos valores utilizando
paréntesis incluyendo las potencias a las que se  encuentran
elevadas dichas wvariables, de esta forma la nueva expresién

quedaria de 1la siguiente forma:
%(2)2(—%—)(-§~)3, luego efectuando las potencias se obtiene:

% (4) (-%—) (—i%-), realizando las operaciones indicadas la

10



expresién resultante seria: -——— .

Asi pues el el valur de la expresién dada corresponderia a un
nimero real.

Existen sin embargo, expresiones que presentan un mayor grado de
dificultad, y por lo tanto son mas susceptibles de que se cometan
errores, por ejemplo:

Hallar el valor numérico de la siguiente expresidn :

——;’—-/—Smgngpzq

3

3 3 3 6
“+ npgq
: . : 2 1
Para los siguientes valores de las variables: m = —— ; 0 = — —— .
= -5 ; g=3.

Al igual que el ejercicio anterior substituimos a cada una de las
variables por los valores agignados dentro de paréntesis, para que
la nueva expresién quede de la siguiente forma: ‘

7 2,3 1,3 2
- L/ e = )R- 5%

3
2V - 5%
Efectuando las potencias indicadas la nueva expresién seria:

7 8 1
-V st - 128 )

27

3
3 1
2 V(= =) (= 125) (729)

Aplicando la propiedad distributiva para extraer las raices a cada.

uno de los factores la nueva expresién quedaria de la siguiente
forma:

- = (=) (5 _®
- T (35) - (16) )
(L) (5) (9) B (2271135)

Efectuando las operaciones indicadas tanto en el numerador como en

el denominador:

14
Respuesta = — -8 -

11



2V 36 3V =~ av 6 -5 9 |
= 5 - 16 - 8 :

Las expresiones compuestas consisten en varias expresiones simples

ligadas mediante los signos de suma o resta, asi por ejemplo:
calcular el valor numérico de la siquiente expresién:
- N
[ 2 2 2
2V x'y 3 c +d 4 2n

5 16 n
Para los siguientes valores asignados a cada una de la variables

que intervienen en la expresién:

X=2, ¢y=3 ¢€=2,d-= —%—, n =8,
Se aplica el procedimiento ya estudiado con anterioridad, quedando
la expresiédn:

2V (2)%(3)? 3V 2 4 (-1)? 4/ 2 (8
5 16 -

B : =

Efectuando operaciones y reduciendo, se obtiene:

1.3 FUNCIONES.

Este tema se ubica dentro de los siguientes programas:

a) Tema # 3 del segundo curso del bachillerato de 6 afios.

b} Cuarta unidad temdtica del cuarto afio de bachillerato,

c) Cinco unidades temiticas del quinto afio de bachillerato,

d) Primera unidad del sexto afio de bachillerato,

e) Segundo cuarto y quinto semestre del colegio de ciencias y-
humanidades. . ;

Este tema es de gran importancia en el sexto afio de bachillerato y :

en el quinto semestre del sistema C.C.H. ya que se da inicio al :

cédlculo diferencial e integral, porque una’ vez entendido ‘el }

concepto de funciéu se puede hablar del tema de "limite de una ‘

funcién® y de esta forma se introduce al alumno al donéepto de

derivada. . ‘ L

La idea de relacionar los temas: valor numérico y fuuciones'tiene

por objetivo, lograr que el alumno establezca una relacién simple,
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entre asignar un valor arbitraric a la variable independiente y de
esta forma calcular el valor numérico correspondiente de 1la
variable dependiente.

De hecho cuando el alumno intenta hacer la grédfica de una funcidn

1o que hace primero es generar un tabulador en el que de una forma

arbitraria se agignan valores aleatoriamente a una variable para
obtener el par correspondiente, y lo gue en realidad estd haciendo
es calcular un valoxr numérico.

1.4 INTRODUCCION.

Se define funcién del conjunto A en el conjunto B, como una
relacidn del conjunto A en el conjunto B que asocia a cada
elemento del conjuntc A con unc y solo un elemento del conjunto B,
la cual suele representarse de la siguiente forma:

£ =.{ (x,y): xeA, yeB }
Cabe hacerse notar que ésta es una de las distintas formas en que
se puede representar una funcién.

1.5 TIPOS DE FUNCIONES,

a) Algebrdicas : en las que solo aparecen operaciones aritméticas,

potencias y raices tales como x5 4 6; 5%+ v 8x , ete,
b) Trascendentes: tales como exponenciales (e*, 10%), logaritmicas
{In, log) y trigonométricas, ejemplos: Tan®(x), Sec{x), e?*, a”'?

In cos(x?), etc.

¢) Implicitas: son aquellas en las que la variable dependiehce no

estd degpejada, ejenuplos: 3x%s ny%— 2y = 6; x2~ 2Xy + . 4,
Y

d) Racionales: Aquellas que se presentan en forma de cocientes los

cuales no pueden simplificarse tales como:

2 5 4
X" - 3 X - X
+

!

4
Py2x -8 xt- %% 2

X
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e) Irracionales : Son aquellas en las que aparecen en la expresion

375 173

exponentes fraccicnarios y radicales, ejemplos: 5x7 "+ 8; x "+ 3x

v 3x3-+ 5 ) etc.

f) Enteras: Cuando la variable independiente no aparece en ningin

denominador, tales como:

5%°— 6x + 8, —————p——, 2% 3§ , etc.

g) Crecientes: Decimos gque una funcidén es creciente en un
intervalo XX, donde X< %, cuando f(x” < f(xg, es decir que
al aumentar la variable independiente, aumenta "la variable
dependiente, y viceversa, ejemplos:y = x* para x z 0, Yy = 3x para
x =z 0 etc.

h) Decrecientes: Se dice que una funcién es decreciente, si al
aumentar el valor de la variable independiente, disminuye el valor

de la variable dependiente, y viceversa, ejemplos: y = —Q—E—T—
para x > 1, y = '_3}_"— para x z 0, etc. ‘
X'+ 1

i) Continua: se dice que una funcion es continua en un intervalo,

si es continua en cada punto del intervalo, ejemplos:y = 3% 5, y

Yy = —§5¥§~§—, etc.

i) Discontinua: cuando una funcién no esta definida en un punto se

le llama discontinua ejemplos:

Yy = ———35——~, y = —55—245—, los puntos de discontinuidad son x=3 y
5x -15 b4

x=0 en el primer y sequndo ejemplos respectivamente.

En conclusién podemos afirmar que, el célculo de una funcién es un
valor numérico, ya que para su grédfica se debe hacer un tabulador,
con valores arbitrarios asignados a la variable independiente,

Es muy importante establecer desde un principio los valores que se
deben asignar al dominio de la funcién, ya que la gréfica va a
depender del tipo de sistema numérico de que se esté tratando, ya
sean nimeros naturales, racionales o irracionales etec, para. todos
los ejemplos y ejercicios que se van a tratar en el trabéjo, se
utilizardn unicamente nimeros reales, tanto para los valores del
dominio como los del rango,

14



1.6 VALOR NUMERICO DE UNA FUNCION.

Dado f(x) = x°- 3x — 2 hallar:
a) £(0).

b) £(1).

c) £(3s2).

) £(x + h; - f£{x)

Para calcular el valor de cada una de las funciones anteriores
basta con substituir el valor asignado a la variable dentro de la
funcién, esto es, cambiar la x por el valor asignado previamente,
quedando de la siguiente forma:

£(x) = »* - 3x - 2,

£(0) = 0% = 3(0) - 2 £(0) = = 2.
£(1) = 22 ~3(1) =2 =1-3 -2 =- 4, 2 E(1) = - 4.
£G) = -3 -2

u
1
(38

1
o
1
NI
I
X
i
2
T‘
"
{

£(x +h) ~ £(x) _ _(x + W*3(x+h) =2~ (x* 3x - 2)
h B

x%+ 2xh +h’= 3x —3h —2 ~x°+ 3X + 2 - simplificando queda:
N .

2
2xh + h® -3h oo ,

h

El ejemplo anterior es una muestra de funcidén algebrdica entera
racional y uniforme.

Dada la funcién £(x) = x4+ 1, ' Hallar:

£(-2)=

£(-1)=

£(0)=

£(1)=

£(2)=

Nuevamente substituimos los valores asignados a la variable dentro
de la funcién para obtener los  correspondientes valores del

15



rango de la misma y queda:

£-2) =V (<)% 1 =Va+1 =V 5 = 2.23 £2= V 5.
B =V (0% =V1etr =V 2 - 11 sens Vo2
eo) = v 0tr 1 <Vos1 =V 1 = 1 £(0) = 1.

f) = vV 1261 V141 =V 2 = 141 ot - V2.
£2) = V 22¢1 V441 =V 5 = 223 £ - V5

La funcién anterior es un ejemplo de funcién algebrdica,
irracional y entera .

1.6 GRAFICAS DE FUNCIONES.

En algunas ocasiones se puede presentar el caso inverso de una
funcién, o sea, cuando se d4 el tabulador para que se encuentre la
funcién que relaciona a las variables involucradas en el problema,
por ejémplo: Bscribir wuna férmula que relacione a dos
variables para cada uno de los siguientes tabuladores:

1 2 13 516

x 4 =21 -1} 0] 1
fx)l 0] 3] 6 [ 9] 12f 15

X
a) FHT T 0 =10

b)

LIy DO
00 L]

Si graficamos las funciones estas quedan de la siguiente forma:
(ver gréficas numero 1 y 2 respectivamente en el anexo).
Se puede observar que en el tabulador del inciso "a" al aumentar
en una unidad el valor de la variable independiente "x" la funcién
se incrementa en 3 unidades, de esta forma se puede deducir que
la funcién va a aumentar de tres en tres unidades, esto es, se ha
encontrado el valor de la pendiente de la recta, un anélisis de la
grdfica muestra que la recta intersecta al eje y en -3,por lo que
la funcién queda definida de la siguiente forma:
y = £(x) = 3x - 3. : _
La gréfica del inciso "b" representa a una pardbola por lo que
la deduccién de la ecuacién a partir: del tabulador no Siempre”
es fécil, sin embargo a partir de la grédfica se puedé deducir que:
1° E1 vértice de la pardbola se encuentra em (0,1), y por lo
tanto x = 0, y = 1. : . S
2° La parébola abre hacia arriba, esto es, tiene concavidad

16



positiva,.

De lo anterior se desprende que la ecuacién de la parébola
N , s 2

corresponde a una funcién del tipo cuadrdtica: y = ax” + bx + ¢,

por lo tanto si x= & ~ ¢ =y, » ¢ = ~1, por otra parte un estudio
de los trinomios de segundo grado indica que el vértice  de una
pardbola de este tipo estd dada por : v ( - ~g€ ; 4ac4;~9_ ) de
lo cual se deduce que:

. - b
Six=0= 53 . b = 0.

Conocidos b = 0, ¢ = 1, obtener el valor de "a" es relativamente
sencillo, ya que si tomamos cualquiera de los pares ordenados del
tabulador, por ejemplo (2,3) obtenemos lo siguiente:

3 = a(2)? + 0(2) - 1; efectuando operaciones indicadas:

3 =4a -1

4 =4a . a =1,

Por lo tanto la funcién correspondiente serd : y = f£(x)= -1,

Eﬁ el caso de que al graficar un tabulador, este no indique
donde se encuentre el vértice, se puede inferir el tipo de
pardbola del cual se esté tratando, y se toma la forma general de
un trinomio de segundo grado, y = ax’+ bx + ¢, del tabulador se
toman tres puntos al azar, y se substituyen estos en la funcién
general, obteniendose un sistema de ecuaciones de primer grado con
tres incégnitas, el cual se resuelve por cualquier mwétodo
adecuado, de esta manera los valores de a, b, Yy ¢ quedan
determinados obﬂeniendose' de esta manera la. ecuacién de 1la
funcién.

Un an&lisis de la gr&fica del inciso b, nos permite determinar
que la funcién del tipo y = ¥ + b la puedo modificar
trasladdndola de la siguiente forma:
a) "n" unidades hacia abajo: y = x> +b-n
"b) "n" unidades hacia arriba: y = x° + b + n,
¢) "n" unidades hacia la derecha: y = (x - n)% b.

d} "n" unidades hacia la izquierda: y = (x + n) 2 b.

Esto significa que se puede trasladar la funcién hacia arriba 6
hacia abajo sumando 6 restando * "n" unidades enteras 6
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fraccionarias al término independiente, se puede desplazar hacia
la derecha o hacia la izquierda, introduciendole al término

cuadrdtico #n unidades segin corresponda.

Un ejemplo de funcién algebrdica, fraccionaria y discontinua es la
siguiente:

Se debe de tener cuidado con el denominador ya que si éste se
iguala a cero obtendriamos las asintotas de la funcién, o sea, las
rectas que van a limitar nuestra grafica, por lo que si hacemos

x4 4=0 , efectuando operaciones:

X~ 4 =0 despejando :

+

Para graficar se elabora un tabulador que incluya a los valores
de las asintotas obtenidas anteriormente, el objeto de incluir
dichos valores dentro del tabulador nos permite diferenciar las
tres zonas que se van a encontrar en nuestra grdfica, esto es, que
el dominio de 1la funcién tendrd valores comprendidos en
tres intervalos representados simbélicamepte de la siguiente
forma:

Df(x) = (-0, -2) U (-2, 2)U (2, o).

Esto significa que la funcién es discontinua en x= -2 y x=2,

De esta forma el tabulador queda de la siguiente manera;

18



-2.9

-2.1

-2

~1.5

1
-

|

—imlo
w

&U!\-‘Nl\i
Y Y

19

16
S
2 16 -~ 4
(-4) ~ 4
(-3) 9
i i e St = = s st T2
2 9 -4
(-3) - 4
(‘2.5)a 6.25
— " —
(-2.5) - 4 6.25 - 4
2
(-2. 1) 4,41
e —
2
(-2.1) - 4 4.41 - 4
(-2) 4
2 =
(-2) = 4 41-4
2
(-1.5) 2,25
(-1.5)%= 4t 2,25 - 4
(-1) 1
2 -
-11°- 4 -4
2
) o
2 =
3 4 0-4
2
(1) 1
2 = —
LA -4
2
(1.5) 2.25
_ -
(1.8) .~ 4 2,25 ~ 4
(2)2 4
@24 PR
(2-1)2 4.41
2
(2.1) - 4 4.41 - A

10,75

10.75

-1,28

~1/3 .

- 1/3

-1.28
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2
(2.5) 6,25

y = 3 = = 2,77
{2,5) - 4 6,25 - 4
2
(3) 9
y = 3 = = 9/5 .
(3} - 4 9 -4
2
4) 16
y = P = = 4/3 .
4) - 4 16 - 4

Las grdficas de este tipo suelen ser muy laboriosas, pero con la
ayuda de calculadoras grdficas, basta con indicarles la funcién,
el rango y la escala para que éstas la realicen, de esta forma el
estudiante encuentra un modo répido de visualizar la grafica y
construirla a una escala adecuada, hay ocasiones en que se debe
modificar continuamente el rango de la calculadora hasta encontrar
el tamafio deseado.Al mismo tiempo en estds calculadoras se pueden
graficar simulténeamente varias funciones, esto es particularmente
dtil cuando se desea encontrar puntos de interseccién entre varias
funciones.

Para analizar las grdficas de polinomios se siguen las mismas
reglas que en las funciones analizadas anteriormente, solo que
adicionalmente hay que encontrar las raices de dicho polinomio,
tanto positivas como negativas, ademds se debe  suponer - la
propiedad de continuidad, son de mayor grado de complejldad, y por
lo tanto demasiado laboriosas. ‘

Las siguientes funciones son ejemplo de funciones trascendentes:

a) { {x,y): y = 3" } i { (x,y): y = 1og;c }, en realidad tendremqs,

dos ecuaciones para graficar: y = 3% y = log,x '(la 'cual es .

equivalente a: x = 3%).
Lo primero seri hacer dos tabuladores, uno para cada gréfica

x| £ (x} x
-1 1/3 y =3
0 1 0
1 3 y=3""=21/3 y =3
) 9 1 ) o
327 y=3 =3 y = 3“2 09,
181
y =33 <27 y = 3% <81,
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X Y
/3 =1 x = 37,
L 0 x=3Y =1 x =30 -
3 1
1 2
9 2 X =3" =3 = 37 =9,
37 3 3 4
81 i X =3 = 27 X = 3 = 81.

Otro tipo de funciones trascendentes lo representan las funciones
trigonométricas. Un ejemplo simple de estas es la grdfica de la
funcién: y = a sen (bx).

En é&sta *a" determina la amplitud de la curva y 'b* el ancho de
los intervalos de los valores posibles de la variable independiente..
Elaborar la grédfica de y = 3 sen 2x.

De aqui se deduce que: a = 3; b = 2; 2x = —g— Y X o= —%— .

Quedando el tabuladus de la siguiente forma:

X 4
0 0 y = 3 sen 2x.
3
g;; 5 y = 3 sen 2(0) = 0. ' ‘
am/s | -3 y = 3 sen 2 (n/4) = 3, :
T 2 y = 3 sen 2 (n/2) =0,
an/z 0 y = 3 sen 2 (3n/4) = -3,
n -3
13 y=3sen2 (m =0,
y = 3 sen 2 (5m/4) = 3.
y = 3 sen 2 (3n/2) = 0.
y = 3 sen 2 (7n/4) = -3,

vy =3sen2 (2m) =0. *1.2 »
Si se desea disminuir la amplitud de la grdfica basta con darle o
valores mas pequeflos a la constante "a", y viceversa si se quiere
una grédfica con mayor amplitud se deben dar valores.maydres.
Se recomienda a manera de ejercicio que el alumno trace la gréfica
dando diferentes valores a las constantes "a" y "b" para que vea
el efecto sobre la gréfica. : v
Las gréficas de la funcién algebréica y las trascendentes se
presentan al final dentro de los 4pendices.
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1.7 EXAMEN DEL CAPITULO I. ¥1,3

I.- Hallar el valor numérico de las siguientes expresiones para:

a=3 b=-2 c=1d=0 m=-> n=-> p=—-—3—'

a) cdop + a . 3 4 ?

3\/ 4a’p’mn

b) 16
1 2.4
oAb
2 23
2 — abc
c) 3mna_ 3 .
4c+ d 2d + 3ac
2a + o] -b
d) b m + n
2a’~- 3ac
amp
2,4 2 mn 2
o Sb-c?t 5P 3a4 .
amp a’+ ¢ m-n
II.- Hallar: —{¥* E)_ £(x) para;

a) f(ix)= v x .

b) flx)= X121
X"+ 1

c) £{x)= ax® + bx? +cx +d .,

ax + b

d) f£ix)= wrrarer-uik

e) fix)= xte 3 - 6x®,
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III.- Trazar la grdiica correspondiente, con el dominio indicado:
a) y= 2 - |x| {:(|~~25x513xem}

b) y= (—-;-—)'x {x] 0< x <2, x € R }

2

) y= v 4 - x xl—stsz,xem}.

d) y= 3 sen 2x x| xeR

{
{

e) y= log, 3x {xl xeﬂ%} .

* 1,1 Dentro del tema limite de una funcién el andlisis de esta .

funcién conduce al concepto de derivada.
¥ 1,2 El1 &ngulo se considera en radianes y no en grados.

¥ 1,3 Las respuestas de los examenes de cada capit:ulo se i

encuentran en el dpendice 1,
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CAPITULO II.

El tema de productos notables forma parte del programa de
matemdticas del segundo curso del bachillerato, y son tratados en
el segundo semestre del sistema C.C.H, en los programas ya
mencionados.

2.1 INTRODUCCION.

Se define un producto notable como una multiplicacién algebréica
que sigque ciertas reglas fijas, en el cual el resultado se puede
obtener por inspeccién simple, o sea, que no es necesario llevar a
cabo la operacién de multiplicacién algebraica.

En muchos problemas y ejercicios de la geometria analitica y el
cdlculo diferencial e integral aparecen frecuentemente productos
notables vy su mecanizacién permite ahorrar tiempo, por lo
tanto es conveniente aprender a escribir dichos productos en
forma rapida, en caso de que se requiera la comprobacién basta
con llevar a cabo la multiplicacién del polinomio.

Los principales productos notables son:

a) Binomio al cuadrado,

b) Binomios conjugados.

¢) Binomios con términc comin.

d) Binomio al cubo.

e) Polinomioc al cuadrado.

2.2 BINOMIO AL CUADRADO,

Se puede identificar este producto facilmente, ya que aparecen dos
términos dentroc de un paréntesis, y separados por un signo ya sea
positivo o negativo.
Regla: El cuadrado de un binomio es igual al cuadrado de ambos
términos, ambos positives, y dependiendo del signo entre ellos, mis
o menos el doble del producto entre ambos términos. Ejemplos:
1) Desarrollar: ( 3a + b )%= ;
Cuadrado del primer términoc : { 3a )2 = 9a2.
Cuadrado del segundo término : { h. )= ;
Doble del producto entre ambos términos. 2 ( 3a )( b ) = 6ab.
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Respuesta : 9a®+ b®+ 6ab; o bien : 9a2+ 6ab + b,

2} Desarrollar: (5x:y - &m’) 2,

Cuadrado del primer término : (5x°y)% = 25 x'y%.

Cuadrado del segundo término = (6m’)> = 36 m'.

Doble producto de ambos términos: 2(5x2y)(~ 6n’) = ~ GOm%fy‘
Respuesta: 25xﬁﬁ + 36m° -~ GOm%Jy.

Ordenando los términos la expresién queda de la siguiente
forma: 25x'y’- 6om*x%y + 1ém’.

Otra forma de expresar el producto puede ser:

(5x%y — 6m®)%= (5x2y)2 + (6m®)%- 2(sx%) (6m®) desarrollando los
productos el resultado final serd:

Respuesta: 25x°y2 + 36m’ - 60m2x2y.

3) Desarrollar: (¥ + b*%% (@)% ®¥H% 20" "%
1levango a cabo las operaciones como en los ejemplos
anteriores:

Respuesta: a™+ b™4 22"% = a® + 22%"*% + b

]

2x+4

2.3 BINOMIOS CONJUGADOS.

Se identifica este producto notable porgue en dos  paréntesis

aparecen términos idénticos, con la salvedad de que en uno de .

ellos, uno de los términos aparece con signo pogitivo y en el otro
paréntesis se presenta con signo negativo.
Regla : se eleva cada término al cuadrado y se conserva el signo
negativo en aquel término que tenga diferente signo, ejemplos:
1) Desarrollar : (x — y){x + y)} =. :
Cuadrado del primer término = x2
Cuadrado del segundo término = y?

Respuesta : X~ y2 ( la "y" es negativa debido a que

presenté distintos signos en ambos términos ).
2) Desarrollar : (4a + 5b) (5b ~ 4a) =

Cuadrado del primer término = 16a°.

Cuadrado del segundo término = 25b°,

Respuesta :25b%~ 16a°.

25




2 2 3 3 3 3 2 2
3) Desarrollar :(—— x'2 — = Yy ) (- y'+ == X'2) =
: 5 ;
Se elevan al cuadrado cada uno de los dos términos que
aparecen dentro del paréntesis que tiene el signo

. . ' 1 4_2 6
negativo quedando la respuesta como sique: X %;- vy .

4) Desarrollar : | —2— a" + %— B ) —g—- a" - —%—- b )

Nuevamente se elevan al cuadrado cada uno de los términos del
sequndo paréntesis, el cual contiene al término negativo
quedando la respuesta de la siquiente manera:

25 2m 9 2n
e P — — .
Respuesta o @ = b

2.4 BINOMIOS CON TERMINO COMUN,

Se reconoce este producto porque se presentan dés paréntesis , en
los cuales solo hay un término repetido denominado factor comin,
Regla : Se eleva al cuadrado el término comin,enseguida se suman
algebraicamente los términos no comunes multipl‘icandose luego por
el término comin, y finalmente se efectua el producto entre los
términos no comunes, ejemplos:
1) Desarrollar : (x — 8) (x —~ 9).
' Cuadrado del término comin : x°,
Suma algebrédica de los no comunes por el comin : (~9-8)x = —i7x.
producto de los no comunes : (-9) (~8) = 72. ‘
Respuesta = X = 17x + 72,

2) Desarrollar : (a° - —;——) (a® + —%—-).
Cuadrado del término comin: a'.
Suma de los no comunes por el comin: (—%—- - —-g—) ‘a?=—:—5 az;
Producto de los no comunes: ( - —;-— )(~~—:—- ) = =~ —%— ‘
Respuesta = a' + —-—:E a? - —-;—- : ‘ T

3) Desarrollar : (x%° + 8)(x%y® + 7).
Cuadrado del término comin : x"yﬁ. : ,
Suma de los no comunes por el término comin: (8+7)x2y3= 5%y’
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=

Producto de los no comunes : {(8){(7) : 56.
Respuesta = x"y6 + 15:{"'yJ + 56,

2.4 BINOMIO AL CuBo,

Producto notable que se identifica por tener dos términos dentro
de un paréntesis, y este se encuentra elevado al cubo.
Regla: Para elevar al cubo un binomio, primero se eleva al cubo el
primer término, enseguida se efectlia el triple producto del primer
término al cuadrado por el segundo (puede ser positivo o
negativo), luego se eleva al cuadrado el segundo término y se
multiplica por el triple del primer término, finalmente se eleva
al cubo el segundo término.
Nota: cabe hacer notar que los signos que se obtienen al elevar al
cubo un binomio, son los siguientes: si los términos del binomio
son positivos todos los términos que se obtengan seran positivos,
" en caso contrario si existe un término del binomio que sea
negative los signos del producto se alternan, y si ambos son
negativos todos los términos del producto seran negativos,
Ejemplos:
1) Desarrollar: ( x + Y )2,

Cubo del primer término: X%

Triple producto del cuadrado del primero por el segundo:

3(x)2(y): 3x2y.

Triple producte del primero por el cuadrado del segundo:

3(x) ()%= 3xy°.

Cubo del segundo término: y :

Respuesta:Como es positivo el signo del paréntesis todos los

terminos del producto seréan positivos : X+ 3x%y + 3xy3 + ys. :

2) Desarrollar: (6x — y)™= (6x)°- 3(6x)°(3y) + 3(6x) (3y)*~ (3'y)"‘
efectuando potencias: 216x° - 3(36x° ) (3y) + 3(6x)(9y y - (27y)
efectuando productos: 216x°— 324x%° y + 162 xy - 27y
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2.5 POLINOMIO AL CUADRADO.

Como su nombre lo indica se presentan mds de dos términos dentro
de un paréntesis elevado al cuadrado.

Regla: Se eleva cada término al cuadrado y se expresa como suma
luego se hacen las combinaciones binariags que con los términos
puedan formarse y se multiplica cada uno de ellos por dos, los
signos quedardn determinados por los productos anteriores de
acuerdo a las leyes Ade los signos, ejemplos:

1) Desarrollar: (x° — 3xy + yz)z.
Cuadrado de cada uno: x* + 9xzy2 + y?

Doble de las combinaciones del primero: 2(x%) (-3xy) = - 6x3y.
2(x%) (yz) = 2x2y2.
Doble de las combinaciones del sequndo: 2(-3xy) (yz) = - 6xy?

Respuesta: x'+ 9)(2"y2 + y"— 6x3y +2x2y2— 6xy3.

3 2 2 2 3 2 S 2,2

2) Desarollar: ( - Xty rad T )<,
9 4 4 4 9 4 25 4
término:—— — ozt 2y,
Cuadrado de cada término - Xt Y+t 2 Tl

Doble producto de las combinaciones del primero con los

demds términos: 2(——:— x°) (-—;- yh = —-3‘—- *%y?
201 ) (= L 2B a - L

2 (—-:— x%) (= —f—é xzw?‘ .
Doble de las combinaciones del segundo con el resto de los
términos: 2(—2— y?) (= —3— 2%) = -y,

2 1
W= -

2(—§- YY) (= —f—e W)= - —3—- Yo',

Doble de las combinaciones del tercero:

;32 5 .2 5 .22
2= = z)(——Ew)z——e 25w
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9 4 4 4 9 4 25 4 4 2z g 22
Respuesta:—x" + «—¥y 4 —2Z + =W  —X Yy = —= X2
25 9 16 144 5 10 ) L
L 2,2 5.y B 5. iz
2 Y g b4 a -

2.6 EXAMEN DEL CAPITULO II. * 2.1

1) Identifica cada uno de los siguientes productos notables y
desarrollalos por simple inspeccidn.

1) (23" a"%)2,

2) (6ém’d - 2m’p%)?

3) 3%~ 2y®) (2y%+ 3xY).
4) (m’-~ 5) (m*+ 8),

5) (B a By 32
P2 LT 2
6) (5am + 8m’) {(Bm - 5a‘m).

7 (= i —-;9—- n)2
8) (x°y° - 8) (XY’ ~ 12).
9) (p*~ 3p%+ ép ~ 8)%.

a a

1) (- a* = p%)7,

12) (4a®- n )2,

13) (ax” + 3xy® )’
3 3

14) ¢ ; + 18) (—2e 4+ 3),

2

PRE PR B

16) (5a’d? + 3abc )2,

17) (7= 6 ) (x® -9 ),

18) (= a’- - 2% 4a + 8%
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a 3
19) (8 % - 5m'n*) (8 % + sm’nY).

J —
20) (5x%- 3 v4 y )?

|
|
- §

i

]
' {
: 1

i

/
!
| |
|
i z
] T

b
] a
e i
ks H
j ¥ 2,1 Las respuestas de estos ,ejercicios se ‘encuentran en el =~ .
3 , ten (S

4pendice 1,
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CAPITULO 1II
3.1 FACTORIZACION.

La factorizacién de polinomios esg un tema que a los estudiantes de
Secundaria y Preparatoria les causa grandes dificultades ya que la
diversidad de casos los confunde, sin embargo, €8 un tema
fundamental para resolver fracciones algebraicas, y para saber
interpretar temas dentro de la Geometrfa Analitica, C&lculo
Diferencial e Integral y para Algebra de la Facultad de Quimica
estos temas son tratados en el segundo curso de bachillerato, y
aplicados en los tres aflos de la preparatoria, asi como en el
segundo semestre del C.C H.

3.2 INTRODUCCION.

Factorizar una expresién consiste en expresar a ésta como un
producto de los factores que componen a la expresién. ,
Generalmente se factorizan polinomios, aunque hay que hacer la
aclaracién de que no todo polinomio es factorizable en dos o mas
factores distintos de uno, se dice entonces que dicho polinomio
es primo.

Lag Factorizaciones mas comunes son:

a) Factor comén monomio,

b) Agrupacién de términos.

c) Trinomio cuadrado perfecto.

d) Trinomio con término comin de las formas: X +bx+c y ax +bx+c
e) Cubo perfecto,

f) Suma o resta de potencias iguales.

3.3 FACTOR COMUN MONOMIO.

Egte tipo de factorizacién es facilmente identificable ya que
se prasentan dos o m4s términos que tienen - factores comunes .
Ejemplos: '
1) Factorizar: 4a’h® - 12a’* + 9a%".

Factor comin numérico: No hay
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Factor comin literal : a’b”.
4, 2 PO N | 2, 4 2, 2 2 2 2
Respuesta: 4a'b™- 12a™b + 9a°b'= a"™d"(4a”- 3ab®+ 9b7).

2) Factorizar:lezy + fi:-:y3 - 2x3y.
Factor comin numérico:2.
Factor comin literal: xy.

2

Respuesta: 2xy(5x+ 3y2- x%).

3) Factorizar:3émxy® - 144mzxzy3 - 72n€xy2.
Factor ccuin numérico:36.
Factor comin literal :mxy?
Respuesta:BGmxy2(1~ Amxy- 2n°) .

4) Factorizar:6a’b’ - 12a’b’ - 42a’®’ + 36a’bx - 72a’by.
Factor comin numérico:6.
Factor comin literal :a’b.
Respuestazsazb(bz- 2b - 7ab’+ 6x - 12by).

3.4 AGRUPACION DE TERMINOS.

Esta factorizacién se puede identificar por el hecho de que no hay
factores comunes consistentes, ) sea, que - no hay
literales repetidas en todos los términes, ni factor - comin
numérico, se forman entonces parejas o grupos de factores. que
tengan algo en comin y se factorizan por separado hasta foxmar un
factor comin polinomio, luego se efectua la factorizacibn como en
el caso anterior. : :
Ejemplo:
1) Factorizar:10am - 15bm +6bn - 4an.

Primer Grupo= 10am - 4an = 2a(5m - 2n).

Segundo grupo=-15bm + 6bn = -3b{Sm - 2n).

Factor comin de ambos grupos: (5m - 2n),

Respuesta: (5m- 2n)(23- 3b).
2) Factorizar:2y - 6x + l2mx - 4my - ény + 18nx, .

Primer Grupo= 12mx + 18nx - 6% = 6x(2m + 3n - 1).
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Segundo Grupo=-4my - ény + 2y = -2y (2m + 3n - 1).
Factor comin de ambos grupos: (2m + 3n - 1).
Respuesta: (2m + 3n - 1) (6x - 2y).

3) Factorizar:8a® - 5a’d + a‘c + 15b%d - 3p’c - 24b%
Primer Grupo= a’c + 8a*- 5a%d = aa(c - 54 + 8).
Segundo Grupo=-3b° - 24b% + 15b%d = -3b(c -5d + 8).
Factor comin de ambos grupos:(c - 54 + 8).
Respuesta: (a®- 3b%)(c - 54 + 8).

4) Factorizar:5rsx - 3rsy - 3p’y + 5p°x.
Primer Grupo: 5p2x - 3p2y = p2(5x - 3y).
Segundo Grupo:5rsx - 3rsy = rs(5x - 3y).
Factor comin de ambos grupos: {5x - 3y).
Respuesta: {5x - 3y) (p?‘+ xs).

3.5 TRINOMIO CUADRADO PERFECTO,

Para poder factorizar este caso se deben observar ciertas reglas:
1° Que existan tres términos dos de los cuales deben ser
positivos y con rafz cuadrada exacta.
2° El término restante debera ser el doble producto de las
rafces antes obtenidas.
3° E1l signo del binomio queda determinado por el término
que no tiene rafz cuadrada exacta.
Ejemplos:
1) Factorizar: om'+ 25%°- 30m’x.

Términos con rafz exacta:v om' = 3m, v 25%%

Doble producto de las rafces: 2 (3m°) (5x) =30m’x.
Respuesta (3m- 5x)°.
2) Factorizar: 4a®™+ 12a'b+ 9b°.

Términos con rafz exacta:V 4a°* =2a*; v 9b® = 3b.

Doble producto de las rafces:2(2a") (3b)=12a"b,
Respuesta: (2a*+ 3b)?,
3) Factorizar: 25- 130y2+ 169y‘.

Términos con raiz exacta: v 25 = 5; 169y" = 13y2.
Doble producto de las rafces:2(5) (13y2)= 130y2. '
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Respuesta: (5- 13y2)5
4) Factorizar: 4a®+9p™"*. 12a"p*"!

Términos con raiz exacta:vaa®® =2a%; Vop™d L aptt
Doble producto de las raices:2(2a") (3b™')=12a"p*"'.

Respuesta: (2a*- 3b*")?,
3.6 TRIMONIO DE SEGUNDO GRADO DE LA FORMA x2+bx+c.

Este caso de factorizacién se diferencia del anterior porque no
cumple con la regla del trinomio cuadrado perfecto, ya que por lo
general solo uno de los tres términos tiene raiz cuadrada exacta y
por lo tanto deberd buscarse una pareja de nimeros que cﬁmplan con
ciertas reglas: .

1’ Multiplicados deberdn dar " c ",

2° Sumados o restados debersn dar " b ",

SUGERENCIA: Se pdeden seguir estas reglas de los signos:

b c

+ + Ambos numeros seran positivos.

- + Ambos seran negativos.

+ - El mayor de los nimeros buscados es positivo.

- - El mayor de los nimeros buscados es negativo.

Ejemplos:
1) Factorizar: m°+ 50m + 225.

Raiz cuadrada del primer término :v m = m.

los signos de b y ¢ son; +, +, ambos términos son positivos.
. {45+5=50.
Pareja de nimeros que cumplen con la regla: 45y 5 45x5=225

Respuesta: (m + 45) (m + 5)

2) Factorizar: m°- 16mn- 36n®,

Raiz cuadrada del primer término :v m = m.

El orden de signos de b y c: -, -; entonces el mayor es negativo;
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-18n+ 2n=-16n.
Pareja de nimeros que cumplen con la regla: (-18n) (20) =-36n°.

Respuesta: (m - 18n) {m + 2n).

3) Factorizar: 32 - 4x - = - (%%t 4x - 32),

s : P . 2
Raiz cuadrada del primer término : v x" = x .

Orden de signos de b y c: +, -; de aqui se deduce que el mayor
es positivo.

-4 + 8 = 4,
Pareja de niimeros que cumplen con la regla: {(-4)(8) = -2

Respuesta:-(x - 4)(x + 8) = (4 - x) (8 + x).
3.7 TRINOMIO DE LA FORMA ax“+ bx+ c.

Al igual que el caso anterior, se presentan tres términos, los
cuales no cumplen con la regla del trinomio cuadrado perfecto, y
ademds por lo general s6lo hay un término con rafz cuadrada
exacta. )

Para este tipo de factorizacién se buscan 2 parejas de nlmeros
cuyos productos deben dar respectivamente a y c, y ademds cuyo
producto cruzado al sumarse o restarse debe dar " b ".

Ejemplo: '

1) Factorizar: 6x°+ 8x - 30
3 x 2= 6
Parejas que dan 6 y - 30 -5 x 6= -30

Productos cruzados: 3 x 6= 18

-5 x 2=-10
8
*3.1
Respuesta: (3x - 5) (2x + 6) o

2) Factorizar: 4n®+ 23n + 33,
4 X 1= 4

Parejas que dan 4 y 33 {11 X 3= 33
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Productos cruzados: 9 x 3= 12
11 x 1= 11

23
Respuesta: (4n + 11) (n + 3).

3) Factorizar: 20 - 7x - 6x° = -(6x° + 7x - 20)

3 x 2= 6
Parejas cuyos productos dan 6 y 20 {_4 x S=- 20

Productos cruzados: 3 x 5= 15

- 4 X 2= -8

Respuesta: -(3x - 4)(2x + 5) 7

Una respuesta alterna seria: (4 - 3x)(5 + 2x).

3.8

CUBO PERFECTO.

Para poder factorizar este caso deben tomarse en cuenta las

siguientes reglas:

10

Deberédn presentarse cuatro términos de los cuales dos de,
ellos tienen raiz cibica exacta, para lo cual se ordenan los
términos en forma ascendente 6 descendente de potencias
en relacién a una letra.

Los signos de los diferentes términos deberdn ser todos
positivos o alternados, comenzando con el poéitivo.

3" Los términos restantes deberén ser el triple producto del
cuadrado del primero por el segundo y en forma alterna, el
tercero debe ser el triple producto del primero por el
cuadrado del segundo,

Ejemplo:
) 27 3.3 27 4 5 9 5 7_ B 6 9
1) Factorizar: = XY - :Fy = XY o XY
3 27 13 3
Primer término con raiz cibica exacta: = XY o= Xy
9 -B 6, 9 2 2.3
Segundo término con raiz cibica: o XY = - 4 XY
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Triple del cuadrado del 1°por el 2°= 3(-:— xy) (- {—« 2y') =
9 2 2 2 2 3 27 45

Mg XY XY= - e Xy

Triple del 1° por el cuadrado del 2°= 3(—;'——xy) (- ——gwxzyg)z=
3 4 .46 9 5.7

Mg ) (5 XY )= — Xy .

Respuesta: ( ——:—- Xy - ——:— xzya)a. * ¥ 3.2

2) Factorizar: 216x'’ + 864 x“yﬁ + 1152 x"yIa + 512 ym.
3
Raiz clbica del primer término: 216x" = 6%,
3
Rafz clbica del cuarto término: v 512y“’ = 8y°.
Triple del cuadrado del 1°por el 2°= 3(6x4)2(8y6)=
3(36x°) (8y%) = 864x°y°.
Triple del 1° por el cuadrado del 2°= 3(6x‘) (8y°%)%=
3(6x") (64y'*) = 1152xy'?
Respuesta: ( 6x*+ ay6 ).

3.9 SUMA O RESTA DE POTENCIAS IGUALES.

Como casos especiales dentro de este tipo de factorizacién, se
encuentran la diferencia de cuadrados y, la suma o resta de cubos.
Para factorizar una diferencia de cuadrados, solo hay que extraer
la rafz cuadrada de ambos términos, escribirlos en orden dentro de
dos paréntesis colocando los signos + y - dentro de los mismos.
Ejemplos de diferencias de cuadrados

1) Factorizar: 9a' - 16b' =

Rafz cuadrada del primer término: v 9a* = 3a°.

Rafz cuadrada del segundo término: 16b* - 4b°.
Respuesta: (3a%+ 4b%) (33%- ap®).

2n 6

a
2) Factorizar.? vy
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a
Raiz cuadrada del primer término: /'“36 5

—

2n n
a

6 3
X X
Raiz cuadrada del segundo término: 144 = =73
a" xa a" x3
Respuesta: (= + —j3) (5 - —13).
3) Factorizar: 81x™! - 25m™%

2a+4

Raiz cuadrada del primer término: V/ 81x = 9%

Raiz cuadrada del segundo término:V 25m™% = sm™

a+2 3Ix~4 a+2 3x-4

‘Respuesta: (9% ° + 5m ) (9%x" 7 - Sm™ ).

3.10 SUMA O RESTA DE CUBOS PERFECTOS.

Este tipo de factorizacién se efectlia de la siguiente forma:

1°.- Se escriben dos paréntesis, en el primero se colocan las
raices cidbicas de ambog términos y en el segundo se escribe en
orden, el cuadrado del primer término, més 6 menos el producto de
ambos términos (dependiendo si se trata de suma 6 resta), més el
cuadrado del segundo término.
Nota: los signos eﬁ el segundo paréntesis se tomardn como sigue
Si se trata de suma de cubos los signos serén alternados
principiando con el signo positivo, y si se trata de una
diferencia de cubos, los signos dentro del segundo paréntesis
serén positivos. ‘
Ejemplos:
1) Factorizar: a® + 5121°.

, 3
Raiz cibica del primer término: Vv a® = a%

3
Raiz cbica del segundo término: v 512b° = 8b°.
Signos en el segundo paréntesis: alternados
Respuesta: (a%+ abs)(a4+ 8a’p’+ 64b6).
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2) Factorizar: (2a- b)’- 125,
3
Raiz cibica del primer término: v (2a- b)’ = 2a - b,

Raiz cibica del segundo término:J‘/ 1;; = 5.

Signos en el segundo paréntesis: Todos positivos

Respuesta: [(2a - b)- S} {(2a - b)%+ S(2a - b)+ 25]=
; {(2a - b - 5)(4a’~ dab + b+ 10a - 5b + 25)=

{2a - b -5) (4a° +10a -4ab -5b +b® +25).

3.11 SUMA O DIFERENCIA DE POTENCIAS IGUALES.

La suma o diferencia de potencias iguales se clasifican dentro de
cuatro casos generales:
Caso# 1.- a"+ b" nunca es divisible por a- b
Caso# 2.~ a"+ b" es divisible por a+ b siendo "n" impar
Caso# 3.- a"- b" es divisible por a+ b siendc "n" par
*  Caso# 4.~ a"- b" es divisible por a- b siendo "n" par o impar
Ejemplos:
1) Pactorizar: a'- b’.
' n = impar, y uno de ellos es negativo por lo tanto se
trata del Caso # 4
Signos en el segundo paréntesis: todos positivos.
Respuesta: (a- b) (a%+ a’b+ a'b?s a’p’+ ab's ab®+ bf).
2) Factorizar: x'+ 2187,
n= impar,y ambos son positivos por lo tanto se trata del
caso # 2
‘ Signos en el segundo paréntesis: alternados.
; Respuesta: (x+ 3) (x5 3x+ 9x'- 27’ B1x%- 243x+ 729).
j 3) Pactorizar: m’- 300625n°. '
n = par, y uno de ellos negativo, por lo tanto se trata

caso # 4. :

Signos en el segundo paréntesis: todos positivos.
Respuesta: (m - 5n) (m'+ Sn’n + 25mn°+ 125 m'n’+ 625m’n’

j + 3125m°n’+ 15628mn°+ 78125n).
L Este ejemplo tambien puede resolverse de la siguiente manera 'y
i de esta forma se obtiene una respuesta alterna: ‘

i . Resolviéndolo como una diferencia de cuadrados:

1
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- 390625n"= (m' - 625n') (m'+ 625n).

El primer paréntesis se factoriza de la misma forma:
2 2 2 & k) 1
(m® - 25n%) (m" + 25n%) (m" + 625n7).

Terminando de factorizar el primer paréntesis la respuesta seria:

3.12

(m - 5n) (m + 5n) (m® + 25n°) (m' + 6250 .

EXAMEN DEL CAPITULO III.

Identifica y factoriza las expresiones siguientes:

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)
10)
11)

12)
13)
14)
15)
16)
17
18)
19)
20)
21)

40a - 12am + 15a°m - 32.
27x%4+ 216y3+ 324x2y2+ 162x4y.
-30x%+ 25+ 9x%.

55a°"+ 97a’+ 28.

729x%- 64y°.

45m+ 56%°- 7T2mx’- 35.

8x*™- 50x"+ 72,

am'n®- 32m'n’+ 6am’n’,

3% 6xy- 18x™y°,

27m’+ 8n’.

9 3, 2 27 3 6. 8 9
Tab'—grb' ab+-—-a—7-a.

L]

x4+ 96- 20x™.

5a‘mn- 35a°m’- 20am’n’+ 45a'n’,
x®- 64,

8a™+ 96a%b*+ 3842+ 51207,
a®+ 2a’- 48,

15a°- 9a®- 42,

9- 18m°- 36m+ 45m’.
25 b6y+ 9 aéx 15 aaxbay‘

49 16 14

6ax*- 6by- 3ay+ 12bx%,
6 4 3 2
mn+ 2lmn°+ 108,

*¥ 3,1 Nbétese que la primera pareja de nimeros: 3,2 se escr_iben"al‘
principio de cada psréntesis, y la segunda: -5,6 al final de los

mismos. .
¥ 3,2 El signo del paréntesis es negativo ya que el pdlinomio

tiene signos alternados.
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CAPITULO IV
4.1 FRACCIONES ALGEBRAICAS.

Muy posiblemente aste sea uno de los temas que wds causan
dificultad al estudiante ya que el manejo de fracciones o
quebrados desde su inicios en la primaria, le implican algo mis
que una simple mecanizacién.
En este capitulo se procurard abordar los temas con la mayor
sencillez posible, distribuyendo las operaciones con fracciones
algebraicas de la giguiente forma:

a) suma y resta.

b} multiplicacién,

c) divigién,

d) fracciones complejas.

4.2  SUMA Y RESTA.

Un proceso Gtil para la suma y resta de fracciones es la de
encontrar el minimo comin mdltiplo el cual se obtiene factorizando
cada uno de los denominadores de la fraccién, luego se forma un
producto usando cada uno de log factores primos diferentes dando a
cada factor primo el mayor exponente.
Se divide enseguida el MCM entre cada denominador y el resultado
se multiplica por el numerador de cada fraccién respectivamente;
luego se llevan acabo las operaciones indicadas en el numerador
y se reducen los términos semejantes que aparezcan en este de
ser posible se reduce la fraceién a su  minima expresién.
Ejemplos:

1} Sumar: 5 . -2 N 3

x°- 3x- 18 X% x- 12 x°- 10x+ 24
Factorizando los denominadores: (x-6) (x+3};(x-4) (x+3); {x-6) {x-4).
MCM= (x-6) (x+3) (x-4), Se divide éste MCM . entre cada

denominador y se multiplica el resultado por el numerador
quedando la expresién de la siguiente forma:
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5(x-4)- 2{x-6)+ 3(x+3) = 5x-20-2x+12+3x4+9
(x-6) (x+3) (x-4) - ~ (x-6) (x+3) (x-4)
Al simplificar los términos semejantes del numerador, queda la

expresion de la siguiente forma:

6x+1
Respuesta: FEERCTRRCTN
2 2
2) Sumar: ? 5 az- 3 S+ i
a - 25 (a+ 5) a“+ 5

Factorizando denominadores:(az- 5)(a2+5); (a2+5)(a?+5); (a2+5).
MCM: (a%+ 5)%(a®
y el resultado multiplicandolo por el numerador respectivo la

- 5), dividiendo el MCM entre cada denominador

expresidén resultante es:

(a®+ 5) (a%+ 5)- (a®- 5)(a®- 5)+ (a°+ 5)(a®~ &)
(a?+ 5)%(a®- 5)
a+ 10a®+ 25- a'+ 10a®- 25+ a*- 25 .
= > — , reduciendo términos
{(a“+ 5)“(a“- 5) )

at+ 20a%- 25

(a®+ 5)%(a’- s)
Nota: El denominador de la fraccién puede quedar como un

producto indicado, 6 bien pueden desarrollarse dichos productos,

en los ejercicios propuestos se pueden encontrar en las
respuestas ambas formas, siendo estas equivalentes, as{
la respuesta del ejemplo anterior quedaria de la siguiente forma:

~ a' + 20a%- 25

= .

a‘+ 5a° - 2548 - 125

En algunos casos se puede factorizar el numerador de la fraccién
con el objeto de simplificar la misma, en el ejemplo anterior esto
no es posible, por ln que la respuesta obtenida no va a variar,

4.3 MULTIPLICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

La multiplicacién de fracciones es m4s simple que la suma y resta,
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su Gnica dificultad radica en el hecho de que se tienen que
o

factorizar todos los numeradores y denominadores de las fracciones
y luego ir simplificando términog del numerador con los
correspondientes del denominador y al final llevar a cabo los

productos indicados.

Ejemplos:
5a° 2a + 12 6a’- 6
1) Simplificar: S x A 5 X 3
a“- 36 1%a° + 15a 32" +3a +3
2
Factorizando: 33 x 2§a t6) 6(a-1)5a *atl)
(a-6) (a+6) 15a" {a +1) I{a“+a+l)

Reduciendo términos semejantes del numerador y denominador

4a - 4 4a - 4
Respuesta= = _
Jala- 6){a+ 1) 3a°- 154 - 18a
2} Simplificar
ga’ a'v 125a a'- 27a 1
3 2 2 . *3 2 X 5 3
a~- sa+ 2%a a ~ la- 40 a’+ 3a’+ 9a 12a™- 108a

Nota: Se deben de aplicar los casos de factorizacién estudiados en
el capitulo anterior para poder simplificar las fracciones

Factorizando:
ga’ X a(a+5)(az-Sa+25)x a(a-3)(az+3a+9)x 1
a{a’-5a+25) {a+5) {a-8) a(a®+3a+9) 12a°(a+3) (a-3)

Reduciendo términos semejantes del numerador y denominador.

.

_ 2
" 3afa - 8){a + 3}

Respuesta: 2 .
3a’- 15a% 72a

4.4 DIVISION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS.

La divisién de fracciones algebrdicas es un proceso. muy gimilar al
de la multiplicacién, solo que después de haber llevado a cabo la
factorizacién de los numeradores y denominadores de las diferentes
fracciones se invierte el divisor y se convierte al £inal en:una
multiplicacién de fracciones.
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Ejemplos:
1) Simplificar:

_6x- 16%- 6 - Bx’- 216 .

15%%- 7x - 4 " 25%%- 16

Factorizando:

(2x - 6) 3% + 1) - (2% - 6) (4X7+ 12x + 36)
(5% - 4) (3x + 1) " (5% - 4) (5% + 4)

Se invierte el divisor:

(2x - 6) (3x + 1) X (5% - 4) (5x + 4) -

(5% - 4) (3x + 1)  (2x - 6) (4x°+ 12x + 36)

Simplificando términos semejantes en el numerador

denominador.
5% + 4

Respuesta: 3
4x"+ 12x + 36

4.5 FRACCIONES COMPLEJAS.

el

Una fraccién compleja es aquella en la que en el numerador y en el

denominador aparecen fracciones mixtas, simples o ambas,
caso las fracciones complejas se reducen a una divisién,

en todo

Para resolverlas simplemente se reducen tanto el numerador como el

‘denominador a fracciones simples y luego se dividen.
Ejemplos:
1) Simplificar:

+

+
B 5

a c
T+T+T—3

Primer paso: Se saca factor comin en el numerador y en el

denominador y se simplifica.
pgr — agr+ pgr — bpr + pgr -~ cpq
pqr =
agr + bpr + cpg — 3pgr )
par

44



ipqr — aqr — bpr - cpq

pqr =
aqr_+ bpr + cpq - 3pqr

pqr

Efectuando la divisién y cambiando el signo en el denominador:

pgrl 3pqr — aqr — bpr — cpq) . -1
—-par{ 3pqr ~ aqr — bpr -~ cpq)

2) Simplificar:

N - > (A)
:M+y+1 )
y + 2 » (B}
y—~5

Se simplifica primero la parte (A} sacando el factor comin de
la fraccién superior y factorizando esta queda:

v~ 6y+ 8— 22+ 1ly v: + By- 14 (y+ 7} ly — 2)
y + 1 y + 17 y + 1

(y+ iy -2 _, .

y =2y +7) )

Enseguida se simplifica la parte (B) de la misma forma que la
anterior obteniendose la siguiente expresién:

—~6y— 12+ y°+ 3y+ 2 Y- 3y- 10 (y = 5) (y+2)
B - y + 2 y +2 = y +2
= Y -5 Yy->5 —Y -5
1

ly = 5) ly + 2)
(y + 21 (y - 5}

= 1,

Por dltimo se dividen los resultados obtenidos en A y en B:
Respuesta: —%— =1,
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4.6 BXAMEN DEl CARITULO IV
Efectda cada una de las siguientes operaciones:

1) 3 6 6x
2X -6 2% + 6 2%x7— 18

2) 15m* + 20n° _ 40m°n? - 20n® - 15m°
60n° — 45m° gon'~ 45m’ gom® + 120n°

3 X -5 _3x 45
3x + 5 Ix - 8§

5) 21--5:: _ 23-—12!: . 23t+2
t“+ 4t —~ 5 3t -9t + 6 t" + 3t - 10

2 2 3

5) 25): % xz + X — 6 x 3x -227
x" —~ 4 25x°+ 75x% + 225 X"= 5x° +6%

6) 1 12x%-18-3me2mx  Bx'—=40x°+200x° x° + 3x ~ 10 x + 5 .
6x*- ox® x* - 125 x® - 25 mx-2m +6x-12 8
6ax2+3bx—16a>é—8b - 4ax® + 4abx + b°

7} - [ 33 3 .(3x-8)].

4% + 9 4a°x’- b

8) 24m° - 19m — 35 - 48m® — 38m° ~ 70m

18m® + 18m - 20  °  36ém° — 48m + 16
5y _ 5%

9) 6X + by 6xX — 6y
10x + 10y _ _ 10x
18y ~ 18x 18y

_ 18 . 3
10) 4a” + 4a - 24 4 .
: s, ~135
4 4a%+ 8a -32
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APENDICE 1

RESPUESTAS DE LOS EXAMENES DE CADA CAPITULO.

CAPITULO I
a5 b) -3 - 32 ©a 2%231 el
2
11) a) 1 b) 1- x-2 2%~ xtzl- h .
. [(x+n)“+ 1) (x4 1)
\/x +h + \/ X

c) 3ax®+ 3axh + ah®+ 2bx + bh + c,

a) ad - bc
fc{x+ h}+ 4] (cx+ 4)

e) 4x°+ 6x’h - 9x° + 4xh®- 9xh - 12x - 6h - 3h%+ n’,

CAPITULO II

1) 42”2 42" 27,
2) 216m°p°- 216m®b%+ 72mb’- 8mh’.
! 3) 9x’- ay'.
f 4) m'+ 3m’- 40, ,
f 2 2
! n m 3m 3n 41 .
; 5) =5 + —5 + + +
| m n 2n am 16
: 6) 64m™- 25a'm’.
9 4 2 22, 100n°

7) FE~ mn- 4m'm"+ -5

8) x*y™- 205y’ + 96,

5 9) p®~ 6p°+ 21p'- 52p°+ 84p*- 96p + 64.
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10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)
9)

49p° _ 360",

64 25m°
6 , s
278 3 %n? 2aft- 64b .
512 16 9 729
16a'"™- 8a®™n + n?.
6ax’+ 144x'y*+ 108x°y'+ 27xy°.
6 3
-—-}-{E + 21X + 54,
Y Y

L}

3 161

9 4
35 Y " B Yt TEp

2 1
Yoy
4 134 3

+
a 9 a

CAPITULO III

9

64

+ 4a°- 64a + 64,

(3x-2y) (243x5+162x“y+108x3y2+72x2y3+4 Bxy‘+32y5) .

25a%p%+ 30a'b’c+ 9a’bict.
x®2 15x®7y 54,

25 6 5 [ 559
B1 %" 5T @ TTad
8- 25m°n®,
125x%- 225x° Vy + 13582 WV ¥ - 27y,
(3am + 8) (5a - 4).

( 3%+ 6y )2,

(3x>- 5)%,

(5a%+ 7) (11a"+ 4).

(5 - 8x)(9m - 7).

{ 2x"- 8) (4x"- 9),
(2m2n~ anz)z.

313 (0 2y- 6xPyY) .
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10)
11)
12)

13)
14)
15)
16}
17)
18)
19)
20)
21)

1) -

2)

3) -

4)

5)

6)

8)

9)

10) ~ a

(3Im+ 2n) (9m'~ ém’n + 4n?) .
2 3 3 3
(5-a - = b

( x®- 8 )( x™ 12).

5a(amn- 7a’m’- 4m’n’+ 9a3113).
(x™- 8) (x™+ 8).

(2a"+ 8b%)°,

(a’- 6) (a’+ 8).

(3a’- 6) (5a°+ 7).

9(1- 2m’- 4m’+ 5m’).

('%" a¥. __3___ bay)z_

(2x*- y) (3a + 6b).
(m’n?+ 12) (m’n’+ 9).

CAPITULO IV

9 . !
2x + 6

4n® + In°.

24n- 18m 2
60x .
2
9x% - 25

2t? 4+ 29t -~ 9

x4 3x . . ‘ '

3x" - 15x
2ax — b .

m -2 .

£ + 26 — 13t + 10

5% - 20

1
2

4x + 9

3m2 + 5m

3y .
2X + 2y
? 4+ 4a
5a% + 20a + 15
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APENDICE 2
DESCRIPCION DE ALGUNAS TECNICAS DE ENSENANZA - APRENDIZAJE.

Interrogatorio Dirigido.

(Por el profesor o por alumnos)

Consiste en formular al grupo una serie de preguntas cuyas
respuestas costituyen lo esencial del tema que se va a tratar.

Comentario abierto y alterno.

El profesor sefiala bibliografia especifica para el tema que se
va a tratar. En el comentaric abilerto y en el alterno los
alumnos comentan (organizados en corrillos o libremente) sobre
el tema.

En el abierto el profesor interviene s&6lo hasta el final
cuando se exponen las conclusiones. :

En el alterno el profesor interviene durante el comentario.

Panel. .
Un equipo de alumnos que previamente ha preparado el tema

discute un tema en forma de di&logo o conversacién frente al
grupo. El grupo formula preguntas al equipo.

Phillips 6’6,

Un grupo grande se divide en subgrupos de seis personas, para
digcutir durante seis minutos el tema y llegar a una
conclusidén., De los informes de todos los subgrupos se extraen
las conclusiones generales.

Debate Dirigido.

Un grupo reducido, que ha preparado un tema con anticipacién,
discute un tema.

Debe nombrarse un moderador que dirija la discusién (puede. ser

el profesor o un alumno). ' -
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Lluvia de Ideas.

El grupo debe conocer previamente el tema que se va a
tratar, con el fin de informarse y de pensar sobre el. En la
realizacién se nombra un director del grupo para que precise
el problema por tratar y la normas minimas a sequir. El
director serd también moderador. Este hace un resumen al final
de estas ideas aportadas.(Es conveniente usar grabadora).

Reja.

Se divide al grupo en subgrupos cuyos miembros se enumeran: 1,
2, 3, etc...

Después de obtener conclusiones se reorganizan grupos formados
ahora por: los nimeros 1, los ndmeros 2, etc...para
intercambiar las ideas obtenidas en los primeros subgrupos.
Esta técnica es recomendable en la resolucidén de problemas
porque durante Phillips 6'6, cada borrillo resolverd un
problema, durante la reja todo el grupo se enterard de el
total de problemas resueltos por todos los corrillos,

Corrillos Organizados Para Participar en Actividad de Plan
Sucesivo. ‘

La solucién de cada problema estd a cargo de un corrillo cuyos
participantes se revelan en la solucién (El maestro seflala a
su libre arbitrio al relevo para que contine en la solucidn
en un momento dado).

51



APENDICE 3

LISTA DE GRAFICAS.

a) CGrédfica de Linea Recta.

b) Grafica de una Parébola,

¢) Gradfica de una Funcién Discontinua.

d) Grdficas Exponenciales y Logaritmicas.
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GRAFICA # 1: LINEA RECTA

Y = f(x) = 3x-3

£S

.- Larectainterceptaen-3 alejey, y en 1 al egje x..



GRAFICA #2: PARABOLA

y =x"2-1

20

4%

e ‘,La}curi\,/ainter‘cepta alejexen-1y1.



3]

GRAFICA #3: FUNCION DISCONTINUA

Yy = X2/ (x*2-4)

Las AS!NTOTAS'SE PRESENTANEN X=2, Y X =-2



e

GRAFICAS #4 y #5:

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

-

y =log3x x=3"

y = 3%x

30;

25
20

15

9g

10

2 4 6

8

10 12 14 16 18 20 22 24 26

X

LA GRAFICA PUNTEADA REPRESENTA UNA FUNCION EXPONENCIAL Y LA OTRA A UNA FUNCION LOGARITMICA.




APENDICE 4

SISTEMA DE MATEMATICAS
FECHA:23 / 09 / 95

SET TALK OFF

SET STATUS OFF

SET SCOREBOARD OFF

DO WHILE .T.

MENU DE INICIALIZACION

OPTKEYS = "ABCDS"

NUMOPTS = 5

OLDCHOICE = 0

NEWCHOICE = 1

KEY = 0

Up = 5

DOWN = 24

RIGHT = 4

LEFT = 19

CAR_RET = 13

SET COLOR TO +W/EG

CLEAR

SET COLOR TO +W/B

@ 00, 00 TO 24,79 DOUBLE

@ 02, 15 SAY " MENU GENERAL DE MATEMATICAS"
@ 03, 29 SAY " MANUEL RAMOS"

@ 06, 02 CLEAR TO 17,49

SET COLOR TO +W/B

@ 07, 53 CLEAR TO 13,76 .

07, 65 SAY " |«

08, 54 SAY " |

09, 65 SAY "|v
10, 53 SAY " | "
11, 65 SAY "]

12, 54 SAY * [

13, 65 SAY "|*

08, 54 SAY CDOW (DATE())

08, 67 SAY DAY (DATE())

12, 54 SAY CMONTH (DATE())

12, 67 SAY YEAR (DATE())

SET COLOR TO +W/N

@ 08, 77 CLEAR TO 14,77

SET COLOR TO +W/B

OO O

@ 07, 05 SAY * [ A ] VALOR NUMERICO Y FUNCIONESY
@ 09, 05 SAY * [ B ] PRODUCTOS NOTABLESH*

® 11, 05 SAY " [ C ] FACTORIZACION"

@ 13, 05 SAY " [ D] FRACCIONES ALGEBRAICAS®

@ 15, 05 SAY " { S ] SALIDA DEL SISTEMA®

SET COLOR TO +W/N

@ 14, 54 Say ¢ "

SET COLOR TO +W/N

@ 18, 04 SAY " "4SPACE (47)+" "

SET COLOR TO:

+W/B
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@ 12, 67 SAY
SET COLOR TO

YEAR (DATE())

@ 08, 77 CLEAR TO 14,77

SET COLOR TO
@ 07, 05 SAY
@ 09, 05 SAY
@ 11, 05 SAY
@ 13, 05 SAY
@ 15,.05 SAY
SET COLOR TO
@ 14, 54 SAY
SET COLOR TO
@ 18, 04 SAY
SET COLOR TO

+W/N

+W/B

“ [ A ] VALOR NUMERICO Y FUNCIONES"
" [ B ] PRODUCTOS NOTABLES"

" [ ¢ ] FACTORIZACION"

" { D ] FRACCIONES ALGEBRAICAS"
" { 8§ ] SALIDA DEL SISTEMA"
+W/N

" n
+W/N

" " LSPACE(47)+" "

+W/B

@ 20, 12 CLEAR TO 24,67
@ 20, 12 TO 24,67

@ 21, 14 SAY " SELECCIONE LA OPCION ILUMINADA Y TECLE ENTER"
DO WHILE .T.

DO WHILE .T. !

IF OLDCHOICE <>NEWCHOICE

DO CASE ,

CASE NEWCHOICE'=1

SET COLOR TO +W/BG

@ 07, 05 SAY " [ A ) VALOR NUMERICO Y FUNCIONES"

CASE NEW CHOICE =2

SET COLOR TO
@ 09, 05 SAY

+W/BG
" [ B ] PRODUCTOS NOTABLES"

CASE NEWCHOICE =3

SET COLOR TO
@ 11, 05 SAY

+W/BG
" [ C ] FACTORIZACION"

CASE NEWCHOICE =4

SET COLOR TO
@ 13, 05 SAY

+W/BG
"D FRACCIONES ALGEBRAICAS"

CASE NEWCHOICE =5

SET COLOR TO
@ 15, 05 SAY
ENDCASE

+W/BG
" [ 8§ ) SALIDA DEL SISTEMA"

OLDCHOICE=NEWCHOICE

ENDIF

IF KEY=CAR_RET .OR. AT (UPPER(CHR(KEY)), OPTKEYS) >0 -

SET COLOR TO +W/BG

EXIT
ENDIF

KEY =INKEY ()

DO WHILE KEY= 0
@ 24, 70 SAY TIME ()

KEY=INKEY ()
ENDDO
DO CASE
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- e TA VIR
g B Lk BBLITLLY

CASE KEY =DOWN ,OR. KEY =RIGHT {glu@; [ i

NEWCHOICE = IIF (OLDCHOICE= NUMOPTS, 1, OLDCHOICE+1)

CASE KEY = UP .OR. KEY = LEFT

NEWCHOICE = IIF(OLDCHOICE=1, NUMOPTS, OLDCHOICE-1)

CASE AT (UPPER(CHR(KEY)), OPTKEYS) > 0

NEWCHOICE = AT (UPPER(CHR(KEY00, OPTKEYS)

ENDCASE

IF OLDCHOICE<>NEWCHOICE

DO CASE

CASE OLDCHOICE = 1

SET COLOR TO +W/B

@ 07, 05 SAY " [ A ] VALOR NUMERICO Y FUNCIONES"

CASE OLDCHOICE = 2

SET COLOR TO +W/B

@ 09, 05 SAY " [ B ] PRODUCTOS NOTABLES"

CASE OLDCHOICE = 3

SET COLOR TO +W/B

@ 11, 05 SAY " [ C ] FACTORIZACION"

CASE OLDCHOICE = 4

SET COLOR TO +W/B

@ 13, 05 SAY " [ D ) FRACCIONES ALGEBRAICAS"
CASE OLDCHOICE = 5

SET COLOR TO +W/B

@ 15, 05 SAY " [ S ] SALIDA DEL SISTEMA"
ENDCASE

ENDIF

ENDDO

DO CASE -

CASE NEWCHOICE = 1

DO SBMATE

EXIT

CASE NWECHOICE
DO SBIMATE
EXIT

CASE NEWCHOICE
DO SB2MATE
EXIT

CASE NEWCHOICE
DO SB3MATE
EXIT

CASE NEWCHOICE
DO SALIDA
CLEAR

ENDCASE
OLDCHOICE =0
KEY =0

ENDDO

LOOP

ENDDO

u
8N

u
[#5)

u
-3

u
[§2]
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b)

c)

d)

e)

£)

g)

1970, 224 p.
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