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INTRODUCCION 

Las variedades consideradas en el presente trabajo son exclusivamente 
"variedadea analftic:aa reale1". Estás son definidas en til Capítulo l. Y 
H demue1tra el Teorema de la equivalencia de la noción de variedad de C. 
Chevalley·- H. Whitney, el C!lal se demue1tra unicamente para variedade1 
diferenciables. 

En la primera sección del ·segundo capítulo se define la noción de función 
analítica real y se obtienen algunos resultados importantes y en la 1egunda 
sección se obtienen · re1ultados utilizando variedades analíticas rei.les, las 
cuales están dadas bajo el concepto de C. Chevalley . Loa resultados 
q~e áparecen en el Capítulo 2, son los que nos ayudanm a desarrollar los 
1iguientea dos capítulos. 

En el Capítulo 3, se define la noción de un espacio tangente a una va
riedad dada abstractamente, para todo mapeo analítico • de una variedad 
V iobre. una vari~dad _W , esta asociada a un mapeo diferencial clt que 
mapea ál espacio tangente a la variedad V : T,, V en el espacio tangente a 
la. variedad W : -W.. Las diferenciales de una función son consideradas 
como un caso espec1ál de estos mapeos diferenciales. 

En el Capítulo 4, se define la noción de un campo vectorial, el cual ata 
definido como una ley que asigna a cada punto p de la variedad V un vector 
tangente a este punto: Xp ¡ enseguida se define la "operación corchete" 
o "operación paréntesis" de Lie, para campos vectoriales y se discute el 
efecto de esta operación de mapeo. 
Agradecimiento1: 

Deseo agradecer al Dr. Félix Recillaa Juárez , director de tesis, la 
ayuda y la. atención que me presto durante el desarrollo del presente traba.jo 
de tesis. 



Capítulo 1 

La Equivalencia de Variedad 
de W- C. 

Ob1ervación 1.0.1 Denotaremos con /Rm JI mn a los espacios euclidea
nos de dimenai6n m JI n respectioomente. Sea U un su6conjunto a6ierto de 
/Rm: U e /Rm JI sea V un su6conjunto a6ierto de JRn: V e mn JI sea v> 
una aplicaci6n de U en V: 

v>:U-+V 

definida por la correspondencia 

Si denotamos con z = (zi, Z3, ••• ,:i:m), entonces todo punto q E U se 
puede e:i:presar como: 

q = (:i:¡(q),:i:i(q), ... ,zm(q)) 

de tal suerte que si v>( q) E V, entonces 

Jli(v>(q)) = v>;(z1(q),:i:i(q), .•. ,:i:m(q)) (1 ~ i ~ n). 

Se dirá que la aplicación v> es diferenciable si las coordenadas y¡ (1 ~ i ~ n) 
son funciones diferenciables de las coordenadas z; (1 ~ j ~ m): 

(1 ~ i ~ n). 

1 



2 CAPíTULO l. LA EQUWALENCIA DE VARIEDAD DE W • C . 

. Si cp .u un Aomeom,,r/ilmo de U •obn: V JI •i • u lo aplicación in ver~ de 
V.•obn: U.' Entonce•, cp JI t atarán definida. por loa funciona CÓnlinfµu 
'{Ji JI•¡: . 

Jli = cp¡(Zh Z3, •. .,:r,,.) 

z¡ = '1(J111Jl21•••1JI•) ., 

(1 Si S n) 

(1 Si S ~) 
Si wamo. lo notación :r = (z11 :r21 ... ,z,,.) entonce•, loa ecuacionu 

prr«denle• H e~aon como 

ri = ~¡(z) con· z E U 

·zj=9¡(JI) con rEV 

(1 Si S n) 

(1 Si S m) 

Se dirá 9ue lo oplicaci6n cp e• onolltica en el punto p E U de coordenada 
:r¡(p) p Si S m): · 

P = (:r1(p),:r2(p), ... ,z,,.(p)) 

1i eziate una vecindad V del punto p JI n aeriea de polenciaa 
' ' P; (1 Si S n) 

en m varia61u rea/ea tolea 9ue: 

J1¡(rp(9)) = P;(z1(9) - :r1(p),z2(9)- z2(p), ... ,zm(9) - z,,.(p)) 

(1 s j s n) poro todo 9 e v. 
En otraa palo6raa, lo aplicación cp ea onalltioa en el punto p E U ai la1 
coordenodaa Jli (1 S i S n) se pueden ezpn:1ar como serie de potenciaa en: 

converyente en alguna vecindad del punto p E U. Se dirá 9ue la aplioación 
cp. ea analítica aobn: U, si cp e1 analítioa en todo punto p e U. 

Definición 1.0.1 Sea T un espacio topolólogico Hau1dorJJ. Por una carta 
abierta sobre el espacio T con dominio U, se entenderá una pareja 

(U,t/I) 

donde: U es un subconjunto a6ierto del espacio T: U e T JI t/I e1 un 
homeomorfismo de u sobre un subconjunto abierto de mn: 



/ 
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Deftnlción 1.0.2 Sea T un eapacio topológico Hauadorlf. Por una eatruc
tura diferencial de dimenaión n aobre el upacio T, ae entenderá una fa· 
milia de mrtaa abiertaa 

• = { (Uo,tf>o)}oEA 

aobN el upacio topolólogico T, tal que, t/>0 (U0 ) ea un .ubconjunto a6ierlo 
de B": 

t/>a(Ua) e IR" para toda a E A 

¡,,tu/aciendo laa aiguientu condicionu: 

W1) El conjunto de dominio• 

de laa mrtaa abiertaa aobre el eapacio T de la familia • u una cubierta 
a6ierlo del upacio T: 

T= LJ Ua. 
o EA 

W11) Para todo par .de cart111 abiert111 aobre el eapacio topológico T: 
(U .. , t/>a), (Up, t/>p) E •· La aplicación: 

t/>a o t/>p1 
: t/>p(Ua n U/J) -+ t/>a(Ua n Up) 

ea una aplimción diferenciable. 

W111) La familia de cartas abiertas sobre el espacio topológico T: 

ea una familia mázima de cartas abiertas sobre el espacio topológico 
T que satisfacen las condiciones W1) JI W11 ). 

Deftnición 1.0.3 Una variedad diferenciable V de dimensión n es un 
espacio topológico Hausdorf! dotado de una estructura diferencial 

de dimensión n. 

Observación 1.0.2 Si V es una variedad diferenciable de dimensión n, una 
carta local o sistema local de coordenadas será por definición una pareja 



4 CAPITULO l. LA EQUIVALENCIA DE VARIEDAD DE W - e;' 

Si p ~.un punto del conjunto abierto Ua: p E Ua JI ai · 
' ,, : 1' 

l/>o(P) = (z1(p),z2(p), ... ,z,.(p)) E IR" 

entonce•, el conjunto U,,, ae le llamará la vecindad cúbica del punto p JI '°' númem rmlea 
(z1(p),z2(p), •.• ,z,.(p)) 

ion llamado• coordenadu locales del punto pe U,,,. El mapeo: 

~:U,.-B" 

dejinitlo por la correapondencia . 

. f i-+ lf>,,,(9) = (z1(f),z2(9), ..• ,z,.(9)) 

et uiualmente denotado por el 1{m'1olo: 

Obarvación 1.0.3 Ea pnicticamente impoaible .obtener por conatrucci6n 
una familia mázima de cartas abiertas que aatiafagan loa condicione• Wr) 
JI W11) de la Definición 1.0.t. Sin em'1orvo, esta dificultad ae elimina por 
medio de la aiguiente Propoaici6n, pueato que la miama demue1tra que la 
coricliéión Wm) no es esencial en la definición del concepto de variedad. 

Propo1icibn 1.0.1 Sea T un eapocio topol6gico Hawdor!J JI sea 

• = {(Va, 1/Ja)}aEA 

una familia de curtas abiertas sobre el espacio T, tal que, 1/Ja(Va) es un 
aufla>njunto de IR": 

1/J0 (V0 ) e IR" para toda a E A 

aatia/aciendo las condiciones siguientes: 

l) El conjunto de dominios {Va}oEA de las cartas abiertas sobre el espacio 
topol6gicci T de la familia 11 es una cubierta abierta del espacio topo
lógico T: 

T= LJVa 
o EA 



ii) Para todo por de corta abierta aob~ el espacio topológico T: 
(V0 , tPo), (V¡s, t/J¡s) e ~. La aplicación: 

,¡, .. o t/J'i1
: t/Jp(V .. n v11>- t/J .. (v .. n Vp) 

e1 una aplicoci6n di/e~nciable. 

Entonc:u, ezilte una e1tructura dif~nciol dnico: 

•= {(Uo,tf>o)}oEA 

106~ el eapocio topol6gioo T, tal que: 

5 

Demoatracldn. Si (U,t/>) y (V,t/J) aon doa cartu abiertas sobre el espacio 
topológico T con t/>(U) y t/J(V) aubconjuntoe abiertoa de IR", tales que, la 
aplicación: 

tf>ot/J-1 : t/J(U nv)- t/>(Un V) 

es una aplicación difer~nciable, diremos que (U, t/>) y (V, t/J) esté diferencia
blemente relacionados y se denotará con el símbolo: 

(U,t/>),.., (V,,P) 

si pes UD punto de la intersección un V:p e un V y si la aplicación: 

tf>ot/J-l: ,P(UnV)-1/>(UnV) 

es una aplicación diferenciable en el punto lf>(p) e lR"; diremos que (U,q,) 
y (V, t/J) esté diferenciablemente relacionadas en el punto lf>(p) e IR", lo 
cual lo denotaremos con el símbolo º 

(U,l/>);(V,t/J) 

es inmediato que está relación ",..," es una relación de equivalencia, es decir 

" a) (U,cp),.., (U,cp). 

b) Si (U,cp) ..... (V,t/J) ~ (V,,P),.., (U,cp). 

e) Si (U,cp),.., (V,,P) y (V,t/I) ..... (W,6) ~ (U,cp)"' (W,6). 
donde (U,cp), (V,.,P), (W,6) son cartas abiertas sobre el espacio to
pológico T. 
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Eatablecidu utu conalder&don• procederemOI con la dem01traél6n de 
la Propolici6n, para tal fin; ..... la f&milla de canu abiertu (U, cp) ·. IObre 
el e1pacio .7', tal• que · 

(U,rp),.,, (U • .,cp .. ) parca taclca (U0 ,cp .. ) E 9. 

Se alrma ·que la familia • pOHll lu •propiedad• deuadu. En efecto, 
coulderemOI dOI elemental de la famllla •: 

(U,cp) , (V,•) E • 

enteramente arbitrarios, y sea p un punto fijo pero arbitrario de la inter· 
HCci6n un V: pe un v. Como •• Ull& utructura diferencial IObre el 
•p&do T exiate una carta abierta: 

(U ero, c/lcro) e 9 

tal que 
pe u .. 0 => pe unu ... 

y como por definición 

en particular 

analogamente obtenemoa 

cv. "1> ;cu .... c1> ... > 
.;. 

Ademú como por hipótesis 9 es una estructura diferencial riobre el'u
pacio T para toda carta abierta (U0 ,cf>0 ) e•, obtenemoe 

(Ua,,cf>,.)"' (Up,rpp) para toda (U11,rp11) e• 
lo cual implica (U0 ,</> .. ) et , es decir 

esta relación a su vez implica que 

r = u u,,, para toda (U>.,cf>>.) e •. 
>.e A 



TOdo esto demuestra que la familia • es una estructura diferencial máxi 
ma sobre el espacio T. Y así la condición i) está demostrada. Finalmente 
1i +' es otra estructura diferencial má.xima, tal que 

Esta relaci6n, de acuerdo con el concepto de estructura diferencial, lm 
plica que toda carta abierta (U,ip) e+', es tal que · 

(U,ip)-(U .. ,~ .. ) paratoda (U .. ,~ .. )e• 

por con1igulente 

lo cual significa 

1) •'e•. 
(U,~) e• 

y como por hipótesis •' es una estructura diferencial máxima se obtiene q 

2) •' ::>+. 
Por tanto, 1) y 2) implican que 

y así la unicidad de la estructura • está. demostrada y con ésta se termi a 
la demostración de la Proposición 1.0.1. • 

De&nición 1.0.4 Sea V una variedad di/erenciable. Por una función d -
ferenciable f en un punto p de la vecindad V: p e V, se entenderá u a 
/unción definida en todos los puntos de alguna vecindad del punto p de a 
variedad V: p E V 1J di/erenciable en el punto p E V. 

De&nición 1.0.5 Sean V 1J W variedades de dimensión m IJ n respec i-
vamente y sea: 

/ :V->W 

definida por la correspondencia 

p ...... /(p) 

un mapeo definido en una vecindad de un punto p de la variedad V: p E ' . 
S. dfrd"" lo fundón' / " dl-n<lable <n <I p_•nlo p E V, ri ur 
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una carta a6ierüa (U, ti>) en el punto p de la variedad V: p e V 11 una carta 
a6ierta (V, !/J) en el punto /(p): /(p) e W, tal que, la /unción: 

F = !/Jo/ o i1>-1 
: il>(U)-+ !/J(V) 

e. difere~c~6le en el pu~to il>(p) e B;.. Donde: ti>( U) e JRR 11 l/J(V) e m.m. 
Detlniclón 1.0.e Sea 'T un eapacio top6logic0 éone:i:o. Si a todo punto p del 
eapacio 'T: p E 'T ae le oaigna una familia F(p) de funcione• realea dejinidaa 
en el entamo dél punto p e 'T: 

; ..... F(p) para toda pe 'T. 

Se dirá que •e tiene definida una variedad V, ai ae aatia/acen loa 1i
guiente1 uiomaa: 

C1) 7bda funci6n / de la familia F(p): /e F(p) eatd definida en alguna 
vecindad V del punto p e 'T: 

/:V-+JR. 

definida por la corTe1pondencia 

,, t-+ /(p) 

vecindad que puede depender de la funci6n /: 

V= V(/). 

1;/· '• 

C11) Si / ea una funci6n definida 1obre la variedad V 11 si /t,/2, ... ,/m 
son /unciones que pertenecen a la claae F(p), tal que, la funci6n / 
depende analíticamente de loa /unciones /t, h, ... , /m en el entomo 
del punto ,, e T. Entonces, la /unci6n I pertenece a la familia de 
/unciones F(p): /E F(p). Es decir 

¡ .... /i.h, .. .,/m con /¡,/2, ... ,/m E F(p) ~ /E F(p). 
' p 

C111) Existe un conjunto finito ordenado (:i:¡, :i:2, ••• ,:i:n) de /unciones de la 
familia F(p): 

:i:1, 2:3, ••• , Zn E F(p) 

!/ una vecindad V del punto p E 'T !/ un número real a > O que satis
facen las siguientes condiciones: 



9 

i) TodGI laa funcionu zi. z2, ... , Zn e1fcÍn dejinidaa en lo vecindad V: 

:r:¡:V-B 

de/inülu por Ja carrupondencia 

pana (1 S i S n). 

ll) Si r. = {z e E" 1 1 z¡ -z;(p) I< a para (1 S i S n)}. La opli
mción: 

cp:V-R" 

definida por la corre1pondencia 

q ..... cp(q) = {z1(q), z2(q), .•. ,zn(q)) 

mapea homeomorficamente a la vecindad V 1ob~ el cubo r: de centro: 

tp(p) = (z1(p), z2(p), ... , Zn(p)). 

iii)a) Para todo punto q E V las /unciones :i:1,z2, •.• 1 zn pertenecen a la 
clase de /unciones .1'( q): 

iii)b) Para todo punto q E V toda /unción J de la familia .1'(q): f E .1'(q) 
depende analíticamente de las /unciones :i:1,z2, ••• ,zn en el entamo del 
punto q E V: 

donde: al espacio T se le llama el espacio topológico subyacente a la va
riedad V. Y a la familia .1'(p) se le llama la clase de funciones anaHticas 
sobre la variedad V en el pun!o p E V. 



10 CAPITULO l. LA EQUIVALENCIA ·DE VARIEDAD DE W • C. 

Teorema 1.0.1 1 La noción de variedad de Claude Chevalley ea equillG· 
lente a la.noción de t1ariedad de H. Whltney. 

Demoatrac16n. Supongamoa que la conclici6n 1e satisface. Por hip6tU11, 
par& todo punto p E V exi1te' un 1i1tem& de coordenadu: 

tp: ({z¡,z3,. . .,zn}, V,a) 

y 11 definimos la pareja 
(Ua,!Pa) 

donde U0 = V y 'Po = V> • Se obtiene una Camilla de c&rtu abiertu 

• = {(Uo,lfJo)}oEA 

definidu 10bre el e1pacio topológico T, tal que 

V>o(Uo) e /Rn para todo a E A. 

El evidente que está familia de cartu abiertu ea una cubierta abierta 
del e1pacio topológico T: 

r= LJuº 
a EA 

y ul la conclici6n W1) está verificada. 
Finalmente, se afirma que 1i (Ua,V'a) y (U11,vi11) son dos cartas abiertu 

del mismo punto p E V, entonces, la aplicaclon: 

'Pa o V>i1 
: 'P/JCUa n Up) - 'PoCUo n Up) 

es un homeomorfismo. En efecto, supongamos que 

1) 'Po : ( {z¡, z2, .. .,zn}, Yo, a .. ) 

es un sistema. de coordenadas en el punto p E V y si también se considera 
el sistema de coordenadas 

2} V'fJ: ({y¡,J12, ... ,rm}, Vp,ap) 

y si se toma. en cuenta. el Teorema. 2.2.1, el cual nos a.firma. que 2) es un 
sistema. de coordenadas del punto p E V, si y solo si, se cumplen las siguientes 
condiciones: 

1 El pre.ente Teorema unicamente se demuestra para variedades analílicu diferen
. ciable.. 
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i) m= n. 

li) det ( lf; ) .,.(p) # o 
Por consiguiente, como 

det ( ~ ) IP•(P) '# 0 

esto noa permite aplicar el Teorema de la Función Inversa, el cual noa afirma 
que existe una vecindad abierta U0 del punto p que es homeomorfa a una 
vecindad abierta U1 del mismo punto p e T. Por tanto, la aplicación: 

ip,. o ip¡1 : ip~(U,. n U11) -+ ip,.(Uo n U11) 

ee un homeomorflsmo. Donde Uo = ipp(U,. n Up) y U1 = ip,.(U,. n Up). Por 
otro lado, como se cumple la condición: 

ii) det ( ~ ) IP•(P) '# 0 

se garantiza que la aplicación "'ªo rp-p1 es diferenciable. Y así la condición 
W11) está demostrada. 

Aho.ra supongamos que la condición es necesaria. Se afirma, que toda 
función/ e F(p) está definida en alguna vecindad V del punto pe T: 

/:V-+IR 

definida por la correspondencia 

po-+ /(p) 

vecindad que puede depender de la función J: V = V(/). 
En efecto, sea / una función analítica en el punto p e T, esto implica 

que existe una carta abierta 
(Ult'P) 

en el punto p e V y además una carta abierta 

en el punto /(p) E m., tal que: 

F = t/J o I o "'-l: 1.p(U1)-+ Dl 
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como t/J = identidad. Por tanto 

F =/o ip-1 : ip(U1)-+ lR 

definida. por la. correspondencia. 

z = (zi,z2,. . .,z,.) ,_.¡o ip-1(z) = F(zi.z2,. .. ,z,.) 

Calculando para. todo punto rp(p) E V: 

1 º rro-1(ip(p)) = / º rro-1rro(p) 

= /(p) 
= F(:z:1(p),.z2(p), ... ,zn(P)) 

Si· definimos: sea. / = F y V = rp(U1) entonces, tenemos que la 
funci6n: 

/:V-+IR 

está definida. en alguna. vecindad V del punto p E T. Y así la. afirmaci6n 
está demostrada y con esta. el axioma. Cr) está verificado. 

Se afirma que si 

¡,.., /i.h, ... ,fm con /i.fi, ... ,fm E :F(p) => /E :F(p). 
p 

En efecto, sea. {z} un sistema de coordenadas, si consideramos la. a.pli· 
caci6n 

a) /;o ip-1{z) = F;(z1,z2, ... ,z,.) (1 $ i $ n). 

donde F;{ui,u2,. .. ,u,.) {1 $ i ~ n) es una función analítica. real en n 
varia.bles reales en el punto rp(p) = (z1(p),z2(p), .. .,z,.(p)). Por otro lado, 
de a.cuerdo a. la. propiedad iii) de la. Definición 2.1.1: 

iii) Para. todo punto q E V se tiene que: 

b) /(q) = F(/1(q),/2(q),. .. ,/m{q)). 

Por tanto, las relaciones a) y b) implican que: 

/¡o ip-1(q) = F(/i(q),h(q), ... ,/m(q)) 
= F(/1 o rp-1(z(q)), h o rp-1(z(q)), .. .,/m o ip-1(z{q))) 

= F(F1(z1(q), ... ,xn(q)), ... , Fm(z1(q), ... ,z8 (q))) 
= G(i1(q),:i:2(q), ... ,zn(q)) 
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Por tanto: 
/;o cp-1(9) = G(z1(9),z2(9), .... ,z,.(9)) 

donde G( u11 u2, ••• ,u,.) ea una función analítica real en n variablea realea en 
el punto cp(p) = (z1(p), z2(P), •.• ,zn(p)). Por co111lguiente: 

/(q) = G(z1(9),z2(9), .•. ,z,.(9)) para todo qE V. 

Eato 11.ltimo implica que: 
I E F(p) 

y uf la afirmación está desmoatrada y con eata el axioma C11) eatá verifi
cado. 

Sea V una variedad de dimensión n: 

dim(V) = n 

a la Whitney entonces, el axioma C111) de la Definición 1.0.6 ae satisface. 
En efecto, sea p un punto de la variedad V: p E V y sea 

(Ua1'Po) 
' 

una carta abierta, tal que, pe U0 • Por definición, cp0 mapea homeomorfl-
camente al abierto Ua sobre un abierto U del espacio IR": 

"'ª: u .. -u 
definida por la correspondencia 

9 ,_. 'Pa(q) = (z1(9),z2(9), ... ,zn(9)) 

sea F un conjunto compacto, tal que: 

pe Fe Ua 

En nuestro caso F = V. Donde V es una vecindad abierta del punto p: 
V E t7(p). Se demuestra que existe una función t/J definida y diferenciable 
sobre /Rn con soporte compacto contenida en el conjunto abierto U: 

Sop(t/J) e U 

con valores en [O, 1): 
t/J: IR" - (0,1) 

definida por la correspondencia 

z,.... t/J(z) 

tal que 
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. . ' . 
"1(z) = 1 :Si z e F. 

"1{z) =o ai z e u•. 
Sea. W = F ( F interior de F) no se pierde ningÍllla. generalidad li se 

supone que: 

V= cp;1(F) 

y sea r,: el cubo de IR" con centro en el punto V'a(J>): 

r. = {z e JR" 1 1 z; - z¡(p) I< a para (1 S i .S n)} 

o 
y li definimos F = 1: . Por tanto: 

V= cp-1(J!) 

Ahora consideremos las funciones: 

/¡:V-+ IR 

definidas por la correspondencia 

q 1-+ /;(q) = z¡(q) · t/l(cp(q)) (1 ~ i S n) 

Es inmediato que las funciones /; (1 ~ i ~ n) son analíticas reales, es 
decir, se tiene un conjunto ordena.do: 

(/1,/2, ... ,/,.) 

de funciones /¡e F(p) definidas sobre la vecindad V con a> O. 
Ademú para todo punto q e V se tiene que /;e F(q) por definición 

las funciones /11/2,. .. ,/,. están definidas y son analíticas en todo punto de 
la. vecindad V del punto q: V e d(q). 

Finalmente, se a.firma que para todo punto q e V, toda función / e F( q) 
depende analíticamente de las funciones /¡, h, ... , /,. en el entorno del punto 
f.EV: 

/EF(q) => /""/i./2, ... ,/,.. 
9 

En efecto, como V es una variedad a la Whitney si f E F(q) entonces, 
se puede escribir: 
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donde F( u., u2, .. ., u,.) es una función real en n variables reales definida y 
analítica en todo punto de algún abierto Q de JR.R: Q e JR.n , tal que: 

J(q) = F(z1(q),z2(q), .. .,zn(q)) 

= F(z1(9) · tP(IJ'(q)),z2(9) · tP('P(q)), .•. ,z,.(q) · tPC'P('l))) 

= F(/1(9),/2(9), ... ,/n('I)) 

ea decir: 
/(q) = F(/1(9),h(q), •.. ,/,.(q)) paro todo q E V 

lo cu.al 1lgnifica que 
, ,.., Ji. f2, ... ,J ... 
' Y ul el Axioma Cm) eaU. verificado y con ato el Teorema 1.0.1 •t' 

dem01trado. • 

•;(' 

;•.-; 

· ... _.; ·'' 
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Capítulo ... 2 

. ''¡"•',.''.: 

Variedades 
· .. ,-. 

2.1 Funciones AnaUtlcafl 

Definición 2.1.1 Sm T un espacio topól;,,ico, p u~ punto del espacio T: 
pE'T11sean 

/,/¡,f2, ... ,/m 
m + 1 funcione• definidas en la vecindad del punto pe T. Se dirá que 
la función} depende analíticamente de las /uncione• /i,/2, ... ,/m en el 
entorno del punto p e T. Lo cual lo denotaremos con el símbolo 

¡...., /¡,f2, ... ,/m 
p 

si emte .una vecindad V del punto p e T 11 una /unción real 

F(u¡,113, ... ,u,,,) 

en m varia6les reales, definida so6re un su6conjunto a6ierlo U del espacio 
euclideano B"': U e /Rm. 

definida por la corre1pondencia 

z = (zi.z2, .. .,zm) ~ F(z) = F(z1,z3, ... ,zm) 

satisfaciendo la. siguientes condiciones: 

i) Las /unciones /, /i, h, ... , /m estdn definidas so6re la vecindad V del 
puntopE T: 

/,/i.'2, ... ,/m: V-+ IR 

16 
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ii) La aplicación: 
' . ,, i . 'P: Y.'-+ B"' 

definida por la com:apondencia 

, .... 'P(p) = (/1(p),h(p), •• .,/ .. (p)) 

mopeo a la vecindad V del puneo p E T en un n6conjunto allierlo U 
dominio de definición de la función F( u11 u2,. .. , u..): 

Im(cp) = 'P(V) e U. 

W) Para Codo ,unto q E V 1e Ciene que: , 

/(q) = F(/1(q),fa(q),. .. ,/ .. (9)). 

lv) La función F(u1,u2, .. .,u,,,) es analilica en el punCo: 

cp(p) =(/1(p),/2(p),. . .,/m(P)} E U C ll."'. 

E1 decir, la función F(u1, u2,. .. , u,,,) puede aer deaarrollada en una aerie 
de potenci111 conver¡ente so6re la vecindad a6ierta U del punto p. 

Proposicibn 2.1.1 Sea T un espacio topólogico, p un punto del eapacio T: 
pe T, aean / 1/i.h, ... 1 /m m + 1 funciones, definidas en la vecindad del 
punto pe T JI sean oi.02, ... 19m m funciones definidas en la vecindad del 
mismo punto. 

Si la función/ depende analíticamente de 1111 funciones /i./2, ... ,/m 
en el entamo del punto pe T JI si la función /; (1 :S i :S m) depende 
analíticamente de las funciones 01102 1 ... ,om en el entamo del punto pe T. 
Entonces, la función/ depende analíticamente de las funciones 01,02, ... ,om 
en el entamo del punto p e T. Es decir: 

Si ¡,.., /i,Ji, .. .,/,,. ,, 

Demostración. 

JI 

Esta es consecuencia inmediata de la Definición 2.1.1. 
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Propo1ici0Íl 2.i.2 'Sean T ·. 11 U eapaciá. tá¡,ólOgicoa 11 'iea • iiria apli
cación continua del eapacio T en el eapacio U: . ' ) . . . ' . 

dejinilfO·por la correapondencia · ''· r ,• ···-· '. 
:·_ ,,;··· 

P .... •CP> 
•ea p un punto del eapacio T: p e T 11 aea •(P) au imagen en el eapacio U: 
•CP) e U. Si / es !!na función que depende ana1'tiaJmente de loa funcionea 
/t,f2,'.:.;/m en el entomo del punto •(p) e U: 

entoooea, la funcilJn' 

1 ,., /¡,/2, ... ,/m 
•(p) 

•./¡=/10• (1$i$m) 

:;. 

depende analíeicamenté de IGB funcione• •.Ji,•• h, ... , •• f m en el entomo 
del punto pe T: · · 

•.f¡=/10•-••fh••h, ... ,•.fm (1$i$m). 
' .· p ' 

Demoatración. Por hipótesis existe una. vecindad W del punto •(p) e U 
y una. función real F( Ut, u:i, ... , Um) en m varia.bles reales definida. sobre un 
subconjunto abierto U del espacio euclidea.no JRm: U C JR.m. 

y una aplicación: 
9:W-JRm 

definida por la correspondencia 

p .... W(p) = (ft(p),h(p), ... , /m(p)) 

1ati1faciendo lu condiciones i), ii), iii) y iv) de la Definición 2.1.1. Y como 
por hipótesis • ea una aplicación continua, existe una vecindad V del punto 
p e T, a saber V = •-1{W). Con las propiedades: 

l) Lu funciones •· /¡, •• h, ... , •• fm están definidu sobre la vecindad V 
del punto pe T. 
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. En efecto, 1i q e V a un punto fijo pero arbitrario y si calculamos 

y como. •Ct) E. U y 1i tomamoa en cuenta que el punto q E V ae eligió 
arbitrarlamen\e. Por tanto, la. condición i) atá verifica.da. Se afirma que la 
1lgulen\e condición ae 1atilf'ace: 

ll) La aplicación: 
ip:V-+E"' 

dellnlda por la correspondencia 

, .... 1PC1>= c•.11CP) •...••• 1 ... c1» 
mapea a la vecindad V del punto p e 'T en un 1ubconjunto abierto U, 
dominio de definición de la función F( "" u2, ••• ,u,,.): 

Im(ip) = ip(V) e u. 

En efecto, la. hipótesis y la rela.ción ( •) nos permiten calcular para todo 
punto9 e V 

'1'(9) = <•· /a(9),•. '2(9), ...••• / ... (9)) 
= (/1 O •(9), /i o •(q), ... , /m O •(q)) 

= (/i( •< q)), '2( •(q)), ... , /,,.(•(q))) 

= •C•(q)) 

= 9 o •(11) 

y obtener la re1Mi6n tp = 'P o• sobre la. vecindad V del punto p E T. Esto 
último implica que 

es decir tp(V) = 'P(W) y como también por hipótesis 

Im('P) = 'P(W) .e U '* Im(tp) = tp(V) e U 

y así la. afirmación ii) está verifica.da. 
Una. vez más la. hipótesis y la. relación ( •) nos permiten establecer la 

siguiente afirmación: ' 
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iil) Para todo punto q e V se tiene que 

+. /(q) = F(+. /1(q),t. h(q), ... ,t. /m(q)) 

En efecto, calculando 
' . . . . . ' 

por tanto 

•.f(q) = /o+(q) 
= /(t(q)) 
= F(/1(t(q)),h(+(q)), ... ,/,,.(+(q))) 
= F(t. /1(q),•. /2(q), ... , •• /m(q)) 

. +. /(q),,;, F(t./¡(q),t. h(q),. .. ,t. /m(q)). 

y así la afirmación iii) está verificada .. Finalmente se tiene la siguiente afir
mación: 

iv) La función F( u11 u2, .. ., u,,,) ea analfüca en el punto: 
" 

ip(p) =(t. /1(p), t. /i(p),. . .,t. /,,.(p)) E U. 

Está afirmación es consecuencia inmediata de la relación ip = ~. ot pues
to que pcir hipótesis la función F(ui, u2, ... ,u,,.) es analí~ica en el punto: 

De está manera se tienen verificadas las condiciones i),ii),iii) y iv) de la 
Definición 2.1.1. Por consiguiente, la función t. /; = /¡ o t depende ana
Uticamente de las funciones t./., t. /2,. .. , t./,,. en el entorno del punto 
peT: 

t./;=/¡ot,..,t0 /¡,t.f2, ... ,t0 /,,. (l~i~m) 
p 

y así la Proposición 2.1.2 está demostrada. • 

Propo1icibn 2;1.s Sean T JI U espa~ios topológicos, sea t una aplicación 
continua de T en U: · 

t:T-+U 

definida por la conupondencia 
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am p un punto del eapacio T: pe T, aea •(p) au imagen en el upacio U: 
•(p) E U 11 sean 

/i,Ji, ... ,J.,. 
m f'Uracionea dejinidfu en alguna vecindad del punto •(p) 11 continuas en el 
miamo punto. · · · 

Si g. u uno /'Unción definido en alguno vecindad del punto p E T, la eul 
depende cmal'tiCllmente de loa f'Uncionu ••Ji.•· Ji, ... ,•·/,,. en el entamo 
del punto p ET: 

., N •·li.••flt•••t•./,,. , . . 

donde. •.f, = fi o /1 para (1 Si S n). Entont:u, esiate •no /'Uncidn./ 
dejini4o en alguna vecindad del punto ll(p) e U ff'C depende cmalítimmente 
de loa f'Uncionu / 11 / 2 , .. .,/,,. en el entamo del punto •(p) e U: 

con lo propietlod 

J - Ji.Ja, ... ,/,,. 
•(p) 

g = 11. J aolire alguna vecindad del punto p E T. 

Demoatración. Por hipótesis existe una vecindad V del punto p E T y una 
función real F(u11 u2, ... ,u.,.) en m variablesreales definida sobre un abierto 
U del espacio euclideano IR"': U e IR"'. 

y una aplicación: 
ip:V-+IR"' 

definida por la correspondencia. 

P ..... 'P(P) = (11. fi(p), .. .,11. Ím(P)) 

satisfaciendo las condiciones i), ii), iii) y iv) de la. Definición 2.1.1, y como 
también por hipótesis las funciones /i,/2, ... , fm están definidas en alguna. 
vecindad W del punto ll(p) E U y son continuas en el mismo punto: 

/i./3, ... ,/m: W-+ IR 

y la aplicación: 
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•:W-IR"' 

definida por la correspondencia 

, _ t(p) = (/1(p),f2(p), ... ,/,,.(p)) 

la cual ea· una función continua en el punto •(p) E U. Si 1e toma en cuenta 
la aplicación t; la cual ea continua, entonc:e1 la vecindad V del punto p e.T 
ae puede elegir de tal suerte que se tenga 

(•) •(V) e W 

esta relación nos permite calcular para toda q E V 

1p(9) = <•· /1(9), •• /2(9),. . .,t. /,,.(9)) 

= (/1 o •(q), h o t(q), .. ., '"'o t(q)) 

= (/¡( t(q)), h(t(q)), ... , /,,.(t(q))) 

= 9(t(q))' 

- 'o t(q) 

ea. decir se tiene la relaci6n 

( .. ) ip= •ot 

sobre la vecindad V del punto p E T. Y como por hipótesis se tiene la 
inclusión ip(V) e U. La relación ( .. )implica que el punto •(t(p)) eat' 
ccintenido en un abierto U: 

t(t(p)) = <p(p) e u 
y como la función t ea continua en el punto t(p) E U, la vecindad W del 
punto t(p) se puede elegir de tal 1uerte que ae tenga t(W) e U. Conser
vando por 1upueato la relación ( • ). Ahora c:onlideremoa la función f definida 
10bre la wcindad W: 

J:w-11. 
por medio de la correspondencia· 

P- /(p) = F(/1(p), ... ,/,,.(p)) 

donde F( ui, u2, .. ., u,,.) es una función real definida sobre el abierto U del 
e1pacio euclideano R"': U e IR"'. De e1t' manera se tienen establecidas lu 
siguientes condiciones: 
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i) Lu funciones /,/¡,f2, .. .,/m estin definidas sobre la vecindad W del 
punto •(p) e U: 

/,/i.h ... .,/m: W _,IR 

ii) La aplicación: 
• :w-JR"' 

definida por la correapondencla 

pi-o 9(p) = C/a(p), .. .,/,,.(p)) 

mapea a la vecindad W del punto •(p) e U en el abierto U domblio 
de definición de la función F(•a,ua, .. .,a,,.): 

/m(•) = •(W) e U 

'Ul) Para todo punto •(9) e U se tiene que: 

/(•(11)) = F(/1(•(9)),/2(•(9)), .. .,/,,.(•(9))). 

lv) La función F(ua.ua,. . .,u,,.) e1 anaUtica en el punto: 

•<•<11» = C/1(•(9)),faC•C11)),. . .,/,,.(•(9))). 

Está última condición ea consecuencia inmediata de la relación ( .. ) 
pueato que por hipótesis la función F( u1, ua, .. ., u,,.) ea analítica. en el punto: 

cp(p) = •C•CP)) 
Por consiguiente, de a.cuerdo con la. definición de la. función f, está de

pende analítica.mente de la. funciones /¡,/a,. . .,/,,. en el entorno del punto 
•(11) e U: 

I "' fa.fa .... ,/,,. 
•(11) . 

Además la. relación ( .. ) nos permite escribir para todo punto q e V. 
Calculando 

•./{9) = Jo •(9) 
= !(•(q)) 

= F(/a(•(q)), ... ,/m(•(q))) 

= F(9(•(q))) 

= F(9 o •(q)) 
= F(cp(q)) 

= F(•. fa(q), •. h(q), .. .,•. fm(q)) 

- g(q) 
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Es ·decir g = •.f sobre la vecindad V del punto pe T. Y así la 
Proposición 2.1.3 está demostrada. • 

1 

2~2 Variedades 

Lema 2.2.1 Si ae e/edua una pemiutación w arbitraria aobre el aiatema 

de funcione• de la familia F(p) : z1, z2, ... , Zn E F(p) dejando fija a la 
vecindad V 11 al número real a> O del azioma C111) se obtiene el siatema: 

( Zw(l)t Zw(2)t ... , Zw(n>} 

de funciones. Entonces, esté conjunto satia/ace las propiedades del azioma 
Cm). 

Demostración. 

i) Todás las funciones Zw(t)>Zw(2)t ... ,Zw(n) están definidas en la vecindad 
V: 

Zw(i) : V -+ IR 

definidas por la correspondencia 

para (1 S i S n). 

il) La aplicación: 

q ...... z..,¡;¡(q) 

tp': V-+ B.m 

. definida por la correspondencia 

9 1-+ '1'1(9) = (z..,(1)(9), ... ,z..,¡n¡(q)) 

mape& homeomorficamente & v'·aobre el cubo: 

r. = { z E 11."' 1 1 z¡ - z¡(p) I< a para (1 S i S n)} 

a decir 
tp':V9!J:. 
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Para verificar la. propiedad ü) obaervem01 el liguiente conjun o: 

ip'(V) = { (Zw(1j(q),zw(2)(q), ... ,zw(,.j(q)) E IR"' 1 q E V} 

ai ahora conlideramoa el conjunto: 

'P(V) = { (z1(q),z2(q), ... ,z,.(q)) E R"' 1 q E V} 

loa cuales aon biyectlvoe. Por tanto 

ip'(V) e! 'P(V) e! r. ,.. y/(V) e! r. 
y uf li) de Cm) •t' verlflcada. Ea inmeclito que: 

Ul) a) Para toda f E V ,... Zw(t)•Zw(:a)•"'•zw(,.) E F(9). 

Ul) b) Para toda f E V ae tiene que 

/E F(q) ,... / "'Zw(t)1Zw(2)•"'tZw(,.)• 

' 

2S 

Como por definición del concepto de dependencia analítica 1 función / 
ea analltica en la vecindad V del punto f E V: 

rp(q) = (z1(9),z2(9), ... ,z,.(q)) 

es inmediato que la función / tambi6n depende analíticamente e lu fun
ciones Zw(l)•Zw(2)• ... , Zw(n) en el entorno del punto q E V: 

/E F(q) ,... / "'Zw(t)•Zw(2)1 ... ,Zw(n) 
9 

y uí el Lema 2.2.1 está demostrado. • 

Est6 Lema nos permite establecer la 1iguiente definición: 

Definición 2.2.1 Si el aistema finito ordenado 

(zi,z2, ... ,z,.) 

de funcionea de la familia F(p): 

Z¡,Z2, ... ,z,. E F(p) 

aatis/ace las condiciones del azioma C111), ae dirá que el con unto finito 
{zi.z21 ... 1zn} de /unciones de la familia F(p): zi.z21 ... ,zn E F(p) es 
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un 1iatema de coordenadu sobre la variedad V en el punto p e V 11 se 
denotará como: 

tp: ( {:r¡,%3, .•• ,:rn}, V, a) 

en alguno• caaoa •implemente •e denotará como {z1, %3, ••• , :P:n}. A la uecin· 
dad V •e le llamará la vecindad cúbi-=- de~ punto p e V 11 al número real 

· a> O se le llamará la amplitud de la vecindad cúbica V. 

Propo1icion 2.2.1 Sea V una tJariedad, sea p un punto de la variedad V: 
pe V 11 sea 

'I': ( {:r¡,%3, ••. ,:rn}, V,a) 

un iistema de coordenadaa sobre la variedad V en el punto p e V. Entonces 
se cumplen laa siguientes condiciones: 

i) Para todo punto q E V el siatema de coordenadas {:r1, z2, ... , :rn} sigue 
· siendo un sistema de coordenadas: 

'1'1 
: ( {:ri, %3, ..• ,:rn}, V',a') 

ii) Toda W vecindad Ílel punto p e V contiene uno vecindad cúbica Vi con 
respecto al sistema de coordenadas {:ri.z2, ... ,:rn}: 

'I': ( {:r11 z2, ... ,:rn}, Vi.a1) con Vi e W 

sobre la variedad V en el punto pe V. 

iii) Si / es una /unción analítica en el punto p: / E F(p). Entonces, eziste 
una vecindad cúbica V del punto p E V, tal que, / es ana1'tica en todo 
punto q E V: f E F(q). 

Demoltraci6n. 
i) Sea un punto q E V => e:riste un abierto U E tf(V) tal que: 

u e V => tp(U) e 'l'(V) e! r. e R" 

y como tp{U) es un abierto en IR" esto implica que existe I:• con centro 
'l'(q): 

tp(q) E r.'• C 'l'(U). 

Si ahora definimos la vecindad cúbica V1 = tp-1(,r.'1) e V, de tal suerte 
que la restricción: 
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eato llltimo implica que 

vi: ( {z1ozz, •.. ,z,.}, V¡,a') con O< a'< a 

ea un 1i1itma de coordenadu. En otru palabru { z1, za, ... , z,.} 1lgue 1iendo 
un li1tema de coordenadu sobre la variedad V en el punto q E V y con 
v, e v. 

ll) Con1iderem01 ahora una vecindad W del punto p e V, ató implica que 

p E (V n W), a vecindad del punto p e V, ató implica que ex11te un abierto 
U, tal que -

pe u e (VnW)c v 
y como 

Y': V~ r. => <p(U) e <p(V n W) e <p(V) => <p(U) e <p(V) !!!! r. 
como antes existe r; con centro <p(q): <p(q) e J:• e ip(U). Si ahora defini
moa la vecindad cúbica: 

v1
1 = ip-1(.1!'·) e (V n W) 

de tal suerte que la restricción: 

esto último implica 

'PI =ip':V{!!!!l'¡, 
V~ 

<p1({z1,z2 1 ... ,z,.},V{,a') con O<a'<a 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p e V con 
V{cW. 

iii) Sea una función analítica f E F(p) y sea 

<p: ( {z1,z2 1 ••• ,z,.}, V,a) 

un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p E V. Por 
b) de iii) de C111); la función f depende analíticamente de las funciones 
z11z2 1 ... ,z,. en el entorno del punto p E V1: -
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''de acuerdo con la Definición 2.1.1, la. función I se puede expresa.r como 

/(q) = F(z1(q), z2(q), ... ,zn(q)) JIG"ª toda q E V1 

,donde. F(uhu2, ... ,u,.) ea una función en n varia.blea realea analítica. en el 
.punto: ... 

ip(q) = (z1(q), z2(q), ... ,z,.(q)). 

Por conaiguiente, la función / está definida. y es analítica en una vecin
dad abierta U de IR" del punto 'P(p). Y sea W = ,,,-1(U) una. vecindad del 

'punto p, de a.cuerdo con i) existe una. vecindad cúbica V del punto p E V 
con reapecto al 1i1tema de coordenadu {zi.z2, ... ,z,.}, ta.l que, V e Vi, 
de tal 1uerte que para toda q E V ae tiene que: 

/(q) = (z1(q),z2(q), ... ,z,.(q)). 

', Por conaiguiente, / ea una función analítica. pa.ra todo punto q E V. Y 
... , la Proposición 2.2.1 está demostrada.. • 

·Ob1ervaci6n 2.2.1 Sm V una variedad real, p un punto de la oonedad V: 
PE V, 1m 

V': ( {zhz2, ... ~z,.}, V,a) 

·un ailtema de coonlenadaa 1obt'e la variedad V en el punto p E V 11 1m / 
uno función definida en la tJt,Cindad del punto p 11 analítica: / E F(p). 
De acuerdo a la propiedad iii) de la Propoaición !.!.1 uilte una vecindad 
cúbica V = V (p), tal que, / E F( q) . para toda q E V. Con la propiedad: 

•) /(q) = F(z1(q),z2(9), ... ,z,.(q)) pat'a todo q E V 

donde F( ui. u2, ... , u,.) es una función Mil en n variables rrale1 definida 11 
analítica 10~ un abiet'to U en el espacio euclidmno IR": U e B", tal que: 

(z1(9),z2(9), ... ,z,.(9)) E U JHI"ª todo q E V. 

A la /ónnula ( •) ·•e le llama la expre1i6n de la funcl6n / con re1pec
to al 1iltema de coordenadu {z¡,z3, ... ,zn}. Pot' abuao de escritura 
•e eacnbinf: 
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'leorema 2.2.1 Sea V una variedad, p un punto de la variedaG V: p E V. 
Sea 

v>: ( {s1,z2, •.. ,z,.}, V.a) 

un 1il&ema de coonlenadal 1al>re V en el punto pe V f/ ua {111, 112, ••• ,r.} 
un coqjvnto /initc> de /uncionu de la eta.e .F(JI). Entonee1, {1'11'21 .. •1h} 
e• un lillema de coonlenadGI 1al>re la uarieclad V en el ~nto p E V 1i r Hlo 
1i: 

l) m=n. 

U) Ji= F¡(zi,z2, ... 1s,.) tal tue 

det ( l!t )'l(p, ~o 
donde v>{p) = (z1(p),z2(p), ... ,z,.(p)). 

Demoatración. La condición es necesa.ri&. En efecto, '1upongamoa que 
{l/i. 112 , ••• , 11 ... } ea un si1tem& de coordenadas eobre la variedad V en el punto 
PE V. Como 

fli = F;(si.z:i, ... ,z,.) con (1 Si S n) 

la cual e1 su expreai6n con respecto al sistema de coordenadas 

{zi.z:i, ... ,z,.} pGT'a z; e F(p) IJG"ª (1 sis n). 

Pero podemos expresar z; = G;(!li.U:i, ... ,flm) para (1 $ i S n).. Sea V 
suficientemente pequeña como para que se tenga 

1/i = Ft(G1(111(q), 1/:i(q), .•. , llm(q)), ... ,G,.(u1(q), fl:i(q), .• ., 1/m(q))) 

calculando 

donde 

/)71¡ - ~ 8F; ªª" - .... ( - ¿__. u, paT'a 1 S i,j $ m) l>y; 1'=1 8:i:¡, 811; - ,, 

8F; 8Fm 1 
éJz¡, = {Jz¡, 'P(P) ºª" ºª"I By; = 811; tp(p) 

esté sistema de ecuaciones se puede expresar como el producto de la m x n 
matriz 

A= (:~:) para (1 Si$ n) (1 $; S m) por el vector (~~;). 
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Ea decir· 

(~ 
Va! ;H 

t:t 
·• ,,a . .. 8~· . aF· 

.. . . ' ¡;:- ~ ¡;:-
. : 

.·~ v.: t?i' ~ 
conaider~moa ahora la aplicación: 

a::,:JR"-R"' 

definida l>or la correspondencia 

)=( 

v._. O::,(v) = A(v) 

o 

1 

o 

VARIEDADES 

) .. , 

con la propiedad que Im(a::.) ::> {e¡,e2, ... ,e,,.} ea la base canónica del 
eapacio Jll."'. Ea decir,, 

a" 
"' 

ea .un epimorjiamo. 

Por tanto 
o-Ker(a::,)-R"-R"'-o 

ea Un.a sucesión ºexacta corta. Por consiguiente 

dim(O::,) + dim(R"') = dim(R") 

calculando 

clim(O:.) + m = n ~ m = n -clim(a:.) ~ (1) m 2: n. 

Por otro lado, 1i con1ideramoa ahora 

z¡ = G;(F1(z1,z2, ... ,z,.),F2(z1,z2 1 ••• ,z,.), ... ,F,,.(zi. z2, ... ,:r,.)) 

calculando 

donde 

8:r; ~ 8G; 8F, .. ( . . ) 
-8 = .l..J -8 -8 = u;; para 1 S •,J S n 

Zj il•l llio Zj 

8F1o 8F,,., 
8z; = 8z; .,(,) 

8G¡ 8G,.I 
811• = 81111 .,.,. ) 
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eat' ai1tema de ecuaclonea ae puede expresar como el producto de la n x m 
matriz 

A= (:~:) con (1 Si S n) (1 S k ~ m) por elvector (:~;). 
Ea decir 

~)[ : ]-(: )- .. 
f.: ~ 

conaideremo1 ahora la aplie&ei6n: 

a;:': IRm-> IR" 

definida por la correspondencia 

t1,.... a;:'(t1) = A(t1) 

con la propiedad que Jm(a::') :::> {e1te2, ... ,en} es la base canónica del es
pacio IR". Ea decir 

a:;' es un epimorfismo. 

Por tanto 
o- Ker(a::')-+ JR.R--+ mm -o 

la cual es una sucesión exacta corta. Por consiguiente 

calculando 

dim(a::') + n = m => n = m - dim(a;:') => (2) n ~ m. 

Por tanto, (1) y (2) => m = n. Es decir se tiene que la sucesión: 

es una sucesión exacta. Donde 

/ 



32 CAPíTULO 2. VARIEDADES 

o: ea un iaomorjiamo. 

Por consiguiente: 

si A ea invertible ~ det(A) 1' O . Por tanto: 

det(
8

F;) ~o. 8z; .,1,) 

La condición ea suficiente. En efecto, supongamos que lu condicionea i) 
y ii) ae aatiafac:en. Por hip6teal1, ae tiene el 1i1tema de coordenadu 

'{I: ( {z¡,z3, ... 1zn}, V,11) 

tobre la variedad V en el punto p e V y con una vecindad cúbica V 1uficien· 
temente pequeña como para que lu funciones llh f2, ... 11/n estén definid u y 
sean analític:as sobre V: 

l/1tl/a, ... ,11n E .F(p) para toda p E V 

ea decir, si 

1/1 = F1(z1 1 z2 1 ... ,zn), ... ,yn = Fn(Z¡,Z3,. .. ,z,.) 

son sus expresiones en el sistema de coordenadas { z1, z 2, ... , zn}, donde las 
funciones 

F;( u¡, ua, ... , u,.) (1 :S i :S n) 

en n variables reales están definidas y son analíticas sobre el cubo 1:: de m,n 
con centro en el punto <p(p) = (z1(p), ... ,zn(P)): 

r: = {z = (z¡, ... ,zn) 1 1 z¡ - z¡(p) I< a (1 :Si :S n)} E IR" 

estas funciones nos permiten definir la aplicación: 

F: r:-- JRR 

definida por la correspondencia 

z = (z1,. . .,z,.) ...... F(z) = (F1(z¡, .. .,zn), .. .,F,.(z¡, ... ,z,.)) 

Por hipótesis, el determinante de la matriz Jacobiana de esta aplicación 
es distinta de cero en el punto cp(p) = (z1(p),. . .,z,.(p)) E /Rn: 

det ({JF¡) 1' O 
IJz; <P(P) 
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atá propiedad noe permite utilizar el Teorema de la función invena y obtener 
una vecindad abierta U del punto cp(p) E IB!', tal que, la r•trlcci6n de Fa 
la vecindad abierta U: 

ea un homeomorfiamo analítico del abierto U sobre un abierto U' e r , 
reatrlcción que RgUiremoa llamando F. En otru palabru, 1e puede reaolwr 
el 1i1tema de ecua.clona 

lli = F;(zi.z2, ... ,s,.) (1 Si S n) 

detlnidu y analítlcu sobre el abierto U, con respecto a S¡, s:i, ... , s,. por 
medio de tu fundonea 

s¡ = G;(l/111121 .. .,11,.) (1 Si S n) 

definidas y analíticas sobre el abierto U', de tal suerte, que la aplicación 

, G: U'-+ U 

definida por la correspondencia 

11 = (111, ... ,11,.) ,_. G;(11) = (G1(111, ... ,11,.), ... ,G,.(11i. ... ,,,,.)) 

deviene el mapeo inverso de F: 

FG = idu•. 11 G F = idu. 

Consideremos ahora el cubo 1::, dé JRn con centro en el punto ip(p): 

r.:, = {z = (z1, ... ,z .. ) E mn 1 1 :z:¡ - :z:;(p) I< a1 (1 Si S n)} 

cuya amplitud a1 es, tal que, O < a1 < a, y suficientemente pequeña como 
para que se tenga: 

r,:, e u 
y sea r,: el cubo de mn con centro en el punto F(ip(p)): 

If: ={y= (y¡, ... ,yn) E m,n 1 1 Yi - /¡(:z:1(p), ... ,zn(P)) I< b (1 Si S n)} 

con una amplitud b > O suficientemente pequeña como para que se tenga: 

If: e F(r,:,) 
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en selwda, .consideremos la aplicación + del cubo l'f: en la variedad V: 
' 

•:r.-v 
definida por la correspondencia 

11 = (111, ... , 11 .. ) ,.... •(ti) = vi-1 o G(ll) 

Como tanto V' como G son homeomorfilmoa, • mapel. homeomorfic:a- · 
mente al cubo 1f sobre un 1ubconjun&o . W de la vecindad cúbica V del 
punto ,, e V. En efecto, IÍ definimos y calculamos 

w = •<r.> = vi-1 o G(Jl') e vi-1 o G o FCr.a) e "'-•cr.> = V 

obtenemos 
lf e! •(Jl') = W e V= vi-1(J:). 

Se afirma que W es una vecindad del punto p e V. En efecto, 1i a2 e1 un 
. número real positivo, tal que, O < 02 < 01 y suficientemente pequeño como 
para que el cubo r.2 de centro en el punto rp(p) de lR.": 

r.. = {z = (zi, ... ,z,.) e IR" 1 1 z¡ - Z¡(p) I< G2 (1 sis n)} 

esté contenido en el conjunto G(lf): 

J:, e G(lf) 

lo cual implica 
F(J:,) C lf 

de tal suerte, que si se aplica • a esta inclusión se obtiene 

t(F(J!',)) e •(lf) = W 

si en seguida calculamos 

y si definimos 
W' = 'P-1(1!'.) 

se ol:itiene que el abierto W' está. contenido en el conjunto W: W' e W. 
Además como 

) -·· . ' tp(p E J!'2 => P E tp (.1:.) = W 

-, --
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por con1iguiente 
pEW'cW 

y uí la afirmación ntá demostrada. A continuación se tiene la siguiente 
afirmación: · 

•: ({ri,ra, ... ,r..},W,6) 

•un 1i1tema de.~rduadu aobre la v.iieclad V en el punto JI E V., En 
efecto, de acuerdo .con l& bip6ieai1, hemOI e1tablecido que la expnlión de 
lu ÍURdone1 ri,'31 ... ,,,. en el li1temade coorduadu {sa.s11 ... ,s,.} •ti 
dado por: 

por couiguiente 

J¡(p) = F(s1(p),s2(p), ... ,:r,.(p)) (1 S i S n) 

para todo punto p E V, en particular para todo punto p E W, puato que el 
abierto W está contenido en la vecindad cúbica V: W e V, es decir: 

i) Lu funciones l/hl/2•"'•1/n están definidas sobre la vecindad W: 

lli: W-+ R" 

definidas por la correspondencia 

q H lli(q) = F¡(:r¡(q), .. ,:rn(q)) 

(1 Si S n). 

ii) La aplicación: 
• : W-+ JRR 

definida por la correspondencia 

p H •(p) = (111(p), ... , lln(P)) 

mapea homeomorficamente a la vecindad W sobre el cubo lf:: 

· •(W) !:!!! lf: para todo q E If:. 
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En efecto, sea q un punto fijo pero arbitrario del cubo /f:: q E /f:; si 
calculamos 

to •(q) = •C•(q)) 

obtenemos 

= (r1(•(9)),12(•(9)), ... ,rn(•(q))) 
= (F1(:t1(•(q)), ... ,zn(•(q)), ... , Fn(Z1(l(q)), .... ,zn(l(q)}} 
= F(ip(•(q))) 
= Foip(•(q)) 
= Foipoip- 1 oG(q) 

= FoG(q) 

= q 

il o •(q) = q para todo q E Ir 
en otras palabras 

• º • = idrr. 

Por otro lado, por construcción para todo punto p e W se puede expresar 
como p = •(q) con q E lf:¡ si calculamos: 

obtenemos que 

por consiguiente 

• o i(p) = • o t(•(q)) 
= •o(io•)(q) 
= •(q) 
= p 

•o il(p) = p para toda p E W 

•o i = idw. 

Como por definición • es un homeomorfismo, se obtiene que también la 
aplicación i es un homeomorfismo. Y así la condición ii) está demostrada. 

iii)a) Para todo punto q E W las funciones y¡, Y2, ••• , Yn pertenecen a la 
clase .F{ q): 
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En efecto, como {z¡,z3, ... ,z,.} ea un sistema de coordenadas sobre la 
variedad V en el punto p e V y pueato que W C V, ae tiene que 

Z¡,Za, ... ,z,. e F(q) para toda q e v. 
En particular 

z1,z2 1 ••• ,z,. e F(q) para CodG q E W. 

Por otro lado, como por hipóteai1 lu fundonee f1tJ21 ... ,r.. dependen 
analftlcunente de lu fuacione1 z11z2, ... ,z,. en el entorno del punto q E W: 

r; ';'z11z2, ... ,z,. (l Si S n) 

lo cual de acuerdo coa el axioma Cu) de la i>ellnld6n 1.0.G H obtiene que: 

f1t'21 ... ,¡r,. e F(q) 

y ul la afirmación a) está dem01trada. 

iii)b) Toda función f que pertenece a la claae de funciones F(q) depende 
analftlcamente de las funcionl!I '11t'21 ... ,¡r,. en el entorno del punto 
qe W: 

I ""r11J2, ... ,,,. 

' 
En efecto, consideremos una función fe .1'(q) fija pero arbitraria y si 

calculamOI 

G o 9(q) = Go •-1(q) 

= G(rp-1 oar1(q) 

= G o G-1 o rp(q) 

= rp(q) 

= (z1(q),za(q), ... , z,.(q)) 

obtenemos 

Go 9(q) = (:r:1(q),:r:2(q), ... ,:r:,.(q)) para todo q e W. 

Por otro lado, calculando nuevamente 

G o 9(q) = G(9(q)) 

= G(111(q),112(q), ••• ,fln(q)) 

= (G1(Y1(q), .•. , Yn(q)), •.. ,Gn(Y1(q), ... , lln(q))) 
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obtenemos 

. G o •(9) = (G1(111(9)1 •••tlln(9))1•••1Gn(ll1(9)1•••tlln(9))) para todo 9 E W. 

Por consiguiente 

z¡(9) = G;(111(9)1112(9), ···111,.(9)) (1 Si S n) 

ai ahora tomamos en cuenta que G¡( u., u2, •.. 1 u,.) ea una función en valorea 
reales en n variables reales analítica en el punto: 

•(9) = (111(9), 113(9), •••111 .. (9)) 

podemos afirmar que la función Z¡ (1 S i S n) depende analíticamente de 
laa funciones 111,113, ... ,11n en el entorno del punto 9 E W: 

(1 Si S n). 

Si ahora utilizamos la. Proposición 2.1.1 obtenemos que la. función/ depende 
analíticamente de las funciones !ltt J13,. .. ,y,. en el entorno del punto 9 E W, 
ea decir: 

/-;zi.••·1Zn JI Zí";lllt•••tlln (lSiSn) 

=> J"' 1/11 •••11/n 
9 

y como la. función / se eligió arbitrariamente en la familia de funciones 
.1'(9) se tiene verificada. la afirmación b). Con ésta hemos demostrado que 
la condición es suficiente y con la misma el Teorema 2.2.1. está. demostrado . 

• 
Sea. V una variedad y sea 

<p: ( {z11 z21 ... 1z,.} 1 V, a) 

un sistema. de coordenadas sobre la variedad V en el punto p E V. Se dirá 
que el entero n es la dimensión de la variedad V en el punto p E V y se 
denotará. con el símbolo 

Dimp(V) = n. 

Corolario 2.2.1 Sea V una variedad y sea p un punto de la variedad V: 
p E V. Entonces, la dimensión de la variedad V en el punto p E V: 

dimp(V) = n 

no depende del punto p E V. 
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. Demoetración. Para todo. entero n poaltivo: n E .IN se considera el con· 
junto 

. Un = { p E V 1 dimp(V) = n} 

Se afirma que el conjunto Un es un conjunto abierto en la variedad V; 
( en el espacio topólogico 1ubyacente a la variedad ): 

U,. e tl(V} 

En erecto, sea un punto p e U,. fijo pero arbitrario y con1lderem01 un 
ll1tema de c:Oordenadu 

'P: ( {s11s3, .•• ,sn}, V,a) 

Se ha observado que el 1l1tema de coordenadu {z1,z2, ... ,z,.} lo llgue 
tiendo en tocio punto q e V. En otru palabru 

dimp(V} = n para toda q e V. 

EstcS último implica que V e u,. . Por tanto, u,. ea UD& vecindad del 
punto pe U,. y como p se se eligió arbitrariamente en Un se tiene que Un 
ea vecindad en cada uno de sus puntos. Eat6 implica que, Un es un conjunto 
abierto sobre la variedad V para toda n E N. Si consideramos la Camilla de 
conjuntos: 

{Un}n n EN 

y como Un es un conjunto abierto para toda n E N, tal que 

UmnUn = 0 

y como para todo punto p e V se tiene que V e Un. para alguna n E N, es 
decir 

V= Ü Un 
n=l 

Es decir, la variedad V es la unión de conjuntos abiertos y ajenos, lo cual 
es imposible .Yª que la variedad V es conexa. Por consiguiente 

V = U,.. para alguna no e IN 

es decir dim(V) = no. Por consiguiente 

dimp(V) = n. 

La cual no depende del punto p E V. Y así el Corolario 2.2.l está 
demostrado. • 

- ·- ... r-
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Propo1icion 2.2.2 Sea V un conjunto arbitrario y sean :i:¡, z2, ... , Zn n 
/unciones reales definidas sobre el conjunto V: 

:i:¡ :V .... JR 

por medio de la correspondencia 

q >-+ :i:¡(q) 

con laa •ifuientes propiedades: 
La aplicación: 

+:V_,JRn 

definida por la correapondencia 

q >-+ +(q) = (:i:¡(q), •. .,:i:n(q)) 

ea una bi11ección del conjunto V aobre un conjunto abierto JI conezo U del 
eapacio euclideano /Rn: U C JRn. Entonces, eziste una 11ariedad U deter
minada por la condición de que el sistema 

{:i:¡, 2:2, •• 0 1Zn} 

de funciones definidas sobre el conjunto V, sea un sistema de coordenadaa 
sobre la wriedad V en todo punto q e V. 

Demo1tración. En primer lugar se dota al conjunto V de la topología 
menos fina que hace de la aplicación + un mapeo continuo del espacio 
top6logico T sobre el conjunto abierto y conexo U e t7(JRn): 

• :T-t U 

y como • es una biyecci6n el mismo deviene un homeomorfismo del espacio 
topológico T sobre el subespacio U¡ cuyo conjunto subyacente es el conjunto 
abierto y conexo U e JRn: 

Por consiguiente, el espacio topológico T es un espacio topológico cone
xo. Si a todo punto q del espacio T: q E T le asignamos la familia: .1'(q) 
de funciones reales definidas en el entorno del punto q E 'T; que dependen 
analíticamente de las funciones z1,:i:2, ... ,:i:n en el entorno del punto q ET: 
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para todo f e '/', le &firm& que eata uigaación uí definida da luga.r a una 
variedad V cuyo conjunto subyacente ea el conjunto V dado. 

En efecto, como por definición para toda /e F(I') existe una vecindad 
V ( que puede depender de la función / ), tal que, / eatá definida 10bre el 
conjunto V: 

· /:V-+B 

.;..~.el axioma C1) •verifica. 
. Tamblú por definición, li / ea una fund6n real anaU&ica defhaida en la 

. vecindad del puto p f. U, tal· que 

. '/- /1,/21 ... ,/~ con /¡ E F(p) (1 Si~ n) ,... /E F(I'). 
p 

En efecto, como 

/ rv /a.f2, ... ,/n 11 /¡""' za.z2, ... ,z,. (1 Si S n) 
p p 

=> /"' za, z2, ... ,z,. => /E F(p) 
. p. 

e1 decir, el axioma C11) de la Definición l.0.61e verifica.· 
Consideremos ahora un punto •(p) del conjunto abierto U: •(p) E U 

y 1ea r. un cubo de ·centro el' punto t(p) y de amplitud a > O contenido 
en el abierto U: 

•CP) e r. e u 
si definimos V = 1-1(}!') obtenemos una vecindad abierta V del punto p. 
En particular las funciones z1,z21 ••• ,z,. E F(p) están definidas sobre la 
vecindad V: 

z;:V-+E 

definidas por la correspondencia 

q >-+ z;(q) (1 ~ i S n) 

La aplicación t ma.pea homeomorfica.mente a la vecindad V sobre el 
cubo r;:: 

•:veu;: 
y como para. todo punto q E V las funciones zi,z2, ... ,zn e F(q) y si 
/E F(q) por definición: 
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en otras palabras el axioma C111) de la Definición 1.0.6 se satisface. De está 
manerá se tiene verificado que la asignación: 

q >-+ F(q) para toda q ET 

define un& variedad V cuyo subconjunto subyacente es el conjunto dado: 
De acuerdo con la Definición 2.2.1 la fa.mili& de funciones {z1oz2, ... ,zn} 
constituyen un sistema de coordenadas sobre la variedad V en todo punto 
q e V. Este 1iitema de funciones determina la variedad V. En efecto, 
supongamos que se ha definido otra variedad V' cuyo conjunto subyacente 
es el conjunto T dotado del sistema de coordenadas 

sobre la variedad V' en todo punto q E V'. Sea 

q >-+ .T'(q) para toda q ET 

la asignación de la familia. de funciones reales que define la variedad V' . Sea 
q un punto fijo pero arbitrario de la. variedad V': q e V' si 

f E F'(q) # /E F(q). 

Por consiguiente 
F'(q) = F(q) 

como q se eligió arbitra.ria.mente en el espacio T se obtiene: 

F(q) = .T'(q) para toda q E T. 

' .. 

En otras palabras, la. variedad está bien definida por el sistema de coor
denadas {:z:i,:z:~, ... ,:z:n} sobre la. variedad Ven todo punto q E V. 

Observación 2.2.2 Si el conjunto V está dotado apriori de una topología · 
y si la aplicación + es un homeomorfismo entonces, el espacio topológico 
previamente definido sobre el conjunto V coincide con el espacio topológico 
dado apriori. 

En efecto, sea {} la topología definida sobre el conjunto V y sea {}' la 
topología definida apriori. De acuerdo con la topología {} se tiene que 

iJ e iJ' 

7 
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como •.ea un homeomorfiamo ae. obtiene 

"'c.,, 
Por conaiguiente 

··,_,' 

Y ul' la afirmadcSn eat4. demoatrada. Esta afirmación implica que la va
riedad V tleae como espacio. 1ubyaéeate al espacio dado apriori. Y ul la 
flropoüci6a 2.2.2 -~ demostrada. • 

Teorema t.t.t Sea V una •rietlad r na V un aukofVvnto o6ierto 11 conc
zo de lo variedad V: V C V. Eratonoea, uiate una varietlall curo conjunto 
nbfGClnle ea el conjunto V. 

Demoetracldn. En primer lugar uignemoa a todo punto p e V la clue de 
funciones F(p): 

p ..... F(p) = {g =a./ I / e F(a(p))} 

donde 1 es la aplicación: 
a:V -oV 

definida por la correspondencia 

q ..... •(q) = q . 

y '• es la aplicación de .1'( 1(p)) en .1'(p ): 

'•: .1'(1(p))-> F(p) 

definida por la correspondencia 

¡ ..... •.(!) = I º' 
es inmediato que: 

C1) Para toda g E .T(p) existe una vecindad Vi = Vi(g) , sobre la cual la 
función g está definida: 

g:V1-+IR 

definida por la correspondencia 

q ..... g(q) 
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En efecto, como g = 1. / con f e F(a(p)) y como V ea una variedad 
existe una vecindad V = V(/), tal que 

J:V-+IR 

definida por la correspondencia 

q .... J(q) 

como 1 ea un mapeo continuo podemos definir: 

V1 = ,-1(V) = V n U. 

Por tanto 
p ..... g(p) =a. /(p) = /(a(p))) = /(p) 

y como a(p) e V se tiene la función g definida en V. Y así C1) está 
verificado. 

Cu) Sea g una función definida en la vecindad del punto pe V, tal que 

9';9h92, ... ,gm con g¡,g2, ... 1gmEF(p) ~ geF(p). 

En efecto, por definición: 

g¡ = 1. /¡ con /¡E F(1(p)) para {1:::; i:::; m). 

Como 1 es una función continua se puede aplicar la Proposición 2.1.2 y 
como por hipótesis: 

g...., 1.Ji,1./2, ... ,1./m 
" 

~ 3 JE .1'(1(p)) tal que f "" Ji,f2, ... ,fm 
•(J>) 

además como g = 10 J . Por consiguiente: 

g E J"(p) 

y así Cu) está verificado. 
Sea 
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un úatema de coordenadas sobre la variedad V en el punto (1(p)) e V. 
Como V n W ea una. vecindad del punto (•(p)) e V exi1te una. vedn· 
dad cúbica (Proposición 2.2.1) W1 con reapecto al úatema de coordenadu 
bt1t'20····"'} de amplitud,,, contenida.en vnw: 

w,cvnw 
conúderemoa ahora lu funcionea: 

•1 = .. "' •:i = lef2, ... ,111. = a.r. e F(p) 
Sea Vi = ,-1(W1). Se afirma que 1111o1113, ••• ,111 •. E F(p), v, y 61 aatia

facea lu conclldonea i), ii) y üi) del axioma Cm). En efecto 

l) Laa fundonea 111a,s111 ••• ,111. eath deflnldu sobre la vecindad V1: 

111,:V1-+.R 

por mecllo de la correapondencla. 

11 ..... 111;{q) (1 Si S n). 

En efecto como 
z;(11) = •· r;(q) = r;(•(CJ)) = r;{q) 

y uí ae tiene la. afirmación demostrada y con esto 1). 

ii) La aplicación: 
'P: v,-+ .R" 

definida. por la correspondencia. 

111-+ ip(q) = (z1(q), .. .,z,.(11)) 

ma.pea. homeomo.rfica.mente a. la vecindad V1 sobre el cubo Ir,. 
En efecto, sea q e Vi y calcula.ndo 

ip(q) = (z1(q),z2(q), ••• , :r:,.(q)) 

= (•.111(9), •· '2(11), ..• , •• r .. (q)) 

= (111 o •(11), '12 o •(11), •.. ,,,.o •(11)) 

= (y1( •(q)), Y2( •(q)), ••. , i'n( 1( 11))) 

= ~(•(11)) e~ 

y como 

y a.sí ii) se verifica. 
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iii)a) Par~toda q e V1 ~ Z¡,Z3, ••• ,z,. e F(q). 

Eatá ee verifica trivillmente puesto que por definición: 

Z¡ = '•lli con l/i e F(a(p)) para M. 

iii)b) Para toda q e V1 H debe de tener que 11: 

ge F(q) ~ g ';' z1tx2, ... ,z,. 

En efecto, por definición g = 1. / con f e F( 1( q)) y como V ea una 
variedad ee tiene que 

y 111{ iii) está verifica.da. Por tanto Cm) también. Y así está demostrado 
el Teorema 2.2.2. • 

A la variedad W 111( obtenida se le llama. aubvariedad abierta de la. 
variedad V. 

Prorosicion 2.2.3 Sea W una variedad, sea 'T un espacio topol6gico 11 aea 
• un ·homeomorfismo del espacio topológico T sobre un aubconjunto conexo 
U de la variedad W: U e W. 

•:T-+U 

definido por la con-espondencia: 

p ..... t(p) 

Entonces, existe una variedad V cuyo espacio topológico subyacente es el 
espacio T. 

Demostración. Corno W es una. variedad, la. imagen del espacio T bajo 
el horneornorfisrno t; es un subconjunto abierto ( Principio de la. inva.ria.nza. 
del dominio ): 

/m(t) =U 

el cual por hipótesis, es un conjunto conexo. Por consiguiente, U es un 
conjunto abierto y conexo de la. variedad W : U C W. De a.cuerdo al 
Teorema. 2.2.2, existe un.i. subva.rieda.d abierta. U de la. variedad W: U e W. 
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Eata 1ubvariedad U: U cW tiene por definición a.signada. a. cada. punto u 
de U: u e U una clase de funciones .T(u): 

u,... .T(u) para todo u E U. 

Para detliiir la ~iedad V que deberá tener como eapacio 1ubyacente el 
eapacio toJ>OlcSgleo dado 'T, ee tiene que Aleccionar para cada punto p e T 
una c1ue de funclon• F(p), y demoetrar que 1e 1ati1facen loe axlomu de 
la Dehicl6n 1.0.6. La due de funciona que Alecclonaremoe para uignarle 
a cada pa_nto., e 'T - la liguiente: 

F(p) = {I = t./= /o t I /e F(t(p))} 

1e afirma que la correepondencla: 

, .... .T(p) 

para todo punto p e T, define una variedad V cuyo eapacio subyacente a 
el upado T. En efecto, aea. g una función de la. famili& F(p) fija pero 
arbitraria: g E F(p) y como: 

g =t./=/ o t con /E .T(t(p)) 

,y .como U ea una variedad, existe una. vecindad W del punto t(p) e U, 
sobre la. cuaUa. función / está definida: 

/:W-E 

Se a.firma que sobre la vecindad V= 1-1(W) está definida la función g: 

g:V-lll 

En efecto, sea. p un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: p e V , 
si calculamos: 

g(p) = t. /(p) = /o t(p) = /(t(p)) 

y si observamos que el punto t(p) E W, se obtiene que efectivamente la 
función g está definida. en el punto p e V y como esta se eligió arbitra
riamente en la vecindad V, se tiene demostrada la afirmación y con esta el 
axioma C1) de la Definición 1.0.6 está demostrado. 

Sea g una función que depende analíticamente de las funciones: 
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en el entorno del punto p E T: 
''· 

9 '¡;' g¡,93, ... ,gm 

Se afüma que la función g E F(p). En efecto, como • es un homeomor
filmo existe 1u aplicación invei1a. • = •-1: 

9:U--+T 

lo cual permite aplicar la. Proposición 2.1.3 a. las funciones g,g¡,g3, ••• ,gm y 
como p·= •C•(p)) 1e tiene: · · .. 

•· g = / ,.. •·Di. •.12; ... , ••9m 
•(P) 

~ •.g = / ,.. /i,/J, ... ,/,,. ~ Je F(•(p)) 
•(p) 

lo cual implica: 

Por conaiguiente: 
ge F(p) 

y uí la. afirmación eat' demostrada. y con esta. el axioma C 11) de la Definición 
1.0.6 está demostrado. 

Consideremos ahora. un sistema. de coordena.du locales: 

9: ( bi.ri, ... ,11m}, W,b) 

sobre la variedad U en el punto +(p) E U, y el sistema. de funciones: 

{•.11i.+.11a, ... ,+.11m} con +.11;e.1"(p) (lSiSm). 

·i) Se afirma. que las funciones +.111,+.11a 1 ••• ,+.11m están definidas sobre 
la vecindad V = +-1(W) del punto p E T: 

t. y¡ : V --+ IR (l S i S m) 

En efécto, sea. q un punto fijo pero arbitrario de la. vecindad V: q e V, 
si calculamos 

+. y¡(q) =y¡ o t(q) = y¡(t(q)) (1 ~ i S m) 
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ycomoelpunto •(9) e W ysitomamoaencuentaqueUesunava.riedad,las 
funclonea lfli 112, ••. ,.,,,. están definidas sobre la variedad W. Por consiguiente 
las funciones: 

•• lfl1.• ll21 •••• •• lfm 
están definidas en el punto 9 e V y como áte ae eligió arbitrariamente 1e 

tiene demoatrada la afirmación i). · 
Si a iodo punto 9 e V 1e le ulgna el punto: 

~9) = c•. r1(9),•. ft(9), •.•••• 1fm(9)) 

del espacio euclideano E.'" , 1e tiene deflnida una aplicaddn V' de V en el 
apacio .fi"': 

V':V-JR."' 

definida por la com1pondenda 

" .... 11'(9) = <•· r.(9), •.112(9), ••• ,•. r ... (9)) 

ii) Se afirma que 'P es, un homeomorfismo de V sobre el cubo: 

r. = {lf e .lt"' 1 Ir; - r;(t(•(p))I < 6 ; (1 S i S m)} 

ea decir: 
'P(V) 91! Jl'. 

En efecto, si 9 E T es un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: 
9 e V , y si calculamos: 

obtenemos 

rp(9) = (•. r1(9),•• lf3(f), ... ,•. rm(f)) 
= (J11 o •(cz), 112 o •(q), ... , llm o •(q)) 
= (J11 (•(q)), ra(•(q)), •••1Jlna(•(q))) 
= t(•(q)) 
= to •(q) 

V'(9) =to •(q) 

y como el punto q ET se eligió arbitrariamente en la vecindad V, del punto 
p E T , la aplicación: 

l{':V-+Ir' 
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defiólda ·por la correspondencia 

q ..... ip(q) = • o •(q) 

es un homeomorfismo, puesto que tanto • como • lo eon. De está menerá 
la condición ii) del axioma C111) de la Definición 1.0.6 está demostrada .. 

iii)a) Se afirma que las funcionea •··ri, •· '3, .. .,•. rm pertenecen a la 
clue de funciones F(q): 

•· ri. •· ra ... ., •· ""' e F(q) 

para todo punto q e V. 

En efecto, sea q un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: q e V. 
Como U es una variedad las funciones r1, '3, .. ., rm pertenecen a la clase de 
funciones F(w) para todo punto w e W. En particular 

ri.r2, .. .,¡t,,. e F(•(q)) 

por consiguiente, de acuerdo con la definición de la familia de funciones F(q) 
con q E T , 1e tiene: 

•• r1, •• '3, .. ., •• ¡t,,. E F(q) 

y como el punto q se eligió arbitrariamente en la vecindad V, la afirmación 
iii)a) está demostrada. 

lii)b) Se afirma que toda función g E F(p) depende analíticamente de las 
funciones •· ri. •· '2 ,. . ., •· ¡t,,. en el en tomo del punto p e T: 

En efecto, sea q un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V : q e V ¡ 
y como por definición: 

g = •. f con /e F{•(q)) 

y como U es una variedad, la función / depende analíticamente de las fun
ciones ¡ti,¡ta,. • .,¡t,,. en el entorno del punto •(q) e U: 
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si en nguid& 1.plic&moa: l& Propoaición 2.l.3 a las funciones /,fito fla,. •• , 71,,. 
obtenemos que la función •· f = g depende analíticamente de las funciones 
•• 1l1t •· 112, ... , •· ""' en el entorno ·del punto q E T: 

1..., ••11hl•Jl31• .. ,l.S1m• ' . 

Como.el punto t 1e·eligió·arbitrariaaieate en 11. vecindad V del punto 
p E 7', la &ftrmadóa, iii)6) ª'' dtm01trad&, y uf la condición Cm) de 
la Deftaldón · l.0.6 eat' demostrada. Coa la verificación de eate axioma M 

termina la 'demoetr&dón de la Propodddn 2.2.3• · 

Ddalel6n·l.2.2 Sean·V 11 W ~ lf Nll tuno oplú:aciMa fle V en 
W:·, 

, .... t(p) 

Se dirá 'l"e t u un _..apeo anaUUco en el puntop. E V, ai ae aatia/acen 
loa condicione• aiguienlea: · · · 

i) t e• un mopeo continuo en el punto pe V. 

il) Si / e• uno función anolítica en el punto t(p) E W: f E .F(t(p)). 
Entonce•, la funci6n t. / = f o t u analítico en el punto p E . V: 
·t. / E . .F(p ). En oCraa palobrru lo correapondencio: , ....... , 
define uno aplicación 

t.: F(l)(p))-+ .F(p) 

Se dirá que t ·es un mor81mo analítico de V en W; Si t es un mapeo 
analltico dondequiera. 

Dellnición 2.2.S Swn V SI W variedades SI aea t un mapeo de V en W: 

t:v .... w 
definido por lo COfTf!Bpondencia 

, .... t(p) 
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. Se dirá qve • e1 un i110mor81mo analitico de V sobre W: 

t:V~W 

ai ·~ !aiil/acen "" siguieritea condicionea: 

i) t ·e1''un laomeomorjilmo del e1pacio 1u611acente K a la variedad V so~ 
el e.pacio 1ubracente ~ a la variedad W. 

il) '.nanto t a>lllO IU inver10 t-l IOn morjilmo1 anal(tico1, 

Propoaicibn 2.2.4 Smn V 11 W variedade1, 1ea t una aplicación continua 
de V en W: 

definida por la a>mi1pondencia 

1ea, un punto de la variedad V: p E V, •ea t(p) BU imagen en la variedad 
W: t(p) E W 11 sea . ' .. 

9: ( bi.112, .. .,11m}, W,b) 

un aistema de coordenada• localea sobre W en el punto t(p) de la variedad 
W: t(p) E W. Entoncea, para que lo aplicación t aea un mopeo onol(tico 
en el punto p e V, es necesario 11 suficiente que se sotis/ogo la siguiente 
condición: · 

(•) · t.111t+•ll2•···•••llm E F(p) 

Demostraci6n. Supongamos que la condición es es necesaria.. Esta se 
verifica. trivialmente de acuerdo a la Definición 2.2.3. 

Reciprocamente supongamos que la condición es suficiente. Es decir 

t.y.,t.112, ... ,t. ym E F(p) 

Por tanto, si consideramos una función / E F(t(p)) fija pero arbitra.ria. 
y si tomamos en cuenta. que W es una. variedad, está. función / depende 
a.na.lítica.mente de las funciones: 
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en .el entorno del punto •(p) e W: 

1 ..... t111112 ..... t1m· .,,, 
Si en Hguida aplicamos la Proposición 2.1.2 & lu funciones /, 'lll• 112, ... ,,,,,. 
obienemm la f'uaci6n •· I · la cual depende aaalíticamente de lu funcione. ••'fl••• ra, ; .. , •• ,_ en el entorno del punto pe V: . ·,, •.-¡ "" .•. ,,, •• 91, ••• , •• ,. , 

Como por bip6\ell1 l1. condición H ntilf'ace y como V ea un& Y&rieclad • 
ob&leu. una f'undcha a 11.ber •· f e F(p)¡ habida cuenta de que / n eligi6 
arbitrariamente en la due de lu funciona F(•(p)), H tiene definida un& 

.,PUQc161l·•· de F(•(p)) en F(p): . 

•·: F(•(p))-F(p) 

por medio ele la correspondencia 

¡ ... •./=Jo• 
la cual es un mapeo analítico. Al{ se tiene demostrada la suficiencia de la 
condición ( • ). Y uf la Proposición 2.2.4 eat' demostrada. • 

Teorema 2.2.S Sean V 11 W iiariedadea analiticaa 11 aea • una aplicación 
de V.en W: 

definida EJO,r la correspondencia 

pi-+ •{P) 

Entoncea, • es un ilomorfismo analítico ai 11 solo si cumple las 1iguiente1 
condicionea: 

a) • ea un homeomorfismo. 

b) Sea p un punto de la variedad V arbitrario: pe V 111ea •(p) 1u imagen. 
en W: •(p) e W. Si 

•: ({111,112, ... ,fln},W,b) 

es un sistema de coordenadas locales 1obre la variedad W en el punto 
•(P) e W. Entonces, las /unciones •· lfi. •.112,. .. , •. tln con1titu-
11en un sistema de coordenadas locales 1obre la variedad V en el punto 
pe V: 

l(J: ({•.11i.•.112, ... ,••Yn}1 V,a) 
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Demoatración. =>) Suponga.moa que • ea un isomorfismo analítico y sea. 
• el mapeo analítico de •: 

O'·•=•.·•=id. 

Como en particular.• ea una aplie&ción continua. el conjunto V= •-1(W) 
ea Un& vecindad del punto p e v. La hip6teai1 implica que lu funcione. 
•• ri,•.112, .•. , •• g,. pertenecen a. la familia de funciones F(p): 

•· ¡i¡ e F(p) (1 S i S n) 

eatú funciones 1a.tllfacen lu 1iguientea condicione.: 

1) Lu funcionea •• lllt •.112, ... , •·Un eat"1 definldu tobre la vecindad V 
del punto p e V: 

En- efecto, 1i q e V es un punto fijo pero arbitrario. Calculando 

de donde 
•· g¡(q) = 1/i o •(q) = 71¡(•(9)) (1 S i S n) 

y observemos que t(p) e W y si tomamos en cuenta. que q se eligió arbitra
riamente en V; la. condición i) está verifica.da.. 

ii) La. aplicación: 
cp:V-+JR" 

definida. por la correspondencia 

q .... cp(q) = c•.111(q),. . .,•.11n(1J)) 

ma.pea homeomorficamente a. la. vecindad cúbica. V sobre el cubo r: 
con a= b. 

En efecto, si calculamos para toda q e V: 

cp(q) = (•.111(q),t.71i(q),. .. ,t.71n(9)) 
= (111 º •(9), 11i º •(q), ... , 11" o •C q)) 
= (111(t(q)), Yi(•(q)), ... , 1/n(t(q))) 
= q¡ (t(q)) 

= ti ot(q) 



2.2. VARIEDADES .. 55 

y obtener la relación V> = • o • 10brc la vecindad V del punto p e V. Eatá 
relación implica que 

ip(V) = f/ o +(V) = fl(W) et I: 
y ai definimo1 11 == 6 entoncea •(V)!:!! I;. Así la.condición ii)eatá verifiéada. 

iii)a) Para todo punto q e V se tiene que las funciones ( •) pertenecen a la 
daaeF(p): 

(•) •• ri, •• "2• ... ; •• Vto e F(p) 

En efecto, como •{q) e W y como W ea una variedad analitica, la 
hipótea11 implica que p¡,J12, ... ,Vft e F(•(q)) y pueato que • ea un mapeo 
analitlco ae tiene que: 

•.r1.•.r2, ... ,t.r,. e F(q) 

y ul la condición a.) está verificada.. 

lii)b) Para todo punto q e V. Si / e F(q), entonces la. función/ depende 
· a.naliticamente de las funciones •· 111, •• ri, .. ., •· lln en el entorno del 

punto ve V: 

/e F(v) => /"' t.111,l.ri, .. .,•.11n• 
f 

En efecto, como f/ es un ma.peo analítico se tiene que 

/e F(q) => •.fe F(•{q)) 

y si se toma en cuenta. la. hipótesis la. función ti./ depende analíticamente 
de las funciones 111,112, ... ,11n en el entorno del punto t(q) E W: 

•• , N Sllt112t'"tlln 
•(t) 

Si a.hora. aplicamos la. Proposición 2.1.2, obtenemos que f = •• \f!. f 
la. cual depende analíticamente de las funciones •· 11i. t. 112, ... , ••fin en el 
entorno del punto q E V: 

1 = •· \f!./ ..... ti.111,ti.112, .. .,ti.11n 
f 

y así la. condición b) está. verifica.da.. De está ma.nera. se tiene demostrado 
que 
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a un·1i1tema de coordenadas sobre la variedad W en el punto q E V. 

<=)Ahora supongamos que las condiciones a) y b) se satisfacen y sea 
p un punto fijo pero arbitrario de V: p E V y sea •(p) 1u imagen bajo • 
en W:' •(p) e w. Por consiguiente, 1i {l/i.ri .... ,,,,.} es un 1i1tema de 
coordenadu locales sobre W en el punto •(p). Entouce1, laa funcionea 

•.(11¡) para (1 S i S n) 

pertenecen a la familia J:(p): 

•.11i.•.ri ....... 11n e J:(p) 

lo cual de a.cuerdo con la Propoaición 2.2.4, implica que la aplicación: 

•:V-+W 

ea an&Utica en el punto p E V. Como el punto p E V se eligió arbitrariamente 
en V. Por tanto: 

• ea un mapeo anall'tico. 

Análogamente si denotamos con t' al mapeo inverso de•: 

t' = ·-1 
y si q es un punto fijo pero arbitrario de W¡ •(11) denotará. su imagen bajo 
9 en V: 9(9) = p E V. Por hipótesis 

{ •• 111 t •.11a, ... , •• Vn} 

es un sistema de coordenadas loca.les sobre V en el punto 'l'(q) E V y como 
también por hipótesis la.s funciones 1/i. 1/a, ... , 1/n E F( •CP )). La propiedad 
inmediata: 

w+.11; = 1/i para (1 $ i $ n) 

permite a.firmar que las funciones: 

t'{+.11;) = !li para (1 $ i $ n) 

pertenecen a la familia J:(q): 
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de acuerdo 1:1a Propolición 2.2.4, implica que la aplicacl6n: 

ea u&lfüc:a en el punto q e· W; Como eati§ punto q e W 1e eligió arbitraria
mente. Por tuto: 

9 ea un mapeo ualltico . 

. Y uí H tiene demoatrado que • ea un ilomorfilmo ualítico. Y con •to 
el Teorema 2.2.3 •t' demoatrad0.: • 

. ' .t': 

'•.' 

.. ! " 



Capítulo 3 

Vectores tangentes y· 
diferenciales 

3.1 Vectores Tangentes 

~· ' .... 

De8nici6n s.1.1 Sm V una ooriedad analítica real 11 sea p un punto de la 
ooriedad v·: p e V. Por un vector tangente a la wriedad V en el punto p E V 
se entenderá una aplicación L de la clase de funcione• F(p) en 101 números 

'reales B: 
L:F(p)~ B 

definida por la coinspondencia 

¡ .... L(/) 

satisfaciendo las siguientes condiciones: 

i) L es lineal: 

L(a / + (J g) =a L(f)+ /H(g) para todas /,ge F(p) 

1J para todas a,(J E /R. 

ii) L es una derivación: 

L(f · g)(p) = L(/) · g(p) + /(p) · L(g) para todas /,g E :F{p). 

el número real L(I) se llama la derivada de la función / en el punto p 
en la dirección L. 

58 

• .. 
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Pro~clAa a.1.1 S• V una uoriedad 111ean L1 11 L3 . vec&ore1 Congenie• 
a. la W.#cl V en el punto p ev. Entonce•: · · · · 

i) Lo apli<:ación: 

Li + La : .F(p) - B 

dejinióa por la corruporulencia 

1- (~1 + Li)(/) =,L1(/) + Li(/) 

et 11n oec:tor tangente 106re la writdad V en el pun&o p E V. 

ll) Lo apli<:ación: 
.ü:F(p)-B · 

definida por la c:orreapondencia 

¡ .... (.\ L)(/) = .\ (L(/)) 

poro toda .\ E ll, es un 11ector tangente en el punto p e V. 

Demoatracidn. Calculando 

(Li+La)(a/+/Jg) = Li(af+(Jg)+Li(af+(Jg) 

= L1(a/}+L1(fJg)+L2{0t/}+La((Jg) 
= a Li(f} + {J Li(g} +a Li(J) + {J La(g) 
= 0t(L1 +La)(/)+ {J(Li + La)(g) 

es decir 

Por otro lado 

(L1 +La)(/· g)(p) = Li(/ · g)(p) +La(/· g)(p) 
= L1(/) · g{p) + /(p) · L1(g) +La(/)· g(p) 

+ /(p) · La(g) 
= {L1(/) + La(/))g(p) + /(p)(L1(g) + La(g)) 
= (L1 +La)(/)· g(p) + /(p) · (L1 + La)(g) 

, •' :. ', ~ . ·.' ... ' 
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Pcifl&ntci. (L'¡'+ L:i) es un vector tangente sobre la variedad V en el punto 
p e V. Finalmente si calculamos . 

(.\L)(a/+fJg) · = >.(L(o/+/Jg)} 
= .\(a L(/) + {J L(g)) 
= >.(oL(/))+ .\(PL(g)} 

a decir 
(.\L)(a/ + ¡1g) = .\(aL(/)) + >.({l(L(g)). 

Por otro lado 

'."• (.\L)(/ • g) = >.(L(J • g)) 

Por tanto 

= >.(L(J) • g(p) + /(p) · L(g)) 
= .U(/)·g(p)+.\/(p)·L(g) 
= >.(L(J)) · g(p) + /(p) · .\(L(g)) 
= (>.L)(/). g(p) + /(p). (>.L)(g) 

>. L es un vector tangente sobre la variedad V 'én el punto p e V para toda. 
.\ e B ... Y uf la Proposición 3.1.1. está. demostrada. • 

Obaerw.ción a.1.1 El conjunto: 

{L: .F(p) .... IR 1 Les un vector tangente a V en el punto pe V} 

se denota con el símbolo: 
TpV 

y se dirá que es el espacio vectorial tangente a la variedad V en el punto 
pe v. 

Corolario 3.1.1 Sí L es un vector tangente: Le TpV, entonces para toda 
/unción constante e: e E .:F(p): 

L(c} ==O 



3.1. VECTORES TANGENTES 

Demoetraci6a. Calculaado . ~ .• 

L(c) .. e: L(l) = cL(l • 1) = c((l) L(l) + L(l)(l)) 
= cL(l)+c:L(l) = 2cL(l) = 2L(c:) 

Pcir collligulute 
L(c:) = 2L(c) "'°' L(c:) =O 

Y ul el Corolario 3.1.1 eat' demoatr&do. • 

Ob!Mlnac:i6a a.1.2 Seo V una variedad, p un punto u la variedad V: p E V 

V': ( {z11z21 ; •• ,z11}, V,ca) 

un 1iltemo de coordenadal locale1106re lá fiéÍriedad V en el p~nfo pe V, r 
,¡·,e mmidera una /uneión analítico /e F(p) fija pero ar6ilraria, milmia 
que por definición 1e puede upreaar como 

. 
donde F(u1,u3, ... ,u,.) es una.función en n wria6le1 reale• definida 11 ano· 
lítica en alguna vecindad del punto: 

tp1(p) = (z1(p),z2(p), ... ,z,.(p)) e IR" 

entonces, hagamos la siguiente convención: 

8/ o V'-l(z)I 8F 1 8/ (l $ i $ n). 
8z; .,(P) = 8z; <¡1(p) = 8z; 

Está última observación nos permite escribir el siguiente teorema: 

Teorema 3.1.1 Soo V una variedad, sea p un punto ar6itrario de la varie
dad V: pe V rsi 

'f': ( {zi,:1:3, ... ,zn}, V,a) 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p E V. En
tonces: 

n 8 
Le r,,v ~ L = EL(z;)¡¡-:-

i=t z, 

donde L(z;) E IR para (1 :=; i :=; n). 
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Demostración;'~) Observemo.quedad01Ai.A2,..~;A~ ti'núnierosreAla. 
Se afirma que la aplicación L· dada de F(p) en R: 

L: F(p)- R 

,definida .por la correspo.idencia 

.. 8/ 
J .... L(/) = E A¡¡¡-: 

i•l :i:, 

a un vector tangente 1obre la variedad V en el punto p E V . 
. En efecto, li 1 11 otra función anaUtica en el. punto p E V:· 1 e F(p) 1 

11 hac:emOI lu comideraciona sobre la repre1entac:i6n de 1 1 del producto 
/ • 1 ( el cual evidentemente 11 anaUtico en el punto p E V: / • 1 e F(p) ), 
que.hema1 hecho para aquella de la función/ y podemoa acribir para toda 
o,(J e IR: 

L(a/+/J.g) 
.. IJ = EA;-8 _(o/+/Jg) 
i•l :i:, 

( " IJ/) ( " IJg ) = Q EA¡-IJ . +{J EA¡-IJ . 
i=l :i:, ¡ .. 1 :i:, 

11 decir 

L(oi/ + {Jg) = aL(/) + {JL(g) para tocias o ,{Je R. 

En otras palabras, L es lineal. Por otro lado si calculamos: 

L(J. g)(p) 
n IJ 

= EA¡IJz·(/·g)(p) 
•=1 1 

n 8/ n • IJ 
!rA;8z¡ g(p) + !rA;/(p)/J:¡ 

= ('fA¡:;Jg(p)+/(p)('fA;::J 

= L(/) · g(p) + /(p) · L(g) 

es decir 

L(J · g) = L(/) · g(p) + /(p) · L(g) para todas J,g E F(p). 
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.En otru palabru, L •un& derivación. Como en putlcul&r L(s¡) = A; 
para (1 S i S n). Por con1iguien&e 

' -~ ( 

a decir, la condiciÓn a nece1&ri&. · 
· " •) a.ciprocamen&e, MI. L E T, V, H& / una función analítica en el · 

punto p E V: / E F(p) y MI.. 

/ = F(s1,s2, ... ,s,.) 

1u exprelión en el li1tem& de coordeD&du {s1tz2, ... ,z,.} donde 

F( u., u2, ... , "") 

• una función real en n vuiabla reales analltlca en el punto 

'P(p) = (z1(P),z2(p), ... ,z,.(p)). 

Por tanto 

I = ao + aª' (z1 - Z¡(p)) + ... + aª' (z,. - z,.(p)) 
S¡ Zn 

" + E (z; - z;{p))(z; - z;(p))g;; 
i,j=I 

donde g¡; E F(p) para (1 :5 i,j :5 n). Si L E 7j,V, entonces 

· · · 8/ 8/ " 
L(/) = ¡¡-L(z1) + ... + ¡¡-L(z,.) + E L(((z¡ - z;(p))(z; - z;(p))g;;) 

Z¡ Zn i,j=I 

pero como 

L(z; - z¡(p))(z; - z;(p)) = (z;(p) - z¡(p)) L(z; - z;(p)) 

y como también 

+ L(z; - z¡(p))(z;(p) - z;(p)) 

= o 

L((z; - z¡(p))(z;·- z;(p))g¡; = L((z; - z¡(p))(z; - z;(p))g;;(p) 
+ (z;(p)- z;(p))(z;(p)- z;(p)) L(g¡;) 

= o 
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. L(((zi- z;(p))(z; - z;(p))g¡;) =O 

obtenenioa . . " . 8/ 
L(/) = EL{z;)~ para toda /e F(p). 

i•I uz, 

Por comiguillJlte 

.·.. 8 8 8 
L = L(z1);- + L(z2);- + ... + L(z,.);r-

uz1 uz2 uz,. 

ea decir 
" 8 

L = EL{z;)-
i•t .IJz; 

ea un vector tangente a la variedad V en el punto pe V. Y aaí el Teorema 
3.1.1 eatá deam01trado. • 

Corolario a.1.2 Sea V una variedad, sea p un punto arbitrario de la 1JGrie
dtid V: pe V 11•i 

i.p: ( {z¡,z3, ... ,z,.}, V,a) 

.es un sistema de. coordenadas sobre la variedad V en el punto p e V, entonce.11 

.l~s. vectores tangentes X¡,X2, ••• ,X,. alá variedad V en el punto pe V: 

X¡ e 1j,V para (1 :S i :S n) 

definidos por la relación . 

X¡z; = 6¡; para {l :S i,j S n) 

forman una base sobre los números reales IR para el espacio vectorial tan
gente a la variedad V en el punto p: 

1j,V 

es decir 
dim.R(1j,V) = n ¡ (n = dim(V)). 

Demostración. En primer lugar se afirma que los vectores 
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10A liaulmente iadepeadieat• 10bre I& variecl&d V •. En efecto, 1upongamOI 
que ... tiae la liguieate relación · ' · 

,, . 
por tanto 

~ A1 = Aa = ... = A,. = O 

y ul la allrmaclóa •t' demoatr&da. 
·Por otro lado, de acuerdo con el 'n!orema 3.1.1 tenemoa que 

obtenemo1 

" 8 8 X¡=I:;X;z,-=- (lSiSn) 
i=l 8z, 8z¡ 

8 
X¡ = -

8 
(1 S i S n) z¡ 

y el mismo Teorema 3.1.1, afirma que todo vector Le 'TpV se puede escribir 
como 

Por consiguiente 
{X1,Xa, ... ,X,.} 

es una base del espacio tangente 'TpV a la variedad V en el punto p E V, de 
tal suerte que la dimensión: 

dimn('TpV) = n = dim(V). 

Y así el Corolario 3.1.2 está demostrado. • 

El Teorema 3.1.1 y su Corolario esencialmente significan que todo vector 
tangente está unívocamente determinado por los valores que asigna a las 
funciones de un sistema de coordenadas. Consideremos ahora el siguiente 
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Lem&'3;1.1 Sean V.JI W ooriedadea, sea• un mopeo de V en W: 

•:V-+W 

definido por la correapondencia 

'. < 

analíCico en el punCo p e V. Si L ea un uecCor tangente a la ooriedacl V 
en el punto p E V: L E T, V JI •i / e• una función anal{Cico en el punto 
q = •(p) E W. EnConce1, la aplicaci6n: 

M : F(•(p)) -+B. 

. de/ini,cla por la correapondencia 

/ 1-+ M(/) = L•.f = L(•./) 

e1 un. vector Congente a la variedad W en el punto q = t(p) E W. Ademcfa 
. la aaignación 

Lt-+ d•pL = M 

define un mapeo lineal del eapacio tangente T,V en el eapacio Cangente 
1't(p)W: 

dt,: T,V-+ 'r.¡,)W 

Uemo1tración. Tenemos que verificar que se cumplen las condiciones de 
la Definición 3.1.1 : · 

i) M es lineal. 

En efecto, observemOB que para todas /,ge F(t(p)) y a,{J e IR, y si 
calculamos: 

es decir 

M(a / + {J g)(q) Lt.(a / + {J g)('q) 
= L(a•./+{Jt.g)(q) 
= L(at. l)(q)+ L({J t.g)(q) 
= aL(t.l)(q)+{JL(t.g)(q) 
= a M(l)(q) + {J M(g)(q) 

M(a f + {J g)(q) =a M(l)(q) + {J M(g)(q) para toda q E W. 
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Por tanto 
M(a/ + {J g) =a M(/) + {J M(g) 

y ulla condición i) está demostrada. 

ll) M ea una derivación • 

. . :.67 

. En electo, li calculamos para toclu /,g E F(•(p)) y para tocio punto 
9 E W: 

•decir 

M(J · 1)(9) = L •.(! · 1)(9) 
= L(•.J)·g(9)+/(f)·L(•.1) 
= L •.(/) · 1(9) + /(9) · L •.(g) 
= M(/) · g(9) + (/)(9) • M(1) 

M(J • 1)(9) = M(/) · g(q) + /(9) · M(1) 
•decir, M ea una derivación, y uí la condición ii) está demostrada. Por 
consiguiente, M ea un vector tangente sobre la variedad W en el punto 
9 = •(p)E W: 

Me 'r.(p¡W 
Hi) La aplicación c1•, es lineal. 

En efecto, si calculamos para. tocla.s L¡, L2 e · T, V y todas a, {J e IR y 
ioda. función analítica. / E .1'( •(P)): 

es decir 

c1•,(a Li + {J L3)(/) = M(a Li + {J L3)(/) 
= M(a Li)(/) + M({J L3)(/) 
= aM(L1)(/) + {JM(L2)(/) 
= aL1 M(J) + {JL2 M(J) 

. ad•, Li(/) + {J el•, L3(/) 

el•,( a Li + {J L2)(/) = ad•, Li(/) + {J c1•, L2(/) 
y como la. función / se eligió a.rbitra.riamente. Por consiguiente 

cl•,(a Li + {J L3) = ad•,L1 + {J c1•,L2 

es decir c1•, es lineal. Y a.sí la. condición iii) está. demostrada. y con la. 
misma. el Lema 3.1.1 está. demostrado. • 

Esté Lema. nos permite establecer la siguiente: 
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3.2 Diferenciales . 

Defl'Diclón S.2.1 Sean V 11 W variedades, sea• un mapeo de V en W: 

•:V-+W 

definido por la corre1pondencia 
·' 

p .... •(P) 

analítico en el punto p E V. A la aplicaci6n d•, del Lema 3.1.l que mapea 
linealmente al e1pacio tangente T,. V a la variedad V en el punto p E V en 
el e1pacio tangente T•<•>W a la 11Gritdad W en el punto •(p) E W: 

d•,: T,.V .... r.,,,w 
definida por la corre1pondencia 

L .... d.,(L) = M 

1e le llama la diferencial d•, de la aplicación • en el punto p E V. La 
cual es denotada uaualmente por dfl, ó simplemente por dfl. 

Consecuencias inmediatas de está definición están contenidas en la si
guiente: 

Propo1icion S.2.1 Sean V 11 W variedades, sea • una aplicación de V en 
W: 

+:v .... w 
definida por la correspondencia 

analítica en el punto p = •(q) E W. Entonces, si Z es otra variedad 11 9 es 
una aplicación de W en Z: 

9:W-+Z 

definida por la correspondencia 

q .... 9(q) 

analítica en el punto p := •(q). Entonces, se cumplen las siguientes condi
ciones: 
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l) d(• o•),. = "*•(t) o t1•,. para iodo p E V. 

U) Si • u 11n úomorjiamo analítico, entonce•: 

69 

Demoetr.CWa. SabemO. que para tocia función h 10bn la w.rieclad Z 
iiaaU&lca en el punto p = •(9) lu funcioua 

V 

c•.o•.)h=(ho9)o• 

coinciden en la vecindad del punto p E V. Por tanto, para todo vector 
ti.ngente LE 7;V y toda la e,F(t(9)) se tiene: 

y por tanto 

d(l'o•),.L(la) = L(to•).(la) 
= L(•• o •.)(la) 
= ct•,L9.(h) 
= dt•(t) o d•,.L(la) 

d(t o•),.="'•<•> o d•,.. 
Por tanto, como h y L se eligieron arbitruiamente ae obtiene la pro

piedad i). · 
Finalmente, la propiedad ii) es consecuencia inmediata de la propiedad 

i). En efecto, sea t = •-1 • Entonces, calculando: 

Por tanto 

idr,.v = d(t o lt),. = d(t•M • dlt,. 

idr.¡,.¡W = d(lt o l)p = dltp · dt•(f) 

"-1•,. = "<• .. r1. 
Y así la condición ii) está. demostrada. Y con esto la Proposición 3.2.1 

está. demostrada. • 
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PropoaiciOn 3.2.2 Si.V e1 una variedad ll'•i p ea un punCo arbitrario de 
la variedad V:. p e V. Entonces, el conjunto de diferencialea 

'D, = { d/, 1 f E F(p)} 

. ea. ~n e11aci0 ~torial aobre el campo de loa númeroa reale1 B, de dimen1ión 
· n: ifi~lt('D,) = n con re1;i«to. ii lal operacionea: · 

•:t>><'D-+'D 

definida por la corre1pondencia 

(df,,dg,) .... t(d/,,élg,) = d/, + dg, 

, 
•:lll><'D-+'D 

definida por la c0m1pondencia 

(A,df,) .... •(A;d/,) = Ad/, 

~ilr:io que ~incide con el espacio T,. v• dual del e11pacio tangente 1;. V en 
el punto p E V: 

v, = r,.v· 
Además, si {:i:1t:i:2 1 ... ,:i:n} es un sistema de coordenadaa locales sobre 

la variedad V en el punto p e V, entonces, el sistema de diferenciales 

forma una base del espacio T,.V• dual del espacio 1;.V, de tal 11uerte que 
toda diferencial df e 'D, se puede expresar en este sistema de coordenadas 
locales como 

n {Jf 
dfp = E ¡¡-:d:z:¡ para toda df,. E 'Dp 

i=l :z:, . 

o también 
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Dem01iración. En primer lugar observemos que el conjunto de diferen· 
clalea: 

'D, = {d/ 1/ E F(p)} 

u un Ílpacio vectorial. 
En efecto, M&D d/1od/2 E 'D, y aean A1oA2 E IR y pueato que toda 

diferencial di E 'D, ea uaa funcional lineal 10bre el espacio tangente T.. V a 
la var!edad V en el punto p E V, li L E 'T, V ea un vector fijo pero arbitr~lo 
y li. calcul&mOI: 

ea decir 

(A1d/1+A2d/2)(L). = A1d/1(L)+A1d/2(L) 
= A1 L(/1) + A2 L(/a) 
= L(A1 /i + A2 /2) 
= d(A1/i+ A2'2)(L) 

(A1d/i+ A2d/2)(L) = d(Ai/i+ A2/2)(L) para toda LE 'T,V 

y como el vector L E '1j, V se eligió arbitrariamente se obtiene 

A1 d/1 + A2 d/2 = d(At/1 + A2 /2) 

10 cual signific& 
A1 d/1 + ..\2 d/:¡ E 'D, 

de esta manerá. la. observación está. demostrada.. 
Consideremos ahora. un sistema de coordenadas locales {z1o z2, ... , zn} 

sobre la. variedad V en el punto p E V y sea un vector X, E T, V fijo pero 
arbitrario. Si tomamos en cuenta. el Teorema. 3.1.1 y el Corolario 3.1.2, 
pódemos escribir: 

n IJ/ n IJ/ 
d/(X,) =X,(/)= E 8--:X, z¡ =E ¡;-:dz¡(X,) 

i=l z, i=l z, 

es decir 
n IJJ 

d/(X,) = ~ /Jz¡ dz¡(X,) para toda df E 'Dp 

y como el vector X, E '1j,V se eligió arbitraria.mente, se obtiene 

n IJ/ 
df == E-dz¡ 

i=l IJz; 
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o tambilSn 
{}/ {}f . {}f 

d/ = -8 dz1 + -8 dz2 + .... + -8 dzn. 
Zt z2 Zn 

En otras palabras las diferenciales 

{dz11dz2 1 ... 1dzn} 

generan al apacio vectorial 1>,. • Mú aun se afirma que '8tu son linealmente 
independientes. En efecto, 1upongamoa que exi1te una relación no trivial 

.\1 dz1 + .\2 dz2 + ... + An dzn = O coa .\1, .\2, ... , A,. E B. 

y sean X,.,; E 'T,V loa vectorea definidoa por lu relaciona: 

X,.,, z; = 6¡¡ poro todcu (1 S i,j S n). 

Por consiguiente, calculando 

( " ) " " O= E.\¡ dz; (X,,;) = E A; dz; (X,,;) = E.\; X,,, z; = .\¡ 
. i•• i•l i•l 

~ A1=A2='. .. =An=O 
por tanto, el sistema de diferenciales 

{dzi,dz21 ... ,dzn} 

es linealmente independiente. Y así la Proposición 3.2.2 está demostrada. • 

Corolario S.2.1 Sea V una variedad, sea p un punto arbitrario de la varie
dad V: pe V 11sea 

{zi. z2 1 ... ,zn} 

un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p E V. Entonces, 
la familia finita de funciones {y¡, 112 1 ... 1 Jlm} es un sistema de coordenadas 
locales sobre la variedad V, en el punto p E V, si !/ solo si: 

i) m == n. 

ii) El sistema de diferenciales 

es una base del espacio cotangente T¡, Vº . 
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Delll09tracióa. La condición a 1uficiente. En efecto, 1upong&m01que1e 
1&tl1facen lu condidon• i) 11 ii) . Como por hipótell1 

• llll li1tem& de c:oordenadu local• 10bre la variedad V en el punto p E V,· 
el liltem& de direfudalet 

{clzi.clz:a, ... ,clz.} 

• una bue del e1pacio cotangente T,Vº y pue1to que la Propolldón 3.2.2 
nae permite exprear a lu dlferendalel de lu fundon• ri1 1121 ... , ,,,,. como 

donde 

• 81: 
c111; =E-'•; c1 s • s m> 

i•t Oz; 

lli f F;(zi.z:a, ... ,:r:,.) (1 Si S m) 

e1 la expresión de la.e funciones lli en función del sistema de coordenadu 

La condición ii) implica. que el 

de acuerdo al Teorema 2.2.1 i) 11 ii) es la condición suficiente para que la 
fa.milla finita de funciones 

sea un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto pe V. 
'*) La condición es necesaria. En efecto, supongamos que las funciones 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p e V, lo cual 
implica: 

i) m = n. 
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ii) De a.cuerdo al Teorema 2.2.1: 

Por tanto 
.. 8F.· 

d11¡ = E-ªdz; (1 S á S m). 
; .. 1 8z; 

Eato 41\imo implica, que el 1l1tema de diferenclala 

u linealmente independiente. Y como m = n, por consiguiente el 1l1tema 
de diferenciales 

{ d111t 11112, ... ,1111 ... } 

ea una bue del espacio T,.V". De esta manera. el Corolario 3.2.1 eat' de-
mostrado.• · 

De8nici6n 3.2.2 Sr.an V 11 W variedatlea 11 aea • un mapeo analítico de V 
enW: 

definido por la correspondencia 

Se dirá que • ea regular en el punto p de V: p e V; ai cumple loa 
siguientes condiciones: 

i) El mapeo +: 
+: F(+(p))-+ F(p) 

ea analítico en el punto p E V. 

ii) La sucesión corta: 

es ezacta. 
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Propoaicion 3.2.3 Sean V 11 W variedades, sea p un punto arbitrario' de 
la variedad V 11 aea • ún mapeo analítico de V en W: 

definido por la corre1pondencia 

q .... •(q) 

regular· en el punto p de la variedad V: pe V. Entont~•, ai 

• :({111,112, ... ,11m},W,6) 

ea un sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto •(p) E W 
del ~istema de /unciones 

{ ••llh ••ll2t .. ., ••llm} 

sé puede eztraer un sistema de coordenadas 

<•• lli1 ' •• y¡., ...... 11¡,.} 

sobre la variedad V en el punto p e V. Además, si 

es un sistema de coordenadas arbitrario sobre la variedad V en el punto 
p E V. Entonces, eziste un sistema de coordenadas 

sobre la variedad W en el punto 41(p) E W, tal que, las funciones 41 0 z¡ 11 
:r¡ coinciden en la vecindad del punto p E V: 

41.z¡ = :z:¡ 

Demostración. La. hipótesis, de a.cuerdo con el Lema lA implica., que la. 
sucesión corta. 

O+- TpVº ,!:.. ~(p¡Wº 
es exa.cta. y como el Corola.río 3.2.1 de la. Proposición 3.2.2 a.firma. que el 
sistema. de diferenciales 
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u una bue del espacio cotangente °4(p)Wº; el mismo Corolario a.firma que. 
del sistema de formas lineales 

{•º d11i.•º d11a, ... ,•• d11m} 

definidu 10bre el espacio tangente 'T,V se puede extraer una bue a saber 

{•º d!liu •• d11;3 , ... ,•• d11;,.} 

para el upado cotangente 1j. Vº . Por otro lado, la definición del homomor
fi1mo lineal t• dual del homomorfismo lineal d• noa permite calcular 

y obtener 
•ºd11¡ = d(•.11;) para toda (1 Si S m). 

Estas relaciones nos permiten expresar a la base del espacio cotangente 
'T,Vº como 

{d(•· llia ),d(•.11;. ), ... ,d(•.11¡,.)} 

y ai aplicamos el Teorema 2.2.l obtenemos que la familia finita de funciones 

{•• lli1 ••• llia• ... ,•• lli,.} 

forman un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p E V. Y 
así la primera parte de la Proposición está. demostrada. 

Para demostrar la s~gunda parte se procede como sigue, si 

{z1,z2 1 ... ,zn} 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p E V y como 
por definición 

Z¡,z2 1 ... 1Zn E F(p) => z¡ "'••lli1>••lli2 , ... ,••llin 
p 

esto último, de acuerdo con la Proposición 2.1.3, implica la existencia de una 
función z; E F(•(p)) tal que 

•.z¡ ";: •• lli11 •• lli21 ... , •• Yin 

con la propiedad 
'4t. z¡ = z¡ (lSiSn) 
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en la vecindad del punto pe V. Se afirma, que la familia finita de funciones 

donde: 

z,.+; = lli,.+; con lli,.+; :/: 11;. (1 S k S m) para toda (1 S; S m - n). 

es un sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto •(p) E W. 
En efecto, consideremos las expresiones de las funciones •• z; con res

pecto al sistema de coordenadas 

{•. lli1. •.11; ..... , •.11; .. } 

a saber 
•.z; = F;(•.11;11 •.11;2 , ... ,•.11;,.) (1 Si S m) 

donde F¡(u1, u2, ... , u,.) es una funci6n real en n variables reales y definida 
en la vecindad del punto: 

rp(p).= (t.11;, (p), t.11;,(p), ... , •.11; .. (p)) 

y analítica en el mismo punto y como podemos escribir 

para todo punto t(p) e W. La expresi6n de las funciones z¡ en el sistema 
de coordenadas {!11, 112, ... , llm} están dadas por las expresiones 

z; = F;(111t 112, '"tllm) (1 Si S m) 

donde F;(u¡, u2, ... ,u,.) es una funci6n real en n variables reales, definida en 
la vecindad del punto 

'll(t(p)) = (111(t(p)),112{t(p)), ... ,11m{t(p))) 

y analítica en el mismo punto. Si ahora calculamos: 

!JEl. 1fil. o o 
llJlis BUin 

det(
8

F;) 
811;; t( .. (p)) 

det Ha. 
liJI¡, 
o 

o o o 

o 
o 
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ob&enem01 

~ ... ~) aY.;,2 l.;¡,. 

a~:;, .. : J;;" .,<,> 
Utilizando el Teorema 2.2.1 obtenemos 

Por consiguiente 

det(IJF¡) IO 
811¡; •(•(p)) 

Y así la afirmación está demostrada y con la misma la Proposición 3.2.3 
está demostrada. • 

Corolario 3.2.2 Sean V y W variedades y sea ~ un mapeo analítico de V 
m~ . 

~:V-+W 

definido por la correspondencia 
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,...,_r en el punto p de la uariedatl V: p e V. Enloncea, uille una vecindad 
V clel punto p e V que u mapeadca topol6fieemenle bojo el mapeo •: 

V~•(V). 

Demoe&raci6n. . De acuerdo con la Propolid6n 3.2.3 al 

• : C bi.ri .... ,,.}, w,•> 
• un al1&ema de coordenadu aobre la variedad W a el pu\o •(P) e W, 
ea\oacea, exl1w ua llatema de coordenadu 

{•.r;,,•.r;., .. .,•.r;.} 
aobre la variedad V ea el pun\o p E V de tal auerte que al 

'P: ( {zi. :r3, .. .,s,.}, V,a) 

ea otro al1tema de coordenadu aobre la variedad V en el punto pe V, en
toncea, exl1te un ú1tema de coordeaadu 

1obre la variedad W en el punto •CP) e W, con la propiedad 

•.z; = Z¡ (1 Si S n) 

en la vecindad del punto pe V, vecindad que sin perdida de generalidad se 
puede suponer igual a la vecinda cúbica V. La Proposición 3.2.3 afirma que 
el sistema de diferenciales 

{dz¡,dz21 .. .,dz,.,dz,.+l, .. .,dzm} 

es una base del espacio cotangente: 

'r.¡p¡Wº 

Como por hipótesis el mapeo • es regular el Lema lA, implica que la 
sucesión de los espacios cotangentes 

O--+ Ker(•.)--+ T~(p¡Wº ..!:. 'TpVº --+O 

es una sucesión exacta. · 
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Por otro lado, se a.firma que las diferenciales d.rn+i.dZnH• ... ,dz,,. per
tenecen al Ker(•~l: 

- .~.rn+; E Ker(+.) . (1 $ j $ m - n). 

En efecto, conslderemOll el 1iatema de vectores {Xi.X2, .. .,Xn} tan- . 
gentea a la variedad V en el punto p e V: 

X; e T,.V 

definidos por la relación: "'. . ' ; ' 

X;z; = 6;; pGratoda (1 Si,;$ n). 
" 

Si ahora calculamos: 

••(d.r,.+;)X¡ = d(+. Zn+;)X¡ 

= X;(+ • .rn+;) 

= 8+ • .rn+i( ) 
8z; P 

= B+hn+i le ) 
8+ • .r¡ , 

-· 8.rn+;(+(p)) 
8.r¡ 

obtenemos 

••(d.rn+;)X¡ = 8
8
"n+; (+(p)) (1 $ i S n) (1 $ j $ m - n). 

' .r¡ 
\. .•·. ' 

Como el sistema de vectores {Xi,X2, ... ,X,.} es una base del espacio 
tangente 'T,V se obtiene: 

d(+ • .rn+;) +"d(zn+j) 
= 8z,.+¡ 

/J.r¡ 
= o 

para todo (1 $ i $ m) (1 $ j $ m - n) . Lo cual implica, que las 
funciones +. Zn+; son constantes sobre la vecindad cúbica del punto p E V: 

+. dz,.+; = éte. =e; ; e; e IR (1 $ j $ m - n) 
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e1 decir 

.r..+i(•(p)) •e¡ fl"'" lodo 11 E V 11 eoclA {1 Si S m - n). 

CouldlNIDOI üora el homeomorfilmo: 

,,:, a:.: ll" - 11."' 

ddaldó por la eorrt11pondeacla 

(•11 ••. ,.,.)- S:.C•i. ..• ,.,.) = C•11···•._•~+1C•CP)), •.. ,.,.(•CP))) 
li en -Pida calculamo. pu& tocl& f E V: 

·-1 o a::. o~·> • ·-lo a:.(•1(•(9)),.ri(•(1)) ....... (•(11))) 

·ar 

'"' •-
1(•1C•C11)), ....... c•C11)) • .r..+1C•C11)), ••• ,.r,,.(t(11))) 

.. ·-
1 
•(t(9)) 

• •<•> 
obtenemo. 

•-1 o •:0 o •(11) = t(11) ,,.,,, lodo 11 e V 
e1 decir 

9-t o•!.~ t(V) = t(V) 

y como· •..;1 , •:. r t aon homeomorflímoa sobre la vecindad V. Por tantO 

V 5!!! t(V) 

Y ul el Corolario 3.2.2 está demostrado. • 

Própoaicibn s.:1.4 St4n V r W variedade1, •ea t un mapeo anafítioo de V 
enW: 

t:v-w 
definido por la corre1pondencia 

q ..... t(q) 

1i fa 1uoe1ión corla: 

es una sucesión e:acta y si 
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e1 un 1i1Cema de tJOOrrlenadu 1obre la variedad W en el punto •(p) e W, 
entoncu, la familia de /uncionu 

{ •• 1111•• 113, ... , •• llm} 

Conl&itti11e una parte de un 1iltema de coorclenadcu 1oln la variedad V en el 
punto pe v. 
Demo1traci6n. Como por hipótesi• la f&milia. de funciones 

{111, 113, ••• ,11 ... } e .1'(•(p)) 

ea un 1i1tema de coordenadaa 1obre la. variedad W en el punto •(P) e W la 
Prop0eici6n 3.2.2 a.firma. que el 1i1tema. de diferencial• 

{ d111,,, d113,,, .•• ,d11,,.,,) 

. conafüuyen una bue para el espacio cotangente r.,,,w· dual del eapaclo 
\angente 'Te!P) W a la. variedad W en el punto •CP) e W y como la hlp6teai1, 
de a.cuerdo al Lema 2A, implica. que la 1ucea16n dual: 

•• o ... 'T•IP>w• ... r,v-
es una 1uceai6n exacta, 1e obtiene que la. !&milla de funciones 

{ •• d111,,, •• d11i,,, ••• , •• d11,,.,,} 

de formas lineales del espa.cio cot.angente 'T, v· ion linealmente independien
tes y como •• ea la. aplicación dual de la. diferencial d• 1e tiene que 

••d111=d(•.111) (lSi~m) 

lo cual permite expresar a. la. familia. de formas linea.les del espacio cotangente 
r,v• como: 

{ d(•• 111), d(t. lli), .•. ,d(•• llm) }. 
Por consiguiente, esta. fa.milla. de diferencia.les linealmente independientes 

se puede completar a. una. base 

{ d(•. 111),d{t. ll'J), ... ,d(•. !lm),dzm+lodZm+2• ... ,dzn} 

del espacio dua.l 'r.(p)W• y si a.hora. tomamos en cuanta. el Corolario 3.2.1 
obtenemos que la. fa.milla. de funciones 

{••tito•• !/'J1 ... ,t. timo Zm+tt•"• Zn} 

forman un sistema. de coordenadas sobre la. variedad V en el punto pe V. Y 
a.sí la. Proposición 3.2.4 está demostrada.. • 
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Corolario a.2.s Sean V JI W wriedade•, •ea • un mapeo anal{túo de V 
en W: 

definido por la conupondencia 

,,. 
T,V ~ 'r.(,)W - O 

e• una •ucuión corta uacia JI •i 

9: ( {111,112, ... ,r,,.}, W,6) 

e• un •úumci de coorrlenadtu 1ollre la variedad W en el punto •(p) e W. 
Enkm«•, la imagen 6qjo • de cualquier vecindad del punto p de la uariedaá 
V cu6re a una llCCinclad del punto •(p) en la variedad W. 

Demoatracl6a. Sea U una. vecindad del punto pe V y sea W =•(U) 1u 
imagen bajo • en la varieda.d W: 

•(p)e Wc W 

Se afirma que W es una vecindad del punto l(p) e W. En efecto, de 
acuerdo con la Proposicl6n 2.2.1 la familia de funciones 

••Jli.•.112, .. .,t.r,,. E F(p) 

1e puede completar a un aistema. de coordenadas 

tp: ({•.J111l.112, .. .,t.r.n}.V,11) 

aobre la variedad V en el punto p E V. La Proposicl6n 2.2.1 afirma que 
existe una vecindad cúbica V del punto p, con respecto a este sistema de 
coordenadas, contenida en la. vecindad U: 

pEVCU 

Como en particular • es un ma.peo continuo, la. vecindad cúbica. V se 
puede tener, de tal suerte que se tenga. l(V) C W. Si ahora consideramos 
la proyección: ' 
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·' ,': ··~··· :·. . . . : : . 
p::, : IR" --+ IR"' 

definida por la .correspondencia 
,.,,\,·,.. . 

'z::: (z·i. .. :,z,,.;z,,.+1, .. .,z,.) .... p:_(z) = (z1, .. .,z,,.) 

y 1i calculamoa para todo punto 9 e V: 

• ..;, ~p~ o~~): =. •-:1 ~~(•.r1(9); ...... r ... (9),•.11 ... +i(9) ....... r .. (9)) 

= · •-1c•.ri(9),•.11aC9), .. .,•.r ... (9)) 

.• ,,.. '>; 

ae obtiene 

ea decir . 

= •-1cr1 º •C9),11a º •(9),. •• ,,,,. º •(9)) 
= •-1criC•(9)), 11aC•(9)),. . .,,,,.(•(9))) 
= r 1 •(t(q)) 
= '•(9) 

r 1 op:_ o ~~9) = l(q) para lodo 9 e V 

•-
1 o p::, o ~(V) = t'(V). 

Por coneiguiente: 
l(V) e W. 

y así el Corolario 3.2.3 está demostrado. • 

Propo1icion a.2.5 Sf.Gn V '11 W variedades 11 Sf.G 1 uno aplicación analítica 
de V en W: 

definida por la oom!spondencia 

p ,_. l(p) 

Si la diferencial di, de la aplicación 1 se anula en todo punto r E V: 

di,= O para toda r E V. 

Entona!B1 la aplicación 1 es constante ( es decir, 1 aplica a la variedad 
V en un sólo punto de W ). 
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Demo.iracióa. Sea. q UD punto fijo pero arbitruio de la i11111en de •: 

"e Im(•) 

como ea particular• ea uaa aplicaci611 COAtiaua t-1(q) es un 1ubconju11to 
cerrado de la variedad V y como 

V= •-1(9) U (•-1(9))º 

ea nftcieate paraobteaer la Propoaición, demoatrar laliguiente. Afirmac:i6n: 
El conjunto •-1(9) ea un abierto en la variedad v. En efecto, conlid• 

remoa un 1i1tema de coordena.du locales 

t' :({ili.ri, ... ,...,.},W,6) 

10bre la variedad W en el punto t(p) E W. En seguida, conlideremOl llll 
punto fijo pero arbitrario p del conjunto •-1(9): p E t-1(9) y un ai1tema 
de coordenadu localea 

~ 1p: ( {z1iz21 ... ,e,.}, V,a) 

IObre la variedad V en el punto pe V, tal que, t(V) e w. 
Sean x,.,,x.,.,, ... ,X,..., m vectores tangentea a la variedad V en el 

puntopE V: 
X1,,,X2.,, ... ,X,..., E T,V 

definidoe por lu relaciones 

X;.,z; = 6;.; (1 S i,i S m) 

De acuerdo con el Teorema. 3.1.1, podemor eacrlbir 

dt,,(X;,,(11;)) 

por consiguiente 

dt11(X;,,}ll; = dt,(X;,,)(11;) = X;,,(t.11;) (1 S i,j S m). 

Si a.hora. tomamos en cuenta. la. hipótesis obtenemos que la.a "deriva.du 
parciales de las funciones 

t.11; = F;(z11z2, ... ,zm) (1 S; :S m) 
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ff. ll¡ =O (1 Si S n) . (1 S j S m) 
8z; 

lo cual impllea que lu fuacionea •· 11; aoa coDltantea 

•• 11; = 11; o • = con.tt11raCe 

'! ,, 

· P~ ~aailuiente: . 

9(t(r)) = (111(t(r)),~(•(r)), ... ,11,,.(•(r))) 
= Cw1(9), w2(q), ... , rmCt)) 
= 9(9) 

Lo cual implica 

t(r) = q para toda re v. 
Por tanto 

o lo que es. lo mismo 

; ,_-_ 

Esto último significa que t-1(q) es una vecindad cúbica del punto p, y 
como este punto p se eligió arbitrariamente, se obtiene que t-1(q) es un 
conjunto abierto en V. Por otro lado, t-1(9) es un conjunto cerrado en la 
variedad V. Por consiguiente, t-1(q) es un conjunto cerrado y abierto, y si 
se toma en cuenta que V es una variedad conexa, se obtiene que 

t-l(q) =V ,ea decir, t(V) = q. 

Y así la afirmación está demostrada y con esto la Proposición 3.2.5. • 
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3.3 La Diferencial de una Función 

Propo1icion 3,3.1 Sea V una variedad, sea p un punlo de la variedad V: 
pe V. Entonoe1, toda /unción J analítica en el punto p: / e .1'(p), define 
un ·'fnapeo de la 11Griedad V en la 11ariedad IR 1 : 

J: V-. JR.1 

definido por la oorre1pondencia 

q - /(q) •i q e Dom{/) 

analítico en el punto p e V. 

Demo1trac16n. Sea/ una función analítica en el punto pe V: /e .1'(p) 
fija pero arbitraria. Por definición, existe una vecindad abierta. V del punto 
p: V e f(p) sobre la. cual la. función f eatá definida.. Supongamos a.demás 
que sobre V eatá definido un sistema. de coordenada.a 

... 
..... 

sobre la. variedad V en el punto pe V. Se a.firma que el mapeo: 

J: V-+ JR.1 

definido por la correspondencia 

q - /(q) .si q e Dom(/) 

ea analítico en el punto pe V. 
En efecto, como por hipótesis / e .1'(p) esto implica en particular que 

la condición: 

i) El mapeo J de la variedad V en la variedad JR.1 es un mapeo continuo en 
el punto pe v. 

' de la Definición 2.2.3 se satisface. Para verificar que la condición: 

ii) La aplicación /. de .1'(/(p)) en .1'(p): 

J.: .1'(/(p))-+ .1'(p) 

definida por la correspondencia: 

g ..... ¡.g = g o/ 
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de· 1a. Défirucion 2~Ú tambien 8e satisface ... Consideremos un sist~ma. de 
coordenadÜ ' ' ' 

.V": ({z¡,z2, ... ,zn}, V,a) 

10bre la variedad V en el punta p e V. No se pierde ninguna generalidad 
11 se 1upone que la. vecindad cúbica V del punto p coincide con la. vecindad 
abierta 10bre la. cual la función / e F(p) estí. definida. Sea. 

/ = F(:r1,:r2, ... ,:en) 

11.'exprelión de la función/ en el 1i1tema de coordenadu {:r¡,:r2, ... ,:rn} 
donde F(u1tu2, ••. ,un) el una función con valore1 rea.lea en n va.rlabla 
real~ de~nida ~bre un abie.rto U y analítica en el punto 

Sea. .. 
{:r} 

un sistema de ~rclen&das sobre la variedad JR.1 y sea g una función analítica 
en el punto /(p) e B 1: g e F(/(p)) fija pero arbitraria y cuya expresión 
en el 1i1tema de coordenadu {z} es 

g = G(z) 

donde G(z) .es una función con valores reales en una variable real, definida. 
sobre un abierto Ut del espacio B 1 : U1 C JR1 y analítica en el punto 
(z(/(p))) e U1. Como g E F{/(p)), existe una vecindad abierta W del 
punto 

/(p) e w e i7(/(p)) 

sobre la cual la función g está definida. No se pierde ninguna generalidad si 
se supone que la.vecindad abierta ¡-1(W) del punto p E V: 

¡-1 (W) E i7(p) 

coincide con la. vecindad cúbica V del punto p: 

V:::: ¡-1(W) E t7(p) 
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lo cual implica que la función /.g = g o / está definida. sobre la. vecinc!a.d 
V E d(p). Si ahora. calculamos: 

/.g(p) = go/(p) 
= g(l(p)) 

- G( z(/(p))) 
= G(z(F(z1(P),z2(P), ... ,z,.(p)))) 
= Gozo F(z1(JJ),~2(JJ), ... ,s .. (p)) 

/.g(p) =Gozo F(zi.z21 ... ,z,.) 

Un i111tante de reflexión y podemoa concluir que la expraión de la.función 
,~, .. 

J.g =Gozo F(z¡,Z3,. .• ,z,.) 

en el 1i1tema de coordenadu { z} , donde G o z o F a una función con 
· valores reale1 en n va.ria.bles reales definida en un abierto U2 del espacio B": 

U2 e IR" y analítica en el punto: · · 

Por consiguiente 
J.g E F(/(p)) 

y como la. función g se eligió a.rbitrariamente en la. da.se de funciones F(/(p)) 
11e ha demostrado que 

J.g E F(/(p)) C F(p) 

Y así se ha. demostrado que· la. condición ii) de la Definición 2.2.3 11e 
satisface y con la misma. la Proposición 3.3.1 está demostra.da. • 

La. Proposición 3.3.1 nos permite establecer la: 

Definición 3.3.1 Sea V una variedad, sea p un punto de la variedad V: 
p E V 71 sea / una /unción anal(tica en el punto p: J E F(p). Por la 
diferencial d~ la /unción/ en el punto p E V, se entenderá la diferencial del 
mapeo J de la variedad V en la variedad JR1 : 
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.1: \/- JR.1 

· dejiniflo. por la CIOlftapondencia 

q- /(q) ai q E Dom(/). 

: áncílít~ en el punto p. E.· V. A' la di/ererlf:ial de' la función · ¡ E . .F(p). én el 
punto p E V le denota con el aím6olo: 

di, 
0bHnacl6n a.a.1. De acuerdo con el concepto general de la diferencial de 
un mapeo analítico de una variedad V en otra uariedad W, la diferencial d/, 

; de. una "¡unción I e F(p) en un punto p. e V. u una trana/ormación lineal 
·del el,aiio. tGngente T, V a· la variedad V en el punto p e V en el eapacio 
tangente '7ic.iR1 a la uariedad R 1 en el punto /(p) e R 1: 

df,: T,V - '7j1,1JR.1 

definida por la corftal'!'ndencia 

L- df,(L) 

· Sea {~} · un aiatema de coonlenadaa 106~ hi ~ariedad B 1 • Como la 
uariedad E.1 ea de dimenaión igual a 1: 

Dim('7j(p)JR.1) = 1 

el 11ector X¡(p) tangente a la 11ariedad JR.1 en el punto /(p) E JR.1: 

X¡(p) E '7j(p)Dl1 

definido por la relación 
X¡(p) ·:i: = 1 

genera al eapacio tangente '7j(p¡Dl1: 

'7j(p¡Dl1 = IRX¡(p) 

si identificamos al 11ector tangente X¡(p) con el número real 1: 

X¡(p) = 1 

obtenemos la identificación del espacio tangente T¡c,¡Dl1 a la 11ariedad JR.1 
en el punto /(p) E JR1 con el espacio IR de los números reales: 

T¡(p)JR.l = Dl. 
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· Elt·a. idenüfic&ción nos permite demostrar la.: 

Propo•icion S.S.2 Sea V una variedad, sea p un punto de la variedad V: 
p E V 11 lea I una función analítica en el punto p: f E .1"(p). Entonces, se 
cumplen laa •iguientea c:ondic:iones: 

i) Lo clifercncial di de la función / en el punto p E V aatis/ace la aiguiente 
· condic:ió~: · 

d/,L = L(f) para todo Le TpV. · 

ii) Lo clifercnc:iol d/ de la /unción / en el punto p E V ea una forma lineal 
de_fi_núlo •o6re el upac:io tangente 'Tp'V. 

Demostracl6n. Sea L un vector tangente a la variedad V en el punto p e V, 
fijo pero arbitrario. El vector d/,L tangente a la variedad V en el punto 
ll = /(p) E lt1

: 

c~yo 1ímbolo en el li1tema de coordenadas {z} es: 

' • 8 
df,L = d/, L{zJBz" 

Si ahora tomamos en cuenta la. identificación establecida. a saber: 
8 

8z =X,= 1 

se obtiene la. identificación: 

1) df,L = d/,Lz 

Por otro lado, si consideramos un sistema. de coordenadas {zi. z2, .. ., zn} 
sobre la. variedad V en el punto p e V y si calculamos: 

d/, L, z¡ = L, f. z¡ 
= L,,z¡ o/ 

t L,(z¡}8z o/ 
i=l 8z¡ 

= EL,(z;}8z. 8/ 
i=l 8z 8z¡ 

n 8/ 
= {; L,(z;) 8z¡ 

= L,(I) 
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obtenemoa 
2) d/,L z = L(/) 

las igualdades 1) y 2) implican que: 

d/,L = L(/) 

en otru palabru, la condición i) ae eati1face. 
Consideremos ahora la aplic&ci6n: 

d/, :T,V-+ B 

definida por la correapondencla 

L ,_. d/,(L) = L(/) 

ae verifica. sin ninguna dificultad que la aplicación d/, ee una forma lineal. 
En otras palabras, la condici6n ii) está demostrada. Y uí la Proposición 
3.3.2 eat' demoetrada. • 
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Capítulo 4 

Canlpos Vectoriales 

4.1 Campos Vectoriales 

Delnlcldn 4.1.l Sf!lfJ V una uoritdc&d. Por un campo wctorial definido 
106re la uoriedatl V, ae entenderá una aplicaci6n X de la t1arietlad V en la 
unión ajena 11 T.V de tocios los eapacio1 tangenw a la t1ariedad V en todo 
. tiV 

pun~opeV: 
x:v-ur.v 

tEV 

definida ,ior la correspondencia 

qt-t X(q) = X9 

donde: 
X 9 ea un vector tangente a la variedad V en el punto q E V: X 9 E '19V. 

Detlnicidn 4.1.2 SeJJ V una variedad 11 aea X un campo vectorial definido 
sobre la variedad V. Se dirá que X ea un campo vectorial definido 11 analltico 
.sobre la variedad V, •i paro tocia /unción / definida 11 analítica en tocio punto 
de algún conjunto abierto U de la variedad V: U C V la función: 

X/:V-+JR 

definida por la correspondencia 

q .... X /(q) = X(q) I = X 9 f 

es una función analítica en tocio punto del conjunto abierto U. 

93 
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Propoaicion 4.1.1 Sea V una wriedad, 1ea U una vecindad abierta ele la 
tJGrieclad V: U C V sobre la cual eatá definido un sistema de coordenaclu 

V': ( {z1,z2, ... ,z,.}, V,a ). 

Si para todo punto q e U se consiclenm los vectores tangentes a la va
riedad V en el punto q .e V: 

X1,X2, .. .,x .. e T,V 

de/iniclol por la relaci6n: 

X;z; = 6;; (1 S i,j S n). 

· Entoncies, lal aplicaciones X; que asignan a todo punto q e U el vector 
X1,, e T;,,V: 

X1:U-+ U'lfV 
tE\I 

definido por la correspondencia 

q ..... X;(q) = X;,, (1 Si S n) 

definen n eampos vectoriales analíticos sobre la uecinclad abierta u i lineal
mente independientes en todo punto q E U. 

Demo1traci6n. El Teorema. 3.1.l implica. que para. todo punto q E U los 
vectores tangentes 

se pueden expresar en el sistema. de coordenadas {zi. :i:2,. •• ,:z:,.} como 

ª1 X;q=-
' 8z; .,(q) 

(1 Si$ n). 

Por otro la.do, si J es una. función definida. sobre la. variedad V fija. pero 
arbitra.ria. y a.na.lítica. sobre el abierto U, y si q E U, en particular Je F(q), 
esta. función se puede expresar en función del sistema. de coordenada.11 como 

f = F(ui,u2, ... ,u,.) 

donde F(u1,u2, ... ,u,.) es una. función en n va.ria.bles rea.les definida. en la. 
vecindad del punto ip(q) y a.na.lítica. en el mismo punto. Un instante de 
reflexión y se ve que las funciones 

aFI X; 9 /=-
' éJz¡ 11'(9) 

(1 $ i $ n) 
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definidu en la vecindad del punto ~(q) son analfücu en el mismo punto. 
Por tanto, la correspondencia que asigna. a. todo punto q E U el valor 

nFI X;,,(!) = /j;: 
• IJ(t) 

(1 $ i $ n) 

define UD& función analítica sobre el abierto U: 

X;/: U -.B. 

definid& por la correapondencia 

8F' q,... X; /(q) = X;(q) / = X;,1(/) = -
8 s¡ l'{t) 

• analitlca en el abierto U. . 
El Corolario del Teorema 3.1.1 nOI asegura que para todo punto f E U 

I01 vectora tangentes X1,.,X2,,, ... 1Xn,1 e T;,,V son linealmente indepen· 
diente.. Y ul la Propmición 4.1.1 eat' demoatrada. • 

Como para todo punto 9 e U y toda función /e F(9) 1e tiene 

X;/(9) = X;(9)/ =X;,./= 8
8
F 1 = 

8
8
F (1 $ i $ n) 

s¡ 1J(t) s¡ 

llamaremos a ~ el slmbolo del campo vectorial X; : 

8 
X; = -8 (1 $ i $ n). 

s¡ 

Propoaicil>n 4.1.Z Sea V una tJGriedad, sea U un conjunto abierto de la 
tJGriedad V: U e V 11 sea 

~: ( {z1o s2 1 ... 1sn}, V,a) 

un sistema de coordenadas locales sobre la variedad V, cu11a vecindad cúbica 
V cubre al conjunto abierto U: U C V. Entonces: 

i) Esiste un sistema den campos vectoriales {Xi,X2, .. .,Xn} definidos 11 
analíticos en todo punto del conjunto abierto U, tal que, el sistema de 
campos vectoriales 

{Xi.X2 1 ... 1Xn} 
tangentes a la variedad V forman una base del espacio tangente Tq V 
a la variedad V páro todo punto q E U. 
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ii) Si X es otro campo vectorial definido sobre el conjunto abierto U, en
ton~s 

X9 = .A1(q) X1,9 + .A2(q) X2,9 + ... + .An(q) Xn,9 

donde .Ai..A2, ... ,.An son /unciones definidas sobre todo punto del con-
junto abierto U de la variedad V. · 

iii) X e1 un aampo vectorial definido 11 analítico en todo punto del conjunto 
abierto U, si 11 solo si, las /unciones .Ai..A2, ... ,.An están definidas 11 
ion analíticas en todo punto del conjunto abierto U de la variedad V. 

Demo1tración. Conlideremos la aplicación: 

X;: u- U'l9V 
tEV 

definida por la correspondencia 

q,.... X;(q) = X;,9 

con X9 e T.V. Donde X;,9 es la aplicación: 

X;,9 : F(q) - IR 

definida por la correspondencia 

¡ ..... X· / = IJF 1 (1 :S i :S n) 
•·9 éJz¡ 9 

y donde / = F(z11z2, ... 1zn) es la expresión de la función/ en el sistema 
de coordenadas {z11 z2, .. ., Zn} . 

Es inmediato que el campo vectorial X; (1 :Si :S n) asl definido es un 
campo vectorial definido y analítico en todo punto del conjunto abierto U de 
la variedad V. Se afirma que para todo punto q E U el sistema de vectores 

tangentes a la variedad V en el punto q E U son linealmente independientes. 
En efecto, consideremos la relación: 
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lli calcula.moa: 

O= (f:;>.;X¡,,)z; = 'i:;>.¡X¡,,z; => >.¡=O (1 Si Sri). 
i•I i::al 

~ar comigulente, la afirmación atá verificada. Por otro lado, como 

dim(T,V) = n 

11 obtiene que .el ailtema de veciorea 

{X1,,,X2,,, .•. ,X.,.} 

97 ' 

forman uaa bue del apacio T, V para todo punto f E. U. Y uf la propiedad 
i) •'' demoetrada. 

CoulderemOI ahora otro campo vectorial X definido en todo punto f del 
conjunto abierto U: 9 E U; lo cual implica que 

• x, e r.v => x, = EAC1)x,,. 
i•l 

para todo punto 9 e U. Por couiguiente 

.At = .A1(9), .A:a = .A2(9), .......... = .A,.(9) 

10n funciones definidas en todo punto 9 del conjunto abierto U: 9 e U. Y 
ul la propiedad ii) eitá demoatra.da. 

=> ) Si X es un campo vectorial definido y ana.lltico en cada punto del 
conjunto abierto U. De acuerdo con la propiedad ii) podemos escribir 

" " x, = E.A;(9)X;,, => x, %¡ = E .A; X;,,%¡ 
jmt j=l 

lo cual implica 
" 8z; x,z; = E.A;(q)-8 . 

i=l z, 
lo cual implica. 

X, z; = .A;(q) para toda q E U (1 ~ i S n) 

y como por hipótesis las funciones 

X z1,Xz2, ... ,Xz,. 
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son funciones definidas y analíticas en c&da. punto del conjunto abierto U, lo 
cual implica que las funciones 

están definidu y aon analíticaa en cada punto del conjunto abierto U. Ea 
decir, la condición es necesaria. 

~) Recíprocamente, supongamos que la condición se satisface, es decir 
lu funciones .A1t .42, ... ,.A,. están definidu y son analíticas en cada punto 
del abierto U. Sea / una función analítica fija pero arbitraria definida y 
analítica en cada punto del abierto U. La propiedad ií) nos permite escribir 

x, I = .41 Xi,, I + .42 X2,, I + .... +.A,. Xn,9 / pGra todo q e u. 
De acuerdo con la propiedad i) las funciones 

están definidas y son analíticas en cada punto q del abierto U: q e U. Por 
consiguienie la hipótesis implica que la función 

X/(q) = X9/ 

está. definida y es analítica en cada punto q del abierto U. Como la función 
analítica / se eligió arbitrariamente. Por consiguiente, el campo vectorial 
X está. definido y es analítico en cada punto del abierto U y como el punto q 
se eligió arbitrariamente en U. Por tanto, X es un campo vectorial analítico 
sobre U. Así la condición iii) está verificada y con esto la Proposición 4.1.2 
está. demostrada. • 

Observación 4.1.1 Sea V una variedad, si X 11 Y son campos vectoriales 
definidos sobre V. Entonces, la operación 

XY=XoY 

en general no es un campo vectorial sobre la variedad V. 

En efecto, sea V = JRn , sea p un punto de la variedad V: p E V. Sea 
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un sistema de coordenadaa sobre la variedad V en el punto p E V, sea f una 
función analítica en el punto p: f E F(p) y sean X y Y campos vectoriales 
sobre V cuyos símbolos en el si1tema. de coordenadas {:i:., :i:3, ... ,:i:n} son 

1i calculamot 

a 
X=

éJ:i:io 11 
a 

Y=
éJ:i:;o 

YoX/(p)= (8~81 .) :i:, z, , 
Ahora con1iderem01 a lu funciones /,ge .1'(p) y 1i calculamOI nueva

mate 

(X Y),(/+ g) = X, (Y,(/+ g)) 
= X,(Y,/ + Y,g) 
= X,Y,/+X,Y,g 
= o 

es decir, la operación X Y no es lineal. Por consiguiente, la. aperación X Y 
no es un vector tangente en la. variedad V. • 

Obtervación 4.1.2 Sra V una variedad, si X 11 Y son campos uectorialea 
definidos 1obn: V. Entonces, la operaci6n 

N=YX-XY 

es un uector tangente analítico sobn: la variedad V. 

En efecto, sea p un punto de la. variedad V: p e V, sea/ una. función 
analítica. en el punto p: f e· F(p) y sean X y Y campos vectoriales· 
analíticos sobre la variedad V cuyos símbolos en el sistema. de coordenadas 
{:i:i. :t3, ... , :tn} son 

n 8/ 
Xp/ = EX,:i:;.-8. 

io=l :i:,. 
!I 

n 8J 
Y,/= E Y,:i:;º8:i:· 

io=l Jo 

si calculamos 

(Y X),/ 

'¡!;<.: .• , ...... 
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( " 8 ) ( " 8/) = EB·- EA¡-
j=l , 8:z j i=l 8:z¡ 

= E B·8A¡ 81 +E B·A¡~ 
i,jsl J 8:z j 8:z¡ i,jcl ' 8:z ;8:z¡ 

donde 

Por otro lado 

(XY),./ ( " 8) ( " 81) = E.A¡- EB·-
i•l 811:; j•l , 8:z; 

= t .A;~ 8/ + t A;B·...!2_ 
iJ=l 8:z; 8:z; iJ=l '1Jz;8z; 

Finalmente 

(N /),. = t 8·8.A; 8/ + t 8·.A;..fl_ 
i,j=l J 811:; 8:z; i,j=l J 811:;811:; 

" 88· 8/ " 82
/ - E A;=2.- - E .A;B·--

i,j=l 811:; 8:z; i,j=l J IJ:z;8:z; 

= t B·IJ.A; 8/ - t .A;88; IJ/ 
.. _

1 
'8:z; 8:z; .. _

1 
8:z1 IJz; •J- ,,,_ 

= t (8 .8.A; -Ai!!!i!t) (81) 
i,j=l J 8:z; 8:z; p 8:z¡ 

Por tanto 

(N /),. = t (s; 8A¡ - A¡ ~) ( lJ I ) 
i,j=l 8:z¡ 8:z¡ p 8:z j p 

es decir 
(Y X - X Y),. E Tq V 

en otras pala.bras 
N=YX-XY 

es un campo vectorial a.ha.lítico sobre la. va.rieda.d V. • 
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De8nicidn 4.1.3 Sea V UllCI variedad, 1i X 11 Y ion eampoa Üectoriale1 
definitloa ·1om V. Entoncu, el campo ucctorial , , ; ' · '. 

N=YX-XY. 

lo denotaremo1 c:on el s{m6olo 

[X,Y)=Y X-XY 

r 1e le llamo el pañnteail 6 corchete de Lle. 

Ddniclda 4.1.4 ·s. V una varie4all r H11n X r Y cmmpN vecloriala 
deftnitloa .m V. Si .C(V) u el conjunto de todol loa C11m,.O. ueclorialu 
deftnitloa N6re V f n .C(V) ul4 dolado de la OJMNCión 

.C(V) X .C(V) - .C(V)' 

clejinitla por la conupondencia 

con 1111 1ipienlu propiedaclel: 

i). [X,'YJ e• 6ilineral, e• decir: 

(X, Y) ...,. (X, Y) 

•) (X1 + X:i, Y)= (Xi, Y)+ [X:i, Y) pana '°"°' X1oX2,Y e .C(V). 

b) [X, Ya+ Y:il =(X, Yi] +(X; Y:il para'°"°' X,Yi.Y:i e .C(V). 

U) [X,X] =O para todo X e .C(V). 

Ui) La relación de Jacobi: 

[[X, Y), Z) + ([Y, Z], X) + [[Z, X], Y) = O para todoa X, Y, Z e .C(V). 

Si •e cumplen las propiedades anteriore1 se dirá 9ue .C(V) e• un lllgebra 
de Lie. 

Propo1icion 4.1.3 El espacio vectorial .C(V) •obre 101 número• m1le1 R 
de todo• lo• mmpa1 vectoriale• analíticos 106re la mriedad V dotado de la 
apenación 

L : .C(V) x .C(V) __. .C(V) 

definida por la corre•pondencia 

(X,Y)- L(X,Y) = [X,Y) 

es un álgebra de Lie. 
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Demostración. 
i) Sean X1tX2,Y ta.mpos vectoriales analiticos sobre V: Xi.X2, Y e .C(V), 
sea/ una función analítica en el punto p E V: /E F(p), si utilizamos la 
definición de campo vectorial analítico y 1i calculamoe para todo p e V: 

{Xi+ X2,YJ/(p) = Y(Xi + X2) /(p)-(Xi + X2)Y /(p) 

ea decir 

= Y(Xi /(p)) + Y(X2/(p))- Xi(Y /(p))- X2(Y /(p)) 
= Y o X¡/(p) +Y o X2/(p) - Xi o Y /(p)- X:i o Y /(p) 
= (Yo Xi - Xi o Y)/(p) +(Y 0X2 - X2 o Y)/(p) 
= (Y Xi - Xi Y)/(p)+ (Y Xi- X:iY)/(p) 
= (X1tY)/(p)+(X2,Y)/(p) 

(Xi + X2, Y) /(p) = (Xi. Y) /(p) + (X2, Y) /(p) 

.Y como/ 1e eligió arbitrariamente en F(p) se tiene que: 

a) (Xi+X2,YJ=(Xi.YJ+(X2,Y) para.todos Xi,X2,Ye.C(V). 
' 

Por otro la.do, sean X, Yi, Y2 E .C(V) y sea. / una. función analítica. en 
el punto p E V: / E F(p), utilizando nuevamente la. definición de campo 
vectorial analítico y si calculamos para. todo punto p E V: 

(X,Yi+Y2)/(p) = (Yi+Y2)X/(p)-X(Yi+Y2)/(p) 

es decir 

= Y1(X /(p)) + Y2(X /(p)) - X(Y1 /(p)) - X(Y2 /(p)) 
= Yi o X/(p) + Y2 o X/(p)- X o Yi/(p)- X o Y:i/(p) 

(Yi o X - X o Y1)/(p) + (Y:i o X - X o Y2)/(p) 
= (Y1 X - XYi)/(p) + (Y2 X - XY2)/(p) 
= [X,Y1)/(p)+[X,Y2)/(p) 

[X, Y1 + Y:i) /(p) = [X,Y1] /(p) + [X,Y2]/(p) 

y como f se eligió arbitrariamente en F(p). Por tanto: 

b) (X, Y1 + Y2] = (X, Yi) + (X, Y2] para todos X, Yi, Y2 E .C(V). 

Por consiguiente a) y b) implica que la operación .C es bilineal, y así la 
condición i) está demostrada. 
ii) Sea X un campo vectorial sobre la variedad V: X E .C(V), si calculamos 

(X,X] =X X - X X= O => [X,X] =O para todo X E .C(V). 
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por tanto 1) y 2) implica que 

[X,Y]+ (Y,X] =O '* [Y,X] = -(X,Y] 

e1 decir, el paráiteai1 de Lie ea antisimétrico. Y así el Corolario 4.1.1 e1tá. 
demostrado. • 

Definición 4.1.5 Stan V JI W variedades JI ata • un mapeo analítico de V 
enW:. 

definido por la correapondencia 

Si X JI Y ion campo• vectorialea sobre V JI W reapectivamente, entonce• 
ae dirá que X y Y e1t'n • relacionados ai para todo punto pe V, ae 
1atil/aoe la relación: 

d•,, X,, = Y•cv> 
o también lo denotaremos con el símbolo 

Las primeras consecuencias de está. definición está.n contenidas en el si
guiente: 

Lema 4.1.1 Sean V JI W variedades, sea t un mapeo analítico de V en W: 

t:V-+W 

definido por la correspondencia 

qi-+ t(q) 

11 sean X y Y campos vectoriales analíticos definidos sobre V 11 W respecti
vamente. Si 

X"'Y • 
entonces se cumplen las- siguientes condiciones: 
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i) Y•<•> e /m(d+,) para todo punto q e V. 

ii) Si Y u un c:ompo IJflCtorial- definido 11 anal(tico ao6n! la 111Jriedad W, 
entoncu, para todo punto p e V 11 loda función / analitica en el punto 
•(p) e W: /e F(•(p)) eziste una vecindad V del punto pe V aobre 
la cual m funcione•: 

11 •.Y/ 

coinciden: 
X t./ = ••Y f ao6re la vecindad V. 

Ademú la función 
x•.f 

ulá definido r ·u analítiea en todo punto del conjunto abierto V. 

lll) Si• u un mapeo regular dondequiera r •i X' ea otro campo vectorial· 
definido r anal(tico aobre la 11Griedad V, tal que 

X' ..., Y => X' = X . • 
Demo•traclón. Sea q un punto de la variedad V: q e V, fijo pero arbitrario. 
Por hipótesis 

ea decir 
Y•(v) E /m(d•,) 

y como el punto q se eligió arbitrariamente en la variedad V, se tiene verifi
cada la condición i). 

Analogamente, para verificar la propiedad ii) consideremos un punto q 
de la variedad V: q E V fijo pero arbitrario y una función / analítica en 
el punto •(q) de la variedad W: f E F(•(q)). Por definición existe una 
vecindad abierta W del punto t(p) E W, vecindad que podemos elegir 
suficientemente pequeña como para que la función / esté definida y sea. 
analítica. en todo pu11to del conjunto abierto W. Se afirma·que la función: 

•.Y I 
está definida y es analítica en todo punto de la. vecindad abierta 
V= F-1(W) del punto p E V: 

•.Y f E :F(q) para todo punto q E V. 
• 
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En efecto para todo punto q E V se tiene que 

y como por hipótesis Y es un campo vectorial definido y analítico sobre la 
variedad W podemos escribir · · 

li ademú tomamoa en cuenta que • ea un mapeo analítico H obtiene 

1) •.Y/ e F(9) para tocia q e V 

con lo cual la afirmación está demostrada. Si ahora tomamoa en cuenta la 
hip6tetla: 

X""Y • 
y calculamos para t~o punto q e V: 

x•.f(q) = x,•.1 
= d•,x,¡ 
= Y•Cvl I 
= y /(+(9)) 

= y Jo•(q) 
= •.Y /(9) 

obtenemos 
X•.f(q) =+.Y /(q) para todo qE V 

es decir 
2) X+. f = t. Y f aobre la vecindad V. 

La afirmación 1) y la igualdad 2) implican que la función: 

x+.J 

está definida y es analítica en todo punto de la. vecindad abierta. V de la. 
variedad V. Como el punto p y la función f se eligieron arbitra.ria.mente 
en la. variedad V y en la. clase de funciones F(+(p)) respectivamente, la. 
propiedad ii) está demostrada.. 
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Supoqam01 ahora que 1e tiene otro campo vectorial- X' deftDido y· 
aaalltic:O 10bre la variedad V, tal que 

X' ; Y ::> ct•, x: = Y•(tl para tocla 9 E V 

lo cual implica · 

c1•,x~ = c1•,x, .,. c1•,cx; - x,) =o 

y c:omo por hipóteli1 la diferencial c1•, es una tramformaci6n lineal inyectiva 
en todo punto 9 e V 11e obtiene 

x: = x, pora todo" e v. 
PÓr conllgweziÍe 

X'=X 

y uI la propiedad iii) eatá verificada y con la misma el Lema 4.1.l eaU. 
dem01trado. • 

Pr0po1lclbn 4;1.4 · Stan V 11 W 11t1ridade1 11 aea • un mapeo analltico de 
Venw: 

definido por la corTespondencia 

regular dondequiera 11 Bta Y un campo vectorial definido 11 analítico 106f!l la 
variedad W, tal 9ue · 

Y•(P) E /m( d•,) para todo p E V. 

Entonces, eziBte uno 11 sólo un campo vectorial X definido 11 analítico 
sobre la variedad V, •-relacionado con Y: 

x ... Y . • 
Demo1tración. La hipótesis implica la existencia de un vector X, tangente 
a la variedad V en el punto p E V: X, E 7j,V, tal que 

d•~X, = Y•CPl para todo p E V. 
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lo cual implica que el campo vectorial: 

X:V-+LJT,.V 
pEV 

definido por la correspondencia 

p - X(p) = X, 

eat' • relacionado con Y: 
X¡Y. 

Se afirma, que el campo vectorial X ul definido es un campo vectorial 
definido y analítico 1abre la variedad V. En efecto, sea/ una función definida 
y analítica 1abre todo punto 'l de algún conjunto abierto U de la variedad 
V, fijo pero arbitrario. Consideremos un punto p del conjunto abierto U: 
pEUy1e& 

{J11 o Jla, ... ,Jlm} 

un 1i1tema de coordenadas sobre la variedad W en el punto +(p) E W. La 
Proposición 3.2.3, afirma que de la familia :F(p) de funciones analíticas en 
el punto p E V: 

•.111o••J131······Jlm e :F(p) 

se puede extraer un sistema de coordenadas 

{+. J/i1 ,+. J/iat •• .,+. J/im} 

sobre la variedad V. Como por hipótesis Y es un campo vectorial definido y 
analítico y por definición: 

x ... y 
• 

la propiedad ii) del Lema 4.1.1 implica que existe una vecindad abierta 
V del punto p E V, que podemos suponer sin perdida de generalidad que 
coincide con el conjunto abierto U: 

U=V 

sobre el cual, las funciones 
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•túa debiclu y IOD uallücu ea &ocio puto f E U. Lo cual implica, de 
acuerdo coa la Propoeici611. 4.1.2, c¡ae la f'uaci6a 

X/ 

•t' definida y• ualltica eu. todo punto f del cou.jua.to abierto U. Como 
la 'fuad6a ualltlca / se eligió arbitr11iameate 1e ha dema1trado que el 
campo vectorial·X esU. defiu.ido y es ualltico 10bre la variedad V. Y ul la 
Propoeicl611. 4.1.4 eat' demostrada. • 

. ¡ 
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Apéndice 

Lema A.0.2 St:a.n V JI W eapacioa vectorialea realea de dimenaión finita: 

dim(V) = m JI dim(W) = m 

JI aean y• JI w• aua .. eapacioa dualea correapandientea. Si la auceai6n: 

o-v..!...w 
ea ezacta, entonce• la auceaión dual: 

o-v·~w· 

también ea e:r:acta. Ademáa si 

es una base del espacio dual, entonces del aistema de vectores 

{•ºw¡,•ºw2, ... ,•ºwm} 

del espacio w• se puede extmer una base paro el espacio v• dual del espacio 
v. 
Demostración. Para demostrar la primera parte del lema es suficiente 
verificar que la. aplicación lineal •• (dual de • ) es de ra.ngo igual a n. Esta. 
verificación se obtiene de la siguiente manera, sea.n 

llll 



{wt ."'21 "º•"""} 

Ullª. bue del·~º dual w·, , .. 
" 

{l S iS m) 

•·w, = E••;I; {1 Si S m). 
i•I 

Se &ftfma que la. m >en matri& (a;;) ea de rango Igual & 11: 

ran(a;;) = n 

E11 efecto, 1upoag&m01 que exi1te una relación 110 trivill e11ta lu colum· 
11&1. de la Ín&&ris (a¡;) ·ª 1aber: 

( 

a;¡ ) t>.¡ . =O 
J•I • 

a,,,¡ 

o lo que ea lo ml1mo 

" E>.;a;; =o (1 Si S m) 
jzl 

SI definimos el vector 

L = >.1 e¡ + >.2 e2 + ... + >.,.e,. 
en el espacio V y si calculamos 

n 
w;•L = ••w¡L = E>.rr•w;err 

fr=I 

= t>.rr( ta;; 1;)er. =ta;;( t>.1.J;e1c) 
fr=l fr=l i=l fr=l 

n 

E>.•ª•i 
i=l 
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•obtine 
(l Si S m) 

111 üora 11 toma ea cauta la dualidad ie obtieaw. 

•L=O. 

A. APÉNDICE 

y como por bip6&ell1 ••Inyectiva,• obtleae que L • O 1 par ~te 

A1=A2= ... =A .... o 
Coa •&o .Utlmo la afirmachSn •*' demoa&r&d& 1 coa la mlama • üae · 

q• elediYUDeDte ti rugo de • • n. Y como •&o .Utlmo implica que •• 
• · ali& ápliCadda lineal 1aprayectiva, y i& primera parte del Lema l •*' 
demoatr&cla. Para demoatrar la segunda parte • procede como ligue: ae ba 
demostrado que el rango de • ea Igual a n o lo que u lo miamo que la matria 
uoclada a (a¡¡) u de rugo igual a n, 1 como por blpdteal1 el liatema de 
vectoaa 

{wt,w,, ... ,w .. } 

ea una. bue del espacio w• , la m x n matriz del sistema de ecuaciones 

es de 

.. 
••w¡ ='Ea¡;/; 

i•I 

ran(a;;) = n 

Eato último implica la existencia de un determinante, de menor grado que 
n de la m >< n matriz (a;;) distinto de cero: 

de tal suerte que los vectores 

n 

•• w;• = Lªi•; /; 
i=l 

(1 S A:,; S n) 

(1 S k S n) 

forman una base del espacio Vº. Esta última afirmación se demuestra como 
sigue; supongamos que se tiene una relación no trivial 

~I •• w¡1 + A2 •• W¡2 + ... + An •• w;,. = O 



. ._,. .. "'. 

.;_.' 1;.·,·,. 

obtuemoe 

Ahora bien como el 

" 

... " 
• E A, E e;.¡/; 

bol i•I 

= E(EA•~;)/; 
i•l .. , 

EA•a;.; =o 
i•I 

" E A,(a;.a.a;.2, ... ,a; ... )= o 
••• 

dec( a;.;) .,¡,. o 

.ua 

lu hlleru de la m >< n matriz (a¡.;) eon linealmente independientee. Por 
conalgulente 

Aa = A2 = ... = A,. = O 

y ul la aflrmacl6n esti demostrada y con la misma tambic!n la segunda parte 
del Lema 1 eeti demoatrada. • 

Lema A.O.a Sr.an V 11 W espacios vectoriales reales de dimensión finita: 

dim(V) = n 11 dim(W) = m 

11 sean v• 11 w• sus espacios duales correspondientes. Si la sucesión: 

es ezacta, entonces la sucesión dual: 

•• v· ..._ w• ..._ o 

también es ezacta. 
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Demoetracidn. Pu-a demostrar el lema 2 es suficiente verificar que la 
aplicación lineal t• ( dual de t ) ea de rango igual a m. Eata verificación 
1e obtiene de la aiguiente manera, sea 

{Wa. W2, ••• , W,,.} 11 {w¡,c.12, ... ,w,,.} 

un par de buea mutuamente dual 

(w;,w;) = (w;,w;) = 6;; (1 Si S m) 

del espacio W y aea .. 
•ºw; =Ea;;/; 

i•l 
(1 Si S m) 

1e afirma que la m >< n matriz (a;;) es de rango Igual a n: 

ran(a;;) = n 

en efecto supongamos que existe una relación no trivial entre las hileras de 
la matriz (a;;), aaaber 

o lo que ea lo mismo 

"' EA;(11;¡,a;2, ... ,11;,.) =o 
i=l 

m 

EA; o;;= O 
Í•l 

(1 Si S n) 

como por hipótesis f/ es suprayectiva, existe un sistema de vectores: 

11¡,113, ... ,11,,. e V tales que w;11; = W; (1 Si S m). 

Si ahora calculamos 

f/º w; 11; = w; f/' 11; = w; W; = 6;; 

entonces podemos escribir 
m 

A; E A; f/ W¡ 11; 
i=l 

tA;( ta;;/; )11; 
i=l j=l 

= t et>.; o;;)/; 11; 
J=l •=l 

o 



11$ 

•dlclr 
.\a • .\1 • ... • .\,. • O 

y ul la alnudcSD •t' clemoatnda y coa •ta• obtiue que eíec:tivam.eate 
el rugo de 9 • n: 

.. , ·-~i; ran(t) = n 

Y ul el tema 2 ut' demoatrado. • 

' ~- ' 

J. ¡,.. 

- ;· ::' ,-

i .. 
!.<'. 
¡.· 
1 
1 ¡ 
i 
i 
1 
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