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INTRODUCCION

Las variedades consideradas en el presente trabajo son exclusivamente
"variedades analiticas reales”. Estds son definidas en el Capitulo 1. Y
se demuestra el Teorema de la equivalencia de la nocién de variedad de C.
Chevalley H. Whitney, el cual se demuestra unicamente para variedades
diferenciables.

En la primera seccién del segundo capitulo se define la nocién de funcién
analftica real y se obtienen algunos resultados importantes y en la segunda
seccién se obtienen resultados utilizando variedades analfticas reales, las
cuales estin dadas bajo el concepto de C. Chevalley . Los resultados
que aparecen en el Capitulo 2, son los que nos ayudardn a desarrollar los
siguientes dos capitulos.

En el Capftulo 3, se define la nocién de un espacio tangente a una va-
riedad dada abstractamente, para todo mapeo analftico & de una variedad
V sobre una vuigdad W, esta asociada a un mapeo diferencial d® que
mapea al espacio tangente a la variedad V: T,V en el espacio tangente a
la variedad W: T W. Las diferenciales de una funcién son consideradas
como un caso especial de estos mapeos diferenciales.

En el Capitulo 4, se define la nocién de un campo vectorial, el cual esta
definido como una ley que asigna a cada punto p de la variedad V un vector
tangente a este punto: X, ; enseguida se define la "operacién corchete”
o "operacién paréntesis” de Lie, para campos vectoriales y se discute el
efecto de esta operacién de mapeo.
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Capitulo 1

'La Equivalencia de Variedad
de W-C.

Observacién 1.0.1 Denotaremos con IR™ y IR a los espacios euclidea-
nos de dimensién m y n respectivamente. Sea U un subconjunto abierto de
R™: UCIR™ y sea V un subconjunto abierto de IR*: V C IR® y sea ¢
una aplicacion de U en V:

pe: U=V
definida por la correspondencia

(21,23,-..,2:,") Land ¢(zlv'--vzm) = (yl,ylg---sgn)

Si denotamos con ¢ = (z;,zz,..;,zm), entonces todo punto g € U se
puede ezpresar como:

7= (21(9),52(9); --»m(9))
de tal suerte que si p(q) € V, entonces

¥i(#(9) = pi(21(9), 22(g), -, Zm(g)) (1< i n).

Se dird que la aplicacion ¢ es diferenciable si las coordenadas y; (1 <i< n)
son funciones diferenciables de las coordenadas z; (1 < j < m):

vw= vi(zl):’?’ --'1zm) (1 .<.. i .<. ﬂ.).

1



2 CAPITULO 1. LA EQUIVALENCIA DE VARIEDAD DE W - C.

-Sip es un homeomorfismo de U sobre V y #i ¥ es la aplicacion inversa de
V. sobre U. Entonces, ¢ y ¥ estardn definidas por las funciones continuas

wiy i . )
vis W(Sn.h.- wEm) (1Si<n)
- e o TEE Y va0n) (1S5<m)
: Sa usamos la notacuin z = (21,%32,..9Zm) entonces, lac ecuaciones
pmcedenta se expresan como

¥i=¢iz) con'zelU (1<i<n)
“zj=¥i(y) con yeV (1<j<m)
Se dird que la aplicacidn ¢ es anall’twa enel puntop € U de cooidenada
zi(p) - (1 $jsm):
= (z1(p)yza(P)s-.s Zm(P))
si czute una uecmdad V del punto p yn series de potencm
o P, (15j<n)

en m variables reales talea que:

3i(¢(@)) = Pi(z1(9) - 21(p),z2(q) — 2a(p), - .rm(q) zm(p))
(1<j<n) paratods g€ V.

En otras palabras, la aplicacion ¢ es analitica en el punto p €U silas
coordenadas y; (1 < i< n) se pueden ezpresar como serie de potencias en:

(21(9) = 21(p)), (22() - 22(p))s s (Zm () ~ Zm(p))

convergente en alguna vecindad del punfo P E U. Se dird que la aplicacidn
@ es analitica sobre U, si o es analitica en todo punto pe U.

Definicién 1.0.1 Sea T un espaéio topolélogico Hausdorff. Por una carta
abierta sobre el espacio T con dominio U, se entenderd una pareja

(U, ¢)

donde: U es un subconjunto abierto del espacio T: U C T y ¢ es un
homeomorfismo de U sobre un subconjunto abierto de IR™:

¢:U—~ R
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Definicidn 1.0.2 Sea T un espacio topoldgico Hausdorff. Por una estruc-
tura diferencial de dimensidén n sobre el upacw T, se entenderd una fa-
milia de cartas abiertas a

’ {(Um¢a)}a€A

‘sobre el espacio topoldlogwo T, tal que, $a(Ua) es un subconjunto abierto
de R*:
#a(Us) C R™ paratoda a €A

cﬁﬁa]dciendo las siguientes condiciones;

W;) El conjunto de dominios

{Ua}aeA
de las cartas abiertas sobre el espacio T de la familia ® es una cubierta
abierta del espacio T:
T = LI Ua.
a€A

Wir) Para todo par de cartas abiertas sobre el espacio topoldgico T :
(Uas#a), (Ug, $6) € &. La aplicacidn: ‘

$a 085" : 96(Ua N Ug) = $a(Ua N Up)
- es una aplicacion diferenciable.

Wirr) La familia de cartas abiertas sobre el espacio topolégico T:

¢ = {(Um¢a)}aeA

es una familia mdzima de cartas abiertas sobre el espacio topoldgico
T que satisfacen las condiciones Wr) y Wir).

Definicién 1.0.3 Una variedad diferenciable V de dimensién n es un
espacio topoligico Hausdorff dotado de una estructura diferencial

® = {(Uay$a)}aea

de dimensidn n.

Observacién 1.0.2 SiV es una variedad diferenciable de dimension n, una
carta local o sistema local de coordenadas serd por definicion una pareja

(Uaypa) € ®



4 CAPITULO 1. LA EQUIVALENCIA DE VARIEDADDE W - C.”

Si P ea un punto dcl amjunto abierto Uy: pEUs y 81

$alp) = (21(P),23(P), -1 2n(p)) € IR" -

entonces, el conjunto Uy se le llamam la vecindad cibica delpuntop y
loc ndmcm mla '
(z1(P)yza(P)s -1 2n(P))
son llamadca coordenadas locales del punto p € U., El mapeo:
I _ ‘a Us — R‘
definido por la correspondencia

g dalg) = (=I(Q)o 32(7)0 ’zu(q))

es uauclmente denotado por el simbolo:

‘ ’ N {zhzlv )3n}- ‘
Obiervi;iiiﬁ 10.3 Es practicaments. imposible .vobtener for conitfuéci'én
una familia mdzima de cartas abiertas que satisfagan las condiciones Wr)
y Wiy) de la Definicidn 1.0.2. Sin embargo, esta dificultad se elimina por

medio de la siguiente Proposicidn, puesto que la misma demuestira gue la
condicidn Wyp;) no es esencial en la definicidn del concepto de variedad.

Proponclbn 1.0.1 Sea T un espacio topoldgico Hauadorﬂ' y sea
W {(Vm Vl’a)}aeA

una familia de cartas abiertas sobre el espacio T, tal que, Ya(Va) €s un
subconjunto de IR™:

Ya(Va) C IR™ paratoda a € A
satisfaciendo las condiciones siguientes:

i) El conjunto de dominios {Va}.ean de las cartas abiertas sobre el espacio
topoldgico T de la familia ¥ es una cubierta abierta del espacio topo-

logico T:
‘ T = LI Va
a€A .



ii) Para todo par de cartas abiertas sobre el espacio topoldgico T :
(Var ¥a), (Vpy¥5) € ¥ . La aplicacidn: _

Va0 '/’El : 9p(Va N V) = $a(Va N Vp)
es una aplicacidn diferenciable.

&ltoncu, ezute una estruciura diferencial tnica:
® = {(Uay ba))aea
sobre el espacio topoldgico T, tal que: '
' o 2ov

Demostracién. Si (U,4) y (V,¢) son dos cartas abiertas sobre el espacio
topolégico 7 con H(U) y ¥(V) subconjuntos abiertos de IR™, tales que, la
tphcuidn

Py i g(UNV) 2 ¢(UNV)

es una aplicacién diferenciable, diremos que (U,¢) y (V,¢) estén diferencia-
blemente relacionados y se denotara con el simbolo:

(U.¢)~ (Vi¥) ,
si p es un punto de la interseccién UNV:pe UNV y sila aplicacién:
$oyt 1 g(UNYV) » JUNV)

es una aplicacién diferenciable en el punto ¢(p) € R"; diremos que (U,¢)
¥y (V,¢¥) estén diferenciablemente relacionadas en el punto ¢(p) € R™, lo
cual lo denotaremos con el simbolo

W) (Vi¥)
es inmediato que estd relacién ” 5 " es una relacién de equivalencia, es decir

a) (U,p) ~ (U,o).
b) Si (U1 ‘P) ~ (Vv '/’) = (Vv V’) ~ (Uv‘P)'

€) Si (@)~ (Vi9) y (V) ~(W,8) = (Uyp) ~(W,0).
donde (U,¢), (V,¥), (W,6) son cartas abiertas sobre el espacio to-
polégico 7.
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Establecidas estas consideraciones procederemos con la demdctndﬁ de.

la Proposicién, paza tal fln sca & l; funillt de cartas abiertas (U, ¢) sobre
el espacio 7, tales que :

(Uip) ~ (Ua.v-) para toda (”m‘Pn) €L,

- Se afirma que la familia & posee las’ propiedldu deseadas. En efecto,
consideremos dos elementos de la familia &:

(U), (Vi¥)e @

enteramente arbitrarios, y sea p un punto fijo pero arbitrario de la inter-
seccién UNV: pe UNV. Como ¥ es una estructura diferencial lobre e
_ espacio T existe una carta abierta:

(Uaor$as) € ®
tal que
: pE€USy = peUnNU,,
y como por definicién '
' ’ (U,) ~ (Uags $a0)
en particular

U,») ';‘(Uaoy¢ao)

analogamente obtenemos
(V, ¢) ';‘(Uam¢ao)

Ademés como por hipétesis ¥ es una estructura diferencial sobre el'es-
pacio 7 para toda carta abierta (U,,¢,) € ¥, obtenemos

(Uay¢a) ~ (Us,p) paratoda (Up,pp) €&
lo cﬁal implica (Uy,¢a) € ® , es decir -
vce
esta relacién a su vez implica que

T = || Us poratoda (U,\,¢,\)e§
A€A



Todo esto demuestra que la familia ® es una estructura diferencial méxi
ma sobre el espacio 7. Y asf la condicidn i) estd demostrada. Finalmente
si @' es otra estructura diferencial mixima, tal que )

dcd

'Esta relacién, de acuerdo con el concepto de estructura diferencial, im;
plica que toda carta abierta (U, ) € ', es tal que:

o)~ (Uay#a) paratods (Ua,éa) € ®

por consiguiente
’ (U’ ¢) € ’;

lo cual significa
1) ®'ce.
y como por hipéfesis ®' es una; estructura diferencial méxima se obtiene q
2) #>o8. ‘
Por tanto, 1) y 2) implican que
¥=2

y asf la unicidad de la estructura $ estd demostrada y con ésta se termina
la demostracién de 1a Proposicién 1.0.1. m

Definicidn 1.0.4 Sea V una variedad diferenciable. Por una funcién dj-
ferenciable f en un punto p de la vecindad V: p € V, se entenderd una
funcidn definida en todos los puntos de alguna vecindad del punto p de {a
variedad V: p € V y diferenciable en el puntope V.

Definicién 1.0.8 Sean V y W variedades de dimensidn m y n respecti-
vamente y sea: ’
f:Vv=oWwW

definida por la correspondencia
p— f(p)

un mapeo definido en una vecindad de un punto p de la variedad V: pe V.
Se dird que la funcién' f es diferenciable en el punto p € V, si eziste
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una carta abierta (U, @) en.el punto p de la variedad V: p € V-'y una carts
abserta (V,¢) en el punto f(p): f(p) €W, tal que, la funcidn:
F=vofodt:(U) = ¥V)
es diferenciable en el punto $(p) € R™. Donde: (U) C R™ y %(V)C R™.
Definicién 1.0.8 Sea T un espacio top&lbjicb conezo. Sia todo punto p del
espacio T: p € T se le asigna una familia F(p) de funciones reales definidas
en el entorno del punto p € T:
T e F(p) paratods peT.
Se dird que se tiene definida una variedad V, si se satisfacen los si-

guientes aziomas:
C1) Toda funcién f de la familic F(p): f € F(p) estd definida en alguna

vecindad V del puntop€ T:

f:V—-R
definida por la correspondencia
pe flp)
vecindad que puede depender de la funcidn f: R
VvV =V(f).

C1i) Si f es una funcidn definida sobre la variedad V .y si fi, fay.0r fim

son funciones que pertenecen a la clase F(p), tal que, la funcidn f

depende analiticamente de las funciones fi, f2,..., fm e€n el entorno

del punto p € T. Entonces, la funcidn f pertenece a la familia de
Junciones F(p): f € F(p). Es decir

; f’;flvfﬁv"-’ m Con fh]ﬁ"")fm € ]'.(P) => fef(?)- -

Crir) Exziste un conjunto finito ordenado (z4,23,...,2y) de funciones de la
Jamilia F(p):
. $1,232,...,Zn € F(p)

y una vecindad V del punto p € T y un nimero real ¢ > 0 que satis-
facen las siguientes condiciones:



l) Todas las fum:aonu F2%% 7 YOS ,z.. estdn definidas en la uecmdad V.
H 2 R
dcﬁmdac por la eorreapondencm -
g+~ zi(q)
para (1<i<n).

i) Si It = {z€e R"| Iz.—z.(p) |< & parae (1<|<n)} Lcapll-
: msdn.

) p:V-R
deﬁmda por la correspondencia
a+ ¢(9) = (z1(g), 2a(g), -» Zn(q))

mapea homeomorficamente a la vecindad V' sobre el cubo I de centro:
#(p) = (21(p), z2(P), -1 2u(p))-

iii)a) Para todo punto q € V las funciones z,z3,...,2, pertenecen a la
clase de funciones F(q):

T1,23y 00y T € }-(q)‘

iii)b) Para todo punto q € V toda funcion f de la familia F(q): f€ F(q)
depende analiticamente de las funciones x1,%23,...,Z, en el entorno del
puntogeV:

feFq) = f N 21,22 Tn

donde: al espacio T se le llama el espacio topolégico subyacente a la va-
riedad V. Y a la familia F(p) se le llama la clase de funciones analiticas
sobre la variedad V en el puntop€ V.,
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Teorema 1.0.1 ! La nocidn de variedad de Claude Chevalley es equiva-
lente a la nocidn de variedad de H. Whitney.

“!Jeméltrield.n. Supongamos que la condicién se satisface. Por hipétesis,
para todo punto p € V existe un sistema de coordenadas:

P ((21,22, ...,z,.}.V,a)

ysi deﬁnimot la pareja
(/" Va)

donde U. =V y ¢a =9 . Seobtiene una familia de cartas sbiertu
® = {(Uss¥a)}aer
deﬁnldu sobre el espacio topoldguco T, tal que
wa(la) C R paratodo a € A.
Es evidente que estd familia de cartas abiertas es una cubierta abierta
del espacio topolégico 7
T= U Ua

a€A

v asf la condicién Wi) estd verificada.
Finalmente, se afirma que 8i (Ua,¥a) ¥ (Ug, ¥s) son dos cutu abiertas
del mismo punto p € V, entonces, la aplicacion:

Pa © qp;‘ 1 pa(Ua N Ug) = pa(Ua NUs)
es un homeomorfismo. En efecto, supongamos que

1) ¢a : ({z1,22,--4Zn}, Vay @a)

es un sistema de coordenadas en el punto p € V y si también se considera
el sistema de coordenadas

2) ¥ : ({!/hyzs"-,ym}r Vﬁvaﬂ)

y si se toma en cuenta el Teorema 2.2.1, el cual nos afirma que 2) es un
sistema de coordenadas del punto p € V, si y solo si, se cumplen las siguientes
condiciones:

. !Elp te Te i te se d tra para variedades analiticas diferen-
ciables.
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i) m=n.
i) det(g4) #0

Por consiguiente, como

va(p)

det( §%)  #0

esto nos permite aplicar el Teorema de la Funcién Inversa, el cual nos afirma
que existe una vecindad abierta Us del punto p que es homeomorfa a una
vecindad abierta U; del mismo punto p € 7. Por tanto, la aplicacién:

$Pa O V’;l : Vﬁ("a n Up) - Va(uc n Up)

es un homeomorfismo. Donde Us = ¢g(UaNUp) ¥y Uhr = @a(UaNUp). Por
otro lado, como se cumple la condicién:

i) det( %) #0

se garantiza que la aplicacién ¢, 0 qp;' es diferenciable. Y asi Ja condicién
Wi1) estd demostrada.

Ahora supongamos que la condicién es necesaria. Se afirma, que toda
funcién f € F(p) estd definida en alguna vecindad V del punto pe T:

f: VR

walp)

va(p)

definida por la correspondencia

p~ f(p)

vecindad que puede depender de la funcién f: V = V(f).
En efecto, sea f una funcién analftica en el punto p € T, esto implica
que existe una carta abierta
(Uly V)

en el punto p € V y ademds una carta abierta
(U2,9)
en el punto f(p) € IR, tal que:
F=1vofopl:plh)— R
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c&;fno ¥ = identidad. Por tanto
K =foy™ 1p(lh) —» R
deﬁmda por la cotrespondencm ‘
s 2 = (21,22, 000y Zn) f°¢-‘(3) = F(z;.xg, 2+Zn)
Calculmdo para todo punto ¢(p) €V :
four Welp) = Soo~ Ye(p)

f(p)
F(ZI(P),ZQ(P), o zn(p))

Si definimos: sea f F y V = ¢(U1) entonces, tenemos que la
funcién: .

f V—01R

estd definida en alguna vecindad V del punto p€T. Y asf la afirmacién
estd demostrada y con esta el axioma Cy) est4 verificado. :
© Se afirma que si '

fyfulontn v frfyafm€F() = e Fp).

En efecto, sea {z} un sistema de coordena,das, si consideramos la apli-
cacién

a) fiop~Y(z) = Fi(z1,22,.y2n) (1 <i< n)

donde Fi(uj,u3,..,u#a) (1 £ i < n) es una funcién analitica real en n
variables reales en el punto ¢(p) = (z1(p), z2(p), ...»Zn(p)). Por otro lado,
de acuerdo a la propiedad iii) de la Definicién 2.1.1:

iii) Para todo punto g € V se tiene que:

b) f(q) F(fl(q)) fﬂ(q)’ tfm(q))

Por tanto, las relaciones a) y b) implican que:

fiov™X(q) F(£1(9), f2(g), - fm(2))

F(fi 097 (2(9))s f20 07 (2(9))s s fn © @7} (2(0)))
F(Fl(zl(q)r "')zn(q))v ooy Fm(zl(q)» ...,z..(q)))
G(Z1(g)yz2(q)> .1 Tn(q))
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Por tanto: | .
fi o ¢7Y(g) = G(z1(g)122(@)s -1 2n(9))

dondé G(u),u3, .. Un) €s una funcién analftica real en n variables reales en

el punto ¢(p) = (21(p), 2a(p); .-, 2n(p)). Por consiguiente:

F(9) = G(=1(9),z2(g) -1 Zn(@)) paratodo g€ V.

Esto dltimo implica que:
o 1 € F(p)
y asf la afirmacidn esté desmostrada y con esta e] axioma Cyy) estd verifi-

cado.
Sea ¥V una va.rieda,d de dimensién n:

dim(V) =n

ala Whitney entonces, el axioma Cyyy) de la Definicidn 1.0.6 se satisface.
En efecto, sea p un punto de la variedad V: p€V y sea

(Ua.%)

una carta abierta, tal ..que, p € Uy. Por definicién, ¢, mapea homeomorfi-
camente al abjerto U, sobre un abierto U del espacio IR™:

Ca:Ua—=U
definida por la correspondencia
_ g+ ¢a(q) = (21(9), 22(g)s -1 2n(2))
sea F' un conjunto compacto, tal que:
pEFCU,

En nuestro caso F = V. Donde V es una vecindad abierta del punto p:
V € 9(p). Se demuestra que existe una funcién ¢ definida y diferenciable
sobre IR" con soporte compacto contenida en el conjunto abierto U:

Sop(¥)C U
con valores en [0,1]:
¥ : R" = [0, 1] )
definida por la correspondencia

z - P(z)
tal que
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WHe)=1 s zeF.
W(z) = 0 si zeUe

‘Sea W =F ( F interior de F) no se plerde ninguna genera.hda.d si se
supone que:

o : - V= v;‘( F)
y sea I? el cubo de IR"™ con centro en el punto wa(p):

={z€R"| |zi-zi(p)|[<a para (1< i< n)}
y 8i definimos f‘ = I? . Por tanto:
V=¢(3)
Ahora consideremos las funciones:
fi:V-R
definidas pbr la correspondencia

g fi(9) =zi(q) -¥(w(g)) (Q<ign)

Es inmediato que las funciones f; (1 < i £ n) son analiticas reales, es
decir, se tiene un conjunto ordenado:

(flsfh""fn)

de funciones f; € F(p) definidas sobre la vecindad V con a > 0.

Ademés para todo punto g € V se tiene que f; € F(g) por definicién
las funciones fi, f2,...,fa estin definidas y son analiticas en todo punto de
1a vecindad V del punto ¢: V € 9(g).

Finalmente, se afirma que para todo punto ¢ € V, toda funcién f € F(q)
depende analfticamente de las funciones fj, fa,..., fn en el entorno del punto

q€evV:
fe-r(q) = f';’fhfh"-’fn-

" En efecto, como V es una variedad a la Whitney si f € F(q) entonces,
se puede escribir:

fop~(z) = F(z1,23,.00yZ0)
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donde F(uj,u3,...,us) es una funcién real en n variables reales definida y
analitica en todo punto de algin abierto @ de R": Q C R", tal que:

@) = F(z1(9),za(g), . 2n(9))
= F(z1(q) - ¥(#(9)), 23(9) - ¥(#(0)s - 2n(q) - ¥(%(9)))
: SEEE = F(fl(q) fz(ﬂ; vfn(q))

£(q) = F(fi(g) fa(a)s - .fn(q)) paratodo g€V
o cud llgmﬁca que:

f~fh Jaren In.

‘Y ul el Axioma Ciyy) ut‘ vegificado y con esto el Teorema 1.0.1 estd
,demontndo - o



Capltulo 2. .I

V‘Varledades

2.1 Funciones Analiticas
Deﬂmelén 2.1.1 Seu T un cspacw topologwo, P un punto del espacio T:

p€ T ysean
fv,h,h vfm

m + 1 funciones definidas en la vecindad del punto p € T. Se dird que
la funcidn: f depende analiticamente de las funciones fi, f2,...,fm en el
entorno del punto p € T. Lo cual lo denotaremos con el simbolo

f';‘ fhfﬁo---’fm
s ezﬁte una vecindad V del punto p € T y una funcidn real
F(“hub ,u,,.)

enm uanablea reales, deﬁmda sobne un subconjunto abierto U del espacmv‘
euclideano R™: U C R™.

F:U-R
definida por la correspondencia
‘ T = (21,22, 2m) = F(2) = F(21,23,..0,Zm)
satisfaciendo las siguientes condiciones: )
i) Las funciones f,fi,fz,...,fm estdin definidas sobre la vecindad V del

© puntop€T:
T ' f:.fhfzy---,fm=V—'R

16
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ii)' La aplicacidn: . o ,
e e eV R

definida por la cqmapondcnciq'

2 o(p) = (fi(p), fa(P)s - (D))

ﬁm é la o?éiudad V del punto p € T en un subconjunto abierto U
dominio de definicion de la funcidn F(uy,%3,...,%m):

| . Imlp)=eV)CU.
1if) Pard todo punto g€ V s tiene que:’
£(9) = F(£1(9) fa(@)s s Son(9))-
iv) La funcién F(u1,uz, . tm) es analitica en el punto:
#(0) = (P (P () € U € R™.

" Es decir, la funcién F(uy,uy,...,tm) puede ser desarrollada en una serie
de potencias convergente sobre la vecindad abierta U del punto p.

Proposicidn 2.1.1 Sea T un espacio topélogico, p un punto del espacio T :
PET, sean f,fi,f2,...,fm m+ 1 funciones, definidas en la vecindad del
punto p€ T y sean g1,92,....,dm M funciones definidas en la vecindad del
mismo punto. ’

Si la funcion f depende analiticamente de las funciones fi, f1,...sfm
en el entorno del punto p€ T y si la funcion f; (1 £ i < m) depende
analiticamente de las funciones g1,93,...,gm en el entorno del punto pe T
Entonces, la funcién f depende analiticamente de las funciones gy,93,...,9m
en el entorno del punto p € T. Es decir:

Si fofufiontn Y fiy Sugneagn  (1Si<m)
= f';’ 91,92y -y9m

Demostracién.
Esta es consecuencia inmediata de la Definicién 2.1.1.
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cacidn contmua dcl upaclo T en el eapacw ll

&:T-U

deﬁmda por la oomapoudencm

p~ &(p)

sea p un punto‘ del espacio T: p€ T y sea ®(p) su imagen en el espacio U:
®(p) € U, Sif esuna Juncidn que depende anah’twamcn!e de las juncwnca
f;, farenm en el entorno del punto &(p) € U:

NP . . f .(’) Il)f],-..,‘fm
entonces, la funcidn |
Q. fi=Jfio® (1<'.<m)

depende analmoamente de las functones . f1, 9 fay o (’. fm_en el entorno
dclpunto PET: Rtithabl

& fi ffl°°‘;' Q-fl»‘qf?»---;’-fm (1<i<m)

Demostracién. Por hipétesis existe una vecindad W del punto $(p) e ¥
y una funcién real F(u1,u3,...,4m) en m variables reales definida sobre un
subconjunto abierto U del espacio euclideano IR™: U C IR™.

F:U-R
y una aplicacién:’ '
SRR ¥:W—-R™
definida por la correspondencia

pr '(P) = (fl(p)lf’(P)) eoey f"l(?))

satisfaciendo las condiciones i), ii), iii) y iv) de la Definicién 2.1.1. Y como
por hipé6tesis ® es una aplicacién continua, existe una vecindad V del punto
p € T, asaber V = &Y(W). Con las propiedades:

) Las funciones &, f1,9. f2,...,8¢ fm estin definidas sobre la vecindad V
del puntope 7.



2.1. FUNCIONES ANAL{TICAS 19

.. En efecto, si ¢ € V es un punto fijo pero arbitrario y si calculamos
*) . fi(q) = fio ®(g) = fi(®(q)) para (1<i<m)

y como ®#(q) € U y si tomamos en cuenta que el punto ¢ € V se eligié
arbitrariamente. Por tanto, la condicién i) estd verificada. Se afirma que la
siguiente condicién se satisface:

i) La aplicacién:
p: V- R"

definida por la correspondencia

P &) = (8 [(P)y s e fm(P))

- mapes a la vecindad V del punto p € 7 en un subconjunto sbmto U,
dominio de definicién de la funcién F(uy, uz,...,tm):

Im(p)=p(V)CU.

En efecto, Ia hipdtesis y la relacién (+) nos permiten calcular para todo
puntog€V

(®+ /1(0), @4 £2(q)s -1 B4 fn(q))
(fl ° Q(Q)’ 20 Q(Q)v ey fm o Q(q))
(fl(’(q))) fi(Q(q))o g fm(O(q)))
Y (2()

Yo Q(q)

v(q)‘ \

y obtener la relacién ¢ = ¥ o & sobre la veclnda.d \ %2 del punto peE 'T Esto
\dltimo implica que

AV) = ¥ 08(V) = UE()) = (W)
es decir (V)= ¥(W) y como también por hipétesis o
Im(¥) = ¥(W)CU = Im(p)=e(V)CU

y asf la afirmacién ii) estd verificada.

Una vez mds la hipétesis y la relacién (#) nos permiten establecer la
siguiente afirmacién;
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iii)' P;ta todo punto ¢ € V se tiene que - -
R 8. £(g) = F(®e f1(g) 2o fa(@), - B Sn(0))

Eiilﬁe'.l'.ecto, calculando
’- f(Q) =: fo®(q)
= f(%(q))
= F(h(2(9)), f2(2(g))s -, fm(2()))
A = F(" fl(Q)»'»o f?(Q)’ ;'-v’o fm(q))
qu ‘fjanto‘

B f(6) = F(82 11(0), 8 alg)s s 8o fml®)).

y asf la afirmacién m) estd venﬁcada Finalmente se tiene la siguiente afir-
macién:

iv) La fu_ncién_F(ul,ug, ciylim) €8 ana.h’;ica en el punto:

#(p) = (2 i(p), 8u fa(p)s s Bu fm(P)) € U.

. Estd afirmaci6n es consecuencia inmediata de la relacién ¢ = Wo® pues-
to que por hipétesis la funcién F(u1,u3,...,4) es analftica en el punto:

¥(®(p)) = »(p).

De estd manera se tienen verificadas las condiciones i),ii),iii) y iv) de la
Definicién 2.1.1. Por consiguiente, la funcién ®. f; = f; 0o ® depende ana-
liticamente de las funciones &, fi,®. f2,..., %« fm en el entorno del punto
peT:

‘ ’OIi=fl'°Q';‘Qoth-flv--’§ofm (1<i<m)
y asf la Proposicién 2.1.2 est4 demostrada. @ ,
Piopouicibn 2.1.3 Sean T yu eapaéios topoldgicos, sea & una aplicacion

continuade T enU:
’ ®:T-U

definida por la correspondencia

g p+ 2(p)
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sea p un punto del espacw T: p€ T, sea 8(p) su imagen en el espacio U:
®(p) €U y sean
fhfh f

m !uncwnes deﬁmdu en alguna vecindad del punto i(p) y continuas en el
mismo punto.

.. Si g_es una funcidn definids en alguna vecindad del punto p € T, la cual
depende analiticamente de las juncumu ®, /1,9, f2,...,84 f en el entorno

del puvuo peT: i

! v ’0 A, 60 fz:- O fm
donde ®.fi = fio® para (1 < i < n). Entonces, eziste una funcidn f
definida en alguna vecindad del punto i(p) €U que depende analiticamente
de los funciones ‘fy, f1,..., fm ‘en el entorno del punto &(p) € U:

f .'Z;) !hfﬂv'--vfm
con la propiedad
g =29, f sobrealguna vecindad del punto pe T.

Demostracién. Por hipétesis existe una vecindad V del puntop € 7 y una
funcién real F(u;,us,...,um) en m variables reales deﬁnida sobre un abxerto
U del espacio euclideano IR™: U C IR™. i

F:U-R

y una aplicacién:
¢: V- R™

definida por la correspondencia
| P 9(p) = (&2 fi(P)r s B fn(P))

satisfaciendo las condiciones i), ii), iii) y iv) de la Definicién 2.1.1, y como
también por hipétesis las funciones fy, fz,..., fm estin definidas en alguna
vecindad W del punto &(p) € U y son continuas en el mismo punto:

flv.le"'v.fm ‘W-R

y la aplicacién:
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v:W—-R" |
d}eﬁnidl‘pog Ia correspondencia
R P ¥() = (fi(P) Salp)s o ()

la cual ¢s-una funcién continua en el punto &(p) € U. Si se toma en cuenta
1a aplicacién &; la cual es continua, entonces la vecindad V del punto p €.T"
se puede elegir de tal suerte que se tenga

(*) dV)CW
esta relacién nos permite calcular para toda g€’V
" lg) (%4 f1(9), @4 f3(), - Ra fm(0))
(J1 0 ®(g), f20 8(q), ., fm 0 8(q)) .
(11(2(9)), £2(8(9))s-, Jm(¥()))

¥(2(9)) .
¥o 'l'(q)

" es decu- se tnene la relmén

I U

-

(#2):0 - p=Wod

sobre la vecindad V del punto p € 7. Y como por hipétesis se tiene la
inclusién (V) Cc U. La relwdn (#+) implica que el punto ¥(&(p)) estd
contenido en un abierto U: :

¥(®(p)) = plp)C U

y como la funcién ¥ es continua en el punto ¥(p) € U, la vecindad W del
punto ®(p) se puede elegir de tal suerte que se tenga ¥(W) C U. Conser-
vando por supuesto la relacién (+). Ahora consideremos la funcién f definida
sobre la vecindad W:

JW—R

por medio de la correspondencia’

P+ J(p) = F(fi(p); s S (P))

donde F(u;,u3,...,%m) €8 una funcién real definida sobre el abierto I/ del
espacio euclideano R™: U C IR™. De estd manera se tienen establecidas las
siguientes condiciones:
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i) Las funciones f, fi, f2,...,fm estdn definidas sobre la vecindad W del

. punto ¥(p)e U:
hnfoendm : W— R
- i) La aplicacién: ‘
. V:W-—-R"
definida por la correspondencia
pre W(P) (fl(p)' ’fm(P))
mapea a la vecindad W del punto #(p) € & en el abierto U dominio
de definicién de In funcién F(%1,43,...,%m): )
Im(®)=9W)cU
‘iil) Para todo punto &(g) €U se tiene que:
' 1(8(0)) = F(f1(#()), S(#(2)), ..., /m(#(9))).
iv) La funcién F(u;,u3,...,um) es analitica en el punto:
®(2(9)) = (/1(¥(2)), S2(#(q)); .., fm (¥(q)))-

Estd dltima condicién es consecuencia inmediata de la relacién (+#)
puesto que por hipétesis la funcién F(u;,u3,...,m) es analitica en el punto:

#(p) = ¥(&(p))

Por consiguiente, de acuerdo con la definicién de la funcién J, estd de-
pende analiticamente de la funciones fi, f3,..., fm en el entorno del punto

O(p) e U:
fo( )flvf2| )fm

. Ademdés la relacidn (++) nos permite escribir para todo punto ¢ € V.
Calculando

0. f(g) fo%(qg)

F(2(9))

F(f1(2(0); s fm(2(9)))
F(¥(%(q)))

F(¥ 0 (g))

F(e(9))

F(®, f1(9), B fa(g), s Ba fin(q))

9(g)

"o nwnunn
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Es-decir ¢ = &.:f sobre la vecindad V del punto pe 7. Y asf la
Proposicién 2.1.3 estd demostrada. ™
2.2 Variedades
Lema 2.5.1 Si se éfectua una pemiﬁtacidn w arbitraria sobre el sistema
(21, z3, ...,2‘")

de funciones de la familia F(p): vz;,zz,...,z.. € F(p) dejando fija a la
vecindad V y al nimero real ¢ > 0 del azioma Cyr;) se obtiene el sistema:

(zu(l)) To(2)s oy zu(n))

dc'f jones. Ent , esté conjunto satisface las propiedades del azioma
Cui)- :

Demostracién.

i) Todas las funciones Z,(1),Zu(a)s-1%u(n) €stén definidas en la vecindad

v: ]
z,.,(i) VIR
definidas por la correspondencia . Lo
9~ z,)(9)
‘para (1<i<n). '
ii) La aplicacién:
S ¢V R

.. definida por la correspondencia
7+ ¢'(9) = (Zu()(@)s -1 Zu(n)(9))
mapea homeomorficamente a V:‘sobre el cubo:
R ={z€R™| |2-z{p)|<a para (1<i<n)}

: es decir
. o vem
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Para verificar la propiedad ii) observemos el siguiente conjunto:

#'(V) = {(2u(1)(2), 2(3)(@)s 1 Zugn)(9)) € B™ | g€V}
si ahora consideramos el conjunto:

#(V) = {(1(4),22(0), -+ Zn(0)) € R™ | g€V}
los cuales lo‘nb biyecfivoa. Por tanto
e ER = V)R
y asf 1i) de Cyyg) estd verificada. Es inmedito que:
m) a) Paratoda g€V =  z,0),%u(2)s -1 2u(n) € F(9).
ili) b) Para toda ¢ € V se tiene que

FEF() = frzu)yzuay1Tun):

25

Como por definicién del concepto de dependencia analitica ll funcién f

es analitica en la vecindad V del puntog e V:

‘P(q) = (’l(q))zﬁ(q)l"') 30(’»

-es inmediato que la funcién f también depende analiticamente de las fun-

ciones Zu(1)1 Tu(a)s 1 Tu(n) €D el entorno del puntog€e V:
feEFq = f ~ Zu(1)1Zu(2)s  Zufn)
y asf el Lema 2.2.1 estd demostrado. ™
Esté Lema nos permite establecer la siguiente definicién:
Definicién 2.2.1 Si el sistema finito ordenado
(Z1,Z2y .0y Zn)
de funciones de la familia F(p):

T1423y --y2n € f(ﬂ)

3a¢:‘afabe ias condiciones del azioma Cyyy), se dird que el conjunto finito
{z1,22,..,2n} de funciones de la familia F(p): z:,23,..,2, € F(p) es
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. un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V y se
denotard como:
i ( {31)227 ...,tn} V,a)
- en algunos casos simplemente se denotard como {z1,23,...,2Zn}. A la vecin-
dad V .se le llamard la vecindad cibica del punto p € V y al nidmero real
@ >0 se le llamard 1a amplitud de la vecindad ctibica V.

Proposicidn 2.2.1 Sea V una variedad, sea p un punto de la variedad V:
PEV yses
LT v:({21,22y...,Za},Vsa)
un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V. Entonces
se cumplen las siguientes condiciones:

: |) ‘Para todo punto ¢ € V el sistema de coordenadas {z1,23,...,Tn} 8sigue
‘ siendo un sistema de coordenadas:

¢ : ({z1,23,..,2a}, V', ')

ii) Toda W vecindad del punto p € V contiene una vecindad ciibica V; con
respecto al sistema de coordenadas {z1,23,...,2n} ¢

o ({zh z3 ...,3,.} ,V],ﬂ‘) con Vl cw
sobre la variedad V en el puntop e V.

iii) Si f es una funcidn analftica en el punto p: f € F(p). Entonces, eziste
"7 una vecindad cibica V del punto p € V, tal que, f es analftica en todo
puntog€ V: f¢€ F(qg).

Demostracién.
i) Sea un punto g€V = eziste un abierto U € %(V) tal que:

UcV = p(U)cep(V)XIZCR"

y como (U) es un abierto en JR™ esto implica que existe I™ con centro

Ple):
| o(0) € I3 C ¢(V). |
Si ahora definimos la vecindad cibica Vi = ~1(I%) C V, de tal suerte
que la restriccién:

@ =¢':VIEI::

i
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esto dltimo implica que
d : ({311320"-)=n} ovhﬂ’) con 0<ad' <a

s un sistema de coordenadas. En otras palabras {z,,23,...,%2,} siguesiendo
un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto g € V 'y con
icVv.

ii) Consideremos ahora una yecindad W del punto p € V, esté implica que

P € (VNW), es vecindad del punto p € V, esté implica que existe un abierto
U, tal que :
pelc(vnw)cvVv

y como ]
e: VeI = pU)coVaW)CoV) = oU)Ce(V)e D

como antes existe I con centro ¢(g): (g) € IT C ¢(U). Si ahora defini-
mos la vecindad cibica:

W=e () c (VW)

de tal suerte que la restriccién:

esto iltimo implica
¢'( {z1: %3,y 20} ’Vl"a,) conl<d<a
es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V con

Vcw.

iii) Sea una funcién analftica f € F(p) y sea

v:({z1,22,..,,2n},V,0)

un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V. Por
b) de iii) de Cjys); la funcién f depende analiticamente de las funciones
Z1,23,...,Z5 €n el entorno del punto p € V;:

fr;azl,zg,...,z,.
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“de acuerdo con 13 Definicién 2.1.1 , 1a funcién f se puede expreiar como

1(g) = F(z1(a)s za(a)s --+2n()) paratoda g€V

donde F(u‘. ui, ,u.‘) ',es,n;m’ funcién en n. variables reales #nalltica_ eﬁ_ e
#{(9) = (21(a), 23(9), .-, 2n(q)).

‘- Por consiguiente, la funcién f estd definida y es analftica en una vecin-
dad abierta U de IR™ del punto ¢(p). Y sea W = ¢~}(U) una vecindad del
“punto p, de acuerdo con ) existe una vecindad cibica V del puntop € ¥
con respecto al sistema de coordenadas {z1,23,..,2a} , tal que, V.C W4,
de tal suerte que para toda g € V se tiene que:

1(9) = (21(9),22(9), - Za(g))-

5 ,' i’;n ‘t.:omiguiente, f es una funcién analitica para todo punto g ev. Y
.asf 1a Proposicién 2.2.1 estd demostrada. B

‘Observacién 2.2.1 Sea V una variedad real, p un punto de la variedad V:
pPEYV, sea ‘

¢:({z1,23,..,2n},Vsa)
‘un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V y sea f
una’ funcidn definida en la vecindad del punto p y analitica: f € F(p).
De acuerdo a la propiedad iii) de la Proposicién 2.2.1 eriste una vecindad
ctibica V = V(p), tal que, f € F(q) para toda q € V. Con la propiedad:

) f(9) =~F(=:(q).zz(q).._,.zn(q)) paratoda g€V

donde F(uy,ua,...,tn) ‘es una funcidn real en n variables reales definida y
analitica sobre un abierto U en el espacio euclideano R": U C R™, tal que:

(21(9), 22(g), - Za(q)) € U poratoda q € V.

A la férmula (#) se le llama 1a expresién de la funcién f con respec-
to al sistema de coordenadas {z),z3,...,2,} . Por abuso de escritura
se escribird: :

f = F(-‘h, 22,...,3,.).
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Teorema 2.2.1 Sea V una variedad, p un punto de la variedad V: p € V.
Seq

[ ] ((z‘lz’l"'lzl\} ’V’G)

un sistema de coordenadas sobre V en el punto p € V y ses {41, 43, .-, 9m}
un conjunto finito de funciones de la clase F(p). Entonces, {y1,¥3,.»¥m} -
€8 un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el puntop € V i y solo
o L

) m=n,
H) g = Fi(Z1,32, e, 7a) tal que
det( 88 )0 #0
donde . (p) = (21(p)22(p).. ,tn(P))

Demostracién. La condicién es necesaria. En efecto, supongamos que
{¥1,¥23:--1¥m} esun sutema de coordenadas sobre la variedad V en el punto
p € V. Como

= Fl'(’h 23,0920} con (1gig n)

la cual es su exptesién con respecto al sistema de coordenadas
{21,232, ..,2a} para z; € F(p) para (1Si< n).

Pero podemos expresar z; = Gi%1,¥2, . ¥m) para (1< i < n). SeaV
suficientemente pequeiia como para que se tenga

¥i = Fi(Gr(11(9), ¥2(9)s - ¥m(9))s -, G2 (), 2(g)s s ¥m(9)))

calculando

2= 22 = 3 para (1<ij<m)

5;; k=1 Tk O0Yj

dond

onde oF _ 0Fn 3Gy _ 8Gn
Oz Oz o) Oyi  Bvjluip

esté sistema de ecuaciones se puede expresar como el producto de la m x n
matriz
dF; OGy

= { =< t < <£i< —_—
A (8::.-) para (1 <i<n) (1<£j<m) porelvector By,-)'
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o e BB 5 0
-5:- =1 !. =€

ATORE

consideremoa ahou la aphcacién’:

*F 1;«;
i P58
o5

mn - Rm
deﬁnldn por la correspondencis )
v B (1) = A(v)

con la propiedad que Im(al) D {e,€3,....€m} es la base candnica del
upauo IR"‘ _Es decir,

an u un epsmorﬁcmo

Por tanto
w7 0 — Ker(al) — R" — R™ — 0

‘es una sucesién ‘exacta corta. Por consiguiente
' dim(al) + dim(R™) = dim(R™)
calculando _ :
~dim(ap)+m=n => m=n-dimal) = (1) m2n.
Por otro lado, si consideramos ahora
z; = Gi(Fi(z1,23,....2n), Fa(21, 22, .y Zn )y ooy Fon(21, 22, ooy 20))

calculando

8z _ &~ 8Gi OF: _
8::, om ¥z; 8; para (1<i,5<n)
d
dnde on_ o, 86i _ 86,
Bz;  8z; () LT T
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esté sistema de ecuaciones se puede expresar como el productode lan x m
matriz

8G

18, _ QE‘E)
A—(m) con (1<i<n) (1< k< m) porel vector (0::‘ '

Es decir
XL VAW
ﬁ: i.gx & . E: = 1 =¢

O\ g BRE ’
consideremos ahora la aplicacién:
ap :IR™ — R*
definida por la correspondencia
v agi(v) = A(v)

con la propiedad que Im(a®) O {ei,e3,...,en} es la base canénica del es-
pacio IR". Es decir

al® es un epimorfismo.

Por tanto
0 — Ker(ay') — R" — R™ — 0

la cual es una sucesién exacta corta. Por consiguiente
dim(al') + dim(R"™) = dim(R™)
calculando
dim(aM+n=m = n=m-—dim(l) = (2) n>m.
Por tanto, (1) y (2) = m = n. Es decir se tiene que la sucesién:
0— R 25 B™ — 0

es una sucesion exacta. Donde

e . PR C ey
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ay -es un l'iqmorﬁsnio.
Por éonaigﬁieiite: o

si A esinvertible = det(A)#0 . Por tanto:
2]

det
0’: o(p)

La condicién es suficiente. En efecto, supongamos que las condiciones i)
y ii) se satisfacen. Por hipdtesis, se tiene el sistema de coordenadas )

p: ({zhzﬂv"-vzn} lvia)

sobre la variedad V en el punto p € ¥V y con una vecindad cibica V suficien-
temente pequeiia como para que las funciones y;,¥y3,...,yn estén definidas y
sean analiticas sobre V: .

Y1,¥2,.,¥n € F(p) paratoda peV
es decir, si )
= Fl(zhzh-"'zn).m,!ln = F,.(z,,zg,...,z,,)

son sus expresiones en el sistema de coordenadas {z,z3,...,z}, donde las

func:ones
Fl‘(“h“?t'"r"n) (1gig n)

en n variables reales estén definidas y son analfticas sobre el cubo I? de IR"
con centro en el punto @(p) = (z1(p), .. ,z,.(p)):

{z = (zl, wen) | |zi—zi(p)|<a (1 <ign)}e R"
estas fnncnones nos permiten definir la aplicacién:
’ F:I} - R"
definida por fa. correspondencia
T = (Ziy e Zn) = F(2) = (Fi(Z15 12 )1 eer Fa(Z1,5 0000 Z0))

Por hipétesis, el determinante de la matriz Jacobiana de esta aplicacién
es distinta de cero en el punto ¢(p) = (z1(p), ...,z (p)) € IR™:

OF;
, det ( ) 0
025 o(p) ?
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estd propiedad nos permite utilizar el Teorema de la funcién inversa y obtener
una vecindad abierta U del punto ¢(p) € R", tal que, la restriccién de F a
la vecindad abierta U:

F
L]

es un homeomorﬁlmb analftico del abierto U sobse un abjerto U’ C R",
restriccién que ugun'emon llamando F. En otras palabras, se puede resolver
el mtema de ecuaciones )

= Fi(21,22,.42a) (1 Si< )

» deﬁmdu y analiticas sobre el abierto U, con respecto a z1,%3,...,2n por
medio de las funciones .

2 =Gi(y,¥210%0) (1 <ign)
definidas y analiticas sobre el abjerto U’, de tal suerte, que la aplicacién
QU U
definida por la correspondencia
¥ = (U1,0¥n) = Gi(¥) = (Gr(#15s¥n)s -y Gn(U1y 1y ¥n))
deviene el mapeo inverso de F:
FG=idy.. y GF =idy.
Considereﬁos ahora el cubo I de IR™ con centro en el punto ¢(p):
L ={z=(21,7) € R" | | 2i—2i(p) I< a (1<i<n)}

cuya amplitud a; es, tal que, 0 < a; < a, y suficientemente pequefia como
para que se tenga:
LcvU

y sea I} el cubo de JR™ con centro en el punto F(ip(p)):
B ={y=(y1,2¥) € R" | |4~ fi(z1(p)y s za(p)) < b (1S i< m)}
con una amplitud b > 0 suficientemente pequefia como para que se tenga:

I c F(L)
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en seguida, consideremos la aplicacién @ del cubo I en la variedad V:
o K ®: 1:4-»'[
definida por la correspondencia
U= (hsrta) =+ 80) = 7 0 G(0)

Como tmto w como G son homeomorﬁlmon, ® mnpea. homeomorﬁcw-'
mente al cubo. IJ' sobre un subconjunto.W de la vecindad cibica V. del
puntop €V. En efecto, si definimos y calculamos

W= M) =¢ oG Ce oG F() Co™()=V
obtenemos
Re¥R)=WcV ?_‘P'%ﬂ')-

Se afirma que W es una vecindad del punto p € V. En efecto, 8i az es un
.nimero real positivo, tal que, 0 < a3 < a; y suficientemente pequeiio como
para que el cubo I7, de centro en el punto ¢(p) de R™

I={z=(21,.2a) ER" | | 2i~2i(p)|< @z (1Si< )
esté contenido en el conjunto G(Ip):
L, cG()

lo cual implica
FI3) c ip

de tal suerte, que si se aplica ® a esta inclusién se obtiene
S(F(L))Ce)=W
si en seguida calculamos
S(F(IL,)) = ¢ 0 G o F(I,) = ¢™N(I},)

y si definimos
=¢NI7,)
se obtiene que el abierto W’ est4 contenido en el conjunto W: W' c W.
Ademds como o
pp)ely, = pey(Ip)=wW



' 2.2. VARIEDADES Ce Ja 9B

por consiguiente R
o ' pEW CW

y asf la afirmacién elti demostrada. A continuacién se tiene la siguiente
afirmacién:

v: ({mo”v' ’Vll}vw b)

es un sistema de coordonulu sobre la variedad V en el punto p € v En
efecto, de acuerdo con la hipétesis, hemos establecido que la expresién de
las funciones m,yz... +Wn e€n el sistema de coordenadas {21, 23, ...,:.} estd
dado por:

"= F!'(’h’h"-ozn) (l .<- i< “)

por consiguiente
yi(p) = F(z1(p),z2(p);-.12a(p)) (1< i< n)

para todo punto p € V, en particular para todo punto p € W, puesto que el
abierto W estd contenido en la vecindad cibica V: W C V, es decir:

» i) Las funcipnes V1 V2 s Y estin definidas sobre la vecindtd w:
vi:W-R"
definidas por la correspondencia |
¢+ 3ig) = Fi(21(9), -+ 2n(9))
_ (1<i<n)
ii) La aplicacién:
v:wW-R"
definida por la correspondencia

- ¥(p) = (11(p), -, ¥n(P))

mapea homeomorficamente a la vecindad W sobre el cubo Ij':.

- W(W)2 I} paratodo qe If.
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En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario del cubo IP: ¢ € I} si
calculamos :

¥(%(q)
(11(9(9)), va(B(@)s - un(¥(9))) .
(Fi(z1(2(9)y -1 Zn(B()1 s Fu(21(8(2))s - Za(9(9))) -
" F(p(%(9))) o
Fop(%(e)
Fogpoyp™oG(q)
FoG(q)
q

¥o®(q)

obtenemos
¥ od(q) = q paratodo g€ I}

en otras palabras
Yol =idp.

Por otro lado, por construccién para todo punto p € W se puede expresar
como p = ¥(g) con ¢ € I; si calculamos:

20 ¥(p) ® o ¥(¥(q))
®o(Vod)(q)
o(q)

p

it

obtenemos que
& o ¥(p)=p paratoda pe W

por consiguiente
do ¥ =idy.
Como por definicién $ es un homeomorfismo, se obtiene que también la

aplicacién ¥ es un homeomorfismo. Y asi la condicién ii) estd demostrada.

iii)a) Para todo punto ¢ € W las funciones y1,¥2,...,¥n pertenecen a la
clase F(g):
Y1, 925 Yn € F(g).
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En efecto, como {Zz1,Z3,..,2n} s un sistema de coordenadas sobre la
variedad V en el punto p € V y puesto que W C V, se tiene que

. Z1,T2,...9Zn € F(q) paratoda g€ V.
En particular -
| %1,22,.2a € F(q) paratods g€ W.

‘Por otro lado, como por hipétesis las funciones §1,¥2,...,4a dependen’
analfticamente de las funciones z4,23,...,25 en el entorno del puntog € W:
Vi 731132""'3!; (1<ign)
lo i:nil de acuerdo con el axioma Cir) de la Definicidn 1.0.6 se obtiene que:

V1,92, -2 ¥n € F(q)
yasfla aﬁrmu]én a) estd demostrada.

iil)b) Toda funcién f que pertenece 2 la clase de funciones }'(q) depende
" analfticamente de las funciones y;,y3,...,yn en ¢l entorno del punto
geW:
! ’;‘ YHr¥2ss¥n

_ En efecto, consideremos una funcién f € F(g) fija pero arbitraria y si
calculamos

Gotlg) = God~i(g)
Gy oG) Yg)
GoG-'op(q)
#(9)

= (z1(9),x2(g), s 2n(g))

1

obtenemos

G 0 W(g) = (21(a),22(a); -+2n(g)) para todo q & W.
Por.otro lado, calculando nuevamente
Go¥(q) G(¥(q)

G((0),12(@) o ¥nl@))
(G1(11(9)s -1 ¥n(@))s -, Gn(¥1(9)5 s ¥n(2)))
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obtenemos
" G 0 %(q) = (Gr(#1(@)s s Un(9))s s Gn($2(a)s - ¥n(9))) Para todo q € W.
Por consiguiente | ‘

S 2i@) = Gini(@) va(@)s - ¥n(g))  (1Si<m)

si ahora tomamos en cuenta que Gi(t1, 43, ..., in) €s una funcién en valores
reales en n variables reales analitica en el punto:

¥(q) = (11(9), ¥2(9)+ - ¥n(q))

podemos afirmar que la funcién z; (1 € i <'n) depende analfticamente de
las funciones y;,y3,.-,¥n en el entorno del punto g € W:

Zi % Y1y Y2serUn (1<ign).

Si ahora utilizamos la Proposicién 2.1.1 obtenemos que la funcién f depende
analiticamente de las funciones ¥;,¥2,...,¥n €n el entorno del punto g € W,
es decir: :
f ';‘ T1yeyTp y % ';‘Vh---v'Vn (l <t .<. n)
2 [t
y como la funcién f se eligié arbitrariamente en la familia de funciones
F(q) se tiene verificada la afirmacién b). Con ésta hemos demostrado que

la condicién es suficiente y con la misma el Teorema 2.2.1. estd demostrado.
[ ]

Sea V una variedad y sea

¢: ({z1,22,..v2n},V,a)

un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V. Se dird
que el entero n es la dimensién de la variedad V en el punto p € V y se
denotar3 con el simbolo

Dimy(V) = n.

Corolario 2.2.1 Sea V una variedad y sea p un punto de la variedad V:
p € V. Entonces, la dimensidn de la variedad V en el punto p € V:

dimp(V)=n
no depende del punto pe V.
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.Demostracion. Para todo entero n positivo: n € IN se considera el con-
junto : ; .
T o n={p€EV|dim,(V)=n}

Se afirma que el conjunto U, es un conjunto abierto en la variedad V;
(enel espacio topélogico subyacente a la variedad ):

Un € 9(V)
En efecto, sea un punto p € Uy fijo pero arbitrario y consideremos un
sistema de coordenadas
¢:({21,22,..42a},V,0)
Se ha observado que el sistema de coordenadas {z1,23,...,2a} lo sigue
siendo en todo punto ¢ € V. En otras palabras
dimp(V)=n paratoda g€ V.

- Esté dltimo implica que V C U,. Por tanto, U, es una vecindad del
punto p € U, y como p se se eligié arbitrariamente en U, se tiene que U,
es vecindad en cada uno de sus puntos. Esté implica que, U, es un conjunto
abierto sobre la variedad V para toda n € IN. Si consideramos la familia de
conjuntos;

{Un}n nelN

y como U, es un conjunto abierto para toda n € IV, tal que
UnnU,=0

y como para todo punto p € V se tiene que V C U, pafa algunan € IV, es
decir -
V= UU,

a=1 . .
Es decir, la variedad V es la unién de conjuntos abiertos y ajenos, lo cual
es imposible ya que la variedad V es conexa. Por consiguiente

V = Uy, paraalguna np € IN
es decir dim(V) = ng. Por consiguiente
' dimg(V) = n.

La cual no depende del punto p € V. Y asi el Corolario 2.2.1 estd
demostrado. & '
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Pro]"mniéibn 2.2.2 Sea V un conjunto arbitrario y sean Iy, T3,..,In N
Junciones reales definidas sobvg el conjunto V:
z;:V—IR '
por medio de la correspondencia
gzi(q) (1<i<n)

con las :iguiéntea propiedades:
La aplicacidn:
®: V- R"

definida por la correspondencia
[ Rad 6(q) = (31(7)1 ---’zu(q))

es una biyeccion del conjunto V sobre un conjunto abierto y conezo U del
espacio euclideano IR": U C IR™. Entonces, eriste una variedad U deter-
minada por la condicion de que el sistema

{31’ Ty vy zn}

de funciones definidas sobre el conjunto V, sea un sistema de coordenadas
sobre la variedad V en todo punto g € V.

Demostracién. En primer lugar se dota al conjunto V de la topologia
menos fina que hace de la aplicacién ¥ un mapeo continuo del espacio
topélogico 7 sobre el conjunto abierto y conexo U € 9({R"):

®:T-U

y como @ es una biyeccién el mismo deviene un homeomorfismo del espacio
topolégico T sobre el subespacio U ; cuyo conjunto subyacente es el conjunto
abierto y conexo U C IR":

e:T=U

Por consiguiente, el espacio topolégico 7 es un espacio topolégico cone-
xo. Si a todo punto g del espacio T: g € 7 le asignamos la familia: F(q)
de funciones reales definidas en el entorno del punto ¢ € 7; que dependen
analiticamente de las funciones z,,z3,...,2, en el entorno del punto ¢ € 7

90 F@) = {f:V = V() > R | [ 21,72,,20)
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para todo ¢ € 7, se afirma que esta asignacién as{ definida da lugar a una
variedad: V cuyo conjunto subyacente es el conjunto V' dado.
En efecto, como por definicién para toda f € F(p) existe una vecindad
V ( que puede depender de la funcién f ), tal que, f esti definida sobre el
conjunto v: i .
o R S V - R
u docit. el uuoma C,) se vmﬁu.

i Tunblén por definicién, si f es una fundén real amlmu deﬁnids en ll.
}vodndld del punto p € U, tal que : ‘

! Il.h.--—.fn con f; 6-7"(?) Q S is 'l) = f€F(p)
. En efecto, como _
‘ ]"" Sofaventa ¥ ki ~ 3inzlo---o3n (1<i<n)

: f"‘zl)zﬁ" wTn = !G.F(P)

es declr, el a.xlomn Cr1) de la Definicién 1.0.6 se verifica. '

Consideremos ahozra un punto &(p) del conjunto abierto U: &(p) € U
y sea I? un cubo de centro el punto ®(p) y de amplitud a > 0 contenido
en el abjerto U:

S ®(p)cIcU
si definimos V = ®-1(I") obtenemos una vecindad abierta V del punto p.
En particular las funciones z,,23,...,2, € F(p) estin definidas sobre la
vecindad V:
zi: VR

definidas por la correspondencia
g 2i(e) (1<i<n)

La aplicacién & mapea homeomorficamente a la vecindad V sobre el
cubo IT:
d:Vrr
y como para todo punto ¢ € V las funciones z;,%z3,..,2n € F(q) y si
f € F(q) por definicién:
f‘;‘ T19T2y 00098
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en otras palabras el axioma Cyyy) de la Definicién 1.0.6 se satisface. De estd
manerd se tiene verificadc que la asignacién:

g+ F(q) paratoda g€ T

define una variedad V cuyo subconjunto subyacente es el conjunto dado:
De acuerdo con la Definicién 2.2.1 la familia de funciones {zj,23,...,2n}
constituyen un sistema de coordenadas sobre la variedad V en todo punto
g € V.- Este sistema de funciones determina la variedad V. En efecto,
supongamos que se ha definido otra variedad V' cuyo conjunto subyacente
es el conjunto 7 dotado del sistema de coordenadas

{zlv T3, "-’zn}
sobre la variedad V'’ en todo punto ¢ € V'. Sea
g+ F(q) paratoda g€ T

la asignacién de la fa.niilia‘de funciones reales que define la variedad V’. Sea
g un punto fijo pero arbitrario de la variedad V’: g € V' si

feF(Q) & f[frz,zs.02n & [fEF(Q)
Por consiguiente

Fl(q) = F(q) %
como ¢ se eligié arbitrariamente en el espacio 7 se obtiene:

F(q) = F'(q) paratoda qeT.

En otras palabras, la variedad estd bien definida por el sistema de coor-
denadas {ri,%3,...,Zn} sobre la variedad V en todo punto q € V.

Observacién 2.2.2 Si el conjunto V estd dotado apriori de una topologia -
y si la aplicacion ® es un homeomorfismo entonces, el espacio topolégico
previamente definido sobre el conjunto V coincide con el espacio topolégico
dado apriori.

En efecto, sea ¥ la topologia definida sobre el conjunto V y sea ¥' la
topologia definida apriori. De acuerdo con la topologia 9 se tiene que

dCc
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como.® es un lwmcomorﬁamo se obtiene -
ST vCo
Por consiguiente
: . =19

Y asi la afirmacién esté demostrada. Esta afirmacién implica que 1a va-
riedad V tiene como espacio. subyacente al espacio dado apriori. Y asi la
Proposicién 2.2.2 est demostrada, ® S

Teorema 2.3.2 Sea V una variedad y sea V un subconjunto abierto y cone-
20 de la variedad V: V C V. Entonces, eziste una variedad cuyo conjunto
subyacente es el conjunto V.

Demostracién. En pnmex lugar ulgnemoc a todo punto pE V la clase de
funcionu Fp): ,

pr(r) {9=%7| fef(t(r))}

donde tes ls ;phcu:ién
1:VoVy

definida por la correspondencia
| | g—ie)=¢q
¥y t. e8 la aplicacién de F(i(p)) en F(p):
| Wi F () = F(p)
deﬁnida. por la correspondencia
Fru(f)=fos
es inmediato que: 4

C|) Para toda g € F(p) existe una vecindad V; = Vi(g) , sobre la cual la
funcién g estd definida:
g:i—+ R

definida por la correspondencia

g+ g(q)
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" En efecto, como g = 1. f con f € F(3(p)) y como V es una variedad
existe una vecindad V = V(f), tal que

f: V- R
definida por la correspondencia
| q- f(g)
como s es un mapeo continuo podemos definir:
' Vi =} (V) =V U

Por tanto
P~ 9(p) = 1. f(p) = f(x(p))) = f(p)

y como s(p) € V se tiene la funcién g definida en V. Y asf Cr) estd
verificado.

C11) Sea g una funcién definida en la vecindad del punto p € V, tal que

959192, 9m €ON G193, 9m € F(P) = g € F(p).

En efecto, por definicién:
gi=1tfi con f; € F(i(p)) para (1<i<m).

Como 1 es una funcién continua se puede aplicar la Proposicién 2.1.2 y
como por hipétesis:

g ';‘ te iyt f2y0nte fin
= 3 fe€ ]:('(p)) tal que f '2;) fasen fm

ademds como g = 1, f. Por consiguiente:

g€ F(p)

y asi Cyr) estd verificado.  _
Sea
X ({ylv Y2y0eey yn}y W’ b)
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. un. sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto (i(p)) € V.
Como V N'W es una vecindad del punto (3(p)) € V existe una vecin-
. dad ciibica (Proposicién 2.2.1) W) con respecto al sistema de coordenadas
{v1,¥2,-.,yn} de amplitud b; contenidaen VNW:

o wicvaw
consideremos ahora las funciones:
Z) =t Yy 22 = Y2y esTu = taYn € F(D)

Sea V) = s"}(W)). Seafirma que 2y,23,...,24.€ F(p),Vi ¥ b satis-
facen las condiciones i), i) y iii) del axioma Cj1r). En efecto

i) Las funciones z;,z3,..,2, estin definidas sobre 1a vecindad V;:
. N zi:Vi—» R
-+ por medio de la correspondencia

. g zi{g) (1Si<n)
En efecto como

i(q) = 1. 4i(q) = 4i(s()) = %i(9)
y asf se tiene la afirmacién demostra.da. y con esto i)

u) La aplicacién:
p:Vi = R"
definida por la correspondencia
g+ #(9) = (21(9), -1 2n(q))
mapea homeomorficamente a la vecindad V; sobre el cubo .
En efecto, sea g€ V) y calculando

el@) = (z1(9),z2(9)s-.rZn(g))

= (8 y1(9)s 2 ¥2(@)s -2 1e ¥n(g))
(v104(q), y203(q), .-, ¥n © (q))
(n1(s(0)), ¥a((9)), -, ¥ (+()))
¥(x(q)) € L,

y como
p(V))=¥(W)2 I}, = @(Vi) [
y asf ii) se verifica. ‘
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-ili)a) Paratoda g€ Vi = 21,23,...,2n € F(q).
Estd se verifica trivialmente puesto que por definicién:
zi = 1. ¥ con y; € F(s(p)) para M.
iii)‘) Para toda g€ V; se debe de tener que si:
‘ L gEF(q) = ¢ N T2 020

En efecto, por definicién ¢ = 1. f con f € F(3(g)) y como V es una
variedad se tiene que

f'()Vhyﬂt i = "f”'o!llr'.”ﬁ’-"a%ﬂn > g""h’l:---v’n
y asf iii) estd verificada. Por tanto C"’) también. Y asf estd demostrado
el Teorema 2.22. ® ,

A la variedad W as{ obtenida se le llama subvariedad abierta de la
variedad V.

Proposicion 2.2.3 Ses W una variedad, sea T un espacio topoldgico y sea
@ un homeomorfismo del espacio topolégico T sobre un subconjunto conezo
- U-de la'variedad W: UCW.

e:T-U
definido por la correspondencia:

P+~ ¥(p)

Entonces, eziste una variedad V cuyo espacio topoldgico subyacente es el
espacio T.

Demostracién. Como W es una variedad, la imagen del espacio 7 bajo
el homeomorfismo ®; es un subconjunto abierto ( Principio de la invarianza
del dominio ):

Im(®)=U

el cual por hipétesis, es un conjunto conexo. Por consiguiente, U es un
conjunto abierto y conexo de la variedad W : U C W. De acuerdo al
Teorema 2.2.2, existe una subvariedad abierta ¢ de la variedad W: U4 C W.



+2,2. VARIEDADES : Crn Coe e 4T
. Esta subvariedad U: U C'W tiene por definicién asignada a cada punto u
de U: u € U una clase de funciones F(u):
uw~+ F(u) paratodo ueU.

'Tﬁd'déﬁliif 1a vasiedad V que deberd tener como espacio subyacente el

“espacio topolégico dado T, se tiene que seleccionar para cada punto p€ 7

una clase de funciones F(p), y demostrar que se satisfacen los axiomas de

Ia Definicién 1.0.6. La clase de funciones que seleccionaremos para ulgnule

a cada punto p € T es la siguiente:

| F)={9=8S=fo8 | fEFAEN)

se afirma que la corrélpondendu:'

P~ F(p)

. para todo punto p € T, define una variedad V cuyo espacio subyacente es
el espacio 7. En efecto, sea ¢ una funcién de la familia F(p) fija pero
ub:tuna g € ¥(p) y como:

g=%f=fod con feF(¥p)

.y como U es una variedad, existe una vecindad W del punto &(p) € U,
‘sobre la cual la funcién f estd definida:

[:W-oR
Se afirma que sobre la vecindad V = &-1(W) estd definida la funcién g:
L ’ 9: Vo R
En efecto, sea p un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: pe V,

si calculamos: ‘
g(p)=2.f(p)=fo ?(p) = f(%¥(p))

y si observamos que el punto &(p) € W, se obtiene que efectivamente la
funcién g esti definida en el punto p € V y como esta se eligié arbitra-
riamente en la vecindad V, se tiene demostrada la afirmacién y con esta el
axioma C7) de la Definicién 1.0.6 estd demostrado.

Sea g una funcidn que depende analiticamente de las funciones:

91,92, 9m € }-(P)
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en el entorno del punto p€ T
g ';‘ 91,92, '"1ym

... Se afirma que la funcién- g € F(p). En efecto, como @ es un homeomor-,
fismo existe su aplicacién inversa ¥ = &%

("U—OT

lo cual permite aphcar la Proposlcxén 2.13alas funcxones 9,91 ga, wim ¥
colno p = Q(i(p)) se tiene: '

'-9 ! .'(“)w-!h‘-ﬂ, s Wagm

= W= ! fla.f?v wfm = !GF(§(1’))

lo cual implica: ‘
‘ ; g=8.f con feF(¥(p))
Por consiguiente: o

9 € F(p)

y asila afirmacién estd demostrada y con esta el axioma Cu) dela Deﬁmuén
1.0.6 estd demostrado.
Consideremos ahora un sistema de coordenadas locales:

L\ & ( {th:"-vv"l} 1‘”1”)
sobre la variedad U en el punto &(p) €U, y el sistema de funciones:
{®v1,®eps). 1 Beym} con Buyi€ Fp) (1Lig<m)

‘i) Se afirma que las funciones ®.y;,%.y3,...,P. ym estdn definidas sobre
la vecindad V = &-Y(W) del punto pe T:

.y V-oR (1<i<m)

En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: qevVv,
si calculamos .

G.yi(9) =40 ®(g) = 4i(2(g)) (1<i<m)
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. y comoel punto &(¢g) € W y si tomamos en cuenta que I es una variedad, las
funciones g, ¥3,....¥m estdn definidas sobre la variedad W. Por consiguiente
las funciones: : o

D1, Pa 2y PaYm

estin definidas en el punto ¢ € V y como éste se eligié ubmanamente se
tiene demostrada la afirmacién i).
Si a todo punto ¢ € V se le asigna el punto:
_ #(9) = (®.31(g), €< 32(g)s -1 Ba ym(9)) -
del espacio euclideano IR™, se tiene definida una aplicacién ¢ de V en el
espacio R™:
, p: V- R™

definida por la correspondencia ‘
g+~ 2(q) = (8. 11(q), ®o ¥2(9), .., ®0 ym(q))

ii) Se afirma que ¢ es un homeomorfismo de V' sobre el cubo:
B={veR™||s-u(¥(®p)l<b; 1<i<m)}
es decir:
(V)=
En efecto, si ¢ € T es un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V:
.q'e v 'y 8i ‘c&lculam'qs:’
(®ev1(9), 2 y2(9)s ..y 4 ¥m(9))
(1 0 2(9), 2 0 ¥(9)s-., ¥ym 0 (q))
(11(2(9), y2(2(2)), - ym(2(0)))

¥(2(q))
Vod(g)

It

= ()]

pbtégemos
w(g) = ¥ o &(q)

y como el punto ¢ € T se eligi6 arbitrariamente en la vecindad V, del punto
p € T, la aplicacidn: :

p: VI
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definida por la correspondencia
g ¢(q) = ¥ o &(qg)

es un homeomorfismo, puesto que tanto ¥ como & lo son. De estd menerd
la condicién it) del axioma Cy;7) de la Definicién 1.0.6 ests demostrada.

iii)u)‘vSe‘ afirma que las funciones $.y;,®.y2,...; 8 ym perteneceﬁ a l#
clase de funciones F (q): :

Sty Be 2,0 e ym € F(q)
para todo'punto gevV.

En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: g€ V.
Como U es una variedad las funciones g1, ¥2,...,ym pertenecen a la clase de
funciones F(w) para todo punto w € W. En particular

Y1,¥2y-1Ym € f(.(q))

por consiguiente, de acuerdo con la definicién de la familia de funciones F(q)
con g€ T, se tiene:

@, Vlv" Wv'--rQo ¥m € f(’)

y como el punto g se eligi6 arbitrariamente en la vecindad V, la afirmacién
iii)a) estd demostrada. '

iii)b) Se afirma que toda funcién g € F(p) depende analiticamente de las
funciones &, y1,%.12,..., %« ym en el entorno del punto pe T:

97 S, y1,09. 13,00y @ Ym

En efecto, sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de la vecindad V: g€ V;
y como por definicién:

g=%8,f con fe€ F(¥(q)

y como U es una variedad, la funcién f depende analfticamente de las fun-
ciones y1,¥2,...,¥m en el entorno del punto &(q) € U:

f "?;) Y1y ¥2y 00 ¥m
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si en saguida aplicamos la Proposicién 2.1.3 a las funciones f,41,¥32,+,¥m
obtenemos que la funcidén . f = g depende analiticamente de las funciones
®. 11,9, 42, ... Pu Ym en ¢l entorno'del punto g€ 7:

; 8 ';' .-llh'.’-m.---”- Ym- )
» Como.el punto ¢ se: eligié: arbitrariamente en la vecindad V- del ‘puhto
p € T, la afirmacion  iti)h). esté demostrada, y asi la condicién Cjpz;) de

Ia Definicién 1.0.6 esti demostrada. Con la verificacién de este axioma se
termina la’ demoatracién 'de la Proposicién 2.2.38 " ‘

Dclnleidn 2.2.2 Sean 'V y W variedades y sea & una aplicacidn de V en
We: oo
$: VW
ﬂgﬁnida por la correspondencia
p+ &(p)

Se dird que & es un mapeo analitico en cl puntop € V, sise ccmjm:eu
laa condmonu ugmenta B

i) Q esun maopeo continuo en el puntopE V.

i) 5i f es una funcidn analitica en el punta ®(p) € W: f € F(&(p)).
Entonces, la funcidn &,f = fo® es analitica en el punto p E v
By f €F (p) En aotras palabras la correspondencia; '

&, f
define una aplicacién

o : F(8(p) = F(p)

' Se difd éﬁe % e3 un morfismo analitico de V en W. 5i ® es un mapeo
analitico dondequiera. '

Definicidn 2.2.3 Sean ¥V y W variedades y sea & un mapeo de V en W:
$: VW ' '
definido por la correspondencia

pr &(p)
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+. Se dird que # es un isomorfismo analitico de V sobre W:
| ' VW
'u u umfaoen lu nguunm comimonea

i) ®es'un homaomorﬁamo del ‘espacio subyacente X a la variedad V sobre
el espacio subyacente Y a la variedad W. '

il) Tanto & como su inverso ®~! son morfismos analfticos.

Propoolcibn 2.2 4 Sean v yWw uanedade:, sea & una aplicacion eontmua‘:
deV en w:
$: V2 W

definida por la correspondencia
pr ()

Jea pun punto de la vanedad V PEV, sea Q(p) su mwyen en la variedad’
0(?) EW ysea

iw ‘: ( {”h V5|'~'9ﬁm} 1W$b)

un sistema de coordenadas locales sobre W en el punto &(p) de la variedad
W: &(p) € W. Entonces, para que la aplicacion & sea un mapeo analitico
en el punto p € V, es necesario y suficiente que se satisfaga la siguiente
condicidn: o o

' (*) & 11, %0 y2,- Ba U € F(p)

Demostracién. Supongamos que la condicion es es necesaria. Esta se
verifica trivialmente de acuerdo a la Definicién 2.2.3. ‘
Reciprocamente supongamos que la condicion es suficiente. Es decir

®.y1,8.92,-, Qe ym € F(p)

Por tanto, si consideramos una funcién f € F(®(p)) fija pero arbitraria
y si tomamos en cuenta que W es una variedad, estd func16n f depende
analiticamente de las funciones:

’

Y1592y s Ym
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_en el entorno del punto (p)eW: .

f.( ) YirV2y o ¥m

Si en seguida aplicamos la Proposicién 2. 1 2 a las funciones f,y1,93,.. wYm
‘obtenemos:1a funcién ®. f-la cual depende analiticamente de las funcionu
-O.y..i. m...., Q.y... en el entorno del punto p € V: :

.. I ~ .-Vl'.o | TR !.O'M

Como por Iupémi- I condnuén se satisface y como V es una variedad se
obtiene una funcién a saber @, f.€ F(p); habida cuenta de que f se eligié
arbitrariamente en la clase de las funciones F(#(p)), se tiene definida una
lplludén Q. de f(.(p)) en F(p):

&, : F(2(p)) — F(p)
por medio de la correspondencia
' R fr®.f=fol
1a cual es un mapeo analitico. Asf se tiene demostrada la suficiencia de la
condicién (+). Y asf la Proposicién 2.2.4 est4 demostrada. m
Teorema 2.2.8 Sean V y W. variedades analiticas y sea & una aplicacidn
deVenWw: v : v
R S N d: VW
dcﬁv_li_dc_: porla cqmapondencia
p— ¥(p)

Entonces, ® es un isomorfismo analstico 81 y solo si cumple las siguientes
condiciones:

a) & esun homwmorﬁsmo

b) Sea p un punto de la vanedad V arbitrario: p €V y sea $(p) su lmagen .
enW: &(p)eW. Si

- v !({Vl,ﬂzyc--ryn}lwvb)

es un sistema de coordenadas locales sobre la variedad W en el punto
&(p) € W. Entonces, las funciones ®.y1,%.13,..., 8o yn constitu-
yen un sistema de coordenadas locales sobre la variedad V en el punto
pPEV:

p: ({O- V1, Pe 2,0y 8o yn}f‘,a a)
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Demostracién. =) Supongamos que & es un isomorfismo analftico y sea
- ¥ el mapeo analitico de &:

¥-3=98-9=4id
Como en particular. & es una aplicacién continua el conjunto V = &-3(W)

es una vecindad del punto p € V. La hipétesis implica que ln funuoneu
&, 91,8, 13, .. #. yn pertenecen a la familia de funciones F(p):

®.4 € F(p) (1515»)
estds funciones satisfacen las siguientes condiciones:

i) Las funciones &, $1,84 U2, .oer 0 U eatén definidas sobre s vecindad V
del puntop€ V: i

O.pi:VoR (1<E<n)

En‘ efecto, si qve V es un punto fijo pero arbitrario. Calculando

: ®.3(g) = y o #(q) = ¥(¥(q))
de donde
2.4 =50 @) =w(H(g) (1<ign)

y observemos que ®(p) € W y si tomamos en cuenta que g se eligié arbitra-
riamente en V; la condicién i) est4 verificada.

ii) La aplicacidn:
p:V+ R
definida por la correspondencia

g 9(¢) = (e 11(2)y s Ba ¥ (9))

mapea homeomorficamente a la vecindad cibica V sobre el cubo I?
- con a="b

En efecto, si calculamos para toda ¢ € V:

?@) = (Pe1(q),®ev2(q), ., B yn(q))
(yl o ‘D(Q),yz o Q(Q)! seeyYn O o(9))
(1(2(9)), v2(2(D)s - 1 (2(9)))
v (%(g))

= Vod(q)

i}

n
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y obtener la relacién. ¢ = ¥ o . sobre la vecindad V del puntop € V End
relacién implica que

RV = W B(V) = W(W)
i'y si deﬁmmon a= b enwncu (V)= I" Asila condtclén ii) estd venﬁcadu

iii)a) ‘Para todo punto ¢ € V se tiene que las funciones (+) pertenecen ala
clase F(p): _ A
(*) ®1,%.03,...,8.9n € F(p)

En efecto, como #(¢) € W y como W e; una variedad analitica, la
hipétesis implica que 1,¥2,...,¥n e F(&(q) v puuto que ¥ es un mapeo
analitico se tiene que:

Cet1,Pa¥2y s T tn € .F(q)
y asi la condicién a) estd verificada.

iii)b) Para todo punto ¢ € V. Si f € F(q), entonces la funcién '/ depende
analiticamente de las funciones @, y1,®. y3,:..,%« ¥n €n el entorno del
puntog € V:

feF( = f ';‘ Roy1, e ¥2y 00y R Yne

En efecto, como ¥ es un mapeo analftico se tiene que

feF(e) = . feF(¥(9)

y si se toma en cuenta la hipétesis la funcion ¥, f depende analiticamente
de Jas funciones yy,y3,...,yn en €l entorno del punto ®(g) € W:

v ‘I‘.f &l0) Y1y ¥2y o9 ¥n
Si ahora aplicamos la Proposicién 2.1.2, obtenemos que f = ®,¥, f
la cual depende analiticamente de las funciones &, y1,®. y2,..., @4 yn en el
entorno del punto g € V:

f = . ¥. f’;"Q-thtyh"w@‘v'l

y asi la condicién b) estd verificada. De estd manera se tiene demostrado
que
@: ({ Py PayayyBun},Via) con a=b
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es un-sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto g € V.

&) Ahora supongamos que las condiciones a) y b) se satisfacen y sea
P un.punto fijo pero arbitrario de V: p € V y sea &(p) su imagen bajo & .
en W: #(p) € W. Por consiguiente, si {th,43,-..,4;n} €8 un sistema de
coordenadas locales sobre W en el punto €(p). Entonces, las funciones .

L ®u(i) para (1<i<n)
pertenec.e.n ala funilit F(p): |
.01, 8. 32, ... 8o Yo € F(p)
lo cual de acuerdo con la Proposicién 2.2.4, implica que la aplicacién:
$: VW

es analitica en el punto p € V. Como el puntop € V se eligié arbitrariamente
en V. Por tanto:

@ es un mapeo analitico.
Andlogamente si denotamos con ¥ al mapeo inverso de &:
v =9

¥y si ¢ es un punto fijo pero arbitrario de W; ¥(g) denotard su imagen bajo
¥ en V: ¥(g) = p € V. Por hipdtesis

{Q. 91,2 Y2y -y Ba Un}

es un sistema de coordenadas locales sobre V en el punto ¥(q) € V y como
también por hipétesis las funciones yi1,¥3,...,4n € F(¥(p)). La propiedad
inmediata:

Vo, =y para (1<i<n)

permite afirmar que las funciones:
Y (®uyi)= 1y para (1<i<n)
pertenecen a la familia F(q):

U(%. 1), U(Buy2)s-o U Pa ) € Fg)
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de acuerdo ;'ly Proposicién 2.2.4, implica que la aplicacién:
V: WYy

es analitica en el punto ¢ € W. Como esté punto q € W se eligié I.l'bltlml-
mente Por ta.neo

“¥esun mapeo analftu:o

.. .Y asi se tiene demostrado que ¥ es un uomorﬁ-mo unmieo. Y con esto 3
e Teorema 2.2.3 esté democtndo [} Lo




Capitulo 3"

Vectores tangentes y
d1ferenc1ales ”

3.1 Vectores Tangentes

Definicién 3.1.1 Sea V una variedad analmca mal y sea p un punto de la
variedad V: p € V. Por un'vector tangente a la variedad ¥ en el puntop € V
se enlenderd una aplwaccén L de la clase de funciones F(p) en los nimeros
‘reales R:

L:F(p)—+ R
deﬁmda por la oormspondencm

[ I(f)

satisfaciendo las siguientes condiciones:

i) L es lineal:

Laf+fg)=alL{f)+ 8 L(g) paratodas f,g € F(p)
y para todas o, € R.

ii) L es una derivacidn:
L(f -9)(p) = L(f) - 9(p) + S(p) - L(g) para todas f,q € F(p).

el niimero real L(f) se llama la derivada de la funcién f en el punto p
en la direccion L. .

58
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Propocicibn 3.1.1 Sea ¥V una variedad y sean Ly y Ly vectores umgentcl :
alavarudadVenelpuntopev Entonces: ‘

i)laaylwncsdnl.‘“_ -
| L;+Lg:f(é)-»lt
definida por la comcémdencia
R £ (T + L)) = () + Eat)
. es un veclor umgenu sobre la variedad V en el punto PE V.

ﬁ)hﬂﬂ"’“"‘" L:3
DY ‘\L,}'(p)—o.n‘:'

definida por la correspondencia SR
Fer (ALY = AL
para toda \ € R es un vector tangente en el punto p ev.

Demutncldn Ca.lculando

(it La)(af+B9) = Laf+fg)+Laf+Pg)

o = Lilef)+ Li(Bg) + Li{a f) + La(B 9)
= alyf)+ A L(g) +aLaf)+ B La(g)
= a(l + La)(f) + (L1 + L3)g)

es decir ’ ‘
(Ly + La)(af + Bg) = a(Ly + L3)(f) + B(L1 + L3)(g)-

Por otro lado

(L1 + La)(f - 9)(p) Iv(f-9)p) + L2(f - 9)(p)

0v(£)- 9(p) + £(p) - L1(9) + La(f) - 9(p)
+£(p) - La(9)

(L1 f) + La(£))9(p) + f(p)(L1(g) + La(g))

(L1 + L3)(f) - 9(p) + f() - (L1 + La)(9)
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" Pof tanto’ (Ly EY L3) es un vector tangente sobre la variedad V en el punto
_pE V. Finalmente si calculamos

ME(af+8g)

(AL)af+8g) = |
. : .= Mel(f)+BL(g)
= Mak(f)) + MBL(g))
es decir - we
o (M)(a!+ﬂ9)=4(ab(f))+ AB(L(9))-
, Pot otro hdo ’
AL @)= ME(f-9)) = A\(L(I) 9(p) + f(p) - L(9)),
S . = AL(f)-9(p) + A f(9)- L(g).
= AL - e(p)+ f(p) - A(L(9))
= (AL -g(p) + f{p)- (f\ LX9)
L) -9) = (AL)- 9(p) + £(p)- (A L)(9)-
Por tanto

XL es un vector tangente sobre la variedad V en el punto p € V para toda
A € R. Y asf 1a Proposicién 3.1.1 estd demostrada. ®

Observacion 3.1.1 El conjunto:

AL :F(p) » R | L es un vector tangente a V en el punto p € V}

se denota con el simbolo:
. o Ty

y se dird que es el espacio vectorial tangente a la variedad V en el punto
pEV.

Corohno 3.1.1 5S¢ L es un vector tangente L € T,V, entonces para toda
funcidn constante c: c € F(p):

’ Lic)=0
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Domootncusn. Calculando

UL =el() = eL(l-1)=c((1) L)+ L))
¢ L(1)+ e L(1) = 2¢ L(1) = 2L(c)

Por consigulente
L(c)=2L(c) = L(c) 0

Y asf el Corolario 3.1.1 est4 demostrado. ®

Observacién 3.1.3 Ses V una variedad, punpuntodclamnaiadv pe V
y sea
$: ({311321 93I} VG)

un sistema de coordenadas locales sobre la tariedad V en el punto pPE V. y
#i se considera una funcidn analitica f € F(p) fija pero arbitraria, misma
que por definicidn se puede ezpresar como

g = F(?n(ﬂ)oiz(c),---.zn(q))

donde F(uy,u3,...,un) es una funcién en n variables reales definida y an:l-
Ilitica en alguna vecindad del punto:

o(p) = (z1(p),z2(p), ... 2n(p)) € B"

entonces, hagamos la siguiente convencidn:

Bov @) _OF| B g
ozx; @(p) 8.-:. w(p) 82:,- (1 <1< n)_

Estd 1ltima observacién nos permite escribir el siguiente teorema:

Teorema 3.1.1 Sea V una variedad, sea p un punto arbitrario de la varie-
dadV:peV ysi
@ ({zx,zz,-.-,zu} WVia)

P

sobre la variedad V en el punto p € V. En-

es un sist de coord
tonces:

LETY & L= 'Z;L(z.)o

donde L(z;) € IR para (1 <i<n).
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Déindoinéitﬁ <) Observemos que dados )i, g, A".;\..‘ # nimeros réilu.
. Se afirma que la aplicacién L dada de F(p) en R: .

L J’(p)-—on

definida por la correspoadencia

S L(f)= le

=l

es un vector tangente sobre la variedad V en el punto p € V.

- ... En efecto, si g es otra funcién analiticaen el puntop € V:- g€ F(p) y
si hacemos las consideraciones sobre la representacién de g y del producto
J +g (el cual evidentemente es analiticoen el puntop € V: f-g € F(p)),
que hemos hecho para aquella de la funcién f y podemos escribir para toda
a,f € R:

2‘\'0 (af+ﬁ9)

=1

(B )

f=1

Liaf+Ag)

es decir
L(af + Bg) = aL(f) + BL(g) paratodas a,f € R.

En otras palabras, L es lineal. Por otro lado si calculamos:

‘L(f -9)(p) ZA. 32, 9@

u:l

Z'\'a_'g(p) + ZAI f(p)az

=1

(Exgt )y(p)+f(p)(ZA. )

=1

L(f)-9(p)+ f(p)- L(9)

es decir

L(f - 9) = L(f)-g(p) + f(p)- L(g) paratodas f,g € F(p).
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'v . En otras palabras, L es una derivacién. Comoen puticulu' L(z) = A. -
pama (1€i<n). Por oonnguien@e )

L= }:L(z.)-—efv
- im PR

.- decir, la condicién es necesaria. ,
.2} Reciprocamente, sea L € 7,V, sea f una funcién analiticaenel
puntopev !E}'(p)ym RS

= F(21,22,0,20)
su expresién en el sistema de coordenadas {21,23,...,2n} doﬁde
F(u1,93,...,Un)
es una fnncién real en n variables reales analitica en el punto
’ &0(?) (z1(p)y22(P); .1 2a(P))-

Pot tmto
‘ f a + —(zi—zl(p))+ +—(=..—=n(p»

+ 2 (3- - z.(p))(z, - z,(p))g.,

f,y=1
donde g;; € F(p) para (1’< i, <n).Si L €TV, entonces
= —L(zn)+ + L(zn)+ 2 L(((zi - zi(P))(=; — =i(p)) 5i5)

L=l
pero como

L(z. - 2-(?))(’1 - z;(p))

(2i(p) - 2i(p)) Lz — 5(p))
+ L(zi - zi(p))(=i(p) - zi(p))
0

y como también

L(®i - z(@))z; - 2i(oNai; = L(®: — 2:(@))(z; - 24(0)) 9i5(p)
e + (z:(p) - 2(p))(®3(p) — 3(p)) L(gi5)

0
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Lo

(i = 2B a5 ~ 23(8) ) = 0

obteneni‘ou’a Ca » S R L
L(f) ):L(z.) 5, Paratods f€F(p). -
i=1 - .
Por comiguiente
L= L(zl)o +L(=z) 5z +L(zn) F

es decir
: L= EL(::.) Fry

es un vector tmgente ala vanedad V en el punto p € V. Y asf el Teorema
3.1.1 estd desmostrado. ® .

Corolario 3.1.2 Sea V una variedad, sea p un punto arbitrario de la varie-
dad Vi peV ysi . .
@ ({zh T3 :zn} v, a)

s un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el puntop € V, entomzs
loa vectores tangentes X, Xz,..., Xn a l6 variedad V en el punto p € V:

XieTV para (1<i<n)
definidos por la relacidn .
Xizj —6., para (1<i,j<n)

forman una base sobre los nimeros reales R para el espacio vectonal tan-
gente a la variedad V en el punto p:

yAY

es decir
. dimp(TV)=n; (n=dim(V)).

Demostracién. En primér lugar se afirma que los vectores

X1, X2,...,Xn € 7;,v
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son liuulm»ta independientes sobre la variedad V. En efecto, supongamos’ '
que se tiene la siguiente rclmdn '

A|X1+A3Xz+ +4\,.4(..—0 pam AMER (1<ign)

por tanto '
0= ( ZA.Xg)z, zl\lxlzi = 2*‘66 = "‘ (15' S") N \’
im} inl im] R
é ;\1 0\1 = = *n =0

y ul' la afirmacién estd demostnda.
" “Por 'otro lado, de acuerdo con el Teorema 3.1.1 tenemos que

9 )
Ko B =g (i
6Bten€n;01 : » R
VR . x.-'a;: (1<i<n)

y el mismo Teorema 3.1.1, afirma que todo vector L € T,V se puede escribir
como

' ©L=L(2:)X1 + L(z3) X2 + ... + L(z,.)X,.
Por consiguxente
' {Xh Xz, "'lxn}

es una bésé del espacio tangente 7,V a la variedad V en el puntop€ VY, de
tal suerte que la dimensién:

dimp(TV) = n = dim(V).
Y asf el Corolario 3.1.2 estd demostrado, m
El Teorema 3.1.1 y su Corolario esencialmente significan que todo vector

tangente esti univocamente determinado por los valores que asigna a las
funciones de un sistema de coordenadas. Consideremos ahora el siguiente
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Lema'$.1. 1 Sean V y w var:cdadca, sea ® un mapeo deV.enW:
QV—OW
-definido por la correspondencia

P &(p) .

kammwo en el punto p € V. Si L es un vector tangente a la variedad V
enel punto p€ V: L€ T,V y 8i f es una funcidn analitica en el punto
¢ = ®(p) € W. Entonces, la aplicacidn:

M:F%p)- R
dcﬁmda por la correspondencia
fM(f)=Le.f= L(Q.f)

,'u un, uector tangente a la variedad W en el punto g = $(p) e W. Adcmda
la asignacidn
Lo db,L=M

define un mapeo lineal del espacio tangente T,V en el espacio tangente
TomW:
A&y TV — Teip)W

ﬂcmo-trncndn Tenemos que verificar que se cumplen las condiciones de
la Definicién 3.1.1 :

i) M es lineal.

En efecto, observemos que para todas f,g € F(®(p))y a,f € R, y si
calculamos:

M(af+B89)q) = Ld(af+Bg)(a)

= L(e®.f+B0.9)(q)
L(a®. f)(q) + L(B ®.9)(9)
aL(®.f)(q) +BL(%.9)a)
= aM(f)(q)+BM(g)q)

es decir

M(a f+ Bg)(q) = a M(f)(q) + B M(9)(g) paratoda g€ W.
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Portanto -
M(af+Bg)=aM(f)+BM(g)

y asfla condicién §) est4 demostrada. -

ii) M es una derivacién.

< - En efecto, si calculamos para todas f,g € F(%(p)) y para todo punto
gEW:

L&(f-9)g)

L(%. ) -g(q)+ f(q) - L(®.9)
L&.(f) 9(a) + f(q) - L¥(g)
M(f)-9(a) + (f)(q) - M(9) -

M(1-9)0)

es decir
B M(f-9)(q) = M(f)-9(q) + £(q) - M(g)
es decir, M es una derivacién, y asf la condicién ¢i) est4 demostrada. Por
consiguiente, M es un vector tangente sobre la variedad W en el punto
g=8(p)ew: -
o M € T,y W

iii) La aplicacién d@, es lineal.

En efecto, si calculamos para todas I, L; € TV y todas a,0 € R y
toda funcién analitica f € F(&(p)):

d@y(a Ly + 8 La)(f) M(a Ly + 8 Ly)(f)

M(a L,)(f) + M(B L:)(f)
aM(Li)(f) + BM(L3)(f)
aly M(f) + BLa M(f)

=" ad®p Li(f) + Bd¥, La(f)

es decir
' " d¥y(a Ly + B L2)(f) = add, Li(f) + Bd¥, La(f)
y como la funcién f se eligié arbitrariamente. Por consiguiente
dQ,(a Li+8Ly) = ad®L; + ﬂdeLz

es decir d®, es lineal. Y asi la condicién 4if) estd demostrada y con la
misma e} Lema 3.1.1 estd demostrado.

Esté Lema nos permite establecer la siguiente:
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3.2° Diferenciales .

D‘éﬂ"l'l‘icidn 3.2.1 Sean V y W variedades, sea ® un mapeo de V en W:
' e:V-W

deﬁnﬁja por la correspondencia

Y )

analitico en el punto p € V. A la aplicacion d®, del Lema 3.1.1 que mapea
linealmente al espacio tangente T,V a la variedad V en el punto pe V en
el espacio tangente Ty(,)W a la variedad W en el punto ®(p) € W:

d’, : 7;v - 7_.(,)”’
definida por la ’comlponden.ciat
Co ' Ld®(L)y=M

se le llama la diferencial d®,; de la aplicacién & en el puntope V. La
cual es denotada usualmente por d®, ¢ simplemente por d®.

Consecuencias inmediatas de estd definicién estdn contenidas en la si-
guiente:

Propoﬁcibn 3.2.1 Sean V y W variedades, sea ® una aplicacion de V en
Ww:
¢: VoW

deﬁm'da bor la correspondencia
' p~ &(p)

analitica en el punto p = &(q) € W. Entonces, si Z es otra variedad y ¥ es
una aplicacidn de W en Z:
Y:W-2

definida por la correspondencia
g~ ¥(q)

analitica en el punto p = &(q). Ent , 8
ciones: ’

las siguientes condi-

{ 4
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i) d(¥ ° ’), = JW.(') od¥, para todop€EV.:
il) Si . es un uomorﬁlmo anall‘nco, entonca -
di Sl (d! )'l
-' D.mootncidn. Slbemou que para tods funuén h lobn ls vuiedsd Z
. analitica en el punto p = ¥(q) las funciones
ho(Rod#)=(¥o8).h
4
(®u0¥,)h=(ho®)o®

coinciden en la vecindad del punto p € V. Por tanto, para todo vector
tangente L € 7,V y toda h € F(¥(q)) se tiene:

d(Fo @) L(h) = L(¥o®)(h)
L(®, 0 ¥.)(h)
de, L%, (h)

d¥ g 0 d®, L(h)

y por tanto - -
d(¥ o &), = d¥g(, 0 d¥,.
Por tanto, como 4 y L se eligieron arbltra.namente se obtiene la pro-
piedad i). -

Finalmente, la propiedad ii) es consecuencia inmediata de la propiedad
i). En efecto, sea ¥ = $~1. Entonces, calculando:

tdpy = d(V o ®), = d¥g(,) - d¥,

idzy W = d(®o W), = dd,-d¥ g,

Por tanto
d~1%, = d(&,)1.

Y asf la condicién #5) estd demostrada. Y con esto la Proposicién 3.2.1
estd demostrada, m
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‘Proposicidn 3.2.2 Si.V.es una variedad y si p es un punto arbitrario de
la-variedad V: p € V. Entonces, el conjunto de diferenciales

Dy = {df, | £ € F(p)}

_ ea un enpacw mtoml cabu el campo de los nimeros reales R de dumenndn'
_‘n dsmg(‘D ) n con mpeclo G las opemcmnu " .

¥:DXD-D
deﬁmda por la correspondencia
(dfy, dﬂp) - ¥(df, dﬂp) d’p + dﬂp

‘ @R x 'D -D:
“definida por la cdrr‘up.ondencs'a :
(\dfp) = 8(2,dfy) = Adf,

“ hu'ar;io bq;u‘e Vc'oincide con el espacio T,V* dual del espacio tangente T,V en
elpuntope V:
S Dp = TpV"

- Ademds, 8 {z1,22,..,Z,)} es un sistema de coordenadas locales aébm
-la variedad V en el punto p € V, entonces, el sistema de diferenciales

{dzl, dz;, aeey d:tn}

Jorma una base del espacio T,V* dual del espacio T,V ’, de tal suerte que
toda diferencial df € Dp se puede ezpresar en este sistema de coordenadas
locales como

dfp = Z —dz. paratoda df, € Dy
l—l

o también 8[ a7 af
dz + = Bz ——dzy + ..+ —— bz,

dfp = ——dz,.
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Demostracién. En primer lugar observemos que el conjunto de diferen-

ciales: ) e
Dy, ={df | f€ F(p)} -
s un espacio vectorial.
En efecto, sean dfy,dfs € D, y sean A, A3 € R y puesto que toda
diferencial df € D, es una funcional lineal sobre el espacio tangente 7,V a
la variedad V en el punto peV,si L€ 'I;V es. un vector fijo pero ubltnxb
ysi ulcnlunou ,

vdh + h dh)(L) M dfl(L) + Az dfa(L)
M L(AL)+ M)
Luh+Mf)

dM fi + A2 fa)(L)

i
es decir

(e dfx +X dfz)(L) dM fr+ 2 fo)(L) paratods LeTY
y como el vector L € 7;,v se ehgié ubltrmamente se obtiene
Mdf+ Mdfz =d(Mfi + M fa)
lo cual significa ’
Mdfy + X dfs € Dy

de esta manerd la observacin estd demostrada.

Consideremos ahora un sistema de coordenadas locales {zy, 23, ..., Zn}
sabre la variedad V en el punto p € V y sea un vector X, € T,V fijo pero
arbitrario. Si tomamos en cuenta el Teorema 3.1.1 y el Corolaxio 3.1.2,
podemos escribir:

406) = %1) = 3 5L w2 = 32 P sy

es decir
df(Xp) ~2 dz.(x,,) paratoda df € D,

|=l

y como el vector Xp € TpV se eligié arbitrariamente, se obtiene

naf
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o también
| &= fLan+ Zaor .t Pl ua.

En otras palabras las diferenciales
‘ {di;,dz,,...,d:,.}

generan al espacio vectorial D, . Mis aun se afirma que éstas son lineulmehte
independientes. En efecto, supongamos que existe una relacién no trivial

A dzl +M0dz3 4 ..+ Mdza=0 con A,A2unAn € R
ysean X, € 'I;V los vectores definidos por las relaciones:

X,iz; = b;j paratodas (1<i,j<n)

Por comi;niente, calculando
(2 Aj d‘:) (Xpi) = E'\: dz; (Xpi) = 2 A Xpizi = N
=1 =1
D M=M='.=2=0

por tanto, el sistema de diferenciales
{dz1,dz3,...,dz,}
es linealmente independiente. Y asi la Proposicién 3.2.2 estd demostrada. m

Corolario 3.2.1 Sea V una variedad, sea p un punto arbitrario de la varie-
dadV:p€V y sea

{Z1,22,..:yZn}

un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V. Entonces,
la familia finita de funciones {y1,¥2,...,ym} €8 un sistema de coordenadas
locales sobre la variedad V, en el punto p € V, si y solo si:

i)m=n
ii) El sistema de diferenciales
{dyls dyﬁy nery d.'lm}

es una base del espacio cotangente T, V*.
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Domo-tucldn. La condicién es suficiente, En efecto, supongamos que se
satisfacen las condiciones 1) y ¢7). Como por Inpétuil

{z1, %3, ... ,z,.}

es un sistema de coordenadas locales sobre la variedad V en el puntop € V, -
el sistema de diferenciales

.{“lvd’h"'n"u} ‘
es una base del espacio cotangente 7,V* y puesto que la Proposicién 3.2.2
" nos permite expresar a las diferenciales de las funciones y1,43, ...,ym como

dv.-}:"‘ ; (1<igm)

;sl

donde
vi= ﬂ(zh T3y eeny zn) (1 £i< m)

es 1a expresién de las funciones y; en funcién del sistema de coordenadas
{21' Tyeeey z,.}
La condicién i1) implica que el

e 85)

de acuerdo al Teorema 2.2.1 ) y ii) es la condicién suficiente para que la
familia finita de funciones

v(r)

{!ll.llzn--;llm}
sea un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el puntop € V.
=) La condicién es necesaria. En efecto, supongamos que las funciones
{yhyﬁ"-wym} Yi € }‘.(P) (1 £ig m)

es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V, lo cual
implica: —

i) m =n.
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ii) De acuerdo al Teorema 2.2.1:

P .. ' . 3 N
det( Usj )w(r) # 0

Por tanto -
dyi= 2 "‘d:, (1<i<m).

:-l
" Esto dltimo implica, que el sistema de diferenciales

.

(aﬂl. dya, ..., dym}

es linealmente independiente. 'Y como m = n, por consiguiente el liltem;
de diferenciales

{dy1,dyz,....,dym}
es una base del espacio 7,V°.: De esta manera el Corolario 3.2.1 estd de-
mostrado. B

Definicidn 3.2.2 Sean V y W variedades y sea ® un mapeo analitico de V
enW:

d: VoW

definido por la correspondencia
P &(p)

Se dird que & es regular en el punto p de V: p € V; si cumple las
sigusentes condiciones:

& : F(2(p)) - F(p)

es analitico en el puntop € V.

i) El mapeo &:

ii) La sucesidn corta:
0 — TV T ,W

es ezacla.
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Proposicibn’&.ﬁ.& Sean 'V y W vdriedades, sea p un'puntorarbitmv:io’-de‘
la variedad V -y sea & un mapeo analitico de V en W: s
VoW
definido por la correspondencia
o g a(g)
regular en:el punto p de la variedad V: peV. Entonces, si
R v =({m.vz,---.vm'},v_W,b)

es un sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto &(p) e W
del sisterna de funciones

{@et1, B2y ooy Botim } . C
se puede eztracr un sistema de coordenadas
: - {Q-ﬁi.,ﬁ.m,,--.,‘l’.mn}
sobre la variedad V en el punto p € V. Ademds, si
¢: ({z1,22,..,2s},V,a)

es un sistema de coordenadas arbitrario sobre la variedad V. en el punto
p € V. Entonces, eziste un sisterna de coordenadas

{Z[, 23, "'1zn’zn+ly---1zm}

sobre lﬁ variedad W en el punto $(p) € W, tal que, las funciones ®.z; y
z; coinciden en la vecindad del punto pe V:

S.zi=z; (1£ign)

Demostracién. La hipétesis, de acuerdo con el Lema 1A implica, que la
sucesién corta o

0 +— T,V* «— TopW*
es exacta y como el Corolario 3.2.1 de la Proposicién 3.2.2 afirma que el
sistema de diferenciales

{dyh dyz, ..., dym}
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s una base del espacio cotangente Tg(,)W*; el mismo Corolario afirma que-
del sistema de formas lineales

. {Q.dyva. d!lzw--,'l"d!hn}
definidas sobre el espacio tangente 7,V se puede extraer una base a saber
{®°dy;,, & dyi, ..., 9% dy;, )

para el espacio cotangente 7,V*. Por otro lado, la definicién del homomor-
fismo lineal #°* dual del homomorfismo lineal d® nos permite calcular

&*dy; = dy; 0d® = d(y; 0 ®) = d(®. y;)

y obtener ’
@*dy; = d(®.y;) paratoda (1<i<m)

Estas relaciones nos permiten expresar a la base del espacio cotangente
T,V* como
{d(Q' Vi )vd(¢- ¥iz )1 ooy d(Q‘ Via )}
y si aplicamos el Teorema 2.2.1 obtenemos que la familia finita de funciones
{®. 0,8 vizr o P Vin}

forman un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el puntope V. Y
asf 1a primera parte de la Proposicién estd demostrada.
Para demostrar la segunda parte se procede como sigue, si

{-1'1, T2y:e0y zn}

es un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V y como
por definicién

T1,T2y s & € .7:(?) = I ’;‘ [ !li“‘l’c yi'z’"w@. Yin

esto tiltimo, de acuerdo con la Proposicién 2.1.3, implica la existencia de una
funcién 2 € F($(p)) tal que

$. 2 ';' $. Yiys Q' Yigyoeny “ Yin

con la propiedad
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en la vecindad del punto p € V. Se afirma, que la familia finita de funciones
_ {21y o1 Zns Znddy s Zm}

donde: ‘

Ingj = Vings COR Ving,; # ¥in (1<k<m) paratoda (1<j<m-~—n)

" es un sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto $(p) € W.
En efecto, consideremos las expresiones de las funciones . z; con res-
pecto al sistema de coordenadas

{Q. Yirs $, Via» "')QO yl'n}

a saber
O.2i = Fi(Putiy, PatizyoosPabin) (1 <i<m)

donde Fj(uy,u3,...,%s) es una funcién real en n variables reales y definida
en la vecindad del punto:

0(0)= (B0 4ia (P), e 4ia (s oo Bu vin ()
y analitica en el mismo punto y como podemos escribir
2#(2(p)) = F(i (2()): 462 (8(P))s -1 ¥in (2(P))) (1 S i< m)

para todo punto $(p) € W. La expresién de las funciones z; en el sistema
de coordenadas {1,¥2,...,¥m} estdn dadas por las expresiones

= Fl'(yhyh'-'sym) (1 <i<g m)

donde F;(uj,u3,...,uy) es una funcién real en n variables reales, definida en
la vecindad del punto

¥(2(p)) = (51(2(p)), y2(2(P)); -y ym (B(P)))

y analitica en el mismo punto. Si ahora calculamos:
aF, aF;
W-’T o BB 0 0

0 .-+ 0

det(gﬂ) = det gyE: '825:'
v 99i;/ w(ae)) 00 - 0 1 - 0

6 00V ogen
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Lgft 55: 55‘ ¥(4(r))

det o¥i, Wiz oVin

\35‘5&7 ﬁf?-? » ﬂé"u‘-:‘/«(p)

ﬁ"”
g;‘z’...

obtenemos

ﬁ?;,‘ 3‘&; o *-Ev-: 7 otp)
Utilizando el Teorema 2.2.1 obtenemos

det | Bva By T Bewi, #0
Eg.w, Bg-w, F'Eov-'.. «(p)
‘Por consiguiente
()
det| —
0vi; / wiap)

Y asf la afirmacién estd demostrada y con la misma la Proposicién 3.2.3
estd demostrada. m

Corolario 3.2.2 Sean V y W variedades y sea ® un mapeo analitico de V
en W:
®: VoW

definido por la correspondencia

g+ (q)
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regular en el punto p de la variedad V: p € V. Entonces, etiste una vecindad
V del punto p € V que es mapesda topoldgicamente bajo el mapeo &:
Ve &(V).
Demostracién.  De acuerdo con la Proposicién 3.2.3 si
o (e} W)

es un sistema de coordenadas sobre la variedad W en o pnnio #p) e W,
- entonces, existe un sistema de coordenadas

{®e ¥y e iz o or R Wi }
nbre Ia va.nedud V en el punto p € V de tal sueste que si
[ & ( (zln T3 ---»3-1} ] Vv“)

es otro sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V, en-
tonces, existe un sistema de coordenadas

{31422, 00 Zny Zndty ey Im}
sobre la variedad W en el punto ®(p) € W, con la propiedad
$.z,=2z; (15:’51;)

en la vecindad del punto p € V, vecindad que sin perdida de generalidad se
puede suponer igual a la vecinda ciibica V. La Proposicién 3.2.3 afirma que
el sistema de diferenciales

{dz1,dz3,...,dzn,dzn41, .0y d2m}
es una base del espacio cotangente:
TagyW*

Como por hipétesis el mapeo ® es regular el Lema 1A, implica que la
sucesion de los espacios cotangentes

0 — Ker(®.) — ToipyW* ~, TV —0

o snesin exacte ESTA TESS WO DERE
SAUR BE LA PIBLIATECH
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Pot otro lado, se afirma que las diferenciales dz,41,dzn43,...,d2m per-
tenecen a.l Ker(Q.)

dzM,, € Ker(Q.) (1 <j<m-n)

En efecto, conqideremp;vel sistema de vectores {X;,X3,...,Xn} tan- .
gentes a la variedad V en ¢l punto p€ V:

k XieTy
deﬁmdos por h telmén » ' '
- 4 X.z, = 6., paratoda (1 <i,j<n).
Si n.hon ulcnlunol

d(®4 2045)X;
= Xl(’. zn+1)
= Betmiig
¢.( nti)
= et
Bati (a(p))

)X

~ obtenemos
Q(dz,.+,)x. -'tﬂ(q»(p)) (1<i<n) (1<j<m- n)

Como el sxstema de vectores {Xl,Xz, yXn} es una base del espacio
tangente TpV se obtiene: . .

d(®e2nt4) &*d(2n44)
_ 8zn+j
T 9z
=0

para todo (1 € § < m) (1 £ j € m—n) . Lo cual implica, que las
funciones &, z,4; son constantes sobre la vecindad cibica del punto p € V:

B, dzgy;=éte.=c;; GGER (1<j<m-n)
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es decir
.m(o(p))-c, pamtodo qev ylah (1sism-n)
: Oonldunmos n.lmn el homeomorﬁlmo
nﬂ - Rﬂ
definido por la conupondends

(’h v") - ‘:('h 9") ('lv t'lo'l+l(.('»l .'m(’(?)))
denngulduulculunoc pu;tod&qe v

lomop(q) = 7o (an(¥()),22(8(e)), .- .tu(i(q)))
= "‘(n(’('l))' 5 (#(0)s 2041(#(0)), .s-.(’(q)))
= 971 9(8(q)
= 8(q)
obtenemos : i .
L ®losh o8(g) =¥(g) poratoda g€V
es decir ‘ , :
¥ lood(V)=&(V)
y‘.como ‘v‘(""‘. %, y ® son homeomorfismos sobre 1a vecindad V. Por tanto
Ve a(v)

Y asf el Corolario 3.2.2 estd demostrado. ®

Proposicidn 8.2.4 Sean V y W variedades, sea ® un mapeo analitico de V

enW:
. ®: VoW
definido por la correspondencia
_ a+— 2(q)
i la sucesidn corta:
‘ TV 2 ToyW — 0

€s una sucesidn ezacta y 8§

v ({yl’yh"wyﬂl}vmb)
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_es un mtema de coordenadas sobre la variedad W en el punto &(p) € W
) emorwa, la familia de funciones

{ @1, t2s-s Pt }

" constituge una parte de un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el .
puntop€V,

Demostracidn. Como por hipdtesis la familia de funciones

{v,93,.-4¥m} € F(¥(p))

es un sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto #(p) e Wl
Proposicién 3.2.2 afirma que el sistema de diferenciales

{dys5,dyaps - 1dyms }

.constituyen una base para el espacio cotangente Ty(,)W* dual del espacio
tangente Tg(;)V ala variedad W en el punto #(p) € Wy como la hipétesls,
de acuerdo al Lema 2A, implica que la sucesién dual:

e 0 — TgpyW* N Vv
es una nucenén exacta, se obtiene que la familia de funciones

{ [ 2 dm,,, ’ dyz',, ---,. dﬂm,, }

de formas lineales del espa.cio{cot'a.ngenﬁe T,V* son linealmente independien-
tes y como $* es la aplicacién dual de la diferencial d® se tiene que

Q'dy.—d(i.v.) (1gigm)

lo cual permite expresar a la familia de formas lineales del espacio cotangente

T,V* como:
{ d(Q. yl)9 d(*‘ yﬁ)y ooy d(" Vm) }

Por consiguiente, esta familia de diferenciales linealmente independientes
se puede completar a una base

{d(®e1n),d(®.12), ... d( B0 ¥ ), 21, dZm 42y oy dzn }

del espacio dual Tap)W" vy si ahora tomamos en cuanta el Corolario 3.2.1
obtenemos que la familia de funciones

{®.91, 992,00, Bo Ym, Zmglyeey Zn )

forman un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el puntop€e V. Y
asi ]a Proposicién 3.2.4 estd demostrada. @
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Corolnxo 3. 2.8 Sean v y W vanedadn, sea $ un mapeo analitico de V
en W:

N _ : VW
definido por la correspondencia

| g 8(g)
#i la sucesidn: "
P BY = Ty — 0

€8 una sucesidn corta exacta y si

® £ ({11,924m) WiB)

es un sistemd de coordenadas sobre la variedad W en el punto #(p) € W..
Entonces, la imagen bajo & de cualgquier vecindad del punto p de la variedad
V cubre a una vecindad del punto &(p) en la variedad W.

Demootuelén. Sea U una vecindad del puntop € V y sea W = &(U) su
imagen bajo & en la variedad W:

$(peWcw

" e afirma que W es una vecindad del punto $(p) € W. En efecto, de
acuerdo con la Proposicién 2.2.1 la familia de funciones

P y1, e 12,00 Ba Y € F(p)

.lebpnbede completar a un sistema de coordenadas

P ({Q-Vth Y2y Pa VMLV)“)

sobre {a variedad V en el punto p € V. La Proposicién 2.2.1 afirma que
existe una vecindad cibica V' del punto p, con respecto a este sistema de
coordenadas, contenida en la vecindad U:

pevVCU

Como en particular $ es un mapeo continuo, la vecindad cibica V se
puede tener, de tal suerte que se tenga &(V) Cc W. Si ahora consideramos
la proyeccién:
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P B" — R™.

» deﬁl\\ g‘por“h ;prgglpondencis

b “.3 = -(t:lv ,Im. Tm4ly - vzfl) ~ ﬂ:.(z) = (3l| "-szm)

ys ulculunos pua. todo punto gqeV: R ‘

*opho v(q) = 0 (B3 (D): s e Um0y B Ui (D) B 1))
Ena = ‘(0- 0n{2), . 42(9)s -, B ym(9))

7 (y1 0 #(0), 13 © #(q), -y Um © B(g))
"’(m(’(q)).m(’(q)). .vm(‘(q)))

L}

s e
S s e
se obtiene : P
" €l og 0p(g) = #(q) paratods g€V
adeds. o

et vosm w?‘(V) = ¥(V).
Por comiguiente: ' -

a : Q(V) cwW
y asf el Corolario 3.2.3 estd demostrado -

Proposicibn 3.2.5 Sean V y W variedades y sea @ una aplicacidn analitica
deV enW:
: VW

definida por la correspondencia
p— &(p)
8t la diferencial d®, de la aplicacion ® se anula en todo punto r € V:
d®, =0 paratoda r€ V.

Entonaes, la aplicacion & es constante { es dectr, L4 aphca a la variedad
V en un sdlo punto de W ).
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Demostracién. Sea ¢ un punto fijo pero arbitrario de la imagen de #:
g € Im(®)

como en particular & es una aplicacién continus €73(g) es un subconjunto
cerrado de la variedad V y como

V=) u (e ()
es suficiente paraobtener la Proposicién, demostrar la siguiente. Afirmacién;
El conjunto #-2(g) es un abierto en Ja variedad V. En efecto, conside-
remos un sistema de coordenadas locales
({thv ’Vm} Wb)

sobre la variedad W en el punto #(p) € W. En seguida, consideremos un

punto fijo pero arbitrario p del conjunto #-*(g): p € #-(g) y un sistema
de coordenadas locales

@ :{{z1,22,....2s},V,0)

sobre la variedad V en el punto p € V, tal que, Q(V) CW.
Sean X1, X341, Xmp m vectores tangentes a la variedad V en el -

puntop€ V:

' ) X;,,,, Xz,,, X,,.,, € 7;v
definidos por las relaciones
- Xipzi=6; (1<i,j<m)

De acuerdo con el Teorema 3.1.1, podemor escribir

d0,(Xip(v5))

t

’Z’; d‘v(xim)(Vi )5%;
a%, Xip(vs)

M

: pot conmgulenee

A8 (Xip)y; = d’r(xw)(!b) Xip(®ey;) (1<4,5<m)

§i ahora tomamos en cuenta la hipétesis obtenemos que las ‘derivadas
parciales de las funciones

. V= I}(zhz?v-"vzm) (1 S j S m)
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don nuleé -

-

;?‘%ﬁw (1gisn) (1<ism)
lo c)ual impliuque lu funciones 0. y; son constantes
®.y; = yj o ® = constante
'y como en pasticular
WEE) =0 (QSi<m)

8¢ obtiene

W) =ule) peratods reV. .
‘Por consiguleate: L
2(&(r)) = (n(2(),y2(8(r))s--., ym(¥(r)))
. = (11(9), 3(2)s--1 ¥m(2))
= ¥q ’
Lo cual implica ‘
o e &(r)=¢q paratoda r€ V.
Por tanto '
®(V)=¢
olo quev' es lo mismo '
Ve &g

Esto dltimo significa que $-!(g) es una vecindad cibica del punto p, y
como este punto p se eligié arbitrariamente, se obtiene que ®~(g) es un
conjunto abierto en V. Por otro lado, $-1(g) es un conjunto cerrado en la
-vatiedad V. Por consiguiente, $=1(g) es un conjunto cerrado y abierto, y si
se toma en cuenta que V es una variedad conexa, se obtiene que

& Yg) =V ,esdecir, ®(V)=gq.

Y asf la afirmacién est4 demostrada y con esto la Proposicién 3.2.5. m
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3.3 La Diferencial de una Funcién

P:bponicibn 3.3.1 Sea V una variedad, sea p un punto de la variedad V:
p € V. Entonces, toda funcion f analtica en el punio p: . f € F(p), define
un‘inapeo de la variedad V en la variedad IR}:

VR
dcﬁnido pbr la correspondencia )
a9~ f(q) si g€ Dom(f)
analftico en el punto p€e V.

Demostracién. Sea f una funcién analitica en el punto p € V: f € F(p)
fija pero arbitraria. Por definicién, existe una vecindad abierta V del punto
p: V € 9(p) sobre la cual la funcién f estd definida. Supongamos ademés
que sobre V estd definido un sistema de coordenadas

. -, ¢ ({zhzz,.--,Zn}’V)a)

uqbre la variedad V en el punto p € V. Se afirma que el mapeo:
‘. ) ‘ f: V- m
definido por la correspondencia
q~ f(q) si q € Dom(f)

es analitico en el puntop € V.
" En efecto, como por hipétesis f € F(p) esto implica en particular que
la condicidn: -

i) El mapeo f dela variedad V en la variedad IR! es un mapeo continuo en
el puntope V.

de la Definicién 2.2.3 se satisface. Para verificar que la condicién:
ii) La aplicacién f, de F(f(p)) en F(p):
fe : F(£(p)) — F(p)

definida por la correspondencia:

g feg=gof
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de la Deﬁmcxon 2 2. 3 tamblen se satisface. Considerémos un sistema’ de"

coorden:du R
L P ({zhzﬂv 22n},V,0)

sobre la variedad V en el punto.p € V. No se pierde ninguna generalidad
si se supone que la vecindad cibica V del punto p coincide con la vecindad
ablerta sobre la cual la funcién f € F(p) estd definida. Sea

f= F(zl,zg,...,‘z,.) :

1a expresién de la funcién f en el sistema de coordenadas (z1,%3,...,Zn}
donde F(u;,u3,...,un) €8 una funcién con valores reales en n variables
reales definida sobre un abierto U y analitica en el punto

#(p) = (21(p), 22(p), - Za(p)) € U.
Sea .. .
un sistema de coordenadas sobre la variedad IR} y sea g una funcién analftica

en el punto f(p) € M': g € F(f(p)) fija pero arbitraria y cuya expresién
en el sistema de coordenadas {z} es

g=G(z)

donde G(z) es una funcién con valores reales en una variable real, definida .
sobre un abierto Uy del espacio R': U; C IR! y analitica en el punto
(z(f(p))) € Ur. Como g € F(f(p)), existe una vecindad abierta W del
punto

f(p) € W C 9(f(p))

sobre la cual ia funcién g estd definida. No se pierde ninguna generalidad si
se supone que la vecindad abierta f ~1(W) del punto p€ V:

§7HW) € 9(p)
coincide con la vecindad cibica V del punto p:

T V= fTYW) e dp)
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lo cual implica que la funcién fog =go f estd definida sobre la vecindad .
Ve l’(p) Si ahora calculamos:

fo’(ﬂ) = go [(p)
9(f(p))

Gi=(fA)
G(z(F(z1(p),23(p); -1 Zn(P))))
Gozo F("(F)i’i(’i)v s Zn(P))

shsmemon o
RN .- fo3(P) = G0z 0 F(21,22,-+%n)
“Un inlta.nte de reﬂe:uén y podemoa concluir que lt expresién de la funcién
foﬂ e ‘
fog =Gozo F(z1,22,....2n)
en el sistema de coordenadas {z}, donde G oz o F es una funcién con

" valores reales en n variables reales definida en un abierto U; del espacio R™:
Uz C IR™ y analitica en el punto:

¢(p) = (21(p), z2(p), ..» Zn(P))

Por consiguiente
o fog € F(f(p))

y como la funcién g se eligié arbitrariamente en la clase de funciones F( f(p))
se ha demostrado que

f.9 € F(£(p)) C F(p)

Y asf se ha demostrado que la condicién ii) de la Definicién 2.2.3 se
satisface y con la misma la Proposicién 3.3.1 est{ demostrada. ®

La Proposicién 3.3.1 nos permite establecer la:

Definicién 3.3.1 Sea V una variedad, sea p un punto de la variedad V:
p € V y sea f una funcidn analitica en el punto p: f € F(p). Por la
diferencial de la funcidn [ en el punto p € V, se entenderd la diferencial del
mapeo f de la variedad V en la variedad IR!:
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e f v-.m"
:deﬁmdo por la comapondem:ta
B g !(q) s qe Dom(f)

'amllmco en el punto pe V. Al dl!cnncul de' la funcodn fe }'(p) en el
punto p € V se denota con eln’mbolo e

» !v - '.‘ PRy e i ,:. ‘ R ”’ : N ° ‘ N - e R
Observacién 3.3.1. De acuerdo con el concepto general de la diferencial de
.un mapeo analitico de una veriedad V en otra variedad W, la diferencial df,
"de una !unclén fe€ .F(p) en un punto p € V es una transformacion lineal

"del espacio_tangente T,V a la variedad V en el punto p € V en el espacio
‘tangente Ty, R! ala mmedad R! en el punto f(p) € R!:

LT : [ df, TV—"I}(,)R
deﬁmda por Iu com:pondcncla
L df,(L)

Sea {z} ‘un sistema de coordenadas sobre la variedad R'. Como la
variedad IR! es de dimensidn igual a 1: '

e Dtm('I',(,)IR‘) =1
el vector Xy, tangente a la variedad IR! en el punto f(p) € IR:
. Xs(p) € Ty IR
definido por la relacidn :
Xipy-z=1
genera al espacio tangente 7',(,)R':
'r,‘,,,m‘ = RX y(p)
si identificamos al vector tangente Xy, con el nimero real 1: .
Xipy =1

he, dentsf

mos la i ificacion del espacio tangente 'I}(,)R a la variedad R}
en el punto f(p) € R' con el espacio IR de los nimeros reales:

7}(P)R =R.
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“Esta identificacién nos permite demostrar la:

Proposicidn 3.3.2 Sea V una variedad, sea p un punto de la variedad V:
p €V y sea f una funcion analitica en el punto p: f € F(p). Entonces, se
cumplen las siguientes condiciones:

i) La diferencial df de la funcwn fenel punto p € V satisface la siguiente
e condlctdn o
: dfpL = L(f) paratodo L € T,V.

it) La diferencial df de la funcidn f en el punto p € V es una forma lineal
definida sobre el espacio tangente 7,V.

béhwotuclén. Sea L un vector tangente a la variedad V en el puntop € V,

fijo pero arbitrario. El vector df,L tangente a la variedad V en el punto
q= f(p) € R":
e d,L e TR .

épyo simbolo en el sistema de coordenadas {z} es:

8
dfp L = dfy L(z)b—z'
Si ahora tomamos en cuenta la identificacidn establecida a saber:

/]
5 = Xe=1

se obtiene la identificacién:
1)  dfpl=dplz
Por otro lado, si consideramos un sistema de coordenadas {zi, z3,..., Zn}
sobre la variedad V en el punto p € V y si calculamos:
dfyLpzi = Lypfuzi
= L, ziof
8: o
= Z Lp(z.) f

1=l

_ oz 8!
- ZL’(E')&: B8z;

= z: Lﬂ(zl) 8

=1

= Ly(f)
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obtenemos »
?2)  dhLz=L(f)
las igualdades 1) y 2) implican que:
dfy L = L(f)

en otras palabras, la condicién i) se satisface.
Consideremos ahora la aplicacidn:

dfy: RV - R
definida por la correspondencia
L~ dfy(L) = L(f)

se verifica sin ninguna dificultad que la aplicacién dfy es una forma lineal.
En otras palabras, la condicién i} estd demostrada. Y asf la Proposmdn
3.3.2estd demostnda, - :



Capitulo 4
Campos Vectoriales

4.1 Campos Vectoriales

Definicidn 4.1.1 Sea V una variedad. Por un campo vectorial definido
sobre la variedad V, se entenderd una aplicacién X de la variedad V en la
unidn ajena x_v;v de todos los espacios tangentes a la variedad V en todo

puntop € V:
o xX:v- ]Iy
: o L (34
definida por la correspondencia
o g~ X(q) = X,
donde: :
X, es un vector tangente a la variedad V en el punto g € V: X; € TyV.

Definicién 4.1.2 Sez V una variedad y sea X un campo vectorial definido
sobre la variedad V. Se dird que X es un campo vectorial definido y analftico
sobre la variedad V, si para toda funcidn f definida y analitica en todo punto
de algin conjunto abierto U de la variedad V: U C V la funcidn:

Xf:v-nm
deﬁriida por la correspondencia
g X flg)=X()f =X, f

es una funcion analitica en todo punto de! conjunto abierto U.

93
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Proposicidon 4.1.1 Sea V una variedad, sea U una vecindad abierta de la

‘variedad V: U C V sobre la cual estd definido un sistema de coordenadas

i {zhz2,0020),Vi6).

Si para todo punto ¢ € U se consideran los vectores tangentes a la va-

riedad V en el punto g€ V:
xh x2p sery xn € 7;v
definidos por la relacion:
Xizj=6; (1<i,j<n).

‘Entonces, las aplicaciones X; que asignan a todo punto ¢ € U el vector

X.',' € 7;',|V: .
‘ Xi:U- 1%y

: o ' qEV
definido por la correspondencia
- Xig) =Xy (1<i<n)
definen-n campos vectoriales analiticos sobre la vecindad abierta U; lineal-
mente independientes en todo punto g € U.

Demostracién. El Teorema 3.1.1 implica que para todo punto g € U los
vectores tangentes
X,,,,X,,,,...,X..,, € T.,;V
se pueden expresar en el sistema de coordenadas {z1,23,...,24} como
0
M7 0z o)

Por otro lado, si f es una funcién definida sobre la variedad V fija pero
arbitraria y analitica sobre el abierto U,y si g € U, en particular f € F(q),
esta funcién se puede expresar en funcién del sistema de coordenadas como

(1<s<n).

f = F(u;,ug,...,u,.)

donde F(u1,u3,...,1%,) es una funcién en n variables reales definida en la
vecindad del punto ¢(g) y analitica en el mismo punto. Un instante de
reflexién y se ve que las funciones

oF

Xigf = dz;

(1gign)
e(9)
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definidas en la vecindad del punto ¢(g) son analiticas en el mismo puato.
Por tanto, la correspondencia que asigna a todo punto ¢ € U el valor

x...u) ' oy  ASiER

define una funcién l.nllftiu lobre el abierto U:

i ) le U R

deﬁmda por h con-upondencu.

g Xif(q) = Xi(@) f = Xig(f) =
e . ‘ , v(c)

es analftica en el abierto U. .

El Corclario del Teorema 3.1.1 nos asegura que para todo punto g € U

los vectores tangentes X ,4,X3,4...;Xnq € Ti,¢V son linealmente mdepen-
dientu Y uf Ia Proposicién 4.1.1 estd demoatrada. @

Como para todo puato ¢ € U y toda funcién f € .F(q) se tiene

Xif(9)=Xig)f = Xigf = g; o g{i (1<i<n)

llamaremos a 2= el sfmbolo del campo vectorial X;:

8

Xa:s;:

Proposicidn 4.1.2 Sea V una variedad, sea U un conjunto abierto de la
variedad V: UCV y sea .
¢ :({z1,%2y...,Zn},V,6)

un sistema de coordenadas locales sobre la variedad V, cuya vecindad cibica

V cubre al conjunto abierto U: U C V. Entonces:

i) Eziste un sistema de n campos vectoriales {X1,X3,...,Xn)} definidos y
analiticos en todo punto del conjunto abierto U, tal que, el sistema de
campos vectoriales

. ’ {x11X21-'~1xn} )

tangentes a la variedad V forman una base del espacio tangente T,V
a la variedad V para todo punto g€ U.
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ii) Si X es otro campo vectorial definido sobre el conjunto abierto U, en-
tonces
Xq = Alg) X1, + A2(g) X2,0 + .. + An(g) Xng

donde Ay, A;,...,An s0n funciones definidas sobre todo punto del con-
junto abierto U de la variedad V.

iii) X es un campo vectorial definido y analitico en todo punto del conjunto
abierto U, si y solo si, las funciones A;,A3,...,An esldn definidas y
son analiticas en todo punto del conjunto abierto U de la variedad V.

Demostracién. Consideremos la aplicacién:

Xi:U- [Ty
. EV

definida por la correspondencia
| g Xi(q) = Xigq
con X. C TRV. Donde X;, es la aplicacién:
Xiqo: F(e9g—~ R
definida por la correspondencia

fo.-..,f=g—j;' (1<i<n)

y donde f = F(z,,23,...,Z5) es la expresién de la funcién f en el sistema
de coordenadas {z;,z3,...,Zn} .

Es inmediato que el campo vectorial X; (1 < i< n) asi definido es un
campo vectorial definido y analitico en todo punto del conjunto abierto U de
la variedad V. Se afirma que para todo punto ¢ € U el sistema de vectores

{Xl mxﬂ.q» '"vXn.q}

tangentes a la variedad V en el punto ¢ € U son linealmente independientes.
En efecto, consideremos la relacién:

Alxl.q-i-AzXz,q 4—...+,\,.X.,',, =0 con AAg,.,An€ER
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. si calculamos:; -

o_(zx.x..)z,_z.\.x.,z, = M=0 (1gign)

iml
Por consiguiente, la afirmacién estd verificada. Por otro lado, como
L dimTv)=n |
@9 pl;giqu queel sistema de vectores

o (X100 X201 -0 X}

fonnu una bue del espacio 7,V para todo punto g € U. Y asl hpropiodld
i) esté demostrada.

~ Consideremos ahora otro campo vectorial X deﬁmdo en todo punto ¢ del
conjunto abierto U: ¢ € U, lo cual implica que

x, ETY = X,= 2A(q)x‘,.
RN i=t
pin todo punto ¢ € U. Por conuiguiente
A = Ai(g), Az = As(q), ... An = An(q)

son funciones definidas en todo punto ¢ del conjunto abjerto U: g€ U. Y
asf la propiedad ii) estd demostrada.

=) Si X es un campo vectorial definido y analftico en cada punto del
conjunto abierto U. De acuerdo con la propiedad i) podemos escribir

”n n
=Y Ai@Xie = Xezi= D AiXjqTi
r gml J=1
lo cual implica

X,zi = ZA,(q>""

‘o

lo cual implica
X,zi = Ai(g) paratodea geU (1<i<n)
y como por hipétesis las funciones

Xz, X230 X 2,
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son funciones definidas y analiticas en cada punto del conjunto abierto U, lo
cual implica que las funciones . .

-Ah-Aﬂ’ -~-'-An

estén definidas y son analiticas en cada punto del conjunto abierto U. Es
decir, la condicién es necesaria.

<) Reciprocamente, supongamos que la condicion se satisface, es decir
las funciones A;,Az,...,/An estén definidas y son analiticas en cada punto
del abierto U. Sea f una funcién analitica fija pero arbitraria definida y
analitica en cada punto del abierto U. La propiedad if) nos permite escribir

X JSf=AMXy1 f+ArXgof+ ...t AnXngf paratodo q€U.
De acuerdo con Ja propiedad ) las funciones

X1 J(9) = Xu0 fy X2 £(9) = Xag f ooy Xn £(9) = Xnof

estin definidas y son analfticas en cada punto g del abierto U: g€ U. Por
_consiguiente la hip6tesis implica que la funcién

Xf(q)=Xof

estd definida y es analitica en cada punto q del abierto /. Como la funcién
analftica f se eligi6 arbitrariamente. Por consiguiente, el campo vectorial
X estd definido y es analitico en cada punto del abierto U y como el punto ¢
se eligié arbitrariamente en U. Por tanto, X es un campo vectorial analftico
sobre U. Asf la condicién {ii) estd verificada y con esto la Proposicién 4.1.2
estd demostrada. @

Observacién 4.1.1 Sea V una variedad, si X y Y son campos vectoriales
definidos sobre V. Entonces, la operacion

XY =XoY
en general no es un campo vectorial sobre la variedad V.
En efecto, sea V = IR", sea p un punto de la variedad V: p€ V. Sea

¢ ({z1,22,...,2p},V,a)
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un sistema de coordenadas sobre la variedad V en el punto p € V, sea f una
funcién analitica en el punto p: f € F(p) y sean X y Y campos vectoriales
sobre V cuyos simbolos en el sistema de coordenadas {z,,z3,...,2n} s0R

a a PR
X—-b;: y Y—a—x; to#]o
liuiéulunos .
) YOXf(P)= ofzafz)

Ahou‘comlderemoc a las funciones f,g € F(p) y si calculamos nueva-
mente

(XY)(f+9) X, (Yo(f +9))
Xy f+Yy9)
XY, f+ Xy Y9

= 0

es decir, la operacién XY no es lineal. Por consiguiénﬁe, la aperacién XY
no es un vector tangente en la variedad V. m

Observacién 4.1.2 Sea V una variedad, si X yY son campos vectoriales
definidos sobre V. Entonces, la operacidn

N=YX-XY
es un vector tangente analitico sobre la variedad V.

En efecto, sea p un punto de la variedad V: p € V, sea f una funcién
analitica en el punto p: f € F(p) y sean X y Y campos vectoriales:
analfticos sobre la variedad V cuyos simbolos en el sistema de coordenadas
{z1,232,...,2n} son

li] . .
Xof= ¥ Komudle v %f= 3 Yrugl oo
fo=1 Jo=1
si calculamos

Yx)f = (JZ:;YP"J'%) (EXP"az)

=1
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(zn:B’ﬂz,) (‘E_:IA' )

j=1

O OA; 8 a*
= Y B f+§B,A.8 /

J
S5 7 025 0z z;0T;

. donde
: Ai=Xpzi y Bj=Ypz;

Por otro lado

ot = (Lags) (L835)

= LAl 0’+§:A.B,88’

27 0% Bz 2,0z

Finalmente

A 8
(Nf)P Z Jaz’ 8;,‘ + Z B’ Alaz'ale

l.J—l 1,j=1
aB; of
- _.l__
'g_:l 9z; Bz; '.z=: AiB; 8:.8:,
oA 05 g, 08, 0f
- .:z—:l 1 8z; Bz; ‘.g: N 8.’:,
S (g2 o
- Z 81', - A az,) (01:"

i,j=1

Por tanto
W= 32 (55 - 452, (35),

f,j=1
es decir
(YX-XY)peTV
en otras palabras
N=YX-XY

es un campo vectorial ahalitico sobre la variedad V. ®
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Deﬂnicldn 4.1.3 Sea V una variedad, i X y Y son eumpoc uet:tm-mleni
deﬁmdu sobre V. Entonces, el campo vectorial . . NS
L N=YX-XY, IR
lo dcuotcmnm con el nmbolo ;
[X,Y] YX-XY
y se le llama el paréntesis 4 corchete de Lie.

Definicién 4.1.4 Ses V una variedad ¥ sean X vY eampu ‘vectoriales
definidos sobre V. Si L(V) es el conjunto de todos los campos vectoriales
definidos sobre V y si L(V) estd dotado de la operacidn

£(V) x £(V) = £(V).
deﬁmda por la comcpondencm ' : '
| XY=y

con lu ngusentu pmpwdada ‘ ‘ B

i) IX, Y] es bllmml, es decir: ‘ .

a) [Xy + X3, Y] = [X1,Y] + [X3,Y] para todos XI.X:.Y € C(v)
_b) [X,Y1 + V3] = [X, V1] + [X, V3] para todos X, Yx.YzGC(V)

i) [X, X] = 0 para todo X € L(V).

iit) La relacidn de Jacobi: v

{(X,Y), 2] + Y, 2), X) + [[Z,X],Y] = 0 paratodos X,Y,Z € L(V).

Si se cumplen las propiedades anteﬁ‘omi se dird que L(V) es un dlgebra
de Lie.

Proposicidn 4.1.8 El espacio vectorial £(V) sobre los nimeros reales R
de todos los campos vectoriales analiticos sobre la variedad V dotado de la
aperacion )

L:L(V)x L(V) - L(V)

definida por la correspondencia
‘ (X,Y)~ £(X,Y) =[X,Y]

es un dlgebra de Lie.
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Demostracién.

i) Sean X),X3,Y campos vectoriales analiticos sobre V: X3, X3,Y € L(V),
sea f una funcién analitica en el punto p € V: f € F(p), si utilizamos la
definicién de campo vectorial analitico y si calculamos para todop€ V:

X+ X, Y1 H(p) = Y(X1+ X3) f(p) - (X2 + Xa)Y f(p)

= Y(X1£(p)) +Y(Xaf(p)) - Xo(Y f(p)) - Xa(Y £(p))
YoXif(p)+Y o Xof (p) ~ X oY f(p) - X3 0 Y £(p)
(YoXi-X10Y)f(p)+ (Yo X3~ X;0Y) f(p)
Y X1 - X Y)f(p)+ (Y Xa- X3Y) f(p)
= [X,Y)f(p)+ (X2 Y] f(P)

es decif
X1 + X3, Y] £(p) = [X1, Y] f(p) + [ X3, Y] £(p)
'y como f se eligi6 arbitrariamente en F(p) se tiene que:

a) [X1+ X3, Y] = [X1,Y] +[X3,Y] para todos X3,X3,Y € L(V).

Por otro lado, sean X,Y;,Y; € L(V) y sea f una funcién analitica en
el punto p € V: f € F(p), utilizando nuevamente la definicién de campo
vectorial analftico y si calculamos para todo punto p € V:

[X.Y1 + V3] £(p) (i +Y2) X f(p) - X (Y1 + Y2) f(p)
= KX f(p)+Ya(X f(p)) — X(V1 f(p)) ~ X(Y2 f(P))
= hoXf(p)+YsoXf(p)~ XoYif(p) - X o Yaf(p)
= NoX-Xoh)f(p)+(YaoX — X oY3)f(p)
= MX-XN)f(p)+(V2 X - XY3) f(p)
= [X, Kl f(p) +[X,Y3] £(p)

es decir
[val + Y2} f(p) = [val] f(P) + [X,Yg]f(p)
y como f se eligié arbitrariamente en F(p). Por tanto:
b) [X,Y: + Y1) = [X, V1] + [X,Y:] para todos X, 1;,Yz € L(V).

Por consiguiente a) y b) implica que la operacién £ es bilineal, y asi la
condicidn §) estd demostrada.
it) Sea X un campo vectorial sobre la variedad V: X € £(V)), si calculamos

[X, X]=XX-XX=0 = [X,X]=0 paratodo X € L(V).
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por tanto 1) y 2) implica que
X,Y]+[V,X]=0 = [Y X)= —[x Y]

es decir, el paréntesis de Lle es antisimétrico. Y asf el Corolmo 4 1.1 estd
demostrado. ®m

Definicidn 4.1.5 Sean V y W variedades y sea ® un mapeo analitico de ¥V
en W..
S: V- W

definido por la correspondencia
9~ (9

Si X yY son campos vectoriales sobre V y W respectivamente, entonces
se dird que X y Y estdn & relacionados si para todo punto p € V, se
satisface la relacion:

' d@, X,, =Yag)

o también lo denotaremos con el simbolo
X~Y
Y

Las primeras consecuencias de estd definicién estdn contenidas en el si-
guiente:
Lema 4.1.1 Sean V y W variedades, sea ® un mapeo analitico de V en W:

' VW

definido por la correspondencia

g+ 2(q)

y sean X y Y campos vectoriales analiticos definidos sobre V y W respecti-
vamente. Si
X 3 Y

entonces se cumplen las siguientes condiciones:
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1) Yo(q) € Im(d®,) para todo punto ¢ € V.

il) Si Y es un campo vectorial definido y analitico sobre la variedad W,
entonces, para todo punto p € V y toda funcidn f analitica en el punto
.®(p) € W: f € F(¥(p)) eziste una uecmdad V delpunto p € V sobre

la cual las funciones: :

X®.f y &Y f
_ coinciden:
X@.f=8.Yf sobrelavecindad V.
Ademds la funcidn
' Xé.f

estd definida y es analitica en todo punto del conjunto abierto V.

ilf) Si ® es un mapeo regular dondeguiera y #i X' es otro campo vectorial-
: definido y analitico sobre la variedad V, tal que

X’:Y > X'=X

Demostracidn. Sea ¢ un punto de la variedad V: ¢ € V, fijo pero arbitrario.
Por hipétesis
Yo(q) = dBg X, € dB¢(7,V) = Im(d®,)
es decir
Ya(q) € Im(d®,)
y como el punto ¢ se eligié arbitrariamente en la variedad V, se tiene verifi-
cada la condicién i).

Analogamente, para verificar la propiedad if) consideremos un punto ¢
de la variedad V: q € V fijo pero arbitrario y una funcién f analitica en
el punto &(g) de la variedad W: fe€ F($(g)). Por definicién existe una
vecindad abierta W del punto &(p) € W, vecindad que podemos elegir
suficientemente pequeiia como para que la funcién f esté definida y sea
analitica en todo punto del conjunto abierto W. Se afirma que la funcién:

o.Yf

estd definida y es analitica en todo punto de la vecindad abjerta
V = F~}{(W) del puntope V:

d.Y f € F(q) paratodopunto g€ V.
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En efecto para todo punto g € V se tiene que
gEV > #CW = feF ()

y como por hipétesis Y es un campo vectorial definido y analitico sobre la
variedad W podemos escribir ' '

Y f € F(%(q)
si ademds tomamos en cuenta que & es un mapeo analftico se obtieﬁe
1) ®.Y f € F(q) paratoda g€V

con lo cual la afirmacién estd demostrada. Si ahora tomamos en cuenta la
hipdtesis:
X I~ Y

y calculamos para todo punto g€ V:

XQof(q) = xl’of
%, X,/
Yo

Y f(%(q))
Y fo2(q)
= &Y f(g)

]

obtenemos
Xdi-f(lI) = Q.Yf(q) para todo gev

es decir
2) X&.f=3.Y [ sobrela vecindad V.

La afirmacién 1) y laigualdad 2) implican que la funcién:
Xe.f

estd definida y es analitica en todo punto de la vecindad abierta V de la
variedad V. Como el punto p y la funcidén f se eligieron arbitrariamente
en la variedad V y en la clase de funciones F(®(p)) respectivamente, la
propiedad i) esti demostrada.
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... Supongaumos shora que se tiene otro campo vectorial- X’ definido y-
analitico sobre la variedad V, tal que

X'~ Y = dQ,X =YQ(') paratoda g€V

lo cual implica - -
‘ A X, = dB, X, = dB(X)—X)=0

y como por hipStesis la diferencial d®, es una transformacién lineal inyectiva
en todo punto ¢ € V se obtiene '

.. .. . Xy=X, paratodo g€ V.
'P&r consguiente
L, X=X

y ul’ ls propiedul m) estd verificada y con la misma el Lema 4.1.1 estﬂ.
demostrado. ®

Proposicidn 4.1.4 Sean V y W varidades y sea € un magpeo analitico de
V en W
&: V- W

definido por la correspondencia
p— &(p)

regular dondeguiera y sea Y un campo vectorial definido y analitico sobm la
variedad W, tal que - :

Yo(5) € Im(d®,) paratodo p € V.

Entonces, eziste uno y sélo un campo vectorial X definido y analitico
sobre la variedad V, ®—relacionado ¢con Y :

X~Y.
®
Demostracién. La hipétesis implica la existencia de un vector X, tangente
a la variedad V en el punto p € V: X, € TV, tal que
d®, X, = Yy(;) paratodo p€ V.
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lo cual implica que el campo vectorial:

X:v-nv
pEV

definido por la correspondencia
p— X(p)=X,

estdé & relacionado con Y:
X N Y.

Se afirma, que el campo vectorial X as{ definido es un campo vectorial
definido y analitico sobre la variedad V. En efecto, sea f una funcién definida
y analitica sobre todo punto ¢ de algin conjunto abierto U de la variedad
VY, fijo pero arbitrario. Consideremos un punto p del conjunto abierto U:
peEU ysea

{vis 02500 Ym}

un sistema de coordenadas sobre la variedad W en el punto &(p) € W. La
Proposicién 3.2.3 , afirma que de la familia F(p) de funciones ana.h'tlcas en
el puntope V:

Q-Vh"o!lz:---y"-Vm € r(p)

se puede extraer un sistema de coordenadas
{Petis s o VizseorsPaVinn }

sobre la variedad V. Como por hipétesis Y es un campo vectorial definido y
analitico y por definicién:

Xn~Y

@

la propiedad ii) del Lema 4.1.1 implica que existe una vecindad abierta
V del punto p € V, que podemos suponer sin perdida de generalidad que
coincide con el conjunto abierto U:

U=v

sobre el cual, las funciones

XQ'!/I‘; ) XQ;.VI': yorey X‘I’-yi,..
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estén definidas y son analiticas en todo punto ¢ € U. Lo cual implica, de
acuerdo con la Proposicion 4.1.2, que la funcién

X/

estd definida y es analitica en todo punto g del conjunto abierto U. Como
I8 funcién analitica f se eligid arbitrariamente se ha demostrado que el
campo vectorial- X esté definido y es analftico sobre la variedad V. Y u( la
Propocidén 4.14 elti demostrada. ®
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Lema A.0.2 Sean V y W espacios vectoriales reales de dimensidn ﬁni@:
' dim(V)=m y dim(W)=m
y sean V* y W* sus.espacios duales correspondientes. Si la sucesidn:
o—v-itw
es ezacta, entonces la sucesion dual;
0 — Vv & we
también es exacta. Ademds si
{w1,w2y eyt }
es una base del espacio dual, entonces del sistema de vectores
{®°w, w3, ..., P*wim }

del espacio W* se puede eztraer una base para el espacio V* dual del espacio
V.

Demostracién. Para demostrar la primera parte del lema es suficiente

verificar que la aplicacién lineal ®* (dual de & ) es de rango igual a n. Esta
verificacion se obtiene de la siguiente manera, sean

{eheﬁy'"’en} y {fhf?v-"’fu}
110



RO
- un par de bases ”mMﬁmeMe dual’ :
()= (or)=n osizm

ysea
L CUR . |
'unsbmddupndodul We,ysea

&% = Ec,-,'],' (Lgigm)
j=l
Senﬁtmquehmxn matriz (a;;) es de rmgol;mlan. a
ran(a;;) = n :

En efecto, lupongamoo que existe una relacién no trivial entn lu eolum-
nas de la matriz. (ai5) a saber: : v .

a5
n .
ZA,‘ e =0 Ay A2y ey An € IR
Jml .
Omj
o lo que es lo mismo
n
2 Ae;=0 (1Sism)
i=t
5i definimos el vector ‘
L=Mey+Mea+..4+ e

en el espacio V y si calculamos

' n
*uw L = Z:\k‘bw;ek
k=1

z"\*(z"u f:)ek = E%(ZMI, Ck)
zt\iaij

i=1

wi®L
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se obtiene -

. w®Ll=0 (IS'S"')
st lllonu toms en r.ucnult duhdul nobticu

) QL 0 , )
y como pothipéudsiulnyutiv;.nobﬁmqu L-o yporeomiguhnto
A[-—l\z—.- Anﬂo

Con esto dltimo la afirmacién esté demostrada y con la misma se tiens
. que efectivamente ¢l rango de & es n. Y como esto dltimo implica que #°

"es una’ aplicacidn lineal suprayectiva, y la primera parte del Lema 1 osté

demostrada. Para demostrar la segunda patte se procede como sigue: se ha

demostrado que el rango de & es igual a n olo que es lo mismo que la matriz

asociada a (a;;) es de rango igual a n, y como por hipétesis el sistema de

vectores
o {w1,w3, .0 0svm}

es una base del espacio W*, 1a m x n matriz del sistema de ecuaciones

wi=Ya;fi (1<i<m)
=1

es de
: ran(a;;)=n

. Esto 1iltimo implica la existencia de un determinante, de menor grado que
n de la m x n matriz (a;;) dxstmto de cero:

d“(“tu) #0 (1<k,j<n)
de tal suerte que los vectores
®wi, =Y 0iifi (1<k<n)
J=t

forman una base del espacio V*. Esta iltima afirmacién se demuestra como
sigue; supongamos que se tiene una relacién no trivial

MO wi + A% w, +.+ A Pw, =0
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0= z:xwm. - ZZ»\AZ'-M:

. jmi

E(Emels

jmi

©obtenemos .

f:o\ui.,'=0 (1<k<n)

=l
" o equivalentemente

E Al(“uha!.h 1“..!!) 0
kml

Ahora bien como el
det(ai,;) # 0

lu hileras de la m x n matriz (a;,;) son linealmente independientes. Por
consiguiente
A== ..=A,=0

y asf la afirmacién estd demostrada y con la misma también la segunda parte
del Lema 1 estd demostrada. @

Le_mu A.0.3 Sean V y W espacios vectoriales reales de dimensidn finita:
dim(V)=n y. dim(W)=m
ysean V* y W* sus esﬁcioa duales correspondientes. Si la sucesidn:
viw—o
es exacta, entonces la sucesion dual:
Vv wre—o

también es ezacta.
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Demostracién. Para demostrar el lema 2 es suficiente verificar que la -

aplicacién lineal ¥* ( dual de ¥ ) es de rango igual a m. Esta verificacién -

se abtiene de la siguiente manera, sea .
W, Wy,.., Wa} ¢ {wi,wewm)

un par de bases mutuamente dual
wW;) = (W) =8 (1Si<m)
del espacio W y sea
L)
ui=Ya;fi (1<ism)

J=l )

se afirma que la m X = matriz (a;;) es de rango igual a n:
ran(a;j) =n

en efecto supongamos que existe una relacién no trivial entre las hileras de
la matriz (a;;), a saber .

m
3" Ai(sir, @iz oy in) = 0
i=1
o lo que es lo mismo
m
ZA.'G,"':() (1<i<n)
=1
como por hipStesis ¥ es suprayectiva, existe un sistema de vectores:
Wy VayosVm €V talesque wiv;=W; (1<i<m)
Si ahora calculamos )
Ywivj = wi ¥ = w; W = §;5
entonces podemos escribir

Aj = i;\;\llw.-uj
=1
= 'Z:;A.'(ga;j f,-)u,-
= g (gAiaij)fjuj
=0
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| y asl la afirmacidn esté demostrada y con esta se obtiene que oioctivunlah ’
elrangode ¥ ea n: R
ran(€)=n

Y ul o Lema 2 estf demostrado. @




B
Bibliografia

1) C Chevﬂey. Tl;eory of Lie Groups.

2) Sigundur Helgason. Groups and Geometric Analysis.

3) Arthur A. Sagle. Introduccion to Lie Groups and Algebras.
4) James R. Munkres. Analysis on Manifolds.

5) Notas del curso de maestria de "Grupos de Lie I” impartido por el Dr.
Félix Recillas Judrez .

116



	Portada
	Contenido
	Introducción
	Capítulo 1. La Equivalencia de Variedad de W-C
	Capítulo 2. Variedades
	Capítulo 3. Vectores Tangentes y Diferenciales
	Capítulo 4. Campos Vectoriales
	Apéndice
	Bibliografía



