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INTRODUCCION 

El propósito de este trabajo es resumir y hacer accesible algunos de los 

resultados básicos de la Teoría de Matrices sobre un Anillo Conmutativo. Algunos 

de estos resultados son extensiones sencillas de resultados análogos para el caso 

en que el anillo es un Campo, otros se encuentran aún dispersos en la literatura y 

otros son de publicación reciente. 

Se desarrollan los elementos de la Teoria de polinomios sobre Anillos 

Conmutativos, la cual juega un papel significativo en la Teoria de Matrices y en el 

Algebra Lineal, y que nos permiten resolver un Sistema de ecuaciones lineales 

sobre un Anillo Conmutativo, 

Contiene algunos ejercicios que son sencillos o de cálculo, otros que han 

sido seleccionados de varios articulos de investigación y otros que examinan la 

teoría para los casos particulares de Anillos Conmutativos. 

El capitulo I reúne una serie de proposiciones sobre el Anillo de Polinomios 

R[xl con coeficientes en un Anillo Conmutativo R. Asimismo se dan algunas 

caracterizaciones de este anillo y del anillo de series de potencias formales Rt[x]) 

demostrándose algunas de sus propiedades e incluye el Teorema de la Base de 

Hilbert. 

En el capitulo II se define la función matriz con entradas en un Anillo 

Conmutativo y se analizan el Anillo de Matrices de mxn, denotado por (R),,,„ y el 

IV 
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Anillo de matrices de nxn, denotado por (R), con las operaciones suma y 

multiplicación. También se da una caracterización del centro de (R)0  y se 

demuestran los siguientes isomorfismos de anillos: (R[xj), (R),,[xj y (R)„/(A)„ 

(RiA),, donde A es un ideal de R. Además se muestran algunas propiedades de la 

matriz transpuesta y de la traza de una matriz. 

En el capítulo III se da una caracterización de los ideales del anillo de 

matrices cuadradas de orden n. (R)n. 

La función determinante y sus propiedades se analizan en el capitulo IV y 

se demuestra que el determinante de un subarreglo de una matriz es igual a la 

suma de productos de subarreglos. Oe este teorema se desprende que el det(A•B) 

det(A) ,det(B) donde A y B son matrices de orden n. Asimismo. en este capitulo 

se definen lo que son los Ideales determinantes. 

En el capitulo V se dan dos demostraciones del clásico teorema de Cayley-

Hamilton y la demostración del teorema de McCoy utilizando los conceptos vistos 

en los capítulos anteriores. 

Finalmente, en el capítulo VI se examinan las soluciones en un anillo 

conmutativo R para un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en un 

anillo R. 

Por último, quiero hacer manifiesta mi infinita gratitud al Dr. Hugo A. Rincón 

Mejla por su paciente labor en la dirección de esta tesis. 



1. 	El Anillo de Polinomios 

Esta sección reúne la teoría elemental de polinomios que se necesitará a lo 

largo de este trabajo. 

Sea R un anillo conmutativo y x una indeterminada sobre R El anillo de 

polinomios R(xl y el anillo de series de potencias formales RU.rtj son fundamen-

tales para el estudio de anillos conmutatisos. La importancia de los polino-

mios está basada en el morfismo de sustituciones 

Proposición: 	Supongamos que a:R ----> S es un morfismo de anillos 

Y otr)X 	i.e(r) para alguna X fija en S y para toda rel? Entonces existe un 

unico morfismo de anillos rs,:krxj 	S tal que: 

a) <1,yri - c(t.) 	para toda r en R 

bla 	X 

Precisando, a.:R(x) ---> S esta dada por 

a).(E aix = E a(a,),,,' 

y hace que el siguiente diagrama conmute: 

R ---> S 
a 

P. 1 



Demostración: 

ex . i(r) --  er; (i(r)) = a;  (r) a(r) 

a1, Veg) 

	

t a,x1  Y g(r) = 	bixf 
,.o 	 I. o 

abvi -i• 	bixf) 1-0 

ckxk)
donde c 

k 	O, 	, r y r = max(n,m) 

cr(c LP‘k 
- 

a(ak+bk)X1  
Á-0 

' É (a(a k)+a(bk))X4  
k-0 

Cf('ak)1.' +a(bk)A.k  
O 

= É 0(tilk».1.  + É CO )0Xk  
» O 	k-0 

al.(hlo akx k)+al(É bkxk) 
k-0 

= 	),( f)+(1),( g ). 

0;  ((ile arxs)(11bixi)) 

01(li clx k) donde CÁ = E 01_, 
1-o 

É ele k».1̀  
k -o 

2 	a(s a, b 4..i)Xk 

Sean fix) 

cr?.(f+ g) 

en R[xJ, entonces: 

p. 2 



= 
 i (1± a(a;),1(bk_,)))L' 

1•o 

' 	a(a 	2 a(b) )A.1  
i .o 

aixt)
a›.(£ bjx1) 

j•o 

= al( f)ax( ) • 

El morfismo de sustitución caracteriza a R[xJ salvo 	isomorfismo de 

anillos. 

Ahora examinaremos algunos casos del morfismo'de sutitución. 

Primer caso. Supongamos S=R y a la función identidad. Entonces si 

fix)  = E aixi crOx))= cr›,(E a,x1 )= E a(a,p‘i = E a,Xi = fil) 

cr"(/) será denotado porftx). 

El Kernel de cr,, Ker(ad, es un ideal en R[xJ, llamado el ideal de rela-

ciones satisfechas por X. Para examinar los elementos en el ideal de relaciones de 

X, recordemos que si fix) está en R[x] es un polinomio mónico cuando su coefi-

ciente principal es uno: y que si g(x) está en R[x] entonces, por el algoritmo de la 

división, existen q(x) y r(x) únicos en R[x] con g(x)- q(xfix) r(x) donde 

r(x) = o ó grado r(x)< grado fix). 

Es fácil ver que el algoritmo de la división y el morfismo de sustitución es-

tán relacionados por el teorema del residuo: 

g(x) = (x • X)y(x) + r(x) donde r(x) = al(g) = g(1). Esto nos lleva al si-

guiente teorema: 



Teorema del factor: 	Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) g(x) está en el ideal de relaciones satisfechas por X, es decir. g(x) O. 

b) g(x) = (x • 70q(x) para algún q(x) en R[y], es decir, y • i. es factor de 

g(x).  

Demostración: 

Por el algoritmo de la división, existen q(x) y r(x) en R[x), únicos tales que 

g(x) = (x - X)q(x) + r(x) donde grado r(x) < I, ó r(x) - O, por lo que r(x) es una 

constante. 

Como g(?) - O entonces r(x)= O 

Por otro lado, g(1.)= 1). - 	O. 

Seseado caso. 	Sea a: R 	un morfismo de anillos. sea S = r(x] y 

sea 	= x. Entonces ax(Ecol = E cs(a)r i  
Proposición: 	Si A= Ker(a) entonces Ker(a x )- A(x)= 	 .41 

Demostración: 

Supongamos que A = Ker(a). 

Seaftx)= E aix E Ker(a,). 

O= 45,(J) = ar(la,x1 )=Ea(adxt  por lo que a(a1) = O para toda 1, asi 

a, e A para toda 1, por lo tanto: 

E aix i  =fix)e A(x). 

Sea Jjx)=Zarrl  e A[x] 

az (Zaixi )=Eo(a,)x1  = O, por lo que Ea,x' e Ker(ar ) 

por lo tanto, A[x) = 

Ir. 4 



Si o es sobreyectiva entonces: 

T R Ker(a) 	R/A, 	 Teorema de isomorfismo) 

ax  es sobreyectiva por lo que: 

11x) R(x) Ker(a,t ) = R[x)/A[x] 

por lo tanto 	Rfx1/A[xj = (R/A)[x) s 

Proposición: 	a es inyectiva (sobreyectiva) si y sólo 	si cr, es inyecti. 

va (sobreyectiva). 

Demostración: 

a es inyectiva si y sólo si Keret = - O por lo que A[x] - !Cera,- O si 

y solo si ax  es inyectiva. 

Ahora supongamos que a es sobreyectiva 

Sea g(x)= Ely' e TV) con b, e T. 

Corno 7' -- Iota, existe a, e R tal que a(al ) = b, por lo que g(x) Ibix s  

= Eatadx` = ap.:aix1) por lo tanto cr, es sobreyectiva. 

Supongamos que 434. es sobreyectiva. 

Sea be Tg T[x], como ar  es sobreyectiva, existe /1x) = Eaixi  e R[x) tal 
que 	a,.(/) = cr,(Eaixt) a  Ea(adx' = b, por lo que a(a0) = b, es decir, a es so-
breyectiva. • 

Proposición: 	R es un dominio entero si y sólo si R[xl es un dominio 

entero. 

p. 



Demostración: 

Seanf(x) = E (U' y g(x)= 	bkxi 1.1) 	 t-0 

fix) g(x) = ck.r ~ donde ck =y el coeficiente de 	es 
k.0 	 • 

41,11,,, que es distinto de cero ya que R es un dominio entero. 

Por lo tanto si f(x) y g(x) son distintos de cero, fix)g(x) es distinto de cero. 

Esto implica que R[x] es un dominio entero. e 

Proposición: 	A es un ideal primo si y solo si R .1 es un dominio 

entero. 

Demostración: 

Sean r,+4, r2+,4 E R/A, r,, r, e R. 

(r, + A)(r, + A) = r, r, + A - A, por lo que r, e A. 

Como A es un ideal primo, r, e A ó r, e A, lo que implica que r, A - A 

ó r. -A = A, 

Recíprocamente, supongamos que /VA es un dominio entero. 

Sea r, r2 e A, entonces r, r, • A - A 	y r,r2 + A = (r,-A)(r2+A) por lo 

que r,+A=A ó r2,A=A por lo tanto, r, e A ó r2 eA. 

Proposición: 	A es un ideal primo si y solo si A[x] es un ideal primo en 

P.« 

en /2(xj, donde 	Entonces: 



ay ' Y a r'+‘-  b vi) 

( E ckx") 
kr.0 

donde 	a t i- bt 	k 0, I. 2. 

Demostración: 	Si .4 es un ideal primo, entonces Ri I es un dominio en-

tero por lo que (R/A)[x] es también un dominio entero y (IV A)(x] a R(x]/A(xJ 

por lo tanto .4.11 es un ideal primo en R[xl. 

Análogamente se cumple el reciproco. gi 

Proposición: 	Sea a: R 	S un modismo de anillos conmutativos. 

Entonces e induce un modismo de anillos cr,. en los anillos de series de potencias 

formales, 

RUxl] 	.S1(.1) dado por: 

f 

a 	a,x' = a(a,)x' 

Demostración: 

Seanf(x) 	aiy, y g(x)E b,x' en Ruxii, 
/-0 

o(ck)Xk 
k 

(a(a k)+0(b k))xl 
O 

k
ctOak)xk  + a(bk).0) 

a(aavl  + É 1:7(b,0.1'k  
1.t1 

(ha)  aix i) + k( ilo bixi) 

P. 7 
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cr,(1-0 gl = a,(;± 	hjx.)) 
j =o 

cs,,( í ckxk) 
k-O 

E 03(c ax 4  
k.0 

donde c 

E a.,(± a,bk_jxk 
k.0 

e(al )a(bk_i))xk 
k.0 1.0 

a(ai)x' E a(b j )x) 

er.,(í u,x') ar(É  150) 	= art./.  1 am). • 

Proposición: 	Sea g = b„ + h,x 	+ b„x" - 	en RUxj). g es una 

unidad en R[tx11 si y sólo si b„ es una unidad en R. 

Demostración: 
k 

Corno g es una unidad, existe 	g'(x) = E b
, 
 ex 	en RRxij tal que 

k.0 

g(x)g1(x)= 1 por lo tanto M'o = 1. Así, b, es una unidad en R. 

Para el reciproco se procede inductivamente para definir los coeficientes de 

una serie de potencias g'(x) =
k0 k

xk  en R[(xJJ que será el inverso de g(x). 

Como b0  es una unidad tomamos b'0 = 60' y suponemos que los coeficientes 

b',,b'„... , b'h.., han sido definidos previamente. 

Sea b'k  = -bo'' 	+ 	+ 	+ bk b'0  ) 

Entonces g(x) g'(x) 	E ckx k donde ck- 
PO k.0  

P. e  



Así, bu b'o = 1, mientras que para k 	1 

	

c k  = bo b i k 	b'4., • 1),,b'k., 	b k b so  

b 0(-b0.1  (b, b',., 	2 - 	)) 

	

h 	t 	• b,h' k ., 	hi  h'„ 

= 0  

Por lo que se tiene ( 
0 
 bkx 1)( 	b' 	-- I, y así g tiene inverso en 

-1; 

RR.x1] 	• 
Proposición: 	La suma de una unidad más un elemento nilpotente es 

una unidad, 

Demostración: 

Sea u una unidad de R y u un elemento nilpotente de R, entonec> existe 

k z O tal que n k' 0. Ahora construiremos el inverso de u + n. 

(u+ 10(ct- nu' 	- 	(-1)k.1uk.1u1.1) 	(-1)11frIk.i li'.1" 

te' u - nu'u 	n'u'u 	n'u-su + 	+ (-1)k'nk'u'l k'h u + 	u 

	

+ me' -nnu'-lit1211 . -1111311 4 	(.1) 4'nfrt k'u' k" "+ (-1)1.' 	1' 4' 

= 1 • nu' l  + 	• 	+ 	(-1)1-2 nk'u41.2" + (-1)kV1W k"'' 

+ 
n2u•S 	 ).(- 2 	(.1)k•Ink 

Por lo tanto ul-n es una unidad en R. • 

Proposición: 	 aix i es una unidad en R[x] si y sólo si a„ 
1-o 

es una unidad en R y al , a2 , 	, a„ son nilpotentes. 

p, 



Demostración: 

Supongamos que f(x) - Ea,xi es una unidad en R[x] Entonces existe 

g(x)-Z1gx1  en R[x] tal que f(x)g(x) = 1, por lo que an b,,= 1 y así a, es una 

unidad en R. 

Sea P un ideal primo de R, entonces Plx) es un ideal primo en R[x) y 

además RIxJ/P[x] 	(R/P)[xj. 

Por lo que la imagen homomorfa de fix) en (R/P)[xJ, 	(a,+P)x 4...4- 

(a,,,P)x" debe ser una unidad en (R/P)[x]. 

Como R/P es un dominio entero, las únicas unidades de (R/P)[x] son las 

unidades de R/P, es decir, los polinomios constantes diferentes de cero, lo que 

implica que a,+P a;+P - an+P = P. 

Por lo tanto, a1 , 	.. ,a„ e P. 

Como esta afirmación se cumple para todo ideal primo de R, se sigue que 

a,,a„.,. , a, e radR, por lo que a,,a„... , a, son nilpotentes. 

Si a, es una unidad en R y los demás coenficientes a,, a,„ 	, a, son 

nilpotentes, entonces el polinomio fix) = a, + a1  x + a,x• 	anx es la suma 

de una unidad más un elemento nilpotente por lo que f(x) es una unidad en R(x),s  

Definición; 	Sea R un anillo conmutativo. El radical primo de R, 

radR, es la intersección de todos los ideales primos de R. 

p, 10 



Definición: 	Sea R un anillo conmutativo. El nil-radical de R es el 

conjunto que consiste de todos los elementos nilpotentes de R. 

Proposición: 	R un anillo conmutativo. El radical primo de R coinci- 

de con el nil-radical de R. 

Demostración: 

Sea P un ideal primo de R y sea a un elemento del nil-radical de R, en- 

tonces existe n > O tal que a" = O e P. Como P es un ideal primo, aa" e P. 

se tiene que a e P. Por lo tanto a E radR, 

Reciprocamente, sea a e radR 

Supongamos que a no es nilpotente. 

Sea E - (15121n>0 	an  el) y E está ordenado por la inclusión. 

Por el lema de Zorn, E tiene un elemento máximo. Sea P el elemento má- 

ximo de E. Ahora se mostrará que P es un ideal primo que no contiene a a, lo 

que contradice el hecho de que a e radR. 

Sea xy e P. 

Supongamos que x e P y ye P, entonces los ideales P+Rx y P+Rs,  

contienen estrictamente a P y además no pertenecen a E. Por lo tanto a" e 

P+Rx y a" e P+Ry para ciertas m y n. Esto implica que am' n  está en P+Rxy c 

P por lo que am" e P lo cual es imposible, por lo tanto P es un ideal primo 

tal que a e P. 

p. 11  



Así, a está en el nil-radical de R. 

Proposición: 	fix) 	E a 	es un divisor de cero en R[x] si y solo si 

existe r x O en R con rf = O. 

Demostración; 

El proceso de la demostración se ilustrará con un ejemplo. 

En particular, si el coeficiente de alguna potencia de x en ,flx) no es un 

divisor de cero en R, fix) no es un divisor de cero en R[xj. 

Supongamos que fix) tiene grado positivo. Sean flx)= a„+a,x1 .4 a,xLa,x' 

donde a, O, y g(x)= bo+b,x'+b,x 2  donde b,* O, tal que g(x)ftx) = O. Mostrare- 

mos que existe un polinomio ,g1(x) * O tal que grado g'(x) < grado g(x) y que 

además gi(x)fix) - O. 

Como O - g(x[fix) ao b,,+ (a„b, 4  a, bo )•r+ (no b, -,- a, b, 	a, b„)x' 

+ (4,62 + a, b, + a,b0 ).r 3  + (a, b, a, b, ).‘.4  - a, b,x', 

el coeficiente de xs  en este producto debe ser cero, es decir, debemos tener que 

a,b, = O, esto implica que (a,g(x))1(x)- O. 

a,g(x) = a,(b„. b,x + 	) = 	+ b, x), por lo que grado (a,g(x))< 2 

ó a,g(x) O. 

Si a,g(x) * O entonces definimos g'(x) = a,g(x). 

Si a,g(x) = O entonces a, bt, - a, b, a, b, = O, esto quiere decir que: 

g(x[fix) au bo + (a„b, ,  a, bo )x (au b, + a, b, + al b„)xl 

p. 12 



	

+ (a, b, 	+ 

-(60  h,x b.x 2 ) (a, - a,x a,x')- 0, 

por lo que a,b, = O, esto implica que (a,g(x)ffix) " O 

a,g(x)= a,(bo + b,x 	b,x=)- a,(b„- b, x) por lo que grado (a,g(x)) 	2 

ó a,g(x)= O. 

Si a,g(x) # O entonces definimos g'(x) a,g(x). 

St a,g(x)= O, entonces a,b0 = a, b, = a,b 2 = O, esto quiere decir que: 

g(x)llx)= a„b„+ (a„h, 	a,b,.)x+ 	a i b,lx1  - a, b, x' 

= (b„+ b,x + b,x 2 )(a, 	a,x) = 0, por lo que a,b,= O. 

Esto implica que (a, g(xnfix) = O. 

a,g(x)- 	h,x b,x')= a,(b„+ b,x) por lo que grado (a,g(x)) 2 

a,g1x) - 0. 

Si a,g(x)# O, entonces definimos g'(x)- a,g(x) 

Si a,g(x)= O, entonces a,h„= a,b,- a, b. = 0, esto quiere decir que: 

g(x)fix) = a„ b„ 	b . 	a„ , 	= (b„ 	b, x + 	 por lo que 

g(x)llx1= aog(x) = O. 

Si tenemos que a,g(x) #0, aa(x) *0, a i g(x) O, a„g(x)" entonces he. 

mos encontrado un g'(x) con las características que queríamos. 

Si a,g(x)- a,g(x) = a,g(s)- a„g(x) = O, se sigue que a,b,= a b, - a , b, 

a„ b, O, esto es, bdiál= O y b, es distinto de cero y de grado cero. 

p. 13 



Por lo tanto, en todos los casos existe un g'(x)de grado menor que g(x) tal 

que Oxif(x) ,-,  o 

Si g'(x) es de grado 1, repitiendo el argumento por el cual pasamos de g(.v) 

a g'(x), mostraremos que existe un elemento diferente de cero, r en R tal que 

rf(x).. o. 	e  

Proposición: 	fix) = 	a,.vi 	es nilpotente en R[x] si y sólo si 

a„ a„ a2 ,... a,, son nilpotentes. 

Demostración: 

Sea P un ideal primo de R, entonces P(xJ es un ideal primo de R[xj. Co- 

mo f(x) es nilpotente, flx) e P[x] y por lo tanto a, e P para i k O, a, es 

nilpotente. 

Recíprocamente, suma de nilpotentes es nilpotente. 

Proposición: 	Si g(x) = E bi x` es nilpotente en R[lx1J, entonces 
J•o 

bi  es nilpotente para cada i, (el reciproco se cumple si R es noetheriano). 

Demostreciées 

Sea P un ideal primo en R entonces PRxij es un ideal primo en R[(xj). 

Como g(x) es nilpotente, g(x) e P[(x)1 y por lo tanto b, e P para 1 O. Como 

P es arbitrario, 61  es nilpotente. 	e 

Si S es un anillo conmutativo, denotamos por S* el grupo de unidades de S. 
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Sea a„: R[x] ---> R (Respectivamente R[txj) 	R) el morfísino "ter- 

mino constante", es decir, sustituir x por O. Entonces a„ induce un modismo so- 

breyectivo de grupos. 

a„ . /ffxj. ----> R* (respectivamente RU.vjj* ----> R. 

Proposición: 	Sea U,- kera,, 	Rix1*--4 R. MI e U,, es decir, 

a„(fixj)--fi0).. I, si y sólo si fix) - 1 -a, x 	anxn  donde a,,..., a,, son nil- 

potentes. Sea N:,  radR. Entonces rad(R(xj) iV[xj y f(x) e 	si y sólo si 

fix) e 1 + xNlyl. Por lo tanto (1,- I - xN[x] y tenemos una sucesión exacta 

I ---,I xNfxj --+R[xj* 	R* ---> 1 

que se escinde bajo la inclusión natural R* --> R[xl* y por lo tanto, R[x]* 

R*(1-xNtxjj. 

Dentostraciós: 

Si fix) e U, entonces agix)) -fi0)... 1, lo que significa que el termino 

constante es 1, por lo tantofix) = 1 - a,x 	anx" e R[xl*, es deeir,fix) es una 

unidad en Rprj por lo que u, 	son nilpotentes. 

Si fix) = 1 	a,x 	anx's  entonces cr,(fix)) = 1 por lo que fix) e 17,, 

Si fix) e U,, entonces a,,..., a" son nilpotentes por lo que a,,.„, a,, e N, 

esto implica que J(x) es de la forma fix) = 1 + 	aix i = I 	x '  „,„, ,n. 
a-O 

1+x/V1xJ. 
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Recíprocamente, si J(x) e I + xlVfxj, esto significa que fix)= 1+xq(x) 

donde q(x) e Mxj y en(x))- a0(1) + cio(x)rso(q(x)) = I, por lo tanto, f(x) e U, 

, asi ker 00 = U, = 1+x.V[x). 

Para mostrar que rad(R[x)) = Mx), sea q(x)- E a,x' e rad(REX1),  
1.0 

Entonces q(x) es nilpotente si y sólo si a,,a,, 	, an  son nilpotentes si y 

sólo si a0 , 	.. ,an  e .V si y sólo si q(x) e N[xJ. 

La sucesión 
	

1 --> 1 + xN[x) 	
00 

Inxj• 	Its 	1 

es exacta y se escinde bajo la inclusión natural i ya que 00 0.) = cso(r)= r. 

Por lo tanto, R[xj' a R"(1 + xMx1). 

Proposición: 	Sea Ut = kero,, a,: R[(x))*-->fts. Si g(x)= 	bixi 
izo 

está en R[txj], entonces 1 -+ xg(x) es invertible. 

Deaseatracióa: 

Sea g(x)= bo + 	ib,x 2 	+ b„x" ..• e RUX)1,  entonces: 

I + xg(x) = I + bcx + b,x 2  + b,x3  + + bnx" 

Como I es una unidad en R[txj), por lo tanto I + xg(x) es invertible. 

Por lo tanto, III = 1 + 	- 1 + (x) y la sucesión 

I + 	R((xII• 	R• --> 1 	es exacta y se escinde bajo la 

inclusión R RUM. 

Por lo tanto, RU.11)* a /2*.x(1 (x)). e  
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Definición: Sea 1? un anillo conmutativo. El ¡alca' de Jacobson de R, 

Rad R, es la intersección de todos los ideales máximos de R 

Definimos a N cuino el ideal de todos los elementos .v en R tal que l•.xp es 

una unidad en R para toda y en R. 

Proposición: 	El radical de Jacobson de I?, coincide con N. 

Demostración: 

Sean x e Rad R y y E R. 

Supongamos que I-xy no es una unidad en R, entonces 1-xy pertenece a 

algún ideal máximo Al. Pero x E Rad R por lo que x E Al, así xy E Al por 

ser Al un ideal. Esto implica que I e dl lo que es imposible, 

Por lo tanto t•xy es una unidad en R. 

Recíprocamente, sea x e N, 

Supongamos que existe un ideal máximo A/ tal que x e M. Entonces M y 

Rx generan al ideal unitario (1), por lo que tenemos que ni + xy = 1 para alguna 

me My para alguna y e R. 

Por lo tanto, in R I •xy E M y además no es una unidad, lo cual es falso 

ya que por hipótesis x e N, es decir, l-xy es una unidad. 

Proposición: 	rad (R[x)) = Rad (R[x]).-  (rad R)(xl 
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Demostración: 

Anteriormente se demostró que: 

rad (R[xj) (rad R)[xl. Falta mostrar que rad (R[xj)- Rad (R[xj). 

Como todo ideal máximo es un ideal primo entonces rad (R[xj) c Rad IR». 

Para la otra inclusión 

Sea f(x) - a, + alx 	a/ e Rad (R[xj). 

Entonces I + PX)X = 1 T a,r <kr' + 	+ (y"' es una unidad en R[xj, 

como a,., a,, 	, a, son nílpotentes en R y f(x) es nilpotente en R[xj para una 

potencia suficientemente grande. 

Por lo tanto, .0) e rad (R[xj). • 

Definición: 	Se dice que RAI  es noetheriano si todo submódulo de ,ki 

es finitamente generado. 

Proposición: 	Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani- 

llo conmutativo R: 

( I) Todo ideal de R es finitamente generable. 

(2) Toda cadena ascendente de ideales A, G "12 	.. de R tiene sólo un nú- 

mero finito de términos distintos. 

(3) Todo conjunto no vacío de ideales de R, parcialmente ordenado por 

la inclusión, tiene al menos un elemento máximo. 
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Demostración: 	(1) 	(2) 

Sea A, /12 c ... una cadena ascendente de ideales en R. 

Sea A - vA, la unión de la familia (A,). 

Como A no es un ideal de R, A es finitamente generado, es decir, 

A 	(al. a2. 	. 

Como a, e VA , se tiene al e A,,, a2 u Ah, 	. Si existe t e 

N tal que 1,5 t, i, 5 	, tm  5 t, entonces (riba2,...,am)c A, , con lo que 

A 	(a l ,a2,...,a,n )cA,, con lo que ..1 (al, a 2, 	a.) c 	c 	, por lo tan- 

to .1 

	

	.4,, lo que implica que A, c A,.., c A c A, , para toda i. 

Asi, A,- A,,.1  y la cadena A, c A,c ... se estaciona. 

(2) (3) 

Sea C una colección de ideales de R. 

Supongamos que C no tiene elemento máximo. Como C no es vacío, to-

mamos un ideal 1, e C. Por lo que supusimos anteriormente, /, no puede ser má-

ximo en C, entonces 1, está propiamente contenido en algún ideal I, e C. Pero I, 

tampoco puede ser máximo, por lo que existe un ideal 1, e C tal que /2 c 1,. Con-

tinuando de esta manera, obtenemos una cadena ascendente infinita de ideales de 

R, 1, c I, c 1, c ... y todas las inclusiones son propias, lo cual contradice la 

condición (2). 

(3) (1) 

Sea A un ideal de R. 

Si A = (0) entonces A está generado por O. 

Si A * (0) entonces podemos elegir un elemento diferente de cero, a, e A, 

Esto implica que (a 1) = A y por lo tanto A es finitamente generado ó (a') o A. 
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Si (al) It A, existe un elemento a, e A tal que a, e (al) y con 

(ai)c (a 1, a 2).r.- .4 

Análogamente, si (ai,a2)* A, existe a, e A tal que a3 tx (ai, a2) y 

(ah a 2) C (ah a 2. a3) . 

Siguiendo este razonamiento, obtenemos una cadena ascendente de 

ideales de R 	(al) c (a 1, a2)c (al, a2, a3)c 

Por hipótesis, este conjunto de ideales posee un elemento máximo, digamos, 

el ideal (ah a2, 	an). 
Si A * (al, a2, 	an) podríamos encontrar un elemento a en A tal 

que a e (ah a2, 	a„) y (al, a2, 	(in) estaría contenido propiamente 

en (a, al, a2, 	a,,), lo que es imposible. Por lo tanto, A está generada por 

(al, a2, ..., (In). • 
Proposición: 	R un anillo conmutativo. 

1 
Sea O 	A' --> A---+ A" --> O una sucesión exacta corta de 

R-módulos. Entonces A' y A" son noetherianos si y sólo si A es noetheriano. 

Demostración: 

Primero mostraremos que si A' y A" son finitamente generados entonces 

A es finitamente generado. 

Sean A' = 	a',) y A"- (a"1, ...,a",) . Como P es sobreyecti- 

va, existen ak  e A, k = 1, 	, I, tales que P(ak)= a",k. 

Afirmamos que: A = 

En efecto, se tiene que si a e A, entonces: 

P(a) = t  rka"k 
	rk  R, 	1, 	t 

k.I rkP(ak) = P(ki1  rkak) 

P(a- É rkak) =0 

Esto implica que a  . ± nak  e kerP 
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Por lo tanto, existe x e A' tal que: 	1(x) = a - 	rkak 
I 

Como x E A', x= E rka A 
Á-1 

r'4. e R. 

Entonces ,(x) = i( E r' k a' 	= E r' k i(a'k) = a 	rkak  
k. I 	 I 	 k-1 

Por lo tanto, a = E r' k i(a'k) + E rkak 
k-1 	A. I 

Así, A es finitamente generado. 

Sea a un submódulo de A. Entonces Ana < A' y P(B) < ,4" 

se tiene la siguiente sucesión exacta: 

además 

O 	Ana 	a ---> P(B)---> O 

Como A' y .1" son noetherianos, Ana y P(B) son finitamente genera- 

dos y por la proposición anterior, a es finitamente generado. Por lo tanto .4 es 

noetheriano. 

Recíprocamente, sea A noetheriano, 

A' es isomorfo a un submódulo de A por lo que A' es noetheriano. 

A" a /1/.4', entonces una cadena ascendente de submódulos de .4 que con- 

tienen a A' y como A es notheriano, A" tambien lo es. 

Teorema de le bese de Hilbert. 

Si R es un anillo noetheriano entonces el anillo de polinomios R[r] es 

noetheriano. 
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Demostración: 

Sea / un ideal diferente de cero de R[x]. Para cada entero k 	O, conside- 

ramos al conjunto /x  que consiste del cero y aquellos elementos r e R que 

aparecen como el coeficiente principal 	 de algún poltomio de 

grado k que pertenece a /. 

Ir E Riao ,  arx + 	+ rx k  E IIL){0} 

lk  forma un ideal del anillo R con I. S  4,.1  (que Ik Qlk ., se sigue del 

hecho de que si r e Ik  , entonces r aparece como coeficiente principal de x" 

cuando el correspondiente polinomio es multiplicado por x, por lo que r e lk..1 ). 

Como por hipótesis se cumple la condición de cadena ascendente para R en- 

tonces existe un entero n tal que Ik = In  para toda k z n. 

Además, cada ideal Ii (i= I, 2, 	, n) es finitamente generado, es decir: 

1, = 	 0, 1, 	n 

donde au  es el coeficiente principal de fo(x) un polinomio de grado i en I. 

Ahora basta mostrar que los ni„+ ... + inn  polinomios fi(x) generan a I. 

Sea 	TOI, • • .JOirto, , ..J;11, • 	fmn. ) • 

El ideal J es finitamente generado y por la elección de los 	J debe 

estar contenido en I. 

Para obtener la dtra inclusión, sea AA.) e I, digamos de grado r: 

	

f(x)=b0 + b,x + ...+ 	+ bxk  

El argumento procede por inducción sobre r. 
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Si r = O entonces tenemos que fix) - h, e lo c J. 

Por hipótesis de inducción suponemos que todo polinomio de prado r-I que 

está en / también pertenece al ideal generado por los f,(x). 

Si r> n, entonces el coeficiente principal b e Ir = 1,, y se podría expresar 

como b= anc,÷ 	+ nm para alguna elección de c, E R. 

Entonces elpolinomio J;(x)=J1.y)-x"(c,,/,,,(x)+ c2,/,,i(x) + 	e„,,,,/,„„„(x)) 

pertenece a 1 y tiene grado menor que r, ya que el coeficiente de x' en este Po- 

linomio es b- 	cm,,, =O . 
1.1 

Por hipótesis de inducción, f,(x) y fixi están en el ideal J. 

Si r 5 n, como h E 1, , podemos encontrar elementos d,,d,„d„,,  en 

R tales que b=a,,d, + n,2 d2 + ...+ dr„„.doi, • 
Entonces el polinomio [2(x)=fix)- (d(fr ,(x)+d 2f,;(x) 	 es 

un elemento de 1 con grado r-I o menor por lo que J;(x) y fixl están en el 

ideal J. Por lo tanto. / - J. 	• 

Corolario: 	Si R es noetheriano entonces ny, . 	x„,1 es 

noetheriano. 

Demostracióc 

Demostración por inducción sobre n. 

Si n- I entonces por el teorema anterior, R[x,j es noetheriano. 

Como hipótesis de inducción, supongamos que para n-I indeterminadas el 

anillo R[x,, 	s„.3 es noetheriano. 
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Como (R(x,, 	, n.,1)[.rn ]= Rix,, 	, xn1 entonces el anillo de polinomios 

en n indeterminadas R[x, „xn ] es noetheriano. 	• 

Proposición: 	Supongamos que R es un anillo noetheriano y o:R--->S 

es un morfismo de anillos sobreyectivo. Entonces S es noetheriano. Por lo tanto, 

si A es un ideal de R[x] (resp. Rflxj1) y R es noetheriano, entonces R[xj/A 

(resp. R[(xWA) es noetheriano. 

Demostración: 

Sea 1 un ideal de S. 

Como cr es sobreyectiva, se tiene que R/kera a S. Entonces 1 a J/kera 

donde J es un ideal de R y kera g J. 

Como R es noetheriano, J es finitamente generado, es decir, 

J = (r „ r „...,r„), Por lo que J/kera a  a(J)- (c(r ,),a(r 	 Asi, 1 es 

finitamente generado y por lo tanto S es noetheriano. 

Si R es noetheriano entonces R[x] es noetheriano. Si .4 es un ideal de 

R[x], se tiene la proyección natural R[x] -4 Rulo. Por lo tanto, R/A es 

noetheriano. 

Análogamente, si R es noetheriano entonces R[pril es noetheriano. Si A 

es un ideal de R[tx11, se tiene que RUx11/ii, 

Proposición: 	Si R es un anillo noetheriano y M es un 

R•módulo finitamente generado, entonces Al es noetheriano, 
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Demostración: 

Demostración por inducción sobre el número de generadores de A/. 

Si M (a) entonces Al es isomorfo a un RiAn(a) donde Ama) es el anu- 

lador de u , 

Entonces se puede considerar a A/ como una imagen homomorfa de R co- 

mo R-módulo. Como R es noetheriano entonces R/An(Af)z Al es noetheriano. 

Si 	- (a:, a2, 	an, an.1), supongamos que todo R-módulo generado 

por n elementos es noetheriano. 

sea M' (ab—, an ). Entonces se tiene la sucesión exacta: 
---+ Al'-4 Al -4 M/M'---> O 

donde AVA1' es cíclico, pues está generado por Plan - t ). Por lo tanto, ,11 es noe- 

theriano. 	11 

Proposición: 	Sea K un campo y fix) un polinomio en KM de grado 

k O. Entonces f(x) tiene a lo más n raíces en K. 

Demostración: 

Demostración por inducción sobre el grado de fix). 

Si gr(f(x)) O entonces el resultado es trivial, ya que f(x) no puede tener 

raíces. 

Si gr(fix)) 	I, es de la forma fix)-- ax + b (a 0), ya que si a es un 

elemento invertible, se tiene que •a'b es la única raíz de fix).Como hipótesis de 

inducción, supongamos que la proposición se cumple para todos los polinomios de 

grado u- 
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Sea gr(flx))= n. 

Si fix) tiene una raíz a, entonces flx) - (x-a) q(x), donde el polinomio 

q(x) tiene grado n-I. Cualquier raiz a' distinta de a debe ser una raiz de q, ya 

que O -fin') 	(a-a1 )q(a1 ) y como 1? no tienes divisores de cero, q(a') < O. Por 

hipótesis de inducción, q tiene a lo mas n-I raices distintas. Como las únicas 

raíces de fix) son a y las raíces de q(x). fix) no puede tener más de n raíces 

distintas en R. 



II. 	Ideas elementales.  

A lo largo de este capítulo, R denotará un anillo conmutativo con iden- 

tidad 1. 

Sean / y J conjuntos de indices de cardinalidad finita. Supongamos: 

/ - II, 2, 3„ in) 

J= 11,2,3,...,n).  

Una matriz de nixn sobre R es una función a: IxJ 	R. 

La función a: IxJ 	R es identificada frecuentemente con su rango de 

valores en R, arreglados en la siguiente forma tabular: 
r 

(ni au ali ••• aln 

	

an (123 	a:m 	 (a,11 donde a = a(ij) 

	

ami a.: 0.3 	amo' 

Se dice que el elemento a,1  en la tabla de valores de arriba tiene indice de 

renglón i e indice de columna j y se dice que ocupa la posición (1,j) 'á está en 

la entrada (i,j) de la matriz. 

Dos funciones a: /x./---> R y 	0: 	---> R son iguales, a = p, si 

cr(i.j)= P(//) para toda (i.j) en 1),J. Equivalentemente, si a tiene un arreglo 

[ao ] donde a(U) = al, y p tiene un arreglo [bo] donde PU.» 	bll  entonces 

[(U= [bu ] si au = bo  para toda (i.j) en /J. 

Desde ahora suprimimos la referencia al mapeo a: IxJ 	R y usaremos 

la forma tabular para denotar matrices. 
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El conjunto de todas las matrices sobre R de tamaño nixn es denotado 

por (1)., 

Si no= n entonces (R)., se abrevia a (R),. 

Una matriz en 	es llamada una columna de tamaño, dimensión o lon- 

gitud m. Una matriz en (R) t „ es llamada un renglón de tamaño, dimensión o lon-

gitud n. 

Nuestro primer propósito es dar a (R)n . y (R),, operaciones algebraicas 

y consecuentemente, una estructura algebraica. La primera operación, la adición, 

es natural ya que es inducida por la adición en R y por la forma usual en que las 

funciones se suman. 

Si [aul y [bo j estan en (10m, entonces definimos la suma como: 

(11,1 -  Eb„1 a [c„1 

donde co  = a,1 	para cada (i.j) en /4. 

Claramente 	bajo la suma (+) es un grupo abeliano con identidad O = 

101 (cero en todas las entradas), y el inverso aditivo de [au j es •friu)- 

Sea r en R. Definimos el producto escalar de r y [t'u ] por rlati l=frao ). 

Entonces (R).,„ bajo la suma y la multiplicación escalar es un R-módulo. 

La siguiente operación es el producto de matrices. Esta no surge de manera 

natural de la consideración de las funciones a: /x/ 	R. En su lugar, ésta se 

deduce de le composición de funciones lineales entre módulos libres. 



Sean [ay j en (R),„„ y [bik i en (R),, 	Definimos el producto de (nn) por 

(b,k1 como [cik] donde aubik 
J- I 

El producto anterior es un "producto de convolución". La riqueza de la teo- 

ría de matrices y sus inherentes dificultades y misterios son resultado de este 

producto. 

Es fácil ver que el producto induce una funcion: (R),„ (R)„„ 	(R),„ p 

que es bilineal, es decir, 

A(B C) AB - AC 

(A + B)C = AC ••• BC 

r(AB)- (rA)B 

donde .4. B y C son matrices de tamaño apropiado. Además el producto es aso-

eiati‘o, es decir, (AB)C' A(BC). En particular (R)„ es una R-álgebra (no con-

mutativa si n > 2), bajo la suma, multiplicación y la multiplicación por escalares. 

Históricamente, los términos "Matriz" y "arreglo" fueron empleados indis-

tintamente. El primer uso del término 'matriz" ha sido atribuido a Sylvester 

El álgebra (R)„ tiene una identidad / (,J) donde 8u  = O si 1 j 

i 	n. ( 8,, es llamada la delta de Kronecker). 

La matriz r/ = [r8,,1 es llamada una matriz escalar y el conjunto de ;odas 

las matrices escalares forman un subanillo de (R)n  que es isomorfo a R. 

La matriz de nxn que tiene 1 en la posición (i,j) y O en todas las demás 

posiciones es llamada una matriz elemental unitaria y es denotada por Ey. 



Lema: 	Para un anillo conmutati%o R, el centro de (R),, es decir, 

C(IR),,) 	lA E (R)„i;18 	13A para todo 13 en (R),,l es precisamente el conjun- 

to de matrices escalares Irlir E 1? 1. 

Demostración; 

Denotamos como S- (di r E R I. 

Sea A e S entonces .1 es de la forma A - rl y sea 13 E (R)n. 

AB = (r1)B r(113)- r(B1)- B(r1)= DA 	por lo que A E CA(R)n ) 

Para la otra inclusión, sea A e C((R),,) y supongamos que A no es de la 

forma rl para alguna r e R. Entonces existe un elemento a11  no nulo de esta 

matriz que está fuera de la diagonal, es decir, k * 1. Observamos que la matriz 

EikA no es nula ya que a" está en la entrada (1,1) y es O en la entrada (k,k) 

Ahora consideramos la matriz AE /k  que también es distinta de cero ya que 

aki  está en la entrada (k,k) y es O en la entrada (1,1) por lo que AEik  * ERA lo 

cual es imposible ya que A e C((R)n ), por lo que A es una matriz diagonal. 

Si A es una matriz diagonal en C((R),,) tal que existen elementos de esta 

matriz au  y all  no nulos y tales que aik * all  entonces la matriz Ek1A * O ya 

que all  está en la posición (k,i) y la matriz AEkl  * O ya que akk  está en la posi• 

ción (k,/). Pero A e C((R)„) por lo que AE11  - EklA y por lo tanto a1A= a11  lo 

que es imposible. 

Así, .1 es de la forma rl con r e R, es decir, A e S. • 
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El siguiente lema da las propiedades generales de las matrices elementales 

unitarias.  

Lema: 	Sea (E,,), l 5 ij 5 u, el conjunto de matrices elementales 

unitarias en (R)„. Entonces: 

(a) Eu Erg ' 8113 E  íg 
(b) ZEII  = I d  

(C) 	Eij  = Epg  si y solo si i=p y j=q. 

Demostración: 

P.D. [EuE p 411 „ ' [bll,E,q1„ 

Sean EU  = tau ), Ein  - [b„), entonces EuEpq  = [c„ 	
r 

) donde c,, = i 
1 
 aribi, 

... 

Así c„ = 8,, 8 jp8 qs 	 donde: 

6" ={ O si r * i -IP  = O si 
lsij  

j*  p 
 

p  8  q'.  { O si q * s 

(8#,E411- (d„1 donde d„ = 8l ,  8r1 84,. 

Por lo tanto, Eii  Epq  = dip  E q, 

Si A = [al [ está en (R)„ , entonces A= I al, Ell  y esta expresión es 

única. 

Las matrices elementales unitarias no son, obviamente. "unidades'' en el 

sentido de la teoría de anillos. El origen del término parece tener su origen en el 

término "unidad basar que era usado para designar a los elementos "base" del 

R-módulo libre. (R)„ 
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Sea A = [no ] en 	Entonces la transpuesta A' = [k] es la matriz en 

(R)„, dada por 61, 	(I s j S ni, I 1 i < n). 

Proposición: 

a) (A + 	- Al  + B1  

b) (AB)' - B'A' 

c) - (Al )'i 

d)  

A 	A' es un modismo de R-módulos con = Id. 

Demostració®: 

Sean A = [ao ] y B =[bo ] en (R).., 

Entonces A+13 = C donde C = [c,,] y co = 	bo . 

(A 	= e= [ed = [c.„1 = fa.„ f bit]  - 	[h,,] = A' - S'. 

Sean A=Irroie(R)m, , Blb,k le(R)op  y Al-[dolE(R),,,B1=[efk le(R)p.,, 

sus respectivas matrices transpuestas donde do = al , y eik  = bk, . Entonces: 

AB- C donde C = [cm.] en (R),„.0  y cik  = 
r w

taubik 

Sea C' Vik J la matriz transpuesta de C, donde fik  

(AB)' = C '  = 

fik 	= C k,akibly 
.1* 	 ak2b21 +  ••• 	aknbm 

b i pki + b 2 ,ak2 + ... + bmakn = cmdik  ' c‘2t:/ 2k  

eocIkk . 
1-1 

Por lo tanto, (AB)' = Vd= [5][d k ] = S'As. 
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Para demostrar (e) tenemos que : 	AA'' / 

(A'' l'A' - (AA')'— I, 

A'A = / 

A' (A"' )` = (A•1 /1 )' = I. 

Por lo tanto (A' 	= (..14  

(d) 	Si t; 	(R)„, 

A 	A s  , 	entonces: 

t(A + B) = (A + 	A' + B' = t(A)-t- t(B) 

t(rA)= 	= rA' 

t' (A) = i(t(A))= 1(11`)= (A')' = A. 

Por lo tanto, f es un modismo de R-módulo con 12  = Id. 	• 

Praposicióes 	Sea R un anillo conmutativo y A un ideal en R. En- 

tonces (A), = ([a,1) I ao  está en A) es un ideal bilateral de (R),, Además exis- 

	

te un isomorfismo natural: 	
(R)„ (1) 
(A),, — 	• 

Demostraciée: 

(0J e (,l )n  ya que O e A por ser A un ideal en R. 

Sean 	[ay) e (A),, 	y 	[15) e (R),, . Entonces lalibiki = [ ,k j donde 

cik.• t ayb jk . 

Para cada j, 	e A y por lo tanto cm  E A para toda i,k, !S i,k 5 rt. 

Análogamente, (b,il[aiÁi e (A)„ 

Sean tau ], [a',I1 e (A)„. 

p, 33 



[ao l - [a' o j - [a o  - a'q l donde a,, - 	e A, así [a,1 ] - [aso ] e (A)„ 

(f) 	R 
"CG 	ki711 
try I 	(A )„ 	ro. + A] donde r,, e R. 

Sea [r,3 ] + (A),, e Ker (p. 

O = ipqr01 + 	[ro  + Ab 	entonces r, e A por lo que [ros] E (A),, 

por lo tanto 9 es inyectiva. 	• 

Sea R un anillo conmutativo. Un conjunto IF0 	I S i,j s u), de matrices 

en (R). es un conjunto de matrices unitarias si: 

a) Fo  = F siysólosi i p, j q. 

b)Fo.Fpg = 8,„/  (8 = delta de Kronecker). 

c) EFu=I 

Proposición: 	Si Q es una matriz invertible fija, entonces QE",(2'' = 

Fo  da un conjunto de matrices unitarias donde (E0) es el conjunto de matrices 

elementales unitarias. 

Demostración; 

a) Sea F0  = Fpq 

Q.E0424  = QE44  

TQEuTQ-VVE1,,CfQ 
1E," = lEpql 

El/  Epq 	siysólosi i-p y j=q. 

b) F F pg  (QM.' )(i2EpqQ*1 1 

QE(iTQENgt  
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c) F„ 

Q (811,E,1)Q-1  

= 8inQE1qQ 1  

= 311,F,q  

= EQE„Q'' 

Q ( S
E„ )Q.' 

= 

= Q121  

= 

Sea S un anillo (no necesariamente conmutativo) con identidad I. Supon- 

gamos que S contiene un conjunto de elementos Ifu j, 15 i.j s n, que satisfacen 

que y, = I, fo ffn = 	. Entonces fu  # O para toda 

Sea T = tt e Slif f  -9 para toda i,j). 

Si s e S, definimos tu  , para 1 5 t.f 5 n, por tu  - ffkásf j.k  . Entonces se 

satisfacen las siguientes proposiciones: 

a) 	fpq = fpq  1,1  y por lo tanto tu  e T. 

b)s = Si, 	. 13  f .1 1  

C) Et fi  = O implica que tu  = O para toda i,j. Por lo tanto, cada elemento 

de S tiene una única representación como Etu fu  . 

d) Definimos 9: S 	(T), (matrices de nxn sobre el anillo T no nece- 

sariamiente conmutativo) como s-Etu fu 	[tu]. Entonces 	es un isomor- 

fismo de anillos. 
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8 	{ I sik.p 

= 	O si k*p 

tItyk = 
I 
Osig*k 

e) 7 es isomorfo como anillo a f„ Sf„ . Por lo tanto un anillo S es isomor-

fo a un anillo de matrices sobre un anillo T no necesariamente conmutativo, 

siempre que S contenga un conjunto de matrices unitarias .  

Demostración: 

a) tu fpq -  (VDS fiklfpg 

= 	s ff kfp, 

= Vfkls u;Áir'q 

= Efk,s (80/;‘, ) 

= fp, s fiq  

fpq uÍ  = fpq (yfk, s fik) 

= fpy ,Ík, 5 1;1 

l(pqfks ) S  fik 

1(8qk fp" fik 

fPl s  

Por lo tanto, tu fpg  =fpq  tu  y ro  E T. 

b)¡ii"Efkis fk  

t, 	= s 	, 	ya que lo  fi  = f,, 

s flk) 

gfk, s fk — fllsfk 

E t 1i 1.1 	 +... 	thifin 	121121 
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- ft, sin 	fisf,7„ 	fnsf„„4- 	 sfm, 

'Vil sly,)+(21.59(y„) 	(r„,,$)(f„) 

fns 	- f„„s 

+ f22- 	fn„)s 

= 	>s = i•s=s 

c) Si zro f, = o entonces t„ =Eje sfik  = 14;fki  fik  = O 

por lo tanto to  = O para toda ij. 

d) Sea s E Ker (0, entonces: 	(pu) = cp(Etofo )= [ty ] = O 

por lo que to  - O para toda ij, lo que significa que s = Etu f,i = O. 

Sea 	[t„) en f)„ con t en T Definimos s = Eiti f,j , por lo tanto 

ci(s) 	[to] 

Asi. 9 es un isomorfismo de anillos. 

Sean s y r en S. 

s ' 1104 r 

sr (Etu fn )(Eeik fik ) 

= E E to eik  Zi fik  

k k 1,k 	I 	i  

(1)(s'r)= [E ( ,J l'ik] 

- 9(s) W(r) 
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Por lo tanto, ip es un morfismo de anillo. 

Proposición: 	Sean R un anillo conmutativo y A: (R)„ ---> (R)„ un 

antomorfismo de anillos, Sean (E,J ) las matrices elementales unitarias. 

Si 	F,, = .\(F: o ) entonces (FI) es un conjunto de matrices unitarias. 

Demostración: 

Si F, = Fpq  

A(Eif 	•k(Epq ) 

IVE,I ) • .\( Epq )= O 

A(El;  - Erg ) = O 

Erq  = O 

= Epq  si y sólo si 1=p, 

F,Frq  = A(Eld A(Erq ) 

- 	E pq ) 

Mil, ) • 

8jp A(Eiq ) = 811, Ffti  

EF„ = ZA(E„) A(SE0  ) = A(1) =1. 
$  

Por lo tanto, (Fu ) es un conjunto de matrices unitarias. 

Proposición: 	Supongamos que R es un anillo finito y 	= t. Enton• 

ces t(R)„, = 1" 
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Demostración: 

Sea A = [afil en 

A 	E, donde E„ es una matriz elemental unitaria 

(E„) tiene cardinalidad 

Cada elemento de (R i„ se puede ver como una permutación de t elemento 

en n2  posiciones, por lo que el número de permutaciones de t elementos en it2  

posiciones es 1"'. 

Por lo tanto l(R)ni 	g 

Proposición; 	Sea R un anilo conmutativo y A = [gol en (R),, , La 

traza de A, denotada por Tr(A), es la suma de los elementos de la diagonal de A, 

es decir, Tr(A)= a„ + 	a,,,, . Entonces se tiene que para A y 8 en (R),, 

se satisfacen las siguientes igualdades: 

Tr(A8)- Tr(BA1 

tr(A - 8) = Trt.1 - 1'r(B) 

Tr(c(A) = ctTrttli 

Las últimas dos proposiciones muestran que la traza, como mapeo, 

Tr: 	R es un modismo de R-módulos. 

De:ami-acida: 

Scan A 	[a,1 1, B'  [b„k j en (R),,, 

AB = C donde C = (c,41 y co 	ak,b)4. . Entonces: 

Tr(AB) = Tr(C) = c„ ,  c22 	+ 
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= Ea b +a,, 61, . 	Eani bm  

	

a„b„ + 112  a11 b11 + a 2 , b„ + 112  a2.1b), + 	+ a „ l b i „ + J12  ani bin  

= a„b „ 	ni b in+ /12  a,b) ,+ jE-2  a,1 	anJbin b J.2 
= j11  b,)a),+ .112 aubo+ 112  all bo+ 	+ 112  an,b),  

= E bvaicraub„+ 113  av bi ,+a„b„+ 
1'3

j13anibin  

= 	bijai ,+ b„a,,+a„b„+...+12„a 4+ 113  a ,ibi ,+ )13  a,ibfi +...+ jEt 3  a nibin  

= )11  b,jaf ,+ 	b2jaj,+ 	av by + 
1'3

J13  ali bp+...,  j13  aob„,  

= 1.11  bvai ,+ 	blap+ 	 boa). 

= c'„ + c'„ + c'„ + + c'„ 

= Tr(c') = Tr(BA) 	donde c'= [c' ik ] y c'ik  = E b ,jaik  

Tr(A + 8) = a„ + b„ + a„ + b„+ + ann + b„ 

= a„ + a „ + + a nn  + b„ + b„ + + b„ 

Tr(A) + 1'r(B) 

Tr(aA)= 	+ aa„ + + aa„ 

= 	a„ + a„ + + a „n  ) 

aTr(A). 

Por lo tanto, Tr: (R), ---> R es un morfismo de R-módulos. • 
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Proposición: 	El mapeo Tr: 	 R es sobreyectivo. 

Demostración: 

Sea r E R. 

Definimos A = rE„ , entonces 7'r(A) = Tr(rE„) = r, por lo tanto Tr es 

sobreyectivo. • 

Proposición: 	Los elementos que van a dar a cero bajo el mapeo 

Tr(R),,--+ R son generados como un R-módulo por el conjunto 

(E1, (j * O. E„-E0  , (1 > 1)) donde Ei, denota una matriz elemental unitaria. 

Demostración: 

Sea A en (R),, tal que fr(A 1 O. 

A 	[ap j, al, e R . 

= jE*$  a„E„+a,,E,,+a,„E„-a„E„ • . 	annEnn  

Como 	tr(A)= a,, -+ al,- a„+ 	- a,,,. = O, 	se tiene que: 

al, = 'al: - 	" ••• an0 

Así, 	 por lo que: 

A 	JEit  al, 	+ (-un  -a„. •a„ ) E„+ a,2 E:: + + 

	

- J* EI a1,  EJ, • a„, E,, • a,, E„ 	- ann  E,,„+ an 	+ e + a.n Enn 

j* E
$ 
 a, E,, • a„E, + anE22 * <in  E, 	anEn  + • • • • a,,,, E,, + am, 

= 
P. 
E

1 .1 
a„,E,„ • an(E„-En  ) • an(EwEn  ) + .•• - ann (E,,-Enn  ). 

Por lo tanto A es generada por el conjunto (El, * O, E„-E,, (1 > 1)), • 
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Proposición: 	ir(A' ) = Tr(A) 	y si 	Q 	es invertible, entonces 

Tr(QAQ1= TriA i. 

Demostración: 

Sea A = [(ti,' y A' = [bu ] donde bu = af, 

Entonces.  Tr(A` ) = b„+ b„+ 	+ b„„ 

a„ + a„ 

Tr(QAT I = Tr((QA)Q'') 

= 1r(Qt  (QA)) 

= Tr(Q'' QA) 

= Tr(1A) 

= Tr(,4). 

+ a„„ Tr(A) 

Proposición: 

Si A = A l 	1 8 	donde A, y A, son bloques de matrices cuadradas, en- 
2 J  

tonces Tr(A) = Tr(A,)- Tr(A1 ). 

Sea A, una matriz de rxr y sea A, una matriz de sxs. Entonces: 

Tr(A,1= a„ 

Tr(A 2 ) = 	+ 

Tr(A, 1 - Tr(A 2  ) = a„ + 	+ a„+ a,+1  r+i 	- a,. r _s Tr(A) . 
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III. Ideales en (D)n .  

Como en la sección anterior, R denota un anillo y (1?), la R-Álgebra de ma- 

trices de nxn sobre R. 

Proposición: 	Sea R un anillo conmutativo y .1 un ideal en R. En- 

tonces.  (A)h = l[a ,111 a y  E A) es un ideal de (R), 

Demostración: 

(A)n * 0 ya que [0] e (A), , 

Sean [a0 ] y [bu ) en (A)„ . Entonces [no ] - [bu ] [c„) donde c y = ay - b y 

para toda (1,j) por lo que [cti] e (A)„ 

Sean [5] e (A),, y [bik ] e (R),, . Entonces [a u ][blk ] = 	,k1 donde 

I
ati bik . 

I 

a ob o  E A para j = 1, .. , n ya que A es un ideal, por lo que c , e A para 

toda (t,k), por lo tanto [cA] e (A)„ 

Análogamente se cumple que [b 01[5(.1 = [4,k ] e (A)„ . 

Así, (A),, es un ideal de (R),, . e 

Ahora demostraremos la proposición reciproca, es decir, que todo ideal en 

(R),, tiene la forma (A),, para algún ideal A en R. Este es un resultado útil e 

importante en la teoría de matrices sobre anillos y como se observará en la demos-

tración, no depende de que R sea conmutativo. 
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Teorema: Cada ideal B de (R)„ tiene la forma B = (A), para un único 

ideal A de R. 

Demostración: 

Sea B un ideal de (R)n  

Sea A el conjunto de todos los elementos en R que aparecen en las entra- 

das de las matrices en B. 

Si r aparece en la entrada (1,j) de una matriz X en B entonces por me- 

dio de operaciones con matrices elementales unitarias podemos hacer que r apa- 

rezca en la posición (1,1) de alguna matriz Yen B ya que E 	rE" e B. 

Por lo que podemos suponer que los elementos de A se pueden encontrar en la en- 

trada (1,1) de los elementos de B. 

Primero mostraremos que A es un ideal en R. 

A m 0 ya que O e A. 

Sean a, b E A entonces existen matrices X, Y e B tales que x„,=a y 

Y 1=b• 

Asf, a-b aparece en la entrada (1,1) de la matriz X-Y que está en B. Por lo 

tanto a-b está en A. 

Sean a e A y reR. Entonces existe una matriz Y en B tal que y 

Sea X una matriz en (R),, que tenga en la entrada (1,1) a r. Por lo tanto, 

ra aparece en la entrada (1,1) de la matriz XY que está en B. 
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Así, ar E A. Por lo tanto A es un ideal en R. 

Sea B = (A), 

Demostraremos que 13 = h 

Sea X e B „V es de la forma X = ExuE . Entonces.  

EirXEs1  = E" (Ex,, 	) 

= x, E" E B 	I 5r5n y Iss5 n. 

Por lo tanto, para cada xu  existe una matriz en B tal que 	aparece en la 

entrada (1,1). 

Así, xu  e A para toda (i,j). Por lo tanto, X e h , 

Para la otra inclusión, sea [x0] E 13, entonces para cada x0  existe una matriz Y 

=f4] en 8 con y„ -x0  . Entonces: 

E Y 	=y„ = 	está en B. 

Así, B=k 

Podemos observar que la clave de la demostración anterior fue que: 

(1) Tenemos una descripción sencilla de la multiplicación de matrices unita-

rias, y 

(2) Cada elemento de (R), puede ser expresado de manera única como una 

suma Ea,̀   E1' para au  e R adecuados. 

Sea (Ro ) el conjunto de matrices elementales unitarias en (R)„ 
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Proposición: 	Para k e R 	y i* j, sea T„(x)--,  I + xEn , La ma- 

triz T„ (x)es una transvección elemental. Entonces: 

Tu(X) Ty( 5 ) TuiX 
	

y 	7',1(X) es invertible con inversa To(-k) 

Demostración: 

Tn(k);(13) = (I+ kE0)(1+ 3E,1) 

---1 DEn + xEn ( I + pEn ) 

=1+ pEo + 	+ xEopEo  

= 	pEn - XEn  

= I + (x + p)En  

= Tjx+p) 

To(x) T„(-X) 	To  (X - X) = T„(01 = / 

To(-X) To(X) = To(- X + 1) = T0(0) 	1. 

To(X)4  = To(-X) . 

Proposición: 	Sea P„-I• En -En + En -E„ para 1 S i,j 5 n. La ma- 

triz P es una permutación elemental. Entonces PII es invertible con 	= P 

y E/1= P nE„Pn  para I j n. 

Deraostraciée: 

Pn P4u  =P01)0  

= (I En - En + En + Efi)(I-E„ 	En+E„) 
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= (1-E„- Ell+ Ed+ E„,)•E„(I - E„- E„± E,/  + E/ )-E0(1 • E„ - Ey + Eu + E„) 

-E„(1-E„- E/1+ Eo +E„). 	E„•En+ E„+E„)+El,(1-E„- Fu + E„+ E„) 

= 1- E„- EH + E„ + E„ • E„ + E„- E„- E,/  + Eu - E„ E,/  • E0 + E,/  - E:, • 

= 1 -2E„+ 2E„-2E„ +2E0 + 2E0  - 2E„ + 2E0 - 2E„ 

=1 .  • 

Proposición: 	Sea So = 1 - E„ • Eil - E,, + E,, para 1 S ij 5 n, i x j, 

La matriz So  es una permutación "skew" elemental, Entonces S,, es invertible 

con inversa S'u  = (1 + E„)(1 E„)(1 + E,„) 

Demostración: 

S„ .51„ 	= (I - E„- E„,- E„-'• E„1(1 • E„- Ell + E„ • E„) 

= (1-E„ -E„ 	+ E// )+(-E„+ E„ • E„)-(.E.11 + Ejj .i• El,)+(E„- 	E„)+(-E E„ +EH) 

	

=1 - E„ - E/  + 	- E„ E,, E„ + E,,  

= I . 

11+ Eo )(1- El,)(1+ E,J) 

=((l+ 	Eji)) l+ 

=((1-E1,)+ Eji -E.0))(1+ Eo) 

(I • Ej,+ Eu - E„)(1 + L'o) 

= (I • Ej,+ E0 - E„)+ (1- Ej, + Eu  • „)E0  

	

1 • Ej,+ E„. E„+ 	Ejj - E, 
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1 - E„ - 	E„- E,, 

• 

Proposición: 	Sea 1),(X) 	/ - E„ 	XE„ (Á una unidad). La matriz 

es una dilatación elemental. Entonces 

1),(X)-1  

Demostración: 

Di(1)D,(0) 	(1 	+ XE„)(1 E,, 4.  í E,,,)  

(I 	PE,) + ("E, E, • DE,,) (XE," 11, 1E,PE, )  

1-E,,+ PE,' PE, + lEHOE, 

I - 	+ XE„pE, 

- I - E„+ 

=ojo). 

= D,(X):1 )= Di(1)= - 	= I 

)D,()) D,(X'' X) D ,(I )- I-E„ E„- I 

D,(u,)D1(u,)- (I - 	- u,E„)(I - 	• (1,E„) 

1.E14- 112E,,-  E,,  + 141E, 

= I - En + u,E, • Eh + u 2E, 

= (1 	+ u 2E„)(1 • E„ + 11,E,) 

= Di(11: )D,(1(,) 
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Proposición: 	Sea To(k) en (R), Entonces ruwr,,(0)- T,,,(11)1'„(k) 

Demostración: 

)7',4([3 ) 	kEal )(/ 	o Esk  ) 

-(/+ 0E,k )+ ).E» pE,L ) 

1+ pE,k + 1.E0  + 7 EullEd  

= 1 + XEij  + 

=(1 + XE,1  ) f3E,4(/ - XE0  ) 

= (I 	AE,k )(1+ ).E0 ) 

Tom 	ro(x) . 

Proposición: 	Definimos A(X, , 	, ).„ ) = T12(X 2) 	Tin(Xn ). 

Entonces existe un mapeo natural 9: (11). 	1,4(k, , 	, 	)1X, e R .) c (R), 

dado por [X, , .. 1.„] 	A(X, , 	Xn  ) tal que 9 es un isomorfismo de 

módulos. 

Demostración: 

Sea [X, , 	, Xn] e ker 	. 

O = 9[X, , 	, A.H1 = A(X, , 	, 	) = 	 Ti„(X„) si y solo si 

la = 	= = 	= O. 

Por lo tanto [X, , 	, 	O. = O. Así, 9 es in>ectiva. 

Sea 	, 	, 	) E (R)„ 

A(1., 	, k n  ) 	= Ti2(X2) T,,(X 3)... 7'1,0„„) 
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I kl X2 
0 1 0 	0 

00 0 • • 

Sea P., , 	kni E (R)i n.i  tal que (1)([/, , 	kn ]) = 

P.D.9(4/2  , 	/ni) r• rp(EX 2  , 	/„Il 

0(►11. 2 	In]) = ca([rX, , 	rInl) 

	

, 	, rk„ ) 

T„(r1.2) 	. . T in(r).,) 

= 	, 	, X n ) 

	

re)([X2 	),,11) • • 



Definición: Una matriz A en (R), es llamada una matriz unitriangular 

(inferior) sí todos los elementos de la diagonal son I y todos los elementos de 

arriba de la diagonal son cero. 

Proposición: 	Si A 	[as) es unitriangular, entonces A = n Ta1ta,1 ). 
›./ 

Una expresión similar se cumple para una matriz unitriangular superior. 

Demostración: 

Cada renglón de A se puede escribir como un producto de transverceiones 

elementales. 

7.2 ,(a2 ,) 	 = / + a2 ,E2 , 

Tn(a),) T,21a3,) 
	 = I + a ) ,E,„ 

T4 ,(a.„) T,;(a„) T43(a„) 
	

1  + a•itEu 	11415i: 
	a, E„ 

ro» ot ) Tfrt:(a  rt: ) rn3(ant ) 	T  nn•l (ann.1 ) 	1  + antEni 	 — a  nn•I E  nn•I 

Por lo que. 

7;,(a2 ,)(T.„(a„)T3;(a3,,))(T„(a4 ,)T„(a„)11,04,))...7,,(a„,)7,,2(a„0 )...7"„,,,,(amo ) 

= (1+a21E21 )(b-a ):E31-ra12En )(1-a,,E,,4-a„En+a43E43 )...(1+anyn,+ 

(/+a21E 2 , + 	cr32E,2)( /4-a,,E,„+anEi2+a43E43 ), . (/+nniEn,+ 	amPl Empl ) 

- (1+a2lE21 c.131E31 anE12 	a42E42 a43E43) 	( l+anl Ent 	+ann•lEnn-1 ) 

+ a2,E21  + a„E,, a32E32  ..• 	an,E,„+ . 	ann-lEnn.1 
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VI. 	El Determinante. 

El determinante es uno de los invariantes más útiles asociados a una matriz 

En esta sección se da un desarrollo clásico matricial del determinante. 

Sea A = [ao] en (R), . 

Definimos det: (R),, --, R como: 

der(A) = 1 sgn(a)a ic,„a2c,,,,...ana,,, 

donde la suma se extiende sobre todas las permutaciones a de 11,2, .. , n), es 

decir, sobre todas las a en el grupo simétrico Su  de n letras. El símbolo 

sgn(a) es el "signo de la permutación a" -esto es, + o - de acuerdo a si a es una 

permutación par o impar, respectivamente. Una permutación es par (impar) si pue- 

de ser escrita como un producto par (impar) de transposiciones. 

El mapeo del: (R)n ---> R es llamado el determinante o el mapeo determi- 

nante y det(A) es llamado el determinante de A. 

A continuación se probará un viejo teorema que tiene muchas aplicaciones. 

Sea A una matriz de nxm sobre R. 

: 
r, r, ... rr  

Sea A  

	

c , c , ... c, 	
I 5 min(n,m) 1..  

que denote el subarreglo cuadrado de txt obtenido de A eliminando todos los 

renglones excepto los renglones r, , 	, r, y eliminando todas las columnas 

c, , 	, cr  . El determinante de la matriz de txi resultante, es llamada un menor 

de A de orden t 
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Teorema: 	Sea 

nxp sobre 	R. 	Sea 	Ati. 

A 

r, 	r 
C 1 	C 

una 	matriz 

r, 
... 

de 	Inxn 	sobre 	R 	y 

	

una submatriz de 	txt 	de 

8 	una matriz de 

Al = AB donde 

opus {sn,n,p} 	Entonces: 

mír 	r 2  
Cf  

AL 	
r, 

' 
, 	s,  

del B
[ s, ... SI 

" C 
Edet des 

donde la suma se extiende sobre todas las ( n 	selecciones de (s, , s, , ... , s,} de 
t 

(1,2,3, 	, n) con 1 s s, < s2  < 	< 	s 11 . 

Demostración: 

a1111 Ir  i c  "• °t'Y ,  
Sea 

44, Alí r , 	r, j =  
, 	c, 

donde ario, = E ar,d,610:, 	k = 1, 	, 1 

¿Sakí' - á sgn(6)ar,Mcilar2S1(e2)•••ctríafril 

donde E se extiende a todas las permutaciones de (c,, c, , 	, c,) o 

derlf = E sgn(o)( 
o ,.1 	

ar212b120(c 2 )) ...( É a ro,b117(9)) 
12=1 	 b. I 

donde a corre sobre las permutaciones de (c, , 	, c,}. Expandiendo, esta ex- 

presión puede ser escrita como una suma de n' determinantes, como sigue: 

= 	sgn(a)a lb two  a r b lo(c2) 	a b 10(0 ) 4-  • • • + 

sgri(a)annbno(ei)  annbixt(c2 ) a roibru(cs ) 

t SMaharitiblia(c1 )ar l2 bi ia(12 ) . ami  b i io(c,))) 
102,....11.1 

Como las permutacines a comprenden solo los sublndices bki  
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ti 	a r a 	. • •a 

Pero 	des 8I i 2 ... Ir 

I. 	C 2  ... 
= 

  

por definición de determinante. Por lo tanto: 

i t  
de« = 	E 	ar,,,... a ,,„det B 

e C 2  ... Cr  

Consideremos la suma 
t i ,i 2  ..... ir "1 

Sabemos que si dos renglones de 

BÍÍ , i ; 	1 
LC, e, 

son idénticos, entonces da 
i 

... C 1 	... 
= O. Por lo 

  

o 1 i  i 2  ... 

L C ; C 2  ... C1 

Así, la suma 	± 	podría ser reemplazada por la suma E donde 13 
4,11, .4 - I 	 a 

se extiende a todas las permutaciones de {i, , ... , id para todas (distintas y no or- 

denadas) selecciones de {ti  , 	, i i } de ( 1, 2, 3, .., , nl. Estas permutaciones po- 

(

drian ser agrupadas en 	conjuntos de 1! permutaciones cada una. Por lo 

que, seleccionando combinaciones, denotadas por th , 	• jt1 de (1, 2 	n) se 

tiene que: 

detM' = 	E Ear,p(h)...aripo)det 

 

C1 C: 	c, 

 

    

donde E se extiende a todas las permutaciones p de vl , 	Je ). Después, or-
P 

denamos 	,j,} respecto a la condición de que I 5 J 
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detAT = 	E 	E sgti(p)a,,,,u, ) ...ar,p(h)det 
Di. 	P  

tletAr = 	E 	(E sgn(p)a,,,,u , )...ar ,,,o,) )(1,:t 
1,1 P 

= E del 
ld 

del 

 

   

Entonces: 

del P(11) 	PO') 

L 	••• 
= sgn( p) des B 

 

J 	Ji 

     

Así, 

donde I 5 J, < j, < j, < 	< = . 	• 

Observamos que en la demostración del teorema no se hace uso de ni. el nú-

mero de renglones de A ni de p, el número de columnas de B, Por lo tanto. in y 

p son arbitrarios. 

Suponiendo que ni = n = p 1, tenemos el siguiente corolario, 

Corolario: 	Para A y B en (R)„, 

det(AB)= den A)der(B). 

Ejemplo: 

1 	2 3 13 9 	14 
A= 5 4 I B= 1 4 Al= AB = 11 	32 

0 0 2 21 4 	2 
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ri r2 Sea Al' A 	= 
C; 11 32 j 

9 14 

AL ri 1.2 
 14si 

s2 
SI S2 	C1 C2 

Yi r2  „si 
531+ 	

rl r2 

Si S3 _ 	el C2 	S2 Sl 

S2 S3 I 

CI C2 

• 

la suma se extiende sobre 3 selecciones de (s„ s,) de 11,2,3) con I 5. s, 5: S2 1.: 3 

del Al' = det 
12 
54 

dei 
I 	3 
14 

,det 
I 	3 
5 	I 

det 
I 	3 
2I 

fded 
23 
4I 

de, 
I4 
2I 

(-6) 1) 	(-14)(3) + (-10)(-7) = 134 . 

Proposición: 	dei(A') = del(A). 

Demostración: 

Sea A = rail l en (R), y sea A l  = [by) donde b,1= aJi  Entonces: 

det(g) = Esgn(a)b,u„,b,o,„ • bno„„ 	 donde b10„, = /ron  . 

Asi, clet(A')= Esgo(a) acm, aouu 	ao,nin . 

Si 	cr'(%) entonces ao„„ = a Ja -10  , con lo que; 

aano aolua ." actinIn " a la -1(1) a 10 (I) • "ana 'go) 

Como ea' es la permutación identidad (sgn(a))(sgn(a'))= 1 

sgn(a'') = sgn(a) 

Además como a varia sobre todas las permutaciones de grado ri, también 

lo hace cr'l. 

Por lo tanto, 

det(A') = Esgn(ala -lb)  a „,-1( ,) ...ana 	= da(A). 

Supongamos que A = [cío ] es una matriz de nxm. Sea Fkril) el ideal gene-
rado por los determinantes de submatrices de kxk de A, es decir, el ideal genera. 
do por todos los menores de orden k, donde k 5 nun(n.m). Definimos F01/11= R 
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y Fk(A) = O para k> min(n,m) Entonces F A  es el k-esimo ideal determinante 
de A. Observe que: 

Fo(A) 2 F,(A)z F,(A) 	O 

Sea A - [a„] una matriz de nxn sobre R, 

Sea A,, la matriz de (n-l)x(n-l) obtenida de A eliminando el i-ésimo 

renglón y la pésima columna. 

Definimos bo = (-1rdet(A ) u 

= [b,,] 

y adj(A)= 	adj(A) es llamada la adjunta de A. 
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V. 	Matrices y Polinomios.  

Se ha demostrado anteriormente que existe un isomorfismo natural de ani-

llos entre (R[xi),, (las matrices de nxn sobre el anillo de polinomios R[xj) y 

(R),(xj, el anillo de polinomios sobre el anillo de matrices (R), 

Ahora, si x es una indeterminada sobre R y A 	[a ~~ j es una matriz en 

(R)n entonces xMa u ] está en (R[xj), 

El polinomio X(A,x)- del ixl.(a ,~ j 1 es el polinomio característico de A. 

El ideal (X(A,x)) en R[x] es el ideal característico de A. 

Notación: Usaremos el mismo símbolo x para denotar la indeterminada 

del anillo de polinomios R[xj y del anillo de polinomios (R)n[xj. 

Teorema de Cayley-Hamiltoa: 

Sea A una matriz en (R), Entonces X(A ,A) = O, es decir, A satisface 

su polinomio caracteristico. 

Se darán dos demostraciones de este teorema. La primera demostración es 

similar en estilo al método de identidades algebraicas y ha sido atribuida a L. Ro-

berts; sin embargo, una demostración similar ha sido también dada por McCoy en 

1939. 
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Primera Demostración: 

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de morfismo de anillos: 

(Z[x„ , 	xn,,]i[x) 	a 	> R[x] 

Y 

y 	 y 

(Z[x„ , 	, 	 (R), 

tales que: 

a) a: xo 	ao 	donde A = [no] y a: x 	x 

b) fi:.ro  1--) a,, 

C) 	P: X 1---> .1 

d) 	y: x 	[x,i ] 

Seaf=X([xo], x) el polinomio característico de [xo] en (Z[x„ , 	, x,,,])[x] 

f = x(Ex u l, x) = del 

X — X11 —X12 ..• 
—X21 X—X22 ... —X21/  

• 

—Xn1 —Xn2 	X — Xnn 

Sea f - X(A,x) el polinomio característico de A en R[x]. 

x—aii —a12 

x—a22 	—a2n 

—ani —an2 x—ann 

Tenemos que atf) = 	AA) 	P(1) = 8Y(I),  

p. lif 
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pero y(f) =fi[xol) = 0. 

Por lo tanto f(A) = O 

X(/1„1) = O. g 

La segunda demostración involucra morfismos de anillos y al anillo de poli-

nomios no conmutativo (1?)„[x], pero antes se discutirán algunas generalidades. 

Supongamos que S es un anillo no conmutativo. Si x es una indetermina-

da conmutativa, podemos formar de manera estandar, el anillo de polinomios S[x]. 

Sin embargo, si 1 está en S, el morfismo de sustitución S[x] ---> S[X] no está 

bien definido en general. Esto es porque si f(x) = Ea,x1  entonces fix) 	pe- 

ro generalmente Ea,X1 	. Esta dificultad podría ser superada definiendo 

una sustitución derecha (izquierda) como 

fo().) = Ea 	V(X) = EX 1  a ,) 

	

Sin embargo surge otro problema. El mapeo S[x] 	S[X] definido por 

fix) --->fo(X), aún no es un morfismo de anillos. La dificultad es con la multipli-

cacion Para ilustrarlo, supongamos que fix) = Earr' y g(x)-Ityl . Entonces 

h(x) = fix)g(x) = Ec hi donde los coeficientes ck  están dados por el producto de 

convolución ck  = 	E ai bi 	. Por lo tanto ha(X) - E (E , bip.k) Por 
hm • 	 I: 9 

otro lado, fv(X)g D(X) = (Ea,X5(Ebili) que generalmente no es igual a hi,(11.). 

Afortunadamente, en muchas ocasiones la generalidad de la situación ante-

rior no ocurre. Usualmente surgen dos tipos de morfismos: 
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Primero. 	Si R y S son anillos no necesariamente conmutativos y 

a: S 	R es un modismo de anillos, entonces a se levanta a un morfismo de 

anillos 

05: (S)n 	(R)n  , dado por: acus.,1) (a(s 0 )1 

Por ejemplo, la función 6 en la demostración anterior es de este tipo. 

Segundo. 	Usualmente estamos tratando no con (R)n [x] sino con una ma- 

triz A y con el subanillo conmutativo Rtill = (Ea ,A' la, e 121 (R conmutativo) 

de (R),, . Aquí por ejemplo, el morfismo de anillos 

R[x) ----> R[A] dado por: 

x 1--) A 

sí tiene sentido. Los mapeos 	y y de la demostración anterior san precisamente 

de este tipo. 

Ahora comenzamos con los preliminares de la segunda demostración del 

Teorema de Cayley-llamilton. La técnica es clásica y utiliza el algoritmo de la di-

visión para (R),(xl . 

Recordamos de la sección I, que para un anillo conmutativo R, si f y g 

son polinomios en R[x} donde el coeficiente principal de f es una unidad, enton-

ces existen polinomios únicos y y r con g = qf r y grado(r) < grado(/) 

r-0. De este algoritmo de la división, es fácil deducir el teorema de factor, es de-

cir, a es un cero de un polinomio si y sólo si x-a es un factor. Pero siendo a un 

cero de un polinomio es un resultado del modismo de sustitución y hemos indicado 

at 



arriba las dificultades para (R),[x] (no conmutativo) y el modismo de 

sustitución. 

Sea f(x) = A,, + 1,x + 	+ 	un polinomio en (R)n[xj. Diremos que f 

es regular si Am  es una matriz invertible. Una demostración análoga a la demos-

tración usual del algoritmo de la división para R[x] dará un algoritmo derecho e 

izquierdo de la división. Precisando, sean f y g en (R),,[x] con f regular. En-

tonces existen polinomios únicos q, , g 2 , r, y r 2  en (R),,(xj que satisfacen 

	

g = q1 f 	y g = fq, + r, 

donde grado(ri) < grado(f) ó r, O para 1 = 1,2. Nos referiremos a esto como 

el algoritmo de la división para (R)„[x). 

Supongamos que g(x) = B, 	+ B,x 	+ B,,,x m  en (R),[x] y A está en (R)„, 

Observamos que: 

x' - A' (x - A) 

• - A' (x + A)(x - A) 

• A' - (x 2  + xA + Az )(x - A) 

• - A' (x3  + A + xA2  A' )(x - A) 

• - A X
1.24 + -1 + A' )(x A) 

Multiplicamos ambos lados de la identidad por B4  para i = 1, 2„.. , m 

Bi(x` • A I ) 13,(x - A) 

13 2(x' - 	)= 132(x + A)(x - A) 

p. 12 



- 	) = Bi(x=  - x4 + A 2 )(x - A) 

	

8,(x1  • .4')=B,(x" +x+-z,4 	+A'.1  )(x - A) 

Sumamos las ecuaciones resultantes y obtenemos: 

1 1 	
- 	BIA' =IQ(x-A)I 	donde Q e (R),,[xl. 

	

Empleando la sustitución derecha 	ge(A) i  B, + B,A 	B..4"', la 

ecuación 	se convierte en: 

g(x) = Q(x A)+ gl,(A) 

Un cálculo similar nos da gi(A) y la ecuación (1) se convierte en: 

g(x) = Q(x - A)+ gi(A). 

Esto nos lleva al siguiente teorema: 

Teorema generalizado de Bézout. 

Sean g(x) = r B,x' en (1?),Ixl y A en (R), Entonces: 
' 

g(x) =  

	

QD(x-A)+ g0(4), 	g(x)= Qi(x-A)+ gi(A) 

donde Q0  y Q1  están en (R)n [x] y 

gi,(A)= 	B,A1  , 	gi(A)- 2 41.8, 
p-o 

además Q1)  g1)  y Qt ,gi  son únicos. 

Demostración: 

Sabemos que B,(x`-A')= BAx' 	x'.24 + ...+ A' .1 )(x - A) 

B,x' - 	B,4' =QD(x-A) donde QD  e (R)n [xl 
i-o 1-o 	-- 

Como gD(A)= 	BiAi, entonces g(x) = QD(x-A)+ gD(A). 
i-o 
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Análogamente, (x'- A1 )B, = (x-A)(x" + x1.2/1  + 	+ A" )B, 

xS, • IA IB,= (x-A)Q1  donde Q1  e (R)„[x] 

Como VA) = E AS, , entonces g(x) = (x-A)Q + gi(A) 

QD ,gp  , Q1  , g1  son únicos por la unicidad del algoritmo de la división 

para (R),,[xj . 

En este teorema, (R),, podría ser remplazado por un anillo no conmutativo 

S y el resultado también se cumple. 

Segunda demostración del Teorema de Cayley-liamilton. 

Sea A una matriz en (R),, y X(A,x) su polinomio característico. 

Sea X(A,x) = Bu + B ,x + + B.? e ("1[X] . 

Dividimos por la derecha al polinomio X(A,x) en (R),,[x] por (x-A). Por 

la discusión anterior, tenemos que: 

X(A,x) = Q(x-A) + X(A,A) donde Q e (R),,[x) 

Por otro lado, 	X(A,x) = (udj(x-A))(x-A) . 

Por el algoritmo de la división y la unicidad del cociente y el residuo, lene 

mos que: 

Q = adj(x-A) y X(A,A)= O 

Sea A en (R),, . Hemos estudiado a A estudiando al anillo R[A] que A ge-

nera en (R),, . A su vez, nos hemos aproximado a R[A], examinando el anillo 

de polinomios R[x] y el modismo de sustitución R[x] ----> R[A] dado por 
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x 	Fl Kernel de este morl'ismo de sustitución es llamado el ideal de relacio-

nes satisfechas por ..1 y denotado por /(A), es decir, 

/(4)-if Ittx) _AA) - 0; 

Ahora nuestro propósito es determinar 	. La caracterización de 1(A) se 

debe a McCoy en 1939. 

Recordemos que si S es un anillo conmutativo y Jel son ideales de 5', 

entonces el ideal cociente de / y J es: 

(/:✓ )= ( s e SI .11 	I) 

En particular, (0:J) es el anulador de J. 

Además, si J = (I) es un ideal principal, entonces (1:]) es denotado por 

(1•11 • 

En la sección IV definimos los ideales determinantes de una matriz de t'Ya 

El (pi-1) ideal determinante de X-A, End (X-A), es el ideal generado por los de-

terminantes de las matrices de (n-1)x(n-1) de X-A. 

El resultado de McCoy es que el ideal de relaciones satisfecho por A es 

precisamente el ideal cociente de (X(.t.x)) y el tn-I) ideal determinante de X-A. 

Teorema de McCoy. 

Sea A e (R)„. Entonces: 

1(A) = (X(A,x): Fn(X-A)) en R[x] . 
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Demostración: 

Sea g(x) e (X(A,x): F n(x-A)) . 	Entonces g(x)F n(x-A) c X(A,x) . 

Los generadores de Fn(x-A) son precisamente los elementos de adj(x-A), 

Por lo que si adj(x-A) [4(x)] entonces: 

g(x) adj(x-A) 	[g(x)4(x)1 = X(A,x)M, donde M e (R)n[x] 

Multiplicando por la izquierda por x-A, tenemos: 

(x- A)g(x) adj(x-A) = (x-A )[g(x)J(x)] = (x-A)X(A,x)11 

g(x)X(A,x)! = X(A,x)(x-A)M 

Como el coeficiente principal de X(A,x) es uno, .14/1,x) no es un divisor de 

cero en R[x] y 	g(x) = (x-A)A1 

g(A) = O 

Asl, g(x) e 1(A) . 

Recíprocamente, supongamos que g(x) e 1(A) , es decir, g(A) = O. Enton- 

ces por el teorema del factor, g(x) = (x-A)G(x) donde G(x) e (R)n[x] 

Multiplicando por adj(x-A) se obtiene: 

g(x) adj(x-A) 	(x-A) adj(x-A) G(x) 

X(A,x) G(x) 

por lo tanto, si adj(x-A) = [4(x)] entonces g(x) 4(x) e (X(A,x)) 

Como los n(x), 1 S i.j S n , generan a F„,i (x-A), entonces: 

g(x) e (X(A,x):Fna(x-,1)) . 
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Yh 	Sistemas de Ecuaciones Lineales.  

Uno de los problemas más antiguos del álgebrea lineal fue la solución de 

ecuaciones lineales y de sistemas de ecuaciones lineales, sobre los racionales y los 

enteros. 

Esta sección examina las soluciones x, , 	, x„ en un anillo conmutativo R 

de un sistema de ecuaciones lineales 

a„.z1 + ...+ ai ,x„= b, 

am pt y + + amnxn -b. 

donde los ay  y b,, 1 	i 5m, 1 5,11 ti, están en R. 

Sean X = [x, 	xn]t  , 13 = [b,,... 	y A = [a„], el sistema anterior 

podría ser escrito en forma matricial como: 

AX 8 

Si m > n, podríamos introducir las variables x„,1  , 	,x„ y definir ao = O 

para l 5 i 5 nt, pp-1 5 j 5 ni. En consecuencia, podemos suponer sin pérdida de 

generalidad que m 5 n siempre que esto sea conveniente. 

Para ilustrar el tratamiento de ideales determinantes que utilizamos, supon-

gamos que A es una matriz cuadrada de tamaño u. Sea Al, la submatriz de A 

que se obtiene eliminandio el renglón 1 y la columna j. Entonces de la fórmula 

de la adjunta se obtiene: 

adj(A)AX udj(A)B 
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b, 

_ bm 

(kt(A)IX = adj(A)B 

x, 	(-1)2  det(A „) 
der(A)Í 

Xn 	(-1) I"  det (A in) 	(— I )""ndet (Anon) 

J-1 

(-1)'';det(Ain)bj 

Esto es, 

det(A)xi  = j EI (.1)j-det(A,,)b, = jl  c.1 	11 b cI  = 

donde c es el cofactor de afi  y Eb c es la expansión de la matriz M1  sobre la 

1-ésima columna. 

det(A)x, = detilf; 
 = dm .111...a 11_1b1 airs.i...a I n  

[ 
ani...ani_ib„ ani.i...ann  

para 1 1 / 5 n. En particular, si dei(A) es una unidad, entonces se podrá resolver 

de manera única para x, , 1 5 1 5 n. La técnica anterior es llamada la Regla de 

Cramer o Método de Cramer. 

Ahora se extenderá para el caso mxti. Recordemos que anteriormente se de-

finió a F,(A) como el ideal generado por todos los determinantes de las submatri-

ces de txt de A. F,(A) es el t-ésimo ideal determinante de A. 

Teorema: Consideremos un sistema de ecuaciones AX - B donde A es 

una matriz de mxn. Si este sistema tiene una solución entonces los ideales deter-

minantes de A son los mismos que los ideales determinantes de la matriz aumen-

tada [A, B] . 
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Demostración: 

Como las submatrices de A son también submatrices de [A,81 , tenemos 

que: 

F,(A)Q F,([,1,8j) 

Ahora es necesario mostrar que F,([A,B1) g F,(A), para lo cual se exami» 

narán los generadores de F,(A) si éstos no involucran elementos de B. Considera• 

remos este caso. Como AX = 8 tiene una solución, existen x, , 	xy  en R con 

el i•ésimo renglón igual a: 

(anx 	ai2x2  + 	JI) a1, 1x,_1 	+ ainxn 

Entonces, 

= 

I 5 i 5 . 

	

b
av 	para 1 5 i5 t 

Ti 	 T/ 

	

Sea T, = detí donde ;r= [a] I 	t 
b: al/ a13 .„ ai r  

	

a22 a / 3 	(121 

brarz 0,3 ...a,,  

	

25j5t y para k = 1+1, 	, in sea Ti = det 1[ 

j = k, 2, 3, ... , 1 	donde: 

aila12#213 .ai r  

a214222 023 .. a:, 

14 0,2 a,3 

Sea L = deil[b i ,au11 = 

TI = 



Por el método de Cramer 

adiag 

xi 
X2 

Xt 

= adja) 

b i  
b2 

b, 
i.t.I 

02, 

(10 

x, 

del(.T)! 

xl 
X2 adj b2  - 	a) 

b1 

b, 

• adi(Á) 
j.tri 

al, 
az) 

ay j 

xj 

  

- E (-I)'r Idet(4,1)b, 

i (-1 Y+2det(A.,2)b1  = 

   

T, 

xl 

X2 - 	adj(A 

aU 

ay 

x, 

   

   

(-lY*Idet(Alab, 
J"I 

  

     

      

       

(-irdet(Ajab, 
1'l 

(-1Y+2de1(Al2 )b, 
1.1 

(-1)'+`clet(Mbi  

k I 
(-1)"'det(AkiPki 

. 

(—I)kr2  det hjak., 
Á-1 

(-1)4+rdet(Ali)akr 

T, X2 
1.I+1 

que da como primer renglón: 

T,x,= 
2
E I I 	 1 

( -1 y .  ider(A ji )b - 	(
k
i 

1
(-1)1' I der(Aki )akdx j  = 	 1.9+. 
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=c b 	( 	cli akI )x 
pst 	1-rfl k-1 	• 

= 	b,c,, - 2 ( 	akick dx, 
pspa L-1  

1.4 a12 .•. al, 

= L 

a2, .•• arf 

L • 	Tx 
1-1+1 

Por lo tanto L (un generador de 

X
1  

F,([A,BJ)) es una combinación R-lineal de 

generadores de F,(A). El teorema se obtiene permutando los renglones y las co- 

lumnas de A y aplicando el argumento anterior. • 

La condición del teorema anterior no es suficiente para asegurar una solu- 

ción de AX = B. Camion. Levy y Mann han dado un ejemplo donde los ideales de- 

terminantes de A y los de la matriz aumentada L4.81 	coinciden para toda 1, 

pero AX - B no tienen solución. 

El método de Cramer indica que la existencia de una solución depende en 

parte de la acción de dei(A) y de los menores de A sobre las x 	1 515n. Esto 

ha dado origen a dos tipos de "rango" de una matriz. 

Decimos que el rango de una matriz A de nixn, rank(A j, es el en-

tero no negativo más grande 1 tal que F,(A) O. Recordamos que F,(A) = O para 

•• min(m,n}. Por lo tanto, O 5 rank(A)smin(m,n1. 

El rango de McCoy de una matriz A de mxn, es d entero más grande I tal 

que AnnR (F,(A)) = O donde AnnR(F,(A))= (r e R 1 rb,(A) = 01. 
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Sea A una matriz de mxn. Consideremos la ecuación AX = B. Supondre- 

mos que ni I n. Suponemos que el rango de McCoy es igual a m, sea F.* el 

ideal generado por todos los determinantes de las submatrices de mxm de [A,8] 

que no son submatrices de A. 

Teorema: (Camion, Levy, Mann) 

Sea A una matriz de nixn donde in 5 n y el rango de McCoy es igual a ni. 

Si para algún ideal Q y algún a no divisor de cero se tiene: 

QF,(A) (a) QF.*  

entonces AX = 8 tiene solución, 

Demostración: 

Supongamos que A = [au ] 

Como el rango de McCoy es igual a ni, existe un determinante distinto de 

cero 

det[ 	ai„, 	o  

a ItIM 

(,) am/x, 
1.1 

Lo que implica que 
	Pub, 	 donde x j'" e F.*, 1 S 1 5 ni 

p. 72  
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Haciendo 

P"b - 2 a r"' 	( I i 5 un 
i ,t 1/* 

Sean r" 	7 4" los determinantes distintos de cero de suhmatrices de mx/it 

de A. Corno se hizo anteriormente se puede obtener las siguientes ecuaciones. 

a x ( s ) = r' I 	 I 5 s 5 1, 	I 	i 5 ni. 

donde cada xt")  está en F„,* , y 

[

alt aim I 

ami amm 

Entonces 

71') 

71 I 

7" 

= der(A)1 

6, 
12 2  

bm  

b l  
62  

bm  

, 
= dei(A) 

= del(.) 

Áadj(Á) 

b1  
b 2  

bm 

b1  

b2  

b„, 

2.ad/(r) 

iladj(71) 

b1  
b 2  

bm  

b1  
b2 

bm 

     

   

III 
an ... atm 	X1 

il 
a2i a2m X2 

ami /,. anuo 	Xm  
ll 

donde .v (i  e Fm• . 

   

[
all 
ami ...a„,,,, 

1-I 
OrdetAmbi  

_J- 1  
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Como (a) g QFm(A), existen q, , 	, y, e Q tales que ± q< 7"/  = a s- 
q T(' )  = 

s. i 

E q,141)b, = ab, 
s1 

iq t a x (s)  = ab 
s-i J.1 u 

t cut r (' )  = j.t  b•r 

E a (Eq x ls) ) = abI, J., o 	J 	 e F.* 

Como mis)  E QF„,' c (a) entonces para alguna 

ti,sx  

Como a no divide a cero, se divide por a y se obtiene una solución 

t a )1 	I 	b  

Una aplicación del teorema anterior es dada por el siguiente corolario. 

Supongamos que para un anillo conmutativo R, el m-ésimo ideal determi-

nante de una matriz A de mxn es R, es decir, los mxm determinantes de A 

generan a R. Entonces claramente el rango de McCoy de A es igual a In 

FM(A) = R= (I) z F.,' donde Q = (1). Esto da el siguiente resultado: 

Corolario: Sea A una matriz de mxm. Si Fin(A)= R entonces AX = 8 

tiene solución. 
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Teorema (McCoy) 

Sea A una matriz de mxn sobre R. La ecuación matricial AA' - O tiene 

	

una solución no trivial A' = [x, , 	, x„r si y solo si el rango de McCoy de A es 

menor que n. 

Demostración: 

Supongamos que AX = O tiene una solución no trivial. 

Supongamos A' - 	, 	, 	con r, E R y como alguna de las ir, es (lis- 

tinta de cero, podemos afirmar sin pérdida de generalidad que x, * O. 

Se afirma que AnnR (F,(A)) o 0. Se demostrará que al menos tiene un ele- 

mento * O. 

Si n > m entonces Fn(A) = O por lo que A„,,,(FJA )) = R. 

Podemos suponer que n 5 ni. 

r aii 	ato 
Sea D el determinante de la submatriz 

	
T 

L 	ann j 

Dz, = O ya que Ti = O 

	

:X" 	(adj(T))Ti = O 

Similarmente, si D es el determinante de cualquier submatriz de nxn de A, 

entonces Di, = 0. Por lo tanto, z, está en Ann(F,(A)). 

Por lo tanto el Rango de McCoy (A) < n. 

Supongamos que el Rango de McCoy (A) = t 
	

1 < n 

A n„,(1.;. 1 (A)) * O 

Existe y E R con y *O y F,..i (A)y ü O 
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Si t = O entonces Ei(A)y - O. 

F,(A) es el ideal generado por los determinantes de I w. I que son las entra- 

das de la matriz [cr o l . 

Por lo tanto ci„iy- O para toda all' entonces x, = y para I 	i 5 n da una 

solución no trivial. 

Supongamos que t > O. Entonces el producto de y y algún generador de 

F,(A) es diferente de cero. 

Este generador es el determinante de alguna submatriz de txt de A. Permu-

tando renglones y columnas, podemos suponer que es la submatriz 7' donde 

ati .,, al, 
T= 

ari 	a,, 

Consideremos la submatriz 

a, 	an+1 
T 

al+1 	a f.i t.i 

de tfl x1+1 

Para 1 5 i 5 	sea D, el determinante de la submatriz T obtenida de 

eliminar el renglón II I y la columna i. 

Sea e,= 	)1'• 1)41D, 

llagamos 	- ye,. 	( 15 	i+1) 

(IF2 5 i 5n) 
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Si 	= [1 
r 
I 	n 

E a 1151, 
= 

= 1 	
a21311 

1-1 

t a  

enonces: 

(Yi  a lie/ J 
nl 

a2 ie t )y 
I 

amiejly 
1 ,* 

O 
O 

10J 

ya que 	E <4,9-0 para 	I 	tSt 
t-t ay 

y 	(
aye r ) v= o para 

z-I 
i+t 

ya que y está en el A,,,,„(F,.. 1 1.1)) 	E a e es un generador de i „ I 	ti 

F, 	(A). es decir, es un determinante de una submatriz de (t+ I )‹(t+ I ) de A. 

Finalmente, i# O puesto que 	= ye,, t  = y der(7) 	O . 

Lo anterior muestra que si el rango de McCoy es menor que n. entonces 

AX= O tiene una solución no trivial. 

Supongamos que AX- O tiene una solución no trivial, y supongamos que 

[.í; 	, 	j con i en R y como alguna de las 	es distinta de cero pode- 

mos afirmar sin pérdida de generalidad que 	# O. 

Se afirma que A,,,,,(F,,(A))* O. Se demostrará que al menos tiene un ele-

mento *O. 

Si n > ni entonces F,,(A) = O y por lo tanto A.,(F,,(A)) - R. Podemos 

suponer que n S ni. 
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Sea D el determinante de la submatriz 

ail 
T 

ani 	ann 

Entonces D.i; O, ya que Ti= O implica que Di = adj(T)Ti = O. 

Similarmente, si I) es el determinante de cualquier submatriz de !Pm de 

A, entonces Di, = O. Por lo tanto x, está en A mi«  (Fn(A)). Esto completa la de- 

mostración. • 

Corolario: 

El sistema 

aux' + ...-1-ainx, =O 

linIX I 	••• 	alinXn = O 

tiene una solución no trivial si y sólo si el delfaoi es un divisor de cero en R. 
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FE DE ERRATAS 

Al final de la demostración de la página 30 , se debe incluir la siguiente proposición: 

Proposición: 
Sea R un anillo conmutativo y filx1 el anillo de polinomios. Entonces existe 

un isomorfismo natural de los siguientes anillos: (R[x11
n  -1* (R1n[xl. 

nu 	 nu  Demostración: 

Sean ft,(x1= E ahun Xk  y 91.41= Ebk(In xk  en R[x.1 y definimos y : [ft,(x111-4 Etakunl x
k 

k=o 

k=0 	
k=0 

 

donde n= max(nu) , non en R, 15i,j5n , 05k5n. 

(P(f + g) = 911fu
lx11 + Rblx111= 91[hu(x111 

nll 	 nn 	 n 	 n 

donde hulx1= fú(x) + gi,(x)-= Eakunxk + E b k (U ) Xk = E(aku»+ Lo) xk = E c.) Xk  

k=0 	k=0 	 k=0 	
k=0 

n 	 n 	
n 	 n 

(pdhu(X)1) = 
Ere.] xk = Da.) .. bk(iili xk = E[aholxk + Etb.lxk = 9(f) + (p(g). 

k=0 	 k=0 
k=0 	 k=0

TU '9) = (PM ii(X)1* [gjp(X)1)= q)(11(p(X)1) 

n 	 n 	sitt 	top 	 r 

donde h,p(x1= E ft,(x).g.„(x)= E (lEa.) xkb Eh. xk)) = E c,(0) xi , r = nu  4- mii, 

PI 

t=0 
J.1 	k=0 	k=0  

r 	 r 	
t 

(Pe 1  tp(X9 = 9 (Ir, Cnip) xt  1) = Eleicipbt 	 donde Cicip) = Eiamnib, _ ,upi , 

,..0 	t.0 	
,=0 

= Era.)ixk 1E1),(1,)] Xk  =9 ([fi/(x111' 9 (W0(4= 9(f). (p(g). 11 	 11 

k=0 	k=o 

Supongamos 	91[fil(x)] 1 = 9([Vi.,(x)11 

n 	 n 

Eraholxk = E [aoi] 
xk dos polinomios son iguales si sus correspondientes coeficientes son iguales 

k=0 	 k=0 

laktul=taittni 	
para toda k en (0,1,...,n) 

fu(x) = ft olx) para toda (ii) 

nu 	 nu 

Í donde fjx1= Ea.) xk  y fulx1= Ea.) xk 

k=0 	
k=0 

por lo tanto ify(x)1 = U'llx1j. 	• 
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