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Et, peut-8tre, les méats, invitant fes orages

Sont-ils de caux qu'un vent panche sur les naufrages
Perdus, sans méts, sans mats, ni fertiles llots.,.

Mais, 6 mon coeur, entends le chant des matelots! {*)

S. Mallarmé

Gracias quiero dar af divino
Laberinto de los efectos y de las causas

oy

Por el 4igebra, palacio de precisos cristales, ...

J.L.Borgas

{*} Aunque, tal vez, los mdstiles que invitan huracanes
Son squeiios qus of visnto doblaga en Jos naufregios
Posdidos, sin méstiles, sin mdstiles ni fértiles islotes...
(Mds, oh én mio, ha idn de los
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INTRODUCCION

El propdsito de este trabajo es resumir y hacer accesible algunos de los
resultados basicos de la Teorla de Matrices sotre un Anillo Conmutativo. Algunos
de estos resultados son extensiones sencillas de resultados analogos para el caso
en que el anillo es un Campo, otros se encuentran aln dispersos en |a literatura y
otros son de publicacién reciente.

Se desarrollan los elementos de la Teoria de polinomios sobre Anillos
Conmutativos, la cual juega un papel significativo en la Teoria de Matrices y en el
Algebra Lineal, y que nos permiten resolver un Sistema de ecuaclones lineales
sobre un Anillo Conmutativo,

Contiene algunos ejercicios que son sencillos o de calculo. otros que han
sido seleccionados de varios articulos de investigacion y otros que éxaminan la
teoria para los casos particulares de Anillos Conmutativos.

El capitulo | redne una serie de proposiciones sobre el Anillo de Polinomios
Rix] con coeficientes en un Anillo Conmutativo R. Asimismo se dan' algunas
caracterizaciones de este anilio y del anillo de series de potencias formaléé R{{x]]

demostrandose algunas de sus propledades e incluye ef Teorema de la Base de

Hilbert. ,
En el capitulo li se define la funcién matriz con entradas en un Anilio
Conmutativo y se analizan el Anillo de Matrices de mxn, denotado por (R)m. ¥ €



Anillo de matrices de nxn, denotado por (R), con las operaciones suma y
multiplicacion. También se da una caracterizacion del centro de (R), vy se
demuestran los siguientes isomorfismos de anillos: (R[x}), = (R).[x} y (R)/(A), =
(R/A), donde A es un ideal de R, Ademas se muestran algunas propiedades de la
matriz transpuesta y de la traza de una matriz.

En el capltulo Il se da una caractesizacién de los ideales del anillo de
matrices cuadradas de orden n. (R),.

La funcién determinante y sus propiedades se analizan en el capitulo |V y
se demuestra que el determinante de un subarreglo de una matriz es igual a la
suma de productos de subarreglos. De este teorema se desprende gue el det(A-B)
= det(A)det(B) donde A y B son matrices de orden n. Asimismo. en este capitulo
se definen o que son los /deales deferminantes.

En el capitulo V se dan doé demostraciones del clasico teorema de Cayley-
Hamilton y 1a demostracién del teorema de McCoy utilizando fos conceptos vistos
en los capitulos anteriores. ‘

Finalmente, en el capitulo VI se examinan ias soluciones en un aniflo
conmutativo R para un sistema de ecuaciones lineales con coeficientes en un
anillo R. ,
Por tltimo, quiero hacer manifiesta mi infinita gratitud al Dr. Hugo A. Rincén
Msjta por su paciente fabor en la direccion de esta tesis.



1. E) Anillo de Polinomios

Esta seccion redne la teoria elemer}lal de polinomios que s¢ necesitara a lo
largo de este 1rabajo.

Sea R un anillo  conmutativo v x una indeterminada sobre R El anillo de
poltnomios R{x] y el anitlo de series de potencias formales R{{x]] son fundamen-
tales para ¢l estudio de anillos conmutatives. La importancia de los polino-
mios esta basada en el morfismo de sustitucion

Praposicién: Supongamos que G:R -—— § es un morfismo de anillos
y o)A = A6(r) para alguna A Nja en Sy para toda reR  Entonces exisie un
unico morfismo de anillos &, :R{x| —~— § 1al que:

a)airy=air)  paratoda ren R

bya.(xy =2

Precisando, o.:R[x] —- § esta dada por
oi.(Zax'y=Tola)

y hace que el siguiente diagrama conntte:

Rix)

¢
R —~—p
ag

p. 1




Demostracion:

6, . ilry=o;(itn) = 0o,(r) = o(r)

Sean Ax)= & qx! vy &N= § b,x/ en Rlx], entonces:
1= 0 i=0

— n
G}_(f+ g) N O",,(z a,x' + % b,xf)
iwf) j=0
= G;.( z Ckxk) donde ¢, = a,+ b,
k=0
k=0,..,r y r=max{nm}

= ¥ alc At

k=g

= £ ola; + b

K=o
= £ ota p+atb
= éo o(@M* + a(bA*

= by $ k
kgo olar +k§0 o(b )\

= q.[ % & R
G,,(‘?o ¥ ) +G;_(k§0 b“x )

=a,(f)+0,(8)

°.08) = 0’-((:?0a’x')(jgobjx1)) . . : {

= 0;.(;: ckx") donde ck:/éoa‘b"' yr=ntm.
) - ‘ S

= k ‘ i R
Ch : i
gt e

= § o(Zabr)nt
A=Q




H

£ (£ otadotbia)n

"

io sla)r' & oW
L J

={

cx;,(,'él,‘J a,x') c>,(j§fo b,x/)

=a,(flo,(g) g

El morfismo de sustitucién caracteriza a R{x] salvo 1somorfismo de

H

anillos.

Ahora examinaremos algunos casos del morfismo’de sutitucion.

Primer caso. Supongamos S =R y o lafuncion identidad. Entonces si
AN = S ax's 6,0) = i ax’)=Zo@) =L ar =)

a,(f) serd denotado por flx).

El Kernel d¢ a,, Ker(g,). es unidealen R[x], Hamado el idcal de rela-
ciones satisfechas por A, Para examinar los elementos en el ideal de relaciones de
A, recordemos que si f1x) cstd en R[x] es un polinomio ménico cuando su coefi-
ciente principal ¢s uno; vy que si g(x) esta en R[x] entonces, por el algoritmo de la
division, existen q(x) y r(x) Unicos en R[x] con g(x) = g(x)Ax) + r(x’) donde
rx)=0 0 grado rx) < grado flx).

Es facil ver que el algoritmo de la division y el morfismo de sustitucion es-

1an relacionados por ¢l teorema del residuo:
g(x) = (x - A)gix) + r(x) donde r(x) = 0,(8) = §(A). Esto nos lleva al si-

guiente teorema:

p-3




Teorema del factor: Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) g(x) estd en el ideal de refaciones satisfechas por A, es decir, g(x) = 0.

b) glx) = (x - A)g(x) para algin q(x) en R[x], es decir, x - 2. es factor de
8(x).

Demostracion:

Por ¢l aigoritmo de la division, existen g(x) y r(x) en R[x], unicos tales que
g(x) = (x - M)g(x) + r(x) donde grado r(x) < 1, 6 r{x) = 0, por lo que r(X) ¢s una
conslénte.

Como g{)\) = 0 entonces r(x) =0

Por otro lado, g(A) = (% - A} = 0. s
Seguado caso. Sea 0: R ——T un morfismo de anillos. sea S=1T{x] y

sea A = x. Entonces ox(Ta,x') = Lala)x!
Proposicién: Si A= Ker(o) entonces Ker(o,) = A[x] = (Lax'fa; € 4}

Demostracién:

Supongamos que 4 = Ker(c).
Seafix) = Zawx'e Ker(a,).

0= 0,() = 0,(Za,x) = Zo(a,)x' porlo que 6(a,) = 0 para toda i, asi

a; € A paratoda i, por lo tanto:
Lax'=Ax)e Alx].
Ses fix)= Ea,x' € Alx]

6, (Zax) = Zo(a)x' = 0, por lo que Eax' € Ker(a,)

por lo tanto, Alx] = Ker(o,).




Si g ¢s sobreyectiva entonces:
T=R Ker(c} = R/A, {1 Teorema de isomorfismo)
o, es sobreyectiva  por lo que:
T{x} = Rlx) Ker(a) = Rix)/4lx]

por lo tanto RixVAlx} = (RA)N] g

Proposicion: o ¢s inyectiva (sobreyectiva) si y sélo  si o ¢s inyecti-
vi (sobreyectiva).

Demostracion:

o es invectivasi y solo si Kera =4 =0 porloque A[x}=Kers, =0 si
v solo si @, es inyectiva,

Ahora supongamos que G es sobrevectiva

Sea gixy= Zhx' e T(x) conbd, e T.

Como T'= Ime, existe a, € R tal que o(a,) = b, por fo que g(x) = Tby' =
= Zo(ax' = o, (Zax') porlo tante o, es sobreyectiva.

Supongamos que o, es sobreyectiva.

Sea b e T g T[x], como o, es sobrevectiva, existe flx) = Za,.\" e R[x)1al
que 0, = o (Zax') = Lo(a)x' = b, por lo que o(a,) = b, es decir, G es so-
breyectiva. g ’

Proposicidn: R es un dominio entero si y sélo si Rix] ¢s un dominio

entero.




Demostracién:
] )

Sean fix) = 'Zoa,.v‘ y glx)= 'zf b/ en R[x], dondea,#b . Entonces:
(A j=0

URE

Sx) g0y =" (k. donde ¢, = & gp,.. ¥ el coeficiente de x" " es
k=0 i=0

a.b, que ¢s distinto de cero ya que R es un dominio entero.

Por lo tanto si flx) y g(x) son distintos de cero, flx)g(x) es distinto de cero.
Esto implica que R{x}es un dominio entero. g

Proposicidn: A4 es un ideal primo si y solo si K.{ es un dominio
entero.

Demostracién:

Sean r+d, ri+d € R4, r,r,e R

(r,+ Axry+ Ay =rry+ A=4d, porloque r,r,e 4.

Como A4 es un ideal primo, r, € 4 0 rye 4, loque implicaque ri+ 4 =4
6 r~Ad=4

Reciprocamente, supongamos que R/A es un dominio entero.

Sea ryry e d, entonces riryt A=Ay rirtd=(r-A)r+4) por lo

que ri+d=4 6 rprd=4 porlotanto, ried 6 rned g
Proposicién: A es un ideal primo si y solo si A{x] ¢s un ideal primo e‘n

Rlx).

p. 6




Demostracién:  Si A es un ideal primo, entonces R/ es un dominio en-
tero por lo que (R/A)[x] es también un dominio entero vy (Rx] = R{x)/A|x|
por fo tanto {{x] es un ideal primo en R[x}].

Anilogamente se cumple el reciproco. g

Proposicién: Sea 61 R —— § un mortismo de anillos conmutativos.
Entonces o induce un morfismo de amilos o en los anillos de series de potencias

formales,

o, Rlix} —-» Siixf) dado por:

l

3\ v )
o a,.\"/l = 2.0 ala,)x!

B | 24 B

)

Demostracion;

Sean fiy) = f.a,x‘ y glx)= iﬂb,xf en R{{x1].
)=

120
. I f. r
o/-g1= O (E ax'+ T b,,\")
1=l AL
= $ 3 de = =
= G‘(/.Zo ckx‘) donde .= a, + b, k=012
= & k
b G(C‘k).\'
k=0

- ki) (ola ) +atb)x!

= éo o((ax* + o(bix¥)

- ‘?fiu olaiy* + ‘_::?U o(bint

= a‘(,?o awx ‘) +m{, ?o byx '} =a(f)+0,48)

p.7




o8~ o.-(f ax! 3 b,x/)
=) =0

- x X - X
= o;(i‘. q.\") donde ¢, = 5 arbi
k=0 ey
= & i
p) G(Ck).\'
k=0

) éo O (/ -io a'b""')xk
* k>:io (' ;fo n(m)c(bk-;))x"

x £
B Y olax L o)
2 olan %, 00

= 5 an) ol & pot) = g /) olg)
cr,;(‘z:(l ax ) ox\,:;o b,xl) Aodg) u
Proposicion: Sea g=b,+bx+ .. +by" - enR[x]]. gesuna

unidad en R([[x]] si y sélo si b, es una unidad en R.

Demostracién:

Como g es una unidad, existe glx) = kio b'k\'k en R[ix]] tal que
8(x)g'(x)=1 por lo tanto byb', = 1. Asi, b, es una unidad en R.

Para el reciproco se procede inductivamente para definir los coeficientes de
una serie de potencias g'(x) = éo b'kx" en R[(x]] que serd el inverso de g(x).

Como b, es una unidad tomamos b', = b, y suponemos que los coeficientes
b, by, ..., b'y, hansido definidos previamente.

Sea b'y=-b," (b by, +byb' + ... +bbY)

Entonces g(x) g'(x) = § ,x¢ dondec= :Eo by,
k=0 *

p. 8




Asl, b,b', =1, mientras que para k 2 |

cp=bobly v bb'y v bybly v bbY,

Dby (B, 'y = by by + o = b by )) T by B, bbb b

#

S(bb L rbyb b by bbby bbb
=0
; 3 O E k .
Por lo que sc tiene { % bpx b x") =1,y asi g tiene mverso en
0 AV

R{(x1). ™
Proposicién: La suma de una unidad mis un clemento milpotente ¢s

una unidad.

Demostracion:

Sea « unaunidad de R y n un elemento nilpotente de R, entonees existe
k20 tal que n*= 0. Ahora construiremos el inverso de u + n.

(un)u's nut - wat e nPut - L - hfmb®n 4 Ptk

whaoe et - et - it e ORIy G

i

k-3

et entu + = GOt e cF bt

Lot + niwte phu? v e (DPIR I e bt

T AN LS TR S Y Dl T I G D o AL |

Por lo tanto uvn ¢s una unidaden R. g

Proposicion: fixy= § gx! esunaunidaden Rx] siy sélosia,
i=0

es una unidaden R y a, a,, ..., @, son nilpotentes.

p. 9
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Demostracion:

Supongamos que flx) = Tax' ¢S una unidad en R[x] Entonces existe
g(x) =T hx! en Rix] tal que flx)g(x)=1, porloqueash,=1 yasi a, csum
unidad en R.

Sea P unideal primo de R, entonces P{x] esun ideal primoen Rix] y
ademas R[xV/P[x] = (R/P)[x]).

Por lo que la imagen homomorfa de fix) en (R/P)[x], (@,)~P) = (@, +P)x ..+
(a,*P)x" debe ser una unidad en (R/P)[x].

Como R/P es un dominio entero, las Unicas unidades de (R/P){x] son las
unidades de R/P, es decir, los polinomios constantes diferentes de cero, l(; que
implicaque a+P = a+P = .. = q-P = P.

Porlo tante, a,, a,, ..., a, € P.

Como esta afirmacién se cumple para todo ideal primo de R, se sigue que
a,,a,...,a, €radR, porloque a, a,,..,qa, sonnilpotentes.

Si a, esunaunidaden R vy los demds coenficientes a,,a,, .., a, son

nilpotentes, entonces el polinomio Ax) = a, +a,x + ax’~ ... ~ a,x" es la suma

de una unidad mds un elemento nilpotente por lo que fix) es una unidad en R[x]. g

Definicién: Sea R un anillo conmutativo. El radical primo de R,

radR, es la interseccidn de todos los ideales primos de R.

p. 10
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Deflnicién: Sea R un anillo conmutativo. El nil-radical de R es ¢l
conjunto que consiste de todos los elementos nilpotentes de R.

Proposicibn: R un anillo conmutativo. El radical primo de R coinci-
de con el nil-radical de R.

Demostracién;

Sea P unideal primo d¢e R ysea a unelemento del nil-radical de R, en-
tonces existe 1> 0 tal que a" =0 € P. Como P ¢s un ideal primo, aa™' e P.
se tiene que a € P. Porlotanto a € radR.

Reciprocamente, sea a € radR

Supongamos que @ noes nilpotente.

Sea T={/SR|n>0 = a"el} y I estdordenado por la inclusion.

Porel lema de Zorn, I tiene unelemento méximo. Sea P el elemento ma-
ximo de L. Ahora se mostrard que P e¢s un ideal primo que no conticne a a,lo
que contradice el hecho de que @ e radR.

Sea xy e P.

Supongamos que x ¢ P y y ¢ P, entonces los ideéles ‘P+Rx 'y P+Ry k
contienen estrictamente a P y ademas no pertenecen a IZ. Por ld tan‘to, a)” €
P+Rxy a"e P+Ry paraciertas myn. Estoimplica que a" " esti en. P+Rxy <
Pporloque a"" e P locual es inposible, porlotanto P es un ideal primo

talquea e P




Asi, a estd en el nil-radical de R

Proposicién: Ax) = Ea,x' ¢s un divisor de cero en R[x] siy solo si
existe r#0 en R con rf=0.

Demostracién:

El proceso de la demostracion se ilustrard con un ejemplo.

En particular, si el coeficiente de alguna potencia d¢ x en fix) no esun
divisor de cero en R, flx) no es un divisor de cero en R[x].

Supongamos que flx) tiene grado positivo. Sean flx) = a,+a,x'+a,x*+a,x’
donde a; = 0, y g(x) = by+b,x'+bx* donde b, # 0, tal que g(x)1x) = 0. Mostrare-
mos que existe un polinomio g'(x) # 0 tal que grado g'(x) < grado g(x) v que
ademas g'(x)fix)=0.

Como 0 =g(x)Ax)=a,b,+ (a,b, + a,b,)x + (a,b, ~ a,b, ~ a,b,)x* +

+(a b, +ab, +a,b,)x* + (a,b, +a,b, n* - a, b, x,
el coeficiente de x* en este producto debe ser cero, es decir, debemos tener que
a,b, = 0, esto implica que (a,g(x))flx) = 0.

a,8(x) = ay(by+ b,x + byx')=a,(b,+ b,x), porlo que grado (a;g(x))<2
6 a,g(x)=0.

Si a,g(x) # 0 entonces definimos g'(x) = a,8(x).

Si a,g(x) =0 entonces a,b,=a,b, =a,b,=0, esto quiere decir que:

gxWx) = a b+ (a, b, ~a by)x + (a,by+ a b, +a,b)x -

p. 12




rtayh, ayh )t a byt

=(b, tbyx - bx(a, ~a,xa,xt)=0,
por lo que a,b, =0, esto implica que (a,g(x)Ax) =0

a,g(x)=a,(b, + bx~ b,x*)=a,th,~ b x) porloque grado (a,g(x)) <2
0 a,g(x)=0

Si a,g(x) # 0 entonces definimos g'(x) = a,g(x).

St a,g(x) =0, entonces a,b,=a,b, =a,b, =0, esto quiere decir que:

g Wx) =a,b, + (a, b, < a, b)x+ (a, b, + a b )x* - a, b, &°

=(b,+ b,x+b,x*)(a, ~ax) =0, porloque ab,=0.

Esto implica que (a, g(x)Yx) = 0.

a,gx)= a,(h,~ bx-bx*y=a, (b,+ b .x) porloque grado (a,gix)) <2
0 a,gx)=0

Si a,gtx)# 0, cntonces definimos g'(x) = aq, gix)

Si a,g(x) =0, entonces la, b,=ab =a b =0 estoquiere decir que:
gEXVAX) = a, b, »ayh x = a,b,x = (b= b x+byx"1a, = 0. porlo que
XX = a,8x) = 0.

Si tenemos que a,g(x) #0, u,g(x) 20, a,g(x) 20, a,g(x) 20, entonces he-
mos encontrado un g'(x) con las caracteristicas que queriamos.

Si a,glx) =a,gix)=a,gx) =a,glx) =0, sesigue que a, b, = a,b, =qb,

= a,b,= 0, estoes, b,fix) =0 v b, esdistinto de ceroy de grado cero.

p. 13
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Por lo tanto, en todos los casos existe un g'(x) de grado menar que g(x) tal
que g'(xYlx) = 0.
Si g'(x) esde grado 1, repitiendo el argumente por el cual pasamos de gix)

a g'(x), mostraremos que existe un elemento diferente de cero, r en R tal que

Mx)=0 g

Propasicidn: Nx) = ﬁoa"\.l es nilpotente en R[x] si y solo si
i~
a,,a,,a,,..,a, sonnilpotentes.

Demostracion:

Sea P unideal primo de R, entonces P[x] es un ideal primo de R[x]. Co-

mo fix) es nilpotente, Ax) e Plx] v porlotanto a, € P para i20,4q, ¢s

nilpotente.
Reciprocamente, suma de nilpotentes es nilpotente. a
x B
Proposicién: Si gix) = Zo bix' es nilpotente en R[{x]], entonces
jm

b, es nilpotente para cada i, (el reciproco se cumple si- R es noetheriano).
Demostracién:

Sea P un ideal primo en R entonces P{(x]] es un ideal primoy en Rfix1}.

Como g(x) es nilpotente, g(x) € P(x)] yporlotanto b & P para i 20. Como

P es arbitrario, b, es nilpotente. g

Si S es un anillo conmutativo, denotamos por S* el grupo de unidades de S.
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Sea a, R[x]~-— R (Respectivamente R[{x}] —— R} el mortismo "tée-
mino constante”, es decir, sustituir x por 0. Entonces o, induce un morfismo so-
breyectivo de grupos.

o, . R[x]* —— R* irespectivamente R{[v]]* —— R*).

Proposicidn: Sea U, = kera,, a, R[x|* — R*. fixje U, ¢es decir,
T xn=A0) = 1, siysolosi Ax)=1-ax+ .. - a,,x" donde a,..., a, son nil-
potentes. Sea V= rudR. Entonces rad(R{x]) = N[x] y fixy e U, siy sdlosi
Axy e L+ xNx). Poriotanto U= - xV{x] ytenemos una sucesion exacta

| == | ¢ XN[x] =2 R[5]* — R* —= |
que se escinde bajo la inclusion natural R¥ —— Rlx}* v por lo tanto, R{x]* =
R*[1-xNixi).

Demostracion:

Si Ax) e U, entonces o, fixy) =0} =1, lo que significa que ¢l término
constante ¢s §, por lo tanto fx) = 1 = ax + .. + a,x" e R[x]*. es decir, fix) es una
unidad en R[x] porioque u,, ..., a, son nilpotentes.

Si i) =1+ax~.. ~ax" cntonces ao(ﬂ.i)) =1 porlo que fix) & U,

Si fix) € U, entonces a,,..., a, son nilpotentes por lo que d, wor @, € N,

esto implica que flx) es delaforma fl)=1+ & 40 =1+ 'E’ ax! on
1= ne

1+xNix).
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Reciprocamente, si fix) e | + xN[x], esto significa que flx) = l+xq(x)
donde g(x) € N[x] vy o,lx)) =a,!1) + o x)a(q(x}) = L, porlo tento, fix) e U,
, asi ker o, = U, = 1+xN[x].

Para mostrar que rad(R{x]) = Nix], sea g(x)= ,ﬁiu a,x' e rad(R[x]).

Entonces q(x) es nilpotente si y séle si a,,4,, ..., a, son nilpotentes si y
solosi a,,a,,...,a, € N siysélosi g(x) e Mx].

La sucesion | —-3 1 +xN[x] &> Rix]* ;_i_-» R*—- 1
!
es exacta y se escinde bajo la inclusion natural [ ya que o,i(r) =gyr)=r.

Por lo tanto, R[x]* = R*(! + xN[x)). s

Proposicién: Sea U = keroy, 0,: Rx)]*—-R*. Sigx) = § bix'
=0

estd en R[[x}], entonces 1 +xg(x) es invertible.

Demostracita:

Sea g(x)=b,+ bx +bxt+ . +bx"+ ... e R[(x]], entonces:
nej -

P+xg(x) = 1+bdx+bx+bx'+ . +bx

Como | es una unidad en R[[(x}], porlo tanio | + xg(x) es invertible.
Por lo tanto, U; = | +xR[Ix])] = 1+(x) ylasucesion
o
1 —— 1+ (x) —> R[x]]* ;7-:» R —— | es exacta y se escinde bajo la
inclusion Ji: R —- R[{x]}.

Por lo tanto, R[[x}}* = R*x(1 +(x)). g
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Definicién: Sca R un anillo conmutativo. El tadical de Jacobson de R,
Rad R, es la interseccion de todos los ideales maximos de R
Definimos a N como ¢l ideal de todos los elementos x en R 1al que Xy es

una unidad en R paratoda y en K

Proposicién: El radical de Jacobson de R, coincide con N

Demostracidn:

Sean xe RudR y yeR

Supongamos qu¢ I-xy no ¢s una unidad en R, entonces [-xy pertenece a
algin ideal maximo M. Pero x e Rud R porloque x e M, asf xy € M por
ser M un ideal. Esto implica que | € M lo que es imposible.

Por lo tanto l-xy esunaunidad en R.

Reciprocamente, sea x e N,

Supongamos que existe un idcal maximo M tal que x ¢ M. Entonces My
Rx generan al ideal unitario (1), por lo que tenemos que m + xy = | para alguna
me M ypamalguna ye R

¥

_Por lo tanto, m = l.xy & M yademds noes una unidad, to cual es falso

ya que por hipotesis x € N, es decir, 1-xy es una unidad. .

Proposicién: rad (R[x]) = Rad (R[x}) = (rad R)[x}
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Demostracién:

Anteriormente se demostro que:
rad (RIx]) = (rad R)[x]. Falia mostrar que rad (R[x)) = Rad (R[x]).

Como todo ideal maximo es un ideal primo entonces rad (R[x)) ¢ Rad (R[x)).

Para la otra inclusion

Sea fix)=a,+ax-..+a,x" € Rad (R[x]).

Entonces |+ flx)x = | rax+ax’ +.. +a,x""" esunaunidad en R[x],
coma a.,a,,..,d, son nilpotentesen R y flx) ¢s nilpotente en R[x] para una

potencia suficientemente grande.

Por lo tanto, flx) € rad (R[x)). g

Definicion: Se dice que RM es noetheriano si todo submodulo de M
es finitamente generado .

Proposicién: Las siguientes afirmaciones son equivalentes para un ani-
llo conmutative R:

(1) Todo ideal de R es finitamente generable.

(2) Toda cadena ascendente de ideales 4, 4, ... de R tiene sdlo un ni-
mero finito de términos distintos.

(3) Todo conjunto no vacio de ideales de R, parcialmente ordenado por

la inclusidn, tiene al menos un elemento maximo.
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Demostracién: (1) = (2)
Sea 4,g 4,c ... una cadena ascendente de ideales en R
Sea 4 = w4, la union de la familia (d,}.

Como A no es un ideal de R, A es finitamente generado, es dectr,

Ad=(ai. azx ..,an)
Comoa, e ud,, setiene g ed, ared, ..., ¢ Siexistete

Nital que 4, S, iyt ..., 4, St entonces {ai,az...am)< A,, con lo que
d=laray...am)CAy, conloque f=(a) a;..,an)cd, cA » porlotan-
to .1 =4, loqueimplicaque A, ¢ A, cdcd,paratodai.

Asi, A,=A4,. ylacadena A, cd;c.. secestaciona.

(2)=(3)

Sea C una coleccion de ideales de R.

Supongamos que C no tiene elemento maximo. Como C no es vacio, to-
mamos un ideal /, € C. Por lo que supusimos anteriormente, /| no puede ser ma-
ximo en C, cntonces /, esta propiamente contenido en algin ideal /, € C. Pero /,
tampoco puede ser maximo, por lo que existe un ideal /, € C tal que /,c /, Con-
tinuando de esta manera, obtenemos una cadena ascendente infinita de ideales de
R !, e l,cl,c .. ytodaslas inclusiones son propias, lo cual contradice la
condicion (2).

(3)=>(1)

Sea A unideal de R.

Si A= {0} entonces A esta generado por 0,

Si A # (0} entonces podemoas elegir un ¢lemento diferente de cero, a, € A,
Esto implica que (@)) = A y por lo tanto 4 es finitamente generado 6 (uy) # A.
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Si {a1) = 4, existe un clemento a4, e A4 tal que a, ¢ (a;) y con
(ancla,ancd

Andlogamente, si (a;,a:) = 4, existe a, € 4 1tal que a3 g{ay, a1) y
(a1, a2) c(ay, a2. a3)

Siguiendo este razonamiento, obtenemos una cadena ascendente de
idealesde R (@) (ai, ax)c{a, az, a3)c ...

Por hipétesis, este conjunto de ideales posee un ¢lemento maximo, digamos,

el ideal {ai, a2, ..., ay).

Si 4 #(ai, a3, ..., as) podriamos e¢ncontrar un ¢lemento a en 4 tal
que a€(ai, ax, ..., an,) y (ai, aa .. an) estaria contenido propiamente
en (a, ai, @z, .... a,), lo quees imposible. Por lo tanto, 4 estd generada por

(ali Az, .o aﬂ)- [ ]
Proposicién: R un anillo conmutativo,

) P R
Sea O —— A' —— 4—— A" —=> O una sucesién exacta corta de

R-médulos. Entonces 4’ y A" son noetherianos si y sélo si A es noetheriano.
Demostracion:
Primero mostraremos que si 4’ y 4" son finitamente generados entonces

A es finitamente generado.

Sean A'= (d'y, ...,a’s) y A"={a",...,a"). Como P es sobreyecti-
va, existen a, € A, k=1,... .1, tales que P(a) =a",

Afirmamos que: A4 = (i(a@"y), ..., ia’s), ai, ..., a).

En efecto, se tiene que si a € A4, entonces:

P(a) =k§_l,ka--‘, r.€R, k=1,.. .t

= I:élnp(ak) = P({élnak)
P(a- ‘é‘ rkak) =0.

Esto implica que 4. § pa; € kerP = i(4").
i
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Por 1o tanto, existe x € 4’ tal que: ix)=a- kél R

Como xe d', x= ki.ll reai . r.eR.

Entonces i(x):i(kglr'k a’k) = k};‘.Ir" ia’y) =a~- ‘é‘.lrmt

Por lo tanto, a= kélr’u(a’k) + ‘élrmt :

Asl, A es finitamente generado.

Sea B un submodulo de A. Entonces AnB <A’y P(B)< A" vademas
se tienc la siguiente sucesion exacta:

Q= ANB —— B—— P(B) —- 0O

Como A4' y A" son noetherianos, AnB y P(B) son finitamente genera-
dos y por la proposicion anterior, B es finitamente generado. Por lo tanto o es
noctheriano.

Reciprocamente, sea 4 noctheriano.

A' es isomorfo a un submédulo de 4 porlo que A’ e¢s noetheriano.

A" 5 A/A', entonces una cadena ascendente de submodulos de 4 que con-

tienena A’ y como A es notheriano, A’ tambien lo es. a

Teorema de la base de Hilbert.
Si R es un anillo noetheriano entonces el anillo de polinomios R[x] es

noetheriano.
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Demostracion:

Sea [ un ideal diferente de cero de R[x]. Para cada entero k 2 0, conside-
ramos al comjunto /, que consiste del cero y aquellos elementos » € R que
aparecen como el coeficiente principal de algun poliomio de
grado k que pertenece a /.

li={re R|ao TaAx -t e oo}

/; forma un ideal del anillo R con /. g [, (que [, g l,., sesigue del
hecho de que si ¥ € /., entonces r aparece como coeficiente principal de P
cuando ¢l correspondiente polinomio es multiplicado por x, por loque r ¢ L)

Como por hipdtesis se cumple la condicion de cadena ascendente para R en-

tonces existe un entero n talque .=/, paratoda k2 n

Ademas, cada ideal /(i =1,2,... , n)es finitamente generado, es decir:
Li=(ay,an,...,am) =01, .n

donde a, es el coeficiente principal de J(x) un polinomio de grado / en /.

Ahora basta mostrar que los m, + ... + m, polinomios f(x) generan a /.

Sea J= (ﬁ)ly -~~vﬁ)lnm "'vﬁllt""ﬂm’u ) .

El ideal J es finitamente'gcnerado y por la eleccidn de los 1, (x), J dcbe
estar contenido en /.
Para obtener la dtra inclusion, sea fix) e /, digamos de grado
Ax)=by+ bx+ .. +b, X"+ by

El argumento procede por induccion sobre r.
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Si r =0 entonces tenemos que flx) =~ b, e l,cJ.
Por hipétesis de induccién suponemos que todo polinomia de grado r-1 que
estd en / también pertenece al ideal generado por los f (x).

Si r = n, entonces el coeficiente principal b e [, =/, y s¢ podria expresar
COmo b = a,c, + a,u¢, * ..+ a,, ¢, paraalguna eleccionde ¢ e R.

(C.J‘,,,(X) + c:fnz(x) T “m. fnm.(x))

nm,cn

r-n

Entonces el polinomio fi(x) = flx)-x
pertenece & / y tiene grado menor que r, yis que el coeficiente de ¥ en este po-
i i m
tinomioes b - 2':| ¢am =0,
R

Por hipotesis de induccion, f,(x) y fix) estdn en el ideal J.

Si r<n, como hel,, podemosencontrar elementos d,.d,, ... .d, en

R tales que b=, di +apdy + ...+ ar, dy, -
Entonces ¢l polinomio f2(¥) = Ax) - (@ifr, (%) + dofr, () + ... + dunfr, () e

un clemento de [ con grado r-1 o menor por lo que fyx) v Axt estin en el

ideal J. Porlotanto, /=J. 4

Corolario: Si R es noctheriano entonces Ry, . .. . x| s
noetheriano.

Demostracion:

Demostracion por induccién sobre n.

Si n =1 entonces por el tcorema anterior, R[x,] es noetheriano.

Como hipotesis de induccion, supongamos que para n-1 indeterminadas el

anillo R[x,, ..., ] es noetheriano.




Como (R[x, ....x, DIx,) = R{x,, ..., x,) entonces ¢l anillo de polinomios

en n indeterminadas Rix,, .., x,] es noetheriano. g

Proposicién: Supongamos que R es un anillo noetherianoy ¢:R—— S
¢s un mortismo de anillos sobreyectivo. Entonces S ¢s noetheriano. Por lo tanto,
si A es unideal de R[x] (resp. R[[x]]) y R es noetheriano, entonces Rix)/4
(resp. R[(x1]/A) es noetheriano.

Demostracion:

Sea | unideal de S,

Como o es sobreyectiva, se tiene que R/kers = S. Entonces [ = J/kera
donde J esunideal de R y kera g J.

Como R es noctheriano, J es finitamente generado, es decir,
J={r,, ry. o, ). Pot lo que Jikera = a(J) = (6(r ),0(r,),....0(rs)). Asi, I es

finitamente generado y por lo tanto S es noetheriano.

Si R es noetheriano entonces R[x] es noetheriano. Si A es un ideal de

R[x], se tiene la proyeccion natural R[x] SN R[x)/A. Por lo tanto, R/A es

noetheriano.

Analogamente, si R es noetheriano entonces R[[x]] es noetheriano. Si A

es un ideal de R{(x1], se tiene que R[{x])/4. s

v

Proposicién: Si R es un anillo noetheriano y M es un

R-moédulo finitamente generado, entonces M es noetheriano.




Demostracidn:

Demostracidn por induccion sobre el numero de generadores de M.

Si M={a) entonces M esisomorfo aun R/An(a) donde Ania) es el anu-

lador de .
Entonces se puede considerar a M/ como una imagen homomorfa de R co-

mo R-modulo. Como R e¢s noetheriano entonces R/An{M) = M es noctheriano.

Si M ={(ay, az ... an Gy}, supongamos que todo R-modulo generado
por n elementos ¢s noetheriano.

Sea M ={ay, ..., an). fntonces se uem la sucesion exncta:
0 emp M ety M —-—» M/AM ey O

donde M/M’ es ciclico, pues estd generado por P(a, ;). Por lo tanto, A/ s noe-
theriana. o

Proposicion: Sea N uncampov flx) un polinomio en K[x] de grado
nz 0. Entonces flx) tiene a lo mas n raices en K.

Demostracion:

Demostracién por induccion sobre el grado de fx).

Si gr(flx)) = 0 entonces ¢l resultado es trivial, ya que flx) no puede tener
raices.

Si gr(fix)) =1, esdelaforma fix)=ax+ b (a=#0),yaquesi a esun
elemento invertible, se tiene que -a'b es la unica rajz de f{x).Como hipétesis dg

induccién, supongamos que la proposicion se cumple para todos los polinomios de

grado n-1.

p..28




Sea gr(fix)) =n.

Si fix) tiene una raiz a, entonces flx) = (x-a) q(x), donde el polinomio
g(x) tiene grado n-1. Cualquicr raiz a' distinta de a debe ser una raiz de g, ya
que 0=fla"y = (a-a')q(a'y y como R no tienes divisores de cero, qla') # 0. Por
hipétesis de induccion, g ticne a lo mas n-1 raices distintas. Como las dnicas
raices de flx) son a y las raices de g(x). f1x) no puede lener mas de n raices

distintas en R.
[ ]
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11.  Ideas elementales.

A lo largo de este capitulo, R denotard un anillo conmutativo con iden-
tidad 1.
Sean [ y J conjuntos de indices de cardinalidad finita. Supongamos:
I=1{1,2,3, ...,m)
J={1,2,3, .., n).
Una matriz de mxn sobre R es una funcién o: [xJ—— R.
La funcién a: IxJ —->» R es identificada frecuentemente con su rango de

valores en R, arreglados cn la siguiente forma tabular:

r .,
| ap A Ny oL Uiy

A el = [a,) donde a, = o(ij)

[{1;,1 Un: dmd on i J

Se dice que el elemento g, en la tabla de valores de arriba ticne indice de
renglon i e indice de columna j y se dice que ocupa la posicion (/) ‘0 estd en
laentrada (i,j) de la matriz,

Dos funciones a: IxJ—- R v f:IxJ—-» R soniguales, =B, si
a(ij) = Plij) paratoda (ij) en /xJ. Equivalentemente, si o tiene un arreglo
(a,] donde olij)=a, y B tienc un arreglo [b,) donde B(ij) = b, entonces

la,) = [b,] si au=bu para toda (i) en IxJ.

Desde ahora suprimimos la referencia al mapeo o) IxJ —— Ry usaremos

la forma tabular para denotar matrices.

e,



El conjunto de todas las matrices sobre R de tamafo mxn es denotado
por (R,

Si m=n entonces (R), , seabreviaa (R),

Una matrizen (R),, es Hamada una columna de tamaflo, dimensién o lon-
gitud m. Una matriz en (R),, es llamada un reuglén de tamaio, dimensién o lon-
gitud n.

Nuestro primer propdsito es dar a (R), .y (R), operaciones algebraicas
y consecucntemente, una estructura algebraica. La primera operacion, la adicién,
es natural ya que es inducida por la adicién en R y por la forma usual en que las
funciones se suman,

Si {a,} y (b,] estanen (R),, entonces definimos la suma como:

{a,] - b} =1c,}
donde ¢, =a, + b, paracada (ij) enlxJ.

Claramente (R), , bajo la suma (+) es un grupo abeliano con identidad 0 =
[0] (cero en todas las entradas), y el inverso aditivo de [a,] es -[a ] = [-a,].

Sear en R. Definimos el producto escalarde r y [a,] por rla ) =[ra,].
Entonces (R),, , bajo [s sumay la multiplicacidn escalar es un R-médulo.

La siguiente operacion es el producto de matrices. Ests nb surge de manera
natural de la considenckién de las funciones o: Ix/ — R. En su lugar, ésta s¢

deduce de la composicion de funciones lincales entre médulos libres.
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Sean [a,} en (R),, y [b,] en (R),, Definimos el producto de [a,] por
[b,] como [c,] donde ¢, = jél:lal"b‘/k .

El producto anterior ¢s un "producto de convolucién". La riqueza de la 1co-
ria de matrices y sus inherentes dificultades y misterios son resultado de esie
producto.

Es facil ver que el producto induce una funcion: (R), ,x(R), —= (R),,
que ¢s bilineal, es decir,

AB~C)=AB - 4C

(A+B)C=AC+BC

rABY = (rd)8 = AtrB).
donde 4. B y C son matrices de tamano apropiado. Ademas el producto ¢s aso-
ciauve, es decir, (AB)C = A(BC). En particular (R), es una R-ﬂlggbra (no con-
mutativa si n > 2), bajo la suma, multiplicacion y la multiplicacién por escalares.

Historicamente, los términos "imatriz” y "arreglo" fueron empleados indis-
untamente. El primer uso del término "matriz" ha sido atribuido a Sylvester

L1 dlgebra (R), tiene una identidad / = [8,) donde 8, =0sii=j v &, 1.
1S i< n (3, esllamada la deita de Kronecker), ‘

La matriz r/ = [rs,_,] es llamada una matriz escalar y ¢l conjunto de todas

las matrices escalares forman un subanillo de (R), que es isomorfoa R.

La matriz de nxn que tiene | e¢n la posicion (i,j) y O en todas las demas

posiciones es 1lamada una matriz ¢lemental unitaria y es denotada por EU.
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Lema: Para un amito conmutativo R, el centro de (R),, es decir,
C(R),) = {4 € (R),|4B = BA para todo B en (R),} es precisamente el conjun-
to de matrices escalares :rllr e Ry

Demostracién:

Denotamos como S = {rilre R .

Sca A e S entonces A esdelatorma A =rl ysea Be(R),

AB = (ryB = r(IB) = r(BIy= B(rl) = B4  porloque 4 € C((R),)

Para la otra inclusion, sea A € C((R),) y supongamos que A no es de la
forma r/ para alguna r € R. Entonces existe un elemento @y, no nulo de esta
matriz que estd fuera de la diagonal, ¢s decir, & # /. Observamos que 1a matriz
E™4 noes nula ya que a,, ¢std en la entrada (/1) yes0enla entrada (K 4)

Ahora consideramos la matriz AE® que también es distinta de cero ya que
a;, estd en la entrada (k.k) y es 0 en laentrada (/) por lo que AE™ 2 E*4 10
cual es imposible ya que 4 e C((R),), porloque A es una matriz diagonal.

Si A es una matriz diagonal en C((R),) tal que existen elementos de esta
matriz a,, y a, nonulosy tales que a,, # a, entonces la matriz E'4 20y

que a, estd en la posicion (k1) y lo matriz AEM ¢ 0 yaque a,, esthenla posf-
" kk .

cién (k1). Pero 4 e C((R),) porlo que AEY = EM4 y por lo tanto a,,= a;, lo

que es imposible.

Asl, {4 esdelaforma rl conre R, esdecir, A8 g
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El siguiente lema da las propiedades generales de las matrices ¢lementales
unitarias.

Lema: Sca {E,,}, 1 £ij < n, el conjunto de matrices elementales

unitarias en (R),. Entonces:
@ E E,=8,E,
(b) ZE,=1

(¢) E,=E, siysolosi i=pyj=q.

Demostracidn:
P.D. [EUEM],, = [8”,E,q],,

Sean E, = [a,), E, =[b,], entonces E E, =[c,] donde ¢ = 'f’.‘ anbis .

As{ ¢, = 5,8 8 donde:

rTjp s
Isir=i Isif=p lsig=s ‘f
=1 " =y Sgs =9 .
g {Os:rai S {Osljaep ¥ {Osn;as

[8,E,)=1d,) donde d, =5,3,3.
Porlotanto, E E, = 8 E,
Si A =|la,) esta en (R),, entonces A= %‘.a,j E, v esta.expresion es

unica. ~ |

Las matrices elementales unitarias no son, obviamente. "unidades" en el
sentido de la teoria de anillos. El origen del término parece tener su origen en el
término "unidad basal" que cra usado para designar a los elementos "base” del

R-médulo libre. (R),




Sea A =[a,] en (R)

wmn

(R), ,, dada por b/,= a, (1sjsm, 1< isn.

Proposicidn:
ay (A+B)=d"+8
by (4B) = B4’
o) (AN =4y

d) 6 (R)y,— (R)

nm

Entonces la transpuesta A’ = (b,] es la matriz en

Ar—> A" esun morfismo de R-médulos con £* = [d.

Demostracion:
Sean A =[aU] y B=[bU] en (R),,, .

=a,*b,

Entonces A+B = C donde C= [c,j] y ¢ )

i
(4 +B)=C= {"I}]’ = ‘cjl] = la,+ bu] = [a,/i] +{b]= A+ B

Sean A=[a,je(R) B=[b,]e(R)

mn np

1
AB=C donde C=[c,] en (R),, y ¢~ "";"l aby .
Sea C'=[f,] la matriz transpuesta de C, donde fj, =c¢;, .
(AB)' =C"=[f]
Ji = = jg’,"i, aybj =a,b), "“’nbz/ tootayb,
=byay tbyanyt ... +h,

n
= ,:‘Jl eljdjk .

Por lo tanto, (4B)' = [f;,] = e, )d,] = B'A"

p. 32

Aoy = epdyepdy o

¥ A'=[dU]e(R)n.m 'Bl:l“.ll‘}e(k)l\ﬂ .

sus respectivas matrices transpuestas donde d;=a, y ¢, =b, . Entonces:

+ emdnk




Para demostrar (¢) tenemos que : Adt =1
AL Ay -y
Ald =1
Al = 'y =1
Por lo tanto (4')' = (4")"

(d) Sit:(R),,—(R)

A r— 4", entonces:

nm

HA+By=(A+B) =4"+ B =(d)+ ((B)
1rd) =(rd) = rd' = ri(d)
Fidy = 11(d)) = 1A'y = (4" = A.
Por lo tanto, ¢ s un morfismo de¢ R-médulo con £ = /d. s

Pregosiciém: Sea R unanillo conmutativoy A un ideal en R. En-
tonces (4),= {[a,j]l a,esthen A} esun ideal bilateral de (R), . Ademas exis-
t isomorfismo natural: @-'1:(-’!)
¢ un isomorfismo natural: W, =\a),

Demostracién;

[0)Je(d), yaque Oe A porser A unidealen R.

Sean (a,)e(4), y [byl e (R),. Entonces la dlby] = [c,] donde
C,ku jgl aub]k .

Para cada j, a;b, e 4 yporlotanto c,e A paratoda ik, ISiksn

Andlogamente, [b,jl[a]k] € (Ad),.

Scan [a‘}], ["'u] € (4),.




fa,l- [a',]] = [“u - a',J] donde a, - a’'

¢
Definimos “(%: —> ({7e , como

y € A, ast {a,]- [a'U] € (d),.
[r,1 +(A), +———>[r, + A] donde r, e R.
Sea [r ]+ (d), € Kerg.

0= (p([r,_,.] +(4),) = [ru +A], cntonces r € A porlo que [rU] e(d),.
por lotanto ¢ esinyectiva. g

Sea R un anillo conmutativo. Un conjunto (F, | 1$ijsny, dematrices
en (R), es un conjunto de matrices unitarias si;

a)Fy=F, siysdlosi i=p, j=q.

b FF, " SIPF,V (8 = delta de Kronecker).

c) ;F.; =]

Proposicion: Si @ cs una matriz inveriible fija, entonces QEUQ" =
F,j da un conjunto de matrices unitarias donde (E,J} es ¢l conjunlo de matrices
clementales unitarias.

Demostracién:

a)Sea F,
QE Q"= QE, 0"
Q'QE,0'Q = 0"QE,J0
IEJq=1E, ]

=Fy,.

E,=E, siysdlosi i=p y j=gq.
b) FUqu = (QEIJQ.l )(QquQ“ )
= QE,Q"QE, 0"
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= Q8,E,)Q"
=5,0E,0"
= SpFiq

o) LF, =3TQE Q'
-0k, Q"
%
= QQ"
-1

Sea S un anillo (no necesariamente conmuta(ivo) con identidad . Supon-
gamos que S contiene un conjunto de elementos Lf,,}, 1 €ij<$n, quesatisfacen
que }':f,,= o fifpy =8, S, Entonces f;# 0 paratoda ij.

Sea T={te S|lﬁ, = f,! para toda ij}.

Si s e S, definimos ¢, , para | Sij<n, por t= %fk,sj},‘. Entonces se

[T
satisfacen las siguientes proposiciones;

a) té,f,,,ﬁqu t, yporlotanto 1, e T
bys= Et,]f,j

) Zluf,j =0 implica que f, =0 paratoda ij. Por lo tanto, cada elemento
de S tiene una Gnica representacion como X/, f) .

d) Definimos ¢: § —-» (T), (matrices de nxn sobre el anillo T no nece-
sariamiente conmutativo) como s=f,f, ———> [t,]. Entonces ¢ es un isomor-

fismo de anillos.

p. 38
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e) T es isomorfo como anillo a f,, Sf,, . Por lo tanto un anillo S es isomor-
fo a un anillo de matrices sobre un anillo 7 no necesariamente conmutativo,
siempre que S contenga un conjunto de matrices unitarias.

Demostracion:

a) 4oy = Bfiy s [ Vg
= Efus LSy
= s UiSpy)

_ . _ ] Isik=p
Hisbh) S| g3t

=Jn 8 iy
Jog i = Jog B S Ji)

= Hhfishy

= %(qufu b8 S

Isig=k
Osigzk

= %(sqkf,,,)s[,k 5qk={
=fﬁl $liq
Por lo tanto, ¢, f,, =f, 1, ¥ 1,€T
b) 1= s Tu

Gl =fustly.  yaaque o, f,=f1,
- 1yEhush)
= %fljfklsj}k =Ju S

,z]‘ufu TV /TR I P 0 SN U PO O TR L VP Y

p. 38




¢) Si

=/;|S 1 7.'"-/;ls'/;ﬁl +/;}lsf” ’.'+/;Js ”I’+”' +-/;"' sj‘ll * o +-/;",S nn
2(./-113)(2;:&) + (/z:s)(%:j;:) vt ,,,,s)(F'.‘f”)

st st S
=U~|l +-/;3 A +fnn)s
=({J;,)s= lesg=g

Zt,f, =0 entonces ¢, = %A,s = )‘.f“j;‘ =0

por lo tanto 1, = 0 para toda i,/.

d) Sea s € Ker g, entonces:  ¢(s) = cp(Zt,jfu) = [l”] =

por lo que ¢, =0 paratoda i.j, lo que significa que s = El,jf,.j =(.

Sea

os) = [}

[l,]] en (I), con 1, en T . Definimos s = Zluﬂ/, por lo tanto

Asi. ¢ es un isomortismo de anillos.

Sean sy r ¢en S.

sr

= (24, [ NS S
= "Ejﬁz‘ ’:1 "jl‘ j;jfjk

= I.:k(§"l l'jk V.M'

o(sr) = [}'l,, 4]

= [’pj][”;kl

= 0(s) ¢tr)

p. 37




Por lo tanto, ¢ cs un morfismo de anillo. g

Proposicién: Sean R un anillo conmutativoy A: (R), -—— (R), un
antomorfismo de anillos. Sean (E,}} .Ias matrices ¢lementales unitarias.
Si F, = \E,) entonces (F,} es un conjunto de matrices unitarias.
Demostracidn:
St FLo=F,
ME,i = \(E,)
ME,) - ME,g) =0
ME,-E)=0
E,-E, =0
E,=E, siysblosi i=p, j=gq.
FyFpy = ME) ME,)
= ME,E,)
=ANELE
=8, ME, ) =8, F,
‘.‘:F,, = ;.\(E,,) =MEE,)=AMD =1

Por lo tanto, {F,I} es un conjunto de matrices unitarias.

Proposicién: Supongamos que R es un anillo finito y .Ri = ¢. Enton-

ces (R), = 1"




Demostracién:

Sea A ={a,l en (R,

A=2a,E, donde E, ¢sunamatrizelemental unitaria
i
{E,) tiene cardinalidad n’.
Cada clemento de (R), se puede ver como una permutacion de 1 elemento

en n’ posiciones, por lo que el nimero de permutaciones de r elementos en »?

L 1
posiciones es 7.

Porlotanto {(R),;=1"". g

Proposicion: Sea R un anilo conmutativoy 4 = [a,j] en (R),. La
traza de A, denotada por 7r(d), es la suma de los clementos de la diagonal de A4,
es decir, Tr(d}=a,, + a,~ ...~ a,,. Entoncesse tiene que para 4 v B en(R),
se satisfacen las siguientes igualdades:

I AB) = TriBAy
Trid ~ By=Tred) - Tr(B)
Triad) = alr(d)

Las ultimas dos proposiciones muestran que la traza, como mapeo,
Tr: (R),——» R ¢s un morfismo de R-médulos.

Demostracidn:

Sean A =[a, ), B=[b,] en (R),

AB=C donde C=[c,] ¥y ¢, = jé,:l a,b, . Entonces:

TrdB) = THC) =cy eyt ..t

na
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n n
= j§l a b, + lgl ay b+t 1;‘3, ayb,,

=ayb,, + jg:z ag bt ay by, * g: ay byt rayb,+ § aubi
a,b, +ayb,yt..ta, b+ x aub,.\» é b=+ j:ﬁz a,b,
z b,,a,,+j§2 a,,b,,+j§1 aybt .t z b
jg'l buaﬂ*anbn*lg aljbj\+a11b12+ ) 3 9yPpt T ay Z a,u in
]_il b, +bya, taybyt. byt Z a,j n* Z L Gabptt E ayby,

= ﬁ b,aj,+ f b,jaﬁ*f f aubj,“« Z a,jb,+ _Z a,b

ni“m
z byay+ § ﬁ byaye L bya,r.r z b,a,

= c'.. telytely e,
= Ir(c") = Tr(BA)  donde ¢'=[c'y] y ¢’ = j)ﬁl b
Trd+By=a,+b,+ay+by+..+a, +b,
=Aptagt .ot a,tb thyr. b,

= Ir(4) + Tr(B)

Tr(ad) = aa, + aa, + .. + aa,,

=a(a,ta,t..+a,,)

= alr(4).

Por lo tanto, 7r: (R), ——+ R ¢s un morfismo de- R-médulos. s
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et e e

Proposicién: El mapeo Tr:(R), ——» R es sobreyectivo.
Demostracién:
Sea re R

Definimos A4 =rE,, , entonces Tr(d) = Tr(rE,) =r, porlotanto Ir es

sobreyectivo. g
Proposiciém:  Los clementos que van a dar a cero bajo el mapeo
Tri(R),—-» R son generados como un R-médulo por el conjunto
{E,U=i), E\-E,,(i> 1)) donde E, denota una matriz elemental unitaria.
Demostracitn:
Sea A en (R), tal que 7r(d)=0
A=lay), a,eR.
A= 2 alejI+all wtapkyanky- .. - a,k,,
Como Ir(d)=a, +a,-a,+.. -a, =0, se tiene que:

Ay =ay-ay-..-a,,

Asi, a, B, = (-ay-a,- ... -a,,) E, por lo que:
4= j?l a/, Gy dys ey, ) E+anEn+ .. +a,k,
]§I a,Ey-a,E-aE, ... -a,E,*ayEy+.. va,kE,
) I!-:/ ayEy - anE, +ayky-a,E, ~ayEy+ .. -a,E ta,kE,

I“:‘, a4 E - ay(E\Ey)-ay(E,\-Ey) + ... -a,, (E¢E

nn )

Por lo tanto A4 es generada por ¢l conjunto (EyU=i)EVE (1>1)). g
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t

Proposicidn: Trd" ) = TIr(d) y si
THQAQ™ = I'riA).
Demostracion:

Sea A =[a,] y A"=(b,] donde b, =a,.

Entonces Ir(A') =b, +b,+..+b,,

=q, tdyt.ta, = Trid)

IrQAQ"Y = Tr((Q4HQ")
= 1n(Q"(Q4))
= Tr( Q" QA)
= Tr(ld)
= T"(A) . s

Proposicidn:

Q

es invertible, entonces

Si A= A1 B ] donde 4, y A, son bloques de matrices cuadradas, en-

0 4]

tonces Tridi= Tr(d,) - Tr{d,).

Sea A, una matriz de rxr ysea A4, una matriz d2 sxs, Entonces:

'mdpy=ay+. ~-a,

1"(/‘1) Qs Y T Qg

Trd) - Trd))=a,+ .. +a,+a,,,,* .~

r

p. 42
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111, ldeales en (R}n.

Como cn 1a seccion anterior, R denota un anilloy (R), la R-algebra de ma-
trices de  nxn sobre R.

Proposicién: Sea R un anillo conmutativoy 4 unideal en R En-
tonces: (A), = ([a,] |a,l € A} e¢sunideal de (R), .

Demostracion:

(A),# 9D yaque [0} e (4),.

Sean (a,)y[b,] en (4),. Entonces[a,]-[b,]=[c,] donde ¢, =qa, -b,
para toda (i,j) por lo que [c ] & (4),.

Sean f[a,] e (4), vy [b]k] e (R), . Entonces [a,j][b“.] = [e,) donde

N
ck= T apby .
[ It i)

ab,ed paraj=1,. ,n yaque 4 esunideal, porloque ¢, € A para

toda (#,k), porlotanto [c,] e (4),.

Andlogamente se cumple que [b,I][aﬂ.] =(d,) € (d), .

Asl, (d), es unideal de (R),. g

Ahora demostraremos la proposicidn reciproca, es decir, que todq idéal en‘
(R), tienc la forma (A), para algin ideal A en R. Estees un resuliadd util e

importante en la teoria de matrices sobre anillos y como se observard en la demos-

tracion, no depende de que R sca conmutativo,
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Teorema: Cadaideal B de (R), ticne la forma B = (A), para un dnico
ideal A de R.

Demostracién:

Sea B unidealde (R),.

Sea A el conjunto de todos los elementos en R que aparecen en las entra.
das de las matrices en B.

Si r aparece en la entrada (i,j) de una matriz A’ en B8 entonces por me-
dio de operaciones con matrices elementales unitarias poxiemos hacer que r apa-
rezca en la posicion (1,1) de alguna matriz Y en B ya que E,'XE’l =y ¢ B,
Par lo que podemos supaner que las elementas de A se pueden encontrar en la en-
trada (l,1) de los elementos de B.

Primero mostraremos que A4 es un ideal en R.

A#Q yaque D& 4.

Sean a, b € A entonces existen matrices X, Y ¢ B tales que x,=a y

yu=b.
Asf, a-b aparece en la eatrada (1,1) de 1a matriz X-Y que estd en B, Por lo

tanto a-b estd en A.

Sean ae A y r e R Entonces existe una matriz V' en B tal que y,,=a.

Sea X una matrizen (R), que tengaen la entrada (1,1) 'a r.-Por lo tanto,

ra aparece en la entrada (1,]) de la matriz XY que estaen B.
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Asf, ar e A. Porlotanto 4 esunidealen R

A

Sea B =(4),

Demostraremos que B = B.

Sea Xe B, X esdelaforma XN=Zx EY. Entonces'
EVXE" = B (2x, E') E
=x,,E"eB fsrsn y 1sssa

Por lo tanto, para cada X, existe una matrizen B tal que x, aparece enla
entrada (1,1).

Asi, X, € A para toda (ij). Porlotanto, Xe B .
Para la otra inclusién, sea [x,] e B, entonces para cada X, existe una matriz ¥

={y,] en B con y,=x,. Entonces:

E" YE"=y,,ﬁ’=x”F’ estien B.

Podemos observar que la clave de la demostracion anterior fue que:

(1) Tenemos una descripcion sencilla de la multiplicacion de matrices unita-

rias, y
(2) Cada elemento de (R), puede ser expresado dc manera tnica como una
suma Za, EY para a, € R adecuados.

Sea {£,) el conjunto de matrices elementales unitarias en (R), .

p. 48
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Proposicidn: Para heR y i#j, sea T(A)=1+2k . Lama-
triz T‘!(A) es una transveceion elemental. Entonces:
Tu().) TU(B) = T,)(MB) y T,)(A) ¢s invertible con inversa T",(-k) .
Demostracidn:
TN T B) = (1+AE, X1+ BE,)
=1+ BE, + \E ( 1+ BE)
=1+ BE + LE + LE BE,
=1+ BE, + AE,
=1+(A+BE,
=T, (A+f)
TN =T (-0 =T =1

TAMTA) = A+ Ry = T = L
ST = TRy g
Proposiciin: Sea Py=1-E,-E +E ~E, paa I sijsn Lama-
triz P, es una permutacion elemental. Entonces P es invertible con py=pP,
y E;<PYE,P, para 1Sj<n.
Demostracidu:
PP =PP,

=(I-E;-E,+E+E-E-E -E +E)
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UL, B B E)-E(-E B~ E v ENE(-E -E +E v E )
E UE -EfE vE)-E(E L ESE G E(E -E +E ¢ E )
=1-E,- E,// * Eu‘ * Eﬂ B, E - F, - Eu‘ tE,- E, E,- El_/ vE, e,

E,+E,

=1.2E,+ 2B, - 2, +2E, + 2, - 2B, + 2E, - 2,

<l a
Proposicién: Sea S;=1/-E,-E -E +E, para | <sijsn, i#j
La matriz S, es una permutacién “skew” elemental. Entonces S, es invertible
con inversa 8", = (I+EM)/-E)I+E)
Demostracién:
8,8 =U-E,-E-E ~En-E -E+E -E)
=(-E, E, -E +E)(-E, +E;-E)eE v E v EVHE, - E, + E_”)+(-EU+EU+E..)
=l-&-ErEy-Ey-E -, E,+E,
=1,
U+ EN-EN +E)=
=((I+EN-ENI+E,)
=-E)+E(-EXI+E)
s(-E,+E -E)I+E)
=(-E,+E,~E)+U-E,+E, -E)E,

=l-E,+E -E,+E -E -E,
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=85
Proposicidn: Sea Dyhy=1-E&, -~ LE, (A una unidad). La matriz
D(x) es una dilatacion c¢lemental. Entonges:
DGIDBY=DAB) v D' =Dy
Demostracion:
DDy =d-E,+AEMI-E, +BE,)
=(-E,+BE)+E, ~E BE,)+ (LE, - E, + AE,BE,)
=1-E, +BE, - BE, + AE PE,
=1-E,+ LMEBE,
=1-E,+(AP)E,
=D(AB) .
DAYDMAYy=Da2"y=D)y=1-E,;+E, =1
DAYDMAy =DM M) =D(W)y=l-E +E,=]
& DR =Dy
DuyD(u)) = (1- E; - wE ) - Ej - u,E))
=Byt uky - £+ uk,
=1-E,+uk,-E +uk,

=(-E +uwENI-E, +uE,)
=D(u)Dfun). g
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Proposicién: Sea T, (k) en (R), Entonces T, (7T, (F) = T (p)7, (k)
Demostracion:
TMIT(B) =+ AE M+ BE,)

=L+ BE) + LE(T+BE)

=1+ pE, + AE, +LE BE,

=1+ LE +BE,+ BELE,

=+ AE)) + BEL( - ME))

= (1 + BE, I+ LE,)

=Ty(B) + T,(A). g

Proposicién: Definimos Athy, .., %, } = Tk Tk 0 TR,

n

Entonces existe un mapeo natural ¢: (R), ,, —= {4(A,, ...}, )%, e RY = (R),
dado por [A,, ... . A Jt—> A(A,, .., A, ) tal que @ es un isomorfismo de

mddulos.

Demostracién:

Sea [A,,....AJekerop.

0=0[r, ..Ml = A o, A = TA Tihy) o Ty (A) siy solosi
A=A=..=k,=0

Por lotanto {A,, ..., A,] = 0. Asi, ¢ e¢sinyvectiva.

Sea A(A,. .., A, )€ (R),

Ay, d) = Tk Tyhy) o T(R,)

T
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Sea [hy, .. Al € (R), . talque oAy, . A= Alhg o hy )
PD. otrlhy . A= rotag, oAb
o(r{hg, A= ollrhy. - rh 1)
= kg, s thy)
= Tlrky) Titrky) Tyatrky)

= Ay, 0 Ay

=ro([hy, o Al - @ |
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Definicién: Una matriz A en (R), e¢s llamada una matriz unitriangular
(inferior) si todos los elementos de la diagonal son [ y todos los elementos de

arriba de la diagonal son cero

Proposicidn: Si d = [a,‘]l es unitriangular, entonces A = ,[]; Tu(a,’)A
Una expresidn similar se cumple para una matriz unitriangular superior.
Demostracion:

Cada renglon de 4 se puede escribir como un producto de transvercciones

elementales.
Tutay) =1+ ayEy,
Tylay) Tyla) =[+a,E, * a,k,
Toa,) Tutay) Tilay) =lrayk, tank, ~a.k,

E. o ma  E

nl

Tnl(anl) T":(d":) rnr.\(anl' Tnn-l(ann-l) =1+ an A= npt

Por o que.
Tha(Tya\Tla U T @ 0T uta) Tylag) ... Tota,)Tta,,). T, (a0
E

= (rayEyWI-aEyranEpl-a, L ranEranEy) o vay B v ova,, By )

et

= (I+ayEy + ay By - anER) 1ra EyragEpragk,) o (Iva B ’a»ndEml-? )

E

m(+ayEy + ayEy - apEyt a Byt apEytayEy) .o (+va Bt . +a et )

an-)
=l+ayBy +ayk, ranEy+.. va,Eyt. va, B,

=4, s
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Vi El Determinante,

El determinante es uno de los invariantes mas (tiles asociados a una matriz
En esta seccion se da un desarrollo clisico matricial del determinante.

Sea A = [aq] en (R), .

Definimos  det: (R), —— R como:

den(d) = I sgn(0)a 10,,8320,3,.- (o

donde la suma se¢ extiende sobre todas las permutaciones o de {12, ... , n}, es
decir, sobre todas las o en ¢l grupo simétrico S, de # letras. El simbolo
sgn{a) es el "signo de la permutaciéon a" -esto es, + o - de acuerdoasi o e¢s una
permutacién par o impar, respectivamente. Una permutacién es par (impar) si pue-
de ser escrita como un producto par (impar) de transposiciones.

El mapeo der: (R), —— R es llamado el determinante o el mapeo determi-
nante y det(A) es llamado el determinante de 4.

A continuacién se prdbaré un vicjo teorema que tiene muchas aplicaciones.

Sca A unamatrizde nxm sobre R.
For,oan
Sea 4| t S min{n,m)
CyCy v O
que denota el subarreglo cuadrado de ¢x¢ obtenido de 4 eliminando todos los
renglones cxcepto los renglones r,, .., r, y eliminando todas las columnas

¢\ » ., €, . El determinante de la matriz de #x¢ resultante, es llamada un menor

de A de orden ¢,




Teorema: Sea A una matriz de mxn sobre R y B una matriz de

v

ror, . )
nxp sobre R. Sea M[ b r,j una submatriz de <t de M= AB donde
It s min{mnp} . Entonces:

C, ¢y v Cr
ryr,r rer S, ... §
Y v "= Edetld] T ' ' !
¢, ¢y n O S, 00008 [
donde la suma se extiende sobre todas las (" ) selecciones de {s,,5,,...,5,) de
t

det det

{123, .. ,n} conlss <5< ... <5,$n.

Demostracion:

] arlc| Qricy o ar.c,

Sea M’=M{r' e

Cyp o O *

ar’cl Gy,c“ e Ay,
n

dOnde u,‘c, = '20 a’.“b"cl k = I. “on ,’
=

detM' = 3, sgn(0)0tr, o(c:) Oryates)- - Rriotey

donde I scextiende a todas las permutaciones de (¢, ¢;, ..., ¢} .

' il - n n
detM' = g Sgn(c)(’ Zl armb“u(q)) ('Zl (lr;l;bt;a(cz)) .--(’z‘ a,,,,b;,q(c,))
1= Jou -
donde o corre sobre las permutaciones de {c, , ..., c,}.‘ Expandiendo, esta ex-

presion puede ser escrita como una suma de n' determinantes, como sigue:

= g sgmo)an ibiae,) ryibiaes) vor dribioen + ... +
¥ (2,: Sgn(c)annbno(cn annbno(c'))... annbm:(c,)

:, ; i, | (Z SEONG i byotey) AryyDiorcy) - ar:l,blm(clf))
b= R

Como las permutacines o comprenden solo los subindices by,




f
= 3 l a,,,la,z,.,..‘cl,,,,(ﬁal sgn(c)(b,‘u(c,)b,,am.‘..b,,c(c,)))

LI P

Mo o
Y I |
Pero: det]B ! = ESgtz(c)(b:;a<t<|)b.muu‘..bm«m)
Lc,cg...c,‘ o
por definicion de determinante. Por lo tanto:
By By oo
daM'= % ap,.. apdet)B ! ' ]
iy =l LC1 €y oon €
" ;
Consideremos la suma P . Sabemos que si dos renglones de
hdy.o b=
Py 0y i - tody,
B'- v '] son idénticos, entonces det{B ° ! "= 0. Porlo
Ley ¢y ] C, 0y &
Ciy iy i
tanto det B‘ vlan =0 silos 4y, ... 4, noson distintos.
Le, ¢,
Asi, lasuma f: \ podria ser reemplazada por la suma % donde P
ndh®

se extiende a todas las permutaciones de {i,,..., i} para todas (distintas y no or-
denadas) selecciones de {#,, ..., ,} de {1, 2,3, ..., n}. Estas permutaciones po-
drian ser agrupadas en (':J conjuntos de ¢/ permutaciones cada una. Por lo
que, seleccionando combinaciones, denotadas por {j,, .. . j] de {1.2,.., n} se
tiene que:

deiM’ = 1}:“ §a,l,,(,,)...ar,pq,)del
vt

0 C. «w O

B[ PG PY2) - po‘.)“
¢,

donde § se extiende a todas las permutaciones p de {/,, ... .J,}. Después, or-

denamos {j,....,/,} respecto ala condicidnde que 1 <j <j,<..<j sn
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Entonces:

det = sgn(p) det

gl POV - pUD |
|

1 X 1 .

B{jl vee j’ ]‘

¢y 0!

Asi,

detM' = . EJ | P;sgn(p)ar.pun--.anpunder
Lot

g v
Cl o O

1] ’ .v ey ] 'i
detM'= & ; (%’. sgn(p)a,,,,(,,,...a,,,,(,,,)«IctIB{{‘l Ji |

e | PR of
B Jv o di
_C| you C,

e
ri v Ju

donde 1</ <j,<j;<..<j=n. g

-

]

T det
(1 4d)

det

Observamos que en fa demostracion de) leorema no se hace uso de . el nu-
mero de renglones de A nide p, ¢l nimero de columnﬁs de B. Porlotanto, my
p son arbitrarios.

Suponiendo que m =n=p ={ tenemos ¢l siguiente corolario.

Corolario: Para 4 y 8 en (R),,

det(AB) = dettd)det(B).

Ejemplo:
123 13 9 14
A=1541 B=|14 M=4B=| {1 32
002 21 4 2

p. 88

Ban e SRS



rern 9 14!
Sea AM'=A =
Sea M 14\01 (‘3} [1132J

deth = A ryr iB MR Vi '+4. ry B BIER ] A ry n B §2 83
51 5 aeal s s ¢l e 51 83 ci €2

la suma se extiende sobre 3 selecciones de {s,, 5,} de {1,2,3} conl S5 55,3

12 13 13 13 23 14
54 14 51 21 41 21

+det ldel l +det

detM' = del‘ ldcl

l det

= («6)(1) + («14)(-5) + (-10)(-7) = 134 .

Proposicidn: det(A") = det(A).
Demostracion:

Sea A =[a,] en (R), y sea A'= (b,jl donde b,j“aj,. Entonces:

den(d') = Zsgn(a)b, 1 Brgar. b donde b, = a,, -

ngin)

Asl, det(A") = Esgn(0) Agqy Ggay - gimn -

Si i=0"(j) entonces a ., = a4 , con lo que;
aull)l ao(l)l aqmm = a 19 "(n) a 10 "(1)"‘“"" Wm

Como oo es la permutacion identidad (sgn(c))(sgn(c™')) =1 6

sgn(o™) = sgu(o) .

Ademds como o varia sobre todas las permutaciones de grado », también

{o hace o',

Por lo tanto,

det(A") = Zsgn(0™)a g 1(,) @ o-1(y-+ Bna () = det(A).
Supongamos que 4 = (a,/l es una matrizde nxm. Sca Fi(d) el ideal gene-

rado por ios determinantes de submatrices de kxk de A, es decir, el ideal genera. -
do por todos los menores de orden &, donde & < min{n.m), Definimos Fy(d)=R "
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y F(4) =0 para k> min{nm) . Entonces F, e¢sel k-ésimo ideal determinante
de A. Observe que:

R=F{A) o F(d)aF{Ad)p..00=0=_.
Sea 4= [au} una matriz de nxn sobre R,
Sea A, la matrizde (n-1)x(n-1) obtenida de 4 eliminando el i-ésimo
rengldny la j-ésima columna.
Definimos b, = (-1)/der(4,)
B=1[b,]

y adjid)=B'. adj(A) esllamada la adjunta de 4.
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V. Matrices y Polinomiog.

Se ha demostrado anteriormente que existe un isomorfismo naturai de ani-
lios entre (R[x]), (ias matrices de nxn sobre el anillo de polinomios R[x]) vy
(R),[x], el anitlo de polinomios sobre et anillo de matrices (R), .

Ahora, si x es una indeterminada sobre Ry 4 = [a,] es una matriz en
(R), entonces xl-[a,] estd en (R[x]), .

El polinomio X(A,x) = det lxl-[a,,]l es ¢l polinomio caracteristico de A,

El ideal (X(4,x)) en R{x] es ¢! ideal caracteristico de 4.

Notacién: Usaremos el mismo simbolo x para denotar la indeterminada

del anillo de polinomios R(x] y del anillo de polinomios (R),[x].

Teorema de Cayley-Hamilton:

Sea A una matrizen (R),. Entonces N(d.A) =0, esdecir, 4 satisfuce
su polinomio caracteristico.

Se dardn dos demostracidnes de este teorema. La primera demostracién ¢s
similar ¢n estilo al método de identidades algebraicas y ha sido atribuida a L. Ro-
berts; sin embargo, una demosteacidn similar ha sido también dada por McCoy en

1939,




Printera Demostracidn:

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo de morfismo de anillos:

(Zlx, ..\ %, DIx] LN R[x)

(Z[xll"""xnn])n —— (R)n

tales que:

a wx,—>a, donde Ad=la,] y a:x —>x
by d:x,+—>a,
c) B:x >4

d yvx =>[x]

Sea f=X([x,], x) el polinomio caracteristico de [x,] en (Z[x, ..., x,,])ix]
X=X X122 . =X
S = X([x,], %) = det "":3' X=X22 .o X2
'-\inl “Xn2 ... X=Xm
Sea /= X(4.x) el polinomio caracteristico d¢ 4 en R[x].
X=ay =ay ... =dn

Fo X(Ax) = det| 79N XmAn - —an

~dny —8m) ... X—Qpn

Tenemos que aN =7 y fld) = () = 8y,




pero (/) = ALx, 1) = 0.

Por o tanto f{4) =0

X(A4,4)=0 g

La segunda demostracién involucra morfismos de anitios y al anillo de poli-
nomios no conmutativo (R),[x], pero antes se discutirin algunas generalidades.

Subongamos que S es un anillo no conmutativo. Si x es una indetermina-
da conmutativa, podemos formar de manera estandar, el anillo de polinomios S[x].
Sin embargo, si A estd en S, el morfismo de sustitucion S[x] —— S[A] no estd
bien definido en general. Esto es porque si flx) = Ea,.\" entonces flx) = Z-x'a, , pe-
ro generalmente Za' # Z).'a; . Esta dificultad podria ser superada definiendo
una sustitucion derecha (izquierda) como

f2) = Eap  (fih) = Zn'a)

Sin embargo surge otro problema. El mapeo S[x] —-—» S[A] definido por

Silxy => f(X), ain no es un morfismo de anilios. La dificultad es con la multipli-

cacion. Para ilustrarlo, supongamos que f{x) = Ea,x' vogx) = Eb].\". Entonces

hix) = fx)g(x) = Ec‘x" donde los coeficientes ¢, estdn dados por el producto de

convolucion ¢, = I;‘:‘a,b_, . Por lo tanto Ay(r) = %(E (a;b,)?k") . Por
+f=N LN b/ N )

otro lado, f(A)gp(A) = (Za,k'){Eb/Aj) que generalmente no ¢s igual a hD(X).'

Afortunadamente, en muchas ocasiones la generalidad de la situacidn ante- - .

rior no ocurre. Usualmente surgen dos tipos de morfismos:
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Primero. Si Ry S son anillos no necesariamente conmutativos y

0. S —— R es un morfismo de anillos, entonces o se levanta a un morfismo de
anillos

G: (S),—= (R),. dado por: 5([s,)]) = [a(s;)]

Por ejemplo, fa funcion & en la demostracion anterior es de este tipo.

Segundo.  Usualmente estamos tratando no con (R),[x] sino con una ma-
triz 4 v con el subanillo conmutativo RA] = (Ea,A' la, € R} (R conmutativo)
de (R}, . Aqui por ejemplo, el morfismo de anillos

R{x} —— R[A] dado por:
X 3
s tiene sentido. Los mapeos B v 7 de la demostracidn anterior son precisamente

de este tipo.

Ahora comenzamos con los preliminares de la segunda demostracion del
Teorema de Cayley-Hamilton. La técnica es cldsica y utiliza el algoritmo d¢ la di-
vision para (R),[x].

Recordamos de fa seccion [, que para un anillo conmumlivq Risi fyg
son polinomios en R[x] donde ¢l coefiviente principal de f es una unidad. enton-
¢es existen polinomios inicos ¢ v r con g = qf# r y grado(r) < grado(f) 0
r=0. De este algoritmo de la division, es facil deducir el teorema de facto.n es de-
cir, a es un cero de un polinomio si y sélo si x-a es un factor. Pero siendo « un

cero de un polinomio es un resultado del morfismo de sustitucion y hemos indicado
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arriba las dificultades para (R),(x] (no conmutativo) y el morfismo de

sustitucion,

Sea flx)=A,+ Ax+ .. +A,x" unpolinomio en (R),(x]. Diremos que f

es regular si A, es una matriz invertible. Una demostracién andloga a la demos-
tracion usual del algoritmo de la division para R[x] dard un algoritmo derecho e
izquierdo de la divisidn. Precisando, sean Sy g en (R),(x] con f regular. En.
tonces existen polinomios dnicos ¢q,,q,,r, y r, en (R),[x] que satisfacen
g=q.f*tr vy &= fg,+n

donde grado(r) < grado(f) 6 r, =0 para i=12, Nos referiremos a esto como
¢l algoritmo de la division para (R),[x}.

Supongamos que g(x) =B, + Bx~+ .. +Bx" en (R)[x]y 4 ;:sté en (R),
Observamos que: k ~

X-A'=(x-4)

XA =(x+ A)x - A)

A= (P xd + AN (x - 4)

oAl = (A rxdP+ ) x - A)

x".-A' = (x"“ x4 AT Y x- A)

Multiplicamos ambos lados de la identidad por B, para i=1,2,..,m
Bx'-A")=Bx-4) |

By(x'- A') = By(x + A)(x - A)

.02




Byx'- A’y = Byx* - 34 + AP} x - A)

8,.(x' sy =B Xy e A A
Sumamos las ecuaciones resultantes y obtenemos:
'g B~ é':x BA = ]Q(x-—A)l donde Qe (R),[x].
Empleando la sustitucién derecha  gp(4) = B, + B.Ad + .. + B A",
ecuacion (1) se convierte en:
glx) = Qlx - A) + gyt
Un céleulo similar nos da g,(4) y la ecuacion (1) se convierte en:
glx)= Qx - A) + g(4).
Esto nos lleva al siguiente teorema;
Teorema generalizado de Bézout,
Sean g(x)= 'g’ Bx' en (R),[x] y 4 en(R),. Emonces:
g(x) = Qplx-A) + gpd),  glx) = Qx-d) + gd)
donde Qp v @, estanen (R)[x] vy
g4 = ’;‘fo BA', g(h= I% A'B,
ademds Q,, g, y @,. § sonunicos.
Demostracidn:
Sabemos que B(x'-A')=B(x"' + x4+ .+ A"")(x - d)
£ By 'i_":o BA'=Qx-4) donde Qe (R), [x]

Como gp(d)= '):fo B,A'. entonces g(x) = Qy(x-A) + gy(4).

la




Andlogamente, (x'- A')B, = e A) ' XU A"')BI
io X8, - io A'B, = (x-4)Q, donde @, e (R),[x]
= 1=
Como gjid) = ﬁo A'B,, entonces g(x) = (x-4)Q, + g(A).
‘n
Qp+8p » @, . & son nicos por la unicidad del algoritmo de la divisién
para (R)[x]. g

En este teorema, (R), podria ser remplazado por un anillo no conmutativo
S y el resultado también se cumple.

Segunda demostracién del Teorema de Cayle'y-llimllton.

Sea A una matrizen (R), y X(4,x)} supolinomio caracteristico.

Sea X(Ax)=B8,+Bx+ ..+ Bx" e (R),Ix].

"
Dividimos por la derecha al polinomio X(4,x) en (R),{x] por (x-A). Por
la discusion anterior, tenemos que: .
A(dx) = Q(x-4) + X(4,4) donde Q e (R),[x]
Por otro lado,  X(A.x) = (adj(x-4))(x-4) .
Por el algoritmo de la division y la unicidad del cociente y el residuo, tene-

mos que:

Q =adj(x-4) y X(4.4)=0

Sea d en (R),. Hemos estudiado a 4 estudiando al anillo. R{4] que 4 ge-

nera en (R), . A suvez, nos hemos aproximado a R[A], examinando el anillo

de polinomios R[x] yel morfismo de sustitucion R{x]—-» R[A] dado por




X > . Fl Kernel de este morfismo de sustitucion es Jlamado el ideal de relacio-

nes satislechas por 4y denotado por [(4), es dectr,
HAY= e Rix) | Ad) =0y

Ahora nuestro propasito ¢s determinar [if). La caracterizacion de [(A) se
debe a McCoy en 1919.

Recordemos que si § es un anillo conmutativoy J e/ son ideales de S,
entonces el ideal cociente de /yJes:

(Nh=tseSlsicl

En particular, (0:J) es ¢! anulador de J.

Ademas, si J = (/) es un ideal principal, entonces (/:J) e¢s denotado por
(N .

En la seccion 1V definimos los ideales determinantes de una matriz de nxa.
El (n-1) ideal determinante de X-A, F, (X-A), es ¢l ideal gencrado por los de-
terminantes de las matrices de (a-1)x(n-1) de X-A.

El resultado de McCoy es que el ideal de relaciones satisfecho por -4 es
precisamente ¢l ideal cociente de (X(.4.x)) y el (n-1) ideal determinante de X-A.

Teorema de McCoy.

Sca A e (R),. Entonces:

K(A) = (X(A.x): F(X-A)) en R[] .
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Demostracién:
Sea g(x) e (X(4,x). F (x-A4)). Entonces g(x)F (¥-4) c X(A.x) .
Los generadores de F,,(x-A) son precisamente los elementos de adj(x-4).
Por lo que si adj(x-A) = [f(x)] entonces:
8(x¥) adjix-4) = [gx)f (X)) = X(4.x)M, donde M e (R),[x].
Multiplicando por la izquierda por x-A, tenemos:
(x-A)g(x) adj(x-4) = (x~3)[s(xm,(x)] = (%-A)X(4, )M
XA = X(A,x)(x-AM
Como el coeficiente principal de X(4,x) es uno, X(A.x) ;10 ¢s un divisor de
ceroen R[x] y glx) = (x-AM
g(A4)=0
Ast, g(x) e K4).
Reciprocamente, supongamos que g(x) e /(4), es decir, g(A‘) =0. Enton-
ces por el teorema del factor, g(x) = (x-4)G(x) donde G(x) e (R),[x}.
Multiplicando por adj(x-4) se obtiene:
8(x) adj(x-4) = (x-4) adj(x-A4) G(x)
= X(4,x) G(x)
por lo tanto, si adj(x-4) = [/}I(x)] entonces g(x)f,(x) € (X(4,x)) .

Como los f,(x), 1 Sij<n, generana F,(x-4), entonces:

gix) e (X(A.x):F,,_,(x‘A)) . s

Ak




v Sis cyaciones Lineales
Uno de los problemas méas antiguos del dlgebrea lineal fue la solucion de
¢cuaciones lineales y de sistemas de ecuaciones lineales, sobre los racionales y los

enteros.

Esta seccidn examina las soluciones x,, ..., x, en un anillo conmutativo R

de un sistema de ecuaciones lineales

aux, + ..t ax,=b,

QuXy * o v a, X, = b

donde los a,y b, 1sism 15j<sn, estanen R

Sean X' =[x, .. ,xn]'. B=1b,,.., bm]' y A=lay], elsistema anterior
podria ser escrito en forma matricial como:

AX =8

Si m >n, podriamos introducir las variables x, .., x, ydetinira, =0
pata 1 Si s m, n-1Sj<m En consecuencia, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que m < n siempre que esto sea conveniente.

Para ilustrar el tratamiento de ideales determinantes que utilizamos, supon-
gamos que A es una matriz f:uadrada de tamafto n. Sea A, la submatriz de 4

que se obtiene eliminandio el renglén ¢ y la columna j. Entonces de la formula

de la adjunta se obtiene:

adjtA)AX = adj(A)B
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det(A)IX = adj(A)B

X, 1) det(d ) .. (D)™ det(dm) |[ 8,
dend)| ¢ |=| :
Xn =D"" det{dn) ... (~D™"det(dm) || bm
,2":. -1y 'det(41)b,
j}f:l (~1Y*"det (d;n)by
Esto es,
n Y 1
det( Ay, = E ()" detid )b, = j)?l eub, = £ by = deth

donde ¢, esel cofactorde a, y Lbc, eslaexpansion de la matriz M, sobre la

{-ésima columna.

del(A)x, = dethf, = del|: ?ll...alt-lblalul...al» ]

Qnl.o -1 by Anpat A
para | £/ < n. En particular, si der(4) es una‘unidud, entonces s¢ podri resolver
de manera Gnica para x,, | $i < n. La técnica anterior ¢s Hlamada la Regla de
Cramer o Método de Cramer.

Ahora se extenderd para el caso mxn. Recordemos que anteriormente se de-
finid a F(A) como el ideal generado por todos los determinantes de las submatri-

ces de xt de A. F,(A) es ¢l t-¢simo ideal determinante de 4.

Teorema: Consideremos un sistema de ecuaciones AX = B donde A4 es

una matriz de mxp. Si este sistema tiene una selucion entonces los ideales deter- .

minantes de 4 son los mismos que los ideales determinantes de la matriz aumen-

tada [4,8] .




Demostracion:

Como las submatrices d¢ A4 son también submatrices de [A4,B] . tenemos

que:
Fid) g F(AB)D
Ahora es necesario mostrar que  F([4,B]) g F(A), para lo cual s¢ exami-
naran los generadores de F(A) si éstos no involucran elementos de B. Considera-
remos este caso. Como AX = B ticne una solucion, existen x,, .., x, en Rcon
el i-ésimo renglon igual a:

(atlxl * allxl ot “u"':) * all~|xl~| ot ainxn = bl

Entonces,

"

i
=bh. I ;
j?l ayx = b, |5, a5 pa Isist

Sea T, =detd donde A=[a,] | Sijst
brapayp . ay

Sea L =det|{bua,ll = det brax -
bran d:! . Qu
1€ist,25 st ypara k=11, .. ,m sea T, =det l[a(,»]| 1sise.
J=k2,3,...,¢ donde
ayanay..an
7, auan an .. ax lslsm

a,anan ... au




Por el método de Cramer.

gy

X ’ ( bl

adiChi] * | = ey | b - )":I’ ay
: AR AR I
X1 b,
X | b1

det(yl | ¥ aad/(ﬂ)[ [’:2 .m/,(;I)/)';l a
b a

,»t":. =1y det ()b,
) ,‘-":u 1Y et (4p)b;

,?, (-1Y*'det(d;b,

jil -1y det(d,,)b,
¥ Lo
x| B G el

X

| : :
~1y*'det(4,)b
L j?l( ) eL(A)b, |

que da como primer renglén:

ajy
_ . ay
j-ilil adj(A) J

ay

faul |

ay I

ay

ayJ

-

£, 0 detdngay

L (- et 4y, )a
= , LMy x

' k+i
L kg D de(‘(A‘k')alf’ ]

- ! “a, 2 : kel
T, /1[.'(-1}' ‘/u(A,,)bj-’j',‘#l(kgl(-l) det(day)x,

e




i b f; i )
=Yc.b, - €@, )X
P ) /-m(k-l AL

{ {
Eoeu £ (Zagen

il iz .. Ay

i
-
.

]

Jaiel '
) Q2 o Ay

Porlo tanto L (un generador de F({4,B])) es una combinacién R-lineal de

generadores de F(A4). El teorema se obtiene permutando los renglones v las co-

lumnas de « y aplicando el argumento anterior. g

La condicion del teorema anterior no es suficiente para asegurar una solu-
cion de AN = B. Camion. Levy y Mann han dado un ¢jemplo donde los ideales de-
terminantes de A y los de la matriz aumentada {4.B] coinciden para toda /,

pero AX = B no ticnen solucion.

El método de Cramer indica que la existencia de una solucion depende en .

parte de la accidn de dei(d) y de los menores de 4 sobrelas x,, 1 s75n.Esto

ha dado origen a dos tipos de "rango" de una matriz.

Decimos que el rango de una matriz 4 de mxn, rank(d). eselen

tero no negativo mds grande ¢ tal que F(4) = 0. Recordamos que F,(..l) =0 para -

t> min{mn}. Por lo tanto, 0 s runk(4) < min{m,n}.

El rango de McCoy de una matriz A4 de mxn, es el'entero mds grande ¢ tal. -

que Amg(F(4)) =0 donde Amy(F(A) =1{re R [rFd)=0}.
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Sea A una matriz de mxn. Consideremos la ecuacion 4X = B. Supondre-

mos que m S n. Suponemos que el rango de McCoy es igual a m, sea F,* el

ideal generado por todos los determinantes de las submatrices de mxm de [4,B]

que no son submatrices de A.

Teorema: (Camion, Levy, Mann)

Sea A una matriz d¢ mxn donde m £ n y el rango de McCoy es igual a m.
Si para algin ideal Q y algin « no divisor de cero se tiené:

QF () 2 (a)2 OF * ,

entonces AX = B tiene solucion.

Demostraclén:

Supongamos que A = [a,I] .

Como el rango de McCoy es igual a m, existe un determinante distinto de

Ccero

o n ]
T ayx,
b J=1 /
1)
o b2 | jgabxj
5 nolow
L o

Lo que implica que b, = j?l a,/xjm donde x"e F*, 15is m.
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Haciendo  x, ' .. =x," =0

el

2 .
e, o= Xoaxt (Isism
rel

Sean TV .. T los determinantes distintos de cero de submatrices de mxm
de 4. Como sc hizo anteriormente se puede obtener {as siguientes ecuaciones.

n
2‘ a,lxlm = T, <5<t 1<ism
/l

}

donde cada x ") estaen F ¢, y
1 " y

2l an . am
A=
Ami .o Ao

Entonces:

T = ded) = Aadj(A)

-

b [ by ] V by
L b_l = dei(d) b‘z = Aadj(d) b:z
i b.n J N b.m R bm
I b ] i b ] ( by \
™ b:z = dend) b.’ =1 adj(]) b.’
L b'll J L b‘m . b'm
o
ot an .. dm | Xy
’:[ Qi dim ] ,g((ly detdby | ax ... am x;“'
Am) ... Qmm % (l)”"'det/f,mb, : .: :
-1 Am) o Qom x,,‘,”

donde xj“‘ € Fm*
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Como (a) g QF,(A), existen q,, ... q, e Q tales que ) g1 =qa.
, ) s=1
g1 =«
s=}

i

Jz-:lqu“)b’ = ab,

£q. 8 ax® = ab
.\'-lq:j'l iy a i

n

)
2 agx” = ab,
=t =1

/gl a,2qx') = ab, xMeF,
Como q,x,"’ € QF,* c (a) entonces para alguna X,
( —
Como a no divide a cero, se divide por o y se obtiene una solucién

jg:l ax, = b,

Una aplicacion del teorema anterior es dada por el siguiente corolario,

Supongamos que para un anillo conmutativo R, el m-ésimo ideal determi-
nante de una matriz 4 de mxn es R, es decir, los mxm determinantes de A
generan a R, Entonces claramente ¢l rango de McCoy de 4 esiguala m y

FA)=R=(1)o F,* donde Q=(1). Estoda elsiguiente resultado:

Corolario: Sea A una matriz de mxm. Si F_(A) = R entonces AX = B

tiene solucion,
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Teorema (McCoy)

Sea A4 una matriz de mxn sobre R. La ecuacidn matricial AX = 0 iiene
una solucién no trivial X =[x,, .., x,]' siy solo si el rango de McCoy de 4 ¢s
menor que .

Demostracién:

Supongamos que AX =0 tiene una solucidn no trivial.

Supongamos X =[x,,..,%,] conx, € R y como alguna de las X, es dis-

tinta de cero, podemos afirmar sin pérdida de generalidad que x, # 0.

Se afirma que Amg(F,(4)) # 0. Se demostrard que al menos tiene un ele-

mento # 0.
Si n>m entonces F (d)=0 porloque dmy(F,(4)) =R

Podemos suponer que n < m.

l—”ll e @ ‘l
L @nl |

Sea D el determinante de la submatriz T=

Dx, =0 yaque 7x=0
Dx = (adj(THTx = 0
Similarmente, si D es el determinante de cualquier submatriz de nxn de A,
entonces DX, = 0. For lo tanto, X, estden A, (F (A)).
Por lo tanto ¢l Rango de McCoy (4) < n.

Supongamos que el Rango de McCoy (A) =1y (< n.
«“nn(F,.](A)) z 0
Existe ye R con y#0 y F,_d)y=0
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Si 1=0 entonces F(d)y = 0.

Fi(4) es el ideal generado por los determinantes de 1x1 que son las entra-
das de la matriz [q,] .

Por lo tanto a,y =0 para toda a,, entonces x =) para | <isn dauma
solucién no trivial.

Supongamos que ! > 0. Entonces el producto de y y algun generador de
F(A) es diferente de cero.

Este generador es el determinante de alguna submatriz de ¢x¢ de 4. Permu-

tando renglones y columnas, podemos suponer que ¢s la submatriz T donde

am ... Ay
T= y A= [(l,,] ’
th Ay

Consideremos la submatriz

ap e Qusl
el
il Ay 1l

de r+1 x t+1.
Para | <is¢rl, sea D, el determinante de la submatriz T obtenida de
climinar el renglén #+1 y la columna /.

Sea e, = (-1)""1"D,

Hagamos X, = pe,. (1<isg+l)
X=0 (1250 <m
p. 76




Si ¥=[x,,..,x,] enonces:

- - [ Ig 1
% ayi, l"l/"/ y ' -
/-
1

121 0 B

" - 1ol i I

L ayk (Zl (13,6',)}’ i ; 0 [
A -1

|

g
i
§

AX=1 )= =
|

1 _ el oL 0 4
% am¥, Loame jy
Jal T 3

1+)

va que Z' ae =0 para 1s151¢
Ia

y (/Ig a,,c{,)y =0 para (-1 Sism
13

vaque y oestd enel A (F, 40y EI a,e, esun generador de
F, ), es decir, ¢s un determinante de una submatriz de (f+1)<(r+1) de A

Finalmente, X # 0 puestoque ¥, , =ve, | =ydei(T) = 0.

Lo anterior muestra que si el rango de McCoy e¢s menor que  n. entonges
AX=0 ticne una solucidn no trivial.

Supongamos que AX =0 tiene una solucion no trivial, v supongamos que
X=[f,...x] con X en R ycomo alguna de las ¥, es distinta de cero pode-

mos afirmar sin pérdida de generalidad que x, # 0.

Se afirma que  Auny(F,(4)) # 0. Se demostrard que al menas tiene un ¢le-

mento # 0,

Si n>m entonces FA)y=0 v porlotanto Apy,(F (AN = R. Pademos

suponer que n < nl.




Sea D el determinante de la submatriz
ay ... din
nt oo Qnn
Entonces Dx, =0, yaque Tx =0 implicaque Dx=adj(T)Tx =0,

Similarmente, si D es el determinante de cualquier submatriz de nxn de

A, cntonces Dx, = 0. Por lo tanto ¥, estd en Au,(F (). Esto completa fa de-
mostracién. g
Corolario:
El sistema
apx,t..tamx, =0
anx) + + AunXn =’0

tiene una solucion no trivial si y sélo si el (Iw[a”] es un divisor de cero en R
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FE DE ERRATAS
Al final de la demostracion de {a pagina 30 , se debe incluir la siguiente proposicion:

Proposicién: Sea R un anillo conmutativo 'y RIx] e! anillo de polinomios. Entonces existe
un isomorfismo natural de los siguientes anillos: (R[x]q 2 (R)[x].

Demostracion:
ny nj n
Sean fylx)= Z"’“” Ky gylx) = anv) * en R[x] y definimos @ [fylx)] Z[(hw)] e
k=0 k=0 k=0

donde n= max{ng} , drwen R, 1<i,jsn, O<ksn.
it +0) = @llfyx] + lgyx)D = ollhyx)]
ny ny n n
donde hylx) = (%) + gylx) = Za.w) X+ Zbkw) Xt = Z((h(u)'i'bnu)) e =Zth) 'y
k=0 k=0 k=0

k=0

n n

ollhylx)]) = Zlc"“”] Xt = 2":[("“’) . btw)] X = Z[(h(u)] X+ ’Z,[bnu)] X = olf) + olg).
%=0 k=0

k=0 k=0

‘ olf-g) = @llfyix)]* [gptx) = @ifhipt )]

n ny ’m’ r
donde hiplx} = 2 f{x)-gjplx) = Z ((Zanw) X thw) ) = Zcmn X, r=ngEmgp
= k=0 =0

A k=0

‘ r r ]
ol[hplx)) = @ ([Zc‘mp) X)) = Z[Crap)]X' donde Cim. = Z[(b(wlb: -:w)],
! =0 =0 3=0 o

n

: k=0
“‘ Supongamos Qllfyix)} ) = it ylx)D

n

k=0 k=0 )
[a.(u)] = [a.(u,] para toda k en {0, Lot}
fyix) = f'y{x) para toda (i,f)
n

| n
{ donde fylx) = Za.w) xty fyix)= Z(hw) x
{ k=0 k=0

1

' por lo tanto [filx)] = [# yixi} s

'
i
i
!
¢
H
i

}
£
{
]
3
|
i
!

= Z[atw)] x* '2,:[bum] W = ([f{x)]) <P ([ij;(x)]) = oif) olg). -
k=0 ;

Z [(h(u)] xk = Z[ak(u)] x* dos polinomios son iguales si sus correspondientes coeficientes son iguales
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