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RESUMLti 

It.ri este trabajo se investiga la estabilidad I 'leal de una capa de Huido siscoelastieo que 

desciende sobre un plano inclinado en rotación Primeramente 	obtiene una solución estacionaria 

considerando una situaeiOn en la que no existen perturbaciones A partir de estos resultados se 

aborda el problema de estabilidad de las perturbaciones 

Más adelante, se llega a un sistema de ecuaciones que caracterizan el problema de estabilidad 

lineal. Dichas ecuaciones son una generalización de la ecuación de Orr-Sonunerfeld que describen la 

evolución de las perturbaciones 

La solución analítica del sistema de ecuaciones se obtiene, en forma aproximada, 

proponiendo soluciones en serie de potencias para perturbaciones a número de onda pequeño. 

Finalmente, se analiza la influencia de los diversos parámetros adimensionales involucrados 

en el sistema en la estabilidad del flujo y se comparan con resultados de trabajos anteriores 



IN '1(01)141'10N 

El estudio del flujo de películas descendentes por paredes tiene una gran importancia a nivel 

industrial, por ejemplo, en el recubrimiento de superficies con pintura, torres de uní.; iamiento, 

etcétera Debido ello han sido objetos de estudio en los últimos años 

Las primeras investigaciones acerca del escurrimiento de un líquido por un plano inclinado, 

fueron realizadas por Nusselt en 1926 Este investigador supuso un espesor constante de la película, 

es decir, que la interfase liquido-aire es plana. Como resultado obtuvo un perfil de velocidades 

unidireccional y semiparabólico, con vértice en la superficie libre. 

Debido a las suposiciones hechas, el modelo de Nusselt predice un flujo estacionario qUe 

surge como resultado de un balance entre las fuerzas viscosas y la componente de la gravedad en la 

dirección del plano inclinado. Los términos inerciales no tienen influencia en el movimiento. El 

resultado solo es válido cuando el flujo es laminar, ya que de otra manera se tendrían componentes 

de la velocidad en todas direcciones, por lo que las conclusiones son válidas solamente para números 

de Reynolds pequeños. 

A partir de diversos experimentos se ha detectado la formación de ondas que se propagan en 

la dirección del plano inclinado, lo cual indica que la superficie del fluido no es plana. Se encuentra 

también que las ondas pueden crecer hasta llegar a una amplitud de equilibrio, o bien dar lugar .  a 
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patrones de flujo mas complicados Estas superfieics ondulann as se okervan hasta valores del 

número de Reynolds alrededor de 300, a partir del cual se tiene un flujo turbulento (Benjamín, 1957) 

El estudio de problemas de formación de ondas en capas liquidas descendentes es un 

fenómeno de estabilidad hidrodinámica En ella se investiga la evolución temporal y espacial de las 

perturbaciones dentro del flujo Gn particular la teoría lineal de estabilidad investiga si las 

perturbaciones se amortiguan, dando lugar a un flujo estacionario, o si crecen El inicio de la teoría 

de estabilidad hidrodinámica de estos flujos se debe a Orr y a Sommerfeld quien a principios de este 

siglo obtiene una ecuación diferencial lineal para la función de corriente de una perturbación 

infinitesimal en un flujo unidireccional, llamada ecuación de Orr-Sommerfeld. 

tino de los trabajos más importantes acerca de la estabilidad de películas en planos inclinados 

corresponde a Yih (1963). El obtiene soluciones aproximadas a la ecuación de Orr-Sommerfeld para 

una película de fluido newtoniano, descendiendo por un plano inclinado, para dos casos' a) valores 

pequeños del numero de onda k y b) para valores pequeños del número de Reynolds 

Yih (1963) demuestra que para valores pequeños de k, las ondas se propagan con una 

velocidad que es dos veces la del flujo en la superficie libre. Además, dichas ondas crecerán si el 

número de Reynolds es tal que: 

R > 5/6 cot fi 



siendo 1.1 	 iorma el plano inclinado 1.011 	horvuula  

En la aproximación a números de Rcynolds pequeños, Vil] llega a la conclusión de que el 

flujo siempre es estable, excepto en el caso en que el plano sea vertical 

Un trabajo importante en el estudio del mismo problema es el de fluidos no Newtonianos 

realizado por Lai (1967). En este trabajo se considera que el fluido que desciende es viscoelástico y 

presenta tiempos de relajamiento y de retardo. Al analizar la influencia de los parámetros 

viscoelásticos en la estabilidad encuentra que la elasticidad tiene un efecto desestabilizador sobre el 

flujo. 

Se ha abierto otra linea de investigación de este fenómeno al estudiarse cuál seria el efecto de 

añadir una fuerza de cuerpo adicional a la gravedad, como podría ser la fuerza de Coriolis. El efecto 

de la rotación en el plano inclinado para el caso de un fluido Newtoniano fue investigado por 

Dávalos-Orozco y Ruiz-Chavarria (1992). En este caso, se encuentra que la rotación tiene un efecto 

estabilizador sobre el flujo. 

El presente trabajo es uná generalización del de Dávalos-Orozco y Ruiz-Chavarría (1992), en 

el cual se investiga la estabilidad del flujo para el caso de un fluido viscoelástico que desciende por 

un plano inclinado en rotación. Dicho problema es de interés ya que contrapone el efecto 

desestabilizador de la viscoelasticidad, con el efecto estabilizador de la rotación. El capitulo 1 está 

dedicado a presentar los conceptos y las ecuaciones fundamentales de la mecánica de fluidos; En el 
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capitulo 2 se exponen 	ecuaciones consututivas 5 las pii 	pales características de los fluidos 

viscoelastieos 1:11 el capitulo 3 se da un introducción a la teoría lineal de estabilidad, y se exponen 

los principales métodos y limitaciones Ln el capítulo ,1 se plantean y iesuelven las ecuaciones del 

flujo principal en ausencia de perturbaciones La solución estacionaría obtenida en este capitulo se 

utilizará en el análisis de estabilidad 11 capitulo 5 está dedicado a la obtencinn del sistema de 

ecuaciones generalizado de Orr-Sonnuerf Id, aplicando los métodos de la teoria de estabilidad lineal 

Como las ecuaciones de la estabilidad lineal no tienen una solución analítica, en los capitulos 

6 y 7 se obtiene una aproximación válida para números de onda pequeños. Se propone una solución 

en serie de potencias del número de onda k y se trunca el desarrollo hasta el término lineal. En estos 

capítulos se presentan los principales resultados de este trabajo a través de gráficas de estabilidad. 

Por último, en el capítulo 8 se dan las conclusiones del trabajo. 
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1 111(INCIPIDS GENERALES 1)1 LA \IECANI('A 1)1 11 I. 11.Ris 

1. Definición de fluido e hipótesis del continuo 

tin fluido se define como una sustancia que cambia de turma continuamente al ser sometida a 

una tensión cortante, aunque ésta sea infinitesimal. En contraposición, un cuerpo elástico sufre un 

desplazamiento definido cuando está sujeto a fuerzas de tensión En ciertos materiales, denominados 

viscoelásticos, tienen lugar ambos tipos de deformación 

Los fluidos se componen de moléculas, que se mueven y entran en colisión constantemente. 

Para un análisis riguroso, habría que tener en cuenta la acción de cada molécula o grupo de 

moléculas, así como las interacciones con las otras partículas en el fluido. Estos procedimientos se 

utilizan en la teoría cinética de los gases y en la mecánica estadística, pero son, en general, 

demasiado embarazosos al aplicarlos a sustancias cuyas interacciones son complejas. Otra manera de 

analizarlos consiste en suponer una distribución continua de materia, denominada el continuo, en 

lugar de el conglomerado real de moléculas, complejo y discreto. El modelo del continuo permite 

conocer variables medias medibles experimentalmente que satisfacen principios fisicos generales 

como la conservación de la energía, masa y momento lineal. Debido a los mayores alcances analíticos 

de dicho modelo con respecto a tratamientos estadísticos, se utilizan ampliamente sus hipótesis y 

métodos en la mecánica de fluidos y son las que se utilizarán en este trabajo. 



12 Sistemas de coordenadas 

Habiendo seleccionado la aprovirnación del contituto como el método para obtener las 

ecuaciones, se tiene que enfrentar el problema de elegir un mareo de referencia adecuado para 

derivar las ecuaciones de conservación Pueden emplearse dos sistemas de coordenadas básicos, 

conocidos como euleriano y lagrangiano 

1".1 punto de vista euleriano observa un elemento de volumen fijo, a través del cual pasa el 

fluido. Las variables independientes serán las coordenadas espaciales x, y, y además del tiempo 1. 

Debido a la elección de este sistema de coordenadas, el fluido dentro del elemento de volumen estará 

compuesto por diferentes partículas a cada instante 

En un marco de referencia lagrangiano nos fijamos en una masa particular de fluido y 

seguimos su movimiento a medida que fluye y cambia de forma, considerando siempre las mismas 

particulas de fluido. Las variables independientes en este sistema serán unas coordenadas iniciales x„, 

y„ y z„, además del tiempo; las coordenadas espaciales x, y y z no son variables independientes en este 

sistema, ya que pueden ser determinadas a partir del punto de referencia que se toma. 

Generalmente, el procedimiento consiste en aplicar las leyes de conservación a una masa 

específica de fluido (sistema lagrangiano), y una vez obtenida esta ley, pasar a un sistema de 

coordenadas euleriano que generalmente es más fácil de manejar para resolver las ecuaciones. La 

relación entre estos dos sistemas está dada por la llamada derivada material, cuya expresión es 
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(?..1 	(11 	cal 
// 	11' 	1111  

/.11 	 (?). 	(3., 	(1. 

Siendo 1)/./1 la variación temporal de la variable de campo en un sistema de coordenadas 

lagrangiano y la parte derecha de la ecuación es la expresión correspondiente en el sistema culeriano 

En esta ecuación, //,1' y 1V representan las componentes de la velocidad del fluido en las direcciones 

)r, y, y respectivamente. 

1.3 Teorema de transporte de Reynolds. 

El método que vamos a aplicar para derivar las ecuaciones de conservación, consiste en 

seguir un volumen arbitrario de fluido para el cual la masa permanece constante. Esto es equivalente 

a calcular las derivadas materiales de integrales de volumen que aparecerán en el desarrollo. Su 

expresión constituye el teorema de transporte de Reynolds, dado por la ecuación. 

r 
 /1 i/V 	11)1/1' 

	
(1.2) 

donde St  es el vector velocidad. Dada esta expresión procedemos a calcular las ecuaciones 

fundamentales de la mecánica de fluidos 



14 Ecuaciones de conservación 

a) Conservación de la masa 

Sea una masa específica de fluido cuyo volumen es elegido arbitrariamente Si esta porción del 

fluido es seguida a medida que fluye, su tamaño y su forma pueden cambiar, pero su masa permanecerá 

constante. Esto constituye el principio de conservación de la materia, el cual puede ser expresado 

matemáticamente, calculando la derivada material de la masa de fluido contenida en r, es decir: 

(913 
t - -( íni ) 

a (9r 
(11' 	 ( I 3) 

  

Esta expresión la variación de la masa total en un elemento de fluido. Debido al principio de 

conservación de la masa, esta integral debe ser igual a cero; además, el hecho de que volumen de 

integración sea arbitrario implica que el integrando debe ser igual a cero. La ecuación queda entonces 

como: 

("p 
)= 

cr c'k, 
(1.4) 

que expresa el principio de conservación de la masa para un medio continuo. 

b) Conservación del momentum 

El principio de conservación del momentum constituye una aplicación de la segunda ley de 

Newton a un elemento de fluido. Esto significa que al considerar una masa de fluido especifica, la 

rapidez de cambio del momentum de la masa de fluido es igual a la suma de las fuerzas que actúan 

sobre el mismo. 
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Lar, lucrz<n qnc xct1iau 9,1)1( 	I 11111,11,  i e ici , 	 , 	Ud /a 	le 	t 	1. tale, 

C(11110 1a 	la 	1 	11,11, 	11(1/a', 'alpelfiela112`, tale» 	ODIO la prr sil>n 5 Iras esfurrvrn '.1•,1.:1191S DI: esta 

manera, podemos representar a todas las hienas que actuar obre el fluido mediante la suma de dos 

integrales 1 roa integral de volumen que contendía al total de lie, ruer/i1S de cuerpo y tina integral de 

superficie con la resultante de las Fuerzas superficiales La ecuación de conservación del momentum 

es entonces 

brocal' 	f ds 	f p f (IV 
	

(I 5) 

Donde 1' es un vector que representa la resultante de las fuerzas de superficie por unidad de 

área y f es el vector resultante de las fuerzas de cuerpo por unidad de masa H lado izquierdo de la 

ecuación es el cambio total del momentum con respecto al tiempo de la masa de fluido 

En general, existen nueve componentes de los esfuerzos que actúan sobre una masa 

dada de fluido. Esto se ilustra visualizando un cubo cuyas caras son ortogonales a los ejes 

coordenados (ver Figura I I) Cada componente esta (lada por la dirección en la que actúa y por la 

cara del cubo sobre la cual actúa Como tenemos tres direcciones independientes y tres caras sobre 

las que se puede actuar, tenemos nueve componentes, las cuales quedan determinadas por el tensor 

de esfuerzos a,, Sin embargo, en la mayoría de los casos este tensor resulta ser simétrico, por lo que 

únicamente se tienen seis componentes independientes De esta manera, El vector Pf  estará dado por 

la suma a,, ry 1,a ecuación de movimiento en notación tensorial queda entonces 

13 



Vigilia I I Esfuertos sobre un cubo 

D 
11' U dr - f 	Il, ds 	f p dV 	 (1 

Mediante el teorema de la divergencia podemos convertir la integral de superficie en una 

integral de volumen; también podemos calcular la derivada del lado derecho mediante el teorema de 

transporte de Reynolds, con lo cual podemos agrupar todos los términos en una sola integral de 

volumen igualada a cero. Como el volumen es arbitrario, podemos afirmar que el argumento de la 

integral debe anularse para cualquier volumen, con lo cual se obtiene la expresión final de la ecuación 

de conservación del momentum: 

—(7. (11111•+. 111' 	P f 
ex, 	ex, 
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Si en la expresiun desarrollamos los piinlucu>s del Lulo i/loni do 	siento 	une., 

llegamos a lit forma final de la ectiaciun de cunseo.aci ni del 1110111e11111111 

< pj 

I.a última ecuación representa la segunda ley de Newton aplicada a un elemento de Huido I,a 

parte izquierda de la ecuación representa el cambio total de momentum de un elemento de fluido. El 

primer término es la aceleración temporal y el segundo término es una ¡tecle: ación convecti va que 

considera la existencia de aceleraciones locales, aún cuando el flujo sea estacionario El lado derecho 

de la ecuación contiene a todas las fuerzas causantes de la aceleración. El primer término es debido a 

gradientes de esfuerzos sobre la superficie del fluido, mientras que el segundo representa la 

contribución total de las fuerzas de cuerpo, tales como la gravedad. 

fin el caso de sistemas no isotérmicos es necesario aplicar al fluido el principio de la 

conservación (le la energia. Corno en este trabajo se trabajará solamente con sistemas a temperatura 

constante, no es necesario obtener dicha ecuación. 

1.5. Discusión de las ecuaciones de conservación. 

Las ecuaciones básicas de 'conservación para sistemas isotérmicos constituyen un sistema de 

cuatro ecuaciones escalares, ya que tenemos una ecuación de movimiento para cada componente de 

la velocidad y la ecuación de continuidad. La densidad será determinada por medio de una ecuación 

de estado adicional . Sin embargo, tenemos además diez incógnitas que son la presión, tres 

componentes de la velocidad y seis componentes del tensor de esfuerzos Por lo tanto, el sistema 

está incompleto. 
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Con el 1111 (le 	1111 comida() completo de ecii.0 	;local() sistema , la, mese 

(..11111110111.1111e de los estileizos deben set especilicadai, de mai nr 	 a la olikricam de  

las Ilamxdas ecuaciones constitimi, a-, en las cuales el tensor de 	necios si 	ri 

función del tensor rapidez de deformación que contiene como componentes a los gradientes de 

velocidad lin el siguiente capitulonos °ultimemos a Rindo de las ccuacnines constitutivas l'or el 

momento solo daremos la !Orina ecncral del tensor de esIberzos 

	

O,/ 	• p 	 ( 1.9) 

en donde Ti, está relacionado con cambios de forma en el fluido y es llamado el tensor de esfberzos 

viscosos o cortantes La cantidad p es la presión termodinámica y ñ, es la delta de Kronecker El 

signo de la presión es negativo debido a la convención de que los esfuerzos de tensión son positivos. 

Las ecuaciones constitutivas proporcionarán relaciones entre el tensor de esfberzos cortantes y los 

gradientes de velocidad del fluido 

1.6, Condiciones de Frontera. 

l'ara tener univocamente determinado el sistema, es necesario que existan condiciones en las 

fronteras que garanticen la unicidad de la solución Las condiciones de frontera que usualmente se 

dan son las siguientes: los valores de las velocidades en las fronteras sólidas, y en su caso, los valores 

de los esfuerzos tangenciales y normales en las entrecaras de fluidos En cuanto a las primeras, se ha 

observado experimentalmente que, debido a la viscosidad, siempre existe una pequeña capa de fluido 

que se mueve a la misma velocidad que la frontera sólida a la cual se encuentra adherida Dicha 

condición es conocida como de adherencia o no-deslizamiento. En cuanto a los esfuerzos 

tangenciales, cuando no hay gradientes de tensión superficial y el fluido del otro lado de la entrecara 
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no es !MIS viscoso, Se puede suponer C011 buena apl 	que calen cero I .ste seria el caxi de  

muchos tilóinenos en la entrecara del agua y del aire 1 cuanto 	turrirts nounales, cs 

necesario hacer un balance entre las presiones, los 	I ei 	úntanos y las fuerzas de tensión 

superficial a través de la entrecara 

Una vez dadas las condiciones de frontera suficientes para resolver las ecuaciones, el sistema 

quedará completamente determinado, pudiéndose dar una solución única ['ara el problema que se 

esté resolviendo 



h. I 11()I)1 	I() 	,\ 1.A II ()11.1 1)1 	I \ 
	

01 	1'5 	II)11) 

Como se menciona en el capitulo anterior, para poder resolscr las ecuaciones de movimiento 

para un sistema en particular, es necesario conocer la respuesta del fluido al aplicarle 00 esfuerzo, la 

cual depende de la estructura quimica y lisio de las moléculas que constituyen el material Esta 

información se obtiene a partir de las llamadas ecuaciones constitutivas del fluido, las cuales, si se 

conocen para un fluido en particular, completan el sistema de ecuaciones y permiten describir el flujo 

en condiciones particulares 

A través de la ecuación constitutiva, el tensor de esfuerzos cortantes es un función de los 

tensores deformación y rapidez de corte e„. Definidos como:, 

I r  , 
7 	c9ti  I  (9 

I ( 1 	U, y  

e 	 (2 x,) 

( 2 1) 

Donde (91,/2x, mide el desplazamiento de dos puntos en el fluido con respecto a las coordenadas, 

cuando la distancia entre ambos tiende a cero. y u, es la velocidad del fluido. Se observa que y, mide 

la deformación total y e, la rapidez con la que el elemento de (luido se está deformando 

2.1. Tipos de fluidos 

La relación más simple entre los esfuerzos y las cantidades definidas arriba, la presentan los 

llamados fluidos newtonianos, cuya ecuación constitutiva es 

T 	= 	It e '1 

IN 
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siendo It  es 011,1 constante l'alnada istaisIdad del 1111115 	puede 	 ,tos lluidos los 

esfuerzos de (ante dependen linealmente de la lapide/. de ciare, y no son tonetOri de la delorntuci in 

Este comportamiento dellne a un fluido puramente viscoso 

Existen otros tipos de fluidos puramente viscosos para los cuales la viscosidad no es una 

constante sino que depende de la rapidez de corte. 	más conocido de estos es el llamado fluido de 

Ostwald-de-Waele cuya ecuación constitutiva para flujo unidireccional está dada por la ley de la 

potencias. 

712 	= 	le12 	eu. 
n -1 

(2.3) 

Se observa que si n= I se recupera la expresión para un fluido newtoniano, siendo lo M t; por 

consiguiente, la desviación del valor de ri con respecto a la unidad es una medida del grado de 

desviación del comportamiento newtoniano. Cuando o es menor que uno, el comportamiento es 

pseudoplástico, mientras que para valores superiores a la unidad es dilatante (Figura 2. I), 

1 

RapIdet de corta (eo) 

Figura 2.1 'Tipos de comportamiento no-rieutuniano 



n arntryxnicü,n a Ií 	tluirlrnpu dinen te 	kho 	. 	t 	a  lo., c uate;Á„, 

esfuerzos internos son funcion sol mente de la maenitud de la definnrrcion Dichos materiales, al ser 

sometidos a un esfuerzo tespondertin instantáneamente 	defortnadon de ludibrio que 

depende de la magnitud del esbierio aplicado Este material debe ser un solido ya que no presenta un 

flujo continuo como respuesta al esfiniiie, aplicado Cuando la deformación tiene un comportamiento 

lineal con el esfuerzo aplicado, se tiene un solido de I looke 

G 	ui (2 

donde ri es el llamado módulo de Young 

Los materiales viscoelásticos, como su nombre lo indica, poseen tanto propiedades viscosas 

como elásticas en diferente grado Este puede variar desde los sólidos viscosos, como el hule, que 

son más elásticos que viscosos, hasta los líquidos elásticos, tales como polimeros fundidos o en 

solución, que son más viscosos que elásticos 

Se han construido modelos teóricos intentando describir este comportamiento; el más simple 

es el Huido de Maxwell, que presenta el mismo comportamiento que tendrían un resorte y un 

amortiguador en serie El resorte presentará un comportamiento puramente elástico (lado por la ley 

de Hooke, y el amortiguador será puramente viscoso, representado por la ecuación de Newton La 

ecuación general nos quedará 
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donde 	es una constante de tiempo característica del fluido que es representativa del tiempo de 

relajación de los esfuerzos internos en el material como respuesta a una deformación constante 

Otro importante modelo se obtiene al poner al mismo resorte y amortiguador en paralelo. 

Este fluido es conocido como sólido de Voigt, cuya ecuación constitutiva estará dada por 

tu  

G 
+7„ 

siendo k'-ur (; una constante representativa del tiempo que tarda el material en alcanzar la 

deformación de equilibrio con respecto a un sólido de Hooke. Dicha constante es conocida corno 

tiempo de retardo del material, y tiene el efecto contrario al que tiene el tiempo de relajación en el 

sólido de Maxwell 

Si combinamos ambos modelos, de tal manera que el fluido presente tiempos de relajación y 

tiempos de retardo, tenemos el modelo de Oldroyd de dos constantes: 

D 
t 	 =2) 

DI 

r i) 
(2.7) 
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lin 	los tres i...iis(ts antuiores 	al litoniento de th,ü , cl manir 	ictil ata tor sírin  

eloisaciones, ademas de traslaciones Por lo tanto, todas las 41cnSadaS que estamos expiesando en el 

modelo se encuentran dadas en un sistema de coordenadas que se IMIC‘e y,  deforma con el fluido 

tina de estas derivadas, conocida como derivada conectiYit superior, expresada en un sistema de 

coordenadas euleriano es- 

DA ¿4 
0 • VA 	Vrr)i 	- 	 (25) 

Dt 

El modelo de Oldroyd con derivada convectiva superior es el que se empleará en la obtención 

de la solución para nuestro problema. 

2.2. Efectos de la viscoclasticidad 

Existen varios efectos que exhiben los materiales viscoelásticos y que no pueden ser 

observados en fluidos puramente viscosos; algunos de ellos se ilustran en la figura 2.2. 

En la figura 2.2a se observa como la forma de la superficie libre de un liquido en un 

recipiente se modifica al ser sujeta a una deformación angular por medio de un cilindro en rotación. 

Para fluidos sin elasticidad, la fuerza centrífuga genera un vórtice cóncavo en el liquido. Sin 

embargo, los fluidos elásticos desarrollan esfuerzos internos que se oponen a la fuerza centrífuga 

ocasionando que al fluido ascienda por las paredes del cilindro. Esto es conocido como el efecto 

Weissenberg 
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En la figura 2 2b se observa la forma de un chorro emerr;iendu del euremo de un tubo 11 

chorro de un fluido inelastico se contrae ligeramente con respecto al diametro del tubo, mientras que 

el elástico presenta el efecto contrario 

En la figura 2 2c se observa el efecto que tiene la fuerza centrifuga sobre un fluido confinado 

entre dos placas en rotación. Se observa que la elasticidad tiene el efecto de invertir la dirección 

hacia la que se moverá el liquido al sentir la fuerza centrifuga 

(ni 

    

    

    

punimenle 
Incoen 

I Ls«etteulko 

Efecto Weledraberg 

lol 

puramente ,,,Itudo 
know 

ennlracellue del churro 

(ci 

puramente 	tlecoetánku 
Vil/030 

CirClillICIIM 'm'en* 

Figura 2.2. Efectos de la diferencia de esfuerzos nonnales en los fluidos siscoelásticos. 
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Un la figura 2 2d se ilusira un flujo axial estaciílnalio cri un anulo 1.11 este 'fuá), la elasticidad 

tiene el efecto de generar una diferencia de presiones en la dilección radial, efecto que no se observa 

cuando sólo existen efectos k ÍSCOSOS 

Todos estos fenómenos pueden ser atribuidos a la aparición de esfuerzos normales que no 

están presentes en otros fluidos Estos eshierzos son función de la rapidez de corte y desaparecen 

citando el fluido está en reposo. La explicación molecular de dichos efectos tiene que ver con el gran 

número de interacciones físicas que presentan las macromoléculas debido al aumento de grados de 

libertad con respecto a otros fluidos 
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3 I Dermicion del pi (Adema 

Debido a su complejidad, las ecuaciones de la hidrodinámica sólo pueden ser resueltas para 

ciertos patrones sencillos de flujo Dichas soluciones serán correctas para ciertas magnitudes de los 

parametros que caracterizan el flujo. Pisto se debe a la inestabilidad inherente de estos sistemas, es 

decir, su incapacidad de mantener el flujo ante la presencia de pequeñas perturbaciones a las que 

todo sistema lisia) está sujeto. El establecer las magnitudes de los parámetros para los cuales el flujo 

será estable o inestable es uno de los problemas que estudia la estabilidad hidrodinámica. 

La presencia de perturbaciones ocasionará que los campos de velocidad v(x,t), de presión 

p(x,t) y de esfuerzos t(x,y), tengan desviaciones con respecto a los valores calculados para el flujo 

original. Podemos expresar estas magnitudes como la suma de dos contribuciones.  

u(x,t) 	1.1(x,t) + g'(x,t) 

p(x,t)= P(x,t) +.p'(x,t) 
	

(3 1) 

/(x,t)-.11:(x,t) 	(x,t) 



(1011(k ( 	, t 	 .1('4,1) srm Ir r, c,tnryx r 1 de ,,VilwItiad, pre,inn 	eluctir 	en el flulu principal  

nr,el)cla de  peibuled,d,ne,), 	1'. 1 ), 	 I i,rs ten 	1:01respon(lientes para la s  

perturbaciones 

El problema fundamental de la teoría lineal de estabilidad consiste en determinar si los 

campos asociados a la peiturbaciOn crecen, permanecen constantes o se amortiguan En el primer 

caso, el flujo será inestable, ya que las perturbaciones ocasionan que el flujo se aleje cada vez más de 

su estado original Si la perturbación se amortigua el flujo será estable ya que q(x,t) ,p(x,t) y 1(x,t) 

tienden a U(x,t), P(x,t) y I(x,t) a lo largo del tiempo. Si la perturbación permanece constante se dice 

que el flujo tiene estabilidad neutra (Drazin, 1979) Por su parte, el problema básico de la teoría de 

estabilidad no lineal consiste en obtener la evolución temporal y espacial de la perturbación. 

La determinación de la estabilidad o inestabilidad de un sistema consiste en encontrar la 

dependencia que tienen las perturbaciones con los valores de diferentes parámetros adimensionales, 

característicos del problema. Uno de ellos es el número de Reynolds (R) que representa la magnitud 

relativa entre las fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas del flujo. Otros números adimensionales 

relacionarán las diferentes fuerzas de cuerpo involucradas en el sistema con las fuerzas de inercia 

Estos se obtienen al adimensionalizar las ecuaciones de movimiento a partir de cantidades 

características del problema. Fijaremos la atención exclusivamente en la estabilidad de flujos 

estacionarios e incompresibles Además, consideraremos fuerzas de cuerpo constantes o 

dependientes únicamente de la velocidad 
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Las campo:, de ‘elucidad presion 	en el ilup 	I 	perbubacioi 

denominado Ilujo principal (U , p y j), así como en cl Ilujo perturbad,  1 	p I) son solucionc,, de 

las ecuaciones de la mecánica de fluidos Por lo la no, se cumplo) la 	Jnienies curaciones con 

variables adiniensionales. 

(u, 	71) 
1? 	( u )  

\ (71 	CX1 	C-Vk 

si f 

/ 	, 	, 
k. 	if•v k  

0 	 (3 4) 

0 	 (3.5) 

donde Ui y ni son las componentes de U  y u respectivamente y fi son las fuerzas de cuerpo que 

actúan sobre el fluido en el flujo perturbado mientras que Fi son las mismas fuerzas en el flujo 

principal. Por cada una de estas fuerzas podernos definir un parámetro adirnensional Si. 

Las ecuaciones que gobiernan a las perturbaciones se obtienen de restar (3.3) de (3.2) y 

(3.5) de (3.4), dando por resobado: 

(32) 

(3.3) 



donde ¿Sí,- t;-1.›, es la dÚrencia de las fuertas de cuerpo del flujo perturbado cr,n el (lujo principal 

Determinar la evolución de las perturbaciones implica resolver completamente las ecuaciones 

no lineales (3 6) junto con la (3 7), lo cual es un problema muy complejo desde el punto de vista 

matemático Sin embargo, si suponemos la presencia de perturbaciones muy pequeñas, podemos 

despreciar los términos u'k  (Ole,/ d xl) en la ecuación de momento, obteniendo: 

Bu', 	Bu', 	(7.17, 	r7, \ 	 a',, 
J? 	------ +1/ i -;--- + n' i --- }- -- .S by ; } --( 

PI 	(7X* (73k DX1 / 	 Ar o  

(3.8) 

el cual es un sistema de ecuaciones diferenciales lineales acopladas. Una vez conocida la solución 

para el flujo principal, el sistema debe resolverse ajustándolo a las condiciones iniciales y de frontera 

del problema. 

3.2. Modos normales. 

Supongamos que el flujo principal es estacionario. En ese caso, las ecuaciones (3.7) y (3.8) 

forman un sistema cuyos coeficientes no dependen del tiempo. Esperamos que, después de aplicar 

una separación de variables, la dependencia temporal para las perturbaciones esté dada por un factor 

del tipo exp(-i or t), donde el coeficiente o) es, en general, complejo. En el caso en que U, no dependa 

explícitamente de alguna de las variables espaciales, podemos aplicar el mismo argumento Por 



ejemplo, ,,oponga,a, que el campo du celocirlades depende 	ente de la IRea denada x:  1„a 

soluciones tendrían entonces un factor del upo esp(1., 	k.s di \ a.ste método se le da el manbre 

de "modos normales'.  

Id término (k 	k- 	en) puede ser escoto cuino k ( tos 0 x, - seno-e 1), siendo 

i1)' kdk tan O y e (mlk) I,a interpretación tísica de k, c y O es Mrnediat a si recordamos 

la descripción matemática de una onda; k es la magnitud del número de onda (2A "L) . donde i. es la 

longitud de onda, O es el ángulo de propagación, la parte real de c es la velocidad de fase de la onda 

y su parte imaginaria multiplicada por k es la razón de crecimiento o decrecimiento de la 

perturbación. Cuando Ini(c)--0 hay un crecimiento temporal de tipo exponencial y cuando 1m(c)<0 

tenemos un decrecimiento temporal Si lin(c)-0 se tiene estabilidad neutra (la perturbación se 

propaga en forma de una onda sin modificación temporal). 

Para encontrar la estabilidad procederemos a expresar las soluciones de todas las variables 

involucradas de acuerdo al método de modos normales: 

uu  u,(x2) exp ik ( vis() x1  1- seno xi -c t) 

p-s(x2) exp ik ( coso 	seno xi  -c 1) 
	

(3 9) 

Ti¡' - Q,j(x2)exp ik ( coses xi  + seno x, -c t) 

siendo or, g y Q„ las amplitudes correspondientes. 

El problema de estabilidad consiste en determinar loS valores que adopta c El procedimiento 

usual consiste en introducir estas soluciones a las ecuaciones de movimiento y continuidad, para 



obtener un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de las amplitudes que tienen cuino 5ariable 

independiente a x 2  Los coeficientes de estas ecuaciones dependientes de s,. contienen a G., e. R y 

otros números adiniensionales, además de xsi 

Las soluciones del sistema deben satisfacer las condiciones de frontera, que por lo general, 

dan un sistema de ecuaciones homogéneas. El parámetro c se determina como valor propir,i, en 

función de los demás parámetros, de manera que las ecuaciones sean consistentes Por lo tanto, el 

problema de la estabilidad lineal se convierte en un problema de valores propios 

3.3 Límites de la teoría lineal 

Un flujo puede ser estable en presencia de perturbaciones pequeñas, pero aún queda la 

posibilidad de que sea inestable para perturbaciones finitas. Reynolds lo pudo constatar en sus 

experimentos. Usando tubos con paredes rugosas o perturbando al líquido a la entrada del tubo, 

encontró que la estabilidad se perdía a números de Reynolds del orden de 2000. 

El estado final de un flujo inestable no puede ser determinado por la teoría lineal ya que a 

medida que las perturbaciones crecen, resultan importantes los términos no lineales. Sin embargo, la 

teoría lineal permite en general determinar si un sistema será estable o inestable para un determinado 

conjunto de valores de los parámetros del flujo. 
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Figura 4 I - Vistas lateral y superior 
del ptaiiu inclinado en rotación. 

4. ITU.10 PRINCIPAL 

4.1. Obtención de los campos de velocidades 

Una vez dada una breve introducción acerca de los principales lemas con los que se relaciona 

este trabajo, procedemos la resolución del problema que nos ocupa 

Primeramente, es necesario encontrar los campos de velocidad, piesón y esfuerzos 

correspondientes al flujo principal Dichos resultados serán utilizados posteriormente al resolver el 

problema de estabilidad Para encontrar dichas soluciones consideramos una capa de un fluido que se 

ajusta al modelo de Oldroyd con espesor constante, que desciende por un plano inclinado, formando 

un ángulo m con la vertical y que rota con una velocidad angular constante i2 (figura 4.1). 

La dirección del vector velocidad 

angular es antiparalela a la dirección de la 

gravedad. Por otra parte, se elige un sistema de 

referencia que se mueve con el plano inclinado y 

cuyo origen se localiza en un punto sobre la 

superficie libre de la capa de fluido (no 

perturbada). El eje x y el eje z son paralelos al 

plano inclinado. El primero coincide con la 

dirección de la componente de la gravedad que es 

paralela al plano El eje y es perpendicular a la 

interfase sólido liquido. La dirección de las 

coordenadas se elige de tal manera que tengamos 

un sistema derecho de coordenadas. 
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Al estar situados en un sistema de referencia no inercial, la ecuación de movimiento 

contendrá dos fuerzas de cuerpo adicionales la (berza ficticia de ('oriolis 2p((2id 1) y la fuerza 

centrifuga -p (lx(Ilxry donde r es un vector que comienza en el eje de rotación y termina en el 

punto donde está aplicada la fuerza 

En e) sistema de coordenadas elegido, el vector 	tiene componentes en los ejes x y y dados 

por: 

.1.1= (-0 cos u , -(I sen u.,0) 	 (4.1) 

La ecuación de conservación de momento, para este sistema, queda: 

<91j_ p.
-- 	pi) ( V 	-Vp — 2p(C1 	- 	(1? X L) V 	pg 	(4.2) 

t 

Como estamos trabajando con un fluido incompresible, la ecuación de conservación de la 

masa es: 

V • p - ( 
	

(4.3) 

Como se aprecia, la fuerza centrífuga ocasiona que las coordenadas (x, y, z) aparezcan 

explícitamente en las ecuaciones. Esto es un problema serio ya que al resolver el sistema tendremos 

una dependencia de las velocidades en las coordenadas x y z Esto hará que sea imposible separar en 

modos normales las variables dependientes al momento de intentar resolver el problema perturbado. 
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Con el lin de evitar las grandes dificultades matenrttic.r, asociadas a este problema 

consideraremos el caso particular en que la fuerza de (oriol es mucho mayor que la fuerza 

centrifuga lista se puede lograr cuando se cumpla la siguiente condición 

2j(71 
» 

/12 
(4 4) 

Algunas situaciones relevantes en las que se realiza esta aproximación son las corrientes 

marinas inducidas por el viento, estudiadas a principios de siglo por Ekman y las corrientes de aire en 

la atmósfera ter restre. 

La segunda suposición es que el área que ocupa el flujo en una cara paralela al plano 

inclinado es lo suficientemente grande como para ignorar los efectos de borde. Esta suposición 

implica que todos los puntos en un plano y-cte, serán equivalentes, es decir, las variables que 

describen el fenómeno tendrán el mismo valor. Matemáticamente tenemos que los campos de 

velocidad, presión y esfuerzos sólo pueden depender de la coordenada y. 

La primera consecuencia de lo anterior se observa al aplicar la ecuación de continuidad 

obteniéndose que dV/drO, lo cual significa que V=cte pero como la velocidad debe anularse en la 

frontera sólida, es necesario que 	Por tanto, se tiene el sistema de ecuaciones que satisfacen los 

campos del flujo principal: 

I dr12  
—2 	áena W g cosa + 
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20 cosa IV 	sena 
1) dr 

2 12 sena I 
	I d 1 _, 

donde los subindices I , 2 y 3 se refieren a las coordenadas r, ,r y :, respectivamente 

De estas ecuaciones es necesario eliminar los esliterzos, con el fin de obtener un sistema 

cerrado de ecuaciones diferenciales Para esto, utilizamos el modelo de Oldroyd, y obtenemos cada 

uno de los esfuerzos como función de las velocidades U y W Las ecuaciones quedan 

d(! " 
r)1 .21t (la - X1) sr(i) ) 

t22 = O 

(4.8) 

</U \ /(1' 
trr 	2 p (A.1 - X2)(—• 

dV 

donde p, XI  y IQ son la viscosidad, el tiempo de relajación y el tiempo de retardo, respectivamente. 

Derivando t 12 y t25 y posteriormente sustituyendo en las ecuaciones de movimiento se llega al 

sistema por resolver: 

tí/ / 

	

-2 0 Aena 	g cosa v 
dr 

I 

	

20 cosa 	g sena 
dy 
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(lv 

donde v ji/j) es la viscosidad cinemática 

C01110 ',e Observa, la ecuaciones son exactamente iguales que para el (luido newtoniano (ver 

Dávalos-Olozco y Ruiz-Cliavarria, 1992) que para el (luido viscoelástico. I,o anterior implica que la 

elasticidad no tiene inIl IellCia sobre la cinemática del flujo cuando no existen perturbaciones sobre el 

sistema. Sin embargo, observamos la aparición de nuevos esfuerzos normales y tangenciales, los 

cuales también tendrán una gran importancia en la determinación de la estabilidad del sistema 

Las ecuaciones (4.9) y (4.11) forman un sistema cerrado, cuyas únicas incógnitas son U y W 

Estas dos ecuaciones pueden combinarse para formar una sola ecuación compleja. Multiplicamos a 

(4,9) por i y posteriormente le sumamos (4 11).  

2 	.sena (U 4 W) g cosa +- 	i W) 
- 

(4.12) 

Podemos definir una nueva variable F:-.11(i W, con lo cual llegamos a una sola ecuación 

diferencial de segundo orden: 

2l2 sena F g cos a t+--+ h+' (4 13) 
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I.a parte real de la solución de cita ecuacion será Ny) i)  la parte imaginaria W(y) Si 

adlinensionalminnos a las coordenadas, usando como distanciar característica el espesor de la capa d, 

se tiene. 

y 	_2¡X F — g 
COS 	

(414) 

donde x2:-S2 sen ct (12  / v - z sen ea /2. Siendo T--2 S3 d1/ y el número de Taylor que es una medida de 

la importancia de la fuerza de Coriolis con respecto a las tuerzas viscosas Este parámetro muestra 

que la rotación no tiene influencia sobre el flujo cuando el plano es vertical, es decir, cuando ct-0. 

La solución general de la parte homogénea de la ecuación es: 

	

F= Ai exp (X1 y) Al exp (X2 y) 
	

(4.15) 

Encontramos las raices de esta ecuación al resolver el polinomio característico, y se obtiene: 

	

XI= (l+i) X Y X2- 41+1)x 	 (4.16) 

. Por otra parte, una solución particular de F es' 

igcot a 	, 
fr 	

20 	
—ifl 
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Con esto, se tiene la solución general para F 

	

F- A, exp( 1 f i) y + A2 exp -(1 4.1) v - i 	 (4.18) 

Para determinar totalmente el campo de velocidades es necesario aplicar las condiciones de 

frontera. En la superficie libre se tiene que los esfuerzos tangenciales deben anularse. Lo cual nos da 

las condiciones: 

dU  dift 	(11.* 
en y O 	 (4. I9) = 	O 	) - = O  

Por otra parte, desde nuestro sistema de referencia el plano inclinado permanece en reposo. 

La condición de no-deslizamiento en la pared sólida implica la anulación de las velocidades en TI: 

t/(1) = W(I)=.  O 	F(1)= O 

Las dos ecuaciones resultantes de aplicar las condiciones de frontera son: 

A1  exp (I 	x A1  exp -( 14-i) x (3=0 

(1+i) x (AI-A2) = O 
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Al resolver para A, y 	obtenemos 

(4 23) 

Con esto, se tiene la solución para F que cumple con las condiciones de frontera 

Expresandola en función de cosenos hiperbólicos complejos, se tiene 

cosh(1 )1)x),  

)= 113 	cosh (I i)x 
(4.24) 

Las componentes de la velocidad se obtienen al separar F en sus partes real e imaginaria: 

U(y) . 	[ senil y (11-y) sen x (1-y) senh (I +y) sen y (1-5)1 
	

(4.25) 

W(y) 	[cosh y (Ny) cos y (1-y) cosh y ( 	cos y (1-y)] 

- 111 [ cosi) 2x feos 2xJ 
	

(4.26) 

Con f319/(cosh 2x + cos 2x) 

4.2 Adimensionalización de las variables de flujo. 

Con el fin de poder estudiar el problema con una cantidad reducida de parámetros, es 

necesario adimensionalizar las variables que describen el flujo Para ello se requieren dos cantidades 

representativas una longitud característica y una velocidad característica. 

iI 
i 

cosh( í 
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1.a única longitud característica que se tiene es el espesor d de la capa de fluido sin perunhar 

Por otra parte, es necesario escoger una velocidad que tome en cuenta las dos componentes de la 

velocidad del sistema. La velocidad representativa la definimos como 1.1„. 

(u' + w2 ),  (U' -t w2 )dy 	 (4 27) 

esta integral es el promedio espacial del cuadrado de lit norma de la velocidad 1,a 1.1„ elegida se 

denomina como velocidad cuadrática media. 

Evaluamos la integral usando la propiedad de los números complejos que afirma que si 

E = 	W entonces 	i--(171;*)I'2. Al usar la ecuación 4.22 y las identidades cosita coshb = 

1/2 [cosh (a+ b) + cosh (a-h)J y senha senh b = 1/2 [cosh(a ti)) - cosh(a-b)j la norma de la velocidad 

al cuadrado es: 

(cosh (1+i) x y - cosh (1 fi) x) ( cosh (1-i) x y - cosh (1-i) x), 	 (4.28) 

donde 9- 2 	/ (cosh 2 x cos 2 x). 

Al integrar esta expresión y sacar raíz cuadrada se obtiene la velocidad característica 

buscada 
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senh 2/ sen 	 (4 29) 
2y(cosh 2/ cos 2/) 

Por medio de esta cantidad podernos expresar a las velocidades en forma adimensional 

U(y) 	[ senil .7, (I `Y) sen x  (I -y) 	senh 	(I • y) sen 7 ( I -y)1 
	 (4 30) 

W(y) = T [cosi) z (1+y) cos z (1-y) + costi z (I i-y) cos z (1-y)1 

(4 31 ) 
- T [ cosh 2z reos 2z1 

donde T=— 

(cos 2x+ cosh 2x) 
sen 2x + senh 2x 

2x (cos 2x + cosh 2x), 

Para adimensionalizar los esfuerzos usaremos a la viscosidad cinemática v, además de d y U.. 

Las ecuaciones quedan como: 

(di/ ‘12  
tu= 2 U-1-12)y,~47) 

x:12 

(BY 
.t„=2 (LI-/.2) 

dy 

). 

(XI )  

.717.17 ) 

((BY 

\dy 

(dt1)(div), 

siendo L,-k, U,/d, i=1,2 los tiempos de relajamiento y de retardo adimensionales, 
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Con la :CII,.idad (..aideteristica puede del nii si. uu ;Rumio de 	tir 	aticulado pata este 

problema 

It 
	g cos (41 	 sen2x senli2x 

\ 2x2 	2x(cos 	coste 2%)) 
	 (4 33) 

Calculando el limite cuando x tiende a cero se encuentra el número de Reynolds 

correspondiente para un flujo sin rotación. 

1?„ 
	g t'osad' I  

\15_) 
	

(4.34) 

La diferencia con el número de Reynolds dado por Yih (1963) se debe a que en este caso se 

tomó la velocidad cuadrátíca media como velocidad característica. 

4.3. Análisis del flujo principal. 

Se observa que las velocidades solamente son función del parámetro x. Esto quiere decir que 

para el flujo principal adimensional el parámetro importante es x y no t o a por separado. 

Haciendo un desarrollo en series de potencias para las velocidades manteniendo tres términos 

de la serie para las funciones hiperbólicas, se obtienen expresiones de las velocidades para el caso en 

que x es pequeña. Esto es: 

U -- (151g)u ' ( 1- y2) + 0(X) 

W—p + 0(x) 
	

(4.35) 



Esto ditiere del resultado obtenido por Vil] solamente en 1111i1 constante nuiltiplicativa debido 

a que se está definiendo la velocidad característica de otra manera 

y 
Figura 4.2. Perfil de velocidades del flujo principal. 

El comportamiento de las velocidades para diferentes valores de x puede observarse en la 

figura 4.2. En ella se ve que la velocidad W aumenta al incrementarse el parámetro x. Por otra palle, 

la velocidad U disminuye con el crecimiento del mismo Se encuentra también que para valores 

de x de 2.0 o mayores, el valón máximo de la velocidad no se encuentra en la superficie libre. La 

razón de esto puede ser el hecho de que no se está tomando en cuenta la fuerza centrífuga, lo cual 

hace que los resultados difieran cualitativamente para valores grandes de x. 
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Figura 43. Cociente del Número de Reynoldo con el número 
de Reynolds en ausencia de Rolación contra el parámetro a 

Otro análisis consiste en una comparación de R con respecto a R„, con el fin de 

mostrar la influencia de la rotación. En la figura (4.3) se observa la gráfica RJR„ vs x. La que muestra 

que el cociente es una función decreciente de x. Esto puede interpretarse como un incremento de los 

esfuerzos viscosos a medida que se aumenta la rotación. 

Debido a la importancia de los esfuerzos normales en la viscoelasticidad, se analiza su 

comportamiento en la dirección de propagación de la velocidad en la superficie. Para esto se realiza 

una rotación del sistema de coordenadas a lo largo del eje y, por un ángulo y, definido como: 

[W(0)} 
y, = arctan 

11(0) 
(4.36) 

Con esto, los esfuerzos normales se transforman en: 



t ll 	r11  Gis 	2 ti, sen y1  cos 	t,, sen` 7, 	 (4  11) 

t11  sen' yt  - 2 tia sen y, cos y, • u. cos' 	 (4.3k) 

El comportamiento de los esfilerzos normales con respecto x se analiza en la figura 1 4 Fn 

ella se ve un crecimiento de 	a medida que la rotación aumenta Además, observamos un 

decremento de t'II  f.o anterior se explica fácil:neme debido al crecimiento de la velocidad W(y) a 

medida que aumenta la rotación Sin embargo, observamos que la diferencia de esfiierzos normales 

111-t33  disminuye a medida que aumenta la rotación Esto es importante debido a que esta diferencia 

provoca comportamientos diferentes en el fluido newtoniano y en el viscoelástico, por lo que se 

puede concluir que un aumento en la rotación provoca una disminución de los efectos viscoelásticos. 

Esto será importante al momento de estudiar la estabilidad del problema 

20 

15 

10 

5 

0 

.5 

•10 

-15 

X 
Figura 4 4 Comportamiento de los esfuerzos normales respecto a 

a en el sistema rolado un ángulo el 
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Cx.,' 	 (-S' t 	 C1) 	(71'21 'en (7 -e0  

	

R 	(.?yr 	R \ 	<y 	(?i' 
(52) 
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5. ECUACIONES DE ORR-SOMNAISITiLD PARA L.I. PROISI_LN1A 

DEL PLANO INCLINADO EN ROTACIÓN 

5.1. Generalización de la ecuación de Orr-Sommerfeld. 

En esta sección se obtendrán las ecuaciones lineales que describen la evolución temporal y 

espacial de las perturbaciones del problema. Dichas ecuaciones serán una generalización de la 

ecuación de Orr-Sommerfeld de un fluido viscoelástico de Oldroyd descendiendo por un plano 

inclinado en rotación. 

Siguiendo el desarrollo propuesto en el capitulo 3 podemos encontrar inmediatamente las 

ecuaciones lineales adimensionales que satisfacen las perturbaciones. Como se realizará 

posteriormente una rotación del sistema de coordenadas, expresaremos a todas las variables con 

primas para que las variables obtenidas después de hacer el cambio de coordenadas no estén 

primadas y se simplifique la notación. Las ecuaciones quedan: 

a) Balance de momento: 

	

d U' 	 <Tp 	I üt'l , 	i"I'11 

	

+ U' — t v — 	sena w'= ---+ 
Cut 	(7af' dy' 	i)z' R 	(1x' R 	' (72' 

(5.1) 



rw' 	rw' 	(11Y 	r 

dy' 	R 
(11(4 	COSO. y') 

(5 3) 

I)) Ecuación de Continuidad 

	

ro' 	
o 
	 (5 4) 

cx' 

c) Ecuaciones constitutivas 

()t'o (,)„,til, 	d Til 	7,,eit 	 dU 	„ il' 	.,, Al' 	, irat' 

	

— • + v' 	+ U' 	+ ' 	- 2 t'21 ---  - 2 T'O --- - 2,Tró -- 	iel'ir:iir;i -ir N, 	ayi 
74 	dy ' 	N' 	iiz.' 	dy' 	 (a 

Í 	(ge'll 	iie',,i)e'l, 	dll' 	dU' iiiV ìl 
2[e'

11 
 tL2  71—  + U --(----,- + W''-i,-:7 - 2c21 --(y-  - -d--y-,- -(:;-y-71i1 

j).e22 	(71.22(7'5,  

	

+ U' 	+W — - 2 t'i'2 	2122 
(-)x. 	&L' 

7.)e'2.2 (Hl' 	dW' N' 1 
21.e'22 	a- U' 	W 

dy' 	dy' vi 

(DT',2 	d t'',-'2 	.,,(?l'i, 	&Vil 	dW' 	dU'Av') 

i (1 
	W-7.7 - '21"--,---   

dy' 	cx
7 	

(.17. 	ClY
, 
	dy 	cx

7 
 1  

I 	, f:-w', Nv' (.1' 	, (7,u' 	, <I' 
tii..,-

N  
- - •e,i,( 

&L'  
--- + 

(ix'  
-----) t'2.---  - - Vit ---;---; 

	

i' 
- 	

N' 	cri 

i)e'll 	?JenTendW' 	1 (111' iw' 	dU' 	I 	' iiiti''' 

21'  e'll  -I- IL, -- + U' -- + W' -- e'2, 	
u 

--- - - ------. - c'2 ---; - -- -
dW

,- -;,-- 

74 	i,7ix' 	(-,7' 	dy' 	2 dy' y' 	i dy 	2 dy <-,y',/.. 
_ 
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(a. t', 	d 

t 
	

ax' 

ae, 	d'U' 	(e'  
2[.e' ,2  	V'' 	, 	ti' 

' 	
, 

dy'"  

dl,' 	r \ 	 (U
t. 

 

7 	dy' 	1  i 	( 7.
, 	

az' 	az' ) 

	

. 	t 

y  Oe' 	(15‘" Al' 	di l' 11 

az' 	2 dy' az' 	2 dy' ir).' 	" d'y" ),1 

at'21 	d .1', 	az'', 	az'2, 	(1151' 	iTv' 	, al 	(7v' 	i'm' 
T„ + I, 	1- v. 	+ U — .- + W 	,, 	-- t'íi 	- + I' 2 ---- 	I,  , , I 21-:-  ' 14 	dy' 	(X' 	íV 	- - dy' 	(7,x' 	N' 	cz 	oc' 

ae'23 	d'W' 	 dW' ñu' I dU' Oe' 

	

Oe'21 	ll 	 aW' 
( , 	

W' 1 
2 e'23 + L --- + v' ---.,— i- U'---- + W--- + — --- -- — ----- — e.„ 

( 

at 	
dy, 	<9x' 	az' 	dy' ax' 2 dy' ox' 	" dy' j 

(5,5) - (5.9) 

Con el fin de simplificar las ecuaciones anteriores, resulta conveniente realizar un cambio del 

sistema de coordenadas utilizado mediante una rotación de cierto ángulo 0, de tal forma que las 

derivadas con respecto a la coordenada z se anulen en esta dirección. Las ecuaciones de 

transformación para las nuevas variables son; 

x=x cos O + sen O 

sen 	+:' cos O 

u= u' cos 0 + w' sen 0 

v' 	 (5.14) 

w 	-u' sen O + w' cos 0 	 (5.15) 

U - U' cos O + W sen O 	 (5,16) 

W 	sen O+  W' cos 	 (5.17) 
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(5.24) 
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t 	cos'U 2 t 	110 CosIt 	"e“ sen '  O 

	

I I 	S" 	C('S 	 (cos`  O- sen1  O ) 1 1 , 

' 	12 COS O t'1, senil 

t2" - t'u sen O t'2 , cos O 

Con lo cual, el sistema de ecuaciones anterior se reduce a 

a) Balance de momento 

• 

	

7,11 Al (TU 1 	 rp I uti , oti2  

	

7,1 N &y R 	 R 7-x 7,y 

1 

	

7,v t 	 7p CT;i (7122) 

	

+ U --  f• COSU 5V 	+ 

	

R 	 uy R 

	

Av Ni (W t 	 .13  
1 , 

), ()tu 	71-c12  

	

Ix ry R 	 R 	(y 

b) Ecuación de continuidad 

(5 (8) 

(5 19) 

(5 20) 

(521) 

(5 22) 

(523) 



1
I 

U) FCLIadOfICS 

ilt 	
d ti'.

' 	
("'(1 

2 1 , + 1,, 	-' 	v Í 
(-1 	dy 	

1 
i'x 2tdU 
	II 

' dy 	
I 

lx 

	

í U 	dU 7ti i. 
,.1

\ , í't 
f il 

Peu 	,(2eu 	d 
2Le,, 2 1 	- • " 	- 	 _.__ 

' 	
(x 2 C21 

dy 	dy  ()y./; 

rti 

(7 'U? , 	»1122 t22 t 1- 	ti 
a 1 

 

¿v) dU (7v' 

<x 	dy rx, 

d c 	 ("")( \ 
tu 	L 

ílt,, 	̀i') 	()Tu 	dW „ 	
(.1; -.-,--- 

dU 	Nv 	N , (Tw 

(A 	(1 y 	N 	dy 	(1 y 	Crx 	(7y 	N 	c y / 

	

¿lel, 	Deu 	dW 1 dU i'iw.. 	.dU _ 1 dW - _(_,..u)1 
{ 

	

2 el, + 1„ (71 
	N 
 t 11 --- en ”- - —..- dy 2 dy oy ;:i - e' d   -y 2 ---dy (.7y ) '  

	

ti3t,2 	d t72 dU 	7,v 	í 	(âe12 	1 d 	aeu 	dU 
tu+ L, 	v — + 	z—

y
- 	2[eu 	+ 	 — U- - 

dy 	 2 dy 	(9x 

	

i"),( 	d dy 

. 	ihn 	d'il 	,¿1z2, 	dW 	, av 	r, (7)s, 	„ N \ 
( 1 23  + L , --á- + v -d-y- + U --(7-z- - t 12 -d--y-  Tii5;"" I iz —,7y  ' .rt -..-7;, c 

	

ae,, 	d 2 W 	aen  1 dW Al 1 dU ii‘V 	dW')l 
2  en + L 2  ---'` 1. V --- + U-- + ------ - — -- - C., — [ 

	

A 	dy  2 	(7"( 	2 dy ex 2 dy (7)x 	'' dy 

(5 25) 
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elimina la depundeima de la coordenada z cn Lis ecuaciones ,c :m'ose idiota solamente 

dos variables espacniles independientes 

En este mema no tenemos coeficientes que dependan espbeitament e de la coordenada a o 

del tiempo En base a esto, se espera que las soluciones para los campos de velocidades, presión y 

esfuerzos sean de la forma 

f(v) 	(x -er) 	 ( 5 26) 

Aún es posible reducir el número de incógnitas en nuestras ecuaciones haciendo algunas 

consideraciones acerca de la ecuación de continuidad. De las propiedades de operadores vectoriales 

sabemos que: 

div rot 5 	 (527) 

siendo 5 una función vectorial arbitraria. 

Escribimos u como el rotacional de una función vectorial cuya componente en el eje y es 

nula, es decir: 

u = rot 	r 
	

(5.28) 

50 



(lui) esto, el problema se redm e de ti es a dos inci 'muta 	 (1,2 re,,111`1,c1 las 

cc:ilaciones para las variables u, v y ‘v, se itií 0 eian para 	a 	pentuil)a,lonc; "..'; y 

las soluciones para 	p y t 	son de la forma 

- •(1)(y) expi k ( x - c.() 
(1- 

- '11(y) 	exp i k ( x- 	t) 

Suponento.,, que 

(5 	2)) 

(530) 

y(y) exp ik ( x- c t) (5.3)) 

Ti 	exp 1k ( x- 	t) (532) 

z12 - Ft(y)  exp i k ( 	c 1) (5.33) 

ti3=  F3(y) exp i k ( 	t) (5.34) 

tu- F4(y) exp i k ( x- c t) (5.35) 

t2.3- 

 

Fi(y) exp i k ( x- c t) (5.36) 

13)- F6(y) exp i k ( x- c t) (5.37) 

Las soluciones de las amplitudes (1), 'I', y y Fi  se obtendrán después de sustituir dichas 

expresiones en las ecuaciones originales para las velocidades. A (13 y 'P se les denomina amplitudes 

de las funciones potenciales. 

Puede observarse que de acuerdo con estas definiciones, las componentes del campo de 

velocidades y presiones de la perturbación se expresan cuino. 

u - '1"(y) exp i k ( x- c 1) 	 (5.38) 

v-iktl'(y) exp i k ( x- c t) 	 (5.39) 
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(5.46) 

F3  [ 	k 	(11-c)] 	[ -2 k (1.1 -14)((1) 	+ 	+ 	U' W" + 9.1  U" W')- U' 1:5  F4  W'• 

9" W' - 	U' 1=1 k (1) + 1.2  [ -k' 	(U-e) -2'b' U' -2 W' 'I" •k2  

(5 47) 
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V, 	) CNI) 	N- e I) 	 :¡()) 

g(y) exp i 	( x- c t) 	 (5411 

Al sustituir estas expresiones de las perturbaciones se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones 

a) Balance de Momento: 

i k 	(U -c) - k U' 'V A2 	k 	k y I/R (i k 	 (5.42) 

'I" (U -e) - U" 'I' - i A2/ k 	+ A3 	- y' + I /R (Y- i I /k) 	 (5.43) 

i k (1) (U-e) - i k 	W' - i k A, 'I' • A2 	I/R (Fs' + i k F3) 

b) Ecuaciones Constitutivas: 

[ 1- 	k 	(U-e)] +14  [-4 i k (1.1 -1..2)('1', U'2  + 'V U' U")-2 F4 	- 2 9" U') = 2 i k 'I" 

- 2 L2  [ k2 	(U•e) - (2 9" + k2 	U'I 

(5.45) 

F2  [ 	k 	(U-c)] 2 14  k 2  91  U' - .2 i k 	+ 2 L 2  1112  'I" (U-c)-12 	U'l 

(5.44) 



1+ 4  [1 - i k l., (P.c.)] + 1.1 	- 	- i k 'I' 	+ 21, +I ,-I 	' 	'V ' 	 EP",  42 

'11 (11-c) - i k '1' U" + 2 i 

(5 48) 

l's [1 • i k Li  (11-c)j 	1.1 	- 55."1.2 - i k 	\V" + 2 k 2 11.1 .1.+11. '1,‘ 	k (`11  \\" 	(I) 11')1 
	

(I) 

[ i k (1)' (11-e) - i k 	W" + 3 i k '1°1V - i k (1) U'l 

(5.49) 

Las tres ecuaciones de balance de momento pueden reducirse a 2 si eliminamos de ellas a la 

variable y Esto se consigue derivando la primera ecuación con respecto a y e igualando con la 

segunda. Esto nos lleva al par de ecuaciones: 

- i k R [41"(11-c) 	(U" + 	(11-c))] 	t sen u (1).+- i k t cosa cosí) (1) 	k2 1'4  

- i k l'2.+ i k Fi'41,4"-0 	 (5.50) 

ikR[N(U-e)+'1'W'J+iktcosacos04'+tsena'Y'•F5-ikE3¡0(5.51) 

Dichas ecuaciones contienen aún como incógnitas a las amplitudes de los esfuerzos. Para 

tener las ecuaciones sólo en función de las amplitudes (1) y 	es necesario resolver el sistema de las 

cinco ecuaciones constitutivas que se tienen, poniendo las E en función de dichas amplitudes. El 

resultado obtenido es: 

-((-2 k 'V' - 2 c k 2  L2 	+. 2 k 2  1.2 11 'E' + 2 k 2  1.2  'Y U' • ,1 i Al. k Li 	tia  - k L1  'P 

(2 AL U' 2 )' -2 Li  U' 'Y" + 4 L2  U' 	(1 - c k 1.1 + i k 1.1 U))- (2 1,1 U' (2 L, U' (i k 1.1" + 

k 2  L2 	-k2  1.2  U V- k2  Li 	412 1.2 '1' 11')+i(1-ickLi.4-ik1.1 U)(ik 2 4' +ck 3 L2 

'1' 	k 3 1,2  `I' U - 2 k L2  'V U' f 2 i Al, k2 1.1  Y' U'2 2 	'1'" 4 c k 	4i" - k L2  U 'Y" - k 	̀I' 

U" +1(1..2 `1) U")))/(1-ickLi +ik1.1 U))  

(5.52) 
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1:2(y)` (-2 (i k `P'l c k 1.2 	- k 2  1,2 11 'V k 2  (11-1.)) 
	

I 	k 	(Le» 

173 (y)--((ld  W" (2 Id  U' (i k 	c k' 1.,2 'I" - 1(2  1,2  U 'P.  - k 1,1  'I' U' 1 k 2  L2  'I' U') + i (1 - 

i c k 	k 1,1  U ) (i k 	c 	1.2 	k 1.2  'V U -2k[,,`''U' t 2 i Al. k 1,1  'V U' .2 	i 

+ c k 1.2 	- k 1.2  U 	k 1., 'I' U" ( k 1,2 	U" ))) / (1 	i k L, (U-c) )' ) - (-i k (I) - 

k 2  L2 (1) + k 1.2  (I) 11 - 1.1  (V U' + 2 1.2  (1)' U' - 2 i AL k 	(I) 	k 2  1,2 	W' - 2 i Al. k 

L1  9" U' W' - 	W"1" 2 L2  W' 	- 2 i AL k 11 9' W' U" - 2 i AL k 1,1  9' U' W" ) / (1 + i k 

	

(U-c) ) (Li  U' ((2 	(i k 'V' 	c k 2  L2  'V k 2  1.2  U 	-k' Li  9' U' +k2  12 9' U' ) W' ) / 

(1 + i k 1.1  (U-c) 	f (i 	(1" + c k L2  (IY - k l.2  U (1)' - k 1, (1) U' + k L2  (1) U' + k 1.1 	W' - 

3 k L2  V W' + 2 i AL k 2  LIT U' W' - k 1,1 9' W" +k1.2 '1'W" ))/ (1 i k 	(11-c) ))) / (1+ i 

k L, (U-c)) 

(5 54) 

F4(y)= -((2 1...1  U' (i k 	ck 2  12 	-1(2  12 	'P' + k 2  AL 	U' )+i (I -i ck 1.1  + i k 1,1  U ) 

(i k 2 	+ c k' L2 	k2  L,29' U - 2 k L2 	U' + 2 i AL k 2  1,1  'V 1.1' 	+ i 'I" 	c k 	1" -k 

12  U 'I" k 	(Y U" + k 1,2  1' U" ))/ (1 + i k 	(U-c))2  ) 

(5.55) 

Fy (y) -(-2 	(i k 'Y ' 	c k2  1,2  'I" k2  L2  U 	- 1(2  L,9' U' + 1(2  1,2  "I' IJ' ) W' ) / 

(I + k 	(U-c) )2  - (i (i (1)'1-c k L2  (1).  - k 1,2 U (1)' - k 1.1  (I) U' + k L2  (I) U' + k 	111 ' W' -3 k L2  'V 

'W' +2i AL k2  1.1 	U' W' -k1.'1'W" + k 1,2 	W"))/ (I + k 1.1  (U-c) ) 

(5 56) 

Al sustituir estas ecuaciones en (5 50) y (5.51) habremos reducido el sistema inicial de 10 

ecuaciones a uno de solamente 2 para las amplitudes (1) y 9'. Este par de ecuaciones constituye la 



	

generalitacion de la 	de (kr •Somnerleld pata un 11111do 	 sometido a la aceion 

de la gravedad y de la fuerza de roriolis Las ecuaciones finales tienen la forma 

	

Q, 41" Q, 'P"'r Q  Y" r Q1  'P' 95 	9„ (V • 9, lb 0 	 (5 57) 

(1)" r P2  (IV 	1) (1) 	'P" 	Ps 	' 	 (5 5R) 

Dada su complejidad, las expresiones para los coeficientes D, y P, se da en el apéndice I 

5 2. Condición cinemática 

En ausencia de perturbaciones, la superficie libre de la capa de fluido es plana y la presencia 

de la perturbación producirá curvaturas provocando que el espesor de la capa no sea constante a lo 

largo del plano. 

La amplitud de una perturbación o de la superficie libre, puede expresarse como una 

superposición de perturbaciones senoidales del tipo 

o=9(0) exp i k (x-c 	 (5 59) 

La perturbación induce una componente de la velocidad v en la dirección y inexistente en el 

flujo principal. El valor de v en la frontera superior es igual a la velocidad vertical del elemento de 

masa situado en la superficie libre Lo anterior se traduce en: 

	

v(0) = Do 
	o 

ut 

cq 
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o bien, usando (S `“)) 

i k `1'(0) 	i k 111(0) c) 5(0) 
	

( S 60) 

A esta ecuación se le conoce. como condición cinemática Despreciando los produmtis entre 

las perturbaciones se llega a una ecuación que permite determinar 13(0) 

11(0) 
0(0)i, 

11(0)=
-
C
: 

5.3. Condiciones de frontera 

La solución de las ecuaciones de Orr-Sointnerfeld debe construirse de manera que los 

campos de velocidad y de presión satisfagan las condiciones de frontera 

En la superficie libre, es decir en y=n(x,z,t), los esfuerzos tangenciales se anulan. Las 

ecuaciones resultantes son: 

ri2=1.11h)+1:4(rt) exp[i k (x.c. t)1= 0 	 (5.61) 

t23'W(11) ti  (n)  exp[i k (x-e 	= 0 	 (5.62) 

En lugar de evaluar las ecuaciones en y-rt haremos un desarrollo en serie de Taylor alrededor 

de y=0. Las derivadas de la velocidad tienen el siguiente desarrollo: 

11'(q).--  U'(0) ' U"  (o) n 0 (n2) = u"(o) n + 0 (112) 
	

(5.63) 

w(n) - N,‘"(o) + W" (0) n f. 0  (n2)- mr(o) n + 0 011) 
	

(5.64) 

56 



COMO 1115 perturbaciones son pequeñas, IOS IC1. 11111101.; C.11 1 ', orden superiur yen  

despreciables En el caso de las perturbaciones de los estilemos tangenciales podemos concluir que 

su evaluación en y-0 difiere de su evaluación n y-11 por productos de perturbaciones por u, por lo 

que pueden despreciarse dichas contribuciones y evaluarlos en y-0 Las condiciones de frontera 

quedan: 

L1"(0) 9(0) + F, (0) = 0 (5,65) 

W"(0) 9(0) 4 F1(0) -+0 (5.66) 

Otra de las condiciones de frontera en la superficie libre es un balance entre los esfuerzos 

normales y la tensión superficial La ecuación que describe dicho balance es:  

- 	?
R 
	vve(71+

()'rl 
---i-  J= v 	 en y 	 (5.67) 

Para poder evaluar esta condición en 	es necesario hacer una expansión de la presión en 

serie de Taylor: 

P 	P (0) + tl  P'(0) + n(0) + n'(0) n 0(n2) 
	

(5.68) 

En donde P corresponde al campo de presiones en el flujo principal y rc es la perturbación. El 

primer término vale cero ya que corresponde al estado de referencia fijado para la presión y el cuarto 

término es despreciable ya que es un producto de perturbaciones, Sustituyendo esta expresión, la 

condición de esfuerzos normales se expresa como: 

( 
2 	(?-n o'n 

- 	P' (0) -- 14(0) 4-1-
1. 

Tu+ We 	 =0 	 en y ----- 0 	 (5.69) 
\ 
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P'10) n(0) • 	t., We 

esto, en función de los potenciales 

E 	 2 
g(0) 11 1:,(0) k -  We 9(0) = 0 

Las condiciones de adherencia en el plano inclinado implican que las componentes 

tangenciales de la velocidad se anulan: 

Uf u-0 

W + 	O 	 (5.7l) 

En una pared sin poros, la componente normal de la velocidad también se anula. Estas 

mismas condiciones se satisfacen en el flujo principal, por lo que se tiene: 

u(I)=v(1)-w(I)=O 	 (5.72) 

Estas ecuaciones , expresadas para las fuciones potenciales se expresan: 

(1).( I ) 	̀( I ) O 
	

(5 73) 

sen O (1( I )•cos O '1)( I ) O 
	

(5.74) 

15 ni) 

(S 70) 
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scp,unda con(licion 	 1 	'1't I 	(11,1 la 	4(11(1(1, la rica del xno v 

coseno Con estas condiciones el sistema (le ecuaciones queda completo 

Como se observa, el sistema de ecuaciones a resolver resulta muy complejo y no es 

posible encontrar una solución analítica Existen dos caminos para dar alguna solución a las 

ecuaciones. El primero, consiste en aplicar técnicas numéricas de solución de ecuaciones 

diferenciales. El segundo consiste en resolver las ecuaciones para el caso en que el ninnera de onda 

k es un número muy pequeño, lo cual nos lleva a utilizar métodos asintóticos Físicamente, el hecho 

de que k sea muy pequeño implica una longitud de onda de las perturbaciones muy grande 

comparada con el espesor de la capa En este caso si es posible obtener una solución analítica de las 

ecuaciones de Orr-Sommerfeld y es en el que nos centraremos en este trabajo, 
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6 1.S.1A1111.11.),ADIrl, PIS 	RIt 	10til,S A NI A1111.1)S I». ONDA PI,(,)11 	()S 

ApkoximAciw,; A  okDkN CERO 

6 I Ecuaciones fundamentales y condiciones de frontera 

No es posible resolver analiticamente el sistema de ecuaciones planteado en el capitulo anterior I.a 

dificultad radica en que los coeficientes dependen de la coordenada r Por esta ratón, vamos a 

obtener una solución aproximada proponiendo un desarrolo en serie de potencias del número de 

onda k. Las soluciones propuestas tienen la forma general: 

-chi  + 	k + (1))  k2  

= 	+ 	k +112  k2  

g 	k + 	k2  + 	 (6.1) 

c=c, +c1k 	c2  k2  +... 

En la aproximación a número de onda pequeño no es conveniente hacer la rotación de 

coordenadas del capitulo anterior ya que las ecuaciones presentan una simetría que permite hacer 

ciertas agrupaciones, con lo que se simplifica el problema. Si no se hace el cambio de coordenadas 

las soluciones propuestas para las componentes de la velocidad , los esfuerzos y la presión son: 

u - 'ny) exp [i k (x cos O + y sen O - t)) 

y 	i k [sen O di(y)- cos O 'Ny)) exp [i k (x cos O y sen O - t)j 

- -111.(y) exp [i k (x cos O + y seri O - t)j 

i(y) exp [i k (x cos O + y sen O - c 

122 	F2(y) exp i k (x cos O + y sen O - e 01 

1: 3(y) exp k (x cos O + y su° - c t)) 



exp 	r 	 t41 	 In 2.1  

- F4y) e‘p 1 k (x cos 	r y ser 	L 111 

F,,(y) exp k (x cos O 1 y sen O - e t)1 

p 	g(y) exp [i k (x cos O r y seri O - e 01 

Con estas definiciones, las ecuaciones de movimiento son 

i k ( U cosOr-W seno-c) tfr + i k U' ((t) senos'Pcos0)r-r/11 sena (1.+' 	k g coso 

I- 1/12 [ i k (F1  coso 	FI  seno) +- F4'1 	 (6.3) 

1( 2  ( U coso +W seno-c) 	coso +(1) seno)-t/12 cosa (0' - - g' 

I/R [ i k (F4  coso + F5  seno) + Fi] 	 (6.4) 

i k ( U coso 4-W seno-c) (0' - i k W 	seno-`Pcos0)-T/It sena (114- 

i k t/12 cosa 00 sen0- 	coso) 	k g seo() + 1/12 [ i k (1:4  coso + F4;  seno) F51 	(6.5) 

Como el número de onda es pequeño, se pueden despreciar los términos que contienen a k2  

o potencias superiores ya que no tendrán una influencia significativa en la estabilidad del sistema. 

Las ecuaciones constitutivas para las amplitudes de los esfuerzos pueden expresarse en 

potencias de k de la siguiente manera: 

Fr(y) -r 4 AL U"P" + 0 (k) 
	

(6,6) 

F)  (y) - 2 i k ( sen O 	- cos O '1") + O (k2) 
	

(6.7) 

F4 (y)=  2 AL (W '1'' - U' (A") + 0(k) 	 (6.8) 

F4 (y) - `I" 	k Al, [ 12" (U cos O ( 	sen O -c) - U" ( sen O 	- cos O `P) + 
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(IF Gis O 	W' sen O) 	1 U' (set) O 	- cos O '1")l r  (ú') 

l's (y) - (O" 	i k Al, [ (0"(lJcos O 	W scn O -c) W" ( sen 0 	O '1') - 

	

(1)' (U' cos O 	W sen 0) 3 W' (sen O 	cos 0'I'')] 0(k )) 

Fo(y) - 4 AL W' 	+ 0(k) 

Donde se ha utilizado el desarrollo. 

[1 	( 	cos O + W sen O - c)] 	- k 1,1  (U COS O 4" W sen O - 	+ O (k 2) 

Al sustituir las expresiones de los esfuerzos en las ecuaciones de movimiento, obtenemos 3 

ecuaciones a resolver para las variables (0, '1' y g: 

t sena (1V-4)0"' 	( (t sena <1)1'41"') +i R [ (U cos0+W sen0-c„) '119' 

U' ((Do seno-'I'0  cos0)+cos0 gd- i AL [2 U' ((Do" sen0-To" cos0) + 2 '1'0" (U' cos0+W' seno) 

+[ -Po" (U cos O+ W sen O -c,,) -U" ( seri O (Do  - cos O T.) + 	(U' cos O W' sen O) + 

3 U' (sen O (Do  cos O 11'9')] 	= 0 	 (6 12) 

(R go' - t cosa (1)0') + k ( R 	- t cosa 01') - i k AL [4'0" cos) - (Do" seno 

+ 2 (seo() (1V-cos0 	O 
	

(6.13) 

—t sena 4'i,'-(1),,"'+k (t sena tri'-(bi"') +i R [ -(U cos0 +W sen0-c„) (O,' + 

W' ((1)0 sen0-To  cos0)4-sen0 	A14 (-2 W' (()„" seno-'I'„” cos0) - 2 thi," (U' cosO'i W' seno) 

41 (h." (U cos O W sen O -c„) -W" ( sen O 	- cos O 'PD) 	(L" cos O W' sen ()) 

3 W' (set) 0'D,' cos 	' Ft cosa (sen O (1). - cos O'1'„)) 0 	 (6 14) 
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11 conjunto de terininos 	k k1, , 	es linealmente independiente 1.se}n, la un' 	manera 

de que se cumplan las ecuaciones es que cada Mar de los coeticientes de k sea laical a cero 

El mismo desarrollo en serie de ponencias se aplica a las condiciones de frontera 

a) Anulación de las funciones potenciales y sus derivadas en y-1 

(1)0 (1) t (1), (1) k 	 (615) 

1'4  (1) t '1';  (1) k t 	 ((, 16) 

(I)(; (1) -1- (16' (1)k t. 	0 	 (6 17) 

To (1)4 	 (6 18) 

b) Condiciones sobre esflierzos tangenciales 

(h(0), 	 / (0) 
sen O (1),, (0) - cos O `11, (0)) + '11„ + 	.se nO (0)- cos0 'V, (0)) jk + 

Ir (o), 
sen0 (1)„(0) cos0 'I!(•0)) e, +4( (0) 	tA1.1-`11,, C -1/(O )( ve nO (1),(0) 

-coso Ti (0)) IVO) (IP (0)cos 0 4- IV (0).sen 0 ) EP (0) (sol° (1), (0)- cos091(0))1 

w• (o) 	 r 111  (0) 
• .sen0(1)„(0).-. cosOT,(0)1-.(1)„ 	(scul0(1), (0) - cos0 'P,(0)) 	r- 

e, 

Í11/ (0) /  
is 0 (1),,(0) - cos0 (11,(0))c, --(1), (0) .1k , 	( 	-- 117  (0 )(ve ti 0 (1), (0)- 

- cos0 '11(0)) -(1)„(0)(1P(0)cos0 +1410)sen0) 311'(0)(sen0(1),(0).- cos0 	(0))] 

Con Co'- cos O U (0) sen O W (0) - 

(6 19) 

(6 20) 
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e) Cundieran Mre esitterzus mranides  

R h, - E (sen O (kr()) • cos (1'1'40» 	t(k) 	 21) 

donde E 	(15/2) 2  (ft,, R2) tan 	t cos v. kk,'(0) 

Al hacer el desarrollo en serie de potencias de las condiciones de frontera se ha empleado la 

relación 

0(k 

6.2. Aproximación a orden cero 

Los coeficientes que multiplican a k" en las ecuaciones (6 12)-(6.14) se igualan a cero. Esto 

da lugar a un sistema homogéneo de ecuaciones diferenciales ordinarias con coeficientes constantes 

para las funciones (1),), 'N  y g(i 

t sen CL (f) - 'f's' 	O 
	

(6.22) 

R g,,' - t cos 	- O 
	

(6.23) 

tsen 	• (Ni" 
	

(6 24) 
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primeraLa 	y tercera ecuaciones constitmcn un i,irnri C1:11,1(10 Si 	multiplica a (1) 22) Po! -I- 

a (6 24) por el número i y se suma el resultado se obtiene 

iT seno ( 	+ 	 i (1),,u,") ::-: O 	 (6 25) 

Definiendo una función completa 	<P0, el problema se reduce a resolver la ecuación 

homogénea 

z sen a lió' f- 	- O o bien 	b,,"' + 2 i X2 110.-0 	 (6.26) 

El primer término aparece a causa de la componente de 12 en la dirección y A un valor fijo 

de t, los efectos de la rotación varían al modificar el ángulo de inclinación. En el caso extremo de un 

plano vertical t sena O, y los resultados son los mismos que se obtendrían en ausencia de rotación. 

La influencia de la fuerza de Coriolis crece con el aumento del ángulo de inclinación u. 

Para encontrar la solución sólo tenemos que resolver el polinomio característico: 

( X2  + i T sen a) O 

Las tres soluciones de esta ecuación son: 
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La solución generó de h„ es entonces 

lb, (y) 	Ao r  Al  my (-1'i)'/.YA2  cxp 11 -i)ZY 
	 (6 27) 

Las constantes A,„ Ai  y /12  se determinarán a partir de las condiciones de frontera a orden 

cero 

Las condiciones de las funciones potenciales y sus derivadas en la frontera sólida se traducen 

en las siguientes condiciones para (m, 

h0(I) 
	

(6 219 

de donde resulta el siguiente sistema de ecuaciones 

	

Ao t- A3  exp (-1+0x A2  cxp ( I -í)x - O 
	

(6.29) 

(-1(1) [ Ar cxp (•I +r)7. - A2  exp (1-i)d O 
	

(6.30) 

Poniendo AH y A2  en función de Al  se tiene. 

AH  ~ -2 Al  exp (-1+1)X 
	

(6.31) 

A2 	exp (2 (-1+i);(1 
	

(6.32) 
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Al sustituir estos valores en lb, se ohne! e 

h„(y) - 2 Al  exp (-I 	[coste 	(i x (y-1) - 	 (6 .13) 

El coeficiente Al  se determinará de manera que los esfuerzos tangenciales se anulen en la 

superficie libre Las condiciones a orden cero de las filfICiOlICS potenciales son 

11"(0)/ 	[sen O (D0(0) - con O 4'„(0)) 	- O 	 (6.34) 

W"(0)/ Ca' [sen O (D0(0) - cos O '1'0(0)] - (t) "(0) = 0 	 (6,35) 

No hay manera de que (6.34) y (6.35) se combinen para dar una ecuación que contenga 

únicamente a 110(0) y sus derivadas. Entonces tenemos que obtener las expresiones para 4D9  y PO  a 

partir de h0. 

(110(y) - Re (110 (y) ) al cos XY o' - 2 con x e 4  + con x(2-y) 0'2'0  + 

bi[-sen xy e Xr  + 2 sen x e z -sen x(2-y) 	] 	 (6.36) 

`Do(y) -- Im (111(Y)) ' albo xy e" - 2 sen x e z +nen x(2-y) (1'11')  I + 

bi [ cos xy e." 2 cos x e X  + con x(2-y) e'(2'" 1 	 (6.37) 

donde al  = Re (A1 ) y tri= Im (Al) 
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Haciendo uso de identidades trigonométricas, las expresiones anteriores pueden esc. hirse 

CO11110 

'Pee(y) a, 11 - cos y(y-1) cosh y(1-y)J = b, hen yfy- I ) senti y( I -y)) 	 38) 

dio(y) -a, [sen y(y- I ) scnh y(1-y)I be l 1 - cos y(y-1) cosh x(i-y)) 	16 39) 

Al sustituir estas expresiones y sus segundas derivadas en las condiciones sobre esfuerzos 

tangenciales se obtienen el siguiente par de ecuaciones 

al  ( sen y senil y sen O cos cosh y cos O cos O) + (sen y senh y cos O - 

cos y cosh y sen O + sen O) = C071.1"(0) (- 2 al  X2  sen y senh y + 2 be X2  cos y cosh y) (6.40) 

a1 ( sen y scnh y sen O + cos y cosh y cos O - cos O) + b1  (sen y senh y cos O - 

cos y cosh y sen O sen O) - C,'/W"(0) (2 be sen y senh y + 2 al  X2  cos y, cosh y) (6.41) 

Estas expresiones constituyen un sistema homogéneo para las constantes al  y be. Por lo 

tanto, si tenernos una solución para a, y b,, las cantidades Ka1  y Kb', donde K es cualquier escalar, 

también serán soluciones del sistema Esto implica que las funciones rho  y 'Po  serán determinadas 

salvo por una constante. Las dos condiciones sobre los esfuerzos tangenciales servirán para 

determinar el parámetro C4' y una de las constantes. La otra será arbitraria. 

Para resolver el sistema definimos las siguientes constantes: 

I 	sen y senh y sen O + cos y cosh y cos O - cos O 	 (6.42) 

1. sen y senli y cos O - cos y. cosh y sen O sen O 	 (6.43) 
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I, 	•2 !2  sen x senh X (6.44) 

I, 	2 	x2  cos x coste (6.45) 

Con lo cual tenemos las ecuaciones: 

I I  a l 	r  11  b1 	U"(0) ( h a, + 14  b1 ) (6.46) 

I,a, í 	12 	- Co'/ W"(0) (14  al - (6.47) 

Reaireglando se tiene: 

(11  - I, C)/U"(0)) f [12  - 14  C0711"(0)] 131/a,- O 
	

(6.48) 

(11  • 14  C,; /W"(0)) + [12  + 13  Co'/W"(0)) Wat = O 
	

(6.49) 

La igualdad del cociente b,/a, en estas dos ecuaciones nos proporciona una ecuación que contiene a 

Co' como única incógnita: 

I, U"(0)-1, C, 	I, W" (0) -1, C, 

1, U7'(47-74 C0 
(6 50) 

Una de las raíces de esta ecuación es cero, lo cual es fisicamente inaceptable ya que Co' 

aparece como un denominador en las condiciones de frontera. La otra nos da la condición de 

solubilidad del sistema: 

1, I , +1, 14 ) U" (n) +(I, I _1.  1 3 ) W"(0) 

119 

(651) 



I.a cual, al aplicar las deliniciones se Lonviei te en 

1-i exp (i O) (2 cosh (1 +i)/ - cosh 2 x 	cosh 2ix)i 	(U) 

	

2y 	(exp 2y • exp - 2 % cos 2 %) 

i exp (-i 0)(2 cosh ( I - i) y 	cosh 2 % 	cosh 2 í y) 1 I (0) 

2 y 	(exp 2 	+ exp - 2 % cos 2 %) 

	

fexp (i O) (-2 cosh 	i) % • cosh 2 »+ cosh 2 i ) 1 W (0) 

2» (exp 2 % + exp - 2 2,  cos 2 % ) 

exp (-i O) (-2 coste (1- i)% + cosh 2 % + cosh 2 i 	1 W (0) 

(exp2% +exp -2%cos2%) 

(6 52) 

6.3. Análisis de resultados a orden cero. 

El valor de c. es real, por lo que las perturbaciones se propagan corno ondas sin crecimiento 

ni amortiguamiento. Es decir tenernos estabilidad neutra. 

Figura 6.1. Velocidad de fase C, con respecto a / 

La Figura 6,1 muestra el comportamiento de la velocidad de fase e. como función del 

parámetro y, y del ángulo de propagación O. En ella se observa que la velocidad máxima de 
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propagación de la onda se 	desplazando hacia la 	.:ida a medid pque Z aumenta 1.1 caso Sin 

rotación tiene una velocidad máxima para O O También se iruccia que el aumento de la rotación 

produce una disminución en el valor máximo de c„ Otro aspecto es que c,, es una función de periodo 

2 rt con respecto al ángulo de propagación. 

Podemos calcular e„ en el límite cuando x tiende a cero, el resultado es 

l5 

\ 2 
cos0 (6,53) 

Lo cual coincide con el resultado de Yih salvo por una constante multiplicativa que tiene que 

ver con la diferente manera en que se adimensionalizaron las velocidades. 

Como ya se mencionó, se tienen una relación b1= Ni al, Luego de algunas simplificaciones se 

llega al resultado: 

Le -("sh
(
i f

ox
. 
 2)

+ e'dcosh
(
I i

)2. 
- 

2
1'U"(0) 
	(

co
s
h 

(
1 Fi

) x 
- co

.
sh 

(
1 -

)x  )Co  
M — 

t
i e ta(cosh(l+i)x - 	- i e'°(cosh(1 i)x - 2)1  ili" (0) x (cosh (1 	x - cosh (1 - i) ) C, 

(6,54) 
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De aqui se obt eller las espiesion 	pina 	 'e piitenuides a Midencero 

haciendo a l  

h„(y) 	(1 	)1 1 - cosi] z (1-i)(1-y)1 	 (655) 

`1',,(y) = 1.1/2 (1- N1) cosh z (1 , i) (1-y) 11/2(1 	i Ist) cosh 	(1-0(1-y) 	(656) 

(11(y) 	M - 1/2 (Isfíi)cosh 	(I +i) (1-y) - 1/2 ( \1- ) (Josh z (1-i) (1-y) 	(657) 

tina vez obtenido estos resultados puede determinarse g, utilizando la ecuación (6.13) junto 

con la condición de esfuerzos normales a orden cero (6.21) El resultado es. 

0,(y) = t/R cosa [Q,(y) - (1)0(0)1 • g(0) /R 	 (6.58) 

Como se observa, en ninguna de las expresiones aparece el coeficiente L1-L2, lo cual indica 

que los efectos viscoelásticos no tienen influencia en esta aproximación. Por tanto, se espera que la 

solución a orden cero sea la misma que para el caso newtoniano (Dávalos-Orozco y Ruiz-Chavarria, 

1992). Después de comparar los resultados se encontraron pequeñas diferencias cuantitativas, 

aunque el comportamiento general es muy similar Dichas diferencias se deben a algunos errores 

encontrados en la aplicación de las condiciones de frontera hechas en el mencionado trabajo. 

Así, se obtiene una primera aproximación al problema de la estabilidad de una perturbación 

cuyo número de onda tiende a cero. Este resultado será utilizado en la aproximación a primer orden 

que se trata en el capítulo siguiente 



7. ESTABILIDAD In: PERTURBACIONES A NUNIEROS BE ONDA PEQUEÑOS 

APROXIMACIÓN A PRIMER ORDEN, 

7.1. Introducción 

I,a sola aproximación a orden cero no es fisicamente aceptable ya que supone un valor de k 

igual a cero que implica una longitud de onda infinita. Sin embargo, los resultados obtenidos son 

útiles ya que serán utilizados en la aproximación a primer orden. Esta aproximación es válida para el 

caso en que puedan despreciarse las potencias cuadráticas o mayores de k en el desarrollo en series 

propuesto para las perturbaciones. Esto implica que tenemos longitudes de onda muy grandes 

comparadas con el espesor de la capa. 

Se propondrán soluciones del tipo A0  k A1  para las perturbaciones y para el parámetro c. 

El sistema de ecuaciones a resolver es: 

+ 2 i x2 (1)11 Fi  R [ (U col) +W seno -c.) 	+ U' (seno (1). coso '1'0)1 + 

i k R coso go  - i AL ( 2 U' (seno (1)0"-coso `110") + 2'P0' (U' coso F W' sen0)+ 

[-'Po" (U coso +W seno 	+ U" (sed) (1)0  - ces() T0) +'P0' (U' coso W' seno) + 

3 U' (serio (1)0' cos0 'Po')1') = O 
	

(7.1) 

2 i x2 	- i AL [- (seno 	cos0 '110") + 2 (sen0 (1)0'-cos0 '1'0') 
	

(7.2) 

[(Di"' - 2 i x2  '1111 +i R [ (U coso +W sed) -c.) (D0' + W' (sen0 (1)0  - coso 	+ i k R seno go  + 

i k t cos ot (sen0 (1)0 - cos0 'I'0)- i k AL I -2 W' (sen0 <Ad'-coso 	- 2 (14" (U' coso W' sen0)+ 

[ (I)0" ( U coso + W seno - c.) - W" ( seno (1)0 coso 'I',) - (1)0' (U' coso 1.  W' seno ) 

+3 W' (seno (Do' - cos0 '110'))1 
	

(7.3) 

73 



Con las correspondientes condiciones de frontera a primer ()ido 

a) Condiciones en la pared rilrida 

(1,1(1) ' 9'1(1 ) - (Pl.( I ) 	) 	u 	 (7 4) 

b) Condiciones sobre estberzos tangenciales 

u (), 

	

sen O (1), (0) - COSO '1', (0)) 	Gen° 111,, (0) - cos0 '1"„(0))1-: 

AL 	(o) 	(o) ( seno (1),, (0) - cos O `1' (0)) +'I',, (0)1U' (0) cosí) 4- W' (0) sen 01(7 5) 

r 3 U' (0) ( sen0 (11„ (0) ces° `I', (0))) 

	

, 	, 
...(1), 	

(0)Í
(5(1110(1),(0) - cos()%1'

'  
(0)) 	sen0d>„ (0) 	cos0 `11„ (0)) 

-i AL ((V:, (0) 	- W" (0) (sen0(1)„ (0) - cos0 I(0)) - (1):, (0)( U' (0) coso + W' (0) seno] (7.6) 

4. 3 W'(0) (sen01.Y„ (0) - cos011", (0))1 

Los términos no bomogeneos de las ecuaciones (7.1)-(7.3) son puramente imaginarios y dependen 

explícitamente de la coordenada y. Además, aparece el factor z cos u, proporcional a la velocidad 

angular en el eje x. Esto significa que la dependencia de las soluciones con la rotación a primer orden 

ya no será solamente del parámetro c, sino de los valores de z y u tornados por separado. 

El procedimiento es semejante al de la aproximación a orden cero. Las ecuaciones (7.1) y 

(7.3) forman un sistema cerrado para (b1  y TI. Luego, las funciones potenciales se obtienen sín 

recurrir a (7.2). 



La parte bomogenea de las ecuaiiunes 17 	7 3) e; iduida.1 ;1 In i 1,1 alxu>iuocluir ,1 Edén 

cero, lo cual sugiere un cambio de variable (I),, después de combinar las ecuaciones como 

se hizo en el capitulo anterior A diferencia de la aproximación a orden cero, las l'unciones d))  y '11, 

no serán puramente reales sino que tendrán una parte imaginaria derivada de la inlioniogeinidad de 

las ecuaciones 

Multiplicando a (7. 1 ) por -I y a (7.3) por i y sumando ambas ecuaciones se obtiene: 

[hl"' + 2 1 	R [ (U coso +W seno -co) h0' + (U'-i \V') (seri° (1),, cos0 To) 

exp(-i0) g, J - i /51, { 2 ho" (U' coso + W' sen0)t 2 (U'-i W') (so° (1/0"-cos0 'Po" ) 

(-110" (U coso +W seno -c„) + (U"-i W") (seno <Do  - cos0 'Po) + IQ (U' coso +W' seno) + 

3 (U' -i W') (seno (1)0' • cos0 Man ' O 
	

(7.7) 

La solución de esta ecuación puede expresarse como la suma de la solución para la parte 

homogénea de la ecuación, más una solución particular. Para la parte homogénea se tiene el mismo 

resultado que en el capitulo anterior 

ht h  (y) 130  + E3 r  exp ( 1-i) xy + Da exp (1- 1 ) xy 	 (7.8) 

El cálculo de la solución particular es más complicado y se dividirá en dos partes. La primera 

es una integración directa, cuyo fin es reducir de tres a dos el orden de la ecuación. La segunda parte 
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es la solución de la ecuación obtenida usando el método de los pasa:unos indeterminados para 

resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias 

7.2,Integración de la ecuación de estabilidad Reducción de orden 

Integrando la ecuación (7 7) se tiene.  

[hl" 4 2 	hl] =i RJ 1 [ (U coso .1W seno 	ht; (U'-i W') (sen0 rho - cosO (P,„) 4 

exp(-i0) gn J) dy i AL! [ 2 ha" (I/ coso + W' senO)r 2 (U'-i W) (sed) (W-cos0 `K,")1 dy 

-i Al,  ([- llo*  (U coso +W seno 	+ 	W") (seri° aro  - coso 414 + ha' (U' coso +W' seno) +3 (U' 

i W')(sen0 	- coso 	) - 0 	 (7.9) 

Para realizar la integración, es necesario conocer la dependencia explicita de las funciones 

con la coordenada y y hacer uso de identidades trigonométricas para ponerlas en una forma en la 

que puedan ser integradas fácilmente. Esto debe realizarse para cada uno de los términos a integrar. 

Dado que los pasos a seguir son análogos para cada uno de los términos ilustraremos en detalle este 

procedimiento para el primer término.  

Las identidades trigonométricas que se usarán en el proceso son las siguientes: 

sen a - i senh i a (7.10) 

cosa=cosh i a (7.11) 

senh a senh b 	1/2 [ cosh (a 1 b) - cosh (a-b)1 (712) 



cosh a coste b - 1/2 [ cosh (a b) 4 coste (a4)) 	 (7 13) 

senh a cosh b 1/2 [ senh (a 4 b) senh (a-b)  j 	 (7 1-I) 

a) Término (U coso + W serle' - c.) h.' 

De las fórmulas (4.30) y (4.31) se tiene. 

U cos0 + W sen0 T cos0 [ sen x (I -y) Mb 7,(1t y) * sen y (I *y) senh y, (1-y) 1 

T sen 0 [cos y (1-y) cosh x (11 y) t cos x (Ity) cosh x (1-y) - cos 2x- cosh 2x j 

En esta expresión tenemos productos de funciones trigonométricas por funciones 

hiperbólicas. Para simplificar convertiremos todas las funciones trigonométricas a hiperbólicas por 

medio de las identidades (7.10) y (7.11) para posteriormente transformar los productos de senos y 

cosenos hiperbólicos a sumas de funciones hiperbólicas, haciendo uso de las identidades (7.12)- 

(7.14). El resultado es: 

U coso + W seno = i TE exp (i O) cosh x (1+i) cosh x (1-i)y 

• exp(•i O) coshx (1-i) cos x (l+i)y]-1,1  

donde: 

1.1=T seno (cos 2x+cosh 2x) 

Por otro lado, a partir de la ecuación (6.55) se tiene: 

hó'(Y)' (1-i) X (1 + M) senh X (1-i)(1-y) 

De lo cual se obtiene: 

(U coso + W seno c„) hd = - i T (1-i) x (1 + i M) [ exp (í 0) cosh x (1}i) cosh x (I-i)y senh x (I- 

i)(I•y) - exp(-i 0) cosh x (1-i) cos x (1+i)y senh x 	 (Ei+co) (1-i) x (1 + i M) 

senh x (1-i)(I -y)1 



Una vez mas <encinos productos de funciones hipeddica, que dependen de y por lo que 

aplicamos la identidad (7 14) con lo cual se tiene 

cosí) 	W seo() - c„)11:-. 1 A l  [senh 7,  (1-1) I-  senil y ( 1 -i)( 1-2y)l- 

A2  [senh y (1-i 21y) 	senh y (1-i-2y)II/2 

-(1.! 	c.,) (1-i) y ( 1 +i NI) senh y (1-i)( I -y) 	 (715) 

Donde: 

Ai= - (1 ti) 	x ( -ti 	) (Josh 	(1 41) exp(i O) 

A2' - (1+i) 1" X (1 /i M ) cosh y (1-1) cxp(-i O) 

Con esto tenemos expresiones que son fáciles <le integrar. Siguiendo el mismo procedimiento 

para los demás términos tenemos 

b)Término ((Do  seno-'P„ cosí) (U'-i W) 

(Do seno-'Po coso = a, -1"a2  cosh x (1+i)(1-y)fal  cosh x (1-i)(1-y) 	 (7.16) 

Existe otro término que es i t cos u ((Do sen0-To  coso) para el que también sirve la 

expresión anterior 

W=A3  senh x (I -i)y 

Siendo: 

a, = M seno - cose 

a2  -(1-1 M) exp(-i 0) /2 

tt3  = (1+i M) exp(i 0) /2 

A3  =-2 T x (i I) coshx (I fi) 

((Do  seno-'Po  coso) (1.'-i W') = al  A3  senh y (I-1)y 

a 2  A3 /2 ¡senil y (1 +i-2iy) senh y (-1-H2y)] 
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A.,/2 	x( I -1) 	senh 	1-0(2 	 17) 

c) Término exp(-i0) g„ 

exp(-10) 	1(MJ i) [- cosh x (1 f-i)(1-y) 	cosh x (1'fi)i 

[cosh x (1-i) - coste x (1-i)(1-)011 

-7(0) E exp(-30)/12 
	

(7 18) 

dfférfilin0 (SCII0 W' + COSO (f) ho"  

seno W' + COSO U' --í T ( I -I) x cosh x  (1.4-i) exp(íO) senil x (1-1)y 

T( I 	x cosh x (1 -i) exp(-i0) senh x (1+i)y 

110" 2 i X2  (I i 	COSh ((-i)(11) 

(seno W' cos0 U') h0" A5 [senh x (14) senh x (1-i)(1-2y))/2 

-A6  [senil x ((-P-2iy )-senh x (1-i-2y))/2 	 (7 19) 

e)Termino ((Do' ser10-410' coso) (U'-i W') 

(00' sen0-110' coso) (U'-i W)= al A3 i X2  [senh x (1+i-2iy) senh x (-1-i +"2y)) 

-1 	a3  A3 [senh x (I -i) + senil y (1-i)(2y-1)1 	(7.20) 
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Los términos que restan son una derivada total ju(r.  I() que al realizar la integración solo 

quedara el feniano que está dentro de la derivada y no será necesario hacer la simplificación Sin 

embargo, debido a que en el proceso de soluciCn sera importante tenerlos en la misma forma que los 

demás términos, efectuaremos la simplificación de los terminos que están bajo el signo de derivación 

OTértnino (U coso ) Wsen() • c„) h„" 

(U coso 	Wsenü en)11, 	[cosh y (1-i) cosh y (1 )(1-2y)J/2 

-A8  Icosh y (1-i f.2iy) 	cosh x (1-i-2y)1/2 

-(L1 1 en) 2 i X2  ( 	M) cosh x (1-i)(1-y) 
	

(7 21) 

donde: 

A1-2 T x2  (1 +iM) cosh X (1 	exp(i0) 

As= 2 T x2  (1+iM) cosh x (1-i) exp(-10) 

g)Término (sed) (1)0  - cos0 `110) (U" - i \V') 

(sen0 No  - cos0 '1'),) (U" - i W") = a l  Al (1-i) z cosh[z (I-i) y] 

+ ( I -1) x a2  A3  (cosh x (1+i-2iy) + cosh x (-1-i-2y)]/2 

+ (1-i) x aA  A, [cosh x (1.1) + cosh x (1.1)(2y-1)]/2 	(7,22) 

h) Término (U' coso W' seno) lb,' 

(U' col) + W' seno) 	A, (cosh z (1-0-cosh x  (1-i)(1.2y))/2 

-A )). [cosh z (I -i-2iy) 	cusir y (1-i-2y)j12 
	

(7 23) 



i)Termino (seno (ho' - coso '1'6) (11-i W) 

(seri() (1)(3' - cos0 	(U-i W) 	[senil y (1 fi-21y)• senh y (-1 -11:2y)1 

4  All [senh y (1-i)-senh y (1-W2y- 1 )) 

-i 1.2  a2 (1+i) y senh y (Ifi)(1-y) 

-i 1,2  al  (1-i) x senh y (1-i)(1-y) 	 (7.24) 

Siendo: 

Ali=(i-1) y T cz2  cosh y (1+i) 

A 0-(1;:i) y T «3  cosi) x (1 fi) 

Con esto, se tiene al término inhomogéneo de la ecuación diferencial en una forma que 

resulta fácil de integrar ya que solamente se tienen funciones hiperbólicas de y multiplicadas por 

constantes. Después de realizar la integración y agrupar los términos semejantes, se llega a la forma 

final del término inhomogéneo de la ecuación diferencial: 

ni y +n2  n3 cosh y 	+ n4  cosh x (1-i-2y) 4-  ny coste X (I 	+ ;16  cosh y (-I-i+2y) 

+ 	senil y (1+1-2 i y) + 	senh y ( —1-i+2y) + n., cosh y (1-0(1 -y) + ni0 senh y (1-i)(I -y) 

f n 	senh y (1+i)(1-y) ni2  cosh y (1-i)(1-2y)+ n13  senh (1-0(1-2y) + 	cosh y (1-0y 

(7.25) 
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i)onde los valores (le Lis 	 1111, }S 

I a ii\ 4  A ,)SCIII1X (I 	i) 	,110)EC 

2 	 11 
re 	cosa 1(k1 t i) cosi] x (I t i) (151 - i) cosi] x(1 - 

2k 

11(1 tti)xa,A, t A Icoshx(1 	) 
n; 

	

	
2 	

A,,senbx (I - i) 

(A, +A,,) (A f A 
11 3  — 	

2 

(A, - Ab)  (A - 
n, - 

42, 	2 
a,A , ia,A,X 
4ix 	2 

a,A, a,A,x 
2 4x 

n, =A„ 	-A„ 

n, = (L1 t  co )(111M)(1- 2ix 

i) + a, 
n„ 

	

	 -I L, a,(1-i)x 
241- 11 

A (NI 	a, 

XII 
n „ 

+ 
 

A, - a,A, ixa,A,  A, (1 i)xa,A,  - 
4x0-1) + 	I) + 2 	2 

A, 
n 	A,, 

13 	4 (I- i)x 
a,A, 

n14 	a,A,(1 i)x 

A partir de esta ecuación se podrá encontrar facilmente la solución particular del problema. 

• (1, 	u,,A eiiliyi l 1) 

(7.26) 



7.3. Solución particular Método de pararnelrus indetcr lanados 

La parte inhomogénea de la ecuación diferencial consiste en una suma de términos de la 

forma 1, =serte ( w, y bi) o bien .1, =coste (w, y r b1) Ambas funciones tienen la propiedad de que la 

segunda derivada es proporcional a la función De esta manera, podernos proponer como solución 

particular la función ro, .1, para cada una de las funciones de la parte no homogénea de la ecuación. El 

problema consistirá en determinar los valores de ni, que satisfacen la ecuación diferencial Debido a 

que la ecuación es lineal, podernos obtener la solución total aplicando el método a cada una de las 

funciones 

Al sustituir una solución cualquiera en la ecuación se tiene: 

mi 1," .4- 2 i x2  mi!, 	m 	 (7.27) 

Con nidada por la ecuación (7.26). 

Si suponemos que 3;  es de la forma cosh ( wi y + bi) o bien senh (sv y lb) se tiene que: 

Sustituyendo en la ecuación (7.27): 

sv,2 	+ 2 i x2  mi = J, 

De la cual se encuentra el valor de m, que satisface la ecuación diferencial: 

n, 
m, 	2 ix, 	 

En algunos casos no se pueden proponer soluciones de la forma mi 1, debido a que ciertas 

funciones J, son soluciones de la ecuación homogénea. Este es el caso de las funciones 9, 10 y 14 

para las cuales se empleará una variante del método de parámetros indeterminados proponiendo 

soluciones de la forma ro y 3,, 

Sustituyendo en la ecuación diferencial se tiene: 

(7.28) 

(7.29) 
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m„ r:
x 

	

n1, 	n, 	n,, 
— 	2 ;mi, 	 ; 

	

6i x 	6ix 	41,y 

n„ 

(m, 	2 i z 	1, y I,' 	n,1, 	 t 7 31')) 

2 m, w,11" 4 ni, y O," 4- 2 i 7.2 	.1, 	 (7 3 I) 

Pero el término dentro del paréntesis es celó ya que la thncion es solución de la ecuación 

homogénea De aqui se obtiene el valor de ni, para estos casos 

-- 	 (7 32) 

Para la Ihnción lineal, proponemos una solución de la forma mi  y m2  Los valores de estas 

constantes son directos 

Usando estas fórmulas, las constantes ni, resultan ser las siguientes 

	

n, 	n, 
mi —7—F; m2 

	

2 ix 	2r 

n, 	 n, 	 n, 	 n6  
In3 	 m 4 	 nlf 2 x 	2) 	2,y 	+ 2) 	2x 	2) 	' 2 X 2 (i+ 2) 

	

n, 	n,„ 
tn = 	• 	 m _   

2 X (i -- 2) 	2,y (t+2) 	4iX  4 i 

(7.33) 

Con lo cual se llega a la solución particular de la ecuación diferencial 

in, y +rti2  ni; cosh x (I-i +2iy) mi cosh x (1-i-2y) + ms cosh x (I +i-2iy) 
	 1 

+ 	cosh x (-1-i4-2y) + m, senh x (1+i-2 i y) + ms  senh x ( —1-i+2y) + m9 cosh x (1-i)(I-y) + mio 

senh x (1 -i)(1-y) + mi l  senh x (1 +i)(I -y) + mi2  cosh X -i)(1-2y)+ nii3  senh x  (1-i)(1-2y) + rni4  cosh 

x 
	

(7.34) 



De las ecuaciones (7 I 1 	(7 4), su ve que 	 ¡lates para '1' 	(1) son 

puramente imaginarias Por esta razon podemos calcularlas a Iru tit de 11,, mediante la i a mula 

I, 	i 	 (7 35'i  

De lo cual se obtiene 

`Pi, - Re 1-1 	 (7 36) 

(13 
	

(-i 11v) 
	

(7 ;7) 

4 Cálculo de e a primer orden 

La solución general de (7 7) es: 

h l  (y) - 13, 	131  exp (1.I) xy r132 exp (i-l) zy 	 (7.38) 

Impondremos las condiciones de frontera, lo cual nos permitirá determinar los valores de Do, 

131  y 132 (salvo por un factor), así como el valor de 

Las condiciones de no deslizamiento en la pared para h1  son: 

h,(1)= h,'(1)-=0 	 (7.39) 

Sustituyendo la solución para h1  se tiene: 

By+ 131  exp (I -i) x 4-132 exp (i-1) x t II,(1) 	 (7.40) 

(i-1)  B l  	 (7.41) 

Este par de ecuaciones nos permiten expresar a 11,1 y 11 en función de la constante compleja 

132: 

13, = - 2 132  exp (i-1)x - II„(y) (i I• 1)/2 x 
	

(7.42) 

13r',-•• B2  exp 2 y, (i-1) • (1+41(2 	)exp (i- 1 )7,11,;(1) 
	

(743) 



Las condidiones de frontera sobre esfuerzos tangenciales no pueden ser expresadas en 

función de h,, por lo que es necesario descomponerla en función de (1)i y TI  

86 

Si descomponemos las constantes 13.„ 131  y lt, en sus partes correspondientes a d+, y '1'1  

tenemos 

ao 	- 2 e.'(a;cos z•1)2  seri z ) - 2 e' I )2  Los 	2 sen z) 3. i 1 1/(2 z) 	1) • /13,;(1)1 + 

i/(2z) 	I) 	(13 3 I )1 - '19 I ) i +1),,( I ) 1 	 (744) 

al 	i bi  = 	2 (a2  cos 2z - 1)2  sen 2z) 3- i 	cos 2z ,a2  sen 2z) -i 1 e'/(2 y) (cos z- seny) 

Plip'(1) - 	I)] 	3 i e'/(2 y) (cos 	t senz) Pl',;(1) - 31),;(1 )1) (7.45) 

Con lo cual se obtienen los valores de las constantes para (Pi  y Ti' 

a„ 	- 2 	(a2  cos z - b2  sen 	) 	ir;  (746) 

bo  = - 2 e-.1 (a1  sen 	+ b2  cos y ) 	i r2 (7.47) 

al = e 	• (a2 cos 2y- h1  sen 2y) -ir,  

b, 	e2' (a, sen 2z + b2  cos 2y) - i r4  

(7.48) 

(7.49) 

Siendo: 

r1= 1/(2 z) 1.`Pp'( 1) - 	1 )1 - '13,4(1) 

r2 	1/(2 z) Iti',,'(1) 	(1),;(1 )1 • (bp( I) 

1-4  - 	z) (cos 	senz) '1'p'(1) - (cos y 3 senz) (1);(1) 

r4  = e'/(2 X) (cos z- senz) (I),;( I) - (cos y + senz) 'IV(I) 



Ti(y) 	a„ 	(ai  cos xy 	b1  sen xy ) 	e " ( a 	4., xy - i) cn iy) 	t 'I',(y) 	(75o) 

(1),(y) 	e" (-a1  sen xy c bi cos xy) 	e'' ( ít,! sen zy , 1)2  cos xy) 	I 41›,,(v) 	(7 51) 

Sustituyendo los valores de 1,, 6,, y al  y b i  en estas expresiones tenemos 

i(y) - a/  [-2 	cos x e 	cos z(2-y) e" cos zy1 4  62. [2 e' sen 	- e','2,  seri 7(2-y) - 

e LY  sen zy] 4 i [ r, • 	(r, cos zy 	sen zy) 4`1),,(y)1 	 (7 52) 

(1)1(y) a2  [-2 	sen 	+ e '-(2-y) sen 7(2-y) 	e" sen 7y1 b2  [-2 	cos 7  + 9.(2.}1 cos z(2-y) 

	

cos 7y1 i [ r2  + e" (r, sen zy • r1  cos zy) 4(1),,(y)1 	 (7.53) 

Evaluando las expresiones en y=0 se tiene. 

	

'111(0) = a:r3 6: r6 
	 (7.54) 

(DIO) ,-, -a: r, 4- 62 1-3  + i r8 
	 (7.55) 

Con: 

r3 = -2 el cos x  + e lb' cosh z(l+i) + 	cosh 7(i-1) 

r6  = 2 el.  ser) x i e -1'11)  cosb x(I 	i e"" cosh z(i- ) 

:=41-1 -r: -011p(0) 

ra = r2  - r, +(!),,(0) 

Derivando a (1) y 'V dos veces y evaluando en y=0 obtenemos.  

tiii"(0) = al  1-9 -+ b2  ri0 	4'p"(0)' 2 72  nt) 
	

(7.56) 

(h" (0) = -a: rh, *1)2 	(4)1,"(0) 4  2 72  r4) 
	

(757) 
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1;2= 
+ 3 W(0)(sen0(1i„ (0) cos O ?„ (0))) 

(7.60) 

AL {(1),, (0) 	— W" (0) (seno (1) (0) — cos O '11  (0)) (1), (0)( U' (0) coso W' (0) seno] 

Donde 

t. 	2 i 	''' 	coste zli 	- 2 i 	(osh 	LO 

2 y: 	cosi) x(i , I ) , 2 z' e 	coste ¡(1-i) 

Al aplicar las condiciones de frontera (7 5) y (7 6) se tiene 

l.1"(0)/Co' [ sen0 (-a)  14, b2  r) 	i rs) - coso (a2  rs 	1/1  r6  s i r,) - e 1C4  [seno (1)0( 0) - cosO 4'0(0) 

a2 r9 	b2 	(Ti,"(0) - 2 7.1  r,) 	ki 	 (7 58) 

W"(0)/C,,' [ sen0 (-a/ 1'4 b2 ri i 	- coso (a2  r 	b2 	i 	- 	[sen0 (t)i,(0) - cos0 'IVO) I 4. 

a2  rio -1)2  r, - i 01),,"(0) r 2 y? 	k 2 	 (7,59) 

donde k1  y k2  son las palles viscoelásticas de las condiciones de frontera dadas por 

AL 	(0) C„ — U" (0) sen0 (1)„ (0) cos O 'V, (0)1 + `11, (0)[1r (0) COSO W(0) sen01 
k 

+ 3 U' (0) (sen0 (V„ (0)— cos0 	(0)1) 

(7.61) 

Luego de algunas simplificaciones algebraicas obtenemos el par de ecuaciones: 

A0  a2 + A42 b2  - ci [sen 0 rh,(0) • cos0 `110(0)1/C0 w  i ro 	 (7.62) 

A2 i a2 	b2  - ci  [sen O 41),,(0) - cos0 '1'(,(0)]/C0' 	i r,2 	 (7.63) 
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donde 

An = -r6 sen0 - 1-3  coso fr., C071)"(0) 

All = r3  seno - r6  coso rio  C0'/U"(0) 

A21 = -r6  seno - rs  coso + rus  Co'/W"(0) 

A22 = r1  sed) - r6  coso - ro  C.""(0) 

ru = ri coso - ro  seno + (Tp"(0) - 2 i X2  r4) C„ /U"(0) - k1  Co  7t1"(0) 

ro = r1  coso - ro  su() + (0,3"(0) + 2 i X2  r3) C075\1"(0) - k 2 C0'/W"(0) 

Con lo cual tenemos un sistema de dos ecuaciones para encontrar el valor final de 

C1= ilr,,A„ +r12 Al2 +A11A 2, —A„A,, 

(seno (Do —costa T„ 

Co 	Al2—A:2 

(7.64) 

Se observa que c1  es una cantidad puramente imaginaria y su signo determina la estabilidad 

del problema. 

7.5. Análisis de la estabilidad.  

La solución particular que se tiene depende linealmente del número de Reynolds, de 2 cosa, 

de tan a y del parámetro viscoelástico AL. En base a esto, se tiene una expresión general de la 

forma: 

C, (0,a,2,R,AL) = X (0,x) R v(0,x) t cosa + o(0,X) tana + It(0,x) AL 	(7.65) 
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segundo termino del mirnrhro derecho cs inducido 	ámeme por la rutacrinr, por iu 

que se anulará en el caso sin rut 	un l'ur Di 	cl cuarto termino es lit COM IMeMil debida a 

que se tiene un Iluido viscoelastico ya que es el único lugar en donde aparece el parámetro Al. En el 

caso limite de on fluido newtoniano en que la rotacion tiende a cero se llega a la expresión, 

- 1111-( S/2) tamiz cos)0 

resultado que coincide con el de Yih (1963) excepto por una constante, que depende de las 

diferencias en la velocidad característica que se emplea para adimensionalizar. 

El análisis de estabilidad se llevó a cabo graficando el comportamiento de Ci  contra los 

diferentes parámetros involucrados en la estabilidad. La expresión de ci es sumamente complicada, 

por lo que se realizó un programa en Mathematica que permite granear los resultados. La cantidad 

que se grafica no es directamente ci  sino lin (c1) al cual llamaremos C,. Dicho Programa realiza el 

cálculo de las velocidades en el flujo principal, posteriormente calcula los valores de las soluciones a 

orden cero, la solución particular y las fbnciones potenciales a primer orden. Además proporciona 

una lista de valores del parámetro C, contra el parámetro que se desee, dependiendo de aquellos que 

se hallan introducido como datos Todos los cálculos fueron realizados en tina PC 486 a 66 Mhz en 

el Instituto de Investigaciones en Materiales UNAM El listado del programa se da en el apéndice II 

Debido a que en el flujo principal se observa el máximo de la componente x de la velocidad 

debajo de la superficie para números de Taylor grandes, los valores de dicho parámetro fueron 
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tomados en el inteRalo Oul a2 1.a rtcun de e 	lUis 11111 	 f 	. 

no se están tomando en cuenta los efectos de la tuerzann..i ai a. liscuales Ne vuelven lila:, 

importantes a medida que SC aumenta la rotaeion 

En la aproximación de ondas largas, se tiene que e- e„1 k el  Ya que el  es puramente 

imaginaria y co puramente real, las perturbaciones se propagan en forma de ondas con una razón de 

crecimiento o decrecimiento dada por k C, Considerando que k es una cantidad positiva, el flujo será 

estable si C, <0, mientras que si C, es positivo el flujo será inestable. Los puntos para los cuales 

nos dan los valores criticas de los parámetros. 

En las figura 7,1 se muestra una gráfica de C, vs O para diferentes valores de t En el caso sin 

rotación, se observa que el valor máximo de C, ocurre en 0-4). Debido a que el máximo de C1  es la 

zona de mayor inestabilidad, esta gráfica indica que la dirección del flujo que tiene menor estabilidad 

es aquella en la que se mueve el fluido. Este resultado se menciona en la literatura sobre la 

estabilidad de flujos unidireccionales (Drazin, 1979). También se observa que C, tiene una 

periodicidad de 1800. 

Al aumentar la rotación, la dirección de propagación del fluido se desplaza hacia valores 

negativos de C, Este desplazamiento se explica por el hecho de que surge una componente adicional 

de la velocidad en el flujo principal desplazando consigo la zona de mayor inestabilidad, Sin 

embargo, al momento de comparar el ángulo de máxima propagación con la dirección promedio del 

flujo principal Y, definida de la siguiente manera 



c, vs U 

,11-0; ot= ; R=5 

- t=n 1,01 

	1,1 

— • — • v••1 S 

o 

Figura 7.1. la rotación produce un corrimiento del máximo hacia la Izquierda. 
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donde el símbolo .• 	indica el promedio a lo largo del espesor de lit capa Se encuentra que 0—, 

Inclusive si 	se compara con y )  definido en la ec 5.16, se sigo observando que 0„,„<"•j i, a pesar de 

que el ángulo entre las velocidades en el flujo principal es mínimo en la superficie Este fenómeno se 

explica debido a que la perturbación evoluciona por la acción de la fuerza de Coriolis. En ausencia de 

dicha fuerza, la dirección de mayor inestabilidad y la del flujo principal coinciden. 

En la figura 7,2 se realiza la misma gráfica de Ci  vs O pero con un valor de 	Se observa 

que el valor máximo de C, aumenta significativamente en todos los casos, con lo cual puede 

apreciarse el efecto desestabilizador de AL. En el caso limite sin rotación se recuperan los resultados 

dados por Lai (1967), quien resolvió el problema viscoelastico. 

Una comparación de las diferencias que se tienen en el caso viscoelástico con el Newtoniano 

se realiza en las figuras 7.3 y 7.4, para diferentes valores de la rotación. Aquí se observa que la 

viscoelasticidad no influye en la dirección de mayor inestabilidad sin importar que haya rotación o 

no. El único efecto que se observa es un aumento en la razón de crecimiento de la perturbación de 

una forma significativa. 

Posteriormente se realizaron gráficas para estudiar el efecto sobre C., de los diferentes 

parámetros involucrados en la estabilidad Basados en la Ec. 7 65, esto significa estudiar el 
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C VS O 

AL 1. re -1, R 

— tJJ001' 

14) 5 
...... 

Figura 7,2. La viscoelaeticiciad aumenta la Inestabilidad 
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c vsO 

z 0001, rx 1, R-3 

o 
Figura 7.3. Comparación entre el fluido Newtoniano y viscoelástico. 
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C, va 0 

r-L 

Figura 
7.4. Nótese que la vlacoelaslieldad no modifka el ángulo de máxima 

Inestabilidad. 

96 



comportamiento de los coeficientes X, y, o y p La figura 7 5 es una gráfica de C, con especto a fi 

En ella se encuentra que R tiene siempre un electo desestabilizador, lo cual implica que X es una 

función rigurosamente positiva Sin embargo, dicha hincion disminuye a medida que se aumenta la 

rotación provocando un cambio en la pendiente de la recta Por Otra parte, cuando mantenemos 

constante la rotación y cambiamos AL la pendiente de la gráfica C, vs II no cambia pero si aumenta la 

ordenada al origen a medida que aumenta la viscoelasticidad. Este efecto se observa en la figura 7.6. 

Un comportamiento semejante se observa con respecto al coeficiente a que es el que 

multiplica a AL. El coeficiente disminuye a medida que aumenta la rotación, lo cual modifica las 

pendientes de las rectas (Figura 7.7) y aumenta la ordenada al origen al incrementar el número de 

Reynolds (Figura 7.8). 

Las gráficas anteriores muestran que z tiene un efecto estabilizador no sólo por sí mismo, 

debido al coeficiente o de la Ec. 7.65, sino que también disminuye el efecto desestabilizador del 

número de Reynolds y de la viscoelasticidad. El efecto neto de la rotación en la estabilidad es una 

función no lineal bastante compleja que puede observarse en la figura 7.9 para diferentes valores de 

Al,. 

Corno se vió en el análisis a orden cero, la rotación y el ángulo de inclinación se encuentran 

íntimamente relacionados por medio del parámetro x. Resulta interesante observar cual es el efecto 

de la rotación en la estabilidad para diferentes ángulos de inclinación. Los resultados se observan en 

la figura 7.10 En ella se muestra que para ángulos a pequeños (recordemos que u es el ángulo que 
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v U 

ALA u.I 

Figura 7.6.Etecto deleslabllIzador del número de Reynolde. 
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C, versus 

10 	20 	,3.6•' 	40 	50 	60 	70 	80 	

0 

.••••••• 
O 

   

R 
Figura 7.6. El aumento en AL produce un Incremento en la ordenada al origen. 
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C, Vs AL 

R 	,1 

2,0 	30 	40 	50 	50 	70 	80 	9 

AL 
Figura 7.7. Efecto deaeslabilizadur de la viscoelaaticidad. 
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C, VS AL 

R“10, 

29 

10 

•10 

Figura 7.11. Efecto deseclabIlizador de la viscoelactIcIdad. 
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C, vs z 
R.5; u.1 

-- -- 

Figura? 9 Estabilización con el aumento de a 
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x 

R=5, At-4 5  

-k 	t- 
t O 06 	° 0.4 0.2 O 

-2 

.10 

.12 

rigur• 1.10. 
El ángulo u determina la importancia de rotacilfi para estabilizar. 
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Grana el plano con la (Ilic,_Lion vellical) el dueto e',tabill/adoi de r e, muy pequeño 	II Menta a 

medida que alimenta el ángulo de inclinación Lo anterior puede e\plicarse debido a que a mayores 

ángulos de inclinación, el momento angular provocado por la rotación aumenta, por lo cual el efecto 

estabilizador de la rotación se vuelve más importante 

Otra razón por la que el ángulo de inclinación estabiliza es porque una fuerza estabilizadora 

en el flujo es la componente de la gravedad en el eje y, g sena, la cual aumenta con cf.. El efecto neto 

del ángulo de inclinación en la estabilidad del flujo se observa en la figura 7.11. 

Otro de los cálculos importantes al hacer análisis de estabilidad es el cálculo de los 

parámetros críticos Estos se definen como los valores de los parámetros para los que C, 0, es decir, 

nos encontramos en la transición entre la inestabilidad y la estabilidad. Encontrar los valores de 

dichos parámetros tiene una gran importancia a nivel práctico ya que si deseamos mantener un 

fenómeno en la zona estable, los parámetros críticos representan la barrera que no podremos 

sobrepasar. 

En la figura 7.12 se presenta una gráfica de R, vs c para diferentes valores del ángulo de 

inclinación ce y un fluido newtoniano. De nuestra definición vemos que si R> 	el flujo será 

inestable por lo que la parte superior de la gráfica representa zonas de inestabilidad, mientras que en 

la parte inferior de la curva, el flujo será estable En ella se ve el aumento del número critico de 

Reynolds (aumenta el área estable) a medida que aumentamos la rotación, y al mismo tiempo 

observamos que dicho efecto será más drástico a medida que aumenta el ángulo de inclinación. 
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Ci VS el 

 

— — 	001 

w1.8 
	e=1 5 

 

Flgura 7.11. Electo del Anguloude Inclinación en la «labilidad. 
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18 

14 

12 

10 

   

  

/ 

    

2
------------------- 

11.  
-u.41 

u4.31 

	ui412 

Valores críticos (FI, versus 'u) 
,51..= O 

0.01 	02 	04 	06 	08 	1 	1.2 	1.4 	1.8 	2 
T. 

Figura 7.12. La rotación aumanta la inestabilidad. 
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Por otra parte, una mayor viscoelasticidad del fluido implica una disminución en el n linero de 

Reynolds crítico provocando que la zona de inestabilidad aumente Esto se observa en la figura 7 13 

El efecto de t, sobre la viscoelasticidad se observa en la figura 7 14 Una vez más, un 

aumento de la rotación incrementa el valor de 	junto con la zona de estabilidad. Lo anterior 

sugiere aumentar la velocidad angular para mantener estable el flujo viscoelástico Finalmente, el 

efecto del K sobre el AL:  es exactamente el opuesto al de z,, lo cual puede observarse en la figura 

7.15. 
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Cb7  

1 

14 

12 

10 

2 ....................... 
	• • ' • • • • 

.. 	.. . • • 

• 
• 

Valores criticos (R, versus T,) 

001 	 0.2 	 0.4 	 06 	 07 	 0.8 
T, 

Figura 7.13. El aumento en 	produce un incremento en la zona de inestabilidad. 
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L VS Tc 

2.5 

2 

t5 

     

  

R-011 
— — 11.1 

1 

    

      

 

------ -^ 

   

0.5 

     

      

0 	  
0.01 	02 	04 	00T, 	00 	1 	1.2 	14 

Figura 7.14. La rotación Incrementa el ¿L 
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Eh versus AL, 
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Figura 7.15 
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8 CONCLUSIONES 

En este trabajo se investigó la estabilidad del flujo de un fluido viscoelástico de Oldroyd por 

un plano inclinado en rotación. Los principales objetivos consistieron en estudiar el comportamiento 

de un fluido viscoelástico ante la acción de una fuerza de cuerpo adicional como es la fuerza de 

Coriolis y comparar nuestros resultados con los que se tenian para el mismo problema en el caso de 

Un fluido Newtoniano (Dávalos-Orozco y Ruiz-Chavarría, 1992). 

Primeramente, se resolvieron las ecuaciones de movimiento para el flujo no perturbado. Se 

encontró una solución de un flujo estacionario en forma de una capa descendente con espesor 

constante. También se mostró la dependencia de las velocidades respecto a un parámetro x, que 

toma en cuenta los efectos de la rotación y de la gravedad. También se encontró que las 

características cinemáticas del flujo eran idénticas a las del fluido Newtoniano, pero aparecen 

esfuerzos normales y tangenciales adicionales debidos a la viscoelasticidad.  

Posteriormente, se obtuvieron las ecuaciones lineales de Orr-Sommerfeld generalizadas para 

un fluido viscoelástico en rotación haciendo una descomposición en modos normales para las 

perturbaciones. Se encontró que el problema queda completamente descrito por dos funciones 

potenciales 1 y `Y que cumplen un par de ecuaciones diferenciales. Una de cuarto y la otra de 

segundo orden. 
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La imposibilidad de resolver el problema en forma analítica condujo a proponer soluciones en 

forma de serie de potencias del número de onda k. Después de analizar el comportamiento de las 

soluciones y compararlas con los resultados anteriores, se encontró que 

La fuerza de cuerpo adicional tiene un efecto estabilizador ya que P. es una función creciente 

de t, Este resultado es consistente con el del (luido Newtoniano 

La viscoelasticidad, por otra parte, tiene un efecto desestabilizador sobre el flujo, lo cual está 

de acuerdo con los resultados obtenidos por Lai (1967) para el caso sin rotación.  

Las fuerzas que tienen relevancia en el amortiguamiento de las perturbaciones son la 

componente de la gravedad perpendicular al plano y la parte de la fuerza de Coriolis inducida por la 

componente de la velocidad angular en el eje y. 

Se encontraron ciertas diferencias en los resultados con respecto al caso del fluido 

Newtoniano (Dávalos-Orozco y Ruiz-Chavarria, 1992). Después de cuidadosas revisiones se 

encontraron algunos errores en los resultados dados en ese trabajo, por lo que aquí se corrigen y se 

da explicación a las diferencias. Sin embargo, el comportamiento general es el mismo por lo que las 

conclusiones de dicho trabajo siguen siendo válidas. 

Este trabajo podría ser la base para realizar futuras investigaciones, entre los temas que 

podrían estudiarse se encuentran 
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a) Resolver las ecuaciones generalizadas de Orr-Sommerteld pala un fluido viscoclatitico cn rotacion 

encontradas en este trabajo, aplicando técnicas de análisis numérico. 

b) Resolver el problema en otro tipo de geometrías tales como Un cono en rotación o un cilindro en 

rotación. 

c) Resolver el problema en el caso no isotérmico con el tin de encontrar el efecto en la estabilidad de 

gradientes de tensión superficial. 
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APLNI)1(1 I 1-.CUM IONES DF. ORR-S(hN1 \II,R1•11.1) 

(mina final de las ecuaciones de Orr-Sonnueáld para el problema de la capa 

de fluido viscoelast co que desciende por un plano inclinado en rotación son 

(1)" 	P2  (1)' 	14 (1) +P1  P" 	P5
,1 	0 

Q2 P"'Q, ̀ P" 	Q4 	' 	()(, (1)' • Q;  (I) _O 

Donde 

= -1 - 	k' L1 2  1.2  + k (2 i e 1,1 	i 	12 ) + k2  (el  L11  +2 c' Li L2) 	(k (-2 	i 12) ' 
3 i e2  k3  L1 2  1.2  + k2  (-2 e 11 2  -4 c 11  12 )) U+ (-3 i c 1(3  L12  L2  / k2  (L12  / 2 L i  1.2)) U2  
k' 1,1 2  L2  1/1  

P2 	(k (-2 i 1.1  + 2 i 12) + k 2  (-4 c 112+ 4 c Li 1.2) + k 3  (2 i C 2  11 3 - 2 i 	1.i 2  12) + 
(k 2  (4 Li2  - 4 Li 1.2) + 	(-4 i e L i  c 4 i c 11 2  112 )) 	k (2 i 11 3  - 2 i 1,1 2  12) 	) 

P,=k2 +ic3  k3  111 2  1,2  + 	(-2 i c L i  - c 1.2) 4-  k4  (-(C2  1,12 ) - 2 c2  1.1 1.2) + (-1 c k - 3 c2  k2  L,+ 
Sic'k3  1.1 2  + 	k4  1.13  ) R 	(k3  (2 i 1.1 	12) - 3 i 	ks  1,1 2  1,2  '4" 1( 4  (2 c 1,1 2  + 4 c 	1.2) + (i k + 
6 e k2  L1 -9ic2  k3  L12  - 4 C3  k4  1,13) 11) 	+ (3 i c k 3  11 2  L2  + 1( 4 	- 2 Li 1.2) + (-3k2 L1.,.  
9 i c k3  L1 2  + c2  1:4  L1 3) R) U 2 	(-i k3 	L2  +(-3 k3  11 2  - 4 c k4  L13) R) U 3 + 1:411 3  R U + 
(2 Al. k2  L1  - 4 i c Al. k3  L1 2 •2 c2  AL 1(4  L13 + (4 i AL ki  1.1 2  + 4 c Al. kl  Li3) U- 
2 AL 1(4  1.1 3  U 2  ) 	2 	(k (-i 	i 1,2) + k2  (-2 c Li 2  + 2 11  1.2) 	(i c2  1.13  - c2  L1 2  L2) + 
(k2  (2 L1 2-2 1.11.2) + k3(-2 i c11 3  +2 i c 1,1 2  1.2))U 	k3  (i L1 3  - i 11 2  1,2 ) U 2  ) U" 

P4 	(k (i 	1.2) + k2  (c 1,1 2  - 1.1  12)) 	+k2  (4,1 2  + Li  12) U W' 

P5" (-A2 /' 3 i A2  k 	+ 3 A2  el  k2  L12- i A2 	k3  L13 ) I( + (3 A2  l<2  L.12  - 3 i A2  e k3  113) 11 U2  
+ 	i A2  k3  1.1 3  R 3 + 11' ((k2  (-2 Li 2  + 2 11  12) + k3  (2 i 11 3  - 2 i c Li2  12)) 	+ k3  (-2 i 1.1 3  - 
2 i 1.1 21.2) U W') + (k (2 i L1  - 2 i 1,2) + k2  (2 e 11 2  - 2 e 1.1  12)) W" + U ((-3 i A2  k 	• 
6 A2  e k2  1,12  + 3 i A2  e2  k3  113) R + k2  (-2 L1 2  + 2 1,1  12) W") 

P6  = (-1 	k 3 A l  e k2  1.1 +3iA1 c2  k3 1.1 2+ A i 	k' 11 3) R (k3  (-i 	1.2) + 	(-(c L i 	- 
c 1,1 L2) + (-i k - 3 c 	3 i C2  k' 	C3  k' 1.1 3)R) 	+ 113  (-(A1 	L i 3  R) -1(3  L i " R 

((-2 i AL. k' 	- 2 c AL k4  LI 3) 	+ 2 Al. k4  11 3  U W") 	((k2  (-1.1 2  ' L.1  1.2 ) 
(i c 1,1 3  - 	e 1,1 2  12)) 	+ 	(-i 1.1 3  + 	1.12  1.2) 	W) 	((k 2  (-2 11 2  + 2 1.1  L2) -•- 

k1  (2 i c 	- 2 i 142  12)) W" + k' (-2 11 3  + 2 i 1.1 2  12) U W") +(k (-i 1.1 	L2) - k2  (-2 e 14 2  - 
2 c 	1.2 ) + k3  (i C2  L i ' • i C2  1.12  1.2)) W"' 	U2  ((3 	k" 	+ 3 A l  e k' 1.1 3)R+ (31k' 11 2  - 
3 c 	11 ") R W" • V 	I 	iI 7 	W") ,  E.:((3 A;  12  1: 	i 	! 2 - 1\ 2  1:4 	R 
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(k.3 	- I., 1.2) 	(3 k2  L, - 6 i e k' 	3 	k' 	 12 1 	2 1,, 1.2 2 • 
k' (-2 i e 1.1' , 2 i e 	L2 )) W"') 

Qi 	t 	k'1.1 ' L2 	k (-3 i 	- 	1:1,2) • • F.' 1,' 	1 

92 	(4 ik I., 	4 ik 1,2 	k (-4 i 1.1  + 10 e k 1 1 	• 4 11, 	lu e k 1., 1.2) • k 	8 e 1.1 < 
- 8 C.l ik 1.1 3 	8 c 1.1  1.2  + 8 C2  ik 142  1.2) -+ k' (4 i é 1.1 	2 	ik 	4 i 	I,' I., 
- 2 C5  k1.,' 1.2) • (k (-10 k 1.1 2  + 10 k 1.1 1.2) 	kl  (81_,2  + 16 c ik 1,1 3  - 8 	1.,2  • 16 c 
ik 1.1 2  1.2 ) 4-  k' (-8 i c 1.1 3 	6 c2  k 1.14  4- 8 i e 1.1 2  1.2  - 6 el  k 	1.2)) U • (1:2  (-8 ik 
1,1" 4' 8 ik 142  1.2) 	k' (4 i 1.1 ' - 6 c k 1.1" - 4 i L.1 2  L 	+ 6 	k 1.,' 1,2 ))(52  +k3  (2k 
1.1 4  - 2 k LI' 1,2) 	) U' 

Q3 =-2 k2  - 2 e' k" 1.1' 1.2 -r-k2  (6 c ik 1.1  + 2 c ik 1,2) + k4  (6c2  Li2 	6 cl 	1.2) 
(-2 	ik 1.1 3  - 6 c.1  ikL,2  1.2) 	(i c k 	4 c2  k2  L,-6ic'k3  L12  - 4 c' k' LI' + 

i C5  k' 1.,4 ) 	(8 c3  k6  1.13  1.2  + k3  (-6 i 1., - 21 1.2 ) 	k' (-12 e 1.1 2  - 12 e 1,1 L2) 
+k' (6c2  i143  4- 18c2  IL,2  L2) + (-1 k - 8 c k2  1,1  , 18 i C2  k 3  L1 2  + 16 e3  k' L,' - 
5 i 	144  ) R) U 	(-12 c2  k' 1.13  L2  + k3  (6 k L1 2  + 6 k 1.1  L2) + k3  (-6 e ik 1.13  - 
(8 c ik 142  L2) 	(4 k2  1.1  - 18 i c k3  1.12  - 24 c2  le' L,' + 10 i 	k' 1,1" ) R) 112  + 
(8 e k6 	L2  + k4  (2 ik 143  + 6 ik 1.12  L2) + (6 i k3  L12  + 16 c 	143  - 10 i c2  
Li4  ) R) U' 	(-2k` L,3  L2  (-4 1(4  L13  + 5 i c k5  1.15  ) R)U2 	k 3  L1 4  R113  + (2 i c3  
ALk' L,4  + k2  (-4 AL L1  10 U-10 1.1  L2) k2  (2 AL 1.1  - 8 1,12  + 12 e AL ik U- 12 
c ik Li3  + 8 14  L2  + 12 e ik 1.12 1.2) + 	(-6 c2  AL 1.11  - 2 C2  1.44  - 4 c3  AL (kr.," 4- 2 c21,13  
L2) + 	(-61 c AL Li2  + 6 i c 1,13  +12 C2  AL k 1.13  -2 e2  k1,4  - 6 i c 1,12  L2  + 2 e2  k 
L,3  L2) + (-6 i C2  ALk' 1.1 4 	k 2  (-12 AL ik 1.12 4  12 ik 143  - 12 ik 142  L2) + k" (12 c 
AL L13  + 4 c 1.14  + 12 c2  AL ik 144  - 4 e 143  L2) +k' (6 i AL 1,1 2  - 6 11.1 3  -24 c AL k 
L,3 	4 c 	+ 6 11.1 2  L2 -4 c k 	1.2)) U + (6 i c AL k3  144  +k4  (-6 AL 1.13  •2 
L,4  - 12 c AL ik 4 + 2 143  L2) + k3  (12 AL k 1.43  - 2 k 1,14  + 2 k L13  L2)) 	+ (4 AL 
11(3  1.14  - 21AL k3  Li4  )U3 )1.1'2  4" (4 ik AL + k (-4 	+ 10 ckL,2 	4 L2 •- 10 c k 
L1  L2) + k2  (-7 e L,2  - 8 e2  ik L,' + 7 c L, 1,2 + c2  ik L,2  L2) + 	(-(e' L,4  ) + e' L,' 
L2) + 	(2 i c2  1.1 3  - 2 e3  k L14 	2 i c2  L,2  1.2 	k L,' L2) + (k2  (.10 L,2  + 
10 Li 1.2) k2  (7L,2  + 16 c k 1.13  - 7 14 L2  «. 16 c ik 142  L2) + 	(3c2  1,14  - 3 el  L,' 
L2) + 	(-4 i 	+ 6 c2  k LI4  + 4 i e L,2  L2 • 6 c2  k L,3  L2)) U + (k2  (-8 1k L,3  + 
8 ik142  L2) + k' (-3 c 144 	3 c 143  L2) -, k' (2 iL13  -6 c k 1.1 4  - 2 i 142  L2  + 6 c k 
14' L2)) U2  4.(1:4  (L,4  -1.13  L2) + k' (2 k 14" - 2 k 1.13  L2)) 	) U" 

Q4  = (k2  (4 ik AL) + k' (-4 i L, 4 8 e k L,2  + 4 i L2  - 8 c k L, L2) + k3 	i c2 L,' - 
8 i C2  L,2  1.2) + k4  (•10 C Li2  - 4 c2  ik L,' + 10 c1,1 1.2. + 4 c2  ik 1.12  L2) 4 1;6  (2c' L,3  
AL) + (k' (-8 k 1.12  4- 8 kl.1 1.2)+ 115  (-16 i c1.13  + 16 c 142  1.2) + 1(4  (101.12  + 8 c ik 
1.13  - 10 L, L2  - 8 c ik L,2  L2)4- k6  (-6 c2  L,' + 6 c2  1.1 5  L2)) U + (1(3  (8 i L,2  AL) + 1(4  
(-4 ik 1,1 3  + 4 ik 1.12  L2) 	k<1  (6 c 1.1°  - 6 c 1.!3  1.2))112  + k6  (-2 1,,3  AL) (13  ) 	+ (4 i 
c2  ALk' 1.14  +1(4  (-16 c AL 	- 8 c2  AL ik 1.14  ) +1(3  ( 20 c AL k 1.1 3  ) + (-8 i c AL 
k' 1.1's 	k4  (16 A1.1.1 3 + 16 e AL i k 1,14) + k3  (-20 AL k 1.13)) U 4 (-8 AL 11(3  1.13  + 4 
i Al. k3  I.," ) U2  )11'3  -1(2 1.: 2  AL (U'l)' 4 3 c 	1.12  2 AL (U'l  ). + 3 é 	L,' 2 AL 
(1.1.2 ). 	k 4  1,,4  2 AL (U'l  )' 	ik' 1.!4  1'5  2 Al, (U.2  1' 	112  (1 k' 1,1 3  2 A1. (11'2 	- 
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3 c ik' L i 4  2 Al, (U' )') • t; (-3 	k' i,, 	2 AL (1;'-' )' - 	c k' 1.,' 2 Al (U)' 	lc' 
ik' L i t 	2 AL (U"' )') • (8 i c` 	1.,' 	k 2 8 Al. k 	1. ) 	Al, 1., 	20 t. Al II. 
L i 2  ) 	(-34 e)  AL L i ' - 8 c' Al. ik l.1 4 ) • k' (-32 i c A1.11' -26 e' Al. k L1 ') • 
(-24 i e2  Al. k 5  1,1 4 	k' (-20A(. i 	) 	k 4  (68 c 	, 24 é AL ik 1.1 ') 	k' (32 
Al. L1 2 	-52 e Al. k L i ')) U t (24 ic Al, k' 	k' (-8 Al. 1.1 ' - 21 e Al, i k 
L'2  ) U' U" 	(k 2  (2 e 1., AL) 	k 3  (-4 i 	L i 	4 i 	1.1 2  1,1 ) 	k' (-2 c' 	Al.) - 
(k' (-2 1.1  AL) t k' (8 i 	AL) • 6 k 4 	AL) L! 4 (1.' (-1 i 	AL) = 1:4  (-6 e 
1.1 ' Al.)) U2  t 1(4  (2 1.1 ' AL) U') 

Qy 	kti  1.1 1  Lr  + 1:2  (-3 i c L., - i e 	+ 1;4  (-3 c2  (4.1 ,-1. 2 )) 	( 
L1 2  L2 ) 	(-1 C 	- 4 c2  k' 1,, t 	i c' k' 1.12  -4c4 	- c' k'1..,')R-   (k' 
L2 + (4 k6 	- 5 i c 	1.1 3  ) 	114 	k2  L1 4  R1.'' + (-6c2  AL 1:6  L i 3  + 2 i 	AL k' 
1.1 4  t" 4 1(4 1.1 AL 1- -4 i c k s  Al. 1.1 2  - 4 i c k4 1.1 2  AL ,' (12 e AL k6  Li ' - 6 c2  Al. 111  
1.1 4  4 811(3  A1.1.1 2 ) 	t (-6 AL k6 	, 6 i c AL k 7  1.1 3  ) U2  - 2 i AL k' L.1 4  U' ) U'2  + 
(4 i e AL k3  L1 4  - 20 1(4  AL 1.1 3  - 8 c 	AL 1,1 4  + 4 i AL ks  1.13  U) U' + U' (2 AL 	(i 
k3  L1 2 +2  e k' L1 3  ) - 2 AL U"( i e2  1(5  L1 4  -i k5  L1 4 	+ 2 AL (1r2)' U (-2 k4  1.1 3  
(2 AL U' )' -t 2 i 	k5  1.1 4 ))+ 2 k3  Al. - 	(2 i AL - 4 k 	AL) + k3  (4ic2  L i 2  AL) - 114  
(5 c 	Al, + 2 i e2  k L i 2  AL) t- 6  (c3  1,1 3  AL) -+ (i k + 4 el(' 	- 6 i c2  k3  1.1 2  -4 e3  
k' L i ' 	c4  1;1  L1 ') R+ (-k' (4 k 	AL) - 	(8 ic 1.1 2  AL) 	k4  (5 1.1  AL + 4 i c k 
1,1 2  AL) + k6  (-3 c2  L1 3  AL) + (-4 k2  1,1  + 12 i c 111  L1 2  + 12 e2 	1,1 3  - 4 c' 1:3  L1') 
R) U + (k' (2 i L1 2  AL) + k6  (3 e 1,1 3  AL) + (-6i k" L1 2  - 12 c 	L1 3  + 6 i c2  k5  1.,,') 
R) U2  + (k6  (-1.)3  AL) + (4 1(4  L1 3  - 4 i e k5  L1 4 ) R) U3  + i k5  L1 4  R 114  + (10 i c2  AL 
k 5  1.1 4  + k3  (28 i AL L1 2) + k' (-42 e AL L1 3  • 12 i c2  AL k L1 4) + k3  (-32 í AL L1 2  + 
8 e AL k 1.1  ) + (-20 i c AL k5  L11 	k4  (32 AL 1,1 3  + 24 e AL k 1.,1 4 ) + k4  (-40L1 3  
Al.)) U - 	2 i AL k' L1 4 	) U'2  ) U" + (4i c3  AL k3  L1' + k2  (-2 14  AL) + k2  (9 
AL L i  + 4 i c k 1,12 AL) + 	(-17 c2  AL Id ) + kl  (-22 i c AL 1,1 2  + 2 c2  k Li3  AL) (- 
12 i c2  AL k5  L1 4  +k2  (-4 ik Li2  AL) + k4  (34 c AL 1.43) + k3  (22 i AL 1,12  -4 c k1,1 3  
AL)) U + (12 i c AL k5  L1 4  + k4  (-17 Al. 1,,3) +1(4  (2 1,13  AL)) 1.12  • 4 i AL k5  1.1 4  U3 ) 
U"2  - 2 AL k2  L1  ((U' )2),' + 6 i e k3  I.,1 2  Al.. (U'2 )" + 6 e2  k' L1 3  Al. ( U'2  Y + k4  (1.2 
i c3 k1.1 4 AL(U'2 )') .+U' c 	1.1 3  1.2 	k7  (-11.1 3  - 3 11..1 2  L2) + (-6 i k5  L12  - 16 c 
k6  1,1 3  + 10 i e/ 	L i 4  ) R + 2 i k5  Al, L 2 4  (U'2  )") 	(6 c2  k2  1.2 3  L2  + k6  (-3 Li  
11.44» k7  (3 c 1,13  + 9 i c 1.1 2  L2)'+-  (-4k4 	+ 18 i 1(3  L1 2  * 24 c2 	It 3  • 101 

C3  k7  1.1 4  ) R 16 k4  L1 ' AL (U'2 )"•3 c i 	L' (2 AL U'2  )") + U (k 3  (31Ui [.2)-4 
e3  k4  L,3  1.2  + k`' 	(6 c L1  (1.3F1.2)) + k1  (-3 i c2  L1 3 	9 i e2  1.1 2  1.2 ) 	(i k3 	8 e ki  

L1 -18ic2  k3  L1 2  - 16 C3  1(6  L i 3  + 5 i 	k' 1,1 4  )11 - 6 ik3  1.1 2  AL (U'2  )" - 12 e k4  

Li AL (U'2  )" + 6 i c2  k5  L2' AL (U'2  )") 	(4 i c." AL k 5  L,' 	k (-2 k 1,1  AL) + k2  (10 

AL 1,2  + 4 i e k L12  Al.) + 1(4  (-18 e2  AL 1,1 3  ) k3  (-24 i AL L1 2 	2 el  k L1 3  AL) + (- 

12 i c2  AL 1(5  111 	k 2 	(-4 i k 1.12  AL) 	k' (36 c Al, 1.,1  ) 	k ;  (241AL 1,1 2 . 4 c k1.1 3  

AL )) U 4' (12 e AL k5  1,1 4 	k 4  (-18 AL U)+ k3  (2 k 	AL))U2  - 4 i AL k 5  1,2 4  U' 

) U' U" (k (i AL) + k2  (3 c 	+ 	(-3 i 	AL) +1(4  (-e2  L i" AL) - (k2  (-3L1 
AL) 

	

	1: 3  (6 i c 1,1 2  AL) + k' (3 e2  1.," AL)) U + (k3  (-3 i 1.1 2  AL) +1:4  (-3 e L l ' AL)) 1.2  

(1,1 ' AL) U') 
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Q6 	(-A2 4 4 i 2\ 2  C 	1,1 + 6 A2  C1  k 2  1.,' - 41 A:c' 	1., 	A 	k' l. t ')it 
41 A2  k L1  - 12 A2  e k 2  L,2  412 i A2  kt'kl 	4 A,c, 	4111: 	(o A., 1,' 
12 i A 2 	11 1  1,1 3  - ( A z  ef 	)R1.12 	(4 i Ay, k' l 	4 A 2  c k' 	111 (:' 
Al  4(4  L R 

Q2 	1( 4 	1.2  , k' (-1 c Li 	i c 1,2) , 1(6  (-3 c2  1,1 /  - 	e.1  1.1 	c' 
31c3  L12  1,2) 	(-1 	k - 4 c 2  1(4  L, 461c' k s  1.17 4  4c' k6  L -le' k 	1.14  ) R 

L,' 1,2 	(-1 k6  1,1 3  - 5 i e 1(7  1.1 ' )11) 	1.14  11 115 	(-6 	k6  1-1' 
21 c' ALk' 1,1 4 	41(4 12, AL - 4 1( 5  i c AL 	• k4  4 c ik 1,1 7  Al, 	(12 c AL k6  L,' • 

61e2  ALk' L 	4115  1/51.1.12  4 4 1,-4  ik 1„1 2  AL) U 	(-6 AL k6  1.13  *(ien 	LI' 
)U2  - 2 i AL 1( 4  L,' U' )U'7 	(4 i e Al. I(' L,' 1 1( 4  (-16 AL 1.1 3  - 8 e Al. ik 1.14 ) 	20 

k3  AL k L13  1-  4 Al, k s  1.14  U) U4  -4- U' (i 	12, 2  2 AL (U'l  )' 1 2 e k' L,' 2 AL( Ud  )' 

-e2  11(4  LI4  2 AL (U'l  - k4  L14  U 2  2 AL (11.2  )' + U (-2 k4  L 2 AL (11'2  )' + 2 e 1 k4  

1.14  2 Al, (U2  )')) 1 (2112  ik AL k 3  (-2 i AL + 4 e k 1,, AL) k 5  (4ic2  1,12  AL ) 

(-5 e Li AL •• 2 el  ik 1„) 2 	+ k6  (c3  1,1  AL) 	(i k 1 4 e 	Li  • 61 	k' L,2  • 4 c' 

1( 4  Li3  f (2 k' 1,14 ) R + (1(' (-4 k 	AL) + 	(-8 i e 1,1 2 AL) + k4  (51.,A[. + 4 e ik 

AL) 	k6  (-3 c2 	AL) + (-4 k2  1.1 1  12 i c 	L, + l2c2  k4 	- 41 c' 1(5  L,4 ) 

R) U -1 (ks  (4 i 1..12 AL) + k5  (-2 i Li2  AL) + k6  (3 e 1.i' AL) + (-61k' 1,12  - 12 e 114  Li3  
+ 6 1 cl. 	L,4  )19 U2  + (k6  (444  + 	1,2) + (4 k4  L,' - 4 i c k5  L14 ) R) U' + i 1( 5  

1.14  R U4  4- (10 i e2  AL lz5  Li4  + 28 k3  AL i Li2 	11 4  (-20 e AL L13  - 22 c L1 3  AL - 12 

c2  AL ik 1.1 ') k' (-10 i AL 1.11  - 22 11,12 AL +24 c AL k 1.13  + 16 e k 1.1" Al.) 4- (-20 

c AL k s  L,' 1 1(4  (42 AL 113 	24 e AL ik Li4  ) +1(.4  (-8 AL Li3)) U + (-12 AL 11(5  

Li4  + 10 i Al, k 5  1,14 ) U2  )U'l  ) U" + (41e3  ALk' Li4  - 2 k2 1,)  AL +k2  (4 AL 	+ 5 

1-4 AL + 4 e ik 1.3 2  AL) + k4  (-17 el  AL 1.13) + k3  (-12 i e AL Li2  • 10 c Li2  AL + 2 e2  

k 1,13  AL ) (-12 i el  ALk' 1.14  4k' (-4i 1212 AL) + 1(4  (34 AL 1..1.4 ) + 	(22 AL 

1.12  - 4 c k 1,1' AL)) U + (12 i c AL k5 	+k4  (.17 AL 1.13) + k 3  (2 k 1.13  AL)) U2  - 4 i 

AL k' Li4  U' ) U"2  - 2 k2  L, AL (U'2)" + 3 e i k2  L,2  2 AL (U'2  )" 1- 6 cl  k4  1..4 3  AL 

(U'l  y .1- k4  (1 -2 c3  i k L14  AL (U'2 	U3  (-4 c 	L,' L2  + kl  (-11,13  - 3 i 1,12  L2) 
+ (-611(5  1212  - 16 e k6  1,13  + 101 c2  1(7  1,14  ) R 1 2 i ks  L,4  AL cua 	u' (6 e2  

Ll' 1,2  k6  (-3 1.1  Al.) +1(7  (3 i L ts  + 9 i L12  L2) + (-4k4 	+ 18 i c k s  1.12  +24 

e2  k6  L,' - 101 el 	1.2 1'4 )R +3 k4  L13  2 AL (Lla )" - 3 c k5  L14  2 Al. (U'l 	+ U (k s  

(3 .11-i 4  11.2) - 4 e' k' Li3  L2  + k6  (6 e 1,12 + 6 c 	1,2) +1(7  (-3k2  L,3  • 9 c2  1,12  

L2) 4 	k3  4 8 e 1(4  1, 4  - 	i e2 , k5 	- 16 e' k6  1,13  + 5 i e.4  k' Li4  ) R - 6 i k3  L1 2  

AL (u' r - 12 e 1(4  Li3  AL (U'2  )" + 6 el  11(5  Li4  AL (U'2  y) 4 (4 i e' AL k5  1214  -2 

k2  1.1  Al, 4'1(2  (10 AL Li  4-  4 e k 1,12  AL) -18 k' e1  AL Lis  + 	(-241 e AL Lil  + 2 

c2  k 1.1" Al.) 1 (-121 cl  ALk' Li's  -4 k' 11.12 AL + 36 k4  e AL 1.13  4k' (241AL U- 4 

kl,13  AL )) U + (12 i ALI(' L14  -18 k' AL 1213  1 2 k4  1, j3  AL) L12  - 4 i AL ks  L,' 

(.113  ) U' U"1(i k Al, 	3112 	L,AL-3k' i C2  1,1 	- 	C3  L13 	(3k1  1,1  AL 4-  6 

k3  c L17  AL 1- 3 k4  e2  Li4  ) U+ (-3 i k3 L12  AL -3 1:4  c 1.13  AL ) U2  + 	1.,1 3  AL U') 

U" 
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AIq 	II 

En este apéndice se anexa el programa en Mathematica que se utilizó para graficar 
los resultados de los capítulos 4, 6 y 7 

"Introducción de valores iniciales" 

Tati=N[ I ]ialpha= I ;R=3 ,d1,=0.3; 
gi=N[Sqrt[Tatt Sin[alpha]/211; 

"Cálculo del flujo principal" 

T 1=(Cos[2*gi] Cosh[2 gil)^-1,T2-11-((Sin[2 gilt-Sinh[2 gi \ 
)/(2 gi*(Cos[2* gil t Cosh[2 gi1))))^(- 1/2),T=NIT 

U[y J.=N[T*(Sinh[gi*(1-fy)l*Sin[gi*(1-y)1FSinh[gi*(1 -y)) \ 
*SinIgi*( 1 +y)))1,W[y,...1 =NIT*(Cosh[gi*( 1 y))*CosIgi*( 1 	\ 
Cosh[gi*(1-y)l*CosIgi*(1 +y))) -1' (Cos[2 gi]+Cosh(2 101)1, 

"Cálculo a orden cero" 

II=Sin[gi] Sinh[gi] Sin[ThJfeos[gi] Cosh[gi] Cos[Thl \ 
-Cos[Th]; 

12=Sin[gi] Sinh[gi) Cos[Th]-Cos[gi] Cosh[gi] Sin[Th] \ 
+Sin[Th]; 

13=-2 gi^2 Sin[gi] Sinh[gi]; 
14=2 gi^2 Cos[gi] Cosh[gi]; 
cop=((11*13 +12'14) 411"PP-(I1 14-1293)*W101)/ \ 

(13 ^2 +14^2); 
co-Sin[Th] W[0]+Cos[Th] U[0]-cop; 
al=1;b1=(11 U"[0]-13 cop)/(14 cop-12 U"[0]);M=b1; 
psio[y J:=a1*(1-Cos[gi (y-1)]*Cosh[gi (1-y)1)+ \ 

b1*(Sin[gi (y-1))*Sinh[gi (I-y)]) 
tio[y_]:=-al*(Sin[gi (y- I)]*Sinh[gi (1-y)])+ \ 

b1*(I-Cos[gi (y- 1 )]*Cosh[gi (I -y))) 
ho[yi:=(al +I b1)*(1-Cosh[(1-1) gi (1-y))) 

s=1/(2 gi^2)*(1-(Sinh[2 gil t-Sin[2 gi])/(2 gi \ 
(Cosh[2 gi]+Cos[2 gil)))^( 1/2); 

DE= 1/(s); 
Ek=N[( I 5/2)^(1/2)*Tan[alphal*DE-Tau Cos[alpha]*W[0]], 
gam=NRSin[Th]*fio[0]-Cos[Th]lpsio[0])/cop]; 
go[y J=Tau/R*Cosialpha)*(flory)-fio[0])-gam Ek/R; 
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"Cálculo de la solución particular" 

all=(M Sin[Thj-Cos[Thp; 
a12=1/2 Exp[-I Thi (1-1 M), 
a13=1/2 Exp[I Th] (1+1 M), 

A 1 -41+1) T gi (1 f-1M)*Cosh[gi (1 1)]*Exp[l Th), 
A2=-(1+I) T gi (1 +11M)*Cosh[gi (I-1))*Exp[-1 Th]; 
A3=-2 T gi (1+1) Cosh[gi ( I +I)J; 
A4=Tau*Exp[-1 ThrCos[alpha)/(2 R); 
A5=2 T giA2 (1+1 M)*Cosh[gi (1 +.1)]*Exp[l Th11 
*(1-1) 
A6-2 T giA2 (1 11 M)'Cosh[gi (1-1))*Exp[-1 ThJ\ 
*(111) 
A7=2 T giA2 (1 fl M)*Cosh[gi (1 +-1)]*Exp[l 
A8=2 T gi^2 (1+1 M)'Cosh[gi (1-1)1*Exp[-I Th); 
A9=A 1*(1-1) gi; 
A10 -A2*(I+1) gi, 
Al 111-1) gi T a12 Cosh[gi ( I +I)); 
Al2=(1 +-1) gi T al3 Cosh[gi (I+1)), 

L1=T Sin[Thr(Cos[2 gi]+Cosh[2 gi]); 
L2=L I/Sin[Th), 

n[11=A1/(4 I gin) Sinh[gi (1-1)), 
n[2]=A1/(24 gi^.3 (1+1)); 
n[3]=A2/(8 giA3 (1+2 I)), 
n[4]=A2/(8 giA3 (1+2)), 
n[5]-(L I +co)*(I +I M)/(2 gi (1-1)); 
n[6]=-all A3/(4 1 gi^2), 
n[71=a12 A3/(8 gi^3 (1+21)); 
n[8]=a12 A3/(8 gi^3 (1+2)); 
n[9]=a13 A3/(4 I giA2)*Sinh[gi (1-1)]; 
n[10]=-a13 A3/(24 gi^3 (1+1)); 
n[11]=A4*(M+1)/(4 giA3 (1-1)); 
n[12]=A4*(M-I)/(4 1 giA2); 
n[13)=A41(2 I gi^2)*((M+I) Cosh[gi (1+0]+(M-1)* \ 

Cosh[gi (I-1)]-gain Ek Exp[-I Thy(A4 R)), 
n[14]=a11/(2 1 giA2), 
n[15]=a12/(4 gi^3 (1-1)); 
n[16)=-a13/(4 I gin); 
n[17]=-2 A5/(4 1 gi^2) Sinh[gi (1-1)], 
n[18]=2 A5/(24 giA3 (1+1)); 
n[19)=-2 A6/(8 gi^3 (1+21)); 
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n1201 2 A(,(1,1 gt' 3 (I 2)), 
n1211-2 a12 A3/(4 gi (I-2_)). 
n122] 12 a12 A3/(4 gi (I '2)), 
n(23]--2 al3 Al Sinhigi (1-1)1'2, 
n]24] -2 a13 A3/(I2 gi (1-1 
n(25] A7/(4 I gy2)*Cosh(gt (1-1)1, 
n[26] -A71(12 1 	2), 
n(27] -A8/(4 gi' 2 (42)), 
n[28] -A81(4 gi 2 (1. 2)), 
n]20] (1.1 ,co)*1 gi*(1 -1 \1)/(1-1). 
n[30] al I A3/2, 
n[31 ]-(1-1) a12 A3/(4 gi (1-2)), 
n[32]-(1-1) a12 A31(4 gi (1+2)), 
n[33] (1-1) aI3 A3/(4 I gi) Cosh[gi (1-1)], 
n[341--(1-1) al3 A3/(12 I gi), 
n[35]--A9/(4 1 gi'2)*Cosh[gi (1-1)], 
n[36]--A9/(12 1 	2), 
n[37]-A10/(4 g+'2 (I-2)), 
n[38]'-A10/(4 gi'2 (1,2)), 
n[39]-A11/(2 	(1-2)), 
n(40] 	I 1/(2 gi' 2 (I '2)). 
n[4I] .,Al2/(2 I gi'2)*Sinh[gi (1.1)]; 
n[42] =Al2/(6 1 gi'2), 
n[43]--1,2 aI2*(1 ,1)/(4 
11144P1 L2 a13/2, 

11[y j:-12*(n[l y+n[2J Cosh[gi (1-1) (1-2 y)],  n[3]\ 
Cosh[gi (1-1,2 1 y)]- n[4] Cosh[gi (1-1.2 y)]' 
*n[5] y Sinh[gi (1-1) (1-5)1)-n[6] y Sinh[gi 
(1-1) y]+ n[7] Cosh[gi (141-2 1 y)]+n[8]*Cosh 
[gi (-1-1,2 y)] n[9] y ) n[10] Cosh[gi (I -1) 
(2 y-1)],n[ 1 1] Sinh[gi (1,1) ( 1 -y)] ,n[12] 
y Cosh[gi (1-1) (1-y)],n[13] y),I Tau Cos[alpha]', 
*(n[14] y-n[15] Sinh[gi (1+1) (1-y)1)1[16J* 
y Cosh[gi (1-1) (1-y)1),(11*(n[ 17] y+n[1131Cosh[gi 

(1-1) (1-2 9] n[19] Cosh[gi (1-1'2 1 y)],n[20]*\ 
Cosh[gi (1.1-2 y)]+n[21]*Cosh[gi (1,1-2 I y)],n(22]\ 
Cosh[gi (-1-1+2 y)],n[23] y- n[24] Cosh[gi (1.1)` 
(2y-1)14-n[25] n[26] Cosh[gi (1-1) (1-2 591\ 
n[27] Cosh[gi (1-1,2 I y)] •-n[28]Cosh[gi (1.1 

-2 y)]'n[29]*y• Sinh[gi (1-1) (I -y)] -n[30] y ' 
Sinh[gi (1-1) y] +n]  31] Cosh[gi (1,1-2 1 y)],n[32]*\ 

Cosh(gi (-1.1-2 y)] -11[33]- n(34] Cosh[gi (1-1)(2y-1)] 
-n[35] -n[30] Cosh[gi (1-1) (1-2 y)] ,  
• n13 7!.C,,,,1111..!¡ (1-1-2 1 v/ 1  ."11181Coshrei (1-1.2 
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-3*(14391 sin1i gi ( I ,I-2 1 s)l n[40]*.  
Sinh[gi (-1-1 2 y)l +ni-11],[1[12] Sinh[gi (1-1) (2v-1)1 
n[431 Sinh[gt (I+ I) (I-y)I 14,1-1]* Cosh[gi (1-1) (1-s)l' 
y)) 

"Cálculo de c a primer orden" 

11'1/(2 gi)  (PPl11-Ibilp-PI 11 
r2.1,(2 gi) (PP111+- fP[11)-tilb 
r3-Exp[-gil/(2 gi) ((Cos[gil-Sin[gi]) pp[1j- 

(CosigI1 
r4-Exp[-giI/(2 gi) ((Cos[gil-Sin[gi]) 4)(11+ \ 

(Cos[gili- Sinlgil) pp[11); 
r5--2 Lxp[-gil Cos[gi]+Exp[-gi (I +1)1*Cosh[gi (1+1)\ 

]+Exp[-gi (1.1)]*Cosh[gi (1.1)]; 
r6-2 Exp[-gij Sin[gq-Exp[-gi (I +1)]*Cosh[gi (1+1)\ 

]*1+1 Exp[-gi (1-1)]*Cosh[gi (1-1)], 
r7-r1-r3 +p[01; 
r8=r2-r4+1I0]; 
r9=2 I gi^2 Exp[-gi (1+1)] Cosh[gi (1+l)]-2 1 gi^21 

Exp[-gi (1-1)] Cosh[gi (1-1)]; 
r10-2 gi 2 Exp[-gi (1+1)) CoshIgi (14)1+2 gi'2\ 

Exp[-gi (1-1)] Cosh[gi (1-1)]; 
r 11=(r7 Cos[Thl-r8 Sin[Th]-(p2p[0]-2 gif•2 r4)\ 

cop/11101); 
r12-(r7 Cos[Th]-r8 Sin[Thil(f2p[0]+2 gi^2 r3)\ 

copAV"[01); 
Al I =-r6 Sin[Th]-r5 Cos[Th]+r9 cop/U"[0], 
Al 2=r5 Sin(Th]-r6 Cos[rh]+rlo cop/U"[0]; 
A21=-r6 Sin[Thl-r5 Cos[11]+r10 copAV"[0]; 
A22-r5 Sin[11]-r6 Cos[Thl-r9 cop/W"[0]; 
m-(tio[0] Sin[Thj-psio[0] Cos[Th])/cop 

el N[-(r12 Al2-r11 A22tA22 Al 1-Al2 A21), 
A22))], 
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Donde se tiene la siguiente equivalencia de las variables con respecto a las 

utilizadas en la tesis 

' X 
Tau T 

alpba 
- R 
= 

W 
U[yj - U 
(11. AL 
pujo = 
tio <Dr, 
co 
cop = 
lip 
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