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6 	 CONTENIDO 

Introducción. 
El presente trabajo se encuentra enmarcado en el ámbito de la Doría 

General (le la Relatividad. Su objetivo es el de estudiar la termodinámica de 
ciertas soluciones a las ecuaciones de Einstein (ecuaciones del Campo Gra-
vitacional), suponiendo que la fuente de dichos campos en un fluido perfecto 
con simetría esférica, y a partir de ellos construir un modelo estelar. 

Las soluciones a estudiarse se conocen corno los Universos Esféricos de 
Stephani. Éstas tienen la propiedad de que existe un sistema de coordenadas 
en el que el tensor métrico se puede escribir corno una fruición escalar por el 
tensor de Minkowski (tensor métrico en Relatividad Especial). 

Así pues, primeramente se procede al estudio de los fluidos perfectos en 
el marco de la Teoría Especial de la Relatividad. Se discute la llamada 
regla de "transcripción" que nos permite formular las leyes de la Física en la 
Relatividad General una vez conocidas las expresiones correspondientes en 
forma tensorial de la Relatividad Especial. A partir de lo anterior, se procede 
a la obtención de las ecuaciones que describen a los fluidos perfectos en el 
ámbito de la Relatividad General. En el capítulo 4 se estudia el significado de 
la simetría esférica en Relatividad General. Se destaca que la única solución 
con simetría esférica en el vacío a las ecuaciones de Einstein es la llamada 
solución de Schwarzscl►ild; este hecho constituye lo que se venido a llamar 
el Teorema de Dirkhoff. En nuestro interés está el desarrollar un modelo 
estelar por lo que tendremos que analizar las condiciones de empalme entre la 
solución de Schwarzschild (vacío) y una solución interior con simetría esférica. 

Seguidamente, se procede a la derivación de los Universos Esféricos de 
Stephani. Se comienza a estudiar la tern►odinámica de sus fuentes, y en 
particular se destaca el hecho que la densidad de materia-energía para los 
Universos de Stephani sólo depende del tiempo coordenado (densidad ho-
mogénea). Al aplicar las condiciones de empalme, se obtienen condiciones 
a la frontera que serán de gran importancia en los capítulos 7 y 8; de ellas 
resulta el que la presión en la frontera del sistema debe de valer cero. En 
las siguientes capítulos se procede a la determinación completa de la métrica 
y de otras las principales variables termodinámicas. Se resalta el hecho ele 
que las soluciones estudiadas, bajo una adecuada elección de coordenadas 
se puede considerar como una generalización de la métrica de Friedman-
Robertson-Walker. Al determinar completamente la métrica, se dejan las 
distintas cantidades termodinámicas de interés en términos de una presión 
ventral que sea sólo fruición de la densidad. En particular, se escoge como 
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ecuación de estado en el centro la ecuación de estado politrópica. 
Dos casos particulares (le esta ecuación de estado, resultan ser la ecuación 

de estado de la radiación y la de un gas monoatómico ideal. En el capítulo 8 
se analiza la posibilidad de que el modelo estelar construido pueda describir 
adecuadamente el comportamiento de 4 distintos sistemas. 
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Notación. 

Índices griegos: o, J3, 	1..3. 

Indices latinos: i, j, 	0...3. 

Signatura: (—, 	-1-, -1-)• 

Tensor métrico: 

Tensor de Minkowsky: 

'tensor de Eticci: RO. 

Escalar de Curvatura: R. 

Tensor de Einstein: 

Derivada parcial: 	= 
O V 

' 	art 

Derivada covariante: 

Densidad de partículas: n. 

4-vector de corriente de partículas: NI, Ñ. 

4-vector de momento: V. 

Tensor energía momento: Tii. 

Presión: p. 

Densidad de masa-energía: p, 
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Tensor curvatura extrínseca: 

Vector normal: itit 

Temperatura: 7'. 

Entropía por partícula (borlón): S. 

Tiempo propio: r. 

Velocidad de la luz: c. 

Constante de Gravitación Universal: G, i = 87rG. 

Proyector espacial: 	= 

4-velocidad: /4. 

Expansión: e = 

Rotación: mi 

Corte: 



CAPÍTULO 1 

Fundamentos conceptuales de 
la Relatividad General. 

La Teoría General de la Relatividad es esencialmente una teoría relativista 
de la Gravitación. En este primer capítulo se discuten de manera breve sus 
principales fundamentos conceptuales. 

1.1 Principio de Equivalencia. 

El campo gravitacional tiene la propiedad fundamental de que todos los 
cuerpos se mueven en él de la misma manera, independientemente de su 
masa, con tal de que las condiciones iniciales sean las mismas. Por ejemplo, 
las leyes de la caída libre en el campo gravitatorio terrestre son las mismas 
para todos los cuerpos; todos sufren la misma aceleración. 

Esta propiedad de los campos gravitacionales hace posible establecer una 
analogía entre el movimiento de los cuerpos en un campo gravitatorio y el 
movimiento de los cuerpos que no están ubicados en ningún campo externo 
pero que se consideran desde el punto de vista de un sistema de referencia no 
inercial. En efecto, en un sistema de referencia inercial, el movimiento libre 
de todos los cuerpos es uniforme y rectilíneo y sí, por ejemplo en el instante 
inicial sus velocidades eran todas las mismas, seguirán siendo las mismas en 
cualquier instante. ES claro que si consideramos este movimiento desde un 
sistema de referencia no inercial dado, también respecto de este sistema todos 
los cuerpos se moverán de la misma manera. 

Las propiedades de movimiento en un sistema no inercia! son, por con- 

11 
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siguiente, las mismas que en un sistema de referencia inercia' cuando existe 
un campo gravitacional. En otras palabras, todos los efectos de un campo 
gravitacional uniforme son idénticos a los efectos de una aceleración uniforme 
del sistema de coordenadas. Este es el llamado principio de equivalencia. [1, 
5, 121 

Consideremos, por ejemplo el movimiento de un sistema de referencia 
uniformemente acelerado. Un cuerpo de masa arbitraria que se mueve libre-
mente posee, en dicho sistema, una aceleración que es constante e igual pero 
en sentido opuesto a la aceleración del propio sistema. Lo mismo vale para el 
movimiento en un campo gravitatorio constante y uniforme, como el campo 
gravitatorio de la tierra (en regiones pequeñas). Así, un sistema de referencia 
uniformemente acelerado equivale a un campo externo uniforme y constante. 
Un caso algo más general es el de un sistema de referencia en movimiento 
rectilíneo no uniformemente acelerado, que equivale a un campo gravitatorio 
uniforme pero variable en el tiempo. 

Sin embargo, los campos a los que equivalen los sistemas de referencia 
no inerciales no son por completo idénticos a los campos gravitatorios reales 
que encontramos también en los sistemas inerciales. En efecto, existe una 
diferencia esencial entre su comportamiento al infinito. A distancia infinita 
de los cuerpos aislados que producen el campo, un campo gravitatorio real 
tiende siempre a cero. Por el contrario, los campos a los que equivalen los 
sistemas de referencia no inerciales aumentarán sin cota en el infinito, o en el 
mejor de los casos conservarán un valor no nulo. Así, por ejemplo, la fuerza 
centrífuga que aparece en un sistema de referencia en rotación aumenta sin 
límites cuando nos apartamos del eje de rotación; el campo que equivale a 
un sistema de referencia en movimiento rectilíneo acelerado es el mismo en 
todo el espacio, incluido el punto al infinito. 

Los campos a los que equivalen los sistemas no inerciales se anulan en 
el momento en que pasamos a un sistema inercial, En cambio, los campos 
gravitatorios reales no se pueden eliminar globalmente (aunque localmente 
si sea posible) sea cual sea la elección que se haga del sistema de referencia. 
Esto es claro por lo dicho antes acerca de la diferencia entre las condiciones al 
infinito para los campos gravitacionales reales y los campos gravitacionales 
a los que equivalen los sistemas no inerciales. Dado que éstos últimos no 
tienden a cero en el infinito, es claro que, cualquiera que sea el sistema de 
referencia elegido, es imposible cancelar un campo "real", puesto que éste se 
anula en el infinito. 

Todo lo que cabe hacer mediante una elección adecuada del sistema de 
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referencia, es "anular" el campo gravitacional en una región dada del espacio, 
suficientemente pequeña para que el campo se pueda considerar uniforme 
en ella; ésto es posible eligiendo un sistema en movimiento acelerado, cuya 
aceleración sea igual a la que hubiera adquirido una partícula colocada en la 
región del campo que estarnos considerando. 

1.1.1 4-velocidad y sistemas de referencia inerciales 
comáviles instantáneos. 

En la teoría galileana tridimensional, la velocidad de una partícula es un 
vector tangente a su trayectoria. 

Así, por analogía, en la teoría General de la Relatividad que os una teoría 
tetradimensional, se define a la 4-velocidad de una partícula ( 	) no corno 
im vector tangente a la trayectoria de la partícula, sino tangente a su línea 
de universo. 

Si aplicarnos esta definición para una partícula con movimiento rectilíneo 
uniforme en el sistema inercia! en el que dicha partícula se halla en reposo, 
tendremos que la 4-velocidad apuntará paralelamente al eje temporal. 

Ahora, una partícula acelerada no tiene un sistema inercia! en el que se 
encuentre siempre en reposo. A pesar de ello, hay siempre un sistema de 
referencia que instantaneamente tiene la misma velocidad de la partícula, 
pero que un momento después ya no se mueve con él. A este sistema se le 
conoce como sistema de referencia incida( comóvit instantáneo (SICI por 
sus siglas). De hecho, notemos que en realidad para una partícula acelerada 
en un evento dado, existen una infinidad de dichos sistemas de referencia, los 
cuales se pueden obtener unos de otros por medio de rotaciones espaciales en 
torno al eje temporal. 

1.1.2 ¿Cómo se construyen las leyes físicas en la Rela-
tividad General? 

Antes de discutir corno la materia existente en el Universo determina la 
estructura del espacio tiempo, abordaremos brevemente la cuestión de cómo 
se comportan las leyes físicas en el espacio tiempo curvo; ésto es, cómo el 
campo gravitacional afecta a otros procesos físicos. ¿Cómo se puede trans-
cribir una ecuación básica de la Física, formulada un el espacio-tiempo plano 
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sin tornar en cuenta el campo gravitacional, a un espacio-tiempo curvo en el 
que se tienen que tornar en cuenta los efectos del campo gravitacional? 

En este contexto la palabra "transcribir" se debe entender como la ge-
neralización de las antiguas leyes físicas a nuevas versiones que de alguna 
manera deben ser bastante similares a las antiguas. La nueva forma de las 
leyes físicas no debe ser sugerida por consideraciones matemáticas, sino a 
trua de la observación y del experimento. En la búsqueda de una regla de 
transcripción deseamos que nuestra experiencia se plasme de la manera más 
sencilla posible (61. 

En la historia de la Teoría de la Relatividad, el principio de covariancia 
desempeña un importante papel en este sentido 161. No existe una única y 
clara formulación de este principio; la opinión de los diversos autores es muy 
variada en este sentido. De una forma general, el principio de covariancia ex-
presa el hecho de que las leyes físicas se deben escribir de manera covariante, 
por medio de tensores, para asegurar en principio, la equivalencia de todos 
los sistemas de coordenadas. Muchas críticas se han hecho a este principio, 
afirmando que no es un principio físico, y que tampoco asegura la autentici-
dad de las ecuaciones obtenidas. Un ejemplo de relatividad especial aclarará 
el punto. La ecuación potencial: 

AV = iffI1',„0  , 

ciertamente no es invariante ante transformaciones de Lorentz; pero se puede 
volver introduciendo un campo auxiliar u1  que en un sistema de referencia 
particular (en el que se satisface (1.1)), tiene la forma (c, 0, 0, 0). Así: 

AV = (rpii + ultri/c2)V i  = 0, 	 ( 1.1 ) 

es ciertamente invariante ante transformaciones de Lorentz (eovariante), pero 
definitivamente es falsa pues sugiere una propagación instantánea. La ecuación 
(1.2) se debe descartar pues el campo introducido ad hoc privilegia a un sis-
tema de referencia en particular. 

Resulta ilustrativo comparar el ejemplo anterior con la transcripción de 
la siguiente ecuación invariante ante transformaciones de Lorentz, 

OV = 	= 0, 	 (1.2) 

al caso covariante más general: 

OV = giiV;;  ;i  = 0. 	 (1.3) 
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Aquí en lugar de u' se introdujo g'j que también determina 1111 sistema 
particular de referencia. ¿Cómo saber que (1.4) es correcta? La diferencia 
buidamental entre (1.2) y (1.4) es que 	a diferencia de u' posee un signifi- 
cado físico; la métrica describe la influencia del campo gravitacional. Así se 
puede entender el requisito de que las miradoras físicas sean covariantes, y 
que todas las cantidades métricas introducidas para garantizar la covariancia 
deben corresponder a propiedades métricas. (Fi] 

1.2 Ecuaciones de campo de Einstein. 

La idea fundamental de la teoría de la Gravitación de Einstein consiste en 
la geometrización de las fuerzas gravitacionales. Los campos gravitacionales 
son producidos por una distribución de energía; así pues, es natural pregun-
tarse cuales son las propiedades del espacio-tiempo, para una distribución 
dada. 

Así pues, el problema es el siguiente: obtener una ley que dada una 
distribución de materia, nos permita calcular sus efectos sobre la geometría 
del espacio-tiempo (el tensor métrico, el de curvatura, etc). Por supuesto no 
podemos deducir logicamente la nueva ley fundamental a partir de las leyes 
ya conocidas; aunque es posible realizar ima serie de afirmaciones bastante 
plausibles. Los siguientes requisitos para la nueva ley parecen ser bastante 
razonables: 

(a) Las ecuaciones de campo deben ser ecuaciones tensoriales (las leyes 
de la naturaleza son independientes del sistema de coordenadas). 

(b) Como las otras ecuaciones de campo de la Física, las nuevas cena-
(iones deben de ser ecuaciones diferenciales de a lo más segundo orden en las 
funciones a determinarse (las componentes del tensor métrico gii); y además 
ser lineales en las derivadas de orden superior. 

(e) Deberían (en el límite apropiado) reducirse a la ecuación de Poisson: 

5720 = 4/rGp. 	 (1.4) 

(d) Dado que el tensor de energía y momento T' es el análogo en rela-
tividad especial a la densidad de masa y de momento, entonces este tensor 
deberá ser la fuente del campo gravitacional. 

(e) Si el espacio es plano, entonces 	debe de valer cero. 
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Veamos a que nos llevan las anteriores condiciones. Por (a), requerimos 
de un tensor que contenga derivadas de la métrica hasta segundo orden (ver 
(b)). Denotemos por 	dicho tensor, que debe de construirse a partir del 
tensor de curvatura, y de la métrica misma. La condición (d) implica que las 
micciones de campo tienen la estructura: 

(1.5) 

donde fi es una constante a determinarse. La anterior ecuación será consis-
tente con la simetría y la divergencia nula del tensor de energía-momento 
si: 

Gii;i  = O, y Go  = 	 (1.6) 

Se puede probar que sólo hay un tensor que es lineal en las componentes 
del tensor de curvatura y que satisface lo anterior; éste es: 

—
2g

on + 	 (1.7) 

donde A es una constante conocida como constante cosmológica. Así propon-
dremos (pie: 

Gti = 	— g" R Ag9. 	 (1.8) 

Si A 91 O, un espacio sin materia estaría siempre curvado, en contradicción 
con la condición (e). La condición (e) es difícil de justificar, y sólo se podría 
discernir por medio de observaciones cosmológicas. Se supondrá en el pre-
sente trabajo que A = O. Así, definimos el tensor de Einstein corno: 

.. 
= — R. 

Esta ecuación fue obtenida por Einstein en 1915 tras diez años (le investi-
gación (14 Las ecuaciones (le campo constituyen un sistema de diez cena-
(iones diferenciales parciales para determinar las 10 funciones de la métrica: 

Pero aún para condiciones iniciales bien determinadas es además posible 
realizar un cambio de coordenadas arbitrario. De hecho, precisamente esta 
subdeterminación del sistema de ecuaciones de campo está garantizada por 
la existencia de las identidades de Bianchi contraidas: 

.7n);i  = o. 	 (1.10) 

(1.0) 
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Estas identidades expresan que las diez colaciones de campo no son comple-
tamente independientes unas de otras, 

En el capítulo 2 se abordarán los Huidos perfectos en el marro de la 
Relatividad Especial, lo cual nos llevará a determinar un tipo particular de 
tensor de energía-momento. 



CAPÍTULO 2 

Fluidos perfectos en la 
Relatividad Especial. 

Un fluido perfecto se define como aquél en el que todas las fuerzas de 
fricción (viscosidades) son cero, y en el que la única fuerza entre elementos 
vecinos de fluido se debe a la presión. Estos fluidos perfectos se caracterizan 
por tener una evolución adiabática, por carecer de viscosidad, y porque en 
ellos no existe flujo de calor. ¿Por qué interesarnos en el estudio de los fluidos 
perfmtos? Muchos sistemas físicos de interés en la Relatividad (especial y 
general) tales corno estrellas, galaxias y aún el mismo Universo son sistemas 
discretos compuestos por "partículas" (bariones en el caso de estrellas; es-
trellas en el caso de galaxias, etc.). La experiencia muestra que en ocasiones 
el modelarlos como un medio continuo puede ser adecuado. Entre los medios 
continuos a nuestra disposición tenernos a los fluidos perfectos, que por su 
sencillez resultan de gran relevancia en los distintos modelos. 

2.1 Polvo 

Motivaremos en un principio nuestra descripción relativista de fluidos por 
medio del análisis de un sistema compuesto de una colección de partículas, 
que se encuentran en reposo respecto a un determinado sistema de referencia 
lorentziano. A este sistema se le conoce como polvo. 

Una primera y muy natural pregunta que nos podemos hacer respecto a 
este sistema es la relativa al número de partículas por unidad de volumen. Si 
nos encontrarnos en el sistema de reposo instantáneo al sistema, la respuesta 

19 
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resulta ser muy sencilla. Simplemente contamos las partículas, y después 
dividimos por el volumen propio ocupado por ellas. 

Denotemos por n esta densidad de partículas en el SICI. La densidad n, 
podría naturalmente depender de la posición, pero no del tiempo medido en 
el SICI pues en él, todas las partículas se hallan en reposo; sabemos que para 
otros sistemas inerciales, y debido a las transformaciones de Lorentz, puede 
aparecer una dependencia en el tiempo t'. 

Para calcular la densidad de partículas en otro sistema de referencia iner-
cia' O' (el cual se mueve con velocidad v respecto al SICI) basta aplicar de 
manera adecuada las transformaciones de Lorentz. Evidentemente, en O' to-
das las partículas se moverán con la misma velocidad e, y por conservación de 
materia, el número de partículas involucradas será el mismo. Pero ahora, no 
ocuparán el mismo volumen. Si suponenos que el polvo se halla inicialmente 
confinado a un volumen Asáyáz, la contracción de Lorentz lo reducirá a: 

	

Axáyáz 	— 1)1; 	 (2.1) 

por lo tanto: 

	

TI 
	

(2.2) 

es la densidad de partículas en un sistema en el cual las partículas tienen 
velocidad e. 

Otra pregunta que es natural formularse, es ¿cuál es el numero de partícu-
las cruzando un área unitaria por unidad de tiempo? (flujo de partículas a 
través un área determinada). Este concepto depende clararriente del sistema 
de referencia del que estemos hablando. Por ejemplo, en el SICI, el flujo es 
cero para cualquier superficie. Ahora, si nos colocamos en O', por argumentos 
ya conocidos, obtendremos por ejemplo, que el flujo a través de superficies 
con x' = cte viene dado por: 

ny' 
(Tilda)r  = (2.3) 

sír-7' 

y análogamente para las otras direcciones.Así pues,resulta conveniente definir 
el siguiente 4-vector (corriente de partículas): 

Ni 	, 	 (2.1) 



n 

— v2 ' 	VI — v2 ' 
113'2  nv9  

(2.5) 
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donde u' es el 4-vector velocidad de las partículas para el caso particular del 
polvo. En un contexto más general ya no tendrá que ver con la 4-velocidad de 
cada partícula, sino con la 4-velocidad que describe el movimiento en grupo 
de las partículas. Así; 

por lo que en un sistema de referencia dado la componente temporal de N' 
suministra la densidad de partículas, mientras que las componentes espaciales 
dan el flujo de partículas en la dirección de los ejes. Finalmente, notemos 
que 	= —n2. 

2.2 Tensor energía-momento del polvo. 

Hasta el momento, sólarnente hemos hablado de flujos y densidad de 
partículas. Pero recordemos que cada partícula de nuestro sistema transporta 
momento y energía. Surge así la cuestión de como representar dentro del 
marco de la Teoría Especial de la Relatividad dicho transporte de momento 
y energía. Supondremos en lo sucesivo que todas las partículas del polvo 
tienen la misma masa en reposo m. Así en el SICI, la energía de cada 
partícula (ya que se hallan en reposo) es mc2  (por conveniencia usaremos 
unidades en las que c = 1), con lo cual la energía por unidad de volumen 
viene dada por mn. Denotemos por p a dicha densidad de energía medida 
en el SICI. Por argumentos conocidos, la densidad de energía medida en el 
sistema O' resulta ser; 

1 — 172  = sj17—'2v VI — 2)2 
	 (2,6) 

A partir de este último hecho surge la posibilidad de que la densidad de 
energía no sea la componente de un 4-vector, debido a que el primer factor 
en el lado derecho de la ecuación anterior ya es de por sí una componente de 
un 4-vector. 

Ahora, sabemos que una densidad (por ejemplo, la del número de partículas 
por unidad de volwnen) se puede interpretar como un flujo de tipo temporal 
(es decir, a través una superficie caracterizada por t = cte). Cuando que-
remos definir una energía, se requiere de una 1-forma para poder seleccionar 
la componente t del 4-vector energía-momento; si además queremos calcular 
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la densidad de energía, nuevamente requeriremos de otra 1-fornia pues colo() 
mencionamos, la densidad es mi flujo de tipo temporal, Análogamente, el 
flujo de energía requiere de dos 1-formas, una para obtener la energía, y otra 
para definir la superficie a través de la cual ocurre el flujo. 

Como se ve, el definir todas las cantidades anteriores requiere de dos 1-
formas. Así, debe de existir un objeto (T) llamado tensor energía-momento 
que contenga a todas las cantidades mencionadas anteriormente cuando se le 
contrae de la manera adecuada, 

La forma más adecuada para definir este objeto es a través de sus cola-
ponentffl en un sistema de referencia arbitrario: 

T(rixi  jxl) = Ti" : (lujo de i-momento a través una superficie de x' = cte. 
(2.7) 

Considérese por ejemplo 7 00; por definición, resulta ser el flujo de ()-
momento (energía) a través de la superficie t = cte, es decir, simplemente la 
densidad de energía. 

Análogamente, tenemos que: 
T°": flujo de energía a través de la superficie x" = etc (a = 1,2,3). 
Ta°: densidad de a-momento. 
T"°: flujo de a-momento a través de la superficie x° = cte. 
Obviamente, para un sistema dado, al suministrar las componentes de T 

en él, se le ha definido por completo. Para el polvo, las componentes en el 
SICI son particularmente sencillas. Como las partículas no se mueven, todo 
el a-momento es cero, y por lo tanto, también su flujo: 

	

(T°°)saca = p = ron, 	 (2.8) 

(ra°)sici = (r").910, = (Tall)sici = 	 (2.9) 

En el SICI se puede con facilidad ver que lo anterior corresponde al tensor: 

(714  0 g)stch 
	 (2.10) 

donde I es el vector de corriente de las partículas y -77 es el 4-vector 
momento de las mismas 	= mie). Por lo tanto: 

Tm.= p 	= n IL O TI)  = 	 (2.11) 
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OS el tensor de energía-momento del polvo (en forma invariante). Si querernos 
las componentes de dicho tensor en cierto sistema de referencia entonces 
tallemos que: 

'1' 	= T(to' 	= pTi> (wi) u+ (CY) = pu' u', 	(2.12) 

donde (Di son las 1-formas de la base para nuestro sistema de referencia en 
el que queremos conocer las componentes. 

1 
Así en el sistema O' donde 7ir = ( tendremos que T 

5/1 — 1/2'  

TiO0 = tni/OH/0 =  P  
1 — v2 ' 

7'3" = Ti" = p"'" = 	 (2.11 ) 

y 7 	Pl" V 13 k, =__ _ 
1 -- v2 ' 

(2.15) 

2.3 Tensores de energía momento más 
generales. 

La definición del tensor energía-momento es completamente general, pu-
diéndose aplicar sin ningún problema a un fluido. Para analizar este caso, 
refirámonos al SICI del elemento de fluido. Allí: 

i)T°° = (densidad de energía) = p. 
ii)T°° = (flujo de energía). Como el elemento (le fluido está en reposo en 

el SICI, estos términos se asocian a flujos de calor exclusivamente. 
.(densidad de momento). Las partículas no poseen momento, 

pero si existe transmisión de calor, entonces la energía transportará momento 
(de hecho T"° = T°"). 

=(fiujo de momento o (esfuerzos). 

2.3.1 Componentes espaciales T° 1. 

Por definición, Toas el flujo de a-momento a través de la superficie 
par = cte. Consideremos elementos de fluido de forma cúbica adyacentes. 

es de la forma: 
(2.13) 
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En general, ejercerán fuerzas uno sobre el otro. La fuerza resulta ser, por 
definición, igual a la razón de cambio del momento (recordemos que esta-
mos trabajando en el SIC1 del fluido). Entonces el elemento A transfiere 
momento a B a una razón F por unidad de tiempo. 

Por supuesto, U no necesariamente se acelera debido a tal transferencia 
de momento; el que se acelere depende de cuanto momento transfieren a 
13 sus otros vecinos. Así, existirá un flujo de momento de A a B a través 
de la superficie S de contacto entre ambos en la razón 	Si S tiene un 

área A, entonces el flujo a través de S es: Á. 
A
— Si S es una superficie con 

= ele, entonen; Di para el elemento de fluido vale Á • Lo anterior expresa 

con claridad el significado de T"'; éste representa la fuerza entre elementos de 
fluido adyacentes. Si las fuerzas son perpendiculares a las interfaces entonces 
To será cero salvo cuando a = p. 

2.3.2 Simetría de 

Se puede probar que T"a es simétrico; para ello basta trabajar en el Sin 
Esta simetría del tensor energía-momento nos muestra que el flujo de energía 
y la densidad de momento son esencialmente lo mismo. Este hecho, debería 
de ser patente desde antes pues, un flujo (le energía equivale a la energía por 
la velocidad a la que ésta fluye. Como energía y masa son esencialmente lo 
mismo, lo anterior resulta ser también la densidad de masa por la velocidad 
a la que se mueve, es decir densidad de momento. (Ver 111), 1 031r) 

2.3.3 Leyes de conservación. 

T representa el contenido de energía y de momento de un sistema. Así, es 
natural pensar que T está involucrado con alguna expresión que manifieste 
la conservación de energía. Consideremos un elemento de fluido cúbico. En 
la figura '2.1 se muestra sólainente una sección transversal de él. 

La energía puede fluir a través de cada una de las caras del cubo. La 
tasa de flujo de energía a través de (4) es /2Vi L=o  y en (2) —12T' 
donde 1 es la longitud de las aristas del cubo. El segundo término tiene signo 
negativo pues T" representa al flujo de energía en dirección positiva que sale 
del volumen por (2). De igual forma, la energía fluyendo en la dirección y es: 
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A l  

(3) 

(4) 	 (2) 

(1) 

Cede traurverzal /kleinlaut. de 

Figura 2.1: 

12Tuu l y.„.0  —12TuY 1,_,1  . 	 (2.1(i) 
Y una expresión similar se obtiene para la dirección z. La suma de sus 
transportes de energía debe de ser igual a la tasa de cambio de la energía en 

0(793) el interior del volumen: 	
DI —. Lo anterior es simplemente la postulación 

de la conservación de la energía. Por lo tanto: 

0(793) 

—T°11  

= 	12[TOx 	_TOr x.4 +zrOy = o  

 

(2.17) 

Si finalmente dividimos por /3  y hacemos / O obtenemos: 

oro Dr.' 	OTu' 
Ox Op Oz 

o de una manera más breve 

,0  + 	+ 	— 	— O ,x 	,y 	z 	— • 
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Si en la ecuación 2.19 substituimos el índice I) (temporal) )►or cualquier 
índim espacial lo que obtendremos será la conservación dd ► nomento para 
dicha componente. Así en general la ley de conservación del ,1-momento se 
expresa en la forma compacta: 

Tjj,i  = o. 	 (2.20) 

2.3.4 Conservación de partículas. 

Se puede esperar bajo ciertas circunstancias que el número de partículas 
del sistema no cambie. Esta ley de conservación se deriva y expresa de manera 
totalmente análoga a la de la conservación de la energía. Así pues, 

O = 	• 	 (2.21) 

2.4 Fluidos. 
Si deseamos generalizar partiendo del caso del polvo al estudio de un 

fluido, habrá que considerar primero que además del movimiento en bloque de 
las partículas del fluido, existe también cierto tipo de movimiento aleatorio. 
Además, podría existir una cierta interacción entre los elementos del fluido. 

Para la descripción del fluido es necesario definir ciertas cantidades macros-
cópicas. De aquí en adelante trabajaremos en el SICI de la partícula de fluido 
estudiada a menos de que se especifique lo contrario. Todas las cantidades 
escalares asociadas con un elemento de fluido en relatividad se definen en 
términos de sus valores en el SICI. Denotaremos con T a la temperatura (en 
el SICI), por p a la presión, y por S a la entro& específica. 

2.4.1 Fluidos perfectos. 

Un fluido perfecto se define como aquel fluido sin viscosidad y sin con-
ducción de calor en el SICI. El suponer perfecto a un fluido es una hipótesis 
muy fuerte que simplifica tremendamente la estructura de su tensor en-
ergía momento [11]. Como no hay conducción de calor, entonces en el SICI 

= Ti0  = O. La energía fluye sólo si las partículas fluyen. Por lo tanto, en 
un fluido perfecto se tiene la conservación del número de partículas. 
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Ausencia de viscosidad. 

La viscosidad es una fuerza paralela a las interfaces de las partículas. El 
que no exista viscosidad significa que las fuerzas son siempre perpendiculares 
a las caras del elemento de fluido. 

= O si o /3; 
	

(2.22) 

este resultado, será entonces válido para todos los SKI Por lo tanto: 

TRa = 	 (2.23) 

así de acuerdo a nuestra argumentación, en el SIC1 T toma la forma siguiente: 

, r,.• \  
'1.7)  = 

( 
p 0 0 0 
0 p O O 
o 0 	7) 	0 ' 

(2.24) 

0 0 0 p 

o en forma de componentes: 

= (p 	p)u'ui (2.25) 

Lo anterior debido a que (ugsici = (1,0,0,0). Con ello, es sencillo obtener 
una fórmula invariante respecto a cambio de coordenadas: 

T = (1) -1- P)  uT) 71,  + Pn• 	 (2.26) 

Si compararnos la expresión del tensor de energía momento del polvo (cc. 
(2.11)) y la expresión para el fluido perfecto (ec. (2.26)), notaremos que 
el polvo es simplemente un fluido perfecto sin presión. En otras palabras, 
nn fluido carecerá de presión cuando sus partículas carezcan de movimiento 
aleatorio (111. 

2.5 	Termodinámica en la relatividad especial. 

Para la descripción completa de los fluidos en la Teoría Especial de 
la Relatividad (así corno clasleamente) requerirnos de la información ter-
modinámica suministrada por las ecuaciones de estado y las ecuaciones cons-
titutivas del fluido estudiado. 
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Para establecer las rebutiones termodinámies básicas, primero tenemos 
que referirnos al SICI del elemento de volumen en consideración, y considerar 
este elemento de volumen como un sistema en equilibrio (por supuesto que 
este elemento interacciona con sus alrededores, de manera que probablemente 
el sistema completo no esté en equilibrio); así es posible introducir para 
este elemento de volumen particular las variables de estado termodinámicas 
fundamentales. Por ejemplo: 

n : densidad de partículas, 
p : densidad de masa-energía, 
7' : temperatura, 
S : entropía por partícula (barión). 

Por densidad debe entenderse "por unidad de volumen tridimensional en 
el SICI". 

2.5.1 Primera ley de la Termodinámica. 

Como sabemos, la primera ley es un postulado de la conservación de la 
energía. En principio, un elemento de fluido sólo puede intercambiar energía 
con los alrededores a través de la conducción de calor (AQ) o por medio 
de trabajo realizado sobre el sistema. Sea E la energía total del elemento, 
entonces como LQ es la energía ganada y pAV la energía perdida, podemos 
decir que: 

AE = AQ — pAV o que Al? = AE -I- pAlt. 	(2.27) 

Si el elemento de fluido tiene un total de N partículas, y si tal número no 
cambia, entonces tenemos que: 

V= 	Ali = — N 
	

(2.28) 

y por la definición de p (E = pV = p—
N  

): 

E = pAV + V Ap, 	 (2.29) 

AQ = Lp N(p -1- p)-7.-;7. 
ru. 

(2.30) 
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Sea q = —
Q

- el calor absorbido por partícula, entonces: 
N 

nág =áp PP  án. 
n. 

Ahora, el estado termodinámico de un fluido puede ser descrito por dos 
variables independientes (p y 1', p y u). Si elegimos como variables inde-
pendientes a p y a n entonces el lado derecho de (2.31) se transforma en: 

dp — (p + p)
dn
—. Esta expresión en diferenciales siempre posee un factor 

integrante. 

existen A = A(p,n) , 13 = B(p,n) tales que: 

dp — (p p)—(111  AdB. 	 (232) 

Por costumbre, en Termodinámica, lo anterior se escribe como X111:  

dn 
dp 	(p p)— = nTdS, por lo que Aq 	 (2.33) 

Ahora, dividiendo la anterior expresión entre n y agrupando diferenciales 
obtenemos la llamada relación de Gihbs-Duhem: 

TdS = 	+ pd 	, 
\n/ 	\ni 

(2.34) 

Conservación de la entropfa en un fluido perfecto. 

Regresemos a las leyes de conservación. En el caso muy particular de un 
fluido perfecto tendremos: 

= [(p + p)u'u' + 	= 0; 	 (2.35) 

como la ley de conservación de partículas es válida, entonces (nui),i  0. 

(P n P) + 
L---t,  [(p -I- p)u'itil,i = [ ....___ 	ui( 

1 
ui) ,i  = nu . 	(2.36) 

De hecho, como 	es una matriz constante entonces nlj,k  = O 	= 0. 
Con esta identidad, la ley de conservación se transforma en: 

(2.31) 
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11.1i 
+ P)_.

n
i) 	, . 	_ 

—
o

• 	 (2.37) n   

Si multiplicamos la expresión anterior por u;  y sumamos: 

+ P P 
7111, (-) 9 -1 P,, = 0, 	 (2.38) 

dp 
pero, p,, 

	

	— (regla de la cadena) así que: 
dr 

ull  [ n(P  + 9 ,, +p,i 1 = 0, 	 (2.39) 
7I 

p dn
r  

o 
dr 	

p
nd 

= 0, 	 (2.40) 

Ahora, por la Primera Ley de la Termodinámica, dp — (p p) 11-
t 

resulta que: 

dS 	 dS 
nT— =O 	

dr 
= 0. 	 (2.41) 

dr  
Por lo tanto, un fluido perfecto que conserva el número de partículas también 
conserva su entropía específica, es decir, es adiabático 

S • 

	

Se debe de recalcar fuertemente que el que 
d 
— 	O no implica que S,i  = 
dr 

O. Esto es más claro si nos remitimos al SICI donde Ti = (uo, 0,0, O). Así, 
si á'= u'S,t  = O entonces ello implicará que S,t  = O, pero en principio puede 
ocurrir que S,i O. Concluyendo, en Relatividad Especial (y como veremos 
en Relatividad General), a diferencia del caso clásico, la adiabaticidad no 
implica dS = O; pero evidentemente, dS = O si implica la adiabaticidad. 

Ecuación de Euler. 

Retomamos nuevamente la ecuación (2.37), y limitémonos al análisis do 
las componentes espaciales (a = 1,2,3). Si nos referimos al SICI donde 
tenemos que u" = O, pero u",i  O, entonces: 

	

7111,i  CP  + P) ita) vj +14i 	= 
	

(2.42) 

pero como u" = O entonces: 
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Co f p) 	+ p,i  Ir 0. 	 (2.43) 

Si bajarnos los índices, de la expresión anterior, se podrá leer con mayor 
facilidad: 

	

(I) + 11) 11.ti ui  + /),„ = 0. 	 (2.44) 

Por la regla de la cadena, u,,,j  ni, son las componentes temporales de la 
4-aceleración. Por lo tanto: 

(I) + I)) a. + 	= 0; 	 (2.45) 

comparando con su análogo clásico, veremos la gran similitud: 

	

+ V p = 0, donde 1)  = ú + ( 	 (2.46) 

En el siguiente capítulo se procederá a la generalización de las anteriores 
resultados en el ámbito de la Relatividad General. 



CAPÍTULO 3 

Los fluidos perfectos en 
Relatividad General. 

3.1 El tensor energía-momento para un fluido 
perfecto en Relatividad. 

La obtención del tensor energía momento para un fluido perfecto en Rela-
tividad General es una aplicación directa de la "regla de transcripción" (véase 
el capítulo 1). En el capítulo 2 habíamos obtenido la siguiente expresión en 
Relatividad Especial para el tensor de energía-momento (ce. (2.26)) de un 
fluido perfecto: 

= (p 	p)fl ini 1- ¡ni° , 	 (3.1) 

así, en Relatividad General, la expresión anterior tomará la forma: 

7"j 	= (p p)ui ui pg' )  , 
(p p) 	pg. 	 (12) 

3.1.1 Ecuaciones de conservación. 

Las ecuaciones de conservación también se siguen directamente de la 
"regla de transcripción": 

= 0 --> 	=0, 	 (3,3) 

:3:3 
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(mi') 	() 	(nu') ; 	13, 	 (3.4) 

(riSiti) 	--) (nSa'); = 0. 	 (3.5) 

Rehiciones importantes se obtienen proyectando la ecuación de conser-
vación para el tensor energía-momento con u y con el proyector espacial 
hti = 	(niho 0): 

= U, 

así uip,i  t (p p) 	= 0, 

+ (p p) 	0, 	 (3.6) 

donde  a e = cc';;  se le conoce como la expansión (divergencia de ii)). Y en 
el otro caso tenemos que: 

= 0, 

por lo que p,k 	+ (I) + P)Ukij '111 	0, 

ó de otra forma p,k -I- h uk (p p) úk  = 
	

(3.7) 

3.2 Termodinámica en Relatividad General. 

La termodinámica del fluido perfecto en Relatividad General se desarrolla 
haciendo uso de la regla de transcripción en los resultados obtenidos para la 
Relatividad Especial. El punto de partida es la relación de Gibbs-Duhem 
(cc. (2.31)): 

(1.5= 	+ (-
1 

, 
7' I \ 	\ n/.] 

junto con la ecuación de conservación de partía las y la condición de no 
producción de entropía ((s.s. (3.4) y (3.5)): 

(un') = 0, 	 (3.8) 

(3.9) (nStii) = 0. 



3.2. TERMODINÁMICA EN RELATIVIDAD GENERAL. 	 35 

Si tratarnos con fluidos simples cuyas partículas tengan una 
reposo tus, la energía interna específica (ü) se relaciona con p a través de la 

expresión: 

	

p = n (U + naco) , 	 (3.10) 

en la cual se explicita la descomposición de la densidad de materia-energía, 
en un término que es simplemente la masa en reposo, y otro asociado a las 
demás formas de energía. 

Para fluidos perfectos con simetría esférica, la relación de Gibbs-Duhem 
(ev. (2.34)) siempre se puede integrar (ver [6, 11]). La condición de integra-
bilidad se da a través una de sus relaciones de Maxwell. Ahora, en la relación 
de Gibbs-Dultem se escriben todos los potenciales termodinámicos en función 
de p y n. Pero, para propósitos de esta tesis resultará más conveniente usar 
la pareja (p, S) como variables termodinámicas independientes, lo cual nos 
lleva a [31: 

[O (1\ ..._ T 

OS knli 
P

---  p + p' 

f 0 í 1 \1 

= 	

—1  

II 	"ri)] s 	n (/) +P) .  

Así, la condición de integrabilidad de (2.4) dada por: 

(-1-) 

toma la forma: 

T,„ 	1 

(I) 	= t),  

p,s 	„ 
p,„ 

[ 	
nT 

= T(p, S). 

(3.13) 

(3.14) 

De esta última relación, 

'77 —   p+p 

donde a = n(p, S), p = p(p, S), y T 
podernos, una vez dadas las ecuaciones de estado para n y p, obtener una 
expresión para la temperatura [31. 



CAPÍTULO 4 

Soluciones con simetría esférica 
cuyas fuentes son fluidos 
perfectos. 

	

4.1 	Coordenadas esféricas en el espacio plano. 

Consideremos un espacio-tiempo plano en el cual es válida la métrica de 
Minkowski con las coordenadas esféricas usuales (r, O, (p). Bajo estas coorde- 
nadas el elemento de línea de Minkowski toma la forma: 

ds 2  = 	+ dr2  + r2(d0 2  4- seit 2Ody,2 ). 	(1.1) 

Dada esta métrica, las superficies de t y r constantes resultan ser esferas 
bidimensionales (2-esferas). La distancia entre dos puntos confinados a tales 
esferas se obtiene midiendo longitudes a lo largo de curvas caracterizadaS por 

	

= 	= 0, así: 

die  = r 2(d0 2  + sen2042) = tadf22. 	 (1.2) 

En este espacio plano el área de las esferas resulta ser lirr2  y el perímetro 
del círculo máximo es simplemente 27r. Realizando el razonamiento anterior 
al revés, entonces cualquier superficie con elemento de línea de la forma (4.2) 
puede pensarse poseedora de una geometría intrinsecamente esférica (1, 5, 6, 
11j. 

37 
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4.2 2-esferas en el espacio curvo. 

El argumento anterior será de gran utilidad para extender la 'unión de 
simetría esférica a espacios con curvatura. Por ejemplo, consideremos una 
superficie en este espacio tal que la distancia entre dos puntos sobre ella vicie 
darla por: 

(112  = f (r,1)2(d02  -1- se1(2042); 	 (‘I.3) 

si O varía en el intervalo de 10, nj y (p en [0, 2n) tendremos que el área de lit 
superficie es (brf (r, t)2. De esta manera tendremos que las superficies con 
r = de, t = etc son tales que su área es 47rf (r, t)2  y existen curvas máximas 
de longitud 2irf (r, t). Así, f (r, 1) se debe ver como el radio de nuestras 
superficies esféricas. 

Es importante hacer notar que r no se debe identificar con la distancia 
propia del centro de la esfera a la superficie. La idea atrás de esta argu-
mentación es la de encontrar una definición de esfericidad o simetría esférica 
en el eapacio tiempo usando propiedades globales de la esfera en un espacio 
plano. Notemos que en estos argumentos no se hace uso del centro de la 
superficie. Ahora, existe un conjunto de eventos cuya caracterización invari-
ante es muy sencilla y que será muy útil en discusiones posteriores: aquéllos 
donde r = O (centros de simetría). 

Consideremos ahora esferas etiquetadas por las coordenadas r y r dr. 
Cada una de ellas posee su propio sistema de coordenadas (O, (p). En principio 
podríamos pensar que cada uno tiene una orientación distinta. Ahora, una 
curva con 0,4,o = de será ortogonal a ambas superficies. Sea "i5'. el vector 
directriz de tal recta. Por definición, los vectores 	y é se encuentran 
confinados a la superficie. De ellos requerimos que: 	• -6.75 = c r  ét,; = O. Esto 

--) 

implicará que go  = 	= 0pues A • B 	Con esto, la métrica se 
restringe a: 

ds2  = !lude 2gt,41r(11 2ffioadt 2gbpdtpdt -I- g„dr2  f 2(r, t)d92. (4.4) 

Corno no solamente los espacios con 1 = ele poseen simetría esférica, sitio 
también (trivialmente), el espacio completo, entonces tina curva con r 
efe, O = etc, p = etc debe de ser ortogonal a las dos esferas. De otra manera 
esto implicaría la existencia de direcciones privilegiadas en el espacio-tiempo. 
Entonces: 
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ea l <<p => gio = gup = 	 (4.5) 

por lo que la métrica se reduce a: 

ds2  = gttdt 2  2gtrdrdt + grrdr2  + P(r, t)d122. 	(4.6) 

Esta última expresión es una de las posibles formas de escribir a la métrica 
más general con simetría esférica. Posteriormente, se puede usar la libertad 
de elección de los sistemas de coordenadas de manera que lb  gtr , grr  depen-
dan sóliunente de r y t. 

Finalmente mencionaremos que resulta conveniente escribir las compo-
nentes tt y rr del tensor métrico en la forma: 

gli " 	
24,(t,r), 

grr 
 = e2A(t,r); 	 (4.7) 

además de elegir las coordenadas de manera que yor  se anule. 

4.2.1 Geometrías estáticas con simetría esférica. 

Una geometría estática es tal que: 

i) Todas las componentes de la métrica son independientes de t. 
ii) La geometría se conserva si se realiza la transformación t 	—t. 

Si planteamos por ejemplo la descripción de una estrella esférica rotante, 
entonces encontraremos que (i) no implica (ii). La condición (ii) tiene efectos 
muy fuertes sobre la forma de la métrica. La transformación de coordenadas 
(t, r, O, yo) —› (—t,r,0,(p), que es de Lorentz, tiene 	= —1, Aj = Ój. Así: 

gvir = (Al') (Ate) gu = gu, 	 (4.8) 

ger,  = (Ate) 	g„ (4.9) 

(K,) (A:,) grr (4.10) 

Como la geometría no debe de alterarse, entonces gap = g,,9,  gtr  = 0. 
Ahora, podemos hacer uso de la libertad de elección del sistema de coor-
denadas y hacer f (r) = r, de forma que la métrica se parezca más a la de 
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Minkowski (ce. (4.1)). Con ello, es razonable escribir la métrica para una 
geometría estática con simetría esférica en la peculiar forma: 

ds2  = -c2'r'"It2  I e2A Uldr2  + r2d92 , 	 (4.11) 

Para la métrica estática, el tensor de Einstein tiene las siguientes compo-
nentes no nulas: 

Cu  = .1e
2.r' (7) - ( r (1 - 13 -2AO1)) 

r2 	dr ‘ ‘ 
 

2 Gr,  =, ____I en(r) O. _ r-2Afrn + _(/), y)  , 
r2 	 / r 

Goo 	r2c -2Ael [(10  (r) + (4)' (r))2  + 	(r) - 	(r ) 	(r) - -A'  (r)] , 

(4.14) 

sen20G00. 	 (4.15) 

En esta tesis nos enfocaremos al estudio de métricas no estáticas, aunque 
a continuación abordaremos el caso de una métrica estática de gran irnpor- 

4.3 	Métrica de Schwarzschild y el teorema de 
Birkhoff. 

Las ecuaciones de campo de Einstein se integran fácilmente en el caso 
de un campo central con simetría esférica en el vacío, es decir, fuera de las 
distribuciones de masa que producen al campo [1., 8, 91. Debido a la discusión 
anterior la métrica tomará la forma: 

	

ds2 = —e2'rtt,r)dt2 e2A(t,r)dr2 + 1,2 (d02 + sen2042) • 	(4.16) 

Calculando el tensor de Einstein para esta métrica, tendremos que las 
ecuaciones de campo son: 

Gee 	r-2 (i - e.-2A(i,r)) +2(A, (t,  r)  ir)e,-2A(t,r) = (), 	(4.17) 

(4.12) 

(4.13) 
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Ger = (in = 2(A,1 (/, r) /r) c(A(',r)+*(0)) = (), 	(4.18) 

G„= 2 (1„. (t, r)/r)r'A(t.r )  I r-2  (e-20.0  - 1) = 0, 	(4.19) 

G00  = Crw = 

r) 1 	(1, r) - 1„. (t, r) A,r (1,1.) 
	

(4.20) 

(t, r) /r 	A,r  (t, r) / 
	

(4.21) 

La ecuación 4.19 garantiza el que A sea una función sólo de r; así a partir 
de la ecuación 4.20 resulta  que A tiene la forma: 

A(r) = 	ln I1 - C/rl , 	 (4.22) 

donde C es tma constante de integración. Así, las ecuaciones 4.20 y 4.21 
se vuelven equivalentes debido a la identidad de Bianchi (V • G = 0), cuya 
solución es: 

1 
(1)(t, = -2 In t - CM + 	 (4.23) 

('b,rr (t, r) +1,1 (t, r) -1,, (t,r)A,, (t, r)donde f es una función arbitraria de 
t. Substituyendo lo anterior en el elemento de línea, obtenemos: 

ds 2  = -e21(`) 	- 	I dt 2  -11' 	+ 7'2(192. 	(4.24) 
1 - - 

r 
Pero todavía es posible redefinir el tiempo coordenado: 

t UCV() = I el (t)dt • 
	 (4.25) 

Así pues obtenemos el siguiente elemento de línea: 

Cdr2 	. 
ds2  = — (1- 

-) dt2 	
 r 2  d92  . 	(4.26) 

1 - -
r 

 

Si imponemos la condición de que a grandes distancias de las fuentes, 
donde el campo es débil, sea válida la Ley de gravitación de Newton, ten-
dremos entonces que C = 2M (radio de Schwarzschild) donde es la masa 
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del cuerpo que produce el campo. Por lo que tendremos 1;1 expresión defini-
tiva para el elemento de línea: 

lill 	dr 2  
d.v2 	— (1 — 	(112  ----- • 4- r2  (1122  . (4.'27) 

e 

A la anterior expresión se le conoce como Métrica de Selvarzsehild. 
Nótese que es una métrica estática pues no existe en ella dependencia alguna 
del tiempo coordenado (t). Además, vemos que cuando el espacio tiempo que 
rodea a cualquier objeto tiene simetría esférica y está libre de carga, masa o 
cualquier otro campo distinto al gravitatorio, entonces uno puede introducir 
un sistema de coordenadas en el cual la métrica es la de Schwarzaschild. Así 
pues, la solución de Schwarzschild es la única solución con simetría esférica 
y asintóticamente plana a las ecuaciones ele Einstein, aún si suponemos de 
entrada que la métrica no es estática. A este hecho se le conoce por el nom-
bre de Teorema de Birk14 . Lo anterior seguirá siendo cierto aún cuando la 
estrella gire o pulse (siempre conservando la simetría esférica). Consecuencia 
directa de lo anterior es que los sistemas esféricos pulsaciones del mismo tipo 
no generan ondas gravitacionales. 

4.4 Condiciones de empalme en la frontera 
de dos métricas. 

Al resolver las ecuaciones de campo, con frecuencia nos enfrentamos al 
problema de empalmar las métricas de dos regiones distintas del espacio-
tiempo; por ejemplo, podemos querer empalmar una solución de las 151111- 

dones de campo (14j — 	K4) válida en el interior de una estrella con 
la solución en el vacio ( Rij  — 	= O) 16, 141. 

Supongamos que la superficie de empalme (E) viene dada por una ecuación 
de la forma x" = etc (donde x4es cualquiera de las 4 posibles coordenadas), 
y que esta superficie es no nula. Supongamos además que la métrica a cada 
lado de lit"superficie se puede poner en la forma: 

ds2  = godx"dxli  eN2  (dx4) , e = +1. 	(4.28) 

Sea ni  el vector normal unitario a la superficie de °m'Alune: 
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= (0,0, 0, EN); 	 (4.29) 

como la superficie es no nula entonces: 

= E = +1, 	 (4.30) 

4.4.1 El tensor curvatura extrínseca. 

Definimos el tensor curvatura extrínseca de tu superficie de empalme corno: 

Kij = —114.1 	Ettillj. 
	 (4.31) 

es un tensor simétrico que carece de componentes en la dirección normal 
a la superficie (6j: 

= 	Kon‘ = 0. 	 (4,32) 

El tensor K;j  tiene un significado geométrico bastante claro; bajo una 
translación del vector normal sobre la superficie tenemos que: 

Ami  = mijAri = 	[Ya'. 	 (4.33) 

Por lo tanto 	es una medida de la curvatura extrínseca de la superficie 
de empalme, esto es, de la curvatura en relación con el espacio en que se 
encuentra sumergida (véase la figura (4.1)). 

Se puede probar 161 que bajo las coordenadas de (4.28): 

,. 	—90,4  
= 2/V 
	 (4.34) 

donde c.w y o son tales que a:" x4  y xo x4. 

4.4.2 El empalme. 

Supongamos que las métricas que vamos a empalmar se pueden poner en 
la forma dada por (4.28) en cada lado de la superficie de empalme x4  = etc. 
En principio, las componentes del tensor energía momento no serán todas 
continuas en la superficie que sirva de frontera entre las dos métricas. Si 
ciertas componentes del tensor energía-momento son discontinuas, entonces 
por las ecuaciones de campo tendremos que las componentes del tensor de 
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Figura 4.1: 

curvatura son en el peor de los casos discontinuas. Ahora, si las derivadas 
segundas de la métrica son en el peor de los casos discontinuas, entonces 
las componentes de la métrica y sus primeras derivadas serán continuas. 
La superficie de empalme debe de exhibir las mismas propiedades métricas 
ya sea que nos aproximemos a ella por dentro o por fuera. Notemos por 
otra parte que una elección inadecuada de las coordenadas puede producir 
discontinuidades "artificiales" en la métrica. Por lo tanto, para evitar singula-
ridades innecesarias adoptaremos el mismo sistema de coordenadas a ambos 
lados de la superficie, es decir, pediremos que: 

(1) 	(11) 11 
-= — = (4.35) 

Así se tiene que todas las derivadas gap," de esta métrica deberán ser con-
tintas en la superficie. Por otra parte, se puede mostrar [6] que las derivadas 
segundas de la métrica están contenidas únicamente en las componentes 04„ 

del tensor de curvatura. Separando convenientemente estos términos en el 
tensor de Einstein [6] tenemos que: 
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N 
 

(K" — 51 Kv )+Ú"  (Kuvi, puf , 	E ,, 1V, N,., ...) = In. (4.36) 

Por la discusión anterior ni 17 ni Ó serán singulares en la frontera; por lo 
tanto /9 — hilkm, y Ko deberán ser continuos: 

EK,01 = 	K !,11)  = 0. 	 (4.37) 

Concluyendo, si en la superficie de empalme (x4  = ctc) entre dos métricas (le 
la forma (4.28) el tensor energía momento es a lo más discontinuo, entonces 
la métrica restringida a la superficie (94) y la curvatura extrínseca ( K„o 
2142,9 de la superficie así como las componentes T4 = hp y Nt = eni711, 
del tensor energía-momento deben de ser continuos en ella. 
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Soluciones exactas sin corte. 

5.1 Descomposición invariante de /4;3. 

En el estudio de la Teoría General de la Relatividad surgen con frecuencia 
campos vectoriales que destacan por sus propiedades. Su origen hién puede 
hallarse en cuestiones de tipo físico (como el campo de velocidades de una 
distribución de materia, la dirección de la propagación de rayos de luz), o 
bien en cuestiones de naturaleza más matemática (v.gr. los vectores propios 
del tensor de Weyl). El conocimiento de las propiedades de dichos campos 
vectoriales puede servir para clasificar a las distintas soluciones a las ecua-
ciones de Einstein, o también para simplificar ciertos cálculos por medio de 
la adopción de un sistema más adecuado de coordenadas [6, 7]. 

Uno de los ejemplos más importantes de campo vectorial de tipo tem-
poral es el campo de velocidades u4(x") de una distribución de materia; por 
ejemplo la de materia en el interior de una estrella. Las propiedades de este 
campo de velocidades se destacan más facilmente a través del estudio de su 
derivada covariante u‘,„. La idea consiste esencialmente en descomponer esta 
derivada covariante en una parte que es perpendicular a la 4-velocidad 
especificamente la cantidad m;murnu n/c2  (nótese que de 	= —c2  se sigue 
que u'ui;„ = O), en su parte antisimétrica, en su parte simétrica sin traza, y 
en la traza misma [6, 7, 15]: 

14;n = 	11 1(2 win 	rfin 	Hiero/3i 
	 (5.1) 

donde: 

47 
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Dui  

' 
ai= uo w„- 	 = o, 	 (5.2) 

Dr  

1t¡i;n1+ 	uni/c2, (vio' = 0, 	 (5.3) 

er,„ = 	u„1/c2  — 8h¡„/3, 	 (5.4) 

O 	 (5.5) 

hin = 	uis„/c2, 	= 0. 	 (5.6) 

Esta descomposición se puede verificar simplemente por desarrollo y subs-
titución de cada uno de los términos en la expresión (5.1). Ahora, dado que 
esta descomposición es covariante, las componentes caracterizan at campo de 
manera invariante. Se acostumbra además dar los siguientes nombres a cada 
componente (parámetros einenuíticos): 

ni: aceleración. 
tvi„: rotación (velocidad de rotación). 
(lin: corte, sisayadura. 
8: expansión, divergencia. 
hi„: proyector espacial. 

Sobre cada uno de estos términos se puede probar que (t61, pp 175-177); 

(a) La expansión O conduce a un campo vectorial radial cuya magnitud es 
independiente de la dirección; así, un elemento de volumen aumenta (O > 0) 
o disminuye (O < 0) su tamaño, pero conservando su forma. 

(b) El vector antisimétrico 	puede ser mapeado al vector de vorticidad 
coa a través de: 

1. 
;51- 	ttb1,imi ("Jrni = f-miab(Oaltb. 	 (5.7) 

Así, se puede ver que la velocidad es perpendicular al vector de vorticidad 
coa, y por lo tanto tenemos una rotación en torno al eje definido por 1.,.)". 
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(e) El tensor simétrico ai„ de corte da lugar a un campo de velocidades 
dependiente de la dirección, el cual provoca la deformación de una esfera en 
un elipsoide del mismo volumen. Así pues, da lugar a un cambio de forma a 
volumen constante. 

5.1.1 Ecuación de Raychaudhuri. 

Sea ni  un campo vectorial. Entonces so puede demostrar (7) que satisface 
la siguiente relación (identidad de Ricci): 

	

= 	Mik • 
	 (5.8) 

Tornando a a, como la 4-velocidad, y desarrollando tenemos que: 

	

Uják Ujiki 
	 (5.9) 

ahora, usando la descomposición dada por la ecuación (5.1) obtenemos: 

• 
R 

 
2 

ul 
"k  

— 	(0.5k— 1.10 Uki) 	itiak 	 airj;k1 'I" E3 Ikltjl;  

e , +— e  [tt,wp, - üu 	+ wito, 4- ai ik uji 4- —N'oil] . (5.10) 
3 	 3 

De la anterior ecuación, contrayendo y/o multiplicando por u3  obtenemos las 
siguiente ecuaciones: 

Rijui =u 	u uf  — 
	

;;; — 	+ 	+ T3-62 ui, (5.11) 

(ü11 ,n) _.(.71,n) 
(é 62 2„ 

n.tUld }w;jW — 	— — 
2 
	 (5.13) 

La última ecuación (cc. (5.13)) se conoce corno la ecuación de Raychaudhuri 
(1955). Las ecuaciones anteriores (ecs. (5.11) a (5.13)) se pueden consid- 
erar como ecuaciones que gobiernan la variación temporal de 	y O. 

(5.12) 
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Ahora, en el contexto de las soluciones exactas a las Ecuaciones de Campo de 
Einstein, es preferible interpretarlas corno ecuaciones que determinan ciertas 
componentes del tensor de curvatura cuando determinadas propiedades de la 
4-velocidad se conocen (v.gr. el campo no tiene corte ni rotación, o carece 
de expansión). 

5.1.2 Posibles elecciones de coordenadas dependiendo 
de los valores de los parámetros dinámicos. 

Para llevar a cabo calculas, normalmente se adopta un sistema de coor-
denadas comóvil: 

(Ii°, 0, 0, 0); 	 (5.14) 

si tenemos que la rotación 	vale cero, entonces la métrica se puede llevar 
a la forma [6, 7[: 

	

ds2  = gc,o(x5Letlx‘i  — 41t2. 	 (5.15) 

Escribiendo la derivada covarbuite 	explicitamente en esta métrica, y 
comparando con la descomposición (5.1), entonces se puede mostrar que: 

(a) Para cv„,i  = O y (1„,i  = O, la parte temporal de la métrica (go) contiene 
al tiempo en un factor común a todos los elementos: 

	

9.0(si) = V 2(s",01,0(x9. 	 (5.16) 

(b) Cuando co,„i  = O y e = O el determinante de la 3-métrica gay no 
depende del tiempo. 

(e) Si la expasión y el corte valen cero, pero no la rotación, entonces para 
el observador comóvil la distancia entre él y la materia cercana no cambia, 
por lo que estamos en el caso de ama rotación rígida. 

5.2 	Ecuaciones de campo para fluidos perfec-
tos con simetría esférica. 

Como ya se ha mencionado, cuando se trabaja con soluciones de flui-
dos perfectos con simetría esférica y dependencia del tiempo (soluciones no 
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estáticas), lo más común es la elección de un sistema de referencia comóvil. 

Así, 	
(c v0,0,0), y la métrica viene dada por: 

ds2  = nr,t)d1I2  + e2Mr'Odr2 c2"(°)dt2. 	
(5.17) 

En tal sistema, las ecuaciones de Einstein toman la forma: 

I  , p , 5.«ti ... 2 7 e
"25 

(ya _ ygss + 17_2_1.712 ) + ..172;e-2,, (1>›,+2Y , ) 

1,2 

( 
---V .1  + 	-'21  (Ylij+  172 	2Ye-2' 	- I.'" +W.  ' 	(5)  '1"  

) 

tcpY =.- c-2.1  1(v" +1,2  - v'g) Y + Y" + Y'vl  - 1191 

--e-2' 1V+512  - ») Y + i;  - 1> i, + Y , 

	

q=1' - 1> v' - Y' . 	
(5.21) 

Por otro lado, las ecuaciones de conservación 
(Pi ; • :--. 0) dan: 

. 

11  '-' - (P + r) u', Y P- - (P + P)( 	
(5.22) 

5k+215-;).  

Se ha visto ya que la simetría esférica implica que rvij = O. Además, el 
campo de velocidades será ortogonal a las hipersuperticies espaciales. De esta 

forma en el sistema de referencia comóvil: 
5.23) 

	

ni-4 (0,0, v',0), 	
(  

	

= 	+21'.17,) 

2 	1  2 	,-v 
Cr = 119 - -1173 -- 	

y A 

	

Razón: ya se ha visto que 'di= (In ev) 
e 	vrb7. 

(5.18) 

(5.20) 

(5.21) 

(5.25) 
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Un caso particular (le importancia para nosotros es citando el corte se 
anula; entonces (5.25) implica que: 

Y — 	Y = elg(r). 	 (5.26) 

Así, por medio de un cambio de coordenadas, se puede hacer que la métrica 
tome la forma: 

ds2 =e2A(r,q (r2d112 dr2) - e2'(19)(1( 2, 	(5.27) 

es decir, se ha introducido un sistema de coordenadas comóvil e isotrópico. 
Las coordenadas en (5.27) están definidas hasta una transformación del 

tipo: F = 1 - , e2A = e2A 73. Aún en el caso de que el corte no sea cero, 

todavía es posible introducir coordenadas isotrópicas, pero éstas ya no serán 
comóviles. 

5.3 Soluciones con expansión y sin corte. 
Para Cap = O y 9 () se sigue que (por las ces (5.25)) Á debe ser distinto 

de cero. Entonces: 1Y - e' - Y' Át= O, con lo que Ái= ,\ e', pues Y = re' 

de (5.19) (-)›- = Á). Así integrando: e = In Á -f  U). Y la métrica toma la 
Y 

forma: 

ds2 	e"(r.' ) (1.2112 + dr2) 	i2 C-2/(1)(112, 

9 = 311(1). 

Las ecuaciones de campo se pueden escribir como: 

np^ 3e21- e-2,A
(2a" +~'2 + 4_)ti ) 

r 

h.p Á= e....30\0t 	(Ál2 + 2

'

) 	e3A+211 

KP Á= c-110t [eA (A" + -A-1) - e3A+2/1 

Eliminando p de (5.31) y (5.32): 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 
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o, {e' (A" + 	— A")I = o, 	 (5.33) 

y así: e›.  (" —
r 
' 	

(5.34) 

(Condición de isotropía) 

	

Ahora, realicemos las siguientes detinicionm L 	x = r2, F(x) 
4r2 F(r) con lo que la condición de isotropía se transforma en: 

L,x.= L2  F(x). 	 (5.35) 

Para obtener la métrica completa, se debe de suministrar f (t) y F(r2), y 
encontrar una solución a la anterior ecuación diferencial (5.35) que contendrá 
en general das soluciones arbitrarias del tiempo. Finalmente, a partir de 
(5.30) y (5.31) se podrán calcular p y p. 

5.4 Una clase general de soluciones. 

En 1948 Kustaanheimo y Qvist (ver (131) propusieron la siguiente forma 
para E: 

	

F(x) = (ax2  2bx + c)1 . 	 (5.36) 

Con esta elección la ecuación (5.35) toma la siguiente forma: 

(ax 2  + 2bx + 	+2(ax + b)(ax2  + 2bx + c)u,, +(ac — b2)u = u2, (5.37) 

donde u = L(ax2  4.2bx + c)'4. La anterior ecuación se puede integrar, con 
lo que obtenemos: 

du 	dx  

5110 -f- 	uc)u2  A(t) f ax2  + 2bx c f- B(t). 
	(5.38) 

De esta forma, la función u = u(s) = u(r2), que en principio puede escribirse 
en términos de funciones elípticas suministra e-A  = L via las anteriores 
relaciones; una vez dada f (t), obtendremos la métrica completa. 

1 
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5.4.1 Universos Esféricos de Stephani. 

Las soluciones particulares a estudiarse en la presente tesis serán aquellas 
en que F E- 0. A estas soluciones se les conoce por el nombre de Universos 
Esféricos de Stephani. Para ellas tenemos que: 

	

= L = A(t)r2  + B(t), 	 (5.39) 

por lo que: A - In (A(t)r2  + B(t)), 	 (5.40) 

(Á r2+  
y con ello Á= -Ot  (A(t)r2  + B(t)) = 	‘ 	4.  B(t). 	(5.41) 

A(t)r2 
  

Así, tenemos que la métrica toma la forma: 

1 	 (A r2  /3)2  
ds2  = 	 (r2d112  + dr2) 	

+ 
 

(A(t)r2  + B(t))2
e-21(t)dt 2. 	(5.42) 

A(t)r2  + B(t) 

Estas soluciones pertenecen a la familia de las soluciones comformalmente 
planas debido a que su tensor de Weyl es idénticamente cero: 

wii*l 0. 	 (5.43) 

Este hecho implica que existe un sistema de coordenadas en las que gij  = 
x1, x2,  x3)u-ii. Esta forma particular del tensor métrico se puede obtener 

exigiendo que: 

e2f(t) = 
(Á r2+ b)2  

(5.44) 
(A(t)r2  + B(t)).  

La presión y la densidad se calculan usando las fórmulas (5.30) y (5.31). 
Así: 

	

kp = 3e2 f(g)  + 12A(t)B(t), 	 (5.45) 

1 
hp = . 	, { 8AB 13 +4 A B2  - 3e2f B 1-20,B 

A r2+ B 
+r2  [-8AB A +4A2  B —3e2f  A  4-2e21 f B}}. 	(5.46) 
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Por otro lado, sabernos 

Además, 

donde: 

Y que: 

GENERAL, 

que y = 

= 

1)5 SOLUCIONES. 

In 	--f(t), con lo que: 

f (t). 

A b) 
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(5.47) 

(5.48) 

(5.49) 

(5.50) 

Á r2+ /31 
[ Ar2  + B 

0, o, vl, 

21' (Á B — 
vi - 	

1.2+ 8) (Ar2 4- BY 

(ro = 0, por hipótesis. 

Finalmente encontramos que la expansión es una función sólo del tiempo: 

e = 3ef (t) . 	 (5.51) 

5.4.2 Los Universos Esféricos de Stephani como gener-
alización de la métrica de Friedman-Robertson-
Walken 

Como hemos visto en la sección anterior la métrica para los UES, viene 
dada por: 

(r2d22  + dr
2
) 

[(ln (Ar2  + B))12 
 dt 2. 	(5.52) ds2  = 

(Ar2 

1 

 + B)2 	 (e/3) 

En el próximo capítulo se planteará la posibilidad de considerar a lo UES 
como una generalización a la métrica de Friedman-Robertson-Walker, con 
escalar de curvatura no constante. De hecho, se mostrará una posible elección 
de coordenadas donde este hecho será todavía más patente. De momento, 
nos limitaremos a renombrar los parámetros de los UES, para hacer que esta 
métrica se asemeje a la de FRW. La métrica de Friedman-Robertson-Walker 
sabemos que viene dada por: 
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(in L) ,t  2  9 

ds2  = L2  (1' 2112  ± dr2) - H dt- 	(5.53) 
(0/3) 	' 

R(t) 
donde L = 

V-11-1-ffir • P""' 

I1 	(1/I1)_ 
 (5.54) 

(Ar2  + B) =" 	
B 

B (1 +  7 21  -- (-- 1 4-71 
 B

-‘----3. 	)' 

Por lo tanto se sugirieren los siguientes cambios de variables: 

1 	1 
R(t) --,-- — y -K(t) .,-- A(I) ---- 	 (5.55) 

(t)' 4 B(t) •  

Con ello la densidad de 'asteria-energía se escribe  como: 

02 	Iti 
3 --- -f —, 

3 	1/2 	
(5.56) 

sp (t) = 
 

y además, tendremos que: 

 

K - K ,t 
R

r-
,t  

13) 

1 + 1Kr2  

 

   

13,t  

L 
= (ln L) 	- R

- 
, 

1+ 
(5.57) 

    

    



CAPÍTULO 6 

Termodinámica de los 
Universos Esféricos de 
Stephani. 

En el capítulo anterior se vió que el elemento de línea para los Universos 
Esféricos de Stepbani (UES) se puede escribir en una forma que asemejaba 
a la métrica de niedman-Robertson-Walker: 

   

1+ 1 (K — 	7'2  

  

2 

d82 _ mi) 	fr2,192+,11.2) 
(1 4 1.1{.1.2)2  

Rn 
(e/3) I? 

   

 

1 + 14  Kr2  

   

       

(6-.1) 
A continuación estudiaremos la Termodinámica de esta métrica, y usare-
mos los resaltados obtenidos para construir un modelo estelar en el que la 
métrica en el interior de la distribución de materia sea precisamente la de los 
Universos de Steplumi. 

6.1 Libertad de elección del sistema de coor-
denadas. 

Sabemos que en Relatividad General existe una libertad en la elección 
del sistema de coordenadas. Esta libertad puede ser usada con la intención 

57 
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de simplificar y hacer más evidentes ciertas partes de las ecuaciones que se 
están usando. En el caso de los UES consideraremos las opciones siguientes: 

1) Hacer 
1)
-
3 

=. Con ello: 

/ 

	

1 + 1 	— K„---DR 
n 
 ) r2 2  2 	 4 

(182 = 	 (r2d/22 + dr2) 	 de. (6.2) 
(1 + RiKr2)2 	 1 -I- 1Kr2u 

 

Y tendremos que: 

_ R„\«2  K 
(6.3) 

:3 P— k.111 
Notemos que si K —› Ko  = 0, ±1 obtenemos la métrica de F.R.W. De lo 
anterior se desprende que esto elección de coordenadas es adecuada para 
hacer analogías con modelos cosmológicos. 

2) Otra opción para las coordenadas es hacer R(t) = t. Es decir, tomar a 
TI como coordenada temporal. Así, 

L„
= 
 1 1+14(K — tK„ )7'21 

L 	t 	1 4- 1Kr2 	• 

Por lo que: 

ds2 (r2d112  + dr2) 
	1 ( 	7-1(K tK„ )r2 

 )12 

di,,  

(1 4- 1Kr2)2  t2  10/3 	1 + Kr2  

quedando la métrica sólo en términos de e y K. Además: 

1 K 
tcp = 	

t2 	
(6.6) 

3 	9  
Esta elección de coordenadas será la que en lo sucesivo se adopte para el 
presente trabajo. Así, R(t) = t. 

3) Otra posibilidad poco explorada es la de tomar a la densidad como 
coordenada temporal (p = 1). Esta alternativa no se usará en el presente 
trabajo, pues de hecho ya se tiene que p = p(1). 

(6.4) 

(6.5) 
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4) También se puede parametrizar en términos del tiempo propio para un 
conjunto de observadores etiquetados por r = vi, constante pero arbitraria. 
Nótese que la elección (1) da el tiempo propio (r) para un observador con 
r = O. También es posible definir t tal que coincida con el tiempo propio para 
el caso en que r O. Esto es más complicado (en términos de los cálculos 
matemáticos involucrados), y no se liará en este trabajo. 

6.2 Empalme de los Universos Esféricos de 
Stephani con la métrica de Schwarzschild. 

Comenzaremos ahora la construcción de un modelo estelar basado en los 
UES. Al querer construir un modelo estelar, restringiremos la validez de la 
métrica de los UES a una región del espacio con simetría esférica. Riera 
de ella tendremos un vado clásico, en el que por el Teorema de Birkhoff la 
geometría será descrita por la métrica de Schwarzschild. Así pues, deberemos 
empalmar las dos métricas anteriormente mencionadas sobre una superficie 
E que a partir de ahora consideraremos como la frontera de nuestro sistema. 
Para hacer lo anterior echaremos mano de las condiciones de empalme de 
estudiadas en el capítulo 4. 

Así pues, en el interior (región 1) tendremos la métrica dada por (6.5), 
mientras que en el exterior (región II) tendremos la métrica de Schwarzschild 
(cc.4.28): 

ds2  = —(1 — 2A1/1)dT2  + Y2d92  + — 2/11/Y)- id112 . 	(6.7) 
Esta métrica usa coordenadas estáticas, por lo que debe de ser transfor-

mada a las coordenadas comóviles. Consideremos así, la transformación: 

7' = 1P(r, t), Y = nfr, 0, 	T, 	(6.8) 

que lleva a la solución de Schwarzschild a coordenadas comóviles (el que esta 
solución es la adecuada está garantizado por las condiciones de empalme (ec. 
(4.34)). Así, la métrica de Schwarzschild en coordenadas comóviles viene 
dada por: 

ds2  
n 	2 

( 41) 
as, 	2 

— e"' (.2L) 
Dr 

dr2  + 02(t,r)122  
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+2 [ro
0 7t

0.0 
— e-
. 

ar 
oil

} drdt 
1--  

[ea  (-12 	(9DI11 dt21  al 
	

(6.9) 

donde e" = 1 — 2M/R. Por lo tanto podemos poner la solución exterior en 
la forma: 

ds2  = X dt2  + 2117drdt + Zdr2  + n2d122, 	 (6.10) 

donde: 

X (t, r) 

117  (t, r) = 

Z(t, r) = 

(00 	0,11 

[ ,,a otp e   
Dr DI 	Dr Dt 

{2

{e.-c,(2) - 	(1)2  (6.11) 

Como queremos construir un modelo estelar con simetría esférica, en-
tonces la superficie de empalme vendrá descrita por x4  = r ro. Los vectores 
normales a la superficie vienen dados por: 

O/) 	(0, 	 0,0), 	= (0, 4,0,0). 	(6.12) 
1 -I- K r2  

Mientras que las componentes no nulas de los tensores de curvatura extrínseca 
son: 

1 +1Kr2  ( 1 r 1(1  + 1(K — tK,t )1' 212) 
2t 	t2  10/3 	1 + 1Kr2   4 	 ,r 

Kg) 
	1 + 1Kr2 	r2 t2  

2t 	(1 + 1Kr2)241  

K(I ) = sen20K110), 	 (6.13) ww 



1+ IRY,  a 1 
2t 	Or 	g2 

(

1[ 
0/3 

(1 + 1(K 	tK,t)r2)12) 
1 + Kr2  

r=r0 

EMPALME DE LOS UNIVERSOS ESFÉRICOS DE STEPHA NI 

11.(ll) — ..). . y  
ti 

	

— 24 ' ' 7.,  

ilo"  = ---1 — (9) 

K()  r-- sen.2041)". 

Así, la condición de continuidad en la métrica restringida a la superficie 
(ígolE  = 0) viene dada por: 

(6.11) 

= 

= 

1 
1.

2  

O, 

[ 
(6.15) 

(6.1(1) 

1 	(1 -I- 11,(K — tK „ )112  
0/3 	1 + ICró

W 

= (6.17) (1 + 1Kr1)2 ' 
7.2123  

(6.18) (1 + 1K71)2 ' 

X (I ro) 

(t, ro ) 

n2(1, ro) 

z(t, ro) 

Mientras que la condición de continuidad del tensor de curvatura extrínseca 
(i/Cap)F:  = O) establece que: 

(6.19) 

	

1 +11.Kr2 	7.212  
21 	+ Kr2 )2 	= 	2 51-2:- (11)1 

6.20) 

Al resolver las ecuaciones anterion.s se obtienen expresiones para y(ro, t), 
(e/3)2, thP(ro,t)/üt, y 000,t)/Or. En particular tenemos que: 

	

fro, = 	r°1(1 + 	 (6.21) 

Y 

(6/3)2  = Ci  t2 113h, OK(t)  

	

113 (1.0 *2 	

(6.22) 
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Así, substituyendo en la ec. (61) que relaciona a la expansión y a la densidad, 
obtenemos que: 

(1 + 	(t)r,0
3 

11; 4) = Cc 	 (6.23) 
t3rí3)  

Aquí hay una hecho que vale la pena resaltar. Como hemos visto en el 
capítulo 4, la coordenada radial de Schwarzschild es igual a n  (Y = 10,11 
así pues n  (ro, t) describe la evolución de la frontera del sistema. Además, 
para la métrica de Schwarzschild, el volumen en el interior de la frontera 
viene dada por: 

4 	r:its 
711/3  — 	o 	 (6.24) 

3 	(1 + 71K4)3;  

por otra parte, ya se ha visto que el sistema tiene una densidad homogénea 
(p 	p (t)), por lo que resulta natural pensar que la densidad del sistema es 
inversamente proporcional al volumen del sistema: 

1 	(1 + 1Kr3)3  
p cx 

ri(rn, t) 	rota 

6.2.1 Cálculo de la presión en el interior de la dis-
tribución de materia. 

Para el cálculo de la presión en el interior de la distribución de mate-
ria, recurriremos a la identidad de Bituichl contraída para el tensor energía-
momento: 

= O. (6.26) 

Desarollando esta expresión obtenemos: 

p,i  +(p + p)ai;; = O. (6.27) 

En el caso que nos ocupa, 

(0/3) (6.28) = 	Ni—gtt/j1) 
(L,t / L) 

así, podemos resolver para p y obtener la siguiente relación: 

(6.25) 
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(6.29) 

Si substituirnos la forma para L,t  /L tendremos que: 

pie  /? 	1 +  1Kr' 
P P 

3R,t  1 + -,1(K — K,t  t)r21  

y al substituir la forma obtenida para p obtenemos: 

(1+ Kri02  K,t  (r2  — d) 
p = C2 

	

	 (6.31) 
t'2  (1 4- 11'2  (K — tK,t )) • 

Evaluando en r = ro  obtendremos que p .r=ro= 0. Esto es, las condiciones 
de empalme obligan a que la presión en la frontera de la distribución de 
materia (superficie de empalme E) valga cero. 

Esta última expresión para p resulta interesante pues establece restri-
cciones a los posibles valores de K. Concentrémonos en el caso de interés 
obvio (interior del sistema esférico) r 5 ro, Entonces K,t  debe tener signo 
contrario al de (1 + 11'2  (K tK,t )) con la idea de que p > 0. Otra manera 
de abordar las restricciones sería pidiendo que p„. < O y p(r = 0) > 0 [3]. 

Definamos la presión central: 

+ .1Kr3)
2 

	

2 	4  Pe = p(t,0) 	—c2r
° 	

K ,t  , 

así, tenernos que: 

(1 	2 
r o  p 

(1 + 754  (K tK,t )) 

6.3 Determinación completa de la métrica. 

Sabernos que: 

1 	1+ 1Kr2  
I> = p  

3 	1+ 7, r4  (K — t K,t ) .  
(6.34) 

(6.30) 

(6.32) 

(6.33) 



P = 1+ 11:2  (K - K,t ) 

+ 	Kr2) (-P — tP,t) 4-75tr2  K,t  
(6.36) 
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Evaluando en r = O obtenemos p„ = -p - Vp,t , debido a que como hemos 
visto, p no depende de y. Ilxx,!scribiéndola adecuadamente, obtenemos la Mil 
fórmula -Itp,t  = p,+ p. Integrando, y llamando a la constante de integración 

1 	p,t dp 
	-di 	-

di
- =:• In - 

t 
 - = 	. 	(6.35) 

3 J Pe  4- P 	 a„pc  p 

Obteniendo común denominador en nuestra expresión para la presión: 

entonces: 

+ 1Kr2)p, + Iptr2 K,t  

11) = 4- 1r2  (K 

Ahora introduciremos la condición en r = ro: p(t, ro) = 0. Es decir, 

(6.37) 

(1+  1Kr1)p„ + Ipt7,81<,, 
p(1, ro ) = 	 = O. 	(6.38) 

1+ (K 11‘,1 ) 

De aquí podemos resolver para K ,t : 

Itr8K,t  - 	 (6.39) 
p 	+ Kr1' 

Como tp,t  = -3(p + pa ), entonces asando la regla de la cadena: 

tK ,t = 	p,t 	--3(p pc)K 	 (6.40) 

y al substituir en la ecuación (6.32): 

Pr
. 	

111E-3(P + Pc)K I)  

o 	
=1). (6.11) 

1 4- 1Kr2  4  

Integrando: 

1 	dp -31.1 .1 	Ki IP  2  dp - 0, 	(6.42) 
P (pc  p) 	4 	1-}- IKro 
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por lo que: 

1 f 	 I . 

:3 J p (p, + p)
dp 4- In 	+ —

4
Ar2) = 11100. 

Ahora, usando fracciones parciales: 

( " PP 	
dp 	dp 	dp 

	 pd = — f
N 	

= _ 	p,
+P 	P 	N+P 

y así al integrar: 

In —I  (i + —K 	3 
p 

3 	+ 
r1) = 	 dP 

a0  \ 	4 	 p 	
(6.45) 

Por lo tanto: 

dp 

—1 + 1Kr2) ple 3 	P , 

Así, resulta natural definir: 

dp 

Gc  -= e 3  I Pe + P . 

Con astas definiciones la ecuación (6.46) se transforma en: 

00  
—1 	

4 
(1+ K

°  
r2) = 

Cc ' 
Despejando K de ella obtenemos: 

I ‘Ino P [1 	1  1 
= 

41 p pi 

A.sí, substiulyendo los resultados en la ecuación (6.33): 

r 2) 
pG, (1 — 

9  P = N • 2 	2  r 
PG0 (i — 	+ (Ige + P) 001)1  

o

) 
 ro 

(6.43) 

(6.44) 

, 	4 
0 

pi 
00 — 

G „ 
— 1  = , y K 

(6.46) 

(6.47) 

(6.48) 

(6.49) 

(6.50) 
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Por consideraciones físicas bien comprensibles desearemos que p sea no 
negativa, siendo condiciones suficientes en r = O el que 13, 41: 

	

P > O, no  > 0, 	 (6,51) 

	

Y Pe P > O. 
	 (6.52) 

Pues si examinamos el gradiente de presiones: 

4 
G, (p, + p)ao  112  

r  
7. ) 	7.2 	 ) 	(6.53) 

Pi'  = Pc 	

o 
2 	 2 

 (Pac (1. — 	(Pc P)asPI ro 	ro  

vernos que si pe  + p > 0, p > 0, y no  > O entonces el gradiente de presiones 
es negativo, y por las condiciones en r = O se cumple necesariamente que 
O < p < pc  para 0 < r < ro. 

6.3.1 Calculo del número de partículas. 

Comencemos con la ecuación de conservación (nu') ;; = 0. Entonces: 

1—gan,t  +ne = 0, donde e = til;; 	 (6.54) 

e/3 
= 	con lo que ri,t

1
/ 

+ 3n = 0. 	(6.55) 

Integrando obtenemos: 

f 	= f dt. 
3 n 	L 

(6.56) 

Por lo tanto: —3 In (n) = In (L) + In (F(r)), donde F(r) es aura función sólo 

de r. Así, n 	
1 )3  

= (— ,  	 ; y si definirnos N(r) 
LF 	

pero 
L = 1 + 1  Kr2  4 

obtenemos que: 

(6.57) 

Pero, 



6.3. DETERMINACIÓN COMPLETA 

y substituyendo la expresión para 

n(p,r) = N(r) 

Esto conduce directamente a la 

	

U = 	El 

o de otra forma: 

U(p, 	= r) 

N(r). _— 

DE LA MÉTRICA. 

K(p) resulta: 

G,. 
{ 	

1 r2 j1

J 

 
— 	1 - -r; 	+ --(19-p5 -,- 
a, 	r6 J a, 	ril 

siguiente forma de la energía 

,,t3 
- N(r)mo, = -(TT-T  

N 

67 

3 
(6.58) 

interna : 

(6.59) 

r)mo, 	(6.60) 
G, 	 ao 	7'21' 
a, 	r8) 	ac 1.1 

(.3  

donde 7% es la niasa en reposo de cada una de las partículas que componen 
al fluido. Esta última expresión da a entender que dada una distribución 
de materia arbitraria N(r), la energía interna se encarga de balancear a la 
masa en reposo de forma que la p quede siempre independiente del tiempo. 
Esto parece ser un hecho artificioso de la clase de soluciones estudiadas pues  
da a entender que a priori es posible introducir en nuestro cuerpo masivo 
cualquier distribución de materia, siempre y cuando preservemos la simetría 
esférica. 

6.3.2 Cálculo de la temperatura. 

En este punto, surge naturalmente la idea de calcular la temperatura para 
distintos puntos del sistema. Para ello, recurrimos a la relación de Gibbs-
Duhem: 

TdS = d (Ti) 

así que TS,i= (-
1
) 

= - 
1L 

De asta forma: 

pd (-
1 
 ), pero </S = S,t dt 

+p 	(
71
- 	

II 	
, 	

+ 	I )) 	-— 
I )  

, 3L,1  
(p + p)} = 0. 

S,3  = O 4,->,= 0. 

S,, dr, 

3L,t  
/11 

(6.61) 

(6.62) 

(6.63) 

(6.64) 



(P+ 	[P1 	(r) - 9-£ac Y (O] 
T(p,r) - 

ao I r213 '  
—P3 -7 ac  ro  

(6.70) 
k

l-g• - 	+ ?-1-1 (P + 	FEGe, 	"- 75) ac  \ 	ro / 	cte 	ro  

68CAPÍTULO 6. TERMODINÁMICA DE LOS UNIVERSOS ESFÉRICOS 

Pero además, P,r = O, con lo que: 

TS,r =(p+ P) / 1 ir • 
\TL

\ 

 

Por lo tanto: 

1 
' 

T = 	4' pi 
 

o de otra manera: 

t3  (p p) N,r (1 + ,It Kr2) + lrKN 
T 	 (6.67) 

(i 	1K1.2)4 	(-N2S„. ) 

Para obtener una temperatura consistente (T > O) se impondrá la condición 
N ,r  < O. Así, en principio sólo faltará suministrar una relación termodinámica 
entre las variables N, S. Según lo visto anteriormente resulta que: 

4 	 t4  
n-3 = 4 	 (6.68) 

N5 (I + Kr2)
4 

Así, usaremos esta y otras relaciones con la idea de substituir las variables 
geométricas por las termodinámicas. Con ellas obtenemos: 

í 
1 	1 

p + p -N„.n5 3 N5r 

donde t viene dada por t = are-3 f P+Pg 

Ahora, si substituimos la expresión calculada para n(p, r) obtenemos: 

(6.65) 

(6.66) 

7' = 4 	N Sir 	2  S,r  n3 
(6.69) 
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X (r) = 

Y(r) 

6rN r2N,,. 
—r3So. N2  

6rN  — (rz - r2)N,, 
—18„. N2  

(6.71) 

(6.72) 

Evaluando en la frontera y en el centro del sistema (r = ro  y r = O) 
tenemos las siguientes expresiones para las temperaturas: 

(12(P + P.)  [ I Tc(p) = 	p3— 
ao X, — Y,' , 	 (6.73) 

	

2 	n 

	

To(p) = a 
	G̀--Ya  {X0 — --f . 	 (6.74) 

a0  
aoP3  

Ahora, como p,s  = O en r = O y r = ro  entonces por la condición de 
T, 

P + p P  nT 
integrabilidad analizada en el capítulo 3 ( 	— 	[p, +121:5-1 = O, ec. 

T 
(3.15)), tenemos al substiutir Tc  que: 

	

= X(0) = O, 	 (6.75) 

por lo que necesariamente y, < O para que tengamos una temperatura posi-
tiva. Análogamente,,en el caso de To  tenemos que la condición integrabilidad 
implica: 

	

Yo  = Y(ro) = O, 	 (6.76) 

por lo que X0  = O para que la temperatura en la frontera del sistema sea cero. 
Esto es deseable porque en el exterior tendremos un vacio clásico (no hay 
fluctuaciones de energía, ni formación de partículas virtuales, etc.). Al hacer 
To(p) = O garantizamos el empalme suave de evita variable termodinámica, 
de forma semejante a como se hizo para la presión. 

6.3.3 Evolución cinemática del fluido. 

La evolución dinámica del fluido, como sabemos viene descrita por su 
expansión: 

1 	\ 2  K 
31P  = ) 

(6.77) 



70CAPÍTULO 6. TERMODINÁMICA DE LOS UNIVERSOS ESFÉRICOS 

que á la luz de los resultados anteriores viene dada en términos de p por: 

e = 51P 	Fajc  -- no  ro  
(P)

2 	Cc \ 2  4 	P 3 	, 

Cuando e = 0, tendremos cambios en el sentido de la oscilación de las esferas 
de materia. Ahora, recordemos que si e = O tendremos u m singularidad en 
nuestras coordenadas, por lo que en realidad sólo podremos describir las 
distintas "ramas» del movimiento del fluido. Los puntos donde e O serán 
las distintas ramas de la evolución del fluido donde se podrá utilizar el sistema 
de coordenadas en cuestión, pues claramente cuando e = O la métrica es 
singular. Sea e tal que 0(e) = 0, entonces: 

1 
-
1

np(t') = —
e2

, o K = K-
3

p(t1)1' 2  , 	 (6.70) 
3 

1 
)por lo que K,t, - 

3
np,t  (ti)t' +K.p(t 

	

- 	ti. 	(6.80) 

Evaluando en la presión: 

1+ J-7.2  e2  p(e)  
p(r, t') = -p - tp,t 	

r2t12 
12 	; 	(6.81) 

1  - -12- Ve') + tp,t (e9) 

así, habrá una singularidad física cuando O = O si: 

r2e2 
1 = 
	(p(t') 	tp,i  (e)) 

Ahora, recordemos que tp,t = -3(0  + Pc); entonces: 

r2e2 
1 = 12 (-2p — 3pc), 

pero por las condiciones de energía: p > O y pc  > O, por lo que el lado 
derecho de la áltima ecuación es siempre negativo. En consecuencia, no hay 
singularidades físicas cuando O = 0. 

Ahora, hablamos de singularidades físicas en nuestros sistema cuando p 
y/o p 	oo. En nuestro caso tenernos que p diverge si e 	oo. También, 
dependiendo de la forma de K es probable que haya otra singularidad (p -+ 
oo, y e --> oo) cuando t -4 0. Por otra parte p divergirá si p lo hace; también 

(6.78) 

(6.82) 

(6.83) 
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existe la posibilidad de que p 	oo para p finito cuando 1+1 (K — tK,L )r2  
O. Para mayores detalles referirse a (4J. 



CAPÍTULO 7 

Aplicación al caso particular de 
la ecuación de estado: 
P c =(`Y — 1) P 

7.1 Ecuación de estado adiabática. 

Como sabemos, un gas clásico que se encuentra sujeto a una expansión 
adiabática satisface una relación de la forma: 

= de, 	 (7.1) 

donde y es el volumen ocupado por el gas, y y es el llamado índice adiabático. 
Por lo analizado en el capítulo anterior, y en particular por la forma de 

la presión y la densidad de número de partículas, una ecuación de estado de 
esta forma para todo nuestro cuerpo masivo es incompatible con las solu-
ciones a las ecuaciones de Einstein estudiadas. A pesar de ello, todavía CH 

posible imponer tal ecuación de estado en los centros de las esferas. Así pues 
tendremos que: 

711  
Pc a (Tv: 

N, 
donde (—)(N, = N(ro), y nt, = n(7.0)) viene a jugar el papel del análogo 

nc 
relativista del volumen. Ahora, por lo visto en el capítulo anterior (cap. 6), 
tenemos que: 

73 

(7.2) 



74CAPÍTULO 7. APLICACIÓN AL CASO l'ARTICULAR 

n, 
t3  

pero como t = ace 3 1 P+P. = 	entonces: 

N, 
	—) • 	 (7.4) 

así, N = (7 - 1) p. El índice 7 debe de cumplir la restricción 1 < ry 5 2 para 
que las condiciones de energía discutidas en el capítulo anterior sean válidas. 
Dos casos particulares de gran interés físico son el de radiación (o materia 

ultrarrelativista, ry = -
4

) y el de gas monoatómico ideal (7 - 
5 

). 
3 	 3 

7.2 	Discusión de la ecuación de estado adiabática. 

Substituyendo las ecuaciones 
en las expresiones obtenidas 

de estado locales N = 
en el capítulo 6 resulta que: 

cc = P5)  

7,2)
(1, - 1)p (1  - 

(7 - 1) p y pu  = O, 

(7.5) 

(7.6) 

3 
(7.7) 

Nulo, 	(7.8) 

- II , 	(7.9) 

NO') 

= ( 	2) 

1 	14  

r2 	1( 
(M I  

• 
_13  (1 11) 

(to p 

I 
- 1  

ft, = 	p7 	11- 	2  
Cn 	ro  

ac3  P = U(p,r) 

í e(p)\ 2  

1+ 	cy„1(1- ) - { 

8irG 	p2/37  
- —3-  -p  - are 

i (IV 
\ ro / 

{ 	f  1(1--  SI' 
i"°' ' 

) k 3 j 
Y en el caso de la temperatura obtenemos: 
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[N'  1 p -4- p 	3 NS r  (p + p)K(p)p55-  
T= + 	-----1—, 

N (—.59.1 n 	2 (—S') 
 

aire 5 

4 i í i \ 
donde K(p) = —1-ao  p3  k '') — 1). O de otra forma: 

ro  

T(p, r) 	7ac3p1- 1 

Como se observa, en el caso de que r 0, ro  las ecuaciones no coinciden 
con las correspondientes al caso adiabático. 

7.2.1 Termodinámica de los UES en el caso en que 

Pe = —1) P. 
La termodinámica impone restricciones sobre las relaciones entre las dis-

tintas variables termodinámicas en el centro de la estrella. Evaluando la 
temperatura en el centro de la estrella obtenemos la siguiente expresión: 

, 

	

N(—S')] n, 	2 (—S') 

(p) 

=[ 	

N'  1 yp 	3  NS r 	J7 	
(7.12) 

N. g 
con n, = 	De anteriores argumentos termodinámicos (véase el capítulo 

aG 
3) sabemos que: 

[(1) +P 	,e1 j = 0, 	 (7.13) 

Y Si= gir[(9 1 +P (-1 	1  -1 T.  (7.14) 

Así, por continuidad: 

(7.10) 

acnc  
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SIr ,t = Syt yr y 
	 (7.15) 

T 
por lo que: 	

_
T
, 7,1

T P,r
(1)

,. 

Pero, 

S,t 

agrupando obtenemos: 

P,r 
\a/ 

I 

o, Y (re)  

( 	1-(i9  
\n/ Ir  

 7'1  

,t=' 

+ 

72  (SI r T) 

,t; 

T 

1  — T D f 
( r1)"-  

0. 

(7.16) 

o. 	
(7.17) 

1 	T2 	' 
t  

Si consideramos el caso de ima ecuación de estado barotrópica entonces: 

+ T,t = 0  

P + P 	T 

y así, ln (Tp-` 
„ 
-

,
^= ele. 

Por lo que en particular: 

Comparando con nuestra anterior expresión para 1', tenernos la siguiente 
relación entre variables termodinámicas: 

N 35 r _0 
2 (—S') 

e 

7.3 Expresiones para N y S. 

Hasta el momento, tanto N como S han permanecido sin determinar. 
Hemos visto con anterioridad que ambas funciones deben satisfacer las ecua-
ciones (6.70) y (6.71) (condiciones de frontera), además de cumplir (N,r )c  = 0 
y (S,,. )„ = O (isotropía). Una forma particular para ambas funciones es la 
siguiente Pi: 

1-1  
p 7 . 

(7.21) 
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N(r) 

S(r) 

SI 

re 

Comportamiento genérico de las funciones N(r) y S(r). 

Figura 7.1: 

N(r) = 1\[1 	(
r 	
--) 
ro  

• 
S<, 

S 4-1,  

, 	( 7.22) 

(7.23) (7 

Ll —) 

donde 1 < q < 2 (véase la figura (7.1)). Así pues esta elección garantiza que 
To  = O para cualquier densidad. 

Además de satisfacer las condiciones de frontera impuestas, la simetría 
esférica del sistema obliga a que no exista gradiente de temperatura en el 
centro de simetría. La existencia de un gradiente de T en el centro de simetría 
daría lugar a la existencia de direcciones privilegiadas, lo cual contravendría 
a la isotropía que esperada. 

Las anteriores formas de S (r) y de N (r) tienen el problema de no garan-
tizar la isotropía del gradiente de la temperatura en el centro de simetría, 
esto Os, T,, l,„..074, O. Aparentemente, la imposibilidad de hallar funciones 
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S (r) y N (r) que garanticen lo anterior y además las condiciones de frontera 
impuestas es una característica del tipo de soluciones estudiadas. 

7.4 Tiempo propio de los centros de simetría. 

Como sabernos, el tiempo coordenado en Relatividad General carece de 
un verdadero significado físico, y resulta ser, como su nombre lo indica una 
mera etiqueta. Para una determinada línea de universo, la cantidad relevante 
resulta ser el tiempo propio. El tiempo propio de un sistema es la métrica 
evaluada sobre su línea ele universo. Ya hemos visto que en el tipo de sistemas 
con los que hemos trabajado, los puntos cuya caracterización resulta ser más 
sencilla son aquellos que conforman los centros de simetría. Así, para ellos 
tendremos que: 

d122  = dr2  = O, y r = O. 	 (7.24) 

Por lo tanto, tendremos que: 

2  c 

	

dr2 = — 
t2 (e/ 3)2-dt2. 	 (7.25) 

Como t = a,p-57 entonces podemos hacer un cambio de variables, con lo 
que: 

e2 
dr2  

	

(32722
dp2; 	 (7.26) 

esta fórmula será de gran utilidad en el siguiente capítulo para calcular el 
tiempo de colapso de los UES (visto desde los centros de simetría) a partir 
de una configuración preestablecida. 

En el siguiente capítulo aplicaremos estos resultados generales a distintos 
casos de interés. 



CAPÍTULO 8 

Aplicación a sistemas de 
interés. 

Hasta el momento el estudio de los Universos Esféricos de Stephani ha sido 
completamente general. Desgraciadamente esta generalidad no nos permite 
saber si existe o no un sistema físico que pueda ser modelado a travís de los 
UES. En este capítulo veremos que ocurre cuando se intenta introducir la 
geometría de los UES a una amplia gama de sistemas, 

8.1 Distribución de las partículas en el sis-
tema. 

En el capítulo anterior se propusieron las siguientes expresiones para el 
número de partículas por unidad de volumen, y para la entropía por partícula: 

r 
N = Ne [1-- 

ro

)gi b
, 

Si 

—  (
r 

70  

Es interesante analizar con cuidado la forma particular de N. Si grafi-

camos [1 — (-91b  para distintos valores de 14 dejando q (q = 1.001) fija 
tendremos que: 

70 

S = So + 

(8.1) 

(8.2) 



Greda' del emperlamleato de N(r) para diatlates velero 
de % backado a= 90. 
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Figura 8.1: 

Obsérvese que cuanto más grande es b, tanto más picuda es la curva. 
Ahora, fijemos b (b = 100), y grafiquemos la misma función para distintos 
valores de q (ver fig. (8.2)). 

Nuevamente, vemos que para valores de q cercanos a 1, la curva es más 
picuda. Un estudio detenido revela que la elección de y = 1.001 y b = 100 
permite tener valores de la temperatura positivos un rango de densidades de 
interés (10-1° a 1040ergs). 

Usando las anteriores distribuciones obtenemos al integrar sobre el sis-
tema completo el número total de partículas en él: 

	

NT  = 	72. =ifi N(1 + 1Kr2)3 	 
ft3 	

N/Yrrgoog„drdOckp 

	

= 	4rrN f 
r0 	( 

- — 	r
2 
 dr = 4n-Ner,l- 

1 
B(

3
,b+ 1), (8.3) 

Yli b  o 	ro 	 q q 

donde: 

f(s)r(y) 
B(x, y) = [(r 4. y) , (8.4) 



Grada ¿ti creportioludo de N(r) para dlitintre Moro; 

de 	brinde y1.1101. 
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Figura 8.2: 

es la función Beta. A partir de la relación (8.3) podemos resolver para N, 
con lo que tenemos: 

qNr 
= 

	

	 (8.5) 
4rrrBB(1,1)-1- 1) .  

Así pues, podernos determinar NT  a partir de N,. En el caso de la entropía, 
no es posible obtener una expresión cerrada: 

Sr 	ad3. = 4n, rO 	  
JJ 	 o í[i Ggglb" r .

2dr — 	 
V 
	 - + 1Kr2)3  

donde 
(grr)3/2  = S( 	t3  

y g = N(r)S(r). (8.6) 

Los sistemas que consideraremos en el análisis del presente capítulo son 
un objeto del tamaño y masa igual a la del sol, un objeto de la masa del 
sol pero con un radio de 10 km (dimensiones de una estrella de neutrones), 
un cuerpo de las características de una condensación interestelar (masa de 
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Jeans), y una galaxia de las dimensiones de la Via Lacten, pero con simetría 
esférica. Un resumen de las propiedades de tales sistemas se presenta en la 
siguiente tabla PI: 

Densidad 
5 x 1020ergs/cm3  
5 x 1035ergs/cm3  

50ergs/cm3  
5 x 10-8ergs/crit 3  

Usando la ecuación (8.5) para estos datos obtenemos: 

Objeto 
Sol 

Objeto compacto 
Condensación interestelar 

Galaxia 

Nc 
0.42 x 102° 
0.42 x 1044  
0.42 x 101° 
0.42 x 107  

# de bariones 
10" 
10" 
1062  
1 068  

8.2 Evaluación de las constantes indetermi-
nadas. 

En capítulos anteriores, hemos impuesto en el centro de la configuración 

	

esférica la ecuación de estado politrópica (p. 	(-y - 1)p), esto hace que 
automáticamente se satisfaga la ecuación de estado del gas ideal: 

pc = ric kTc. (8.7) 
Haciendo uso de ella, evaluaremos las constantes indeterminadas del prob- lema (ac, a0

). Así, susbstituyendo las relaciones mostradas en la sección anterior, tenemos que: 

Nc 7de' ncTc 
= 	1-1/ 	7 	Pc 	- 1 ) --ya  P 	 = -sc P = 	= 

k P. 	(8.8) 
donde 1; P.-, 1.4*10-16erg/K es la constante de Boltzmann. Por tanto, resulta . que: 

(8.9) 

Objeto 
Sol 

Objeto compacto 
Condensación interestelar 

Galaxia 

Masa Radio 
1M®  1011 em 
1Ma  106cm 

105A10  « 1019ent 
1011M® 	1021cm 
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En lo sucesivo, nos limitaremos al estudio de dos casos particulares de 
importancia: el de radiación o materia ultrarrelativista (7 = 1), y el de un 
gas ideal monoatómico (7 = 

8.3 Ecuación de estado de radiación. 

Primeramente analizaremos el caso en que 7 = 1, para el cual la presión 
central viene dada por 7-4 	Esto corresponde al caso de radiación o de 
materia ultrarrelativista, en la cual la masa de las partículas que lo conforman 
resulta despreciable respecto a su energía cinética. Bajo tales circunstancias 
esperamos que se satisfaga la ley de Stephan-Boltzmanre 

esto implica que: 

a1/4  

6, 61 

= 

donde 

p 

a N 

3 
 1

5Ick 

7.5 * 10-15(erg/cm3K4); 

(0.35 *10-12)N, [(erg cm)3/1 

(8.10) 

(8.11) 

(8.12) 

(8.13) 

4a1 ' 
3151,15: 
4,21/4  1=.1 

Además, como estamos hablando de radiación (o materia en condiciones 
ultrarrelativistas, por los que la masa en reposo es despreciable respecto a la 
energía total de la partícula) entonces mo = O, así: 

3k 	,,, 
= 

40/4
N
`
Iti" 	(0.35 * 10-12)N01/4  [erg] , 	(8.14) 

4a1/4  
n, = —51-7p3/4  1=4 0.28 * 1013p314  [cm-3} . 	(8.15) 

Con ello, la otra constante se calcula fácilmante: 

ao  

donde M — 

cf„ 

  

(A1)113'  
3Mc2  
47rd ; 

(8.16) 
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a0 
do 

to 	la lag 

aa 
to 

410 

Compiortemitata de lo &n'ideé neepeet* ai Mogo t'ardua.% 
pm dedal« peallies dama neeotelede la emadicléal cotral 
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Figura 8.3: 

así: 

ao 	(  ir111,1v 
me2a1/4 	( 0.8*10-11) (--A-TrNc)1/3  ro [(any/ Rergy/121 .  (8.17)  

Evaluando para los sistemas propuestos obtenemos que: 

Objeto 	-c(radiación1 ao(radiación) 

Sol 	 0.15 x 101 	0.19 x 10-12  
Objeto compacto 	0.15 x 1032  0.19 x 10-7  

Condensación interestelar 0.15 x 10-2  0.19 x 10-20  
Galaxia 	0.15 x 10-5  0.19 x 10-23  

Con los anteriores datos a la mano podemos graficar la densidad de 
materia-energía como función del tiempo para lo anteriores sistemas (ver 
la figura 8.3). 

De ella se desprende que a medida que t aumenta, todos los sistemas se 
vuelven cada vez más densos, p --> oo si t -s 0; y se deduce que el intervalo 
de tiempo para el cual la condición central de radiación resulta ser un buen 
modelo para alguno de los sistemas sugeridos será breve. Lo anterior se 
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corroborará posteriormente al momento de realizar el estudio de la expansión 
(e). 

Un paso más en la dirección de saber que sistemas pueden ser descritos 
a través de este modelo se da al graficar T respecto a la densidad (p), para 
distintas radias (véame las figuras (8.4) a (8.11)). 

El primer hecho que se desprende del análisis de las gráficas son los eleva-
dos valores de la temperatura que se observan para los valores de la densidad 
en los que esperaríamos encontrar a cada sistema. Claramente, estos va-
lores están fuera de toda realidad física (valores del orden de 1020  a 1080K). 
Además observarnos que el comportamiento de la temperatura rtspecto a la 
densidad difiere mucho del comportamiento que sería natural esperar (eleva-
dos valores de la temperatura en el centro, y descenso de la misma al irnos 
acercando a la frontera del sistema). De hecho, se observa claramente en las 
gráficas que si la densidad es los suficientemente baja, el comportamiento 
es al revés, casto es, la tempertura cerca de la frontera es mucho más ele-
vada que en el centro, siendo que en esta región, el número de partículas es 
prácticamente cero. En la figura (8.7) se presenta el comportamiento de la 
temperatura ahora respecto a la coordenada radial para distintos valores de 
la densidad, para el sistema que hemos denominado objeto compacto. En 
la gráfica se observa claramente que al haber anclado la temperatura en la 
frontera a cero, se producen violentos gradientes en la temperatura cerca de 
r = ro. Esta circunstancia destierra completamente la posibilidad de que 
nuestro modelo estelar con la condición central ele radiación pueda represen-
tar a algún sistema real. 

8.4 	Ecuación de estado de un gas ideal monoatómico. 

Esta situación parece ser un poco más apegada a la realidad, pues con-
sideraremos que las partículas tienen masa (igual a la masa de un neutrón: 
in„,„w„ R-.1 1.7 x 10-24y 	1.5 x 10-aergs). Para el gas monoatómico, la 
determinación de las constantes a, y ao  será un poco distinta a lo hecho en 
el caso de la radiación pues aquí no tendremos la ley de Stephan-Boltzmann. 

Como hemos visto, para un gas ideal monoatómico, tenemos que: 

5 
= r, (8.18) 
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Figura 8.4: 
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9 
y además que: 
	

k 
	

(8.19) 

Con ello, tenemos que se satisfacen las siguientes relaciones en el centro de 
simetría: 

7', 

;I, 

N 

2a, 2/5  

3INIck P  
N, 3/5  

CYc  

= ac p2/5  Njrzo, 
2 

(8.20) 

(8.21) 

(8.22) 

(8.23) 

Por otra parte, tenemos que en el centro se satisface además: 

y sabernos que: 

2 
= 

3
-p, 

Crc 
el = 

P  

(8.24) 

15/ 

	

por lo que: 	= Po letoh 

donde po  es la densidad a un tiempo coordenado arbitrario t0. Como en I = O 
tenemos una singularidad, lo que liaremos será tornar lo  = 1, como instante 
inicial: 

	

cY 	 Alls(cto )  

m1/3 	M 
) 1/3. 

, rrro  

Así, podemos construir la siguiente tabla de constantes. 

Objeto 	 „3 
'.494s) 	C10(2as) 

Sol 	0.71 x 1044 	0.00032 
Objeto compacto 	0.71 x 10" 	0.032 

Condensación interestelar 0.28 x 10" 0.52 x 10-7  
Galaxia 	0.11 x 1029  0.19 x 10-9  

(8.25) 

(8.26) 
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Figura 8.12: 

Nuevamente, con la anterior información nos es posible graficar a la den-
sidad corno función del tiempo coordenado; otra vez observamos que los 
sistemas aumentan de forma vertiginosa su densidad (respecto al tiempo co-
ordenado). Se observa que existe una singularidad física (p —4 oo) si t -4 O. 

De igual manera, también ya es posible graficar la temperatura corno 
función de la densidad, para algunos radios seleccionados. 

Nuevamente del análisis de las anteriores gráficas se desprende que los 
valores de la temperatura están alejados de toda realidad física. De igual 
forma, el comportamiento de la temperatura respecto al radio (como se ve 
en la figura (8.15), para el objeto compacto) se aleja de lo que sería razonable 
esperar. Las gráficas vuelven a mostrar la existencia de un violento gradiente 
de temperatura cerca de la frontera de los sistemas. La aparición de tal 
gradiente está relacionada a que hemos fijado la temperaura en la frontera a 
cero. 
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Gráfica del comportamiento del logaritmo de la temperatura respecto a la 
densidad para un sistema con las caracteristicas de una condensación inter-
estelar, suponiendo la condición central de gas Ideal monoatómico. 

Figura 8.17: 
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Figura 8.20: 
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8.5 Expansión del sistema y tiempo propio 
de colapso. 

Una pregunta interesante sobre nuestros sistemas es la siguiente: ¿colap-
sarán, o permanecerán estáticos? Y si colapsan, ¿que tan rápido ocurre el 
colapso? 

Que el sistema colapse resulta ser claro pues, si analizamos el compor-
tamiento de la expansión, para el caso de relevancia física (el objeto com-
pacto) tendremos que claramente e°  00 si p --> 

En anteriores capítulos liemos visto que la singularidad de la densidad 
ocurre cuando t = O. Así pues, para conocer el tiempo propio de colapso 
(según el centro de simetría), necesitarnos evaluar en la fórmula para el 
tiempo propio obtenida en el Capítulo 7. En la siguiente tabla se mues-
tran los tiempos propios de colapso (respecto a los centros de los sistemas) 
para los distinta.) sistemas estudiados: 



8.5. EX PA NSIÓN DEL SISTEMA Y TIEAIPO PROPIO DE COLA PS0.105 

= s 	7_i  
Sol 	33 min 	26.7 min 

Objeto compacto 0.0006 seg 	0.0005 seg 
Condensación 	6.5 años 	5.07 años 

Galaxia 	1.010  años 	[010  años 

De la anterior gráfica se observa que para sistema►.s relativamente densos 
el sistema se colapsa violentamente, mientras que si remitan ser bastante 
difusos (galaxia) entonces el tiempo de colapso es del orden de la edad del 
Universo. 



CAPÍTULO 9 

Conclusiones. 

En el presente capítulo sintetizaremos y discutiremos los resultados obtenidos 
a lo largo de los últimos 5 capítulos. 

En el capítulo 4 se estudió el sentido de la simetría esférica en el ámbito 
de la Relatividad General; se obtuvieron las ecuaciones de Einstein para el 
caso de la simetría esférica, se estudió la solución en el vado y además se 
especificaron las condiciones de empalme. Posteriormente, en el capítulo 5 a 
través de los parámetros invariantes se caracterizó el tipo de soluciones a las 
ecuaciones de campo a estudiarse (Universos Esféricos de Stephani); se vió 
que un tipo adecuado de sistemas de coordenadas para analizar a los UES 
son aquellos de tipo comóvil, y finalmente se estableció que éstos pueden ser 
vistos como una generalización de la métrica de Friednum-Robertson-Walker. 
En el siguiente capítulo, el 6, se estudió en forma general la termodinámica 
de los UES, determinándose de forma completa la métrica, y obteniéndose 
importantes expresiones para la temperatura, presión y densidad de energía-
materia. Aquí es importante destacar que las condiciones de empalme pro-
ducen una presión que se anula justo en la frontera del sistema. Por otra 
parte, tenemos que consideraciones de carácter físico sugieren el que la tem-
peratura se comporte de manera semejante. En el capítulo 7 se particularizan 
los resultados anteriores al caso de ima presión central de tipo politrópico. 

Finalmente, en el capítulo 8 se analizan dos casos particulares de presión 
central politrópica: la presión de radiación, y la de un gas ideal monoatómico. 
Se ensayaron las expresiones obtenidas en los anteriores capítulos en distintas 
configuraciones, y a través del análisis del comportamiento de la temperatura 
a distintos radios y densidades, se desecharon las distintas posibilidades. 

1(17 
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En el capítulo anterior se encontró que el modelo estelar propuesto, di-
ficilmente puede representar a algún sistema real. En primer lugar tenernos 
que los valores de la temperatura son extremadamente elevados y alejados de 
toda realidad física para el tipo de sistemas consideradas. Además el com-
portamiento de la temperatura respecto a la coordenada radial y la densidad 
no se puede conciliar con lo que la experiencia y la intuición marcan (tem-
peratura elevada en el centro de simetría, que va disminuyendo al acercarnos 
a la frontera, hasta valer cero justo en ella). 

Como hemos visto, al fijar la temperatura de la frontera igual a cero hemos 
provocado violentos gradientes de temperatura para r ro. Ya se comentó 
con anterioridad que este último hecho termina desterrando completamente 
la posibilidad de describir alguno de los sistemas propuestos a través del 
mencionado modelo. Podemos concluir entonces que un modelo estelar en 
que el supongamos que la materia se comporta como un fluido perfecto que 
produce la métrica de los UES (ecuación (6.1)) no describe a ningún tipo de 
materia conocida. 

Ahora, tratemos de detectar los motivos de la falla. En mi opinión, la 
limitación más grande de este tipo de modelos es su densidad de energía 
homogénea. Como se vió en el capítulo 5, una de las propiedades más impor-
tantes de los UES es el hecho de que su densidad de energía sólo depende del 
tiempo coordenado (p = p(t)). Intuitivamente, este hecho es incompatible 
con la distribución de las partículas en el sistema (véame las figuras (8.1) y 
(8.2)). El tipo de distribución es tal que en las capas exteriores prácticamente 
tenemos un vacío. Pero a la vez la densidad debe de permanecer homogenea 
en todo el sistema. Esto bien puede ser el motivo de que tengamos tempera-
turas más elevadas en las capas exteriores que en el mismo centro de simetría 
del sistema para ciertas valores de la densidad. Bajo ciertas circunstancias el 
anterior fenómeno puede ser explicado recordando que la densidad se puede 
descomponer en una parte asociada a la energía en reposo de las partículas, 
y en otra asociada a la energía interna ( p = mon U). En las capas exte-
riores del sistema tenemos que p Pi U (pues practicarnente tenemos un vado). 
Como para t fija la densidad debe ser uniforme en todo el sistema entonces 
las pocas partículas de las capas exteriores deberán tener una enorme energía 
cinética, explicándose de esta manera las elevadas temperaturas externas. 

Por otra parte, los violentos gradientes de temperatura que observamos 
cerca de la frontera se deben claramente a haber pedido que la temperatura 
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valga cero en r = r0  (To  = T(r0) = 0). Ahora, el hacer esto último se justifica 
por el Isylio de que en el exterior del sistema tenemos un vado clásico en 
el que no podemos definir la temperatura. De la misma forma, hicimos que 
la presión y el número de partículas valiesen cero justo en la frontera. En 
contraste, la densidad de energía (p) tiene una discontinuidad justo en la 
frontera (mi escalón). Este es un problema insalvable en nuestro modelo, 
plus como ya hemos mencionado, el que la densidad no dependa (le r es una 
propiedad del tipo de soluciones consideradas. Es importante hacer notar que 
el hecho anterior no invalida el empalme realizado. Como se vió en el capítulo 
6, la densidad homogénea (le los UES as completamente compatible con el 
empalme con la solución de Schwarzschikl; de hecho, la forma particular de 
p se obtiene de las condiciones de empalme. 

En el caso (le sistemas reales, sabemos que p se va diluyendo en el medio 
interestelar poco a poco, por medio de procesas de radiación. Así, una posi-
ble alternativa intentar salvar este tipo de modelos puede ser el tratar de 
empalmar los UES con una solución (pie permitiese procesos de radiación 
(solución (le Vaydia). 

El colapso de los sistemas es también un punto interesante. Cuanto más 
denso es el sistema, tanto más rápido as el colapso de ¿Ite. En el caso del 
objeto compacto como se puede ver en la tabla corrasponiente el tiempo 
resulta ser del orden de diezmilésimas de segundo para tanto para el caso (le 
la materia ultrarrelativista como para el caso del gas ideal monoatómico. En 
el otro extremo tenemos el caso de la galaxia. Como se puede ver, desde una 
configuración inicial semejante a la (le la Via Lactea, tardaría un tiempo del 
orden de 1010  años en colapsar (pm intervalo de tiempo comparable a la edad 
del Universo!). Desgraciadamente, el modelo describe un sistema fuertemente 
concentrado en torno al centro, pero con temperaturas más elevadas en el 
exterior que en su centro. Lo anterior muestra cómo es posible construir un 
modelo estelar (o galáctico en este caso) que se comporte adecuadamente en 
el sentido dinámico, pero no en el aspecto termodinámico. 
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