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6 CONTENIDO

Introduccidn.

El presente trabajo se encuentra enwarcado en el dmbito de la Teorfa
General de fa Relatividad. Su objetivo es el de estudiar la termodindmiea de
ciertas soluciones a las ecuaciones de Einstein (ccuaciones del Campo Gra-
vitacional), suponiendo que la fuente de dichos campos en un fluido perfecto
con simetria esférica, y a partir de ellas construir un modelo estelar.

Lns soliiciones a estudiarse se conocen como los Universos Esféricos de
Stephani. Estas tienen la propiedad de que existe un sistema de coordenadas
en ¢l que el tensor métrico se puede eseribir como mua funcidn escalar por el
tensor de Minkowski (tensor métrico en Relatividad Especial).

Asf pues, primeramente se procede al estudio de los fluidos perfectos en
¢l marco de la Teorfa Especial de la Relatividad. Se discute la Hamada
regla de “transcripcién” que nos perntite formular las leyes de la Fisica en la
Relatividad General una vez conocidas las expresiones correspondientes en
forma tensorial de la Relatividad Especial. A partir de lo nnterior, se procede
a 1o obtencidn de las ecuaciones que describen a los fluidos perfectos en el
dmbito de la Relatividad General. En el capftulo 4 se estudia el significado de
la simetria esférica en Relatividad General. Se destaca que la iinica solucidn
con simetria esférica en el vacio a las ccuaciones de Einstein es la amada
solucién de Schwarzschild; este hecho constituye lo que se venido o lamar
el Teorema de DBirkhoff. En nuestro interés estd ef desarrollar un modelo
estelar por Lo que tendremos que analizar las condiciones de empalme entre la
solucién de Schwarzschild (vacfo) y una solucién interior con simetrfa esférica.

Seguidamente, sc procede a la derivacién de los Universos Esféricos de
Stepliani. Se comienza a estudiar la termodindmica de sus fuentes, y on
particular se destaca el hechio que la densidad de materia-energia para los
Universos de Stephani sélo depende del tiempo eoordenado (densidad ho-
mogénea), Al apliear las condiciones de empalme, se obtienen condiciones
a la frontera que serdn de gran importancia en los capftulos 7 y 8; de ellas
resulta el que la presién en la frontera del sistema debe de valer cero. In
los signientes capitulos se procede a la determinaciéu completa de la métrica
y de otras lag principales variables terinodindmieas. Se resalta el hecho de
que las soluclones estudiadas, bajo una adeenada eleccidn de coordenadas
se puede considerar como una generalizacién de la métrica de Friedman-
Robertson-Walker. Al determinar completamente la métrica, se dejan las
distintas cantidades termnodindmicas de interés en términos de una presion
central que sea sdlo funcién de la densidad. En particular, se escoge como
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ceuacion de estado en el centro la ecuncidn de estado politrépien.

Dos casos particulares de esta ecuacion de estado, resultan ser la cenacidn
de estado de la radiacion y la de un gas monoatémico ideal. En el capitulo 8
se analiza 1a posibilidad de que el modelo estelar construido pueda describir
adecuadamente el comportamiento de 4 distintos sistemas.



Notacién.
fudtices gricgos: a, 3, ¥,....= L3
indices latinos: 4, j, k, .= 0..3.
Signatura: (—, 4, +, +).

)
‘Tensor métrico: gy;.
Tensor de Minkowsky: ;.
Tensor de Rieck: 29,

Escalar de Curvatura: R,

Teusor de Einstein: GY.

Q_\_/_
i’

Derivada parcial: V; =
Derivada covariante: V.

Densidad de particulas: n.

4-veetor de corriente de particulas: NY, N.
4-veetor de momento: .

Tensor energia momento: T,

Presion: p.

Densidad de masa-energia: p.
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Tensor curvatura extringeca: K;.
Vector normal: 71",

Temperatura: 7',

Entropfa por particula (barién): S.
Tiempo propio: 7.

Velocidad de la hiz: c.

Constante de Gravitacién Universal: G, k = 8=(.
Prayector espacial: hyj = gi; + uu;.
4-velocidad: ;.

Expansidn: © — u;;;

Rotacién: w;;

Corte: ay;.



CAPITULO 1

Fundamentos conceptuales de
la Relatividad General.

La Teorfa General de la Relatividad es esencialmente una Leorfa relativista
de In Gravitacion. En este primer capitulo se discuten de manera breve sus
principales lundamentos conceptuales,

1.1 Principio de Equivalencia.

El campo gravitacional tiene la propiedad fundamental de que todos los
cuerpos se mueven cn 6 de la misma manera, independientemente de su
masa, con tal de que las condiciones iniciales sean las mismas. Por ejemplo,
las leyes de la caida libre en ol campo gravitatorio terrcstre son las misimas
para todos los cuerpos; todos sufren la misina aceleracién.

Esta propiedad de los campos gravitacionales hace posible establecer una
analogia entre el movimiento de los cnerpos en un campo gravitatorio y el
movimiento de los cuerpos que no estdn ubicados er ningiin campo externo
pero que se consideran desde el pnnto de vista de un sistema de referencia no
inercial. En cfecto, en 1 sistema de referencia inercial, el movimiento libre
de todos los cuerpos es uniforme y rectilineo y si, por cjemplo e el iustante
inicial sus velocidades eran todas lag mismas, seguirdn siendo lag mismas en
cualquier instante. Es claro que si consideramos este movimiento desde un
sistema de referencia no incrcial dado, también respecto de este sistema todos
los cuerpos se moverdn de la misina manera.

Las propiedades de movimiento en un sistema no inercial son, por con-

8



12CAPITULO 1. FUNDAMENTOS CONCEPTUALES DE LA RELATIVIDAD

siguiente, las mismas que en un sistema de referencia inereial cuando existe
un campo gravitacional. En otras palabras, todos los efectos de un campo
gravitacional uniforme son idénticos a los efectos de una aceleracién uniforme
del sistema de coordenadas. Este es el llamado principio de equivalencin. {1,
5, 12

Consideremos, por ejemplo el movimiento de un sistema de referencia
uniformemente acelerado. Un cuerpo de masa arbitraria que se mueve libre-
niente posee, en dicho sistenia, una aceleracion que es constante e igual pero
en sentido opuesto a 1a aceleracion del propio sistema. Lo mismo vale para cl
movimiento cn un campo gravitatorio constante y wniforme, como ¢t campo
gravitatorio de la tierra (en regiones pequefias). Asi, unsistema de referencia
uniformemente acelerado equivale a un campo externo uniforme y constante.
Un caso algo mds general es ¢l de un sistema de referencia en movimicnto
rectilineo no uniformemente acelerado, que equivale a wn campo gravitatorio
uniforre pero variable en el tiempo.

Sin embargo, los campos & los que equivalen los sistemas de referencia
no inerciales no son por completo idénticos a los campos gravitatorios reales
que encontramos también en los sistemas inerciales. En efecto, existe una
diferencia esencial entre su comportamiento al infinito. A distancia infinita
de los cuerpos aislados que prodiicen el campo, nn campo gravitatorio real
tiende sieupre a cero. Por el contrario, los campos a los que equivalen los
sistemas de referencia no inerciales aumentardn sin cota cn el infinito, o cn ¢t
mejor de log casos conservardn wun valor no nulo. Asi, por ¢jemplo, la fuerza
centrffuga que aparece en un sistema de referencia en rotacién aumenta sin
limites cuando nos apartamos del eje de rotacidn; el campo que equivale a
un sistema de referencia en movimiento rectilineo acelerado es el misino en
todo el espacio, incluido el puuto al infinito,

Los campos a los que equivalen los sistemas no inerciales se anulan cn
el momento en que pasamos a un sistema inercial. En camnbio, los campos
gravitatorios reales 1o se pueden eliminar globalmente (aunque localmente
st sea posible) sea cual sea la eleccién quie se haga del sistema de referencia.
Esto es claro por lo dicho antes acerca de la diferencia entre las condiciones ol
infinito para los campos gravitacionales reales y los campos gravitacionales
a los que equivalen los sistemas no inerciales. Dado que éstos (ltimos no
tienden a cero en el infinito, es claro que, cualquiera que sea el sistema de
referencia elegido, es imposible cancelar un campo “real”, presto que éste se
anula en el infinito.

Todo lo que cabe hacer mediante una eleceion adecnadn del sistoma de
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referencia, es “anular” el campo gravitacional en una region dada del espacio,
suficientemente pequefin para que ¢l eampo se pueda considerar uniforme
en olla; ésto es posible eligiendo un sisiema en moviiento acelerado, cuya
aceleracién sea igual a la que hubiera adquirido una particula colocada en fa
region del campo que estamos considerando.

1.1.1 4-velocidad y sistemas de referencia inerciales
comdviles instantanecos.

Fn la teoria galileana tridimensional, Ia velocidad de una particnla os wn
vector tangente a su trayectoria.

Asi, por analogfa, en la teorin General de la Relatividad que os wna leoria
tetradimensional, se define a la 4-velocidad de una partfcula ( @ ) no como
un vector tangente a la trayectoria de la particula, sino tangente a su linea
de universo.

St aplicamnos esta definicidn para una particula con movimicnto reetilineo
uniforme en el sistema inercial en el que dicha particula se halla en reposo,
tendremos que la 4-velocidad apuntard paralelamente al ¢je temporal,

Ahora, una partfciila acelerada no tiene un sistema inercial en ol (ue se
encuentre siempre en reposo. A pesar de ello, hay siempre un sistema de
referencia que instantaneamente tiene la misma velocidad de la particula,
pero que un momento despuds ya no se mueve con &l. A este sistema se le
conoce como sistema de referencia inercial comdvil instantdneo (SICI por
sus siglas). De hecho, notemos que en realidad para una partfenla acelerada
en un evento dado, existen wna infinidad de dichos sistemas de referencia, los
cuales se pueden obtener uncs de otros por medio de rotaciones espaciales en
torno al eje temporal,

1.1.2 ;Cémo se construyen las leyes fisicas en la Rela-
tividad General?

Antes de discutir como la materin existente en ol Universo determina la
estructura del espacio tienipo, abordaremos brevemente la cuestion de cémo
se comportan las leyes fisicas en cl espacio tiempo curvo; ésto es, cono el
campo gravitacional afecta a otros procesos fisicos. ;Cémo se puede trans-
cribir una ecuacion bésica de la Fisica, formulada un el espacio-tiempo plano
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sin tomar en cuenta ol campo gravitacional, a un espacio-ticpo curvo en el
que se tienen que tomar en cuenta los efectos del campo gravitacional?

En este contexto la palabra “transcribir” se debe entender como la ge-
neralizacién de las antiguas leyes fisicas a nuevas versiones que de alguna
manera deben ser bastante similares a las antiguas. La nueva forma de las
leyes fisicas no debe ser sugerida por consideraciones matemdticas, sino a
través de la observacién y del experimento. En la bisqueda de nna regla de
transcripeién descamos que nuestra expericencia se plasme de la manera mids
sencilla posible {6].

En la historia de la Teoria de la Relatividad, el principio de covariancie
desempeiia un importante papel en este sentido [6]. No existe una vinica y
clara formulacién de este principio; la opinién de los diversos autores cs muy
variada en este sentido, De una forma general, el principio de covariancia ex-
presa el hecho de que las leyes fisicas se deben escribir de manera covariante,
por nedio de tensores, para asegurar en principio, la equivalencia de todos
los sistemas de coordenadas. Muchas criticas se han hecho a este principio,
afirmando que no es un principio fisico, y que tapoco asegnra la autentici-
dad de las ecuaciones obtenidas. Un ejemnplo de relatividad especial aclarard
cl punto. La ecuacién potencial:

AV ="V,

ciertamente no es invariante ante transformaciones de Lorentz; pero se puede
volver introduciendo un campo auxiliar 4! que e un sistema de referencia
particular {en el que se satisface {1.1)), tiene la forina {c,0,0,0). Asf:

AV = (i +u'w )WV, ;= 0, (1.1

es ciertamente invariante ante transformaciones de Lorentz (covariante), pero
defipitivamente es falsa pues sugiere una propagacion instantdnea. La ecuacion
(1.2) se debe descartar pues el campo introducido ad hoe privilegia a un sis-
tema de referencia en particular.

Resultn ilustrativo comparar el ¢jemplo anterior con la transeripeion de
la siguiente ecuacién invarisnte ante transformaciones de Lorents,

ov — "ijvn' 1 01 (!'2)
al caso covariante mds general:

OV — g9V = 0. (1.3)
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Aqui en fugar de ' se introdujo g que también determing un sistema
particular de referencia. Cdmo saber que (1.4) es correcta? La diferencia
fundamental entre (1.2) y (1.4) es que g9 a diferencia de u' posee un signifi-
sado fisico; la métrica describe I influencia del campo gravitacional, Asi se
puede entender ¢l requisito de que las ecuaciones fisicas sean covariantes, y
que todas Ias cantidades métricas introducidas para garantizar fa covariancia
deben corresponder a propiedades métricns. [6]

1.2 Ecuaciones de campo de Einstein.

La idea fundamental de la teorfa de la Gravitacién de lSinstein consiste en
la geometrizacién de las fuerzas gravitacionales. Los campos gravitacionales
son producidos por una distribueién de energfa; asi pues, es natural pregun-
tarse cuales son las propiedades del espacio-tiempo, para una distribucidn
diula,

Asi pues, el probleina es el siguiente: obtener una ley que dada una
distribucién de materia, nos permita calcular sus efectos sobre la geometria
del espaeio-tiempo (el tensor métrico, el de curvatura, etc). Por supuesto no
podemos deducir logicamente la nueva ley fundamental a partir de las leyes
ya conocidas; aunque es posible realizar una serie de afirmaciones bastante
plausibles. Los siguientes requisitos para la nueva ley parecen ser bastante
razotiables:

(a) Las ecuaciones de campo deben ser ecuaciones tensoriales (las leyes
de la naturaleza son independientes del sistema de ecordeinadas).

(b) Como las otras ccuaciones de campo de la Fisica, las nuevas ecua-
eiones deben de ser ecuaciones diferenciales de a lo mmds segundo orden en las
funciones a determinarse (las componentes del teusor métrico g,;); y ademds
ser lineales en las derivadas de orden superior.

(¢) Deberfan (en el lmite apropiado) reducirse a la ecuacién de Poisson:

Vi 4ArGp. (1.4)

(d) Dado que el tensor de energin y momento T es el andlogo en rela-
tividad especial a la densidad de masa y de momento, entonees este tensor
deberd ser la fuente del campo gravitaeional,

(e) Si ¢! espacio es plano, entonces TV debe de valer cero.
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Veamos a que nos Hevan las anteriores condiciones. Por (a), requerimos
de un tensor que contenga derivadas de la métrica hasta segundo orden (ver
(b)). Denotemos por Gy dicho tensor, que debe de construirse a partir del
tensor de curvatura, y de la métrica misma. La condicion () inplica que las
cenaciones de campo tienen la estructura:

Gi]‘ = h’.r]'.‘j, (lwr))

donde £ es una constante a determinarse. La anterior ecuacion serd consis-
tente con la simetria y Ja divergencia mila del tensor de energia-niomeuto
si:
Gy =0,y Gy =Gjs. (1.6)
Se puede probar que solo hay un tensor que es lineal en las componentes
del tensor de curvatura y que satisfuce lo anterior; éste es:

1 3
R~ 'égijn +Ag¥, (L.7)

donde A es una constante conocida como constante cosmoldgica. Ast propon-
dremos que:

(Y= R~ 7];9" R+ AgY. {1.8)

Si A # 0, un espacio sin materia estaria siempre curvadlo, en contradiccidn
con {a condicidn (e). La eondicidn (e) es dificil de justificar, y sélo se podria
discernir por medio de observaciones cosmoldgicas. Se supondrd en el pre-
sente trabajo que A = (. Asi, definimos ol tensor de Einstein como:

G =R~ ,i, g'R. (1.9)

Esta eccuacién e oblenida por Einstein en 1915 tras diez afios de investi-
gacidn {12]. Las ecunciones de campo constituyen un sistema de diez ccua-
ciones difereneiates parciales para determinar las 10 funciones de la métriea:
ij- Pero win para condiciones iniciales bien determinadas es ademds posible
reatizar un cambio de coordenadas arbitrario. De hecho, precisamente esta
subdeterminacion del sistema de ecnaciones de campo estd garantizada por
la existencia de lag identidades de Bianchi contraidas:

Gy = KTV =0, (1
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Estas identidades expresan que las diez cenaciones de eampo no son comple-
tamente independientes unas de otras,

En el capitulo 2 se abordarin los fluidos perfectos en el marco de la
Relatividad Especial, lo cual nos llevard a determinar un tipo particnlar de
tensor de energia-momento.



CAPITULO 2

Fluidos perfectos en la
Relatividad Especial.

Un Huido perfecto se define como aquél en el que todas las fuerzas de
friccion (viscosidades) son cero, y en el que la inica fuerza entre elementos
veeinos de fliido se debe a la presién. Estos fluidos perfectos se caracterizan
por tener tma evolucidn adiabdtica, por earecer de viscosidad, y porque en
ellos no existe flujo de calor, jPor qué interesarnos en el estudio de los fluidos
perfectos? Muchos sistemas fisicos de interds en la Relatividad (especial y
general) tales como estrellas, galaxias y ain el mismo Universo son sisteinas
discretos compuestos por “particulas” (bariones en el caso de estrellas; es-
trellas en el caso de galaxias, ete.). La experiencia muestra que en ocasiones
¢l modelarlos como un medio continno puede ser adecuado, Entre los medios
contimios a muestra disposicién tenemos a los fluidos perfectos, que por su
sencillez resultan de gran relevaneia en los distintos modelos,

2.1 Polvo

Motivaremos en un principio nuestra descripeion relativista de fluidos por
medio del andlisis de un sistema compuesto de nua coleceion de particulas,
que se encuentran en reposo respecto a un determinado sistema de refereneia
lorentzianc. A este sistemna se le conoce como polvo.

Una primera y muy natural pregunta que nos podemos hacer respecto a
este sistema es la relativa al mimero de particulas por unidad de volumen. Si
nos encontramos en el sistema de reposo instantdneo al sistema, la respuesta

19



CAPITULO 2. FLUIDOS PERFECTOS EN LA RELATIVIDAD ESPECIAL.

resulta ser muy sencilla.  Simplemente contamos las particulas, y despuds
dividimos por ¢l volumen propio ocupado por ellas.

Denotemos por n esta densidad de particulas en el SICL La densidad n,
podria naturalmente depender de la posicién, pero no del tiempo medido en
el SICI pues en ¢, todas las particulas se hallan en reposo; sabemos que para
otros sisternas inerciales, y debido a las transformaciones de Lorentz, puede
aparecer ina dependencia en el tiempo ¢'.

Para caleular la densidad de particulas en otvo sistema de referencia iner-
cial (' (el cual se mueve con velocidad v respecto al SICI) basta aplicar de
manera adecnada las transformaciones de Lorentz. Evidentemente, en O' to-
das las partfenlas se moverdn con la misma velocidad v, y por conservacién de
materia, el mimero de particulas involucradas serd el mismo. Pero ahora, no
ocupardn el mismo vohunen. Si suponenos que el polvo se lalla inicialmente
confinado a un volumen AzAyAz, la contraccidn de Lorentz lo reducird a:

ArAyAzv/1 =7, (2.1

por lo tanto:

2.2)

¢s la densidad de particulas en un sistema en el cual las particulas ticnen
velocidad v.

Otra pregunta que es natural formularse, es jeudl es el mimero de partien-
las cruzando un drea nnitaria por unidad de tiempo? (flujo de particulas a
través un drea determinada). Este concepto depende claramente del sistema
de referencia del que estemos hablando. Por ejemplo, en el SICI, el flujo es
cero para enalquier superficie. Aliora, si nos colocamos en O', por argumentos
ya conocidos, obtendremos por ejemplo, que el fiujo a través de superficies
con 2 = cte viene dado por:

no’
v1=a?'

y andlogamente para las otras direcciones, Asf pues resulta conveniente definir
el siguiente 4-vector (corriente de partfculas):

(flujo) = (2.3)

N' —~nu', (2.4)
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donde 1 cs el 4-vector velocidad de las particulas para el caso particular del
polvo. En un contexto mds general ya no tendrd que ver con la d-velocidad de
cada partfcula, sino con la 4-velocidad que describe el movimiento en grupo
de las particulas. Asi:

n n* nw? e ' .
N_(\/l——v""\/l—312'\/1_,,2':/‘1“:;5)v (2.5)

por lo que en un sistema de referencia dado la componente temporal de N
suministra la densidad de particulas, mientras que las componerites espaciales
dan el flujo de partfculas en la direecidn de Jos cjes. Finalmente, notemos
que NPN; = —n?,

2.2 Tensor energia-momento del polvo.

Hasta el momento, sélamente liemos hablado de flnjos y densidad de
particulas. Pero recordemos qrie cada particula de nuestro sistema transporta
momento y energfa. Surge asf la cuestion de como representar dentro del
marco de la Teoria Especial de la Relatividad dicho transporte de momento
y encrgia. Supondremos en lo sucesivo que todas las particulas del polvo
ticnen la misma masa cn reposo m. Asf en el SICI, la energla de cada
particula (ya que se hallan en reposo) cs mc? (por conveniencia usaremos
unidades en las que ¢ = 1), con lo cual la energia por unidad de volunien
viene dada por mn. Denotemos por p a dicha densidad de energfa medida
en el SICI. Por argumentos counocidos, la densidad de energfa medida en ol
sistema O' resulta ser;

P __n m (2.6)
1-v2 TS T=u? '
A partir de este tiltimo hecho surge la posibilidad de que la densidad de
energia no sea la compouente de un 4-vector, debido a que el primer factor
en el lado dereclio de la eciacién anterior ya es de por sf una componente de
un 4-vector.

Ahora, sabemos que una densidad (por ejemnplo, la del timero de particnlas
por unidad de volumen) se puede interpretar como un flujo de tipo temporal
{es decir, a través una superficie caracterizada por ¢ = cte). Cuando que-
remos definir una energfa, se requicre de una 1-forma para poder scleceionar
la componente ¢ del 4-vector energia-inomento; si ademds quercmos calenlar
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la densidad de energfa, mievamente requeriremos de otra 1-forma pes como
mencionamos, la densidnd es un flujo de tipo temporal. Andlogamente, ¢l
flujo de energia requicre de dos 1-formas, una para obtener la encrgia, y otra
para definir la superficie a través de la cual ocurre el flujo.

Como se ve, el definir todas las cantidades anteriores requiere de dos 1-
formas. Asi, debe de existir un objeto (T) Hamado teusor cnergia-momento
que contenga a todas las cantidades mencionadas anteriormente cuando se e
contrae de la manera adecuada,

La forma mds adecuada para definir este objeto es a través de sus com-
ponentes en un sistema de referencia arbitrario:

T(dz',d2r’) = T¥ : flujo de i-momento a través una superficie de o/ - cte.
(2.7)

Considérese por ¢jemplo T'™; por definicidn, resulta ser el flnjo de 0-
momento (energfa) a través de la superficie ¢ = cte, es decir, simplemente In
densidad de energfa.

Andlogamente, tenemos que:

T%: flujo de energfa a través de la superficic z* — cte (o = 1,2,3).

T99; densidnd de a-momento.

T°?: flujo de a-momento a través de la superficie ¥ — cte.

QObviamente, para 1m sistema dado, al suministrar las componentes de T
cn ¢, se le ha definido por completo. Para ci polvo, las componentes en ¢l
SICI son particulannente senciilas. Como las partfenlas no se mueven, todo
¢l a-momento es cero, y por lo tanto, también su flujo:

(T®)s1¢1 = p = mn, (2.8)
(T*%s1c1 = (T*)sicr = (T™)s1c1 = 0. (2.9)
Lin el SICI se puede con facilidad ver que lo anterior corresponde al tensor:

(7 ® Nsicr, (2.10)

donde N es ol vector de corriente de las particulas y 7' ey el d-vector
momento de lus mismas (F’ =m7). Por lo tanto:

Toio=T ON =ma® & @ = p7 @ ¥, (2.11)
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es ol tensor de energia-motnento ded polvo (en forma invariante). Si quercmos
las componentes de dicho tensor en cierto sistema de referencia entonces
tenemos que:

Tu _ T(u)' wJ) - I) u (wl) (wl) pu"uj' (212)

donde &7 son lag I-formas de la base para nuestro sistema de referencia en
o que queremos conocer las vomponcntcs

[
Asf en ol sistema Q' donde o' = \/_” __.) tendremos que T
s de Ia forma:
400 a0 [ 213
pu u -'1__1)2! (")
Tlﬂn Tmn = o' = /”’ 9 [Al)
A 2
,. 3
oy /)“__1_1__ Qe
y 1 Tt (...L))

2.3 Tensores de energia momento mads
generales.

La definicién del tensor energin-momento es completamente general, pu-
ditndose aplicar sin ningiin problema a un fuido. Para analizar este caso,
refirdmonos al SICI del elemento de fluido. Allf:

i)T® = (densidad de energia) = p.

ii)7% = (flujo de energia). Como el elemento de Hnido estd en reposo en
ol SICI, estos términos se asocian a flujos de calor exclusivamente.

iii)T® =(densidad de momento). Las particulas no poseen momento,
pero si existe transmision de calor, entonces la energia transportard momento
(de hecho T90 = T9a),

iv)T*¥ =(flujo de momento o esfuerzos).

2.3.1 Componentes espaciales 7%,

Por definicién, T%s el flujo de a-momento a través de la superficie
a# = cte. Consideremos elementos de fluido de forma cibica adyacentcs.
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Ein general, ejereerin fuerzas wmo sobre of otro.  La fuerza resulta ser, por
definicidn, igual a la razén de cambio del inomento (recordemmos que esta-
wos trabajando en el SICL del fluido). Entonces el elemento A transfiere
moinento & B3 a una razén F por nnidad de tiempa.

Por supnesto, B no necesariamente se acclera debido a tal transferencia
de momento; el que se acelere depende de cuanto momento transfieren
B sus otros vecinos. Asi, existird un flujo de womento de A a B a través
de la superficie 8 de contacto entre ambos en la razén F. Si S tiene un

. , F oo -
Aren A, entonees el fljo a través de § es: =, i § es una superficie con

A .
g F .
& = cte, entonces TVpara el elemento de Muido vale —. Lo anterior expresa

con claridad el significado de T#; éste representa la fuerza entre elementos de
fluido adyacentes. Si las fuerzas son perpendiculares a las interfaces entonces
T serd cero salvo enando o = g,

2.3.2 Simetria de TY.

Se puede probar que T es simétrico; para ello basta trabajar en el SICL
Esta simetria del tensor energia-momento nos muestra que el flujo de cilergia
y la densidad de momento son esencialmente lo mismo. Este hecho, deberia
dle ser patente desde antes pues, un flnjo de energfa equivale a la energfa por
la velocidad a la que ésta fluye. Como energfa y masa son esencialmente lo
mismo, lo anterlor resulta ser también la densidad de masa por la velocidad
a ln gne se mueve, os deeir densidad de momento. (Ver [11], 1031f)

2.3.3 Leyes de conscrvacidn.

T representa el contenido de energin y de momento de un sistema. Asf, es
matural pensar que T estd involnerado con alguna expresion que manificste
la conservacién de encrgfa. Considercinos un elemento de fluido efibico. En
la figurn 2.1 se muestra slamente una seccién transversal de él.

La energia puede finir a través de cada una de las caras del cubo, La
tasa de flujo de energfa a través de (4) es 2T% |- y en (2) 8T |,
donde | es la longitud de las aristas del cubo. Ef segundo término tiene signo
negativo pues 7% representa al flujo de energia en direccién positiva que sale
del volumen por (2). De ignal forma, la energfa fluyendo en la direceidn y es:
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Ax
Q)
) @)
»
1) y
Carte transversal del elemento de Nuldo,
Figura 2.1
A T (2.16)

Y una expresién similar se obtiene para la direccion z. La suma de sus
transportes de cnergfa debe de ser igual a la tasa de cambio de In eriergla en
1003

a1 : : y
- Lo anterior es simplemente la postulacién
de la conservacién de la energia. Por lo tanto;

el interior del volmmen:

(T3
( Otl_) l?[TOI IJ:O iz Iz-—:l _}A.'[v()y ,y:l]

-Toy I y=l + '1'0_!/ lz:() '"TO" Iz::l]~ (2 17)
Si finalmente dividimos por [* y hacemos { - 0 obtenemos:

()T()() aT()z T T

ot O ““5:/_ T (2.18)

0 de una manera mds breve

IO+ T+ T 4 T% = 7% =, (2.19)
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Si en la ecuacidn 2,19 substitnimos el indice O (temporal) por enalguier
indice espacial lo que obtendremos serd la conservacion del momento para
dicha componente. Asi en general la ley de conservacion del d-montento se
expresa en la forma compacta;

T4, 0. (2.20)

2.3.4 Conservacién de particulas.

Se puede esperar bajo ciertas circunstancias que el mimero de particnlas
del sistema no cambie. Estaley de conservacion se derivay expresa de manera
totalmente andloga a la de la conservacién de la energia. Asi pues,

lVi(i =)= (‘ll.ll‘),,- . (221)

2.4 Fluidos.

Si desecamos generalizar partiendo del caso del polvo al estndia de un
fluido, hubra que considerar primero que ademds del inovimicnto en bloque de
las particulas del fluido, existe también cierto tipo de movimiento aleatorio,
Ademis, podrfa existir una cierta interaccion entre los clementos del fluido.

Para la descripcidn del fluido es necesario definir ciertas cantidades macros-
copicas. De aqui en adelante trabajaremos en ol SICT de la particula de fluido
cstudiada a menos de que se especifique lo contrario. Todas las cantidades
escalnres asociadas con un elemento de fluido en relatividad se definen en
términos de sus valores en el SICI. Denotaremos con T a la temperatura (en
¢l SICI), por p a la presién, y por S a la entropfa especeffica.

2.4.1 Fluidos perfectos.

Un fluido perfecto se define como aquel fluido sin viscosidad y sin con-
duccidn de calor en el SICI. El suponer perfecto a un flnido es una hipdtesis
muy fuerte que simplifica tremendamente la estructura de su tensor en-
ergfa momento [11). Como no hay conduccién de calor, entotices en el S1C!
T% =T =), La energia fluye sélo si las particulas fluyen. Por lo tanto, en
un fhiido perfecto se tiene la conservacion del mimero de particulas,
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Ausencia de viscosidad.

La viscosidad ¢s una fuerza paralela a las iterfaces de las partienlas. B
(e 1o exista viscosidad significa que las fuerzas son sientpre perpendicenlares
i las caras del elemento de flnido.

=T =0sia#f, (2.22)
este resultado, serd entonees vilido para todos los SICL Por lo tanto:
T8 _ p§, (2.23)

asi de acuerdo a nuestra argumnentacién, en el SICIT toma la forma signiente:

p 000
o dopoo
pij D
() - 00poyp (224)
nnaop
o en forma de componentes:
T = (p+p)u'ed + . (2.25)

Lo anterior debido a que (uf)gior = (1,0,0,0). Con ello, es sencillo obtener
nna férmula invariante respeeto a cambio de coordenadas:

T=(p+p)T QW +py (2.26)

Si comparamos la expresion del tensor de energfa momento del polvo (ec.
(2.11)) y la expresién para cf fluido perfecto (ec. (2.26)), notaremos que
el polvo es simplemente un fluido perfecto sin presién. En otras palabras,
un fluido carecerd de presidn cuando sus particulas carczean de movimiento
aleatorio {11].

2.5 Termodindmica en la relatividad especial.

Para la descripcion completa de los flinidos en la Teoria Especial de
Ia Relatividad (asf como clasicamente) requerimos de la informacién ter-
modindmica snministrada por ks ecuaciones de estado y las ecnaciones cons-
titutivas del fluido estudiado.
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Para establecer Jas relaciones termodindmics bdsicas, primero tenenos
gue referirnos al SICL del elemento de volumen en consideracion, y considerar
este elemento de volumen como un sistema en equilibrio (por supuesto que
este elemento interacciona con sus alrededores, de manera gque probablemente
ol sistema completo no esté en equilibrio); as{ es posible introducir para
este elemento de volumen particular las variables de estado termodindmicas
fmndamentales. Por ejemplo:

n : densidad de particulas,

p : densidad de masa-cnergia,

T : temperatura,

S : entropfa por particula (barién).

Por densidad debe entenderse “por unidad de volwmen tridimensional en
ol SICI”.

2.5.1 Primera ley de la Termodinamica.

Como sabemos, la primera ley es un postulado de la conservacién de la
cnergia. En principio, un elemento de fluido sélo puede intercambiar energin
con los alrededores a través de la conduccidn de calor (AQ) o por medio
de trabajo realizado sobre el sistema. Sea E la energia total del elemento,
entonces comno AQ es la energla ganada y pAV la energin perdida, podemos
decir que:

AE = AQ —- pAV o que AQ = AE 4 pAV, (2.27)

Si ol elemento de fluido tiene un total de N particulas, y si tal niimero no
cambia, entonces tenemos que:

N r
Ve Soav. %An, (2.28)
n n
s - N
y por la definicion de p (E - oV — p-;—) :
AF - pAV + VAp, (2.29)

= AQ = LIVI-A/I- N(p+ ]))—?,—;—L. (2.30)
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. Q . .
Sea q = N el calor absorbido por particula, entonces:

nAq=Ap - ﬁ-?;—liAn. (2.31)

Ahora, el estado termodindmico de un fluido puede ser deserito por dos
variables independientes (p y T, p y n). Si elegimos como variables inde
pendientes a p y a n entonces ¢l lado derecho de (2.31) se transforma en:

dn . . . ) .
dp - (p + p)—n—. Esta expresion en diferenciales siempre posee un faclor
integrante.
= existen A — A(p,n) , B = B(p, n) tales que:

dp~(p -H)){l,-? = AdD. (23

Por costumbre, en Termodindmica, lo anterior se escribe como [11):

dp—(p+ p)% = nTdS, por lo que Aq — TAS. (2.33)

Alora, dividiendo la anterior expresidn entre n y agrupando diferenciales
obtenemos la Namada relacidn de Gibbs-Duhem:

L ﬁ . ‘.l. 2.3/
TdS =d (") + pd (") (2.34)

Conservacidn de la entropfa en un fluido perfecto.

Regresenos & las leyes de conservacidn. En el caso muy particalar de nn
fluido perfecto tendremos:

TH,; = [(p + plutd + 1)1)”] 5= 0 (2.35)

comio la ley de conservacion de particutas ¢s vilida, entonces (nu'),; = 0.

= [(p + 1))u‘u’] = [-(-’L:;-—lﬂu‘(n-uj)] = nw (M—?{—I-}—)u') be o (2.30)

De hechio, como '/ es una matriz constante entonces . = 0 = @, u; = 0.
Con esta identidad, la ley de conservacién se transforma en:
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(" E8) ),, =0, (237)
Si multiplicamos Ia expresion anterior por u; y sumanios:
nwy (-’—)—3—2) gt 0, (2.38)
. dp
pero, p,j & = p (regla de la cadena) asf que:
u? [ (ﬂ :1 ) v +p,,] =), (2.39)
(dp  ptpdn )
— . 2.4(
% T Tu dr =9 (2:40)

i e
Ahora, por la Primera Ley de la Tenmodindmiea, dp - (p + ;))L’:vl = nldS,
resulta que:
ds ; ds
— = {) = Y, = — = (). 2.4
"Tdr 0=u'S; - ) (2.41)
Por lo tauto, un fluide perfecto que conserva el mimero de particulas también
conserva su entropia especifica, es decir, ¢s adiabdtico [11).
Se debe de recalcar fuertemente que el que ds =85= 0 noimplica que S,
0. Esto es mds claro si nos remitimos al SICI donde @ = (uy,0,0,0). Asi,
8i §= u!S, = 0 entonecs ello implicard que §,, = 0, pero en prineipio puede
ocurrir que S,; # 0. Concluyendo, en Relatividad Especial (y como veremos
en Relatividad General), a diferencia del caso eldsico, la adiabaticidad no
implica dS = 0; pero evidentemente, dS = 0 si implica la adiabaticidad.

Ecuacién de Euler,

Retomemos nuevamente la ecuacidn (2.37), y limitémonos al andlisis de
las componentes espaciales (« = 1,2, 3). Si nos referimos al SICI donde
tenemos que u® = 0, pero u®,; # 0, entonces:

("’ o) ) e (2.42)

pero como u® = () entonces:
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(p+ PV 4y = 0. (2.43)
Si bajamos los indices, de la expresion anterior, se podrd leer con mayor
factlidad:
(" + 1') Ugyj “'j + o = 0. (2'“)
Por la regla de la cadena, u,,; ud, son las componentes temporales de la
d-aceloracién. Por lo tanto:
(P4 P) e+ pa=0 (2.45)

comparando con su andlogo clitsico, verenios 1a gran similitud:

pa 4 Vp—0, donde @ ~7 (W) TT. (2.46)

En of signiente capitulo se procederd a la generalizacion de los anteriores
resultados en el dmbito de la Relatividad General.



CAPITULO 3

Los fluidos perfectos en
Relatividad General.

3.1 El tensor energia-momento para un fluido
perfecto en Relatividad.

La obtencién del tensor energia momento para un fiuido perfecto en Rela-
tividad General es una aplicacién directa de la “regla de transcripeidn” (véase
el capftulo 1). En el capitulo 2 hrabfamos obtenido la siguiente expresién en
Relatividad Especial para el tensor de energfa-momento (ec. (2.26)) de un
fluido perfecto:

T = (p+ p)u'ed + py, (3.0

nsf, en Relatividad General, la expresién anterior tomari Ia forma:
TV~ (p+p)utd +pg,
T = (p+p)W oW +pg. (3.2)

3.1.1 FEcuaciones de conscrvacién.

Las ecuaciones de conservacién también se siguen directamente de la
“regla de transcripcién”:

TYj=0— T4 =0, {1.3)

33
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(nu') =0 — (nu‘) =0, (3.8

(nSu.') =0 - (nSu')y =0 {3.5)

Relaciones importantes se obtienen proyectando la ecuacion de consor-
viteidn para el tensor energin-mormento con 1, y con el proyector espacial
h,]‘ Bij -+ Hillj (u‘h(j = 0)

u(T'j;j - U,
asf o+ (p+p)uly - 0,
6 prlptpO = 0 (3.6)

donde a © = u'y; se le eonoce como la expansion (divergencia de ). Y en
ol otro caso tenemios gue:

h;kTij',j = 0,
por 1o que py wuy + (p+ P)us; wo- 0,
6 de otra forma py -+ Pug + (p+p) up = 0. (3.7

3.2 Termodinamica en Relatividad General.

La termodindmica del fuido perfecto en Relatividad General se desarrolla
hiaciendo uso de la regla de transcripeién en los resuttados obtenidos para Ia
Relatividad Especial. El punto de partida s la relacién de Gibbs-Duhen

{ee. (2.3D):
, | p 1
dS — T [(l (;—') +pd (;;)] ,

Jurto eon la ecnacion de conservacidn de particulas y la condicion de no
produecion de entropia (ecs. (3.4) y (3.5)):

(n.u‘)“, = {), (3.8)

(nSu")‘_i =0, (3.9)
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Si tratamos con fluidos simples cuyas particnlas tengan wna nasa on
reposo ig, 1 energia interna especifica (U} se relaciona cou p a través de fa
expresioin:

p=n (U + mu) , (3.10)

en la cunl se explicita la descomposicion de la densidad de materia-cnergia,
en un término que es simplemente la masa en reposo, y otro asociada a las
domds formas de energia.

Para fluidos perfectos con simetrfa esférica, la relacién de Gibbs-Duhem
(ee. (2.34)) siempre se puede integrar (ver {6, 11]). La condicién de integra-
bilidad se da a través una de sus relaciones de Maxwell. Ahora, en la relacidn
de Gibbs-Dulien se eseriben todos los potenciales terimodindmicos en funcion
de p y n. Dero, para propdsitos de esta tesis resultard inds conveniente usar
la pareja (p,S) como variables tennodindmicas independientes, lo cual nos
leva a [3}:

d /1 T '
[55 (H)L o (3.11)
dr1 -1 ’

[F)ﬁ (;)]s D) (3.12)

Asf, la candicién de integrabilidad de (2.4) dada por:
1 1
- e = { J.L
("),1),5 ("),S,p ), ( % ‘)

Tm 1 P

b e | et = ()' 3.4

7 et (3.14)
donde n = n(p,S), p = p(p, S), y T = T(p, §). De esta ditima relacién,
podemos, una vez dadas las ccuaciones de estado para n y p, obtener una
exprosion para la temperatura {3},

toma la forma:



CAPITULO 4

Soluciones con simetria esférica
cuyas fuentes son fluidos
perfectos.

4.1 Coordenadas esféricas en el espacio plano.

Consideremos un espacio-tiernpo plano en el cnal es vilida la métrica de
Minkowski con las coordenadas esféricas usuales (1,8, ¢). Bajo estas coorde-
nadas el elemento de linea de Minkowsld toma la forma:

ds? = —dt? + dr? + % (d0? + sen0dy?). (4.1)

Dada esta métrica, las superficies de t y r constantes resultan ser esferas
bidimensionales (2-esferas). La distancia entre dos puntos confinados n tales
esferas se obtiene midiendo longitudes a lo largo de enrvas caracterizadas por
dt =dr =0, asf:

dl? = 2 (d6® + sen0dp?) = r*dQO2. (1.2)

En este espacio plano el drea de las esferas resulta ser dnr? y el perfimetro
del circulo méximo es simplemente 277, Realizando el razonamiento anterior
al revés, entonces cualquier superficie con elcmento de Hnea de la forma (4.2)
puede pensarse poseedora de una geometria intrinsecamente esférica {1, 5, 6,
11].

37
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4.2 2-esferas en el espacio curvo.

Fl argumento anterior serd de gran wtilidad para extendor la novidn de
simetria esférica a espacios con curvatira, Por ejemplo, consideranos una
superficic en este espacio tal que la distaneia entre dos puntos sobre el viene
dada por:

dl* = [(r, )} (d0° 4 sen®0dy®); (43)

si 0 varia en el intervalo de [0, 7] y ¢ en [0,27) tendrenos que ol drea de la
superficie es 4x f(r, t)%. De esta manera tendremos que las superfivies con
r = cle, t — cte son tales que su drea s dnf(r,8)? y existen cnurvas widxinas
de longitud 2xf(r,t). Asi, [(r, 1) se debe ver como el radio de nuesiras
superficies esféricas,

fis importante hacer notar que r no se debe irdentificar con la distuncia
propia del centro de la esfera a la superficie.  La idea atrds de csta argn-
mentacion es la de encontrar una definicién de esfericidad o simetria esférica
en el espicio ticmpo usando propiedades globales de la esfera en un espacio
plano, Notemos que en estos arginmentos no se hace uso del centro de fa
superficie. Ahora, existe un conjunto de eventos cuya caracterizacidn invari-
ante cs muy sencilla y que serd muy 1kl en discusiones posteriores: aquéllos
donde 7 — 0 (centros de simetria).

Consideremos ahora esferas etiquetadas por las coordenadas r y r 4 dr.
Cada una de ellas posce su propio sistema de coordenadas (6, ¢). Eu principio
podriamos pensar gue cada uno ticne una orientacion distinta. Alora, una
curva con #,¢ = cle serd ortogonal a ambas superficies. Sca @ el vector
directriz de tal reeta, Por defiuicidn, los vectores @ y @ se encuentrin
confinados a la superfivie. De ellos requerimos que: &6 = & &, = 0. Iisto

’ v iy = ’ .
implicard que g9 = grp = O pues A B = ¢;; A; B;. Con esto, In indhrica se
restringe o

dst  gudt® + 2gydrdt + 2g0d0ddt + g, dipdt + g, dr? + (e, )dQP. (1.4)

Como no solamente los espacios con = ele poscen simetrfa esférica, sino
también (triviahuente), el espacio completo, entonces una curva con »
cte,0 = cte, p = cte debe de ser ortogonal a las dos esferas. De otra manera
esto implicaria Ia existencia de direcciones privilegiadas en el espacio-tiempo.
Entonces:
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G lég, §Leég=rg0 g0 {4.5)

por lo que la métrica se reduce a:

ds® = gudt® + 2gyedrdt + gredr® + f2{r, )dOP. (4.6)

Estailtima expresion es una de las posibles formas de eseribir n la métrica
wds general con simetria esférica. Posteriormente, se puede usar la libertad
tle eleceidn de los sistemas de coordenadas de manera que gy, gir, g, depen-
dan sélamente de r y ¢.

Finalmente mencionaremos que resulta conveniente escribir las compo-
nentes ¢y rr del tensor métrico en 1a forma:

W) g 2N, 4.0

ademnds de elegir las coordenadas de manera que go, se anule.

Ju = —¢€

4.2.1 Geometrias estaticas con simetria esférica.

Una geometrfa estdtica es tal que:

i) Todas las componentes de la métrica son independientes de t.
i) La geometrfa se conserva si se realiza 1a transformacion ¢ — —t.

Si planteamos por ejemplo la descripcion de una estrella esférica rotante,
entorices encontraremos cue (i) no implica (ii). La condicién (ii) ticne efectos
nmy fuertes sobre la forma de la métrica. La transformacién de coordenadas
(t,7,0,¢) = (—t,7,8,), que es de Lorentz, tiene A} = —1, A =65 Asi:

Quy = (A::) (Af,) u = Gu, (4.8)
Jor = (A:') (A%) er = ~gur, (4.9)
grov = (N (ALY Gor = Grr (4.10)

Como la geometria no debe de alterarse, entonces g,p = Gurg = gir = 0.
Alora, podetnos hacer uso de la libertad de eleccién del sistema de coor-
denadas y hacer f(r) = r, de forma que la métrica se parezca mds a la de
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Minkowski (ec. (4.1)). Con ello, s razonable escribir la métrica para una
geometrfa estiatica con simetrfa esférica en la pecnliar forma:
ds? — =22 4 P2 08, (a1

Para la métrica estaticn, ol tensor de Einstein tiene las signientes compo-
nentes no mias:

L oamd (e )
Gll“ﬁﬂ a-,-() (1 —~ € ))y (1-12)
. L oaae) ~2A0) 4. 24y '
Gre = =50 (L= 240) 4 20/ (1), (1.13)
r r

gy — rhe~380) [‘b" (ry + (9 (1'))2 + %‘l" (P~ ()N () ~ %A' "],
4.14)

Gop = sen*0Goq. (4.15)

Ein esta tesis nos enfocaremos al estudio de métricas no estiticas, aungue
a continnacin abordaremos el caso de una métrica estdtica de gran impor-
tancia,

4.3 Meétrica de Schwarzschild y el teorema de
Birkhoff.

Law ecnaciones de campo de Einstein se intogran fécilmente en el caso
de un canpo central con simetrin esféricn en el vacfo, es decir, fuera de las
distribuciones de masa que producen al eampo {1, 8, 9. Debido a la discusién
anterior la métrica tomard la forma:

ds? — =P ? g M) 2 ) 2 (d(}"’ + mzn"!lhlgo'z) . (4.16)

Caleulando el tensor de Finstein para esta métrica, tendrernos que las
ecnaciones de campo son:

Gy —~r? (l - e”““'") +2(A, (t,r) /r)etAn ), 4147
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G, =Gy 2(A, (1) /) oML L) 0, (4.18)

G,y = 2(®,, (8,r)/r) =N g pm2 ((,~-2,\(t.r) - 1) =0, (4.19)
Go = GW -

[®,r (&,7) 4 D%, (8,7) = Do (4, 7) Ay (1, 7) (4.20)

0, (1,7) [r = A,y (1, 7) fr]e 200, (4.21)

La ecuacién 4.19 garantiza el que A sea una funcién sélo de r; asi a partir
de la ecuacion 4.20 resulta que A tiene la forma:
{ i
AQr) - -3 Wt -C/r|, (4.22)

donde C es una constante de integracidn. Asi, las ecuaciones 4.20 y 4.21
se vuelven equivalentes debido a la identidad de Bianchi (V-G = 0), enya
solucidn es:

Bt 1) = %mu —Cfrl+ 1), (1.23)

(Dyre (1, 7) + 2,2 (8,7) = D, (2,7)A,, (£,7)donde f es 1ma funcién arbitraria de
t. Substituyendo lo anterior en el elemento de linea, obtenemos:

2

ds? = et (x (:) di? + -~—'—l-r~(—. + 2R, (4.24)

: . C

’

Pero todavia es posible redefiir el tiempo coordenado:

luuuvo = /L’l(‘)lﬂ. (425)

Asf pues obtenemos el siguiente elemento de linea:

2
ds? = —~ (1 - 9) dit + d e+ 12dQ2, {4.26)
r 1—
T

Si imponemos la condicidn de que a grandes distancias de las {uentes,
donde el campo es débil, sea vilida la Ley de gravitacién de Newton, ten-
dremos entonces que C = 2M (radio de Schwarzschild) donde M es la masa
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del enerpo que produce el campo. Por lo que tendremos Ja expresion defini-
tiva para ¢l elemento de linea;

3 AP r? 2 10)? 07
ds? = (1 ‘T') 1 4 o + 1R, (1.27)
.

A la anterior expresion se le conoce como Mélrica de Schwarzschild.
Notese que es una métrica estdtica ptics no existe en ella dependencia alguna
del tiempo coordenado (¢). Ademds, vemos quite cuando el espacio tiepo que
rodea a cualquier objeto tiene simetria esférica y estd libre de earga, masa o
enalquier otro camnpo distinto al gravitatorio, entonces uno puede introdncir
un sistema de coordenadas en el cual la métrica es la de Schwarzaschild. Asi
pucs, la solucién de Seliwarzschild es la iinica solucidn con simetria esfériea
y asintéticamente plana a las ecuaciones de Einstein, ain si suponenios de
entrada que la métrica no es estdtica. A cste hecho se le conoce por ol nom-
bre de Teorema de Birkhoff. Lo anterior seguird siendo cierto avin cuando la
ostrolla gire o pudse (siempre conservando la simetria esférica). Conseeucncia
directa de lo anterior ¢s que los sistemag esféricos pulsaciones drl mismo tipo
no generan ondas gravitacionales,

4.4 Condiciones de empalme en la trontera
de dos métricas.

Al resolver las cenaciones de ¢ampo, con frecnencia nos enfrentamos al
problema de empalmar las métricas de dos regiones distintas del espacio-
tiempo; por ejemplo, podemos querer ermpalmar una solucisn de las eena-
ciones de campo (Rij - §Rg,; = xT5;) villida en el interior de ima estrellu con
la solucién en el vacio ( Ry — § Rgs; = 0) [6, 14].

Suportgamos que la superficie de epatine (£) viene dada por nna cenacion
de 1a forma 2 = cte (donde s cualguiera de las 4 posibles coordenacas),
y que esta superficie es no nula. Supongamos ademds que la métrica a cada
tado de lnsuperficie se ptede poner en ta forma:

ds? = gopda™da® + eN? (dr")2 , £ =kl (4.28)

Sea 1 el vector normal wnitario a la superficie de emplame:
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W~ (0,0,0,eN); (4.29)

como la snperficie es no nula entonees:
nn' = = 41, (4.30)

4.4.1 Fl tensor curvatura extrinseca.

Definimos el tensor curvatura extrinseca de la superficie de cmpalme como:

Kij — ~ni; + enin;j. {4.31)

K;; es i tensor simétrico que carece de componentes en la direccidn norinal
a la superficie [6):

Kij = Kji, Kyn' =0, (4.32)

El tensor K;; tiene un significado geométrico bastante claro; bajo una
ij 3 £
translacion del vector normal sobre la superficie tenemos que:

An; = njAr’ = ~Ki; A, (4.33)
Por io tanto K;; es una medida de la enrvatura extrinseca de la superficie
de empalne, esto ¢s, de [a curvatura en relacién con ¢l espacio en que se
encuentra sumergida (véase la figura (4.1)).
Se puede probar (6] que bajo las coordenadas de (4.28):

Kop = —2284 (4.34)

donde o y ( son tales que 2 # £t y 2# # 2.

4.4.2 El empalme.

Suponugamos que lag métricas que varnos a empalmar se pueden poner cn
Ia forma dada por (4.28) en cada lado de 1a superficie de empalme 24 = cte.
En principio, las componentes del tensor energia momento no serdn todas
continuas en la superficie que sirva de frontera entre las dos métricas. Si
ciertas componentes del tensor energia-momento son discontimias, entonces
por las ecuaciones de campo tendremos que las componentes del tensor de
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Curvaura extrinsecs de una bip ersuperficie,

Figura 4.1:

curvatura son en el peor de los casos discontinuas. Aliora, si las derivadas
segundas de la métrica son en el peor de los casos discontinuas, entonces
las componentes de Ia métrica y sus primeras derivadas serdn continuas.
La superficie de empalme debe de exhibir las mismas propiedades métricas
ya sea que nos aproximemos a ella por dentro o por [ucra, Notemos por
otra parte que una eleccidn inadeciiada de las coordenadas puede producir
discontinuidades “artificiales” en la métrica. Por lo tanto, para evitar singula-
ridades innecesarias adoptaremos el mismo sistema de coardenadas a ambos
lndos de la superficie, es decir, pediremos que:

i
ol = 93 — 0% = 0. (4.35)

Asf se tiene que todus las derividas gug . de esta métrica deberdn ser con-
tinuas en la superficie. Por otra parte, se puiede mostrar [6] que las derivadas
segundas de In métrica estdn contenidas tinicamente en las componentes R,
del tensor de curvatura. Separando convenieutemente estos términos en ol
tensor de Einsteir [6] tenemos que:
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£ ra ry 7 - 0 et
G =5 (A‘, - 6;;1\,,)+G‘; (Ko G Gy Kopy Ny Ny ) = KT (4.36)

/
Por la discusién anterior ni Tjf ni G} scrdn singulares en la frontera; por lo
tanto K§ — 85K}, y Kap deberdn ser continnos:

[Kap] = K) — K = 0. (4.37)

Conclyendo, si en la superficie de empalme (z* = cte) entre dog métricas de
Ia forma (4.28) el tensor energfa momento es a lo mds discontinuo, entonees
la métrica restringida a la superficie (gag) y la curvatura extrinscea ( Koy =
~Ja24) de la superficie asi como las componentes T = xp y NT} = en,T8
del tensor energfa-momento deben de ser continuos en ella.



CAPITULO 5

Soluciones exactas sin corte.

5.1 Descomposicién invariante de u;;;.

En el estudio de la Teor{a General de la Relatividad surgen con frecuencia
campos vectoriales que destacan por sus propiedades. Su origen bién puede
hallarse en cuestiones de tipo fisico (como el campo de velocidades de una
distribucién de materia, la diteccién de la propagacién de rayos de tuz), o
bien en cuestiones de naturaleza més matemética (v.gr. los vectores propios
del tensor de Weyl). El conocimiento de las propiedades de dichos campos
vectoriales puede servir para clasificar a las distintas soluciones a las ecua-
ciones de Einstein, o también para simplificar ciertos cdlculos por medio de
la adopcidn de un sistema més adecuado de coordenadas (6, 7).

Uno de los ejemplos mds importantes de campo vectorial de tipo tem-
poral es el campo de velocidades u(z™) de una distribucién de materia; por
ejemplo la de materia en el interior de una estrella. Las propiedades de este
canpo de velocidades se destacan mds facilmente a través del estudio de su
derivada covariante u,. La idea consiste esencialmente en descomponer esta
derivada covariante en una parte que es perpendicular a la 4-velocidad «f,
especificamente la cantidad u;,mu™u, /c* (nétese que de uu' = ~¢? se sigue
que u'uyy, = 0, en su parte antisimétrica, en su parte simétrica sin traza, y
en la traza misma [6, 7, 15}:

Uiy = — il'i 1"11/(72 + Win + i + ehiu/31 (51)

donde:
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U= gt = l_l))_"ri’ it =0, {5.2)
Win = Wi g U/ P, wigtt" = 0, (5.3)
O = Uiimy+ 11 W/ * — Ol /3, (5.4)

0= u, {5.5)
hin = g + Wity f*, Ripu® = 0. (5.6)

Esta descomposicién se ptiede vorificar simplemente por desarrollo y subs-
titucién de cada umo de los términos en la expresién (5.1). Alwra, dado que
esta descomposicidn es covariante, las componentes earacterizan al campo de
manera invariante. Se acostumbra ademds dar los signientes nombres a cada
componente (pardmetros cinendticos):

%, aceleracion,

win: rotacién (velocidad de rotacién).
0, corte, sisayadura.

©: expansién, divergencia.

h;y: proyector espacial,

Sobre cada uno de estos términos se puede probar que ({6}, pp 175-177):

(a) La expansién € conduce a un campo vectorial radial cuya magnitud es
independiente de la direccidn; asf, un elomento de volumen anmenta (8 > 0)
o disminuye (8 < 0) su tamaiio, pero conservando su forma,

(b) El vector antisimétrico w,,; puede ser mapeado al vector de vorticidacd
w® a través de:

i .
W= ."E"bm'ubwmiy Wi = fmiahwa"‘b- (57)

Asi, se puede ver que la velocidad os perpendicndar al vector de vorticidad
w?, y por lo tanto tenemos una rotacién cn torno al eje definido por w”.
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(c) El tensor simétrico oy, de corte da lugar a un campo de velocidades
dependiente de la direceién, el cual provoca la deformacion de una esfera en
un elipsoide del mismo volwmen. As{ pues, da lugar a un cambio de forma a
volumen constante,

5.1.1 Ecuacién de Raychaudhuri.

Sen a; un campo vectorial, Entonces se puede demostrar (7] que satisface
la siguiente relacién (identidad de Ricci):

2(”iiUk] = a;Rﬂjk. (5.8)

Tomando a g; como la 4-velocidad, y desarrollando tenemos que:

ol
Wigik — Uighj — Rz (5.9)

ahora, usando la descomposicién dada por la ecuacion (5.1) obtenemos:

1 ) . 1
§R§;k“l = - (wjr & “kl) = Ui 03]+ Wik + i) + 5O by
] . (>
+,—3- [mwjk — Uy Ui Ug) T Wiktty) + Ty '.ihi[k“j]] . (510)

De la anterior ecnacién, contrayendo y/o multiplicando por w/ abtenemos las
siguicntes ecuaciones:

. : . . . ¢ 2
R;Ui =ﬁ' Wij— u:l Uj— 1.1' 0ij +w;»;,- + a’;— ged + %)Uj + %—

jo Uj» (5'11)

[l J oy J e 92 J 2 iym .
Lt =iy —wjwi—| 5+ — hk,-—a,-jok—,—ié)n,vk-lh,-hk (u(h,,,, m,,,),

3 9
(65.12)
. .. . . 2
R}u.-'u" ’—'U:.' Fwjjwt - 740"~ @ 9{' (5.13)

La dltima ecuacién (ec. (5.13)) se conoce como la ecuacidn de Raychaudhuri
(1955). Las ecuaciones anteriores (ecs. (5.11) a (5.13)) se pueden consid-
erar como ecuaciones que gobiernan la variacion temporal de ¢, g;;, y ©.
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Ahora, en el contexto de tas soluciones exactas a las Eenaciones de Campo de
Finstein, es preferible interpretarlas como ecnaciones que detenninan ciertas
componentes del tensor de curvatura cuando determinadas propiedades de la

4-velocidad se conocen (v.gr. el campo no tiene corte ni rotacidn, o carece
de expansion).

5.1.2 Posibles elecciones de coordenadas dependiendo
de los valores de los parametros dindmicos.

Para llevar a cabo cdleulos, normalmente se adopta un sistema de coor-
denadas comévil:

ut — (u?,0,0,0); (5.14)

si tenemos que la rotacion wy,; vale cero, entonces la métrica se puede Hevar
o la forma {6, 7):

ds? = gop(z")dzda® ~ uldt®. (5.15)
" 0

Escribiendo la derivada covariante u;; explicitamente en esta métrica, y
comparando con la descomposicidn (5.1), entonces se puede mostrar que:

{8} Para wpi = 0y 0 = 0, la parte temporal de la métrica (g4} contienc
al tiempo en un factor comiin a todos los elementos:

gu(j(xi) =V? (mu, l).aoa (Iu)' (5' 16)

(b} Cuando wmi = 0y © = 0 el determinante de la J-métrica gog no
depende del tiempo,

{c) Si la expasion y el corte valen cero, pero no la rotacidn, entonces para
el observador comévil la distancia entre ¢l y la materia cercana no cambia,
por lo que estamos en el caso de una rotacién rigida.

5.2 Ecuaciones de campo para fluidos perfec-
tos con simetria esférica.

Como ya se ha mencionado, cuando se trabaja con soluciones de flui-
dos perfectos con simetria esférica y dependencia del tiempo (soluciones no
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estations), lo mis comtin s 12 eleccién de un sistema de referencia comévil.
Asf, o' - (e’"(),(),()), v la métrica viene dada por:

ds? = Y*(r, t)dﬂ.'z + A0 dr? T (5.17)

En tal sistemna, las ecuaciones de Einstein tomat la forma:

-—.l“.f?_-'zx "_,,,.)_’L‘\.gm g ‘_i r
Kp= 5V (Y }Ahn,)+ye Yitay | {5.18)

‘_ﬁ__L 2—% 1) }_,:l_%r‘z—‘lu , r}:i 10
Kp = Y,ere (Yu b oy 7 Y - YV A | {5.19)

NPY _ c_” [(V" + ll"l _ V'X) Y + Y 4 Y’U' - Y'X}
_e—v'lu {(X"’}\II - M) Y4 "} - Y[/ + YA\ , (5.2())

oy -y v -Y'h (5:21)
Por otro lado, o3 ecuciones de congervacion (T3 = 0) dam:
! ; oY
g =~ (p+p) v,y p=-pt ) (A +2?) (5.22)
Se ha visto ya que la simetrfa esférica implica que wij = 0. Ademss, ¢l

campo de velocidades serd ortogonal a 1as hipcrsuperﬁcieﬁ espaciales. De esta
forma e el sistema de referencia comovil:

1l 0,0,¢/,0), (5:23)
Y

QA +2? ) (5.24)

1 1 (Y o

=0 = ——2-03 =3¢ (?— ) . (5.25)

Razén: yaseha visto que = (Ine*) 10 = Vi 57 = vy
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Un caso particular de importancia para nosotros es cuando el corte se
anula; entonces (5.25) implica que:

’

N A iyt
v =\= YV = eg(r). (5.26)
Asi, por medio de un cambio de coordenadas, se puede liacer que Ia métrica
tome la forma:

ds? = e (r2dQ? + dr?) — 0L, (5.27)

¢s decir, se ha introducido un sistema de coordenadas comdvil e isotrépico.
Las coordenadas en (5.27) estdn definidas hasta una transformacién del

o~

tipo: 7 = -, e®* = ¢!, Adn cn el caso de que el corte no sea cero,

todavia es posible introdueir coordenadas isotrdpicas, pero éstas ya no serdn
comdviles.

5.3 Soluciones con expansidon y sin corte.

Para a,5 = 0y © 5 0 se sigue que (por las ces (5.25)) X debe ser distinto
de cero. Entonces: Y =¥V =Y A=0, conloque i= A v/, pues ¥ = ret
, i .
de (5.19) (%, = A). Asfintegrando: v — In A ~f(t). Y la métrica toma la
forma:

ds? = ) (240)? dr?) - At etgge, (5.28)
0 =310, (5.29)
Las ecuaciones de campo se pueden escribir como:

!

Kp — 3 e ? (2)\” + X 4%) , (5.30)
. . N 4

kp A=e"%, [e* <,\'2 + 27) - e"’\”f] , (5.31)

. N ;
kp A= e, [e* (A” + -;) -~ e"*“f] . (5.32)

Eliminando p de (5.31) y (5.32):
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o, [e* (A" } i:—~ ,\")] =0, (5.33)
! ~
y ast: e (/\” - A7 -/}_-) = —F{r). (5.34)

{Condicidn de isotropia)

Ahora, realicemos las siguientes definiciones: L = e *, 2 = 1%, F(z) =
4r*F(r) con lo que la condicién de isotropia se transforma e

Lz~ L*F(z). (5.35)

Para obtener la métrica completa, se debe de suministrar f(t) y F(r?), y

encontrar una solucién a la anterior ecuacién diferencial (5.35) que contendrd

en general dos soluciones arbitrarias del tiempo. Finalmente, & partir de
(5.30) y (6.31) se podrén calcular p y p.

5.4 Una clase general de soluciones.

En 1948 Kustaanheimo y Qvist (ver [13]) propusieron la siguicnte forma
para [
F(z) = (az? + 2z + ) 7. (5.36)

Con csta eleccion la ecuacidn (5.35) toma la signiente forma:

(az? + 262 + ¢) g, +2(az + 0) (az? 4 2bz + c)u,, +(ac — b)u = u?, (5.37)

1 . . .
donde u = L{az?+ 2bz + ¢)~3. La anterior ecuacién se pucde integrar, cou
lo que obtenctnos:

/ du
R+ (02 - ac)u? + A
De esta forna, la funcién u = u(z) = u(r?), que en principio puede escribirse

en términos de funciones elipticas suministra e = L via las anteriores
relaciones; una vez deda f(t), obtendremos la métrica completa.

dx '
M / Traa e TEW (5.38)
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5.4.1 Universos Esféricos de Stephani.

Las soluciones particulares a estudiarse en la presente tesis serdn aquellas
en que F = 0. A estas soluciones se les conoce por el nombre de Universos
Esféricos de Stephani. Para ellas tenemos que:

e = L = A(t)r* + B(t), (5.39)
por loque: A= ~In (A(t)r"’ + B(t)) , (5.40)
. Ar+ B

2 = o— 2 = — &

yconello \= -8 (A(t)r + B(t)) AOTTBO (5.41)
Asf, tenemos que la métrica toma la forma:

dotm (r“dn’ + dr?) - Me‘” ®de?,  (5.42)

A(t)r? + B(t) (A(t)r* + B(t))? ) )

Estas soluciones pertenecen a la familia de las soluciones comformalmente
planas debido a que su tensor de Weyl es idénticamente cero:

"Vijkl =0, (543)
Este hecho implica que existe un sistema de coordenadas en las que g;; =

¢(z0, 2*, 2%, 2%)n;;. Esta forma particular del tensor métrico se puede obtener
exigiendo que:

Y .\ 2
oo (Ar+B) (5.44)
, (A(t)r? + B(t))
La presién y la densidad se calculan usando las férmulas (5.30) y (5.31).
Asf;

Kkp = 340 1 12A(8) B(t), (5.45)

1 , . . .

p = -————{-8AB B +4 A B* - 3¢V Y
Kp AT2+B{ B+4 A B*—3* B+2%B f

+1%[~8AB A +44° B -3¢ A +2¢ | B|}. (5.46)
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Por otro lado, sabemos que v = lu ) - f(t), con lo que:

A+ B
- - - . 5.4
v ln[ Ar2+B] [t (5.47)
Ademés,
u (0,0, 0), (5.48)
donde:
w(AB~-AB
V= ’(A, ) , (5.49)
(A7*+ B) (4r* + B)
Y que:

oij = 0, por hipétesis. (5.50)

Finalmente encontramos que la expansién es una funcién sélo del tiempo:

6 = 3e/Y, (5.51)

5.4.2 Los Universos Esféricos de Stephani como gener-
alizacion de la métrica de Friedman-Robertson-
Walker.

Como hemos visto en la seccidn anterior la métrica para los UES, viene
dada por:

2
it = n o (e + ) - [th_(%%_ﬂ)h] dt o (552)

En el préximo capftulo se planteard la posibilidad de considerar a lo UES
como una generalizacién a la métrica de Friedman-Robertson-Walker, con
escalar de curvatura no constante. De hecho, se mostrard una posible eleccién
de coordenndas donde este hechio serd todavia mds patente. De momento,
nos limitaremos a renombrar log pardmetros de log UES, para hacer que esta
métrica se asemeje a la de FRW. La métrica de Friedman-Robertson-Walker
sabemos que viene dada por;
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ds? = I? (rPdQf + di*) - {M(l" 2 "r dt?
(©/3) ’
oL ROy
donde L = I ZT =k Pero,
b S VL
(At + D) ( Aglg) ( ’iTZ)
Bl1+ ik 14 i

Por lo tanto se suguieren los siguientes cambios de variables:

11,
RO - 39 150 = )

Con ello 1a densidad de (materia-energfa se escribe como:

e K
hp(l’) = '?3’" + J”R’éi

y ademds, tendremos que:

i ) ;
iy K Kage ™
%ﬁ = (InL)y= By L

R 1+ 1Kr?

—_—
[+
o
L

~—



CAPITULO 6

Termodinamica de los
Universos Esféricos de
Stephani.

En ol eapitulo anterior se vid que ¢l clemento de linea para los Universos
Esféricos de Stephani (UES) se puede escribir en una forma que asemejaba
a la métrica de Friedman-Robertson-Walker;

1+ K-k -—[—i— 7?2 :
2 () 210 4 2 U Ry TRy 2
(iS = im)—q’ (T (IQ + (17 ) (6/3) R _‘"‘I“'{: %I\,?"I dt .

61)
A continuacién estudiaremos la Termodindmica de esta métrica, y nsa e
mos los resultados obtenidos para construir un modelo estelar en el que la
wétrica en el interior de la distribucion de materia sea precisamente la de los
Universos de Stephani.

6.1 Libertad de eleccién del sistema de coor-
denadas.

Sabemos que en Relatividad General existe una libertad en la eleccién
del sistema de coordenadas. Esta libertad puede ser nsada con la intencidn

57
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de simplificar y hacer mds evidentes ciertas partes de las ecuaciones que se
cstan usando. En el easo de los UES consideraremos las opciones siguientes:

1) Hacer 9 = E'f Jon elto:
3 R
2
RQ 1+ ‘: (1( - I\"g ','1;“) T2
dy? = —e— (1‘2(“22 + 111'7) - -——~—-1———£——’—'————— det. (6.2)
(1 + iKT") 1+ 3Kr
Y tendremos ques

! R\, K .
§Kp= ("R'—l) + s (6.3)

Notemos que si K — I{y = 0,£1 obtenemos la métrica de F.R.W. De lo
anterior se desprende que esta eleccion de coordenadas es adecuada para
hacer analogias con modelos cosmoldgicos.

2) Otra opcién pata las coordenadas es hacer R(t) = ¢. Es decir, tomar a
R como coordenada temporal. Asf,

Ly 1[14+3(K~tRky)?
LG DA B il A .
L t[ L+ 1K (6.4
Por lo que:
. ¢ . LT 1 (143K -tk ]
2 2902 & p?) . St FASLINLLLELY A § 73]
U = g Ti)e (P +dr?) - [ Y ( T3 1kt di,
(6.5)
quedando la métrica solo en términos de B y K. Ademds:
1 6 K .

Esta cleccion de coordenadas serd la que en lo sucesivo se adopte para el
presente trabajo. Asi, R(t) =t.

3) Otra posibilidad poco explorada es la de tomar a la densidad como
coordenada temporal (p = t). Fsta alternativa no se usard en el presente
trabajo, pues de hecho ya se tiene que p = p(t).
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4) También se puede parametrizar en términos del tiempo propio para un
conjunto de observadores etiquetados por r - 7, constante pero arbitraria.
Nétese que la eleccién (1) da el tiempo propio (7) para un ohservador con
r = ). También es posible definir ¢ tal que coincida con el tiempo propio para
¢l caso en que v # 0. Esto es mds complicado (en términos de los cdlenlos
matematicos involucrados), y no se hard en este trabajo.

6.2 Empalme de los Universos Esféricos de
Stephani con la métrica de Schwarzschild.

Comenzaremnos ahora la construccidu de un modelo estelar basado en los
UES. Al querer construir un modelo estelar, restringirenios la validez de la
métrica de los UES a una region del espacio con simetria esférica. Fuera
de ella tendremos un vacio cldsico, en el que por el Teorema de Birkhofl la
geometrfa serd descrita por la métrica de Schwarzschild. As{ pues, deberemos
empalmar las dos métricas anteriormente mencionadas sobre una superficie
3 que a partir de shora consideraremos como la frontera de nuestro sistema.
Para hacer lo anterior echaremos mano de las condiciones de empalme de
estudiadas en el capitulo 4.

Asf pues, en el interior (region I) tendremos la métrica dada por (6.5),
mientras que en el exterior (regién 11) tendrenos la métrica de Schwarzschild
(cc.4.28):

ds? = —(1 = 2M/Y)dT? + Y2 4 (1 2M/Y)MdY2 (G.7)
Esta mdétrica usa coordenadas estéticas, por lo que debe de ser transfor-
mada a las coordenadas comdéviles. Consideremos asi, la transformacién:

T "1)(7'1 t)r Y~ 7](7'1 ")1 0= 07 ¢ =1, (68)
que lleva a la solucién de Schwarzschild a coordenadas comdviles (el que esta
solucién es la adecuada estd garantizado por las condiciones de empatme (ec.
(4.34)). Asi, la métrica de Schwarzschild en coordenadas coméviles viene
dada por:

2 Y
ds? = [c“’ (%) —-e (%l;—)) ]dr') + ni(t, r)dQ?
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o C ara
anp a .
-[ (ac) (m)]“ (6.9)

donde ¢* 1 2M/R. Por lo tanto podemos poner la solucion exterior en
la forma:

+2 /e [ 0Py Ry (')u]

ds® = Xdt? 4+ 2Wdrdt + Zdr® + 32d2, (6.10)

donde:

it

3 an\?

X () -—[e ( d‘f) e (;71})}
Vo= 200 Ondy
Witr) = {e ool ¢ c’)rOL}'

2 r 2
[e““ <%) - (%}‘é) ] . (6.11)

Como queremos construir un modelo estelar con simetria esférica, en-
tonces la superficie de empalme vendrd descrita por £ — r = 1. Los vectores
normales a la superficie vienen dados por:

Z(tr)

=) _ ¢ n- .
i) = (OW,O()), » = (0,vZ,0,0). (6.12)

Mientras que las componentes no nulas de los tensores de curvatura extrinseca
son:

O iy EY AL (T T
IV [ F A e ,

) 1+ i[(TQ 1'%2
Kﬂl’ = - JY TV i
2 (1+ {Kr?%)

SFHQOK‘M Y (6‘ 13)

i

(1
I\w
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.._..._1 . \’
2\,/2{ i
(11

R

I\'y',,” - szzn"’OI\’,%”. {G.14)

K" -

Asf, la condicién de continuidad en In métrica restringida a la superficic
([9aply; = 0) viene dada por:

o L[ 1 (143K th,)rd\]? -
X (5,10) -";2- [—é_/—d (-‘*—-1—-1-—%7(*1‘8 ' (().1‘))
W(tr)) — 0, (6.16)
242
Nty = "—1—06“7"‘", (6.17)
(143 K13)?
N 32 —
Z(try) = (6.18)

U+ IKR)E

Mientras que la condicién de continuidad del tensor de curvaturn extrinseca

([Kaply, = 0) establece que:
LEERI 0 (1] 1 (14 1K - K, )\ ]? oy
a or\?|8/3 L+ 1K VA
(6.19)

1+ ;}1\'1"2 142 |
- - [W7%TY) I ‘,:,(1’),"
2 (1+ g2 ) 2v7 rero

(6.20)

Al resolver lus ccunciones nnteriores se obtienen expresiones para 5(ry, ¢),
(6/3)% O(r0,1)/0t, y O(r0,t)/0r. En particular tenemos que:

r=rg

7 (1’0, t) = e (621)
y (832 = Q= (o HK()

(.22
T(ro. O (6:22)
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Asi, snbstituyendo en la ec. (6.7) que relaciona a la expansion y a la densidad,

obtenemnos que:
!1 + 1K (8)1] !3

1., o

akp = Cl taTg . (623)
Aqui hay una hecho que vale la pena resaltar, Como hemos visto en el
capltulo 4, la coordenada radial de Schwarzschild es igual a 4 (Y = n(r, t));
asi pues 7(rg, t) describe la evolucidn de la frontera del sistema. Aderuds,
para ln métriea de Schwarzschild, el volumen en el interior de la frontern
viene dada por;

4 sy _ Tgta . )
gy = 1+ 1kn)P (6.24)

por otra parte, ya se ha visto que el sistema tiene una densidad homogénea
{p = p(t)}, por lo que resulta natural pensar que la densidad del sistema es
inversamente proporcional al volumen del sistema:

L (L+iKnd)
niro,t) s

pox (6.25)

6.2.1 Cdlculo de la presién en el interior de la dis-
tribucién de materia.

Para ¢l cdleulo de la presidn en el interior de la distribucién de mate-
ria, reeurriremos a la identidad de Bianchi contrafda para €l tensor energia-

momento:
w55 0. (6.26)
Desarollando esta expresién obtenemos:
wpy+H(p -+ plutii =0, (6.27)
En ¢l caso que nos ocipa,

up,= ( —g“é'{) Pri = (—g-/?%p,.-; (6.28)

asi, pademos resolver para p y obtener la siguiente relacién:
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po—p b (6.29)
Si substituimos la forma para L, /L tendremos ques

palt 14K .
) gt A 6.30
p P 3R 1 +4% K 1\.“)1_2, (6.30)

y al substituir la forma obtenida para p obtenemos:

o L) Ko =)
P (L4 4r2 (K = thy))

p= (6.31)

Evaluando en r = 74 obtendremos que p |p=r, 0. Lsto es, las condiciones
de empalme obligan a que la presién en la frontera de la distribucién de
materia (superficie de empaliue X)) valga cero.

Esta ltima expresién para p resulta interesante pues establece restri-
ceiones a los posibles valores de K. Concentrémonos en el caso de interés
obvio (interior del sistema esférico) r < ry, Entonces I(,, debe tener signo
contrario al de (1 + 32 (K~ LK, )) con la idea de que p > 0. Otra manera
de abordar las restricciones serfa pidiendo que p,r << 0y p{r =0) > 0 [3].

Definainos la presién central;

(1 + %[\'1‘3)

2
K, (6.32)

pe = p(t,0)  ~Cyra

asf, tenemos que:

(6.33)

6.3 Determinacion completa de la métrica.

Sabemos que:

1 1+ LKt
= Ly P T, 3.3
L R W P YT (6:31)
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Evaluando en 7 — 0 obtenemos p, — —p — Lip,, debido a que como hemos
e — —p = ilp, i

visto, p no depende de . Reescribiéndola adecuadamente, obtenemos la iitil

férmula —étp,, = p.+p. Integrando, y amando a la constante de integracion

a,:
, it t i
/ Pt gt [T am- - / Ly (6.35)
Pe+ p ! O, Petp

Obteniendo comtin denominador en nuestra expresion para la presion:

1
(1 + %KT?) (”‘l’ - Iitﬂu) +Hiptr* K,
- TR , 6.36
P [+ 7K 1Ky (6.36)
entonces:
X (l + l[\’1"’);1 + itk (6.37)
! T4 302 (K <10, '
Alora introduciremos la condicién en r = rg: p(L,rp) = 0. Es decir,
L+ 3K ) pe t SptrdK
Pt o) = ( ") e (6.38)
+ 38 (K~ tKy)
De aqui podeimos resolver para K
IINIY
Pe A0 (13.39)
p 1+ 3 Ko
Como tp,, — —3(p + pe), entonces usando la regla de la cadena:
IKy=tK,pp  —3p+p)K,,, (6.40)
y ol substituir en la ecuacién (6.32):
e 1 -3(p + p) K, .
Po, a0 - .B..J.f__.\_"_]. =0 (6.41)

p% 14+ 1K

Integrando:

Pe 3, K, .
et ) —~ = T, 5dp A2
/,»(pc + p) P30 1Y LK ) (6.42)
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por lo que:

Py (l+ I\r)—-lna.
J/[) pc-+p)p " 0 !

Ahora, usando fracciones parciales:

/“ Pe dp-'—‘—f dp +/£’£=_/ d +1np,
p{pe+p) petp P betp

y asi al integrar;

1 1., dp
1110(0 (1+:i"7‘n) 3lnp 3 gt
Por lo tanto:
y [0
(—:;(l+%l\’1'3) =p%e Jpote,

Asi, resulta natural definir:

1/ dp
Go=e J Ptp,

Con estas definiciones la ecuacién (6.46) se transforma en:

1
3

! p
”U(1+ 2K ) e

Despejando K de ella obtenenos:

.4 p% . __11(10/)5 { 1
f 2 [ach 1]')’1\"’*31' G p petpl

AJ r'l
ch (1 - ;05)

7.2
PG, (l - ‘1__3‘) + - (pc +p) QDP%

p=p.

65

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

{6.19)

(6.50)
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Por consideraciones fisicas bien comprensibles descaremos que p sea no
negativa, siendo condiciones suficientes en r = 0 el que [3, 4]:

p>0, a9 210, (6.51)

yp.+p>0 (6.52)

Pues si examinamos el gradiente de presiones:
4 T
203G (pe+p) 00| =
0

1'2 1’2 1 B
PGe |1~ = | + = (pc + p) agp3
7o ]

vernos que si pe + p > 0, p > 0, y ap > 0 entonces ¢l gradiente de presiones
es negativo, y por las condieiones en r — 0 se cumple necesarinmente que
0<p<p.para 0 <r <.

P = —Pc (6.53)

6.3.1 Calculo del niimero de particulas.

Comencemos con la ecuacién de conservacién (nu') ;; = 0. Entonces:

=gt +n8 - 0, donde 8 = ';;. {6.54)
Pero,
. 1
gt = y = )
g A con lo que n Ly/L +3n=0. {6.55)
Integrando obtenemos:
! My - L|!
5 [P = / Ly, (6.56)
Por lo tanto: —3In(n) =In(L) + In(F(r)), donde F(r) es una funcién sélo
, 1\* ¢ , . 1
der. Asi,n = ZFT) ,pero L = —1—;—%—1(—15 ; y si definimos N(r) = T

obtenenios que:

N(r) L) .
n= f (1+Zk7‘2> H (()57)
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y substituyendo la expresion para K{p) resulta:

. 2 914
n{p,r) = N(r) [% (1 - ig) + %E,;% :6} . (6.58)
Esto conduce directamente a la siguiente forma de la energfa interna :
U=NrU - o N(r)mg (6.59)
(1-+ Kr2)? ’
o de otra forma:
Up,r) — ! - N(rymyg, (6.60)

5 54
G. r? ay i1
] - = 4 — ﬂ:; -5
o, v} a1}

donde mg es la masa en reposo de cada una de las particulas que componen
al fluido. Esta «ltima expresién da a entender que dada una distribucion
de materia arbitraria N(r), la cnergia interna se encarga de balancear a fa
masa en reposo de forma que la p quede siempre independiente del ticnipo.
Esto parece ser un hecho artificioso de la clase de soluciones estudiadas pues
da a entender que a priori es posible introducir en nuestro cuerpo masivo
cuakquicr distribucién de materia, sierpre y cuando preservemos la simetria
esférica.

6.3.2 Cilculo de la temperatura.

En este punto, surge naturalmente la idea de caleular la temperatura para
distintos puntos del sistema. Para cllo, recurrimos a la relacién de Gibbs-
Dulieny:

TdS =d (g) + pd (;1;) y perodS — S, di + S, dr, (6.61)

, 1 \ 3L, .
asi que TS, —- (%) wtp (;;) y fu +(p+ p) 7»—L£ (6.62)

n

{ L) -
- [p,L +(p-+p) T] = (. (6.63)
De esta forma:

Sy=0&8=0, (6.64)
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Pero ademds, p,, — 0, con lo gue:

TSy={+p) (;l;) e (6.65)

Por lo tanto:
= L f 6.66
T=@+p) g N(1+%Kr2)3}.r, (6.66)

o de otra manera:

m Bptp) N (143K +3rKN

= (6.67
(1 +1Kr2)’ (=N25yr ) )

Para obtener una temperatura consistente (' > 0) se impondr4 la condicién
N, < 0. Asf, en principio s6lo faltard suministrar una relacién termodindmica
entre las variables V, S, Segiin lo visto anteriormente resulta que:

4 th
=, (6.68)
N3 (1+ 1K)

Asi, usaremos esta y otras relaciones con la idea de substituir las variables
geométricas por las terinodindmicas. Con ellas obtenemos:

1 1
, _pEpi-N,n3 Nir
T= —— e, 6.69
4 | NS, TS (6.69)
Ao

1
donde ¢ viene dada por ¢t = a.e” 3 I otpe,
Ahora, si substituimos la expresién calculada para n{p, r) obtencmos:

¢

(o) o 205) = v )]

2@, ¥ ag rlia. r? ag 1121
12 (1D Bt {210 ¢ 2l
[” ac( ra)‘“ P e )

(6.70)

T(pr) =
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A _ G6rN %N,
X = e (6.71)
Ly _ BN~ (3 —rY)N,, ’
¥ (7‘) = "-——:;-g-gT,;-]VT—-—-—. (6.72)

Evaluando en la frontera y en el centro del sistema (r = rq y r = 0)
tenemos las siguientes expresiones para las temperaturas:

3
“c(P+Pc) [ lgg ]

== P A — Ve 6.73
Tip) = 2P [pi 2 X -, (6:3)

al G.Y.
Tolp) = =% | Xo — = ,} . (6.74)

o agp3
Ahora, come p,g= 0 en r = 0 y r = ry entonces por la condicidn de
integrabilidad analizada en el capitule 3 (2;’7" - ;’——i—; [p,,, +%’%] = 0, ec.

(3.15)), tenemos al substiutir T, que:

X.=X(0) =0, (6.75)

por lo que necesariamente Y, < 0 para que tengamos una temperatura posi-
tiva. Andlogamente, en el caso de Ty tenemos que la condicién integrabilidad
implica:

Yo=Y (r0) =0, (6.76)

per lo que X, = 0 para que la temperatura en la frontera de] sistema sea cero.
Esto es deseable parque en €l exterior tendremos un vacio cldsico (no hay
fluctuaciones de energfa, ni formecién de partfculas virtuales, etc.). Al hacer
To(p) = 0 garantizamos el empalme suave de esta variable termodindmica,
de forma semejante a como se hizo para la presién.

6.3.3 Evolucién cinemdtica del fluido,

La evolucién dindmica del fluido, como sabemos viene descrita por su
expansion:

1 o\ K
5np—(-—) + o 6.77)
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que A la luz de los resultados anteriores viene dada en términos de p por:

2 ‘
o) ln (Gc)’ 4 Y ! 1 (6.78)
= = =kp - |—) = (s — 1. b.7¢
3 3% " \m/ 2|6,
Cuando 8 = 0, tendretnos cambios en el sentido de la oscilacién de las esferas
de materia. Aliora, recordemos que si © = 0 tendremos w1a singularidad en
nuestras coordenadas, por lo que en realidad sélo podremos describir las
distintas “ramas” del movimniento del fluido. Los puntos donde 6 # 0 serdn
las distintas ramas de la evolucién del fluido donde se podrd utilizar el sistemna
de coordenadas en cuestién, pues claramente cuando 8 = 0 la métrica es
singular. Sea t' tal que B(t') = 0, entonces:

1 K , 1§
:-Np(t’) = 7 0 K- K-ﬁp(t’)im, (6.79)
por lo que Kp = %Np,l (¢t + %h‘.p(i’)l/. (6.80)

Evaluando en la presidn;
L4+ Lr2t2p(t!
p(r tl) = —p—tpy oyT) 12 olt) ) (6.81)
U= 5 (o) + L (1)

asf, habrd una singularidad fisica cuando 6 — 0 si:

T2t'2
= T () + b (4)). (6.82)
Ahora, recordemos que tp, — ~3(p + p.); entonces:
‘,.'ltvIQ
V=5 (=2~ 3pe), (6.83)

pere por las condiciones de energia: p > 0y p. > 0, por lo que el lado
derecho de la iltima ecuacién es siempre negativo, En cousecuencia, no hay
singularidades fisicas cuando 6 = 0.

Ahora, hablamos de singularidades fisicas en nuestros sistema cuando p
y/o p — oo. En nuestro easo tenemos que p diverge si 8 — oo, Tantbién,
dependiendo de la forma de K es probable que haya otra singularidad (p —
00, ¥ © — oo) cuando t — 0. Por otra parte p divergird st p lo hace; también
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existe la posibilidad de que p —» oo para p finito cnando 1+ (K = tK, ) r? —
0. Para mayores detalles referirse a [4].



CAPITULO 7

Aplicacion al caso particular de
la ecuacion de estado:

pe=(—1)p.

7.1 Ecuacién de estado adiabatica.

Como sabemos, un gas cldsico que se encuentra sujeto a una expansién
adiabdtica satisface una relacién de la forma:

pv7 = cte, (7.1)

donde v es ¢l volumen ocupado por el gas, y 7 es el llamado fndice adiabético.

Por lo analizado en el capitulo anterior, y en particular por la forma de
la presidn y la densidad de niimero de particulas, una ecuacién de estado de
esta forma para todo miestro cuerpo masivo es incompatible con las solu-
ciones a las ecuaciones de Einstein estudiadas. A pesar de ello, todavia es
posible imponer tal ecuacién de estado en los centros de las esferas. As{ pues
tendremos que:

Pe <P[\TZ>1 ) (7.2)

donde (-1,—:(3)(Nc = N(rg), ¥ n. = n(rg)) viene a jugar el papel del andlogo

(]
relativista del volumen. Ahora, por lo visto en el capftulo anterior {cap. 6),
tenemos que:

73
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ne | )
7V~ -t-i; (7.-&)
A
1. de. .
pero como = ae 3 / PP = ?7‘ entonees:
oL
e G.\?
5= () (4
[ C

asf, p. = (v — 1) p. El indice v debe de cumplir I restriceién 1 < 4 < 2 para
que las condiciones de energfa discutidas en el capftulo anterior scan vilidas.
Dos casos particulares de gran interés fisico son ¢l de radiacion (o materia

5

ultrarrelativista, y = 5) y el de gas monoatémico ideal (v 5).

7.2 Discusidon de la ecuacidn de estado adiabdtica.

Substituyendo las ecuaciones de estado locales pe = (Y~ 1)py po — 0,
en las expresiones obtenidas en el capftulo 6 resulta que;

1
C.=p¥, (7.5)
.2
(r-1» (1 - ;3)
AN ()} (7.6
1= = |+ 5yagp®\
) T8
NG L RN gy 3
1 == —-z;“?—-p’l (1 + 7‘_("; aupa( 7) -1 , (7.7)
3 -2
X b
Ulp,r) = 1 (“/: o Ny, (7.8)
[1 + (aop“(”v) - 1) (;’-) ]
0
e(p)\' _8rG 3(0-1)
(T) S pym agp 1. (7.9)

Y en el caso de la temperatura obtenemos:
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1
§N3r

2(~5))

!
. 4 kN
D KOS

m_ | N Jp+p
F“[N(—S’)} n *

aend

4 l(x-l)
donde K(p) = —=ag { p3\ 7/ ~1]. O de otra forma:
7

cm/)% (‘-")X -Y

T(pr) = yaip ™ v iy 1 )
[1 + (mu,;ﬂ( 1) 1) (E) } [1 + (aup"‘( -3 1) (;;) }

(7.11)

Como se observa, en el caso de que r # 0,y las ecuaciones no coinciden
con las correspondientes ol caso adiabitico.

7.2.1 Termodindmica de los UES cn el caso e¢n que
pe=(v=-1)p.

La termodindmiea impone restricciones sobre lus relaciones entre las dis-
tintas variables termodindmicas en el centro de la estrella. Evaluando la
temperatura en el centro de 1a estrella obtenemos la signiente expresion:

i o
= N e 3N3ar| v 3 K(p) '
T.= [N(—Sl)}C b (=51 N n% ) (7.12)

N, L
conn, = ——f,lp'r. De anteriores argumentos termodindinicos (véase ¢l capitulo
o

(3
3) sabemos que:

~[(2 LAY L :
Syt - [(”) it +I’ (n) )t] T - 0) (7'1'3)

y§' =S, [(%) +p (111)] 71 (7.14)

Asi, por continuidad:
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SH‘ 3 Syt "o (715)

R P T N (P N A
por lo que: — (S, 7) + p"() bn (S T) = e (5 ) =0
(7.16)

, ) 1
511_——'0’)’ (%) w==p (;I) I

agrupando obtenemos:

(e Q[0 o

Si consideramos el caso de una ecuacién de estado barotrdpica entonces:

Pero,

—Pp Pyt Tyt
—E = 4 = =), 7.18
oty 7T (7.18)
. -a-1)
yasf, n{Tp > 7" ) =cle. (7.19)
Por lo que en particular: .
Ty~ p'7r. (7.20)

Comparando con nuestra anterior expresidén para 7. tenemos la siguiente
relacidn entre variables termodindmicas;

1
3 Nar
5?:3’—) =0 (7.21)

¢

7.3 Expresiones para N y S.

Hasta ¢l momento, tanto N como S han permanecido sin determinar.
Hemos visto con anterioridad que ambas funciones deben satisfacer las ecua-
ciones (6.70) y (6.71) (condiciones de frontera}, ademds de cumplir (N, ), =0
¥ (S, )e = 0 (isotropfa). Una forma particular para ambas funciones es la
siguiente [3]:
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Nep.

N(n)

Ta

Comportamlento genérico de las funclones N(r) y S{r).

Figura 7.1:

N() - N, [1 . (i)q]b, (7.22)

Ty
Se

donde 1 < ¢ < 2 (véase la figura (7.1)). Asf pues esta cleccién garantiza que
Ty = 0 para cualquier densidad.

Ademds de satisfacer las condiciones de frontera impuestas, la simetria
esférica del sistema obliga a que no exista gradiente de temperatura en el
centro de simetrfa. La existencia de un gradiente de 1" en el centro de simetria
daria lugar a la existencia de direcciones privilegiadas, lo cual contravendria
a la isotropfa que esperada.

Las anteriores formas de S (r) y de N (r) tienen el problema de no garan-
tizar la isotropfa del gradiente de la temperatura en el centro de simetria,
esto es, Ty lr-0# 0. Aparentemente, la imposibilidad de hallar funciones

S(r) - (7.23)
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S (r)y N (r) que garanticen lo anterior y ademds las condiciones de frontera
impuestas es una caracteristica del tipo de soluiciones estudiadas,

7.4 Tiempo propio de los centros de simetria.

Como sahemos, el tiempo coordenado en Relatividad General carece de
un verdadero significado fisico, y resulta ser, como su nombre lo indica una
mera etiqueta. Para una determinada linea de universo, la cantidad relevante
resulta ser el tiempo propio. El tiempo propio de un sistema cs la métrica
evaluada sobre su linea de universo. Ya hemos visto que en el tipo de sistemas
con los que hemnos trabajado, los puntos cuya caracterizacidn resulta ser mids
sencilla son aquellos que conforman los centros de simetria. Asi, para eflos
tendremos que:

d —dr? =0,y r 0. (7.24)
Por lo tanto, tendremos que:
it = St (7.25)
#(8/3)

-
Como ¢ = a.p” 37 entouces podemos hacer un cambio de variables, con lo
que:

2

dr? = (7.26)

¢ 2,
K
esta formula serd de gran utilidad en el siguiente capitulo para caleular el
tierupo de colapso de los UES (visto desde los centros de simetria) a partir
de una configuracién preestablecida.

En el siguiente capitulo aplicarcinos estos resultados generales a distintos
casos de interés.



CAPITULO 8

Aplicacion a sistemas de
interés.

Hasta el momento el estudio de los Universos Esféricos de Stephani ha sido
completamente general. Desgraciadamente esta generalidad no nos permite
saber si existe o no un sistema fisico que pueda ser modelado a través de los
UES. En este capftulo veremos que ocurre cuando se intenta introducir la
geometrfa de los UES a una amplia gama de sistemas,

8.1 Distribucién de las particulas en el sis-
tema.

En el capitulo anterior se propusieron las siguientes expresiones para el
wimero de particulas por unidad de volumen, y para la entropia por particula:

venf- @)
5

T
=)

s intercsante analizar con cuidado la forma particular de N. Si grafi-

S- S+ (8.2)

b
Ca1110s [1 - (;%).,] para distintos valores de &, dejando ¢ (¢ = 1.001) fija
tendremos que:

79
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b=100

r r

Grifica del commportmuleato de N(r) pura distintos valores
de g, haclendo »=100,

Figura 8.1:

Obsérvese que cuanto més grande es b, tanto mds picuda es la curva.
Ahora, fijemos b (b = 100}, y grafiquemos la misma funcién para distintos
valores de q (ver fig. (8.2)).

Nuevamente, veinos que para valores de ¢ cercanos a 1, la cirva es mds
picuda. Un estudio detenido revela que la eleccién de ¢ = 1.001 y b = 100
permite tener valores de la temperatura positivos un rango de densidades de
interés (1071 a 10%%ergs).

Usando las anteriores distribuciones obtenemos al integrar sobre el sis-
tema completo el niimero total de particulas en él:

/// e = /// l+ NUH Y rimdraody

(T 24 = alpd
- 4ch/0 [1 (To)]rd1—-47rNcr0qB(q,b+1), (8.3)

donde:

B(z,y) = ((i)i(;’)) (8.4)
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w10
q-1.001

— ;.
[
Grifics ¢l comy de N(r) pars distintas valores

L de b, hisclende g2 1.801.

Figura 8.2:

es la funcién Beta. A partir de la relacidn (8.3) podemos resolver para N,
con lo que tenemos:

gNyp
N = . .
¢ 41r1'8[3(—3,b+ 1) (85)
Asf pues, podemos determinar Ny a partir de N.. En el caso de la entropfa,
no es posible obtener una expresion cerrada:

. (] S
Sp = &’z =4 — | ¥r =,
S [[h(%)qr“]’ :
dondes = (g,:g)f’/" = gt iaKrZ)a,
yS = N{)S(r). (8.6)

Los sistemas que considerareinos en el andlisis del presente capftulo son
un objeto del tamafio y masa igual a la del sol, un objeto de la masa del
sol pero con un radio de 10 km (dimensiones de una estrella de neutrones),
un cuerpo de las caracterfsticas de una condensacién interestelar (masa de
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Jeans), y una galaxia de las dimensiones de la Via Lactea, pero con simoetria
esférica. Un resumen de las propiedades de tales sistemas se presenta en ly
siguiente tabla [2):

Objeto Masa Radio Densidad
Sol IMy  10%m  5x 10%1gs/cm?
Objeto compacto IMo,  10%m 5 x 10%ergs /em?
Condensacién interestelar 1My ~ 1019y ~ 50ergs/em?
Galaxia MMy ~10%em ~ 5 x 10-8ergs/om?

Usando la ecuacién (8.5) para estos datos obtenenios;

Objeto Ne # de bariones
Sol 042 x 10% 105
Objeto compacto 042 x 10 1057
Condensacién interestelar (.42 x 1010 102
Galaxia 0.42 x 107 10%8

8.2  Evaluacién de las constantes indetermi-
nadas,
En capftulos anteriores, hemos impuesto en el centro de la configtracién

esférica la ecuacién de estado politrépica (Pe = (y~ 1}p), esto hace que
automdticamente se satisfaga la ecuacién de estado del gas ideal:

Pe = n kT, (8.7)

Haciendo uso de ella, evaluaremos Jas constantes indeterminadas del prob-

lema (a,, ap). Asf, susbstituyendo las relaciones mostradas en la seceibn
anterior, tenemos que:

N, 1/»,7“3 -1y _ 7 P (y-1)
n.T; = a” TP = 5P =T (8.8)

donde £ & 1.4« 107%erg/ K o5 ta constante de Boltzmann. Por tanto, resulta
que:

- Tk )
SE_’)’“l' (8"))
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En lo sucesivo, nos limitaremos al estudio de dos casos particulares de
importancia: el de radiacién o materia ultrarrelativista (y — 4), y el de un
gas ideal monoatémico (y = 3).

8.3 Ecuacién de estado de radiacién.

Primeramente analizaremos el caso en que y = pma el cual la presidn
central viene dada por p. = }p. Esto corresponde al caso de radiacién o de
materia ultrarrelativista, en la cual 1a masa de las particulas que lo conforman
resulta despreciable respecto a su energfa cinética. Bajo tales circunstanciag
esperamos que se satisfaga la ley de Stephan-Boltzmann:

p = aT}, (8.10)
dondea = 7.5 107%(erg/em®K?); (8.11)
esto implica que:
k
a’t = 34]:,;3, (8.12)
6,a) = 2AIC/1: (0.35 ¢ 10"1%)N, [(erg'cm)"/“]. (8.13)

Ademés, como estamos hablando de radiacién (o materia en condiciones
ultrarrelativistas, por los que la masa en reposo es despreciable respecto a la
energfa total de la partfcula) entonces my = 0, asf:

Uc-mN P4 & (0.35 % 107 2)N,pV* [erg], (8.14)
1/4
ne = %c—p’/‘ ~ 0.28% 109" [om™], (8.15)

Con ello, 1a otra constante se calcula fdcilmante:

a %
0 T TTTTTh
(A!)l/.'!
— 2
donde 5T = M€, (8.16)

dmr
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pera disiintas pasihics siatemes raponiends a condickén central
de rodiachia.

Figura 8.3:

asf:

a Nk \ AN 14 112
Qg = Tg (m) ) (08*10 ) (‘-R-!—) g [(cm) /((,Tg) ] . (817)
Evaluando para los sistemas propuestos obtenemos que:

Objeto a;;’(, di .(), Q(radiacién)

Sol 0.15x 10" 0.19 x 10~%

Objeto compacto 0.15x 10%  0.19 x 107
Condensacién interestelar (.15 x 10~% 0.19 x 102
Galaxia 0.15 x 107% Q.19 x 10~%

Con los anteriores datos a la mano podemos graficar la densidad de
materia-energla como funcién del tiempo para lo anteriores sistemas {ver
la figura 8.3).

De ella se desprende que a medida que ¢ aumenta, todos los sistemas se
vuelven cada vez més densos, p — oo 8i ¢t — 0; y se deduce que el intervalo
de tiempo para el cual la condicién central de radiacién resulta ser un buen
modelo para alguno de los sistemas sugeridos serd breve. Lo anterior se
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eorroborard posteriorimente al nomento de realizar el estudio dela expansion
().

Un paso més en la direccidn de saber que sistemas pueden ser descritos
a través de este modelo se da al graficar T respecto a la densidad (p), para
distintos radios (véanse las figuras (8.4) a (8.11)).

El primer hecho que se desprende del andlisis de las grificas son los eleva-
dos valores de la temperatura que se observan para los valores de la densidad
en log que esperarfamos encontrar a cada sisterna. Claramente, estos va-
lores estén fuera de toda realidad fisica (valores def orden de 10 a 108K),
Ademds observamos que el comportamiento de la temperatura respecto a la
densidad difiere mucho del ecomportamiento que seria natural esperar (eleva-
dos valores de la temperatura en el centro, y descenso de la misma al irnos
acercando a la frontera del sisterna). De hecho, se observa claramente en las
grificas que si la densidad es los suficientemente baja, el comportamiento
es al rovés, esto es, la tempertura cerca de la frontera es mucho mds ele-
vada que en cl centro, siendo que en esta region, el mimero de particulas es
précticamente cero. En la figura (8.7) se presenta el comportamiento de la
temperatura ahora respecto a la coordenada radial para distintos valores de
la densidad, para el sistema que hemos denominado objeto compacto. En
la grafica se observa claramente que al haber anclado la temperatura en la
frontera a cero, se producen violentos gradientes en la temperatura cerca de
r 71y Esta circunstancia destierra completamente la posibilidad de que
nuestro modelo estelar con la condicidn central de radiacion pueda represen-
tar a algin sistema real.

8.4 Ecuacién de estado de un gas ideal monoatémico.

Esta situacidn parece ser un poco mds apegada a la realidad, pues con-
sideraremos que las particulas tienen masa (igual a la masa de un neutrén:
Macutesn = 1.7 X 107%g ~ 1.5 x 10~%rgs). Para el gas moncatémico, ln
determinaeion de las constantes o, y ap serd un poco distinta a lo hecho en
¢l caso de la radiacién pues agni no tendremos la ley de Stephan-Boltzmann.

Como hemos visto, para un gas ideal monoatémico, tenemos que:

(8.18)

[
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9
y ademads que: k- —‘,;SL..

(8.19)

Con ello, tenemos que se satisfacen las signientes relaciones en el centro de

simetria;

T Q(XC 2/5
© T BNAT
Ne a5
ng — ——p’
c uzl’ )
U. = ap*® - Namy,
Pe = 5/).

Por otra parte, tenemos que en el centro se satisface ademas:

[

” — 2
kn T, = 3p,

y sabemos que:

o,
ol = ;;TF;'
por lo que: a. = ol (cty),

(8.20)
(8.21)

(8.22)
(8.23)

(8.24)

(8.25)

donde pg es la densidad a un tiempo coordenaco arbitrario ty. Comoent =0
tenomos una singularidad, lo que haremos serd tomar ¢y = 1, como instante

inicial:
ty Q¢ pll)/5 ((,'tg )
T ey 173"
()" (A
dnpd
30
Asf, podetnos construir la siguiente tabla de constantes.
Objeto @ gs) QXg(gas)
Sol 0.71 x 10 0.00032

Objeto compacto 0.71 x 130 0.032
Condensacién interestelar 0,28 x 10¥ (.52 x 107
Galaxia 001 x 10% 0,19 x 10-°

(8.26)
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Figura 8.12;

Nuevamente, con la anterior inforimacién nos es posible graficar a la den-
sidad como funcién del tiempo coordenado; otra vez observamos que los
sistemas aumentan de forma vertiginosa su densidad (respecto al tiempo co-
ordenado). Se observa que existe una singularidod fisica (p — 00) sit — 0.

De igual manera, también ya es posible graficar la temperatura como
funcién de la densidad, para algunos radios seleccionados.

Nueviunente del andlisis de las anteriores gréficas se desprende que los
valores de la temperatura estdn alejados de toda realidad fisica. De igual
forma, ¢l comportamiento de la temperatura respecto al radio (como se ve
en la figura (8.15), para el objeto compacto) se aleja de lo que serfa razonable
esperar. Las graficas vuelven a mostrar la existencia de un violento gradiente
de temperatura cerca de la frontera de los sistemas. La aparicién de tal
gradiente estd relacionada a que hemos fijado la temperanra en la frontera a
cero,
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CAPITULO 8. APLICACION A SISTEMAS DE INTERES.
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Grifica del comportamiento del logaritmo de la temperatura respoecte ala
densidad de energia-materia para un sistema con las caracteristicas del
Sol, suponiendo la condicion central de gas |deal monoatémico.

Figura 8.13:
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Comportamiento de la temperatura respecto al radio para un sistema con
las caracteristicas del Sol, suponienda la presion central de gas ideal
monoatémica.

Figura 8.14:
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Grifica del comportamiento del fogaritmo de la tomperaruta respecta a la
densidad para un objeto compacto, suponiendn la condiclon central de
gas moncatémoco ideal.

Fignra 8.15:
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Comportamiento de la temperatura respecto ol radio para un objeto compacto,
suponiendo la condicion central de gas ideal monoatamica.

Figura 8.16:
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Grifica del comportamiento del logaritmo de Ia temperatura respectoala
densidad para un sistema con las caracteristicas de una condensacion inter-
estelar, supondendo la condiclon central de gas ideal monoatémico.

Figura 8.17:
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Comportamisnto de la temporatura respecto al radio para una condensacion
interestelar, suponiendo la presién central de gas ideal monoatémico,

Figura 8.18:
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Grafica del comportamiento del logaritmo de la temperatura con respecto ala
densldad para un sistema con las caracteristicas de una galaxias, suponiendo
las condiciones centrales de gas ideal monoatomico,

Figura 8.19:
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Comportamiento de la temperatura respecto al radio para una galaxia,
suponiendo la presion central de gas ideal monoatémico,

Figura 8.20:
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8.5 Expansién del sistema y tiempo propio
de colapso.

Una pregunta interesante sobre nuestros sistemas es la siguiente: jcolap-
sardn, o permanecerdn estdticos? Y si colapsan, Jque tan rdpido ocurre el
colapso?

Que el sistema colapse resulta ser claro pues, si analizamos el compor-
tamiento de la expansién, para el caso de relevancia fisica (el objeto com-
pacto) tendremos que claramente @2 — oo sl p ~ 00.

En anteriores capftulos hemos visto que la singularided de la densidad
ocurre cuando £ = 0. Asi pues, para conocer el tiempo propio de colapso
(segdn el centro de simetria), necesitamos evaluar en la férmula para el
tiempo propio obtenida en el Capitulo 7. En la siguiente tabla se mues-
tran los tiempos propios de colapso (respecto a los centros de los sistemas)
para los distintos sistemas estudiados:



8.5, EXPANSION DEL SISTEMA Y TIEMPO PROPIO DE COLAPS0.105

Y= 1=
Sol 33 min 26.7 miu
Objeto compacto  0.0006 seg  0.0005 seg
Condensacion 6.5 afios 5.07 aios
Galaxia ~ 10" afios  ~ 10" ahos

De I anterior grifica se observa que para sistemas relativamente densos
¢l sistema se colapsa violentamente, mientras que si resultan ser hastante
difusos (galaxia) entonces el tiempo de colapso cs del orden de la edad del
Universo.



CAPITULO 9

Conclusiones.

En el presente capftulo sintetizaremos y discutiremos los resultados obtenidos
a lo largo de los tltimos § capitulos.

En ¢l capfiulo 4 se estudié el sentido de la simetrfa esférica en el dmbito
de la Relatividad General; se obtuvieron las ecuaciones de Einstein para ¢l
caso de la sinletrfa esférica, se estudid la solucidn ¢n el vacio y ademas se
especificaron las condiciones de empalme. Posteriormente, en el capitulo 5 a
través de los pardmetros invariantes se caracterizé el tipo de soluciones a lag
ecuaciones de campo a estudiarse (Universos Esféricos de Stephani); se vid
que un tipo adecuado de sistemas de coordenadas parn analizar a los UES
son aquellos de tipo comdvil, y finalmente se establecié que éstos pucden ser
vistos como una generalizacién de la métrica de Friedman-Robertson-Walker.
En el siguiente capitulo, ¢l 6, se estudié en forma genern! la termodindmica
de los UES, determinandose de forma completa la métrica, y obteniéndose
importantes expresiones para ln temperatura, presion y densidad de energfa-
materia. Aquf es importante destacar que las condiciones de empalme pro-
ducen una presidn que se anula justo en la frontera del sistemia. Por otra
parte, tenemos que consideraciones de cardeter fisico sugieren el que la tem-
peratura se comporte de mancra semejante, En el capitulo 7 sc particularizan
los resultados anteriores al caso de una presidn eentral de tipo politrdpico.

Finalmente, en el capitulo 8 se analizan dos casos particulares de presién
central politrdpica: la presion de radiacidn, y la de un gas ideal monoatdmico.
Se ensayaron las expresiones obtenidas en los anteriores capitulos en distintas
configuraciones, y o través del andlisis del comportamiento de la temperatura
a distintos radios y densidades, se desecharon las distintas posibilidades.
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En ol capftulo anterior se encontré que ol modelo estelar propuesto, di-
ficilmente puede representar a algin sistema real. En primer lugar tenemos
que los valores de la temperatiira son extremadamente elevados y alejados de
toda realidad fisica para el tipo de sistemas considerados. Ademds el com-
portamiento de la temperatura respecto a la coordenada radial y 1a densidad
no se puede conciliar con lo que la experiencia y la intiicién marcan (tem-
peratura elevada eu el centro de simetria, que va dismimtyendo al acercarnos
a la frontera, hasta valer cero justo en ella).

Como hemos visto, al fijar la temuperatura de la frontera igual a cero hemos
provocado violentos gradientes de tentperatura para r ~ ry. Ya se comentod
con anterioridad quite este iltimo hecho termina desterrando completamente
la posibilidad de describir algnno de los sistemas propuestos a través dol
mencionado modelo. Podemos concluir entonces que un modelo estelar en
que el supongamos que la materia se comporta como un fluido perfecto gne
produce la métrica de los UES (ecnacidn (6.1)) no deseribe a ningiin tipo de
materia conocida.

Ahora, traternos de detectar los motivos de la falla. En i opinion, la
limitacién mds grande de este tipo de modelos ¢s su densidad de encrgia
homogénea. Como se vié en el capitulo 5, una de las propiedades mds impor-
tantes de los UES es el hecho de gie s densidad de energfa sélo depende del
ticiupo coordenado (p = p(t)). Intuitivamente, este hecho es incompatible
con la distribucién de las particulas en el sistema (véause las figuras (8.1) y
(8.2)). El tipo de distribucién es tal que en las capas exteriores practicamente
teneimos un vacio. Pero a la vez la densidad debe de permanecer homogenea
en todo el sistema. Esto bien puede ser el motivo de que tengamos tempera-
turas mds elevadas en las capas exteriores que en ¢l mismo centro de simetiia
del sistema para elertos valores de la densidad, Bajo ciertas circiinstancias el
anterior fendmeno puede ser explicado recordando gue la densidad se puede
descomponer en una parte asaciada a la energia ea reposo de las particnlas,
y en otra asociada & la energfa interna ( p -= mgn + U). En las capas exte-
riores del sisterna tenemos que p & U (pues practicamente Leneinos un vacio).
Cotmno para ¢ fija la densidad debe ser uniforme en todo el sisterna entonces
las pacas particulas de las capas exteriores deberdn tener una enorme energin
cinética, explicAndose de esta manera las elevadas temperaturas externas.

Por otra parte, los violentos gradientes de tetnperatura que observamos
cerca de la frontera se deben claramente a haber pedido qne la temperatura
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valga caroenr — 1y (Ty - T'(rg}  0). Aborn, el haeer esto iltimo se justific:
por ¢} hecho de que en el exterior del sistema tenemos un vacio cldsico en
¢l que no podemos definir la temperatura. De la misiwa forma, hicimos que
la presién y el mimero de particulas valiesen cero justo en la frontera, En
contraste, 1a densidad de energfa (p) tiene una discontinuidad justo en la
frontera (un escalén). Este es un problema insalvable en miestro modelo,
pues como ya hemos mencionado, el que lIa densidad no dependa de r es unn
propicdad del tipo de solueiones consideradas, Es importante hacer notar que
¢l hecho anterior no invalida el empalme realizado. Comeo se vié en el eapfiulo
6, la densidad homogénea de los UES es completamente compatible con el
cmpalme con la solucién de Schwarzschild; de hecho, In forma particular de
p se obtiene de las condieiones de empulme.

En el caso de sistemnas reales, sabemos que p se va diluyendo en el medio
interestelar poco a poco, por medio de procesos de radiacién. Asi, una posi-
ble alternativa intentar salvar este tipo de modelos puede ser el tratar de
anpalmar los UES con una solucién que peritiese procesos de radiacién
(solucién de Vaydia).

El eolapso de los sistenas es también un punto interesante. Cuanto més
denso es el sistema, tanto més rdpido es el colapso de é&ste. En ol caso del
objeto comnpacto como se puede ver en la tabla corresponiente el tiempo
resulta ser del orden de diezmilésimas de segundo para tanto para el caso de
Ia materia ultrarrelativista como para el caso del gas ideal monoatémico. En
el otro extremo tenemos el caso de la galaxia. Comeo se puede ver, desde una
configuracion inicial semejante a la de la Via Lactea, tardarfa un tiempo del
orden de 10'° afios en colapsar (jun intervalo de tiempo comparable a la edad
def Universot). Desgraciadamente, el modelo describe un sistemna fuertemente
concentrado en torno al centro, pero con temperaturas mnds elevadas en el
exterior quie en su eentro. Lo anterior muestra cémo es posible construir un
modelo estelar (o galdctico en este caso) que se comporte adecuadarnente en
el sentido dindmico, pero no en el aspecto termodindmico.
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