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INTRODUCCION

Kl espacio de los cuerpos convexos en IR™, es una gran {uente de misteriosos ejemplos
quie rompen miestra intuicion geométrica; como lo son los cuerpos de ancho constante
(10).

Dentro de los inumerables estudios que se han hecho de este espacio, nos podemos
encontrar ¢l relacionado con ciertas magnitudes naturales asociadas a un cuerpo con-
vexo, como lo son: el drea y el peritnetro en el caso plano; el voliimen, la superficie y
la integral de curvatura media en el caso de cuerpos convexos en IR3, Todos hemos
escuchado acerca de la desigualdad isoperimétrica del plano, pero muy poco acerca
de las designaldades de Minkowski para cuerpos convexos, las cnales no tienen que
ver con otras famosas desigualdades de Minkowski.

El estudio de estas magnitudes, junto con otros conceptos de Algebra Lineal, dio
origen a la teorfa de Brunn-Minkowski. Algunas ideas fundamentales de esta teoria,
ya se encontraban ocultas en los trabajos de Brunn. El genio de Minkowski se dio
cuenta de su importancia y los reinterpretd para ponerlos bajo la perspectiva correcta.

Si el lector desea una exposicién mas completa y precisit de esta teoria puede con-
sultar el libro de Schincider [12).

Para la lectura de ¢sta tesis no se requicren conocimientos muy avanzados.

I'n los priweros tres capitulos se exponen algunas de las ideas fundamentales de
la teoria de Brunn-Minkowski.

En ¢l cuarto capitnlo, se hace uso de esta teoria para entender un problema
planteado por W. Blaschke en 1916 y que ain continua abierto.  Ademds se ex-
pouen algunos resultados con relacion a este problema y se enuncian conjeturas a las

ue ha dado lugar.
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CAPITULO 1

Magnitudes Fundamentales de
Masa

1.1 Preliminares.

En esta seccién desarrollaremos las nociones elementales que usaremos a lo largo de
la exposicion,
Hablaremos en forma breve de la estructura geométrica y topoldgica de los cuerpos

convexos en I3,

1.1.1 Definiciones.

Definicién 1.1.1 £ conjunto A CIR® es un conjunto convero, 5i para todo
P,Q e A, sctieneque PQC A, donde PQ={(1-NP+IXQeR®/ r¢ [0,1}},
es el segmento cerrado de P a Q.

Elconjunto B C R e5 un cuerps convero, si es un conjunto convezo , acotado
y cerrado . Fin cuso de que ef interior de B (al que denolaremos por B®) “sea distinto
del vacio, diremos que B cs un cuerpo convezo propio, de lo contrario serd immpropio.

El conjunto de lodos los cuerpos convezos en IR® se denotard por K.

Deflnicidn 1.1.2 Judo A € K, definimos ln funcidn soporte de A |, b 5% — R,
como h(A,v) = sup{(r,v) [ £ € A).
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Dado v € S definimos o ancho dv A en lo dircecion v, denolado b(v), como
WA, v} = h(v) 4 h(=v). £l minimo de los anchos de A es aleanzado e alguna
direccidn y se conoce como el grueso de A.

El plano soporle de A en la diveccidn v € S, es
E(v)={r€ R/ (z,0) = h(v)}.

Lu interseccion A(») = A k() se ronace como subconjuniv soporte de A en la

direccion v,

Definicién 1.1,3 Fl cuerpo A € K cs de ancho constante si b{A,v) tiene ol mismo
valor para lodo v € §?, de esla manera diremos que b(A,v) cs cl ancho de A.
Dado cualguicr A C IR3, denotaremos por conv(A) al elemento mds pequesio de K
que contiene a A, conv(A) también se conoce como el casco convezo de A .

Se puede probar que conv(A)={B€K /A CB}.

A menos que se diga lo conlrario, de aqui en adelante trabajaremos solamente con
CUETPOS COnVETOS.

Dailo A € K. La circumesfera de A es la mds pequeiia de las esferas sdlidus que
contienen a A, su radio lo llamaremos circumradio. Se puede probar ficilmente que
ln circumesfera es inica.

La incsfera de A ¢s una esfera sélida conlenida en A de radio mdzimo. La inesfera

no es dnica, pero su radio st lo ¢s y se conoce coma cl inradio de A.

Definicion 1.1.4 Una traslacién por un veetor v es una funcidn T @ R — R3,
dada por T'(z) =z + v.

Una rotacion con eje de rolacidn v € 8% y dugulo de rotacién 0 es una funcidn
IR~ IR® dade por R(r) = cos0x -+ (1 ~cos 0){v,z)v+ (sen ) vx 2. !

Una congruencia ¢s la composicidn dec wna rolacion sequida de wna trasleciin
ToR.

Dados A, B € K decimos que son congruenles, denolado A = B si A = T'o R(B)
para algunas T y IR,

Uy x o denota el producto crwz del vector v con ol veetor .
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1.1.2  Suma de Minkowski.

Definicion 1.1.5 Dados A , B € K, se define lu suma de Minkowski de
AyBceomoA+B={athe R /u€A, heB}.

Directamente se puede probar que A + B € X,

Figura 1: Suma de Minkowski.

Teorema 1.1.1 $i A, By C €K y), p€R, enlonces
) A+tB=B+A, A+(B+C)=(A+B)+C.

2) M-+ AB=MA+B), donde MA={\e/a€A}
3) Sid 20, p20, cutonces AA + pA = (A + p)A.

Demostracion: Solo probaremos 3). Si X =0, y =0 no hay nadu que probar.
Es claro que (A +p)A CAA +pA . Afirmamos que AA + ltA C(A+p)A.
Sea da+ pb € AA + pA, b€ A. Escribimos ha + ph = (X + pt) (;’:—;a + 7\l+‘77b)’

como A es convezo, hncicndo | = ﬁ; € [0,1] oblenemos

A i .
mn + TT—;;I) == fa (I - [)n) cA.
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Por bo tanto da + ph € (N 4 p)A. .

qr oo

1) R(A +B)=R(A)+ H(B).

2) HAA) = AR(A), paratodo A€ R,
3) Ty(A)+ T(B)= (T + 1)(A+B).
{) TW(A+B)="T(A)+B= A4 T(B)

Demostracion: La prueba se sigue directamente de las definiciones. ]

Teorema 1.1.3 Sea " una traslacion por un veclor vy A€ R, w € S?, enlonces
hOAA w) = M(A,w), h(T(A),w) = {v,w) +h(A,v),
WA+ B,uw) = h(Aw) +h(B,w).

Demostracign: La prueba se sigue dircctamente de lus definiciones. ]
Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario.

Corolario 1,1.1 Sean T una traslacién, A € IR, w € S*. Para cualesquiera
A,B € K se tience

A+ B,w) = A w)+HB,w).
bAA,w) = A(A,w).
WT(A)w) = bA,w)

b(B,w) < bA,w),siBCA.

La demostracién del siguiente teorema aunque no es complicada no serd incluida

el cste texto.

Teorema 1.1.4 (de Descomposicién)

Seau A, B € K poliedros convexos propios, tal que 4 € B entonces

A+B=AU 0 (A(Ui) -+ conv (B(Ut)U{a})) )
i=]

donde & denota el munero finito de direcciones necesarias para la descomposicion. ®
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Algunos otros hechos interesantes, cuya demostracion es ficil de obtener, son
@ YWaer(Aa + B) = (U,es Aa) + B, donde {Ay},¢; es una familia de cuerpos
convexos,
b}SiACB, A'CB entonces A+ A CB +B.
Denotaremos a la esfera sélida de radia 8 y con centro en el origen por Kj.

Observese que K5 + K, = Kgyq, y que Ky = 8K,

1.1.3 Cuerpos Paralelos.

Definicion 1.1.6 Sca A € K. Por el cuerpo paralelo exterior de A, denolado Ag
(0 £ 6 < 00), enlcndemos la unidn de lodas aquellas csferas sdlidas de radio § cuyo
cenlro sc encuentra cn A (ver ln figura 11 ).

El cuerpo paralelo interior de A, denotado A.s (0 < § < inradio de A), cs el
conjunlo formado por los centros de todas las esferas solidas de radio § que estan

completamente contenidas en A.

Obsérvese que si § > inradio de A, entoncesA s = § ya que no existe una esfera
de radio 6 contenida en A. Ademds se pucde probar que Ay y A son convexos.

También es facil ver que si § > 0, entonces
A6= U(a+l\'5)= (U a) +1\’6=A+,\’5 1
acA acA
(ver al final del teorema 1.1.4).
Teorema 1.1.5 Sean A,B € K. Entonces

1) (ANB)s
2) (AUB)

As(\Bs.
AsUBs.

1l

Demostracion: Dado que A(NBC A, A(B CB, enlonces
(AN B) C As, (AN B)s C By, por lo tanto (A B)s C As\B;.
SeaI' € As {\ By, cnlonces existen P € A, @ € B tales yue T € (P+ Ks} (Y (Q+Ks).
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Para cualquier A € [0,1] A€ AP+ AKy ¢ (1 = AT € (1 - 1)@ + (1 - A)A,
entonees T € AP + (1 = N)Q+ K. Como I’ € A, Q € B existe N € [0,1] tal que
AP +(1-NQ € ANB. Porlo tanto T' € (A[)B)s.

ACAUB, BCAUB, cntonces As C (AUB)s. Bs C (AUB)s,

por lo tanto Ay |JBs C (AUB)s.

Sea T € (AJB)s, cntonces existe P € A|UB tal que T € P + K y por lo lanto
TeAUBs. .

Teorema 1,1.6 Sean 6 >0, 0 >0 , enlonces

1) (As)e = Asys INA5)ea = Ass

2 (As)en = Asca SN As)s CAspa

Demostracidn: Solo probaremos una y las demds son endlogas.

(As)o = As + Ko = (A4 Ks)+ Ko = A+ (K5 + Ko) = Ak Kspo = Agyo "

Veamos que relacion hay entre la funcidn soporte de A y la funcién soporie de
As h(As,w) = h(A + K5, w) = h(A,w) + h(K5,w) como Ky es una eslera sélida

I(Ksyw) = 6. Por lo lanto

h(As,w) = h(A,w) + 6.
De aqui se sigue inmediatamente que

b(As,w) = b(A,w) + 26.

Una observacion importante es que si A, B € K son de ancho constante entonces
A - B tambicn es de ancho constante, ya que
b(A+B,w) =b(A,w) +b(B,w) = ancho de A + ancho de B,

Teorema 1.1.7 Si A = B enlonces As = B,

Demostracion:Por hipstesis tenemos que A =10 R(B)  para alguna traslacion 1

3

y una rotacion R, Por lo lanto,

As

(To R(B)); = 1o R(B) + Ky = T (R(B) + Ky)
T(R(B+ Ky)) =T o R(B,)

i
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Debido a que vimos a usarlo mas tarde, debemos considerar en la siguicnte seceidn
el euerpo paralelo exterior de un poliedro convexo,

1.2 Teorema de Descomposicion.

Teorema 1.2.1 (de Descomposicién para Poliedros Paralelos)

Sea A un poliedro convexo. Entonces

' r » 9
Ac=AaUJUrUUEDUU VD
k=1 i=1 =l
donde:
F} = Prisma rectangular con base I,

E} = £ sector cilindrico cuya altura es igual a la longitud de la arista £ y cuya base
os el sector con dngulo central oy (dngulo entre las caras adyacentes).

Vg = Bs el sector de la esfera sélida Ky cuyo dngulo espacial esta formado por el
vértice V4,

r =el ndinero de caras de A,

p =cl nimero de aristas de A .

q =ef mimero de vertices de A . ]

1.2.1 Topologia de K.

Definicién 1.2.1 kn K se define una mélrica, lamada la mélrica de Hausdorf], de

lu siguiente manera: Sean A,B € K

dAB)=inf{6§>0/ACBs y BC Ay

Se puede probar que con esta métrica K es nn espacio métrico compacto. Ademas

como A es conexo, entonces A es un continuo.
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K

Figura 2: Poliedro paralelo.

La compacidad de K se puede expresar cn el siguiente teorema probado por primera
vez por W. Blaschke.

Teorema 1.2.2
Sea L un conjunto no finito y acotado de cuerpos convexos (es decir, todos ellos estin
contenidos en wna esfera sélida de radio suficientemente grande), entonces existe una

sucesion {A,} C L infinita que converge a un cuerpo convexo en L. ]
Teorema 1.2.3 de Aproximacion.

IIJ Sea A € K. Dado ¢ > 0, existe un poliedra P tal que P C A C P,. Porlo
tanto se tiene que d(A,P) <«



1.2, TEOREMA DE DESCOMPOSICION. 1

Sea A € K, 6 € A, Fntonces para cada A > | existe un poliedro P tal que
PCACAP

Demostracion:

E)] A se puede cubrir con un mimero finito de esferas sélidas de radio ¢ con
centro en A; el casco convexo de los centros de estas esferas es el poliedro requerido.

Veamos primero ¢l caso en el que A es un cnerpo convexo propio.
Sea d > 1. Comoo € A, existe § > 0y un cubo Cy de lado 26 > 0, con
centro en @ tal que Cy C A Sea K la inesfera de Cos. Sea 0 < ¢ < §( ~ 1);
en base al inciso anterior, existe un poliedro Q tal que Q € A € Q,. Construya
P = conv(QJ Cys), entonces P es un poliedro tal que K5 C P ¢ A ¢ P,. Sdlo resta
ver que A C AP. La dilatacion AP mneve cada cara lateral de P hacia afuera en una
distancia A, = (A — 1)p, donde p es la distancia de la cara en cuestién a 6. Para ver
la razon de la dltima afirmacion, considere una cara de P, sca p su distancia a & y
sea A la distancia entre esta cara y la respectiva cara de AP. Observe que A, + p
es la distancia de la respectiva cara de AP a 6. Por lo tanto 9—2’;@ = ), de aqui que
A, = (A= )p. Para concluir , veamos que P, C AP, Sabenios que ¢ < §(A ~ 1), pero
p26,ya que K5 C P, porlotanto ¢ £ (A = 1)p = A, entonees P, C AP,
Si A cs un cuerpo convexo impropio, entonces A esta contenido en un hiperplano
con respecto al cual 6 es un punto interjor. La demostracion se sigue ahora en forma

analoga a la anterior. .

Corolario 1.2.1 Seca A€ X, a,f € R tal que K, C A C K. Entonces para todo
e>0y A>1,

1) A C(l+5)A,

2 ) M CApys

Demostracidn:

1)Ko CA,oseanak; CA &= It C ;:'A <= iy C LA, enlonces

A+eli CA+EA, porlotanto A, C (14 £)A.

HDACK; =K &= (A-1)A C(A-DAK == A+ (A =DACA+ (N~ 1)K,
<= AA C Ap-np.
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1.2.2  Simetrizacion de Steiner,

Fl siguiente concepto debido a J Steiner es extraordinariamente fractifero, Vamos
asocin a cada A € X un enerpo simetrico Y2(A) € A, con respecto a un plano dado
.

Coustruccionw: Dados A ¢ Ny 70 un plano fijo (plano de sitmetria) construya
5"(A) de la signiente manera:
Tomaruos cualquier linea recta L perpendicular a T, tal que LOA # @, entonces
L A es un punto o segmento, trasladamos este punto o segmento dentro de
L hasta que su punto medio este sobre T Hacicudo este proceso para cada recta [,
obtenemos 3 (A) (ver figura 3). Claramente Y(A) es simétrico con respecto a T,

pero ademds Y (A) es un cuerpo convexo.

-

/
/

()

Gq

Pigura 3: Simetrizacién de Steiner,

Teorema 1.2.4 St A es un cucrpo convero extonces Y (A) tambidn lo es.
Demostracidn: Si P € A, denataremas par Lp la reete porpendicular a Ty que pasa
por P,

Sean I, Q € L(A), P Q€ T = cone((T(A N Le)U(A)N Lg)) donde
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Lp, Lg son las lineas ortogonales a T que pasan por Py Q.

Sea I = conu (A Lp) (AN Ly)). Como A es convexo T C AL Ademas
T =3(T)C T (A), (yaquesi BC A, T(B)C T3(A) ).

Entonces T' C 37(A), por lo tanto el segmento PQ esta contenido en $(A)

(ya que PQ esta contenido en 7). |

En los dos teoremas siguientes se listan algunas propiedades de la simetrizacion

de Steiner. Las pruchas estan en el apéndice B.

Teorema 1.2.5 Sean A,B¢ X

1) S(A)CY(B),si ACB.

2 NK)=K, sielcentro de K esta en T .
1) Y(AA)=AY(A),siee T.

1) YA +EBYcT(A+B),sioeT .
5) Y(A) € Y(As),sioe T .

Teorema 1.2.6 de Continuidad.

1) Sea {An},epy una sucesion convergente de cuerpos convexos con limite el cuerpo’

convexo A . Entonces {37(A,)}, ey converge a Y3(A).
2) Sean {An}, v Y {Bn),epy dos sucesiones con limites A y B respectivamente,
entonces la sucecion {An + B}, oy converge a A + B.

1.3 Teorema Esférico.

Teorema 1.3.1 Esférico 1.

Sea A un cuerpo convexo propio con 6 € A" Sea

n:{BeAt/B:ZoZ 0.0 Z(A)},

n--l L
donde 37, ¢s la simetrizacion de Steiner con respecto al plano F, a través del origen.
Entonces existe una sucesion {A,.} C R que converge a una esfera solida K, para

algin r,

© o e Tt e b, e
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Demostracion:
Sea r=inf{I{A') ] A" & R}, donde (A} denota el radio de la esfera circunserita
a A’ con centio en 6.
Observe que como 6 € AY, existe una esfera solida de radio A > 0 tal que Ky C A,
Por lo tamta Ky ¢ A, para todo A" € R (ya que 3 (K\) = K)). De aqui que
A € H(A') para todo A’ € R, entonces r existe. Como r es un punto de acumulacion
de {R{A") / A’ € R}, existe una sucesion {A,}, .y de clementoy de R tales que
{1(An)} ey converge a 1.
Por la compacidad de K y como R es acotado podemas suponer que A}, oy con-
verge a i enerpo convexo Ag. La funcional R es continua, de aqui que B(Ag) = r.
Ay es un cuerpao convexo propio ya que Ky C A, (para todo n).
Varwos a probar que Ag = K. Supongamos que no, Ag C K, entonces Ag & K.
Se sigue que existe un pequefio disco ‘1 de radio positivo en la superficie de K, que
no intersecta a Ap. Cubramos aliora la superficie de K, con un mimero finito de
discos T, Ty, ..., 7% congruentes con T. Sea ¥, {i = 1,.., K) la simetrizacion dada
pior un plano de simetria £; por el origen y proyectemos ortogonalmente 7; en T.
Por lo tanto T y 7 son ajencs a §,,{Aq), ya que para cualquier linea de simetria G
ortogonal a &, que pasa por T (y por tanto por Tt), el intervalo Ag[}G es mds corto
que K, G. Finalmente sea Y (Ao) = 3, 0... 0 ¥,(Ao), entonces la superficie
de K, es ajena a 5'(Aq). Notemos que Ag & R, pero como {A,} converge a Ay,
{¥'(An)} converge a 5.'(Aq) (teosema de continuidad), entonces existe A, € R tal
que 37'(A,,) es disjunta de la superficie de £, y claramente 1{(2'(A,“)) < r pero
Y'(Ax) € R lo cual contrdice el hecho de que r = inf {R(A') /| A’ € R},

Por lo tanto A = K, y {A,} converge a I, "

Teorema 1.3.2 (Lisférico 2).
Sea A un cuerpo convero peopiv con 6 € AP, Sea R el conjunto de todos los cueepos

coaveros A’ oblenidos miediante un mimero finito de sumas de Minkowski de la forma

o (Loas o Bas Ly
A= (A (DAY ot (AR

en donde 8,1 = 1,.., k,denola wna rotacién con contro en 6 y k € IN. Entonces
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eriste una sucesion (A} C R que converge a una csfera sélida Ky con centro en o.

La prucba de csle leorema es esencialinente le prucba del teo. anterior.
[Ina consecnencia innediata de este teorema es el siguiente

Corolario 1.3.1 Sea A' € R, con R como en el tcorema anterior. Entonces b(A)
rs tqual al diametro de K.

Demostracion:

Por definicidn b(A) = ﬁ fq: DA, v) dv, donde H{A, v) s el ancho del cuerpo A en la

direccién v, ver 1.1.2. Entonces usando la continuidad de b(A,v) vista como funcidn
)

de 8% en IR y ¢l coralario 1.1.1, eblenemos el resultado deseado. -

1.4 Magnitudes Fundamentales.

A cualquier cuerpo convexo A se le pueden asociar diferentes mimeros reales, como
son su volimen, su superficie, su didmetro, su grueso etc.

Estas cantidades son nmy geométricas; sin embargo también le podemos asociar su
curvatura total, su integral de curvatura media, las cuales a pesar de no ser muy

intuitivas, destacan por su gran importancia en el estudio de los cuerpos convexos.

Definicién 1.4.1 Sea A un cuerpo connero. Las magnitudes fundamentales de masa
de A son:

V = V(A)= Volimen,

S S(A) = Superficie,

M = M(A) = Integral de Curvalura Media,
¢ C(A) = Curvatura Total.

]

il

Obsérvese que la magnitnd fundamental de masa (' es una magnitud que para
cuerpos convexos es una constante igual a 47 | esto es debido a un teorema (curvatura
integral) de K.F Gauss. Este hecho nos puede hacer pensar que esta magnitud €' no

es umy fmportante, pero inds adelante veremos que no es asi.
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Ahora vamos a definir en forma mas precisa estas cuatro magnitudes fundamentales
de masa.
'rimero lo haremos para poliedros convexos y usando aproximaciones obtendremos

las definiciones en general,

1.5 Magnitudes Fundamentales para Poliedros.

Definicién 1.5.1 Sea A un poliedro convero .
V(A),S(A) se definen de manera usual

M(A)=1/2) sipi

en donde la suma se cxtiende sobre todus las arislas 3; de longitud s; y en donde o,
denotn el dngulo entre los vectores normales a las dos caras del poliedro, adyacentes
a Si.

C(A) = 3. 0;, en donile la suma se eztiende sobre todas los vérlices, P;, del poliedro y
en tlonde 0; denota el dngulo espacial del sector que se forma u través de los vectores
normales en F;.

Obsérvese que C'(A) = dr.

La siguiente fénmula fue dada por J, Steiner y su importancia se destacard en lo

sHeesivo,

1.6 Formula de Steiner para Poliedros.

Teorema 1.6.1 Sea Aun poliedro convero . Entoners

.3
V(As) = V(A) +8S(A) + 6 M(A) + %(..'(A)

Demostracion;
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En wirtud del feorema de descomposicion

Ac= AU(L:J Fpl UEA)U UV

(1]

calonces

via = vaaUJUsmUUesUdd vin

= V(A)+ V(F5+ZV +Zvv1

k=1 i= ):l
r

Otras propicdades de estas magnitudes que utilizaremos se restimen en of siguiente

corolario.

Corolario 1.6.1 Sear A B poliedros convezos lal que BC A ysea A >0,
entonces

JV(A)2 0, S(A)20, M(A)20.

i)V (A) 2 V(B), S(A ) 2 S(B) . M(A) 2 M(B).

HV(AA) = MV(A), S(AA) = X*S(A), M(AA) = AM(A).

Demostracion: sélo probaremos que M{A) > M(B) y iii).

Como B C A, entonces pura todo 6 20, Bs C Ay,

de aqui que V(Bs) < V(Ag) ;| entonces

V(B)+65(B) + 8*M(B) + £ < V(A) + 65(A) + 8M(A) + £C,

haciendo tender § — oo, obtenemos M{B) < M{A)
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ahora vamaos a probar i),

Sea T la transformacidn : T2 RY - R?Y , dada por
T(z,y,2) = (Az,\y, Az) = (u,v,w) , de donde T(A)= AA. Entonces

/// ldudvdw:/// | DT |dzdydz
A A
/ / / Ndadydz = NV(A).

A

Para probar que: S(AA) = AS(A) , basla ver quc para un poligono convezo plano

V(\A)

i

A, el dren (M) es igual a (A dreaA’), lo cual se demuestra de manera similar
al hecho anterior, es decir

Sea F:R3 — R3, dada por F(z,y) = (Az,0y) = (u,v). en donde F(A') = AA'

drea(AA")

[l

/ dudy = // [DF|dzdy = Mérea(A")
AA! AA?

Y drea(ARi) =Y Marea(Fi) = AS(A).

por lo que

S(AA)

H

Por ltimo, observe que los dngulos entre los veclores normales entre dos earas
adyacentes de A ¢s igual al dngulo respeclivo en AA, y si una arisla de A tiene

longitud s;, entonces la arista respectiva de AA liene longitud As; por lo que
M(AA) = AM(A). ]
1.7 Magnitudes Fundamentales en General.

Ahora procederemos a extender las definiciones de las magnitudes fundamentales de

masa a eualquier cuerpo convexo y también la férmula de Steiner.
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Definicién 1.7.1 Sea A un cuerpn convero cualquiera y sea P un poliedro convezo.

VA)=inf{V(P)/ACP}  V(A)=sup{V(P)/P C A}
S(A) = inf{S(P)/A C P} S(A) = sup(S(P)/P C A}
M(A) = inf{M(P)JACP}  M(A) = sup{M(P)/P C A}

Sea Qq un poliedro fijo tal que Qqy C A.
Entonces para todo poliedro convexo P tal que A C P tenemos que:
V(Qo) SV(P) , S(Qo) <S(P), M(Qo) < M(P) , porlo tanto, los infimos
existen.
Sea Py , un policdro fijo que contenga a A, entonces para todo poliedro convexo Q
tal ue QC A
V(Q) S V(Po) , S(Q)<S(Po) , M(Q)<M(Po) ,
por lo tanto los supremos existen.
Es claro que Y(A) < V(A), F(A) < F(A), M(A) < M(A).
A continuacion vamos a probar que:
V(A)SV(A), F(A)SF(A), M(A)<MA).
Por el teorema de aproximacion: (teorema: 1.2.3.), para todo A > 0, existe un poliedro
P tal que P C A C AP. FEuntonces

V(A) < V(AP) = ¥Y(P) < B*V(A)

(para toda A > |).

De aqui que ¥(A) < XV(A), paratodo A> 1.
Por lo tanto V(A) < V(A). Finalmente obtenemos:
V(A) = V(A).Andlogamente
S(A) S S(A), M(A) SM(A).

Definicién 1.7.2 Sex Aun cuerpo convezo cualquiera. Enlonces

V(A) = YA) = V(A),
S(A) = $(A) = S(A),
M(A) = MA) = M(A),

C(A) = dnm
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Teorema 1.7.1 De aproximacién simultdnea,
Sea A wn cuerpo couvexo y sea € > ().
Entonces existen poliedros convexos Py Q tales que Q C A C P y las siguientes

designaldades se dan simultancamente:

VIP)-V(A)<c , S(P)~S(A)<c , M(P)-M(A)<e
V(A)-V(Q)<e , S(A)-85(Q)<e , MA)-M(Q)<c

Demostracién: De-la definicidn de las magnitudes fundamentales se sigue que
existen poliedros convexos Py, Py, Py tales que
V(IP)-V(A)<e, S(P;)-S(A)<c, M(P;)-M(A)<ce
y poliedros convexos Qq, Qz, Qs tales que
VA)-V(Q) <e, S(A)-S$(Q)<e, M(A)-M(Q)<c
Sea P = P, P[P, entonces

ViP) - V(A) € V(Py) - V(A) < ¢

S(P) — S(A) € S(P;) - S(A) < ¢

M(P) - M(A) < M(P;) — M(A) < ¢
Sea Q = conv(Q; |J Q2 |J Qs) entonces

V(A) - V(Q) < V(A) - V(Q) < ¢

SA) - S@) < SA) - S@) <

M(A) - MQ) < M{A) - M(Q) < ¢

1.8 Formula de Steiner en General.

En esta seccién vamos a verificar que la [drumla de Steiner es vilida para cualquier

cuerpo convexo,
Teorema 1.8.1 Sea A un cuerpo convezo cualyuiera, enlonces

V(As) = V(A) -+ 6S(A) + 8*M(A) + ‘»?;(}‘(A).
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Demostracion: Seanwd >0 y A un cuerpo convero cualquicra. Considere dos policdros
convecas By Q tal que Q C A y As C P, cndancis Qu C Py usanda Steiner pora

policdros eblenrmos
. ’ &t v
V(Q)+55'(Q)'i'0'f"1(Q)+TU(Q) = V(Qs) < V(P},

Esto es vilido para tado poliedro Q C A, en particular para uno como en ¢l Leorema
anterior en donde pura todo ¢ > 0 existe Q C A lal que

V(A)~V(Q) < ¢, S(A)-S(Q)<e, M(A)-M(Q)<e entonces

(V(A)—-c)+6(S‘(A}~-c)+6"(M(A)-«)+%‘C(A) < V(Qs) < V(P)

V(A)+85(A)+ 8 M(A) + ﬁ;(z(A) ~(I+645 < V(P)

entonces V(A) -+ 6S(A) -+ EM(A) + %C(A) < V(P), se eumple para lodo polivdro
P tal que A8 C P, en particular para un P tal yne V(P) ~V(As) < ¢, donde ¢ > 0,
In existencia de lal polivdro ¢s garantizada por ¢l teorema anterior.

Enlonces V(A) + 65(A) + 8 M(A) 4+ %C(A) < V(P) < V(As) + ¢ para lodo

e > 0, lo cual implica que

V(A)+6S(A)+6’M(A)+§;;C(A) < V(Asg)

Para ln desigualdad en la olra direccidn cansideremos dos poliedros P y Q tal que

PCA;yACQ, enlonces PP C Qy; usando Steiner para poliedros oblenemos gue

g}
VIP) < V(Q) = V(Q)+55Q) +8(Q) + So@)

para toda poliedro Q tol que A C Q, en particular pava un A C Q como en el teorema

anlerior: es decir exisle A C Q tal que para todo ¢ > 0,
Q) -V(A) <, §(Q)~S5(A)<e, M{Q)-M[A)<

por lo tante

V(P) < V(Qs) < V(A)+6S(A)+ é"ﬂ\l(f\)»»%(:(;\)-m(n+.s+.s")
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3
VIP) < VIA)+AS(A) + 8M(A) + i)

para todo poliedro tal que P C Ag. en particulur para un P C Ag tal que
V(As) -~ V(P) <c¢ yparalodoe > 0. Entonces

V(As)—c < V(P) < V(A)+6.S'(A)+6’M(A)+%C(A)

3
V(As) < v(A)+6S(A)+6“M(A)+‘-;—C(A)

Otras frmulas andlogas para S5, Ms y Cs se enuncian a continuacion.

Corolario 1.8.1 Dado un cuerpo convezo A sc tiene que

S5 = F4+2M;+C8.
Ms = M+6C.
M; = C.

Demostracidn: Dado que (Ag)y = Agpqy. Se tiene V{((As)y) = V(Asyy)-
V(As) +75(As) +7°M(As) + TC(As) =

i

V(A) +(6+ 7)5'(A) + (6472 M(A) + EELC(A)
(V(A) + 6S(A) + EM(A) + £C(A)) + 1(S(A) + 28M(A) + 62C(A))
+72[M(A) + §C(A)) + T-C(A).

El primer y el tercer polinomio son polinomios de grado 3 con variable v, por lo

tanto los coeficientes son iguales. [ ]
Observe que también se obtiene
1¢
Ss=V§, My=;8;, Cy=M
Donde (') significa la derivada con respecto de 6.

Mis adelante se analizardn cdlcalos de las magnitudes fundamentales de masa

para algunos cuerpos convexos en general,
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1.9 Magnitudes de Cuerpos Convexos Impropios.

Ahora vamos analizar que significan las cuatro magnitudes fundamentales de masa
cuando el cuerpo convexo tiene interior vacio. Por ejemplo si esta contenido en un
plano o en una recla. .

Notacién:

Si A es un cuerpo convexo impropio, denotanios en este caso

s
i

a(A) = drea de A,
p(A) = perimetro de A,
[(A) = longitud de A.

=
i

it

Teorema 1.9.1 Sea A € K enlonres
1) Si A estd contenido en un plano y liene intcrior relative no vacio,

sus magnitwles son
V(A)=0, S(A)=2a(A), M(A) =7 p(A), C(A) = ir.
2) S50 A es un inlervalo , sus magnitudes son
V(A)=0, S(A)=0, M(A)=r I(A); C(A) = 4.
J) Si A cs un punlo , sus magnitudes son
V(A)=S(A) = M(A) =0, C(A) = 4x.

Demostracidn:

') Sea {Pu}nemv una sucesidn de poligonos convezos tal que {Py},emv converge al

cuerpo convezo A. Construya el cilindro recto Q, de Py, con altura L, enfonces Qu

! converge « A, Las magnitudes de Q, son,

V@) =aPu)z, 8(Qu) = p(Pa) + 2(P.),

: I 1 T 11 11 T
A :_2:.-_,.,. :___E s SR, ¥ R
j A‘l(Q“) 3 ”“r’l } B P(Pn) i i+ p(Pn) mn T+ 2 P(Pn)

LRI ]
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y en donde ; denota el dngulo cutre los veclores normales a los lados adyacentes o
P,, cuya suma siempre es tgual o 27,

Huciendo usoilel Teo. 2.1.1 oblenemos para n — 0o el resultado deseado.

2 ) Sea A un intervalo, construya un rectangulo P, de ludos I(A) y %, claramente
P,— A,

Segun el inciso anterior las magnitudes de P, son,

V(L) =0, S(P,) =2a(P) = 212)
M(P.)= 5 p(Py) = g(f +2U(A)).

Haciendo n —— oo se obticne el resultado deseado,

)

=, claramente Py — A,

3 ) Sea A un punlo, construya un intervalo P, de longitud
Segun el inciso anterior las magnitudes de P, son, ‘
V(A) =0, §(A) =0, M(A) = m I(A) == }. Haciendo n — oo se obtiene el

resultado deseado.

[



CAPITULO 2

Teorema Funcional

En este capitulo vamos a probar un teorema nny hermoso e importante, el Teorema
[Puncional, el cual clasifica las funcionales definidas en los cuerpos convexos con ciertas
propicdades naturales. Haciendo uso de el daremos una prueba de las Forimulas de

Cauchy para Proyecciones, las cuales son clasicas en la Geownetria Integral.

2.1 Funcionales,

Sea K ol conjunto de los cuerpos convexos en IR3,

Definicion 2.1.1 Una funcional sobre K es una funcion
X:K-R

Por ejemplo V,8, M, C son funcionales sobre K.

Vamos a decir que:

Ij._:l X es invariante bajo el movimicnlo, cuando cualesquiera dos cuerpos con-
gruentes A y B, denotudo A 2 B, se tienc que X(A) = X(B).

Una descomposicidn por una seccidn plana de un cuerpo convero C, en lus partes

A y B consisle de dos cuerpos convezos A, B lales e C= AUB y A(\B «sta

contcnido en un plano.
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1. l X es uditiva pare alguna descomposicidn por une seccidn plana, en las
partes A y B | de un cuerpo convero, sila siguiente refocian se du:
XAUB) + X(ANB) = X(A)+ X(B)

en donde A\ B denota lu seccidn,

Figura 4: Descomposicidn por una Seccion Plana.

X es continua cuando paru cualquier sucesidn de cuerpos convezos {Ap }neN
que converge al cuerpo convezo A se tiene que
{X(An)}nemy — X(A)

en olras palabras: X es conlinua por sucesiones.

Ya conocemos algunas funcionales, pero no todas satisfacen LILIIL Por ¢jemplo
el diatnetro de un cuerpo convexo satisface [ y I1 pero no II1, Otras funcionales que si
satisfacen [, 11, Il y son de grau importancia para la teoria estan dadas en el siguiente

teorema.

Teorema 2.1.1 Sea [L la clase de todas las funcionales continuas, aditivas e inva-
riantes bajo el movimiento, definidas en el conjunto de los cuerpos convexos. Entonces
V,$,M,C estan en fh .

Demostracion: Primero vamos a probar que la siguiente funcional esta en fb y como

consecnencia probaremos que V, 8, M, C estan en fb .
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Sea X5 : A — R la funcional dada por Xs{A) = V(A;)
Vamos a probar que Xs € L.

X;s s invariante bajo ¢l movimiento. Por el teorema 1.1.7, A = B implica que
A; = B; . Por lo tanto V(Aj) = V(Bs), 0 sea Xs(A) = Xs(B).

X5 es aditiva,

Sean AUB la descompusicién de un convexo en convexos A y B tal que A(YB es
una seccién plana, queremos probar que:

Xs(A) + Xs(B) = Xs(ANB) + Xs(AUB)

Empezaremos haciendo las siguientes observaciones cuyas demostraciones se siguen
del tecorema 1.1.5 y la seccién 1.2.1,

A;\B;s = (ANB)s As;UUBs = (AUUB)s. Si d(A,B) < 0 entonces A C
B; y BCA,

Por propicdades del vohimen tenemos que:

V(As{Bs) + V(As[)Bs) = V(As) + V(By)

entonces sustituyendo obtenenios:
VIAB)) + V(A[IB)s) = V(As) + V(By)
X(A|UB)+ X(A[B) = X(A) + X(B)
HE) | X; es continua por sucesiones.

In realidad vamos a probar que Xj es continua. Lo cual implica que X es continua

por sticesiones.

Sea A un enerpo fijo y sea § > 0. Se afirma que Xj es continua en A para todo
8 € [0.8y), es decir: Ve > 0,30 > 0 tal que

dAB) < = |X(A) - X;(B) < e.
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Demostracion de 1) Sea 0 < ¢ < 1y K una esfera suficientemente grande

para que cualquier convexo B contenido en K tal que si d(A,B) < 1 entonces:
Aso, BpC K

defina g = S(K) + M(K) + ;C envonces 5 > 1, es un ndmero fijo. Defina 0 = L

Si d(A,B) < 0 entonces A C By y B C Ay por lo tanto Ay C (Bs)s, Bs C (As)e

aplicando Steiner obtenemos:

V(As) < V((Bs))

W

V(Bg) + 0S(By) + 0° M(By) + %o"c

i

V(Bs) < V((Aske) = V(As) +0S(As) +0°M(Bs) + %o“c

es decir:

Xs(A)

In

Xs(B) -+ 05(By) + 6°M (By) + %030

Xs(B) < xa(A)+0S(A6)+01M(A5)+%gsg

c0moo<ly0=i’=m}—5 | ’
Xs(A) < Xs(B) +(S(Bs) + M(Bs) +3C)0 < Xe(B)+(S(K) + M(K) + }C)0

Xs(B) < Xs(A)+(S(As) + M(Ag) +1C)0 < Xs(A) +(S(K) + M(K) + 5C)8
como 0 < 6 < 8 entonces Ag, Bs C A. De aqui que
Xs(A) S Xe(B) +00,  Xs(B) < Xs(A) + 0.
Entonces | X3(A) - Xs(B)] < nf =¢
Con ésto hemos probado que Xy € b para todo § € (0, &).

Altora veamos que ¢, M, S, V € JL.

Observaciones:
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C' € JL ya que es una funcional constante. §i 6 = 0. Xy =V, Ve[l
Ahora veamos que M y S € L.

Sean A, B convexos congruentes. Iintonces
Xo(A) = Xs(B),  V(Ag) = V(By)
V(As) = V(A) +8S(A) + 8'M(A) + §C = V(B) + §5(B) + #M(B) + £C
coma son polinomios de grado tres, entonces
V(A) = V(B), S(A)=S5(B), M(A)= M(B).

Intonces S, M satisfacen 1),
i) Xs(A) + X5(B) = Xs(AUB) + Xs(ANB)
V(As)+ V(Bs) = V((AUB)s)+V((ANB)s)
V(A) +6S(A)+ &M(A) + %J-C +V(B) +65(B) + 6 M(B) + %C =

= V(AUB) +8S(AUB)+ 8M(AUB) + £C + V(AN B) + 6S(ANB)+
S M(ANB)+5C

por el mismo razonainiento anterior.

]

S(A)+5(8B)
M(A) + M(B)

S(AUB) +S(ANB)
M(A|B)+M(ANB)

i

entonces S, M salisfacen I1.

H)) Como X5 ¢s contimita para todo § € [0, &).
Si {An}nemy €9 una sucesion fija de convexos que convergen al cuerpo A Enlonces
{Xs(An)}, — X:(A) para todo & € [0,8). En otras palabras la sucesién; de poli-
nomios f, +[0,4g] — R dada

3
Fa(6) = Xe(Aw) = V((Au)s) = VIAL) + 65(A,) + 8 M(AL) + %(
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convergen al polinomio

J(6) = Xs(A) = V(A) + 6S(A) + 8*M(A) + %«'0

:
Ademas esta convergencia es wniforme ya gue un resultado de analisis conocido como
Teorema de Dini, ver [13], nos dice que:

Si f, es una sucesioh mondlona de funciones continuas que tienden a una funcién
continna  f en un conjunto compacto D, entonces f, — [ uniformemente en D.

2n nuestro caso f, > 0, de aqui que [, sea moudtona.

Por la tanto f = [, — 0 esto implica que cada cocficiente tiende a cero, por lo que:

V(Ax) — V(A), 5(A) — S(A), M(A,) - M(A)
Con esto se prucha que M y 5 satisfacen IIL. De aqui se sigue que V.5, M,C €[L. &

El siguiente lema tecnico serd de vital importancia para los resultados subse-

cuenttes.

Lema 2.1.1 : Sea f : R — IR continua faf que flu+v) = f(u)+ f(v), entonces
Jw) = f(1)u.

Demostracion: Sea g : R — R dada por g(u) = [(1)u, claramente g es continua. La
idea es probar que fiq = gy y como Q rs denso en R, lendremos que f(u) = g(u)
pare lodo u € R y por lo tanto f(u) = f(1)u.

Seap e Ly x e R, vamos a probur que f(pr)=pf(z). Para tal efecto tenemos lo
siguientes dos casas:

Cluso L: sip >0 aplicamos f(u + v) = f(u) + f(v) y oblenemos f(pz) = pf(z).
Cuasp 2: sip <0, f(px) = f(2pz — px) = f(2pz) + f(~pz), —-p> 0. Por el caso
tenemos que f(pz) = 2f(px) — pf(x), por lo tanto f(pz) = pf(z).

Seaq€Z, g #0. f(1) = J(}) = f(a}) = 2f(2), por lo tanto f(1) = f(1)L.
Poriltimo sean p g € I, 4 #£0, enlonces f( )= f(p-) = pf( )= J(ht. ]

2.2 Teorema Funcional.

En esta scceidn saltard mostraremos la importancia de las cuatro magnitudes fun-

damentales de masa, en especial veremos una razén para que la cuarta magnitud
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C(A) = 47 sea tomada en cuenta.

El siguiente teorema es muy fuerte, ya que clasifica las funcionales definidas en

Jos cuerpos convexos y satisfacen las propiedades I), 11} y 11).

Teorema 2,2.1 Funcional
Sea fL la clase de todas las funcionales continuas, aditivas ¢ invariantes bajo el
movimiento, definidas en ¢l conjunto dc los cuerpos convexos. Entonces {4 es isomorfo

al espacio vectorial
F= {GC’*'[)M +7S+ﬂv /“vﬂx”vﬂ € m} .

Es decir H es ¢l espacio vectorial sebre R en donde C, M, S, V forman una base.

Demostracidn: Primera vamos a probar que fb es un espacio vectorial sobre R,
y despues que C, M, §, V forman una hase para ﬂ,
Las operaciones de suma y producto por un escalar en Jb son las mismas que se definen
en cl espacio vectorial de todas las funciones definidas en un conjunto arbitratio
cualquiera, en los numeros reales.
Vanios a probar que f4 es un subespacio vectorial del espacio vectorial de todas las
funciones definidas en el conjunto de los cuerpos convexas y con valores reales.
Sea Xp la funcional que a cada cuerpo convexo le asacia el numero real ¢. Claramente
Xo es invariante bajo el movimiento y continua por sucesiones.
Sea € un cuerpo convexo, considere alguna descomposicidn de ¢l por una seccién

plana, en las partes A y B . Entonces
Xo(C) = Xo(A{B) = c = c 4 e~ c = Xo(A) + Xo(B) ~ Xo(A[) B}

De aqui se deduce que Xo ¢s aditivay Xo € [l Ahorasca\¢e Ry X ¢ [L

St A = B entonces X(A} = X{B), de lo cual se sigue que AX(A) = AX(B) es decir
(AX)(A) = (AX)(B) . Como X es continua por sucesiones, para cualquier sucesion
de cuerpos convexos {An e que converge al cuerpo al cuerpo convexo A se tiene
que

{X(Au} e — X(A) por lotanto A{X{A ) ey — AX(A) es decir
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{OAX) (AR aemw — (AX)(A) | de aqui que AX sea continua por sucesiones.

Por hipétesis X(A|JB) + N(A B} = X(A) + X(B), entonces

AX(AUB)+ AX(ANB) = AX(A) + AX(B) es decir

AXHAUB) + (AX)ANB) = (AX)(A) + (AX)(B) , de agui que AX es aditiva.
Por lo tanto AX € L. Scan X, Y funcionales en [b

Por hipélesis st A = B se tiene que X(A) = X(B) y Y(A) = Y(B) enlonces
(X + Y)A) = (X+Y)(B), por lo tanto X + Y es invariante bajo el movimiento. De
manera analoga sc obtienen las otras dos propiedades para la funcional X+Y.

Y asi X+Y estaen b

Sea X una funcional aditiva, continua ¢ invariante bajo ¢l movimiento. Vamos a
probar que X € F es decir que existen escalares a, 3,7,p € R tal que X = aC +
BM +45 +pV.

Sea Q € R? un punto cualquicra, @ € IR tal que

X(@Q)=aC(Q) (1)

como X es invariante, X (P) = aC(P) para todo P € R®.
Definamos ahora

X'=X~aC (2)
claramente X' satisface I, Iy 111 $i @ € R®, X'(Q) = X(Q)—aC(Q) = 0, entonces

X(@Q) =0 ()

para todo @ € IR,

Escojamos ahora un intervalo U de longitud u. Como X' es invariante bajo el
movimiento, X'(U) sélo depende de 1a longitud, ya que cualesquiera dos intervalos de
la misma longitud sou congruentes, denotemos esta dependencia por X'(U) = f(u).
Si UV es un intervalo de longitad u4v con Uy V intervalos de longitud u y v
respectivantente, entonces
XU+ XU NV) = XU) + X'(V) (ya que X' s aditiva), pero U}V es un
punto en IR, por lo tanto X(UJV) = X'(U) + X'(V) de aqui se sigue que

flutv)y= f(u)+ f(v) )
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ademas fes continua, ya que X' es continua. Por el lema 2.1.1 anterior Sla) = f(1)u,
sea 3 tal que f(1) = rd, por lo tanto X'(U) = f(1)u = gru = gM{U) para todo
intervalo U. Reenerde que M(U) = 7€(11), donde ¢((7) es la Jongitud de U,
Definamos ahora

X" = X'~ 4l (5)
claramente X" satisface [1 y 111, y para tado intervalo U,
XY= X"(U)~ BM(IT) =0 (6)

Sea ahora I un poligono convexo, Vamos a probar que X*(P) solo depende del
polig p q I
irea de P. Supongamos que este poligono tiene una descomposicién en subpoligonos
. k& .. -
convexos, es decir P =7, Pysii# s NP =0 )
Vamos a probar que X*(P) = :-;l XU(P). Por induccién sobre k. Si k = 1 es
evidente y para k = 2 se sigue de la ecuacion 6 y de la aditividad de X”. Sea k& > 2
¥y supougamos que nuestra relacion se satisface para todas las descomposiciones con
menos de k subpoligonos. Tracemos a través de uno de los lados (que contenga un
punto interior de P) de I una linea recta que divida el plano (que contiene a P) en
dos semiplanos I’ y H".
Definamos P = POV, P} = P,(1I" y andlogamente P == rnir,
Pir= B\ 1" (ver figura 5).
Por o tanto I =J 1" y P" ={J P, donde cada una de estas descomposiciones
3! i : I
tiene menos de k subpoligonos. Por Ja hipdtesis tenernos
M phy ni e Hipmy "y nn
XUP)y =32, XM(P),  X(# )= X))

] nep 1t — YD S 2 nepmy . XN p. ne
Adends X'(P)4+ X"(P") = X" P) (caso k= 2)y X (F)+X"(Pl) = X"(P}) (caso
k=2)

Fntonces
NPy = XMy X
1 ! " H
(XM X))

lo enal queriamos probar,

il

z‘:) \‘II(I)JI) + z) XII( [))l/)
Yo, X

i
i

Una consecnencia inmediata de lo anterior es la afirmacion de que para cualesquicra
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P

Figura 5: Descomposicién en subpoligonos

dos poligonos convexos Py Q con la misma drea, X"(P) = X"(Q). Esto se debe a
que X" ¢s invariante bajo el movimiento y el Teorema de la Geometria Eleinental, ver
[5], que afirma que si dos poligonos convexos tienen la misma érea, entonces pueden
descomponerse en el inismo nimero de subpoligonos congruentes. De esta forma lle-
gamos a que X"(P) = f(p) , donde p es el drea del poligono convexo P. Es decir X
de un poligono convexo solo depende de su arfea.

Ahora podemos escoger un poligono convexo con drea p+q que se descompone en dos
de drea p y q respectivamente,

Entonces f(p + q) = f(p) + f(q), por aditividad de X" y { s continua, por la con-
tinuidad de X", Por lo tanto f(p) = f(1)p. Defina 4 tal que f(1) = 2v, y como
S(P) = 2a(P) = 2p, por lo tanto X"(P) = f(p) = [(1)p = 2y =2py = S(P).

De nuevo definamos

Y=X"-1S (7

claramente Y satisface L1y TH. Ademds Y(P) = X*(1) =4S(P) = 0 para cualquier
poligono D,

Sea ahora 1> un poliedro convexa. Si 17 = | P; s una descomposicion en subpoliedros
convexos congruentes, entonces Y(P) = 35 Y(F), la prucha es andloga al caso de

los poligonos.
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Si dos poliedros Py Q se pueden descomponer en el mismo mimero de subpoliedros
convexos, Y(P) = Y(Q). Para avanzar en la direceién andloga a los poligonos, hay
un problema. Se trata det tercer problema de Hilhert, que afirma existen poliedros
convexos con ¢l mismo voldmen pero sin una descomposicion en subpoliedros con-
geuentes, por lo eual no es posible conctuir que V(P) sélo depende del vohimen de P.
Sin embargo, podemos concluir en forma andloga que es posible escoger una constante
adecuada tal que Y(P) = pV(P) para todo P que tenga una descomposicién con-
gruente con el cubo del mismo vohimen.

Finahmente defina Z = Y — pV, 7 satisface [, 11, 111 y para cualquier poliedro P que
tenga una descomposicién congruente con ¢l cubo del mismo volimen,
2(P)y=Y(P)-pV(P) =0

La parte dificil de esta pracba serd ahora dernostrar que 7 realmente se anula para
todo policdro. Cousideremos la suma de Minkowski P = A + B, de dos poliedros
convexos propios. Can ayuda del teorema de decomposicion teorema 1.1.4, y debido
a Z se anula en los poliedros que tienen una descomposicién en subpoliedros con-
gruentes con el cubo del mismo voliimen, se sigue que Z es aditiva con respecto a la
suma de Minkowski, es decir Z(A) + Z(B) = Z(A + B). Para un poliedro fijo P y
una variable A definimos Z(AP) = f(P). Sabcimnos que AP + P = (A + )P, usando
la propiedad de aditividad de Z obtenemos: f(A) + f(p) = f(A + p). Como [ es
continna entonces f(A) = Af(1). Hemos obtenido que Z(AP) = AZ(P) .

Vammos a considerar ¢l teoremna Fsférico 2, 1.3.2, en donde un poliedro covexo P da

fugar a un conjunto R, Para todo P' € R,

I_‘.l_ 8y | l 1738 _1_ §,
| —(k)l"l I'(k)P I".-.+(k)P“,

13

k)P6~) )

20P) = 2P + ()P ot
ZIP) = 2P+ 2P bk 2P
2(P") = -;:2(1"“) + %z(pav) P -:;Z(P") ,

de aqui que Z(P) = Z(P'). Por la conlinuidad de Z se sigue que Z(P) = Z(K,),

donde Ny es la esfera que tiene o} mismo ancho promedio de P, ver el corolario 1.3.1.
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Sea ahora W, un cubo con el ancho promedio de Ky, entonces también Z(W) = Z(P),
pero Z(W) = 0, ya que W ticue una descomposicion en subpoliedros cogruentes cou
el cubo del misino voliinen. Por lo tante Z(P) = { para todo policdro P. Usando
los teoremas de aproximacion por poliedios y la continnidad de 7, podemos concluir
que Z(A) = 0, para todo cuerpo convexo A.

Siguiendo la demostracidn hacia atras podemos ver que:
X=aC+3M+4S+pV

que era lo qne queriamos probar.

2.3 Formulas de Cauchy para Proyecciones.

Como una aplicacién del teorema funcional, vamos a deducir la famosas férmulas
integrales para las proyecciones de los cuerpos convexos, obtenidas por primera vez
por L. A. Cauchy.

Antes de probar estas formulas necesitamos probar dos lemas, que nos seran de

gran utilidad.

Lema 2.3.1 Sean A, B € K tales que A|UB es convezo . Entonces

(AJB)+(A[)B)=A+B

Demostracidn: Sea T € (A\UB) +(ANB), entonces T=P+Q con P € (AYB),

QeE(ANB), esdecir PEA o P E€B, Qe Ay QeB, deesla manere es claro
que cn cualquier caso T'= P+ Q € (A +B),

Set P+Qe(A+B)con Pe A yQeB, cono AUB ¢s convero, enlonces
PQ C (AUB). Por o tunlo cxiste A € [0, 1) tal que = (1 = \)P + M@ € (AN B),
Entonces T'= AP+ (1 - NQ e (AUB)y P+Q ="T+"T". '
D agui obtenemos que P+ Q =T+ 7' ¢ (ANYB) + (AUB). .
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Sea A un cuerpo convexo, v € §%. Proyecte A en la direccidn o, sobre un plano
Il ortogonal a v {ver tignra 6).
Sea [I(A) la figura plana obtenida en la proyeccion, defina (A, v) = a(lI(A)),
f(A,r) = p(TH{A)) el &, el perimetro de H{A) respectivamente y h(e) = b(A, v) ¢l

ancho de A en la direecion v,

)

Figura 6: Proyeccion en la direccién v

Notese que si v € §% es un vector fijo, entonces f( ,v),£( ,v),b( ,v) son funcidnes
contiuas de S en IR, y si C esun cuerpo convexo fijo, entonces f(C, ), {(C, ),H(C, )

Lema 2.3.2 Sca {A,},eIN une sucestin de cuerpos convezos, que converge al cuerpo
convero A, y sea v € 8%, Defina

XA = b(A,, w)dw, N(A) = | WA, w)dw.
5 §
Enltoces
O(An,0) — b(A, V) g N(A,) — X(A).
Demostracidn: Sca ¢ > 0. Como A, ~— A, cxise N >0 lal quen > N implica
que d{A,, A) < e y por la definicicn de ln métrica de Haasdor(] (definicion 1.2.1},
st lienc que

AnCA“‘ K4_| ACAn + Kn
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usando ¢l corolario 1.1.1, oblenemos que
b(A,, w) < b(A + K, w)=b(A+,w) + )K,w) = b(A+, w) + 2
A, w) < b(An + K w) = b(A+, w) 4 H(K,w) = d(Ant, w) + 2,

por lo tanto

(A, w) - b{As, w)| < 2.

De aqui que  b(A,,v) — b(A,v).

Para probar que X(A,) — X(A), vamos a usar el teorema de la convergencia do-
minada de Lebesgue, el cual se puede consullar en [1] el capitulo 5.

Para cada n € IN, b(An, ):S? — IR cs una funcidn continua y por lo tenlo
acolada, ya que su dominio es compacto. Ademds la sucesidn de funciones b(A,, )
converge a b(A, ) scqin acabamos de probar, y es uniformemente acotadu, ya que
los A, se pueden encerrar en una esfera suficientemente grande, de radio r cuyo
ancho acola a las funciones b(Ay, ), es decir [b(A,, )< 2r .

Por olro lado sabemos que las funciones b(A,, ) y b(A, ) son integrabies por ser
continuas, acoladas y tener un dominio de medida finita, como lo es la esfera S* | ya
que fo 1dv = dm.

Tdmbien las funciones constantes son integrables ya que [, cdv = 4me.

Entonces usando el tearema de la convergeneia dominada de Lebesgue se tiene que

X(A,) — X(A).

Teorema 2,3.1 Para un cuerpo convezo A sc tiene lo siguiente

1) foblo)dv=2M
2) faflo)dv==8
3) o llv)do=2rM
1) b=3EM

5 [=18

6) f= i
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donde b, f € denotun o ancho , ol drea y el perimelro promedio respectivamente,

Demastracidn: salo probarcmos 1), Las demas demostraciones son totalmente
analogas.
Recuerde que ((AUB,v)+b(ANB,v) = b(A,v)+b(B,v) en donde el cuerpo convero
AUB se descompone por medio de un plane en los convezos A y B (ver el lema
2.3.1).

Defina ahora:

X(A) = [ B(A,v)d

entonces usando los dos lemas anleriores tenemos que X es conlinua por sucesiones,
aditiva e invariante bajo el movimiento.
Por lo tanto X = aC + M + 15 + pV.
En particular si A es K., la esfera de radio r, oblenemos:
X(A) X(K,)= [b(K;,v)dv = [2rdv
’ 2r [ ldv = 2r (47) = 8ar.
Y dado que C(K,) =4z, M(K,)= 4z}, S(K,) = dnr?, V(K,) = 417,

sc licne que

i

i

it

8mr Ara +4mrf + dxrdy + pinrd
2r a+rf+riy+brd
y por lo tanto Er* 441+ (B ~2)r +a = 0 esto para todo r, y dado que es un polinomio
de grado tres

i

p=v=a=0yp =2 De aquique

X =2M ycomo b= L [ b(v)dv oblenemos b= 3. .

Como una aplicacién de las formulas de Caunchy para proyecciones vamos a calcular
la integral de curvatura media de algunos cuerpos convexos.
Sea A un cono sdlido circular recto de altura R cos @y y base circular de radio Rsen 0,.
I3l volimen y la superficie del cono son:

mPPsen? 0y cos b

S(A) =7 Rsen g + 7 R'sen 6, ,  V(A)= 7
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Figura 7: Cono sélido.

Lo intercsante serd calcular su integral de curvatura media, La formula 1} del teorema
2.3.1 nos dice que al integrar sobre S? la funcién: que a cada direccién le asocia el
ancho del cuerpo convexo, obtenenos el doble de su integral de curvatura media.
Entonces para aplicar esta formula necesitamos calcular la funcion ancho. La funcidn
ancho cs una funcién con la propiedad b(v) = b(—v) para todo v € S%. Entonces
basta calcular b(v) para la semiesfera superior, la cual denotaremos por S3.

Si parametrizaios la semiesfera superior mediante coordenadas esfericas, cada punto
de clla cs de la forma (1,0,p) con 0 < p < §. Cologue el cono con vertice en el
origen y su eje en el eje z positivo. Para calcular el aucho del cono en la direccion
(1,0, ¢) tome dos planos con esta direccion como vector normal de tal forma que sean
planos soporte del cono. Como el cono es de revolucion este ancho no depende de 0 y
entonces basta calcular este ancho en el plano Y7 para el triangulo que se obtiene al
intersectar el plano X = 0 con el vono. Las intersccciones de los planos soporte con
el plano Y7, son dos rectas saporle de este triangulo. Caleulando las distancias entre

estas rectas obtenemos:

W(1,0,0) Rsen Ogsen @ + Reoslycosy si0 << 5 —~0y
"Whtv,p)=
v 2Rsen fysen o siT-0<e¢ <]

donde la condicién § < @ < § =l garantiza que una de las rectas soporte pasa por
el origen; o cual no sucede en el otro caso.

Aplicando ta formula de Cauchy:

S
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QM (A) = /2 hle)de = 2/ by,
& RN

por lo que

3 pi
M(A) = / / sen @ b1, 0, ) dide,
o Jo
donde sen p es el jacobiano de las coordenadas esfericas que usamos para parametrizar
la semiesfera superior,
MA) = fu%—o" fl:‘! sen p(Rsen Oysen o + R cos Og cos 0) dO dip
+ fui j;ﬁ—% sen @lhisen Qysen o d0 dp

il

A sen Oy f(f sen % dy — 2n Rsen Oy fj‘o" sen*p dp
+ wRcosly fj—o" sen 29 dy,

Haciendo los calculos obtenemos:

M(A) = 2 Rsen 0o -+ wlsen Og0y + 5 R cos g + Z(Rsen Opsen 20y -+ R cos 0 cos 20,
2 3

i
= Reen Oy + 7 Rsen Gp(lan o ~ «),

con o = § Oy,

Ahora vamos a calcular las magnitudes fundamentales de una csfera truncada B
obtenida al quitar, de una esfera sélida de radio R, un casquete esférico cuya base

citcular ticne radio Rscnfo.
B lector puede checar que:

S(B) = dr B = 25 [B(1 - cos Og) + 7 R sen 20y,
L . ;
V(B)= qﬂl{’ - ;I;N 1P(1 = cos 0g)*(2 + cos bp).
Para calcular la integral e curvatura media de esta esfera truncada, vamos a proceder

en forma andloga a el caso del cono solido.

La esfera truncada tiene by signiente lncidn ancha,
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NP

Figura 8: Fslera con us truncamiento.

R+ Rsen Oy sen @ + Reoslycosyp si0<p < Oy
2R silh o<t

h(1,0,) = {
Entonces
2M(B) = | bv}dv=2 | b(v)dv,
52 8

por lo que
£ pls ‘
M(B) =/ / sen @ b1, 0,0) didip,
o Jo

f §
M(B) = 2#/ {R+ R3cn 0, sen p+ Rcos by cos <p)scn<,9d0d<,a+21r/ 2R sen o didyp.
0

o

Haciendo los calcnlos obtenemos:

M{(B) = 27 R(1 + cos 8y} + m Rlpsen Oy

Por dltimo vamos a calcular las magnitudes de un casquete esferico.
Sea € un casqute eslerico tomado de un eslera de radio R, Sea @5 el angalo del cono
que se forma con la base de C y el centro de la csfera,

De ta manera usual se puede ver que;

L m e M e merm e e h mmm m n e A L B bem ey
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S(C) = ’Zwlil(l - cosOy) -+ 7 1? sen %0,
V(C) = ;iirlf:‘(l ~ co8 O} (2 + cos Oy).
Para caleular M, a € usaremos la propiedad de aditividad de M.

Sea B la esfora trucada anterior y € el casquete esferico definido. Entonces
Kp = BYC, de aqui que

M(Kp) = 4r = M(B| jC) = M(B)+ M(C) - M(B[| C),
usanda ¢l caleulo de M(B), y el hecho de que B[} C es un disco de radio R, por lo

cnal podemos caleular M(B [ C) usando el teorema 1.9.1, podenios concluir que:

M(C) = 27R + wRsen Oy (m — Uy) — 27 R cos O,

Ya hemos caleulado las magnitudes de tres cuerpos convexos. Ahora usaremos estos
calendos para dar {a idea del caleulo de las magnitudes de una esfera truncada C
con 1 truncamientos, véase la definicion 4.2.2.

Sean C; los casquetes esfericos suprimidos de una esfera sélida de radio R. Sea By la
esfera truncada definida por:

B; = conv(Bi.; ~C), i = I,...,n, con By = Kp. Note que B;{JCi = Bi,.
Aplicando la aditividad de M, obtenemos:

M(Kg) = M(B,) + Z M(C) =Y M(B:[Co),
[E3] =1

es decir

M(B,) = xR - Z M(C Z M(B:[)C).

=1
Analogamente obtenemos:

= {7 R? - 2":3(0‘) + iS(B;ﬂCi).
V(B,) n‘ Z\(C +Zv i)

Usando esta misma idea se pued(‘ m|(u|ar las nmgnlhules fmndamentales de un cuerpo -

gorra, ver la deficicion 9.
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CAPITULO 3

Desigualdades de Minkowski

Iou el capitulo 1 se definio la simetrizacidn de Steiner y probamos ¢l teorema esférico
). Ahora haremos uso de ellos para deducir importantes desigualdades que satisfacen

las magnitudes fundamentales de cualquier cuerpo convexo.

3.1 Comportamiento de las Magnitudes Funda-

mentales Bajo la Simetrizacion de Steiner.

Primero analizaremos que relacion guardan las magnitudes fundamentales de un
cuerpo convexo A con las magnitudes de su simetriza-cion 3 (A). Para simplificar

Ja notacion escribiremos A en lugar de ) (A).

Lema 3.1.1 Sea P un polivdre convezro cntonces

V(P)=V(P) .
Demostracidn: Sca P un poliedro. Proyecte ortogonalinente P en el plano de simetrizacidn,
obteniendn asf un poligono convero, Trinngule este poligonn. Ahora tome un tridngulo
y construya su cilindro recto H, ortogonal al plana, Observe que H(YP y HP son
prismas triangulares con seccidn transversal de drea f igual y ovistas de longitud u, v,
w, por I que su vobimen es M%L“l I .

Por la tanto V(H (P} = V(I P).
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Y esto sucede para enalquier tridngdo que clijumos. Por el principto de Cavalieri

lenemos que V(P) = V(P). ]
Teorema 3.1.1 See A un cucrpo convero culonces

V(A) = V(A).

Demostracidn: Subemos por el leorema 1.2.3 | que para lodo X > 1|, existe un poliedro
Plalque P CACP, enlonces usando el lcorema 1.2.3  oblenemos P C A C
AP = )P

Por lo tanto V(P) < V(A) S V(AP) = BWV(P) y

V(P) = V(P) < V(A) S V(IP) = V(AP) = 'V (P),
de aqui que para lodo X > 1,
V(P) SV(A) S XV(P), V(P)<V(A) < NV(P),

enlonces para todo A > 1 V(A) € WV(A) ,  V(A) € NV(A) ,
por lo tanto V(A) = V(A). v ]

Corolario 3.1.1 Sea A un cuerpo convezo, enlonces
i) S(A) < S(A), 1) M{A) < M(A).
Demostracidn: Por ol teorema 1.2.5  para loda § 20, (A)s C (As) enlonces
V((A)) <V (R) = V(A
Aplicando Steiner oblenemos:
V(A) +6S(A) + BM(A) + §C < V(A) +6S(A) + 8 M(A) + £C .

Simplificando ln expresion y hacicado tender § — 0 y & — 00 oblenemos respecliva-

mente S(A) < S(A), y M(A) < M(A) . ]
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3.2 Simetrizacién de Steiner y Suma de Minkows-
ki.
20 esta seccidn analizaremos como se comportan las magnitudes fundamentaales con

respecto a fa simetrizacion de Steiner y a la suma de Minkowski.

Corolario 3.2.1 Scan A y B cucrpos converos. Enlances

VIA+B) £ V(A+B)
S(A+B) < S(A+B)
M(A+B) < MA+B)

V(ATB) = V(A +B) . Andlogamente se demuestran lus otras desigualdudes. ®

Fl siguiente teorema es una de las piedras angulares para deducir las desigualdades
de Minkowski,

Teorema 3,2.1 Sean A y B cuerpos converos. Enlonces
i) VIA+B)? > V(AP + V(B3

i) SA+B)A 3 S(AM+ S(B)
i) M(A+B) 2 M(A)+M(B)

2

Demostracidn:Probaremaos salamente i) y i) , ol inciso i) no sc probard, a pesar de
que las ideas involucradas son semejantes, debido a que son muy largas las opera-
ciones algebrairas necesarins para su demostracidn,

@ nuevamente haremos uso del hecho A+ B C AFB | entonces

V(A+B) < V(A +B), lo mismo es cierto si pensamos en A y B como los
cuerpos convezos gue se oblicnen al aplicar sucesivamenfc un nimero finito de ve-

ces o simetrizacidn de Sleiner @ A y B respeclivamente, con planos por el ori-

gen. Sin pérdida de generalidad supondremos gue ¢l origen estd en AYB #£ ¢,

Sean K4, Ky dos esferas sélidas con cenlro en ef ovigrn, de radios @ y b respecli-
vamente leles que V(A) = V(K,) , V(B) = V(K,). Por d teorema esférico,
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tea. 131, dado 0 < ¢ < a,h, podemos aplicar sucesivamenle un nimero finito
de veces la simclvizacidn de Steiner a A, con planos por el origen, para obtener
convezos A y B con la propiedad de que Ko-, C A, Despues aplicar a B un
ndmero finito de veces la simelrizacion de Steiner para obtener wn convero B lal que
Ky € B, por ofre lado Ky, C A se preserva ya qucm = K,- yla simetrizacién
de Sleiner preserva contenciones. Enlonces Kogpae = (Wa)) + (Ko-l) C (A +B).
por lo tanlo

V(Kappore) = V(Kace + Ko=) S V(A + B)<V(A+B) , estopara todoc> 0y

como ¢l volihen es conlinuo

V(Kass) < V(A+B)
= Lird < V(A+B)
e (Lnd )‘“ MY < VA +BYR
& VA)MB1VBYP < VA +B)A

Por las formulus de Cauchy pam las proyecviones dadas en la seecion L3,
M(A) = 2nb(A), donde b(A) es ef ancho promedio de A.
I’n base af corolario 1,1.1  b(A + B, v) = b(A,v) -+ b(B,v), de aqui se liene que
1
HA+B,0)=— | HA+Bv)dv= L b(A v)du + L lx(B v)du,
i g Ar i

es decir

b(A +B)
> M(A+B)

B(A) + b(B)
M(A) + M(B)

[

3.3 Familia Lineal de Cuerpos Convexos.

Una nocién muy inportante que nos abrird las puertas hacia las desigualdades de

Minkowski ¢s la de familia lineal de cuerpos convexos.

Definicién 3.3.1 Scan A y B cuerpos convezos. Sea A € [0,1). Combinando la

suma de Minkowski y lo homolecia definimos

C = (1-MA B

e e A e e mes el me e e e e .
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A la familin {C*} st le conoce coma la familia lincal de cucrpos converos con extremos
Ay

Teorema 3.3.1 Teorema de Brunn-Minkowski.
Sean A y B cuerpos convexos fijos.

Sea 0()) = V(C*)?, entonces 0 es una funcion concava del pardinetro A € (0,1].

Dewnostracidn: Necesitanios probar que 0(A) 2 (1 = A)0(0) + A(1).

Por el teorema anterior sabemos que:
0(0) = V(CP = V((1 - )A +AB)'2 > (1 = V(A 4 Av(B)'P

pero V(A3 = 0(0) y V(B) = 0(1), por lo tanto 0()) > (1 - A)0(0) + \0(1) »

3.4 Desigualdades de Minkowski.

Hemos llegado al momento importante de deducir las desigualdades de Minkowski.

Teorema 3.4.1 Las desigualdades de Minkowski.

Para un cuerpo convexo A se tienen las signientes desigualdades:

i) ST-3MV 2 0
i) M2-CS 2 0
i) 190V 2 0
w) MP-3C 2

Demnostracion: Vamos a aplicar el teorema de Brunn-Minkowski a

AyB=A =A+ K, los cuales definen la familia lineal:
Cl=(1-NA+M =(1-NA+IM + K = A+ K, = A,

Entonces () = V(A3 es concava, donde 0()) es

Y
o) = (V(A) +AS(A) + NAI(A) + %c:) ,
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asi que 0"(N) <0 para toda N € [0,1).

Calenlando la segunda derivada y simplificando obtenemos:

0'(A) = l[() MY S'+" A+ N

g"(A) = [ 2{0(N ] TANS 4 22U+ CA) 4 0] 2 (2M +200))

= »3[1)()‘ 7508 + 2M A +( AT J(V(A) -+ AS(A)+ A M(A) + ;\,ﬁ CHM + OX)
= — 3o\ ] S[‘:‘2 AMANFIM SN 25C A - 3MV -3V O A -85 M \—JS( A—-3MANY
0"(A) = -3 (0(A)7° TS - BMV) 4+ (MS = 3CVIN (M2 - C8NY

como 0(A) > 0 si A€ [0, 1, entonces

(ST =3MV) + (MS ~3CV)\ + (M~ CSIN 2 0,

para todo A € [0,1]. Haciendo A = 0 obtenemos 8 = 3MV 2 0.

Alorasea A = 1 (ST = 3MV) 4 (MS = 3CV) + (M? - CS) 20

se cupiple para las magnitudes de cualguier cuerpo convexo A, en particular

;';A con o > 0. Sustituyendo obtenemos: )

L (SHA) = SM(A)V(A) + 5 (M(A)S(A) = 3CV(A) + % (MH(A) - CS(A)) 2 0
multiplicando por a* obtenemos

5 (SHA) = SM(A)V(A)) + 2 (M(A)S(A) - 3CV(A)) + (MYHA) - CS(A)) 2 0
h.u iendo o — oo Hegamos a M‘ —~ ('S 2 0. Obsérvese ademas que MS ~3CV 20,

ya que
SE23MV y M 208 = MS*230VMS =5 S*290V
Sélo resta deducir i) y iv).
SY2OMWVE 2905V = §* 29CV?
MY SRS > CPAMY) = MP 2 aCtY
L ]

Ean el siguiente teorema vamos a dar una pracha alternativa de las desigualdades
de Minkowski i31) y iv) del teorema anterior. A dhferencia de la prueha dada en el
teoyema anterjoy esta wo depende de las designaldades 1) y i), Aunque las ideas in-

volucradas son sercjantes,

v Aein e e Mewa denm s e e m see s e e s o mam
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No hay que olvidar que en Matemdlicas es iy importante tener distintas demostra-

ciones de un teorema hasadas en distintos argnmentos.

Teorema 3.4.2 Sca A un cucrpo conveso y V, 8, M, C, sus magnitudes fundamen-

tales. Enlonces

i) §*-9CV?
i) M?-3CV

Demaostracign: Sea § 2 0, por el Teorema 1.2.5

YA + (K C Y (A +Ks) =) (As)

usando cl corolario 1.6.1 y el lema 3.1.1 obtenemos

VI (A) + Y (Ke) £ V(Y (A +Ke)) = V(Y (As))

[AVARRAY)

es decir
vEY (M) + V(i) < VY (A)

aplicando lu formulu de Steiner y el leorema 3.2.1, sc tiene que
A
VI(A)+ V3(Ks) < (V(A)+ 8S(A) + 8M(A) + %C(A))i

por lo que

3V(A)'%(335)§6 + V(A (—)38* < 6S(A) +6*M(A)

Ar
3
haciendo tender § — 0 y 6 — 00 obtenemos respectivamenle,

WHAYG < S(A)

:;v%(A)(‘%'—)% < M(A)

enlonces

367 VH(A) € §%(A)
487V(A) < MY(A)

recuerde que €' = 4. ]
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3.5 Cuerpos Extremales.

Por cuerpos extremales vamos a entender aquellos cuerpos convexos donde las de-

sigualdades de Minkowski se convierten en igualdad.

Fs importante observar que en la esfera se dan las cuatro ignaldades, ya que
V(K)) = 3x, S(K\)=dr, M(K))=inr.

La pregunta es si serd el dnico cuerpo convexo donde se da la igualdad en alguna
de las desigualdades de Minkowski.

Responderemos a esto con el siguicnte teorema pero antes necesitaremos nn lema,

cuya demostracidn se puede consultar en [8].

Lema 3.5.1  Sea A un cuerpo convezo lal que M*(A) = 47S(A) y B un cuerpo

convero. Enlonces
S(A +B) 2 S(A) + S(B) + 5= M(A) M(B)

Teorema 3.5.1 En el icorema 3.4.1 la desigualdad ii) es igualdad sélo pare lo esfera
sdlida, al igual que 1v). En los cuerpos convezos propios (cuerpos converos con inte-
rior no vacio) la desigualdad iii} es igualdad sélo para las esferas sdlidas.

Demostracidn:

La igualdad en ii) sdlo se da para esferas sdlidus. Sea A un cuerpo convero tul
que M(AY —~ CS(A) = 0. Sea B un segmento de longitud s y dircccidn v, Por el

lema anterior:

S(A+8B)2 S(A)+5(B)+ ;z—l;.'\'[(A)M(B) (8)
pero S(B)=0, M(B)=r1s y S(A-+B)=S5(A)+{v)s “)

donde £(v) es el perfmelro de la figura plana conveze obtenida al proyectur A + B

ortogonelmente en el plano 1. Para ver porque S(A + B) = S(A) + £(v)s, vamos o

describir geoméiricamente A + B.
Traee ol cilindro en la diveceign v de A . Ast oblenemas an tubo que contieni al con-

vero A y la inlerseccion de lo frontera de A con la frontera del eilindro es una curne

e L Nveat et e pRa ey ap e sein e moeewm L
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a nu neecsarigmente plana. Ahova covle a A a lo larga de o y translade la rebanada
dereehn cu le diveecion v o una distancie s; de esia wanera ablenemos dos rebanadus
de A sepriadus, por wltimn towe ol caseo convero de estus dos rebanadas; el vesultado

es: A+ B.

Aharn sustituyendo lns igualindes en I desipualdad y simplificando la czpresion

oblenemos:
f(v) 2 =5 (10)

para tada v € 8%,

.

Vamos u cecordar las farmulas de Cauchy pura proyecriones, ver la seccién 2.3

J{(v) dv M(A)

I o C Ty o (an

Jhv)dv  M(A)

A T2 T b (12)
dv S ]

Jfﬂl;) - (;ﬁ) - W)

donde €(v), b{v), f(v) son el perimetro, el ancho y cl drea de la proyeccion orlogonal
del cuerpo canvezo A culu dirceeidu v, y 6 b, f son ol promedio de estas cantidades
respeclivamenle,

Vamos a probar quc 10) realucale es una igualdad,
Si para algin v € 8% o) - i'-g—'\l >0 yconol : 5 — R es continua, existiria
ana vecindad dv v donde €(v) - M—({ﬂ >0 yamecve (l’ - ﬁgﬁ)-l (0,00) el cual es
abierio en S2. :

Entonees lendriomos

/f(v) v > M(A)/ ldv = :|,;AI~(.&'
v 2 ves? 2

t{v) v (A . N
por lo tanio L—‘;— > ”-g—l pare todo v € S* . Conviene deieneraos para recordar

que MA(A) = A7 S(A) y que queranos probar que A cs una esfera solida. Es impor-

tante scialar que o idva de In demostracién es ver yue las proyecciones artogonales
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de A son circulus.

L desigualdad isoperimétricn dice gue £4(v) - 4x f{v) 2 O sustituyendo ((v) obtc-
nevas MP(A) ~ 167 f(v) 20 por lo tanty
! Af? . g
MAA) I f MYA) do 5 /](1;) de > .‘%’
« ‘n" i

Al St AN o
167 2 Jul, 4 [6n

entonces M*(A) 2 4xS(A) lo cual ya lo subivmas pero ahora ademiis subemos quc
se da ln iguatdud M?*—4x8 = 0.

Ahora regresdadonos y par un argwnenlo de cantinnidad parecida ol anlcrior oble-
nemos MY(A) — 167 f(v) = 0 por lo tanle (sustituyendo M(A) = 2(v))

484 (v) = 167 f(v) es decir 8(v) = 4x [(v), asi cada proyeccidn salisface lu desigualdad
isoprimetrica, Por la tanto cada proyeceidn es un circulo. Obleaiendo que A es una
csfera.

A continuacidn vamos a probar que la igualdad tii) sdlo sc da para lns esferas sdlidas
(siempre que V > 0}.

Si A es un intervalo se da la igualded. Pero si V' > 0 sdlo se du para lus esferas

solidas u saber:
0= (5% = 9CV*) = (S* - MV 4 4V AP - C8).
Como V>0 M*~CF =0, calonces A es una esfern sdlida.
La tyualdad cn dv) sélo se da para las esferas solidas.
0= M® -9V = C(S* - 9CV?) + (M° - 5%,
por la tante M* = CF =0 y por Iy tanto A es una esfrea sélido. ]

Existen atros cucrpos convexos que al igual que la esfera también son extrerales.
Fistos cuerpos se conacen como cuerpos gorra de la esfera y como su nombre lo indica

Lienen una intina relacion con la esfera sdlida.

Definicion 8.5.1 Un cucepo gorre de le csfera sdlida, es o casco convero de una
esfera solida, wnidn un mimero fivito o pumerable de puntos con o propicdad guc o

seqraenty que unc a dos enalesyuicra de ellos ialersecte o la esfera.
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Figura 9: Cuerpo gorra.

Una observacidn importante es que la esfera sélida se puede tomar de radio cero
y asi poder considerar a un intervalo como un cuerpo gorra de la esfera sélida, lo cual
sera importante mas adetante.
Como los cuerpos gorra son extremales surge naturalmente la siguiente pregunta: |
Existen otros cuerpos convexos para los cuales la desigualdad i) en el teorema mimero

3.4.1 se convierte en igualdad?

Teorema 3.5.2 En el leorcma nimero 3.4.1 la desigualdad i} se convierte en igual-
dad sdlo para los cucrpos convezos lamados cucrpos gorra de la esfera.
Demostracién:

La igualdad en i) sdlo se du para los cuerpos gorra de la esfera sdlida, como bien lo
supuso Minkowski; pero fue demostrado rigurosamente por G, Bol. Debido @ que no

lenemos los clementos necesarios, lendremos que renunciar a la demostracion. ]
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CAPITULO 4

Diagrama de Blaschke

4.1 El Problema Principal.

Hasta ahora hemos visto los siguientes resultados en la teorfa de las magnitudes fun-
danmentales de masa:

- L.a lgualdad de Steiner.

- [l Teorema funcional.

- Fl Teorema de Brunn-Minkowski.

- Las Desigualdades de Minkowski.

Fs importante observar que todo lo hemos hecho en IR3, pero es relativamente
sencillo generalizar estos resultados a R",
Calcular Jas magnitudes fundamentales de wasa de wit cuerpo convexo es mmy coni-
plicado, sin embargo para ciertos cuerpos convexos interesantes, esto se puede hacer
sin mucha herramienta (ver la iltima seccidn del capitulo 11), al respecto uu problema
natural que aparece es el siguiente:
Determinar las condiciones necesarias y suficientes que deben satisfacer tres mimeros
no negativos dados M, S y V. para ser las magnitudes de masa de algin cuerpo
CORvExo.

Este problema tiene una larga historia, v desde principios de este siglo se ha lo-

grado avauzar relativamente poco en su solucién. Adn hov en dia permancee sin ser
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resuelto.
Como todo problema unportante, la bisqueda de su solucidn ha dado lugar a

nuevas ¢ importantes desarrollos. Fn of presente capitulo se exponen algunas ideas
importantes que perimiten ganar terreno hacia la solucion del problema, ademas ver-

emos conjeturas que han sido derrumbadas y olras nuevas que se mantienen firmes,

Dados tres mimeros M, S, V que satisfagan las cuatvo desigualdades de Minkowski,

1o necesariamente son las magnitudes fundamentales de algin cuerpo convexo.
Por cjemplo sea M = 2r, § = =, VV = 0, claramente satisfacen lag desigoaldades:

§P-3MV 20 (14)
M —4z§ 20 (15)
1~ 362V? 2 0 ' (16)
M- 487V 20 {mn

Cuomo V=0, para que un cuerpo convexo A los realizara como sus magnitudes fun-

damentales, A tendria que ser plano,
Pero recuerde que si A es plano, 1.9.1, S(A) = 2a(A), M(A) = Zp(A), entonces

a(A) =%, p(A)=4,
esto tiltimo contradice la conocida desigualdad isoperimétrica {p(A)]* > 4r a(A) para

¢l plano.

4.2 El Diagrama de Blaschke ,

En 1916 W. Blaschke propuso mapear la familia de conjuntos cotvexos K, en el es-

pacio 2-dimensional 2, de la siguiente manera:

La funcion que Blaschke propuso. y a la cual Bamaremos funcidn de Blaschke, ey

la siguicnte:

it e o e s e O te | ok g o Bn vs e em s e v e
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A K = R comosigu

175(A)  187V(A)
MIA) wxr) (1%)

A(A) = (x(A), Y(A)) = (

Definicién 4.2.1 Diagrama de Blaschke
St conoce como diagrama de Blaschke, a la imagen de la funciin de Blaschke, es
decir:

AK) = {B(A) € R*/ A € K} (19)
5 Qué relacidn tiene el Diagrama de Blaschke con el problema principal?

Retomando el problema principal, observamos que V, S, M son las magnitudes de
un cuerpo convexo 8 y sélo si (z,y) € B(K), entonces el problema serd resuelto, si la
forma geometrica de B(K) ecs completamente determinada, y para esto necesitamos
conocer otra designaldad para acotar completamente ¢l lado derecho (ver figura 10 )
de B(K). Par esta razon este problema principal también se conoce como ¢l problema

de encontrar un Sistema Completo de Desigualdades, ya que se trata de obtener un

sistema de desigualdades de tal forma que: si cualesquicra coatio numeros reales no

negativos las satisfacen, entonces exista un cuerpo convexo que las realize como sus
magnitudes fundamentales.
Se conjetura que falta una desigualdad, sin embargo no podemos descartar la posi-
bilidad de que scan mas.
Mis adelante se dara una conjetura acerca de esta desigualdad desconocida.

De esta forma Blaschke transformé el problema principal: en uno mas geométrico,

pero que el tiempo nos ba ensefado que no es mds sencillo,

Propiedades de la funcion de Blaschke.
Algunas propiedades importantes de la funcién de Blaschke se enucian en los signientes
resultados.

Ya se probé que M, S, V son funcionales continuas, por lo tanto ¢,y

son funcionales continuas, entonces la funcidn de Blasehke es continua,
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Teorema 4.2.1 Bajo la funcida de Blaschke cucepos homotéticos van a dar ol mismo

punlo, ¢s decir

AAA) = B(A) |, paralodu X e R* — {0). Ademds a cuerpos congrucnles
también los manda al mismo punio. ‘
Demosteacign: Sea A € RY = {0} A(AA) = (x(MA), y(A(A)) ,pero

4xS(AA A2VIS(A ArS(A
A - S - ) - e - )
. a8uVA) _ BaNV(A) _ 4enV(A)
YOAA) = SEpRy = VWA T “W‘W > = u(A)

por lo tanto  B(AA) = B(A). Recuerdese que:

V()A) = ¥V(A), M(M)=IM(A), S(AA)=NS(A).

Lu sequnda parte del leorema se sigue debido a que V, S, y M son invariantes bajo el

movimicenlo. [ ]

Es importante hacer notar que no sdlo cuerpos homotéticos van a dar al mismo
punto. Por ejemplo; el cono (R = 0.7479, H = 2.0241) vy el cilindro (R
0.3883, I = 2.1065) tienen las mismas magnitudes de masa (V = 1.000, §
6.0044, M =10.4544).

i

1]

Lema 4.2.1 Sean (zo, yo) = B(A) y 8§ 2 0. Entonces B(As) = (x5, ys), donde

Ty = (-I—_:—\F(lfo-f'?/\'f'z\z)
¥ = TlT‘i)T(y“ +3z0h + 302 4 29)

Demostracidn:

2
= 2(A) = 5, vs = y(As) = Srdd

Ahora vamos a usar las férmulas para las magnitudes fundamenlales de un cuerpo

paralelo,

V(A) +8S(A) +8*M(A) + £C(A)
M(A) +6C(A) = M(A)+irb
S(A) +28M (A) + 6°C(A)

V(As)
M{A;5)
S(As)

4

i

i
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Sea N = ;—5-”5 enlonces M{Ag) = M{A)(1+A)
_. A2 SIAJHIEM(A)+834n
.C(Ag) - SN2 &
1 S(A)4r 878 162382
= o (M’( taat M?(K))
= (—ﬁlﬁi (2o + 20 + \l)

. 1
Recuerde que vy = 57«%’ Yo = 1%'73'—(/*?—1

4853 V(A)ESS(A)+67M(A)+ §x6")
Yys = MIAY (TP

48x2V(A 18r35S(A 487387 g4x38? 1
( WA+ G+ A M"(I')) rp

(ﬁ,lT)T (yu + Jzg A + KIY + 1\3)

[

i

Lema 4.2.2 Sca A un cuerpo de ancho conslanle h, enlonces:
3hS(A) - 6V (A) = 2xh%, y M(A)=2rh

Ver la prueba en el apendice B.

Teorema 4.2.2 Sea { la recla y = 32— 2,la cual une el punto (3,0} con (1,1) en el
diagrama de Blaschke. enlonces ‘

Si A cs un cuerpo convero de ancho constante, enlunces B(A) € (.

SiA ek y B(A) €, entonces para todo § > 0 H(Ay) € €

Demostracidn: Sea A un cuerpo convezo de ancho constante h,
BIAY = (x(A), ¥(A)), como B(AA) = B(A) para todo N > 0, pademos suponer que

h=1. Entonces por ¢l lema anterior,
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3S(A) - 6V(A) = 2r, M(A) =2
=3 3S(A) - 2r = (V(A)

K rS(A ” V(A A8n3V(A
= R(E) -dp - B - @)
= A -E = Ly(A)
= I(A)-2 = y(A)

porlo tanto (A € €.

Sea A € K, tal que 3(A) € ¢
Sea 8 > 0.
supongamos que {A) = (xo,Yo) y A(As) = (xs,¥5). Como B(A) € ¢, 3xy — 2 = yo.

Queremos probar que 325 — 2 = y;.

recuerde que s = ﬂa%f,—i*l, v = mi—”—(‘}%%é‘*—"s-
con A= 7.—,‘(—”‘—)6
3170 + ()‘r\ + 3A2
(14 A)?
320+ 6 + 302~ 2 -4\ - 2\?
(L4 A

(320 — 2)+ 2\ + N2

(1+A)?
(3za = 2) -+ 20 4 N4 3zg) =20+ 203 4 A3

(L+ApP

Yo + Izgh + 3N+ A

(14 A)?

336"2 -2

= Ys

Propiedades Topoldgicas y Geométricas del Diagrama de Blaschke.
A continuacion se estudiardn propicdades topoldgicas y geométricas del diagrama de
Blaschke.

Teorema 4.2.3 3(K) rs compacto y conero,

Demostracidn: Sca Ky una esfera sélida de radio & > 0. Enfonces el conjunio de
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lodos los cucrpos converos conlenilos en clla, es un subespacio compacto de K, ol
conjunto de los cucrpos converos de R3, debido al trovema de Blaschke 1.2.2. Ademds
debemos abscrvar que la imagen de este subespacio ¢s el Diagrama de Blaschke. Esto
se debe ol teorewa 1.2.1 y al hecho que con una homolecia y traslacidn podemos llevar
a caalquier currpo convezo dentro de K.

Por olro lado sabcmos que K es ronezo por trayeclorias, ya que la familia lineal entre
dos currpos convezos es una funcidn conlinun del intervalo [0,1) en K . En particular
X es conezo.

De csta forma usando la conlinuidad de lo funcidn de Blaschke, oblencmos que 3 (K)

es compaclo y concxo. (]
De hecho més adelante veremos que A(K') ey arco-conexo.

Teorema 4.2.4

AK) S I =[0,1] x [0,1], . (20)
y ademds x* > y.
Demostracidn:
M*> xS enlonces 1> %—?—‘ =T
M3 > 4827V enlonces > :1—%—23‘-/— =y
por lo tanlo BKyCI®,
por otro lado §P-3IMV 20
= §* > IMV
== 167787 > 48P MV
= (F) 2 B =
ks deeir ol diagrama de Blaschke esta por debajo de la pardbola y = a2, ]

Ahora veamos cual s la imagen de los cuerpos convexos impropios.

1y . 2y
Siy=0,r < :‘—, yaque: (0 =y = '"A",(YMA , entonces V = 0 enlonces ¢l cuerpo convexo
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es plano 3 por lo tanto satisface Ja desigualdad isoperimétrica
(A} 2 tza(A)

pero recuerde que en figuras planas:

pA) = 2M{A) |, afA) = Zilél entonces

4 S(A) § _ 4n8(A)
] P e e Al
7 21y 7= 3A) T

Esto nos dice que solo una parte de la base de /? puede estar en ol diagrama de

Blaschke, a saber: ¢ € ;’1,- yy=0 , (ver figura 10).

1 L

&

A e e

i
H
&

0.9 (B ) (1.0

Fignra 10: Diagrama de Blaschke.

Bxiste otra desigualdad que nos ayuda a acotar 3{X'), aunque no completamente,

vsta o3 debida a H. Groemer [6].

S (.
L ~?~ (.~'~ ~—’~) (21)
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Teorema 4.2.5 y > Lrlr—2%).

rd

Detostracion:

ryoed oY . ity wal o a5 fo g

V2 (‘5 7z ) = arVY 2 W ("’ .
4827 < s (M as W\ 8
w¥ ooz G (T (37) - 5 ) ﬂ)
181 plS ML nS 8
M 4 2 4 4 (M‘ 13)
18l ¢ nS & (428 _ B
wvoz Wi - A

o xS . A8V
pere T = il = YL
porlo tnnto  y > L (r- %) .

Esta cs una pardbola que pasa por (0, ;87) {ver figura 10).

Fntonces S(K) queda por arriba de esta pardbola.

Una propicdad topolégica muy importante de $(K) se enuncia en el siguiente

teorema;

Teorema 4.2,6 (X)) s conero por trayectorias,
Dewostracion: Sean A, B€ K tales que B(A) # 5(B)
sea Oy = (1-AA + AB con A€(0, 1]

Definn a2 [0, 1] = BK) como o)) = A(C{A)).
Obserre que Cy: [0, 1] = K es una funcidn continug y como J:K - BK) es
continua, culonces « es conlinua. Claramente M0) = A , A1) =B , porlo lanto

H(K)} es conezo por trayectorias, "

Mis aitn podemos probar que B(K) es arco-conexo. Para probar esto, tencinos
que ver que para cnalquier convexo A, J(A) se puede conectar con F(Ky) ' donde
Ky es la esfera sdlida de radio 1. por wedio de un arco ! contenido en A(K0).

Para justificar esta afivmacion vamos a recurrir a {os cuerpos paralelos.

Yure arco es una curva hoaeoniocfa al intervale 4] . v a diferencia de una trayectoria o se

periilen autolittersecciones.
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Sead > 0. A & N entonees Ay denota el enerpo paralelo de A . Obsérvese
que BURy) = (1,1) y adémas es el dnico cuerpo convexo con esa propiedad, debido
al teorema 151,

Geometricamente si hacemos tender 8 al infinito, ¢l cuerpo Ag  dividido entre su
volumen tiende a una esfera solida. De aqui que no es de extranar que si § tiende al

infinito, 3(Ay) tiende al prnto (1,1).

[0, 00) — A(K) dada por
= [t2At N Frg 41N 42Y .
J(\) = (‘ )T . mx)-i“)
donde (rg, m) = 3(A),
es una funcion continua ¢ inyectiva que une g(A) con (1,1). Es decir la cerradura
topdlogica de f ( [0, o)) es un arco contenido en A{K), ya que A(K) es un subcon-
junto cerrado de R2. Uste arco tiene puntos extremos (A) y (1,1).

Sizo #1 se prucha que fes inyectiva, haciendo las cuentas directamente.

Con aynda del estudio hecho acerea del Diagrama de Blaschke y la funcién de
Iaschke, vamos a enumerar las imagenes de algunas familias interesantes de cuérpos
Convexos. »

l.a imagen bajo la luncidn de Blasclike de:

1 ) los intervalos es el origen, ya que tienen vohimen y superficie nula,

2 ) las figuras planas es parte del cje +: del origen al punta (%,0) el cual corresponde
a la imagen del disco; mas alla del e z ya no hay nada debido a la desigualdad
soperimétrica.

3} 1a esfera, es el punto (1,1).

1) los cuerpos de ancho contante, es un segmento de la recta y = 32 ~ 2, la cual
une e punto (3,0} con (1,1) y ademds contiene al punto (1,1) ya que la esfera es de
ancho constante.

5 } lus cuerpos gorra, s la paribola y = ¥%,
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Conjeturas con relacién al Diagrama de Blaschke,

Dos conjeturas bien conocidas han sido planteadas acerca de la frontera descono-
cida.

Hadwiger [3] probd que de todos los cuerpos de revolucion, con superficie y ancho
promedio fijos, las esferas truncadas centralmente simetricas tienen el mds pequefio
volumen .

La imagen de estos cucrpos es una curva que une (%,0) con (1,1) y Hadwiger con-

jeturd que esta era la cnrva desconocida .

Definicién 4.2.2 Una esfera truncadu es una esfera a la cual se le han removido
un pdmero numerable de casquetes esféricos, disjuntos dos a dos. Por un casquele
esférico queremos decir lu interseccidn no vacia de un semiespacio abierlo, con una

esfera ¢l cual no contiene el centro de la esfera.

Figura 11: sfera truncada.

Bieri [4] probd que esta conjetura es falsa, exhibiendo nn cnerpo cuya imagen

quieda a la derecha de la curva propuesta por Hadwiger, Este cuerpo es wna esfera
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truncada asimétrica, obtenido al rewover tres casquetes esféricos congrnentes naxi:
males de una esfera.

Una esfera es totalmente truncada, st es una esfera trancada y ningiin subcanjimto
abierto relativo sobre la superficie de la esfera origiunal permanece,

Bieri conjetnrd que la imagen de las esferas totalmente truncadas es lic enrva que
acota la derecha del Diagrama de Blaschke. Cabe hacer mencion que la conjetnra de
Bieri permanece sin resolver,

Una abservacién importante es que ta pardhola y = #* que acota la izquierda del
Diagrama de Blaschke son la imagen bajo la funcion de Blaschke de los enerpos gorra,
va que el teorema mimero 341 nos dice que la designaldad 1) se convierte en ignaldad
s6lo para los cuerpos convexos llamados cuerpos gorra de la esfera,

Las esferas totalmente trincadas son los duales polares de los cuerpos gorra,

Otra conjetura acerca de la frontera desconocida es la signiente:

Directamente de las designaldades de Minkowski se ve ques

A}

s
|

A A
> 52

poa s
<

J.R. Sangwine-Yager {11], plantea una conjetura a partir de estas desigualdades,
desigualdades geométricas vilidas (por cjemplo la designaldad de Bonnesen) involu-
crando media aritmética con peso.

La conjetura es la signiente:

Para todo A €K

Vamos a ver como se traduce esta desigualdad en el diagrama de Blaschke,
Se afirma que en caso de fa igualdad, esta desigualdad se traduce a una parabola
! 3 4

a través de los puntos (0.0), (£.0) y (1,1).

SA) s MA) 1A A
VAT & ST + {1+ r~') S{A)
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multiplicando a la ignaldad por (s , obtenemos

A
ws\? %S BtV
(Tﬁ) =t ( "}7) M
TS\ 8 (xS 8 487V
('ﬁ?) - —2(512) (“F)Tﬁ'

por lo tanto

8 8
2 o= Fx+(l-—;r—2) y

la cual en efecto es una pardbola a través de los puntos (0,0), (5,0) y (1, 1).

Para saber cual es la imagen de una esfera totalmente truncada, se tienen que
caleular sus magnitudes fundamentales, los cual es sumamente complicado.
Cabe hacer mencidn que:
los Drs. Luis Montejano Peimbert y Jorge L. Arocha Perez, junto con el Matematico
Ricardo Quintero, han calculado aproximaciones de las magnitudes fundamentales de
algunas esferas totalmente truncadas. Como por ejemplo de la generada al suprimir
cuatro casquetes congruentes y mutuamente tangentes. Para despues quitar nueva-
mente un casquete Langente a los circulos que determinan las regiones, de la superficie

de la esfera, restantes.

Tado esto lo han hecho con ayuda de una formula que hallardn, la cual relaciona los

radios de cuatro circulos sobre la superficie de la esfera, mutuamente tangentes. Algu- -

nas imagenes de estas esferas totalmente truncadas quedan ligeramente a la izquierda

de la curva que propone J.R. Sangwine-Yager y otras ligeramente a la derecha,
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4.3 Soluciones Relativas a la Frontera Descono-

cida.

Fn la definicion 3.3.1 hemos introducido el concepto de familia lineal de cuerpos
canvexos CY = (1~ AYA 4 AB para dos cuerpos convexos A y B. Ahora seguiremos
una generalizacion de W, Blaschke, quien consideré nna famibia de cuerpos convexos

C[0]. donde ¢l pardmetro 0 pnede variar continuamente en an intervalo.

Definicién 4.3.1 Decimos que Cl0] es una familia concava de cuerpos convezos si
(1 = N)C[a] + XC[B) € Cl(1 - Na+ M), 0 A< 1L

Se puede verificar facilmente que la familia C*, arriba mencionada, es una familia

coneava en ol intervalo 0 < A < 1. De hecho fa contencion es una iguakdad.

‘Teorema 4.3.1 Sca C[0] unu femilia cancava de cuerpos canvezos y sean V(0), S(0),
y M(0) las Lres magnitudes fundamentales de masa del cuerpo convera C[0), entonces

lus Lres funciones V(0)}, S(0)%, y M(0) son funcioncs concavas del pardmetro 0. @

Para probar que V(0)F es céncava, tenemos que probar que 'V (C[(¥ = Aoy +
A > (1= WWV(C[0)) + AWV(C[0y])3, donde 0 varia en [05,0,] y A € [0,1).
Pero la prueba es directa usando el Teorema de Brunn-Minkowski y el hecho de que
C'[0) es una familia concava; andlogamente S(0)E, y M(0).
Una familia de cuerpos convexos muy importante es la familia paralela completa
A[8) subordinada al cuerpo convexo A, en el intervalo —r < 8 < oo, donde r es
el radio de la inesfera de A, La familia paralela une tanto a los cuerpos paralelos
interiores A[~o] = A_qy, 0 < o < r, como también a los cuerpos paraiclos exteriores
Ala] = Ay, 0 < 0 < oo,en un sdlo parametro o, Probaremos que la familia péralula

completa es concava, para lo cual necesitamos el signiente:

Lema 4.3.1 1) (AP))le] C Alo+0]  #) Al8)+ Bla) C (A -+ B)[é + ]

Dewnostraeion, 1) se oblicne dircclamente del Teorema 1.1.6.

2)

CASO 1 518 < 0,0 < 0; sca PP € A+ Blo]. culonees cxisten X € A[8],Y € Blo],
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tal que I' = X + Y. por definicidn de cuerpo paralelo interior, la esfera de radio | 6 |
y centro en X esld contenida en Ay la de radio o | y centro en Y estd conteniln en
B. 8¢ sigue enlonces que A+ B contiene a ln csfera solida de radio | §+ a | y centro
en X+Y=0P. Por lo tanto, P € (A + B)[6 + o].

PAS0O 28516 2 0,0 2 0. Al§]+Blo] = As+ B, = (A+ )+ (B+ K,) =
(A4 B)+ (Kspa) = (A+ Bl = (A+B)5 +0].

CASO 3: 6§ < 0,0 = 0; por el caso |, se tiene que Al6] -+ Blo] = Alé] -+ (B[o])|0] €
(A + Blo))|] y por el caso 2, A + Blo] C (A + B)|o] asi que

A[8}+ Blo] C (A + B)[o])[é] C (A + B)[§ + o).

Teorema 4.3.2 Pura cvalquier cuerpo convezo A, lu familia paralela completa
Alb],(-r £ 6 £ 00) es concava.

Demostracidn: Sean a,f € |~r,00), debemos probar que (1 - M Ale] + MG} C
Al(1 - Na + M3l

Observe que (1 — MAla] = ((1 ~ NA)(1 - Na] y AA[B] = (AA)[A8] , entonces
(1 ~ MAfa) + M8} = ((0 = MAN( ~ Aa] + (AA)AB] y por  2) del leorema
anterior (1 = M A[a]-+ AA[F] C Al(1 - A)a + M8). .

Sean V5,55 y M;s las magnitudes de masa de la familia Ag, las cuales son estric-
tamente crecientes (y por lo tanto monotonas) con respecto al pardmetro 6. Ya se
mencioné que las funcionales Vj .Sé , ¥ Ms son funciones concavas y por lo tanto
las funciones V5,85 y M; tienen una derivada derecha e izquierda en el intervalo
~r <8 < o0, Ademas
1) 'V 2 V>S5
2) 'S5 > 52 2M;

3) 'Ms 2 My 2 Cs =dn.

Las designaldades de la parte izquierda son un caso particular de Ja concavidad, Las
de la derecha se siguen del becho que para ¢ > 0 se da la relacion (Al6))|] C A[6-+0],
y las férmulas de Steiner para las magnitudes de masa del cuerpo paralelo exterior
(Al8))o] de A[6). Notese que las magnitudes de masa para § > 0, son diferenciables

y entonces por la observacion al final del corolario 1.2.2, se dan las igualdades.
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Teorema 4.3.3 Vs = |} = S

Demaostracida: Olbsecve que s suficiente probar que 'V < Sy para ~r < 6 €0, Sra
en primer lugnr, A un poliedro convero con o ocigen 6 como ¢l centeo de una de sus
inesferns. Sea 0 < 0 < 8§+ ¢ y sean, B = Aff} y C = A8 — o] los dos policdros
converas cuyos radios de sus inesferas son 41 y w = §+r — . Considrremos
el poliedra D = (1L + Z)A[8 — o] y comparemoslo con el poliedro B y con ol poliedro
paralelo interior C. Pangumas nuestra atencidn en un plano soparte de C que pase
por una de sus caras y cuya distancia a 6 sea p. Al pasar de C a D, ¢l plano soporte se
mueve hucia afuera en wna distancia Ay = & husta convertirse en un plano soporte
deD. Por atrolado, al pusar de C a B, este plana saporte sdla nccesite moverse hacia
afuera une distancia de o para converlirse en un plano soporte de B, Ya gque p2 w,
enlonces Ay > o con lo que, en cualquier caso, B C D. Mds ann, vamos o eseoger,
de una manera muy sencilla, cierlos subpolicdros de 1) que de sequro no interscclen
a B. Para lal efecto consideremos una cara F de C cuya distancia al origen sea p y
cousideremos el cilindro vecto con base F y allure A, = B, que se encuentra enlve C
y D . La parte superior de esle cilindro,de aliure A, — o, de sequro no inlersecta a
B. Por lo tanto, par los volumenes se tienc la siguiente relacidn:

V(B) < V(D) ~ Y (A, — 0) [, ca donde la sumaloria de la derecha se exlicade sobre
lodus las caras F de C, con drea f. [intonces

Vs S (1 + &P Vses = (B ~1)af. En vista de las formulas para el volumen y lo
superficic de un policdro:

I pf =V(C)y L J = S(C), substituyendo ablenemos

Ve (14 8w - 23 S pf) 40

o sea Vs < (14 2V, — 2V(C) +05(C)

Vi S (14 2P Vouo =~ BViy + 0S50 S 0S5, + (1 + 2) - 179

y como Vi < vy, entances

Vi < 085moH14 35 Vimy € 08500 +Von 35V, Porlo tanto Vs~ Vs g0 Sp-g + 15 V5.
Con la aynda de le propiedad ide aprozimacion poliedral simulldnee, para 6 y o fijos y
paca cualquicr cuerps convers cuyo radio de su inesfera sca v, se licne que lu idllina

desigualdud lambien cs vdlide. Dec aqui se sigee, cnando o tiende o cevo que V{ > Sg.

e om | e e b e e o
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Definicion 4.3.2 {/n cuerpo conviro A «s de la primera categoria (denotado 1, ),
segnnda calegorta 1) o Loeera calegoria (dewoludo 1), st dondro de todo o} inter-
valo de definicidn de su covresponibicate fumilic paraldle completa V5, S5 y My son

diferenciables respectivaments.

Por lo ya mostrado sc tiene que i, C Hg C 1, C . No es dificil ver que un cubo
esti en I, ~ Iy, un cuerpo gorra de.la esfera solida esta en Iip — R, y un cilindro

esférico (el cuerpo paralelo exterior de un intervalo) esta en R,

4.4 Solucion relativa al prablema principal.

Recordemos que el problema principal (tambien conocido como el problema del sis-
tema completo de desigualdades), era el de dar condiciones suficientes y necesarias
para que tres mimeros no negativos V, S 'y M sean las magnitudes fundamentales de
algin cuerpo convexo.

In esta seccidn se resolverd este problema restringiéudonos a las familias Ry y R,

Teorema 4.4.1 Pura que tres nimeros no negalives M\S y V represenlen las tres
mugniludes de masa de un cuerpo convezo es necesario y suficiente que salisfagan los
desigualdades:

CLASE Ry:

1) V<SIM,

8) V2 5ksl6nMS = MP - (12 - w*)n{Aopted s

CLASE R,:
3) V< gkl6rMS — MY 4 (AP = dnSYY,
4 V2 pl6nMS ~ M — (12 - n¥)n(MRE P,

Demostracign:CLASE Ry:  Denolaremos a los cuerpos de lo Jamilia paralela com-
pleta, interior y exterior, del cuerpo A por A(A); X es el pardmetro de le familia, en
donde hewos elogido que A(0) sca idéntico ol cverpo formado por los centros de lus
esferas inscrilas de A, al cual flamamos ol wicleo de A, El cucrpo original A, por
o manera ex o gue hemos construido lo familia s idéntico a A(r) , e» donde v es

el cadio de I inesfera. Son por lo tonto A(y +a) y Alr —a) Ins cnerpos paralelos
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erleriores ¢ inleriores, respeclivamente, de A, en donde a > 0. Las magniludes de
masa de A(N) serdn denoladas por V(A), S(A), y M(A).

Silo necesilamos probar 2). Considercmos las siguienles funcionales

J(A) = MP(N) — 4xS(A) y H(X) = M(A)* = 62 M(N)S(A) + 247V (A).

Al derivar por la derecha se obtiene, cn vista de que en la clase Ry se dan las
igualdades 'V(X) = V'()) = S(A), y 'S(A) = S'(A) = 2M()), las expresiones
JI(A) = 2M(N[M'(X) — ir] y

H'(A) = [BM(A)? - 6x S(NIM'(A) - 12r M(AP + 2477 S()),

cnlonces, debido a que M'(A) 2 4w | resulla que J'(A) 20y H'(N) 2 0.

CASQ I: H(r) 2 0; esto es cquivalente a la desigualdad V 2 ﬁ%&ﬂ,M =
M),V =V(r),S = S(r). Como M*~4x$§ >0, se sigue que In desigualdad 2) se da.

CASQ 2: H(r) < 0; entonces, como ya fue comprobado arriba, H(\) es crecienle
(ya que H' 2 0}, por lo que para loda O € X < r se ticne también que H(A) < 0.
Definamos ahora
B(A) = 2212 = 722 J(AR — (n* - 8P H(A)?, enlonces
#(A) = (12 = a)JAPI(N) — 27 - 8 H(A)H'()) 2 0. Esto nos dice que ¢
es creciente, entonces §(r) 2 ¢(0). Como el micleo A(0) del cuerpo A es una figura
plana, con superficie f y perimelro |, se liene que
J(0) = (nlf2)* — 8x [ y H(0) = (n1/2)* — 62*If y enlonces
$(0) = 4(x1/2)°w(A) en donde
w(A) = A3 (12- 1?3 (1~ A) - (-8 (2—-3A)° y A = BL. Debido a la desigualdad
isoperimélrica, & esta sujela a lo restriccion 0 < A < & ; en esle inlervalo w(d) 20

por lo que ¢(r) 2 0, y de aqui haciendo los calculos direclamentc se concluye 2).

CLASE Ry:  Como I cluse R, C Ry y los elemenlos de Ry satisfacen la de-
siguallad 2) | entonees los elemenlos de R, salisfacen la desigualdad 4) .
De este mancra sdlo resta probar In desiqualdad 3). Para esto recordemos que para

Ie clase I, se dan s igualdades:

VIA) = SV, S0 =2M(N) . M) = dr

-
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Sustituyéndolus en las derivadas del lado derecho de lus funcionales J(A} y H()),
definidas en o caso antcrior |, obtenemos:

J=J(r)=JO)= (xlf2) ~8x [, H = l(r) = H{0) = (xl/2)* - 6x%1f .
Eliminundo a f de estas dos ecuaciones oblenemos la ccuacion:

B~ 12nJ1 4+ 16H = 0, la cual sélo depende de f ya que J y H son constanles .
CASO_L: I = H(r) < 0; esto es equivnlente a la desigualdad V < %ﬂ, de lo
cual se deduce la primera parte, a la derecha de la desiqualdad 3).

CASO 2: H = H(r) 2 0; lu condicidn dc que ln ecuacidn cibica cn términos de A,
establecida arriba, tenga una solucién real no negativn implica, como es sabido, que
J3 ~11* > 0. De uqui se concluye 3) se cumple.

Finalmente debemos probar que lus desigualdades tambicn son suficientes. Por lo
tanto debemos mostrar la ezislencia de cuerpos convezos, en la respeetiva cluse, con
sus magnitudes de masa V, S y M dudus. En primer lugar, se puede probar que dadas
tres magnitudes de masa salisfaciendo Ius desigualdades 3) y {), entonces existe el
cuerpo paralelo de una figura conveza plana, que realiza estas magnitudes; ademds
cualquiera de estos cuerpos pertenecen a la clase Ry, Mds ain, dadas tres magitudes
de masa satisfaciendo las desigualdades ) y 2) existe, o bien el cuerpo paralelo de un
cuerpo gorra de lu esfera o el cuerpo paralelo de una figura conveza plana, que realiza

estas magnitudes; ambos tipos de euerpos pertenecen a la clase Ry, (]
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Apéndice A
Simetrizacion de Steiner

A lo largo de este apéndice K denotara la esfera solida de radio 1.

Teorema 1 Sean A, B dos cuerpos convezos. Entonces

1) Y(A)CY(B) si ACB.

2) Y{K) =K siel centro de K esta en E.

3) Y(AA) =23 (A), sioe k.

) TA)+EB)CL(A+B),sioe k.

5) MM CY(Ag), sioc k. ‘

Demostracidn: y se prueban sin dificullad a parlir de lo definicign,
primero veamos que AY(A) C Y,(AA). Supongamos que 6 € E, donde E es
el plano de simetriv, Sea Az € AY,(A) con ¢ € Y (A), considere la recla Gy que
pusa por z y es orlogonal a E, entonces G {3 (A} es congruente a G () A, con
r € G L(A). '

Ahora considere el segmento (7. (VA) C AA, y la recla L que lo contiene, observe
que Gz y L son rectas puralelos y ademds L = MG, de aqui que M(G. [V (A)) sea
la simetrizacion del segmento L(Y(AA) y como Az € (G [N (A)), Ar € T(MA).
Para la otra conlencidn observe gue ncubamos de probar gue para todoy > 0 y B € K.,
1L(B) CL(1B), ahorasea =1 y B = AA.

@ Sea te T(A)+ Y (B), t=p+q,conpe T(A), g€ 32(B).

Por Gy, Gy y G, mamos « denolar lus lincas de simetria que pasan por 1, p y g re-
spectivamente (ver 3) ). 1 € (S(ANG,) + ((B)NG,). Esta es una suma de

{f
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intervalos paralelos y simelvicos con respecio a k5, entonces su suma es un inlervalo
simelrico a [ (o € I) y de longitud la suma de las longifudes de los inlervalos in-
voluerados. Mds win cste intervalo esta on Gy, excepto por esla iillima simelria, es
ignul a lu suma (ANG) + (BN GL). De aqui que

Y ((ANG)+ BN G)) = (CaNe) + (Z(B)h(:,,)

por lo tanto t € ((L(AYNG)+ (L(BYNG,) C Y (A+B)
Esta es una consccuencia inmediala de { haciendo B = Ky y usando 2). ®

Teorema 2 de continuidad

Sea {An), N una sucesion convergente de cuerpos convexos con limite el cuerpo
convexo A, Entonces {35(A4)), e converge a 5-(A).

{An}nemvs {Bu),ain sucesiones con limite Ay B respectivamente, entonces

{An + Bu}, o convergea A + B,

Demostracién: Sin perdida de generalidad podemos suponer que 6 € ANE,
donde E es cl plano de simetria.

Por lo tanto existen dos csferas sélidas K,,, K de radios 0 < A < 3 con centro en &
tal que Ky GA GKp. ,

Como {An},cpy converge a A, existe N € IN tal que para toda n > N se tiene
K. CA, C Ky,

Por ¢l teorema anterior, I, C Y,(A) C Kp y K, C Y(A4) C K.

Sea € > 0, entonces existe M, tal que A C (A,)c ¥ Ax C A,, para toda n > M, (por
definicién de la metrica de ilausdorff).

Por 1) del iiltimo teorema de aproximacién poliedral tenemos que A, C (1+ ;:-)A,
pero A, C A, por o tanto (A,) C (l + ;‘;) A. Entonces

T [4 [ -
A, ((1+2)a)=(1+3) YA
Yoy ((1+ +=) 2 (A)
usantdo 2) del viltimo teorema de aproximacién poliedral, tenemos que

(1+9)(A)C (2(A))ec. Porlo tanto 35(Aw) C (L(A))ee.
Por otro lado (A,). C (l + '-';) Agy pero A C (An),, entonees A C (l + i) A,



w Vi
isth 1B S
7

(i B U

se sigue que

—~ € ¢ —

S ((re ) a) = (14 5) et ¢ [Leanl],
Por lo tanto Y3(A) C (Z("‘"))-fb Fatonces d (3 {A), Yo(A4n)) < %, 0 sea
{2-(An)} v converge a Z(A)t
Sea ¢ > 0, como {A,},cy converge a A existe Ny € IN tal que A, C A, =
A + K,y andlogamente existe N; € IN tal que B, ¢ B, = B + K, de aquf que
Ay + By C(A+K)+(B+K) = (A +B) + Ky para toda n > maz{Ny, N,).
Andlogamente A + B C (A, + B,) + A%, por lo tanto d(A + B, A, + B,) < 2,
entonces {A, + B.}, ¢y converge a A + B, .
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Apéndice B
Volumenes Mixtos.

El profundo y misterioso concepto de voliimen mixto fue elaborado por I¥. Minkowski
en el aiio de 1900. Al respecto, es interosante la carta que Il Minkowski le envia
David tilbert en donde fe comunica acerca de este descubrimiento. Como veremos a
continuacion, el concepto de voliimen mixto nos permitird, de manera un tanto miste-
riosa, probar varios teoremas cldsicos sobre volimenes de cuerpos de ancho constante.
Sea K™ el espacio de todos los cuerpos convexos de dimension menor o igual a n con
la metrica de Hausdorfl. Para toda A € K", denotamos por V(A) ¢l volimen n-
dimensional de A y por S(A) e} drea (n~ 1)~ dimensional de su superficie. Recuerde

que K denota la esfera sélida de radio uno.

Deflnicién 1 Un voliimen mizto cs una funcional no negativa de cuerpos convezos.
VoK) — R

que satisface las siguientes propiedades:
i) Ves mullilineal, o5 decir
V(AL G G A = V(A AL AL A S0
ViAo A+ B AL = V(AL LA A+ VAL B AL
i)V es simétrico, es decir
V(AL AL LA G A = V(AL AL AL AY)
it) V(A,ALA) = V(A)

|
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Teorema 3 Si V es un volimen mizlo, enlonces V es una funcional conlinua en

Lodus sus variables. ™

Teorema 4 [ara lodo vohimen mirlo se liene que:

V(A,... A K) = SA)

n

El siguiente resultado es hastante sorprendente.

Teorema 5 Para cade dimensidn n exisle una dnica funcional V que satisface las

condiciones i), ii) y iii) de la definicidn, y que por lo lanto es un vohimen mizto. ®

Debido al teorema anterior, hablaremos del volimen mixto n-dimensional y no de

un voliimen mixto.

Teorema 6 Sea V el volimen mizlo n-dimensional, enlonces

V(Ah---»Ai)-"oAn) S V(Aly”-th'-')An)

cuando A; C B;.
Es claro que estamos suponiendo la ezislencia de el volimen mirlo n-dimensional.

Fsla exislencia se puede probar rigurosamente. .

Definicién 2 Para m un entero enlre 0 y n, sca

Wan(A) = V(A,...,A K,..., K)

cn dande en ol volimen wirto anlerior apurece n-m A's y m K s,

De este modo Wo(A) = V(A), W, (A) = 2%\1 y Wo(A) = V(). Sin=3 en-
lonees Wo(A) = V(A A A) = V(A), W (A) = V(AJAR) = E%AJ-, Wi(A) =
V(ALK K) = M—%‘A) Wi(A) = V(K,K,K) = §r.

Sin=2 catonces Wo(A) = V(A A) = A(A) (dreade A) W({A) = V(A K) = ﬂ{ﬁ
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(perimetro de A) y Wy(A) = V(K,K) = 7.

Las funcionales de Wy (A) son conocidas comao las magniludes fundamentales dv masa

del cuerpo convero A.

Teorema 7 Sean A,,...,A, cuerpos convezos de dimension menor o ignal a n,

My. oo A reales positivos y Vel volimen mizlo n-dimensional. Entonces V(MA +

-4 A Ay) es un polinomio homogéneo de grado n, en las variables Ay,..., A

Para ilusirar estc teorema vamos u considerar los casos n=2y 3.
Sea n=2, A,B e K2 x,ye R*

A(zA +yB) = V(A)z’ +2V(A, Blay + V(B)y’ (22)

%P(zA+yB) = V(A +yB,K) = V(A K)r+V(B,K)y

Ahora veamos el caeso n=3.

= %l’(:\)x + %I’(B)y
P(zA +yB) = P(A)z + P(B)y (23)

Sean A,B € K, x,y € Rt,

V(zA +yB)
V(zA +yB)
%S(r;\ +yB)

S(xzA +yB)
%;\1(“\ +yB)

M(rA-+yB)

"

1t

[}

It}

V(zA +yB,zA +yB,zA + yB)

V(A)® + 3V(A, A, B)zy + 3V(A, B, B)zy® + V(B)y(24)
V(zA +yB,2A +yB,K)

V(A A, K)2* +2V(A,B, K)oy + V(B, B, K )y

%S(A)x’ +2V(A, B, K)ay + %S(B)y’

S(A)r? +6V(A, B, K)zy + S(B)y? (25)
V(zA+yB, K, K) = V(A K, K)+yV(B,K, K)
%M(A)z + %M(B)y

M(A)r + M(B)y (26)
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Como na aplicacién de volimenes mixtos, probaremos un teorema cldsico sobre

¢l vohimen de cuerpos de ancho constante.

Teorema 8 de Blaschke

Sca A un cuerpo convexo tridimensional de ancho constante h. Entonces

3hS(A) = ~6V(A) = 2rh® y M(A) = 2rh.

Demostracion:

Como A es de ancho constante ht, -A también es de ancho constante h y por lo tanto
A-A es de ancho constante 2h ver la observacidn al final del teo. 1.1.6, ademads A-A
es centralmente simétrico en el origen (es decir si £ € A = A, -z € A — A), pero si
A-A cs un cierpo de ancho constante 2h, entonces A-A s una esfera sélida de ancho

2h (o sea de radio h). Por lo tanto
A-A=IK
Entonces para todo ¢ € (0, 3], se tienc la igualdad

(1 =t)A —tA = (1 - 2)A + thK, ya que

(1-0A ~tA

it

(1= 20)A +tA) + {(~A) ;
(1= 2)A + (LA +1(~A)) = (1 ~2)A +U(A - A)
(1 - 20)A + thK

ti

it

De aqui que para todo ¢ € [0, %l

i

S((1-A~tA) = S((I - 20A + thK) (27)
VI =1A~1A) = V(1 =20)A+LhK) (28)

t

e ot ey o
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Usando la igualdad 25 y la ignaldad 27 obtenemos los polinomios
P = SA) =0T H6V(A, A K =)+ S(-A)?

Pty = S(A)L ~2)* +6V(A, K, K)th(l - 22) + S(K )t*h?
pero S(=A) = S(A), V(A K, ) = M(A), S(K) = dx

I

Pi{t)
(1)

(25(A) - 6V(A,-A, K)] ' + (6V(A, -A, K) - 25(A)) L + S(A)
[1rh? + 1S(A) = 120 M(A)] £ + (2R M(A) — 45(A)) + S(A)

Py Py coincidensi ¢ € {0, %] por lo tanto coinciden si ¢ € IR, entonces sus coclicientes

son iguales,

25(A) - 6V(A, A, K)
6V(A, ~A, K) - 25(A)

Arh? + 4S(A) - 1hM(A)
MM(A) - 15(A)

H

i

Sumando estas igualdades obtenemos M(A) = 2rh.

Ahora desarrollemos la igualdad 28 usando la igualdad 24 para obtener los polinomios

Py(t) = (1= 1PV(A) +301 - V(A A ~A) +3(1 = )P V(A —A, —~A) + 1TV (-A).

Py(t) = (L= V(A)+3(1 -2 th V(A A, K)+3(1- 20 h2V (A, K, K) +3 RV (K).
recuerde que 3V(A, K, K) = M(A) =2rh, V(K) = 1r, 3V(A, A, K) = $(A),

V(-A) = V(A)

Pit) = [BVIALA.-A)~3VIA,=A,-A) £ +
[3V(A) = 6V(A, A, ~A) +3V(A,~A, -A)] (% +
[~3V(A) +3V(A, A, ~A)|t + V(A).

4(t) ~8V(A) +4hS(A) ~ 203 M(A) + %-nh‘" 1+

1l

[12V(A) = AhS(A) -+ REM(A)] £ + [=6V(A) + hS(A)] + V(A).
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Estos polinomios coineiden para t € [0, 1], por lo tanto coinciden para todo ¢ € IR,

entonces shs cocficientes son iguales.

~8V(A) -+ 4hS(A) ~ 2*M(A) 4 :—;-1rh:’
12V(A) = 4hS(A) -+ K2 M(A)
~6V(A) + hS(A)

V(A A, ~A) - 3V(A, -A,-A)
BV(A) - GV(A, A, ~A) +3V(A,~A, - A)
~3V(A) +3V(A, A, -A)

1

il

il

sumando estas igualdades y sustituyendo M(A) = 2rh, obtenemos

3hS(A) = 6V(A) = 2xh®
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