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INTRODUCCION 

El espacio de los cuerpos convexos en IR", es una gran fuente de misteriosos ejemplos 

que rompen nuestra intuición geométrica; como lo son los cuerpos de ancho constante 

[lo). 

Dentro de los inumerables estudios que se han hecho de este espacio, nos podemos 

encontrar el relacionado con ciertas magnitudes naturales asociadas a un cuerpo con-

vexo, como lo son: el área y el perímetro en el caso plano; el volúmen, la superficie y 

la integral de curvatura media en el caso de cuerpos convexos en 1113. Todos hemos 

escucharlo acerca de la desigualdad isoperimétrica del plano, pero muy poco acerca 

de las desigualdades de Minkowski para cuerpos convexos, las cuales no tienen que 

ver con otras famosas desigualdades de Minkowski. 

El estudio de estas magnitudes, junto con otros conceptos de Algebra Lineal, dio 

origen a la teoría de Brunn-Minkowski. Algunas ideas fundamentales de esta teoría, 

ya se encontraban ocultas en los trabajos de Brunn. El genio (le Minkowski se dio 

cuenta de su importancia y los reinterpretó para ponerlos bajo la perspectiva correcta. 

Si el lector desea una exposición más completa y precisa de esta teoría puede con-

sultar el libro de Schneider [12). 

Para la lectura de esta tesis no se requieren conocimientos muy avanzados. 

En los primeros tres capítulos se exponen algunas de las ideas fundamentales de 

la teoría de Brunn-Minkowski. 

En el cuarto capítulo, se hace uso de esta teoría para entender un problema 

planteado por W. Blaschke en 1916 y que aún continua abierto. Además se ex-

ponen algunos resultados con relación a este problema y se enuncian conjeturas a las 

que ha dado lugar. 
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CAPITULO 1 

Magnitudes Fundamentales de 
Masa 

1.1 Preliminares. 

En esta sección desarrollaremos las nociones elementales que usaremos a lo largo de 

la exposición. 

Hablaremos en forma breve de la estructura geométrica y topológica de los cuerpos 

convexos en ER3. 

1.1.1 Definiciones. 

Definición 1.1.1 El conjunto A C IR3  es 1111 conjunto convexo, si para todo 

Q E A, se tiene que PQ C A, donde PQ = {(1. A)P AQ E IR3  / A E [0,1)), 

es el segmento cerrado de P a Q. 

El conjunto B C IR3  es un cuerpo convexo, si es un conjunto convexo, acotado 

y cerrado , En caso de que el interior de B (al que denotaremos por B°) sea distinto 

del t'ocio, diremos que 13 cs un cuerpo convexo propio, de lo contrario será impropio. 

El conjunto de todos los cuerpos convexos en 1113  se denotará por J. 

Definición 1.1.2 Dado A E !C, definimos la función soporte de A , h : S2  -4 IR, 

como h(A, u) = sup {(x, / e E A). 

3 



CAPITULO I. MAGNITUDES 1.T.U.IMENTALES DE MASA 

Dado o E S2  definimos el ancho dr A en la din rejón v, denotado h(e), como 

b(A, 	= h(v) -}- h(--v). El mínimo de los anchos de A es alcanzado en alguna 

dirección y se conoce como el grueso de A. 

El plano soporte de A en la dirección u E S', es 

E(r) = e IR3 / 	o = 

La intersección A(v) = A n  E(v) se conoce como subconjunto soporte de A en la 

dirección v. 

Definición 1.1.3 El cuerpo A E K. es de ancho constante si b(A, v) tiene el mismo 

valor para todo v E 9, de esta manera diremos que b(A, v) cs el ancho de A. 

Dado cualquier A C IR3, denotaremos por conv(A) al elemento más pequeño de K 

que contiene a A , conv(A) también se conoce como el casco convexo de A . 

Se puede probar que conv(A) = n 	E 	A C 13). 

A menos que se diga lo contrario, de aquí en adelante trabajaremos solamente con 

cuerpos convexos. 

Dado A E K. La circumesfcra de A es la más pequeña de las esferas sólidas que 

contienen a A, su radio lo llamaremos circumradio. Se puede probar fácilmente que 

la circurnesfera es única. 

La inesfera de A es una esfera sólida contenida en A de radio máximo. La inesfera 

no es única, pero su radio si lo es y se conoce como el inradio de A. 

Definición 1.1.4 Una traslación por un vector v es una función 7' : IR3 	1R3, 

dada por 7'(x) = x u. 

Una rotación con eje de rotación u E 9 y ángulo de rotación O es una función 

It : 	IR 3  dada por R(r) = cos O x + (1 — con 0)(v, x)v (sera O) v x x. 

Una congruencia es la composición de una rotación seguida de una traslación 

7'o R. 

Dados A, B E K decimos que 	congruentes, denotado A B si A = 'ro R(B) 

para algunas 7' y It. 

v x r denota el producto cruz del vector e con el vector .r. 
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1.1.2 Suma de Minkowski. 

Definición 1.1.5 Dados A , 13 E K, se define la suma de Alinkowski de 

A y B como A -1- B 	-1- b E 1113  / a EA, b E 13}. 

Directamente se puede probar que A +13 E PC.. 

   

  

= 

  

  

A 	8 

Figura 1: Suma de Minkowski. 

Teorema 1.1.1 Si A,ByC EKyA,pER., entonces 

1) A+(B+C)=(A+B)+C. 

2) AA -f- ,\B = A(A B), donde ,\A = (Aa / a E A). 

3) Si .\ > O, p > O, entonces AA -I- pA = (.\ + p)A. 

Demostración: Sólo probaremos 3). Si ) = O, p = O no hay nada que probar. 

Es claro que (A +p)A C \A + pA . Afirmamos que ,\A 	C (\ + p)A. 

Sea An+ pb E AA + pA, n,5 E A. Escribimos Ao pb = (A + li)(117,a 11:74b),  
corno A es convexo, haciendo 1 = —.h.\ 	E [0,11 obtenemos 

i 
a I- --b = + (1 1)l) E A. 

A + p 	A 
t  

1. p 
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Por lo tanto .Xa pb E (.\ p)A, 	 • 

Teorema 1.1.2 Si Th T2  son traslaciones y I? es una rotación entonces 

1) /?(A + B) = //(A) + 11(B). 

2) 11(AA) = AR(A), para lodo A E IR. 

3) TI (A) + T2(B) (T1  + n)(A + B). 

Ti(A + B) = 	+ B = A + 

Demostración: La prueba se sigue directamente de las definiciones. 	 e 

Teorema 1.1.3 Sea T una traslación por un vector ny A E IR, w E 52, entonces 

h(AA, w) = Ah(A, u)), h(T(A),w) = (e, w) h(A, 

h(A + B, tu) = h(A, w) + h(B, w). 

Demostración: La prueba se sigue directamente de las definiciones. 

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente corolario. 

Corolario 1.1.1 Scan T una traslación, A E IR, tu E S2. Para cualesquiera 

A, B E IC se tiene 

b(A 	B,w) = b(A, tu) + b(B, w), 

b(AA,w) = Ab(A,w). 

b(7'(A),w) = b(A, w). 

b(B, w) < b(A, w), si B C A. 

La demostración del siguiente teorema aunque no es complicada no será incluida 

en este texto. 

Teorema 1.1.4 (de Descomposición) 

Sean A, B E A: poliedros convexos propios, tal que ó E B entonces 

A -I- B = A U U (A(%) + cono (13(t4)U10)) , 

donde k denota el número finito de direcciones necesarias para la desComposición, • 
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Algunos otros hechos interesantes, cuya demostración es fácil de obtener, son 

)U„Er(Ar, 	B) 	Ar,) + B,  donde {A,,,}„Ei  es una familia de cuerpos 

convexos. 

b) Si A C B, A' C B' entonces A -1- A' C -I- 13'. 

Denotaremos a la esfera sólida de radio Á y con centro en el origen por Kb. 

Observese que Kb + Kr, = K b+oi  y que Kb  = (SK I , 

1.1.3 Cuerpos Paralelos. 

Definición 1.1.6 Sea A E K. Por el cuerpo paralelo exterior de A, denotado As 

< 6 < oo), entendemos la unión de todas aquellas esferas sólidas de radio 6 cuyo 

centro se encuentra en A (ver la figura 11 J. 

El cuerpo paralelo interior de A, denotado A_6 	< 6 < inradio de A), es el 

conjunto formado por los centros de todas las esferas sólidas de radio b que estan 

completamente contenidas en A. 

Obsérvese que si ó > inradio de A, entoncesA4 = 0 ya que no existe una esfera 

de radio 6 contenida en A. Además se puede probar que Ah  y A_5  son convexos. 

También es facil ver que si á > 0, entonces 

As= 	(a + Ks) = 	a) + K6 = A + E6 , 
aEA 	aEA 

(ver al final del teorema 1.1.4). 

Teorema 1.1.5 Sean A,B E K. Entonces 

1) (A(113)6  = A6 n136. 

2) (A U B)6 = As U136. 

Demostración: I) Dado que AnBC A, AnB C B, entonces 

(A n  B), C As, n B)„ c B,, por lo tanto (A n  B)8 C A6  n  B6 . 
Sea T E Ab ala, entonces existen I' E A, Q E B tales que T E (P+ K6)n(Q + K6). 
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Pata cualquier A E 10,11 Al' EAl' 	AK6  y (I - A)/' E 	A)Cd + (I - .‘)K6, 

entonces 7' e Al' (1 -- A)Q + it'6 . Como P E A, Q E B existe A E 111,11 tal que 

P ÷ (1 - A)Q E An  Fi. Por lo tanto '1' E ( An  Et ),. 
A C A U  B, B C A U  B, entonces As c (A U B)5. B6  c (A U B)6, 

por lo tanto As UBs C (A U B)5. 

Sea 7' E (A U B)5, entonces existe P E AUB tal que T E P K6  y por lo tanto 

TE AbUBs. 	 • 

Teorema 1.1.6 Sean 6 >(),a>0 , entonces  

lJ (A6 )„ = A6+,, 	1)(A-8)-0 = A-S-n 

(As)-a  = AS-n 	,MA-6),y C A-61-cr 

Demostración:  Solo probaremos una y las demás son ~Yogas. 

(A6),, = As + K‹, = (A + K6)+ 	= A + (K6 	=.• A .1- 	= A5+0 ■ 

Veamos que relación hay entre la función soporte de A y la función soporte de 

A6 . h(A6 , 	= h(A + K6 , w) = h(A, w) + h(/(6, w) como It es una esfera sólida 

h(K6 , w) = á. Por lo tanto 

h(A6, tu) = h(A, w) + 6. 

De aquí se sigue inmediatamente que 

b(A6 , w) = b(A, w) + 26. 

Una observación importante es que si A, B E 1C son de ancho constante entonces 

A -1- B también es de ancho constante, ya que 

b(A + B, w) = b(A,w)+ b(B, w) = ancho de A + ancho de B. 

Teorema 1.1.7 Si A 	entonces A6 = B6 . 

Demostración:Por  hipótesis tenemos que A = I' o 11(11) para alguna traslación '1' 

y una rotación R. Por lo tanto, 

As 	= (T o /1(B))6  = T o R(B) + Ks = 7' (11(B) + K6) 

= 	7' (11(1.3 	1(5 )) =7' 0 R(13t ) 

• 
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Debido a que vamos a usarlo más tarde, debernos considerar en la siguieni e sección 

el cuerpo paralelo exterior de un poliedro convexo. 

1.2 Teorema de Descomposición. 

Teorema 1.2.1 (de Descomposición para Poliedros Paralelos) 

Sea A un poliedro convexo. Entonces 

Ah  = A U(U U(U U(1:i NP) 
k.I 	=a 	j.I 

donde: 

= Prisma rectangular con base Pk. 

= El sector cilíndrico cuya altura es igual a la longitud de la arista Ei y cuya base 

es el sector con ángulo central (,9;  (ángulo entre las caras adyacentes). 

Vó = Es el sector (le la esfera sólida K5  cuyo ángulo espacial esta formado por el 

vértice V'. 

r =el número de caras de A . 

=el número de aristas de A . 

q =el número de vertices de A . 	 • 

1.2.1 Topología de K. 

Definición 1.2.1 En k se define una métrica, llamada la métrica de Ilausdorff, de 

la siguiente manera: Sean A, B E A 

d(A,B) = inf {S > 0 / A C 13,5  y B C As ) . 

Se puede probar que con esta métrica A. es un espacio tnét rico compacto. Además 

como A: es conexo, entonces 	es un continuo. 
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Figura 2: Poliedro paralelo. 

La compacidad de K. se puede expresar en el siguiente teorema probado por primera 

vez por W. Blaschke. 

Teorema 1.2.2 

Sea L un conjunto no finito y acotado de cuerpos convexos (es decir, todos ellos están 

contenidos en una esfera sólida de radio suficientemente grande), entonces existe una 

sucesión {A„} C L infinita que converge a un cuerpo convexo en L. 

Teorema 1.2.3 de Aproximación. 

1) Sea A 	Dado c > O, existe un poliedro P tal que P C A c P,. Por lo 

tanto se tiene que d(A, P) < c. 
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2) 	Sea A E K., ó E A. Entonces para cada A > 1 existe un poliedro P tal que 

PcAcAP. 

Demostración: 

1
1)  l A se puede cubrir con un número finito de esferas sólidas de radio e con 

centro en A; el casco convexo de los centros de estas esferas es el poliedro requerido. 

2) Veamos primero el caso en el que A es un cuerpo convexo propio. 

Sea A > 1 . Como o E A, existe a > O y un cubo C26  de lado 25 > O, con 

centro en ó tal que C25 C A. Sea E6  la inesfera de C26. Sea O < c < .5(A — 1); 

en base al inciso anterior, existe un poliedro Q tal que Q c A C Qe. Construya 

P = conv(Q C15), entonces P es un poliedro tal que /1'6  C P C A C P,. Sólo resta 

ver que A c AP. La dilatación AP mueve cada cara lateral de P hacia afuera en una 

distancia 45, = (A — 1)p, donde p es la distancia de la cara en cuestión a ó. Para ver 

la razón de la última afirmación, considere una cara de P, sea p su distancia a y 

sea A„ la distancia entre esta cara y la respectiva cara de Al', Observe que A, p 

es la distancia de la respectiva cara de AP a d. Por lo tanto 	= A, de aquí que 

áp  = (A — 1)p. l'ara concluir , veamos que P, C AL'. Sabernos que e < 6(A — 1), pero 

p> 5, ya que Kó C P, por lo tanto c < (A — 1)p = Ap, entonces P, C 

Si A es 1111 cuerpo convexo impropio, entonces A esta contenido en un hiperplano 

con respecto al cual 0 es un punto interior. La demostración se sigue ahora en forma 

análoga a la anterior. 

Corolario 1.2.1 Sea A E IV, 	E IR tal que K, c A C K3. Entonces para todo 

> O y A> 1, 

/ ) A, c(l+ A, 

2 ) AA c Ap_op. 

Demostración: 

1) C A, o sea 011.1  (I A 	C 	 C A, entonces 

A + (K1  C A + ;;A, por lo tanto A, C (1 + :;)A. 

2) A c Kll  = 	(A — 1)A c (A — 1)/)K1 	A -1- (A — 1)A c A +(A— 1)/3Ki  

AA C Ap-oo• 
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1.2.2 Simetrización de Steiner. 

1.1 siguiente concepto debido a 3 Steiner es extraordinariamente !inri ífetti.Vantos 

asociar a cada A E it.1  un cut.' 	hiinetrico 5111(A) E /11,, con respecto a tin plan() (lado 

TU. 

Construcción: Dados A ir: 	y Ir un plano fijo (plano de simetría) construya 

E( A) de la siguiente manera: 

Tomamos cualquier línea recta L perpendicular a 7f , tal que L n  A 5.¿ 0 , entonces 

L n  A es un punto oun segmento, trasladarnos este punto o segmento dentro de 

hasta que su punto medio este sobre 'ffilaciendo este proceso para cada recta f., 

obtenemos E(A) (ver figura 3). Claramente 1-,(  A) es simétrico con respecto a If , 

pero además E(A) es un cuerpo convexo. 

Q 

Figura 3: Simetrización de Steiner. 

Teorema 1.2.4 Si A es 1111 cuerpo convexo entonces E(A) también lo es. 

Demostración:  Si P E A, denotaremos por Lp In recta perpendicular a 	y que pasa 

por P. 

Scout P, Q E E(A), P, Q E 119 	cone ((E( A) n 	 1,q)) donde 
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Lp, f Q  son las líneas ortogonales a Ir que pasan por P y Q. 

Sea 1' = coree ((A n  L,,, u( A n  La. Como A es convexo T C A. Además 

= DT) C r,(A) , (ya que si B C A, E(B) C r,(A) 

Entonces T' C E(A), por lo tanto el segmetito PQ esta contenido en E(A) , 
(ya que PQ esta contenido en T'). 

En los dos teoremas siguientes se listan algunas propiedades de la simetrización 

de Steiner. Las pruebas estan en el apéndice B. 

Teorema 1.2.5 Sean A, FI E 

1) E(A) C E(B) , si A c B. 

2,) E(K) = K , si el centro de E esta en 7f . 
3) E(AA) = AE(A), si ó E 7r . 

E(A) DB) E(A B), si E ir . 

5) 	E(A)6 c E(A5), si ó E 7< . 

Teorema 1.2.6 de Continuidad. 

1) Sea {A„}„EiN  una sucesión convergente de cuerpos convexos con límite el cuerpo 

convexo A . Entonces {E(A„)},,e/N  converge a E(A). 

2) Sean {A„}„EiN  y {B„}nEIN  dos sucesiones con límites A y B respectivamente, 
entonces la suceción {A„ Bn }„EIN  converge a A + B. 

1.3 Teorema Esférico. 

Teorema 1.3.1 Esférico 1. 

Sea A un cuerpo convexo propio con ü E A". Sea 

R = BEK/B=E o E 0 - 0  DA) t { 
ti 	n--1 	t 

donde E, es la simetrización de Steiner con aspecto al plano Ei , a través del origen. 

Entonces existe una sucesión {A„ } C R que converge a una esfera sólida. Kr , para 

algún r. 
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Demosiracióq: 

Sea r = in f 111(A') / A' (7, 11), donde /t(A') denota el radio de la esfera circunscrita 

a A' con centro en ó. 

Observe que cuino ó E A% existe una esfera sólida de radio A > O tal que EA  C A. 

Por lo tanto Es C A', para todo A' E R (ya que 1:(Kx) = EA ). De aquí que 

< //(A') para todo A' E 11, entonces r existe. Cuino r es un punto de acumulación 

de /?(A9 / A' E R), existe una sucesión (An )„,IN  de elementos de R tales que 

(11(A,,)}„EIN  converge a r. 

Por la compacidad de y corno R es acotado podernos suponer que (An}„E N con-
verge a un enerpo convexo A». La funcional R. es continua, de aquí que E(A0) = e. 

A»  es un cuerpo convexo propio ya que KA  C An  (para todo n). 

Vamos a probar que Ao  = Kr. Supongamos que no, A» C Kr  entonces A» 	Kr. 

Se sigue que existe un pequeño disco T de radio positivo en la superficie de K, que 

no intersecta a A». Cubramos ahora la superficie de Kr  con un número finito de 

discos T, 	congruentes con '1'. Sea Ei  (i = 	K) la simetrizacitIn dada 

por un plano de simetría 	por el origen y proyectemos ortogonalmente Ti en T. 

Por lo tanto 1' y Ti  son ajenos a Er (Ao), ya que para cualquier línea de simetría G 

ortogonal a E1  que pasa por 1' (y por tanto por Ti ), el intervalo A»  n G es más corto 

que Kr  (1G. Finalmente sea E'(Ao) = Ek  o ... o Ei(A0), entonces la superficie 

de K, es ajena a E'(A»). Notemos que A»  ¢ R, pero como {A„} converge a A», 

{r(A„)} converge a E'(Ao) (teorema de continuidad), entonces existe A,,, E R tal 

que 52,1(A„,) es disjunta de la superficie de Kr , y claramente /I (E,(A,„ )) < r pero 

Et(A,,,) E R. lo cual contrdice el hecho de que r = inf {R(A') / A' E R}. 

Por lo tanto A = E, y {A„} converge a Kr. 	 • 

Teorema 1.3.2 (Esférico 2). 

Sea A un cuerpo convexo propio con ó E A». Sea R el conjunto de lodos los cuerpos 

convexos A' obtenidos mediante un número finito de sumas de Minkowski de la forma 

5 	1 
A' 	(-)A»' +(—,)A' + + (—)Alk 

en donde 	i = 1, 	k ,de nota una coincida con centro en by k E IN. Entonces 
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existe una sucesión (A„} C R que converge a una 1:.sftea sólida lea  con centro en i. 

La prueba de (sir teorema es esencialmente la prueba del leo. anterior. 

Una consecuencia inmediata de este teorema es el siguiente 

Corolario 1.3.1 Sea A' E R, con R como en el /toman anterior. Entonces -11( A) 

es igual al diamelro de Ko• 

Demostración:  

Por definición b(A) = 711; 	b(A, u) dv, donde b(A, 	es el ancho del cuerpo A en la 

dirección u, ver 1.1.2. Entonces usando la continuidad de b(A, u) vista como función 

de S2  en IR y el corolario 1.1.1, obtenemos el resultado deseado. 	 • 

1.4 Magnitudes Fundamentales. 

A cualquier cuerpo convexo A se le pueden asociar diferentes números reales, como 

son su voltimen, su superficie, su diámetro, su grueso etc. 

Estas cantidades son muy geométricas; sin embargo también le podemos asociar su 

curvatura total, su integral de curvatura media, las cuales a pesar de no ser muy 

intuitivas, destacan por su gran importancia en el estudio de los cuerpos convexos. 

Definición 1.9.1 Sea A un cuerpo convexo. Las magnitudes fundamentales de masa 

de A son: 

V = V(A) = Volúmen, 

S = S(A) = Superficie, 

= Integral de Curvatura Media, 

C = C(A) = Curvatura Total. 

Obsérvese que la magnitud fundamental de masa C es una magnitud que para 

cuerpos convexos es una constante igual a 	, esto es debido a un teorema (curvatura 

integral) de Kat' Gauss. Este hecho nos puede hacer pensar que esta magnitud C no 

es muy importante, pero más adelante veremos que no es así. 
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Ahora vainos a definir en forma Inas precisa estas cuatro magnitudes fundamentales 

dr 11h1Sit. 

Primero lo liaremos para poliedros convexos y usando aproximaciones obtendremos 

las definiciones en general. 

1.5 Magnitudes Fundamentales para Poliedros. 

Definición 1.5.1 Sea A un poliedro convexo . 

V(A),S(A) se definen de manera usual. 

til(A) = 1/2E si, , 

en donde la suma se extiende sobre todas las aristas si  de longitud si y en donde (pi  

denota el ángulo entre los vectores normales a las dos caras del poliedro, adyacentes 

a Si. 

C(A) = E 0„ en donde la suma se extiende sobre todos los vértices, 4, del poliedro y 

en donde 	denota el ángulo espacial del sector que se forma a través de los vectores 

normales en P 

Obsérvese que C(A) = 47r. 

siguiente fórmula fue dada por J. Steiner y su importancia se destacará en lo 

sucesivo. 

1.6 Formula de Steiner para Poliedros. 

Teorema 1.6.1 Sea Aun poliedro convexo Entonces 

63  
V(A6) = 1/(A) + 6S(A) 62M(A) 7-34,:'(A) 

Dernostracifin: 
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En virtud del teorema de descomposición 

A¿ = A  U(U U(U El6)1Y U VI)  
k=1 	i=1 	J=1 

entonces 

1 

V(A5) = AU(U FDLYUEI)U(U VD) 

k=1 	t=1 
1 

V(A) V(U Fr6 ) + V(U + V(U 
k=1 
	 j=1 

V(A) + E V(Frh  ) + E v( E1)  + E V(V1) 

k=1 	==1 

y•-•-•P  06 2  
= V(A) E óáren(Fk ) 4- 2, 

k=1 	 í=1 

V(A) + 6S(A) + 62M(A) +C(A). 

Otras propiedades de estas magnitudes que utilizaremos se resumen en el siguiente 

corolario. 

Corolario 1.6.1 Sean A 13 poliedros convexos tal que 11 C A y sea A > O 

entonces 

í)V (A) k. O S(A) O , 411(A) > O. 

ii)V(A) > V(B) , S(A) > S(B) , M(A) > M(13). 

iii)V(AA) = )3 V(A) S(AA) = PS(A) M(.1A) = AM(A). 

Demostración: sólo probaremos que M(A) > M(B) y 

como B C A, entonces para todo á > O , il6 C Ak 

de aquí que V(115) < V(A6 ) ; entonces 

V(B) 58(B) + M(B) 	< V (A) + áS(A) á2  M( A) -1- 	, 

haciendo tender á 	, obtenemos al (B) c  M(A) 
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ahora ramos a probar iii). 

Sea T la transformación : T:1113  -41113  , dada por 

T(x, y, z) (As „\y, Az) = (u, y, w) de donde T(A) = AA. Entonces 

I idudvd.. 	IDTIdxdydz 
AAJ 	 A 

A3dxdydz = ,13V(A). 

Para probar que: S(AA) = A2S(A) , basta ver que para un polígono convexo plano 

A', 	el área (AA') es igual a (Al dreaA') , lo cual se demuestra de manera similar 

al hecho anterior, es decir 

Sea F:111.3  --+IR2 , dada por F(x,y) = (Ax,Ay) = (u, e), en donde F(A1 ) = AA' 

área(A.A1 ) = 	(My = J J IDFidxdy = Á2área(A') 
>A,  

por lo que 

S(AA) = E árcaPFi) = E A'área(Fi) = A9S(A). 

Por último, observe que los cíngulos entre los vectores normales entre dos caras 

adyacentes de A es igual al ángulo respectivo en AA, y si una arista de A tiene 

longitud si, entonces la arista respectiva de AA tiene longitud As;  por lo que 

M(AA) = AM(A). 

1.7 Magnitudes Fundamentales en General. 

Ahora procederemos a extender las definiciones de las magnitudes fundamentales de 

masa a cualquier cuerpo convexo y también la fórmula de Steiner. 
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Definición 1.7.1 Sea A un cuerpo convexo cualquiera y sea P un poliedro convexo. 

V(A) = in f (V(P)/A c P} 	V(A) = sup(V(P)/P C A) 

S(A) = in f (5(P)/A C P} 	S(A) = sup{S(P)/P C A) 

11(A) = in f (M(P)/A C P} 	M(A) = .sup(M(P)/P C A) 

Sea Q0  un poliedro fijo tal que Qo  C A. 

Entonces para todo poliedro convexo P tal que A C P tenernos que: 

V(Q0) < V(P) , S(Q0 ) 	S(P) , 	(Q0) < (P ) , por,, lo tanto, los ínfimos 

existen. 

Sea Po  , un poliedro fijo que contenga a A, entonces para todo poliedro convexo Q 

tal que Q C A 

V(Q) < V(Po) S(Q) < S(Po) 	M(Q) < M(Po) 
por lo tanto los supremos existen. 

Es claro que Y(A) < V(A) , F(A) < P(A) , M(A) < A-1(A). 

A continuación vamos a probar que: 

9(A) 5  Y(A) , F(A) 5 F(A) , 	M(A). 

Por el teorema de aproximación: (teorema: 1.2.3.), para todo > O, existe un poliedro 

P tal que P CA C \P. Entonces 

17(A) < V(AP) A3V(P) < A3V(A) 

(para toda A > 1). 

De aquí que V(A) < 113V(A) , para todo A > 1. 

Por lo tanto 17(A) < Y(A). Finalmente obtenemos: 

9(A) = WA).Análogamente 

S(A) S(A), M(A) < M(A), 

Definición 1.7.2 Sra Aun cuerpo convexo cualquiera. Entonces 

V(A) 

S(A) 

M(A) 

C(A) 

:= 

:= 

:= 

11A) 

S(A) 

M(A) 

= 
= 

17(A), 

S(A), 

M(A), 
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Teorema 1.7.1 De aproximación simultánea. 

Sea A un cuerpo convexo y sea r > O. 

Entonces existen poliedros convexos P y Q tales que Q C A C P y las siguientes 

desigualdades se dan simultáneamente: 

V(P) — V(A) < < , S(P) — S(A) < e , M(P) — M(A) < e 

V(A) — V(Q) < , S(A)— S(Q) < , M(A)— M(Q) < e 

Demostración:  Dela definición de las magnitudes fundamentales se sigue que 

existen poliedros convexos P1 , P2, P3  tales que 

V(P1 ) — V(A) <r, S(P2 ) — S(A) < e , M(1)3) M(A) < e 

y poliedros convexos Q1 , Q2, Q3  tales que 

V(A) — V(Q1 ) < e , S(A) — S(Q2 ) < e , M(A) — M(Q3 ) < e 

Sea P = P1  n  P2  n P3  entonces 

V(P) — V(A) < V(Pt ) — V(A) < e 

S(P) — S(A) < S(P2) — S(A) < 

M(P) 	M(A) 5. M(P3) — M(A) < e 

Sea Q = cont,(Qt  U Q2  U Q3) entonces 

V(A) 	V(Q) < V(A) 	V(Q1) < e 

S(A) — S(Q) < S(A) — S(Qa) < e 

M(A) — M(Q) < M(A) 	M(Q3) < r. 

1.8 Formula de Steiner en General. 

En esta sección vamos a verificar que la fórmula de Steiner es válida para cualquier 

cuerpo convexo. 

Teorema 1.8.1 Sra A un cuerpo convexo cualquiera., entonces 

V(A1 ) V(A)+ <5. 5(A) + JII(A) + —C 3 (A). 
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Demostración: Sion O>OyA un cuerpo convexo cualquiera. Considere dos poliedros 

convexos P y Q tal qiitQCAyA1 CP, entone, s Q5  C P y usando Steiner Pira 

poliedros obleur MOS 

	

V(Q) + 1S(Q) -1- 1411(Q) + -3—C(Q) 	V(Q0) <V(P) 

Esto es cálido para todo poliedro Q C A, mi particular paro uno como en el teorema 

anterior en donde para lodo c > O existe Q C A tal que 

V(A) V(Q) < t, S(A) S(Q) < e, M(A) — M(Q) < e. entonces 

(V(A) e.)+ b (S(A) e) + 11(411(A) — t)4- —
3 

C(A) < V(Qs) < V(P) 

V(A) bS(A) + b2 /11(A) + C(A) — (1 + + (9)e < V(P) 

entonces V(A)+ 6S(A)+b2 M(A)+ 651C(A) 5 V(P), se cumple para lodo poliedro 

P tal que Ah C P, en particular para un P tal que V(P)— V(A6) < e, donde c > O, 

la existencia de tal poliedro cs garantizada por el teorema anterior. 

Entonces V(A) + hS(A) +12Af(A) + 1C(A) < V(P) < V(A6) + c para todo 

> O, lo cual implica que 

	

V(A) + hS(A) + 52M(A) + C(A)--3 	< V(A6) 

Para la desigualdad en la otra dirección consideremos dos poliedros P y Q tal que 

P C AS y A C Q, entonces P C Q5; usando Steiner para poliedros obtenemos que 

V(P) < V(Q5) = V(Q) + hS(Q)  +62 /11(Q) + C(Q) 

para lodo poliedro Q tal que A C Q, en particular para un A C Q como en el teorema 

anterior: es decir existe A C Q tal que para toda e > O, 

1/(Q) — 1/(A) < , S(Q) — S(A) < t A/(Q) Af(A) < t 

por lo tanto 

IS" 
V(P) 	V(Q1 ) < V(A)+ hS(A)+ (52  ,I1(A) + -T C(A)+ 	+ á + 
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V(P) < V(A)+ /iS(A) + PM( A) + C(A) 

para lodo poliedro tal que P C As, en particular para un P C A.6  tal que 

V(/té) — V(P) < e y para todo t > O. Entonces 

V(A6 )— < V(P) 	V(A) + 5S(A) + PM(A) + 1C(A)  

453  
V(A5) 5 V(A) + SS(A) +152M(A) + 

3  
—C(A) 

• 

Otras fórmulas análogas para 56 , M5  y Ca se enuncian a continuación. 

Corolario 1.8.1 Dado un cuerpo convexo A se tiene que 

S6  = F +2Ms+C62. 

M6  = M+ (C. 

M6  = C. 

Demostración:  Dado que (A6 ), = Aphy.  . Se tiene V((As).,)= V(As+,). 

V(A6) + ryS(A8)+12 M(A6)+ 1•C(As) = 

V(A) + (5 + 7)5(A) + (8+ 7)2 M(A)+ 6.11512C(A) 

= (V(A) + SS(A) + SM(A) + 1C(A)1+ 7(S(A) + 26111(A) + 62C(A)) 

+79/(A) + W(4)1+ ,i•C(A). 

El primer y el tercer polinomio son polinomios de grado 3 con variable 7, por lo 

tanto los coeficientes son iguales. 

Observe que también se obtiene 

S6  = VI, M6  = 1.916, Cs= Aló  

Donde ( ' ) significa la derivada con respecto de 6. 

Más adelante se analizarán cálculos de las magnitudes fundamentales de masa 

para algunos cuerpos convexos en general. 
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1.9 	Magnitudes de Cuerpos Convexos Impropios. 

Ahora vamos analizar que significan las cuatro magnitudes fundamentales de masa 

cuando el cuerpo convexo tiene interior vacío. Por ejemplo si esta contenido en un 

plano o en una recta. 

Notación: 

Si A es un cuerpo convexo impropio, denotamos en este caso 

a = a(A) = área de A, 

p = p(A) = perimetro de A, 

= /(A) = longitud de A. 

Teorema 1.9.1 Sea A E K entonces 

	

I) 	Si A está contenido en un plano y tiene interior relativo no vacio, 

sus magnitudes son 

V(A) = O, S(A) = 2 a(A), M(A) = p(A), C(A) 47. 

2) Si A es un intervalo , sus magnitudes son 

V(A) = O, S(A) = O, M(A) = 7 /(A), C(A) = 

3) Si A es un punto , sus magnitudes son 

l'(A) = 5(A) = M(A) = O, C(A) = 47. 

Demostración: 

I ) Sea {Pri }„eiN  una sucesión de poligonos convexos tal que {Pn}nEiN converge al 
cuerpo convexo A. Construya el cilindro recto Q„ de P„ con altura 1, entonces Ch 

converge a A. Las magnitudes de Q„ son, 

. 
V(Qn) a(P„)—, S(Q„) = p(P„)— 

1 	
2a(P„), 

t 

I 	7 	II 	ir 	11 	ir 
At(q„) = 2_, -7-i  + p(Pn) = 72.  Ti 2_, 4- 72 p(P.) 72-7;27 + 72.  p(Pn) 
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y en donde (pi  denota el ángulo entre los vectores normales a los lados adyacentes a 

l'u , cuya suma siempre es igual a 21r. 

Haciendo uso del no. 2.1.1 obtenemos para o 	oo el resultado deseado, 

2 ) Sea A un intervalo, construya un rectangula P„ de lados 1(A) y 	claramente 

P„ 	A. 

Segun el inciso anterior las magnitudes de P„ son, 

V(P„) = O, S(P„) = 2 a(P„) = 21(A), 

ir 	
2 
ir 

M(P„) = —
2 

p(P„) = —(-
2  

+21(A)). 
n 

Haciendo o 	oo se obtiene el resultado deseado, 

3 ) Sea A un punto, construya un intervalo P„ de longitud , claramente P„ 	A. 

Segun el inciso anterior las magnitudes de P„ son, 

V(A) = O, S(A) = O, M(A) = ir 1(A) = a 1. Haciendo n --) oo se obtiene el 

resultado deseado. 



CAPITULO 2 

Teorema Funcional 

En este capítulo vamos a probar un teorema muy hermoso e importante, el Teorema 

Funcional, el cual clasifica las funcionales definidas en kis cuerpos convexos con ciertas 

propiedades naturales. Haciendo uso de el daremos una prueba de las Formulas de 

Cauchy para Proyecciones, las cuales son clasicas en la Geometría Integral. 

2.1 Funcionales, 

Sea 	el conjunto de los cuerpos convexos en R3. 

Definición 2.1.1 Una funcional sobre IC es una función 

X : l.. --> IR 

Por ejemplo V ,S,M,C son funcionales sobre 

Vamos a decir que: 

X es invariante bajo el movimiento, cuando cualesquiera dos cuerpos con- 

gruentes A y B , denotado A 	se tiene que X(A)=4 X(B). 

Una descomposición por una sección plana dr un cuerpo convexo C, en las portes 

A y 13 consiste de dos cuerpos convexos A ,13 tales oneG=AUB yAnil esta 

contenido en un plano. 

25 
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J X es afléliva para alguna descomposición por una sección plana, en las 

partes A y 13 , de un cuerpo convexo, si la siguiente relación se da: 

X(AU 13) X(AnB) = X(A) -f X(B) 

en donde A n  B denota la sección. 

Figura 4: Descomposición por una Sección Plana. 

X es continua cuando para cualquier sucesión de cuerpos convexos {A..}nEIN 

que converge al cuerpo convexo A se tiene que 

{X(An)}„E N —' X(A) 

en otras palabras: X es continua por sucesiones. 

Ya conocemos algunas funcionales, pero no todas satisfacen 1,11,111. Por ejemplo 

el diametro de un cuerpo convexo satisface 1 y 11 pero no III. Otras funcionales que si 

satisfacen I, II, 111 y son de gran importancia para la teoria catan dadas en el siguiente 

teorema. 

Teorema 2.1.1 Sea /L la clase de todas las funcionales continuas, aditivas e inva-

riantes bajo el movimiento, definidas en el conjunto de los cuerpos convexos. Entonces 

V,S,M,C catan en p, . 
Demostración: Primero vamos a probar que la siguiente funcional esta en 11 y como 

consecuencia probaremos que V, S, M, C estan en 	. 

111. 
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Sea X6 : 	IR la funcional dada por X6( A) = V(A6 ) 

Vamos a probar que X6  E 

1) 
	

X6 es invariante bajo el movimiento. Por el teorema 1.1.7, A -2," B implica que 

A6 C-1 B6 . Por lo tanto V(A6) = V(86 ), o sea X6(A) = X6(B). 

II)  X6 es aditiva. 

  

Sean A U B la descomposición de un convexo en convexos A y 13 tal que A n 13 es 

una sección plana, queremos probar que: 

X6(A) + X6(B) = X6(A(Í13) -1-  Xs(AUB) 

Empezaremos haciendo las siguientes observaciones cuyas demostraciones se siguen 

del teorema 1.1.5 y la sección 1.2.1. 

	

n 	n w  

	

A6 (l 	= (A, 	A6 UB6 = (AuB),. Si d(A,B) < O entonces A C 

130  y B C A0. 

Por propiedades del volúmen tenemos que: 

V(A6 UB6) + V(A6nB6) = V(A6) + V(B6) 

entonces sustituyendo obtenemos: 

V((A  B)s) + V((AnB)6) = V(A6 ) 	V(I36 ) 

X(AU II) -1- X(A f 13) = X(A) + X(B) 

III) X6  es continua por sucesiones. 

En realidad vamos a probar que X6 es continua. Lo cual implica que X6 es continua 

por sucesiones. 

Sea A un cuerpo fijo y sea > O. Se afirma que X8  es continua en A para todo 

E [0.101, es decir: Vc > 0, 3 0 > 0 tal que 

d(A,B) < 0 => I.V6(A) Xa(B)l < t. 
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Demostración de III): Sea O <: c < 1 y 1< una esfera suficientemente grande 

para que cualquier convexo B contenido en I( tal que si d(A,B) < 1 entonces: 

A50, 1350C K 

defina q = 5(K) + M(K) + 1C entonces q > 1, es un número fijo. Defina O 

Si d(A,B) < O entonces A C Do  y B C Ao por lo tanto A5 C (B6)5, B5 C (A6)0  

aplicando Steiner obtenemos: 

V(A5) < V((116)8) = V(05) + OS(Bs) + 03  M(86) + -!3».  03C 

V(116) 5. V((A5)o) = V(A5) + OS(A5) + M(B6) + 303C 

es decir: 

X5 (A) < X6(B)+ OS(B6 )+ 02M(B6 )+103C 

X5(B) < X5(A) OS(A5 ) + 02M(A6)-1- .103C 

corno O < 1  y O = = s(s)+A;(h)+1.c 
X5(A) < X6(B) + (S(B6)+ M(B5) + 1C)0 	X5(B) + (S(K) + M(K) + 1C)0 

X5(B) < X6 (A) + (S(A6 ) + (A6) + 1C)0 < X5(A) + ( S(K) + M(K) + 1C)0 

como O < 5 < 50  entonces A5, Bs C A. De aqui que 

X6(A) < X5(B) + 710 , X5(B) < X5(A) + q0. 

Entonces 1X6(A) — X6(13)1 < nO = c 

Con ésto hemos probado que X6 E 11 para todo b E (0,4501. 

Ahora veamos que C, M, S, V E P.G. 

Observaciones: 
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C E 	ya que es una funcional constante. Si 6 = 0, .V5  = V, V Ep. 

Ahora veamos que A/ y S E 11. 

1) 1 Sean A, 13 convexos congruentes. Entonces 

X,,(A) 	X5(B)  , 1/(A5) = V(B5) 

1/(A5 ) = V(A) + 68(A) + 62 M(A) + á  c = V(B) + 6S (B) + b'M(B) q-c 
como son polinomios de grado tres, entonces 

V(A) = V(B), S(A) = S(B), 31(A) = M(B). 

Entonces S, M satisfacen I). 

II) 
	

X6 (A) + (B) = X,s(A tj 13) + ,V8(A n  B)  

V(As)+ V(Bs) = V ((A U 13),5 ) -3- y ((A n B)s) 

V(A) + 6S(A) + .5 2 M(A) + 	+ V(B)+ 68(B) + /i2 M(B) + 	= 

= V(A U B) + 5S(A U B) + 62M(A U 13) -3- b c+V(A f  B) + 68(A n  B)+ 

62 M(A n  B) + 

por el mismo razonamiento anterior. 

S(A) + S(B) = S(A U B) + 5(A n B) 
M(A) + M(13) = M(A B) + M(A n  B) 

entonces S, M satisfacen II. 

rfi-in como x, es continua para todo 6 E 10,41. 

Si {A.}„EIN  es una sucesión fija de convexos que convergen al cuerpo A Entonces 

(Xs(A„)},, 	Xs (A) para todo 6 E [0,17)01. En otras palabras la sucesión de poli- 

nomios f„ : 10,601 	IR dada 

6 3  
f„(6).= Xs (A„) = V((A„)is) = V(A,,) + 68(An)-1- ill(A„)+ 

3 
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convergen al polinomio 

f(b) Xs(A) = V( A) + ES(A) + ó'M(A) + ti
sl 

Además esta convergencia es uniforme ya que un resultado de análisis conocido como 

Teorema de Dini, ver (lag, nos dice que: 

Sí f„ es una sucesión monótona de funciones con th.111;1.4 que tienden a una función 

continua f en un conjunto compacto D, entonces f„ -r f uniformemente en D. 

En nuestro caso f > O, de aquí que f„ sea monótona. 

Por lo tanto f 	f„ 	O esto implica que cada coeficiente tiende a cero, por lo que: 

V(A„) 	V(A) , S(A„) 	S(A) M(A,,) -4 M(A) 

Con esto se prueba que M y S satisfacen HL De aquí se sigue que V, S, M, C E/.L. • 

El siguiente lema tecnico será de vital importancia para los resultados subse-

cuentes. 

Lema 2.1.1 : Sea f : IR -4 IR continua tal que f(u + u) = f(u)+ f(v), entonces 

f(u) = f(1)u. 

Demostración:  Sea g IR -.4 IR dada por g(u) = f(1)u, claramente yes continua. La 

idea es probar que fjg = gg y corno Q es denso en IR, tendremos que f(u) = g(u) 

para todo u E IR y por lo tanto f(u) = f(1)tr. 

Sea p E Z y x E IR, vamos a probar que f(px)=pf(x). Para tal efecto tenemos lo 

siguientes dos casos: 

caso 1:  si p > O aplicamos f(u y) = f (u) + f(v) y obtenemos f(px) = pf(x). 

Caso 2:  si p < O, f(px) = f(2px - px) = f(2px)-i- f (-px), -p > O. Por el caso 1, 

tenernos que f(px) 2f(pr)- pf(x), por lo tanto f(px) = pf(x). 

Sea q E Z, q 0. f (1) = f(1) = f(q1) = gf(1), por lo tanto f(1)= f(1)1. 

Por illtímo sean p,q E Z, q 0, entonces f (1) = f(p1) = pf (1) = f(1)1. 	• 

2.2 Teorema Funcional. 

En esta sección saltará mostraremos la importancia de las cuatro magnitudes fun-

damentales de masa, en especial veremos una razón para que la cuarta magnitud 
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C(A) ,Irr sea tomada en cuenta. 

El siguiente teorema es muy fuerte, ya que clasifica las funcionales definidas en 

los cuerpos convexos y satisfacen las propiedades I), 11) y 111). 

Teorema 2.2.1 Funcional 

Sea /.t la clase de todas las funcionales continuas, aditivas e invariantes bajo el 

movimiento, definidas en el conjunto de los cuerpos convexos, Entonces fi es isomorfo 

al espacio vectorial 

E= loe -I- PM + 7.9 p V /a,13,1,p E 111} . 

Es decir I/ es el espacio vectorial sobre IR en donde C, M, S, V forman una base. 

Demostración: Primero vamos a probar que /2 es un espacio vectorial sobre IR, 

y despues que C, M, S, V forman una base para p. 

Las operaciones de suma y producto por un escalar en p son las mismas que se definen 

en el espacio vectorial de todas las funciones definidas en un conjunto arbitrario 

cualquiera, en los numeres reales. 

Vamos a probar que /2  es un subespacio vectorial del espacio vectorial de todas las 

funciones definidas en el conjunto de los cuerpos convexos y con valores reales. 

Sea X0  la funcional que a cada cuerpo convexo le asocia el numero real c. Claramente 

X0  es invariante bajo el movimiento y contínua por sucesiones. 

Sea C un cuerpo convexo, considere alguna descomposición de el por una sección 

plana, en las partes A y B . Entonces 

X0(C) = X0(A U B) =c=c+c—e= X0(A) X0(B) x0(An  ft) 

De aqui se deduce que X0  es aditiva y X0  E Ahora sea a E IR y X E /2 

Si A B entonces X(A) = X(B), de lo cual se sigue que X(A) = .XX(B) es decir 

(AX)(A) = (AX)(B) . Como X es continua por sucesiones, para cualquier sucesión 

de cuerpos convexos {An}„E rr que converge al cuerpo al cuerpo convexo A se tiene 

que 

{X(A„)}„E rN 	X(A) por lo tanto A{X(A„)}„E iN 	AMA) es decir 
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{(AX)(A„)}„E N 	(A X )(A) , de ¡iglú que AX sea continua por sucesiones. 

Por hipótesis X(A U B) + X(A n  B) = X(A) + X(B), entonces 

AX(A U B) + AX(A n  B) = AX(A) + AX(B) es decir 

(AX )(A U13) (AX)(A n13) (AX)(A) + (AX)(B) , de aqui que AX es aditiva. 

Por lo tanto AX E II, . Sean X, Y funcionales en /I 

Por hipótesis si A Y. B se tiene que X(A) = X(B) y Y(A) = Y(B) entonces 

(X + Y)(A) = (X + Y)(B), por lo tanto X + Y es invariante bajo el movimiento. De 

manera analoga se obtienen las otras dos propiedades para la funcional X+Y. 

Y así X+Y esta en /1 

Sea X una funcional aditiva, continua e invariante bajo el movimiento. Vamos a 

probar que X E F' es decir que existen escalares a, ry,p E IR tal que X = aC + 

+15+ pV. 

Sea Q E 111.3  un punto cualquiera, cr E IR tal que 

	

X(Q) = aC(Q) 
	

( 1 ) 

como X es invariante, X(P) = aC(P) para todo P E IR.3. 

Definamos ahora 

	

= X — ctC 	 (2) 

claramente X' satisface 1, 11 y III. Si Q E IR', X'(Q) = X(Q)—aC(Q)= O, entonces 

Xl(Q) = O 
	

(3) 

para todo Q E IR'. 

Escojamos ahora un intervalo U de longitud u. Como X' es invariante bajo el 

movimiento, X'(U) sólo depende de la longitud, ya que cualesquiera dos intervalos de 

la misma longitud son congruentes, denotemos esta dependencia por X'(U) = f (u). 

Si U U V es un intervalo de longitud u+v con U y V intervalos de longitud u y 

respectivamente, entonces 

X'(U U V) + 511(U n  V) = X'(U) + X'(V) (ya que X' es aditiva), pero U n  V es un 

punto en le, por lo tanto X'(U U V) = X'(U) + X'( V) de aquí se sigue que 

f(tt-f 	= f(u)-1- f(v) 
	

(4) 
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además f es continua, ya que X' es continua. Por el lema 2.1.1 anterior f (u) = f (1.)u, 
sea /I tal que f(1) 	, por lo tanto X1(1.1) 	1(1)u = 	a =/361(1')   para  todo  

intervalo U. 11(s:tiente que ,U((1) = ,e(u), donde «U) es la longitud de I!. 

Definamos ahora 

X"= X' — j1.11 
	

(5) 
claramente X" satisface 1,11 y 111, y para todo intervalo u, 

,v"(u). x'(u)— /im(i) = 	 (6) 

Sea ahora P un polígono convexo. Vamos a probar que X"(15) sólo depende del 

iírea de P. Supongamos que este polígono tiene una descomposición en subpolígonos 

convexos, es decir 1 = U n  P, y si i j 	n P, = 0. 
Vamos a probar que X"( P) = 	X"(4). Por inducción sobre k. Si k = 1 es 

evidente y para k = 2 se sigue de la ecuación 6 y de la aditividad de X". Sea k > 2 

y supongamos que nuestra relación se satisface para todas las descomposiciones con 

menos de k subpolígonos. Tracemos a través de uno de los lados (que contenga un 

punto interior de P) de I; una línea recta que divida el plano (que contiene a P) en 

dos semiplanos //' y //". 

Definamos P' = P n w, P; = P, nIP y análogamente P" = P n  ll", 
Pi 	(ver figura 5). 

Por lo tanto 1' U P,; y  P" = U 	, donde cada una de estas descomposiciones 

tiene menos de k subpolígonos. Por la hipótesis tenemos 

X"(P') = E;  x"m), 	x"(p") = 	."( Pi') 

Además X"(/")+X"(M) = X"( P) (caso k = 2) y X"( PI) + X " (Pi") = X"(4) (caso 
k = 2). 

Entonces 

Vi( 	= xn( mi)
1- 
 xn(1o) 	= E, x"(p;) +E, ,r(J7) 

GY(P;) x"(17)) 	x"(1i ) 

lo cual queríamos probar. 

Una consecuencia inmediata de lo anterior es la afirmación de qtm para cualesquiera 
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Figura 5: Descomposición en subpoligonos 

dos polígonos convexos P y Q con la misma área, X"(P) = X"(Q). Esto se debe a 

que X" es invariante bajo el movimiento y el Teorema de la Geometría Elemental, ver 

[5), que afirma que si dos polígonos convexos tienen la misma área, entonces pueden 

descomponerse en el mismo número de subpolígonos congruentes. De esta forma lle-

gamos a que X"(P) = f (p) , donde p es el área del polígono convexo P. Es decir X" 

de un polígono convexo sólo depende de su m'ea. 

Ahora podemos escoger un polígono convexo con área p-hq que se descompone en dos 

de área p y q respectivamente. 

Entonces f(p q) = f(p) 	(q), por aditividad de X" y f es continua, por la con- 

tinuidad de X", Por lo tanto f(p) = f( 1)p. Defina 1,  tal que f(1) = 2y, y como 

S(P) = 2 a(P) = 2p, por lo tanto X"(P) = f(p) = f (1)p = 2ryp = 2p-y = S(P)-y. 

De nuevo definamos 

Y = X" — -yS (7) 

claramente Y satisface 1,11 y III. Además Y(P) = 	ryS(P) = O para cualquier 

polígono P. 

Sea ahora P un poliedro convexo. Si P = U Pi  es una descomposición en subpoliedros 

convexos congruentes, entonces HP) 	Ei  Y( Pi), la prueba es análoga al caso de 

los polígonos. 
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Si dos poliedros P y Q se pueden descomponer en el mismo número de subpoliedros 

convexos, Y(P) = Y(Q). Para avanzar en la dirección análoga a los polígonos, hay 

un problema. Se trata del tercer problema de Ifilbert, que afirma existen poliedros 

convexos con el mismo volúmen pero sin una descomposición en subpoliedros con-

gruentes, por lo cual no es posible concluir que V(P) sólo depende del volúmen de P. 

Sin embargo, podemos concluir en forma análoga que es posible escoger una constante 

adecuada tal que Y(1') = pV(P) para todo P que tenga una descomposición con-

gruente con el cubo del mismo volúmen. 

Finalmente defina Z = Y — pV, Z satisface 1, 11, 111 y para cualquier poliedro P que 

tenga una descoinposición congruente con el cubo del mismo volúmen, 

Z(11= Y(P) — pV(P) = 0. 

La parte dificil de esta prueba será ahora demostrar que Z realmente se anula para 

todo poliedro. Consideremos la suma de Minkowski P = A + B, de dos poliedros 

convexos propios. Con ayuda del teorema de decomposición ,teorema 1.1.4, y debido 

a Z se anula en los poliedros que tienen una descomposición en subpoliedros con-

gruentes con el cubo del mismo vohimen, se sigue que Z es aditiva con respecto a la 

suma de Minkowski, es decir Z(A) Z(B) = Z(A fi). Para un poliedro fijo P y 

una variable A definimos Z(AP) = f(P). Sabemos que AP 	= (A + is)P, usando 

la propiedad de aditividad de Z obtenemos: f(A)+ f (p) = f(A 11). Como f es 

continua entonces f (A) = \f(1). Hemos obtenido que Z(AP) = AZ(P) 

Vamos a considerar el teorema Esférico 2, 1.3.2, en donde un poliedro cmexo P da 

lugar a un conjunto R. Para todo P' E R, 

P' )Pb' 

1 	1  
= Z(( -i )P

á 	
(I)13

5. 	
(z)P

6 
 

Z(P') = ZUí1  )136' 	)P69 	nr.,1  )P81 , 

1 
Z(P') = -

1 	
íZ(P'") 	-1- —

1
Z(P

6
') , 

de aqui que Z(P) = Z(P'). Por la continuidad de Z se sigue que Z(P) = Z(No), 

donde K0  es la esfera que tiene el mismo ancho promedio de P, ver el corolario 1.3.1. 
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Sea ahora W, un cubo con el ancho promedio de ku, entonces también Z(W) = Z(1)), 

pero Z(W) = O, ya que W tiene una descomposición en subpoliedros cogruentes con 

el cubo del mismo volámen. Por lo tanto Z(P) = O para todo poliedro P. Usando 

los teoremas de aproximación por poliedros y la continuidad de Z, podemos concluir 

que Z(A) = O, para todo cuerpo convexo A. 

Siguiendo la demostración hacia atras podernos ver que: 

X=0C+11M+7S4-pV 

que era lo que quedamos probar. 

2.3 	Formulas de Cauchy para Proyecciones. 

Como una aplicación del teorema funcional, vamos a deducir la famosas fórmulas 

integrales para las proyecciones de los cuerpos convexos, obtenidas por primera vez 

por 1,, A. Cauchy. 

Antes de probar estas formulas necesitamos probar dos lemas, que nos secan de 

gran utilidad. 

Lema 2.3.1 Sean A , B E /C tales que AUB es convexo . Entonces 

(AUB) + (AnB) = A +B 

Demostración:  Sea '1' E (A U B) + (A n11)  , entonces T=P+Q con P E (A U B), 

QE(AnB), es decir PEAoPEB,QEAygEB, de esta manera es claro 

que en cualquier caso T = P Q E (A + B). 

Sra P + Q E (A + B) con PE A y Q E B, como AUB es convexo, entonces 

PQ C (A U B). Por lo tanto existe A E [0, I] tal que '1' (1 — A)P AQ E (A (l  B), 

Entonces 	A P (1 — 'k)Q E (A U B) y /) + 	4- 1". 

De aqui obtenemos que 1' 1- Q = -1- 	E (A (l13)  + (A U B). 	 • 
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Sea A un cuerpo convexo. v E S2 . Proyecte A en la dirección n, sobre un plano 

11 ortogonal a e (ver figura 

Sea II(A) la figura. plana obtenida en la proyección, defina f( A, e) = u(11(A)), 

¡(A, e) = pol(A)) el área, el perinietro de II(A) respectivamente y b(v) = h(A., e) el 

ancho de A en la dirección ti. 

Figura 6: Proyección en la dirección 

Notese que si y E S' es un vector fijo, entonces f( ,v),t( , v), b( ,v) son funciónes 

contivas de S2  en IR, y si C es un cuerpo convexo fijo, entonces f(C, ), «C, ), b(C, ) 

Lema 2.3.2 Sea {A„}„E lly una sucesión de cuerpos convexos, que converge al cuerpo 

convexo A, y sea e E 82 . Defina 

	

.V(A„ ) = 	b(A„, w)du), 	X(A) = 	b(A, ur)dur. 
82 	 s2 

Enloces 

b(A„, 	b(A, 	y 	X(A„) 	.V(A). 

Demostración: Sea e. > O. Como A„ 	A, exi4e N ".> O lo! que n > N implica 

que d(A„, A) < e y por la definición de la marica de Han:ido:1T (definición 1.2.1), 

st tiene que 

A„ c A + 	A C A„ K„ 



CAPITULO 2. TEOREMA FUNCIONAL 

usando el corolario 1.1.1, obtenemos que 

b(A„, w) < h(A + K,, w) = b(A+, w) + b(K„ = b(A+, w) + 2e 

b(A, w) < b(A n  + K„ u) = b(An+, w) + b(K„ = b(An+, w) + 2e, 

por lo tanto 

lb(A , w) — b(A„ ut)i < 2t . 

De aqui que 	b(A„, u) 	b(A, v). 

Para probar que X(A„) ---> X(A), vamos a usar el teorema de la convergencia do- 

minada de Lebesgue, el cual se puede consultar en 	el capitulo 5. 

Para calan E IN, b(A,,, ) : S' 	IR es una función continua y por lo tanto 

acotada, ya que su dominio es compacto. Además la sucesión de funciones b(A,n  ) 
converge a b(A, ) según acabamos de probar, y es uniformemente acotada, ya que 

los An  se pueden encerrar en una esfera suficientemente grande, de radio r cuyo 

ancho acota a las funciones b(A„, ), es decir lb(An, 	< 2r , 

Por otro lado sabemos que las funciones b(A,,, ) y b(A, ) son integrables por ser 

continuas, acotadas y tener un dominio de medida finita, como lo es la esfera S' , ya 

que f5, Ido = 

Tdrnbien las funciones constantes son integrables ya que fs,cdv = 4irc. 

Entonces usando el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se tiene que 

X(A„) -4 X(A). 

Teorema 2,3.1 Para un cuerpo convexo A se tiene lo siguiente 

1) fs, b(v)du = 2M 

2) f (v)tly = r S 

3) fs, t(v)do = 2/r 

1) I, 

5)f= S  
6) í = 



2.3. FORMULAS DE CA(CHY PARA PROYECCIONES. 	 39 

donde b, 	denotan el ancho , rl área y el perímetro promedio respectivamente. 

Demostración: sólo probaremos I). Las demos demostraciones son totalmente 

analogas. 

Recuerde que b(A U n, v)-1-b(A n  B, v) =,b(A, v)i-b(13, v) en donde el cuerpo convexo 

A U13 se descompone por medio de un plano en los convexos A y B (ver el lema 

Defina ahora: 

X(A) = 	b(A, v)dv 

entonces usando los dos lemas anteriores tenemos que X es continua por sucesiones, 

aditiva e invariante bajo el movimiento. 

Por lo tanto X = aC + PM +75 pV. 

En particular si A es K„ la esfera de radio r, obtenemos: 

X(A) = X(Kr ) = f b(Kr ,v)du = f 2rdu 

= 2r fs., Ido = 2r (4r) = Syrr. 

Y dado que C(Kr )= 4a, M(Kr ) = 41172, S(K,-) = 4rrr2, V(Kr ) = 

se tiene que 

8irr = ,Itra 	4irr21 + p3xr3  

2r 	= a + rfi r2ry 17'3  

y por lo tanto IP -1-ryr2  + (fi —2)r +a = O esto para lodo r, y dado que es un polinomio 

de grado tres , 

p = ry=a =O y,3=2. De aquí que 

X = 2M y como b = ár f b(y)du obtenemos h = 

Como una aplicación de las formulas de Cauchy para proyecciones vamos a calcular 

la integral de curvatura media de algunos cuerpos convexos. 

Sea A un cono sólido circular recto de alt ira R cos Do  y base circular de radio Rsen 00. 

El voldmen y la superficie del cono son: 

S(A) = ir lhsen 00  + /7' seri' 0 , 	l'(A) 	
ir ll3sen2  00  cos 00 
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Figura 7: Cono sólido. 

Lo interesante será calcular su integral de curvatura media. La formula 1) del teorema 

2,3.1 nos dice que al integrar sobre S2  la función: que a cada dirección le asocia el 

ancho del cuerpo convexo, obtenemos el doble de su integral de curvatura media. 

Entonces para aplicar esta formula necesitamos calcular la función ancho. La función 

ancho es una función con la propiedad b(u) = h(—v) para todo u E S'. Entonces 

basta calcular «y) para la semiesfera superior, la cual denotaremos por SI 

Si parametrizamos la semiesfera superior mediante coordenadas esféricas, cada punto 

de ella es de la forma (1,0,9) con O < 	< í. Coloque el cono con vertice en el 

origen y su eje en el eje 7. positivo. Para calcular el ancho del cono en la dirección 

(1, 0, 9) tome dos planos con esta dirección como vector normal de tal forma que sean 

planos soporte del cono. Como el cono es de revolución este ancho no depende de O y 

entonces basta calcular este ancho en el planO YZ para el triangulo que se obtiene al 

intersectar el plano X = O con el cono. Las intersecciones de los planos soporte con 

el plano YZ, son dos rectas soporte de este triangulo. Calculando las distancias entre 

estas rectas obtenemos: 

Usen Oosen p + f? cos On cos 	si O 5. 9 < — 00  

2llsert ()osen (i9 	 si i— o°  < 	< 

donde  la  condición O < p < — 00  garantiza que una de las rectas soporte pasa por 

el origen; lo cual no sucede en el otro caso. 

Aplicando la formula de Cauchy: 
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2.11(A) 	h(v)de --, 2 	b 
."!i 2  

por lo que 

r. 
,I/(A) fo  121 

	

0 	sen y 1)(1,0, y) (104, 

donde sen yes el jacobiano de las coordenadas esfericas que usamos para parametrizar 

la semiesfera superior, 

	

A/ ( A ) 	-8° 	 00,en y 4- cos 00  cos 0) dO dy.1 

sur p2 Usen Ousen y 110 dy 

= 4ir Usen 00 	sen 	27r Rsen 00  fu"' sen 	dio 

Rcos 00  ful-0°  sen 	dy, 

Haciendo los calculos obtenemos: 

114(A) = z lZsen 00 + n'Usen 0000 + Illcos00  í(Rsen Oosen 200  -I- R cosOo cos200) 

ir 2 R.sen 00  ir Usen 0o(tan a - (r), 

con 	= - 00. 

Ahora vamos a calcular las magnitudes fundamentales de una esfera truncada 13 

obtenida al quitar, de una esfera sólida de radio 1?, un casquete esférico cuya base 

circular tiene radio lisen00. 

El lector puede checar que: 

S(13) = 47r /12  - 2ir R'(1 - cos 00 ) 4- ir R2  sea 20o. 
4 	1 

V(B) = 	k° — 	In - cos 00)1('2 cos 00). 

Para calcular la integral de curvatura media de esta esfera truncada, vamos a proceder 

en forma análoga a el caso del cono sólido. 

La esfera truncada tiene la siguiente función ancho. 
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Figura 8: Esfera con un truncamiento. 

11 + Rsen 00  sen so + It cos 00  cos 	si O < so < 00  
11(1,0,9). 

211 	 si 00  < 9 < 

Entonces 

2M(B) = 
J 

b(v)dv = 2 I b(v)du, 

por lo que 

M (B) 	12  scn so 6(1,0,9) dllso, J 
O 

M(B) = 2r j.  (R+/sen 00  sen 	R cos (lo cas (p)sen dOdso+2r 	2R sen 
Bp 

Haciendo los calcules obtenemos: 

Al(13) = 27r R.(1 + cos 00 ) + 71- 1?Oosen 

Por último vamos a calcular las magnitudes de un casquete esferico. 

Sea C un casqute esferico tomado de un esfera de radio I?. Sea 00  el angulo del cono 

que se forma con la base de C y el centro de la esfera, 

De la manera usual se puede ver que: 
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S(C) = 271k1 ( 1 	cos 00) -1- 1T R2  sen 200. 

V(C) = ;
1
i Ir n(1 — cos 00)'(2 cos 00 ). 

Para calcular M, a C usaremos la propiedad de aditividad de M. 

Sea B la esfera trucada anterior y C el casquete esferico definido. Entonces 

Krt  = 	C, de aqui que 

M(Kti)= 4rri/ M(BUC) = Al(B) itl(C) — 111(B n  C), 

usando el calculo de Al(11), y el hecho de que nn c es un disco de radio U, por lo 

cual podemos calcular JII(B n  c)  usando el teorema 1.9.1, podemos concluir que: 

M(C) = 21r1?alisen 00 	— 00 ) — 2rr li cos 

Ya hemos calculado las magnitudes de tres cuerpos convexos. Ahora usaremos estos 

calcules para dar la idea del calculo de las magnitudes de una esfera truncada C„, 

con n truncamientos, véase la definición 4.2.2. 

Sean C, los casquetes esfericos suprimidos de una esfera sólida de radio U. Sea 13;  la 

esfera truncada definida por: 

Bi = conv(Bi_i  — 	i 	..., n, con Bu  = K,1. Note que 13, U Ci  

Aplicando la aditividad de M, obtenemos: 

M(KR) = M(13„) + E m(c,) - E Al(Eli nci ), 
i=1 	i=1 

es decir 

M(11,) = 41r/l — E m(c,)  .. 	M(B,nc,). 

Analegamente obtenemos: 
/I 

S( „ = 1 	— E S(Ci) + E .9(11, n  
i=, 	i=r 

V(B„) =
3 
 — j V(C,)  + E V(13;  n  

i=1 
Usando est a misma idea se puede calcular las magnitudes fundamentales de un cuerpo 

gorra, ver la definición 9. 
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CAPITULO 3 

Desigualdades de Minkowski 

En el capítulo 1 se definio la simetrización de Steiner y probamos el teorema esférico 

I. Ahora haremos uso de ellos para deducir importantes desigualdades que satisfacen 

las magnitudes fundamentales de cualquier cuerpo convexo. 

3.1 Comportamiento de las Magnitudes Funda- 

mentales Bajo la Simetrización de Steiner. 

Primero analizaremos que relación guardan las magnitudes fundamentaleá de un 

cuerpo convexo A con las magnitudes de su simetriza-ción E(A), Para simplificar 

la notación escribiremos A en lugar de E(A). 

Lema 3.1.1 Sea P un poliedro convexo entonces 

V(P)= V(P) 

Demostración:  Sea P un poliedro. Proyecte ortogonalmente P en el plano de simetrización, 

obteniendo así un polígono convexo. Triangule este polígono. Ahora tome un triángulo 

y construya su cilindro recto 11, ortogonal al plano. Observe que 11 n P y 11nP son 

prismas triangulares con sección transversal de área f igual y aristas de longitud u, y, 

tu, por lo que su volámen es )(212V2t1  f 

Por lo tanto V(11 nP)  v(linp). 

'15 
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Y esto sucede para cualquier triángulo que elijamos. Por el principio de Cavalieri 

tenemos que V(P) = V(P). 	 • 

Teorema 3.1.1 Sea A un cuerpo convexo entonces 

V(A) = V(A). 

Demostración: Sabemos por el teorema 1.2.3 , que para todo A > 1 , existe un poliedro 

P tal que PC A C AP , entonces usando el teorema 1.2.3 obtenemos P C A C' 

AP = 

Por lo tanto V(P) < V(A) < V(AP) = 13V(P) y 

V(P) = V(P) < V(A) < 1/(iii). V(AP) = A3 V(P), 

de aqui que para todo A > 1, 

V(P) < V(A) < A3V(P) , V(P) 5 V(A) < Á3V(P), 

entonces para lodo A > 1 V(A) < PV(Á) , V(A) < A'V(A) , 
por lo tanto V(A) = V(A). 	 • 

Corolario 3.1.1 Sea A un cuerpo convexo, entonces 

i) S(A) < S(A), 	ii) ¡VEA) < r11(A) . 

Demostración: Por el teorema 1.2.5 para toda (5 > O, (A)á C (A) entonces 

((A)6 ) < V ((A-6)) = V(A.5). 

Aplicando Stehle,. obtenemos: 

V(A) +18(A) + 5211,1(A) + 1.31C < V(A) + 6S(A) b2 M(A)+ C. 

Simplificando la represión y haciendo /cado' b —1 O yfi —4 cc obtenemos.respectiva. 

mente S(A) < S(A) , y ill(A) < 14(A) 
	 • 
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3.2 	Simetrización de Steiner y Suma de Minkows- 

ki. 

En esta sección analizaremos como se comportan las magnitudes Fundamentaales con 

respecto ala simetrización de Steiner y a la suma de Nlinkowski. 

Corolario 3.2,1 Sean A y B cuerpos convexos. Entonces 

V( Á + 	< V(A + B) 

S( Á + É) < S(A + 13) 

M(A + B) < M(A + B) 

Demostración:  Por el teorema 1.2.5 A + B C A + B , por lo tanto V(A II) 

V(A + 	1."(A + fi) . /Intfingamente se dernuestran las otras desigualdades. 	• 

El siguiente teorema es una de las piedras angulares para deducir las desigualdades 

de Minkowski. 

Teorema 3,2,1 Sean A y B cuerpos convexos. Entonces 

i) V(A B)1 /3 	V(A)93  + V(B)1 /3  

ii) .5(A + B)I/2 	S(A)I9  + 5(B)"2  

iii) /1/(A + B) > 	211(A) + M(B) 

Demostración:Probaremos solamente i) y iii) , el inciso ii) no se probare', a pesar de 

que las ideas involucradas son semejantes, debido a que son muy largas las opera-

ciones algebraicas necesarias para su demostración, 

i) Inurvamente haremos uso del hecho A + i3 e: A + 13 , entonces 

V(A + 	< V(A + B) , lo mismo es cierto si pensamos en A y 113 como los 

cuerpos convexos que se obtienen al aplicar sucesivamente un numero finito de ve-

ces la simetrización de Steiner a A y 11 respectivamente, con planos por el ori- 

gen. Sin pérdida de generalidad supondremos que el origen está. en Al  B 	O. 

Sean 	Ey dos esferas sólidas COn centro en el origen, de radios a y h respecti- 

vamente tales que V(A) = l'(K„) 	V(B) = V(1{5). Por el teorema esférico, 
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leo. 1.3.1 , dado O < e < a,b, podernos aplicar sucesivamente un número finito 

de veces la .simetrizacián de Steinrr a A , con planos por el origen, para obtener 

convexos A y 13 con la propiedad de que K,,, C A. Despues aplicar a B un 

número finito de veces la simetrización de Steiner para obtener un convexo 13 tal que 

C 13 , por otro lado 	C A se preserva ya que 	= 	y la simetrización 

cae Steiner preserva contenciones. Entonces Ko+b_ 2, = 	-1- (Kb_,) C (15,  + 11). 
por lo tanto 

V(K 	= V (K,,„ + Kb_,) 5 V ((Á + (3) < V(A + 13) , esto para todo e > O y 

como cl volrimen es continuo 

•-•-• 

V(Ka+b) 

Lir" 

< 

< 

V(A + B) 

V(A + 13) 

> ( .17r1)1/3+  (¡'llr")1/3 < V(A + B)113  

<=1› V(A)10  + V(13)I /3  < V(A + 13)1 /" 

iii) 
	

Por las fórmulas de Cauchy para las proyecciones dadas en la sección 2.3, 

M(A) = 27rb(A), donde b(A) es el ancho promedio de A. 

En base al corolario 1,1.1 b(A + B, = b(A, + b(B, 	, de aqui se tiene que 

b(A + 13, u) = —
1 
I b(A B, v)dv = 	b(A, v)dv + 

	
b(B, u)dv, 

4  r n si 	 47r 5-2 	 17 52 

es decir 
b(A + B) = h(A) + b(B) 

M(A B) = M(A) + 

u 

3.3 Familia Lineal de Cuerpos Convexos. 

Una noción muy importante que nos abrirá las puertas hacia las desigualdades de 

Minkowski es la de familia lineal de cuerpos convexos. 

Definición 3.3.1 Scan A y 13 cuerpos convexos. Sea A E (0,11. Combinando la 

suma de Minkowski y la homotecia definirnos 

C` 	(1 — .1)A 1-AB. 
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A la familia {C' 	le conoce como la familia lineal de cuerpos convexos con e:Icemos 

A y B. 

Teorema 3.3.1 Teorema de Brunn-Minkowski. 

Sean A y B cuerpos convexos fijos. 

Sea 0(A) 	V(C")3, entonces O es una función concava del parámetro A E [0,11. 

Demostración: Necesitamos probar que 0(A) > (1 — A)0(0) + 10(1). 

Por el teorema anterior sabemos que: 

0(4= V(C")3  = V((1 — A)A + 1lf1)'/3  > (1 —1)V(A)r /' + 1V(B)1 /3  

pero V(A)'/ = 0(0) y V(B)'I3  = 0(1), por lo tanto 0(A) > (1 —1)0(0) + A0(1) • 

3.4 Desigualdades de Minkowski. 

liemos llegado al momento importante de deducir las desigualdades de Minkowski. 

Teorema 3.4.1 Las desigualdades de Minkowski. 

Para un cuerpo convexo A se tienen las siguientes desigualdades: 

i) 	,92  —»IV > (1 

ir) 	M 2  —05 > O 

iii) S'i — 9CV 2  > O 

fu) 	:1C2 V > O 

Demostración: Vamos a aplicar el teorema de Bruna-Minkowski a 

A y B = A i  = A + h1  , los cuales definen la familia lineal: 

C' 	A)A + A/t i  =(1— A)A + AA + /s'A  = A + /ti>, 

Entonces O(A) = V(A N ) I /3  es concava, donde 0(A) es 

	

A3' 	113 

	

0(A) = (1/(A) AS(A) + A2  M(A) 	c)7-
3
- 	, 
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así que 0"(A) <tl para toda 1 E [0, 

Calculando la segunda derivada y simplificando obtenemos: 

IP(A) = 1[0(A)]-2(5 +2MA + ('A2 ) 

O"(A) 	[---210(A)1 -30'(A)(5 f 2,11,1 .3- (,'A2 ) + 10(A31 2 (2.11 + 2CA)] 
—0/(A)1-5[(S + 2MA + CA2 )1  — :1(V(A) -1- AS(A) + VA/(A) + 131-C)(A/ + CA)] 

—,1[0(41-1S2 +,1,11 2 ,132 -1-1AlSA+2SCA2  ;IM V — 31/CA —3,SAI A —35CA2  WIPP] 

0"(A) 	(0(A))-' RS2  — 3M V) + (MS 3CV)A + (M 2  CS)A21 , 

corno 0(A) > O si A E R.1 , 11, entonces 

(52 	3MV) + (MS —3C4')\ + (Al 2  -- CS)V2  > 0, 

para todo A E j0, 1]. Ilaciendo A = ()obtenemos 	— 3/11V > 0. 

Ahora sea A 1. (S' —111V) + (MS — 3(1') + (M2  — CS) O 

se cumple para las magnitudes de cualquier cuerpo convexo A, en particular 

1-A con o > 0. Sustituyendo obtenemos: 

;-,11. (54(A) — 3,11(A)V(A)) + y, (M(A)S(A) — 3CV(A))+ 71;(4112(A) CS(A)) > 0 
multiplicando por (52  obtenemos 

;17  (.92(A) — 3A/(A)V(A)) + (Af(A)S(A) 3CV(A)) + (A/2(A) --. CS(A)) > O 

haciendo o —> oo llegarnos a M2  — CS > 0. Obsérvese además que MS 3CV > O, 
ya (pie 

8 2  > 3A/V y M2  > 	M2S2  > :3CVMS = S" > 9C1/2  

Sólo resta deducir iii) y iv). 

> 9M 2 V 2  > DOSY 2 
 
	 S

' > 90112 

> C2S2  > C2(3A11') = Al'' > 3C21/ 

• 

En el siguiente teorema vamos a dar una prueba alternativa de las desigualdades 

de Nlinkowski iii) y iv) del teorema anterior. A diferencia de la prueba dada en el 

teorema anterior esta no depende de las desigualdades i) y ii). Aunque las ideas in-

volucradas son semejantes. 
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No hay que olvidar que en Matemáticas es muy importante tener distintas demostra-

ciones de un teorema basadas en distintos argumentos. 

Teorema 3.4.2 Sea A un cuerpo convexo y V, S, M, (.', sus magnitudes fundamen-

tales. Entonces 

iii) S3  - 9CV 2  > o 

in) M -3C2V > O 

Demostración: Sea fi > 0, por el Teorema 1.2.5 

E(A)  + E(K6)  c E(A + K,$) E(A8) 

usando el corolario 1.6.1 y el lema 3.1.1 obtenemos 

V(>2(A) + >(Ks)) 5_ 1/(E(A + Kan = V(E(A5)) 

es decir 

vi(E( A) + E( K,)) 5.. V§(E(A6 )) 

aplicando la formula de Steiner y el teorema 3.2.1, se tiene que 

6 3  
V I (A) + V 1(1(5) < (V(A)+ 6 S (A) + 5311/(A) + 7-3  C(A))} 

por lo que 	

3V(A)1(1)18 V(A)1(--3-47 )I53  5 68(A) + 6 2111(A) 

haciendo tender 6 	0 y 1 	00 obtenemos respectivamente, 

31/1(A)( 4---3-7)k < S(A) 

30(A)(3)1  < M(A) 

entonces 

36/1- V2(A) < S3(A) 

48ir2 V(A) < A/3(A) 

recuerde que C 4/r. 
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3.5 Cuerpos Extremales. 

Por cuerpos extremales vamos a entender aquellos cuerpos convexos donde las I le-

sigualdades de Minkowski se convierten en igualdad. 

Es importante observar que en la esfera se dan las cuatro igualdades, ya que 

V(K1 )-= 3ir , S(K1 ) = 4a, M(1') 4tr. 

La pregunta es si será el único cuerpo convexo donde se da la igualdad en alguna 

de las desigualdades de Minkowski. 

Responderemos a esto con el siguiente teorema pero antes necesitaremos un lema, 

cuya demostración se puede consultar en 181. 

Lema 3.5.1 Sea A un cuerpo convexo tal que AMA) 	4irS(A) y 11 un cuerpo 

convexo. Entonces 

S(A 	II) > S(A) S(B) + 11-r-M(A)M(B) 

Teorema 3.5.1 En el teorema 3.4.1 la desigualdad ii) es igualdad sólo para la esfera 

sólida, al igual que iv). En los cuerpos convexos propios (cuerpos convexos con inte-

rior no vacio) la desigualdad iii) es igualdad sólo para las esferas sólidas. 

Demostración:  

La igualdad en ii) sólo se da para esferas sólidas. Sea A un cuerpo convexo tal 

que 111(A)2  — CS(A) = O. Sea B un segmento de longitud s y dirección v. Por el 

lema anterior: 

S(A 	S(A) S(B)+ —21,1(A)A1(11) 
2ir 

pero S(B) = O, M(B) = ars y S(A B) = S(A) + e(u)s 

donde f(v) es el perímetro de la figura plana convexa obtenida al proyectar A + B 

ortogonalmente en el plano 11 . Para ver porque S(A B) = S(A)+C(v)s, vamos a' 

describir geométricamente A + B. 

Trace el cilindro en la dirección o de A . Así obtenemos un tubo que contiene III con-

vexo A y la irrt MITAn de la frontera de A con la frontera del cilindro es una curva 

(8)  

(9)  
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ct no nue, sariamenl< plana. Ahora corle a A a lo largo de s y lranslade la rebanada 

recha en lu dilección e a una dislaneia .s; de esta manera obb f lemas dos rebanadas 

de A separadas, por Ultimo tome el casco convexo de estas dos rebanadas; el resultado 

es: A 3- B. 

Ahora sustituyendo las igualdades en la desigualdad y simplificando la expresión 

obtenemos: 

f(1 ) 
	.1/(A) 	

(10) 

para lodo el E Sr . 

Vamos a recordar las fórmulas de Cauchy para proyecciones, ver la sección 2.3. 

	

fi(v) du 	A/(A) 
-- e 	 (II) 

	

dar 	2 

	

.1.1)(v) 	A/(A) 

	

b
la 
	

2s 	
(12) 

	

f (v) da 	S(A) 

donde ((v), h(v), f (v) son el perímetro. el ancho y el área de la proyección ortogonal 

del cuerpo convexo A en la dirección v, y 1, h , f son el promedio de estas cantidades 

respectivamente. 

Vamos a probar que 10) ?Tahur nte es una igualdad. 

Si para algún v E 5 2 , t(v) 	> O y como 	: 52  —+ IR es continua, existiría 

una vecindad dr v donde ((o) — 11-1 1  > 0 ya que y E 	— T1)71  (0,00) el cual es 

abierto en S. 

Entonces tendríamos 

f((o) 	
M(A) 

> 	
f 

1 rlv = 47r _M_L.A)  
2 

por lo tanto f t( ;',1 	> 212-1-11  para todo r E 5 2  . Conviene detenernos para recordar 

que M2(A)= ,1A-S( A) y que queremos probar que A es una esfera sólida. Es impor-

tante señalar <pu la idea de la demostración es ver que las proyecciones ortogonales 

(13) 
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de A son circuleis. 

La desigualdad isoperinarica dice que f 2(v) 	f (v) > O sustituyendo ((v) obte- 

nemos ,112(A) — 16r f(u) > O por lo tanto 

AMA) 	1 	AMA) do , 	J(a) de S 
> f( 0 ), 

16r — 	4a j 16r — 4a 	4 

entonces A/2(A) > 4r S(A) lo cual ya lo sabiamos pero ahora ademds sabemos que 

se da la igualdad 11.12.—IrS = O. 

Ahora regresándonos y por un argumento de continuidad patch/0 al anterior obte-

nemos 114 2(A) — 16tr f (o) = O por lo tanto (sustituyendo M(A) = 2i(v)) 

40(o) = 161rf (o) es decir ii(o)= 4 ir f (u), así cada proyección satisface la desigualdad 

isoprimetrica, Por lo tanto cada proyección es un circulo. Obteniendo que A es una 

esfera. 

A continuación vamos a probar que la igualdad iii) sólo se da para las esferas sólidas 

(siempre que V > O). 

Si A es un intervalo se da la igualdad. Pero si V > O sólo se da para las esferas 

sólidas a saber: 

O = 5(53  9CV2 ). = (54  — 9112V 2 ) 9V 2(ill 2  — CS). 

Como V > O M2  — CF = O, entonces A es una esfera sólida. 

La igualdad en iv) sólo se da para las esferas sólidas, 

O = API  9C," 4  V 2  = C3  (S3  — 9C V 2  ) (M" — (735"), 

por lo tanto 412  —CF=0 y por lo tanto A es una esfera sólida. 

Existen otros cuerpos convexos que al igual que la esfera también son extremales. 

Estos cuerpos se conocen corno cuerpos gorra de la esfera y como su nombre lo indica 

tienen una intima relación con la esfera sólida. 

Definición 3.5.1 Un cuerpo gorra de la esfera sólida, ca cl casco canoero de, una 

esfera sólida, unión un militeis.) finito o numerable de puntos con la propiedad que el 

segmento que une a dos cualesquiera de ellos intersecta u lo esfera. 
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Figura 9: Cuerpo gorra. 

Una observación importante es que la esfera sólida se puede tomar de radio cero 

y así poder considerar a un intervalo como mi cuerpo gorra de la esfera sólida, lo cual 

sera importante mas adelante. 

Como los cuerpos gorra son extremalcs surge naturalmente la siguiente pregunta: 

Existen otros cuerpos convexos para los cuales la desigualdad i) en el teorema número 

3.1.1 se convierte en igualdad? 

Teorema 3.5.2 En el teorema número 3.4.1 la desigualdad i) se convierte en igual-

dad sólo para los cuerpos convexos llamados cuerpos gorra de la esfera. 

Demostración: 

La igualdad en i) sólo se da para los cuerpos gorra de la esfera sólida, como bien lo 

supuso Minkowski; pero fue demostrado rigurosamente por G. Bol. Debido a que no 

tenemos los elementos necesarios, tendremos que renunciar a la demostración. 
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CAPITULO 4 

Diagrama de Blaschke 

4.1 	El Problema Principal. 

Hasta ahora hemos visto los siguientes resultados en la teoría de las magnitudes fun-

damentales de masa: 

• La Igualdad de Steiner. 

- El Teorema funcional. 

• El Teorema de Brunn-Minkowski. 

- Las Desigualdades de Minkowski. 

Es importante observar que todo lo hemos hecho en IR3, peto es relativamente 

sencillo generalizar estos resultados a IR". 

Calcular las magnitudes fundamentales de u asa de un cuerpo convexo es muy com-

plicado, sin embargo para ciertos cuerpos convexos interesantes, esto se puede hacer 

sin mucha herramienta (ver la última sección del capitulo II), al respecto un problema 

natural que aparece es el siguiente: 

Determinar las condiciones necesarias y suficientes que deben satisfacer tres números 

no negativos dados .11, .S y V. para ser las magnitudes de masa de algún cuerpo 

convexo. 

Este problema tiene una larga historia, y desde principios de este siglo se ha lo-

grado avanzar relativamente poco en su solución. Aún hoy en dia permanece sin ser 
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resuelto. 

Como todo problema importante, la búsqueda (le su solución ha dado lugar a 

nuevos e importantes desarrollos. En el presente capítulo se exponen algunas ideas 

importantes que permiten ganar terreno hacia la solución del problema, además ver-

emos conjeturas que han sido derrumbadas y otras nuevas que se mantienen firmes, 

Dados tres números M, S, V que satisfagan las cuatro desigualdades de Minkowski, 

no necesariamente son las magnitudes fundamentales de algún cuerpo convexo, 

Por ejemplo sea M = 2w, S = ir, V = O, claramente satisfacen las desigualdades: 

S2  —3MV > O (14)  

M2  — 4wS > 0 (15)  

36x1/2  > O (16)  

M3  — 48ir2 V > 0 (17)  

Como V=0, para que un cuerpo convexo A los realizara como sus magnitudes fun- 

damentales, A tendría que ser plano. 

Pero recuerde que si A es plano, 1.9.1, S(A) = 2n(A), I/ (A) = lp(A) , entonces 

a(A) = 	p(A) ='1  , 

esto último contradice la conocida desigualdad isoperimétrica [p(A)J2  > 4w a(A) para 

el plano. 

4.2 	El Diagrama de Blaschke 

En 1916 W. 131asclike propuso mapear la familia de conjuntos convexos K, en el es-. 

pacio 2-dimensional IR2, de la siguiente manera: 

La función que Dlaselike propuso, y a la cual llamaremos función de Dlaschkei es 

la siguiente: 



1.9. 	1)1:1(;13:1.11:1 I)1!: 131.5S('IIKE . 

	

: 	---) Ilt 2  nano sigue 

	

C
3(A) 

	187i1V(A)) 

	

i(A) 	(x(A), y(A)). 	 
M'(A) 

(18) 

Definición 4.2.1 Diagrama de Blaschke 

Se conoce como diagrama de Blaschke, u la imagen de la función de Blaschke, cs 

decir: 

13(1k,') = {/3(A) E 111.2  / A E K} 	 (19) 

Qué relación tiene el Diagrama de l3laschke con el problema principal? 

Retomando el problema principal, observamos que V, S, M son las magnitudes de 

un cuerpo convexo si y sólo si (x, y) E /9(r), entonces el problema será resuelto, si la 

forma geometrica de /3(K) es completamente determinada, y para esto necesitamos 

conocer otra desigualdad para acotar completamente el lado derecho (ver figura 10 ) 

de NK). Por esta razon este problema principal también se conoce como el problema 

de encontrar un Sistema Completo de Desigualdades, ya que se trata de obtener un 

sistema de desigualdades de tal forma que: si cualesquiera cuatro numeros reales no 

negativos las satisfacen, entonces exista un cuerpo convexo que las realize como sus 

magnitudes fundamentales. 

Se conjetura que falta una desigualdad, sin embargo no podemos descartar la posi-

bilidad de que sean más. 

Más adelante se dará una conjetura acerca de esta desigualdad desconocida. 

De esta forma Blaschke transformó el problema principal: en uno más geométrico, 

pero que el tiempo nos ha enseñado que no es más sencillo. 

Propiedades de la función de Blaschke. 

Algunas propiedades importantes de la función de Blaschke se cuncho en los siguientes 

resultados. 

Ya se probó que Id, S, V son funcionales continuas, por lo tanto xili 

son funcionales continuas, entonces la función de Illaschlw es continua. 
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Teorema 4.2.1 ¡hijo la función de Illaschke cuerpos homotético.s van a dar al mismo 

punto, ts decir 

/3(AA) = ¡3(A) , para toda A E IR+ — (0). Además a cuerpos congruentes 

también los manda al mismo punto. 

Demostración:  Sra A E R+  — {0} ¡3(AA) = (x(XA), y(A(A)) ,pero 

x(AA) - 4.41,A)  
AinAit) — 

4,4,sok)  
= 4 mnA a26ta(A) 	

'4_1  — x(A) 

y(AA) = 480V0A) _ 
Af,

(XÁ) — 48x1VV(Al 
.13111(.4) = 48w

2V ) 
Ma(A) — y(A) 

por lo tanto 13(AA) = ¡3(A). Recuerdese que: 

V(AA) = A3V(A) , M(AA)= AM(A) , S(A) = A2S(A). 

La segunda parte del teorema se sigue debido a que V, S, y M son invariantes bajo el 

movimiento. 	 • 

Es importante hacer notar que no sólo cuerpos hoinotéticos van a (lar al mismo 

punto. Por ejemplo; el cono (R = 0.7479, II = 2.0241) y el cilindro (11 = 

0.3883, II = 2.1065) tienen las mismas magnitudes de masa (V = 1.000, S = 

6.0944, M = 10.4544). 

Lema 4.2.1 Sean (x0, yo) = ¡3(A) y b > 0. Entonces #(A6)= (x6, y6), donde 

x6  = 	(ro  + 2A + A') 

= ij4—.115T (YO + aro + 3A2  + X3) 

Demostración:  

Xb = x(A6) = "S(Ae) 	y(Ab ) 
= 4890V(Ab) 

1112(Ab) 9  u 	 W(Ais) 

Ahora vamos a usar las fórmulas para las magnitudes fundamentales de un cuerpo 

paralelo. 

V(A6) = V(A)+6S(A) + d2 M(A) + 1C(A) 

M(A6 ) 	M(A) + bC(A) = M(A)+.17r5 

S(A1) 	5(A) + 26M(A)+ b2C(A) 
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Sea A = .1I(Á)entonces .11(A6 ) 	Al(A)(1 +.A) 

c(A6) _ 
43( s(A)+26m(A)+6 4,6j 

All(A)04-44 

	 (S(A)fir 	tirS 	161,4'  ) 
(l+AP M7(A) r iTrÁl AP(Á) 

= 	(xa +2A + .A2 ) 

Recuerde que .ro  = 4  11(1  y = 4  ;A 11) 

v(A)+6s(A)4•6 2sitAl+fx6')  
Ja = 	AMA) (10)3  

148ir2 V 	48x'65 A) 	48x'6' 6410 6 3  ) 	1 
AMA) 	MI(A) + M ) X7 	07-"TIT 

—1 3. (yo  + 3x0A + 3A2  + A3) (to) 

e 

Lema 4.2.2 Sea A un cuerpo de ancho constante h, entonces: 

3hS(A) — 6V(A)= 2v-h3, y M(A) = 2/rh. 

Ver la prueba en el apendice B. 

Teorema 4.2.2 Sea É la recta y = 3x —2,1a cual une el punto (1,0) con (1,1) en el 

diagrama de Blaschke. entonces 

Si A es un cuerpo convexo de ancho constante, entonces 0(A) E C. 

Si A E K y 13(A) E P., entonces para todo á> () a(A,) E e 
I) 

Demostración: I) Sea A un cuerpo convexo de ancho constante h, 

  

/1(A) = (x(A), y(A)) , corno /I(AA) = /1(A) para todo A > O, podemos suponer que 

h=l. Entonces por el lema anterior, 
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35(A) — 61'(A ) 	, 27r, 	,11(A)= 27r 

4= 	35(A) -- 2ir 	= 6V (A) 

<=4. = ( 
(j_,,.s iLya) 	jil 

Ir. k ci,02 	— (mi 	
II _A) . 

' 	(7x)1(7x)1*) 111,10.1 
:i}r .i.(A) — 11 	= -1 /(A) .i,, , 
ar(A) — 2 	= y(A) 

por lo tanto 0(4) E f. 

2) ~ SeaA EK , lal que 0(A) E e 

Sea > O. 

supongamos que 0(A) = (xo, yo) y fi(A6) = (x6, Y6). Corno P(A) E e, 3x0 — 2 = yo. 

Querernos probar que 34— 2 = y6 . 

recuerde que x6 = 	 ys 	Y9+3r0A++As  
(11-A) 

con A= 4,5 

3x6 —'2 = 	+ 6A 4. "2 2 
(1 + A)2 

	

3xo + 6.1 + 3,12 — 2 	—2\ 2 
(1 + )1)2 

(3x0 — 2) + 2A + A2  
(1 + A)2 

(3x0 — 2) + 2,1 + A2 + 3x0A 2A + 2A2 + Ao 

(1 + A)3 

Yo + 3x0A + 3,12 + A3  
(1 + 43 

= Yá 

Propiedades Topológicas y Geométricas del Diagraina de Blaschke. 

A continuación se estudiarán propiedades topológicas y geométricas del diagrama de 

Illaschke. 

Teorema 4.2.3 fl(K) rs compacto y conexo. 

Demostración: Sra Ká una isfira sólida dr radio I) > O. Entonces ti conjunto do 
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lodos 10:i cuerpo:, convexos contenidos en ella, es un subespacio compacto de K , el 

conjunto de los cuerpos convexos de 11V , debido al teorema de. Illaschke 1.2.2. Además 

debemos ohm cene que la imagen de este subespacio es el Diagrama de Blaschke. Esto 

se debe al teorema 1.2.1 y al hecho que con una homotecia y traslación podemos llevar 

a cualquier cuerpo convexo dentro de K,s. 

Por otro lado sabemos que IC cs conexo por trayectorias, ya que la familia lineal entre 

dos cuerpos convexos es una función continua del intervalo (O, lJ en IC . En particular 

K. es conexo. 

De esta forma usando la continuidad de la función de Blaschke, obtenemos que fi (K) 

es compacto y conexo. 	 • 

De hecho más adelante veremos que f(K) es arco-conexo. 

Teorema 4.2.4 

/3(K) 	13  = (0, 	x (0,11, 	 ,„ (20) 

y además x 2  > y. 

Demostración: 

412  > 4 7r S 

M3  > 48rr 2 V 

por lo tanto 

por otro lado 

< 	> 

entonces 

entonces 

ll(K:)P 12 ' 

,5 2  — 3MV > 0 

S2  > 3M V 

l6r 2S2  >.187r 2 A1V 

16,2.9 	4Na2 V 
.114  - 

,,2 (o)2 18;riy y  

41rS 

= x  
48;r2 V 

k. m3  Y 

Es decir el diagrama de Blaschke esta por debajo de la parábola y = X 2 . 	 • 

Ahora veamos cual es la imagen de los cuerpos convexos impropios. 
;117,(A.)  Si y=0, x < 1  ya que: 0 y = iMA)1 	ntonces V = 0 entonces el cuerpo convexo 
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es plano y por lo tanto satisface lit desigualdad isoperiméirica  

íj1(A)J 2 > .1;ro(A ) 

pero recuerde que en figuras planas: 

p( A ) 	1,1/(A) , a( A) = 4.1-1/ entonces 

> 
S(A) 	S 47tS(A) 

> 
a2 2 	Ir2 	,1/ 2(A) 

Esto nos dice que sólo una parte de la base de / 2  puede estar en el diagrama de 

Illaschke, a saber: 	< 	y y=0 , (ver figura 10). 

Figura 10: Diagrama de 131aschke. 

Existe otra desigualdad que nos ayuda a acolar ,Yol."), aunque no completamente, 

esta es debida a II. Croeiner (61. 

= ,r, 

(21) 
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Teorema 4.2.5 y I> 	( r :"i) • 
mostim  

v ,;TD.  
2s1,) 111,i 	rs(s,  

MÍ MI/ 	 n  

(
IrS 
 ) 	411 ) 

P3N7  • • 	 MrS 
M' 	7117 717 	P.) 

> 

pero = 	, y 48;iiv  

por lo tanto y ?_(x 	 • 

Esta es una parábola que pasa por (0,1) (ver figura lo). 

Entonces f(K) queda por arriba de esta parábola. 

Una propiedad topológico muy importante de 13(K) se enuncia en el siguiente 

teorema: 

Teorema 4.2.6 /3(q ,.s conexo por trayectorias. 

Demostración: Sean A, B E IV tales que /3(A) 	/3(B) 

sea CN 	— A)A 	AB con A E 10, 11. 

Defina a :10, I) 	/1(r) como n(A) = [3(C(A)). 

Observe que. Ca  (0, 1) 	r es una función continua y como /I : K 	/3(r) o 

continua, entonces a es continua. Claramente 40) = A , A(1) = B , por lo tanto 

(i(r) es conexo por trayectorias. 	 • 

Más aún podemos probar que 13(K.) es arco-conexo. Para probar esto, tenernos 

que ver que para cualquier convexo A , 3(A) se puede conectar con i3(K1 ) donde 

Kt  es la esfera sólida de radio 1, por medio de un arco ) contenido en 0(r). 

Para justificar esta afirmación vamos a recurrir a los cuerpos paralelos. 

!un arco es una curva 110111VOMOIfi al intercale 1031 y a dif‹..reivia 	una trayector ia  no se 

permiten autointersecciones. 
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Sea h > O. A C.: 111 /4.  enknices As  denota el cuerpo paralelo de A . Obsérvese 

que 11(K i ) 	(1, 1) y ademas es el único cuerpo convexo con esa propiedad, debido 

al teorema 1.5.1. 

(lvometricamentt, si hacemos tender ú id infinito, el cuerpo Ab dividido entre su 

volumen tiende a una esfera sólida. De aqui que no es de extrañar que si 6 tiende al 

infinito, 4(Ab ) tiende al punto (1, 1). 

f 	[0. oo) 	fi(k) dada por 

ID) eQ+2,ttA2 	 2+1 
pop — 0+41  

donde (xo, yo) = !J(A), 

es una función continua e inyectiva que une /f(A) con (1, I). Es decir la cerradura 

topólogica de f ( [O, co)) es un arco contenido en fl(K), ya que 13(1C) es un subcon-

junto cerrado de 111.2. Este arco tiene puntos extremos ii(A) y (1,1). 

Si xo 	1 se prueba que f es inyectiva, haciendo las cuentas directamente. 

Con ayuda del estudio hecho acerca del Diagrama de Blaschke y la función de 

Blaschke, vamos a enumerar las intagenes de algunas familias interesantes de cuerpos 

convexos. 

La imagen bajo la función de Blaschke de: 

1 ) los intervalos es el origen, ya que tienen volúmen y superficie nula. 

2 ) las figuras planas es parte del eje x: del origen al punto (1,0) el cual correspónde 

a la imagen del disco; mas allá del eje x ya no hay nada debido a la desigualdad 

isoperimet rica. 

3) la esfera, es el punto (1,1). 

I ) los cuerpos de ancho contante, es un segmento de la recta y = 3x — 2, la cual 

une el punto (1,0) con (1,1) y además contiene al punto (1,1) ya que la esfera es de 

ancho constante. 

) los cuerpos gorra, es la parábola y = x2. 
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Conjeturas con relación al Diagrama de illaschke. 

Dos conjeturas bien conocidas tan sido planteadas acerca de la frontera descono-

cida. 

Itadwiger 181 probó que de todos los cuerpos <le revolución, con superficie y ancho 

promedio fijos, las esferas truncadas centralmente simetricas tienen el más pequeño 

volumen . 

La imagen de estos cuerpos es una curva que une ( 	O) con (1,1) y lladwiger con- 

jeturó que esta era la curva desconocida . 

Definición 4.2.2 Una esfera truncada es una esfera a la cual se le han removido 

un número numerable de casquetes esféricos, disjuntos dos a dos. Por un casquete 

esférico queremos decir la intersección no vacía de un semiespacin abierto, con una 

esfera el cual no contiene d centro de la esfera. 

Figura I 	Esfera truncada. 

Bieri [1] probó que esta conjetura es falsa, exhibiendo un cuerpo cuya imagen 

queda a la derecha de la curva propuesta por Hadwiger. Este cuerpo es una esfera 
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truncada asimétrica, obtenido al remover tres casquetes esféricos congruentes maxr 

males de una esfera. 

Una esfera es totalmente truncada, si es una esfera truncada y ningún subconjunto 

abierto relativo sobre la superficie de la esfera original permanece. 

Bieri conjeturó que la imagen de las esferas totalmente t !lineadas es la curva que 

acota la derecha del Diagrama de Blaschke. Cabe hacer mención que la conjetura de 

lüeri permanece sin resolver. 

'na observación importante es que lit parábola y 	!a que acota la izquierda del 

Diagrama de lllaschke son la imagen bajo la función de Blaschke de los cuerpos gorra, 

ya que el teorema 'Minero 3.-1.1 nos dice que la desigualdad i) se convierte en igualdad 

sólo  para los cuerpos convexos llamados cuerpos gorra de la esfera. 

f.as esferas totalmente truncadas son los duales polares de los cuerpos gorra. 

Otra conjetura acerca de la frontera desconocida es la siguiente: 

Directamente de las desigualdades de Ilinkowski se ve que: 

.1L > 	> 

.1ff — 	— .s* 

.1.11 SangwineSager [l 1J, plantea una conjetura a partir de estas desigualdades, 

desigualdades geométricas válidas (por ejemplo la desigualdad de Bonnesen) involu- 

crando media aritmética con piso. 

La conjetura es la siguiente: 

Para todo A E IV 

AILAi , 	_ \ 
TirÁl i;7 r 	 .tij"M 

Vamos it ver como se traduce esta desigualdad en el diagrama de Illaselike, 

Se afirma que en caso de lit igualdad, esta desigualdad se t raduce a una parábola 

a través de los puntos (0,0), 1-;-.0) y ( , )• 

Aj 	II( A) 
tI(nt--- -1- 1 I 
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multiplicando ala igualdad por 0,Z):5, obtenemos 

( 1rr5l 2 	32 S 	/, 	,18x 41/ 

= 	+ 	r2 ) 

C

lirS)2  r.  8 eirS) (i 	8 \ 48,7.2v 

tih 	7r1 	 ir 2 ) /113  

por lo tanto 

la cual en efecto es una parábola a través de los puntos (0,0), (1,0) y (1, I). 

Para saber cual es la imagen de una esfera totalmente truncada, se tienen que 

calcular sus magnitudes fundamentales, los cual es sumamente complicado. 

Cabe hacer mención que: 

los Drs. Luis Montejano Peimbert y Jorge L. Mocha Perez, junto con el Matemático 

Ricardo Quintero, han calculado aproximaciones de las magnitudes fundamentales de 

algunas esferas totalmente truncadas. Como por ejemplo de la generada al suprimir 

cuatro casquetes congruentes y mutuamente tangentes. Para despues quitar nueva-

mente un casquete tangente a los circulos que determinan las regiones, de la superficie 

de la esfera, restantes. 

Todo esto lo han hecho con ayuda de una formula que hallarón, la cual relaciona los 

radios de cuatro circulos sobre la superficie de la esfera, mutuamente tangentes. Algw 

rusa imagenes de estas esferas totalmente truncadas quedan ligeramente a la izquierda 

de la curva que propone J.1I. Sangwine-Yager y otras ligeramente a la derecha. 
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4.3 Soluciones Relativas a la Frontera Descono-

cida. 

En la delinición 3.3.1 hemos introducido el concepto de familia lineal de cuerpos 

convexos C5  = (1 -- 	4 AB para dos cuerpos convexos A y B. Ahora seguiremos 

una generalización de W. Illaschke, quien consideró una familia de cuerpos convexos 

C[0], donde el parámetro O puede variar continuamente en un intervalo. 

Definición 4.3.1 Decimos que. C[0] es una familia cóncava de cuerpos convexos si 

(1 — MC[o] + ACP] C 	— A)o + 	, 0 < A < I. 

Se puede verificar facilnwnte que la familia C5, arriba mencionada, es una familia 

cóncava en el intervalo O < A < 1. De hecho la contención es una igualdad. 

Teorema 4.3.1 Sea C(0) una familia cóncava de cuerpos convexos y sean V(0), S(0), 

y .11(0) las tres magnitudes fundamentales de masa del cuerpo convexo C[0(, entonces 

las tres funciones V(0)1, S(0)1, y M(0) son funciones cóncavas del parámetro O. • 

Para probar que V(0)1 es cóncava, tenemos que probar que V(C[(1 A)00  + 

A011)1 > 	— A)V(61001)1 + AV(C[01 l)1, donde O varia en (00,011 y A E [0,11. 

Pero la prueba es directa usando el Teorema de Bruttn-Minkowski y el hecho de que 

CP] es una familia cóncava; análogamente 5(0)1, y M(0). 

Una familia de cuerpos convexos muy importante es la familia paralela completa 

AM subordinada al cuerpo convexo A, en el intervalo —r < 6 < oo, donde r es 

el radio de la inesfera de A. ha familia paralela une tanto a los cuerpos paralelos 

interiores A[—a] = A( _„)  , O < a < r, cuino también a los cuerpos paralelos exteriores 

Mai --.•• 	, (1 < a < oo, en un sólo parámetro a. Probaremos que la familia paralela 

completa es cóncava, para lo cual necesitamos el siguiente: 

Lema 4.3.1 1) (411)[a] c A[b al 	2) AIM B[a] c (A 	+ 

Demostración. 1) se obtiene directamente del Teorema 1.1.6. 

CASO I: Si th .5 0,a < O; 	P E A[11.1- 	entonces existen X E A111,Y E B[a], 
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la! que P 	+ Y. por definición de cuerpo paralelo interior, la esfera de radio 1 <S 

y centro en X está contenida en A y la de radio laly celara en Y cstd contenida en 

B. Se sigue entonces que A +B contiene u la esfera sólida de radio lb+al y centro 

en X+Y=P. Por lo tanto,P E (A + 	+ a). 

CASO 2:Si b > 0,a > O. A(b)+B(a) = As +B, = (A + 1(5 ) + (B + k„) 

(A + B) (K.5.1„) = (A+ B)6+, = (A + B)[5 + 

CASO 3: fi < 0,a > O; por el caso 1, se tiene que A[b] + B[a) 	(11(a))(0) C 

(A + Btap(5) y por el caso 2, A + B[a] C (A + 11)(a1 así que 

AH + B[a) C ((A + B)(a))[5] C (A + B)[6 + a). 

Teorema 4.3.2 Para cualquier cuerpo convexo A, la familia paralela completa 

A(b), (—r 5 5 < oo) es cóncava. 

Demostración: Sean 0,0 E [—r,00), debemos probar que (1 — A)Afrl + AA(fi) C 

AR1— A)a 

Observe que (1 — X)A(a) = ((1 — 4A)((1 A)a) y AA(p) = (U)(a0) , entonces 

(1 — A)Arol + AAP) = ((1 — MA)((1 — A)o) + (ampo} y por 2) del teorema 

anterior (1 — A)A(o)-F AAP] C 	— )i)o + Af3). 	 • 

Sean Vá, Sé y Ms las magnitudes de masa de la familia A6, las cuales son estric-

tamente crecientes (y por lo tanto monotonas) con respecto al parámetro 5. Ya se 

mencionó que las funcionales 1/61, S61, y Mb son funciones cóncavas y por lo tanto 

las funciones V5, S5 y M6 tienen una derivada derecha e izquierda en el intervalo 

—r < 6 < oo. Además 

1) V6 > > SÓ 

2) '5'5  > 	> 2Ms 

3) 'Ms> M'A > 	= 71" . 

Las desigualdades de la parte izquierda son un caso particular de la cóncavidad. Las 

de la derecha se siguen del hecho que para a > O se da la relación (Ah51)Ial C 

y las fórmulas de Steiner para las magnitudes <le masa del cuerpo paralelo exterior 

(A[51)[a] de A[bl. Notese que las magnitudes de masa para 5 > O, son diferenciables 

y entonces por la observación al final del corolario 1.2.2, se dan las igualdades. 
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Teorema 4.3.3 '14 = 

Demostración: Observe que es suficiente probar que 'Y' 	S, , 	< h <O. Sra 

en primer lugar, A un poliedro convexo con Cl origen ó como cl centro de una de sus 

inesferas. Sea 0<o<l+r y sean, 113 = A(h) y C = A(á — 	los dos poliedros 

convexos cuyos radios de sus inesfcras son 1+ r y w = h + r — e. Consideremos 

el poliedro D = (1 + 9-JA(45 — 	y comparemoslo con el poliedro B y con el poliedro 

paralelo interior C. Pongamos nuestra atención en un plano soporte de C que pase 

por una de sus caras y cuya distancia a ó sea p. Al pasar de C a 13, el plano soporte se 

mueve hacia afuera en una distancia ¿ 	hasta convertirse en un plano soporte 

de D. Por otro lado, al pasar de C a B, este plano soporte sólo necesita moverse hacia 

afuera una distancio de e para convertirse en un plano soporte de B. Ya que p> w, 

entonces 	> o con lo que, en cualquier caso, D C D. Más aun, vamos a escoger, 

de una manera muy sencilla, ciertos subpoliedros de D que de seguro no inlerseeten 

a B. Para tal efecto consideremos una cara F de C cuya distancia al origen sea p 

consideremos el cilindro recto ron base P y altura ái, =1, que se encuentra entre C 

y D . la parle superior de este cilindro,dc altura t.1„ — a, de seguro no intersecta a 

B. Por lo tanto, para los volumenes se tiene la siguiente relación: 

V(B) < V(D) 	cr)f , en donde la sumatoria de la derecha se extiende sobre 

todas las caras de C, con área f. Entonces 

V6   < (1 + 1)3 V6, 	— 1)ol. En vista de las formulas para el volumen y la 

superficie de un poliedro: 

1E pf = V(C) y E f = S(C), substituyendo obtenemos 

V5 5 (1 + 1):11/5-6, t(lEpf) -1- aEf 

o sea 14 < (1 + 	V5-0  ''1V(C) aS(C) 

115 < (1 + 17)3 V1-, — 111/1-a + aSá-d < aSs-« [(1 + 1-,)3  — 30 )Va 

y C07120 1/6, < ya , entonces 

Va < 	+(I +1,5)V6 , < 0.96 	+5116 . Por lo tanto V5 	 4-2,2-176. 

Con la ayuda de la propiedad de aproximación poliedro, simultánea, para .5' y a fijos y 

para cualquier cuerpo convexo cuyo radio de su inesfera sea e, se tiene que la áltima 

desigualdad tambien es válida. De aquí se sigue, cuando e tiende a cero que Vi,' > .96. 
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Definición 4.3.2 Un carril() COI, 1'1 ro A ts dr 10 primera categoría (denotado 11,), 

segunda categoría 114 á litem eategorM (denotado 11.,), si di Oro de lodo el inter-

calo de definición de su correspondiente familia paralela completa Vb, S6 y MA  son 

diferenciables respectivaMent 

Por lo ya mostrado se tiene que /4 C Ro  C R c N. No es dificil ver que un cubo 

esta en R., - Ro , un cuerpo gorra de.la esfera sólida esta en Ro 14, y un cilindro 

esférico (el cuerpo paralelo exterior de un intervalo) esta en 14. 

4.4 Solucion relativa al problema principal. 

Recordemos que el problema principal (tambien conocido como el problema del sis-

tema completo de desigualdades), era el de dar condiciones suficientes y necesarias 

para que tres números no negativos V, S y M sean las magnitudes fundamentales de 

algún cuerpo convexo. 

En esta sección se resolverá este problema restringiéndonos a las familias Ro y 14. 

Teorema 4.4.1 Para que tres cimeros no negativos 114,S y V representen las tres 

magnitudes de masa dr un cuerpo convexo es necesario y suficiente que satisfagan las 

desigualdades: 

CLASE 

1) 1' < S'/3111, 

2) V > 	A1S - 	( I 2 - 2)s(",4-1-',1)/ 

CLASE 14: 

3) V < 7-45,T [6trA1S - A/' 3- (A/ 2  - ,InS)3/1, 

4) V > 741?-161TAIS — rbl1  — (12 - 

Demostración:CLASE ltri: Denotaremos a los cuerpos de la familia paralela com-

pleta, interior y exterior, del cuerpo A por A(A); A es el parámetro de la familia, en 

donde hemos elegido que A(0) sea idellito al cuerpo formado por los centros de las 

esferas inscritas de A, al cual llamamos 	nrícleo de A. El cuerpo original A, por 

la ¡minera en la que hemos construido la familia ts idé,ntico a A(r) , CO. donde r es 

ti rodio de la inesfera. Son por lo tonto A(r 4- a) y A(r o5 los cuerpos paralelos 
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exteriores e interiores, respectivamente, de A, en donde a > O. Las magnitudes de 

masa de A(>4) serán denotadas por V(a), S(4, y 111 (,1). 

Sólo necesitamos probar 2), Consideremos las siguientes funcionales 

J(X) = M2(\) — IrS(A) y //(A) = M(X)3  67rAf(A)S(A)+ 24r2 V(A). 

Al derivar por la derecha se obtiene, en vista de que en la clase Rp se dan las 

igualdades 'V(\) = V'(X) = S(A), y 'S(A) = S1(11) = 2M (X), las expresiones 

J'(A)= 111(A)[MP(X) — tri y 

IP(A)= [3M(X)2  6irS(41/141(A) — 12/rM(A)2  + 247r 2 S(A), 

entonces, debido a que M'(\) > 4>r , resulta que ,P(A)> O y IPM O. 

CASO I: II(r) > O; esto es equivalente a la desigualdad V > m(6145;; M2)  ,M 

M(r), V = V(r),8 = S(r). Corno M2 -4rrS > O, se sigue que la desigualdad 2) se da. 

CASO 2:  11(r) < O; entonces, como ya fue comprobado arriba, FIN es creciente 

(ya que II' > O) , por lo que para toda O 	< r se tiene también que H(A) < O. 

Definamos ahora 

(k(X) = r2(12 — ir2 )2,/(A)3  — (r2  — 8)311(),)2 , entonces 

01(A) = 37r2(12 — 7r2 )2,/(X)2 J'(>1) — 2(1r2  — 8)3//(A)IPM > O. Esto nos dice que 0 

es creciente, entonces 0(r) > (PM. Como el núcleo A(0) del cuerpo A es una figura 

plana, con superficie f y perímetro 1, se tiene que 

J(0) = (x112)2  — thrj y 11(0) = (r//2)' — 67r2 /f y entonces 

0(0) = 1(xl/2)a w(41) en donde 

tu(A)= 4/r2(12—m2)2(1—A)3 —(7r 2 -8)x(2-3A)5  y á = 'W. Debido ala desigualdad 

isoperimétrica, A esta sujeta a la restricción O < A < 	; en este intervalo w(A) > O 

por lo que 0(0> 0 , y de aqui haciendo los calculos directamente ,se concluye 2). 

CLASE 14: Como la clase 14 C 	y los elementos de Ro  satisfacen la de- 

sigualdad 2) , entonces los elementos de ¡4 satisfacen la desigualdad 4) . 

De esta manera sólo resta probar la desigualdad 3). Para esto recordemos que para 

la clase 14 se dan las igualdades: 

V" (A) = S(A) , S'(,1) = 2M(;v) , M'(A) 	. 
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Sustituyéndolas en las derivadas del lado derecho de las funcionales J(A) y IBA), 

definidas en el caso anterior , obtenemos: 

✓ = ✓(r) = J(0) = (r//2)2  — 87f , II = II (r) = II(o) = (ir1/2)" — 6w 2  1 f 

Eliminando a f de. estas dos ecuaciones obtenemos la ecuación: 

a313  — 127ril + 16ff = O, la cual sólo depende de f ya que .1 y II son constantes . 

CASO I;  11 = 11(r) < O; esto es equivalente a la desigualdad V < "2%55" , de lo 

cual se deduce la primera parte, a la derecha de la desigualdad 3). 

CASO 2:  II = 11(r) > O; la condición de que la ecuación cúbica en términos de A, 

establecida arriba, tenga una solución real no negativa implica, como es sabido, que 

J 3  — 112  > O. De aquí se concluye 3) se cumple. 

Finalmente debemos probar que las desigualdades también son suficientes. Por lo 

tanto debemos mostrar la existencia de cuerpos convexos, en la respectiva clase, con 

sus magnitudes de masa V, S y M dadas. En primer lugar, se puede probar que dadas 

tres magnitudes de masa satisfaciendo las desigualdades 9) y 4), entonces existe el 

cuerpo paralelo de una figura convexa plana, que realiza estas magnitudes; además 

cualquiera de estos cuerpos pertenecen a la clase 14. Más aún, dadas tres magitudes 

de masa satisfaciendo las desigualdades I) y 2) existe, o bien el cuerpo paralelo de un 

cuerpo gorra de la esfera o el cuerpo paralelo de una figura convexa plana, que. realiza 

estas magnitudes; ambos tipos de cuerpos pertenecen a la clase Ro. 	 • 
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Apéndice A 

Simetrización de Steiner 

A lo largo de este apéndice k denotara la esfera sólida de radio 1. 

Teorema 1 Sean A, II dos cuerpos convexos. Entonces 

1) D(A) C E(B) si A C B. 

E(K) = K si el centro de K esta en E. 

3) E(AA) = A E(A), si ó E E. 

4) DA) + E(B) c 	+ I3), si ó E E . 

5) E(/1)5 C DA5), si ó E E 

Demostración: 1) y 2) se prueban sin dificultad a partir de la definición. 

  

3) primero veamos que A E(A) C E(AA). Supongamos que ó E E, dOnde E es 

el plano de simetría. Sea Ax E A D(A) con x E E(A), considere la recta Gx qUe 

pasa por x y es ortogonal a E, entonces (4 n E(A) es congruente a Gx  n A, con 

x E G„ nE(A). 

Ahora considere el segmento 1(Gx  n  A) C AA, y la recta L que lo contiene, observe 

que ay y L son rectas paralelas y además L = .\Gx , de aquí que Affir  n DA»  sea 

la 	 1, simetrizacidn del segmento n(AA) y como Ax E A(G, n DAD, kr E ,(AA). 
Para la otra contención observe que acabamos de probar que para todo 7 > O y 13 E 1(: 

E(B) C E(7B), ahora sea 1=1 yB = AA. 
Líli Sea 1 E D(A) + E(B), 6 r p q, con p E DM, q E E(B). 

Por Gt , Gp  y G, vamos a denotar las lineas de simetría que pasan por 1, p y q re 

spectivamente (ver 3) ). 1 E omn(p)  (E(B)naj. Esta es una suma de 

77 
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intervalos paralelos y simetricos con respecto a E, entonces su suma es un intervalo 

simetrico a E (o E E) y de longitud la suma de las longitudes de los intervalos in-

volucrados. Más aún este intervalo esta ea GI , excepto por esta última simetría, es 

igual a la suma (A n  Ge)-1- (B n  Ge ). De aquí que 

E ((A nG„) + (BriG,))=.((>2(A)nG„)+(E(B)na,,) 

por lo tanto 1 E ((E(A)nGe) (E(B)(1G,,) C 	+ B)  
,5) 
	

Esta es una consecuencia inmediata de 4 haciendo 13 = Ks y usando 2). 	■ 

Teorema 2 de continuidad 
Sea { /In  LEN  una sucesión convergente de cuerpos convexos con límite el cuerpo 

convexo A. Entonces {E(A„)},,EIN  converge a E(A). 

{A^}nEINI { l3„} „E IN sucesiones con límite Ay B respectivamente, entonces 
(A,, 1/„LEIN  converge a A B. 
Demostración:  rifi  Sin perdida ele generalidad podernos suponer que ó E i1 ()E, 
donde E es el plano de simetría. 
Por lo tanto existen dos esferas sólidas K„, Ko de radios O < a < fi con centro en ó 
tal que KA A 1Kp. 

Corno (A,,),,Eir,i  converge a A, existe N E IN tal que para toda n > N se tiene 
K„CA, C Kp. 

Por el teorema anterior, Ka  C D(A) C 	y Ko C E(An) C Ko. 
Sea e > O, entonces existe Al, tal que A C (A„), y A„ C A„ Para toda n > M, (por 
definición de la marica de Ilausdorff). 
Por 1) del último teorema de aproximación poliedro' tenemos que A, c (1 1) A, 
pero A„ C A, por ,lo tanto (A,,) C (I + 9 A. Entonces 

E(A„) c E (o -f. A) 	+ DA) 

usando 2) del último teorema <le aproximación poliedro', tenemos que 
(1 + 9 E(A) c (E(A))n. Por lo tanto E(A„) C (E(A))a. 
Por otro lado (A„), C (I 9 A,,, pero A C (A„)„ entonces A c (1 + 	A„, 
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se sigue que 

2(A) c 	((i iej n ) = 	+ (Ly ) 	( „ ) c 	( A „ )1 

Por lo tanto E(A) C (E(An))th. Entonces d(E(A),E(A„)) < 1, o sea 

{E(.1„)),,ew  converge a E(A). 

Sea t > O, como {AninEIN converge a A existe N1  E N tal que /1„ C A, = 

A + E y análogamente existe Nl  E IN tal que Bn  C B, = B + A', de aquí que 

/1„ + B„ C (A + ti,) + (B + ti,) = (A + 	+ K2, para toda n > max(N1 , N2). 

Análogamente A + B C (An + Bn) + 	por lo tanto d(A + B, A„ + Bn) < 21, 

entonces (An  +13,,)„eiN  converge a A + B. 
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Apéndice B 

Volumenes Mixtos. 

El profundo y misterioso concepto de vobimen mixto fue elaborado por II. Minkowski 

en el año de 1900. Al respecto, es interesante la carta que II. Minkowski le envía 

David Ifilbert en donde le comunica acerca de este descubrimiento. Como veremos a 

continuación, el concepto de volúmen mixto nos permitirá, de manera un tanto miste-

riosa, probar varios teoremas clásicos sobre volúmenes de cuerpos de ancho constante. 

Sea K" el espacio de todos los cuerpos convexos de dimensión menor o igual a n con 

la rnetrica de Ilausdorff. Para toda A e K,n, denotamos por V(A) el volúmen n-

dimensional de A y por S(A) el área (n — 1)— dimensional de su superficie. Recuerde 

que K denota la esfera sólida de radio uno. 

Definición 1 Un voló:nen mixto es una funcional no negativa de cuerpos convexos. 

V : (K")" --> lt 

que satisface las siguientes propiedades: 

í) 	V es multílineal. es decir 

= 	 A„), <0. 

= V(A1,.. • , Ah— A,,) 	V(A1,.. • 	• • ,A.). 

ii) 1' rs simétrico, es decir 

iii) V(A, A. A) = V(A). 
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Teorema 3 Si Ves un voldmen mixto, entonces V es una funcional continua en 

todas sus variables. 	 • 

Teorema 4 Para todo voldmen mixto se tiene que: 

V(A,... , A, K) = 
S(A) 

 

El siguiente resultado es bastante sorprendente. 

Teorema 5 Para cada dimensión n existe una única funcional V que satisface las 

condiciones i), ii) y iii) de la definición, y que por lo tanto es un volúmen mixto. • 

Debido al teorema anterior, hablaremos del volúmen mixto n-dimensional y no de 

un volúmen mixto. 

Teorema 6 Sea V el volúmen mirto n-dimensional, entonces 

cuando A;  C 

Es claro que estamos suponiendo la existencia de el volúmen mixto n-dimensional. 

Esta existencia se puede probar rigurosamente. 	 • 

Definición 2 Para ni un entero entre O y n, sea 

W„,(A) = V(A,... , A, K,. . , K ) 

en donde en el vollímen mirto anterior aparece n-in A 's y m K 's. 

De este modo Wo(A) = V(A), WI (A) = 1(7)Y y W„(A) = V(E). Si n=3 en- 

tonces Wo(A) = V(A, A, A) = V(A), 1171 (A) = V(A, A, E) = s1, W2(A) = 

V(A, 	 =V(K,K,K)= ir.  

Si n=.2 entonces Wo(A) = V( A, A) = A(A) (área de A) Wi  (A) = V(A, K) = 

• 
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(perímetro de A) y W2(A) = V(K, K) = 7r. 

Las funcionales de IVE  (A) son conocidas copio las magnitudes fundamentales de masa 

del cuerpo convexo A. 

Teorema 7 Sean A1, 	, A, cuerpos convexos (le dimensión menor o igual a n, 

, A r  reales positivos y V el volómen mixto n-dimensional. Entonces V(A,A 

• • • + Ar Ar ) es un polinomio homogéneo de grado n, en las variables 

l'ara ilustrar este teorema vamos a considerar los casos n=2 y 3. 

Sea n=2, A, B E K:2, x, y E 111+, 

A(xA + yB) 	l'(xA + yB) = V(xA + yB, xA + yB) 

A(zA + yB) = V(A)x2  + 2V(A, B)xy + V(B)y2 	 (22) 

1 
—
2 

P(x A + yB) = V (x A + yB, K) = V(A, K)x + V(B, K)y 

1 	1 
= 	

2 
l'(A)x + — 

2 
P(B)y 

P(x A + yB) = P(A)x + P(B)y 

Ahora veamos el caso n=3. 

Sean A,B E K , x, y E 111+. 

(23) 

V(xA + yB) = V(rA + yB, xA + yB, xA + yB) 

V(xA + yB) = V(A)x3  + 3V(A, A, B)x2y + 3 V(A, B, B)ry2  + V(B)y3(24) 
1 
—
3 
S(xA + yB) = V(xA + yB, xA + yB, K) 

= 	V( A, A, K).x2  + 2V(A, 13, K)xy + V(B, 13, K)y2  
1  

= 
3
—S(A).r2  + 2V(A, 13, K)xy + 

3
—S(B)y2  

S(xA yB) 	S(A)x2  + 6V(A, B, K)xy + S(B)y2 	 (25) 

3
A.I(xA + y13) = V(xA+yB,K,K) 	xV(A, K, K ) + yV(13, K, K) 

(x A + y13) 

1 
— Al( A)x + 

1  
—1/(B)y 

= A(A)x + ilf(B)y (26) 
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• 

Como una aplicación de vollímenes mixtos, probaremos un teorema clásico sobre 

el voltimen de cuerpos de ancho constante. 

Teorema 8 de Blasehke 

Sea A un cuerpo convexo tridimensional de ancho constante h. Entonces 

3hS(A) —6V(A) = 27re y 	= 27rh, 

Demostración: 

Como A es de ancho constante h, -A también es de ancho constante It y por lo tanto 

A-A es de ancho constante 2h ver la observación al final del teo. 1.1.6, además A-A 

es centralmente simétrico en el origen (es decir si x E A — A, —x E A — A), pero si 

A-A es un cuerpo de ancho constante 2h, entonces A-A es una esfera sólida (le ancho 

211 (o sea de radio It). Por lo tanto 

A A = hK 

Entonces para todo t E [Oi l], se tiene la igualdad 

(1 — I)A IA 	(1. — 2/)A thK, ya que 

(1 —1)A — IA = ((1 —2/)A tA)+1(—A) 

= (I — 2t)A -1- (IA /(—A)) = 1 — 2I)A I(A — A) 

= (1 — 2I)A +thK 

De aquí que para todo 1 E [0,11 

S ((I — 1)A — tA) = S ((I 	2t)A thK) 
	

(27) 

	

((I — 1)A — 1A) = 	((I — 2/)A thK) 
	

(28) 



8.5 

Usando la igualdad 25 y la igualdad 27 obtenemos los polinomios 

(1) = S(A)( I — 1)2  6V(A, —A, K)1(1 — t)-1- S(—A)(2  

P2(1) = S(A)(1 21) 2  6V(A, K, 1‘)th(1 — 21)+ S(K )12  h 2  

pero S(—A) = S(A), 3V(A, K, K) = 411(A), S(K) 

Mi) = [28(A) — (;1/(A, —A, K))12  + (6V(A, —A, K) 2,9(A))1 + S(A) 

P2(1) = [In.h2  -1- IS(A) 1201(A)} 	(2hM(A) — 48(A)) S(A) 

P y P2  coinciden si t E [0,1J por lo tanto coinciden si t E IR, entonces sus coeficientes 

son iguales. 

28(A) — 6V(A, —A, K) = 	+ 4S(A) — 411/11(A) 

6V(A, —A, K) — 25(A) = 204(A) --1S(A) 

Sumando estas igualdades obtenemos ,11(A) = 27rh. 

Ahora desarrollemos la igualdad 28 usando la igualdad 24 para obtener los polinomios 

P3(l)(1. —1)3 V(A)+3(1 —1)21V( A, A, —A) 3(1 — 0121 / (A, — A, — A) +13V (— A). 

P.1(1) = (1 —203  V(A)+3(1-21)214 V(A, A, K)+3(1-2012  h2V (A, K, K)+13h3V(K). 

recuerde que 3V(A, K,K) = M(A) = 27rh, V (K) = 17, 3V(A, A, K) = S(A), 

V(—A) = V(A) 

P3(1) = [3V(A, A. —A) — 3V(A, —A, —A))13  

E3V(A) 6V(A, A, —A) + 3V(A, —A, —A)) / 2  + 

[-3V(A) 311(A, A, —A)It 	'(A). 

P4(1) = PV(A) + tlbS(A) 2h2.1/(A) + 1.7rh31 + 

[1211(A) —1/1S(A) r h.2 ,11(A)1I2 	[-61'(A) -1. hS(A)1 I t V(A). 
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Estos polinomios coinciden para t E [0,1 por lo tanto coinciden para todo t E IR, 

entonces sus coeficientes son iguales. 

3V(A, A, —A) — 3V(A, —A, --A) = --8V(A) + 4hS(A) -• 2h2 M(A) + ; 1r113  

3V(A) — 6V(A, A, —A) + 3V(A, —A, —A) = 12V(A) — 4hS(A) + h'.111(A) 

—3V(A) + 3V(A, A, —A) = —fiV(A)+ hS(A) 

sumando estas igualdades y sustituyendo M(A) = 27rh, obtenemos 

3hS(A) — 6V(A) = 2r113  
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