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Capitulo 1

Introduccién

1.1 Imtroduccién

Il fenénieno de conveceién natnral se puede encontrar en distintos campos de
la ciencia como en I astrofisica y ia geofisica, y en muchas aplicaciones indus-
triales como la combustion, construecién de estanques solaves, sistemas de aire
acondicionado, reactores nucleares y en ia microelectrénica.

En la industria de la microelectrénica se requiere de cristales semiconducto-
res de alta calidad para la construceidn de cireniios integrados, ste material
se obtiene por el crecimiento de cristales de sificio. Desde hace mads de 20 afios
se ha investigado el fendmeno de erechniento de cristales y se sube que el inovi-
miento convectivo juega un papel muy importante en la transfereneia de ealor
y masa durante el proceso de solidificacion de éstos. Eutonces, es claro que un
entenditmiento detallado del finjo del fluido en las configuraciones de crecimiento
de cristales es de mucha importancia. En estudios recientes la atencidn se ha
enfocado en el efecto que provocan las fronteras laterales sobre la estabilidad y
la forma del movimiento convectivo, en particular en geometrias rectangulares
y cilindricas de razén de aspecto pequeiias, pues el ereciiiento de cristales se
leva a cabo generalinente en cavidades con este tipo de geometria, La téenica
estandar para el erecimiento de cristales es primero calentar el material hasta
una cierta temperatura a la cual se lioia, y entoneces solidificarlo mediante un
enfriamiento adecnado, Cuando el imaterial se licda, se presentan gradientes de
temperalira altos y debido a la fierza de gravedad se desarrolla un flujo de
conveceidn, La interaccidn del movimiento conveetivo con la solidificacion es
muy complejn, y se ha sugerido que la irregularidad del movimiento puede ser
responsable de ciertas inhomogeneidades en los cristales. Esta idea origing la
reconendacién de hacer crecer ecristales en condiciones de microgravedad para
suprimir fuerzas de cuerpo y consecuentemente el flujo convectivo. Una pro-
puesta concreta fie crecer cristales en estaciones espaciales en drhita. Aunque
desde el punte de vista de la estructura cristalina esto es deseable, el costo de
los eristales producidos con este procedimiento es nmy alto,
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Una propuesta alternativa es hacer que ef movimdento convectiva sea fu mids
regular posible. Bn experimentos exploratorios, se deseubrid que algunos eris-
tales generados en sistemtas rolatorivs presentan una inayor pureza. A primera
vista este resultado pareceria contradecir el comentario del parrafo anterior,
pies en o sistenia en rotacion, a la fuerza de geavedad se anaden las fuerzas de
cuerpo debidas a los efectos centrilugo y de Coriolis. En principio se esperaria
que el inovimienio convectivo fitera wids irregular, sin embargo, andlisis detalla-
dos indican que hajo algunas vondiciones, aitadir otvas fuerzas de cuerpo puede
tener un efecto estabilizador. Un arreglo tipieo usado para crecer cristales en
centrifugas se muestra esquentiticamente en la fignra 1.1 En estos sistemnas 1o
(ue se intenta es que la resultante de la suma de la aceleracidn de la gravedad
mas Ia aceleracion centriluga quede orientada de tal forma que sea antiparalela
al gradiente de temperaturas. Aunque se ha encontrado que la aceleracion de
Coriolis puede reducir Tas oscilaciones del lujo, el fendieno estd lejos de ser
sbalmente comprendido. En esta tesis se estwdian algmos aspeetos del {lujo
convectivo en sistemas en rotacidn, aunqgue debido a la dificultad, no se analiza
la solidificacion, Bsto ditimo serd tema de un estudio futyro,

En este trabajo se estudia también el caso evando el sisteima conveetivo
rota entorito del eje vertical de la cavidad, Este tipo de sisteinas convectivos
en rotacion son de gran interés y se presentan en problentas de Geolfsica. La
combinacidn de {a conveceidn y la fuerza de Coriolis es fndamental en estos
sistemas. Una idealizacion de este tipo de problemas se puede hacer estudiando
un {luido entre dos placas, ealentado desde abajo, y que rota alrededor de un
eje vertical paralelo al gradieute de temperaturas,

Qb(ﬂi

Figura 1.1: Geometria de la centrifuga usada en expetimentos de erecimiento
de cristales.



B esta tesis se hace wn estadio nmérico de la canveeeidn nataral en au
prista rectangnlar de razones de aspecto Ay = 08, Ay = L0y A, = 0.5 La
razdu de aspecto se define como ;= 7’:—; donde 1 es a longitnd del prisina
et direceion del eje j, con = x,y, 2. Estudiamos dos casos: en el pritiero ol
eje de rotacidn wy estd orientado en la direceidn vertival y. Eu el segindo caso
ol eje de ratacidn esta alienado a lo largo del eje horizontal 2.

Se supone que el contenedor esta Heno con ni fluido newloniano incomypre-
sible, Se asumie también que la aproximacion de Boussinesq es vithida. Las
paredes pequeiias del prisima se mantienen a temperatura constante pero distin-
ta, generando un gradiente Je temperaturas. Las paredes restantes se suponen
adiabdticas. Las ecunciones que gobiernan el fendmeno con estas condiciones
son 1o lineales, avopladas y de segundo orden. Como hasta aliora no se conoee
una solueisn analitica, se reeurre a un método munudrico para abtener soluciones
aproxiadas. Bl método que se usa parit fa discretizictdn es ¢l de volumen de
contral o valnen linito, descrito por Patankar {25).

I8 principal objetiva de esta tesis es estudiar Jos efectos que producen las
fuerzas de cnerpo debidas a la rotacidn sobre ol flujo convectivo que se genera
ent a cavidad, especialmente los efectos de Ja fuerza de Coriolis.

1.2 Revisién Bibliografica

a) Conveccion nafural sin rofacidn.

Desde los experimentos de Bénard (1900), ol anilisis de fa conveceidn en pla-
ens planas paralelas infinitas calentadas desde abajo (couveceion de Rayleigh-
Bénard) hu sido objeto de muchos estudios tedricos y experimentales, En estos
estudios se han analizado aspectos fundantentiles como la inestabilidad convee-
tiva, las transiciones de no movindento a maviniento, y de movimiento periddico
a o periddicn, la influencia de las fronteras y de lus condiciones iniciades en la
forma del flujo. Chandrasekhar 5], por ejemplo, realizé un estudio tedrico de
[a conveccidn natural de un fluido entre dos placas paralelas infinitas en reposo.
Hacienda una linealizacién de las ceunciones de conservacidn, enenentra gue of
valor del printer wimero de Rayleigh erftico es de 1707.752. Drazin [8] presenta
una descripeidn moderna del problema.

Recieatemente, el estudio se ha voncentrado particularniente en geometifas
rectangulares y eilindricas de rawdn de aspecto pequetias, Con estas geometrfas,
las ecuaciones que gobiernat el problema dificilinente pueden ser linealizadas
para haver un andlisis similar a los que se han hecho con placas paralelas infi-
nitas. Las ecunciones po tienen soluctdn analitica, por lo que generalimente el
fondineno se sinla a través de wétados mundricos. Bstos mélodos requieren
de un gran pader de vdlenfo por 1o que se programan en eddigos que se ejecutan
en podetosas supercomputadoras. En los iltimos 10 afios se han desarrollado
programas que resuelven nmnéricmente las ecnaciones de masa, de cantidad
de movimiento y de energia, Neumann [22] vtilizé un cddigo que resuelve las



ecuaciones de conservacion por el Método huplicito de Diferencias Finitas (hu-
plicit Finite Difference Method) para hacer un estudio nninérico de b conveecidn
estacionaria y oscilatoria en cilindros vertivides calentados desde abajo. Las pro-
diceiones de Newmann tienen buen acuerdo eon las teorias de estabilidad lineal
y con experimentos de crecimiento de eristales, en donde fa conveecidn es pro-
vocada por gradientes de temperatura verticales desestabilizadores. Por su fado
Yang y colaboradores desarrollaron un prograa simifar basado en el Método
de Voluen Finito o Volnnen de Control. Con este cédigo, Mukutinoni {17] y
‘ang {18], estudiaron las bifurcaciones del estado estacionario del flnjo a flujo
oscilatorio de fa conveccion de Rayleigh-Bénard en cavidades de razén de as-
pecto pequena. Mokutimoni encontrd que la frecuencia de oscilacion del fhijo
depende del miniero de Rayleigh. Mukatinoni y Yang realizaron estudios e
refinamicnto de nalla y concluyeron que nia malla de 207 es suficiente para que
los resullados coneverden cualitativa y cuantitativamente con resultados expe-
rimentales para minteros de Rayleigh menores al segundo minero de Rayleigh
eritico,

b) Rolacion alrededor de un cje vertical,

Pstudiar los efectos de la rotacion alrededor de un eje vertical sobre la con-
veceidn Lérmiea, Liene atractivo experimental e interds tedrico debido a que estos
efectos se presentan en Hujos geolisicos, En tales fhtjos es iniportante entender
cdmo ta fnerza de Coriolis influencia las propicdades de transporte y la estruce-
tura de la conveccidn térimica. La conveceion en rotacidn proveé también un
sistema en e} cnal se puecen estudiar inestabilidades hidvodindinicas, la forma-
cidn de putrones, el caos espacio-teniporal y transicioties a turbulencia. Fluidos
entre dos placas horizontales, calentados desde abajo y que rotan alrededor de
st eje vertical preden verse como una idealizacidu de distintos problemas de
geofisica. Por esta razén muchos nvestigadores hacen estudios en gepmetring
cilindricas y rectangulares de razdn de aspecto pequein. Uno de los primeros
trabajos experinientales de conveceidn en sistenas rotatorios fue realizado por
Morris {16}, quien investigd la influencia de fa rotacidn sobre el flujo conveeti-
vo deniro de un tubo que rota alrededor de su cje verticnl y que estd sujeto a
un gradiente de temperaturas unifornie. Observé gue la rotacién induce una
seginda conveceidn del finjo en of plano perpendicnlar al eje de rotacidn. Bn
un experimento similar, Zhong, Ecke y Steinberg {33}, mediante un visualiza-
cidn optica encontraron que existe una frecuencia de precesion en el patrén de
flujo en planas perpendicniares al eje de rotacidn. Esta precesién puede verse
conto la segunda conveccidn encontrada por Morris. Observaron gne cuando el
niimero de Taylor es menor que 8500 fa razén entre la aceleracion centrifuga y la
gravedad es menor que 0.01, lo eval permite despreciar fa aceleracidn centrifu-
ga. Siguiendo estos experimentos, Goldstein, Knobloch, Mercader y Net [10],
realizaron estudios mnméricos del problema. La precesion del finjo en planos
perpendiculares al eje rotacion se presentd de ignal forma que en estudios ante-
riores realizados por Morris [16] y Zhong [33], y encontraron que la precesion es
contriaria a lu rotacion de In cavidad y que I velocidad de precesidn se amortigua

8



conforine Ia razén de aspecro tiende o infinito. En otros esnidios experiinenta-
les, Ning y Feke (véanse  [28] ¥y [24]), obtuvieron una precesion similar, Los
resultivlos que encontraron para ol Rayleigh eritico, Ia frecuencia de precesidn
¥ el mimero de modos normales conenerdan con estudios experimentales,

¢) Rotacion alrededor de an eje horrzontal.

Los efectos de rotaciones externas sobre la conveceion naral en el creei-
mwiento de eristales son, al ignal que los flujos geofisicos, de mucho interds, A
finales de 1965 el quimico Panl Shhichta, realizando estudios con una solucion
de hemaogobling, observd gue una capa roja de las moléenlas de la proteisa se
aghitinaba en el fondo del tibo evando este se eofoeabi en una centrifuga, mien-
tras que una solueion clara sin color emergia hacia In parte superior del tubo.
Una seana despuds, s interds en el estudio de eristales lo Heva a creeer éstos
en centrifugas obteniendo cristales mads uniformes que los que se ereefan alecta-
dos sdlo por la gravedad de fa tierra. Este descubrinniento proveed que wuchos
cientificos, que hasta entonees realizaban experiientos en condiciones de mi-
crogravedad para evitar la conveccion, empezaran a investigar el creeiiento de
cristales en centrifugas, es decir en condiciones de alta gravedad {véase Amna-
to [1]). Bn lamayoria de Jos estudios que se realizabian en condiciones de alta
gravedad, s¢ observd que la mejoria en los materiales que se erecian dependia
fuertemente de fa magnitad de Taaceleracion centrifuga, pero no estaba darg el
porque de este comportamiento.

A pesar de lo obscuro de este comportaiento, se empezaron a hacer avances
tedricos en el campo de la alta gravedad, Miller {20] hizo estudios en micro y
alta gravedad y observd que la conveeridn puede ser evitada cuando L gravedad
se rediee. Pero tamhién notd que se pueden obtener flujos conveetivos estables
en condiciones de alta gravedad, Miiller pensaba que la fuerza de Corlolis era fa
cansante de que los Hlujos convectivos se estahilizaran enando se ponian a rotar,
nestudios posteriores, junto con Weber y Nennyun [30], Miiller fuvestigd fa
inflrencia estabilizadora de {a fuerza de Coriolis. Encontraron que Ia fuerza de
Corivlis provoca dos estados de flujo mny distintos dependiendo si L rotacidn
del flujo es en el mismo sentido (1) v opuesto (H) afa direceidn de rotacion de
la centrifuga. Bl tipo (1) es stinilar al que se ohserva nonnabmente cuando el
contenedor estd estdtico, mientras que el tipo (1) es observado sélamente en Ja
centrifuga y tiene un rango de conveceidn estacionarin muy largo el cual puede
ser usado para hacer crecer cristales libres de impurezas. Los resultados de su
estidio estin en perfecto acuerdo con experimentos y modelos nmnéricos de
erecimento de cristales observados en Jos dltimos 15 ajos.

De igual formia que muchos otros en el campo, Hegel del Instituto de In-
vestigacion Espacial de Mosei y Rodot del Centro Nacional de Investigacion
Cientifica de Franeia, descubrieron el atractivo de lu alta gravedad mientras
hacian experimentos en condiciones de microgravedad. En un estudio de creci-
mento de cristales en centrifugas, encontraron que la rotacion cambia potable-
mente el régimen de conveccidn en el flnido (ver Rodot [27]). Observaron que
para wn ntinero bien definido de la aceleracion eentrifuga, los eristales eran mis



perfecios y las impurezas que se encontraban tenfan una forma similar o las que
se obtenfan en condiciones de microgravedad, y ademds, este comportamiento
no dependfa del material ni de la geometria. Por otra parte, Regel {26] rea-
lizd un estudies numérico del modelo de crecimento de eristales en centrifugas,
en donde encontrd un pardmetro adimensional quie indica el régimen del flujo.
Este pardmetro representa la razdn de la aceleracién centrifuga entre la vesul-
tante de la suma vectorial de la aceleracidn centrifugn mds la aceleracion de la
gravedad, Otros parimetros fisicos y su orden de magnitud fueron estudiados
por Fikri y Labrosse [9] signiendo los estudios de Regel y Rodot. Bu este awili-
sis, Fikri y Labrosse observaron gue la fiuerza de Coriolis deflecta las isolineas
de temperatura,

La atenuacidn de las oscilaciones de la temperatura en un thyjo convectivo
natural en una centrifuga, la observaron tanbicn Williams, Chevy, Bobéche y
Rodot [31]. La visualizacidn de sus experiinentos confirman el andlisis monérico
hecho por diferentes investigadores, especiahimente el que hicieran Weher, New-
mann y Mitller [30], quienes explican que la transicién no estable a estable en un
flnido sujeto a un gradiente térimico desestabilizador, se debe a la influencia de
la fuerza de Coriolis. Weber arguimenta que la fuerza de Coriolis increnienta la
friveidn y promneve el intercambio de ealor; ambos efectos amortiguan la con-
veceion e incrementan la estabilidad del flujo. Willians [31] en vez de considerar
el incremento de la friccion, adopta el argmmento de Fikri [9] y Ma [15], quienes
proponen que la transicion del estulo no estacionario al estado estacionario se
debe a la presencia de la fuerza de Coriolis, la cual deflecta Tas lineas de flujo
en una estruetura organizada que es independiente del tiempo.

]
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Capitulo 2

Modelo Teorico

I modelo tedrico de este probletna se basi en las ecuaciones de balance de masa,
antidad de movimiento y energia, asi como en la ecuacion de estado del fluido.
La oblencidn de estas ecuaciones pnede encontrarse en diferentes libros de texto
{vednse por ejemplo Currie [6] y Chaudrasekhar [5]). Aqni se hard fa deduccidn
de las ecuaciones en general, para luego Hevarlas a los casos particulares que nos
interesin,

2.1 Ecuaciones de Balance
Existen dos sistemnas de coordenadas que pueden ser empleados para oblener
las eenaciones de balance: el enleriano y o lagrangiane. Bn coordenadas cule-
rianas, la derivacion de las ecuaciones se hace fijando la atencion en of fluido
gue atraviesa un vohmien de control que estd fijo en el espacio, Bl fluido que
estid dentra del volunten de control en un ecierto instante, cs distinto del que
estaba dentro del nmisino voluinen en el instante previo, En este sistema las vie
riables independientes son las coordenadas espaciales 2, y y z y of temmpo £, Bn
el enfoque tagrangiano, a atencidn se fija sobre una masa particular de finido
considerando siempre las mismas particulas, Los principios de badance se apli-
can o este particular elemento de fhuido, conforine éste Huye, para obtener un
conjunto de ecuaciones bisicas de balance en coordenadas lagrangianas, En este
sishema Jas variables independientes sou @y, iy, 20 ¥ {, donde xq, 5o ¥ 20 son las
coordenadas que especifican la posicién por donde el elemento de fluido pasé en
el instante de tiempo Ly, Esto es, las coordenadas ay, yo y 20 identifican que
elemento de fluido se estd considerando, y 1 identifica su posicién instantinea.
Yara derivar las ecuaciones bisicas de halance, en este capiiulo, se hace uso
del sistema lagrangiano de coordenadas, La relacin entre el sistema euleriang
y el lagrangiano es:

Do o da da Ja
+ lUT,
dz

e T Ty

t



donde « ex enalguier variable de campa (p, 70w, eted oy vy vy w son fas
cottponentes de la velocidad. Bl térining Da /DU expresa fa razon de eambio
totad de o en wi sistema Jagrangiano para i elemsento de flnido en ténnimaos ide
tas derivadas enlerianas da /il y dacfide, dafidy y i filz. En Torma veetorial,

fa ecnacion anterior se escribe comno;

Do da -
T + (17 V)a.

Alternativamnente, usando las conveecidn de Einstein donde fndices repetidos
se stnan, la forma tensorial de a relacion anterior se escribe coto:

Da  da da

—— = e o
ol a g
e donde se usan las coordenadas espaciales 2y, 2o v g en lugar de las corpes-
pondientes &, y y 2, ¥ las componentes de velocidad uy, 12 y ug on lugar de u,
vy w. Se usard esta potacion en la derivacian de las ecuaciones de esti secetdn.

a) Ecuacion de Balance de Masa

Considérese una masa de fluido cuyo volumien V se seleceiona arbitrariaimen-
te. Si se ohserva como esti porcion de fluida fhiye con el tienipo, se encuentra
gue sg volumen y su forma cambian, pero st masa permanecerid invariable, Este
os el principio de ronservacidn de masa que se aplica a fuidos en donde no se
presentan reaceiones nucleares, La equivalencia inatemdtica de este principio
dice que la derivada lagrangiana D/Dt de Ja wasa de fluido contenida en V)
f‘, pdV s igual a cero, esto es:

D f .
m./‘/ pdV = 0.

lista ecnacion se puede convertir en nna integral de vohwmen, en donde ol
integrando contiene sélamente derivadas enlerianas, ussdo of teoreina de trans-
porte de Reynolds, Este tearenta, en forma tensorial, se eseribe conto:

D {Ja o
Zf adv = [ 1L ] av.
il '/‘:(lt‘ [ {l')/ +(”J*k(“"‘)} dl

donde « es cualquier propiedad del thuido (ver Currie [0]).
La propiedad del fuido, en este caso, es la densidad p, entonees, utilizando
el teorenia de transporte de Reynolds tencinos que:

n [(")/x {
- v = o2 unlav =,
o)y pell /‘,, L + Drr (/nu,)] dV =)



Ahora bidn, comno el volmnen puede ser seleccionado arbitrariantente, la in-
tegral anterior sélo puede ser cero si el integrando vale cero, s decir:

dp d
= op = (pup) = 0, 2
i t ixy, () (2.1)

Lavecnacidon 2.1 es conocida como la ceuacion de halance de niasa o ecuacion
de continuidad,

b) Beuacion de Balance de Cantidad de Movimiento

I prineipio de balance de cantidad movhniento es, en efecto, una aplicacion
de Ia segunda ley de Newton a wn elemento de fluido.  Esto es, euando se
considera una cierta poreion de fluido, se alirma que la razén a la cual la canticdad
de movimiento estd cambiando, es ignal ala fuerza neta externa actuando sobye
In inasa de fluido.  Las fuerzas externas que pueden actuar sobre una inasa
de fluido se clasilican en fuerzas de cuerpo, tales como la fuerza gravitacional
y/o fuerzas electromagnétivas, y en fuerzas de superficie tales comno las fuerzas
de presién o fuerzas viscosas. Entonces, si f es un vertor gite representa la
resultante de las fierzas de euerpo por unidad de masa, la fuerza neta externa
actiando sobre una masa de volumen V serd f, pfdV. También, si I es un
veetor que representa la resultante de las fuerzas de superficie por mnidad de
drea, la fuerza neta de superficie actuando sobre S es [ AdS.

De acuerdo con el principio del pirrafo anterior, la swma de las fuerzas resul-
tantes antes evaluadas, es igual ala razon de cambio de cantidad de novimiento.
La masa por nnidad de volumen es p y su cantidad de movimiento pii, asf que
la cantidad de movimiento contenida en el vohumen V es [, pidV. Por lo tan-
to, la razén de cambio de eantidad de movimiento de la masa contenila en V
serd [y, pitdyv.

Asi, ln eenacién wmatemdtica que resulta de imponer la ley fisica e balance
de cantidad de movimiento es:

I) / i / s / i
— pidV = | PdS + W dV,
Dt = R e

Bl vector ? puede ser relacionado con el tensor de esluerzos a5, con i,j =
1,2,3, como sigue: en general a5 tene mueve comsponentes en cualguier punto,
nua norntal y dos cortantes sobre cada plano coordenado. Fstas nueve compo-
nentes son ilustradas fAcilmente usando un elemento aibico, vomo se inuestra
en la figura 2.1, a5 actiia sobre un punto enando el volumen del enbo tiende a
cero, [n la figura 2.1, las tres componentes actuando sobre el plano 2y = cte,
s0n ayy, a2 Y 0.

Dado que el vector normal unitario sobre este plano es ny, la fuerza resul-
Lante actuaindo en la diveccion &y es Py = aypny. De la misina fora, las fuerzas
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Figura 2.1: Componentes del tensor de esluerzos,

actuando en fas direcciones 2y y wy son Py = oy y Ps = opgn) respectiva-
mente, Nétese que Py, 4y Py actiian sobre el plano 2y = cte. Enfonees, para
una superficie orientada arbitrariamente cuya normal unitaria tiene las compo-
nentes g, ng Y g, la fuersa de superficie estd dada por I = o0 en donde i
se suma de [ a 3. De esta manera, la ecuacidn en notacion tensarial que expresa
fa balance de cantidad de movimiento es:

D . .
-[_)—I/;; pujdV :/; oijinds +/P plidV.

) lado izquierdo de esta viltima ccuacién puede ser desarroliado en derivadas
cartesianas usando el teorema de trausporie de Reynolds, También In integral
de superficie del lado derecho se puede translormar en una integral de volunes
mediante fa aplicacion del tcorema de Gauss, De esta forma, la ecuncidn de
batance de cantidad de movimiento se transforina en:

o d ()0('
L pug) 4 ——(pujie)| dV = | =ZLay AV
/;/ [i)l (puj} + Der (/’“J‘lk)] di /V P o +/‘-, pfidV.

Tadas estas integrales de volumen se pueden agrupar y expresar en la forma
Jy JdV = 0, donde o) integrando es una ecuacién diferencial en coordenadas
artesianas, lgual que antes, la eleceidn arbitraria del volmnen Voiniplica gue
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el integrando debe ser vero. Esto da la siguiente ecuacion dilerencial:
g

I ('fﬂ,"
5}'(/!“1‘) -} '(.»T';;(I’”j”k) = ‘()_[—':J. +/)fj'

Desarrollando el lado izquierdo de Lailtiia expresidn, y sustituyendo la ecna-
cidn 2.1, obtenemos la forma diferencial de la ecuacion de balanee de cantidad
e movimiento:

/

('fllj ("Uj (.)ﬂ,'j 9
— el B i 2.2
[ o iy ():z:k] da; +rl; (2:2)

En el lado izquierdo de esta ccuncidn se tiene en el primer término a la ace-
leracion temporal y en el segundo término a la aceleracién convectiva, Del lado
derecho, el pritmer ténnina correspoide a las fuerzas de superficie y el segundo
corresponde n las componentes de las fuerzas de cuerpo externas. o5 es el tensor
de esfuerzos que para in Huido newtoniano se define como

My O 2 Juy .

= —=phy; — e e | by 2.
7ij Poij + ((’)u',j + ("h:,») I%“(’)urk ij (234)

donde pes la presién hidrostiatica y gt la viscosidad dindmica, (vedse Currie [6]).
ista es la relacién constitutiva gue vige al flujo.

¢) Eeuacidn de Balance de Energfa

Para obtener la ecuacidn de balance de energia, hacemos uso de la prinera
ley de la lermodindmica aplicada a un elemento de fluido. Esla ley nos dice
e el eanbio en la energia interna de una porcion de fluido, debido a un cierto
evento, s igual a la suma del trabajo lotal hecho sobre el sistemna durante el
curso de este evento, mds el calor total que se haya adicionado o extraido al
sistema.

Consideretnos cualquier mnasa de fluido arbitraria de volumen V. La energia
total de esta masa por unidad de volumen es p(e+$ii-i7), donde e es la energfa in-
terna especifica, Asi, la energia total contenida dentro de V es Jy ple 3@y,
Como se establecid antes, hay dos Lipos de fuerzas que pueden actinar sobre la
masa de fluido en cnestién. El trabajo por nnidad de tiempo, hecho sobre el
fluido por estas fuerzas estd dado por el producto de la velocidad y 1a compo-
nente de cada {uerza epie sea colineal con la velocidad; esto es, el trabajo por
unidad de liernpo es el producto esealar de la velocidad y Ia fuerza. Entonces,
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el trabajo total por unidad de tietpo liecho por las fuerzas de superticie sobre
la masa de htido de volunen V oeon frontera S es [ i Pds, y ol trabajo total

hecho por las fuerzas de cierpo sobre la misma masa de ido es [, 7 pfdV.
Finahnente, se requicre de una expresion para e calor adicionido o extraido al
sistena. Sea § el vector que denota al Bujo de calor gue sale o entra al volu-
men de control. Entonces la cantidad de calor que atraviesa Ia superficie S por
nnidad de tiempo y por unidad de area es ¢ 1, donde i es la normal unitaria
hacia afuera de S, asf que la cantidad total de caloy que sale o entra al Hnido
por unidad de tiempo es [ elS.

Habiendo evaluado cadi uno de Jos térniinos que aparceen en el prineipio de
balance de energia, eseribiremos este en forma analitica, El principio dive que
la razdn de cambio de la energfa total, es igual a la suma del trabajo total hecho
sobre el Iuido mis el calor que se adielona o se extrae, Fu simbolos tenemos que:

) - -
I / ple -+ lu i)dV = / i PdS + / it pfdy - / J - ndS,
Di JS v VS

Transformando las integrales de superficie a integrales de volumen mediante ¢l
tearema de Gauss, utilizando el teorema de transporte de Reynolds en el lado
izquicrdo y reescribiendo el resullado en forma tensorial obtenemos:

l d ! It
/’ [()’ [p(e + zuju,)] + 5;;[/)(:? + E‘Hjllj)“k]] dV = /l E-j;:(lljﬂ'(j)l“/"'

/11j/’./j‘lV—-/ Mg gy,
Jv v du;

La tiltinia expresién se puede eseribir de la forma [, {}dV = 0, donde la selec-
cion de V oes arbitraria. Entonces la cantidad entre las llaves debe ser ceva, lo
cual resulta en la siguiente ecuacidn difereneial:

! Ay
[p(( —usuj)}+ [p(( f.",ltJ)m] =5 (?l)d”) + ujpfi — -—-‘—’-’—.

Desarrollando todas Jas derivadas, sustituyendo la ecuacidn 2.2 y rearreglando
términos obtenemos la ecuacidn 2.4 que expresa la balance de In energia:

de (7:‘ duj  dq5
i — . 2.4
+ P e iy Towg  Ouj (24)
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En este teabajo se considerard dnicamente fluidos incompresibles, entonees
las ecunciones 2.1, 2.2y 2.4, que se simplifican de la siguiente manera:

duy
— = 1), 2.5
iy (2:4)
u; c)uJ Iy o* RN .
- = ' 2.0
[ o T duy, ().r- i ().(' e el (2.)
de ile g duy \ duy dy; -
— tip——| =g [ L | L - 2L 2.7
”[en * ‘ensk] ! (z);,:,- Vo) oa T oy 1)

Cuando se hace un estudio en un sistema que se enctientea rotando v la
descripeion se vonsidera desde un eje de coardenadas fijo a éste, aparecen los
términos de las Tuerzas contrifuga y de Coriolis debido a gue la orfentacidn de
los cjes coordenados fijos al sistema es una funcidn del tiempo en el eje de
coordenadas {ijo en el laboratorio. Entonces la ecuacidn de balance de cantidad
de movimiento es (véase Chandrasckhar [5)):

Ju; el ()p O uj
r [ al +““m,-k] T Ty 0w

/-(-)-3-7 (3]6 X 7'12) ~Ipd x0T +

Cd L oo
+ 75 (M, (2.8)

donde el tercer 1érmino del lado derecho corresponde a la fuerza centrifuga y
el cuarto a la fuerza de Coriolis, con & Ia velocidad angular, § es la gravedad y
7 el vector posicidn,

Considereinos que la densidad es una cousbante en tados los términos, ex-
cepto en aquellos en los que las fuerzas de cuerpn son derivables de un potencial,
i e, a fuerza centrifuga y la de gravedad. Esta aproximacion se conoce como
la_aproximacién de Boussinesy belxer:nhmul.n. Eutonces la eenacion 2.8 toma la
forma;

g dyl  dp 0 uy
[ ol + day, ] B d.:'- i l().r,().r

4 4] . ‘_‘1,_, -
/ duj QIw XrE g
—Q/J()J X .

(2.9)



s convenjente en este punto definir li presidn p* referida a ln presidn estiti-

cay
N U
Pt Sl g
4

y escribir p = po + #p, donde §p = p = pu y po es la presion de referencia.
Sustituyendo Jas expresiones anteriores en 2.9 y rearveglando:

e e p* 0% L.
-,-i + nk—,—-—-’— = —TL- —I-—“——L -2 X+
it Ay duj o py ey

op O [ho o e L
— e Ll X AT
+;‘n e [ZI T ]

(2.10)

Nétese que hay flotacion tanto en la aceleracidon centrifuga como en la gravi-
tacional y que en general pede existir flotacion en las tres direceiones. Una
expresion equivalente a la ecnacion 2,10 es:

dp? It i it;

i s
o AL R e
a ey ey po Oy
(p—m
+““"‘I—‘l€jklwl:5hnnwm"n +
fo
{(p = po)
1)
Pa

- ZSj‘,,ukm +

(211
donde g;5 es el tensor de perimutacidn definido por las sigiientes condiciones:
o gij1 = 0 st enalquiera dos de los fndives §, j y & son iguales

o £yu = eypy =€y = |

i

® £ = £y = €y = 1

Por otro lado, la ecuaeion de balance de energla, para este problema, se
puede obtener de fa ecuacién 2.7, tomando en cuenta que la energla interna
e por unidad de masa del {hiido se puede eseribir como evT, con ey el calor
especifico a volumen constante y T la temperatura del fhuido, y sustituyendo
el flujo de calor ¢ por —-k{,’—g—;, segin la ley de conduccidn de calor de Fourier,
donde & es el coefictente de conduetividad tévmica, ntonces, la ecuacidn de

balance de energia es:

ar ar 9*T
—— o 3D (F e 2.12
i th daye “ ayida; (2.12)
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donde a es I difusividad térmica quie se deline como o= E/mey

Lax ecuaciones 2.5, 201y 212, para poder ser resueltas, deben ser cample-
tadas por upa ecnacion de estado. Para nuestro fluido de trabajo eseribirenas:

p=pll = AT = Ta)),

donde 7 es el voeliciente de expansion volumdétrica y 7 es Ia temperatura enan-
do p=py. 7 se define comor

A= .-..l- (i).li) .
o NOT' ] poyp,

Esta ceuacidn deseribe satisfactoriamente la relacion eptre la densidad y la
temnperatura para un fluido incopgpresible ¥ no es atra cosa que laexpansion en
series de Taylor a primer orden de Ia funcién p(T).

2.2 Ecuaciones Adimensionales

1n la mayorfade los estudios sobre conveceidn, se hace uso de ciertos pardmetros
adimensionales que ayudan a comprender el comportamniento del Hlujo. El tipa
de flujo que se establece depende del valor de cadn o de estos parduietros, los
cnales surgen de hacer un escalamiento en las variables para obtener eciaciones
adimensiouales. La forma de las ecnaciones adimensionales y de los pardimetros
depende del tipo del esealaiiento que se proponga.  El escalamiento que se
usard para adimensionalizar las ecuaciones de balance, 2.5, 241 y 2.12, es el
signiente:
i
&y = ';:IL N

‘=”"n’

ul
Uj = 370

:
4

n= avpyflis

71_ 4"1_7’-'_ - _l_ - 'l"-'ll- _ l
=TAT TR T a=re T

donde localmente las variables primadas (), representan a las variables dimen-
sionales, En este escalamiento 11 es nna longitud caracteristica, v la viscosicdad
cinemitica definida como v = ptfpy y T y Ty son las temperaluras de las
paredes superior e inferior respectivimente,

19



donde o es la difusividad téemica que se define como a = k/ppey: .

Las ecnaciones 2.5, 211 y 2.12, para poder ser resueltas, deben ser comple-
tadas por una ccuacidn de estado, Para nuestro fluido de trabajo eseribireinos:

P= [)()[l - /.‘f(T - “I‘ll)]~

donde /3 es el coeficiente de expansion voluimétrica y Ty es la temperatura cuan-
tlo p = py. A se define comno:

. 1(@)
- Pa (”‘ =T, '

Esta ecnacion describe satisfactoriamente la relacién entre la densidad y ia
teniperatura para un fluido incompresible y no es otra cosa que I expansion en
series de Taylor a primer orden de la fancién p(7).

2.2 Ecuaciones Adimensionales

Ion la mayoria de los estudios sobre convecridu, se lace uso de ciertos pardnietros
adimensionales que ayudan a comprender el comportamiento del flujo. El tipo
de flujo que se establece depende del valor de cada uno de estos pardmetros, los
cuales surgen de hacer un escalamiento en las variables para obtener ecuaciones
adimensionales, La forma de las ecunciones adimensionales y de los pardmetros
depende del tipo del escalamiento que se proponga. El escalamiento que se
usard para adimeusionalizar las ecuaciones de balance, 2.5, 2.11 y 2.12, es el
signiente;

]): n‘up',/ll'-' '

1= T Vo T =T 1

= AT TR T =T T U

donde locnlinente Jas variables primadas ('), representan a las variables dimen-
sionales. En este escalamiento /1 es una longitud caracterfstica, » la viscosidad
"

cinemadtica definida como » = pfpe y Tie y Ty son las temperaturas de las
paredes superior e inferior respectivanente,



Con este escalmniento las ecuaciones adimensionales que se obtienen son las
sigiientes:

iy,
i)—',’f =0, (2.13)
I o u; ap* uj
hrnentl Eorenlits L = e e e — Ty —
Py [ it Uk ()Jfk] il l sy Ty,

—H”r,lwfjkl""l:t-lmn""m"u -

=Ta' e, (2.14)

Jar ar HEYE

e U 2= e 2.15
Il * “‘(’).rk ey daeg (2.15)

Los parimetros adintensionales que aparecen en las ecuaciones de balanee son:
el mimero de Prandt] (7”r), el mimero de Rayleigh (Ita), el mimero de Rayleigh
rotacional (Ra,) y el mimero de Taylor (T'a). La definicién de cada nno de estos
se daa continuacién.

Niimero de Prandtl, Este pardmetro se define como la razén de la difu-
sividad de cantidad de wmovimiento (viscosidad cinematica) entre la difusividid
térmica, ’

Pr= —’i
4

De esta definicién tenemos que, en liidos con mimero de Prandt] mayor a
uno, ¥ > a, ladifusion de cantidad moviniento es s rdpida que la difusién de
calor, esto implica que los perfiles dinitnicos se establecen rapidaimente segnidos
por el acomodo de las distribuciones de campos de temperaturas, En fluidos con
mimero de Prandt) hajo, v < «, la distribueion de temperaturas se establece
antes que el campo de velocidades,

Nimero de Rayleigh. Definimos el wimero de Rayleigh como la razon
entre los efectos de flotacidn divididos entre of producto de los efectos viscosos
y de difusién de calor,

gpaTH?

Ra = — .

wy

Para describir clarmmente el efecto del wiimero de Rayleigh, conviene hacerlo
en términos de un ¢jemplo concreto. Usemos ef problema eldsico de Rayleigh-
Bénard en donde se tienen dos placas paralelas a temperatura constante pero
distinta de tal forma que hay un gradiente de temperaturas paralelo a la grave-
dad. En este problema, la placa inferior tiene temperatura Ty, imientras que la

20



placa superior tiene temperatura Te, de tal forma que Ty > Ter. La densidad
de un elemento de fluido que se encnentre cerca de la placa caliente serd nienor
que la densidad de sus veeinos superiores, lo cual ocasiona gque este elementy
tienda a subir, inientras gue mn elentento de Ruido que se cncuentre cerea de la
pared fria tendrd wna densidad mayor que la de sus vecinos que se enetientran
abajo de &, lo que provoca gue el eletnento tienda bajar. isto implicarfa que
ol fluido debiera imoverse en enanto existiera un gradiente de teniperalnras, sin
importar que tan pegueiio sea. isto no se ve en la realidad; ol gradiente de
temperaturas debe aleanzar un cierto valor critico antes de que se establezea
un Hujo conveetivo, debido a que el moviniento del flujo es frenado por efectos
viscosos y difusivos. Este valor es conocido como primer mimero de Rayleigh
eritivo, VRa,..

Niimero de Rayleigh Rotacional. En este pardmetro la aceleracidn
cenbrifuga w* L es el efecto que pronnieve ol iovimiento del fluido y no la gra-
vedad como en el mimero de Rayleigh. La definicidn es:

W LAATIT?
Ray = ——eeere——

oy

donde L es la distancia al eje de giro.

Nitmero de Taylor. El niero de ‘Taylor se define como la razén entre la
fnerza de Coriolis y las fierzas viscosas,

_Aw® !

}

Ta

Niimero de Nusselt. Otro pardmetro que es de mucha ntilidad en el
estudio de la transferencia de calor en este tipo de sistemas, es el mhinero de
Nusselt. Este pardmetro se define eomo la razdn del calor total transferido por
conveceidn entre el calor que se franstiere sélo por conduecidn. De esta definicién
se deduce que cuando el inovimiento es nulo el mimero de Nusselt debe ser igual
a uno, y cuando el fluido se mueve el valor del ntimero de Nusselt se hace mayor
a o,

Nimero de Froude. La definicién de este pardinetro es como sigue:

LwrH o WEL N
'r= —s ——

g g L’
donde 1, es la distancia al ¢je de rotacidn, Usando la expresion anterior, el
mimero de Froude se interpreta como el cociente entre la aceleracion centrifuga
y la de gravedad, multiplicada por la razén entre e} tamafo del contenedor
y su distancia al eje de rotaciin. Equivalememente, el ntdmero de Froude se
puede interpretar como el cociente del tiemnpo caracteristico de una oscilacion
promovida por la aceleracidn de la gravedad y el tiempo caracteristico de una
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oscilacion promovida por la aceleracion centeifuga. En términos del mimero de
Froude y del wimero de Rayleigh, el minero de Rayleigh rotacioual se poede
eseribir como:

Ru, = FrRa.

Existen ciertas escalas internas de velocidad que son dtiles en diferentes es-
tudios sobre conveecidn, Daos de estas escalas som: la velocidad de eaida libre
Vin = (BgATH)Y? (se le Nama asi debido a que su expresion es similar a la
de caida libre cuando BAT = 1), y la obtenida de la razén entre la fuerza de
Cloriolis y la fuerza térinica de llotacion, Vi, = g AT /2w, En términos de estas
velocidades se pueden eserihir algunos pavitinetros adiniensionales como los gue
anteriormente se describieron y otros que provienen de diferentes escalamientos
en las variables. Por ejemplo, el ndimero de Rayleigh puede eseribirse eomo:

o
v th

R = TN @I

2.3 Casos Particulares

Hasta abora se han obtenido las ecuaciones de halance en general para un sis-
tema cn rotacidn, En seguida se hard un andlisis de algunos casos particulares.

2.3.1 Caso 1: Placas planas paralelas infinitas

B este caso el estudio se limitard a la determinacidn de valores eriticos del
mimero de Rayleigh para los cuales la conveccidn toma lugar.

Considérese una capa de fluido horizontal infinita, limitada por dos placas
gue se mantienen a temperatura constante pero diferente generando un gradien-
te térnico que es antiparalelo a la direccidn de la gravedad. Supdugase ademds,
que las placas estin rotando alrededor de un eje tal gue la resultante de la su-
ma del vector gravedad y la fuerza centrifugn estd en la direccidn del gradiente
térmico, ver figura 2.2,

Las ecuaciones que describen ta conveccidn natural en una cavidad bidimen-
sional infinita rotando como se deseribié anteriormente, se pueden oblener de
las ecuaciones 2,13, 2,14 y .15 y son:

duy  duy

— o —= =] 2,16
aay + s h (2.16)

I m Oy iy ap FFuy P 12
S AR ARG [P I L B )
Pr | ot +“l('7m| uli‘)m-_‘ dey  Oay + dal e (2.17)
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ventrifuga
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>

Figura 2.2; Placas paralelas infinitas.

b [y dp  Puy  Fuy N oo
-171—‘ —(,-_" -—(—h—:" —(E—lz- m—ll’,tﬂ —Ta'=uy, (2.18)
ar o ar 9T 0T
— U = e e 2.19
A + ul(‘)a:l + "'(');a','_; s} r dal’ (2.19)

en donde sdlo se considera movimiento a lo largo de dos coordenadas espaciales,
Lias condiciones de frontera son:

ui=10, i=1,2, ey = 0,1
T=10, en ay = 0,1
En estado permanente (9/A¢ = 0), una posible solucidn del sistema anterior
es!
iy =0, i=12
I
T= 5 Ly
, S Rary | =
y p=po— == (1 =),

donde py es un valor de referencia. Supongamos ahora que podemnos expresar
a Ia velocidad, la temperatura y la presion de la siguiente manera:

w=uwf(e, ), i=1,2
T = 'jv+r]1l (J"is [) ‘
p=pAptet),

PA]



donde las variables con asteriseo son flictuaciones peguefias de tal forma que
enalquier produeto eptre ellas se puede despreciar. Sustituyendo las relaciones
anleriotes en las ecuaciones 2,16, 2,17, 2,18 y 2,19, obtenemos un conjunto de
ecnaciones en étminos de Tas variables de perturbacidn (variables con asterisca),
Las ecitaciones son:

Ay

- —= = (), 2.0
(')Jfl UJ?Q v ( )

boduy dpr0tuy 9t 1
e e et o —— T, 2,21
Pr it day { ey + A e, ( )
1 dus dpt 0% g "
e e e IR (71 Ay ML A Th 2.2
Pr e + i * e e ¢ (2.22)
ar TR
— ey T e e e, 2,23
TR P R (2.24)

Tomaundo la derivada con respecto a 2y de 1 ecnacion 2.21 y la derivada con
respecto a 2y de la ecuacidn 2.22 y sumando los resultados obtenemos:

" aTr e [Ou Dy .
Vept = ~Ru- +Tal | L] (2.24)
iy dey  day
v e . . a2 0*¢
donde defininios ol Laplaciano como V* = ﬁ? + 33

Caleulamos ahora el Laplaciano de laecuacion 2.22 y en el resnltado susti-
titimos la ecuacidn 2.24, Tomanda en cuenta la eenacidn 2.20 y simplificando
obtenenios la signiente ecuacion

1 a _, o
——(V*u) = V"u.‘ - R, 2.2h
Py ('N( 2) : i (2:25)
B H y | o7 Dy ‘e
De la ecuacion 2.23 tenemos que uh = 25 — 21 | Usando esta relacion para

ar =
eliminar ug, de ln ecuacian 2.25 oblenemos

y P 10 i) . (")’.’
2 .f________ — g rﬁ_ _——‘."' :‘ 2"(.
v [V Pr m] [(‘)1 v ] 1" = Rz (") =0, (2.26)

en doude se observa que e nimero de Taylor ha desaparecido, por lo que el
mimeto de Rayleigh erftico debe ser simitar al del problema clisico de Rayleigh-
Rtérnard (ver Chandrasekhar [5] y Drazin [8]).



Las condiciones de frontera para esta ecuacidn diferencial, en &y = 0, 1 son:
™=T~-T=0,
y de acuerdo con las condiciones de frontera del problema original tenemos que:

%—V".’l':u-’_,zugzﬂ, en g =10, 1

Derivando la ecuacidn 2,23 con respecto a g y de acierda con las condiciones
dle frontera iniciales se tiene que

= - =1,

- Ev:h—_:_ dry

[(’) ._,] art dug TN
en g =0, 1,
Para resolver esta iltima eenacidn diferencial, wiilizamos el método de sepa-

acion de variables. Supongamos una solucion para 7™ de la forma: T =
T'(arp)e A=k Qustituyendo esta expresion en la eenacién 2.26 obtenetnos:

6 a2 _ﬁ_ W _}_ 2
{(D = (A4 3k + 1,'.)1) (k i D

2 2 .
"(;\T, + ilf—’— + A = ROMYT = 0,

dontle D = d/dey. Lins condiciones de frantera en s = 0, [ son
=0,
(A= =T =0,
(A= (D= k3)DT =0 .
Veantos el caso enando A = 0. La ecuacidn anterior se reduce a
(DS =30 = kDY — (K% - Rk T =0

con condiciones de frontera, en ay = 0,1,

(D =T =0,
(D= kDT =0,
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Supongamos ahora que T es de la forma: T = Ae? Sustituyemlo esta
expresion en la eenacién diferencial anterior obtenoinos:

(0 = k% 4 Hak* =0,

que es una ecuncion algebraiea de sexto orden, lo cual indica que se tienen seis
raices para b, Las seis raices (calenladas con Mathematica) sow:

b= ke (=D} Awlm—%

by = —\/Z:-'-’ + (=1)3 k3 Ra¥,

I V2 (=03 Rat 4 (1) % VAR dad

Ny = \/§ )
\/zx'w (=13 k8 Rad + (= 1) ik Rab

b" = 5 [}

Vo 4 (=3 R 4 (=1 VB R
I)r, = 1
V2
b \/zx"+ 140 Rat 4 (=1)3 VEkS Im%
s =

V2

Eutonces podeimes expresar a 7' romo

[
! T = Z Ajelhez),

(=1
Usando esta expresion junto con sus condiciones de frontera, obtenemos un
sisterna de ecuaciones para las A; 's. Bl sistema es el siguiente:

ZI—IAP"‘U Z?:l/\l':()v
i' |—l( k.)Amb, =0, Z?___‘(b? kA =0,
iy (0F = kbt = 0 S (B - kE)bids =0

Unn solucidn no trivial se obtiene cuando el detenminante asociado es igual

a cero, lista condicién da una relacion entre &'y Ra. De esa relacidn se puede

calentar el valor del Rayleigh critico, El cdlevlo detallado de los coeficientes

puede verse en Chandrasekhar (5}, en donde el valor del nimero de Rayleigh
critico reportada es de 1708.7.
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2.3.2 Caso 2: Rotacidn alrededor del eje y, razén de as-
pecto 6,5 ¢ 1,0 0.5

Bn este segundo caso, el estudio se coicentra en un prisia rectangular de razdn
de aspecto 0.5:1.0:0.5 rotando alrededor del eje g (eje vertical de la cavidad)
como se muestra en Ja Hgnra 2.3, B lo gue resta del capitulo y en los capitulos
restantes haremmos wso de ls coordenadas espaciales @, y y 2 en ver de las
correspondientes a1y, wo y 2y, ¥ de las componentes de Jn veloetdad o, vy wen
vez de g, iy y ug giie se usiron en la seceion anterior.

Se supone que el priswa estd Hleno con un fhuido newtoniano incompresible
de viscosidad cinemidtica » y difusividad térmica o, Las dos paredes pequeiias
estin separadas una distancia Iy se manticnen a temperatura constante pero
distinta. Las paredes restantes son adiahiticas.

-
[0]

ko s

XS

Figura 2.3: Geometria de la cavidad y sistema de coordenadas, para In rotacion
alrededor del e y.

Las ecuaciones que gobiernan el fenduteno eon estas condictones son;

-(i'i i’-'f f?'—"—_—u‘ (2.27)
dr  dy  dz

L YL Ray T,

e T gt Oy T i

1 |du "r‘)u vi)" * w(‘)u
Priot i iy iz

]_. apt Fu o e 9P

(2.28)

1 {du do dv du ap? v 9%y Pt . ) o
e o e gt e e Ui | e e e e e - [ 2,99
Pr [i)! t "r’)z: Ui)y mi’):] dy (a2 + a0z fa, (2.29)
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I |dw dw du i o Fe Fe P
—_— . ) =

v, d ST SRS A T ._._____v_‘_____"ll‘.‘ a4 B
A TR PR P o g o g e e B,
(2.30)
ar o oar o ar o ar  @a*r *r 9Pr
i H e ol I e N 2
g Tttt m Tt T A v tun (231)

donde se utilizo el heelio de que la veloeidad de rotacion w es paralela al eje
y, es decir & = (0, 1,0). Las niisinas ecnaclones se obtendrian si se tuviera que
& = (0, =1, 0) dado que w siempre aparece elevado al cuadrado en las eeuaciones
de balanee de cantidad de ovinmiento. En los edleulos wmnméricos que se hicieron
el esta tesis, se tomd al vector @ en la misma direccidn que §.

Debido a que lo que interesa por el woimentn es estudiar el efecto que pro-
duce la fuerza de Coriolis sobre el flujo convectiva, asumimos que la aceleracion
centrifuga es lo sulicientemente pequena de tal forma que la resultante entre
esta aceleracion y la gravedad permanece en la vertical (¢je y). Esto signilea
gue el mimero de Rayleigh rotacional debe ser pequeiio (Ra, < 0.01), y como el
mimero de Rayleigh (Ra) es lijo entonces el niimero de Froude es lo sufiviente-
mente pequeiio para que el efecto de la fuerza centrifuga sea insignilicante. Por
esta razon los dltimos términos de las ecnaciones 2.28 y 2.30 se consideran igual
a cero.,

Las condiciones de frontera son las siguentes:

=0, en todas las paredes

'I'=.—1,, l)\rg.—l, y=0, 0<:§,—1,,
T=-5, 0<.l'_<_.l§, y=1, 0<z§’,‘§,
i =y, e=01, O<y<I, 0<er<id,
g=o0, 0<e<d, b<y<t, =04

Las ecuaciones 2,27, 2,28, 2.29, 2.30 y 2.31, son cineo ecuaciones diferenciales
parciales, no lineales, acopladas y de segundo orden con cineo incdgnitas, las
cuales no pueden ser resueltas analiticamente, por lo que se recurrird a un
método numérico para obtener soluciones aproximadas.

2.3.3 Caso 3: Rotacién alrededor del eje z, razén de as-
pecto 0.5 : 1.0 : 0.5

Este caso es siimilar al anterior, ln diferencia radica en que cl contenedor rota
alrededor de wn cje & que es paralelo al ¢je 2 y esti colocado a una distancia L
de la pared superior de In cavidad, ver figura 2.4.
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Fignra 2.4: Geometyia de In cavidad y sistenya de coordenadas, para la rotacién
alrededor del eje 2.

El tterds de explorar el Mujo bajo estas condiciones consiste en que este
sistema constituye una aproximacion a Jas condiciones geamétricas presentadas
e la Bgura 1.1, Bu e caso expuesto en laseceidn 1.1, se considera que Jn cavidad
estit suspendida del brazo de la centrifuga por wedio de ana junta givatoria que
permite ln alinencién del eje de la cavidad con la resultante de la aceleracidn
centrifuga y Ja gravedad. Esto es, la resultante de Ia aceleracidn a o largo del
eje z es:

wiLsentl — geost) = ()
siempre que lanf = S, donde 0 es el dngulo adoptado al givar, y 1 resultante
de la aceleracion a la largo del eje y os:

w? Leosth — gsentl

o eqiivalenterente, tomanda en consideracién la delinicidn del dngulo 4, la
resultante e y es:

(o + (W L)D)1

El movintiento conveetiva estard generado ettonces por aceleraciones de gra-
vedad (modificada) y de Coriolis. Estrictamente, desde el sistema de coordena-
das fijo en la cavidad, el eje de rotacidu tiene compotentes a lo largo de los ejes
¥y z. Sin embargo, para simplilicar el cdlewlo y la interpretacion de los resulta-
dos, en este {rabajo, se supone que el gje de rotacidn esti alineado con el eje z.
Estas condiciones geométricas aproximsan mis a las condiciones experimentales,
cuanto mas grande sea of niuero de Rayleigh rotacional (far),
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En este easa las ecttaciones de halance de cantidad de wmovimiento so:

b {ou du u it P Pa o P

— P By e S Py R
Pr [m T "“’0:] ot b Tam et @)

= R Ta Py (L
== + ih‘?-* o o Rt T =T P, (2.33)

— ot D -
il o dy ti iz

1 {du du o i apt e Pe P
I'r

b du du au i apt e Fe Pwe ,
e o o D ] = e o e e 2,34
Pr [;)r. v ey T 0;] g ot e tun (2.34)

en donde se usd el hecho ile que & es paralelo al eje 2, es decir & = (0,0, 1), El
wihmero de Rayleigh equivalente {Ra*) estd definido por:

4 HJ'J%' THY
ot = (9 + (W L)y AT H '

viy

Las vondictones de frontera son idéiticas al caso 2. Nuevanteute se recurre
a i método mumérico para abtener soluciones aproximadas el problema. Bl
wétado se deserilie en el capfinlo siguiente,
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Capitulo 3

Método Numeérico

Las eenaciones de balance, 2,13, 2,14 y 2,15, junto con las condiciones de frontera
representan un problema matemiitico completamente determinado, ya que se
tienent cinco ecnaciones para cinco incognitas: tres colnponentes de la velocidad,
fa temperatura y la presién. El sistema es de cinco eenaciones diferenciales de
segundo orden no lineales y acopladas. Hasta ahora no existe un métado para
encontrar uta solucidn analitica para estas ecuaciones, salvo en los casos simples,
por lo que es necesario recitrrir a mmétodos numéricos para encontrar soluciones
aproximadas.

El primer paso para resolver numéricanmente e} problenia es discretizar el
dominio espacio-temporal. De acuerdo con esto, las variables se defitten sélo en
un miitmero {inito de puntos del dominio, conocidos cotno puntos nodales, puntos
de fa malla o puntos de coloracidn, dependiendo del tipo de esquema numérico
que se wse. Bl conjunto de todos los puntos nodales en el dominio (isico es la
malla.

Bl programa empleado en esta tesis, es una modificacién de un programa
desarrolado por Yang y sus colaboradores (véase [32]), que resuelve las ecna-
ciones de balanee de masa, eantidad de moviniento y energia, para un flujo
convectivo natural dentro de una cavidad rectangular tridimensional en rota-
cidn. Para resolver las ecuaciones, el programa utiliza el método de volumen de
coutrol o volumen finito. i este programa se supone que la aproxiameidn de
Boussinesq es vilida. Los métodos que utiliza el programa para la diseretizacidn
de las ecuaciones y la inversion de las matrices se describen en este capititlo.

3.1 Meétodo de Volumen Finito

Il método de volumen finito surge de una manera natural al hacer la discre-
tizacién del dominio y da un significado fisico de las expresiones resultantes.
Una discusian detallada de este método de interpolacién puede encontrarse en
el libro de Patankar [25). Antes de hacer la discretizacidn de las ecuaciones de
balanee, es conveniente expresarlas en una forma general como sigue:
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boa, i
m(l‘)) -+' (—l)-';;(”l;)) -+ ;'}y(“;)) +

li

J
o (we)

' i vyl
17/ B AT B § L2
Al i T r U )
Floes+ g+ 5s ) +9, (30)
der Oyt 0s*
donde ¢ es enalquier variable escalar, incloyendo componentes de variables
vectoriales, [ es el cacliciente de difusion que se considera constate y Sp es of
término fuente para la variable &,

Tabla 3.1: Signilicado de ¢, Ty Sp para cada una de las ecnaciones de halanee,

Eeuacién @ I' Sy
Masa P 0 0
Cant. de mov. en x u v | =Dy —:;’1;' + RaTyy + Ra,/TCony + 'I‘u'/'"'(fur_.‘]
Cant. de nov, en y v e =Pr :—:]y»' + BaTyy + Ra, TCeny + Ta'*Clor, ]
Cant. de mov. en 2 u Iy —I’t'[%’;’ + RaTy; + Ra,TCen, + Ta' *Cor,
Energin T ] 0

Los cuatro términos de la ecuacidn 3.1 son el no estacionario, el convectivo,
el difusivo y el fuente. Bl signilicado del coeliciente T y del (énmino faente
Sp dependen de la variable . Las ecuaciones de baliee se pueden abtener a
partir de la ecnacion 3.1 snstituyendo las variables que se indican en la tabla
3.1y considerando fa densidad constante excepto en los términos de fuerzas de
cuerpn como se disentid en la seeeidn 2,1, Bn la tabla 3.1, gi, Ceny y Cory,
represeptan las comnponentes de la aceleracidn de la gravedad, centrifuga y de
Coriolis respectivamente, con 4 = a3, z. Las componentes de las aceleraciones
centrifuga y de Coriolis estan dadas por:

Centrifuga
Cleny = Wy(Wety = wyt'y) — ws (wWery — wers)
Ceny = Wolwyrs = wery) = welwery — wyry) |
Cen, = Welwery —wers) = wy(wyr: = wery)
Coriolis
Clorg = Qwyo —w,v)
Cory = Nyt — wetr)
Cor, = 2wev —wy)
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donde wi y i, con = »,p, 2, son tas componentes de b veloeidad de votacion
y el veetor posicion respectivatnente,

Eu el métado de volumen finito, pritiero se integra la ccuacién carrespon-
diente sobre un dominio finito, copovido cotno volnen de cantral, alrededor
del punto nodal P como se muestra en la g 3.1,

N

)

e i

B Y T

L ' ’

‘/: ) '

w , ip . K
—1 _____%I:__}__‘_ .

[ I |

)
: /\2\- a
b bl LI I
|\_ ‘S ‘~~
o, ) Yy
q AN el s
¥ Az ~.\" |

Ax
¢
X S
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.

Figitra 3.1: Volunten de control alvededor del punto P. Los subindices w,e 8,0
y b indiean los centros de tas varas vecinas al pito P,

it este caso el dominio es un paralelepipedo rectangular. Al integrar 1a
cenacidn 3.1 obtenemos Ja siguiente expresion:

% / ddrdydz
+ /[(zxnﬁ), — (nh)o]dydz
-{-/[(urf;),, — (v} Jded
+ /[(uu/»); = (wd)dedy = l‘/ [(%?)' - (%%)m] dyd:
. i dep o
+! /[(5;;>'A - (-{;;)J trdz
. d daip ]
+1 / [(5—;)! - (:;::)J drdy
+ /ﬁ'pll.’l‘llyd:, (3.2)
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donde los valores denotados con mimisenlas se toman en las caras del volunen,
ver figura 3.1,

La primera aproximacion seri evaluar las integrales usando valores de ¢
en puntos convenientes del dominio espacio-temnporal. De acuerdo con esto, o
punto nodal P se seleceiona en el centro del volumen de control. Si se supone
que el valor de fas variables en un punto de fa malla prevalece en todo of volumen
de control que lo contiene, entonces la ccuacion 3.1 se transforma en:

MAJ?A!IAS

4
+{(uh)e = (uf)u]Aydz
() — (vip)s] Az

+[(lmf))! - (un/;)l,]A.rA_u = I I:(%{-f) - (ﬂ> ] AV’ :
Jrod
.ll [(W)n - ( i
| (3) - () |2
/4 0z /,

+ / Spdadydz. (3.9)

La ecnacidn 3.3 es aproximadamente vitlida sobre cada volmnen de fa maila.
La exactitud de la aproximacién depende del tamaiio de la malla. Sustituyendo
fas variables de la tabla 3.1 en la ecnncidn 3.3 podenios obtener ecnaciones de
balance de masa, de movimiento y de energia para cada uno de las volumenes
de control. La propiedad de balance de masa, de energia y de cantidad de
movimiento, es una propiedad descable del esquema nimerico, dado que win
cnando Ja solucidn oblenida por el método de vohunen finito no sea exacta, si
es fisicanente realista, y no depende del tamaio de la malia.

Como se explicd antes, los valores desconocides de fas vaviables de eampo se
resuclven en lugares espectiicos del dominio fisico, esto es, en Jos puntos nodales
de ta malla, Se usa una malla desplazada para hacer esta formulacion, Esto
significa que Ja malles diferente para diferentes varinbles de campo y que todas
las variables en general no se resuelven en el mismo pinto. La malla para esle
prolienia se miestya en la figura 3.2,

Para las variables escalares como Ja temperatura y la presion se towan los
nodos de tal manera que estén colocados en el centroide del volumen de control,
La malta para las componentes u, v y w de Ja velocidad se encuentra desplazada
medio vohumen en las direcciones negativas de &, y y z respectivamente, Como
resultado de este corrimiento, los puntos nodales para las mallas de w, vy w se
ccientran en los centros de las caras w, s y b del volumnen de control.
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Volumen de comrol para 198 yarlaltles escalares

Figura 3.2 Malla desplazada.
Los términos de 1 eenavion gonor:\\ 1.3 se aproximan de la signiente WIANCTIL

Términos Difusivos

(Qﬁ Cgpodr ((hb b= bw,
ae /), - Aw ' D2/ w =TT Ae
(Qj’_) e (W’) _gp—ts,
o). A ‘ oy, A '
(Q_(fl) Cppode ((_’_tf_‘ _gp -t
dz/ Az ' 0: 7, :

Térinino no estacionpario

dpp _dr - B
aer e

donde el subindice 0 indica el vator de 1o yariable en ol instante imued'\u\,mur-mhe

anterior al actual,  Bst forina correspondle al método de Buler hacia atriis

(Backy rard Buler Method).
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Para los términes conveetivos delinimos las siguientes cantidades:

wAYA: 5 e = e AyAr 5 o = Ardr
v drdz ey =wpArdy 5 o= wpdedy

il

e

i

('{

Sustituyendo las definiciones y aproxiinaciones anteriores en la eenacion 3.3,
se abtiene la siguiente expresidn:

(= S SR =t
Feuth = cathed cpbg — e = T{(br ~de) = (b = dw)] L.\%,\%
+ /Smlr(lyd;,
| (3.4)

Para calenlar los términos conveetivos en las caras de los voluirenes de con-
trol, usmnos el esquenia QUICK, BY QUICK (Quadratic Interpolation Convec-
tive Kinematics) propuesto por Leonard (1979) es una férinula para interpolar
flujos en la frontera con una aproxinaeion de hasta tercer orden para flujos con-
veetivos (véase Mukutimoni [17]). Usando e} QUICK, los términos convectivos
pueden ser caleulados de la siguiente forma:

et = . ((f’l";‘f’l:‘) (l( In) ) (6p + drp - 208)

ct’ +("(', R
- (L—L—‘) (b1 + dw ~2¢p)

16
» 4 4 "1 " Cu
Cuybu = Cu (‘f’l T il + l‘ ‘! : - (b +dy — 2pp)
2 16
Cuy |+ Cw
- (-I-ELI-IT)——(-) (v +dp = 2hy),
, s o i
Cphn = Cy (‘f’l ) ‘f’\') (I‘ l|“) ) (pp+ dan —2¢ N)
]t G
- <.|i.l|_l.a-(_'_) (‘bl\' + ‘/’.‘7‘ - 'Z(f)p),

» + s 3] s
Csths = €4 (‘/)l 5 f’ﬁ) + (l‘ ||() . )(ﬁN + s — 2‘4"’)
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o] s , , 9.
— (I.(__ll._‘r.l_.) ((/)_q‘q 4 pp - 21,")5) ,

Dp o epl—-e .
vm,=q<’ ")+(|”‘!>mp+mw~zmﬁ

2 16

yl+e S
- (l—‘—j—ln)——'!‘) {(pp by = 29p),

’ 1 )+ ) A B 1A 8
“l}‘f’lr =0 (ﬁ’ 2 (] ”) 'i' (,”'“i ’) ('f‘/" "' ‘/‘H e 2'/”’)

ep)+ o .
- (LJTU"“) (dnn +odp = 2bp),

donde dypny es ol valor de la variable en ¢l nodo vecino a @y, por cjemplo
dwiy estd un volunen de control al oeste de ¢y, Sustituyendo estas dltimas
expresiones en la ecuacion 3.4 y rearreglando Wrininos obtenemos una ecuacion
algebrdiea Jineal de lu forma:

r

Apdp = Apdp + Awdw + Avdn + Asds + Apdp + Apdp + 5, (3.5)

en donde los coelicientes se definen de Ja signiente manera:

. ', AyAz  es| = e le.] 4+ e ,c,,l - ¢y
: Ap = e R ¢ : e, iCu w
t B= =g HI=G R A TR T

_ Cu ,AI/A: I('w! - Cy ""w' + Cy l"c’, + ¢
v T R T?

bl

Cy ArAz Icnl -~y "'n’ + Cp ’(7.!’ — Ly
iy = —— + |
T v e T TR
es  ArdA:z . fes] = e . Jesl -i Cs + len) 4 n

M:7+1Ay 16 3 TR

AzAy egl=ep el te o)~ e
P T T

=L
Ap = 2+|

+

Acdy el = Jealte el
AT TR TR TR

e
An =12L+l

37



- "'rl Ly _ !f'm' +

Ap=Ap+ w4+ An FAs 4+ Ap 4+ Ap - -
16 16

odzen edde ogl=e alte | Ardyd:
16 16 16 16 Al

Fep ey oy ¢t ep— e,

A Az/A~

= - e "*‘"

l"'ml + (‘IIH l"nl + ey
- b ~

i6 TERAL

PrE

__|csl1;§ Ct s — lt‘f|+f' b L{ﬂﬁu'ﬂun“F /b‘;u!.ml_:/d:.
) .

Una ecuacidn del tipo 3.5 se puede obtener tasito para la ecuacion de balance
de energia como para cada una de las tres componentes de la ecuavidn de balance
de cantidad de movimiento, haciendo las sustituciones mosteadas en Ja tabla 3.1,
in cada caso las aproximaciones para los términos difusivos, convectivos y para
of térinino temporal sop shimilares a las gne se realizaron aquf,

3.1.1 Discretizacién de la ecuacién de energia

Yara diseretizar la ecuacidn de energia basta sustituir I' con 1, ¢ con 7'y 5 con
0, ver tabla 3.1. Asi se obtiene lu siguiente cenacidn:
' B

ApTp = ApTe + AwTw + AnIn + AsTs + ApTp + ApTy + S, (3.6)

en donde los coeficientes tienen la siguente forma:

Cy A!/A’: l('x‘l - + "‘(" + Ce + l('wl - Cw

Ap = ~7 + Aa 3 16 15
As = 12-" + AJA‘;‘ + 'c&ll;;— 4 Ml; S ’c,,[l: (-”’
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v, ArAy + feg) - ef + legl+eg * les] — en

Ap =+ = ] T T
. Ardy ol - |fb ey legl ey

Ap=— -

nEgreRT ot us T

l"('l - Oy _ ‘"w‘ + ey

Ap=Ap+dw +An +As + Ap + Ay - - -
16 16

eal=en et legl=ep alt e N ArdAyd:
16 16 16 16 Al

Fee =y oy =g Fop -0y

A-"A'/A-- ,l.u |( ‘ + Tep |(,'", l + ey Tww | n| + ey Ml T Cnop

S=
At 16 16 14

Cledtecn  eylde,, o lalte
l]’ /11 I]V
16 6 T

3.1.2 Discretizacién de las ecuaciones de Navier-Stokes

En este caso se tienen 3 ecuaciones, una por cada conponente de la velocidad,
Las A's siempre tienen la misma forma. Bl coeliciente S es el iinico que varia
para cada componente. Coomo se explicd anteriormente, las velocidacles no se
calenlan en el mismo punto que la temperatura y fa presion. Las figuras 3.3, 3.4
y 3.5, miestran los volumenes de control que se usan para cada componente de
I velocidad, La forma de las A’s para las tres ecunciones algebrdicas es como
sigue:

e ApAr e = e tee | ewl—cw
Ap == 4 P - SR ‘ ,
T e TR

Cu L. Aydz |{-’w| = Cu |cw‘ “+ Cy ‘(r | + ¢
Aw = —+ Pr—0—-1
P T 6

Cy . AwAz |('n| — Uy |Cn‘ + ¢y l":‘ - Oy
- — IJ ) - ,
A A TR T

1

AN

e o ArAz esl=er el en| e
g = — 4 Pr - - )
As =yt T T T T T
Axdy |c,|——cl leg}+ ¢ |u,|——('b
Az A T AT

Ap = (! Iy
Ap 2+[
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W dady lal—e  lelta | lylde
Ap= Ly J .'I+|(b| L |u|1u+ legl 4 eg

2 Az 16 8 16

|(7r| = Cy - l"m‘ + Cw
16 16

Ay = Ap 4+ A + Ax +As+ Apt Ap—

B |(?,,| -y _ |('_,| + oy _ |(7!| -y _ |(‘1,| + oy + L\J.‘A][A:

16 16 16 16 Al

e — Cw Oy < s FCf Oy

donde el subindice nb representa a la cava W del volunten de control st se
trata de la componente u, la cara s st s la componente v y la cara b st es la

componente w.

Valumen de contenl parn 18
Valumen de contral purm U

X

Pigura 3.3:
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' Volunen de captral pura U
x
Volunen de cnntrol pars w

Figura $.4:

2
Volumen de control pwe U
l >

777 Vulmen e controt pura 10

Figura 3.5:
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e e e g e

Las Sp's para cada componente se caleulan como signe:

n) Sp para la componente v de I velocidad,
De 1a tabla 3.1 tenemos gue para la componente u ¢
: L . SN Sy
Sp o= -—l’r[—,;l— + Ty + R, TCeny + 1(!'/"(,.013.].
e

{21 nuestro problema se considera que la gravedad es paralely al eje de la cavidad.
Intopees un veclor unitario en direccion de la gravedad tione fas componentes:
7= (0,1,0). Sustituyemlo en Sp obtencmos:

. Y
Sp = ——1‘7'[-:6;-15 + RaoTCeng + T Cory).

Ademis, w se mantiene constante y » se considera constante dentro de eada
volumen de controf, entonees al integrar Sp dentro de wn volumen de cantrol,
oblenemos:

/.S’;rtlurllg/(lz = =Pr[(pp - pv)Apdz 4 {Ra T, Ceng 4 Tatl?Corg) A dyAz),

donde pp, iy son las presiones en los puntos 7y W,y Ty es la temperatura

en la cara w del volumen de control que se caleula de manera lineal, ie. Ty =
11.5-_;'.11. (vdase la figura 3.1}, De esta manera of coeliciente S para la ecnacion
que corresponde a la componente u# de la velocidad es

S = AJ’AHAZUU Jledte upE — o i Uy - feal £ HNN
" AP G EE T T
fes] + ¢ les| +eg leal +
————— g5 (g — i
T T T

- Prl{pp ~ pw)AyAz + (Ra,TwCoene + Ta'*Cory) A dyAz).

b) Sp para la componente v de la veloeidad,

De fa tabla 3.1 y sustituyendo las copponentes de la gravedad §f, tenemos
que para la componente v

, i , : 9,
Sp = -—l‘r'[{a% 4 Rt 4+ R, TCeny + Ta'*Clory).

Otra vez, integrando Sp dentro de un volumen de control, y consideranido w y
r constantes igual que en el inciso anterjor oblenemos:
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/,S',»a!;mly:l: = = Pr{(pp=ps)Aed st (BaTot Bu T Cong+Ta 1 Corg ) A r AyAz],

donde pp, pg son fa presion en of pugto 12y oo punto S respectivistsiente
y Ty ey la temperatura en la cara s del volumen de control y se calenla come
signe: Ty = il—g—yl- {ver figura 3.1). Asi, of vovliciente 5 para Ja conacion que
corresponde a ta componente v de fa velocidad es ;

ArdAyAz ,  ed+ e Jew] + e
= Yy ~— Vg~

.

2] .+ 1. B et 1 1 U 4
Ar T 16 A

Uiy 7

< _ "‘nf + ¢y
' I

e+ e ves — Jesl+es - ((r(.]!-‘%.- e
j

Y
TR 16 b

~Pri(pp — ps)Apdz + (RaTy + Ry Ty Cony + 'I’u'/"'(.'ur.j)AJ:.!.\;/.’.\:}.

¢} Sp para la componente w de ln velocidmd.

Nuevamente, de fa tabla 3.1 y tomando en cuenta las eomponentes de la
gravedad §, tenemos que para fa componente w

Sp = -l"r{%];) + Ha, TCen, + 'I'u”"’(f..'m':].
La integral de Sp dentro de un volunien de contyol queds como sigue:
/,S'p:lu:rfyrlz = —I’r{(mv-1)1;)AJfA!/+(I|’,41’I},+lx'n,"l},(,,'«‘!n,.+'[‘u'/"'(,'m':)AJ:A}/A:],
dande pp, pp son la presidn en los puntos Py If respectivamente y Ty es la
temperatura en la cara b del volunien de control y es caleulada linealimente,

pe, Ty = —Uf:’-“ (vedse figura 3.1). Asi el coeficiente S para lu cenacion que
corresponde a la compouente w de la velocidad es :

_ ’(‘m! + Cu ~ [(?,,’ + ¢y

¢ AeAyA:z v [c,,{-f(‘,?“ 1
0= 1 ad T v R - sy - NN
ar T G e T
Cyl -+ € ¢t d ¢
ledte o lglte —— fes] + e

T 16 16

=Pr{pp =~ p)AyAz + (BaTy + Ra, TiCon, + 'I'a”"’(Q'm'_.}AJ:AyA:}.
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Teniendo delinidos los coeficientes, podenios eseribir lus scuaciones algebrijeas
lineales para cada una de Jas ecuaciones de Navier-Stokes discretizadas coma si-
gue:

Aoty = Apup+ Awmy + Ayuy + Asug + Apup 4+ Apup + S, (4.7)

Acvy = Apvp 4 Awow 4+ Ayoy + Asvs + Apvp + Apop + 5, (3.8)

Ay = Apwp + Awwy + Aywy 4+ Agws + Apwp 4 Apwp +5, (1Y)

3.1.3 Correcciones a la presion y a la velocidad.

Hasta el momento tenemos cuatro cenaciones algebrijcas lineales para cinco
inedgnitas, ecnaciones 3.6, 3.7, 3.8y 3.9. Es necesario, para completar el sistena,
una relackdn para la presion.

La ectiacion de balance de masa, eenacién 2,27, espeetfica indirectanente el
ampo de presianes, ya que ésta sélo se satisface con el campo de velocidades
caleulado a partir del campo de presiones real. Por lo tanto, se procederi a dis-
eretizar estn eciacion de imanera conveniente para hacer explicita ln dependencia
en la presidn,

Fn coordenadas cartesianas, la eenacidn de halance de masa se eseribe come
sigue:

on  dv Ow

5;'5!"' —(a:::[l

Integrando esta cenacidn alrededor del volumen de control, figura 3.1, obtene-
mos:

(e = wy)AYAz + (b ~ 0, )A2A2 4+ (wy — wy)AzAy = 0. (3.10
il

Considérese ahora un campo de presiones p* supuesto o caleulado inieialmente.
La correceidn de la presién poes una cantidad afadida para obtener el campo
de presiones real p, esto s

p=pt+p. (3.11)

La respuesta del campo de velocidides a este cambio de presion es:

—— *
o= u 4w,
— * r
v o= v 4,

— L
wo= W fauw,

donde w, v y w son las correcciones al campo de veloeidades y son funeidn
de la correceitn a la presién, pr. u*, v* y w* son las componentes del campo de
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velocidades supuesto o caleulado inicialimente, Las velocidades w, vy w, junto
con la presion p, definidas en las ecuaciones 311 y 312, satisTacen la ecnacion
de balanee de cantidad de movimiento y 1a ecnaeion de balance de masa,

Yara obbener una ecnacion que sdlamente involuere las correcciones de pre-
sion, se supone upa distribucidn de presiones p* y se obtiene wn campao de
veloridades supuesta (17, v*, 10"} para las ecuaciones discretizadas de cantidad
de movimiento, ccnaciones 4.7, 3.8 y 3.9, Reescribiendo la cenacidn 3.7, para
hacer explivito ef téruino de Ja presidn teneinos:

Awtte = LA + b 4 Pr(pp = piv ), (3.12)

donde i = E,W.N, S, F, B a, os ol drea de la cara w del valumen de control,
ligura 3.1,y boes tal que S — b = Pr(pp - pw )aw .
En términos de las variables supuestas o calenladas tenemos:

Ay, = NAp] b4 Pr(pp - piy ). (3.13)

Las velocidades obtenidas con la ecnacion 3.12, usando la correcta distribu-
cion de presiones, deherfa satisfacer la ecnacidn de continuidad, wientras gue las
velocidades u* de la ecnacién 3,13, en general no cumplen con esta condicion,
La presién g dada por la ccuacion 3,41, es necesaria para corregir la velocidad
u* medinnte w,

La velacidn entre pr y w se obtiene pestando las ecuaviones 3.12 y 3.13.
Realizando esta resta se lHega a la siguiente ecnacion:

Awt, = LA+ Pr{pp = piy Y. (3.14)

En esta primer aproximacion, el primer término de la derecha de Ja lti-
ma ecnaeidn es omitido por conveniencia en fos edlculos mondricos, ya que cste
térnino incluye efectos de presion en los volimenes vecinos, y tendrin gue incluir,
a su vez, Jos eleclos en sus vechnos, Esto trae como consecuencia el requerintien-
to de wnp gran cantidad de memoria. La omisién de este ténnino facilita el
trabajo, pero puede introducir inestabilidades que provoguen In divergencia en
I solueion, Esia dificuliad se evita haciendo uso de la ecnacidn de presidn, {a
cual se presentari mds adelante. Entonces, sustituyendo Ja relacidn para u dada
en fa primera de las ecnaciones 3.12, en la ecnacién 3.4 y onitiendo el término
antes mencionado obtenenos:

ty = 1ty + Prdy(pp - piv)s {3.15)
donde dy, = ﬁ-"- Ssta ecnacidn mmestra conto la velocidad ), es corregida en
w .

respitesta @ las correcciones a la presidn para producir la velocidad corregida
e, por esta razon se le ama la formula de correccidn de la veloeidiul.



Una ecuacidn del tipo 3.15, se obtiene para cada cotnponente de la velocidad,
Sustituyendo cada una de las componentes de la veloeidad corregidas en la
ecuacién de balanee de masa discretizada, 3,10, obteneinos una eenacidn conto
la que sigue:

Appp = Appy + Awpyy + Avpy + Asp o+ Appp o+ Appy +h (3.16)

i domde
Ap = Ped Aydz A

Ay = rdyAaAz 5 Ag
Ap = Prdjdedy  Ap

PrdyAyd: ;
Prd,Aed:
Prdidedy

fl

i
H

Ap = [Prd, = Prd JAyAz + [Prdy = PrdJAsAz -+ [Prdy — Prdy) Az Ay,

b= —(u; = up)Audz — (v = v7)AwAz — (w) —wy) Awdy.

Corno puede ohservarse, b es el negativo de la eenacion de balanee de masa
para las velocidades supuestas. Cuando b se anula, los valores supuestos de Ja
velocidad satisfacen la ecuacion de balance de masa y ya uo es necesario corvegir
la presidn dado que pr = 0 es solucion de la ecoacidn 3,16,

Yara evitar las inestabilidades que podrian ser introduciodas por por la omi-
sién del término A, en la ccuacién 3.14, se hace uso de la ecnacidn de

presion, la cual se presenta a continuacién.

De la ecuacion de cantidad de movimiento, 3.12, podemos despejar w,,, ob-

i teniendo:

TAhuy+h

! Uy = ———— + [’7'{’,,,(])}) - ]J“/), (.5.17)

: /\ur

i

! el primer tétmino de la derecha se deline como la psendovelocidad y lo denota-
mos Por iy,

| YA+ b

i fly = (3.18)

E. “\w

i

Nétese que iy, estid contpnesta de las velocidades vecinas u; y no contiene a la
presion. De esta fornia podemos escribir:

Uy = b + Prdy (pp = pw ). {(3.19)
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Shutlarniente se obtienen las ecuaciones:

vy = b 4+ Prdpp = ps), (3.20)

wy = iy, + Prdy(pp ~ pn). (3.0

Bs Tacil ver In similitnd entre estas ecunciones y las de correceidn a la velocidad,
eeuncion 3,05, Aqui, i, 0y b aparecen en lugar de w®, ™y w*, y la presicn
poreemplaza a pr. Entonees, igual que en fa derivacion de la ecoacidn 3,16,
obtenemos una eenacidn para la presion que se eseribe como:

Appp = Agpp + Awpw + Anpy + Asps + Appe + Appn + b (3.22)
donde Jas A's tienen la misina Torma que en la ccuacidn 3,06,y b es
b= =(it, = i1y, ) AyAz = (8, = U ) Awdy — (iy — 1) A dy

fin esta viltipia ecuacidn se puede ver que b es el negativo de la eenacion de

balagice de masa para las pseudovelocidades, Como las psendovelocidades no
dependen de la presidn si se usa un campo de velocidades correcto para calen-
Inrlas, entonces Ja ccuacion de presion 3.21 praporcioni el campo de presiones
correcta,

3.1.4 Condiciones de frontera numéricas

Todos los coelicientes y relaciones mostradas antes, son vilidas para puntos in-
ieriores, Cerea de la frontern es necesario un tratathiento especial. Por ejeinplo,
Ja diferencia central usada para estimar los flujos difusivos no puede ser usada
en las paredes dado que no hay pantos vecinos hacia afuera de las parades. Pa-
ra resolver este problema se adicionan puntos fictivios o volitmenes de control
mis allit de fas fronteras y se asignan valores a estos puntos para las diferentes
variables. Los volttimenes de control adicionales se usan fuera del dotninio de los
cilenlos para imponer las condiciones de frontera.

Condiciones de frontera para 1n velocidal

En todas las paredes de la cavidad se impone Ta condicién de gue la velocidad
vale cero. La malla para la coponente & de Ja velocidad estd desplazada medio
volmnen de control en la diveccidn 2 con respecto o la malla original, de tal
forma que las caras de Jos volimenes de control w y ¢, para Ja velocidad en
@ =0y 2 = 0.5, no coinciden ron las paredes de Ja cavidad, véase figura 3.6. La
caras restantes del volwmen eoinciden perfectamente, Como la vefocidad debe
ser cern en la frontera, es necesario asignar un valor especial a la velocidad en los
puntos que adicionamos fuera de fa cavidad. Es deeir si en un principio habia
n vohtmenes de control en Ja direceion a, al adicionar nno 1uds en Ja misina
direceion, la velocidad en ese volumen de contbral debe ser:

47



Similarmente se obtienen las eenaciones;

vy = 1y + Prdo(pp - ps), (3.20)

uy, =y + Prdy(pp = pi). (121

s facil ver Ta stmilitud entre estas eenaeciones y las de correceidn a la velocidad,
eenacion 305, Aqgui, 4, v y toaparecen en Ingar de v*, 0™y w*,y la presion
p reemplaza a . Entonces, igual que en la derivacion de ln eenacidn 3.16,
obtenemos una ecuacidn para la presion que se eseribe como:

Appp = Appe + Awpw + Anpy -+ Asps + Apppe + Apps + (3.22)

donde Tas A’s Gienen 1a misma forna que en la eenacidn 3.16, y b es
b= —=(t, = ) AyAz = (b — 0) A Ay — (g — W) Axdy

En esta tiltima ecuacion se pmede ver que b es el negativo de la eenacidn de
balance de masa para las pseudovelocidades, Como las psendovelocidades no
dependen de la presidn si se nsa un campo de velocidades correcto para calen-
tarlas, entonces la ecnacidn de presion 3.21 proporciona el campo de presiones
correcto,

3.1.4 Condiciones de frontera numéricas

Todos los coeficientes y refaciones mostradas antes, son vilidas para puntos in-
teriores, Cerea de ln frontera es necesario un tralamiento especial, Por ¢jemplo,
ta diferencia central usada para estimar los flujos difusivos no puede ser usada
en las paredes dado que no hay puntos vecinos hacia afuera de las parades, Pa-
ra resolver este problema se adicionan puntos ficticios o voliimenes de control
mds alld de las fronteras y se asignan valores a eslos puntos para las diferentes
variihles. Los voltmenes de control adicionales se usan fuera del dominio de los
siledlos para impoiter las condiciones de rontera,

Condiciones de frontera para la veloeidad

B todas las paredes de la cavidad se impone la condicién de que la velocidad
vale cero, La malla para la componente @ de la velocidad estd desplazada medio
volumen de conbrol en {a direccion @ con respecto a la malla ariginal, de tal
fortia que las caras de los volilmenes de control w y ¢, para la velocidad en
2 = 0y a = 0.5, no coinciden con las puredes de ln cavidad, véase figura 3.6, La
caras restantes del volituen coinciden perfectiumente. Como la velocidad debe
ser cero eh la frontera, es necesario asighar un valor espectal a la velocidad en los
puntos que adicionamos fuera de la cavidad. s decir si en un principio habia
n voliinenes de control en la direccidn @, al adicionar 1o mds en a inisma
direccidn, la velocidad en ese volumen de control debe ser:
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Ung1 = —HUy-1,

de esta forma la velocidad en la pared, uy,, serd igual a cero cuando haganos
ol pronmiedio entre estas dos velocidades,
La condicion de frontera para las parededes restantes es:

Uy = =gt

y nuevainente se obtiene « = 0 al hacer el promedio para encontar la velocidad
en la pared.

Las condiciones de Trontera para las componentes vy 1w e la velocidad
son similares, Lo vinico que hay que tener en mente es gue la malla para la
coinponente v de la velocidad, estd desplazada en la direccion y, y la malla para
fa componente w estd desplazada en la direceidn =,

SATHT THF
nL{» ) b -Lﬁ (B

7

0 b toee %‘t ]

) )

albig

vees n=l 4l

0 r{
0
Figura 3.6

Condiciones de frontera para la temperatura

Existen dos condiciones de frontera para la temperatura: adiabdtica e isotérmi-
. La temperatitra es una variable escalar y por consigniente, la malla para
esta variable no se desplaza.

La condicidn adiabitica se aplica en las puredes laterales de la cavidad, y se
pide simplemente que:
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Ty =T,

donde T3, 41 es la temperatura en el voluuren de control fuera de la cavidad.

La condicidn isotérmica se aplica a la pared superior y a la pared inferior,
Ein estas paredes atemperatura debe ser —0.5 y 0.5 respectivamente. [intonees,
para la pared inferior la condicidn es:

—
Dot o
i

~

ntientras que para la pared superior se tiene:
7 g
nt In+l
2

donde 7y esla temperatura en los vohimenes de control mas cercanos a la pared
inferior que estan dentro de la cavidad y Ty es la temperatura en los vohimenes
de control que se adicionan, T, y Th4y se definen similarinente pero para la
pared superior, véase ligura 3.6,

= —-0.h,

3.2 Formulacién Matricial

En la seceidn 3.1 se obtuvo a un sisterna de ecuaciones algebraicas lineales des-
pués de hacer la diseretizacion de las ecuaciones de balance y de hacer diferentes
aproximaciones en los distintos términos de cada ccnacién. Para obtener una
solueidn aproximada del problema, se necesita resolver el sistema de ecuaciones
lineales, es decir, hacer la inversion de las matrices que representan al sistema,

Pste tipo de sistennas eenaciones puede ser resuelto directamente por elimina-
cidn o por uno de los iuchos nidtodos iterativos conoridos, tales como factoriza-
eidn, relajacion(relaxation), sobre relajacion sucesiva(suecessive overrelaxation)
o ADI (Alternating Direction lteration).

Bl método mds simple para obtener una solueidn del, sistenta es por elimi-
nacion directa. Sin embargo, esta forma es mds eficiente para sistemas con un
milmero de ecnaciones pequeio ¥ no lo es para sistemas grandes, Iiste procedi-
miento requiere de 2n? operaciones aritméticas para resolver 1 ecuaciones del
tipo que estamos considerando. Cnando n es relativamente grande, es més efi-
ciente usar un procedimiento iterativo para resolver el sistema. Otra ventaja de
los métodos iterativos es que cslos pueden ser aplicados a conjuntos de ecua-
clones no lineales mientras que el de eliminacion directa sélamente se aplica a
sisberas lineales. Ademds, en cuanto a cuestiones conputacionales, los métodos
iterativos son mas eficientes y requieren de mucho nenos memoria para almace-
nar datos intermedios, lo cual no sucede con los métodos de eliminacidn directa.
Bl resultado de todas estas ventajas es que los métodos iterativos se prefieren
en general para resolver sistemnas de cenaciones relativanente grandes, Utiliza-
rentos un método iterativo para resolver el sistema, el detalle de este método
pucde verse en Stone [28).
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Las ecuaciones son def tipo ;

Apdp = Apdp + Awdn + Anox + Asds + Apdp - Apdp + 5, (3.24)

donde b puede representar a eualquiera de las distintas variables de cunpo,
Debido a que of valor de Lt variable en eada volimen de control se encuentra en
funcidn de sus vecinos, el sistema de ecnaciones algebyaicas se puede ensamblar
en una niateiz hepadiagonal coma se muestra en la figura 3.7, Fl ensanblado de
Ja matriz se lleva a eabo de la siguiente manersn: el priver renglén de Ia matriz,
correspoide a la cenacion para el primer vohuen de control (1,1,1), que tiene
solmnente 3 volitienes vecinos (2, 1,1), (1,2, 1) y (1,1,2); ol segundo renglén
corresponde a Ja ecnacion para el segundo vohunen de control (2,1, 1), que tiene
4 vohimenes vecinos (1, 1, 1), (3, 1, 1), (2,2,1) y (2,1,2); ... ; el renglén i-esino
corresponde al volumen de control (1,1, 1) que tiene como vecinos a (¢ = 1,4, 1),
(060, (0= 10, i+ 54), (i =1,y (4,04 1), y asi sucesivaiente,
B da ecuacidn 3,23, los coelicientes A;, con § = [V, N, 5, I 8, son cono-
eidos y su definicidn se puede ver en la seceion 3.1, Las ¢'s son las incdgnitas.
Dado que hay una ecnacion para cada nodo de la maba (i,k), of total de eena-
viones es n= NI x NJ x NK por eada variable en un tiempa dado, N1, NJ
¥y N K representan el wihero de volinenes que se lienen en cada direceion.
i notacidn matricial, of sistera de ecwaciones para npa variable se escribe
como:

Md =, (3.24)

La Torma expandida det sisteina se muestra en a figara 3.7,

Ap A 0 0 Ay 0 L Ap [ R

Ay Ap A 0 ey o A N P
' : RN
by Ap Ap o6 A 0 L8,

il ! 2 N dan

As 8 LoD Ap Ap o0 iv ... 0 )

* ! : n B2,
1] Ay 0 o A Ap o Ap 0 ver : h2,2,1 =
: '.‘ '._ '.‘ '.. '.‘ '.. '.‘ '.‘ '.‘ AN .

Ap 0 o Ax 0 P 0 Ap Ap L 1] ti

) 2,12
0 Ap 0 oAy u e Aw Ap Ll . .
: SR . Ay

( o e Ap ot oA Lo Aw Ap
Figura 3.7: Expresion de Jas ccunciones simultdneas en notacidn matricial,
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La matriz M, es uiarreglo cnadrado de VT x NJ 5 N coelicientes. @ es
un veetor cotnpnesto por las variables ¢; 5 ¢, donde i, 7,k indican el nodo donde
se calenda el valor de la variable, S es un vector eomupuesio por los coelicientes
Sijae Cadarengldn de M esta compuesto de a lo mds siete elementos distintos
de cero,

3.2.1 Mdétodo de solucidn del sistema.

Ea el praceso de eliminacion, cada o de los eleinentos de M deben ser eale-
lados y alimacenados para su uso posterior. 2sto genera una gran cantidad de
caelicientes intermedios, con lo que el proceso se hace muy lento,

Yara acelerar el proceso de eliminacion, alteramos el sistema 3.24 y lo deno-
tamos M + N. La modificacion de 3.24, es tal que pademos escribir a M 4+ N
como el produeto LU, donde Ly 17 son dos matriees triangolar inferior y trian-
gular superior respectiviamente, y podemos eseribitlas de tal manera que a o
mds tengan cuatro elementos en cada rengling lo enal hace que el trabajo (e
resolver el sistetna sea proporcional a n, La dimension de estas matrices es
(NI x NJ x NK)?, igual que M, s forma se nmesteaen a figura 3.8,

Camo puede verse en la figura 3.8, I matriz U tiene elementos distintos de
cero en aquellas diagonales que corresponden a las diagonales Ap, Ap, Ay y Ap
de b matriz M, imientras que la matriz U7 tiene elemnentos distiutos de cero en
las dingonales que corresponden a las dingonales Ay, As, Ayw y Ap de M.

Asi, el producto de LU, resulta en una matriz M + N, que tiene 13 diago-
nales distintas de ecro. Siete de estas dingonales se encuentran en los Ingares
correspondientes a fas diagonales de M. Las otras seis se encuentran entre la
diagonal Ay y Ap. Laformade LU se muestra en la Agura 3.9

Las elementos de Ly I/ no se pueden seleccionar de tal forma que M sea
idéntica a M + N st esto fuese asi, los elementos rorrespodientes de eada matriz
deberfan ser ignales, dando como reswltado las siguientes relaciones:

dpiyg = 0
dpay =0
apay = Ay
apap = Ap ;

awan =0 3 anyup =0 dgap =10
apip = 0 y o dpap = /1]-; ) dpayy = f\w )

apus = As  apap =Ap 5 apup= Ay,

i la relaciones anteriores, todas las A's son coclicientes conocidos de {a
malriz M. Estas relaciones deberian cwomplirse en general,

Pero estas relaciones no siempre se cumplen, ‘Tomemos, por ejenplo, la
primera relacion, Esta primera forinula implica que o ag es cero o ag es cero.
Si g =0, entonces la Brmla ayap = Ap implica que Ag = 0, lo cual no es
cierto en general,
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: apdw D, ape 1] Awan  dpan 1] . L. - apaw apag
\] Apdw n, apite (LI AN dpdN [t} AN . . WE g
i
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donde las ['s son:

D = n'jl»,
{h = l[';w +upay,
{3 = u';, Fapuaw +andy,

Dy = u'j') Fupaw +ands Fapad,

Figura 3.9: Produrto de Ly matniz Lopor la matriz Ul
g




La forina de evitar el problema mencionado antes, es definiendo al sistena
de ecuaciones modificado como M 4 N, de tal forma que, definiendo M coma
elt la figura 3.7 y NV como en la figura 3.10. Entonces podemos escribir

) M+N=LU
donde inicamente las relaciones signientes deben culplirse en general:

apag = Ap

apaw = Aw 7 apay = Ay apag = Ag;
yoapap = dAp

dpip = A I

;
apdap = Ap

Con estas relaciones en mente, podemos hacer la inversion de las matrices
signiendo un método iterativo. El método que seguitmos es el SIMPLEC y se
explica en la seceidn siguiente,

0 0

0 DN, 0 —y N 0 — g 0

0 0 DN, 0 —aay 0 S o . ~dpay
0 ~apas 1 DN; 3} —dwdn 0., ~dpds 0

4] 0 —dgas ) . DNy 0... —-dway 0. .. —dpaxs
0 ~AERS 0 . DN, 0. —adN
0 . —~—lpds 0 . DN, 0

0 —apay 1] —-d Ny 0.. —ugds 1] . DN,
0 [i] ~dpalyy i NN —dN 0. —-dpds 0

donde las PDN's son:

I).\l': = —dpdyw
DNy ~Apaw — dyas
DNy = —apuyw —ayag = apus

Figura 3.10: Forma de la matriz N.




3.3 Método SIMPLEC

El procedimiento que se sigue para caleular los campos escalares y veetoria-
les del lujo tiene por nombre SIMPLE que significa: Semi-lmplicit Method for
Pressire-Linked Equations, Este método fue publicada por Patankar y Spalding
en 1972, y ha dominado durante mis de dos déeadas el campo de la simulacion
nunérica de Hujos incompresibles. Sin embargo, este método puede tener ines-
tabilidades debido a la omisién del término $Au;, en la ecuacidn 3,14, Esta
dilicultad se evita hactendo uso de In eenacién de presion 3.22. Para esto se
ntiliza una version revisada del SIMPLE, que se conoce como SIMPLER (Semi-
Implicit Method Tor Pressure-Linked Equations Revised). Las pasos que sigie
el SIMPLER, en el orden de su ejecucién, son:

1. Se inicia conun canipo de velocidades, (1, v, @), que puede cnapliv o no
la ccuacion de halance de masa.

2. Se caleulan los coelicientes para las eenaciones de eantidad de movimiento
y de aqui se ealenlan las psendovelocidudes, i, by ), con Ia ecuacian 3.18

E/",‘!l,‘_-_{‘ b

y =
A
3. Se caleulan Jos coelicientes para la ecuacion de presidn 3.22:
Appp = Appp + Awpw + Axpy + Asps + Appp + Aupy + b
y se restielve para obtener el campo de presiones,
4. Tratando el campo de presiones obtenido en el paso anterior como p*,

se resuelven Jas ecuaciones de cantidad de movimiento para obtener las
velocidades v, v* y w”, como se ve en la ecuacion 3.13;

Awttg, = EAiu; + b+ Pr(ph = iy )aw
. Se calenta el término b de la ceuncién 3.16:
b= ~(u; —uy,)AyAz = (0, — 07)AzAz — (0§ — wj)Ardy

¥y col esto se resuelve esta ecuacién para la correceidn a la presiéu pr:

r’\p]l'P = /1/;])',;; + AWI"W + .ll,r\rp;\y + As['j,; + 1\pp’,, + zlup’n +h

Se corrigen las velocidades usando ecuacianes como la 3,15 para cada
cotponente, pero no se corrige la presidn:

U =ty + Pridy{pp — piy)

-~



7. Se resuclven las echactones de discretizacion para otras variables tales
cotno fa temperatira, si estas tenen influencia sobire ol flujo. St estas no
inflnencian el movimiento del flnjo, entonees es mejor caleularlas despuds
de obtener convergencia en la solucidn para el flujo.

8. Se regresa al paso 2y se repite el proceso hasta obtener convergencia,

En el eddigo usado para resolver las ecuaciones, utilizamos un procedimiento
similar al SIMPLER. Hay algunas diferencias significativas que se toman en
consideracidn debido a la fisica de los llujos por conveceidn natural, El método
gue usamos se conoce con el nombre de SIMPLEC (véase Vau Doormaal y
Raithby [29]).

Iin este médtode Ja eenacidn de energia se resuelve, y se ealenla In tenipe-
catura antes de calenlar las velocidades. Bsto se debe a gue las ecuaciones de
Navier-Stokes y la de energiis estan fuertemente acopladas a través del término
de flotacidn y también en ¢l término que contiene a la aceleracion centrifuga.
Como resultado, pequeiios ciunbios en ¢l campo de temperaturas afectan sig-
nificativamente al campo de velochdades, mientras que la velocidad no afecta
significativamiente al eampo de temperaturas. Por lo tanto, desde el punto de
vista de estabilidad numérica, es conveniente resolver prinero la ectiacidn de
energfa y posteriorinente las ecuaciones de cantidad de movimiento.



Capitulo 4

Resultados

En este capitulo describimos la solucion de thijos por conveecion natural en una
avidad rectangular tridimensional de razdn de aspecto 0.5:1.0:0.5. Estudianios
los dos casos planteados en el capitio 2: rotacion alrededor del gje y y rotacion
alrededor del gje 2.

Analizasnos el comportamiento del flujo con el mimera de Rayleigh y ol
ntimero de Taylor en los intervalos 2 % 109 < Ba < 5 x 107y 107 < Ta < §x 10
para el casa de rotacion alrededor del cje y, y en los intervalos 3.8 x 107 <
fa <4 x W8 y 0 < Ta < 107 para of caso de rotacién afrededor del eje =, B
nimero de Prandi) es de Pr = 5.0 en todo o estudio. La fuerza centyifuga no
se capsidera de manera explicita en ninguno de los casos agui estudindos, 1 ol
waso de yotaciin alrededor del eje g, In fuerza centrifuga se desprecia debido a
gue se consideran nihmeros de Rayleigh rotacional (Ru,.) menores que 0.01, De
esta forma el ténmino correspondiente a las fuerzas de cuerpo ey las ccuaciones
de conservacion de cantidad de movimiento, consta solamente de la fuerza de
Hlotacion y de la fuerza de Coriolis. Cuando la cavidad rota en torno al eje 2
se sipone que Ja resultante de fa aceleracion ventrifuga mds la aceleracion de
gravedad es paralela al gradiente de temperaturas (ver ligura 1.1}, con lo que
obtenieinos un problema similar al de conveerion de Rayleigh-Bérnand con la
diferencia de gne hay que considerar os efectos de Ja Tuerza de Coriolis sobre el
movimiento del luido, ver diseusion en ba seccidn 2203, En esle segundo caso
se toma el caso lfmite cuando ol cje de rotacidn y ol gje vertical de la cavidad
son perpendienares, Esta idealizacian se acerca mnds al experiinento cunnto més
grapde sea el nimero de Rayleigh rotacional (Hay). De igual forma gque en el
caso de rotacion alrededor del eje y, las fuerzas de cuerpo consideradas son fa de
flotacidn, con ln magnitud de la gravedad distinta u fa de la tierva, y la fuerza
de Coriolis. Bl esquenia geométrica del dltimo caso es sipilar al que se usa en
experimtentos de crecimiento de cristales,

i Ja primera parte de este capitulo deseribimos las condiciones iniciales del
probletna y hacemos un estudio breve del problema elasico de Rayleigh-Bénard,
esto es, cousiderando al mimero de Taylor igual o coro. B esta primera parte
determinamos ¢l valor aproximado de} primer mimero Rayleigh crftico (' Ra.) y
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del segundo wimero de Rayleigh eritico (* B}, en un fujo de Rayleigh-Béuard
confinado a una cavidad, Finalimente deseribimos los casos de rotacion alrededor
del eje y y del eje 2. En ambos casos se hace nn estudio de refinamiento de malla
utitizando mallas de 249, 368 y 487,

4.1 Condiciones Iniciales

Debido a tn no lnealidad de las ecuaciones que gobiernan el fendimeno, pueden
existir soluciones miiltiples en estado permanente u oscitatario para un punto en
el espacio de pardmetros. Esto es, dados los valores del wiimero de Rayleigh, del
mitnero de Taylor, de) wimero de Prandtl y de la geometria, es posible obtener
mis de una solucién. Por ejemplo en el caso Ta = 0, es decir Ia cavidad sin
rotacién, se Liene el probletna clisico de Bénard. Como en pchos textos se
explica (ver por cjemplo Chandrasekhar [5]), of fluido caliente que se encuentra
en la parte inferior de la cavidad, tiende a subir debido a que su densidad es
mds baja que la del fluido frio que se encuentra en Ia parte superior que tiende
a bajar, Cuando el wimero de Rayleigh es lo suficientemente gramde, mayor o
igual que un valor eritico, ! Ra., el fluido empicza a moverse formando una celda
conveetiva, La direccidn de ratacidn de esta celda puede ser en el sentido de las
manecitlas del reloj o en sentido contrario. Ademas de esto, existe la posibilidad
de que se fornen mas de una celda convectiva. La direceién del movinrientoy el
mimero de celdas depende de las condiciones iniciales del finido. Para resolver la
ambiguedad de estudiar un problema con fuerte dependencia en las condiciones
iniciales, utilizainos un método iy conveniente para estudios munéricos sobre
conveceion natural. Bste métado consiste en dar una perturbacion inivial de tal
imanera que haga que el fluido se nweva en un sentido predeterminado, y que
acdemis provogue que se forme un mimero definido de celdas convectivas, Uti-
lizamos una perturbacidn para formar una celda gue rote en el sentido horario,
La perturbacidn se hace inicializando el valor de la velovidad en cada nodo de
ta malla con el signiente canpo de velocidades:

. T\
g = —Acos(2ry) sm(‘r - )5
1‘\1:
C oy A
o = = sin(2ry) cos(zr—i);

Ay

b
&

wy =

donde A determina el miniero de celdas, A, es la razon de aspecto de la cavidad
en direceion ¢ y A es ln amplitud de la perturbacion. Estas velocidades iniciales
representan una celda bidimensional y satisfacen la ecuacién de continnidad
para la conveceidn de Rayleigh-Bénard (ver figura 4.1).
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Figura 4.1: Condicién Inicial.

Con esta conudicién inieial reducimos cousiderablemente el estado transitorio
del llujo con lo que se ahorra ticmpo de CPU. Los pardmetros que usamos para
generar la perturbacién inicial son:

A =100 ; A= | ; A =05

Una corrida tipica con una malla de 24% toma alrededor de 4.7 lirs de CPU en
la supercomputadora CRAY Y-MP4/464 para simular 1.2 unidades de tiempo
adimensional. Iisto es, aproximadamente 14,000 segs. por nnidad de tiempo
adimenstonal,



iy

4.2 Flujo de Rayleigh-Bénard.

En esta secetdn realizamos un andlisis del comportamiento del fluido cuindo no
hay rotacién, Ta = 0. El propdsito es establecer un marco de veferencia para
discutir tos efectos introducidos por la rotacion. Bxisten tres tipos de fhijos
limitados por dos valores del wimero de Rayleigh. Llamareimos a estos wihineros
de Rayleigh ' Ra, y ® Ra.. Bl primer niimero de Rayleigh eritico separa al estado
de reposo del estado en que el flujo tiene una velocidad constante, B segundo
Rayleigh critico, divide al flujo con velocidad constante del flujo oscilatorio,
fit valor det primer nimero de Rayleigh eritico, ' .., para obtener movimicnto
convectivo en el caso de placas planas infinitas es de 1707.762 como es reportado
por Chandrasekhar [5]. Este valor debe ser el misino enando tas placas giran en
torno a un eje de rotacién paralelo al ¢je 2, segin se mostrd en laseceidn 2.3, En
el caso aqui anatizado, la presencia de las paredes de la eavidad hace que ol Hido
se imieva con imicho menos facilidad que en el revisado por Chandrasekhar. La
razon de aspeclo es nienor que 1, y por lo tanto necesitavemos de un nimero de
Rayleigh mds grande para que haya imovimiento.

Bl valor numérico del printer nihmero de Rayleigh critico en este prablena,
puede ser estimado extrapolando el valor del mimero de Nusselt en esiado pep-
manente a uno, Esto es debido a que enando Nu < 1 el Hnido estd en reposo v
cuando Nu > el thijose muneve. Hiciinos seis cileulos para hacer la estimacién,
tos minteros de Rayleigh analizados se imuestran en la tabla 4.1 y en las figuras
4.2y 4.3, Tn la tabla 4.1 se reporta el mimero de Nusselt en estado pernanente
del flnido para dos mallas diferentes, La primera es de 24% con un paso en el
tiempo de 107* y 1 segunda es de 48" con un paso en ol tiempo de § x 1075,

El estudio de refinamiento de malla indica que ' Ra,. & 9100 para la malla
de 243, mientras que para lnmalla de 48* tenemos que ! Ra, & 16, 000.

Tabla 4.1: Comportamiento del mimero de Nusselt cotno funcién del ndimero de
Rayleigh

Ra | Nu (24%) | Nu (48%)
6 x 107 3.01
5 x 107 2.79 2.53
4% 107 2.50 2.25
3% 107 2,10 1.84
2 % 107 1.50 124
1o 1.04 1.00
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Debido al enonie esfuerzo computacional gpie hicinos para determinar von
precision el primier mimero de Rayleigh eritico, es conveniente disentic el punto
con ntayor detadle,

Se han propuesto méiodos allernativos para determinar el valor del nimero
de Rayleigh erftico. Notablemente, Davis {7] y Cation [4] resolvicron las ecun-
ciones que gobiernan el inicio de Ja conveecidn que se obtienen linealizando las
ccitaciones 2.13,2.14 y 2.15. El método de solucién einpleado fue ol métado de
CGialerkin, El dnico antor que presenta resultados para una geowetefa igual a Ja
estudiada en esta tesis es Catton, sus resultados indican que ' Ra, es aproxima-
damente 48,000, La difereneia con nuestros resultados es notable y mierece un
analisis euidaduaso.

Lo primero que debe apuntarse es o] comportamiento de ' Ra, como funeién
de fa razén de aspecto. Cuando la razou de aspeeto es grande, el valor de ' Ra.
tiende a 1,708 mientras que si I razén de aspecto es pequeiia, ' Ra, tiende a
inlinito debido al cfecto inhibidor de movimiento por a presencia de las paredes.
Este comportamiento se observa en Ia figura 4.4.

50 ‘
—we= Catton (1970)
‘ w oo Daavis (1967)
e Qertel (1976)
4.0 1
R,
10
301
2,04
~q]
1.5 v y - v
0 2 4 6 B 10

hefh,

Figura 4.4: Nimero de Rayleigh Critico como funcion de la razon de aspecto
hy fhy con by fh; = const. En noestro caso Az = hy, Ay = h, y Az = hy,.

il segundo punto importante cousiste en que Kirchariz y Oertel [14] criti-
cait el trabajo de Catton [4] indicando que no tomd un mimero suficientenente
grande de términos del coujunto de funciones de prucha. Kirchartz y Oertel
efectuaron o cdlendo cou b téenica de Galerkin usando mas térninos, y rea-
lizaron experinrentos con cavidades de razones de aspecto Az =4, Az =4y
Ax = 6, Az = 4, encontrando que sus resultados son sistemdticaniente menores
que los reportados por Catton [] (ver fignra 4.4). Aunque [a diferencia en el
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"Rate os pequefia (10 %) es iimportante enfatizar que ka comparacion fe hecha
para razones de aspecto mayor a la unidad. Como parte del trabajo de inves-
tigacion de esta tesis, se hizo edleulo de 'Ra, para Ar = 4, Az =4y Are = 6,
Az =4, Los resultacos se muestran en la tabla 4.2

Tabla 4.2: Pritner mimero de Rayleigh critico para razones de aspecto (Ar =
6, Az = 4) y (Ax = 4, 4z = 4), con una maltla de 24°

Ra Nu (Aw=4) | Nn (Ae = 0)
A x 107 3.66 .96
2% 107 2.78 267

107 2.39 241
5x 107 1.96 1.95
3% 107 1.47 1.51
2.5 % 108 1.30 1.33
2% 107 1.07 1.10

Haciendo una extrapolacion del mimero de Nusselt a uno, obtenemos que
para una razon de aspecto de Ax = 4, ' a, & 1850, en tanto qie para una razon
de aspecto de Ax = 6, ' Ra, = 1780 (ver igura 4.5). De los resultados oblenidos
ent esta tesis y de los valores obtenidos por Kirchartz y Oertel y Mukutiont y
Yaug [19] podemos concluir gue los datos reportados por Catton sobrestiman
el valor de ! Ra,. Para razoues de aspecto grandes, el error es tolerable ( 4%)
pero debido a la funcionalidad del mimero de Rayleigh critico con la razén de
aspecto, para eavidades esheltas, el error puede ser de mis del 100%.

Rayleligh critico
] : i i L

‘] % _

z.0

Numero de Nussetl?t
1.0
I
—T

1.8

». "
Syl estinmsde
9
3
4 -
°
° T Li T T
6.0 o,20

o.08 .10 0,10
Numaro dn Rayleligh (10a5)

Figura 4.5: Nittnero de Nusslet como fmeidn del mimero de Rayleigh. Grifiea
Lo (A =4, Az = 4). Grdfiea 22 (Ax = 6, Az = 4). Malla utilizada; 243,
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Bl cilenlo del segundo ninera de Rayleigh critico, * Ra,, tiene la misma
difienltad de cilenlo que el primero. Exn este caso el segundo ndniero de Rayleigh
critico nos indica el pito de transicidn entre el flujo con velocidad constante y
el flujo oscilatorio. Se necesita de i valor o suficientemente alto del miniero de
Rayleigh para que el flujo sea oscilatorio. Bl estudio se inicia desde Ra = 5 107
y termina en Ra = 4.5 x 10° Bu la tabla 4.3 se mestran los valores del nimero
de Rayleigh que se exploraron y la amplitud de la oseilacidn en el mimero de
Nusselt en estado permanente. El comportamiento del mimero de Nussell con
los distintos mimeros de Rayleigh de la tabla 4.3 se puede observar en la figura
4.6, Observamos que la amplitud decrece, sin embargo esta disminneion de fa
amplitud no es mondlona. Podemnos concluir, de la tabla 4.3 que el seguudo

5

nimero de Rayleigh erftico estd entre 3.5 x 10% y 3.8 x 105,

Tabla 4.3: Moviinento del Fluido

Rayleigh | Amplitud
5.0 x 107 0.00
201051 0.00
3.3 10° 0.00
3.5 x 10° 0.00
3.8 10° 0.29
4.0 x 107 0.32
4.5 x 105 0.49

Numare de Nussalt

a
« -
Ra=380000
o = e 1.
3 TI000
L]
Ra=30000 "

N
o

o.a v.2 .2 1.4

a.4 o.8 0.8 .0
Tiempo adimenslionol

Figura 4.6; Niinero Nusselt en funcién del tiempo adimensional para diferentes
mimeros de Rayleigh.
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Cundo o Ta = 0y el Ra < 3.5 x 10° se tiene un problema clisico de
Bénard, en donde se observa la formacion de celdas convectivas. En puestro
caso la geontetrfa y las condiciones iniciales ocasionan que se forine una sola
celda convectiva paralela al plano xy y rotando en el sentido de las manecillas
del reloj, visto desde el eje z y en la direccidn de las 2's positivas hactael origen de
coordenadas como se puede ver en las figuras 4.7 y 4.8. Bste comportamiento
es notable tambidn en la figura 4.9 (a), donde se imuestra la distribucién de
temperaturas y de velocidades en ol plane @ = 0.25.

Una partieula detitro de la cavidad describe una trayectoria como la que se
observa en la figura 4.9 (), en donde la trayectoria se colorea de acuerdo a la
temperatura, La particula empieza a moverse desde el punto (0.1,0.5,0.1) ¥
va forimando una espiral en direceion z confornte pasa el tiempo. Cuando la
partienla lega al plano = = 0.25 la particula regresa casi al punto de donde
salid pero por otya espiral mas grande. Esto continua asi de tal forma que la
trayectotia de la particula formaun toro que no ermza ol plano z = 0.25. La
Lrayecoria de una particula en una posicion simétrica con respecto a dste plano,
es similar a la primera (ver figira 4.9 (b} ).

Tamparatura en Y=0.5

0.00 0.25

-—-0.25

6-0-5S0

Figura 4.7: Distribucién de la Temperatura en el plano y = 0.5, Ra = 5 x 10
y Tu=0.
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Figura 4.8: Comporente y de la velocidad en el plano y = 0.5, Re =5 x 101y
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4.3 Rotacién alrededor del eje y

Antes de comenzar con el anidlisis fisico del flujo, realizamos algnnos experimen-
tos para probar la consistencia de los resultados mnnéricos,

La cavidad rota en sentido horario vista desde avriba, esto es, & apunta
et la direccion de la gravedad. La razdn de aspecto permancce constante y In
distribaicidn de los vohimenes de control es uniforine en todos los casos, Utili-
zamos un pertirbacidn ineial como la wostrada en fa figura 4.1, De la misina
forma que en la seceion anterior, usmnos el mimero de Nusselt para comparar
los resnltados obtenidos con diferentes valores de los pardmetros. Ll comporta-
miento general del mimero de Nusselt puede apreciarse en la figura 4,10, dowde
se hace la grafica del nimero de Nusselt como funeion del ticimpo usando wia
malla de 243, Los pardmetros que uswnos para obtener este resultado fueron
Ra=5x 10"y Ta=5x 10"

Niimaro de Nusselt
Q L L £ L

> T 1 T T

0,0 0.8 1.8 2.4
Tiempo adlimanslonal

Fignra 4.10: Comportamiento del mimero de Nusselt en funcidn del tiempo,
Re=5x10"y Ta=5x 10",

Inicialmente, la curva describe una oscilacion con wna amplitnd relativa-
mente alla, que se atenua transfornindose en una oscilacidn con frecuencia y
amplitud constante,

Con los mismos pardimetros, refinamos la malla ntilizando 36 y 48% voliine-
nes e control, Bl resultado se muestra en la figura 4.0}, Se aprecia que la
parte inicial de la eurva coincide en los tres casos, pero la atenuacion del estado
transitorio determina la fase de fa oscilacion en la segunda parte de la curva, la
cual es fuertemente dependiente del tainana del volunien de control, El valor
promedio del Nusselt para los tres casos difiere en menos del 3.5 % (véase la ta-
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bla 4.4). Nuestro objetivo es deseribir el comportamiento cualitativo del luido
cunando se entcuentra en las condicionies autes deseritas, por o que se comparan
los resultados a tiempos largos. Ajustamos la fase y el valor promedio y sobrepu-
simos las graficas, como se muestra en la fgura 4.12. La diferencia en amplitud
y [recuencia de la oscilacidn es menor que 8.5 % y 1.0 %, respectivamente,
Nétese que cualitativatiente el comportamiento es sinilar,

Numero da Nusselt

L

r<

\\.—-
Jr\i

Nu

0.0 -]

3 o.

L]
Tiempo a

T T

1.2
dimenslonal

IE-3

Figura 4.11: Comportamiento del winrero de Nusselt, para

las tres wallas,

El tiempo de CPU requerido para caleular una unidad de tiempo adimen-
sional para cada uno de los casos reportados es de 5063 seg. para la malla de
24", 18004 seg. para la de 36" y de 27763 seg. para la de 483, Debido a que el
comportamiento cualitiativo es el que nos interesa por ahora, y éste es similar en
los tres casos, decidimos usar una malla de 243 con el objeto de aliorrar tiempo
de cdleulo. En cuanto al comportamiento cuantitativo podemos decir que la
diferencia porcentual que se obtiene es aceptable a este nivel de aproximacidn.

Tabla 4.4: Comparacion entre las tres mallas,

Malla [ 249 36% 483 [ il %
Free. | 1.6954 | 1.6666 | 1.4065 15.0
Awp. | 01227 | 0.1 148 | 0117 8.5
Nu 2.6193 | 2.5601 | 2.5304 3.5
cPu 5063 18004 | 27763
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Figura 4.12: Comparaciéu de la lrecuencia y la amplitud del mimero de Nusselt

para las tres mallas.

¥ T T T

0.2 0.4 o.s 0.0 1

T lempo odlmansfonal

Numsro de Nusselt

[ N SO N I | DR O W Y O Lt

<0

AN A N

Nu

Figura 4.13: Comportamiento del nimero de Nusselt en funcion del tiempo.
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La interpretacion de los resultados en términos de las propiedades dindimicas
del flujo se hizo analizando el caso Ra = 5 % 107 y T = § x 10 El ndmern
de Nusselt en funeidn del tiempo para Ta = 5 x 10 se comporta de Forma
similar al obtenida con Ta = 5§ x 10% (ver figuras 4.13 y 4.10). La ventaja de
utilizar un mimera de Taylor de 5 = 100 es que con este valor el tiempa del
estado transitorio se reduce de manera notable y la frecuencia de la oscilacion
del mimero de Nusselt autuenta, con lo que el tempo de cdleulo disiminuye.

La caracteristica general del Bujo puede observarse en la figura 4.15, donde
se muesbra una isosuperfice a lemperatura cero y el capo de velocidades en
el plano & = £ al tiempo 0.55. Eu la etapa inicialy se observa la fornracion de
mia celda simple tipo Bénard, rotando alvededor de un eje en la direccidn 2
positiva y localizado aproximadamente en el centro de fas paredes paralelas al
plano ay, igual que en el caso sin rotacion (véase seccion 4.2). Un amuento en ke
velocidad de la celea, seguida por oscilaciones awtorlignadas son caracteristicas
responsables de un conportamiento andlogo en el mimero de Nusselt promedio
(ver figuras 4.10 y 4.13). Una vez que las fluctuaciones en la celda convectiva
se han atenuado, aparece otra rotacion con el cje orfentado a lo largo del eje
¥ Este efecto hace rotar a la celda de Bénard en su conjunto alvededor del eje
vertical, La rotacidn se puede apreciar de In figura 4.16(a) a la figura 4.16()),
en las que se wwestran la lemperatira y la componente vertical de la veloeidad
en el plano y = 0.5 a dilerentes tiempos, Las componentes 2 y = de a velocidad
gralicadas en ol plano y = 0.5 se pueden ver en la figura 4,18, donde se ohserva
un vértice central rotando en sentido antiborario visto desde la parte superior de
la cavidad, Bl canipo de velocidades indica que el movimiento miis vigoroso esta
concentrado en lu regidn central del plano, Esto es una consecuencia inmediata
de In interaceién entre el Nujo convectivo de Bénard y la aceleracion de Corialis,
Nétese que en las regiones préximas a las esiiinas la magpitud de la velocidad
de rotacidn en el plano es muy pequeiia y por lo tanto no se ohserva la formacion
de estructiras vorticosas, Se observa ademids que el sentido de la rotacidn de la
cekla convectiva es contrario al sentido de rotacion de Ja cavidad. En el video
anexo a csta tesis, la rotacidn de la celda se observa con wayor claridad,

El sentido de rotacidn obedece a la influencia de la aceleracidn de Coriolis,
Yura deseribir este efecto en detalle, es necesario notar primeramente que el
efecto de Coriolis se manifiesta mayoritariamente en las regiones cercanas a las
paredes horizontales (y = 0, y = 1) pues en la parte central de la celda, el
vector velocidad es aproximadamente paralelo al vector e rotacion. Con el fin
de hacer la deseripcion mds simple, analicetnos el lujo en la regidn vecina a la
tapa superior cuando éste estd alineado con el eje 2. Debido a la forma de la
celda convectiva, la distribucidn de u (componente de ta velocidad en direccidn
a), como funeidn de la coordenada o presenta dos mdxinos, como se muestra en
In figura 4.14. Ahora bien, la aceleracidu de Coriolis tiene la forma —2w x u, y
conseelentemente genera en esta region una aceleracién diferencial en direccion
-2, con magnitud mayor en la region 2 > 0.25 (recuérdese que & apuuta on la
direccion de la gravedad). Esto genera una rotacién en direceidn opuesta i la
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Figura 4.14: Magnitud de la Velocidad como funcion de la posicidn en y = 0.3
y 2 =025,

direccidn de rotacién de la celda,

La rotacion de la celda y 1a geometrfa del contenedor determinan e} compor-
tansiento del mimero de Nussel promiedio. Cuando la celda estd orientada con
las escuinas, como en la figura 415, el nimero de Nusselt presenta un maxi-
mo relativo, mientras que cuando se orienta con las paredes, como en el caso
sin rolacién, el Nusselt presenta un minimo relativo. L continua rotacidn de
In celda convectiva alrededor del gje » resulta en mimero de Nusselt oscilante,
como el de las figuras 4.10 y 4,13, Cuatro mdximos en la gréfica del mimera de
Nusselt, corresponden a un giro cotnpleto de la celda. La rotacién de la celda
convectiva como un cuerpo rigido se refleja tanto en e espacio fase de velocidad
como en la trayectoria de una particula. En la figura 4.17 se grafica el espacia
fase de velocidad («, v, w), en el nodo (15, 15, 15), en donde puede observar en
esta figura la formacidn de un eirenito cerrado. En la figura 4.19 se muestra la
trayectorin de una particula desde varios puntos de vista, Puede observarse que
la particula gira en torno a la celda convectiva y también alrededor del eje y,
tal comne to hace la celda, delineando una superficie sitmilar a un toro.
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Figura 4.16: Distribuerin de fos vampos de temperatura y velocidad en el plano
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Figura 4.17: Espacio fase de velocidad en el punto (0.326,0.652,0.326). Ra =
5x 100y Ta=15x 104
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Figura 4.19: Trayectoria de una particola, Ra =5 x 10y Ta =5 x 10",

Hicimos un estudio paramétrico vartando el nitmero de Taylor como se mues-
tra en la tabla 4.5. Bl mimero de Rayleigh se mantuvo siempre en Ra = 5 x 107,
En todos los casos, el comportamiento cualitativo es similar al de la grifica
4.10. La frecuencia y la amplitnd se calentan apartiv de los datos una vez que
la oscilacion en el nimero de Nusselt ya no depende del tiempo.

Se observa que fa anplitud y la {recuencia decrecen mondtonamente con-
forme ¢l nintero de Taylor lo hace. El comportamiento cualitativo del flujo en
todos los casos es similar, Gralicamos (n(Frecuencia) en funcion del fn{T'«)
ohteniendo aproximadanente nna veeta (ver Hgura 4.20). Bsto implica que la
Frecuencia es proporcional a una potencia del mimero de Taylor. La pendicute
de la recta de la figura 4.20 os aproximadamente £, mientras que la ordenada al
origen es aproximadamente = Entonces la lunuondlld.l(l de la frecuencia con

T
respecto al mbmero de Taylor debe ser:

. L
Freeuencia oc Ta?
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Figura 4.20: In(Frecuencia) en funcién de n(Ta).
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Tabla 4.5 Amplitud y Frecuencia en funcidn del nimero de Taylor .

Ta Irecuencia | Amiplitnd
Hx 107 1.6554 0.1227
3 x 107 1.2655 0.1184

107 0.7026 01116
5 x 109 0.4861 0.1098
FxI0% | 0.3840 0.1093
2x 108 ] 0.3333 {1.1086

109 0.2415 0.1077

funcion de Ta (Ln-Ln)
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Figura 4.21: Frecuencia en funcidn del mimero de Taylor.,

4.4 Rotacién alrededor del eje

4.4.1 Flujo con velocidad constante en estado permanente

Como se describid en la seceidn 4.2, cuando se tiene un problena de Bénard, es
decir Ta = 0 y Ra lo snficientemente pequeiio para que no haya oscilaciones, el
flujo principal consiste de nna eelda sinmple rotando alrededor de un eje pavalelo
al eje 2. Un mimero de Rayleigh con el que se obtiene este tipo de fhjo es
Ra =56 x 101, Utilizaremos este valor en los siguientes cileulos,

Aliora la cavidad rota alrededor del eje z. Bl andlisis se inicia con los si-
guientes mimeros de Taylor: 0,50, 1000, 100000 y 300000. 1) comportarmiento
cunlitativo del mimero de Nusselt en funcion del tiempo es stmilar en los cuatro
casos (ver figura 4.22). Se observa en esta figura que cuando T'e = 0 ef mimero
de Nusselt en estado estacionario, es menor que cuando T'a # 0.

La forma del flujo cont estos valores es igual ala que se mostrd en las liguras
4.7 y 4.8. Sin embargo, existe unta diferencia en el comportamiento con vstos
cuntro valores del mintero de Taylor, En las figuras 4.23 y 4.24 se muestran la
temperatura y la velocidad en direccidn y respectivammente en y = 0.5y = = 0.25.
in ambas figuras se observa que conforme el nimero de Taylor aumenta la -
plitud de la temperatira y de la velocidad en direccidn y disminnye ligeramente.
Bn las figuras 4.25 y 4.26 se muestran grificas andlogas pero en y = 0.166 y
: = 0.2,
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Figura 4.22: Niwmero de Nusselt como funcidn del tiempo para diferentes ntine-
ros de Taylor.
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Figura 4.23: 'Temperatura para diferentes nimeros de Taylor en y = 0.5 y
7= 0.25.
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Vuloeldad=-y an Yz0,166 y 2=0.2%
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Figura 4.26: Velocidad en direccidn y para diferentes mimeros de Taylor en
y=0.1066y : =0.25.

4.4.2 Sensitividad a las condiciones iniciales

En los primeros cileulos de esta seccidn, se le did al fluido una condicion injeial
como la mostradiven la figura 4.1. Si la condicidn inicinl es distinta, el compor-
tamiento del minero de Nusselt en Tuncion del tiempo es distinto en el estado
Lransiente, sin embargo, al llegar al estado permanente el ndmero de Nussell
alcanza un misto valor. Ln la figura 4.27, se muestra el conmportamiento del
mimero de Nusselt con cuatro diferentes condiciones iniciales, La grafica 1 se
obluvo con la condicion inicial de la figura 4.1; la grafica 2 es consecuencia de
una condicidn similar a In primera pero paralela al plano yz; la gréfien 3 se
obtuvo dando al lluido una condicidn mila, u = v = w = 0; y la grifica 4 es
producio de una condicidn similar a la de la figura 4.1 pero en sentido opuesto,
Eu cada uno de estos casos usamos Ra =5 x 107 y Ta =5 x 104,

Si graficamos el espacio fase de velocidad en los casos anteriores, obtendre-
mos (rayectorias que llegan a un mismo punto. Las figuras 4.28, .29 y 4.30
muestran esta caracterfstica. Fn estas figuras, las grificas con eliqueta 1 se
obtuvieron con la condicidn inicial de la figura 4.1 las de ebiqueta 2 son dos
grificas indistinguibles las enales se obtienen una con la condicién injcial similar
a la anterior pero paralela al plano yz y olra con w = v = w = (); finalmente las
de etiqueta 3 son consecuencia de una condicién inicial igual a la de la figura
1.1 pero en sentido contrario,

85



1.

Numaro de Nussel t
a . Lo [V R
" ; : : : :
i ! H
i : i
; ; : : :
9 . .; el -
" P i !
] o
| i ! "
- ; i
) ‘ s i
- g i i
o ! !
J H
2 ': ;
9 - . e : S
o s ! H 1
T P
4 1--> Copdicion tnjcial en scptido horyio L
i H I
y - . [ [
" (2> Copdicion Inicial patalpla ol plao Y2
- . S RS O SO TA  U A S
" ' g&oﬁmmmmWMmmﬂ
; I
iLo(MMMmHMWHMM$mmI !
| ‘ : i ;
o i : ‘ ; ;
,‘ T Ll I T T T I T l T '
0.0 0.2 0.4 0.8 0.8 1.0 1.2 .4

Tlaempo odlimenslonal
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Figura 4.28: Proyeccion del espacio fuse de velocidades sobre el plano we, para

el punto (0.326, 0.652, 0.326).
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Espaclo Fasa (u,w)

Figura 4.29: Proyeccidn del espacio fase de velocidades sobre el plano uw, para
el punto (0.326, 0.652, 0.326).
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Figura 4.30: Proyeccién del espacio fase de velocidades sobre el plano v, para
el punto (0.326, 0.652, 0.326).



4.4.3 TFlujo oscilatorio

Enseguida exploramos el efecto de la rotacion sobre el Hujo oscilatorio. Toma-
mos un valor del mimero de Rayleigh para el cual el wovimiento del Huido sea
completaiente oscilatorio, Ra = 4 x 107, La grifica del mimero de Nusselt
como fuicidn del tiempo con este mimero de Rayleigh y T'a = 0, se muestra en
Ia figura 4.31, donde se ve claramente que hay wna oscilacién periddica,

la forma enalitativa del flujo es mids compleja que en los casos anteriores,
La componente vertical de la velocidad y Tn temperatura graficadas en el plano
y = 0.5, muestran la formacién de una celda paralela al plano xy y rotando
en ¢l sentido de las manecillas del reloj vista desde las ='s positivas. La celda
de este caso se distingue de los otros porque tiene picos cerca de las paredes
(ver figura 4.32). Bn la misma figura graficamos nna isosuperfice a tewiperatura
cero y la trayectoria de dos particulas. Estas dos ltinmas graficas nos indican
la formacion de otras cuatro celdas conveelivas de menor tanaio pero paralelas
al plano y:. Para comprobar esta observacion graficamos la distribucion de
velocidades y temperaturas en los planos @ = 0.20 y = = 0.25 (ver igura 4.33).
En el plano & = 0.25 se observan con claridad las cuatro celdas paralelas al
plano yz, comno se menciond antes, mientras que en el plano = 0.25 se puede
ver la formacidn de una celda de mayor tamaiio paralela al plano wy.

Numero de Nussel it
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Figura 4.31: Comportamiento del niimero de Nusselt con Ra = 4 x10% y Ta = 0.
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La oscilacidu que aparece en el wtimero de Nusselt, es producida por unat
pequeiia oscilacion en Ia temperatura y la velocidad del lujo. Graticamos la
temperatura y la velocidad en direceidn y a tres diferentes tiempos en un corte
unidiiensional. Los tiempos a los que hacemnos Jos cortes se muestran en la
figura 4.34. Las figuras 4.35 y 4.306 wuestran la temperatura y la componente
vertical de la velocidad en y = 0.5y z = 0.375 en los tres instantes.  Con
ayuda de las figuras 4.3, 4.35 v 4.36, podeinos decir que cuando el nimero de
Nusselt es un minimo relativo las amplitades de temperatuta y de Ins velocidad
en direceion y son ligermmente menores que cuando e} mimero de Nusselt es un
maiximo relativo.

Numaero da Nusselt
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1.270 1.274 1,278 1.282 1.286 1.2u0
Tlempo adimaensional

Figura 4.34: Tienipos a los que se hacen los corles lineales para explicar la
oscilacidn en el mimero de Nusselt.

La gréifica en el espacio fase de velocidades produce un cirenito cerrado como
se observa en la figura 4.37. Esto es debido a que existe una aseilacion periodica
de amplitud constante en la temperatura y Ia veloctdad del flujo.
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Temparatura en Y=0.5 y Z=0.375
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Figura 4.35: Temperatura a los tiempos: 1= 1.2740, 2= 1.2800 y 3= 1.2840).

Velocidad~y en v=0.5 y Z=0.375
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Figura 4.36: Velocidad-y a los tiempos: 1= 1.2740, 2= 1.9800 y 3= 12840,
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Espacto Fase (u,v,w)
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Fignra 4.37: Espacio fase de velocidad (u, v, w) desde dos puntos de vista, Ita =
4 x 10°%, en el punto (0.326,0.652,0.326).

93



Estudiamos el comportamiento del flujo manteniendo el minero de Rayleigh
en 4 x 10%, y varjando el mimero de Taylor. El tipo de movimiento del {lujo
con los valures del nimero de Taylor estudiados es oscilatorio exeepto cuando
Tu = 5x 10% (ver tabla 4.6) donde se reporta el tipo de movimiento, la ampltitud
y frecuencia de la oscilacion.

Tabla 4.6; Clasifieacidn enalitativa del movimento del fluido, Ha =4 x 10%,

Taylor | Movimiento | Amplitud | Freenencia
0 Oscilatorio 0.32 48.54
10 Oscilatorio 0.37 48.78
Ix 107 | Oscilatorio 0.53 49,51
108 Oscilatorio 0.64 50.00
3x 103 | Oscilatorio 0.68 51.02
ik Oscilatorio 0.57 35.09
I x 10" ] Oscilatorio 3.80 27.70
Hx 10° | Amortigiiado
19 Oscilatorio 6.83 4.40

La forma de la grafica del nidmero de Nusselt con mimero de Taylor desde
Ta = 10 hasta Ta = 3 x 10% es del inismo tipo que la mostrada en la figura 4.31,
¢l tnico cambio es un aumento pequeiio, pere moundtono en fa amplitud y la
frecuencia. Cuando T'a = 108, la grifica del mimero de Nusselt contiene menos
componetles de Fourier y disminuyen la amplitud, Ia frecuencia y el mimero de
Nusselt prontedio (ver figura 4.38). Con T'a = 3x10° y con Ta = 107 ln amplitud
de la oseilacion wnmenta, mientras que la frecuencia disminuye (ver figuras 4.39
y 4.41), En ambas grificas se ve un aumento en as componentes de Fonrier,
Un comportatniento ity particular se observa cuando T'a = 5 x 10%. La grdfica
4,40 muestra este comportamiento en donde se ve un elaro amortignamiento de
la oscilacion del mimera de Nusselt.
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Figura 4.38: Niniero de Nusselt como funeidn del tienipo adimensional para

Ta= 0%,
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Numaro de Nussalt, Ta=5000000
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Figura 4.40: Nimero de Nusselt como Tuncidn del tiempo adimensional para
Ta =5 x 108
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Figura 4.41: Niimero de Nusselt como luneion del tienpo adimensional para

Ta = 107,
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Podria existir In sospecha de que la amortiguacion en el caso cuando Ta =
5 % 10%, se debiera a un efecto de la malla, Para asegurar que los resultados
obtenidos con In mialla de 24, no dependen de que tan fina sea ésta, realizanios
un refinamiento espacial y temnporal, Utilizamos una malla de 48% y un paso en
el tiewpo de 5 x 1075, Bl resultado del edlewlo con esta malla se imtestra en la
figura 1.42.

Numaro da Nusselt
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Figura 4.42; Nimero de Nusselt como funcidn del tielpo adimensional para
Ta = 5 % 10% con las niallas de 24% y de 48%,

En la figura anterior podemos observar en los pritneros instantes una osci-
lacién periddica cuya amplitud deerece conforme pasa el ticnpo. Luego de 1.5
unidades de tiempo adimensional, la amplitud de la oseilacidn decrece notable-
mente y la oscilacion se vuelve no periddica, El valor promedio del mimero de
Nusselt que se obtiene con fa malla de 48" difiere en 8.33 % del que se obtiene

N ron lamalla de 24%, Nétese que el tiempo de anortiguacion es mucho mis largo
para la malla ws fina, Debe enfatizarse, que el comportamiento cualitatlivo es
1 el mismo. Este resultado nos da la certeza de que los resultacos obtenidos con
i

L malla de 24 son cualitativamente correctos,
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Capitulo 5

Discusion y Conclusiones

En este trabajo hicinos un estudio numérico de la conveceién natural de Rayleigh-
Bérnard bajo las tres condiciones signientes: a) sin rotacion, b) con rotacién
alrededor del eje vertieal y ¢) con rotacién alrededor de un eje horizontal,

En el andlisis del flujo de Rayleigh-Bénard sin rotacion encontramos dos
mimeros de Rayleigh criticos. Bl valor del primer nimero de Rayleigh eritico
VRa,, cuando el fluido pasa del estado de reposo a flujo con velocidad constan-
te, s de aproximadamente 16,000 para Az = 0.5y Az = 0.5, Este valor se
encontrd haciendo una extrapolacién con los datos ohleniddos usando mallas de
24 y 48%. Bste valor diliere del reportado por Catton [4) que es de 48,000, Debe
ohservarse que un refinamiento a la teoria espeetral de Catton, efectiado por
Kirchartz y Oertel {14], conduce aun valor de aproximadamente 26,000. Alter-
nativamente, en wn estudio experimental diseutido por Mukutmoni y Yang {19],
encuentran que el valor experimental de 'Ra, es sistemdticamente menor al
que se predice en la teoria de Galerkin usada por Catton.  La conclusion ge-
neral es que ain usando diferentes métodos de solucidn se puede afirnar que:
VRae & 16,000, para Az = 0.5y Az = (5. La teoria para determinar ' Ra..
cuando la razdn de aspecto es grande, es menos controversial. En Particunlar,
para Az, Az > 10, ol valor de ' Ra, tGende a 1708, véase Kirchartz y Qertel [14].
Calewlando el VHa, con vazones de aspecto Aw =4y Ae =6, con Ay =1y
Az =4, encontramos que ' R, coincide con los estudios de Iirchartz y Oertel,
Cuando el flujo en la cavidad es de velocidad permanente, se observa la forma-
cién de una celda convectiva. Bste os el patron que generalinente se obtiene en
la mayoria de los estudios de 1a conveeeidn de Rayleigh-Bénard para cavidades
con razdn de aspecto pegueiia,

Yara una cavidad de Az = 0.5y Az = 0.5, el {lnjo se mantiene con velocidad
constante enando Ra < 3.5 x 10% y se convierle en oscilatorio cuando Ra >
3.8 % 109, por lo que entre estos dos valores se encuentra el segundo nimero de
Rayleigh critico Ra,.

Eu el estudio de la conveceidn natural con rotacidn alvededor del efe vertical,
hicinos un estuclio de refinamiento de malla para comprobar la independencia
de la malla de nuestros resultados. Utilizamos mallas de 243, 363 y 483, El com-
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portariento cunlitativo es similar con las tres mallas, mientras que las diferencia
cuantitativa encontrada fue wienor al 15 %, Concluimos que los resultados obte-
nidos con la malla de 24% son confiables a este nivel de estimacion, Observamas
mievamente la foriacidn de una celda copveetivaen los primeros instantes. Una
vez que la celda se ha formado por completo, esta empieza a rotar alrededor del
eje y y el sentido de la rotacidn es contrario al sentido de rotacidn de la cavidad,
La precesion que abservamos en este estudio, fue reportada también por Zhong
el al [33) y por Goldstein ef al [10] en estudios experimentales.

En un estudio paramétrico variando el niniero de Taylor y manteniendo el
mimero de Rayleigh constante, encontramos que la frecuencia de precesion de
la celda es proporcional a Ta3,

En el 1iltimo caso estudiado acui, la cavidad rota alrededor del gje 2. Ob-
servainos que el mimero de Nusselt en estado permanente siempre es el misimo
independientemiente del eampo de velocidades inicial.  Eslo sucede enando el
flujo se mantiene con velocidad constante. Con esta condicidn observanmios que
el flujo es stmilar al que se desarrolla cuamlo o rotacion es nula, Ta = 0, la
principal modificacion consiste en una ligera disminueion de la diferencia entye
el maximo y el mmimo tanto de la velocidad como de la temperatura,

Tomando en cnenta el resultado de gqne el segundo nimero de Rayleigh eriti-
co estd en el tntervalo 3.5 x 10° <? Ra. < 3.8 x 10°, wtilizamos un ntinero
de Rayleiglt de 4 x 10° para obtener un llnjo oscilatorio con Ta = 0. La os-
cilacidn tiene una amplitud y frecuencia constante. En corridas subsccuentes,
aumentamos el nimero de Taylor. Ohservamos que la oscilacion se amortigua
cuando Ta = b x 10% La amortiguacion de la oscilacion, ha sido encontrada
en una gran cantidad de estudios nmnéricos y experimentales, y ocurre para
ciertos valores especificos de la rotacion. Este comportamiento esti lejos de ser
entendido, sin embargo, se han erpezado o hacer avances en el estudio tedrico
del fendmeno, Observamos también que la amortignacion es independiente de
la malla que se utiliza para hacer los cdlenlos, Esto lo comprobarmos haciendo
un estudio de refinantiento de malla con 24% y 48% voliinenes de control, Con
ambas se obluvo un amortignamiento cnando Ta = 5 x 10°,

Sin embargo, enando aumentainos el nimero de Taylor hasta 107, la oscila-
cidn se vielve a presentar de una forma mds compleja, con mids componentes
de Fourier.

La amortignacidn de las oscilaciones para ciertos pardmelyos es un fendmeno
que no ha sido estudiado con el detalle requerido, Esto se debe principalimente
a la gran demanda de recursos computacionales. Este {endmeno, serd objeto de
un estudio fturo,
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