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INTRODUCCION I

El uso de conceptos de probabilidad en textos clasicos de caleulo actuarial, tales
como funciones de distribucion, densidad, generatriz de momentos o varianza, no han
sido estudiades con mayor profundidad. La mayoria de los resultados de la teoria
tradicional son obtenidos sélo congiderando el valor esperado de las funciones
definidas. En 1986, Bowers y Gerber fortalecen éstos usando variables aleatorias que
dependen del tiempo futuro de vida. Una aportacién importante de este estudio es el
cdleulo de la varianza de las funciones actuariales. Esto proporciona una medida del

riesgo de pérdida por parte de la compaiia aseguradora, como se verd mads adelante.

Aunado a lo anterior, se propone el uso de una expresion general de beneficios
y obligaciones, para los planes de seguros y anualidades mds comunes; asi como el
desarrollo de sus funciones de distribucién y densidad, con éstos se llegara al cdleulo
de primas unicas, primas netas niveladas y reservas, que son conceptos

fundamentales para la elaboracién de cualquier plan de seguros.

Para lograr lo anterior, sera utilizado como base el estudio de la medicién de
supervivencia y todos los conceptos desarroliados derivados de ella como lo son :
variable aleatoria del tiempo futuro de vida y sus funciones de distribucién y
densidad,

A continuacién se definira la expresién general, con la que se pretende obtener
una forma que se adapte a lps tipos de seguros maés usados en nuestro pais. De esta
forma, se busca parametrizarios de acuerdo a las condiciones de cada uno lo que
permitird facilitar su manejo, utilizando la misma base de célculo para todos los

planes.

Posteriormente, se calculard y demostraré la funcién de distribuciény densidad

de la expresién general de valor pregente. Con el uso de estas funciones y los
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parametros obtenidos con anterioridad se llegara a las funciones particulares para

cada plan, buscando siempre simplificar el uso y desarrollo de éstos.

Finalmente, se obtendran las primas netas unicas, primas netas niveladas y
reservas, basdndonos en la funcién de valor presente de beneficios. A partir de este
momento, serd necesario introducir nuevos conceptos. Para definir la prima neta
tnica sera utilizado el calculo de la esperanza del valor presente de los beneficios.
Posteriormente, mediante la aplicacién del Principio de Equivalencia sobre el pago
de beneficios y obligaciones de un seguro, se obtendran las primas netas niveladas.
Con el transcurso del tiempo este principio sufre un desequilibrio, lo que nos conduce

a la creacion de una reserva.

Por medio de ejemplos numéricos podremos observar el ugo de la teoria desarrollada

a lo largo de este trabajo y con estos algunas aplicaciones posibles.
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INTRODUCCION.

El propdsito de este capitulo es el desarrollar un conjunte de ideas que nos
permitan definir y enteander la variable aleatoria "tiemipo hasta la muerte T y sus
funciones de distribucién y densidad de probabilidad,

Para introducir la medicion de supervivencia, inicialmente se sentardn las
bases con el manejo de probabilidades condicionales para una funcién sencilla como
lo es S(x), que significa la probabilidad de que una persona de edad 0 sobreviva a
edad x. A partir de esta funcién se pretenden obtener conceptos basicos dentro del
Caleulo Actuarial para facilitar la comprensién y desarrollo de la variable aleatoria

T.

La funcion de supervivencia S(x), puede ser de tipo continuo o disereto.
dependiendo de la informacion con la que se cuenta, o el uso que se le quiera dar.
Cuando esta sea puntual, es decir, se maneje para edades enteras, serd necesario el
uso de la variable aleatoria discreta "K' que se definirda en este capitulo de forma
andloga a "T".

Estos conceptos serdn empleados para la construccion de tablas de mortalidad,
ya que éstas son herramientas actuariales bdsicas, necesarias para el cdlculo de un
seguro.

Un modelo de supervivencia es una funcién de distribucién de probabilidad
para un tipo especial de variable aleatoria,

Casos tratados con patrones de supervivencia humana, sobre todo los
estudiados por actuarios, generalmente estan relacionados con la edad cronolégica de
las personas. Por ejemplo, los seguros y planes de pensiones, ya que la supervivencia
es una funcién de edad. Existen dos versiones de modelos de supervivencia
actuariales; el modelo de seleccion y el modelo agregado, siendo este Gltimo el que
estudiaremus en el presente capitulo.

MQDELQO DE 10

Considerando una cobertura de seguro a edad x de personas seleccionadas, se
toma la emision del seguro como ¢=0 (evento inicial ) y se espera obtener la
probabilidad de que estas personas mantengan con vida en el tiempo f en general
llamada /S(¢)]. Estamos de acuerdo en que S(0) 6 la probabilidad de sobrevivir al
tiempo £=0, tendria un valor distinto en el caso de que x fuera igual a 20 afos, a una
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o . - . . 7P
de 60 anos. Es por esto, que se necesitaria un modelo de la siguiente manera: S(4x),
. P .. \ .
De esta forma se relizaria un separacion de S(t) de cada valor de x.

La edad de seleceion no es ta unica variable concominante, ya que existen otros
factores que pueden afectar en el valor de la probabilidad, por ¢jemplo el sexo o si la
persona es fumadora o no, ete.. Con esto para este caso podemos proponer una funcion
que dependa de estos cuatro factores: S(f,x,m,f) para una variable de tiempo
apropiada para una persona de sexe masculino fumador que tenga edad x al tiempo
de seleccidn,

MODELO AGREGADO

Ahora se considerara el caso en que el tiempo =0 es el nacimiento de una
persona, de tal manera que x=0 y su probabilidad de supervivencia sera S(£)=0 --en
la notacién actuarial la probabilidad de sobrevivir x afos o a edad x, desde edad 0 se
denota como , Py , que es igual a escribir S(xJ--. Podemos observar que cuando ¢=(),
x=0 también. En este caso resultan idénticos los dos tipos de notacién, ya sea S(¢)

6 S(x),

Consideramos el caso en que el tiempo x=0 es el nacimiento de una persona,
de tal manera que su probabilidad de supervivencia serd S(x) = 1, --en la notacién
actuarial la probabilidad de sobrevivir X afios 0 a edad x, desde el nacimiento se
denota como , P, , que es igual a escribir S(x) --. Estas probabilidades de
supervivencia serdn dadas por S(x), con x20,S(0)=1 y S(x)=0 cuando x—>c.En
este caso la variable aleatoria X es la edad de muerte al tiempo de vida futura.

ION D y JCI E SUPER ENCIA.

La funcién de distribucién de supervivencia S(x) se representa por P(X>x),
donde X es la variable aleatoria edad de muerte.

El modelo de supervivencia se puede describir de la siguiente manera: con alta
mortalidad en el primer afio de vida, posteriormente disminuye para la nifez,
aumenta para la adolescencia y adulto; y finalmente crece en forma acelerada en la
vejez. Por esto, la funciéon de supervivencia serd decreciente, ya que es menos
probable alcanzar la edad 60 que la 30. '
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fig.1

S(x)

LA FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULATIVA.

La funcién de distribucién acumulativa de X es F(x) que es la probabilidad de
que la variable aleatoria X o edad de muerte, asumird un valor menor igual ax
( edad ), esto es:

F(x)=Pr(X<x)

De otra forma, esto significa que un recién nacido ( de edad x=0) muera antes
o a edad X, que se denota como, ;.

En el caso de la variable aleatoria X, F'(x) nos proporciona la probabilidad de
que la muerte ocurra antes o al tiempo Xx. Esto es:

! Fix)=1-8S(x)=1-_p,
se puede observar que cuando x = 0;

F(x)=1-8(0) =0



CAPITULO 1 {
MEDICION DE LA SUPERVIVENCIA

y cuando x — oo

F(x)=1-S5() =1

1.1.- PROBABILIDADES Y DENSIDADES CONDICIONALES.

Hasta el momento hemos considerado casos en los cuales la probabilidad de
supervivencia es tomada a partir de la edad x=0 en particular, estas probabilidades
son incondicionales, ya que conociamos que la persona se encontraba viva a edad

=0.

En adelante tomaremos el caso de una persona que vive a edad X > 0, para
desarrollar lag probabilidades de supervivencia , edad de muerte y otras medidas.

Sean A y B dos eventos cualesquiera, la probabilidad condicional denotada
por P(B | A), representa la probabilidad de que el evento B se presente sabiendo
que el A ha ocurrido anteriormente.

La probabilidad condicional de que un recién nacido muera entre las edades
X y X+n suponiendo que scbrevive a X afios es igual a:

Plz<X<x+n | X>x] = Plx<X<xn] =
PIX>x]

Flx+n) - F(x) =
1-F(x)

= 5(&2 - §‘x+a2 =
S(x)

i

= xPo - xnPo =

xpo
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= 1 T xen I) 0

«Po

¢ Cuadl es la probabilidad de que una persona, sabiendo que vive a edad x, esté
con vida n afos después ( a la edad x+n ) ?

Buscamos Pr [ Sobrevivir a la edad x+n , dado que sobrevive a la edad x]
Do = P[X>xin | X>xl =

=E_(X>xin?_ =
P(X>x)

=]1-Flx+n) =
1-F(x)

= §(x+n2 =
S(x)

= wnPo / xPo

~ Simultiplicamos esta probabilidad condicional por la probabilidad de obtener
la condicién, que es S(x), obtendremos la probabilidad incondicional de supervivencia
a la edad x+n, que es S(x+n):

Sabemos que :

S(x) = xPo

S(x+n) S(x) = S(x+n)
S(x)

e npx xpo = n+xp0

Asf la probabilidad condicional de que muera antes de alcanzar la edad x+n
dado que vive a edad X se denota como ,q,:
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ade = P[X<x+ll | X>x}=

Pl(x<X<x4+n) =

P(x<X)
= F(xin)-Flx) =
1-F(x)
= S(x)-S(x+n) =
S(x)
= 1-§(_x_:+n! =
S(x)
= 1-,p

En cualquiera de los dos casos anteriores de , P, ¥ 4., si n=1 se puede omitir
su escritura en la notacién actuarial. Esta se refiere a que la persona de edad x
sobreviva a un perfodo de 1 aifio, o muera en el intervalo de 1 afio y se denota p, y
q. , respectivamente.

A g, se lellama también tasa anual de mortalidad , ya que es la mortalidad
de 1 afio de la edad X a la x+1.

Definiendo T'(x), como el tiempo futuro de vida de una persona de edad X, y
ge obtiene de restar la edad de muerte a la actual, es decir X - x.

Podemos expresar los conceptos anteriores, , P, ¥ ,g, como la probabilidad de
una persona que ha vivido a edad x, muera dentro de un intervalo de tiempo de n
afios. Eg equivalente también a que el tiempo futuro de vida sea menor o igual que
el intervalo de tiempo de n afios y se denota de la siguiente manera:

Ft) =,q, = Pr[ Tx)<n ] nz20

De igual forma interpretamos , p, como la probabilidad de que una persona
de edad ¥ sobreviva un intervalo de tiempo de 7t afios; 0 que es lo mismao, el tiempo
futuro de vida sea mayor que n aflos y que podemos expresar como:
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ZPe=1-,q.= Pr[ T(x)>n] para n20

Por atro lado, existe en el Calculo Actuarial un concepto més relacionada con
q. ¥y P, que denotamos de la siguiente manera , | .4, y que significa la
probabilidad que tiene una persona de edad X a sobrevivir ¢ afios y muera en el
siguiente intervalo de U afios.

Tomando en cuenta las probabilidades condicionales llegamos a :

u @ = Prix+t <X <Sax+ttu | X>x) =

= - S{x+t+n) +8S(x+t)=
S(x)

= - -+

S(x}

= uld e Qe =

= F(axtt+u | X>x) - F(x+t |X>x)

En otra forma:

lluqx= + = + =
S(x)

= §!xi§2. S (x+4t) - S(x+t4+u) = e Pr et
S(x) S (x+t)

As{ también a ¢ podemos llamarla tiempo de diferimiento. , | g, la podemos
también expresar en funcién de T (x) { tiempo futuro de vida de una persona de edad
X 1. .1 .Q. es la probabilidad de que T(x) sea mayor que 1 y menor o igual que
n+u, es decir, que muera en el intervalo (n,n+u ).
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nlulds = Pr [ n < '1‘(.'\7) < n+u / =

Pr[ T(x)<n+u]-Pr[ T(x)<n] =

= Qe © a Qe =

I

neuw Qe - 1- W T 1 =

= wP: - nruPx

Ahora llamaremos U al tiempo futuro de vida de una persona de edad x+t. Asi,
la probabilidad de que muera entre las edades x+t y x+t+u estd dada por:

F(u)= P(x+t <X <x+t+u 'X>x+t) = P( x+t < X< xtttu )
P(X>ux+t)

F(xtt+u) - F(x+t) = ,,,q, - (9, =

1 - F(x+t) .

= 1- tu P e - 1+¢px =1 - D =

tpx tpx

It

I'Itpxﬂ = 04 xn

Podemos obtener el tiempo futuro de vida de una persona de edad x+t que sea
menor o igual a u:

uQx+t=P(U(x)SU) u=z0

LA FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD,

Sea f(x), la funcién de densidad de probabilidad de X definida como la
derivada de la funcién de distribucién acumulativa F(x), o bien:
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fix) = dldx Fi(x) = di/dx [ 1- S(x)] = - d/dx S(x) x20
Fix)= |5 foy) dy

S)=1-Fx)=1-I7fydy
fo fy) dy =1

1- {5 fydy= I fo)dy-Igfo)dy
St = [~ fy)dy

comao.

Anteriormente, definimos la funcién de densidad f{x) al tiempo de muerte,
ahora lo haremos con la densidad condicional de edad de muerte al alcanzar la edad
X , dado la supervivencia a esa edad, o en otras palabras llegar a edad X y morir.

Estas son medidas instantdneas de la densidad de muerte a edad x, llamada
también fuerza de mortalidad, denotada como: M.

Se define de la siguiente manera:
u, = flx) / Sk
La derivada de S(x) es la pendiente de la misma, que evaluada en una cierta

edad, obtendremos la proporcién de decrecimiento de la probabilidad de
supervivencia.

flx) = -dSkx) / dx

Como S(x) es de naturaleza decreciente la derivada ser4 negativa. Pero como
lo que buscamos es una tasa, es necesario dividirla entre S(x). De esta forma: .

we= -8 | S =
= -d /dx In S®

Integrando:
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I uly) dy = -In Sk

6 Sx) = exp [ - I uly) dy ] =, py

A continuacién se desarrollara la equivalencia de la expresion anterior a la
obtenida con probabilidades condicionales:

n Py Man = S (x+n) f(x‘i"nj =
S(x) S (x+n)

S(x)

De la definicién de la funcién de distribucién acumulativa podemos observar
que , g, es la funcién de densidad de T' ( x ), el tiempo futuro de vida.

1 d/dn ,,q,:d/dn[l-S(x+n)/S(n)]=
=-8S'(x+n )/ S(x) =
=[-8'(x+n)/ S(x+n)][ S(x+n)/S(x)] =

= P Haen nz0

y de igual forma observamos que :

didn (1-,p,) = -dldn ,p, = .Ds Ko

Ahora enunciamos la funcién de densidad:

' &/dn ,q, denota la derivada de ,q, con respecto a n
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F'(u)=D, ( Flatt+u) - Flest) ) = D, S€xwt) - 8§ (x+tru) =

1-F(t) S (x+t)
= - S ' (x+t+u) = - S'(x+t+u) . S(x+t+u) =
S (x+t) S (x+t+u ) S (x+t)

= Mot 0 u P T f(U)

Por otro lado, podemos ver que cuando n—0 en g, /n  tenemos que:

lim, , q./n = lim, , S(x)-S(x+n )=
n S(x)

= [118k)] lim,,, SCx)-Skin)=
n

= [1/ Sx)] -dSx) = pn,
dx

[ - u,dy = In [S(y)] I,W‘ =
= [InS(x+n)-Iln S(x)] =

= In S (x+n)
S(x)

obteniendo exponenciales:

exp[ - |7 u,dy] = S(xsn) = ,p,
S(x)

1), F(x+u) denota ta derivada de F(x+u) con respecto a u
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con un cambio de variable:
s=y-xX = XxXx=y-8

exp [ - Io" Hus ds] =, D,

A su vez tenemos que:

By= -8 " (y)
S (y)

y si integramos:

" o, S(y)dy = - [P S'(y)dy =
- - S(y) |xx+n —
= S(x) -8 (x+n)

Dividiendo entre S ( x ) tenemos:

S(x) - S(x+n) = ,q,
S(x)

nq.x = _Lx+" u..l. S ( V ) dv
S(x)

Realizando un cambio de variable:

t=y - x = y =x +1

3
)
"

il
E
&

+

]
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= J'()" (p.\' nuul dt

Al igual tenemos que:
alm Qe = wemls - 295 =

= Ion-&m tpx Fyst dt - «[0" tpx Ky dt =

J'"m tpx lun—t dt

Podemos pensar también en la fuerza de mortalidad en el caso de una persona
que sobreviva a edad X y tendriamos la siguiente expresion:

,u(y‘X>x)= > =fly) [ S(x) = f(y)
S(y;X>x) S(y) ! S(x) S(y)

:‘.uy

1.2, CASO DISCRETO

Visto ya el caso continuo de la variable aleatoria T' ( x }, tocaremos otro
concepto especifico del anterior, que es el de una variable discreta asociada con el
tiempo futuro de vida.

Se define K ( x ) como el ntimero de afios futuros completados por x
( una persona de edad X ), que tiene la siguiente funcién de probabilidad.

fR)=Pr[K(x)=k] = Pr{ ksT(x) <k+l] =
: = Prl k< T(x)sk+l] =
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= Py 0 ker Pe

i}

& Py Qesk

it

k| Qs k=01 2,..
Se observa que estas densidades se desarrollaron anteriormente en el caso
continuo, por lo cual no se tocan con mayor profundidad.

Es importante mencionar que R es un entero no negativo. Sea @ un nimero
no negativo:

F(a)=f(0)+f(1)+ .. +f([a])
[ a ] donde los corchetes denotan el mayor entero menor o igual que a.

=F(a) =zy5[,,] f(y) =

Zysla]ypx c P
= gDy " 1Py *t Dy m2Pr v oot Dy - faippPe =

1- fa+1] P: =

= ra+1] 9
PriK<a] = Pr(k=0)+ Pr(k=1+ .. + Pr(k=]a1[)
donde ] @-1 [ denota el entero mayor o igual qued - I.
Pr(K<a)= op, - Px + Dy -2Dx * oo * joyPs - jub: =

= 1- b = j 9
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pe= Pr(Xs>hkn | X>k) =
Pr(X>kin)=

Pr(X>k)
=1-F (k+n) =
1- F(Fk)
=8 (ktn) = 4., Po
S(k) x Po

nPr rPo = n+kp0
ndx = l'n P«
alu e = neu Qi “aly =

= oPr " nwu P

donde & es un entero no negativo.

an=0 nl qy = k1 9x k = 0;112:--'

Definimos JJ ( X ) como la variable aleatoria discreta del tiempo futuro de vida
de ( x+k ), donde x y k son enteros no negativos. Con funcién de probabilidad:

f(j) = P(Jd=j) = P(jsUk<j+l)=

=P (j<U@x) <j+l) =

@

=P( Ukx)<j+l) - P (Ux)<j) =
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F o Qe ;G =
=GP wek 1 P ok

=jpx+k . Qx+k+j = 7 ‘ qQ k=

k+j by . q x+k+)

kp.r

donde j y k son enteros no negativos

La funcién de distribucién de J(x) v.a.d. de tiempo futuro de vida de x+& para
un nimero real no negativo es:

F(a) =Xys[a] f(y)=
= Zysln] y Pk yrt Pesk =

=1- fo+1] Pxek = far1] Qrk

En fa] los corchetes denotan el mayor entero menor o igual que a.

Por lo anterior observamos las siguientes igualdades:

S(k)=Pr(T>t) = ,p,
F(h)=Pr(Xsh) = ,q
F(k)=1-S(k) =1-,p,
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1.3. TABLAS DE MORTALIDAD

Las tablas de mortalidad fueron desarrolladas mucho antes que la teoria
estadistica para modelos de supervivencia. En estas tabulaciones generalmente se
muestra la edad, nimero de sobrevivientes a cada edad, niimero de muertes entre
edades consecutivas , probabilidad de morir y sobrevivir.

Podemos definir una tabla de mortalidad para valores enteros de la siguiente
manera:

x S(x) x=01 2 3.0
0 1
® 0

tomando ® como el primer valor para el cual la funcién de supervivencia es igual a
cero, es decir que la probabilidad de que un recién nacido sobreviva a edad © es
nula. Es claroque paray2 w, S(y)=0 y w-1, S( w-1)>0.

En las tablas de vida o muerte en vez de encontrar S ( x ) generalmente
encontramos este valor multiplicando por un multiplo de 10, llamado radix y
denotado por lo que significa personas vivientes a la edad 0.

Asi nuestra columna S ( x ) cambia por [, teniendo una interpretacion

determinjstica que es el nimero de personas vivas a edad X, ya no la probabilidad de
sobrevivir.

Para la tabla de mortalidad se toma un grupo inicial de personas vivas a edad
cero cuya Unica salida es la muerte. Entonces cada valor [, representa los
sobrevivientes de ese grupo a edad X. Ejemplo:

x dx)
0 100,000
1 99,292
® 0
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Podemos ahora definir:

l,=1,8(x) dondel, es el radix

dx = lx - lx+l

d,, es el nimero de personas que mueren entre las edades x y x+1.
En forma mss general definimos:
d =1

- !
n-x x x+n

dado que [, representa el nimero de vivos de edad X en un grupo cerrado entonces
.d, da el nimero de personas que muere entre las edades x y X+1.

Podemos ver que:
WP =S(x+n) | S(x)
multiplicando por [,

2Pi=S(x+n) 1, = 1., (a)

S(x) Iy l,

por la igualdad de:

adx = 1- aDx = 1 - lx+n =
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o bien:

l.\' - l.rwr = 1 Z vt d

y=a Y

X
y asi obtuvimos las probabilidades condicionantes de ,, p, dado que estd vivo a edad

X sobreviva a edad x+n y ,gq, dado que vive a edad X muera antes de alcanzar la
edad x+n.

Ahora podemos usar p, y @, en términos de [, cuando n = Iy asi completar
la tabla de mortalidad.

Otros casos que nos son titiles:
ey = wu Qe G =
= lz - lx+l+u - (lx 'lxu) =
L

= lx+t - lx+l+u - udx+l

L L

Nota: Tomamos valores [, 0 S (y )donde y =0, 1, 2, .., esdecirX, ¢, &, nson
enteros. i .

En diversas ocasiones la tabla es preparada con el propésito de no usar edades
pequeiias, ya que la los planes de seguro de vida individual de nuestro pais no cubren
a personas menores de 15 afos, por ejemplo a partir de esta edad en adelante, se
inicia una tabla con esa [, al que se llama radix.

Cuando las tablas de mortalidad son construidas de esta forma no es frecuente
encontrar una expresiéon para S (X ), sin embargo debemos tener en mente si existe

una funcién continuna S (X ) para aquellas edades que no se encuentran en la
tabla.

Para derivar las siguientes funciones de /,, asumiremos que [, es una funcién
continua diferenciable y decreciente.
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La fuerza de mortalidad es interpretada de la misma manera que cuando se
encontraba en funcion de S ( x ) con la diferencia que ya no hablamos de
probabilidad de supervivencia sino de personas vivas.

Por lo que tenemos que:
wo=-d/dxl, = -Dlog I,
L,
por la igualdad de [, S (x) = [,

podemos ver que es andloga a:

L.=-d/dx S(x) = f(x)

S(x) S(x)
de la igualdad de:

S(x)=exp ( - [ p, dy)

tenemos:
l,=1,8(x) =lyexp ( - [Fp,dy)
puede ser expresado como un factor que reduce el tamafio de [, a edad x.

De las igualdades de S ( x ) del capitulo anterior y ( @ ) obtenemos:

A = ()n ¢t P ﬁx+t dt =

= Jp (L 1 L) n., dt

nlm q = fnm :Px ﬂ,” dt =

I nm (lx+l / lx) l'l’xu dt
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Estas 2 iltimas pueden ser interpretadas de la siguiente manera:

¢ Dy Moy s la probabilidad de sobrevivir £ anos y morir instantineamente al
cumplir la edad X+¢, cuando integramos sobre un intervalo de la probabilidad de
morir dentro de éste.

CONCLUSIONES.

El desarrollo de la variable aleatoria continua Ty la variable aleatoria discreta
K, servirdan como base para los siguientes capitulos, asi como sus funciones de
densidad y distribucidn.

Para definir y obtener una funcién general de beneficios, es necesario basarse
en estas variables aleatorias, ya que la cobertura principalmente esta relacionada con
la supervivencia de los asegurados,

La probabilidad de que una persona de edad 0 sobreviva a edad x, S(x) es un
concepto importante para definir la variable aleatoria T y K, ya que es la base de la
medicién de la supervivencia.

Es posible observar la relacién estrecha que guardan estas variables con la
funcién de supervivencia la cual nos ayuda a comprender este concepto y diferentes
interpretaciones que tiene. Por ejemplo, el uso de la probabilidad condicional en S(x)
es equivalente a la funcion de distribucién T.

Al definir los pardmetros anteriores quedardn sentadas lag bases para la
construccién de tablas de mortalidad, utilizando el desarrollo de S(x) y el radix o
numero de personas vivas al iniciar la tabla. '
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CAPITULO 2
FUNCION DE VALOR PRESENTE "2"

INTRODUCCION.

Conocido el comportamiento de la variable aleatoria T o tiempo futuro de vida,
se propone el uso de una funcion general de beneficios para seguros y anualidades,
que depende de dicha variable aleatoria.

Con esta funcién se pretende obtener una forma que se adapte a los planes de
seguros mis usados actualmente, con la que sea posible parametrizarlos facilitando
el procedimiento de obtencion de obligaciones y beneficios. Este proceso se llevard a
cabo mediante la divisién en intervalos de tiempo total de la cobertura, seguin el
beneficio que otorgue el plan.

En este capitulo sc manejardn y se definirdn por separado tanto ¢l caso
continuo, como el caso discreto, al igual que en el capitulo anterior.

Definida esta funcién, se analizaran cada plan de seguros y anualidades,
demostrando que ésta es aplicable a cada uno de ellos.

Por simplicidad, la tasa de interés utilizada en los cdleulos, se mantendra
constante a lo largo de todo el trabajo.

2.1, CASO CONTINUO.

En la siguiente seccion hablaremos de los distintos tipos de seguros y
anualidades de tipo continuo para una persona de edad x, 1a cual estard denctada por
(x). Para estos se ha encontrado una funcién general, en la que se expresa el valor
presente de los beneficios que otorgan en el tiempo futuro de vida para cada persona.

La funcién de beneficios general de seguros y anualidades es una combmacmn
lineal de variables descrita de la siguiente forma:

Z=Ya +buv" m, <T<m,; i= 1,.,n

dondea;y b,V i=1,.,n son nimerosrealesy m; V i =0,..,n que son enteros
no negativos que satisfacen la siguiente condicién: ‘

0smy<m; <.. <
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y U es el valor presente definido como:
v o= 1
I+
donde I es la tasa de interéds técnica usada, que se comporta constante a lo largo de
este trabajo.

Para el desarrollo de la funcién de valor presente y para los siguientes capitulos
usaremos las siguientes igualdades financieras:

d=1In (1+i) Fuerza de interés
a =_1-uv" Valor presente de una anualidad cierta de una unidad
‘ ) pagadera continuamente durante n afios.

Seguro ordinario de vida pagadero al momento que la muerte ocurra .‘i .

Este seguro paga una unidad monetaria en el momento que ocurra la muerte
del asegurado de edad x.

El intervalo que cubre este seguro serd a partir del momento en que se
contrata la péliza, es decir , del tiempo futuro de vida T = 0, y no habrd limite final.

La funcién de valor presente del beneficio, Z, sera una unidad monetaria

traida a valor presente T afios. Dicho de otra manera es la unidad traida a valor

presente desde el momento en que ocurra la muerte, ¢ el tiempo futuro de vida de esa
persona. .

Pagn el beneficio si muere

Z=u" 0<sT <o
En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=%a;+bp" mu,s T < m

tenemos que i=I y a,;=0 b;=1 my=0 m=co,
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Seguro de vida temporal a n aios pagadero al momento de la muerte A’ .

Paga una unidad al momento en que ocurra la muerte de (x), siempre y cuando
ésta ocurra dentro de los siguientes 12 anos , a partir de la contratacion del seguro,

es decir, empieza a cubrir desde el tiempo futuro de vida ( T' ) cero hasta 71" < n.

Por lo que Z esta dado por el valor presente de una unidad T anos, cuando 7’
es igual o mayor que cero, hasta 7" menor que 1.

Paga ¢l beneficio si muere Ya no paga

T =0 n
Z=u" 0<T<n

En donde sustituyende de la forma general de Z:
Z=Ya,+bpT m ,<sT < m,
tenemos que para i=1 ;a,;=0 b;=1 m,,=0 m,=n.

i=2 M az= 0 b2=0 m 1= n m2=°°.

Seguro ordinario de_vida ( vitalicio ) diferido m afios pagadero al momento
de la muerte | A,. '

Paga un peso si la persona de edad x fallece de la edad x-+m en adelante. Por
lo cual, si el tiempo futuro de vida es menor a m, el seguro no pagard, pero si el
tiempo futuro de vida es mayor o igual a m , el seguro pagara una unidad.

La funcién Z, es el valor presente de una unidad durante el tiempo futuro de
vida, mientras éste se encuentre en el intervalo [ m,eo),
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No paga Paga el beneficio si muere
T=0 m

En donde sustituyendo de la forma general de Z:

Z=Y a;+by" m ., sT < m,

Tenemos:

Z =

1) 0 0sT<m a;=0 b=0 my=0 mz=m
2) T msT<oo ay=0 by=1 mg=m my=eo

Seguro de vida temporal_a n afios diferido m pagadero en el momento en
que ocurra la muerte m|A'x:nq

Cubrird si la muerte de (X) ocurre entre las edades X+m y x+m-+n, pagando
un peso en el momento que suceda, es decir, para un tiempo futuro de vida menor a
que m, el seguro no pagars ( pagard cero pesos ), si el tiempo futuro de vida estd
desde m aiios hasta m+n, pagard un peso; mds si el tiempo futuro de vida es de
m++n en adelante, el seguro no pagara.

No paga Paga una unidad si mnuere No paga
T=20 m m+n

En donde sustituyendn de la forma general de Z:

Z=Zai+b,UT m(”)ST < m'-
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Tenemos:

7 =

n o 0<T<m a,=0 b,=0 m,=0 m;=m

2) v’ m<T<min a,=0 by=1 mz=m ny=m+n
30 m+n <T ;=0 b,=0 my=m+n my=co

Seguro dotal puro a n aiios A, o ,E,

Provee el pago de una unidad si el asegurado sobrevive por lo menos n afos,
a partir de que es emitido el seguro, es decir, cuando el tiempo futuro de vida
T 2 n se pagara el beneficio. En caso contrario, no se otorgara el beneficio. De esta

manera denotaremos la funcién del valor presente del beneficio Z, como el valor
presente a n anos de un peso.

No paga Paga una unidad si vive

T=20
= n

En donde sustituyendo de la forma general de Z:

Z=%a;+bv" mp<sT < m;

Tenemos:

n o 0sT<n a,=0 b,;=0 my=0 m,;=n

2) v n<T a,=v" by=0 m;=n my,=e
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~3¥

Seguro dotal a 12 anos A.“."l
Provee el pago en el momento de la muerte siempre y cuando ¢sta vcurra antes

de transcurrir 1 anovs o al sobrevivir el asegurado este periodo, lo que ocurra

primero. Asi pagard por muerte cuando el tiempo futuro de vida T < n; o por
. . v 7] .

supervivencin si T'2 n , es decir:

Paga si muere Paga una unidad si vive
h, h

al
T= 0 n

En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=Ya, +bv" m,<T < m,

Tenemos:

Z =

nov 0<T<n a=0 b=1 m=0 m=n

2) v n<T a,=v" by=0 m;=n my=c

npo 0sTsn a=0 b=l m=0 mz=n

2 vt n<T ay,=v" by=0 m;=n my=e
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Seguro dotal a n anos diferido m anos |, le:n.

Provee ¢l beneticio de muerte si ésta se presenta despuds de transcurrido ol
periodo de diferimiento M, y antes de -+ anos; o por supervivencia de los m-+n
anos. Bn términos del  valor presente de este beneficio tenemos que no otorga
beneficio por muerte para 0 < T < p; pagard una unidad traida a valor presente al
ocurrir la muerte mientras el tiempo future de vida cumpla m < 1" < m+n; y por
supervivencia pagari un peso traido a valor presente desde M+ anos si T2m+n.

No Paga si muere Paga si muere Paga si sobrrevive
T=0 m m+n
En donde sustituyendo de la forma general de Z:

Z=Ya,+bu" m,sT < m

Tenemos:

Z =

n o 0<T<m a=0 b;=0 my=0 m;=m

2) v” m<T<min ay=0 b,=1 m=m my=m+n

3) ™" m+n<T a;=v"" by=0 my=mtn my=oo
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DIFERENTES TIPOS DE ANUALIDADISS

Anualidad de vida entera @,
Esta anualidad de una unidad por aio pagadero continuamente mientras

( &) sobreviva. En este caso se pagard una anualidad continuamente durante el
tiempo futuro de vida, es decir:

ap, para 0T

Paga si vive

T=0

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

a'pl =_.1_.'__Q._’1‘. =1 -y
8 o

siendo d =
En donde sustituyendo Z:

Z=Za,'+biUT In(,',”ST < m;

Tenemos:
7Z =

N1-v' 08T<o a=1/8 b=1/8 my=0 m=oco
0]

2) 0 en otro caso.

B
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Anualidad temporal a n anos de vida a,,, |

En este tipo de anualidad se pagard un peso por ano, en forma continua
durante 1 afos mientras que ( & ) sobreviva. Esto es, se pagard una anualidad
continua durante el tiempo futuro de vida 7" mientras sea menor que 72. Por lo que
la funcion Z es el valor presente de dicha anualidad.

apy para 0<T<n

y si el tiempo futuro de vida 7' 2 1, solo se pagard una anualidad por 1 afios. Es
decir, a lo mds se le pagard una anualidad por 1 afios, por lo que Z serd :

a,7 para n<T

Paga st vive No paga
heamsssumassssmeanemsss  besunssus———
T=20 n

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

apy =_1-v" = 1-up"
) & &
En donde sustituyendo Z:
Z=Y a, +bv” mey<T < my
Tenemos:
Z=
1) a—m 0<T<n a;=1/8 b=-1/8 my=0 m;=n

2) a, n<T<ew a,=a,; by,=0 m;=n my=e
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Anualidad de vida entera diferida m anos @,

Anualidad de un peso por ano pagadero continuamente, mientras que ( X )
sobreviva a partir de x+m. Si el tiempo futuro de vida T' < m no se pagari el
beneficio. En el caso de que T 2 m, se otorgara un beneficio igual al de una
anualidad de vida pero restiandole la anualidad que sera pagada durante el
diferimiento, o que es lo mismo:

ap) - a,) para T'2m

No paga Paga si vive
ey Innsssssc—————
T=0 m

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

ap) -a, = _1L-v" - _I-yv"= p"- ot

= .

) ) 6 o

En donde sustituyendo Z:

Z—_-Za«i'*‘biur m(,-_,)ST < fni

Tenemos:

7 =

n 0 0<T<m a,=0 b=0 m,=0 mz=m

2) ‘;7'! _ci,,, 1 mST<oo a=v" 18 by=-1/8 m=m my=co
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Anualidad temporal a n aios diferida m anos @,

Esta anualidad paga un peso al afo en forma continua a partir de que el
asegurado tenga edad x+m hasta edad x+m+n siempre y cuando se mantenga con
vida. Por lo cual, si T < n, el beneficio sera igual a cero. En caso de que se encuentre
entre X+m y X+m-+n se otargara un beneficio en forma de vida entera restindole
una anualidad por el periodo de diferimiento ( su valor presente py - @, ). Y por
daltimo, si T' 2 m+n se proveera un beneficio de una anualidad por n afnos diferida
m.

No Paga Paga anualidad si vive A lo mds habra pagado |4,
e hasssssssessns snssamsn—————
T=20 m m+n

Para ajustarlo a nuestra forma general.

a'I‘l'a:rll:]'UT' 1 vm=vT'

d ) d

m
U

En donde sustituyendo de la forma general de Z:

Z=3Sa,+bv" me,<T < m
Tenemos:
Z =
1) 0 0sT<m a=0 b=0 m=0 m;z=m
2) apy - Q) m<T<m+n  a=v" b,=-1/8 m=m my=m-+n

3) v™a, m4n < T ay=v"a,, by=0 m,=m+n my=co
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2.2 CASO DISCRETO.

En la siguiente seccién hablaremos de los distintos tipos de seguros y
anualidades de tipo discreto para una persona de edad X, la cual estara denotada por

(x). Para estos se ha encontrado una funcién general, en la que se expresa el valor
presente de los beneficios que otorgan en el tiempo futuro de vida para cada persona.

La funcién de beneficios general de seguros y anualidades es una combinacién
lineal de variables bajo las condiciones descritas en el capitulo nimero 1 en el caso
discreto y que podemos describir de la siguiente forma:

Z=Ya +b vk m(i-1)<K<m (i) i=1,..,n
donde K =0, 1, 2,..

donde @;y b; V i = 1,..,n que son nimeros realesy m(i)V i = 0,..,n que son
enteros no negativos que satisfacen la siguiente condicién:

0sm(0)<m(1)<..Seeo
y U es el valor presente definido como:
v=_1
1+

donde I es la tasa de interés técnico usado, que se comporta constante a lo largo de
este trabajo.

Para el desarrollo de la funcién de valor presente y para los siguientes capitulos
usaremos las siguientes igualdades financieras:

d =1v tasa de descuento

G, =(1-v)/d Valor presente de anualidad anticipada de una unidad al
afio durante n afios.

a1 =(1-v)/i Valor presente de anualidad vencida de una unidad al afio

durante n aiios. '
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Seguro ordinario de vida pagadero al final del afio en que ocurra la muerte
A,

Este seguro paga el valor presente de una unidad monetaria al final del ario
en ocurra la muerte del asegurado de edad x.

El intervalo que cubre este seguro serda a partir del momento en que se
contrata la pdliza, es decir, del tiempo futuro de vida K = 0, y no habra limite final.

La funcién de valor presente del beneficio Z, sera una unidad monetaria traida
a valor presente K afios. Dicho de otra manera es la unidad trafda a valor presente

desde el momento en que ocurra la muerte, o el tiempo futuro de vida de esa persona,

Paga el beneficio si muere

esss———
K =20
Z = yk! 0<K<oo 2.1)
donde K= 0, 1, 2,..
En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=%a,+b v m,, <K < m

tenemos que i=1y a,;= 0, b;=1, m,=0, m;=.

Seguro de vida temporal a n aiios pagadero al final del afio en que ocurra

la muerte A,

Representa el valor presente de una unidad al final del afio en que ocurra la
muerte de (x), siempre y cuando ésta ocurra dentro de los siguientes 7 afios, a partir

de la contratacion del seguro,
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Es decir, este tipo de seguro empieza a cubrir desde el tiempo futuro de vida

(K) cero hasta K < n.

Por lo que Z esta dado por el valor presente de una unidad K afios cuando K
es igual o mayor que cero, hasta K menor que n.

Paga el beneficio si muere Ya no paga

| IEEE—— S

K =0 n
Z = vf! 0<K<n
En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=73, a; + by *! mi,SK< m

Tenemos:

Z =

1) vf! 0<K<n a,=0 b=1 mg@=0 m;=n

2) 0 n<K<oo a,=0 by=0 my=n my=co

Seguro ordinario de vida (vitalicio) diferido m afies ,, |A,.
Paga un peso si la persona de edad (x) fallece de la edad x+m en adelante
indefinidamente. Por lo cual, si el tiempo futuro de vida es menor a m, el seguro no

procederd, pero si el tiempo futuro de vida es mayor o igual a m, el seguro pagaré el

valor presente de una unidad.

La funcién Z, es el valor presente de la unidad el tiempo futuro de vida,

mientras éste se encuentre en el intervalo [m, ),
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No paga Paga el beneficio si muere

_“

K= 0 m
En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=Y a; + b, v*! mey<K< m,
Tenemos:
7 =
1) 0 0<K<m a;=0 b=0 my=0 m;=m
2) vk m<K<oo ap,=0 by,=1 m;=m my=co

Seguro de vida temporal a 1 aiios diferido m, ,, /4.,

Cubrird si la muerte de (%) ocurre entre las edades X+m y x+m+n, pagando

un peso al final del afio en que suceda.

Es decir, para un tiempo futuro de vida menor que M, el seguro no pagard

( pagard cero pesos ), si el tiempo futuro de vida estd desde m afios hasta m+n,

pagara un peso; mds si el tiempo futuro de vida es de m+n en adelante, el seguro no

pagard.,
No paga Paga una unidad si muere No paga _
K=0 m m+n

En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=Y a; +b; vk mey<K< my

Tenemos:
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7 =
o0 0sK<m a;=0 b=0 m=0 mm=m
2) vk m<K<m+n a,=0 b,=1 m,;=m my=m+n
3) 0 m+n £ K ;=0 by=0 my=m+n my=co

Seguro dotal puro an afies A", o E,

Provee el pago de una unidad si el asegurado sobrevive por lo menos n aios,
a partir de que es emitido el seguro, es decir , cuando el tiempo futuro de vida
K 2 n se pagarad el beneficio. En caso contrario , no se otorgara el beneficio. De esta
manera denotaremos la funcién del valor presente del beneficio Z, como el valor
presente a n afos de un peso.

No paga Paga una unidad si vive

s fensssss——""

K=0 n
En donde sustituyendo de la forma general de Z:
Z=3 a; + b v*! meysK< m
Tenemos:
Z =
)0 0sK<n a;=0 b=0 my=0 m=n
2) v* n<kK az;=v" by=0 m;=n my=c

Seguro dotal a 11 afios A,
Provee el pago al final del afio de 1a muerte siempre y cuando esta ocurra antes
de transcurrir 7 afnos o al sobrevivir el asegurado este perfodo, lo que ocurra

primero.
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Asi, pagard por muerte cuando el tiempo futuro de vida K < n; o por
supervivencia si K 2 n , es decir:

Paga si muere Paga una unidad si vive
| TR R R T e
K=0 n

En donde sustituyendo de la forma general de Z:

Z=Eai+bivX+I m(i,1)$K< ml-

Tenemos:
Z =
1) UK+1 0 S K <n a,=0 b1=1 m0=0 m,=n
2) V" nsK a,=v" b,=0 m;=n my=c

A

Seguro dotal a n afios diferido m aiios xm

m|

Provee el beneficio de muerte si ésta se presenta después de transcurrido el perfodo
de diferimiento m, y antes de m+n afios; o por supervivencia después de los m+n
afios. En términos del valor presente de este beneficio tenemos que no se otorga
beneficio por muerte para 0 £ K < m; pagar4 una unidad traida a valor presente al
final del afio en que ocurra la muerte mientras el tiempo futuro de vida cumpla m
< K < m+n;y por supervivencia pagaré un peso traido a valor presente desde m+n
afos si K2m+n. :

No Paga Paga 8i muere Paga si sobrevive
K=0 m m+n

En donde sustituyendo de la forma general de Z:
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Tenemos:
7 =
Y 0k <m a,=0 b=0 my=0 m=m

2) v m<K<m+n  ai=0 b=l mp=m mE=m+n

2) v man T a,=u"" by=0 mE=m+n  my=eo

DIFERENTES TIPOS DE ANUALIDADES

Anualidad anticipada de vida entera d x

Esta anualidad paga una unidad monetaria por afo al principio del ano
mientras (x) sobreviva. En este caso se pagard una anualidad durante el tiempo
futuro de vida, es decir:

dg,;v para 0SS K (K enteros)

Paga si vive
e~ e
K=0

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

gy =Ll = 1 - %!
d d d

siendo d=
En donde sustituyendo Z:

Z=3Y a, + b, vk m.,sK < m
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Tenemos:
7 =
g, 0sK<oo a,=1/d b=1/d my=0 m;=

2) 0 en otro caso.

Anualidad vencida de vida entera a,

Esta anualidad de una unidad monetaria por aio pagadero al final del ano
mientras { X ) sobreviva. En este caso se pagard una anualidad durante el tiempo
futuro de vida, es decir:

agy para 0<K (K enteros)

Paga si vive
m
K=1

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

Qg =_1 - _Qm_l =_1 - _Q_Ii= _.l_.'_Q_ll

i d i i i

En donde sustituyendo Z:

Z=3a;+bvk! maen <K < m
Tenemos: |
Z =
1) ag O0<sK<o a=1/i b=-1/d m=0 m=c=

2) 0 en otro caso.
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Anualidad temporal anticipada a it ahos @, |

En este tipo de anualidad se pagard un peso por aio, en forma anticipada
durante 1 afios mientras que ( X ) sobreviva., Esto es, se pagard una anualidad
anticipada durante el tiempo futuro de vida K mientras sea menor que 2. Por lo que
la funcién Z es el valor presente de dicha anualidad.

dy.r1 para 0 <K <n (K enteros)

y si el tiempo futuro de vida K 2 n, solo se pagard una anualidad por 71 anos. Es
decir, a lo mds se le pagard una anualidad por n afos, por lo que Z sera :

Gg.r) para n S K

Paga si vive Paga a lo mds d,
sesssssssssmessssessss  ssnes——————
K=0 n

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

d}{n“l = l'!!KH = _.1. . “KH
d d d

En donde sustituyendo Z:
Z=Y, a;+b; v m;, <K < m
Tenemos:
Z =
Védg O0sK<n a=1/d b=1/d mz=0 m=n

2) d, nsK<e a=d,) b=0 mm=n my=c
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Anualidad temporal vencida a n afios @, |

En este tipo de anualidad se pagara un peso por afig, en forma vencida durante
n anos mientras que (x) sobreviva. Esto es, se pagard una anualidad vencida durante
el tiempo futuro de vida K mientras sea menor que 7. Por lo que la funcién Z es el
valor presente de dicha anualidad.

ay, para 0 <K <n (K enteros)

y si el tiempo futuro de vida K 2 n, solo se pagard una anualidad por n aos. Es
decir, a lo mds se le pagara una anualidad por 1 afios, por lo que Z sera :

ayg) para n <K

Paga si vive Paga a lo mis a,
s ————————
K=1 n

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

Qg =1 - “Kﬂ = 1 - !!K

L d i i
En donde sustituyendo Z:
Z=3Y a;,+ b, v¥! me,<K < m
Tenemos:
Z =
1 apn O0<K<n a=1/i bi=1/d my=0 m;=n

2) a, n< K < oo ay,=a, b2=0 m,=n my=ee
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Anualidad anticipada de vida entera diferida m afios | @

Anualidad de un peso por afio pagadero al principio del afo, mientras que (X)
sobreviva a partir de x+m.

Si el tiempo futuro de vida K < m no se pagara el beneficio. En el caso de que
K 2 m, se otorgard un beneficio igual al de una anualidad anticipada de vida entera
pero restindole la anualidad anticipada que sera pagada durante el diferimiento, o
que es lo mismo:

dygo1- G, para K2m

No paga Paga dy, 1 - d,
s b ——————
K=0 m

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

e - dm’l =1 - UK+I - 1-pn= Qm.. !!KH
d d d d
En donde sustituyendo Z:
Z= 2 a,- + bi UK+I m (i-1) S K < nl,
Tenemos:
Z =
no 0<K<m a=0 b=0 m=0 mz=m

2) dKH' (i dm 1T m < K <o a2=v"'/d b2=‘1 /d m=m Ny=o
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Anualidad vencida de vida entera diferida m anos | «

Anualidad de un peso por afio pagadero al final del ano, mientras que ( X )
sobreviva a partir de x+m.

Si el tiempo futuro de vida K < m no se pagara el beneficio. En el caso de que
K > m, se otorgara un beneficio igual al de una anualidad de vida entera pero

restandole la anualidad que serd pagada durante el diferimiento, o que es lo mismo:

agy -a, 1 para K2>2m

No paga Paga dypn - G
laessssssssssssmesnees  bensessm———————
K=20 m

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que:

Qgopl - @y = U™ - pEY

i d

En donde sustituyendo Z:

Z=3 a, + bp*! mgy<K < m
Tenemos:
7=
o O0<K<m a;=0 b=0 my=0 m;=m

2) ag -a,1 MSK<o a,=v" /i by=-1/d mz=m my=co
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Anualidad temporal anticipada @ n anos diferida m anos @, .,

Esta anualidad paga un peso al ano en forma anticipada a partir de que el
asegurado tenga edad x+m hasta edad x+m+n siempre y cuando se mantenga con
vida. Por lo cual, el beneficio serd igual a cero si K < m. En caso de que se encuentre
entre X411 y X440 se otorgard un beneficio en forma de vida entera restindole
una anualidad por el perivdo de diferimiento ( su valor presente g, ;| - @, 1 ).
Y por tltimo, si K = m+n se proveerd un beneficio de una anualidad anticipada a
n anos diferida m. Las dos anteriores expresiones las podemos enunciar de la
siguiente forma:

para m< K< m+n

dl\'+1| - d‘ml =1 UK” -1 -t = ._L).m ”_l).l_(._+_1_
d d d d

para K = m+n

T T - m+n - n "=
m Iar” SQ et - Ay = ..-_1._'_..0’«‘- - .L_'.._U_I: = _Q,’-_'__Q.’—"—ti =

d d d
=" (1-v')=v™ dn
d
No Paga Paga anualidad si vive A lo méds paga, |d,
.
K= 20 m m+n

En donde sustituyendo de la forma general de Z:

Z= E a’i + b,—v K1 n B < K < rn,'
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Tenemos:
Z =
n o 0<K<m a=0 b=0 my=0 m=m
2) €y, - Gy mEK<man a=v"ld  b=1/d my=m
m,=m+n
3) v d,, m+n <K a,=0"d,,  by=0 m=m+n m,=co

Anualidad temporal vencida a R aiios diferida m anos ,,|Q,,,,

Esta anualidad paga un peso al afo en forma vencida a partir de que el
asegurado tenga edad x+m hasta edad x+m+n siempre y cuando se mantenga con
vida. Por lo cual, si K <m, el beneficio serd igual a cero. En caso de que se encuentre
entre X+Mm y x+m+n se otorgara un beneficio en forma de vidn entera restandole
una anualidad por el periodo de diferimiento (su valor presente x| -¢,,1). Y por
ultimo, si K 2 m+n se proveers un beneficio de una anualidad a n afios diferida m.
Estas dos expresiones las podemos enunciar de la siguiente forma:

param £ K < m+n

agr Ayt = 1o 0% 1 - p= - o
i { d
para K 2 m+n
mla 7 ==0"a,
No Paga Paga anualidad si vive A'lo mas paga,,|a,

sssesssnssvwnesmsns bsenssssmessssasssssusns besusm———
K= 0 m+1 m-+n '



CAPITULO 2 A7
FUNCION DE VALOR PRESENTE "Z"

. v Ly
En donde sustituyendo de la forma general de A

Z=3 a, + b v*" m, <K < my

Tenemas:
7 =
)0 0<K<m a=0 b=0 my=0 m=m
D oag -a,) ms<K<min a=v"/i by=-1/d m=m my=m+n
2) v a, m+n <K a;=v"a,, b;=0 my=m+n mg=co
3 0 en otro caso.

CONCLUSIONES.

1) Analizando cada uno de los tipos de seguros y anualidades, es posible
observar que nuestra funcién general de beneficios se adapta a cada uno de ellos.

2) De la misma forma, notamos que para los planes que otorgan beneficios
exclusivamente por muerte, se podria omitir el uso del pardmetro @; en-la férmula
propuesta, es decir, Z = % b’ ya que éste es necesario sélo para beneficios
otorgados por supervivencia.

3) Dado que nuestro objetivo es la creacién de una formula general para
diferentes beneficios, se decidié mantener la expresién completa en todos los tipos de
plan.

4) Con este andlisis, se obtuvieron los parametros de cada seguro y anualidad -
que seran de gran utilidad para cualquier desarrollo posterior que se le haga a esta
funcion general.
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INTRODUCCION.

Habiendo definido una variable aleatoria Z, el objetivo en este capitulo serd
obtener su funcién de distribucién general. Con ella y usando los pardametros
obtenidos en el capitulo anterior, se obtendra la funciéon de distribucion particular
para cada plan. Con esta funcién general se pretende facilitar el desarrollo para cada
tipo de seguro y anualidad.

La obtencidén de esta funcion de distribucion general se basard en la division
por intervalos del espacio muestral definido anteriormente con la funcién Z valor
presente de beneficios. Se partird de la funcién de distribucion de K o T, de acuerdo
al tipo de seguro, discreto o continuo .

Posteriormente, por medio de métados algebraicos y principios probabilisticos
se obtendra la funcion de distribucién general,

Seran desarrollados los dos casos usados a lo largo de nuestro trabajo: continuo

y discreto con el objetivo de calcular los seguros pagaderos al momento de la muerte,
asi como los que se pagan al final del afio en que ocurra el siniestro.

3.1. CASO CONTINUO.

Teorema:

La funcién de distribuciéon de la variable aleatoria Z estd definida por la
siguiente funcién:

Fuz) =X H{z)
parai=12,.,n

donde H; (z) toma los siguientes valores:
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H(z)=

O ol was et mieen Gy Para b,>0, a<z

b)Y in g rin, meir Ay " mi-0Qx Para b;<0, z<q,

¢ i = i1 Para bi<0, a;gz

dY iy i 0l Para b,=0, a <z

e) 0 otro caso

donde r(i) = -Liln (z-a)
) b,

Demostracidn.

Podemos escribir F'(z) como:
F(z)=P(Z(T) <z )= P(Z(T)<z nQ")
=P(Z(T) <z n (V. [m@E-1Dm@)])]
=Y. "Plla+bv"<z) n m@(i-1)<T<m@)]=x._"H(2)" (1)

yaque 0€m(0) <m(l)<m(@) <..<mn) S y

[m(@0),m(1)) U [m(1), m2)) ... u[ m(n-1), m(n) ) = espacio muestral,

es decir el recorrido completo de la variable aleatoria T,

[m(@0), m(1)) n [m(D,m(2) ) ... [ mn-1),m(n)) = ® (conjunto vacio)

DSib>0ya; <z

* () denota e} espacio muestral.

Qe define Hitz) = Pln, + b, vt S zvmiti-1) < T < i) |
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De {1} tenemos :
H(z)= Pla+b v" <z m@i-1)<T <m@]

= P(UTSZ-

b

t

a, rnfm@i-1) sT <m@)])

P(Tz=(-1/8)In(z-a) rnlm@-1)<T<m@)])

i

=P[In(z-0) 113 KT & (mG-D<T<m()]

[

= P[max{(-1/8n z-a, ,m@i -+ T <mfi) ]

b;
y como habiamos visto:
F(t) = prob(T<t) =q, para (20
I'Ii=m(i)qx " max 4 rti), mti-1) 19x Para bi>0’ai<2 {2)

donde r(i) = -1 In (z-a)
nsib>0ya; 2z ’ ’
Como b>0 = by” >0
y a,2z = a+bp"™>z de {1}
H(z = Pla+b,v"<z n m(i-1)<T <m()]
= Hz)= P[®rm(i-1)<T<m)]

=P[®[=0 (3
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ii1) Si b,<0 y z<a,
De {1} tenemos :

H(z)= Pla+bv' <z nm@-1) €T <m(i)]

Pluv'>2z-a n(m@i-1)<T<m()]
b;

PIT<(-1/18)In(z-qa;) ]rn[m(i-1) <T <m@)]
b;

Plm(i-1)T<mind(1/18)In z-a, ,m(i)l ]

4

y como habiamos visto:

Ft) =prob( T<t) = q, para t20
H= .., 4 r@), me) 19 = mi-1dx Para b;<0,z<a; {4}
donde r(i) =-1in (z-aj
0 b;

IV)Si b<0, z 2 a,
Como <0 = b, vT < 0
y a;Sz = a+by’<z
de(1} H)= P[a+b;v"<z nm(i-1) < T < m(i)]
= H@)=P[Qrm@-1) T <m@)]
Hz)= P[m(@i-1) <T < m@)]

v H= Qe - mis Para b< 0,z 2 @ (6}



CAPITULO 3

. FUNCION DE DISTRIBUCION DE Z

Vi Si b;=0 z<a,

Como b=0 = bv" =0

yz<a, = a+bp’ >z

de (1} H(z)= Pla+bv"szrnm@G-1)<T< ni(i)]

= H()=P[Orm@i-D<T<m@)]=Pd]=0
"~ Hyz)=0 Para b=0 z<a;

VD) Si =0, z 2 a;
Como b;=0 = bpT = 0
y @Sz = a+by’<z
de (1) Hyz)= P[a+b,vT<z nm(i-1)<T < m(i)]
= Hf)= P[Qrm@-1)<T<m@)]
S Hfz)= P[m@-1) < T <m@)] Para =0, z 2 a;

Por:{1}, {2}, (4], {5), {6} y {7} queda demostrado el teorema.

(6}

{7
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Seguro de vida entera pagadero al momento de la muerte Ax
Z=1 0T a, =0, b=1 my=0 n, =

Entonces usando el teorema anterior tenemos:

H(z) = Qs = max | ron, mo) + 9x Para b,>0,a,<z
Donde r(1) =-1 In (2-a)
) b,
Sustituyendo
Hy(2) = .q: " mas{rtn,01 9 Para b;>0,a, = 0 <z

Donde r(1) = -1 -Iln (2)
S ,

1) Para b;>0,0<z

a) Si max = | -_1_“'ln(z),b 0}- = -1In(z) tenemos:
5 ]

1inz) >0
3

In(2)<0
2<1 ycomo 0<z2 =

H,@ = 4,- wdx = Lor@: = ils paran 0 <z<1
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b) Simax =1 -LIn(z), 0+ =0 tenemos:
d
-1ln(z) <0
b
In(z) 20
z21 =
Hyz) = _.q,- yq.=1-0=1 para z 2 I
Concluimos:
H,@z) = p, para 0 <z <1
H,(z)=1 para z 2 I

Lo que podemos expresar:

F(z)=
ay 0 2=0

b) L, Pe 0<z<l donder(1)=—81 Inz

) 1 z21
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Seguro temporal a n afios pagadero al momento de la muerte Ax'in

7 =
a) v 0T <n a,=0, b,=1, m,;=n
ey 0 n<T a,=0, by=0, m,=n, m,=co

Entonces usando el teorema anterior tenemos:

Hl(z) = ) Qe = max { ril), m0) } Qx Para bl > 0’ <z

Para r(l)=-1 In(2z-a,)
i b,

HZ(Z) = e - m(I)Qx Para b2=0’ a, sz

Sustituyendo:

i) Parab>0,a,=0<z2

HI(Z) = an " max 4 r(lj, 0 qu

Donde r(l) =-1_In (2)
o

Como T < n tenemos:

z=0" > "
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a) Simax = | -1Iln(z), 0 =_-11n(z) tenemos:
) )
=linz) >0
B
In(z) <0

z2<1 ycomo V'< 2z =

H,(z2) = ,q.- ,19. para V'<z <1

by Si max =1 -1In(z), 0+ =0 tenemos:
)

=lin(z) <0
)

In(z) 20
Noz2l >

th(z)= n Q- OQx=nQ1'0=an para 1<z

}12(2) =@ " s = wQy g q::=1' nqx para b2=0) 0<z

Por lo tanto, tenemos:

Hla(z) =n s 19 Para v" < z <1

Hyz) = , q, Para 1<z

Hyz)=1-,q, Para 0 <z
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Lo podemos expresar:

Iry(z)=

a P, para 0 <z < V"
b}y P para V"< z <]
o 1 para I £z

Donde r(1) =-1 In (2)
o

Seguro dotal (mixto) a n aiios Kx:nq

a) vT 0<Tsn a;=0 b=1 my=0 m;=n

| b) v n<T a,=v" b,=0 m=n my=oo
Entonces usando el teorema anterior tenemos:

Hl(z) = oy " max 4 r(1), m) + q. Para bl>0’ a,<z

Para r(1)=:1 In (z-a))
b b,

IIQ(z) = m@dx - mn9x Para b2=0, Qy Sz
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Sustituyendo:
1 1’1,(2) =4y T max o

Para r(1) = -1 In (z)
b

Como T < n tenemos:

z = v'i' > U"

Para b, =1>0, a,=0 <z

a)Si max =4 -1in(z), 0 =-11In(z) tenemos:

3 3

-1in(z) >0
8

nz) <0
z<1

2<1l ycomo 2>0"

por lo tanto:

1a) Hlﬂ(z) = alx - s para v'sz <1

b) Si max =- -1in(z), 0F =0 tenemos:

&

-Iin(z) <0
o

In(z)=20

221



CAPITULO 3 59
FUNCION DE BISTRIBUCION DE 7.

Por o tanto :

H”,(Z) =4, oy = a4 Para 1Sz

2) Para by=0, a, =V"s 2z

112(2) =g 4 = 1- Wdy = nPx

Concluimaos:
HIu(Z) = an - r(I)q.\' Para U" <z< I
H,(2) = ,4q, Para 1<z

H,(z) = p, Para U"< 2

Lo que podemos escribir:

F(z) =
a) 0 Para 0 <z <U"
b) P, Para v'sz<I

e) 1 Para I <2

Parav' =2, rid=n .~ Q- w®h=0
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60

Anualidad vitalicia (Ix

7 =

a, 0sT a,=1/8, b;=-1/9, m,=0, m,=

Aplicando el teorema tenemos:
1) Para b1< 0, 2 < a,

HI Zmin { r(1), mo) r Qx = mx

Donde r(1)=:1 In(z-a,)

1c) Parabi<0,a,<z

ch = Qe - moQx

Sustituyendo:

Hi =000y 0,019 - Qs Para b, =-1/8 <0, 2<1/8

Para (1) = =1 In (z-1/8) =-1 In(1- 52
5 1/% 5

la) Elmin = -LIn(l - 82), o+ =-11In(1 - 82z) tenemos:
b b
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Iin(l - 8z) <« oo
)

In(l - 06z) >-0e0=[nv"

1-62>v7"=0
-0z > -1
2<1/§ y como por hipétesis
H,(2) = 4. - o = s para 2 < 1/8
o) Hy.=.q.-q.=1-0=1 Para b; < 0, a=1/6 <z

Concluimos que

la) H,(z)= 4,9, Paraz<1/8

10 H,=1 Para I1/86< 2

Por lo tanto
F(z) =
a) i1 0<z<1/%
b) 1 1/6<2

donder (I)=-1/8In(1-382)
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Anualidad a n anos ax:mn

7 =
o 0<T<n a, =118 b= 2118, my=0,m=n
A, ns T ay=a, 1, bp=0, m="m Mo= o

Aplicando el teorema tenemos:

1) Para b;< 0, a=1/5>z

HI Zin4 (1), m0) t qy - m(l)qx

Donde r(1) = -1 in Q»’__'__Q_x),
d

b,
1c) Parab)<0, a;52
H,= 1 4x - molx
9) Para by=0 azS2 ’
Hy= o) A - mix
Sustituyendo:
H, =pin g et 00 Gx = oGx Para b, =-1/8<0, a=113>z

Donde r(1) =:1 In (z- 1/8) =1 In(1- 5z)
3 119 )
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i~

1y Si min =4 -Lin(l -82), n: =-

I~

In(l - 3z) tenemos:

©
[7

[P~

In(1-8z) < n

>

<

In(l - 8z) > -dn =lIn v"
1- 6z > "

Oz > -1

z2<(1-v)/8=a,; ycomo z<a,y <1/8

cumple con la hipétesis de 2 < 1/d =

12\) HI(Z) = r(l)Qx “ 0 qx = r(l)Qx Para Z(an]
1b) Simin =- -11ln(l-82), n} =n tenemos:
1ln(l-82)=2 n
b
In(1-982) <-6n =lnv"
1-d<0

Oz < 0'-1
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(2]

z22(1-v")/8=a,

a,) <z<1/%
1h) }Ill)(Z) =y o= e Para bl<0’
le) Hlv =ade T 2= Gy

2) H;}(z.) Tyt e = 1

-

Por lo tanto tenemos:

1a) H,,(2) = ,,4. Para z < '(-l,,‘]

) Hy(2) =, q, Para @,1 < 2z <1/8

looH, =,q, Para 1/8<z2

2) Hy(z) =,p. Para a,,qu

Fiz) =

YR Para 0 <z < a,

b) 1 Para a,{ISZ

donder () =-1ln(1 -.Sz)
)

0. Para b,=0, a

Para b<0, 1/8<z

y como 2 < 1/ por hipitesis
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12} desarrolio de las funciones de distribucion de los planes faltantes se pueden

encontrar en el apéndice no. 1.

Seguro Z F(z)

Vida entera wbPx 0<z<1
~ vr T= 0
Ax 1 zz1

0 z2=0
Temporaln | v’ 0<sT<n Ps 0szg v
anos
- 0 T2n «nPx Wzl
Ax':n 1

1 zz1
Vitalicio ] 0<sT<m mx z= 0
diferido m
aflos V! Tzm wlx + P 0<zcv™
m ]'Ax 1 zzv"
Temporalm |0 0<Tem wlx + men Py 0<zgv™
diferido n
afos vT m s T< m+n s+ nPx vz SV
m | Ax"'m 0 T2 m+n 1 z2v®
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Seguro Z I'tz)
Dotal puro |0 0<T<n s 0<z<v!
a n anos
_ vt T>n 1 22V
Ax:n'; o nEx
Dotal a n VP 0<T<n 0 Osz<v"
anos
- V" T2n wnPx vigz<l
Ax:n |
1 zz21
Dotal n aios | 0 0<T<m mlx 0< z < y™*®
diferido m
anos. vr m £ T< m+n wOx ¥ b VO <z < V™
m| Ax:n yme T 2 m+n 1 z21
Anualidad Z F(z)
I w2l 0<z<1d
Vitalicia ax | apy Tz20
1 z21/6
n anos Ay T=>0 -
- w2x O0<sz<an,
Qx:n, _
a, Tzn -
. 1 z 2 any
¢ @¥x 0<sz< V3
Vitalicia 0 0<T<m
diferidam_ | _ _
afos m |Ax | Qg - Gy T>m 1 z 2 v"%
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Anualidad Z F(z)
0 0<T<m -
n anos - - walx 0<z<vha,,
diferida m Ay @, m <€ T< m+n
~ - i _

m | axny vra, T2 m+n 1 z 2 V'a,

1(1)=-1/31lnz
r)=-1/8Iln(1-0z)
r(3) =-1/81n (v™ -8z )
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3.2. CASO DISCRETO

Teorema:

La funcién de distribucién de la variable aleatoria Z estd definida por la
siguiente funcidn:

Fz(Z) =Z H,(Z)
paral = 1,2,..,n

donde H; (z) toma los siguientes valores:

Hz)=
& i " max 416 -1, mii-n1 % Para b>0,a;<z
DY in 41 r), m@ 19~ mi-1x Para b<0,z<g;
O s~ ma-19x Para b<0,a,52
D im0 Para b;=0
e)0 Otro caso
donde (i) =1 In (z_-a)

Y

Nota: Para un real x, Ix[ denota el el menor entero mayor o igual que x
Para un real x, [x] denota el el mayor entero menor o igual que x
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Demostracion.
Podemos escribir F(z) como:
Fz) =P(Z(T<z)= P(Z(T)s2 rn Q)
=P{ Z2(T) <z (U [m@E-1,m(i)))]
=Y. Platb, v¥" <z m(i-1) <K <mli)] =2,.," H(z) {1}

yaque 0 < m(0) < m(1) <m(@) <..<mn) So y

[ mO),m(1) ) ul m(),m2)) u... o[ mn -1),mn) ) = espacio muestral, es
decir el recorrido completa de la variable aleatoria K.

[ m@)m(1)) n[ m(1),m@2)) ... [ mn -1),m(n) ) = P (conjunto vacio)

i)Sibr0ya; <z
De {1} tenemos :
Hfz)= Pla+b,v®™' s 2 n m@G-D<K<m(i)]

= P(vf<z-a, n(mi-1)sK<m)
b;

=P (K+12(-1/8)In(z-a) n(m(-1) <K <m(i))
b,

=P ((-1/8) In(z-a) -ISK A (mi -1) S K <m(G)

]

= P(max| -1/ In(z-a)-1 mG-DF SK<m@))
b;
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= P(K<mi))-P(K<max (-1/3In (z-q,)-1,mi-1) )

S

b,

Tomando la definicion  de funcién de distribucion para el caso discreto del
capitulo 1 tenemos:

v Hi2)= i@ = max 1100011, o0 Qs
Para b, > 0, < z {2

donde r(i) =-1ln (z-a)

d b;

isib,>0ya; >z

Como b, >0 = b, v¥*1 > 0
y  a;2z = apbvftis>z
de {1}

H(z) = P[a+b, V¥ <z n m(i-1) <K < m(i)]
= H@E=P[dn m(i-1)sK<m(@)]

=P[®]= 0

o Hi(z)=0 Para b>0y a, 2 2 {3}

iii) Si b;<0 y z<a;
De {1} tenemos :

H(z)= P[a+b v <znm(i-1) <K< m(@)]
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= Pl 2z-a n(mii-1) <K <m(i)]

Lty

b.

'

Pl K+1<(-1/8) In(z-a)] n[m( -1) £ K < m(i)]
b

PIK<(-1/8) ln(g_;.ai)) ]l [m 1) < K <m(i)]
b

= P(m@-1) <K< (118 In(z-a) -1] n[ K <m(i)]
b;
= min A r6)), mti) Wy = w9
I'IA: min 4 [ rii}, mii} v G miins Para bi < 0’ 2< ai {4)
donde r(i) = -1In (z-a;)
5 bi

V) Si ;<0 22 a;
Como b;<0 = bp**! < 0

y a,Sz = a+bp*i<z

de (1) Hf2)= P[la+b, v <zm(i-1) <K <m(i)]
= H= P[Qnm@-1)<K<m@)]
H(z2)= P[m(i-1) < K <m()]

Hi= mtix ¢ mti- 0= Para b_l'<olz<ai (5)
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V)Sib=0 z<a,
Como b;=0 = b, v¥"' =0
y z<a; = aq+b, VM '>z
de (1)  H= P[a+b "' <z ami-1) <K <m()
= H(z)= P[OrAm(i-1)<K<m(i)]=Pd]=0
 Hf(z)=0 Para b=0 z<a, (6}

VD) Si b;=0 z 2 q;
Como b,=0 = b,- vl = 0

K+i

y a; <z = aq+b, vM<z

de (1) Hyz)= Pla+b, v¥' <z m(i-1) < K< m@)]
= Hf)= P[Qnm@-1)<K<m@)]
H()= P[m(i-1) <K <m(i)]

H= 08y - miQx Para b;=0, z 2 q, {7}

L

Por: {1}, {2}, {4}, (B}, (6} y {7} queda demostrado el teorema.
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Seguro de vida entera pagadero al final del afio Ax

Z = vk 0<K K entero

donde «; =0, by=1 my=0 m,=co

Entonees usando el teorema anterior tenemos:

Hl(z) = s = max 47 el -1, ma0p ¢ q,
Donde r(1) = -1 In (z_- gz,)
5 b

Sustituyendo
HI(Z) = Mx " max {1r -1, 0+ q.
Donde r(1) =-1 In (2)

)

1) Parab,;>0,0< 2

In(z) -1, 0} -

a) Si max =1 J -

O~
O

Flin(z)-1 [ >0
d

L in(z)-1>0
3 _

' 61 b es entero b< Jal = b< a
as lal si lal sh = a s b

Para b,>0,a <z

Para b,>0,a, = 0 <z

{n(z) - 1 [ tenemos:
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(=) <-0=v

Hif2) = oy = i 40 = - pinn 40 = a0 P Para 0 <o <y

by Si mux = *l -4 In(z) -1, 0 =0 tenemos:
d

J_Linz)-1 [ <0
d

Lin(z)-1 <0
)

In(z) > -8 =In (1+i)"
S22y

Hyz)= g, -o0q,=1-0 =1 para v £ 2

Concluimos:

H,,,(Z) = wtit Pr Para 0 <z <y

H,fz) = 1 Para v £ Z
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~3
v

Lo que podemos expresar:

I:)=
a) 0 z=(0)
b) iy Py O<z<y
c) 1 2y

Donde r{l) =-1 In(z)
b

Seguro temporal a n ainos pagadero al final del afio en que ocurra la
muerte Ax"in

Z =
a) v 0 K<n a,=0, b;=1, m,=0, m,=n
by 0 n< K a,=0, by=0, m,=n, ni,=e

K enteros no negativos

Entonices usando el leorema anterior tenemos:

I_ll(:') = oy T ma A1ah) - 1] ay & q. Para hl > 0’ (l,( Z
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Para n(1) = -1 In (Z-q;)
) b,

HJ(:) = m(?ﬂ([.n - nul:‘]n Para [)2::”'”;'33

Sustituyendo:

iy  Para b>0,4, = 0 <z

I‘II(Z’) = 4 7 max A - 1L mO q,

Donde (1} =_—-1_1In (z)
b

P

Como K €n-1 y 0SK tenemos:

K+l <n

VKH 2 v "

&1
i

Por lo tanto v"' €z
i) Parab,>0, 0 <2

a) Simax =] -Lin(z)- 1], 0+ =]-Lin(z) - 1 tenemos:
5

-1
o
J-Lingz)-1[ >0

)

Lnfzy-1 > 0
0

-Lin(z) > 1!
b
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In(z) < -0

Vi< o=

<V y como
e n
Hitz) = 4.~ o014, para v' Sz <y

o) Si max =)L n(z)-1], 0r =0 tenemos:

-1
0

| =Lin(z)-1[{<0

)
din(z)-1 £0
5
In(z) 2 -8
S22V =
3 Hy(z) = . 4.-09: = .4, Paraz 2 v
Hoz) = s = mafte = ot ude=1 - 4, Para b,=0, 0 £ ¢

Por lo tanto, tenemos:

Hi(z)= 4o~ jun.1i4: Paav' Sz <
Hlb(:') =y Para z 2 v

! Hy(z) = 1- ¢, Para 0 € 7
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~3

Lo podemos expresar:

Fyz)=
YR O N Para 0 €2 <"
DY s (P Para v <o <V
ey 1 Para v £ 2

=L

Donde 1(1) =-L In(2)
d
Seguro dotal (mixto) a n. Ax:m)
Z=
a) V¥ 0<SK < a,=0 by=1 my=0 m=n

a,=v" b,=0 m;=n m,;==

Entonces usando el teorema anterior tenemos:
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HI(Z) = mllqu T omax A e(l) - 1, ) - q,r Para b1>0'a'1< 2

Donde (1) = -1 In(z -a,)

) b,
Hy2) = oy - mals Para b,=0,a,52
Sustituyendo;
Y Hl(z) =y max 411, 0 b dx Para bl =1>0, al=0 <

Donde r(1) =-1 In (z)
b

Como K +1<n tenemos:

z = vK+l > "

a)Si max=-]-Lin(z)-1[,0F = ]-1Iln@)-1[ tenemos:
) b

Jlin(z) -1[>0

8

-1in(z) > 1
8

In(z)< -8
2< v

2<D ycomo v"$2 por lo tanto:

la) Hl(z) = Qe - 1195 Para v"<z<v
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b)Simax =-1 ] -1Lln(z)-1[ , 0 =0 tenemos:

Y
] -1lin(z)- 1[<0
)
-linz)-1 <0
d
Inz)z -8
22U

Por lo tanto :

be(z) = .4, - o9y = a4, Para v <z

2) Para b,=0,a, = V'S 2

H2(z) = e - pldy = 1- Qs = 4 Dy

Concluimos:

H\z2) = .9, - )i Para V"S 2< 0
H\z) = .q, Para v <2
H,(z) =, p, Para U"'<z

Lo que podemos escribir:

F(z) =
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a) 0
bY jrny Pe

1

c)

Donde r(1) =-1 In (z)
5

Para 0 <2z <"

Para V" £z < v

Para v <z

Anualidad vitalicia anticipada Gx

zZ

dKi-l»l 0 SK a1=1

Aplicando el teorema tenemos:

1) Para b,<0, z<a,

Id b=-1/d mg=0 m= oo

HI Zmind ), min+t 4 x " molx

Donde 7(1) = -1
b

le) Parab;<0,a,<z

Hi =08 mofs

Sustituyendo:

H} Zmind fr)), 08 Dx s

In(z-a)

b,

Parab, =-1/d<0,z<1/d
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Donde r(1) = In(z-1ld) =11In(1-dz)

-1
0 - 1/d o

la) Simin=-4 [-1 In(1-dz)],~} =[-_11In(1-dz)] tenemos:
8 8

[ -1In(1-dz)] < o I
)

In(1-dz) > -8 =lnov"

1-dz >v°=0

-dz > -1

z < 1/d ycomo por hipétesis z< 1/d

H, (2) Fren) Qe e = e 9 para 2 < 1/d

1) Hi.=.q, 09, = 1-0 =1 Parab,< 0, a=1/d € 2

Concluimos que

la) Hy(2) =44, Para 2 < 1/d

1) H,(z)=1 Para 1/d < z

Por lo tanto

1 8i b es entero:
i) Como [a] < a
Si bg[a] = bza

ii) si [al<b = a<b
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F(z) =
a); 1y Yo 0 < z< 1/d
b) 1 1/d £ 2

Donde r(1) = -1/8 (1 -dz)

Anualidad vitalicia vencida a.x

Z =
aK”] OSK a;—"'-.l/i b]'—_-' I/d m0=0 nm;= oo
Aplicando el teorema tenemos:

1) Para b,<0,z<a,

HI Zmin { [r(D], m(1) ¥ q: - modx

Donde r(l) = -

Pt

In(z-a)
b,

N °°|

le) Parab; <0, a;< z

ch Tl m(O)q.:

Sustituyendo:

HI Zmind frn)wt Qe - 09 Para bl =-1/d < 0,z< 1/i
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Donde »(1) = -1 In(z-1/i) = ind1li -z)d =

L
8 -1/d d

= -1ln(v-dz)

o

1a) Simin=-4 [-1 Infv-dz)],e  =[-_1In(v-dz)] tenemos:
b )

[ -Lin(v-dz)] < o

3

In{v-dz) > 80 = [nov~

v-dz > v°=0

-dz >-v

z2<v/d=1/i ycomo por hipitesis z2<1/1i

Hiy, (@ =19 A = 1r)) 9 s para 2<1/1i
10 Hi=.q, -9q9, = 1-0 =1 Para a;=1/1i £ 2

Concluimos que
13) HIG(Z) = Ir(I)Iqx Para Zz < 1/1

N 10 Hi (z2)=_.q,-9q, = 1-0 =1 Para 1/i < 2z

Por lo tanto:
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F(z) =

ﬂ),r”)/q_[ O < 2 < l/i

b) 1 1/i € =z

Donde (1) = -1 In(v-dz)
h)

Anualidad anticipada temporal a n afios dx:n
Z =

dK-H”] 0< K<n a1=1/d bf-’—"l/d m0=0 mi=n

d,1 n<K a, =, b,=0 m=n my= oo

Aplicando el teorema tenemos:
1) Para b, <0, a,=1/d>z

Hy=pin i 10 ], mn + 9 = miols

Donde r(l1)=-:1In(z - a)
S b,

le) Parab, <0, a,< 2

ch Sy < mox
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2) Para b,=0 a,<£z

I.I..’ =i Qe - midx

Sustituyendo:
Hl:-'”“‘,,_‘!r”)}’ Wqu-l)qx Para bl=‘1/(1<0, a1=1/(1>z

Donde r(l)=-1 Iln(z-1/d) =1In(1-dz)
b -1/d )

1)8i min = -1In(1-dz) ], nt =[-1In(1-dz) ] tenemos:
b )

[-1In(1-dz)]< n
3

din(l-dz)< n
)

in(1-dz)>-8n =lnv

1-dz>v"

-dz > v 1

z2<(1-v')/d=d,7 ycomo z<d, <1/d

cumple con la hipétesis de z < I/d =

la) Hy2) =10 Qe - o = fray 95 Para z < dn

W) Simin=-[-1ln(1-dz)],nt =n tenemos:
)
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[-LIn(I-dz)] =2 n
S

In(l-dz)<-dn =Ilnv"
1-dz<o

-dz £ v"-1
z2(1-v)/d = dn, ypara {nq < 2z <£1/d

cumple con la hipétesis de 2 < 1/d =

1) H,(2) =, 9, - 4, Para b,<0, dn+ <z<l/d
lc)ch=HQx.OQx Para b1<0, I/dSz
2) Hyz) =.q. - .4, Para by=0,a,= dn-<z

Por lo tanto tenemos;

la) H,(2)= ,u,4. Para z < dnq
) Hue)=,q, Para dny < z s1/d
100 H,=,q, Para 1/d < z
2)  Hyz) =1- ,q, Para ¢inq Sz
F(z) =
a) Qs Para 0 < z <dnq
b) 1 Para dny <z

Donde r(1)=-1/81In(1-dz)
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Los desarrollos de las funciones de distribucion de los planes faltantes se
encontrarin en el apéndice no. 2.

Seguro Z F(z) :
Vida entera 0 2z =0
viel K =01,

Ax 111 Px O<zcv

1 Z2V
Temporal n | v+ K=0,1,.,n1 Py 0<z<v"
afos -

‘ 0 K=n, n+l,.. lectrat Px visz<y

Ax:ny

1 72V
Vitalicio 0 K=0,1,.,m-1 bl 2= 0
diferido m
aiios v K =m, m+1,.. wle + 01Px

0<z< v

m|Ax

1 z2vy™
Temporalm {0 K=0,,.,m-1 mG F e Py 0 Sz SVm
diferido n
aitos vie! K=m, m+l,..,m+n-1 | .G+ 001iPs

Y < g gyt

m|Ax"ny ] K = m+n,m+n+l,... ,

1 z 2 y™!

2

. Ix{ denota el menor enterc mayor que x
sty = (-1/6)in 2
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Los desarrollos de las funciones de distribucion de los planes faltantes se
encontrarin en el apéndice no. 2.

Seguro Z F(z) 2
Vida entera 0 z=0
vk K=01,..
Ax 11 Px O<z<v
1 Z2V
Temporal n | v¥*! K=0,1,..n1 Py 0sz<Vv"
anos n
, 0 K = n, n+1,... -1t Pe visz<v
Ax:nq
1 Z22V
Vitalicio 0 K=0,1,..,m1 mlx 2= 0
diferido m
aiios i K =m, m+l,.. nGx + jra-2Px
O<z<v"
m|Ax
1 z2v"
Temporalm |0 K =10,1,..,m-1 wlx Fmn Py 0SzSV™R
diferido n
afios Vit K=m, m+l,..,m+n-1 | Qe+ 01Px
vm-m <z< Vnul
m|Ax"n 0 K = m+n,m+n+l,... ‘
1 z 2 vl
2
*  Ix{ denota el menor entero mayor que x
** r(l) = (=1/8)In 2
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Seguro 7 F(z) 4
Dotal puro |0 K=0,1,.,n-1 G 0sz<v
a n anos
vt K=n, n+l 1 zzv"
Ax:n" o nEx
Dotal a n yK K =0,1,..,n-1 0 0sz <V
ainos
\4 K=n, n+l,... 1r1tPx vVi<zsy
Ax:nn
1 zZ2v
Dotal n afios | 0 K=0,1,..,m-1 mllx 0sz < v™®°
diferido m
afnos. v K =m, m+1,..m+n-1 | m%x*1en-1Px B
m| Ax:n ymn K = m+n,m+n+l,...
| ! ’ ' 1 z 2 v
Anualidad VA F(z)
. tr(@) G 0sz<ld
Anticipada | g, K=0,1,.. ‘
vitalicia dix 1 z21/d
Ant.i'(:ipada a dK,’,I’] K = 0, 1|...,n‘1 h(gnqx 0 €z< dn"l
n anos
G d, K = n+l,... 1 z 2 dnq
x:n
3
. Ix! denota el menor entero mayor que x
. b(t{) delmgl/:g)clzl r:ayor entero menor que x
TR r - n

eres p(2)

(~1/8)1n {1-dz)
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Anualidad YA F(a) 1

i @Clx 0<2z<vd
Anticipada 0 K=0,1,.,m-1
vitalicia
diferida m o) =Gy K = mm+1,..] 1 z = vd
afios m | Qx
Antjcipada a0 K= 0,1,...,m-1 e 0z <y d,”
n afos
diferida m Gt -Gy K= m,...,m+n-1

1 z 2 v,
m | Gx:n TR K= m+nm+n+l,...

(s 0<z<Vi
Anualidad am K= 0,1,...
vitalicia 1 z2 11
ax
Anuali~dad @ K=0,1,.,n-1 G 0<z<any
a n afos

a, K = n+l,.. 1 z 2 an

ax:nn
Anualidad i 619x 0<cz<v?i
vitalicia 0 K=0,1,.,m-1
diferida m
afios m |Qx | agy - @, K = mm+1,.{ 1 z2 v/ i
Am}alidad a |0 K=0,1,.,m-1 e 0<z<v™a,
n afos
diferida m agl - an K= m,...,m+n-1

1 z 2 v'a,
m | Qx:ny vha, K= m+n,m+n+l,...

4
. [x] denota el mayor entero menor que x

o r(l) =
LR r(4) =
seee p(5] =

(-1/8)1n (v*-dz)
(-1/8)1ln (v-dz)
(-1/8)1n (v**'-dz)
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CONCLUSIONES.

1) Tomando como base la funcién Z y la funcién de distribucién T mediante
métodos algebraicos y principios probabilisticos, se obtuvo la funcién general de
distribucion.

2) Se observa que el uso de esta forma general, se cumple para todos los tipos
de seguros y anualidad expuestos en este trabajo, asi como la adecuacién de los
pardmetros de cada uno ellos obtenidos en el capitulo antertor.
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INTRODUCCION

Utilizando el desarrollo de la variable aleatoria Z del capitulo dos, se pretende
desarrollar una funcién de densidad general para esta variable.

Para el caso continuo se ocupard la funcién de distribucion de la variable
aleatoria T y mediante métodos matematicos se obtendra la funcién de densidad. En
el caso discreto se retomardn conceptos de la funcion masa de probabilidad de K
definida en el capitulo uno, respetando los intervalos definidos para la funcién Z.

Similar al capitulo anterior, se aplicard esta funciéon de densidad para cada
seguro y anualidad, utilizando sus diferentes pardmetros.

4.1. CASO CONTINUO.

La funcién de densidad de la variable aleatoria Z est4d definida por la
siguiente funcién:

f2(z) = 5. G{2)
parai = 1,2,...,n
Gi(z) =
a) Az -a) (ui.yp Px- mp D) parab; =0
D) o P M s/ Oz - @) parab; >0y

a+bp™V< z < a+bp™E P

&) i) Peb wir! 8(a; - 2) parab, <0y
a+by"tl< 2 < arbp™
Donde :

r(i) =-1/81In [(z -a)!b]  para (z - a)/b; > 0.
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Cabe aclarar que 9, la funcién de impulso, serd denotada por A para no

confundirla con d fuerza de interés.
En el apéndice 3 se explicard la funcién de impulso.
Demostracién.
Podemos escribir f{z) como:
fz) =flZl)<z)= lZT) <z nQY
=P(Z(T) <z n(u. [mG-D.m@)) =X, G2)

=S, "Iz | mi-1)<T <m@)] Prob[m(i -1) < T < m(@)] (1}

yaque 0 Sm(0) <m(l)<m@)<..<mn)Se y

[m(@©@),m(1)) v.[m(1),m(2)) v... v [m(n -1),m(n)) es el espacio muestral, es

decir el recorrido completo de la variable aleatoria 7".

[m@O),m(1) N [m(1),m@) .. [mhn -D,mmn) =

Como hemos observado en los capitulos anteriores:
Probm(i -1) £ T < m@)] = ,u4.1 Px - m@ Px

Partiendo de que Z = @; + by” tenemos que:

D) Para =0 = 2z =q;

= flz | m@i-D<T<m@)] = f(z)

Pim@G-1) ST <m@)]

Considerando el denominador de {3}, obtenemos lo siguiente:

{2}

{3)
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A)

PmG-DsT<m@)]=plasz<a;) =
=p (z =a) {4)
En el Papuolis® se define una funcién de densidad de tipo discreto como:
flx)=Zk A (x-x).*
Entonces tenemos:

A(z-a)=__£c_z_2 (5)

Por lo tanto, de {1} ,{2}, {3], {4}, {5)

Giz)=Az-a) Gui.y Pz~ my PJ pPara b;=0 {6}

1) Para b;#0
F, (z I m(i-DsT<m(i)P(m@G-D)sT<m(i))=F,(z)
paoram (i-1)<T<m (i)

F(z2)=P(Z<z2)=P(a,+by"<2) N

Para b; > 0 tenemos que a partir de la ecuacién, obtener el valor de T:

a;,+buTsz

v'< 2-g;
b;

1
Papoulis Athanasios; *Probability, random variables and stochastic processes®; Intexnationsl

student edition; Mo Graw Nill; Xogakushs; 1963,

2
Ver apéndice )
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Tihv<in(z-a,)
b,

y de la igualdad [n v = -

T2-1 In(z-a.)
5 b,

De (7} y (8]

F(z) = P(a,+b;v"<2)=

= P[T2-1 In(z-q)]=
5 b;

=1-P[T<-_L In(z-q)]
5 b,

=1'F'I‘['-——1— ln(é’_;g,)]
5 b;

derivando:

G (z)=F/'(z)= fi(z)=

{8

= f,[_l_ In(z-a)1* df-1 In(z-a;)]

b;

b,

8z - a;)
=f(r@] 1 __ ]

8z - a;)

Glr@I -1 ]

dz & b,

-f.[ _1_ In(z-a;)](-__1 ]

3z -a;)

{9}

para 1) =-1/81In[(z -a)/b;] para(z-a)/b, > 0. {10)
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Yaque 0T <= = 0">0ycomo v =(z-a)/b,

Donde z toma los siguientes valores:

mi-DsT<m@)= a +bv"" <a,+bv" =z <a;+bp™ "

Como habiamos visto en los capitulos anteriores:

fr)= p. 1t {11}

concluimos por:

Gi(z) = ___1 __ fq[r(i)]=
3(z-a;)

= —-——-——-L-—-—- r(i) P B oxary
8(z-qa;) {12)

Para Qa; + bvmu) <z '<-ai + bvm(,'.“

donde r(z) = -1/8 In [(z -a)/b;] para(z - a)/b; > 0.

B)  Para b; < 0 tenemos que a partir de la ecuacién encontrar el valor de T

a;+ b,'UT <z

vT2 2 +aq;
b

Tihvz In(z-q;)
b;
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y de la igualdad [n v = -3

T<-_1 In(z-a.)
) b;

De {6} y {13}
Fyz)=P[T<-1 In(z-qa)]
5 .

=P[T<-1 In(z-qa;)]
) b,

derivando:

G" =Flz(2)=
=fz(z)=

=Fp[-1 In(z-a;)]
3 b,

=fpl-1 In(z-a))¥d[-1 In(z-q,)]

) b" dz

1

5

=f1'['_§1_ In(z-a;)](

b; 3z - a;)

=fplr@ll __1___]
8(0"' Z)

para r(i)=-1/81In/[(z -a)/b] para(z - a)/b; > 0, per (9)

Donde 2 toma los siguientes valores:

m@-1)<T<m@)= a+bv™V<a,+bv" =2z <a;+bv™"

1

b;

{13}

(14}



CAPITULO 4 UL
FUNCION DE DENSIDAD DE Z

Como habiamos visto en los capitulos anteriores:

frt) =\ pJ {15}

concluimos por:

G(z) =__ 1 __ frlr(i)l] =
0(z-a;)

=__ I i) Pelxirci
d(z-a;) (16}

Paraa; + bv™” <a;, + bv” =2z <a, + bo™ "V

Donde r(i) = -1/81ln[(z-a) | b,] para(z-a) / b, > 0.

Asi queda demostrado el teorema de la funcién de densidad de Z de {6), (12}, y (16});
ahora resta obtener la funcién de densidad para cada seguro descrito anteriormente.

Seguro de vida entera pagadero en el momento en que ocurra la muerte Ax

Z=2v" ;0<T

para a; =0, b,=1, m;=0, m =
~ Entonces usando el teorema anterior tenemos:

f@) = optt iy | 8(2-a;)
para b;>0 y a+by"?< 2z < q+bp™?

ri)=-1/3In[(z-a;) I b] para(z-a;)/b;>0
Sustituyendo :

@)= Dbt ey 1 8(2)
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para 0 <2z <1

r(l) =-1/81ln (z)

Seguro temporal a n afios Ax'n

Z=
a) v’ 0<T<n a=0 b=1 myg=0 m;=n
b 0 n<T <o ay,=0 b,=0 m;=n my=eo

Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gi2) =y Pl sriyy [ (2 - a))
para b; >0 y a+bp™P<z<arby™®
Con r(1)=-1/8In[(z-a;,) / b,] para(z-a,)/ b, >0.

Gy2) = A(z-ay) Guy Pe* me P para by, = 0

Sustituyendo, tenemos:

Gi2) = Pl zrry | &) parab,; >0y v'<z s v’ =1
Con r(1)=-1/81In (2) paraz >0,

Gy(z) = AM2) (,p,-..pJ)= A(z),p.-0)=A{Z),p.

para b, = 0 y ay,=0

Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de
probabilidad, tenemos:
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flz)=

8) 4 Px 2=0

b) vy Px 1t sy | 0(2) v'<z< 1
¢ 0 otro caso.

donde r(1)=-1/§ lnz

Seguro dotal a n afios me»]
Z =
a) vT 0sT<n a=0 b=1 m=0 m;=n
b) ¥ n<T<oee ay=v" b2=0‘ m=n my=c

Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gi(2) = iy Pe b vy | 8(2)

parab, >0 y v <z g y™@

Con r(1)=-1/81ln (z) paraz > 0.

G2(z) = Az- a2) (m(l) P me px) para b2 =0

Sustituyendo, tenemos:

Gi2) = )Pl oy | 0(2)

parab, >0y v" <z< 1=l
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Gyz)=AMz-v")(,p-p)=0Mz-0)(,p,-0)=Az-v"),p,

para b, =0 y a,=v"

f(z) =

) iy Pyl sy | 9(2) v<z<l
b) . P, z=0"

o 0 otro caso.

Con r(1) =-1/81n (2)

Anualidad vitalicia &x

7z =

Q) 0< T a,=1/5 b1='1/5 m0=0 m;= oo
Utilizando el teorema anterior tenemos:

GI(Z) = ryPx B xern / 5((11 -2)

parab, >0 y a+bu™?® < z <a b ™Y
Con r(1)=-1/8ln(z-a,) paraz>0.

b,

Sustituyendo, tenemos:
Gi@) = Pl vy | 8(118-2) = yp pt oy I (1-82)
parab;<0 y 1/8 -1/8°=0<2<1/5-1/6v"=1/%

= 0<s2<1/98
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Con r1) =-1/8Iln(z-1/8) =-1/8In (1-62)
-1/38

fz) =

a) ,(1)p_\.ﬂ,+,(”/(1‘62) 0<z<1/39

Con 7(1) =-1/61In (1-6z )

Anualidad a n afios ax:n

7z =
a) —c;ﬂ 0<T<n a;=1/8 b=1/8 m=0 m;=n
b) l;,n nsT <o as=any by=0 m;=n my=co

Utilizando el teorema anterior tenemos:
Gi(2) = iy Pe B s/ By - z)
parab,; <0 y a+bp™ < z<a+bp™?

Con r(1) =-1/81ln (z-a,) paraz>0.
1

Gy(2) = Az -Qy) oy Pi= e P paraby, =0

Sustituyendo, tenemos:

Gl(z) = wnPs M x+r(l)/ 8( 178 - Z) = i Psx B xern) / (1- SZ)

Parab, <0 y 05 z Qan—,
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Con (1) = 1/8 In (z-1/8) = -1/5 In (1-0z )
-1/0

Gyz)= Az -uny)(,p.-ap)=DBz-an; ), p,

parah, =0 y a,= any

flz) =

Q) qy P M/ (1-02)  0Sz<am

by P Z=ann

) 0 olro ciso
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El desarrollo de las funciones de densidad de los planes Taltantes se encontrardn en el
apéndice nimero 4.

o

mlAXx":m

diferido n afios

m £ T< m+n

T 2 m+n

r(l)px Hywe / 81‘

0

Seguro Z. f(z)

Vida entera anb B /02 0Dzl
- T2 40
Ax 0 olro caso
Temporal n 0<T<n aPs 7= 0
anos
_ Tzn Py Wan ! 02 v'<z €|
AX'in

0 olro caso
Vitalicio 0<T<m nx 7= 0
diferido m
anos T2m (P Han ! 82 O<czsv
miAx 0 olro caso
Temporal m 0<T<m e+ men Px = ()

ofro caso’

ril) = (-1/8)1nz
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Seguro 7 fz)y °
Dotal puroa |0 0<T<n NN =0
n afos
- vn 1‘ 2 n npl = vﬂ
Ax:n' o nkx
0 otro caso
Dotal a n aiios | v* 0<sT<n P, z= V"
Ax:ny v T2n Py My / 02 viezg
0 otro caso
Dotal n aiios 0 0<T<m s z= 0
diferido m mn
aiios. v m < T< m+n men Py =V
= - m+n - m
ml Ax:ny yme T 2 m+n Py Han /82 VM <z SV
0 . Otro caso
Anualidad A f(2)
- - w2Px Moy / (1-82)
Vitalicia ax am Tz20 0<zs1/
0 _ otro caso
} - r2Px Prarzy / (1-82)
n anos ar T20 0<z<an
Qax:nq - -
an”| T 2n B, z2= an-l
0 otro caso

-
-
~
e
LT}

(-1/6) lnz
(-1/6)1n(1-82)
{~1/6) In(v*-bz)
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Anualidad 7 flz) 1
qu z=0
Vitalicia 0 0<T<m
diferida m_ wPx Prory / (v-02)
afos m|Qx |- - 0<zv"/o
Ay Oy T2 m
0 otro caso
0 0sT<m 0 20
n afios Px Manee / (V-82) -
diferida m - - 0<zsv™a,
- ap) -0y m < T< m+n .
m I ax:n"] mmpx z= vmanﬂl
via,n T =2 m+n 0 otro caso

4
£(3) = (-1/8)In(v*-6z)
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4.2 CASO DISCRETO.

. . . . Ly . . e .
La funcion de densidad de la variable aleatoria Z de tipo discreto, esta definida por
la siguiente funcién:

fAz) = X Gz)

parai = 1,2,..,n

Gz =
a) .1 Px” mti P Para z=a;, b; =0
b .| q. Para 2=a, +bp**!, b, # 0
k= m;. ., m;..., mi’.l
Demostracion.

Podemos escribir f{(2) como:

@) =P2Z(T)=2)= PZ(T) =2 nQ)
=P(Z(T) =z n (V" [m(i-1),m(i)

=%." Pla4+bv*™' <z n m(i-1) s K <m()] =X..;" G(z)
yaque 0 <m(0) < m(1) <m(2) <..<mn) S y
[m(0),m(1)) L [m(D,m(2)) ... U [m(n-1),m(n))= espacio muestral, es decir
el recorrido completo de la variable aleatoria K.

Como hemos observado en los capitulos anteriores:

PI’Ob[nl(i '1) <K< m(i)] = mi-1 Px~ m@ Psx

Partiendo de que Z= a; + bp**! tenemos que:
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I) Para b;=0 = 2z =q,
G@z)=Pla,=zn m@-1)<K<m()])
=P/[ m(i-1) <K <m(i)] paraz=q,

Zmii -0 Px = ma) Px para  2=Q,

II) Para b0

G(z) =P[a, + b=z m; ;s K <m])
=P[ m, ;<K <m] paraz=a, + bp**

yK=m,, m.+1, ...m;1

= Y,| q. paraz=a; + bp*!

-1

y K=m;, m_+1, ...m

Asf queda demostrado el teorema.

Seguro de vida entera Ax
Z= v K=0 1.
donde a, =0, b;=1 my=0 m =co
Entonces usando el teorema anterior tenemos:

fz) = ,lq, Para z=v*"'y k=0, I,.
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Scguro temporal a n afios Ax''n,

7z =
ay v K=0,1, ...n-1 a=0 b=l my=0 m,=n
by 0 K=nn+l, .. a,=0 b,=0 m,;=n m,=oo

Utilizando el teorema anterior tenemos:

G,= g, Para 7z =a, +b '
b, #0, k=my, 1, ,..m3-1

G.’= met) Px = mi2)Pe Para 2z =q,, b2 =0

Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de probabilidad, tenemos:

flz)=

a) lq, Para z =v**' 'y k=0, I, ,..n-1

by , . Pura z=0 )

c) 0 otro caso, ‘

|

Seguro dotal a n aios Ax:n |

Z =

a) Vi K=0,1,..., n-1 a=0 b=l my=0 m;=n

b) v" K=nn+l,.. a,=v"  b,=0 m;=n m,=eo

Uulizando el teorema anterior tenemos:
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y Aoi
G=

Para I=v
| -
by# 0, k=mg,.m,-1

qu\

GA2) = iy P - Para 7 =a,b, =0

m(2) I

Escribiendo  la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de probabilidad .
Tenemos:
fiz) =
k+l g,
a) g, z=v" k=01,..,nl
b) . P, z=v"
c) 0 otro caso.

Anualidad vitalicia anticipada @ x
7 =

a) dKul 1 K=0, 1,.-. a‘l:] /d bl=-1 /d m0=0

Utilizando el teorema anterior tenemos:

G=:] q. Para z=1/d - v**'/d
b0 yk=my...mp-1
Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de

probabilidad . Tenemos:

flz) =

a) 4| q Para 2z =

dKfI’] y k = 0,1,...
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Anualidad vitalicia (vencida) aQx
7 =
a) a, K=0,1,.. a,=11i; b=-1/d; m,=0; m;=w
Utilizando el teorema anterior tenemos:
flz) =

a) J g Para z=ag yk=0]1,..

Anualidad anticipada por n afos dx:ny

7 =
a) g, O0<K<n a=1/d b=-1/d m=0 mz=n
b) G,y ns<K<eo ao=t,7 by=0 m=n my=co

Utilizando el teorema anterior tenemos:

G= 4l q, Paraz = 1/d - v**!/d
by#0 yk=0,.,n1

G2(z) = oy Pe m By Para z = 42 )b2 =0

Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de
probabilidad . Tenemos:

flz) =
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a) kl q,?
l)) n px
c) O

El desarrollo de las funciones de densidad de los planes faltantes se

< :d’}'\WI’
2=0,

otro caso

encontrardn en el apéndice numero 5.

y B=01,.,n-1

Seguro Z f(z)
Vida entera lax z= vk
yK K=0]1,.. k=0,1,...
Ax
0 otro caso
Temporaln | v¥! K=0,1,.,n1 R z=0
afios Wl 7= v
4 0 K =n, n+l,... L= 0,1,..n-1
Axiny 0 Otro caso
Vitalicio 0 K=0,1,.,m-1 oDy z=0
diferido m ) G z= vk
anos Vs K =m, m+1,.. k= m,m+1,...
0 Otro caso
m|Ax
Temporal m | 0 K=0,1,..m-1 aOx t men Px z=0
diferido n k]G z= v**!
afos yiet K =m, m+1,...,m+n-1 k= m,m+1,...
0 Otro caso
m|Ax:ng 0 K = m+n,m+n+1,..,
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Seguro 7 flz)
Dotal puro |0 K =0,1,..,n-1 0 4 2= 0
an anos oy z= V"
vt K = n, n+l
Ax:ny o nEx 0 Otro caso
Dotal a n Vi K=01,.,n-1 wi Py 7= 0
anos K4, z= vkt
\a K =n, n+l,.. k=0,1,...,n-2
Ax:n, 0 Otro caso
Dotal n anos | 0 K=0,1,.,m-1 mUx z=0
diferido m ] e
afios. yE K=m, m+l,.,m+n-1 | mw1 Px =V
kel
m| Ax:ny e K = m+n,m+n+l,... il Qe z= v
k= m,...,,m+n-2
0 Otro caso
Anualidad Z f(z)
L. kIQx Z= dmt'l
Ax)tlcxpafla G K=0,1, k=0,1,...
vitalicia @x 0 otro caso
.. dK#-I_' K= 0,1,...,“'1 kl q, = dKH-I
Antfcxpada a k=0,1,...,n-1
n afios
Qx:n @, K =n+l,.. aPx z=am
A
0 otro caso
ol z=0
Anticipada 0 K=0,1,..m-1
vialiia dac 2= G
iferida m
anos m | éix Gyl -Gl K = mm+1,.. k = m,m+1,..,
0 otro caso
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Anualidad Z flz)

Anticipadaa | 0 K=0,1,..m-1 | ,q, z=0

n.m-“_)S . ‘ wla. z=lipy ) -Gy

diferida m Gyl Gy K= m,...,m+n-1 k = m,..,m+n-1...
. manPx o= Umdn !

m | da:ny v, K= m+nm+n+l,... otro caso

Anualidad w4 2= Oy

vitalicia Ay K= 0,1,... k=0)1)“'

ax 0 otro caso

Anualidad Qg K=0,1,.,n1 « Ay 2= Qg

a n afos k=0,1,...,n-1

a, K= n+l,.. nPx 2= (n,

ax:n,y 0 otro caso

Anualidad wl z=0

vi.tali.cia 0 K=0,1,.,m1 Kl qy Z=Qg) - Q)

diferida m k = mm+l,...

afios m [Qx | agy - @, K=mm+l,.|0 otro caso

Anualidada | 0 K=0,1,.,m-1 { q. z=0

h anos k] =011 - Ol

diferida m ag) - ap K= m,...,m+n-1 k= m,...,in+n-1...

minpx z= U"la”~]
m | axng v a, K= m+n,m+n+1,... otro caso
CONCLUSIONES.

1) Mediante métodos algebraicos, probabilisticos y de cdlculo diferencial se
defini6 la funcién general de densidad, a partir de la funcién de distribucién de T.

2) Se aplicaron los parametros correspondientes a cada tipo de seguro y
anualidad, obteniéndose la funcién de densidad particular para cada uno de ellos,

tanto en el caso discreto como en el continuo.

3) Esta funcién nos permitira el desarrollo de la esperanza de la funcién Z, que
serd de gran utilidad para llevar a cabo cdlculos de primas netas tinicas, primas netas

niveladas y reservas, que se realizardn en el capftulo siguiente.



CAPITULO 5 115
PRIMAS NETAS Y RESERVAS,

INTRODUCCION.

Como objetivo principal de este capitulo se tiene la obtencion de las primas
netas nicas, primas netas niveladas y reservas, tomando en cuenta los desarrotlos
realizados en capitulos anteriores. Estos conceptos son fundamentales para la
creacion y funcionamiento de cualquier producto actuarial. Por lo cual se utilizan
todos los puntos obtenidos anteriormente.

Partiendo de Z y su funcion de densidad se calculard su esperanza. la que
representa la prima neta Unica. Posteriormente, basdndose en el Principio de
Equivalencia sobre ¢l pago de beneficios y obligaciones de un seguro, obtendremos las
primas netas niveladas. Con el transcurso del tiempo este principio sufre un
desequilibrio, el que nos conduce hacia la necesidad de crear una reserva.

Las bases teéricas se desarrollaron para ambos casos, diseretos y continuos,
cabe destacar que los ejemplos précticos sélo contemplan el primer caso ya que la

mayor parte de la aplicacién actual de seguros en nuestro pais se practica con el tipo
discreto.

6.1. PRIMAS NETAS UNICAS.-

CASO CONTINUO

La prima neta tnica de un seguro o anualidad es la esperanza de " Z " funcién
de valor presente de beneficios. Existen 2 maneras de evaluar dicha esperanza que
resultan equivalentes.

Si T es una variable aleatoria y Z es una funcién de 7T con

contradominio en los reales, es decir, Z = Y, @; + b; v", Z es también una variable
aleatoria con una funcién de distribucién de probabilidades.

WE(Z)= [mzf(z)dz
DE(Z)= ["zf(t)dt

i



CAPITULO & 116
PRIMAS NETAS Y RESERVAS.

CASO _DISCRETO

Si K es una variable aleatoria y Z es una funciin de K, es
decir, Z = Y a;, + b; v K''Z es también una variable aleatoria con una funeion de
distribucion de probabilidades existen dos formas de calcular su esperanza.

WE(Z)
NE(Z)

i

rrzf(z)
Y.mzf(k)

La funcién Z para cada seguro y anualidad han sido descritas en el capitulo
dos. Tanto K como T y sus funciones de densidad fueron analizadas en el capitulo
anterior. A continuacién se desarrollardn sus esperanzas usando estos conceptos para
obtener su prima neta tunica,

De aqui en adelante se desarrollard dnicamente la variable aleatoria discreta
por ser el metodo principalmente usado en México.

Se trabajard bdsicamente con dos seguros: dotal mixto y ordinario de vida.
Las anualidades desarrolladas serdn unicamente anticipadas,

Los desarrollos de los demas seguros y anualidades son andlogos.

Utilizando la tabla resumen de funciones de densidad del cédpitulo 4 para el caso
discreto (pagina 112) desarrollaremos la esperanza de:

Seguro ordinario de vida

E(Z)= Sir o™ 4|q, = Ax

Seguro dotal mixto n afios

E( Z) = 2/1:0”.1 v}“l qux +u" n Px =Ax"n“l
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Anualidad anticipada vitalicia

N, 77 — ~ . ae — oy Y 3 #
E’( Z )= 5-tl.'z() Qpari ok ’q.\' - zk:,(} ( Z!;;»(}A v ) (k P gt Py )
=N =0 & @ ' e 2

'—Lk-—-U v (kp.v: “hel P -)+ >-k::l U’(‘.P, ket Pe ) +>—4k:2 v )(k Py ki Py )+"'

— 5,0 ! 2 - SN —
=V (,p_t'PU Ip.\'+v 2p.t+“' - >-fk=0 Uekpx"a.t

o bien

= oo™ Gpr |4 =Zpeo” (1-v*Y/d ,|q, =(1/d) (1-Ax)

Anualidad anticipada a n afios

E(Z) = Zk:()n-l d}ul—] k ‘q:c + dif\ nPx=

— -1 ko .
- Zk:ﬂn (Eh-—-o v l) (k Py - pet px) + Eh=o“ vhn P =

+ Zk:n-l" " (kpx “ ket Py + n Py )

0 1 -1 — -1k
UVigPe + U lpx+"' + v n-1 Px = Iz=0n U" 4 D,

= ax;y{l

Zk:on-lvo(h Dy - kn px+ n Px )+2k=1".lvl( EPx 7 ks px+npx ) +...
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o bien,
=Y gy b |Gy G PEL (X0 ) g (L A0 p
=(1/d) (L wlgt o) - (5 vV g, w0t p))
=(1/d) (1-Ax:n )

Ahora se obtendran las varianzas de los siguientes planes:
a) Ordinario de vida,

b) Dotal a n anos

¢) Anualidad anticipada vitalicia.

d) Anualidad anticipada a n afios.

Ordinario de vida.
Var(Z)=E(2*)-E(z )P =
= %07 (V| gx - Ax?
Si definimos *Ax como un seguro con tasa de interés (141 J° - 1, tenemos:

Var (Z ) = *Ax - Ax?

Dotal a n anos.

Var(Z) = Zk:o"'l ( v? )k kl gx w02 - Axnn? =
= Ax'mq - Azn'y - (Axng )=
= 2Axn, - Axin,?
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Anualidad anticipada vitalicia,

Var (Z )= S (L-v*1 7 gx -[LL(1- Ax)P=
d d

19

e

=_1(%,. (1-20" 4020 0) | qx - 1(1- 24x - 2Ax+ Ax ?) =
d?

=1/ 2k=0mk| q. - 220" Uk“k' qx )+ 2peg” Ummkl qr - 1 +2Ax - Ax® | =
J2

= _1(1-2Ax+ *Ax-1-2Ax+Ax? =
PL

=1 [ *Ax - A¢)
2

Anualidad anticipada n aios.
Var(Z)=Zh=ow(_1_:_ﬂfﬂ)2h|qx+(1_;___v_")2 [ 1(1- Axinq )P= {
d d d
- .._-_l.[2};:0"'1(1‘Zuk”""ug(’“”) kl qx + .p, - 2v"npx+ U?nnpx ] .
d?

- _1(1- 2Axn+Axn ?) =
22

=——1—[ 1 “n Py~ 2(2h=0"‘1h| qx+ vunpx) + Ek=0n-102(k+l)kl qx+ . p.+ v -
7 " x Py

1 +2Axin - Axiney ° ] =
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= _I(-2Axn + *Axiny - 2Axn + Axn | Y =
42

=1{ *Axny - (Axny )]
o

5.2.- PRIMAS NETAS NIVELADAS.

Hasta el presente capitulo, consideramos sélo la posibilidad de adquirir un
seguro mediante el pago de la prima en una exhibicion ( prima Wnica ). El realizar
este desembolso representa en la mayoria de los casos, un gasto considerable y a su
vez inaccesible. Como medida alternativa se creé una forma de pago mediante
anualidades bajo el Principio de Equivalencia.

Este principio sostiene que el valor presente de estas anualidades debe ser
igual al valor presente de los beneficios del seguro.

Lo anterior lo podemos enunciar de la siguiente manera:
E{ Valor presente de los beneficios 1 = E{ Valor presente de las primas netas]
den;)tado:
E(Zy)=E(PZy
Donde

B = Beneficios
P = Prima Neta
O = Obligaciones

De esta igualdad tenemos;
E( ZH - P Zo) = 0

A la diferencin del valor presente de los beneficios y el valor presente de las
primas netas se define como " pérdida del asegurador " ( L ).
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L=2, -PZ,

Utilizando el principio de equivalencia tenemos:

E[L]=0

Aplicando estos conceptos:

E [ Valor presente de ] = Prima Neta * E | Valor presente de la anualidad |
los beneficios en que se pagara la prima neta

Prima Neta = E [ Val resente_de los beneficios
E [ Valor presente de anualidades |

La varianza la expresamos de la siguiente manera:

Var (L)=E(L*)-E(L)*
ycomolaE (L) =0 por el principio de equivalencia tenemos que:

Var (L) = E(L?*)

Las primas netas pueden clasificarse de acuerdo a su forma de pago y el tipo
de beneficios ( continuo o discreto ) de la siguiente forma:

- Primas totalmente continuas.

- Primas totalmente discretas.
- Primas mixtas.

PRIMAS NETAS TOTALMENTE CONTINUAS.

En este tipo de primas los beneficios que otorga y las anualidades con las que
se paga son de tipo continuo ( capitulo no. 4 ) . Con ellas se pueden obtener varias
combinaciones,
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PRIMAS TOTALMENTE DISCRETAS.

Son aquellas pagaderas al principio del perfodo y donde los beneficios (muerte)
son pagaderos al final del periodo en que ocurra.

PRIMAS MIXTAS.

En éstas se combinan los dos tipos anteriores. Obteniendo por ejemplo un
beneficio de muerte otorgado al momento de ocurrir ésta, adquirido por una
anualidad pagadera al inicio del periodo.

A continuacién desarrollaremos las esperanzas y varianzas de los siguientes
planes:

a) Ordinario de vida.
b) Dotal a n afos.

Para caso discreto por ser este método el mds usado en el mercado mexicano de
seguros.

ORDINARIO DE VIDA

Beneficios: f(z)
Zy = vk K=01,., ..
Obligaciones:
Z, = dgr K =0,1,. v

Prima neta nivelada = _E (Z;) =_Ax = P
E(Z,) ax

E(L)= Ax- P ix
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Var(L)= E(L*)- [E(L)F = E(L*)

dado que E(L) =0
= E[ ZHQ - 2 PZH ZU + 1)2 ZO.'Z]

=E(Zy*) - 8PE(Z,Zy) + E(Z})

=2Ax + P (1- 2Ax+7Ax ) - 2 (Ax 2Ax ) + P2 (1 - 2Ax +2Ax ) -
d? d d?
(Ax+Pdx)?

Ax (1 +P ) - *Ax (P2 +P) +F
d ¢ d d?
Ya que

E(Zy) = *Ax
E(Z})=E[(1-W)] =
d
=_1 [ 1 -2+ v2(k+1)] -
d2

= P2 [ 1-2Ax +3%Ax ]
d2

E(Zp*Z,) = E(v™ (L-u))
d

E (vk+1 . v2(k+1) )=

ke

1 (Ax - Ax)
d
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T . 0
Para simplificar la expresion le restamos ya (L) = 0
Entonces:

d d d d°
y sustituyendo dx =(1/d)(1-Ax)

Var(L) = (*Ax- Ax) (1 + P )
d

SEGURO DOTAL

Seguro dotal a n afios adquirido por una anualidad a n afos.

Beneficios: f(z)
Z, = v®  K=0,1,,nI v
= p" K=n,.., n Py
Obligaciones:
Z, =dnn  K=01.,n1 e | a,
d . K =n,. .| D,

Prima neta nivelada = _E (Z,) = _Axny = P
E(Z,) dax:n

E(L)=Axmny - Pdx:ing
Var(L)=E(L?)- E(L) = E(L?)=
=E(ZB2'2PZBZU +P2Z02)=
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=2Axmn | - 2P (Axmn - *Axny )+ P2 (1 - Ax:n ) +"Axn ) =

d d?
=fAxny (1 +2P +P° ) + Awn, (2P -2P° )+ F°
d d? d d* d*
Para simplificar la expresion le restamos ya E(LF =0

Fntonces:

= *Axm, (1 +P ) - *Axn, (EE+P) + P?. (Ax:ny +Pixmy )
d d? d d®

y sustituyendo dx:n =(1/d)(1 -Ax:in)

Var(L) = ( *Ax:n-- Axny) (1 +P )
d

E (Zgz) = 2Ax.’n"|

PE(Z24,2,) =PX. " (" dk+l ) | ogx + vt dng o, =

= Py, (! _C;,mm) kl qx + - p, =
' d

- _% Zk=o""vk“k| g+ v nPx +Zk=o""v‘?(““k| qx + v b,

=P ( Axn- - *Axny )

E(Z2) = PP(1-*Axiny +*Axny )
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EJEMPLOS

Para una cartera de 100 primas totalmente discretas de edad 35 y usando 1o Tabla de
Mortalidad Ultima Ixperiencia Mexicana 82-89 con un interés del 6%, se calcularin:

o) Vartanzas

by Probabilidad de que L sea mayor que 0, es decir que 1a funcion de pérdida del asegurador
sea positiva.

¢) Prima nivelada necesaria para obtener la probabilidad de que L sea positiva, resulte
menor que 0.05

Para los planes Ordinario de Vida y Dotal a 20 afios.

ORDINARIO DE VIDA

a) De acuerdo a las varianzas obtenidas anteriormente:

Var(L)=(1+ P/ )*2( 2Ax - Ax"2)

2Ax = 0.0396
Axi= 0.1362
P= 0.0089
d= 0.0566 VAR (L)= 0.0282

b) Si Li denota el riesgo de pérdida por parte del i-ésimo asegurador, entonces se desea
calcular P(  Li>0)=P(L>0/100)

ya que el tamaiio de la muestra es grande, el teorema del limite central establece que 1.
es aproximadamente una distribucién normal:

media=E[L}=0 varianza = Var | 1,1/ 100

Estandarizando:

P(L>0)=P( L-E[L} > 0-E|[L) )
(VarlL] / 100)71/2 (Var[L} / 100)21/2

P(L>0)=P( L-0 > 0-0 )
(VarlL} / 100)*1/2 (Var(L} /100)*1/2

P(Z>0)=05 seguin valores en tablas de la normal estandarizada (2).
P(L>0)= 50.00%
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¢) Para determinar Ia prima necesaria para que P CL s> 0 )= 0,05, La aproximanios i
uni distribucion normal:

CO-E 1]/ (Varlll] 7 100)M172 ) = 1.645

Ax -Pax / Var(l,)M1/2)=1.645/100

“AX -Pax /0 CHHPA) (2Ax - AxA2001/2 )=0.01645

Despejando P (prima)

(prima ) =d | (0, 1645% (( 2Ax - AXA2DAN1/2)+ Ax)/ 1- ( Ax + 0.1645% 2Ax - Ax*2)"1/2 ) |
sustituyendo valores:

(prima) = 0.0091

Lo que representa un incremento del 1.47% con respecto a la prima ariginal, incluyendo
un grado de confiabilidad de 95% de que el asegurador no tenga pérdida.

DOTAL A 20 ANOS

a) De acuerdo a las varianzas obtenidas anteriormente:
VAR (L) = 2Ax:n ( 1+ 2P/d + PA2/d*2) + Axin (- 2P~2/d*2 - 2P/d ) + PA2/d~2

2Ax:n 0.1155
Ax:n 0.3305
P 0.0279
d - 0.0566 VAR (L)= 0.0139

b) Si Li denota el riesgo de pérdida por parte del i-ésimo asegurador, entonces se desea
calcular P({ Li>0)=P(L>0/100)

ya que el tamaiio de la muestra es grande, el teorema del limite central establece que L
es aproximadamente una distribucién normal:

medin=E{L]=0 varianza = Var [ L ]/ 100

Estandarizando:

P(L>0)=P( L-E{L] > 0-E[L] )
Var{L} / 100 Var| L1/ 100

PiL>0)=P( L-0 > 0-0 )

Var|L] /100 Varl L]/100
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P(Z>0 =05 segin valores en tablas de la normat estandarizada (70,
P(L>0)= 50.00%

¢) Para determinar [a prima necesaria para que P ¢ L> 0) = 0.05, la aproximamos a
una distribucion normal:

(0-E{L]/ (VarllL] /1007 1/2 ) = 1.645

<(Ax -P ax /Var(L)"1/2)=1.645/100

(Ax-Pax /( ( 1+4p/d ) ( 2Ax - Ax*2)21/2 )1=0,01645

(prima ) =d [ ( 0.1645% (( 2Ax - Ax*2)M1/2)+ Ax)/ 1- CAX + 0.1645" 2Ax - Ax~2)71/2) |
sustituyendo valores:

(prima) = 0.0280

Lo que representa un incremento del 0.23% con respecto a la prima original, incluyendo
un grado de confiabilidad de 95% de que el asegurador no tenga pérdida.

Con estos ejercicios se pretende obtener una aplicacidn real de los conceptos y
procedimientos propuestos a lo largo de este trabajo, complementados con algunas
herramientas probabilisticas y estadisticas. Aportar un grade de confiabilidad para
el cilculo de la prima considerando la experiencia en mortalidad de la cartera, sin
olvidar la posibilidad de salir del mercado debido a algin incremento excesivo en la
prima, puede ser un instrumento valioso de andlisis de un producto.

Actualmente en nuestro pais, todo este procedimiento de andligis no se le ha llevado
a la practica real en productos existentes en el mercado de seguros mexicana, por lo
que consideramos que se cuenta con un amplio campo de desarrollo de estos
conceptos.
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5.3.- RESERVAS.

El concepto reserva nace a partir del desequilibrio que sufre ¢l Principio de
Equivalencia con el transcurso de algin tiempo, ya que al inicio las primas pagadas
por el asegurado son mayores que el riesgo por ¢l cual estd cubierto, Por lo cual, al
exceso del valor presente de los beneficios contra el valor presente de las primas netas
futuras, lo llamaremos reserva.

Dos métodos para el edleulo de reservas son:

1) Método retrospectivo.
2) Método prospectivo.

Método Retrogpectivo.

Nos situamos al tiempo de valuacién de la reserva, antes del pago de la prima.
Analizamos las obligaciones y derechos que se han cubierto y cobrado,
respectivamente. De esta forma, el excedente que resulte de restar las primas
cobradas al tiempoe de valuacién menos los derechos cubiertos, sera igual a la reserva.
Esto lo podemos expresar como:

Reserva al tiempo = Valor presente de las primas - Valor presente de los beneficios

X+t cobradas hasta x+¢ cubiertos a X+t
Métado Prospectivg,

Mediante este método se obtiene el cdlculo de la reserva al tiempo ¢, por lo cual
nos situamos al tiempo x+t. Analizamos los beneficios y las obligaciones contratadas
o0 reservas, sea igual a:

Reserva = Valor presente de las obligaciones - Valor presente de las primas
por cubrir. por pagar.

De acuerdo al Principio de Equivalencia, la reserva al tiempo t la podemos

expresar de la siguiente manera:

.,V = E [ Valor presente de los beneficios - Valor presente de las primas ]
futuros a partir de x+{ por recibir de x+¢
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lo que podemos expresar de igual manera:
V=E(L)

Para el caso discreto usamos la variable aleatoria J tiempo future de vida para
una persona de x+k, desarrollada en el capitulo no. 1

F(j)= ;4

y su funcién de densidad:
fOJ)= ;P

donde j y k son enteros positivos.

La funcién de distribucién y densidad para Z ( j ) es ansloga a la de los
capitulos 3 y 4.

Para el caso continuo usamos la variable aleatoria U tiempo futuro de vida
para una persona de X+f, desarrollada en el capitulo no. 1:

F(U)"—' 1 - tru P« = o4

lpx

y su funcién de densidad:

fw) = P

La funcién de distribucién y densidad para Z en el tiempo £ es andloga a la de
los capitulos 3 y 4.

ORDINARIO DE VIDA

A continuacién se desarrolla la esperanza y varianza de L de un plan
ordinario de vida:

Valor presente f(z)

— gy ]
Zy=v jl q <
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7 ..
Zu F Uy ) | q ven

E(klz): E(ZB) - [)E(Z‘,) =

= Ax+h - P dx+k

Var (L) =E(,L*) -E(,L)F =
= (*Ax+k - Ax+k?®)(1-P/d )?

DOTAL 20

La esperanza y varianza de la funcién ,L para un seguro dotal a n afios queda
de la siguiente forma:

Beneficios f(z)
Zy = v J=01,.,nk1 A €
vn'k J = n-k, n-k Prsk
Zo = ('1:',”] J = 0,1,..,71"]3“1 jl q ik
Qi J = n-k, e ak P zek
kL = ZB - P Za

E (L) = Ax+k:n-ky - P dx+kin-k-
Var( L )= (*Ax+k:in-ky - Ax+kn-ky )( 1+P/d)f
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Para el plan Ordinario de Vida.

Para una cartera de 100 primas totalmente discretas de edad 35 y usando la Tabla de
Mortalidad Ultima Experiencia Mexicana 82-89 con un interés del 6%, se caleulardn:
a) Esperanza de kl,, cuando k=5, 15, 30, 45

b) Varianzas

Siguiendo el procedimiento para las primas netas niveladas del ejercicio anterior,
obtenemos los siguientes resultados:

E (kL) = Ax+k - P éix+k =
VAR (kL )=(1+P/d)"2 ( 2Ax+k - Ax+k"2)

k | E(kL) | Var (kL) ]
0 0.0000 0.0262
5 0.0379 0.0340
15 0.1384 0.0472
30 0.3528 0.0690
45 0.6047 0,0421
55 0.7627 0.0200
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CONCLUSIONES,

1) Se obtuvo la definicidén de conceptos importantes como los son: primas netas
unicas, primas netas niveladas y reservas. Nos enfocauinos en dos tipos de planes
particulares ( ordinarios de vida y dotal ).

2) El plan ordinarie de vida fue elegido por ser uno de los mas vendidos; el
dotal por utilizar dos tipos de beneficios, por muerte y supervivencia. El uso de las
anualidades va implicito en las primas netas niveladas. Con esto cualquier desarrollo
seria andlogo.

3) Basdndonos en estas herramientas, se llevaron a cabo ejemplos practicos,
como lo son el calculo del incremento necesario en la prima , para que la probabilidad
de pérdida para el asegurador resultara menor a un pardmetro dado ; o el
comportamiento de la reserva y varianzas de un plan a lo largo del tiempo, lo que nos
permite observar la variabilidad de la pérdida del asegurador con el plan a tratar
para un andlisis mds profundo.

4) Las bases tedricas quedan descritas para cualquier desarrollo posterior para
cualquier caso, discreto o continuo.
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PRIMAS NETAS Y RESERVAN.

CONCLUSIONES.

1) Se obtuve la definicién de conceptos importantes como los son: primas netas
tnicas, primas netas niveladas y reservas. Nos enfocamos en dos tipos de planes
particulares ( ordinarios de vida y dotal ).

2) El plan ordinario de vida fue elegido por ser uno de los mas vendidos; el
dotal por utilizar dos tipos de beneficios, por muerte y supervivencia, El uso de las
anualidades va implicito en las primas netas niveladas, Con esto cualquier desarrollo
seria andlogo.

3) Basdndonos en estas herramientas, se llevaron a cabo ejemplos praicticos,
como lo son el cdlculo del incremento necesario en la prima , para que la probabilidad
de pérdida para el asegurador resultara menor a un parametro dado ; o el
comportamiento de la reserva y varianzas de un plan a lo largo del tiempo, lo que nos
permite observar la variabilidad de la pérdida del asegurador con el plan a tratar
para un analisis mas profundo.

4) Las bases teéricas quedan descritas para cualquier desarrollo posterior para
cualquier caso, discreto o continuo.
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1) Para definir una funcién general de beneficios, se utilizé principalmente
en el uso de la variable aleatoria tiempo futuro de vida, debido a que la cobertura
de los seguros estd relacionada con la medicion de la supervivencia de los
asegurados. Siendo esta variable aleatoria la base, fue necesario el desarrollo de
sus funciones de distribucién y densidad.

2) Definida la funcién general de beneficios y analizada su aplicacion a cada
uno de los tipos de seguros y anualidades, se observé que son adaptables a esta
funcién general por medio de pardmetros sefialados en el capitulo dos.

3) Aunque nuestro objetivo es la creacion de una forma general de
desarrollo, se puede notar que en algunos casos como lo son los seguros que
otorgan beneficios exclusivamente por muerte, se puede omitir el uso de un
pardmetro, para simplificar la utilizacién de la férmula.

4) Después de haber obtenido las funciones de distribucién y densidad
generales, se observa que se cumple para todos los tipos de seguro, as{ como la
adaptacién de los pardmetros a cada uno de ellos. Aunque la demostracién general
es complicada, el desarrollo para cada uno de los planes se simplificé gracias a la
aplicacién de este forma general.

5) El uso de esta férmula general de beneficios, nos permite a su vez,
realizar combinaciones de diferentes tipos de planes de seguros y anualidades para
la creacién de un producto especial, de acuerdo a las necesidades del mercado o de
un cliente.

6) En base a los conceptos y desarrollos obtenidos a lo largo del trabajo fue
posible sintetizaro en la realizacién de conceptos importantes para los planes de
seguros. Ademads del manejo de éstos, se obtuvieron herramientas estadisticas
como lo son esperanzas, varianzas e intervalos de confianza que son una
aportacidn a log trabajos de Cdleulo Actuarial anteriores, 1ns cuales se utilizaron
para la elaboraci6n de dos ejemplos précticos. Datos como el incremento necesario
en prima para obtener una probabilidad mayor a un pardmetro deseado, en la
pérdida del asegurador o el comportamiento de las esperanzas y varianzas en las
reservas en el transcurso del tiempo, son muestras del analisis que se puede
realizar con estos conceptos.

7) Con la obtencién de funciones de distribucién y densidad para variables
aleatorias de tipo continuo, existe la posibilidad de calcular y analizar con mayor
detalle los planes desarrollados con este enfoque. Actualmente es minima la
aplicacién de este tipo de productos en nuestro pais, lo que consideramos como un
campo con grandes expectativas de investigacion.
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8) Como se vio en su momento en el capitulo ndmero 5 con los gjercicios
pricticos, la aplicacién de este método en México junto con las herramientas de
analisis probabilisticos y estadisticos, ha sido totalmente nula. Nuestro objetive
con tales ejemplos es mostrar el uso que se le puede dar a estos cdleulos y
procedimientos propuestos en este trabajo. La medicién de grados de confiabilidad
en el cdlculo de las primas puede ser una herramienta importante en el estudio
del funcionamiento de un producto. Adicional a esta aplicacion contamos con todo
el enfoque continuo, del cual tampoco se cuenta con ningin desarrollo préctico en
algin producto o procedimiento de analisis de los que ya se encuentran en el
mercado de seguros mexicano.

9) Otro uso que consideramos puede tener este trabajo, se encuentra dentro
de la imparticién de materias en nuestra carrera, ya que puede ser utilizado como
una guia para complementar los textos empieados en la ensefianza del Cdlculo
Actuarial.
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Seguro tempceral de vida diferido m anos pagadero al momento de la muerte

m I_Ax
7 =
a) 0 0<T<m a;=0 b=0 my=0 m;=m
b v m<T<oo ay=0 by=1 m;=m my=co

Entonces usando el teorema anterior tenemaos:
H(2) = )0 - mox Para b;=0,a,<z
H2(z) = 9y " max 4 r2), m(1) qx Para b2>0,a2<z

Donde r(2) =:1 In (z-a,)
) b,

Sustituyendo:

Hl(z) Zne © mo9e = nx = 9 = mQx Para bl=0:a1<—z
H2(z) = Gy * max 4 r(2), m(1) + q. Para b2>0:a2<z

Donde r(2)=-1 Inz
o

Como T' < oo, tenemos:

z=uv">v" =0
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2) Para b,>0, 0 <z

a)Si max =1 -LIn(z), m: =-1I[z) tenemos:
) o

dinz)>m
&
Inz) < -dm
g @ tnom - ym
s O0<z yecomoz < V™ =
m

H,(z)= .9, ,04. para 0<z<v
= 1 - r(QJCIx = @ Px
b) Si max = 4 Lin(z), m l‘ =m tenemos’

3

din(z)<sm
0

In(z)z -dm

2> num vt o=

1A
N

II‘%(Z) = oy Q= 1- mdx = mDx Para u"



APENDICE 1.- DESARROLLO DE FUNCION DE DISTRIBUCION F(Z) Casa continuo 138

Por lo tanto, tenemos:

H,(Z) = rnqx Para ()<__2
1'12(1('2) = L) Dy Para 0<3<Um
PIQ!:(Z) = m Py Para v" <2z

Lo que podemos escribir

F(z) =
) png: Para 2z =10
b) s +ro) Pe Para O0<z <v™
o 1 Para v <2

Donde r(2)=-1 Ilnz
)

Seguro temporal a n afios diferido m afios m|]Ax'n

Z =
a) 0 0sT<m @,=0 b;=0 my=0 m;=m
by o' m<T<min a,=0 by=1 m=m my=m+n

c) 0 minsT a;=0 b;=0 my=m+n my=co

Entonces usando el teorema anterior tenemos:
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APENDICE L.- DESARROL

IJI(Z) = mlll‘q.\. : m(UJq‘\ Para bl:: O » (L sz
[—I.?(Z) = IJIIZI(Ix * oy | r@homh v x Para b‘.?> 0' (1’23< 2

Donde 1(2) =-1 In (z.- )
0

bg

I’I;(Z) = m(.‘HQ.\' " m(‘Z)Qx Para b3 = ()’ @y £z

Sustituyendo:
1) Para b;=0, 0 <2

H,(Z) = m(HQx - oM =y od~ mdx 0= mdx
2) Para b2>0, a2=0 <z

H2(Z) = ol ™ maxd r@hm b Ax

Donde r(2) =:1 Inz
)

Como T' < m tenemos:

z=0v >U"

=-.11In(z) tenemos:

max = -lln(z),mk
b

a) Si

.1ln(z)>m
)

139
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In(z)< -0m
z<e Unvim u™

S0 <z yceomoz < U™ concluimos:

H.‘?u(Z) = menly © e, para 0< z <v™

b) Si max=- -1in(z), m+ =m tenemos:

)
-lin(z)sm
)

In(z) 2 -dm

22e fln v)m = p™
Por lo tanto:

Hy(z) = Qs - nle Para V" <z

3) Ha(Z) = Gy " many Para b3= O, aj =0 £z

Por lo tanto, tenemos:

H,(z) = ,q, Para 0 <z
H2a(z) Zenl © r2e Para v""< 2 < V"
H2a(z) Fains © mGx Para V"< 2z

Hy(z) = ,.,.Ds Para 0 <z
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Lo que podemos escribir comao:

F(z) =
Wyt P Para0 <z < o™
b) LGt rePx Para ™"« z < 0™
) 1 Para v < 2

Seguro dotal puro a n f_\x:n‘q o nEx

ay 0 0<T<n a,;=0 b;=0 my=0 m;=n

b) U" n < T a2= n b2=0 m‘v:n m9='~"°

Entonces usando el teorema anterior tenemos:

1) HI(Z) = m(”qx - ,,,(o)qx Pﬂrﬂ b1= 0, a,, < 2
2) H2(z) = m@x - mdx Para b2= 0! a, <z
Sustituyendo:

i
<
A
N

1) HI(Z) =4y - o9x = 14 Para b1=0’ a; =

2) Hyz) =.g9,- .9, = Py Para b,=0, a, =v"S 2

Lo que podemos escribir:

F(z) =
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a) g, Para 0 <z < 0"

by 1 Para 0" <2

Seguro dotal mixto a n aios diferido m m IAx:n |

7 =
a) 0 Para 0<T <m a,=0, b;=0, my=0, m;=m
b) v7  Para m<T<min a,=0, by=1, m;=m, my=m+n

¢) V™" Para m+n < T az=v"™", by=0, my=m+n, my=co
Entonces usando el tecrema anterior tenemos:

Hl(z) = s~ mos Para bl=01 als 2
H2(z) = m@9x ° maxd r@), my) 3 qdx Para b2>01 Ay< 2
Donde 7(2) = -1 In (z-a,)

) b,
Hy2) = 595 - el Para b;=0, a;< 2

Sustituyendo:
1) Para b;=0, a, =0< z

[Il(z) = Gy - o4y Sl -0 = mdx
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2) Para b, =1>0, a,=0 <z
}{Q(Z) = mendy " omax o r2,m - q.
In(z)

Donde r(2) = -1
0

Como T < m+n tenemos:

z = U'I‘ > Um+n

a) Si max = -1in(z), m} =-11n(z) tenemos:

)
-Lin(z) >m
6
In(z) <-dm
z<ce™ nv
z< v
S Z2<U™ ycomo UM<z =5
H2a(z) = manlz - r(2)Qx Para vmms z< U™

b) Si max = -Lln(z), m} =m tenemos:
b

-1in(z)sm
b

In(z)z -6m
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zz2um =

Hl?b(;z) = menly - e Para v" <z

3) Para by=0, ay= v"*"'< 2z

HJ(‘Z) = oyt ey = I- menx

Por lo tanto tenemos:

H(2) = ,q, Para 0 £ 2

H2a(z) = manle " r29x Para U"H“S z<ov™
IJQb(Z) = mindy © m9x Para v" <z
Hyz)=1-,,.4q. Para v"*"<z

Por lo tanto, concluimos:

F(z) = ‘
a) .4, Para 0 <z <p™"

b) .49, + .2 P. Para ™" <z <p™

c 1 Para z <™

Anualidad vitalicia diferida m afios mI(—lx

Z =

a) 0 0<T<m a,=0, b;=0, my=0, m =m

b) ary a1 mMET <o a=v"/§, b;=-1/8, my=m, my=cc
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Aplicando el teorema tenemos:

HI =iy - modx Para b1=0, a IS‘Z

I{2 “min 4 r(2), m2) }-Q.t - m(l)q\' Para b2<0’ Z<(12

Hy.= 2Q: = mds Para b,<0, a,< 2
Sustituyendo:
1Y) HI =mldy - e = nlx Para b1=01a1= 0<z
2) H2 Zmind @), m FQx = mlx Para b2= -1 /8 <0: z<a2 = Umls

Para r(2) =-1 In (z-v™/8) =-1 In (V"-82)
) -1/% )

2a) El min =-| -11In(1-82), o} =-11In(1-32) tenemos:
' d b

-1iln(v™-08z) < oo
o

In(v™-8z) > -8 =ln v~
p™- 8z > v= =0
-0z > -v™

z2<v™/ 8 =
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2a) Hyz) = .04, - .4,

2¢) H.‘.’u= oy mlx = mPx
Por lo que tenemos:

1) Hl = mdx
2a) Hg(Z) = 2 -

20) H2(z) = 1' mq x

para

Para

Para

Para

z<u™/d

Para b, <0, v™/85 2z

0<z
z<v™/d

z2v"/d

Lo podemos escribir segin intervalos, de la siguiente manera:

Fi) =
a) o 0<z2<v*/d
by 1 v"/8 <2

Anualidad a n afios diferida m afios m|ax:n,

Z =

a) 0 0sT<m

b) ar-a,n msT<m+n

c) v"an m+n €T < o

al_-:o, b1=0, m0=0, m1=m
a,=v"/8, by=-1/8, m,=m, my=m+n

a;=v™an-, by=0, my=m+n, my=c
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Aplicando el teorema anterior:
I{I = wmx - modx

H2 Smin A r@), m@ 9y * mds
Hzc = m Qe moe

Hy= 008~ mex

Sustituyendo:

1 HI =0lx = 9 = mQx
2) H2 Zmin 4 12), m2) ¥Qx = e

Para r(2) = -1 In (z-v™/3)
S -1/%

2a) Si min =4 -1Iln(1-8z),m+nt
5

Para b=0, a5z
Para b,<0, z<a,
Para 0,20, a,<z

Para b,=0, a,<z

Para b,=0,a ;=052

Para b,<0, z<ay, = v™ / 8

=-1 In (V™-02)
S

= -1 In(1-8z) tenemos:

5

-1 In(v™-82) < m+n

0

In(v™-82)>-8(m+n) =ln v™*"

vm_ 8z>vm+n

'SZ>Um +n_ Ul?l

Z<py™ Um+n/8 =p™ an-y y como
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zv"any < v 1§ =

2a) Hyz) = ,,q, - s Para z<p™ a;zi
2b) 8i min =4 -1In(1-82), m+n F' = m+n tenemos:
by
-LIln(w™-8z) > m+n

In(L"-82)<-8m+n =ln yn
U"l_ 82 S U!n""
.82 < vnun_vm

22 UM y™ [y = ym @y1 y como por hipétesis z< ™ /§ =

2b) Hy(z) = .,.q.- .q. Para y™ c;n', Sz<v™/§
20 Hylz) = ,,4q.- 4. Para v"/8 <z
3) H3 =.4q; - menlz = 1- mrnlx Para b3=0,(l=l)m ahn‘] <z

Tomando H,, H,, H, tenemos:

H,= g, Para 0<z

Hy(2) = 04, - 4, Para z<p™ a;l']

H,(z) = mondy * mQ. Para p™ a-nq Sz<v™/§
Hy(z) = ,,.q,- ml Para v™/§ <2

H’i =1- manx Para v™ an 152
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Lo podemos eseribir segun intervalos, de la siguiente manera
A

F(z) =

mn

vl Para 0 <z <v"an

1 Para v"an| £z

Donde 1(2) =- 1 In (v"-82)
b
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Seguro temporal de vida diferido m afios pagadero al final del ano en que
ocurra la muerte m|Ax

a) 0 0<K<m a,=0 b,=0 my=0 m,=m
! ! ()] 1
by v me<K<eo a,=0 by=1 m,;=m  my=eo

r «
K entero no negativo
Entonces usando el tcorema anterior tenemos:

H,(2) = 0 - moe Para b,;=0,a,5z
Hyz) = o " maxiire- 11, mw + Qs Para by>0,a,<2z

Donde r(2) =-1 In (z-a.,)

5 by
Sustituyendo:
I-II(Z) = mlde - oy = mlx Para b1=0)0—<'z
HZ(Z) = e max /-1, mn + 9x Para b2>0,0<2

Donde r(2) =-1 In z
)

Como K < oo, tenemos:

z=uvF"'>v" =0
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2) Para b,>0,0<z

i~

In(z) - 1, m -~ =] -11In(z) -1[ tenemos:
)

a)Simax = |/ -

|

] Lin@-1[>m
d

1 inz)-1 >m
)

In(z)< -8(m+1)

(In vim+1) m+l

2< e =0

z2<v™! y como O0<z =

— — +1
Hy(2) = G+ jr@ry 9 = jr@yPs Para Q<z<v™

b) Si max =4]-1Lin) -1[, m} =m tenemos:
S

l-1in(z)-1{<m
b

~1Inz)-1 s m
S

In(z)z -6(m+1)

2> e(ln ul(m+l) Unu—l =

HEb(z) = Wt nlx= 1 mdx = mPx Para ()mH <z

Por lo tanto, tenemos:
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H,(z) = ,q, Para 0%z
I‘IQH(Z) = e 1)».. Para 0<Z<U"H1
H,(2) = ,, D Para V"' Sz

Lo que podemos escribir

Fz) =
A mx Para 0=z
b) Qs ¥ ey P Para (<z<vo™!
o 1 Para U™ <z

Donde rr(2) = -1/8 Inz

Seguro temporal a n afios diferido m afios pagadero al final del afio en que
ocurra la muerte m|Ax"in, '

7z =
a) 0 0<sK<m a,;=0 b,;=0 mg=0 m;=m
by ¥ m<K<m+n ay=0by=1 m=m my=m+n

c) 0 m4n < K a,;=0 by=0 my=m+n mg=e

Entonces usando el teorema anterior tenemos:
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HI(Z) = iy = modx Para b,=0,(r JS’:”
PI}.’(Z) = s * max i 2, i) b Qe Para 1')3>0,(lr2<2

Donde 1(2) =-1_In (z-a,)
) b,

H‘ (Z) = m(.'))Q,v - 111(2)(1A‘ Para bilzo)a(]sz

Sustituyendo:

1) Para b;=0,0%z

Iil(z) = sy 9= mdy” 0= mqx
2) Para by>0, a,=0<z2

HE(z) = medds - max 4 ri2), m(h t q. Para b2>0,l12<2

Donde r(2) =-1 In (2)
S

Como K< m+n-1 tenemos:

z = UKH > vrrwn

a) Si max=4]-Lin() -1[ ,mt = J-11ln(z) -1[ tenemos:
5 8

I-Llin@) -1 >m
d

-1in(z) > m+1
)
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In(z)< -6(m+1)

(In vim1} m+!

z< e =
s 2< 0™y como 22 U™ coneluimos:
I—IQn(z) = el " pr@ ol 9y Para V""" <2 <Um”

b) Si max=4] -1lnz)-1[, m} = m tencmos:

d
J-1in(z)-1[ £m
5
-1ln(z)-1<m
5

In(z)z2 -(m+1)

2> (In vim+1) . Um+1
Por lo tanto:

H2(2) = ey = nlx Para UMH <z

3) Hy2) =.9: " muds = mwn Dx Para b3=0,(13=0_<.2

Por lo tantoe, tenemaos:

H/(z) =,.q, Para 0<z
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]-I:?u (Z) Sy - 21! qy Para v"*"'< Z<U"”1
}121)(3) Zmanty © mqx Para U"HIEZ
HJ(Z) = man px Para OSZ

Lo que podemos escribir como:

F(z) =
a) 4+ enPs Para 0<z S u™*
b) Gy Fir@1y P Para v™"< z<v™!
o 1 Para v"*! <z

Donde r(2) = -1/3 Inz

Seguro dotal puro a n afios pagadero al final del afio Axtn'y o nEx

Z =
a) 0 0<K«< n a,;=0 b;=0 my=0 m,=n
b) " n<K ay=U" by=0 m,;=n my=co
K entero no negativo

Entonces usando el teorema anterior tenemos:
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DV H(2) =04, molds Para b,;=0,a,5z
Para by=0,a,;<z

2) I—'IQ(Z) = iy = mx

Sustituyendo:

1 H(2)=,9.- @ = .9. Para b;=0,a, = 0%z

2) Hyz)=.q.-,9.=.pP. Para b,=0,a,=0"< 2z

Lo que podemos escribir:
Fz) =
FYR Para 0< z<v"

by 1 Para 0" <z

Seguro dotal mixto a n afios diferido m pagadero al final del afio m|Ax:n,

a) 0 Para 0 <K <m a;=0 b=0 my=0 m;=m

b) v Para m<SK<min a=0 by=0 m=m m,=min

c) y™" Para m+n s K

Entonces usando el teorema anterior tenemos:

Hi@) = 0, - mols

Para b,=0,a,<z

az;=u"" by=0 my=m+n my=co
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I{.'Z(Z) = rn(.’,’,'qr Tomax 42y L, mal (It Para b_,',>(),(l;_,'(2

Donde r(2) =-1 In (z-a,)
d b,
PI{I(Z) = 3y = medy Para b_'j:O,a;]é r4

Sustituyendo:
1) Para b;=0,a, =0< z

Hl(z) = mldx - ox =l -0 = mx

2) Para b, =1>0, a,=0 <z

H2(z) = s " max{/r@-10,m} q,

Donde r(2) = -1 In (2)
)

Como K +1 £ m+n  tenemos:

z = vK+l > p M
Para b, =1>0,0<z

a) Si max=4]-1ln@)-1[, m} =]-11ln(z)- 1[ tenemos:
) b

]-1lnz)-1[ >m
S

-1iln(z)-1 >m
5

In(z)<-8(m+1)
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20 (m+ 1) Inv

e+l

2< U

y como "< 2 =

Ho(2) = el o 119 Para v™*"'sz<u™"!
b) Si max =] 5~_1_ In(z) - 1[, m}t =m tenemos:
]-1Lin()- 1] <sm
b
1ini)-1<m
o
In(z)z -6(m+1)
2yt =
Hy(z) = Qs - mlsx Para 0™ <z
3) Para b;=0,a,=0™""< 2
Hy2) = g, - minde = 1- pnle
Por lo tanto tenemos:
H\z) = ,q, Para 0<z
Hy(2) = s - jrm 19 Para v"*"<z<p™!
H,(z) = 0 - G Para v <z

H,(z) =1- manx Para v""<z
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Por lo tanto,concluimos:
F(z) =
Q) . Para 0 <2z <™
b) G+ pre 1P Para v"*" <z < v
c) 1 Para z < o™
Donde 1r(2) =-1/81n 2
Anualidad vencida temporal a n ainos @x:n-
Z =
ag 0< K<n+l a,=1/i b=1/d mym=0 m=n+l
a, n+l< K | a,=any b,=0 mE=n+l my=e

Note que esta @x:1-) también puede ser escrita de esta forma

Aplicando e} teorema tenemos:
1)Para b1<0, a,=1/i>z

HI Smin 4 {r(1) ], m(D) + q: - 09

Donde r(l)=:1 In(z - a,)
) b,
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le) Para b, <0, a,< 2
HI(' =pndy - m(0d x

2) Para by=0 a,<z

H2 =@ Uy * 4

Sustituyendo:
H, =i i1rng «F Qx - 0 Gx Para b, =-1/d<0, a=1/i>z
Donde r(l)=-1 In(z-1/i) =1 Iln(v-dz)
) -1/d o
1a)Si min =4/ -81 In(v-dz) ] n+l} =[_51_ In(v - dz ) ] tenemos:

[-1ln(v-dz)] < n+1
)
-Lin(v-dz )< n+l
)
In(v-dz)>-8n+l) =Inov™!
v-dz> v+l
-dz > " v
z<(v"-v)/d=a,7 yceomo z<a, <1/i
cumple con la hipétesis de z < 1/i =
la) Hyz) =0y - e = iy s Para z <@,

i) Simin=-4[-1Iln(v-dz)] n+l} =n+l tenemos:
o
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[-1in(v-dz)] =2 n+l

O I~

In(v-dz)<-6n =lInov"!
v-dz <o™!
-dz £ vl
zz(vtw) /d =a, ypara Qo <2z <1/

cumple con la hipétesis de 2 < 1/i =

1b) H2z) = .19, - s Para b,<0, a, <z<1/i
1) H;\.=,.9, - 4. Para b;<0, 1l/i<z
2) H2(Z) = qu - IH-Iqx Para b2=0,a2 = a"'“l SZ

Por lo tanto tenemos:

la) H, (=)= 44, Para 2z < @,
by Hyz) =,,4q, Para @, < z <1/i
100 H,=,.49 Para 1/i< 2
2) Hyz) =1 - ,.,q. Para @, <z
F(z) =
a) Qs Para 0< z<a,
b) 1 Para @, <2

Donde r(1) =-1/3 In(v-dz)
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Anualidad anticipada diferida m afos m |iix

Z =
0 0< K<m a,=0 b=0 m=0 m=m
g1 G m< K a,=0"/d by=-1/d m;=m my=oo

Aplicando el teorema tenemos:
1) Para bl = 0 a; <z
HI = mx = mox

2) Para b, <0, a,=1/d>z

H,=,, Vil m@ Qe mo Qe

Donde r(2)=-1 In(z - ggl
h)

b,
2¢) Para bz < 0, a, <z
Hy =0 0x - m:
Sustituyendo:
1 Hl(z) =mdx - 09x Para b1=0: a, =0"\ =z

2) H2=min-{[r(2)l, ot Qx = m Gz Para b2='1 / d<0: a2=vm ld>z

Donde r(2) =-1 In(z-v"/d) =-1In(v™-dz)
) -1/d 5

2a) El min =/ -LIln@w™ dz) ], o} =/[-1In(v™ - dz ) ] tenemos:
) )

[Lin(v™-dz)] <
h)
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Lin(vm"-dz ) < =
5

v" - dz >0

-dz > "

z<v" /I d

2a) H,(Z) S dem o9 = ) e Para z <v™/d

2c) Hllc = wly - mQy Para b2<0, v/d £z

Por lo tanto tenemos:

vy H,()=,q. Para 0<z
23) H2a(2) =[,-(2)] qx - qu Para 2 < v'"/d
2¢)Hy(z)=1- ,q, Para v"/d<z

Lo podemos escribir segin intervalos de la siguiente manera:

F@z)=
a) (24 Para 0< z<v™/d
b 1 Para v"/d <z
Donde r(2) =-1 In(v™-dz)
b

Anualidad vencida diferida m afios m |ax
Z =

0 0< K<m a,;=0 b=0 m=0 m=m
agi- Q) ms K a,=v"1i by=-1/d m=m my=oo
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Aplicando el teorema tenemos:

1) Para b; =0 «,<z2

Hl = mi q.- m(())(I_r

2) Para b, <0, a,=1/d>z

H,=,, 1re@ ), m@ + Qe = mdx

Donde r(2) =-1 In(2 - _a,)
b

b,
2) Parab, <0, a,< z
Hj = o) Qe - mafs
Sustituyendo:
VH @ =,9,-09. Para b,=0, a,=0<z

DHy =i 1r2)) =t e~ mQ: Para by=-1/d<0,a,=0"/d>z

Donde r(2) =-1 In(z-v"/i) =-1In(v™ -dz)
) -1/d )

2a) Si min =4[ -1 In(w™!-dz) ], =} =[-1In(v™" - dz ) ] tenemos:
E

3

[-1In(v™! - dz)] <
S

din(v™!-dz) < e
)

v™! . dz >0
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-dz > pml
z < Umo-l / d
2a) Hl(z) et Qe - m4x Para z < v"/i

200 Hyo=,q, - W« Para b,<0, v"/i<z

Por lo tanto tenemos:

VH,(2) = ,4q, Para 052
2a) Hp,(2) =019, = nQx Para 2z SU™/i
20) Hy(z) =1 - ,q, Para v™/i<z

Lo podemos escribir segiin intervalos de la siguiente manera:
F(z) =
a) 2 Qs Para 0< z <Uv™/i
b) 1 Para v"/i <z
Donde 1(2) =-1 In (v - dz)

Anualidad anticipada a n afios diferida m afios m| dix:n,

Z =
0 0sK<m a,=0, b,=0, my=0, m;=m
Ggor) G msK<m+n a,=v"d,by=-1/d,m =m, m,=m+n

u™dnn m+n S K <o a,=0"dn,b,=0,m,=m+n, my=co .
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Aplicando el teorema anterior:
Hl = it = miotds

H2 Zmin 4 fr@)) mi2) v - mD
I{QC = 2 9 = minfx
H.? =@y w2y
Sustituyendo:

1 HI =pdem oy T e

2) Hy =i 41 vy, me2) 19x = mitx

Para r(2) = -1 In (z.!!m{d!
) -1/d

2a) Si
5 :

[-1
8

Para b,=0, <z
Para b,<0, z<a,
Para 0.<0, a,sz

Para b,=0, a,<z

Para b,=0,a,=0<z
Para by<0, z<a,= v™ / d

=-1 In (V"-d2)
6

min =4[ -1 In(v"-dz)lm+n | =[-11ln(1-dz)] tenemos:

b

In(v™-dz)]< m+n

-1 in(v"-dz) < m+n

8

In(™-dz)>-8(m+n) =ln v™*"

vm_dz>un|+n
_dz>vm +l;_vm

z<(vrn_vm+n) /d

m z:

=000,

y como
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2<v™ i,y <™ /d =

m g

2a) Hy(2) = o, - 4. Para z<v™d,
b Si min =4[ -1Iln@"dz)], m+n} =m+n tenemos:
d

-1 In(™-dz) 2 m+n
b

[ -1In(w™dz)] 2 m+n
S

In(v™-dz)s-8(m+n )=ln v™"
vm.dz <vm+u
_dzsvmht_vm

zzu™-v"™"/d =v™d, ycomo

z<v"/d =
2b) Hoy(2) = only = b Para U™, < z<0™/d
2¢) Hy(2) = inle - mls Para v"/d £ 2
3) Hy=.4, " ninls = 1+ 1inls Para by=0,a=v™ dn- <z

Tomando H,, H, H, tenemos:
H,= ,q. Para 0<z
H2a(z) = rrofx c s Para z<v™d,

H2b(z) = mendy - mGx Para U™ dn»] < z<vm/d
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H2c(z) = enls - s Para Um/d <z

H.’) (Z) = 1 manx Para v™ dn i 4

Lo podemos escribir segin intervalos, de la siguiente manera:

F(z) =
(r2) Para 0 <z <v™d,
1 Para v"d,| Sz

Donde r(2) = -1/8 In (v -dz)

Anualidad vencida a n afios diferida m afios m|axinq

Z =
0 0<K<m a;=0, b;=0, my=0, ms=m
g Ay msK<m+n a,=v"i,by=-1/d,m,=m,my=m+n
v™an m+n < K <o gz=v"any,by;=0,m=m+n, my=co

Aplicando el teorema anterior:
H;=0uM: - mols Para b;=0, a,<z
H2 Zmin 4 (r(2], m(2) 'rqx “ m9x Para b2<0, Z<a2

Hy = 2 Qs - mils Para b,<0, a,<z
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H-'i = mae © meds Para b,,=0, asz

Sustituyendo:

1 fl! =mq.u - l)qx = III(I.\‘ Para b1=0,(tl=0_<_2

2) Hy =0 11 riapt, m) 195 = m Para by<0, 2z<a, = v"™ /i

Para M2) = -1 In (2-v"/i) =-1 In (W™'-dz)
b -1/d d

2a)Si min = [ -1 ln(v™'-dz)l,m+n}t =[-11n(™*"'-dz)] tenemos:
3 S

-1 In(v™*'-dz) < m+n
)

In(v™!-dz)>-8(m+n) =ln v™*"
Um+1_dz>vm+n
-dZ>Um+"-U'"+I

z<(U™ ™) [d  y como

z<™ o) Id < v™ i =

2a) Hy(2) = (oflc - md:.  Para 2<(u™!-v™")/d

wSi min=4[ -1Iin@™'-dz)], m+nt =m+n tenemos:
)

} -1 ln(v™'-dz) 2 m+n
]
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In(v"™*'-dz)<-8(m+n )=ln v™"
Unnl_d,_, <Um+n
_(12<Um+n_vm+l

22(v™ ™) /d y como

zZ<v™ /i =
2b) Hoy(2) = 0l = nd. Para ((0™p™")/d< z<v™ /i
2¢) Ho(2) = ,,,,0: - 4. Para v"/i<z
3) I{.'i =y minde = 1- mnx Para b.’i:O)a:vm a,n <z

Tomando H,, H,, H; tenemos:

H;=,q. - g = 4. Para 0<z

Hp(2) = | ,of - wlx Para z<(v™!l.v™")/d
Ho(2) = 10onls - 04 Para (V™0™ /d< z<v™/i
H, () = ,..9:. .4 Para v™/i <z

Hy=_9. - menls = 1 pingx Parav™a, <z
Lo podemos escribir segin intervalos, de la siguiente manera:
F(z) =

2 U Para 0<z < (v™'-v™"/d

men Qe Para (v™-0™")/d <z < v"a,



APENDICE 2.. DESARROLLO DE FUNCION DE DISTRIBUCION F(Z) Caso discreto

171

n

1 Para v"a,| €2

Para z __:( Ulrwl_vnn-n)/d

r@) =-1Iln"™ -d@"pmr)) = -1Llnv"" = m4n

0 d 5
Por lo tanto:
F(z) =
tr@) 9« Para 0 <2 <v™a
1 Para v™a,n £z

Donde r(2) =-1/8In(v™ -dz)
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Si una v.a. no es de tipo continuo, estrictamente hablando, no se le asigna una
funcion de densidad ya que su funcién de distribucién, #(x), no ca diferenciabie;
sin embargo, si permitimos que f{x) tenga impulsos definiremos una funcién de
densidad ain para una funcidén discreta o mixta.

Funcién delta o de impulso.

La funcién 8(x) se define por su propiedad

[ ®)8() dx = D)

donde

®(x) es una funcién continua en el origen

U(x) ; B(x) = dU({x)/dx

|- Ox-x)8(x-x,) dx = Bxy)
Aceptando esta propiedad se muestra que la derivada de una funcién discontinua

F(x) al punto de discontinuidad X, existe y es igual a k8(x-x,) donde % es la
magnitud de la discontinuidad de F(x).

k= F(x;)- Flxy)

Por lo anterior si la variable aleatoria es de tipo discreto su funcién de densidad
consiste en impulsos

f(x) = X k; O(x-x)

A Papoutis ® The Fourier Integral and its applicationa® Mc. Graw Hill Book Co., New York, 1962
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Ejemplos

El experimento de aventar una moneda, tenemos un espacio muestral de dguila
o sol, asignandole loy siguientes valores:

Si es aguila x=1
sol x= 0

la masa de probabilidad
P(x) = q para x=0
P(x) =p para x=1
Es decir la probabilidad de que caiga aguila es p y de que caiga sol I-p =q

Expresandolo por impulsos

fix) = q8(x) +pd(x-1)

F(x) f(x)

>

La funcién f{x) puede ser considerada como la masa de probabilidad situada en
el eje de x. Si f(x) es finito, entonces tiene la misma interpretaci6 de la masa de
probabilidad, es decir la masa en el intervalo (x, x+dx) es igual a f(x)dx.

Los impulsos p;8(x-x;) en f{x) pueden ser considerados como puntos de masa de
probabilidad p; situados en x; .

La probabilidad de que una v.a. x tome un valor en el eje X es la masa de
probabilidad de esa regién.
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Seguro Ordinario de vida diferido m afnos m|Ax

Z —_
a) 0 0=2T<m a,=0 b,=0 my=0 m;=m
by v m<T<ew a,=0 by=1 m;=m my=co

Utilizando el teorema anterior tenemos:
Giz) = Az -ay) (oo Pe- myPx) parab; =0
Gy(2) = o) Pr M surey | O(2 - )
para b, > 0 y a,+bu™?< z < ay+bu™ "

Con 1(2)=-1/8In[(z-ay)/ by,] para(z-a,)/ b,>0.

Sustituyendo, tenemos:
Gi(z) = AM2) (4p,- wP:)= AR)(1- . p, ) =A@ ,q,
parab, =0 y a,=0
Go2) = o) P b suriy | 8(2)
para b, >0 y v°=0<z<0™
Con r(2)=-1/81In(z) paraz>0.

Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de
probabilidad . Tenemos:

fz) =
a) m9x 2=(0

b) i) Pr B zurry | 02 O<z g™
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e 0 otro caso.

Con r(2) =-1/81lnz

Seguro temporal a n aiios diferido m afios m}Ax"in

Z -

a) 0 0<T<m a=0 b=0 my=0 m;=m

b vT m<T<min ay=0 b,=1 m;=m my=m+n
0 m4nsT ;=0 b;=0 m,=m+n my=co

Utilizando el teorema anterior tenemos:
Gl(z) = A(Z 'al) (m(l)) B men px) para bI =0
Gy(2) =, pu 247(2) 13z-ay)

para by, > 0 y a,+bv"?< z < a,+bp™ "

Con r(2) =-1/8In[(z-ay) /| by] para(z-a,)/ by>0.
Gy(z) = Az -ag) (u Px~ mc3) Py paraby =0

Sustituyendo, tenemos:
G2 = A2) (yp.- P )= AR)(1-,P.)=A@E) ,q.

parab,; =0 y a,=0

Gy(2) = 2P U iy | 8(2)
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para b2 > 0 y U,IN +m < z < U"l

Con r(2)=-1/8In(2) paraz >0
G.'J(z) = A(é) (nn»n Py px) = A(Z)( mn Py - 0) = A(Z) men Py

parab, =0 y a,=0

flz) =

8) wQx + man Dy 2=0

D) o) Pl ey 8(2) v <z < p"
c) 0

otro caso.

Con r(2) =-1/81n z

Seguro dotal puro a n afios Ax:n'y

Z =
a) 0 0<sT<n a,;=0 b;=0 my=0 m,=n

b) v* ngT a=V" by=0 m,;=n my,=e

Utilizando el teorema anterior :

Giz) = Az -a;) (i) Py - mn Py ) para b;=0

Goz) = Alz @) oty P~ p.) parab,=0
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Sustituyendo, tenemos:
Giz) = Az2)(op,-,p) = M) (-, p.) =Mz ,q,
para b, =0 y a,=0
G, (2)= Az -v") (, p,- wp,) = Az V), p,-0) =A@z V") p,

parab, =0 y a,=v"

flz) =

a) ,q, z=

b) , Py z ="
o 0 otro caso.

Seguro dotal a n afos diferida m m|Axm,

7 =

a) 0 0<T<m a=0 b=0 mz=0 mz=m

b oT msT<m+n  a,=0 b=l mpm=m my=m+n
¢) V" minsT <eo a;=v™" by=0 my=m+n mg=co

Utilizando el teorema anterior tenemos:
Gi(z) = A(Z 'al) (m(l)) Py e p:r) para bl = 0

Go(2) = ) Py 1t surmy | O(2)
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para bg pd () y U'”(m <z < Um(})

Con r(2) =-1/81n(2) paraz?> 0.
Gy(2) = A2 - a3) (uen P ) Px ) paraby=0
Sustituyendo, tenemos:
G,(z) = A2 (4P m p.)= Mz)(1-yups ) =A2) 9,
parab, =0 'y a,=0
G,(2) = 1o Pl xor ! 8(z)
parab, >0 y v <z s ™
Con r(2) =-1/81In(z) paraz> 0.
Gy(2) = Az- V™) Guen P~ o p.) = AEZ V) s P~ 0) =Mz -U") i Px

paraby; =0 y az=uv"

fl) =
a)  mlx 2=0
b) @ Pelt xor 13(z) p™t <z < U
) an Px z=v™"
d 0 otro caso

Con M2) =-1/81n (2)
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Anualidad vitalicia diferida m afios m|ax

Z =

a) 0 0sT<m a,=0 b=0 my=0 m=m

b) c:ﬂ - c;,,,--l MmsT <o a,=U"18 by=-1/8 m;=m my=co
Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gi2) = Az -ay (uo Pz~ mpPs) parab; =0

Gy(2) = P b xuriry! 8( 05 2)
para b, <0 y  aytbv™? £ 2z < agtb™?
Con r(2)=-1/8In(2_-_a,) paraz>0.

by

Sustituyendo, tenemos:

Gi(2) = Az -0) (4 p<- WP = A@R) (1 - ,pJ= A2),q.

parab; =0 y a,=0
Go2) = ;o Pr b vy 1 S (V" [ 8-2) = o, By | (V" - B2)

paraby, <0y v™/§-V"/8< 2<v™/d-v"/8
0< z<v™/d
Con r(2) =-1/8Iln(2-v"/86) = -1/81ln (V- d2)
-1/8

para z > 0
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flz) =

a) 4, =()

b) ) Pl xery! (02 - U™) 0< z<uv™/d
c) 0 otro caso

Con r(2)= -1/81In (V- 82)

Anualidad a n aifios diferida m afios m|ax:nq

Z =

a) 0 0<T<n a,=0 b;=0 my=0 mz=m

by W"-v)/d m<T<mn ay;=v" /8 by=-1/8 m;=n my=m+n

¢ v"an, m+n ST < oo a3=v'";n-] by=0 my=m+n mg=ce
Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gi(z) = Mz -a)) (uo D:- myPy) para b; =0

G2) = )Pl yiry [ O ay-2)

para b2 < 0 y az'f'bzvm”) < 2z« a2+b2Um(2)

Con r2)=-1/81ln (z-a,) paraz>0.
b,

Gy2) = Mz -a3) (o Py my Px) _para by =0

Sustituyendo, tenemos:
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Gz) = Mz -0 (4P P y=1 -, P = s
para b, =0 y a;=0

Gyz) = 2 P 1 oyl SOUMO -2 ) = Py M ] (U™ 02)
para by < 0y ) - umd s z < Ul - T4 )
0< z< V" (;m

Con r(2) =-1181n (z- p"/8) = -1/8In (V" - 52)
-1/3

flz) =

a) pndx z=0

b) sy P B xerizr! (02 - v™) 0< z<v"an
) yen Px z=v"an

d0 otro caso
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Seguro Ordinario de vida diferido m afos m|Ax

Z —
a) 0 K=0 1 2,..,m-1 a,=0 b,=0 my=0 m,=m
b) v =m, m+1,... =0 by=1 m=m my=eo

Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gl = i Py menPy Para 2z =, bl =0

Go= | q, Para 2= @, +b,v*"!
by#0 k=m, ..

Sustituyendo, tenemos:
Gz)= op,-upe=1-,p, = nq. Paraz=0b=0
G.(z2)= .| q. Para z=v**!, b, # 0
k=m, m+1,...

Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y come puntos masa de
probabilidad . Tenemos: '

flz) =
a) mx Para 2=0
b) | g, Para z=0"!" y k=m, m+1,...

¢y 0 otro caso.
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Seguro temporal a n afos diferido m afos m|Ax"in

Z =

a) 0 K=1,2,..,m-1 a,;=0 b=0 my=0 m=m
bh) k! K=m, m+1, m+n-1 ay=0 by=1 m;=m my=m+n
o 0 K=m+n, m+n+1,... a,=0 by=0 my=m+n my=eo

Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gl(z) () px *mld) 2 Para 2 = a; bl =0

G= .| q. Para 2z =a,+b,u*"'

b0, k=m,..m,1

G.’)(z) =n@2 Py m@ Px Para z =qay, b:} =0

por lo tanto

flz) =

a) G+ Py Para 2=(

by k| ¢ Para z =v**!'y k=m,m+1,...
e) 0 Para otro caso.

Seguro dotal puro a n afios Ax:n",

Z=

a) 0 K=12,.., n-1 a;=0 b,=0 my=0 m;=n
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by v*  K=n,n+l,... a,=0" b,=0 m;=n my=c

Utilizando el teorema anterior :

Gi)(2) = o Px = i Ds para z=a,, b, =0
Gy(2) = i)y Py mey Px para 2 =Q,, by = 0
Tenemos:

flz) =

a) 4. Para z=0

b) , b, Para z = V"

o 0 otro caso.

Seguro dotal a n afios diferida m m|Ax:n,

Z =

a) 0 0<K<m a=0 b=0 my=0 m;=m

b) v m<K<m+n ay=0 by=1 m;z=m mz=m+n
c) Y™ mins K < oo ag=v"" by=0 my=m+n my=co

Utilizando el teorema anterior tenemos:

G,(2) “miy Px = meny Py Para 2 =q;, b, =0

Gy(2) =, q, Para z =v**/
by#0 yk=mm+l,.. m+n-1
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G.'f(z) o Py oo Py Para z = 3
= m+n,m+n,...

a
hy=0y k

Escribiendo  la funcion de densidad por intervalos y como puntos masa de
probabilidad . Tenemos:

flz) =

a) Q. 2=0

b .| q z=v""  Para k=mm+l,. m+n-1
€ an Dy z=pm"

d 0 | otro caso

Anualidad vencida por n afios ax:n-

Z =
a) Qg 0<K<n a;=1/i b=-1/d mm=0 m=n
b) (l,,'] n < K < oo a2=a,;] 62:'0 m1=n m2=°°

Utilizando el teorema anterior tenemos:

] G;=.| q. Para 2z = 1/i - v**'/d
f b;#0 yk=0,...n-1
GZ(Z) = ) Px om@) Py Para 2 Ay, bL’ =0
Tenemos:

f(z) =
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a) .| q. Z =y Para kb =0,1,..,n-1.
b) Ilpr zza"
c) 0 otro caso

Anualidad anticipada vitalicia diferida m afios m|ix

Z =
a) 0 0<K<m a;=0 b=0 my=0 mz=m
b) g, - G me<K<eo a,=v"/d by=-1/d m;=m my=eo

Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gi(2) = o) Pe* meny Px Paraz =a, b, =0
G,(z) =] q. Para 2z =a; +by*"!
by#20yk =mm+l,.
Tenemos:
fz) =
a) .4, z2=0
b) .| Q. Z= bk - Gy y k=mm+l,.

c) 0 otro caso
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APENDICE 5.- DESARROLLO DE
Anualidad vencida vitalicia diferida m anos m|ax

Z =
a) 0 0<K<m a,=0 b;=0 my=0 m=m
b) agi - A m<K<oo a,=u" i by=-1/d m;=m N y=eo

Utilizando el teorema anterior tenemos:

G,(Z) = om0 Py mn Py Para 2 = ap bl = 0

G2(z) = k\ q;

para 2z =a; +bv*"’

b,20yk =m,m+1 ,...

flz) =

ﬂ) mx z=0

b) k\ dx z= Qg - amt ¥ k =m,m~+1,.
¢ 0 otro caso

Anualidad anticipada a n afios diferida m afios m | fxiny

7z =
a) 0 p<K<m a,:O;b,:O;mo=0; m;=m
b) Gyt - Gt MS K <m+n az=v"/d; by=-1/d; m=m; my=m+n

e) V" a, man-1 <K< a;=v"a, s b,=0; my=m-+n; Mg=<
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Utilizando el teorema anterior tenemos:

Gf(z) = o) P men Dy Para z =a;, bl =0

G.(z) =] q, Para 2z =a, +b,v**!
by#0 yk=m,.,m+n-1

G{i(z) = m(2) p,t' m(3) p.\' Para 2 :aii ’ b.’J = 0

Escribiendo la funcién de densidad por intervalos y como puntos masa de
probabilidad . Tenemos:

flz) =
a) 4. 2=0
b) 4| q. 2= Gy~ Gy ykR=m,.,men-1
€) nan Dx zZ=0"dn
40 otro caso

Anualidad vencida a n afos diferida m afios m|ax:n

Z =
a) 0 . 0<K<m a;=0;b,=0;, my=0; m=m
b) agy -a,7 mSK<min  a=0"/i; by=-1/d; m;=m; my=m+n

¢) v"a,; m+n £ K <o a;=v"a,; by=0; my=m+n; my=oo
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Utilizando el teorema anterior tenemos:

(}l(z) = mi) pr- mtl) 1‘)).' p"““ < :al ) bl = 0
Go2) = 4| q: para 2z =, +hyu*"

by#0 yk =nt,...,m+n-1

Gyz) = w2 Pe™ m Py Para 2 =Qy, by = 0

flz) =

a) IH(II z:O
b 4| 4. z=v"a, Yk =m,...,m+n-1
c) nl+upx Z=U"'an";

a0 otro caso
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