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INTRODUCCION 

El uso de conceptos de probabilidad en textos clásicos de cálculo actuarial, tales 

como funciones de distribución, densidad, generatriz de momentos o varianza, no han 

sido estudiados con mayor profundidad. La mayoría de los resultados de la teoría 

tradicional son obtenidos sólo considerando el valor esperado de las funciones 

definidas. En 1986, Bowers y Gerber fortalecen éstos usando variables aleatorias que 

dependen del tiempo futuro de vida. Una aportación importante de este estudio es el 

cálculo de la varianza de las funciones actuariales. Esto proporciona una medida del 

riesgo de pérdida por parte de la compañía aseguradora, como se verá más adelante. 

Aunado a lo anterior, se propone el uso de una expresión general de beneficios 

y obligaciones, para los planes de seguros y anualidades más comunes; así como el 

desarrollo de sus funciones de distribución y densidad, con éstos se llegará al cálculo 

de primas únicas, primas netas niveladas y reservas, que son conceptos 

fundamentales para la elaboración de cualquier plan de seguros. 

Para lograr lo anterior, será utilizado como base el estudio de la medición de 

supervivencia y todos los conceptos desarrollados derivados de ella como lo son : 

variable aleatoria del tiempo futuro de vida y sus funciones de distribución y 

densidad, 

A continuación se definirá la expresión general, con la que se pretende obtener 

una forma que se adapte a los tipos de seguros más usados en nuestro país. De esta 

forma, se busca parametrizarlos de acuerdo a las condiciones de cada uno lo que 

permitirá facilitar su manejo, utilizando la misma base de cálculo para todos los 

planes. 

Posteriormente, se calculará y demostrará la función de distribución y densidad 

de la expresión general de valor presente. Con el uso de estas funciones y los 
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parámetros obtenidos con anterioridad se llegará a las funciones particulares para 

cada plan, buscando siempre simplificar el uso y desarrollo de éstos. 

Finalmente, se obtendrán las primas netas únicas, primas netas niveladas y 

reservas, basándonos en la función de valor presente de beneficios. A partir de este 

momento, será necesario introducir nuevos conceptos. Para definir la prima neta 

única será utilizado el cálculo de la esperanza del valor presente de los beneficios. 

Posteriormente, mediante la aplicación del Principio de Equivalencia sobre el pago 

de beneficios y obligaciones de un seguro, se obtendrán las primas netas niveladas. 

Con el transcurso del tiempo este principio sufre un desequilibrio, lo que nos conduce 

a la creación de una reserva. 

Por medio de ejemplos numéricos podremos observar el uso de la teoría desarrollada 

a lo largo de este trabajo y con estos algunas aplicaciones posibles. 
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MEDICION DE EA SI.IPEIaVENCIA 

INTRODUCCION. 

El propósito de este capítulo es el desarrollar un conjunto de ideas que nos 
permitan definir y entender la variable aleatoria "tiempo hasta la muerte T", y sus 
funciones de distribución y densidad de probabilidad. 

Para introducir la medición de supervivencia, inicialmente se sentarán las 
bases con el manejo de probabilidades condicionales para una función sencilla como 
lo es S(x), que significa la probabilidad de que una persona de edad O sobreviva a 
edad x. A partir de esta función se pretenden obtener conceptos básicos dentro del 
Cálculo Actuarial para facilitar la comprensión y desarrollo de la variable aleatoria 
T. 

La función de supervivencia S(x), puede ser de tipo continuo o discreto. 
dependiendo de la información con la que se cuenta, o el uso que se le quiera dar. 
Cuando esta sea puntual, es decir, se maneje para edades enteras, será necesario el 
uso de la variable aleatoria discreta "K" que se definirá en este capítulo de forma 
análoga a "T". 

Estos conceptos serán empleados para la construcción de tablas de mortalidad, 
ya que éstas son herramientas actuariales básicas, necesarias para el cálculo de un 
seguro. 

Un modelo de supervivencia es una función de distribución de probabilidad 
para un tipo especial de variable aleatoria. 

Casos tratados con patrones de supervivencia humana, sobre todo los 
estudiados por actuarios, generalmente están relacionados con la edad cronológica de 
las personas. Por ejemplo, los seguros y planes de pensiones, ya que la supervivencia 
es una función de edad. Existen dos versiones de modelos de supervivencia 
actuariales: el modelo de selección y el modelo agregado, siendo este último el que 
estudiaremos en el presente capítulo. 

MODELO DE SELECCION. 

Considerando una cobertura de seguro a edad x de personas seleccionadas, se 
toma la emisión del seguro como t=0 (evento inicial ) y se espera obtener la 
probabilidad de que estas personas mantengan con vida en el tiempo t en general 
llamada 1S(t)J. Estamos de acuerdo en que SO ó la probabilidad de sobrevivir al 
tiempo t=0, tendría un valor distinto en el caso de que x fuera igual a 20 años, a una 
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de 60 años. Es por esto, que se necesitaría un modelo de la siguiente manera: S(1;x). 
De esta forma se relizaría un separación de S(t) de cada valor de x. 

La edad de selección no es la única variable concominante, ya que existen otros 
factores que pueden afectar en el valor de la probabilidad, por ejemplo el sexo o si la 
persona es fumadora o no, etc.. Con esto para este caso podemos proponer una función 
que dependa de estos cuatro factores: #.9a,x,m,fi para una variable de tiempo 
apropiada para una persona de sexo masculino fumador que tenga edad x al tiempo 
de selección. 

MODELO AGREGADO 

Ahora se considerará el caso en que el tiempo t=0 es el nacimiento de una 
persona, de tal manera que x=0 y su probabilidad de supervivencia será S(t)-0 --en 
la notación actuarial la probabilidad de sobrevivir x años o a edad x, desde edad O se 
denota como 1p0 , que es igual a escribir S(x)--. Podemos observar que cuando t=0; 
x=0 también. En este caso resultan idénticos los dos tipos de notación, ya sea S(t) 
ó S(x). 

Consideramos el caso en que el tiempo x=0 es el nacimiento de una persona, 
de tal manera que su probabilidad de supervivencia será S(x) = 1, --en la notación 
actuarial la probabilidad de sobrevivir x años o a edad x, desde el nacimiento se 
denota como x  p0  , que es igual a escribir S(x) --. Estas probabilidades de 
supervivencia serán dadas por S(x), con x.?..0 , S(0)=4 y S(x)=0 cuando x-400. En 
este caso la variable aleatoria X es la edad de muerte al tiempo de vida futura. 

FUNCION DE DISTRIBLICION DE SUPERYIVENCIA. 

La función de distribución de supervivencia S(X) se representa por RX>x), 
donde X es la variable aleatoria edad de muerte. 

El modelo de supervivencia se puede describir de la siguiente manera: con alta 
mortalidad en el primer año de vida, posteriormente disminuye para la niñez, 
aumenta para la adolescencia y adulto; y finalmente crece en forma acelerada en la 
vejez. Por esto, la función de supervivencia será decreciente, ya que es menos 
probable alcanzar la edad 60 que la 30. 
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Slx) 
	 fig.1 

LA FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULATIVA. 

La función de distribución acumulativa de X es F(x) que es la probabilidad de 
que la variable aleatoria X o edad de muerte, asumirá un valor menor igual a x 
( edad ), esto es: 

F(x) = Pr ( x 

De otra forma, esto significa que un recién nacido ( de edad x=0) muera antes 
o a edad x, que se denota como x  go. 

En el caso de la variable aleatoria X, F(x) nos proporciona la probabilidad de 
que la muerte ocurra antes o al tiempo x. Esto es: 

F(x) = 1 - S(x) = 1 - x  po  

se puede observar que cuando x = O; 

F(x) = / - S(0) = O 
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y cuando x —> 

F(x) = I - 	=1  

1.1.- PROBABILIDADES Y DENSIDADES CONDICIONALES. 

Hasta el momento hemos considerado casos en los cuales la probabilidad de 
supervivencia es tomada a partir de la edad x=0 en particular, estas probabilidades 
son incondicionales, ya que conocíamos que la persona se encontraba viva a edad 
x=0. 

En adelante tomaremos el caso de una persona que vive a edad x > O, para 
desarrollar las probabilidades de supervivencia , edad de muerte y otras medidas. 

Sean A y B dos eventos cualesquiera, la probabilidad condicional denotada 
por P ( B 1 A ), representa la probabilidad de que el evento B se presente sabiendo 
que el A ha ocurrido anteriormente. 

La probabilidad condicional de que un recién nacido muera entre las edades 
x y x+n suponiendo que sobrevive a x años es igual a: 

P[ x < X 5. x+n 1 X > = PC x < X < x+nl = 
P[ X > x 

= F(x+n) - F(x) = 
1 - F(x) 

= S(x) - S(x+n) = 
S(x) 

x P o - x+n P o = 

X P O 
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= 1 

x P o 

Cuál es la probabilidad de que una persona, sabiendo que vive a edad x, esté 
con vida n años después ( a la edad x+n ) ? 

Buscarnos Pr [ Sobrevivir a la edad x+n 

„ px  = P[ X > x÷n 1 X > = 

prx> 	= 
P( X > x ) 

= 1 - x+n  = 
1 - F(x) 

=  S(x+n) = 
S ( x ) 

= x+n Po / x Po 

dado que sobrevive a la edad x] 

Si multiplicamos esta probabilidad condicional por la probabilidad de obtener 
la condición, que es S(x), obtendremos la probabilidad incondicional de supervivencia 
a la edad x+n, que es S(x+n): 

Sabemos que : 
S(x) = x  po  

S( x+n_l  S( x ) = S( x+n 
S( x ) 

n Px x Po = n+x Po 

Así la probabilidad condicional de que muera antes de alcanzar la edad x+n 
dado que vive a edad x se denota como nqx: 
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„q„ = P[X<x+n 1 X>xI 

P(x<X<x+n) = 
P(x<X) 

= F ( x+n ) 	x = 
1 - F(x) 

S( x ) - S( x+n) = 
S ( x ) 

1 - 8(x-i-n)  = 
8 ( x ) 

=1 n Px 

En cualquiera de los dos casos anteriores de n  px  y nqx, si n=1 se puede omitir 
su escritura en la notación actuarial. Esta se refiere a que la persona de edad X 

sobreviva a un período de 1 año, o muera en el intervalo de 1 año y se denota px  y 
q x  , respectivamente. 

A q, se le llama también tasa anual de mortalidad , ya que es la mortalidad 
de 1 año de la edad x a la x+1. 

Definiendo T(x), como el tiempo futuro de vida de una persona de edad x, y 
se obtiene de restar la edad de muerte a la actual, es decir X - x. 

Podemos expresar los.conceptos anteriores, „ p, y „qx  como la probabilidad de 
una persona que ha vivido a edad x, muera dentro de un intervalo de tiempo de n 
años. Es equivalente también a que el tiempo futuro de vida sea menor o igual que 
el intervalo de tiempo de n años y se denota de la siguiente manera: 

F(t) = nq, = Pr [ T(x ) nl nk0 

De igual forma interpretamos „ p x  como la probabilidad de que una persona 
de edad x sobreviva un intervalo de tiempo de n años; o que es lo mismo, el tiempo 
futuro de vida sea mayor que n años y que podernos expresar como: 
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„P.,: 1 -„q,=Pr 	(x) > n 	para n O 

Por otro lado, existe en el Cálculo Actuarial un concepto más relacionado con 
q, y p, que denotamos de la siguiente manera „ I „q x  y que significa la 
probabilidad que tiene una persona de edad x a sobrevivir t años y muera en el 
siguiente intervalo de u años. 

Tomando en cuenta las probabilidades condicionales llegamos a : 

„ I „ q, = Pr ( x+t < X S x+t+u 1 X > x) 

= 	- S ( x+t+u ) + S ( x+t )  
8 ( x ) 

S ( 	- S(x+t+u)-S(x)+8(x+t )=  
S ( x ) 

t+u qx `tqx 

F(x+t+u 1 X>x) - F(x+t 1 X>x) 

En otra forma: 

S ( x+t ) - S ( x+t+u  - 
S(x )  

=  S ( X-ft) .  S ( Xft) - S (x+t+u)  =D t 	x 	u .x+t 
8(x) 	S(x+t) 

Así también a t podemos llamarla tiempo de diferimiento. inx  la podemos 
también expresar en función de T (x) f tiempo futuro de vida de una persona de edad 
X 1. „ I „ qx  es la probabilidad de que T(x) sea mayor que n y menor o igual que 
n+u, es decir, que muera en el intervalo ( , n+u 1. 
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Prl n < T(x) 5 n+u = 

= Pr 71(x) 5_ n+u .7 - 	[ 71(x) 5_ n ] 

= n+n  qx 	q x  

= „.,„ q, - 1 - „qx  + 1 = 

= 	n Px - n+u P. 

Ahora llamaremos U al tiempo futuro de vida de una persona de edad x+t. Así, 
la probabilidad de que muera entre las edades x+t y x+t+u está dada por: 

F ( u ) = P ( x+t < X< x+t+u I X> x+t ) =  P( x+t < X< x+t+u  
P ( X > x+t ) 

= F ( x+t+u ) - F ( x+t) = t+u  q x  - eqx = 

1 - F(x+t) 	 t P x 

= 1-  e-bu P - 1 + ,p x = 1 - t+n P 

t P x 

1 - ,,p x+t = qx+4 

 

t P x  

Podemos obtener el tiempo futuro de vida de una persona de edad x+t que sea 
menor o igual a u: 

„ q 	= P ( U(x) 5 u ) 	u 

FUNCION DE QENSIDAD DE PRQBABILIDAD.  

Sea f(x), la función de densidad de probabilidad de X definida como la 
derivada de la función de distribución acumulativa F(x), o bien: 
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f(x) = d I dx F(x) = d I dx 1- S(x)1 - d / dx S(x) 
F(x) = J ox f(y) d,v 

S(x) = 1 - F(x) = 1 - Jox [(y) dy 
COMO: 

f(Y) dy = 1 

1 - fox f(y) dy = 10—  f(y) dy - fót f(y) dy 

S(x) = J x-  f(y) dy 

Anteriormente, definimos la función de densidad f(x) al tiempo de muerte, 
ahora lo haremos con la densidad condicional de edad de muerte al alcanzar la edad 
x , dado la supervivencia a esa edad, o en otras palabras llegar a edad x y morir. 

Estas son medidas instantáneas de la densidad de muerte a edad x, llamada 
también fuerza de mortalidad, denotada como: ji.„. 

Se define de la siguiente manera: 

f(x) / &X) 

La derivada de S(x) es la pendiente de la misma, que evaluada en una cierta 
edad, obtendremos la proporción de decrecimiento de la probabilidad de 
supervivencia. 

f(x) = - dS(x) / dx 

Como S(x) es de naturaleza decreciente la derivada será negativa. Pero como 
lo que buscamos es una tasa, es necesario dividirla entre S(x). De esta forma: 

S"(x) / S(x) = 

= 	-d I dx In S(x) 

Integrando: 
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fox /t (y) dy = - 	S(x) 

o 	 S(x) exp 1 - íox idY) dY 1 =x Po 

A continuación se desarrollará la equivalencia de la expresión anterior a la 
obtenida con probabilidades condicionales: 

n Px Pxfn 
	=  S ( x  +_n_ 2 f ( x+n )  

S ( x ) 
	

S ( X+D 

=  f(x+n) 
S ( x ) 

De la definición de la función de distribución acumulativa podemos observar 
que „qx  es la función de densidad de T ( x ), el tiempo futuro de vida. 

dldn nqx  = dldn [1 - S(x+n) I S(n ) 1 = 

- St(x+n)IS(x) = 

=[- Si(x+n)IS(x+n)11 S(x+n) I S(x)] 

= e Px ilx+n 
	 n O 

y de igual forma observamos que : 

d I dn ( 1 - n  px  ) 	- d / dn nxD 

	

x 	= n Px P x+n 

Ahora enunciamos la función de densidad: 

didit „q, denoto la derivada de,q, con respecto a n 
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2F I  (u = D„ ( 	F(x+t)  J = D„ S  ( x+t ) - S (  
1 	F ( t) 	 S ( x+t ) 

- S ' ( 	=  - 	( x+t+u )  .  S ( x+t+u ) = 
( x+t ) 	S ( x+t+ti) 	S (X-t-t ) 

= u x.e+u • u P 	= f( u) 

Por otro lado, podemos ver que cuando n—>0 en ,,qx  /n tenernos que: 

„qx ln = lim„ )0  S( x ) S( x+n ) = 
n S(x) 

= [ 1 / S(x)] hLTnn, S( x) - S(x+n) = 
n 

= 	[ 1 / S(x)] -d S() = 7,tx  
dx 

- 	dy = 	in (S ( y ) 1 1 xx+" = 

= [1nS(x+n)- in S(x)1 = 

= in 	S ( x+n )  
S ( x ) 

obteniendo exponenciales: 

exp [ - 	dy ] = 	 p x  

4. 9 (X) 

1
1)„ Rxrul denota la derivada de F(xfu) con respecto a u 
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con un cambio de variable: 

s=y-x 	x=y-s 

exp [ - fon  At„, dsi = „ p, 

A su vez tenemos que: 

uy= -  S 1 (y)  
S ( y) 

y si integramos: 

ixx" pyS(y)dy = - 1xx4"S'(y)dy = 

- S(y)ixx+" = 

= S(x) - S (x+n) 

Dividiendo entre S ( x ) tenemos: 

S(x) S(x+n)  nqx 
S (x) 

nqx = 	 S (y) dy 

S (x)  

Realizando un cambio de variable: 

t= y - x 	= 	y = x + t 

nqx  ='AL.31,x+,  S ( x+t) dt = 
S (x) 
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= 10" t P, 11,,e dt 

Al igual tenemos que: 

ti I Pi qx 	"+m 17x 	tax 

fo 	t Px tu 	dt 	fon 
 

e Px px+e dt 

= Le"' P., dux« dt 

Podemos pensar también en la fuerza de mortalidad en el caso de una persona 
que sobreviva a edad x y tendríamos la siguiente expresión: 

ji(yiX>x)=Lfy> 	=  f(y) I S(x)  =  f(y)  
S(y I X>x) 	S(y) I S(x) S(y) 

= uy  

1.2. CASO DISCRETO 

Visto ya el caso continuo de la variable aleatoria T ( x), tocaremos otro 
concepto específico del anterior, que es el de una variable discreta asociada con el 
tiempo futuro de vida. 

Se define K (x) como el número de años futuros completados por x 
( una persona de edad x ), que tiene la siguiente función de probabilidad. 

f(k)=Pr[K(x)=k1 
	

Pr[ ksT(x) <k+11 = 

Pr[ k< T(x)s..k+.11 
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k P 	k+i Px 

k Px qx+k 

k I qx 	 k= 0, 1,2,... 

Se observa que estas densidades se desarrollaron anteriormente en el caso 
continuo, por lo cual no se tocan con mayor profundidad. 

Es importante mencionar que k es un entero no negativo. Sea a un número 
no negativo: 

F(a)=f(0)+f(1)+ 	+f([a]) 

[ a] donde los corchetes denotan el mayor entero menor o igual que a. 

F(a) =I y,[ a]  f(y) = 

= 	y5(a/ y x - x+IP 

= oPx - I Px +iPx - 2 Px + • • • 4-  (a/ Px 	a + uPx "" 

= 1  - (a+11 Px = 

= (a+n qx 

Pr [K < a] = Pr (k = O) + Pr (k = 1) + 	+ 137* k = a-1 I ) 

donde ] a-1 [ denota el entero mayor o igual que a-1. 

Pr (K < 	= o Px Px 	Px - 2 Px 	••• 	Px - la( P. = 

= 1-  la! Px = la( qx 
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„ 	Pr ( X > k+n 1 X> k ) = 

=  Pr(X>k+n)= 
Pr(X>k) 

=  1- F (k+n) = 
1- F(k) 

= S (k+n) = 	Po 

	

S (k) 	 k Po 

n Pk k P o = n+k PO 

n qx = 	n Px 

nl u qk = n+u qk n qk = 

= n Pk 
- n+u Pk 

donde k es un entero no negativo. 

Ekn.+0 ni qx = k+1 qx k = 0,1,2,... 

Definimos J (x) como la variable aleatoria discreta del tiempo futuro de vida 
de ( x+k ), donde x y k son enteros no negativos. Con función de probabilidad: 

f(j) = P(J=j) = P( j5U(x)<j+1)= 

=P ( j < U(x) 5_j+1 )= 

= P ( U(x) < j+1) P ( U(x) 	= 
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j+I q x+k 	j q x-k 

P x+k • j+I P x+k 

P x+k 	q x+k+j 	j q x+k 

= k+j P x • 	q x+k+j 

kP x  

donde j y k son enteros no negativos 

La función de distribución de el(x) v.a.d. de tiempo futuro de vida de x+k para 
un número real no negativo es: 

F(a) = Ey5_1a1 f(y)= 

EWaj y Px+k y+1 Px+k = 

= 1 - fes+11 Px+k 	fa+11 qs+k 

En [a] los corchetes denotan el mayor entero menor o igual que a. 

Por lo anterior observamos las siguientes igualdades: 

S(k)= Pr(T>t) = kPo 

F(k)=Pr(X.5.k) = k qo  

F(k)=1-S(k) =1-kPo 
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1.3. TABLAS DE MORTALIDAD 

Las tablas de mortalidad fueron desarrolladas mucho antes que la teoría 
estadística para modelos de supervivencia. En estas tabulaciones generalmente se 
muestra la edad, número de sobrevivientes a cada edad, número de muertes entre 
edades consecutivas , probabilidad de morir y sobrevivir. 

Podemos definir una tabla de mortalidad para valores enteros de la siguiente 
manera: 

S(x) 
	

x= 0, I, 2, 3..w 
0 	 1 

o 

tornando cú como el primer valor para el cual la función de supervivencia es igual a 
cero, es decir que la probabilidad de que un recién nacido sobreviva a edad co es 
nula. Es claro que para yk. w, S(y) = O y (.0 - 1, S ( CO - 1) > 0. 

En las tablas de vida o muerte en vez de encontrar S ( x ) generalmente 
encontramos este valor multiplicando por un múltiplo de 10, llamado radix y 
denotado por lo que significa personas vivientes a la edad 0. 

Así nuestra columna S ( x ) cambia por /.„ teniendo una interpretación 
determinística que es el número de personas vivas a edad x, ya no la probabilidad de 
sobrevivir. 

Para la tabla de mortalidad se torna un grupo inicial de personas vivas a edad 
cero cuya única salida es la muerte. Entonces cada valor lx  representa los 
sobrevivientes de ese grupo a edad x. Ejemplo: 

IL,Ta 
O 	100,000 
1 	99,292 
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Podemos ahora definir: 

lx  = lo  S ( x ) 	donde lo  es el radix 

dx  = lx  - 1x+1  

d.(  es el número de personas que mueren entre las edades x y x+1. 

En forma más general definimos: 

„d x  = lx l,„ 

dado que lx  representa el número de vivos de edad x en un grupo cerrado entonces 
„dx  da el número de personas que muere entre las edades x y x+n. 

Podemos ver que: 

„ p, = S ( x+n ) I S ( x ) 

multiplicando por /0: 

„ p = S ( x+n ) lo  = 	1 „+„ 	( a ) 

S(x) 	lo 	lx  

por la igualdad de: 

= 1 - „ px  = 1 - lx,„ = 

lx  

= lx  - lx+„ = 	„dx  
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O bien: 

  

 

lx  - 1„+„ = I tu- t 

    

y así obtuvimos las probabilidades condicionantes de p, dacio que está vivo a edad 
x sobreviva a edad x+n y „qx  dado que vive a edad x muera antes de alcanzar la 
edad x+n. 

Ahora podemos usar px  y q, en términos de l x  cuando n = 1 y así completar 
la tabla de mortalidad. 

Otros casos que nos son útiles: 

t u qx 	t+u qx 	t qx 

= 1, - 1 x1.„„ - ( 1, 

l x  
= 	1 x+t  - 1 „+,4. 	U dX+t 

Nota: Tomamos valores ly o S (y) donde y = 0, 1, 2,.., es decir x, t, u, n son 
enteros. 

En diversas ocasiones la tabla es preparada con el propósito de no usar edades 
pequeñas, ya que la los planes de seguro de vida individual de nuestro país no cubren 
a personas menores de 15 años, por ejemplo a partir de esta edad en adelante, se 
inicia una tabla con esa 1„ al que se llama radix. 

Cuando las tablas de mortalidad son construidas de esta forma no es frecuente 
encontrar una expresión para S (x ), sin embargo debemos tener en mente si existe 
una función continuna S ( x ) para aquellas edades que no se encuentran en la 
tabla. 

Para derivar las siguientes funciones de 1,, asumiremos que 1, es una función 
continua diferenciable y decreciente. 
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La fuerza de mortalidad es interpretada de la misma manera que cuando se 
encontraba en función de S ( x ) con la diferencia que ya no hablamos de 
probabilidad de supervivencia sino de personas vivas. 

Por lo que tenemos que: 

~c x = -d I dx 1„ = -D log 1, 

lx 

por la igualdad de lo S ( x ) = l x 

podemos ver que es análoga a: 

x = -d I dx S(x) = f(x) 

S ( x ) 	S ( x ) 

de la igualdad de: 

S ( x ) = exp ( - fox 	dy ) 

tenernos: 

= lo S ( x ) = lo exp ( - j ox tu y dy ) 

puede ser expresado como un factor que reduce el tamaño de /, a edad x. 

De las igualdades de S ( x ) del capítulo anterior y ( a) obtenemos: 

nqx 	= Jo" r px P x+t dt = 

= Jo"(lx+t / 1, ) 	dt 

rt I nt q x = 	t Px Px+r dt = 

= 	I „n' 	/ 1,) 	dt 
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Estas 2 Ultimas pueden ser interpretadas de la siguiente manera: 

p, ps ,, es la probabilidad de sobrevivir 1 años y morir instantáneamente al 
cumplir la edad x+t, cuando integrarnos sobre un intervalo de la probabilidad de 
morir dentro de éste. 

CONCLUSIONES. 

El desarrollo de la variable aleatoria continua T y la variable aleatoria discreta 
K, servirán como base para los siguientes capítulos, así corno sus funciones de 
densidad y distribución. 

Para definir y obtener una función general de beneficios, es necesario basarse 
en estas variables aleatorias, ya que la cobertura principalmente está relacionada con 
la supervivencia de los asegurados. 

La probabilidad de que una persona de edad O sobreviva a edad x, S(x) es un 
concepto importante para definir la variable aleatoria T y K, ya que es la base de la 
medición de la supervivencia. 

Es posible observar la relación estrecha que guardan estas variables con la 
función de supervivencia la cual nos ayuda a comprender este concepto y diferentes 
interpretaciones que tiene. Por ejemplo, el uso de la probabilidad condicional en S(x) 
es equivalente a la función de distribución T. 

Al definir los parámetros anteriores quedarán sentadas las bases para la 
construcción de tablas de mortalidad, utilizando el desarrollo de S(x) y el radix o 
número de personas vivas al iniciar la tabla. 
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1NTRODUCCION. 

Conocido el comportamiento de la variable aleatoria 'I' o tiempo futuro de vida, 
se propone el uso de una función general de beneficios para seguros y anualidades, 
que depende de dicha variable aleatoria. 

Con esta función se pretende obtener una forma que se adapte a los planes de 
seguros más usados actualmente, con la que sea posible parametrizarlos facilitando 
el procedimiento de obtención de obligaciones y beneficios. Este proceso se llevará a 
cabo mediante la división en intervalos de tiempo total de la cobertura, según el 
beneficio que otorgue el plan. 

En este capítulo se manejarán y se definirán por separado tanto el caso 
continuo, corno el caso discreto, al igual que en el capítulo anterior. 

Definida esta función, se analizarán cada plan de seguros y anualidades, 
demostrando que ésta es aplicable a cada uno de ellos. 

Por simplicidad, la tasa de interés utilizada en los cálculos, se mantendrá 
constante a lo largo de todo el trabajo. 

2.1. CASO CONTINUO. 

En la siguiente sección hablaremos de los distintos tipos de seguros y 
anualidades de tipo continuo para una persona de edad x, la cual estará denotada por 
(X). Para estos se ha encontrado una función general, en la que se expresa el valor 
presente de los beneficios que otorgan en el tiempo futuro de vida para cada persona. 

La función de beneficios general de seguros y anualidades es una combinación 
lineal de variables descrita de la siguiente forma: 

Z= 	ai + 	M i,/  5 T <rn 	i= 1,..,n 

donde ai  y 101 i = 1,..,n son números reales y m i .V i = 0,..,n que son enteros 
no negativos que satisfacen la siguiente condición:- 

O< m o  < m 1  < 	< 
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y U es el valor presente definido como: 
= 	 

1+ 

donde i es la tasa de interés técnica usada, que se comporta constante a lo largo de 
este trabajo. 

Para el desarrollo de la función de valor presente y para los siguientes capítulos 
usaremos las siguientes igualdades financieras: 

8 = in (1+i) 	Fuerza de interés 

u" 
	

Valor presente de una anualidad cierta de una unidad 
3 	pagadera continuamente durante n años. 

Seguro ordinario de vida pagadero al momento que la muerte ocurra Ax. 

Este seguro paga una unidad monetaria en el momento que ocurra la muerte 
del asegurado de edad x. 

El intervalo que cubre este seguro será a partir del momento en que se 
contrata la póliza, es decir , del tiempo futuro de vida T = O, y no habrá límite final. 

La función de valor presente del beneficio, Z, será una unidad monetaria 
traída a valor presente T años. Dicho de otra manera es la unidad traída a valor 
presente desde el momento en que ocurra la muerte, o el tiempo futuro de vida de esa 
persona. 

Paga el beneficio si muere 

T = O 

Z=vT 	O T <oo 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E ai  + biv 	7I2 4.1)  5- T < mi  

tenemos que i=1 y a1= O b1=1 m o= O mi= 
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Seguro de vida temporal a n años pagadero al momento de la muerte A' 

Paga una unidad al momento en que ocurra la muerte de (x), siempre y cuando 
ésta ocurra dentro de los siguientes n años , a partir de la contratación (lel seguro, 
es decir, empieza a cubrir desde el tiempo futuro de vida ( ) cero hasta T < n. 

Por lo que Z está dado por el valor presente de una unidad T años, cuando 7' 
es igual o mayor que cero, hasta 71  menor que ti. 

Paga el beneficio $i muero 	Ya no paga 

T =O 

Z = V T 	O T < n 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z=Ea; +b,v T  M 	T < 

tenemos que para i=1 : a1= O b1=1 nt o= O mi=n. 

i=2 : a2= O b2=0 m 1= n m2=00. 

Seguro ordinario de_vida ( vitalicio ) diferido m años pagadero al momento 
de la muerte tn  I A Y. 

Paga un peso si la persona de edad x fallece de la edad x+m en adelante. Por 
lo cual, si el tiempo futuro de vida es menor a in, el seguro no pagará, pero si el 
tiempo futuro de vida es mayor o igual a m , el seguro pagará una unidad. 

La función Z, es el valor presente de una unidad durante el tiempo futuro de 
vida, mientras éste se encuentre en el intervalo fm,00). 
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No paga 	Paga el beneficio i muere 

6~~~~~ 
T = O 	111 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E a, + b T (t.]) - < T < m, 

Tenernos: 

Z = 

1) 0 	0 5 T< In 	ai=0 b1=0 mo=0 ni i=ni 

2) vr 	m 5 T < oo 	a2=0 b2=1 tni=m ni2=o0 

Seguro de vida temporaLa n años diferido m pagadero en el momento en 
que ocurra la muerte m 

Cubrirá si la muerte de (x) ocurre entre las edades x+m y x+m+n, pagando 
un peso en el momento que suceda, es decir, para un tiempo futuro de vida menor a 
que m, el seguro no pagará ( pagará cero pesos ), si el tiempo futuro de vida está 
desde m años hasta m+n, pagará un peso; más si el tiempo futuro de vida es de 
m+n en adelante, el seguro no pagará. 

No paga 

 

Paga una unidad si muero 	No paga 

     

T= 0 	m 	 m+n 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E al  + by' m 	T < 
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Tenemos: 

Z = 

1) 0 
	

O 5 7' < 111. 	a ,=0 b,=0 ni.„=0 

2) v' m 	T < M-1-1/ a,,=0 b2=.1 i=ln 	1712=m+n 

3) 0 m+n. S T a3=0 1)3=0 M9,=111411 	1113=00 

Seguro dotal puro a n años A.*,„',1  o HE., 

Provee el pago de una unidad si el asegurado sobrevive por lo menos 11 años, 
a partir de que es emitido el seguro, es decir, cuando el tiempo futuro de vida 
T 	n se pagará el beneficio. En caso contrario, no se otorgará el beneficio. De esta 
manera denotaremos la función del valor presente del beneficio Z, como el valor 
presente a n años de un peso. 

No paga 

T= O 

 

Paga una unidad si vive 

  

11 

 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E ai  + 	rn 5_ T < rn, 

Tenemos: 

Z = 

1) 0 
	

0 T < n 	(11=0 1)1=0 mo=0 m,=t1 

2) I)" 
	

ti 5_ 71 	a2=v" b2=0 nz 1.17 
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Seguro dotal a n años 21,,,„, 

Provee el pago en el momento de la muerte siempre y cuando ésta ocurra antes 
de transcurrir n años o al sobrevivir el asegurado este período, lo que ocurra 
primero. Así Pagará por muerte cuando el tiempo futuro de vida T < n; o por 

supervivencia si 7' ?_ n , es decir: 

Paga si muere 	 Paga una unidad si vive 

7'= O 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	a, + 	in (i.1)  < T < 

Tenemos: 

Z = 

1) yr  O T < n 	a1=0 1)1=1 ino=0 m1=41 

2) u" 	n T 	a2=v" b2=0 rni=n m2=0. 

o bien: 

Z = 

1) UT 	O T 5 n 	a1=0 1)1=1 tno=0 rn 1=n 

2) u" 	n < T 	a2=u" b2=0 m i=n ni2=0. 
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Seguro dotal a n años diferido in años „iik.,„ 

Provee el beneficio de muerte si ésta se presenta después de transcurrido el 
período de diferimiento in., y antes de 171+11 años; o por supervivencia de los ini-n 
años. En términos del valor presente de este beneficio tenemos que no otorga 
beneficio por muerte para O 5_ T < m; pagará una unidad traída a valor presente al 
ocurrir la muerte mientras el tiempo futuro de vida cumpla ni T < in+n; y por 
supervivencia pagará un peso traído a valor presente desde 171+1'1 años si 71  2 ¡Ti +11. 

No Paga si muere 
	 Paga si muere 	Paga si sobrrevive 

T= O 	 in 	 171+11 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	+ 	T  m0.1)  5_ T < 171i 

Tenemos: 

Z = 

1) 0 	0 5 7' < m 	al-0 b)=0 m0=0 ni,I=m 

2) DT 	in 5 T < m+n a2.0 b2.1 mi=rn m2=m+n 

3) v. 	In+n 5_ T 	et3=tti" b3=0 ni2=m+n 
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DIFERENTES TIPOS DE ANUALIDADES 

Anualidad de vida entera a, 

Esta anualidad de una unidad por año pagadero continuamente mientras 
) sobreviva. En este caso se pagará una anualidad continuamente durante el 

tiempo futuro de vida, es decir: 

ar- I  para O < T 

Paga si vive 

T= O 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

aT i =  / - vT  = / - 
8 3 3 

siendo 8 

En donde sustituyendo Z: 

Z=r, ai  + by' 
	

m (i.i)  T < mi  

Tenemos: 

= 

1) 1 - 	O < T < oo a1=1/3 b1.-1/3 mo=0 m1=0. 
3 

2) 0 	en otro caso. 
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Anualidad temporal a n años de vida its„, 

En este tipo de anualidad se pagará un peso por año, en (bruta continua 

	

durante Ti años mientras que ( 	) sobreviva. Esto es, se pagará una anualidad 
continua durante el tiempo futuro de vida T mientras sea menor que rt. Por lo que 

la función Z es el valor presente de dicha anualidad. 

aT-1  para O T < n 

y si el tiempo futuro de vida T n, solo se pagará una anualidad por n años. Es 
decir, a lo más se le pagará una anualidad por tt años, por lo que Z será : 

a„--1  para n T 

Pago si vive 	 No paga 
~~~~.~." 	 

T= O 

Para ajustarla a nuestra forma general tenernos que: 

aT  =  1 - uT  = 1 - 
-á 8 

En donde sustituyendo Z: 

Z= E al  + biv r 	m (i.0  5. 7' < 

Tenemos: 

Z 

1) la r 	T < n 	a1=1 /b 1)1.-118 m11=0 ml=n 

2) a„ 	n < T < oo 	a2= a„ 	b2=0 rni.n 
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Anualidad de vida entera diferida m años ,„ 

Anualidad de un peso por año pagadero continuamente, mientras que ( x 
sobreviva a partir de x+m. Si el tiempo futuro de vida 71  < nt no se pagará el 
beneficio. En el caso de que T 	ni, se otorgará un beneficio igual al de una 
anualidad de vida pero restándole la anualidad que será pagada durante el 
diferimiento, o que es lo mismo: 

(-i r  i - a,,, 	para T m 

No paga 

 

Paga si vive 

   

. 0 	 nt 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

ari - 	=  / - vr  
8 8 

En donde sustituyendo Z: 

Z= E a. 	m „.1)  5 T < 

Tenemos: 

Z = 

1) 0 
	

O 5_ T < nz 	a,=0 b1=0 m11=0 mi=m 

2) - a„, 1 	ni < T < oo 	a2=vm 16 b2=-1 /8 in 1=m m2=. 

1 -u„,=  U,,,- vr, 
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Anualidad temporal a n años diferida in años „, 

lista anualidad paga un peso al año en tbrma continua a partir de que el 
asegurado tenga edad x+m hasta edad X+17/1-12 siempre y cuando se mantenga con 
vida. Por lo cual, si T < n, el beneficio será igual a cero. En caso de que se encuentre 
entre x+rn y X+1114-11 se otorgará un beneficio en forma de vida entera restándole 
una anualidad por el período de diferimiento ( su valor presente al. 	a,„ ). Y por 
último, si T > m+n se proveerá un beneficio de una anualidad por n años diferida 
m. 

No Paga 
	 Paga anualidad si vive 	 A lo Inas !labra pagado „, I a„, 

T O 
	 m 	 m+11 

Para ajustarlo a nuestra forma general: 

ar  - a„, _1  - 	- 1 -v'"= vr  - "' 
3 	3 	3 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= j ai  +b1 U T 	.r71, (im  T < mi  

Tenemos: 

Z 

1) 0 	0 5 T < ni 	a,=0 b 3=0 m0=0 m 1=in 

2) ar  - a,,, 	m < T < m+n a2=vm b 2=- 1 / b In 1=M m2=m+rt 

3) vma„- 	rn+n 5. T 	a3=vma„ I  b3=0 in2=m+n in3=a. 
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2.2 CASO DISCRETO. 

En la siguiente sección hablaremos de los distintos tipos de seguros y 
anualidades de tipo discreto para una persona de edad x, la cual estará denotada por 
(X). Para estos se ha encontrado una función general, en la que se expresa el valor 
presente de los beneficios que otorgan en el tiempo futuro de vida para cada persona. 

La función de beneficios general de seguros y anualidades es una combinación 
lineal de variables bajo las condiciones descritas en el capítulo número 1 en el caso 
discreto y que podemos describir de la siguiente forma: 

2 =1, ai  + bi  " 
	

m(i-1)..5.K<m(i) 
	

i= 1,..,n 

donde K = 0, 1, 2,.. 

donde ai  y b. V i = 1,..,n que son números reales y in( i) V i = 0,..,n que son 
enteros no negativos que satisfacen la siguiente condición: 

O 5 m( O ) < m( / ) < ... 00 
y u es el valor presente definido como: 

=  1  
1+ i 

donde i es la tasa de interés técnico usado, que se comporta constante a lo largo de 
este trabajo. 

Para el desarrollo de la función de valor presente y para los siguientes capítulos 
usaremos las siguientes igualdades financieras: 

d 	= 	 tasa de descuento 

=(1 - vn)I d 
	

Valor presente de anualidad anticipada de una unidad al 
año durante n años. 

ani  = ( 1 - )I i 
	

Valor presente de anualidad vencida de una unidad al año 
durante n años. 
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Seguro ordinario de vida pagadero al final del año en que ocurra la muerte 

Ax. 

Este seguro paga el valor presente de una unidad monetaria al final del año 

en ocurra la muerte del asegurado de edad X. 

El intervalo que cubre este seguro será a partir del momento en que se 

contrata la póliza, es decir, del tiempo futuro de vida K = O, y no habrá límite final. 

La función de valor presente del beneficio Z, será una unidad monetaria traída 

a valor presente K años. Dicho de otra manera es la unidad traída a valor presente 

desde el momento en que ocurra la muerte, o el tiempo futuro de vida de esa persona. 

Paga el bandido si muere 

K = O 

z 	vx+i 	O K < 00 

donde K = 0, 1, 2,.. 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z = E ai  bi  vx+1  m 	K < mi  

tenemos que i=1 y a1= O, b1=1, m 0= 0, m1=°° . 

(2.1.) 

Seguro de vida temporal a n años pagadero al final del año en que ocurra 

la muerte Ax:ni• 

Representa el valor presente de una unidad al final del ario en que ocurra la 

muerte de 00, siempre y cuando ésta ocurra dentro de los siguientes n años, a partir 

de la contratación del seguro. 
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lis decir, este tipo de seguro empieza a cubrir desde el tiempo futuro de vida 

(K) cero hasta K < n. 

Por lo que Z esta dado por el valor presente de una unidad K años cuando K 

es igual o mayor que cero, hasta K menor que n. 
Paga el beneficio si muere 	Ya no paga 

K =0 	 n 

Z = 	OsK<n 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E + biv K+1 	( .1)  5 K < 
Tenemos: 

Z 

1) uK+I 
	

OSK<n 	a1=0 b1=1 ino=0 m1=n 

2) 0 
	n 5 K < 00 	a2=0 b2=0 m1=n m2=. 

Seguro ordinario de vida (vitalicio) diferido m años  (A, 
Paga un peso si la persona de edad (x) fallece de la edad x+m en adelante 

indefinidamente. Por lo cual, si el tiempo futuro de vida es menor a m, el seguro no 

procederá, pero si el tiempo futuro de vida es mayor o igual a m, el seguro pagará el 

valor presente de una unidad. 

La función Z, es el valor presente de la unidad el tiempo futuro de vida, 

mientras éste se encuentre en el intervalo [M,00). 
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No paga 	Paga el beneficio si muere 

1  
K= O 	nt 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E ai  + bi  ul<+' 
	

K < mi  
Tenemos: 

Z = 

1) 0 
	

O K < m 	a1=0 1)1=0 m0=0 mi=ni 

2) y/1+1 
	

m < K < oo 	a2=0 b2=1 mi=m m2=0. 

Seguro de vida temporal a n años diferido ntl  
Cubrirá si la muerte de (x) ocurre entre las edades x+m y x+m+n, pagando 

un peso al final del año en que suceda. 

Es decir, para un tiempo futuro de vida menor que m, el seguro no pagará 

( pagará cero pesos ), si el tiempo futuro de vida está desde m años hasta m+n, 

pagará un peso; más si el tiempo futuro de vida es de m+n en adelante, el seguro no 

pagará. 

No paga 	Paga una unidad si muere 	No paga 

K = O m 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	ai  + bi 	m 	K < 
Tenemos: 
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= 

1) 0 
	

O 5 K < in 	a1=0 b1=0 m0=0 ini  =m 

2) U K+1 
	

ni 5. K < m+n 	a2=0 b2=1 m l=m m2=m+n 

3) 0 	m+n S K 	a3=0 b3=0 rn2=m+71 rn3=0. 

Seguro dotal puro a n años A.,„ 1 o nE., 

Provee el pago de una unidad si el asegurado sobrevive por lo menos n años, 

a partir de que es emitido el seguro, es decir , cuando el tiempo futuro de vida 

K 	n se pagará el beneficio. En caso contrario , no se otorgará el beneficio. De esta 

manera denotaremos la función del valor presente del beneficio Z, como el valor 

presente a n años de un peso. 

No paga 	 Paga una unidad si vive 

K = 0 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	ai  +bi y k+1 	m (.1)  5 K < 
Tenemos: 

Z = 

1) 0 0 < K < n 	a1=0 b1=0 m0=0 m i=n 

2) va n K 	a2=111  b2=0 mi=n m2=00 

Seguro dotal a n años Arni  

Provee el pago al final del año de la muerte siempre y cuando esta ocurra antes 

de transcurrir n años o al sobrevivir el asegurado este periodo, lo que ocurra 

primero. 
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Así, pagará por muerte cuando el tiempo futuro de vida K < n; o por 
supervivencia si K n , es decir: 

Paga si muere 	Paga una unidad si vive 

 

Iiimummumm 
It K = O 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	ai + bi v K+I m (i.1)  K < 

Tenemos: 

Z = 
1) uiC+/ O K < n 	az.° b1=1 mo=0 mi=n 

2) vn 	n 5 K 	a2=un  b2=0 mi=n m2=°° 

Seguro dotal a n años diferido m años mikni  

Provee el beneficio de muerte si ésta se presenta después de transcurrido el período 
de diferimiento m, y antes de m+n años; o por supervivencia después de los m+n 
años. En términos del valor presente de este beneficio tenemos que no se otorga 
beneficio por muerte para O K < m; pagará una unidad traída a valor presente al 
final del año en que ocurra la muerte mientras el tiempo futuro de vida cumpla m 

< m+n; y por supervivencia pagará un peso traído a valor presente desde m+n 
años si K5...m+n. 

No Paga 

K = O 

Paga si muere 	 Paga si sobrevive 

m+n 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	ai + br  v K+1 	m (i.1)  5 K < mi 
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n O 	05_ k < m 	a =0 1)1=0 m0= O in 1=m 

2) v' 	m 5_ K < m+n 	(11=0 b1=1 in„=rn mi=m+n 

2) O"'" 	nt+n < T 	a2=v""" b,,=0 mi=m+n m2=0. 

DIFERENTES TIPOS DE ANUALIDADES 

Anualidad anticipada de vida entera á x 

Esta anualidad paga una unidad monetaria por año al principio del año 
mientras (x) sobreviva. En este caso se pagará una anualidad durante el tiempo 
futuro de vida, es decir: 

liK+ 1 Para O 5. K ( K enteros ) 

Paga si 17ive 

K = O 

Para ajustarla a nuestra forma general tenernos que: 

=  1 - vic+I 	- oK+1

d 	d 	d 

siendo d= 

En donde sustituyendo Z: 

Z= 	ni  + 	K+I 
	

m 	5_K < mi 
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Tenemos: 

Z = 

1) 0 K < 	a,=1 d 1)1.- 1 /d ,n =0 
2) 0 	en otro caso. 

Anualidad vencida de vida entera ax  

Esta anualidad de una unidad monetaria por año pagadero al final del año 

mientras ( x ) sobreviva. En este caso se pagará una anualidad durante el tiempo 

futuro de vida, es decir: 

axl 	para O K (K enteros ) 

Paga si vive 

K = 1 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

aK  = / 	uK+1  = L 	vK 	1 - v" 
7 

En donde sustituyendo Z: 

Z = 	a, + bi  U K+1 
	

m(i-1) 5 K < in;  

Tenemos: 

Z = 

1) ai< i 	O K < c 	(11=1/ i 1)1= - 11 d rno=0 17Z 1=00  

2) 0 	en otro caso. 
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Anualidad temporal anticipada a n años iix,„ 

En este tipo de anualidad se pagará un peso por año, en forma anticipada 
durante n años mientras que ( x ) sobreviva. Esto es, se pagará una anualidad 
anticipada durante el tiempo futuro de vida K mientras sea menor que Fi. Por lo que 

la función Z es el valor presente de dicha anualidad. 

ti K,./1 para O < K < n ( K enteros ) 

y si el tiempo futuro de vida K?_ n, sólo se pagará una anualidad por n años. Es 
decir, a Io más se le pagará una anualidad por n años, por lo que Z será : 

eiK+/- 1 para n 5 K 

Paga si vive 	 Paga a lo más ii„1  

K=0 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

4+1i 	_ Qx+l = 	yK+1 

d d d 

En donde sustituyendo Z: 

Z= E ai  + 	K+1 	 a.1) 5. K < mt  

Tenemos: 

Z = 

1) iiiic+t 	O < K < n 	a 1.. 1 I d b1--1 I d m0=0 	1=n 

2) ¿in. i 	n S K < oo 	a 1.--ei„ 1 	b1=0 m,=n 
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Anualidad temporal vencida a n años a„„ 1  

En este tipo de anualidad se pagará un peso por año, en torna vencida durante 
n años mientras que (x) sobreviva. Esto es, se pagará una anualidad vencida durante 
el tiempo futuro de vida K mientras sea menor que n. Por lo que la función Z es el 
valor presente de dicha anualidad. 

aR. 	para 0.5_11<n ( K enteros ) 

y si el tiempo futuro de vida K n, solo se pagará una anualidad por n años. Es 
decir, a lo más se le pagará una anualidad por n años, por lo que Z será : 

aK  para n K 

Paga si vive 	 Paga a lo más an  

K= 1 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

a 

En donde sustituyendo Z: 

Z= E + K" 	m a.0  K < mi  

Tenemos: 

Z = 

1) a Ki 	O K < n al=11 i b1=-1 /d m0=0 mi=n 

2) a n i 	n 5_ K < co a2=a01  b2=0 ml=n m2=00 
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Anualidad anticipada de vida entera diferida m años mi  ii x  

Anualidad de un peso por año pagadero al principio del año, mientras que (x) 
sobreviva a partir de X-1-71/. 

Si el tiempo futuro de vida K < m no se pagará el beneficio. En el caso de que 
K 	m, se otorgará un beneficio igual al de una anualidad anticipada de vida entera 
pero restándole la anualidad anticipada que será pagada durante el diferimiento, o 
que es lo mismo: 

dK4-1 - ¿i,„1-1 	para K m 

	

No paga 	 Paga ák,, ü„, 
■ 	 111111~111 

K= O 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

_21(41 	"z = 	m 

	

d 	d d d 

En donde sustituyendo Z: 

Z= 	ai  + b vic+1 	m 	K < 
Tenemos: 

Z = 

1) 0 
	

O 5 K < m 	a1=0 	b1=0 ,n0=0 m p=m 

2) eiK,/ i  - ¿in, m 5 K < oo a2=vm I d b2=-1 I d ml=m m2=.0 
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Anualidad vencida de vida entera diferida m años „, 	x  

Anualidad de un peso por año pagadero al final del año, mientras que l X I 

sobreviva a partir de x+m. 

Si el tiempo futuro de vida K < ni no se pagará el beneficio. En el caso de que 

K 	ni, se otorgará un beneficio igual al de una anualidad de vida entera pero 

restándole la anualidad que será pagada durante el diferimiento, o que es lo mismo: 

a K 	-ami  para K > m 

No paga 	 Paga OK,,-1  

K=0 

Para ajustarla a nuestra forma general tenemos que: 

re 
- ami = 	

- K+1P 

En donde sustituyendo Z: 

Z= E al  + by' 
	

m 	K < mi  

Tenemos: 

Z= 

1) 0 
	

O 5 K < m 	a1=0 	b1=0 mo=0 m1=m 

2) et K  - ct,„ -1 	ni<_ K < oo 	a2=um I i b2=-1 I d rn1=m in 2=0 
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Anualidad temporal anticipada a n años diferida m años „flá.t.„„.1  

Esta anualidad paga un peso al ano en forma anticipada a partir de que el 
asegurado tenga edad X-1-111- hasta edad X+111+11. siempre y cuando se mantenga con 
vida, Por lo cual, el beneficio será igual a cero si K < ni. En caso de que se encuentre 
entre X-I-711 y X-1-1114-11 se otorgará un beneficio en furnia de vida entera restándole 
una anualidad por el período de diferimiento ( su valor presente a R-4.1  1 - a„, 
Y por último, si K 111-1-11, se proveerá un beneficio de una anualidad anticipada a 
n años diferida m. Las dos anteriores expresiones las podemos enunciar de la 
siguiente forma: 

para /11S K< 1111-11 

iiK+1 I - Ontl = 1  - V IC+1  - 1  -  U n' 	it"  
d 	d 	d d 

para K m+n 

771. 	 nt+n 1 - 
d 	_ 	nt+n _ 	_ una = _21:1 - 	ni+n 

d 	d 

uin  ( 1 - vn )  = vttt ¿Ti ji 
d 

No Paga 	 Paga anualidad si vive 	A lo más paga„,lad, 

K = O 
	

rn 	 ni+n 

En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= E + kv' m „.„ K < 



Tenemos: 

1) 0 

2) I 	- O•„, 

Os,'K<m 

171. 	K < in+ti 

a — 1-0 	b i=0 	111„=0 111 1=171 

a 1=t,"' 1 
	

b 1=- 1 / d 	111, 0=111 

CAPITULO 
	 II) 

PIINCION Dl VALOR PRESENTE "Z" 

:3) v''' ¿i - 	M+11 C  K 	ct 2=tim Éi„ 	b2=0 	1=m-i-1'C 

Anualidad temporal vencida a n años diferida m años mia.„„, 

Esta anualidad paga un peso al año en forma vencida a partir de que el 
asegurado tenga edad x+m hasta edad x+in+n siempre y cuando se mantenga con 
vida. Por lo cual, si K <in, el beneficio será igual a cero. En caso de que se encuentre 
entre x+m y x+m+n se otorgará un beneficio en forma de vida entera restándole 
una anualidad por el período de diferimiento (su valor presente aK l  -a„, l  ). Y por 
último, si K M+72 se proveerá un beneficio de una anualidad a n años diferida m. 
Estas dos expresiones las podernos enunciar de la siguiente forma: 

para 	K < 

y"  - 	- 1Y" 	e - vK  
d 	i 	i 	d 

para K ?_• m+n 

= = U "' an  

No Paga 	 Paga anualidad si vive 

K = O 	 m+1 

 

A lo más paga„, a„ 
imormem~~~~~ 

4-nr 
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En donde sustituyendo de la forma general de Z: 

Z= 	ai  bi ult.+ 4 	m „.1)  K < 

Tenemos: 

Z = 

1) 0 	 K < ni 	a1=0 	b1=0 m0=0 mi=in 

1) ale  - ami 	K< 171+11 a2=tim/i b2=-1 /d m1=m nt2=m+n 

2) v" a, 	m+n K 	a3=v"`a„--1  b3=0 m2=m+n m3=. 

3) 0 	 en otro caso. 

CONCLUSIONES. 

1) Analizando cada uno de los tipos de seguros y anualidades, es posible 
observar que nuestra función general de beneficios se adapta a cada uno de ellos. 

2) De la misma forma, notamos que para los planes que otorgan beneficios 
exclusivamente por muerte, se podría omitir el uso del parámetro (tí  en la fórmula 
propuesta, es decir, Z = 	byr  ya que éste es necesario sólo para beneficios 
otorgados por supervivencia. 

3) Dado que nuestro objetivo es la creación de una fórmula general para 
diferentes beneficios, se decidió mantener la expresión completa en todos los tipos de 
plan. 

4) Con este análisis, se obtuvieron los parámetros de cada seguro y anualidad 
que serán de gran utilidad para cualquier desarrollo posterior que se le haga a esta 
función general. 
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INTRODUCCION. 

Habiendo definido una variable aleatoria Z, el objetivo en este capitulo será 
obtener su función de distribución general. Con ella y usando los parámetros 
obtenidos en el capítulo anterior, se obtendrá la función de distribución particular 
para cada plan. Con esta función general se pretende facilitar el desarrollo para cada 
tipo de seguro y anualidad. 

La obtención de esta función de distribución general se basará en la división 
por intervalos del espacio muestral definido anteriormente con la función Z valor 
presente de beneficios. Se partirá de la función de distribución de K o T, de acuerdo 
al tipo de seguro, discreto o continuo 

Posteriormente, por medio de métodos algebraicos y principios probabilísticos 
se obtendrá la función de distribución general. 

Serán desarrollados los dos casos usados a lo largo de nuestro trabajo: continuo 
y discreto con el objetivo de calcular los seguros pagaderos al momento de la muerte, 
así como los que se pagan al final del año en que ocurra el siniestro. 

3.1. CASO CONTINUO. 

Teorema: 

La función de distribución de la variable aleatoria Z está definida por la 
siguiente función: 

Fz(z) =E HP) 

para i = 1,2,...,n 

donde 	(z) toma los siguientes valores: 



CAIT1111.0 
El7VCION DE DISTRIBUClON DE Z 

Il e )  mita v 	nnxe ro), In0-11 

b) mín 1 r(i), mii) 	nili-Ilq 

e) 	- „,( i.nq x  

d) 1 X.. 	• I a X 

e) O 

Para b,>(), al<Z 

Para bid), z<a, 

Para bi<O, 

Para bi=0, a,52 

otro caso 

donde r(i) = -./ in (z - a) 
S 	b, 

Demostración.  

Podernos escribir F(z) corno: 

F(z) = P( Z(T)5z)   = P( Z(T) z n S2* ) 

=P( Z(T) z n ( u ,.in [ m(i-1),m(i) 1 ) 

=1,,=1" P (ai+b,ur  z) n m(i -1) 5 T < m(i)1= 	H,(z)" (1) 

ya que O 5 m(0) < in.(1) < m(2) < ...< in(n) 5 00 y 

[ m(0),m(1) ) u f m(1), m(2) ) u ... u [ m(n, -1), m(n) ) = espacio maestral, 
es decir el recorrido completo de la variable aleatoria T. 

I m(0), m(1)) 	rn(1),m(2) ) n n [ m(n -1),,n(n) ) = (I) (conjunto vacío) 

i) Si b1>0 y a, < 

L2 denota el enpacio aluestral. 
Se define Haz) pi a, + b, v' 5 z (-) m(i-1) T < in(i) 
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De U) tenemos : 

Hi(Z)= P 1-  a i+b, yr < z n m(i. -1) 5_ T < ma).1 

= P 	< z - 	n [m(i -1) < T < m(in) 

= P 	T (-1 II) 	z - a.) n [til(i -1) T < m(i).) 

= P [ ln( z - ai ) (-1/8) 	& (m(i -I) T < m(i)) 
bi  

= P f max-i (-118)1n z - a- 	-1)1- < T < m(i) .7 

y corno habíamos visto: 

F7.(t) = prob(T5t) =,q., 

- mar d'O, rtz(i.D 

para t?...0 

Para b,>0,at<z 	(2) 

donde r(i) = -1 in 

 

ii) Si bi>0 y a;  z 

Como bi>0 	bi yr  > 

y a, 	ai+bivr> z de (1) 

HP) = P [ a,+b, yr  .5. z n m( -1) 5_ T < ni(i).1 

H,(z) = P (D n 	-1) T < man 

= PRI) = O 	 (3) 
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iii) Si bi<0 y z<a, 

De (1) tenemos : 

ilt(z) = P [ ai+b, ur  z n m(i -1) 5 T < man 

= P [ or > z - a n (m(i -1) T < m(i))] 
b, 

= P [ 7 5 (-118 ) ln(  z a, ) 1 n [m(i -1) 5 T < mail 
b, 

= PC m( i -1)S T < min (-118)1n z al  ,m(i)1 
6, 

y como habíamos visto: 

FT(t) = prob( T 5. t) =, qx 	 para tk0 

H min mal Fqx m(i-Vqx 
	 Para bi<0,z<a, 	(4) 

donde r(i) = -1 In (z - a) 
In 

IV) Si bi<O, z > a;  

Como b,<0 bi or  < O 

y 	a, 5 z = ai+bivT< z 

de (1) H,(z)= P [ ai+b, vT  z n m(i -1) 5 T < m(i)] 

H,(z)= P [ 12 n m(i -1) 	T < m(i)1 

H,(z)= P [ m(i -1) 5. T < m(i)1 

q, - 
	 Para bi< O, z al 	(5) 
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V) Si bi=0 z<a, 

Como bi=0 	= O 

y z < a i 	ai+b, > z 

de (1) 	Hi(z)= P ai+bi  v'P  z n m(i -1) T < m(i)] 

P (I) n m(i -1) 5_ T < ma27 = PP1) = O 

	

Hi(z)= O 
	

Para bi=0 z<ai 	 (6) 

VI) Si bi=0, z ai  

Como bi=0 = bivr = O 

Y 	ai  <_ z 	ai+bivT< z 

de (1) H,(z)= P ai+bi  vT z r7 M(i -1) T < mail 

1-1,(z). P 	n m(i -1) T < m(i)] 

P m(i -1) 5. T < m(i)] 	Para bi=0, z ?.. ai 	(71 

Por:(1), (2), (4), (5), (6) y (7) queda demostrado el teorema. 
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Seguro de vida entera pagadero al momento de la muerte Ax 

Z 
	

O S T 	a, = O, b,=1 mo=0 1111 =0. 

Entonces usando el teorema anterior tenernos: 

H(z) = mwqx 	rUL 	qx 	Para b1>0,(1, 1<z 

Donde r(1) = _1 in (z-a) 
8 

Sustituyendo 

Hi(z) = ooqx  max .] ro), o 	 Para b1>0,a1  = O <z 

Donde r(1) = 	(z) 
8-,  

1) Para b1>0,0<z 

	

a) Si max = -I -1.  los(x), 01- 	4 ln(z) tenemos: 
8 	8 

-1 ln(z) > O 
8 

ln(z)<0 

z<1 y como 0<z 

H10(z) 	rafix = 1-r(Dqx raPx 
	para O < z < 
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b) Si max = j -1 ln(z), O = O tenemos: 
8 

-1 In(z) 5. O 
3 

b(z) ?_ o 

z 1 => 

Haz) = 0„ q x  - o  qx  = 1 - O =1 	para z 1 

Concluimos: 

H 	= r(1) Px 	para 0 < z < 

HIL(z) = 	 para z 

Lo que podemos expresar: 

F(z)= 

a) O 

13)  rtoPx 

c) 1 

z=0 

O < z <1 

z>_1 

donde r ( 1 ) = - 1 In z 
a 
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Seguro temporal a n años pagadero al momento de la muerte Axial. (  

a) 	yr 	T <11 	(1, 1=0, 1)1=1, 

c) 	O 	n 7' 	a2=0, b2=0, mi=n, m2.3 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

HP(z) = nx(1)qx max { r(I), ni(0) F qx 

Para r(1) = 	ln 
8 	bi  

H2(z)  = m(2)qx 'Inas 

Sustituyendo: 

i) 	Para b,>0, al  = O < z 

HP) = nqx  unix r(1), O 1- III 

Donde r(1) = -1 ln (z) 
3 

Como T < n tenemos: 

z 	> U n  u" 1.1 

Para b1  > O, al< z 

Para b2=0, a2  5 z 
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a) Si tnax = 	ln(z), O =ter In(z) tenemos: 
8 	 8 

- I ln(z) > 0 

In(z) < O 

z < 1 y como IP< z 

H,a(z) = „qx  - roa, para 1.)"< z < .1 

b) Si max = -Aln(z), 	= O tenemos: 
8 

_-ljn(z) O 
8 

In(z)>_O 

z>_1 

= „qx- o  qx  = „q, - O = „qx 	para 1<_ z 

H2(2) = tn(2)qx nallax = m qx-  n qx=1-  qx 	para b2=0, O .5 

Por lo tanto, tenemos: 

H1n(Z) =" qx r(1.1qx 
	 Para y"5 z <1 

Hib(z) = „ qx 	 Para / 5. z 

112(z) = 1- ,, qx 	 Para O S z 
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Lo podemos expresar: 

Fz(z)zz 

a) „ p, 	para O z < un 

b) ,. a P. 	para v"< z <1 

e) 	1 	 para 1 z 

Donde r(.1) = -/ ln (z) 
6 

Seguro dotal (mixto) a n años Axmi 

a) vr 
	

O 5.. T S n 	a1=0 b1=1 mo=0 rni=n 

b) u" 
	n < T 	a2=0 b2=0 mi=n m2=oo 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

11(z)  = 	i )(IX " flia.% 4 r(D, nt(0) F  lx 
	Para b,>0, al< z 

Para r(1) = -1 in Lz :Al2 
b1  

112(2) = ni(2)qx rniLqx 
	Para b2=0, a2  z 
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Sustituyendo: 

1) 	1/1(z) = 	- ,„„„ t'U), n ti 
	

Para 1), =1>0, a i=0 

Para r(1) = 	ln (2) 
8 

Como 'I' < n tenemos: 

= U r  > U
n 

a) Si max =1 -1 ln(z), 0i-- = -1 ln( z) tenemos: 
8 

-1 ln(z) > O 
8 

In(2) < O 

z < 1 

z < 1 y como Z > U n  por lo tanto; 

la) 14(4 = nqx r(i)qx 	para vn5_ z < 1 

b) Si max = 	ln(z), O = O tenernos: 

-I ln(z) O 
8 

ln(z)_. O 

1 
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Por lo tanto : 

f.111,(z) = 	- 	= „q, 	Para 	1 5.. 

2) Para b.,=0, a2  = 

112(z) = 	nqx= 	1111X = IP X 

Concluimos: 

1114:(1)  = nqx dliqx 
	Para un < z < 1 

Hlb(z) = nqx 
	 Para / 5 z 

112(z) = iip. 	Para VS z 

Lo que podemos escribir: 

F(z) = 

a) O 

b) Px 

c) 1 

 

Para O 5  z <Un  

Para va  5. z < 1 

Para / 5 z 

Para v" =r., r(i) = n 	„q„ - „„ch, = O 
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Anualidad vitalicia ax 

= 

aT 	T 	a1 =113., b,=-118, 

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para bi< O, z < 

Hl  =inin r(1), In(0) q x m(1)qx 

Donde r(1) =1 in 
b 

le) Para b1< O, al  z 

H 1c= ni(1)qx ni(0)qx 

Sustituyendo: 

H 1=min .1 di), o fqx °"qx 
	 Para bi  =-118 <0, z <118 

Para r(1) = -1 in (z - 118) _-1 ln (1 -8z) 
-/ / 3 	3 

la) El mira = -1 ln(1 - 84, 	= -1 in(1 - 3z) tenemos: 
8 
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-I 111(1 - 3z) < . 

In(1 - 6z) > -3 	= ln. v- 

1 - b'z > 	=O 

-8z > -1 

z<1/8 	y como por hipótesis z < 1/8 

H,«(z) = ,,,,(lx - oqx= rwqx 	 para z < //8 

lc) Hi„ = x  oqx = 1 - O = 1 	Para b1.< O, a=1 I 8 z 

Concluimos que 

la) 	= rwqx 	Para z < 1/8 

lc) 	H10 = 1 	Para /8 S z 

Por lo tanto 

F(z) = 

a) O z <1/8 

b) 1 	/ /8 5 z 

donde r (1) = - 1 / 8 ln ( 1 - 8z ) 
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Anualidad a n años ax:mi  

= 

a,, 
	 T < n 	al = 1/ S, 	-1/3, m0= O, nb,= n 

a,, 
	T 	a2  = a„•1 , b2=0, 	n, m2= 00 

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para b,< O, ct i=/ /8 > z 

H1 1.-1mitt r(1), m(0) 1" qx "In x 

Donde r(1) = 
8 	bi  

1c) Para b1< O, al  5_ z 

11.  I = tri(1)qx 	ni(Olqx 

2) 	Para b2  = 0 a2  <z  

112 =  ni(2)qx nt(I)qx 

Sustituyendo: 

r(I), o 4 q - "gr 

Donde r(1) = -1 In (z_:_11.52 =- 1. In (1 - Sz) 
3 	-115 	3 

Para b/  =-1 /3 < O, ai=1/3>z 
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la) Si min. = 	-1 	- 	= 	/3)(1 - Óz) tenemos: 

-1 ln(1-8z) < n 
3 

111(1 - 6z) > -45n, = In u" 

1- az > v" 

-13z > v"-1 

z < 	- V9/8 = 
	

Y como z<a„-1  <118 

cumple con la hipótesis de z < 118 

la) 	HP) = rwqx o qx = roa. Para z<an 

lb) Si min = -1 -1 ln(1 - 6z), 	= n tenemos: 

-1 ln(1 - 8z) z n 

ln(1 - 8z) -8 n =in vn 

1 - 8z v" 

-8z 5 v"-1 
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z 	( 	- v") /6 = a„ 	y corno z < 1 I d por hipótesis -_-=> 

an ) <z 5 / / 3 

lb) H 11)(4 = „ q.r -  o11,= „q, 	Para b,<O, 	ct„- I ‹z 5.118 

	

H,,. = „ 	- oqx= „q, 	 Para b,<O, 118 5 z 

2) H2(z) = „oq - 	= I - „ q , 	Para 1)2=0, a2  = a- n'¡ 52 

Por lo tanto tenemos: 

-la) Haz) = 	Para z < a- „- ]  

lb) Hib(z) = „ q„ 	Para r  an-1  < z 5 1/8 

le) Hit.= „ qx 	Para 1 a S z 

2) I-12(z) =„ px  Para ani 

Para O z < an-1  

Para a„--1 

donde r (1) = - 1 in ( 1 - &z) 
8 
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EtINCION DE OISTlaBUCION DE Z 

F',1 desarrollo de las funciones de distribución de los planes faltantes se pueden 
encontrar en el apéndice no. 1. 

Seguro Z It'( 	z 	) 

Vida entera 

Ax 
T?.. O 

II 3 )PX 

1 

O < Z < 1 

z' 1 

z = O 

Temporal n 
años 

AXI:11 1 

vT  O _5 T< a 'I 

T? n r(1)Px 

1 

O< z < v" 

Vn  < 2< 1 

2 ?:. 1 

Vitalicio 
diferido in 
años 

In I Ax 

0 

T 

O S T< m 

T..ni 

In% 

mcl. 4' ttax 

1 

z= O 

O < Z < e 

z > sim 

Temporal m 
diferido n 
años 

tu l Axi:n 1  

0 

vT 

0 

O 5. T.< in 

ni S T< m+n 

T? in+n 

,,,q. + r„, 

inch + r(1)Px 

1 

... 

O 5. z 5 vin+" 

VI" < Z 5 vm  

z 1 y' 
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Seguro Z F( z ) 

Dotal puro 
a a años 
_ 
Ax:n' . o nEx 

O 	O 5 T< a i,(1. 	O 1.-: z< y" 

Dotal a n 
años 

Ax:n I  

O 5 T< a 

V" 	T ?. n 

0 	O< z < v" 

rl 1lPx 	V" 5_ z < 1 

1 	 z ?., 1 

Dotal n años 
diferido m 
años. 

l Ax:n-1 

0 	O 5 T< m 

vT 	m 5 T< m+n 

vii"" 	T > m+n 

inclx 	 05. z< y""" 

mclx+imp. 	vin*." 5 z < y"' 

1 	 z? 1 

Anualidad Z F( z ) 

- 
Vitalicia ax 

- 
aTi 	T _?. O 

re)qx 	 O 5 2 < 1/8 

1 	 z k 1/ 8 

n años 

- 
ax:n-1 

arl 	T ?.. O 

_ 
a0 	T > n 

relqx 	 O 5 z < ani 

.... 
1 	 z .?. an..1  

Vitalicia 
diferida m_ 
años 	rn l ax 

0 	 O 5 T< m 
_ 	_ 
arl - ami 	T> m 

r (3)Clx 	O 5. z < v'"/8 

z ?.. Vm/8 
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Anualidad Z O z ) 

O 5.. T< m _ 
n arios - - '13)411 O 5 z < vin a„ -I 

diferida in ar  i 	-a M l m ., T< m+n 

In 1 ax:n 1 u' 	I T 	m+n 1 z k 	V" a„ -i 

r(1) = -118 ln z 

r(2) = -118 ln ( 1 	) 

r(3) = -118 ln ( vm -8z ) 
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3.2. CASO DISCRETO 

Teorema: 

La función de distribución de la variable aleatoria Z está definida por la 
siguiente función: 

Fz(z) =E H/z) 

para i = 1,2,...,n 

donde Hi  (z) torna los siguientes valores: 

Hi(Z)= 
a) mvoqx  max / r(i) .11, ma•1)VI1 

b) min f 	, m(i) {-qx m(í-vqx 

e)  mallx in(i-Dqx 

d) man„- 

e) O 

donde r(i) = -1 ln (z - ad  
8 	• bi  

Para b,>0,a,<z 

Para bi<0,z<ai  

Para bi<0,a,...5.z 

Para b,=0 

Otro caso 

Nota: Para un real x, 1,4 denota el el menor entero mayor o igual que x 
Para un real x, [x] denota el el mayor entero menor o igual que x 
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Demostración. 

Podemos escribir F(z) como: 

F(z) = P( rt(T) z ) = P( Z(71) 5 2 n 

=1)( Z(T) < z n 	m(i-1),m(i) ) 1 

= Z.4" P f 	oK" < z n m(i -1) K < mall =1, ! R 11/z) 11) 

ya que O 5 m(0) < m(1) <m(2) <...< m(n) 5... y 

m(0),m(1) ) 	m(1),m(2) ) v ... v f m(n -1),rn(n) ) = espacio muestral, es 
decir el recorrido completo de la variable aleatoria K. 

m(0),m(1) ) 	m(1),m(2) ) 	n in(n -1),m(n) ) = fi (conjunto vado) 

i) Si bi>0 y ai  < z 

De (1) tenemos : 

Hi(z)= P 	J." < z n m(i -1) K < m(i) 

P ( v" < z - al  n (m(i -1) 5. K < m(i)) 

= P ( K4-1 k (-118) In(z  - ad  n Orla -1) K < m(i)) 
b, 

P ( (-118) In(z  - ad 	K ona 	K < m(i)) 
b, 

P ( max1(-1 / 8) In ( z ai ) -1 ,m(i -1)1- 5 K < m(i) ) 
b, 
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= P 	K<tn,(1) 	P K < tnax (-115) In (<_- 	) -1 ,nt(i -1) 
I)„ 

Tomando la definición de función de distribución para el caso discreto del 
cápitulo 1 tenemos: 

Hi(z)=. m(i) X mus j I r(i) 

Para bi  > 0, ai< z 	 (21 

donde r(i) = -I in (z - a) 
3 	bi  

ii) Si bi > O y ai ?_ z 

Como In >0 b, 	> O 

Y 	al  z = ai+b,uK+1> z 

de {11 

Hi(z) = P ai+bi 	z n m(i -1) K < m(i)] 

Hi(z) = P[iOn m(i -1) K < m(i)] 

= PR'D ] = O 

Hi(z). O 	Para bi>0 y al  z 
	

131 

iii) Si bi<0 y z<ai  

De (1) tenemos : 

Hi(z) = P C ai+b, v"' S z n m(i -1) < K < rn(i)] 
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= P v"41  > z 	n (m(i -1) K < 
bi  

P [ K+1 5_ (-118) ln(z - a,11 n [m(i -1) < K < m(1)1 
bi  

P 

	

	K 5 (-1 /8) In(z - ad) -11 n [at(i -1) K < man 
bi  

= p [nt(i-.1) K (-113) ln(z - ad) -11 n K < man 
bi  

= min 	r(i)J, ni(i) Fqx 

i=  nihil 1 	m(i) r CJx - 
	 Para in < O, z < al 	(4) 

donde r(i) = -Y in 
8 	bi  

IV) Si b i<0 	(ti  

Como bi<0 by"' < O 

y 	al  5 z 	ai+biv"l< z 

de (1) Hi(z)= P [ ai+bi  u"' z n m(i -1) 5. K < m(i)] 

Hi(z)= P [ 52 n 	-1) K < m(i)] 

Hi(z)= P [ m(i -1) K < m(i)] 

Hi= 	naif 1 X 
	 Para b,<O,z<ai 	 (5) 
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V) Si bi=0 z < a;  

Como bi=0 	bi  vh'+' = O 

Y 	z<ai 	ai+bi 	> z 

de 11/ 	Hi(z). P [ ai+b, 	< 2; n m(i -1) 51: K < m(i)] 

Hi(z)= P [ (13 m(i -1) K < m(i)] = PR» 7 = 0 

Hi(z)= O Para h -=- z<ai  16) 

VI) Si bi=0 z ai  

como b,=0 	b, tric4 i = O 

Y 	a, <_ z 	ai+b, vK+1< z 

de (I) Hi(z)= P [ ai+bi  vt ' z m(i -1) 5. K < man 

Hi(z)= P [ SI n m(i -1) K < m(i)] 

Hi(z)= P [ 	-1) K < m(i)] 

••• 	Hi=  ntafix itali•Dqx 
	 Para bi=0, z ai 	 171 

Por: (1), (2), (4), (5), (6) y (7) queda demostrado el teorema. 
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Seguro de vida entera pagadero al final del año Ax 

Z 
	

O S K 	K entero 

donde a, = O, 1)1=1 m o=0 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

H1(z) = mmqx  mar  11 r(1) .it, 771(0) q, 

Donde r(1) = -1 In (z - ad 
b1  

Sustituyendo 

H 	= 	ix ',taz 11 ron • 11. 0 1- qx 

Donde r(1) = 4 In (z) 

Para b i>0,a1<z 

Para b I>0,a, = O <z 

1) Para b1  > O, O < z 

a) Si mía = 	ln(z) -1( 0 	= 1 -1, !n(z) - 	tenernos: 
8 	 3 

Lln(z) -1 1 > 0 ' 

-I In ( z ) -I >0 
8 

' Si b es entero b< ) al 	b< a 
as ]a[ si ]a[ sb 	a s b 
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( ) < 

< 

111u(á) = 	- 	q, = ' ) 'i)/1  q, 

b) Si mar =11 -I ln(z) -I( ,or  = O tenemos: 

8 

J 	I ln(z)-1 [ 5. O 

Pata O <Z, <1.  

-I ln(z)-1 	O 
8 

ln(z) >_ -8 = In (1-1-0-1  

z > v 

H ib(z) = 	- n 9., = 1 - 0 = I 	para Y < Z 

Concluimos: 

111,(Z) = mi )-11 p, 	 Para 0 < z < 

Hib(Z) = Para y 5 z 
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Lo que podonms e\ pre,,ar: 

z =0 

0<z <s,  

z>v 

Donde r(1) = -I In (z) 
3 

Seguro temporal a n arios pagadero al final del año en que ocurra la 
muerte Ax':n-1 

= 

a) v" 	O < K<tz 	tr1=0, 1)1=1, 1n0=0, m l =rs 

b) O 
	

K 	 (12=0, b2=0, m l=n, m2=00 

K enteros no negativos 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

H I(Z.) = m(!) (I X 	Mía 	 - 	ora 	v 
	 Para b, > O, al< 7. 
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Para r( = 
1), 

I-12(z) = 
	 Para I► ) 2=1) , 

Sustituyendo: 

i) Para b,>0,a, = O <z 

111(Z) = 11qt 	m tav 1 i11 ) • 11. m(0) F  qt 

Donde r(1) =  -I In (z) 

8 

Como K 	n-I y 05K tenemos: 

K+I n 

Z= 	vK+I > v  

Por lo tanto 	'1 Z 

ii) Para bi> 0, 0 < z 

a) Si DMA' = 1 I 	ID(Z) - 1 Í, O 	=1 -1171(z) - 1 / tenemos: 

-//n(z.) -/ 1 > 
8 

-/ !n(;) -! 
8 
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bi(z) < 

z<t' y como 	z 

113Z 	nql - I 	- 1 (ix 
	para 1/1 	Z < 

h) Si max = -1 / -1 In(z) 	1, 0 1-  = O tenemos: 
3 

/ -1 In(z) - 1C<_ O 

J.. In (z) -I <_O 

In(z) ?. -3 

z v 

Haz) = „ q„ - o  q, = 
	

Para z 

112(z) = „024, - „,(!g, = 	„q,=1 - ,;9,, 	Para b2=0, O 5 z 

Por lo tanto, tenemos: 

I If fl• 	I qx Para y” < z < 

Para z >v 

Para 0 5 z 
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Lo podemos espresar: 

F,1 :.)= 

Para O 5_ .7'. < 

h) idt).1 
	 Para 1," << < 

e) 	1 
	

Para 1,  

Donde 41) = -1 In (z) 
8 

Seguro dota! (mixto) a n. Ax:ni 

a) y" O K < n 

b) v" n K 

ai =0 111 =1 ino=0 m i =n 

a2=v" b2=0 	i =n in 2=0° 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 
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„„,,q x - 	rol) • 11, ¡n(0) 	(1.1.  

Donde r(1) = -1 In (z - ad. 
8 	b 

112(z) = ,2(2)x - 	x 

Sustituyendo: 

1) 	1(Z) = nq x-ntax ru)-i, o 1- qx 

Donde r(1) = -1 In (z) 

Corno K +1 	tenernos: 

= U
K+I 

U
n 

Para b1>0,a1< z 

Para b2=0,a 252 

Para b1 =1>0, a1=0 <z 

a) Si max = -11 -11n(z) -1 , 01- = 1 - 110z) - 1[ tenemos: 
8 	 8 

1-1 in(z) - 1 [ > 0 

11n(z) > I 

ln(z)< -8 

Z< 

z<t) y como 	por lo tanto: 

la) H1(z) = nqx - Jr(1)• q 
	

Para U n  Z < 
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b) Si max = 	I -1 1n(z) - 	, 0 = O tenemos: 
3 

1 -1 ln(z)- 1 [ 

-/ ln(z) - 1 <O 

ln(z)k 

zk 

Por lo tanto : 

Hlb(Z) nqx - Oqx = nqx 

2) Para b2=0,a2 = LIS z 

H2(z) = ,„qx  - nqx = 1- nqx = n  px  

Concluimos: 

H1(Z) = nqx I r(1)- qx 

H1(z) = nq, 

H2(z) = 

Lo que podemos escribir: 

F(z) = 

Para U S z 

Para Vn5 z< 

Para V 52 

Para 
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a) O 	 Para O 5 z <0" 

b) 1 r(1)-11 Ñ, 	 Para u" 5 z < 

c) 1 	 Para z 

Donde r(1) = -1 In (z) 
8 

Anualidad vitalicia anticipada Clx 

Z = 

1K+1 
	O 5K 	al=11d b 1= - lld mo= O m 1=. 

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para b1<O, z<a, 

Hl  =min fr(1)) , ni(1) 	q x 

Donde r(1)= -1 ln 

	

8 	bi  

1c) Para b 1<O, a l  z 

Hlc = m(1)qx " m(0)qx 

Sustituyendo: 

H =inin -1 Ir(111, 0 F qx " aqx 
	 Para I)/  = 	< O , z < 1 Id 
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Donde r(.1)=-11 In z - lld 	ID ( - riz 
3 	- 11 d 

la) Si Fnin = 	1 - 1 In( 1 -dz) ], 
	 1 ln ( 1 - dz ) 1 tenemos: 

[ -1 Ilt( 1 - dz )1 < 
3 

ln ( 1 - dz ) > -8. = in Ir 

1 -dz > 	=O 

-dz > -1 

z < lld y como por hipótesis z < lld 

H1. (z) = r(I) q x Oqx = r(111 q 
	para z < ild 

lc) 	H1c .= -qx oqx = 1 - O = 1 	Para b1,< O, a = 1 / d < z 

Concluimos que 

la) 	Hia( 	= [ ron 4. 

lc) 	H ( Z ) = 

Para z < lld 

Para lld 	z 

Por lo tanto 

  

1  Si b es entero: 
i) Como [a) s a 

Si bl[a] 	bsa 

 

ii) Si [a]<b » a<b 
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F(z) = 

a>1 Hin c(i. 	O 5_ z - lld 

I)) 1 	1/d 	z 

Donde r(1) = -1 /8 (1 -dz) 

Anualidad vitalicia vencida ax 

Z = 

O 5K 	al=1 I i b1=- 1/d mo= O mi= 

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para b1< O, z < a, 

111 7:min 4 (r(1)1, m(I) 1- 	m(0)qx 

Donde r(1) = -II In (,z:a11. 
bi  

le) Para b1  <O, al  5_ z 

Me =  mWqx ni(0)qx 

Sustituyendo: 

HI  =min. -1 from 	qx  0 qx 
	 Para bi  = -1Id < O , z <1li 
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Donde 	-/ in l  z - 1/i  1 = I in //i z 	= 
- Id 

= - 1 In ( - dz ) 
8 

	

la) Si min = -1[-1   In( - dz ) , 	=[-( v dz)I tenernos: 
8 
	

8 

[ -1 In( u dz)I < 

ln(v-dz) > 

u-dz > v`•=0 

- dz >-v 

	

z<vId=lli 	y como por hipótesis z< 	i 

Hia (z) = r(i)) ( x - oq. = 	i) 1 q x 
	 para z <1/ i 

le) II = 	o qx  = 1 - O = 1 
	

Para al= 1 / i 	z 

Concluimos que 

la) Hic,(Z) = (ra)/ (ix 
	 Para z < //i 

le) 	H, 	 o qx  = 1 - O = 1 	Para //i 

Por lo tanto: 
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F(z) = 

z < .11i 

Donde r(1) 	- I In ( y - dz ) 
8 

Anualidad anticipada temporal a n años iirat 

OS K<n 	ai =11d b,=-1/d mo= O mi= n 

K 	a2  = 	b2=0 m1= n 	m2= co 

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para bi  < O, al  = 1 I d>z 

Hi=min [ r(1) 1, m(1) f qx m(0)qx 

Donde r(1) = -1 ln ( z - alZ  
8 	bi  

1c) Para b1  < O, al  S z 

H  le =  nzO)qx in(0)qx 
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2) 	Para 	b2  = O (t. 	2 

112 = rni2) (1.x. " ni( 	A: 

Sustituyendo: 

HI =min I  ron F qx - o  g., 	Para 1) 1 = -1Id < O, al =lld>z 

Donde r(1) = - 1 in ( z - 11 	= 1 in ( 1 - dz ) 
-11d 	3 

in) Si min = 	-1 In(1 dz) 	= 	ln( I - dz) tenernos: 

[-1 In( 1 - 	< n 

-I In( 1 dz) < n 

in( 1 - dz ) > -8n = in u" 

1 - 	> y' 

-dz > vn- 1 

z < ( 1 - vn ) I d án--I y como z < á„-1 < I Id 

cumple con la hipótesis de z < 1/d 

la) 	1-11z) = 	qx - oqx =(r(1)J qx 	Para z < iin 

lb) Si min 	[ -1 ln( 1 - 	) n F = n tenemos: 
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- 1 In( 1 - dz ) I > n 

In( 1 - dz ) -S n = in u" 

1 - dz vn 

-dz .5 v"-1 

z 	( 1 - u" ) I d = 	y para 	rzni < x S. 1 I d 

cumple con la hipótesis de z < 1 d 

lb) HIb(z) = „ qx oqx 	Para b,<0, 	< z 5.1/ d 

ic) H 	qx  - oqx 	Para b,<O, 1 d S z 

2) H2(z) = 	nqx 	Para b2=0,a2 = 

Por lo tanto tenemos: 

la) 	Hia(z) = frunqx 

lb) 	Hib(Z) = n qx 

1c) 	Hic  = n  qx  

2) 	H2(2) =1 - nqx 

Para z < 

Para tini < z 5 lld 

Para 11 d S z 

Para eini 

F(z) = 

a) fronqx 
	 Para O 5 z < eini  

b) 1 	 Para ein 	z 

Donde r(1) = -1/8 ln ( 1 - dz ) 
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Los desarrollos de las funciones do distribución de los planes faltantes se 
encontrarán en el apéndice no. 2. 

Seguro Z li'( z ) 

Vida entera 

Ax 
vK  él 	K = 0,1,... 

	

O 	z -, O  

Irt1).11 In 	O < z < v 

1 	Z > V 

Temporal n 
años 

AX:n-i 

vil" 	K = 0,1,...,n-1 

O 	K = n, n+1,... 

»p,, 	O < z < v" 

" ito).11 Px 	y 	< z < sr  

1 	z 	v 

Vitalicio 
diferido m 
arios 

III I Ax 

O 	K = 0,1,.,.,m-1 

v1(.1 	K = in, m+1,,.. 

Al 	 z= O 

niqx + miman 
O < Z < Vin 

1 	 z 15- Vin  

Temporal ni 
diferido n 
años 

111 1 Axi:ni 

O 	K= 0,1,,..,m-1 

0+1 	K = ni, m+1,...,m+n-1 

O 	K= m+n,m+n+1,... 

inch -I- .„ p,, 	O 5. z _< vm" 

Al+ komtPx 
vm" < z < Vn".3  

1 	 z Z vm+1  

2 

• lx( 	denota el menor entero mayor que x 

	

9* rfl) 	(-1/.511n r 
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Los desarrollos de las funciones de distribución de los planes faltantes se 
encontrarán en el apéndice no. 2. 

Seguro Z IP( z ) 	2 

Vida entera 

Ax 
vifi I 	K = 0,1,... 

	

O 	 z = O  

ido-i) Px 	0 < z < y 

1 	z .?.. v 

Temporal n 
años 

AX:ni 

vi' 	K = 0,1,...,n-1 

O 	K = n, n+1,... 

.14 	O 5 z < v" 

Irm-1I P*vn __ z < y 

1 	z 	v 

Vitalicio 
diferido m 
años 

M I Ax 

O 	K = 0,1,...,m-1 

vi"1 	K = m, m+1,... 

incli 	 z= O 

mqx + Ir(1)-111; 
O < Z < Vin  

1 	 Z k y'n 

Temporal m 
diferido n 
años 

m I Axi:ni 

O 	K= 0,1,...,m-1 

;7'1 	K = m, m+1,...,m+n-1 

O 	K = m+n,m+n+1,... 

mq,, 	.„ px 	O S z S vm" 

racix + ino•sin 
v`"'" < Z S. vm+1  

1 	 z 	vm+1  ................... 

2 
• lx( 	denota el menor entero mayor que x 
o. 111) . (-1/6)1n z 
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Seguro Z 10( z) 	3 

Dotal puro 
a n años 

Ax:n'i o nEx 

O 	K = 0,1,...,11-1 

y" 	K = n, n+1 

n(1,, 	O 5 z < y" 

1 	z 	yn 

Dotal a n 
años 

Ax:ni 

V11.1 	K = 0,1,...,n-1 

yn 	II = n, n+1,... 

O 	05 z < y" 

(r{11-1(1; 	VI' < Z 5 y 

1 	z ?.. y 

Dotal n años 
diferido m 
años. 

mi Meni 

O 	K = 0,1,...,m-1 

v«+' 	K = m, m+1,...,m+n-1 

vm" 	K = m+n,m+n+1,... 

m(1.‘ 	05 z < ves'" 

mqx+IK1)-11Px 
Vm" < Z < Vm"  

1 	 z k vm" 

Anualidad Z F( z ) 

Anticipada 
vitalicia ?ix 

,dic+D 	K = 0,1,... 
Wifill 	O 5 z < 1/d 

1 	 z 1. 1/d 

Anticipada a 
n arios 

dx:n-i 

h —Kkil 	K = 0,1,...,n-1 

dril 	K = n+1,... 

t(2))(11 	O 5 z < ¿in-1 

1 	 z 1 ¿ini 

3 
• jx( 	denota el menor entero mayor que x 
'• 	(x) 	denota el mayor entero menor que x 
••• 	r(11 e (-1/611n z 
•••• r(21 = (-1/6)1n (1-dz) 



CAPITULO 3 
	

90 
FUNCIONES DE DISTRIIJUCION DE Z 

Anualidad Z r 	F( z ) 	i 

Anticipada 
vitalicia 
diferida ni 
años ni I cix 

O 	 K = 0,1,...,111-1 

di(+/1 	-d„,1 	K = rn,m+1,... 

Ir (311Cin 	 O 1.:.-.  Z < C/d 

1 	z k v'"/d 

Anticipada a 
n años 
diferida ni 

ni I Éix:n i 

O 	 K= 0,1,...,m-1 

¿i541-1  -kci 	K= n1,...,m+n-1 

"41 	K= m+n,m+n+1,... 

wilq. 	O 5. z< v"' ¿i„11 

1 	 z 	?_ 	v'" ii„ 1 

Anualidad 
vitalicia 
ax 

aKl 	K = 0,1,... 
(rum(lx 	O 5. z < 1/ i 

1 	 z / 11 i 

Anualidad 
a n años 

ax: i 

aki 	K = 0,1,...,n-1 

an-1 	K= n+1,... 

u(4)1q= 	 O 5 z < aril 

1 	 z .?. ani 

Anualidad 
vitalicia 
diferida in 
años m I ax 

O 	 K = 0,1,...,na-1 

axl - ami 	K= m,m+1,... 

Ir (5)1qa 	O 5 z < v-m/ i 

1 	z z vm/ i 

Anualidad a 
n años 
diferida m 

in l ax:n-1 

O 	 K = 0,1,...,m-1 

aKi - am i 	K= m,...,m+n-1 

liman.' 	K= m+n,m+n+1,... 

km% 	O 5 z < vm  anl 

1 	 z 	z 	v'n an-i 

4 

• (xl denota el mayor entero menor que x 
•• r(3)  1-1/611n M-dzI 
••• r(4)  (-1/Eoln (v-dz) 
**** rI5I I-1/bIln (v""-dzI 
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CONCLUSIONES. 

1) Tomando como base la función Z y la función de distribución T mediante 
métodos algebraicos y principios probabilístícos, se obtuvo la función general de 
distribución. 

2) Se observa que el uso de esta forma general, se cumple para todos los tipos 
de seguros y anualidad expuestos en este trabajo, así como la adecuación de los 
parámetros de cada uno ellos obtenidos en el capítulo anterior. 
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INTRODUCC1ON 

Utilizando el desarrollo de la variable aleatoria Z del capítulo dos, se pretende 
desarrollar una función de densidad general para esta variable. 

Para el caso continuo se ocupará la función de distribución de la variable 
aleatoria T y mediante métodos matemáticos se obtendrá la función de densidad. En 
el caso discreto se retornarán conceptos de la función masa de probabilidad de K 
definida en el capítulo uno, respetando los intervalos definidos para la función Z. 

Similar al capítulo anterior, se aplicará esta función de densidad para cada 
seguro y anualidad, utilizando sus diferentes parámetros. 

4.1. CASO CONTINUO. 

La función de densidad de la variable aleatoria Z está definida por la 
siguiente función: 

fi(z) 	Gi(z) 

para i = 1,2,...,n 

Gi(z) = 

a) LYZ -a) (ma 	„t(i) 13) para bi  = O 

b) r(i) Px / x+r(i)I 8(z - a) 	para bi > O y 

ai+Invinw< z < ai+bivm(")  

e)  do P. 1L x+r(i)1  8(cti - 	para bi  < O y 

ai+bitr(i'n< z < 

Donde : 

r(i) = -113 In [(z -ai) 1 in1 	para (z - ad /1), > O. 
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Cabe aclarar que 8, la función de impulso, será denotada por A para no 
confundirla con 8 fuerza de interés. 

En el apéndice 3 se explicará la función de impulso. 

Demostración. 

Podemos escribir 1.(z) como: 

f(z) = f(Z(T) z) = f(Z(T) z n12) 

=P(Z(T) _S z n (u,„," [m(i-1),m(i)))) = Ei=1"  Gi(z) 

= Ei=in ff z 1 m(i -1) 5 T < m(i)] Prob[rn(i -1) 5 T < m(i)] (1) 

ya que O 5 m(0) < m(1) < m(2) < ...< m(n) '53 y 

171(0),Ma» u. ÍMOIM(2)) 	[M(n -1),m(n.)) es el espacio muestral, es 
decir el recorrido completo de la variable aleatoria T. 

[m(0), m(1)) n [m(1), m(2)) n 	[m(n -1),m(n)) = (I) 

Como hemos observado en los capítulos anteriores: 

Prob[m(i -1) 5_ T < (i)7 = Ma Px m(i) Px 

Partiendo de que Z = al  + biur  tenemos que: 

I) Para bi=0 	z =ctí  

ff z 1 m(i -1) S 7' < m(i)] = 	f(z)  
P [m(i -1) 5 T < m(i)] 

Considerando el denominador de (3), obtenemos lo siguiente: 

(2)  

(3)  
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P [ni(i -1) T < ni (i).7 = p (ai  < z < a, = 

= p(z=a) 	 (4) 

En el Papuolisl se define una función de densidad de tipo discreto como: 

f(x) = E k, á (x -x) 

Entonces tenemos: 

á (z - ad =  f(z )  
k, 

Por lo tanto, de (1) ,(2), (3), (4), (5) 

G,(z) = á (z -ad (. .mo ,D x -  ma) ) para b, = O 

II) Para b,4 

Fz (zim(i-1)5..T<m(0)P(m(i-1)571 <m(0)= F z (z) 

param (i -115 T<m(i) 

Fz(z) = P( Z z ) = P( a, + 	z) 

A) 	Para In> O tenemos que a partir de la ecuación, obtener el valor de T: 

ai + biuT  <z 

z a, 
b, 

1 
Papoulis Athanasios; serchability, pandee variables and stochaetic proa 00000 international 

s'andana editicni No Orar 211111 Kogalcuebal 1965. 

2 
ver apéndice 3 

(5) 

(6} 
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7' In y 	In(z- a ) 

y de la igualdad /n U = -8 

T>- j ln ( z a 	 (8) 
8 	bi  

De (7) y (8) 

= P ( ai  + bi  yr z ) = 

= P[71 .?.- 1 ln(z-a; )1= 
8 	b, 

=1-P[71 <-_1_1n(z-ad1 
8 	b, 

	

=1 - FT  [ .• 1 	(  - ai  
bi  

derivando: 
Gi (z)=Fil(z)= f,(z)= 

in( z 	*  d 	(z - ai ).1 
b, 	dz 8 	bi  

.-fz l zkin(z-ai )11.-  1  1 
b, 	8(2 - ad 

= 	rail [ - 	1  
8(z - ai) 

= 	rail [ 	1 	1 
	

(9) 

8(z - ai) 

para r(i) = -118 ln [(z -a;)/b,] para (z - ad/b;  > 
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Ya que 05 71 < 	
1)1

>0 yco,no u1  = z - ad /in 

Donde z toma los siguientes valores: 

M(i -1) T < m(i) = a, + bu "iti)  < al  + bu 	z < a, + bu mrr'  - 

Corno habíamos visto en los capítulos anteriores: 

fr (t) = t .14P.41 

concluimos por: 

G,(z) = 	1  

 

fT[ r(i)1= 

 

8(z - ai ) 

1 	r ( i ) P. 	x+r()) 

( z - a, ) 	 112) 

Para al  bu n'Y < z < al  + bvm(i - 

donde r(i) = -118 ln [(z -adlbj para (z - a,) 	> 0. 

B) 	Para bi  < O tenemos que a partir de la ecuación encontrar el valor de T: 

ai + kyr <z 

LIT  Z  

b 

T ln k ln (  z - a,  ) 
b, 
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y de la igualdad In U = -3 

T < - 1 In(z  - ai j 
	

(13) 
3 

De 16) y 113) 

Fz(z)=P[T<- 1 In(z-a; )]  
b. 

=P[T<-11n(z-ai )] 

derivando: 

G. 	= Fi z (z)= 

=Íz(z)= 

=FT [11n(z-ai )] 

= fp( 1 ln ( z 	*sil 	z - ai  / 
dz 8 bi  

= fT  [ - 1 In ( z - ai )][  
b. 	8(z - 

= 	r(i)1 f 	1 	1 
8(ai  - z) 	 (14) 

para r(i) = -118 ln [(z -01bd para (z - ad/bi  > O, por (9) 

Donde z toma los siguientes valores: 

	

m(i -1) T <rn(i) 	ai + bvni(i*" ai  + by =z < ai + bvin") 
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Corno habíamos visto en los capítulos anteriores: 

h(t) = t 	,+1 
	 (15) 

concluimos por: 

Gi  (z) = 	1 	fTlr(i)1 = 
6(z- ai )  

= 	1 	r(i)PxY x+r(i) 

	

6 (z-ai ) 
	

(16) 

Para al  + bvn" < al  + bv T  =z <al  + bV ni(i.1)  

Donde r(i) -118 in [(z -ad / IV para (z - ad / bt  > O. 

Así queda demostrado el teorema de la función de densidad de Z de (6), (12), y (16); 
ahora resta obtener la función de densidad para cada seguro descrito anteriormente, 

Seguro de vida entera pagadero en el momento en que ocurra la muerte Ax 

Z= vT  :0<_ T 

para al  = O, b1=1, m0=0, mi. 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

f(z) = r(i) Px I•4  x+r(i) / 8( z - al  ) 

para bi  > O y et,+biumw < z < 

r(i) = -1131n [(z - ae ) / bit para ( z - 	/ bi  > O 

Sustituyendo : 

f(z) = r(1) p„ P x+,(,)  / 8(z) 
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para O < z 

r(1) = -118 in(z) 

Seguro temporal a n años Ax':n-1  

Z= 
a) U T 
	

O 5 71  < n a1=0 1)1=1 mo=0 m 1=n 

b) O 	n T < oo a2=0 b2=0 ml=n m2=c.. 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1(z) = r(1) Ps P x+r(1) / 8( z - al ) 

para b1  > O y ari-billnw< z S a,+b1um(o) 

Con r(1) = -118 ln [( z -al ) / b1] para ( z - al ) / b1  >0. 

G2(z) = á( z - a2) (n(1) Px - rn(2) P.) 	para b2  = O 

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = rw Px 1 x+r(1) 8(z) 	para bl  > O y vii< z 5 v°  =1 

Con r(1) = -118 in (z) para z > O. 

G2(z) = A(z) px - 	= á( z I( „ px - 0 ) = á(z) „ px  

para b2  = O y a2=0 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa de 
probabilidad, tenemos: 
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f(z)= 

a) n Px 
	 z=0 

b) ro) Px II x+r(1) / 13(z) 
	

v"< z < 1 

c) O 	 otro caso. 

donde r(1)= -118 lnz 

Seguro dotal a n años ken-i 

Z = 

a) vT 	O T < n a1=0 b1=1 mo=0 rni=n 

b) Un 	n < T < oo a2=v" b2=0 m 1=n m2=00 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1(z) = ro) Px u 	8(z) r- xtr(1) 	- • - 

para b1  > O y Un")  < Z < Un1(0)  

Con r(1) = -118 in (z) para z > O. 

G2(z) = 	z a2) mrv P.-  m(2)Px )  

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = ron P. 12  x+r(1) / 8(Z) 

para b1  > O y Un  < Z < u0  =1 

para b2  = O 
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G2(z) = 	z -u") („ p, - 	) = A( z - v") ( „ 	- O) = A( z -v") 

para b2  = O y a2=v" 

f(z) = 

a) dr) P. Y x+r() / 6(z) 
	

U" <z .5_ 1 

b) n Px 	 z = v" 

e) O 	 otro caso. 

Con r(1) = -118 ln (z) 

Anualidad vitalicia ax 

Z = 

a71 	O S T 	a1=1 /S b1=-1 /S m0=0 mi= o. 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1(z) = r(1) Px /L x+r(11 / 8( al  z ) 

para bl  > O y al+b,v" z < al+b ir")  

Con r(1) = -118 In ( z - a)  para z > O. 
bl  

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = 	P.12  .4,(1) / 8( 118 - z) = r(1) P. lu x+r(1) ( 1  ' 8z ) 

para b1  < O y 1 / S - 1 / 8v0= O S z < 118 -118v-  =118 

0<_z<118 
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Con r(1) = -1/8 in 	- 1/8) 	-1181)1 (1-6z ) 
-118 

f(z) = 

a) r(1) Px P .+,-(1) I ( 1  - 8z ) 
	

O <_ z <1 / 6 

Con r(1) = -118 in (1-8z ) 

Anualidad a n arios ax:n1 

= 

a) arl 	O 5 T < n 	a1=118 b1=-118 m0=0 m1= n 

b) a„-1 	n 5 T< 00 	a2=an-i b2=0 ml=n m2=c13  

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1(2) = r(1) P. FI .+r(1)/ 8( al 	) 

para bl  < O y ai+bivm" 5 z < ari-biun" 

Con r(1) = -118 In (z - 	para z > O. 
b 

G2(z) 	¿(z 	(m(1) Px - .(2) P.) para b2  = O 

Sustituyendo, tenemos: 

01(z) = r(1) P. P x+r(DI 8( 118 z) = do px  u x+r(I) I ( 1 - 8z ) 

Para bl  < O y O 5 z< an-1 
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Con /y0 = ¡/8 in (z-//5) 	-/.45 In (1-15z ) 

-116 

(52(Z)  = 15(2  "1) („ 	 A( z - 	n ) „p„ 

para Ir;  = O 	y 112. an 

f(z) = 

a) ro) Px P xml) ( - 8  z) 
	O z < ani 

b) ,p, 	 z= an-1  

c) O 	 otro caso 
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El desarrollo de las funciones de densidad de los planes faltantes se enetnurarán en el 
apéndice número 4. 

Seguro Z f(z) 2 

Vida entera 
_ 
Ax 

vi.  ..f. 	O 
,,1.1)‘ li. / 8z 

O 

O < z 5 I 

otro caso 

Temporal n 
años 

— 

AX.:111 

vT 

O 

O 5 T< n 

T ?. n 

Px 

r(111n 	1-1 x,ft / 87 

O 

z= O 

V" < Z 5 1 

otro caso 

Vitalicio 
diferido m 
años 

mlAx 

O 

vr  

O 5 T< m 

T z m 

mqi 

r11)Px Ilikft / 8z 

O 

z= O 

O < Z 5. Vm  

otro caso 

Temporal m 
diferido n años 

_ 
mlAx.:n1 

O 

v
i' 

O 

O 5 T< m 

ni 5. T< ni+n 

T 	m+n 

111% + nifn N 

„11p,, 11,4, / 8z 

O 

z= O 

y' < z 5. v"' 

otro caso 

1~1~11.111~1~51 

2 

r(1) . (-1/6)Inz 
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Seguro Z f(z) 

Dotal 	puro a 
n años 

— 
Ax:ne-1 	o nEx 

O 	0.<_'I'< n 

v" 	T k n 

n (I ‘ 	7.= O 

.1). 	z= v" 

O 	 otro caso 

Dotal a n años 

Ax:n i 

v' 	O 5 T< n 

y" 	T ~ u 

nPA 	 z= v" 

r(I)PA 11,,, / 8z 	V" < z < I 

O 	 otro caso 

Dotal n años 
diferido in 
años. 

_ 

illl AX:111 

O 	O< T< m 

v1 	in 5 T< mi-n 

V' 	T 1c in+n 

mol 	 z= 0 

uplm PA 	 Z-= yngn 

r(I)P 	II„, / Sz 	v`"+" < z 5 vm 

O 	 Otro caso 

Anualidad Z f(z) 

_ 

Vitalicia ax 
— 
a 	T k O 

re4R, NA+1-12) / (1-8z) 
O< z 5 1/8 

O 	otro caso 

n años a

ax:n1 

— 
ar, 	T Z O 

_ 
ano 	T 	n 

i(2)1): Ilx+rn) / (1-8z) 

O`< z 5 ani 

_ 

nPx 	Z= alln 

O 	 otro caso 

3 

r(11 (-1/6)1nz 
•• 	r(2) (-1/611n(1-6z) 
.• 	r(3) 1-11611n(v'-6z1 
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Anualidad Z f(z) 

Vitalicia 
diferida in_ 
años 	m I ax 

O 	 O 5 T< m 

- 	- 
ati  -am) 	T> m 

n)(1x 	 z=0 

red)Px Plor(3) / (vm-8z)  
O < z< v"'/8  

O 	otro caso 

n años 
diferida m _ 

- 
m 1 ax:ni 

O 	 O 5 T< m 

_ 
ari -ami 	m 5 T< rn+n 

vniani 	T ?... m+n 

mqx 	z=0 

r(3)Px Ilx+r(3) / (v"'-l5Z) 	— 

V O < z 5 	" ani  
_ 

111 4. nr)  )1 	z= vmaji 

O 	otro caso 

4 

r(3) = (-1/611n(v -6z) 
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4.2 CASO DISCRETO. 

La función de densidad de la variable aleatoria Z de tipo discreto, está definida por 
la siguiente función: 

fz(Z) = Gi(Z) 

para i = 1,2,...,n 

Gi(z) = 

a) 'ei •1) Px - ,n i. Px 

b) kI qx 

Demostración. 

Podemos escribir f(z) como: 

Para z= 	bi  = O 

Para z=a +bivk'" , bi  O 

k= 

f(z) = P(Z(T) = z) = P(Z(T) = z 

=P(Z(T) = z n 	[m(i-1),m(i)))) 

= Ei.In  P ai+bi vil+1  z n m(i -1) < K < m(i)1 	Gi(Z) 

ya que O 5 M(0) < m(1) <m(2) <...< m(n) c° y 

IM(0),m(1).) u [m(1),m(2)) 	fm(n,  -1),m(n))= espacio muestral, es decir 

el recorrido completo de la variable aleatoria K. 

Como hemos observado en los capítulos anteriores: 

Prob[m(i -1) < K < man = ma •v Px -  mm Px 

Partiendo de que Z= 	+ b IC+1 tenemos que: 
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I) Para hi=0 

	

Gi(z)= P [ 	z n m(i -1) 5_ K < m(i)1) 

= P [ m("i -1) K < M(ill para z=ai  

=m(1 • 1) Px -  ni(i) Px 
	para z=ai  

II) Para 

Gi(z) = P [ai  + biuK+1= z n mi ., K < mil) 

= P f mi .'  K < mj para z=ai  + 

y K 	 ...,mi-1 

= E k1 q, para z=ai  + bivK+1  

y K 	 ...,mi-1 

Así queda demostrado el teorema. 

Seguro de vida entera Ax 

Z = V"  : K= 0, 1,... 

donde a, = O, b,=1 mo=0 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

	

f(Z) = ki qt 	Para z =V k+1  y k= 0, 1,... 
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seguro temporal a n años Axial 1  

= 

a) r" 	K=0, /, 	n-1 	(11=0 b1=1 mi)=0 m i=it 

b) O 	K=n,n+1, 	a2=0 19 2=0 1111=11 111 2=00  

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

	

= 	Al q„. 	 Para z =a, +b k v k“ 
b l 	0, k=ine, , 1, 	m1-1 

	

02= 	Px m1211) 
	

Para z =02  , b2  = O 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa de probabilidad, tenemos: 

f(z)= 

a) k  I q, 	Para Z = V"' y 	k=0, 1, .... n-1 

b) Para z =O 

c) O 	 otro caso. 

Seguro dotal a n años Men] 

Z = 

a) 1,1+1 	K=0 ,1,..., n-I 	ai=0 b,=1 in 0=0 	m i=n 

b) vn 	K=n,n+1,... 	 a2=v" b2=0 in 1=n 	m 2=00  

Utilizando el teorema anterior tenemos: 
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G 
	

Para z =1' 
h --A O , K=  m i„,,...m„,- 

G2( Z-) = Hun Pl, -  Hu2)19‘ 
	 Para z =a, b, = O 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa de probabilidad . 
Tenemos: 

z = y"' k = 0,1 ..... 

Z = 

otro caso. c) O 

Anualidad vitalicia anticipada ü x 

Z = 

a) da., 	K=0,1,... 	ai=1 /d b1=-11d mo=0 m1= 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

Gl=  ki qx 
	Para z=1 /d - v" Id 

bl 	O y k = mo,...,m1-1 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y corno puntos masa de 
probabilidad . Tenemos: 

f(z) = 

kI qs 
	 Para Z = 4+11 y k = 0,1,... 
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Anualidad vitalicia (vencida) GX 

= 

a) a, 1 	K=0,1,... 	a,=.1 I i; b 	d; m„=0; 	x111= 00  

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

f(z) 

a) 	k  qx 	Para z = ak.1 y h = 0,1,... 

Anualidad anticipada por n años 

Z 

a) iiK+1-1 	05.K<n 	a1=1 I d b1=-1 Id m0=0 mi= n 

b) I 	n K < 	a2=ti„-] b2=0 mi=n m2=0. 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1= 	ki qx 
	 Para z = 11d-v"1ld 

b1 #0 yk= 0,...,n-1 

02(z) = m(1) Px - ip.(2) 
	Para z = a2  ,b2  = O 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa de 
probabilidad . Tenemos: 

f(z) = 
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otro caso 

y k 

El desarrollo de las funciones de densidad de los planes faltantes se 
encontrarán en el apéndice número 5. 

Seguro 
........-......- 

Z f(z) 

Vida entera k 1 qx z= V"  i  
V1C+1 K = 0,1,... k= 0,1,... 

Ax 
O otro caso 

Temporal n vic+' K = 0,1,—,n-1 in% z= 0 
años k 1 qx Z= Vi's'i  

O K = n, n+1,... k= 0,1,...n-1 
AX:n1 O Otro caso 

Vitalicio O K = 0,1,...,m-1 fiPx z= O 
diferido m 
años v1S+1 K = ni, m+1,... 

k 1 qx 
z= ykt1 

k= m,m+1,... 

m 1 Ax 
O Otro caso 

Temporal m O K = 0,1,...,m-1 ncl. + nx+n Px z= O 
diferido n k 1 qx  z= Z= V 
años vK*1 K = ni, m+1,...,m+n-1 

O 
k= m,m+1,.., 

Otro caso 
m 1 Ax:n1  O K= m+n,m+n+1,.., 
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Seguro Z fi z) 

Dotal puro 

Ax:n -1 o nEx 

a ti años .1)x 
0 	K= 0,1,...,n-1 

vn 	K = n, n+1 

n O. ,, 	z= O 
z= y" 

O 	Otro caso 

Dotal a n 
años 

Ax:n 

v" 	K = 0,1,...,n-1 

vil 	K = n, n+1,... 

n.114 	z= O 
k i (lx 	

z= vk+1 

k=0,1,...,n-2 
O 	Otro caso 

Dotal n años 
diferido m 
años. 

in I Ax:n 1 

O 	K = 0,1,...,m-1 

v114.1 	K = m, m+1,...,m+n-1 

;pm, 	K = ra+n,m+n+1,... 

inclx 	 z= O 

I11411.1 Px 	z= v"D" 

k 1 q,, 	 z= yk+1  

k= in,...,m+n-2 
O 	 Otro caso 

Anualidad Z f(z) 

Anticipada 
vitalicia dx 

áK+1-1 	K = 0,1,... 
id Tlx 	z= lig+t-i 

k=0,1,... 
O 	otro caso 

Anticipada a 
n años 

ax:n1 

iii(441 	K = 0,1,...,n-1 

( in I 	K = n+1,... 

k I qx 	Z= 1K+/-1 
k=0,1,...,n-1 

.P. 	z= iinl 

O 	otro caso 

Anticipada 
vitalicia 
diferida m 

"ñ" m  l dx  

L otro 

O 	 K = 0,1,...,m-1 

lix+/-1 	'5„a l 	K= m,m+1,... 

niclx 	z=0 

k i Cli 	z=  K+11 	"Inai 

k= m,m+1,.., 

caso 
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Anualidad Z ñz) 

Anticipada a 
n años 
diferida m 

171 lawn i 

O 	 K = 0,1,...,m-i 

ilh 	! 	'd 'II [ 	 K= m,...,m+n- 

0,,.¿Gi 	K.-- in+n,m+n+1,... 

„,q, 	z=0 

h i g. 	z=aK+ 1 I 	"am 

14 	z= umii,, 
O 	otro caso 

Anualidad 
vitalicia 
ax 

a K i 	K = 0,1,... 
k I ("ix 	z= aK"i 

k=0,1,... 
O 	otro caso 

Anualidad 
a n años 

ax:n i 

aK1 	K = 0,1,...,a-1 

a„- i 	K = n+1,... 

k 1 Clx 	z= al,. i 
k=0,1,,..,n-1 

riPx 	z= an 1 
0 	 otro caso 

Anualidad 
vitalicia 
diferida m 
años m I ax 

O 	 K= 0,1,...,rn-1 

aK-1 - am  -i 	K = m,m+1,.. 

,,,CIA 	 z=0 
k  1 q, 	z=aK-1 	- anci 

k = m,m+1,... 
0 	otro caso 

Anualidad a 
n años 
diferida m 

m I ax:n1 

O 	 K = 0,1,...,m-1 

alci - ami 	K= m,...,rn+n-1 

vnlani 	K= m+n,m+n+1,... 

,„q„ 	z=0 

k I qx 	Z=aK+1.1 	- ami 
k = m,...,m+n-1... 

m+nPx 	z= vma„-I 
0 	otro caso 

CONCLUSIONES. 

1) Mediante métodos algebraicos, probabilísticos y de cálculo diferencial se 
definió la función general de densidad, a partir de la función de distribución de T. 

2) Se aplicaron los parámetros correspondientes a cada tipo de seguro y 
anualidad, obteniéndose la función de densidad particular para cada uno de ellos, 
tanto en el caso discreto como en el continuo. 

3) Esta función nos permitirá el desarrollo de la esperanza de la función Z, que 
será de gran utilidad para llevar a cabo cálculos de primas netas únicas, primas netas 
niveladas y reservas, que se realizarán en el capítulo siguiente. 
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INTRODUCCIÓN. 

Como objetivo principal de este capítulo se tiene la obtención de las primas 
netas únicas, primas netas niveladas y reservas, tornando en cuenta los desarrollos 
realizados en capítulos anteriores. Estos conceptos son fundamentales para la 
creación y funcionamiento de cualquier producto actuarial. Por lo cual se utilizan 
todos los puntos obtenidos anteriormente. 

Partiendo de Z y su función de densidad se calculará su esperanza, la que 
representa la prima neta única. Posteriormente, basándose en el Principio de 
Equivalencia sobre el pago de beneficios y obligaciones de un seguro, obtendremos las 
primas netas niveladas. Con el transcurso del tiempo este principio sufre un 
desequilibrio, el que nos conduce hacia la necesidad de crear una reserva. 

Las bases teóricas se desarrollaron para ambos casos, discretos y continuos, 
cabe destacar que los ejemplos prácticos sólo contemplan el primer caso ya que la 
mayor parte de la aplicación actual de seguros en nuestro país se practica con el tipo 
discreto. 

5.1. PRIMAS NETAS UNICAS.- 

CASO CONTINUO 

La prima neta única de un seguro o anualidad es la esperanza de "Z " función 
do valor presente de beneficios. Existen 2 maneras de evaluar dicha esperanza que 
resultan equivalentes. 

Si T es una variable aleatoria y Z es una función de T con 
contradominio en los reales, es decir, Z = E ai  b v, Z es también una variable 
aleatoria con una función de distribución de probabilidades. 

1) E ( Z ) = j.„: z f ( z ) dz 

2) E ( Z ) 	z f(t ) dt 
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CASO DISCRETO 

Si K es una variable aleatoria y Zr  es una función de K , es 
decir, Z = 	a; 	bi  u h, Z es también una variable aleatoria con una función de 
distribución de probabilidades existen dos formas de calcular su esperanza. 

1.) E (Z) =f(z ) 
 

2) E ( ) 	z 

La función Z para cada seguro y anualidad han sido descritas en el capítulo 
dos. Tanto K como T y sus funciones de densidad fueron analizadas en el capítulo 
anterior. A continuación se desarrollarán sus esperanzas usando estos conceptos para. 
obtener su prima neta única. 

De aquí en adelante se desarrollará únicamente la variable aleatoria discreta 
por ser el matado principalmente usado en México. 

Se trabajará básicamente con dos seguros: dotal mixto y ordinario de vida. 
Las anualidades desarrolladas serán únicamente anticipadas. 

Los desarrollos de los denlas seguros y anualidades son análogos. 

Utilizando la tabla resumen de funciones de densidad del capitulo 4 para el caso 
discreto (página 112) desarrollaremos la esperanza de: 

Seguro ordinario de vida 

E( Z ) = sk=0- 	k  iqx  = Ax 

Seguro dotal mixto n años 

E( Z) = Ik=0" vkl-I 1 
k qx + v" „px 
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Anualidad anticipada vitalicia 

E( Z) _ Ek=0  kil; k111.1: = 	 ) ( k Px - 1,114 ) 

=Ek,01)0(hPx -  k+ 1 Px 	 k+i 	) 	 k+i Px )+•• • 

= 1)" o Px 	Px + V 2  2 Px == 	k tt,  V k  k P.r = 

o bien 

= Ek =0 4+11 kiqx 	(1-V h+1)/ d k lqx  =(.1 d) (1-Ax) 

Anualidad anticipada a n años 

E( Z ) Ek=On  I  dk+11 kiqx 	n Px = 

= Ek=0".1  (111.0k  V h  ) Px - 11+1 Px ) Eh.0" V h „ Px = 

=Ek.0" .1"Px k+1 Px-1-  „ Px )+Ek=1n1V1( kPx - k+1 Px4.:Px ) 

Ele=n•I 
n•1 

v".1  ( kPx k+I Px 	n Px ) 

= U°  O Px 	Px ••• 	n-I Px 	Ik=0" U k  k Px 

x3 i1 
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o bien, 

	

klq, 4- á „ I  „Pr=lh,.(f (1 I (1)(1-v k' 141(1,-14 I I (1)(1-ok 	„p, 

= (1 Id) (1", „1 
kl (Ir+  „ 	) - 	:0'1 I  U"  k1 (h- + u" „ P ) ) 

= 	Id) (1-Ax:n 

Ahora se obtendrán las varianzas de los siguientes planes: 

a) Ordinario de vida. 

b) Dota! a n años 

c) Anualidad anticipada vitalicia. 

d) Anualidad anticipada a n años. 

Ordinario de vida. 

Var ( Z ) = E ( z2  ) - E ( z )2  = 

= Ek,.(;"  1)2  ) k+1  k1 qx - Ax2  

Si definimos 2AX como un seguro con tasa de interés (l-1-i )2  - 1, tenemos: 

Var ( Z ) = 2Ax Ax2  

Dotal a n años. 

Var ( 2 ) = 1,k.on-1 ( U 2 )k+I k  I qx +v2n Ax:n_i  2 = 

= 	- 	- ( Ax:n--]  )2  = 

= 2Ax:n i - Ax:n 12 
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Anualidad anticipada vitalicia.  

Var (Z) 	(  - 	k I qx - 	( 1 - Ax ). 2= 

	

d 	 c1 

[1: k=„11-21)"1-1-v2(k+11)  k1 qx - 1 (.1 - 2Ax - 2Ax+ Ax 	= 
d2  

=..1.Ek.frk1 q, - 	vk+1,! qx 	v20,..% qx - 1 +2Ax - Ax2  = 
d2  

= 1 ( 1 - 2Ax + 2Ax 1 - 2Ax+ Ax 2) = 
d2  

. 1 ( 2Ax - Ax2  
d2  

Anualidad anticipada n años. 

Var ( Z ) = Ek.j" 	vil+1  )2 k qx + ( 	192,Px  LL( 1 - Ax: n1 

	

d 	 d 	d 

	

.••• k+1 	2(k+1)k 
= 	rrk,-.0 (.1"ZU 	 k1 qx + np„- 2unnp.4- v2nrp 	- x 

d2  

- 	1 ( 1 - 2Ax:n1 + Ax: n-1  2) = 
d2  

n.i v2awv 
=-1-1 1  "n P. 2(1k.on'' q x+ U n 	) n px  

d2 	
k=0 	k qx+ n px+ V 2nytpx  

1 +2Ax:n- - Ax:n-.1  2  = 
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1( -2Ax:n-1 	2,4x:n - 	, Ax:n
d2 
	 2) = 

	

=1 [ 	- (Ax: t I  )2 ] 
d2  

5.2.- PRIMAS NETAS NIVELADAS. 

Hasta el presente capítulo, consideramos sólo la posibilidad de adquirir un 
seguro mediante el pago de la prima en una exhibición ( prima única ). El realizar 
este desembolso representa en la mayoría de los casos, un gasto considerable y a su 
vez inaccesible. Como medida alternativa se creó una forma de pago mediante 
anualidades bajo el Principio de Equivalencia. 

Este principio sostiene que el valor presente de estas anualidades debe ser 
igual al valor presente de los beneficios del seguro. 

Lo anterior lo podemos enunciar de la siguiente manera: 

E] Valor presente de los beneficios ] = El Valor presente de las primas netas] 

denotado: 

E( ZB  ) = E( P Zo) 

Donde 

B = Beneficios 
P = Prima Neta 
O = Obligaciones 

De esta igualdad tenemos: 

E( ZB - P Z0  ) = O 

A la diferencia del valor presente de los beneficios y el valor presente de las 
mimas netas se define como " pérdida del asegurador " ( ). 
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L = Z1, - P 
Utilizando el principio de equivalencia tenemos: 

E[L:1=0 

Aplicando estos conceptos: 

E E Valor presente de = Prima Neta * E E Valor presente de la anualidad 1 
los beneficios 	 en que se pagará la prima neta 

Prima Neta =  E f Valor presente de los beneficios 1  
E E Valor presente de anualidades 

La varianza la expresamos de la siguiente manera: 

Var(L)=E(L2 )-E(L)2  

y como la E (L) = 0 por el principio de equivalencia tenemos que: 

Var(L) = E(L2 ) 

Las primas netas pueden clasificarse de acuerdo a su forma de pago y el tipo 
de beneficios ( continuo o discreto ) de la siguiente forma: 

- Primas totalmente continuas. 
- Primas totalmente discretas. 
- Primas mixtas. 

PRIMAS NETAS TOTALMENTE CONTINUAS. 

En este tipo de primas los beneficios que otorga y las anualidades con las que 
se paga son de tipo continuo ( capítulo no. 4 ) . Con ellas se pueden obtener varias 
combinaciones. 
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PRIMAS TOTALMENTE DISCRETAS. 

Son aquellas pagaderas al principio del período y donde los beneficios (muerte) 
son pagaderos al final del período en que ocurra. 

PRIMAS MIXTAS.  

En éstas se combinan los dos tipos anteriores. Obteniendo por ejemplo un 
beneficio de muerte otorgado al momento de ocurrir ésta, adquirido por una 
anualidad pagadera al inicio del período. 

A continuación desarrollaremos las esperanzas y varianzas de los siguientes 
planes: 

a) Ordinario de vida. 

b) Dotal a n años. 

Para caso discreto por ser este método el más usado en el mercado mexicano de 
seguros. 

ORDINARIO DE VIDA 

Beneficios: 

= yK+1 

Obligaciones: 

Zo = K+1"I 

K = 0,1,.., 

K = 0,1,.. 

f(z) 

k I qx 

k 1 qx 

Prima neta nivelada =  E ( Z8J__ = Ax = P 
E (Z0 ) 	dx 

E(L)= Ax-Pdx 
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Var ( ) = E ( 	) - [ E (L) 	= E ( 	) dado que 1+.(L) =O 

= E I Zn2  - 2 PZB  + 132  Z: 

= E (Zn 2  ) - 2P E ( Z„Zn ) + E ( Z„2  ) 

=2Ax + ( 1- 2Ax+ 2Ax) - 2 ( Ax -2Ax) + 132  ( I - 2Ax + 2Ax) 
d2 	 d 	 d2  

(Ax+Pdx)2  

= 2Ax ( 1 + P)2 - 2Ax ( 132_ +P) +P2  
d 	d2  d d2  

Ya que 

E ( ZB2  ) = 2Ax 

E(Z02 )= E1(1 - v"1 )2 .7 = 
d 

= j_ [ 1 - 2 vh+1  + v2(k+" 1 = 
d2  

= P2  [ 1 - 2Ax + 2Ax 
d2 

E ( ZB  * Zo  ) = E ( v"1  ( I - r' ) ) = 
d 

= 1 E ( Uk+1 v2(k+1) )=  
d 

= 1 ( Ax - 2Ax ) 
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Para simplificar la expresión le restarnos ya E(I.)` = O 
Entonces: 

= 2Ax 	+ P - 2Ax ( 132 P ) 	- (Ax 
d2  d d2  

y sustituyendo ¿ix =(1 /d)(1-Ax) 

Var(L) = 2Ax. Ax)  ( 1  + p )2 
d 

SEGURO DOTAL  

Seguro dotal a n años adquirido por una anualidad a n años. 

Beneficios: 	 f ( z ) 

ZB  = 	 K = 0,1,..,n-1 	k 1  qx 

= u
n 

Obligaciones: 

Zo = á K4.11 	K= 0,1,..,n-1 	k 1 qs 

d 	K = n,.. 	 n Ps 

Prima neta nivelada =  E (Zj. Ax;n1  = P 
E ( Zo ) 

E ( L ) = Ax:n1  - P áx:n-1  

Var ( L ) = E ( L2  ) - E ( L)2  = E ( L2  ) = 

= E ( ZB2  - 2 P Zn 	+ P2  Zo2  ) 
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= 2,4x:n i  - 2P ( Ax:n - 2Ax:n.1 ) 	1 - 2.Ax:11 ) + 2Ax:11 ) 
d2 

2Ax:11 ( 1 + 2P + 1-' ) + Ax:n L-2P -2132_1 + 132  

d2 	 d d2 ds 
Para simplificar la expresión le restamos ya /./XL,)2  = O 

Entonces: 

	

2Ax:n 1  ( 1 + P 	- 2A-1C31 ( 1-72  + P ) 	- (Ax:n-1  +Páx3:21 

	

d 	 d2  d d2  

y sustituyendo eix:n j  =(1 1 d)(1-Arrui ) 

Var(L) = ( 	Ax:n-1 ) ( 1 + P )2  
d 

E ( ZB2  ) = 2Ax:n-I 

P E ( ZB  Zo  ) = 	 Vhfl  tik+1-1 ) k1 qx + un ¿in-1 nPx = 

= PE n•1 vk+1 v2(k+1) ) k 1 qx 	132n npx  = 
d 

 

d 

 = P Ek=On.1vk+1 qx+ v"InPx+Ek.,0"-11)2(k+1)k1 qx + u2" ,p x  d 

 = P ( Ax:n-1 	) 

E ( Zo2  ) = P2  ( 1 - 2Ax:n-i + 2Ax: ) 
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EJEMPLOS 

Para tina cartera de 100 primas totalmente discretas de edad :15 y usando la T d la 
Mortalidad Ultima Experiencia Mexicana 82-89 con un interés del 6%, se calcularán: 

a) Varianzas 
b) Probabilidad de que L sea mayor que 0, es decir que la función de pérdida del asegurador 

sea positiva. 
c) Prima nivelada necesaria para obtener la probabilidad de que 1. sea positiva, resulte 

menor que 0.05 
Para los planes Ordinario de Vida y Dotal a 20 años. 

ORDINARIO DE VIDA 

a) De acuerdo a las varianzas obtenidas anteriormente: 
Var ( L ) = ( 1 + P/d )^2 ( 2Ax Ax^2 ) 
2Ax = 	0.0396 
Ax:= 	0.1362 

P = 	 0.0089 
d = 	 0.0566 

	
VAR (L)= 0.0282 

b) Si Li denota el riesgo de pérdida por parte del i-ésimo asegurador, entonces se desea 
calcular P( 	Li > O ) P ( L > O / 100 ) 
ya que el tamaño de la muestra es grande, el teorema del límite central establece que L 

es aproximadamente una distribución normal: 
media = E ELE = O 	 varianza = Var LE/ 100 
Estandarizando: 

PI L > O ) = P ( 	L-E1L1 	> 	O - E ELJ 	) 

(VarILE / 100)1'1/2 	(VarIL) / 100)"1/2 

P(L> O )=P( 	L- O 	> 	O - O 
(VarELI / 100)1'1/2 	(VarILI / 100)"1/2 

P ( Z > 0) = 0.5 según valores en tablas de la normal estandarizada ( Z ). 
P 	> O = 	 50.00% 
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C) Para deterilliniir la prima necesaria para que P 1 1 > O ) = 0.(I5, la aproximamos a 

una distribución normal: 

1 0 -El 1,  I / I V;•11,1/ 100 )^1/2 ) = 1.645 

-(Ax -P ax / Var11. 1^ l/2)=1.645/1.00 

-1Ax -P ax / (1 1+P/d )( 2Ax - Ax^2)^ 1/2  1=0.01645 

Despejando P (prima) 

( prima I = d 	0.164:5* 2Ax - Ax^2)"1/2)+ Ax) / 1- ( Ax + 0.1645*( 2Ax - Ax^2)^1/2 )1 

sustituyendo valores: 

( prima ) = 	0.0091 

Lo que representa un incremento del 1.47% con respecto a la prima original, incluyendo 

un grado de confiabilidad de 95% de que el asegurador no tenga pérdida. 

DOTAL A 20 AÑOS 

a) De acuerdo a las varianzas obtenidas anteriormente: 

VAR (L) = 2Ax:n ( 1+ 2P/d + P^2/d^'2 ) + Ax:n (- 21)^2/dA2 - 2P/d ) + P^2/d^2 

2Ax:n 	0.1155 

Ax:n 	 0.3305 

P 	 0.0279 
cl 	 0.0566 

	
VAR (L)= 0.0139 

1)) Si Li denota el riesgo de pérdida por parte del i-ésimo asegurador, entonces se desea 

calcular P( 	Li > 0 ) = P ( L > 0 / 100 ) 

ya que el tamaño de la muestra es grande, el teorema del limite central establece que L 

es aproximadamente una distribución normal: 

media =E1L]=0 	 wirianza = Var 1 L 1 / 100 

Estandarizando: 

P(L> O )= P ( 	 > 0 - E ( L1 	) 

Var[L] / 100 	 Var[ L 1 / 100 

13 ( L> O )=P( 	L- 0 	> 	0 - 0 	) 

VarILI / 100 	 Var[ L 1/ 100 
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P ( Z > 0) = 0.5 segun valores en tablas de la normal est andarizada 1 Z i. 

P ( L > O ) = 	 50.00% 

e) Para determinar la prima necesaria para que P ( L > O 1= 0.05, la aproximamos a 

una distribución normal: 
/ ( Van' / 100 1^1/2) = 1.645 

-(Ax -1' ax / Var(L )^1/21=1.645/1.00 
-(Ax -P ax / ( ( l+p/d ) ( 2Ax - Ax^2)"1/2 1=0.01645 
I prima ) = d i ( 0.1645* 2Ax - Ax^2)^ 1/2)+ Ax) / 1- ( Ax + 0.1645*( 2Ax - Ax^2)^1/2 ) 
sustituyendo valores: 
( prima ) = 	0.0280 
Lo que representa un incremento del 0.23% con respecto a la prima original, incluyendo 
un grado de confiabilidad de 95% de que el asegurador no tenga pérdida. 

Con estos ejercicios se pretende obtener una aplicación real de los conceptos y 
procedimientos propuestos a lo largo de este trabajo, complementados con algunas 

herramientas probabilísticas y estadísticas. Aportar un grado de confiabilidad para 
el cálculo de la prima considerando la experiencia en mortalidad de la cartera, sin 
olvidar la posibilidad de salir del mercado debido a algún incremento excesivo en la 

prima, puede ser un instrumento valioso de análisis de un producto. 

Actualmente en nuestro país, todo este procedimiento de análisis no se le ha llevado 
a la práctica real en productos existentes en el mercado de seguros mexicano, por lo 

que consideramos que se cuenta con un amplio campo de desarrollo de estos 
conceptos. 
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U.- RESERVAS. 

El concepto reserva nace a partir del desequilibrio que sufre el Principio de 
Equivalencia con el transcurso de algún tiempo, ya que al inicio las primas pagadas 
por el asegurado son mayores que el riesgo por el cual está cubierto. Por lo cual, al 
exceso del valor presente de los beneficios contra el valor presente de las primas netas 
futuras, lo llamaremos reserva.  

Dos métodos para el cálculo de reservas son: 

1) Método retrospectivo. 
2) Método prospectivo. 

Método Retrospectivo. 

Nos situarnos al tiempo de valuación de la reserva, antes del pago de la prima. 
Analizamos las obligaciones y derechos que se han cubierto y cobrado, 
respectivamente. De esta forma, el excedente que resulte de restar las primas 
cobradas al tiempo de valuación menos los derechos cubiertos, será igual a la reserva. 
Esto lo podemos expresar como: 

Reserva al tiempo = Valor presente de las primas - Valor presente de los beneficios 
x+t 	 cobradas hasta x+t 	 cubiertos a x+t 

Método Prospectivo. 

Mediante este método se obtiene el cálculo de la reserva al tiempo t, por lo cual 
nos situamos al tiempo 	Analizamos los beneficios y las obligaciones contratadas 
o reservas, sea igual a: 

Reserva = Valor presente de las obligaciones - Valor presente de las primas 
por cubrir. 	 por pagar. 

De acuerdo al Principio de Equivalencia, la reserva al tiempo t la podemos 
expresar de la siguiente manera: 

IV = E E Valor presente de los beneficios - Valor presente de las primas 1 
futuros a partir de x+t 	por recibir de x+t 
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lo que podemos expresar de igual manera: 

tV = E L ) 

Para el caso discreto usamos la variable aleatoria J tiempo futuro de vida para 
una persona de x+k, desarrollada en el capítulo no. 1 

F(l)=ici x+k 

y su función de densidad: 

f ( 	= P x+k 

donde j y k son enteros positivos. 

La función de distribución y densidad para Z ( j ) es análoga a la de los 
capítulos 3 y 4. 

Para el caso continuo usamos la variable aleatoria U tiempo futuro de vida 
para una persona de x+t, desarrollada en el capítulo no. 1: 

F (u) = 1 - 	P x = u q 

t P 

y su función de densidad: 

f (u) = u Px+t 

La función de distribución y densidad para Z en el tiempo t es análoga a la de 
los capítulos 3 y 4. 

ORDINARIO DE VIDA 

A continuación se desarrolla la esperanza y varianza de 	de un plan 
ordinario de vida: 

Valor presente 
	

f(z) 

ZB  = j 'II 
	

ji q x+k 
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Z„ 

E ( 	) = E ( Zll  ) - P E ( Z„ ) = 

Ax+k - P ¿ix+k 

Var ( kL) = E ( kL2 ) - E ( 	= 

= ( 2Ax+k - Ax+k ) (1-Pld)2  

DOTAL 20 

La esperanza y varianza de la función kr, para un seguro dotal a n años queda 
de la siguiente forma: 

Beneficios 

Zn  = 1/4.1  J = 0,1,..,n-k-1 

v' 	J = n-k, 

Z. = 	J = 0,1,..,n-k-1 ji x+k 

an,k1  J= n-k, 	 n-k P x+k 

kL = ZB  - P Z„ 

E ( kL ) = Ax+k:n-k-}  - P 

Var( kL )= ( 2Ax+k:n-k 	 )( 1-1-P1d)2 
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Para el plan Ordinario de Vida. 
Para una cartera de 100 primas totalmente discretas de edad 35 y usando la Tabla de 
Mortalidad Ultima Experiencia Mexicana 82-89 con un interés del 6%, se calcularán: 
a) Esperanza de kL, cuando k=5, 15, 30, 45 
U) Varianzas 

Siguiendo el procedimiento para las primas netas niveladas del ejercicio anterior, 

obtenemos los siguientes resultados: 

E (kW = Ax+k - P iix+k 

VAR ( kL ) = ( 1 + P/d )^2 ( 2Ax+k - Ax+k^2 ) 

k E(kL) Var (kL) 

   

0 0.0000 0.0282 
5 0.0379 0.0340 

15 0.1384 0.0472 
30 0.3528 0.0590 
45 0.6047 0.0421 
55 0.7527 0.0200 
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CONCLUSIONES. 

1) Se obtuvo la definición de conceptos importantes como los son: primas netas 
únicas, primas netas niveladas y reservas. Nos enfficamos en dos tipos de planes 
particulares t ordinarios de vida y dotal ). 

2) El plan ordinario de vida fue elegido por ser uno de los más vendidos; el 
dotal por utilizar dos tipos de beneficios, por muerte y supervivencia. El uso de las 
anualidades va implícito en las primas netas niveladas. Cen esto cualquier desarrollo 
sería análogo. 

3) Basándonos en estas herramientas, se llevaron a cabo ejemplos prácticos, 
como lo son el cálculo del incremento necesario en la prima , para que la probabilidad 
de pérdida para el asegurador resultara menor a un parámetro dado ; o el 
comportamiento de la reserva y varianzas de un plan a lo largo del tiempo, lo que nos 
permite observar la variabilidad de la pérdida del asegurador con el plan a tratar 
para un análisis más profundo. 

4) Las bases teóricas quedan descritas para cualquier desarrollo posterior para 
cualquier caso, discreto o continuo. 
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CONCLUSIONES. 

1) Se obtuvo la definición de conceptos importantes como los son: primas netas 
únicas, primas netas niveladas y reservas. Nos enfocamos en dos tipos de planes 
particulares ( ordinarios de vida y (total ). 

2) El plan ordinario de vida fue elegido por ser uno de los más vendidos; el 
dotal por utilizar dos tipos de beneficios, por muerte y supervivencia. El uso de las 
anualidades va implícito en las primas netas niveladas, Con esto cualquier desarrollo 
sería análogo. 

3) Basándonos en estas herramientas, se llevaron a cabo ejemplos prácticos, 
como lo son el cálculo del incremento necesario en la prima , para que la probabilidad 
de pérdida para el asegurador resultara menor a un parámetro dado ; o el 
comportamiento de la reserva y varianzas de un plan a lo largo del tiempo, lo que nos 
permite observar la variabilidad de la pérdida del asegurador con el plan a tratar 
para un análisis más profundo. 

4) Las bases teóricas quedan descritas para cualquier desarrollo posterior para 
cualquier caso, discreto o continuo. 
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1) Para definir una función general de beneficios, se utilizó principalmente 
en el uso de la variable aleatoria tiempo futuro de vida, debido a que la cobertura 
de los seguros está relacionada con la medición de la supervivencia de los 
asegurados. Siendo esta variable aleatoria la base, fue necesario el desarrollo de 
sus funciones de distribución y densidad. 

2) Definida la función general de beneficios y analizada su aplicación a cada 
uno de los tipos de seguros y anualidades, se observó que son adaptables a esta 
función general por medio de parámetros señalados en el capítulo dos. 

3) Aunque nuestro objetivo es la creación de una forma general de 
desarrollo, se puede notar que en algunos casos como lo son los seguros que 
otorgan beneficios exclusivamente por muerte, se puede omitir el uso de un 
parámetro, para simplificar la utilización de la fórmula. 

4) Después de haber obtenido las funciones de distribución y densidad 
generales, se observa que se cumple para todos los tipos de seguro, así como la 
adaptación de los parámetros a cada uno de ellos. Aunque la demostración general 
es complicada, el desarrollo para cada uno de los planes se simplificó gracias a la 
aplicación de este forma general. 

5) El uso de esta fórmula general de beneficios, nos permite a su vez, 
realizar combinaciones de diferentes tipos de planes de seguros y anualidades para 
la creación de un producto especial, de acuerdo a las necesidades del mercado o de 
un cliente. 

6) En base a los conceptos y desarrollos obtenidos a lo largo del trabajo fue 
posible sintetizarlo en la realización de conceptos importantes para los planes de 
seguros. Además del manejo de éstos, se obtuvieron herramientas estadísticas 
como lo son esperanzas, varianzas e intervalos de confianza que son una 
aportación a los trabajos de Cálculo Actuarial anteriores, las cuales se utilizaron 
para la elaboración de dos ejemplos prácticos. Datos como el incremento necesario 
en prima para obtener una probabilidad mayor a un parámetro deseado, en la 
pérdida del asegurador o el comportamiento de las esperanzas y varianzas en las 
reservas en el transcurso del tiempo, son ¡nuestras del análisis que se puede 
realizar con estos conceptos. 

7) Con la obtención de funciones de distribución y densidad para variables 
aleatorias de tipo continuo, existe la posibilidad de calcular y analizar con mayor 
detalle los planes desarrollados con este enfoque. Actualmente es mínima la 
aplicación de este tipo de productos en nuestro país, lo que consideramos como un 
campo con grandes expectativas de investigación. 
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8) Como se vio en su momento en el capítulo número 5 con los ejercicios 
prácticos, la aplicación de este método en México junto con las herramientas de 
análisis probabilísticos y estadísticos, ha sido totalmente nula. Nuestro objetivo 
con tales ejemplos es mostrar el uso que se le puede dar a estos cálculos y 
procedimientos propuestos en este trabajo. La medición de grados de confiabilidad 
en el cálculo de las primas puede ser una herramienta importante en el estudio 
del funcionamiento de un producto. Adicional a esta aplicación contamos con todo 
el enfoque continuo, del cual tampoco se cuenta con ningún desarrollo práctico en 
algún producto o procedimiento de análisis de los que ya se encuentran en el 
mercado de seguros mexicano. 

9) Otro uso que consideramos puede tener este trabajo, se encuentra dentro 
de la impartición de materias en nuestra carrera, ya que puede ser utilizado como 
una guía para complementar los textos empleados en la enseñanza del Cálculo 
Actuarial. 
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Seguro temporal de vida diferido In años pagadero al momento de la muerte 

m 1 Ax 

Z = 

a) O 	O T < na 	a 1=0 1)1=0 m„=0 

b) vT 	T < o 	a2=0 b2=1 771.1=m tri2=c). 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

111(Z) = m(1)qx ni(0)qx 

H2(z) = m(2)4x max r(2), m(1) qx 

Donde r(2) = -1 in (z - a2) 

	

8 	b2  

Sustituyendo: 

H1(Z) =m(I)qx " m(0)(1x = Mq% gq X = Illq X 

1-12(2) = .1:1X 	max 1 r(2), m(1) F 11 X 

Donde r(2) = «.1 in z 
8 

Como T < oo , tenemos: 

z = vT  > 	= O 

Para b1=0,a2 5_z 

Para b2>O,a2<z 

Para b1=0,a152 

Para b2>0,a2<z 
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2) Para bo> O, O < z 

a) Sí max., 	-1 In(Z), 	-1 linz) tenemos: 

-1 ln(z) > In 

8 

ln(z) < 

an Orn 
Z< e 	= 0 1n 

O < Z y COMO Z < 

H2a(Z) 	.11x 7(2)qx para O < z < y"' 

= 1 	r(2)Clx = r(2) Px 

b) Si max = -I 	ln(z), mi- = m tenemos: 
8 

-1 1n(z) 
8 

in(z)>_ -8m 

z> e  fin vi»; = vm 

H2b(z) = 	- „,qx = 1- „,qx  = o, 	Para Dm  z 
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Por lo tanto, tenemos: 

Fir(z) = niqr 	Para 05.1z 

H2„(Z) - r(2) Pr 	Para 0<z<urn 

H211(z) = m 14. 	Para uni z 

Lo que podernos escribir 

F(z) = 

Para z = O 

Para O < z < U"' 

Para tr 

Donde r(2) = -1 In z 
8 

Seguro temporal a n años diferido ni años ni 1 Ax- 1:n 

Z = 

a)  O 05.71 <m ai=0 1)1=0 mo=0 mi=m 

b)  uT  m 5 T < rn+n a2=0 b2=1 mfm m2=rn+n 

e) O m+n 	T a3=0 b3=0 m2=m+n m3=. 

Entonces usando el teorema anterior tenernos: 
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	Caso continuo 

Para 	O, n i  z 

1 (z)  = PnI1113. -  tri{0)( 

	

1-12(Z) = rii(21q 	
r(2), rrif I 	x 
	Para b2  > O, a2< z 

-C- 

	

Donde r(2) = -1 ln (z 
5 	b 2  

1.1 (Z ) 	,n(31(1): - 111(29x 

	 Para b 3 	O, a 3  Sz 

Sustituyendo: 

1) Para b1=0, O 5_ z 

HP) = 	4, = 	0q „a„- O = mllx 

2) Para b2>0, a2=0 < z 

H2(z) 	- 171(1X r(2), m F qx 

	

Donde r(2) = 	in z 

Como T < m tenemos: 

	

Z = 	> VI" 

a) Si 
max = -11n( z ), m = -11n( z ) 

5 
-4 in( z ) > 
8 

139 

tenemos: 



APENDICE 1.- DESARROLLO DE FUNCION DE DISTRIBUCION 	Como continuo 	1.10 

in( z )< -8m 

< e lin onz 	vin 

	

O < z y como z < 	concluimos: 

H2a(z) = 	- ,.(2)(ix  para 0< 2 <un' 

b) Si max = -1 In( 	m = m tenemos: 
8 

-1 ln(z) m 
8 

ln(z) -8m 

z  > e  (In ()Mi = vni 

Por lo tanto: 

H2(z) = niniqx piqx 
	Para t.)"` 5 z 

3) H3(z) = 	/71411gX 

Por lo tanto, tenemos: 

H1(z) = „,q„ 

112,1z) =ni+nqx - roqx 

H2,(z) =„„„qx  - 

H3(z) = m+IPX 

Para b3= 0, a3  =0 z 

Para O 5. z 

Para uni"< z < Um 

Para v"z5... z 

Para O 5 z 



APEND10E 1.- DESARROLLO DE FUNC1ON DE DISTRIBUCION ¡'(Z) Caso 4:ontinuo 	141 

Lo que podemos escribir como: 

F(z) 

a) Ing X 4.  In I. IP X 
	Para ‹0 	z 	Un1 '" 

b) ,,,qx+ r(21p, 	Para u"'"< z < u"' 

e) 	1 
	

Para tim z 

Seguro dotal puro a n Ax:n'1  o nEx 

= 

a) O 	05._T<n 	al=0 1)1=0 mo=0 mi=n 

b) u" 	n .71 	a2=u" b2=0 rnl=n m2=. 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

1) H1(z) = mwqx mroflx 

2) H2(4 = m(2)qx m(1)qx 

Sustituyendo: 

1) H1(z) = „q„ - oqx  = „qx  

2) H2(z) = 	„qx = nAx 

Lo que podernos escribir: 

F(z) = 

Para kr= 0, al  z 

Para b2= O, a2  z 

Para b1=0, al  = O z 

Para b2=0, a2  = y" < z 
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a) ,,qx 	Para O < z < un  

b) 1 	Para U n  

Seguro dotal mixto a n años diferido in m Ax:n 

Z = 

a) O 	Para O T <m 	a1=0, 1)1=0, mo=0, mi=m 

b) V T  Para m 	m+n a2=0, b2=1, ml=m, rn2=m+n 

e) o' Para m+n < T 	a3=t1" 4", 63=0, m2=m+n, m3=.0 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

I I (z) = rnO1qx na(0)qx 

112(z) = m(21qx mut -1 r(21, Inri) F qx 

Donde r(2) = 	in (kg.,2.2. 
8 	b2  

H3(z) mo)q. - nt(21qx 

Sustituyendo: 

1) Para b1=0, a, =0S z 

1(z) = „tqx  - aqx  =,„q, -0 =mgx  

Para 1) 1=0, a z 

Para b2>0, a2< z 

Para b3=0, a35. z 
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2) Para b,) ,..1.>0, a r.-0 < z 

11.2 (Z 	111441q 	max r(2), in • (II 

Donde r(2) := -1 ln ( z ) 

Como 7' 5_ in+n tenemos: 

z  = vT > vrn+n 

a) Si max = 	ln(z), m = -1 ln(z) tenemos: 
3 	 8 

-1 ln(z) > 

In(z) < -8 m 

z  < e  na ln u 

z < 

z < u"' y como u"1"5. z 

H2a(Z)  = m+nqx r(2)(1x 
	 Para um"5_ z< y in  

b) Si max 	-/ ln(z), m = m tenemos: 
8 

-1 In(z) m 
8 

ln(z).?_ -8m 
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z > 

/12/M = m+nqx mqx Para 	< z 

3) Para b3=0, (13= um+"5.-: z 

113(Z)  = .11x m+rtqx = 

Por lo tanto tenemos: 

H1(z) = mqx  
H2a(Z) 771411(1X r(2)qX 

1.12b(Z) = 	 /7L(IX 

H3(Z) = 1 m+/14:17C 

Para O 5 z 
Para v"'"5 z < y "1  
Para v" z 
Para V"'"5z 

Por lo tanto, concluimos: 

F(z) = 

a) mqx 

b) /Fax 	r(2) Px 

c) 1 

Para O Z <vm" 

Para if"+" 	z < vin  

Para 2 5_ um  

Anualidad vitalicia diferida m años mi ax 

Z = 

a) O 	 O T < m 	cti=0, 1)1=0, m0=0, ml=zn 

b) ar l  - a. ]  m.5.71 < w 	ai=v"1 18, b1=-118, mi=m, m2=° 
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Aplicando el teorema tenemos: 

Hi= muas - m(0)(1x 

H2 =ruin r(2), m(2) ).(1x m(1)(1r 

H2c= in(2)(1x. m(1)(1x 

Sustituyendo: 

1) H1 = mqx - oqx = m(Íx 

2) 112  =minl r(2), m Fqx Ingx 

Para b1=0,a 152 

Para b2<0, z<a, 

Para b2<0, a2 5.. z 

Para b1=0,a 1= 0.5.2 

Para b2= -113 <0, z<a2  = v" 3 

Para r(2) =1 in (z-e16)  = -1 lit (v"`-Eiz) 
8 	-1/S8 

2a) El inin = -I 	 = -1 ln(1-8z) tenemos: 
8 

-1 ln( 	Sz ) < 

ln( un' - 8z ) > 	=ln 

> v' =0 

-8z > 

z<v'n/ 8 
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2a) FI (z) = rn(I.c niqx 

2c) 	H2c= onqx  - „,q, = „px  

Por lo que tenernos: 

1) Hi  = mgx 

2n) 1-12(z) = r(2)4. - mqx 

2c) H2(z) = 1- „,q x  

para z<v"'/ 8 

Para b.),<O, 1Y" 

Para 05_z 

Para Z<V m  /8 

Para z vm  /8 

Lo podemos escribir según intervalos, de la siguiente manera: 

F(z) = 

a) r(2)qx 
	 O z < y"' 15 

b) 1 	um/8 5z 

Anualidad a n años diferida m años m ax:ni  

Z = 

a) O 	O T < m 	ai=0, 1)1=0, mo=0, mi=m 

b) ari-a,„1 	m5.71<m+n 	a2=v"1 18, b =-1/8, mi=m, m2=m+n 

e) umani 	m+n 5 1' < oo a3=vman-1 , b3=0, 1122=111+n, m3=°° 
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Aplicando el teorema anterior: 

mufix  mwax 
	 Para 1) 1=0, (1, 1:_z 

112 —mina r(2), m(2) (.1x mffiqx 
	 Para b2<0, z<a2  

H2c 7"." m (21 qx m(11qx 
	 Para b25..0, a,252 

H3 =  m(3)qx " m(2)gx 
	 Para b3=0, a35.z 

Sustituyendo: 

1) H1 = „,q, - oq, = mgx 	 Para b 1=0,a 1=05z 

2) 1/2  min i r(2), m(2) I fix trinar 
	 Para b2<0, z<a2  = um I 8 

Para r(2) = j ln (z-vnt 18)  = -1 ln (v"1-8z) 
8 	-1/6 	8 

2a) Si min = -I -1 ln(1-8z),m+nl- = 	ln(1.8z) tenemos: 
8 

-1 In(vin-8z) < m+n 
6 

ln(vm-8z)>-8(m+n) =ln vn`+n 

vm-8z>v'n" 

-8z>uni+n-um 

z<vr"-vm*" I 8 =t)r" a-n-1  y corno 
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z<v"' an l  < u"' /3 

2a) 
112(Z) = 'Va X Mg X 

	 Para z<vm an 

2b) Si min 	-1 ln(1-8z), In+n f = n+n tenemos: 
8 

-1 ln(v"1-8z) > m+n 

In(v"1-8z)5-8n2+n =ln 11"+" 

vm- 8z 5 vm" 

-8z 5 V""'-vm 

z > v"t- v"`" /8 = /Pan-1  y como por hipótesis z< 	/8 
2b) 	= tn+nqx tnqx Para y' ani  S z < vm18 

2c) 	1-4.(Z) = m+nqx niqx 	Para vm /8 < z 

3) H3 = ,„,qx  - m+nqx  = 1- „,+„qx 	Para b3=0,a=um ani 
Tomando Hl, 113, H3  tenernos: 

Hl = mg., 	 Para 052 

H212) r(2)qx ntqx 	 Para z<vm an 1  

1121/4 = nt+nqx tras 	 Para y' ani  S z<v"1 / 8 

= m+nqx 'taz 	 Para um /8 _5_ z 

113 = 1- ,„+„qx 	 Para un' an 52 
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Lo podemos escribir según intervalos, de la siguiente manera: 

17(z) = 

Para O z < 

1 	 Para vm an 	z 

Donde r(2) 	1 in (v' -8z) 
3 
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Seguro temporal de vida diferido ni años pagadero al final del año en que 
ocurra la muerte ni Ax 

= 

a) 0 
	

O 5- K < ni 	(1 1=0 b,=0 ni0=0 

b) 
v  K+ 1 	 ni K < 00 	a2=0 b2=1 M 1=111 m2=00 

K entero no negativo 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 

H1(z) muRx ninqx 
H2(z) = nt(2)qx ntax-11 r(2). IL W1) F  qx 

Donde r(2) = -1 ln 	 
8 	b2  

Sustituyendo: 

.1-11(Z) = mqx ()q. = nzqx 

112(z) = 	max 11 r(2) • , na(1) qx 

Donde r(2) = -1 In z 

Como E < 0 , tenemos: 

z = u" > = 0 

Para b1=0,a1 z 
Para b2>0,a2<z 

Para b1=0,052 

Para b2>0,0<Z 
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2) Para b2>0,0<z 

a) Si max = 	-1 In(z) - .1f, nl- 	in(z) -1 [ tenemos: 
8 	 3 

1 1 ln(z)-1(>in  
8 

1 In(z) -1 > m 
8 

ln(z)< -8(m+1) 

z< e  an el(ni+1) = unt+1 

Z<Vm+1  y COMO OGZ 

H20(4 	.11x I r(2)-Rqx = r(2)..11Px 	Para 0<z<vm" 

b) Si max =11 Aln(z) -1[, ml- = m tenemos: 
8 

]—I ln(z)-1 ( <_ m 

-1 ln(z)-1 s m 

ln(z)?. -6(m+1) 

z>  e  an vgnt+1) = vnt+1 

H2b(z) = 	• m4x = 	MIL = 111.14 

Por lo tanto, tenemos: 

Para um#  5- z 
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111(z) = „,4., 	 Para 052 

II9a(z) =1". 1,-(2) -11 P., 
	 Para 0<z<vin'1  

1121,(z) = rn 
	 Para v"'+1  5 z 

Lo que podemos escribir 

F(z) = 

a) niqx 	 Para 0=z 

b) „,q, h.(2),1( px 	Para 0<z<v' 1  

c) 1 	 Para vm+1  5z 

Donde r(2) = -1/8 lnz 

Seguro temporal a n años diferido m años pagadero al final del año en que 
ocurra la muerte in I Ax':n-1  

Z = 

a) O 	O < K < m 	at=0 1)1=0 mo=0 ml=m 

b) u"' m < K < m+n a2=0 b2=1 m1=m m2=m+n 

c) O 	T12471 5 K 	a3=0 b3=0 rn2=rn+n m3=0. 

Entonces usando el teorema anterior tenernos: 
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i(z) = „„ „q - 
	 Para b,=0,(12  

H2(z) 	nu9f 	 ti2), mil) 
	 Para b2>0,a, 2 <Z 

Donde r(2) =_11 in Lz_'-a2) 
8 	b2 

113(z) = rn13)qx nr(2)(lx 
	 Para b3=0,(23  

Sustituyendo: 

1) Para b1=0,052 

Hi(z) = „,q,- oq x= A,- O = mclx 

2) Para b2>0, a2=0.52 

H2(z) = mogs - max 1121 in(1) F qx 
	Para b2>0,a2<z 

Donde r(2) = -1 in (z) 

Como .1&_ m+n-1 tenemos: 

z  = v11+1 > vrn+n 

a) Si max = / -1 ln(z) - 1 , m 1- = 1-1 ln(z) -lf tenemos: 

1-1 ln(z) -1! > m 

-1 ln(z) > m4-1 
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ln(z)< -6(m-4-1) 

2< e (la 19(ni i) = 	+1 

z< v"`+' y corno z?.. 1)'` ° concluimos: 

H2,„(z) = 	- 1 r(2) 	qx 
	 Pala ir," <z  <vni+x 

b) Si max = 1.1 -1 ln(z) - 1 [ , m = in tenemos: 

1 -.1.1n(z) -1( 5 ni 

-I ln(z) -1 .5. ni 

ln(z).?_ -8(m+1) 

z> e  an u1(tn+1) = vni+1 

Por lo tanto: 

H2(z) m+tiqx nz(lx 
	 Para Vm+1  

3) 	H3(Z) = -qx traolqx = m+n Px 
	 Para b3=0,a3=052 

Por lo tanto, tenemos: 

H1(z) = niqx 	 Para 0..‹.2 
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1-12,,(2") =mi-n(7x - r(2) 	q 

21)(2) 	111+11(.1.17 	Illq X 

Ha(z) = In+n Px 

Lo que podemos escribir como: 

F(z) = 

a) niqx 	rrt+rP x 

b) mqx -Fir(2)/(Px 

c) 1  

Para  vm+n< z<vm+i 

Para u"":2 

Para 0_5z 

Para 05 z 5 Val" 

Para vm+"< Z<Vm+1  

Para V"i+1  

Donde r(2) = -118 lnz 

Seguro dotal puro a n años pagadero al final del año Ax:nii o nEx 

a) O 	O s'K < n 	(21=0 b1=0 m0=0 r n 1=n 

b) y" 	n 5 K 	a2=vn b2=0 mi=n m2=cx,  

K entero no negativo 

Entonces usando el teorema anterior tenemos: 
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1) 111 (z) 	tri(0)(1x 

2) 112(4 = m(2)4x - m(1)4.r 

Sustituyendo: 

1) HI(z) = „q, - (rq, = ,,q, 

2) H2(z) 	x a4 x' = n 	P  

Para b 

Para 	b.,.0,a 1 52 

Para b 1=0,a, = 05.z 

Para b2=0,a2=vn_5 z 

Lo que podemos escribir: 

F(z) = 

a) „q„ 	Para 0.5 z<v" 

b) 1 	Para u" 5Z 

Seguro dotal mixto a n años diferido m pagadero al final del año rn Ax:n]  

Z = 

a) O 	Para O _5 K <rn 	(21=0 b1=0 mo=0 mr=rn 

b) vx+1  Para m K < m+n a2=0 b2=0 mi=m m2=rn+n 

c) r"+" 	Para mi-n 5 K 	ao=unif" 1)3=0 m2=m+n rn3=4‹,  

Entonces usando el teorema anterior tenernos: 

H1(z) = mi1/1x tn(0)qx 
	 Para b1=0,a152 
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112(z) = 	 /int 1/(2/ - 	m( I) ; 
	 Para b2>0,a.,.:zz 

Donde r(2) = :1 In (Z-a2). 
3 	b2 

113 (Z) = O:D qx - 21q x 
	 Para b3  0,a,1<_ z 

Sustituyendo: 

1) Para 13 1=0,a1  =05_ z 

Hi(z) = mqx - Oq x = mq x = mq x 

2) Para b2  =1>0, a2=0 <z 

HA) = 	x " ',aux 1 i r(2) - 1 , nt h qx 

Donde r(2) = -1 ln (z) 
5 

Como K +1 m+n tenemos: 

Z = K+ 1 > U  m+n — 

Para b2  =/>0,0<z 

a) Si max = -1J -1 In(z) - 1 	=1-11n(z)- 1 [ tenemos: 
8 	 8 

J -1 ln(z)- 1 [ > in 
8 

-11n(z)- 1 > m 
8 

ln(z)<-8(m+1) 
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z<e on+nin, 

z< um+ 1  

y COMO D in" 

112,(2) = ni f nq 	/ r(2) • 1 qx 
	 Para v"'"52<t)"`+!  

b) Si max = .7 -1 ln(z) - 1 [, m = ni tenemos: 

z> vm+1  

H 2t1Z) ry1+11q X - Iriq X 
	Para vm+1  52 

3) Para b3=0,a3=vm"5.z 

H3(z) 7-1  .11x m+nqx = 1-  m+nqx 

Por lo tanto tenemos: 

H1(z) = „tqx  

H2,(Z) = m+nqx r(2)•1 lq x 

H2b(z) = m+nqx " mqx 

H3(z) =1- „,,nqx  

Para 05z 

Para V"'"52<vm+I  

Para v'"+I 

Para  unt+n..‹..z 
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Por lo tanto,concluimos: 

F(z) = 

a) „a x 	 Para O 	<v"'" 

Para v"`" < z < u" b) mqx 	/ r(2) - P 

C) 1 

	

	 Para z < Vm+1  

Donde r(2) = 4/8 in 

Anualidad vencida temporal a n años ax:n-i  

Z= 

aK  I 	O 5_ K < n+1 al  = 1 /i 	b1=-1 /d mo= O m1= n+1 

n+15.. K 	a2  = an-i b2=0 ml= n+1 m2= 

Note que esta axm-1  también puede ser escrita de esta forma 

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para b1  < O, al  =1 I i>z 

I1= min 	r(1) 1 m(I) qx m(0)qx 

Donde r(1) = -1 in ( z 	a12  
bi  
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le) Para I), < O, a, 	z 

Hic = m(I) 	- „ wq, 

2) 	Para 1)2  = O a2  < z 

112 =  m(2) 9x m(I)lx 

Sustituyendo: 

H I =nun -I 1 r(1) I, 0. 1-  qx O qx 
	 Para b1  = -1 I 	< O, al  = 1 / i > z 

Donde r(1) = - 1 ln ( z - 11i 1 =- 1 ln (u - dz ) 
-1Id 	8 

la) Si min = 	-.Un(v - dz) n+1 F = 	ln( - dz ) 1 tenemos: 
8 	 8 

1-1 In( v dz)]< n+1 
8 

-11n( v - dz) < n+1 

ln( 	- dz) > -8(n+1) = In v"+' 

- dz > v"+1 

-dz>L,n+1- u 

z < ( 	- u) I d = 	y como Z < a„ < 1/i 

cumple con la hipótesis de z < 11 i => 

la) 	H1(z) = ron] (IX v s''a X = 	qx 	Para z < an  

lb) Si nún = j [ -1 In( v - dz) ], n+1 = n+1 tenemos: 
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I -1 ln( u - dz ) I ;-2 it+1 
8 

lit( - dz ) 5 -8 n = lit v"+' 

dz < v"+' 

-dz < un'-u 

z 	( t.)"+1  ) / d = a,,1 	y para 	a„--1  < z < //i 

cumple con la hipótesis de z < 11i 

lb) 	Hiblz) 	qx  - oqx 	Para bi<O, 	a„--1  < z 51 /i 

le) 1/1, = qx Oqx 	 Para bi<O, //i 5 z 

2) 	H2(z) = 	- „+iqx 	Para b2=0,a2  = a„ 

Por lo tanto tenemos: 

la) 	= (rallqx 

lb) 	Hlb(z) = qx  

le) Me  n+1qx 

2) 	112(z) =1 - „fax  

Para z 

Para a„-1  < z 	//i 

Para //i 5 Z 

Para an-1  z 

F(z) = 

a) k(u] qx 	 Para O 5  z < an1 

b) 1 	 Para a„--1 	z 

Donde r(1) = -118 ln(u-dz) 
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Anualidad anticipada diferida ni años m iix 

= 

O 	 0 <_ K m 	a, =0 b,=0 m,)=0 	m 

5K+1 1 Int I 
	rn5. K 	a2  =vm l d b2=-1 d 	m m2= c.,  

Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para bl  = 0 al  z 

HI  = non qx ntoqx 

2) Para b2  < O, a2  = 1 / d > 

H2 =min 	r(2) 1, m(2) qx n2(11qx 

Donde r(2) =1 In ( z - a21 
8 	b2  

2c) Para b2  < O, a2  S z 

H2c = ni(2) qx ni(Dqx 

Sustituyendo: 

1) H1(z) = mqx O qx 
	 Para b,=0, a =01 52' 

2) H2=rnini r(2)1 Fqx m qx 
	Para b2  = -1 / d < 0, a2 = vin 1 d > z 

Donde r(2) = j In ( z - vm1d1 = -1 ln ( vin - dz ) 

	

-1/d 	8 

2a) El min = 	-11n(vm- dz) °°1-  = [-1 ln( um - dz ) .7 tenemos: 
8 

[-1. In( (In - dz)] < QQ 
8 
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2a) 

- In( vm - dz ) < 
8 

vm - dz >0 

-dz > u"' 

z < u"' I d 

H i(z) = r(2)1 qx - oqx 	li(2)] qx Para z < vm/ci 

2c) H2c = -qx mg' 

Por lo tanto tenernos: 

1) Hia(z) = mqx 

2a) H2a(z) =fro/ qx - mqx 

2c) H2(z) =1 - mqx  

Para b2<0, v"'id S z 

Para 05. z 

Para z 5_ v"' I d 

Para v"'/d< z  

Lo podemos escribir según intervalos de la siguiente manera: 

F(z) = 
a) trwiqx 
	 Para O s z< V rn ld 

b) 1 
	

Para n'id S z 

Donde r(2) = 	ln ( - dz ) 
8 

Anualidad vencida diferida m años m I ax 

Z= 

O 	 O< K < m 	a1 =0 61=0 mo= O mi= nt 
aK  - a,,, l 	m5 K 	a2  =v"' / b2.-1 d m 1= ni m2= 
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Aplicando el teorema tenemos: 

1) Para b 1  = O al  5 z 

112 = rnID qx " n(0)(1x 

2) Para b, < O, a2  = 1 / d > Z 

112 =min 	r(2) 1, m(2) I- qx in(l)qx 

Donde r(2) = 	in 
b2  

2c) Para b2  < O, a2  5. z 

H2c = m(2) (1r m(I)qx 

Sustituyendo: 

1) Hi(z) =„,q, - o  q, 	Para 1314 ct1 =05.z 

2) H2  =mini r(2) I, 	qx 	qx Para b2  = -/ / d < O, a2  = 	/ d > z 

Donde r(2) = - 1 in (z - r/i )  = -1 	( v" - dz ) 
8 	-11 d 

2a) Si min = -I[ -11in(v7"44- dz) 	= [1.1n( tr+' dz ) ] tenemos: 
8 

1-11n( uni+1  - dz)]< 00 

ln( 	- dz ) < 

um+1  - dz >0 
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-dz > 

z < v""-  ' / d 

2a) 	HP) =1 1 -20, 	niqx 
	Para z < y" /i 

2c) 112, = q.i - ntfl ,c 	 Para b2<0, V"I n 5 

Por lo tanto tenemos: 

1) Hm(z) = niq x  

2a) 11.2a(Z) =Ir(2)Iqx Inqx 

Para 	z 

Para z unqi 

2c) H2(z) =1 - ,nqx 	 Para vin /i5 

Lo podemos escribir según intervalos de la siguiente manera: 

F(z) = 

a) (ren qx 	 Para O _5 z < unz lL 

b) 1 	 Para um n S z 

Donde r(2) = 	ln ( vn' - dz ) 
8 

Anualidad anticipada a n años diferida m años m iix:n 

Z = 

O 	 O < K < nt 	a1=0, b1=0, mo=0, 'TI 1=m 

11C411 "á -1 
	 a2=Vm I d,b2=-1 I d,n2 1=m, in2=m-bn 

vmdni 	 K < c. a ,=vmán-1  ,b1=0,m2=m+n, m3=. 
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Aplicando el teorema anterior: 

H I = Mins " W01 x 

H2 =Mil) 	 m(2) rgy m( 

112e 	m(2) qx - rnila 

H3 =  naaax In121(  x 

Sustituyendo: 

Para b 1=0, a l 5-2 

Para b2<0, z<(G 2  

Para b.,50, a.)5.z 

Para 1)3=0, a352 

1) H,= „,qx oq, = nt9.Y 	 Para b1=0,a 1=05.2 

2) H2  —„ti„ r(2)1, nt(2) 1-qx tn(l)gx 	 Para b2<O, z<a2= v7" I d 

Para r(2) = -1 in (z-v"1  I 	= -1 in (ú"'-dz) 
8 	-11 d 

2a) Si mira =1[ -1 ln(vm-dz)],m+nl-- = [-1 ln(1-dz)] tenernos: 

[ -1.1n(vm-dz)]< m+n 

-1 ln(vm-dz) < m+n 
8 

ln(um-dz)>-8(m+n) =in u' 

vm-dz>u"'" 

-dz>v"'"-v" 

z<(vm-v""") l d =vi" 	y como 
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z<vm ¿I, < u"' l d 

2a) H2(z) 	tr(2)1(.1X 	na 

	Para 2<1.11" (41 

b) Si Mili = 	-1 ln(vm-dz)] , m+nl-  = m+n tenernos: 

-1 ln(vri-dz) > m+n 
3 

[ -1 In,(r-dz)7 _?. m+n 

In(vm-dz).-3(m+n )=1n vm" 

vm-dz 5v"`" 

-dz5.vm"-um 

z?_um-vm+nid =vm eini y como 

z < v" I d 

2b) H2b(z) = m+nqx niqx 	 Para Vin  tin-1 5 z<vm  I d 

2c) H2,(z.) = m+nqx mqx 
	 Para vm  id < z 

3) 1-13= -qx m+drix = 1-  m+nqx 

Tornando H1, H2, H3  tenemos: 

Hl = nax 

H2o(z) = I r(2)iqx niqx 

H2b(z)  = 02+71qX ?JIS 

Para b3=0,a=vm Mi 52 

Para 052 

Para z<vm 

Para v'n ein i 5 z<vm I d 
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H2,(z) = 	- 	 Para u"' / d < z 

3 (z) = I- „,„„q., 	 Para y"' d„ 

Lo podemos escribir según intervalos, de la siguiente manera: 

F(z) = 

(r(2)fix 
	 Para O 	z < 1/11  d„-1 

1 	 Para vm tin-.1< z 

Donde r(2) = -1 / S In (un` -dz) 

Anualidad vencida a n años diferida m años m ax:nl  

Z= 

O 	 O < K < m 	ai=0, b1=0, 	mi=m 

arct.-1 	 a2=vm / i, b2=-/ d, mi=m, m2=m-hn 

un'an-1 	m+n 5 K < oo a3=vman ,b3=0,m2=m-i-n, 

Aplicando el teorema anterior: 

Hl= maRx - mrofix 	 Para b1=O, a1:52 

112 —mis tr(2)1, na(2) lqac m(/)qx 
	 Para b2<0, z<a2  

H2c = nt (2) qx nt(1)qx 
	 Para b2.50, a25_z 
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113= n(3)(lx - mi2M, 
	 Para b3.0, a52 

Sustituyendo: 

1) FI = „,q, -(><Ix= 	 Para b 1=0,ct 1=052 

2) H2  =n'in -II- 	rra(2) 1-(1 x 171(11 x 
	 Para b2<0, z<a2  = o"' / i 

Para r(2) = -1 lit (z-v"1 1 	= 1 ln (v"`+'-dz) 
8-1/d   

2a) Si min = 	ln(e"'-dz).1,m+nl- = (-1 ln(en+1  -dz)] tenemos: 

ln(en'-dz) < m+ri 

ln(en+1-dz)>-8(m+n) =ln en" 

tim+1-dz>e" 

-dz>en"-v"1+1  

z<(en+1-v"1+9 I d y corno 

z<arm+i-v"."19/d < v`" /i 

2a) HA) = (r( 111s 111q1 	 " Para z<(v' -vm") I d 

U) Si min = 	ln(en"-dz).1 , m+n j = m+n tenernos: 

-1 ln(r+I-dz) m+n 
8 
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ln(v"'+'-dz)5-13(m+11 	tf"+" 

y corno 

z < u"' 1 i 

2b) H2b(z) = m+nqx- nax 	 Para ( v"i+i-vnit")Ids* z<vm /L 

2c) H2,(z) = .+„q. - mg. 	 Para vinii z 

3) H3 = -11x tn+raqx = 1- m+nqx 
	 Para b3=0,a=vm a„-]  5.z 

Tornando H1, H2, 113  tenemos: 

Hl =mqx - 	= niqx  

H2,(z) 	r(2V1 x mqx 

H2b(z) = m+raqx nig X 

H212) = ria+riq X Mg X 

H3 = mqx " m+nqx = 	ni+nqx 

Para 0_.z 

Para z<( vin+1.vm+9 Id  

Para 	 z<vm/i 

Para vin ii z 

Para un' ani 5z 

Lo podemos escribir según intervalos, de la siguiente manera: 

F(z) = 

Ira)] q 	 Para O z < ( tr+'-un'+91d 

m+n qx 	 Para ( V m+i-Om+n)ld < z < 	ani 
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1 
	

Para en  a„ 	z 

Para 	z =( vm+i-v""")/d 

r(2) = -1 In(v" - d (y"'"-v"""  ) ) = -1 ln vm+" = rn+n 
3 	 cl 	3 

Por lo tanto: 

F(z) = 

Ir(211 qx 
	 Para O 5_ z < U"' a,11  

1 
	

Para on` a"-i 5 z 

Donde r(2) = -1 ln( vm+1  -dz ) 



UN) 	 6(x) = dU(x)/dxs 
1 1 

x 

APEND10E 3. • FUNCION DE IMPULSO DELTA 
	

172 

Si una v.a. no es de tipo continuo, estrictamente hablando, no se le asigna una 
función de densidad ya que su función de distribución, F(x), no es diferenciabie; 
sin embargo, si permitimos que Irx.) tenga impulsos definiremos una función de 
densidad aún para una función discreta o mixta. 

Función delta o de impulso. 

La función 8(x) se define por su propiedad 

1.: (x)8(x) dx = (I)(x) 

donde 

(1)(x) es una función continua en el origen 

(1)(x-x5)8(x-x6) dx = (1)(x0)L 

Aceptando esta propiedad se muestra que la derivada de una función discontinua 
F(x) al punto de discontinuidad x0  existe y es igual a k8(X-x0) donde le es la 
magnitud de la discontinuidad de F(x). 

le = F(x09- F(xo) 

Por lo anterior si la variable aleatoria es de tipo discreto su función de densidad 
consiste en impulsos 

f(x) = E ki  45(x-x) 

A Pniwuüx " The Fourier Integral and he application,'" Mc. CrowIliliflook Co., New York, 1962 
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Ejemplos 

El experimento de aventar una moneda, tenemos un espacio muestral do águila 
o sol, asignandole los siguientes valores: 

Si es aguila 	x= 1 
sol 	x= 

la masa de probabilidad 
P(x) = q para x=0 
P(x) p para x=1 

Es decir la probabilidad de que caiga aguila es p y de que caiga sol 1-p =q 

Expresandolo por impulsos 

f(x) = q3(x) +p8(x-1) 

La función f(x) puedo ser considerada como la masa de probabilidad situada en 
el eje de x. Si f(x) es finito, entonces tiene la misma interpretació de la masa de 
probabilidad, es decir la masa en el intervalo (x, x+dx) es igual a f(x)dx. 

Los impulsos pi8(x-x) en f(x) pueden ser considerados como puntos de masa de 
probabilidad pi  situados en xi  

La probabilidad de que una v.a. x tome un valor en el eje x es la masa de 
probabilidad de esa región. 
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Seguro Ordinalio de vida diferido ni años in Ax 

Z = 

a) 0 	0.71 <rn 	a,=0 1)1=0 rii(1=0 m1=m 

b) v't 	ni 5 7' < 	a2=0 b2=1 m1=m m2=.0 

Utilizando el teorema anterior tenernos: 

G1(z) = á(z 	(raro) P. - na(11 Px ) para b1  = 

G2(z) = r(2) Px f2 x+r(2) / 8('z - a2) 

para b2  > O y a2+b2tina)< z < a2+b2v"'")  

Con r(2) = -118 ln z - a2  ) / b2 .1 para ( z - a2  ) / b2  > 0. 

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = á(z) px - m P. ) = A(z) (.1 - P,)= A(z) „a„ 

para I)/  = 0 y a1=0 

G2(2) = r(2) Px u x+r(2) 1 8(z) 

para b2 >0 y ir =0<z5.1irn 

Con r(2) = -118 in (z) 	para z > 0. 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa de 
probabilidad . Tenemos: 

f(z) = 

a) rnqx 	 z=0 

b) r(2) Px 12 x+r(21 18z 
	

0< z 5 Vin 
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e) O 	 otro caso. 

Con r(2)= -1 / 8 in z 

Seguro temporal a n años diferido m años m I Ax':n 

Z = 

a) O 0..P<m 	al=0 1)1=0 m0=0 mi=rn 

b) eir  rn .5_ T < m+n 	a2=0 b2=1 mi=m m2=m+n 

c) O m+n T 	a3=0 b3=0 m2=rn+n m3=.«. 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

Gi(z) = á( z ) - (. nt(0) Px - m(1) P.) para bi  = O 

G2(z) = r(2) P2,11  x+r(2) / 8( z - a2  ) 

para b2  > O y a2+b2v"I(2).< z < a2+b2vm(1)  

Con r(2) = -118 ln z -a2) / b2/ para (z - a2 ) / b2  > O. 

G3(z) = i(z -a3) (m(2) px - m(  3 ) P7) para b3  = O 

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = á(z) (o  px - ntpx ) = A(z) (1 - „213x ) = ¿(z) mqx  

para bi  = O y a,=O 

G2(z) = rr2Yx 1 x+r(2) / 8(z) 
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para b2  > O y 	v,//11171 < z 	vm 

Con r(2) = -118 In (z) para z > O. 

G3(z) A(z) (m+n Px -  mPx) = LYZX m+n P x 	) = A(Z) 	Px 

para 1)3  = O y a3=-0 

f(z) = 

a) niqx ni+ri Px 	 z=0 

b) r(2) P x P x+rall 8(z) 
	

um" < z 5_ vm 

c) O 	 otro caso. 

Con r(2) = -118 In z 

Seguro dotal puro a n años Men'l  

Z = 

a) O O . T < n 	a1=0 b1=0 mo=0 nti=n 

b) vn n S T 	a2=vn b2=0 m1=n m2=. 

Utilizando el teorema anterior : 

G 1(z) = á( z -a1) (nia» Px m(1) Px ) para bl  = O 

G2(z) = á( -a2 ) (,n(1) Px m(2) Px 	para b2  = O 
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Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = z.V4 	p x  = A(z) / - „ px ) = 	„q„. 

para /9 /  = O y ai =0 

G2  (2)= LS(z -u") („ px - p, ) = á(z -t/)( Px - 	= á(z -u") ,iPx 

para b1  =O y a2=v" 

z=0 

z = vn 

otro caso. e) O 

Seguro dotal a n años diferida ni in(Aioni 

Z = 

a) O 	O T < m 	a 1=0 b1=0 mo=0 mi=m 

b) vr 	m 5_ T < nt+n a2=0 b2=1 m 1=m m2=m+n 

c) u"'" nt+n5_ T < oo 	a3=vn" b3=0 m2=m+n 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G ,(z) = A(z -a) nio P. -  m(I) p) para b, = O 

G2(z) = r(2) Px u 1.1-r(2) / 6(z) 
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Pm(2) < z < u""" 
para b2  > 0 y  

Con r(2) = -1/ 8 ln (z) 	para z > 0. 

G3(z) = 15(z a3 ) Cri(2J P x ni(3) Px ) 

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = A(2) (0 P. -  m P.) = 0(z )( 1  111 P x ) = M z) 

para I) /  = 0 y a1=0 

G2(z) = r(2) P .11  x+r(2) 8(z) 

para b2  > O y um+" < z y"' 

Con r(2) = -113 in (z) 	para z > O. 

G3(z) = A(z- vm+9 (tri+n Dx 	. P 
• x ) = i1(1 -1-)71)(  ni+rt P.-  O) = 	-Un) „,+„ p, 

para b3  = O y a3=v" 

f(z) = 

a) „,qx 	 2=0 

vn1+" < z pm 
b) r(2) P..11  x+r(2) /8(z)  

Z=r+" 

d) O 	 otro caso 

Con r(2) = -I /S in (z) 

para = 0  

e) 111+11 P X 
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Anualidad vitalicia diferida rn años ni ax 

Z = 

a) O 	 O T < ni 	ct i=0 b1= O m0=0 mi= m 

b) ar- 1 - ami 	ni G  T < oo 	a2= v"1 13 b2=-111, ml=m 1n2... 

Utilizando el teorema anterior tenernos: 

G1(z) = á(z - 	(ni o Px' ,n(1 Px 	para bi  = O 

G2(z) = r(2)Px u x+r(2)I S( al - z ) 

para b2  < O y a2+b2vn" 5. z < a2+b2vm(2)  

Con r(2) = -118 in 	para 2 > O. 
b2  

Sustituyendo, tenemos: 

G1(z) = 	-O) (o  px - m px) = á(z) (1 - m p)= á(z)„,qx  

para b1  = O y a1=0 

G2(z) = 	Px 1-i x+r(2) / 8 (U"1  / S - z ) = r(2)Px P x+ro / ( u"' - az ) 

para b2  < O y 018-1985 z < vm /S - Um/S 

Os z<vm18 

Con r(2) = -118 ln ( z - vm/8 ) = -118 ln (uni  - 8z) 
-118 

para 2 > 0 



APENDICE 4.- DESARROLLO DE FLINCION DE DENSIDAD f(Z) Caso eun tin uf) 	 180 

f(z) = 

a) „gx 	 z=0 

b) r(2) Px x+r(2)I (8Z - vm) 	O < z < Un` 18 

c) O 	 otro caso 

Con r(2) = -1 / 8 in (y' - 84 

Anualidad a n años diferida m años m ( ax:ni  

Z = 

a) O 	O T < n 	c t 1=0 b1=0 mo=0 mi= m 

b) (un`-vr)/8 M T < m+n 	a2=vm 18 b2=-118 mi=n m2=m+n 

c) v'n al/1 	m+n T < ao 	a3=vmani b3=0 m2=m+n m.3=. 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1(z) = 	-a) G(o) Px - in(I) Px 
	para bi  = 0 

G2(z) = r(2) Px P x+r(2) 8( a2  - z ) 

para b2  < _ O y _ a 2+ _b2_i) m(1) 	< a2+b2Vm(2)  

Con r(2) = -1 18 in  - a4)  para z > 0. 
b2 

G3(z) = 0( z -a3) (m(2) Px m(3) Px) para b3  = O 

Sustituyendo, tenemos: 
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G I (z) = 	-O) (o  p,- 	p, ) = 1 - „, p, = „,q„. 

para bi  = O y ai=0 

G2(z) = r(2) Pr It i+r(2)/ 3( y"' / 3 - z = r(2) P, 	x+HIDI 	v"' - 	) 

para b2  < O y Vm  / - L1m / 3 5 z < v"I 	- vi"+" / 

O < z < Urn an.1  

Con r(2) = -1 / In (z - C18)  = -118 ln (vm - 

-1/8 

f(z) 

a) nax 
	 z=0 

b) r(2)Px u xs.r(2)1 	1-1119 

	
O < z < vinan-1 

e)  111+11 PX 
	 z=vman i 

d) O 	 otro caso 
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Seguro Ordinario de vida diferido in años nilAx 

z = 

a) O 
	

K =0, 1, 	 a,=0 b,=0 in„.0 	1=TD 

v`' '.,b) 	K=m, m+1,... 	a=0 b,=1 in,=m 17.1„=cx,  

Utilizando el teorema anterior tenernos: 

G1 = m(o) Px mmP. 

G2= 	ki q x 

Para z =a1, b, = O 

Para z=

- 

 +b2v"1  
b2  O k=m,, 

Sustituyendo, tenemos: 

Gi(z) = o P. -  m P. = 1 	= mg. Para z = 0, b1  = O 

G2(Z)= k 1 qx 	 Para z=v"1, b2  O 

k=m, m+1,... 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa de 
probabilidad . Tenemos: 

f(z) = 

a) mqx 	 Para z=0 

b) k 1 q, 	 Para z=vk+ 1  y k=rn, m+1,... 

c) O 	 otro caso. 
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Seguro temporal a n años diferido ni años ni I Ax':n 

Z =  

a) O K=1„ 2, ...,m-1 a 1=0 1)1=0 mo=0 1n 1=m 

b) v  K+ I K=,n,  m+1, tn+n-1 a2=0 b2=.1 mi=nt m2=1t+n. 

e) 	O K=m+n, m+n+1,... (13=0 b3=0 1n2=m+n m3=0. 

Utilizando el teorema anterior tenernos: 

G1(z) = 	P. -  rMI) Px 

G2= kI qx 

G3(z) =m(2) P. - m(3) Px 

por lo tanto 

f(z)-  = 

a) Az mIriPx 

b) k I  qx  

c) O  

Para z= a1, b1  = O 

Para z =a2 +b2vh+ 1  

b2 	O, h = mi,...,m2-1 

Para z =a3  , b3  = O 

Para z=0 

Para z =u"' y k=m,m+1,... 

Para otro caso. 

Seguro dotal puro a n años Ax:n1. 1  

Z= 

a) 0 	K=1,2,..., n-1 	a1=0 1)1=0 m0=0 m1=11 
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b) v" .K=n,n+1,... 	(12.v" b2=0 m 1=n m2=-3 

Utilizando el teorema anterior : 

G1(z) = na01Px m(1)Px 
	para z =a, , b, = O 

G2(z) = nal) Px - m(2)Px 	para z =127, b2 = O 

Tenemos: 

f(z) = 

a) „qx  

b) n Px 

c) O 

Para z=0 

Para z = un 

otro caso. 

Seguro dotal a n años diferida m m I Ax:n1  

= 

a). O 	O 5 K< m 	a1=0 1)1=0 mo=0 mi=m 

b) v1(+1 	m 5 K< m+n a2=0 b2=1 mi=m m2=m+n 

v"z+" 	m+n5 K < oo 	a3=v'  b3=0 m2=m+n m3=.0 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G1(z) =ra(o) Px - m(r) Px 
	Para z =a1, b, = 

G2(Z) = ki qx 
	 Para z =v"1  

b2  # 0 y k = m,m+1,...,m+n-1 
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G3(2)  r0u2) Px 
	 Para z = a3  

= O y k= m+n,m+n,... 

Escribiendo la función de densidad por intervalos 
probabilidad . Tenemos: 

y corno puntos masa de 

f(z) = 

a) 111(1 X 
	 .2=0 

b) ki qx 
	 =V

k+1 	Para k = m,m+1,...,m+n-1 

e) m+n Px 
	 z= um+n 

d) o 
	

otro caso 

Anualidad vencida por n años ax:n1  

Z = 

a) aK-1 	O K < n 	ai=1 /i b1=-1Id mo=0 mi= n 

b) an1 	n < K < 00 	a2=an-i b2=0 rn,=n m2=00 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

k l Qx 	 Para z = 	- 	Id 
O y k = 0,....n-1 

G2(z) = lo(1) P.-  mol). 	Para z -a2, b2  = O 

Tenemos: 

f(z) = 
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a) k  q, 	 z =ah 	Para k = 0,1,..,n-1. 

b) z=all 

e) O 	 otro caso 

Anualidad anticipada vitalicia diferida m años 

Z = 

a) O 	 O 5 K < rn 	ai=0 b1=0 m0=0 rn,= m 

b) (.1E+1 " 1ml 
	m K < 	a2=vm I d b2=-1Id m 1=m m2=. 

Utilizando el teorema anterior tenernos: 

G1(4  = m(0) Px m(11 Px 
	Para z = al, b, = O 

G2(z) =k1 qx 
	 Para z =a;  +by"' 

b2 	O y k =m,m+1 
Tenemos: 

f(z) = 

a) mqx 	z=0 

b) 1,1 q, 	z= dx+1.1 	dmi 	y k =m,m+1 

c) O 	 otro caso 
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,WENDICE 5.• DESARROLLO DE EDNCION DE DENSIDAD f(Z) Casa diservto 

Anualidad vencida vitalicia diferida m años mtax 

Z = 

a) O 

b) a - 

o 5_ K < 

In 5 K < . 

al-4) b 1=0 rrt0=0 mi= ni 

a2=vm I i 1)2=-11 d m1=rn ni2=. 

Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G/(2) = ne(0) Px - mo) Px 	Para Z = 	b 1  = O 

G2(z) = k  q„ 	 Para z =ai  +b "' y 
b2  = O y k =rrt,m+1  

f(z) = 

a) „,qx 	Z=0 

b) k  I qx 	z= a 	-a,,, y h =rn,rn+1 

e) O 	
otro caso 

Anualidad anticipada a n años diferida in años mláx:n 

Z = 

a) O 	
O K < tn 	a 1=0 ; b1=0 ; mo=0 ; m1  ni 

b) - 6„11 m 5_ K < m+n a2=vm I d; b2=-1 I d; m1=rn;  in2=rti+n 

U"  ti,, I 	m+n-1 < K < 00 	a3=tfna„-1; 14=0; rri3=m+n; m3=. 
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Utilizando el teorema anterior tenemos: 

G 1(z) = nad» P x rnO1 P x 
	Para z =a , b 1  = O 

G2(z) = h I q2 
	 Para z =a2+ba,"1  

b2 ,,1 O y h 

G3(z) 	,n(2) P irt(3) P 
	

Para z =a3 , b3  = O 

Escribiendo la función de densidad por intervalos y como puntos masa (le 
probabilidad Tenemos: 

f(z) = 

z=0 

z = ak41,- sánil 	y k 

z=vmani 

d) O 	otro caso 

 

Anualidad vencida a n años diferida m años m l man 

Z= 

a) O 	 O K < m 	ai=0 ; b,=0 ; mo=0 ; mi= m 

b) aK j - 	m < K < rn+n a2=vm I i; b2=-1 d; mi=m; m2=m+n 

e) vm ani 	m+n 5 K< 00 a3=vma„-i ; b3=0; m3=m+n; m3=00 
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Utilizando el teorema anterior tenemos: 

Gt(Z) 	m(0) 	- iffin P 	
Para z =a l  , 	= O 

02(z) = k 1 q 	
Para z =a2  

b2 	O y 1 

G3(z) = rn(2) P.c - m(3) 	
Para z =a3  , b3  = O 

f(z) = 

a)mqx 	
z=0 

b) k  qz 	 z = 	ak 	y h r=rn,...,rn+n-1  

e) m+r, 	
z=vmart 

n/ix 

d) O 	 otro caso 
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