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CAPITULO 1. 

INTRODUCCION, 

F,n el espacio de l'ourier las ecuaciones hidrodinánticas (le Navier-Stokes para un 

flujo incompresible y con condiciones a la frontera periódicas tienen la forma (ver. v.g.. 

Lessieur 1990) 

tik 	• 	E [1k • ti i,ju,, k • thi )u p  — 
k 

(k -ii i,)(k • ti,,)1 	143  
2  

k• 

en donde k, p y q son vectores de onda con componentes enteras, si el dominio de inte-

gración tiene tamaño 27, k es el módulo de k, i es el imaginario puro, uk , u1  y u, son 

las amplitudes de Fourier asociadas a ellos, y e es la viscosidad cinemática. I,a sumat oria 

contiene las interacciones no lineales. 

El comportamiento de los flujos regidos por esta ecuación en regímenes turbulen-

tos (11,1,,2 n k l << 1 términos no lineales 1) presenta una enorme complejidad, observándose 

en particular los fenómenos de transporte no lineal entre los diversos modos, y de cas-

cadas turbulentas de las cantidades cuadráticas conservadas por los términos no lineales 

(capítulo 2). Los modelos escalares se const rugen como una simplificación de las ecuaciones 

hidrodinámicas en el espacio de Fourier y son utilizados con el objeto de estudiar a "grosso 

modo" las interacciones no lineales presentes en estas «naciones entre las amplitudes de 

Fourier del campo de velocidades ettleriano. Estos modelos no consideran todos los modos 

de Fourier (o vectores de onda) como grados de libertad, sirio que se toma una partición del 

conjunto de vectores de onda y cada grado de libertad del modelo será una magnitud escalar 

k;  representativa de las normas de los vectores en un miembro de la partición. Usualmente 

la partición consiste de Una colección numerable de cáscaras esféricas centradas en el ori-

gen cuyos radios y grosores crecen geométricamente. La razón para elegir el tamaño de 

las cáscaras creciendo en proporción geométrica es que con unos pocos modos es posible 

cubrir un gran intervalo de escalas 1; 	1/4. 1,as amplitudes de Fourier ttk del campo 

de velocidades, que son vectores de la misma dimensión que el flujo y con componentes 
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com plejas, asociados a 110 vectores de (111(la dent ro de la cáscara i-ésima aru sust it uídas por 

una amplitud escalar representar iva ui. Estas amplitudes escalares son interpretadas como 

promedios de las amplit tules de Fourier. En algunos casos, se interpreta la amplitud escalar 

como la raíz cuadrada de la energía cinética en toda la cáscara (Desniansky y Novikov, 

1974). mientras que en otros la amplitud escalar es considerada como promedio directo de 

las amplitudes vectoriales Gledzer, 1973). 1,a última elección permite reproducir otra car-

acterística básica de las ernaciones de Navier-Stokes incompresibles sin disipación además 

de las interacciones no lineales, a saber, la condición de Lionville. Ei nJ = O, Los modelos 

escalares son sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias con acoplamientos no lineales 

cuyas incógnitas son precisamente las magnitudes escalares ni. Entonces, la condición de 

Lionville se puede considerar como un criterio para juzgar• el significado de las amplitudes 

que intervienen en un modelo dado. En los dos tipos de modelo mencionados, el cuadrado 

de cada amplitud escalar es proporcional a la cantidad de energía cinética contenida en la 

cáscara correspondiente. 

En resumen, los modelos escalares de turbulencia tienen la forma 

= 	Aiik  u,uk + (5,„A — tiiN uk,2u, 

en donde las u, es la amplitud escalar• característica de la i•ésima cáscara y A representa 

el término de forzamiento. 

Desniansky y Novikov por un lado (1974, lo llamaremos brevemente UN) y por el 

otro Obukbov (1971) han explorado modeles de este tipo para el estudio del establecimiento 

de las pendientes 	y —3 de los intervalos inerciales para flujos incompresibles en 3 y 2 

dimensiones (abreviados 31) y 2D), respectivamente (Eohnogorov 1941, Eraichnan 1967, 

11;th:helor 1969). NI ás recientemente, Gloaguen cl a! (1955) estudiaron diversos aspectos 

de la turbulencia magnetohidrodinátnic•a con ayuda de este tipo de modelos. En el modelo 

de tlloaguen vi al. los acoplamientos no lineales incluyen amplitudes escalares asociadas 

al campo magnético, además de las amplitudes usuales asociadas al campo de velocidades 

euleriano, 

Es importante 'miar que, aunque en las ecuaciones de Navier-Stokes aparecen in-

teracciones entre todas las escalas de nmvimiento, en los modelos mencionados arriba cada 

cáscara interacciona únicamente con sus dos cáscaras vecinas más próximas. Es decir, en 



estos modelos la transferencia de energía cinética y otras cantidades ocurre únicamente 

entre cáscaras contigua:;.  Por el contrario, (11/Izer 1971) ha propuesto 1111 modelo que in-

cluye términos no lineales de int eracción entre segundos vecinos. Esto le permite conservar 

dos cantidades cita/kat icas simultáneamente, les decir. para el mismo conjunto de valores 

<le  los  parámetros). mientras  (pie los modelos con interacciones únicamente a primeros 

vecinos sólo pueden conservar una cantidad cuadratica ala VVZ. Esto hace al modelo de 

aledzer particularmente adecuado para modelar flujos bidimensiosudes ( ver, v.g.. Lesieur 

1 990), donde se conservan simultáneamente la energía cinética E 	Tk  illk  11  y la enst rofía 

= 1E0111114V. 

Tradicionalmente, los puntos fijos de los modelos escalares 	= O) se identifican 

con los estados estacionarios de los flujos que niodelan (véase sin embargo Chin I988). En 

particular, los puntos fijos correspondientes a los intervalos inerciales aut ()similares de flujos 

reales son modos lijos nu(osimila rus I l'FASs) de la forma u, =, 	 ('olio se verá 

en los capítulos 2 y :1, estos PFASs corresponden a la conservación de la cantidad cuadrát íca 

E 4. 	, Del hecho de la conservación de la energía (m = 0) se sigue la existencia de un 

punto fijo u, rx k1 -1  y de la conservación de la enstrofía 	= 2) la existencia de int punto 

fijo u, 	k, "I, El espectro de energía correspondiente al primer punto fijo es de la forma 

k-1 (el "PEAS de liohnogorov" o k11) y el correspondiente al segundo es de la forma 

("PEAS de E ondulan" o K67). 

El hecho de que el modelo de (lledzer ( 197 	por su inclusión de interacciones 

a segundos vecinos, sea capaz de soportar más de una solución del tipo l' AS para un 

conjunto de valores de los parámetros, sugiere inmediatamente la posibilidad de que un 

modelo escalar con interacciones a vecinos más distantes sea capaz de soportar un titiritero 

aún mayor de PEA Ss. Es decir, que los modelos escalares puedan tener MI número arbi-

trariamente grande de soluciones tipo PEAS dependiendo del titiritero de interacciones no 

lineales que incluyan. 

En este trabajo exploraremos la posibilidad de la aparición de PFASs adicionales a 

E11 y Wi7 por medio de un modelo escalar de turbulencia incompresible en 21). De resultar 

cierta esta posibilidad, ella tendría consecuencias importantes, bien sobre la dinámica de los 

flujos de NS si es que tales soluciones estacionarias existen para las ecuaciones primitivas, 

o bien sobre las condiciones que deben satisfacer los modelos escalares de turbulencia, 

si es que tales soluciones son peculiares a los modelos. En el capítulo 2 se presenta 1111 

resumen de los resultados básicos de teoría de turbulencia necesarios para este trabajo. 

En el capítulo 3 se revisa la construcción de modelos escalares. en particular los de DN y 
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de Gledzer. En el capítulo I se procede a la construcción de on modelo escalar a terceros 

vecinos, y en el capítulo 5 se describe la búsqueda de PEASAs (PEASs adicionales) para 

este modelo. Finalment e, en el capítulo 6 se presentan algunas conclusiones. 



CAPITULO 2, 

TEOIUA BASICA DE LA TURBULENCIA INCOMPRESIBLE. 

2.1) Las ecuaciones Bidroclintlinicas (EHD). 

continuación escribiremos la.s ecuaciones bidrodinarnicas básicas. explicit ¡Intente. 

Su obtención se puede consultar en cualquier libro de texto sobre Mecánica de Fluidos 

(e.g,, Laudan y lifsbitz, 1986). 

2.1.1) EIID (Caso compresible), 

Las pcoaciont)s bittrodintlinicas h;isicas  para 1111 1111h11.1 110 ViSCOSO y 110 itlyZaclik son 

la ecuación de balance de momento 

y la ecuación de balance 	le, naylon  de continuidad ., 

ilp 

1)1 
; V•tíiti) 22! 

donde p es la densidad de nasa, P lit presión  del flojo  y u la  velocidad del (lini,. 

Otra forma de la ecuación ('1.1) puede ser obtenida como signe. Consideremos la 

expresión V•(puti), que es la divergencia de un tensor de segundo intervalo y por lo lamo 

	

es un vector de tres dimensiones. La componente j-ésiina 	= 1 2 , 3) de este vect or es 

M'(Ptiti)1, pu,u ) 	Ei)(P"' 	+L pu 
d,r; 	

TI J  Lít, ' 

= (V' (1m)111) 	Plu'\7111.1. 

[...t e  análisis por compomlit es nos 11);vit a la siguiente relac ton ve) otial 



V.G.11111) r,  (V • ( 711))11+ p(u•V)u. 	 (2.3) 

La ecuación (2.3) puede escribirse utilizando las relaciones (2.1) y (2.2) como: 

V.(puti) = —u.. 
p 

p- — VI' 
01 	1 

o bien 

e(pu) 
+ V(puti) = —Vi'. 

2.1.2) ElID (Caso incompresible) 

La ecuación 

pl
an + oi 	-57/,  ot 

	

V u = 0 	 (2.6) 

son las vi-naciones hidrodinárnicas básicas para los flujos incompresibles. Esta última 

relación expresa en forma diferencial el hecho de que el gasto en cualquier superficie cerrada 

inmersa en un flujo incoinpresible rs idénticamente cero y se sigue de que la ecuación de 

balance de masa se reduce en este caso a 	= 0. 

2.2) Propiedades de conservación de cantidades cuadráticas en flujos incom-

presibles. 

Analizaremos a continuación la conservación de cantidades cuadráticas en el caso 

incompresible 

2.2.1) Conservación de energía (Caso incompresible). 

Tornando el producto punto entre la ecuación (2.5) y el campo de velocidades u 
obtenemos 

(2.,1) 

(2.5) 
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!)II 
pu , 	1 1;11111•\)u1 

.11 

Ahora bien. oil ...'initio 11311(1.57 '111i 1,11"db` reesrribirse"In" 

u•¡19 , 519J = 1)1,1 	= 	_11411 ilu , 

,' 	 11 
L11, 1,11 	= 111'57)( I. 

al', 	
) 	

)3', ( 2 

Por nt t'o link 	= 	 dado (1111' \•I1 1,  0. 1:1`11(11110ti 1111C (11.5')(?, ) .- 

571( 9; u) y (u•S')/' = 57.( 12u). Entonces la venación (2.6) queda como 

O 111 	11" 	 Pu 
Vd u) , 	 I. 2.7) 

1)e aquí en adelante supondremos. a rflenos que se especifique I.) vont ratio. que p es 

ennsi ante en Ludo el finjo. es (leen que  el flojo es 	 Integrando 	 ) 

lodt, t•I t'1,ptt< III ‘ 	 de que la derivada tot.,1 de una int 	de )(humeo 

coincide c()m la integral do la derivada parcial del integrando citando integranws en todo 

el espacio. ol)tonentos el sigo itmt e resultarla, (pie establece precisamente la ronservacitítille 

la energía 	ira int al por unidad de ;nasa 

' 	 ' o 

1
1
/.
1 

2 
tiP,s 	 V' 1( 	+ / )111.Pli J 	2 	p 

t 	1'11 	1) 
. 	i 	p 

en tionde liemos livelnl 	suposición habitual (h. opte el t ampo de velocidades 	cera 

li;ste resultado. la conservación de la triergía rmc lira total. os independiente (le la 

tliniensionalidittl del lino, 	cítese que en el caso de flujos viscosos, el lado (Hecho (I() (2.7) 

...al' lene el 1 erninn, alíe it tial 1,9•57211 (pu' expresa la cantidad de energía cittet ira disipada 

por unidad de \ n'Inflen 
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Conservación de la helicidad en un flujo tridimensional. 

Se define la vorticidad del (lujo w = V xu como una medida de la circulación local 

del fluído. El teorema de Stokes establece la siguiente relación 

f u•ds 	í (V x 	 “pda 
• A 	 • A 

donde 1 es una curva cerrada y-  A es una superficie limitada por 	Esta relación dice que 

la circulación de u a lo largo 'le 	es igual al flujo de 	a través de A. 

Encontraremos ahora la ecuación de evolución del campo de vorticidad. Para obte-

nerla, tomemos el rotacional de la ecuación (2.5). Entonces 

+ V xl(ti • V) uJ = O . 

l't ilizando la Wein idad 

V(a b) 	V) a + 	•V) b + bx( V x a) + ax( 	b ) 

(llenemos 

11 2  
—(0'5'111 = V(--) 

2 

Por lo tanto 

ilw 
- V x (u x u)) = O, 

ill 

ecuación que puede ser reoscrit a con ayuda de la identidad 

VV(a b) 	—b (V ,  a) 1 a (V • b) — (a. V) b + (b• V) a 

y con ayuda (le la relación V • w = O (la divergencia de un rotacional siempre es cero) y 

la condición de incornpresibilidad V • u = O como 



	

+ I 	 = O. 
)11 

De esta venación se puede ()Weltr a su vez la ecuación para la !felicidad // 

u • 	11.33' - En forma análoga a emito se procedió en la sección 2.2.1 Minamos el productO 

de la ecuación 12S) con el campó 	VdOcIdit, II'S LI Otra ohl enrr 

ti• 
i)I 	

- 	 O 

1)esarrollando la expresión It•1( t1.57 ),..1. que es aluna un escalar, se obl lene 

	

= 	_ 
2- 

u, , 	 (u.V )( ti,J1 -  

‘•-• 	 , 

nalogament 

- 
= 

— 	 ,— 	t ) 	 (.1 
( 	) 	 ( , 

1  

0.14, 	• o! (lir, 2 

te' 
= 9 

La ecuación 12.91 puede entonces ser reescril a como 

o(u.) - 	(u.r)(u.,) - 	- (w.v)(,) ) = 0, 

11 

.2.S) 

(2.9) 

2.100 

(2. 10//) 

(2.) la) 
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l.a ecuación (2.5) nos permite simplificar esta ectiaciór. !tara obtener 

	

0( (PLC) 	 112  

+ (11.57 )(IPW) + (14,V)( ) - 	Vil 	) = 0. 	(2.11b) 

	

P 	 2 • 

Dado cine 	= 	= O esta última ecuación st,  puede escribir como una ecuación 

de balance de belicidad, es decir, una ecuación que expresa la conservación de la helicidad 

en forma local: 

11 2  

	

.011 • ..,')u) + V.E 	- 	o. 
a/  

Integrando en todo el espacio y utilizando el Teorema de Gauss obtenemos 

11 2  
/

/

I
I 1.1.42 <PX = 	- 	) 	+ 	( u•w) u•n dA 

• 2 
(2.13) 

cuando las condiciones a la frontera son periódicas, o bien los campos u y 1.,) se anulan en 

infinito la cantidad 1/ = 	djx (llamada la belicidad), es un invariante del flujo. 

2.2.3) Conservación de la vorticidad sobre las trayectorias de los plintos mate-

riales y conservación de la distrofia en un flujo bidimensional. 

Notemos que la ecuación (2.8) es válida en general, independientemente de la di-

mensionalidad del flujo. Ahora bien. la derivada total de la vorticidad está dada por 

rW = aa + (11-5.7  . lo que. sustituyendo en (2.8), nos lleva a la siguiente ecuación: 

dw 

dt 	
= (w .57  )u. 

En particular en 21). 	= O. ya que el campo vectorial w es ortogonal al plano donde 

se mueve el flujo y el operador 	en este caso tiene su tercera coordenada igual a cero ya 

que para campos confinados a un plano, la dirección de máximo cambio también está en 

el plano. El resultado inmediato de lo anterior es que en 21) 

dw n  

= u 

(2.12) 
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lo (pie significa (pie el campo  ,1,• vortklita il no cambia sobre. la trayectoria de on pinito 

material: es decir 	o, o 	C07).511111Ir Si X(I) ez la trayectoria de un punto material 

del flujo. Un resaltado inmediato de esto es que la enst rofía total del aojo Ikr 

pilmittwee constante, ya que de la evitación anterior se r.lespr(mtilv Idr 	O y 

por lo tanto 

•1.4 	O. 
./ di d' A 	r1/ . 

Aquí liemos usado el berilo de <ie el ama <le integración no cambia ion el tívtitpo. 

Veamos este último resultado de otra forma. Sabemos que 

(1.1.‘")c.: = 0. 
(9/ 

y por lo tanto 

1)esarrollando los términos de esta tíltinta vctiaeiíni 

i1w• •.4" 
"11,1 	 ) = 

r, 2 

	

2 	2 

	

= (trV)( L4,, ) 	1.1). 

en donde la última igualdad se sigue de V-ti = O. Por lo tanto obtenemos la ecuación de 

balance de enst rofia 

+ 57.(1,- 2 ti) = O. 	 C2.1-11 

la que al ser integrada en todo el plano produce 

= O. 
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Esto último es precisamente la expresión de la conservación de la enstrofía rn nn 

(lujo 211 A continuación presentamos una tabla que resume las cantidades cuadrilticas 

conservadas. 

2.2.1) Tabla de cantidades conservadas (fluido incompresible V.11 = O) 

31) 	 V,  cPx 	Energía cinética total 

Ihmfu•cod'x 	IIclicidad 

21) 	 x u 	Vorticidad sobre las líneas de flujo 

Karr. fif 2 x 	Energía cinética total 

11..fu.12‘12x 	Enst rofía 

2.3) Las ecuaciones bidrodinómicas en el espacio de Fourier y la condición 

de Liouville para flujos sin viscosidad. 

Recordemos las ecuaciones Iddrodinátnicas para un flujo incompresible sin viscosi-

dad ( ecuaciones (2.5) y (2.6) ) 

rit 
I- tu. )u = 	• 1.  , 	 (2.15) 

En el caso incompresible se tiene que (u•V)u = V.( uu), (ver ecuación (2.3)). Por lo 

tanto, la ecuación (2.15) queda como 

t + 
	•(lu) = —V() 

i) 

o bien 

.... o 	o 1,  
L , 	 p 

Aplicando la divergencia a ambos lados de la ecuación (2.166) obtenemos 

O 	i)2 	 I' 
a---i (V•u) 4- ›..., • ----(n ini) = —V2( - ) 

que dado que V.u. = O se convierte en 

(2.I6a ) 

(2.160 

(2.I7a) 
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(2.171) 

aquí Al es'introducida por comodidad. 

En lo que sigue supondremos que las condiciones a la frontera son espacialmente 

periódicas en todo momento. Bajo esta hipótesis obtendremos ahora la ecuación (2.1) (en 

el espacio de Fourier). Para hacer esto ixpandiremos en Fourier los términos de la ecuación 

(2.15). En primer lugar, la fondón 	queda como 

— I' 

	

= 	( —
P

)k  f:111(i k•x) 

	

r; 	k  

donde i = VII y k representa a los vectores de onda de Fourier. Además, totmuulo la 

divergencia, 

I' 

	

( ) = 	 exp(ikx). 

	

p 	k 	k  

Derivando otra vez respecto de .r /  obtenemos 

	

p 	P 

	

xi p 	k  

	

= 	(--), i2k,2 esp(ikx) E p  

lo que por último nos conduce a la relación 

	

v2(—) = —E (!)-)k k
„ 

exp(ik.x). 	 (2.18) 

La relación (2.171) produce por lo tanto (1-;)k  = —V,k. Calculemos ahora Alk: 

isr 
Ox iax i  

u;  = Euip  exp(ip.x) 

ty = EtiA  e.rp(ici.x) 



10 

= L u i„,,,q  exp(i(p -f- q).x) 

j
) = iE(pi 	exp(i.(1) ci), x) 

( •r 

iZ ((p 9), t1„1 	exp(i(p 	q).x) 
().r, 	p.(1  

(u,n,) = 	1(p± 	/13 ,, 	+ 	c,17)(i(p+ (1).):) 
xi oozi 	11,11  

02  
Al 	 = E up q)4,1 [(p q).14,) c.rp(i(p 	 (2.19) 

"5 

Por lo tanto, la amplitud de Ponder Afk  está dada por 

A lk = 	(k•u„)(k.u,, ) 
p+q.k 

por consiguiente 

p  k =  
p q=k 

k•u1,)(k.11, ) 
1.2  (2.20) 

En la ecuación (2.15) aparece el término V(1;-); nos interesa obtener entonces su 

amplitud de Fourier correspondiente al vector de onda k. En primer lugar 

PP E (---)k  crp(ik.x) 
P k P 

0 I)  
=

k 	
•)k ki  exp(ik.x) 

P 	. 
V( —) 	/E( 

P  
--)k k c.rp(ik.x) 

k P 

por lo tanto 



IV( 	li k 	) k  k = -4/ 	(1(.11„)(1c.tiq  

La ;1110'11w' de 1:(1111 kr correspondiente al létinino 	está dada poi 

f /U , 	dllk 

i)1 
y como ya piohainos 

	

(u•Vitt = V•Ittul = 
	rl 

141,o,) 
	, 	i(p 	/ip 	qi•x 

por lt, 1¡1111(1 

	

=i E 	 (1( „ 9 
1.11=k 	 -p+qrk 

I,as relaciones (2.21), (2.22) y (2.21) nos permiten obtener la amplitud de l'oitrier 

correspondiente al kvelol• 	111•V11.1 + 	) 1ple 1 .1(11‘. que ser igual a O det,idn a 

campo vectorial u satisface 1:1 ecuación diferencial (2.15). es do( ir 

rht 	 1' 
(11•V)ti + V( 

21( 

,/ (k.,,,,)u„ 	(k.,,„)(k.„,)1 du k  

 „+,,.k 
(2.21) 

	

La última relación ronstilnye 1111 S1S11.11E1 1111i1111(1 	ecuaciones diferenciales ordi 

narias con acoplamientos no lineales y cuyas incógnitas son precisainenie las amplitudes 

(le Fourier del l'ampo u. 1:511' 	vs entonces equivalente a la ecuación (2.15) dado 

mie el campo de velocidades u se olitieno de las amplitudes ttk por maedio de la serie de 

l'ourier 

u = 	uk  c.rp(ik.x). 	 (2.25) 

17 

(2.21) 

(2.221 

12.2:11 
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1.1 cainpo de velocidades ti es real y por lo tanto para que la igualdad de arriba sea 

consistente es necesario que 

uk crp(ik.x)).  = E uk  exp(ik.x) 

donde * denota el complejo conjugado. lo que implica que uk' 

lie la relación (2.25) se sigue que 

= E 	= i E wuk t.rp(ik.x). 

	

Como 	en el caso incompresible. se sigue que 

k•uk 	 (2.26) 

para todos los vectores de onda. 

El término de disipación es ;T'u: en el espacio de Fourier queda como 

'A-2u = --Ek2vukr.rp(ikx). 

Esto último nos dice que la antivlit lid de Fourier correspondiente al término viscoso 

está dada por I 	 = —142uk, con lo cual en el caso dispativo las ecuaciones 

(«naciones de Navier-Stokes) quedan: 

duk 	 2k 

	

4
9 	

k2 (k•up)tiq  + 	)11 	— .---(k.0 ,)(k•u<I  )) + k2viik  = 0. 	(2.27) 
."11{1=n 

I.:st as ecitaciones son completamente equivalentes a las ecuaciones diferenciales par-

ciales originales. Si escribimos las ecuaciones bidrodinámicas (2.27) por componentes 

obt cuentos 

1,:u naturaleza diaipativa de liste término aparece aquí con toda claridad, basta recordar por ejemplo, la 

fuerza de Id, vilo' del aire — KV proporcional a la velocidad V de una partícula en calda o el término —111 debido 

a un resisior 1? en la ecuación diferencial asociada a un circuito. 



(I j(k) 
=--i(,Sri k ; ki k-  ')k„, >2 u„,(1; 	p)tri(p) 

dt 

Dado que u,(k) es complejo, se puede escribir como u i(k) 	n i (k) -1- i b,(k). Las 

ecuaciones bidrodimitnica-s se convierten entonces bajo estas condiciones en eenacione en 

la parte real adk) 

da (k) 
= (hii 	kikik-2 )k,„ 	( a„, k—  — p) bi(p) + b„, k— p) ‹,i(p) 

I) 

y en la parte imaginaria fh(k) 

db •(k) 
= —(612  — kikik 2) 	a,„(k — p) al(p) — 14,(( 	p) t(1))b 	. 

di 

El espacio fase de este sistema de (T'uniones diferenciales está conformado por las 

coordenadas ai(k) y bi (k). Ahora bien, veremos que el volumen fase es conservado por el 

sistema. Para ver esto, es necesario probar que la divergencia del campo vectorial asociado 

al sistema en el espacio fase es O. En primer lugar. 

ad (k) - - 	= 	— 	k-2 )17,„ 	( 	in(p) + 	b„,(k 	p) 
0a.,(k) 

El desarrollo es el siguiente 

do (k) 	I 

	

= • { — 	
. 

dl 	
u,5(k 	p) lo(p) 

2 

— jkik-2)k,,E tr,„*(k — p) tq*(p)} = (gS,, k,ki k -2)k„, 	im[u„,(k p)i,(1))1 

= 	kiki k 2)17„, 	a,„(k 	p) b (p) 	b„,(k — p) a i(p) ) 

un desarrollo análogo se obiene para1-1-'0) 

1 
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( b j„,b1(0) + (SL,14,(0) ) 	kib,(0) + 1(.10) -- 2kikik'kl(0), 

en donde hemos aplicado la convención de Einstein de sainar sobre todos los índices repeti-

dos. Obtenemos entonos 

Unk 
= 21<•13(0) 	2k•b(0) tz 0. 

ila k  

„Junto con la fórmula análoga 

ák  
abk  

estas fórmulas implican la conservación del volumen fase por las ecuaciones hidrodinámica; 

y constituyen la llamada condición de Liouville. La importancia de este hecho para nuestro 

asunto es que el modelo escalar de Gledzer (1973) y el que nosotros proponernos (capítulos 

4 y 5) reproducen la condición de Liouville. 

2.4) Teorema de Parseval e interpretación física de las ecuaciones hidrodinómi-

cas en el espacio de Fourier, 

Consideremos dos funciones escalares (complejas en general) f y y de la posición y 

del tiempo, y escribámoslas como series de Fourier 

x 
	= 	17,  f k  c.rp( ilr•x) 

g(1, 	E g p  exp(ip.x) 

El producto f g•, donde g* es la función conjugada compleja de y, queda como sigue 

fg.  = E fk emick — w.x). 

Si integrarnos esta relación en todo el espacio obtenemos 

ifirtfPx = E fi, gp.  fikr, 	Efkfik. 
k,p 

(2.28) 
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Este último resultado es conocido C01111/ 1'1'011'111a 111' Piirseval V nos indica como se 

CS(71.11/1'11 111.S ralU ldad0s clutdraticas asociadas al flujo en el OSPillin III' Pourier. 	Teorema 

(le l'arseval para dos valimos vectoriales F' y C; es una consecuencia inmediata de lo anterior 

y n(114 dice cine 

í r.C.riPx 
	

F k •Ciic . 	 (2.29) 

inmlicaciones de este leorerna son muy interesain es En primer lugar podemos 

reescribir lit energía cinética total por unidad de :nasa como 

-- 	u.  d3x 	lukl'• 	 (2.30) 

expresión que da la energía ciiiíqica 491 el espacio de números de onda o espacio de Fourier. 

Consideremos ahora lit conservación de la energía cinet ica en este espacio. Esta Se puede 

demostrar tornando el producto punto de la ecuación (2.21) con el vector uk, y dado que 

k.tn, = 0, se obtiene 

k till 
(k•u„)(11,,Ar il) •+- (k•ri i )(11„•11I)1 	0. uk  • di  

21,4•i r.k 
(2.31) 

	

Ahora bien. dad() que '111,:11 	 111.'1,7 ).  c C.01110 1(412  ras real 011111191111S 

rill. 	 (filk 

	

(111;(11'12  = 	di
+ 11(.(lik•  • o  

per() 

por lo raigo 

lIc( q,  uk•dr 
di 

) 	Ile 
duk 

111. 	) rol 

.21{,,( u; 
•duk )  (  

Si tornarnos la parte real de (2.31) obtenemos 

d 

di 	' 

lukI2 
) 	ItV ( 

9 
E I (k.U„)(N9i;) 	(k91,1)(iip911)1 	= Q. 

2 



Sin embargo si 	.r 	iy es un complejo. entonces lte(iz) 	Ile(r(x 	nl)) = 

—1m(:). Por consiguiente 

( lu

'

k1-4 ‘ 	1 
) = -Im 

(11 , 	2 
( 	 ). 

114-11...k 
(2.32) 

El Teorema de Parseval nos dice que la energía cinética total por unidad de masa 

es Ek 	• Por lo tanto la conservación de la energía se expresa en el espacio de Eourier 

como 

1111(12 	1 ti  I u2d1.1. = 	(12 	 1 	( y: E [ (k.,„)(u,,,,i) 	) = O 
2 	 k 	2 	2 	k p+.1=k 

(2.33a) 

o bien 

E E 1111 	111,1111J 	(1<d1,1 )(111,91iJI ,---- O. 	 (2.336) 
k 111,1,k 

Denotare:no!, por 'ft kif). rit al termino 

lin (k9ip )(u„.1:1) (k.u,i)(tip•ul 
	

(2.33c) 

Procederemos a interpretar este término físicamente. Cuando teníamos en mente las ecua-

ciones bidrolliwitnicas referidas al espacio usual de tres o dos dimensiones, pensábamos en 

la energía cinética del Ilnjo distribuida en este mismo espacio con densidad local igual .1 

nz La energía total por unidad de :nasa de nuestro flujo se obtenía, en 3ll por ejemplo. 

realizando la integral 111;d3x. En la representación de Fourier la energía cinética puede 

ser m'usada como repartida entre los distintos modos, correspondiendo a rada vector k la 

energía especifica 1112 1` Subrayemos que esto es consistente debido al Teorema. de Parseval. 

La ecuación 12.12) puede ser escrita como 

df 	p+Trk 

en donde T(klp.q) representa la cantidad de energía cedida por unidad de tiempo al vector 

k por el vector p a través del vector q junto con la cantidad de energía cedida por unidad 

de tiempo al vector k por el vector q a través del vector p. Es decir, la energía se transfiere 



(hl )( 

h 
_„.11;) + (q.u/uk•u;) — (c1.14) (q* k 
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en un flujo incompresible por un mecanismo de triadas de vectot es p,q, k con la propiedad 

de que p+ q = k. Debido a lo anterior rl término T(kip, q) recibe el nombre de término 

de transferencia de energía. Por otro lado, la ecuación (2.33b) que expresa la conservación 

de la energía en el espacio de Pourier se puede escribir como 

	

E E T(klp,q) = 0. 	 (2.34) 
k p+er.k 

La forma detallada en q110 los t érMinOS nkip,q) se cancelan en la ecuación (2.34) 

está dada por 

T( kif). q) 	T(p¡ — q, k) 	T(qlk, —p) = 0. 	 (2.35) 

El lado izquierdo de (2.35) puede escribirse salvo un factor constante como 

2. 	3 
+ (k•tig 	— (ku;,) ;•uk) — (k. 	;• 1k) 

5 11 	 2. 
( 	

6 

(p•u_, uk •t;) + (p•u k ) 1_„-u;',) — (p. • (q•lii,) - (p.u¡ ulq •up) 

6 
- (q•ul q•uq ) , 

los términos tachados con el mismo número se cancelan juntos, debido a la condición de 

incompresibilidad 	= O y a la condición 	ul válidas para todo vector de onda k. 

La ecuación (2.35) representa la conservación detallada de la energía. La cantidad 

(le energía que se transfiere entre los tres vectores de una triada de este tipo por unidad 

de tiempo es idénticamente cero. Esto no quiere decir que la energía total almacenada en 

una triada de vectores p, q, k tales que p + q = k sea la misma siempre, ya que cada uno 

de estos está acoplado por medio de las ecuaciones diferenciales (2.24) con un conjunto 

infinito de vectores de onda. 

La conservación de la enstrofía en un flujo 2D representado en el espacio de Fourier 

también se realiza por el mismo mecanismo de triadas de vectores. Se puede probar que la 
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amplitud de Fowler del rotacional de un campo vectorial h correspondiente al vector de 

onda k está dada por 

xlik = t kxFk. 

Entonces la enst cofia total en el espacio de Fourier se escribe como 

51  = i"'2 '13x = 	1.112  = E 13  11412  

en donde se ha usado la condición de incompresibilidad k • uk 	O para obtener lk xul 

ku, La cantidad 1k2 ink  12  tiene que ser interpretada ahora como la distrofia en el vector 

de onda k. La cantidad de distrofia transferida al vector k en la unidad de tiempo por 

los vectores p y q en la interacción triadica está dada por k2T(kip,q). E raiclutan (1967) 

estableció que 

01"(k)P.q) 	p27'(p) -• q,k) 	q27'(q)k.—p) = 0 	 (2.36) 

lo que nos da la conservación detallada de la cnstrofía en un flujo 21) incompresible. 

2.5) Turbulencia. 

Las ecuaciones (2.24) conforman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

con acoplamientos no lineales y con una infinidad de incógnitas, a saber. las amplitudes 

Uk. Los términos de transferencia producen que la energía pase de tinos vectores de onda a 

ot ros. Los vectores de onda con números de onda 	k representan escalas de movimiento 

A •••• -I Consideremos ahora las ecuaciones (2.24) pero añadiendo el término de disipación Ni' 	• 	- 	' 
y un término de inyección de energía externa Fk, el cual supondremos que sólo es distinto 

de cero para k's pequeñas; es decir, suponemos que la inyección de energía ocurre a escalas 

grandes. Obtenemos 

dUk 	t 	 2k 

d 	
-- • 2, 	(k•u p )u,i  -I- (k,uqUil  — 	(k.u,)(k.0 )) 	k lyuk 	Fk. 12.37) , o  

2p.pi=k 

A los vectores de onda k para los cuales Fk no es 0 les llamaremos forzados debido 

a que representan escalas de movimiento donde energía externa está siendo inyectada al 

sistema. Tradicionalmente en teoría de turbulencia se supone que los modos forzados 



corresponden a las escalas mas grandes del sistema. empezando por el trabajo pion.l. de 

1<u)linogorov 1!)1 I. Atimple esto es cierto en la mayoría de Ilujos 1 itrIttilent os terre,lo., 

(en (lujos de laboratorio. los océanos y la attioísferab no tiene necesariamente mit, 	asi. 

Por ejemplo. 	 interestelar de las Galaxias. la inyecci.'m de energ1.. debida a las 

estrellas al gas interestelar ocurre (.11 las escalas pequeñas (Seudo 19)7. 

ei al 199.1). Sin etriliargo, en el presente 1 raliajo nos limitaremos a invect n'in de energía a 

escalas granules. 

El término -vkins, sólo es importante cuando k es suficientemente grande. El 

valor medio de las k's para las cuales el término de disipación no 1,5 despreciable aumenta 

conforme la viscosidad del flujo decrece, hl intervalo de vectores de onda no forzados para 

los cuales la disipación es despreciable se llama intr.rvolo increial. La situación entonces es 

la siguiente para un finjo 311): Cierta cantidad de energía es inyectada, generalmente en las 

escalas grandes, por unidad de tiempo. Debido al mecanismo de las interacciones triállicas 

( {p, q, k) con p+q = k). esta energía es transferida a lo largo del intervalo inercia' a escalas 

más pequeñas. atravesando intacta todo el intervalo inercias. Al llegar a las escalas más 

peouvitas donde la k rs m'IN. granulo. se disipa y las escalas con números de onda todavía 

más grandes prácticamente no son excitadas. A este proceso se le conou.u. tonto 	(ida 

iddi lbrirr rgía". l.a cantil-1;1d do modo.. o de vectores dl' onda excitados depende 

del cociente entre los términos inerciales de inipiacción no lineal y lit 1 isu ()solad si este 

cociente es muy grande, el sistema de ecuaciones diferenciales I2.ai u (sistema /Miami, /ti 

!11.114` tila gran número de grados de libertad. Di 1100)1 ro muy /Km rol Si /mide o dijni,4. 

0100 fitidint lulbnlrslo.. mi u 	fiados con ano uontidod 11101•111t III grados dt 1 iln ri ful 

yo( limen la Capacidad d Illitir01010ar 	h'urr'a' dr los lért111110.,  00 11111.111t.+ 

2.6) Fenomenología de la Turbulencia Ineonmresil)le. 

Ill I lolitiogorm est lidió el estado estacionario de un flujo t urbuletii o incompre 

sibil,' con fot zatnient 0 y viscosidad (teoría IX 11 I. encontrando la ley del cspect ro de energia 

tiliervido  inercia' 1. a 1lanv's de argumentos de .111:111MS 

análisis permite también establecer una medida de la razón entre las escalas mas 

granules (11. excitación del flujo. donde la energía es inyectada según las hipótesis de la 

teoría IX II . a las más pequeñas donde la disipación es importante Las hipotesis de este 

análisis ft guitm nohigfro pueden ser resumidas como sigue: 

a) La razón de transferencia de energía debida a los términos no lineales t i  de una escala 

a las otras es independiente del numero de onda 1. 	;. 
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1,) La trallsfervncia de energía es local en espacio de Fourier; es decir, se produce ent re 

modos de Fourier de tamaños similares. De esta manera, bajo la premisa de que la energía 

es inyectada únicamente en las escalas grandes, se establece una cascada hacia las escalas 

mas pequeñas disipativas a través del intervalo inercial. La escala 1,1 donde la disipación 

es importante se llanta la escala. disipativa o de Kolinogorov y el número de onda asociado 

se denota por kd  

A continuación reproducimos una deducción simple de los resultados de la teoría 

1<.11 (ver e.g., Lesieur 1990). Sea in la velocidad característica de la escala de tamaño 1. 

Entonces el tiempo dinámico característico de la escala 1 está dado por 

1 
rt 

oi 

 

(2.38) 

  

Por el orden de magnitud, podemos estimar la tasa de transferencia de energía 

de una escala a la siguiente como la energía de la escala 1, 	dividida por el tiempo 

característico 

	

2 	3 

	

II / 	ni 
"" 

	

rr 	i 
(2.39) 

donde segun la hipótesis a ti = t no depende de 1. Por lo tanto obtenemos una relación 

de similitud entre la velocidad característica y el tamaño de la escala 

u? ti  c 1 	o bien 	ni 	ti ti, 	 (2.40) 

Escrito esto último en términos del número de onda k obtenemos 

uk 	ci k 
	

(2.41) 

La cantidad de energía por unidad de masa, por unidad de número de onda está 

dada entonces por 

--Is'(k) 	
tl 	k1 	k _

1 ci 

que es la muy conocida ley "5/3" de Kolmogorov y que es un resultado que se sigue de la 

teoría 1<41. Analizaremos, por último la razón .144  entre la escala de inyección L y la escala 

de disipación 1a. En primer lugar debido a la independencia de la tasa de transferencia 

respecto al tamaño de la escala 1 obtenemos 

(2.42) 
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(213) 

1.:1 lado derecho di. (213( os la tasa de disipación de energía. que e., igual a la tasa 

de transferencia de energía debida a los términos no lineales si el sistema esta en equilibrio. 

EI número  de  lleynolds  1? del flujo, definido como  It 	 parcia introducir para 

obtener 

(2.1'1 ) 

Por otro lado, la escala 1,1  esta definida como aquélla en la que los términos de 

disipación y de transferencia son comparables, es decir vklul ••-• 	lo que nos conduce a 

r/ 

relación que tomada junto con (2.1.1) al sustituir en (2.13) produce 	 de lo que 

se sigue inmediatamente que 

(2.15) 

Podemos entonces estimar el intervalo de escalas excitadas en el flujo. ('ara estimar 

el número de grados de libertad N de nuestro flujo turbulento en términos del número de 

lleynolds solo tenemos que saber cual es la dimensión del flujo, Para turbulencia 31) el 

número de grados de libertad está dado por 

De manera enteramente análoga. se pueden obtener los resultados para (lujos 21), 

sustituyendo la cascada de energía por una de distrofia k,2  url. De esta manera se obtiene; 

	

P(k) 	 (2.17n) 

donde 71 es la tasa de transferencia de distrofia. y 

	

N 
	

(2,47/4 
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El espectro (2.17a) fué4t dudo por Kraichnan (1967) para un régimen en equilibrio 

de transferencia de enstrofía en un (lujo 21) incompresible. 

2.7) Dirección de las cascadas en 2D. 

Analíticamente, la dirección (le las cascadas no se ha establecido de manera formal, 

sino que sólo se han presentado sugerencias. Kraiclutan (1967), trabajando directamente 

sobre las ecuaciones hidrodinámicas para un flujo 21), investigó la posibilidad de espectros 

autosimilares con la propiedad de que las tasas de transferencia de energía II(k) y de 

distrofia Z(k) de números de onda menores que k a números de onda mayores que k 

(ver Apéndice 1) fuesen independientes de k. Encontró que para un (lujo 2D existen 

esencialmente dos espectros con Lasas de transferencia independientes de k, a saber, uno 

con pendiente —1 con Z(k) = O y otro con pendiente —3 con 11(k) = 0. Además el 

signo de 11(k) = c en el espectro de pendiente —1 es opuesto al signo de Z(k) = q en el 

espectro de pendiente —3 (aquí tanto c con ti son constantes independientes de k). Esto 

nos conduce a que basta conocer la dirección de una de estas cascadas para obtener la 

dirección de la otra. Los argumentos para establecer la dirección de la cascada de enstrofía 

en el espectro de pendiente —3 dados por Kraichnan (1967) consisten en la comparación 

de este espectro con el llamado espectro de equilibrio absoluto. Este último espectro se 

obtiene aplicando un tratamiento mecánico-estadístico a las ecuaciones hidrodinámicas sin 

viscosidad ni forzamiento en espacio de Fon rier, cuando se establece una cota k„,„, para 

los números de onda, y los modos con k > k„,„„ son suprimidos. El espectro de enstrofía 

(k equilibrio absoluto en 2 dimensiones es (le la forma 0(k) 	donde f1 ( k) es 

la distrofia por unidad de número de onda y o y /I son constantes que dependen de la 

energía y la distrofia totales presentes en el flujo (conservadas por los términos no lineales). 

Claramente 11(k) 	cuando k 	m Entonces en el espectro de distrofia asociado al 

espectro de pendiente —3 hay una sobreexcitación en números de onda pequeños y un 

déficit de enstrofía en números de onda grandes con respecto al espectro de enstrofía del 

equilibrio absoluto. Esto sugiere que debe establecerse una transferencia de enstrofía hacia 

los números de onda más grandes. El problema con 'este argumento es que se aplica también 

a la transferencia (le energía sobre el espectro de pendiente 	aunque el déficit de energía 

en números de onda grandes es menos importante. 

Otro argumento es el basado en el llamado teorema de Fjortoft (ver e.g., lesieur 

1990). Este teorema dice que en un sistema idealizado con sólo 3 modos k, p y q, p < 

q < k, y en el que inicialmente sólo el modo intermedio q contiene energía, los términos 

de transferencia implican que el modo p recibe más energía, mientras que el modo k recibe 

más enstrofía. El problema con esta línea de argumentación es que el teorema (le Fjortoft 

supone que los tres modos k, p y q son paralelos, y en este caso los factores geométricos de 
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la forma uk • p en los términos de transferencia T(kip,q) son cero (ver la ecuación (2.3:11))) 

junto con la condición de incompresibilidad en Foutier), l'or otro lado, si se escogen modos 

k, p y q no paralelos entre si, entonces es posible encontrar triadas k 	p 	q tales 

cine se contradice el teorema de Fjortoft. Sin embargo, es plausible que estos casos sean 

excepcionales. 

Son sobre todo las simulaciones numéricas y los estudios estadisth:os utilizando 

teorías de cerradura (Ilerring et, al 1974) los que proporcionan evidencia de que efectiva-

mente en los flujos 21) la transferencia de enst rolla sobre el espectro de pendiente —3 es 

hada modos grandes, mientras que la transferencia de energía sobre el espectro de pen- 

diente 	es hacia modos pequeños. De la discusión anterior• se establece entonces que 

en los flujos 21) existe un régimen de transferencia de distrofia con pendiente —1 hacia 

escalas pequeñas y alternativamente un régimen de transferencia de energía con pendiente 

—!:; bada las escalas grandes. 
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CAPITULO 3. 

MODELOS ESCALARES. 

3.1) Utilidad de los modelos escalares en el estudio de fenómenos de la 

Turbulencia. 

Los modelos escalares son versiones simplificadas de las ecuaciones diferenciales 

que gobiernan la dinámica del flujo de los fluidos. Estos modelos, introducidos por Lorenz 

(1971), han sido utilizados en el estudio de ciertos fenómenos específicos de la turbulen-

cia: equilibrios autosimilares (Obukbov, 1971; Desniansky y Novikov, 1972); regímenes de 

transferencia en equilibrio autosimilar, de energía y distrofia en flujos 21) hidrodinámicos 

(Gledzer, 1973); extensión de estos estudios a la turbulencia magnetollidrodinámica (Gloa-

guen et al, 1985); estudio de integrales cúbicas de movimiento en el caso unidimensional, 

representado por la ecuación de Burgers (Neri y Siggia, 1978); estudio de atractores en 

t urbulencia 21) y,  31) y distribución de los exponentes de Lyapunov en el interior de los 

atractores (Mamada y Ohkitani, 1987); estudio de soluciones dependientes del tiempo y 

dependencia de los parámetros de transferencia de cantidades cuadráticas con respecto 

a la dimensionalidad del flujo (13el1 y Nelkin, 1977, 1978); equilibrios estadísticos de la 

turbulencia totalmente desarrollada (Qin, 1988); correcciones a la teoría clásica de Kol-

mogol.« debido a los fenómenos de intermitencia Gimen y Paladin, 1991), etcétera. En 

este capítulo describiremos y analizaremos los modelos de Desniansky-Novikov y Obukhov 

y el modelo de Gledzer ya que son la base de los desarrollos posteriores aquí expuestos, 

3.2) Modelo Escalar de Desniansky y Novikov. 

El modelo escalar de Desniansky y Novikov (1974, abreviado DN) es una simplifi-

cación de las ecuaciones de Navier-Stokes, y consiste en sustituir el gran número de grados 

de libertad (o modos) de éstas (los vectores de onda de Fourier k) por un conjunto menor 

de modos que representen a los anteriores. Se llama escalar, porque en lugar de los vectores 

de onda k aparecen escalares representativos ki  y en lugar de las amplitudes de Fourier uk  

aparecen amplitudes representativas escalares ui. Genéricamente denotaremos a los con-

juntos de las ki's y las tti's como {ki} y lud repectivamente. Estos escalares se introducen 

de la siguiente manera: 

i) Los vectores de Fourier k se pueden interpretar como radio vectores de un espacio 

cartesiano de tres o dos dimensiones (según la dimensión del flujo). Suponiendo un flujo 
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con condiciones a la frontera periódicas, 14 espectro de vectores de onda es est rict ¡miento 

discreto, Estos vectores tienen todas sus componentes enteras, y sus puntas forman sola 

cuadrícula del espacio cartesiano. En el modelo de l)N se trata de reducir fuertemente 

los grados de libertad del Ibtio y de cubrir un gran intervalo de escalas con poros modos 

escalares. Ellos dividieron entonces el espacio de rumier en cáscaras esféricas centradas 

en el origen, la más pequeña con radio medio k5. y comprendietnlo radio vectores con 

magnitudes en el intervalo (ko h -',, k„ h! ). En general, la cáscara i-ésima está definida por 

el intervalo (kilt-1 ki lt; ), con ki = hiko. Así pues, este modelo reduce dramáticamente los 

grados de libertad, ya que en lugar de todos los vectores de onda contenidos en la cáscara 

i-ésinta, en el sistema dinámico escalar de UN aparece la magnitud k,, Se desprecian las 

direcciones de los vectores de onda, y cada cáscara está representada por sólo una magnitud 

escalar. 

Usualmente se elige la razón geotnét oca h como 2. Aunque en principio esta elección 

es t otalment e arbitraria (fuera de que h tiene que ser mayor que 1), ocurre que en ce naciones 

u nidimensionales parecidas a las de Navier-Stokes la energía se transfiere de un modo de 

tamaño k a un modo de tamaño 2k como se argumenta en el Apéndice II. Por esta razón, 

la razón h = 2 se antoja como lin valor natural. 

ii) Con respecto a las amplitudes escalares ni, notemos que cada vector k tiene 

asociada una energía by de modo tal que la suma de estas energías es igual a la energía 

total   

p/2 dv  = 	k  2 

J 2 	L' 2 

en donde se ha utilizado el Teorema de Paneral para variables complejas. 

I,a cantidad de energía contenida dentro de la cáscara i-ésirna Cto  está dada por 

112 . Así pues, se define a las m's por la relación 

Li 	IE iuk i2. 

lo cual implica que en el modelo UN las m's son siempre positivas. Más adelante se verá 

que esta elección limita las posibilidades del modelo para reproducir otras características 

básicas de las ecuaciones de Navier-Stokes, la Más importante de éstas es la condición de 

Liouville. Por esta razón, otros modelos (por ejemplo, los modelos de Gledzer (1974) y 

de Gloaguen et al (1985)), incluido el que se desarrolla en el capítulo 4 de este trabajo, 

interpretan las m'a como amplitudes de Fourier representativas, que pueden tomar tanto 



valores positivos romo negativos. En principio, incluso, se p,,dría considerar a las (u, ) 

como cantidades complejas (como bacon, por ejemplo, Kerr y Siggia (1978)). 

Con las definiciones anteriores, l)N construyen su modelo de la siguiente manera, 

1 a idea básica es copiar a "grosso modo" la estructura de las ecuaciones de Navier-Stokes; 

de modo que en el modelo aparezcan el mismo tipo de acoplamientos no lineales. Además 

de esto es importante que el modelo conserve las cantidades cuadráticas que se conservan 

en un flujo regido por Navier-Stokes. Consideremos las ecuaciones de Navier-Stokes no 

forzadas y sin disipación (o ecuaciones de Euler) 

dU k k 

di 	
p 	. —i E ((k — pl•ut  lu k 	— - K — p).up)(p.uk-p)1 	(3.1) -  

en donde se usó sobre la ecuación (2.27) del capitulo 2 la condición de incompresibilidad 

k•uk  = O. En esta ecuación las interacciones que aparecen son por triadas de vectores de 

onda y no existe restricción en cuanto a la interacción entre escalas ampliamente separadas. 

Sin embargo, debido al resultado antes mencionado de que la energía se transfiere prefe-

rentemente de modos de tamaño k a modos de tamaño 2k, en el modelo l)N se consideran 

únicamente interacciones entro cáscaras vecinas, tomando h = 2. En otras palabras el 

sistema dinámico sin disipación (modelo escalar) tiene la forma 

tif 

Consideremos la suma que aparece en la ecuación (3.1) restringida a los valores 

escalares p = 	p = ki  y p = k;.4.1 . Con el primor valor p = 	obtenemos un término 

de la forma (14'4_1 2, en 'donde el valor de o se introduce para sustituir los coeficientes 

geométricos de la ecuación original (3.1). El valor p = ki  produce cero ya que en el 

argumento de la suma tenemos k p que so convierte en 	= O. Por último el valor 

p = k+4.1  produce un término do la forma ilki n i+i n„ en donde /3 juega el mismo papel que 

o arriba. Obtenemos, por lo tanto 

dt 
= 
	

(3.2) 

En esta ecuación o y no dependen de i ya que un par de cáscaras vecinas con 

radios relativamente pequeños y un par de cáscaras vecinas con radios más grandes tienen, 

en cuanto a ángulos entre vectores se refiere, la misma estructura, y o y /3 sólo dependen 

de estos ángulos. 
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Consideraremos a hora  la conservación de invariantes coadrát icos. Ell 9,011Prill, defi 

nimos al invariante cuadrat ico de orden ni coma: 

/(,$ 
) = 	1.:11 

Es claro que /f"2  es la energía E = Ei ui2 / 2  e /t4  es la enst rofia 52 = E,ki'm2 /2. 

Por analogía con el papel de los coeficientes geométricos en la ecuación original, tomemos 

y 3 de forma tal que la cantidad I") se conserve. (Recuérdese que la conservación de estas 

cantidades se da por la relación que satisfacen los términos de inuisferencia T(kip,q), que 

a su vez están dados en términos de los coeficientes geomét ricos de las ecuaciones (capítulo 

2, ecuaciones (2.33b) y (235)), Así pues, escribimos 

P (I")  
= 	

d 	, 	
2

) 	EOW "11/i_1211. + Dki"1+1  
dt  

= nEk,"R"lo, l'11 	9 	1.21,•, +1"'"F lu,H  11, 2  1n1-1 
I 

--, 

	

= 	
= O . 

1)e la ecuación anterior se sigue que 

ltenombremos a como nl'")  en donde el indice ro corresponde al de la cantidad 1 1"') 

y s indica la dimensión del flujo. Entonces el modelo escalar queda como 

0("') k, 14_12  — o1 "' )  2'+'" k, 14 41  ni. 	 (3.3) 

En el caso más general de h arbitaria (h > 1), tenemos 

dt 
	al,n) 	 3('")  h'+'" 

	
(3.1) 

que es la forma más general del modelo escalar de DN para flujos no viscosos. 

En este modelo la cantidad de energía transferida por unidad de tiempo de la cáscara 

(i 	1 )-ésima a la i-ésinia está dada por 
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lo cual implica que la dirección de transferencia en el espectro de las escalas de movimiento 

de la cantidad P"), rascada de 	cantidad PI), depende del signo de (IP). Se dice que 

una cascada es directa si 'Ir) > O para lodo valor de i, e inversa en caso contrario. Por lo 

tanto, encontramos que pueden darse los siguientes casos. 

21): 	< (I 	Tran4crunria de energía de las escalas más pequeñas a las más 

grandes, cascada inversa. 

21): 	> O 	Transfewn(ra de enstrofía de las escalas más grandes a las mds 

pequeñas, cascada dímela. 

31): al» > O 	Transferencia de energía de las escalas Fruís grandes a las más 

pequeñas, cascada directa. 

3.3) Puntos Pijos del Modelo Escalar DN. 

Igualando a cero la ecuación i•ésinia del sistema para obtener un punto fijo (3.4): 

o(1") k  u,_ 1 2  — olin) 	ni+1  u; = o . 	 (3.(1) 

Esto se verifica para el intervalo inercial de números de onda. Proponemos para el 

intervalo inercial una solución del tipo 

ni  = 4(:ra) kin 
(3.7) 

buscando que esta est mei ura sea de equilibrio, es decir que mantenga todos los modos del 

intervalo inercial estacionarios. Entonces, de las ecuaciones (3.6) y (:3.7) obtenemos 

ki 	hi+na ki  ki+in kio 

de donde 

ki2n+1 

11 2' 

y por lo tanto 

hln+rri+1 = 
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o bien 

O 

Entonces la solución 

	

ni = 	 (:1.9) 

es de equilibrio. 

Consideremos ahora el término de transferencia del modo 	/-ésloto al modo 

i-ésituo 

I t4n a 	ti, 

y evaluémoslo en el estado de equilibrio (3.9), para obtener 

	

, 	11.1, 
11 ~'lll)I = alm) A(f1)' A,i14-rn 

	 (rn) 
	

?.; 

que en este caso no depende de i, lo que es natural porque para que los modos del intervalo 

inercial permanezcan estacionarios es necesario que la energía que entra a cada modo sea 

la misma que la que sale en la unidad de tiempo. Por esta razón, omitiremos 41 subíndice 

"i" del término de transferencia, denotándolo simplemente por 7r ). Asi piles, l';") es la 

tasa de transferencia de energía en general (.s 	2, 3) y 112) es la tasa de transferencia de 

enstrofía en un flujo 2/), 

Aunque en el modelo escalar de DN aparecen los modos discret izados 	podemos 

sin embargo extender la forma funcional '11'1 al caso de una variable de udutero de onda 

k continua. Así pues, definimos el espectro de energía E(k) como la densidad de energía 

por unidad de mímelo de onda k. Se sigue que E(k)iik es la cantidad de energía contenida 

en una cáscara esférica de radio k y de grosor diferencial 4/k. Si E(k) es de la, forma 

E(k) 	I3k'. se dice que es un uspectro rlc (vertí fa indosimilan ya que es in variante frente 

a cambios de escala k 	ek, col( c una constante arbitraria. Nótese que el punto fijo 

(3.9) también es autosimilar, Así pues, es posible proponer una forma antosimilar para 

el espectro de energía, y encontrar su relación con la pendiente del milito lijo autosimilar 

(PEAS) (3.9). Tenemos entonces que 



tl2 	k.11 
E(s) dn• , 

k,h3 

y dado que !',.; k.-1114.1"1  
2 	 se sigue que 

14. 

/1(„'"12  k,-1114."11  = 2 ik'hl  13 	da = B 	.K' 	ik.h 5  
= 

	

k,h" 	 A + 1 U  

213 	 2!) 
-- kA4-1 	— ki'41 	IV 1 	(h 5 +1 	)ki A+1  

A + 1 	 A + I 

de donde 

(1 +m) = A + 1 

o bien 

en donde 

A =
5 -1- 2rn 

E(k) = 13 k-"' 	 (3.11) 

/12(+nl )  
11 = 

3(li i (14.n) 	h ..10+,,))  

y los subíndices de A y 11 han sido omitidos. 

Cuando no aparecen los términos de disipación y de forzamiento, el sistema dinámico 

(3.4) conserva la cantidad Pm). Esta es la única cantidad cuadrática conservada y debido 

a esto el sistema acepta un sólo punto lijo autosimilar en el intervalo inercia' de la forma 

(3.9). Hay entonces uno correspondencia entre cantidades conservadas y equilibrios del 

intervalo inercia! autosimilarts. El espectro de energía (3.11) corresponde a un régimen 

estacionario de transferencia de la cantidad cuadrática /1"11. Es decir, la conservación 

de Pm) impone la existencia de un equilibrio autosimilar para el intervalo inercial cuya 

pendiente espectral es — 53p. Cuando or = O. 1(o)  es la energía y la pendiente espectral 

es 	obteniéndose el conocido espectro de Kolmogorov (1941). Para ro = 2 tenemos 

conservación de la enstrofía y (3.9) es un equilibrio autosimilar con pendiente espectral 

—3, sugerido por primera vez por Kraichnan (1967). En este caso tenemos un régimen 

estacionario de cascada de enstrofía, mientras que en el anterior se tiene un régimen de 

cascada de energía. 
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(3.10) 
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3.4) Punto Fijo del Modelo de DN Forzado. 

Escribamos explícil amente el sistema dinámico de DN asumiendo que el Unir° modo 

forzado es el primero y que el intervalo inercia' empieza en el segundo modo. A.letmis 

supondremos que el Unir° modo que disipa es el último. Estas suposiciones son razonables 

ya que modos con número de onda más grandes prácticamente no son excitados cuando hay 

disipación. La fuerza externa que se aplica sobre el primer modo puede ser visualizada como 

una fuente de energía odent rus que el t értnino disipat ivo de la última ecuación proporciona 

un sumidero de energía. Supondremos que el sistema dinámico empieza en i . 1. ('un 

todas estas hipótesis las ecuaciones del modelo son 

nk,h1+"'1102  + 
dt 

(114 	
- hl*" 	i = 1, ..., n - 1 

	
(3.12) 

df 

du„ = 	 2 	
li n  • 

Las ecuaciones intermedias conforman precisamente el intervalo inercia) de (3.12). 

Para el sistema reducido en el que se omiten la primera y la última emociones tenemos un 

punto fijo de la forma (3.9), es decir que satisface 

llj 	
)1, 

111 

para todo i. 

Supongamos un punto e;  del espacio fase del sistema dinámico que no satisface 

(:3.13) pero que es también un punto fijo de (3.12). Dado que para el punto fijo (3.9) se 

satisface la condición (3.13), se tiene que 13(i - 1)(1 + un) 	logh(tu i -I) = O . Una 

medida de qué tan separado está vi  de tri está dada por 

1 
=

3
. 
 - 1)(1 + ro) 

Las tiiiss definen entonces desviaciones del punto fijo autosimilar (3.13). Como (3.14) 

se cumple para cada i tenemos que 

1 
ti'i.rt -4- th+2 = 5 (2i + 1)(1 + 	+ 	ni+2vi  -2 ) . (3.15) 

(3.1:3) 

(:3.11) 
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Si (); es un punto fijo de (3.12) tenemos que h-  m  el 	= 	Vi+214 —2, lo que 

produce en (115) 

I fi- 

	

ti5(4-1 4-  01+2 = 	k l,,/ 11(
i
1  4- un) 4- logh((« i-1-'1,i 2 v( -2 ) 

	

= 71  (2i + 1)(1 	tn) 	logh(h-l-m) 	logh (nivi  -1 )2  = 

= 3(i — 1)(1 + un) + 2 logi,(ei ni -1) = 2 	. 

Resumiendo, hemos obtenido la siguiente ecuación en diferencias de segundo orden 

thi+ 	= 2 O, 	 (3.16) 

y hemos visto que resolverla es equivalente a encontrar un punto fijo, no necesariamente 

mit °similar, del sistema dinámico DN forzado (3.12). Las ecuaciones en diferencias del tipo 

de (3.16) se resuelven en forma muy similar a como se resuelve una ecuación diferencial 

lineal homogénea. El polinomio característico de (3,16) es 

\ 2 +\— 2 = O 

o bien (A -I- 2)(A — 1) = O, 

por lo tanto A l  = —2 y )12 = 1 son las dos raíces del polinomio característico. Las dos 

soluciones linealmente independientes de (3.16) son (-2)' y 1i = 1.1  La solución general a 

(3.16) está (lada por la combinación lineal más general de las dos soluciones encontradas 

	

upi  = a 4- b(-2)i . 	 (3.17) 

Para determinar por completo a las (Pi's, necesitamos dos condiciones a la frontera, 

ya que la ecuación en diferencias es de segundo orden. En primer lugar, sustituyendo i = 1 

en (3.14) obtenemos que IP'  = O. Por otro lado, 

I Nótese que aquí "i" denota el índice de la ecuación en diferencias y no debe confundirse con la unidad 

imaginaria. 
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(o 	2)(1 + 	+ logh(v„_,vc!) 

= 	o 	2)( 1  + In) + 
2

logh  ( v„....)1e1 -2) 

1 	 t/„))„ 
= 	- 2)( 1 -1.  ro) 	 --- 	̀) 

2 

1 vh"-  v„ 

3 
- 2)(1 + 	+-I gh( 	ti%  

1 	 1 	 1 
=-

3 
(o - 2)(1 + In) -1- 	(I) - 1) + 	loRh  (v/..1  o -1v(1 ) + 	log,J e„ vi  -1) 

2 	 2 	 2 

en donde se USÓ que 

	

Además, puesto que 11,,, = 13(tt - 1)(1 + 	+ 	-I), obtenemos finalmente 

(4 + m)n 
-- 2 - m - loghll 
	

(3,18) 

donde 1? = 	es el número de ileynolds del modelo. Llamaremos 	al lado derecho 

de la ecuación (3.18). 

llesmniendo, las dos condiciones a la frontera están dadas por 

!eta = 0, 

imponiendo esto sobre la solución (3.17) de (3.1(i) obtenemos 

kbi  = a - 21) 	O, 	a = 2b 

2 	- ha = yru 
	

2a + (-2)"-12/) = 1,„ + a + (-2)9) 



(-2)"b = 	+ (-2)"b, 	a - (--,2)"2b 	.y„ 

2b 	
- (-2)") * 

Entonces la solución del problema se obtiene substituyendo (3.19) en (3.17), lo que 

produce 

= a (I + —21 = -141 — ( -2)1-10 ( -2)'-1). 

Por óltirno. recordando la definición de 	obtenemos 

-1 
= 	(i-- 	1)(1 + 	+ 	( 	) 

(-2)" 

logh(eiv( 1) = 1 
	

- 1)(1 + 	) 	"s 	I 'E-7- 
	 (3,20) 

por lo liodo 

h' 	vi 	 (3.21) 

donde S  está definida por (3.20). Nótese que el punto fijo así obtenido (3.21) no es au- 

tosimilar. ya que 	depende de i. Sin embargo, cuando n tiende a infinito para valores 

de i fijos, C  tiende a fi - 1)(1 1- in), lo que produce que el intervalo inercial tienda a un 

espectro de energía con pendiente 

3.5) Modelo a Primeros Vecinos de Obukbov. 

Estudiaremos ahora otro modelo escalar a pri nueras vecinos muy parecido al modelo 

de ON, propuesto por °huid'« (1974 13revement e revisaremos este modelo para después 

proceder a construir un modelo más general, también a primeros vecinos, y que 'comprende 

a los 'florido de D N y de Obnkhov romo casos particulares. 

El sistema dinámico de Obukhov tiene lit forma 

3k,ui.H2  =  

40 

(3.19) 



al 

El hecho de que en cada término aparece Ir, como factor expresa una condición de 

autosititilit tul sobre el modelo, Esta condición. también satisfecha por cl modelo de 1)N. 

será usada más adelante para construir modelos escalares con un intervalo 11e interacciones 

más amplio. Si en el modelo ()Itiikliov determinamos los coeficientes (1 y 1 de 1001111 que so 

conserve la cantidad cuti(Iratica 10'1 de 	análoga a lo que hicimos para el modelo 

1)N. el modelo de ()Iikliov ((mula como 2  

dir, 
— 1114. 'u11, 4121 	+ 

dt 
(3:22) 

Aqui se han añadido los términos (le disipación y forzamiento. suponiendo también 

(pie sólo el primer modo está sujeto a forzamiento. 1 lita diferencia sustancial de este modelo 

con el de 0N radica en que cuando no aparecen los términos (le disipación y forzamiento 

admite un equilibrio donde el único modo excitado es el primero. Es (huir, se mantiene un 

equilibrio sin que la energía sea 1 ransfyrida a las VtiCiliati 1111.18 pequeñas; el niodelo 1)N no 

admite tina solución así. En forma más general, si los primeros / I modos están excita(los 

y forzados con términos /•:, 110 nulos (j < 1), y los inollos rysi 0111 es no están 	;tilos n i 

Forzados (u,,, 	O para tu :51 -1- 1) . entonces la energía se acumula en los primeros 1 

unidos sin que sea t rattsfirt ida a las iiscalas Inas prquoilas Esto co(st it uye una limita, ion 

(1(1 modelo ()Ituldiov para representar cascadas de cantidaileiit citadrat icas. 

3.6) Puntos Fijos en el modelo de Obukboy. 

Un análisis enteramente análogo al de la sección 3.2 muestra que los PFASAs del 

modelo Obtikliov exactamente son (le la misma forma que los del modelo de DN, ecuación 

(3.9). Así mismo los puntos lijos no autosimilares son también de la forma 

r, = 

donde ‘1 	" 4'9  AH) 	 v 	= ul I+ tu )13 (.5 2/0)/3 	 Nótese 

que 1)N sugieren que estos puntos hijos no :tul osiinilares probablemente no son estables. 

3.7) Generalización (le los Modelos a Primeros Vecinos. 

Originalmente ()Inikliov conMniyó un modelo menos general que sólo conservaba la energía ()ara atacar 

la Turbulencia en I dimensiones. 
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A continuación estudiaremos un modelo escalar más general para Turbulencia in-

compresible a primeros vecinos, introducido también por UN. Los modelos de DN y de 

Obukhov pueden ser conjuntados para obtener un modelo escalar que reúna todos los 

términos de acoplamiento no lineal presentes en ellos. las hipótesis para construir este 

modelo son las mismas que las de Obuldnov y UN. En primer lugar, los términos no lineales 

son cuadrúticos, existe una condición de autosirnilitud sobre las ecuaciones del modelo, y 

se incluyen sólo interacciones a primeros vecinos. Por último, se pide que el modelo con-

serve la cantidad cuadra( ica /("1)  = E,Ly'ui2. Los requerimientos de autosimilitud y de 

restricción de las interacciones a los vecinos más próximos producen el siguiente modelo: 

(in; 	, 

dt 	
= t,- 	+ al 	lié 	 4. a., (42  + (15 f1i lí¡fi + a,i (4+12 	(3.23) 

La condición de autosímílitud se expresa en que a1, a2, 	aa  tienen el mismo 

valor en todas las ecuaciones del modelo como se explicó en la sec. 3,2 después de la 

ecuación (3.2). La condición de conservación de la cantidad cuadrática PO determina los 

parámetros de acoplamiento del modelo, a saber 

a5  = 	 tr a  = —1/14-'"a2 	ae  = a4 = O . 

Sustituyendo estas expresiones en (3.23) (llenemos 

du¡  
- 	=rr i  k;  ( ni-12 	h 	U41 j 	02 	(ui-t 	h

ti-rn 
14+1

2
1 . 	(3•24) dt 

Este modelo se reduce al modelo de DN cuando a2  = O y al de Obukhov cuando 

al  = O. Un resultado interesante es que, invirtiendo el tiempo, cambiando la escala por 

medio de t-1 — h14.9 e intercambiando i —1 por i + 1 e i + 1 por i —1 (es decir, invirtiendo 

el orden de los modos de forma que para pasar de ki  a 4+1 se multiplica ahora por h-1), 

el modelo de DN se convierte en el de Olutkliov. Es decir: 

(fi ki 	 h-1-^ u« 	j, 

mientras que 

dl _ al k. 	i 	hi4 
	

fla 
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3.8) Modelo Escalar de Gledzer a Segundos Vecinos. 

liemos visto que los modelos escalares a primeros vecinos no pueden tener más 

de una integral cuadrática de movimiento /('") para rada selvecion de valores de los 

parámetros. A cada integral cuadrát ica /("') = 	kim (4; 2  le corresponde sólo un equilibrio 

autosimilar cuyo espectro (le energía, También autwitnilar, tiene una pendiente 

Gledzer (1974) construyó un modelo con interacciones a segundos vecinos capaz de conser-

var simultáneamente (es decir, para los mismos valores de los parámetros) dos integrales 

cuadráticas del flujo, Este hecho sugiere que la ampliación del intervalo de interacción 

entre las escalas de movimiento permite alimentar ei número de integrales cuadra t icas del 

modelo, y por lo tanto aumentar el número de PEASs. 

La prescripción para construir el modelo de Gledzer es muy similar a las de DN y 

de Obukbov, aunque con las siguientes diferencias i) los términos no lineales acoplan cada 

modo con sus dos predecesores y sus dos sucesores; es decir, el modelo de Gledzer es un 

modelo a seyumlos vecinos, 	Las amplitudes escalares u, de Gledzer se interpretan cuino 

promedios directos de las amplitudes de Fourier en las ecuaciones de Navier• St ()hes, por 

lo que no son positivas definidas, corno sucede en los modelos de DN y de Obukhov. 

punto 	arriba se sigue de que Gledzer supone que su modelo reproduce la condición de 

Liouville en su forma más fuerte: 	= O; es decir, copia con más detalle las propiedades 

de las ecuaciones de Navier-Stokes que los modelos de 1)N y de Obukbov. Sin embargo, 

la forma de dividir el espacio de Fourier en cáscaras esféricas y la interpretación de los 

modos escalares 14 es exactamente la misma que en los dos modelos anteriores. Otra 

imposición al modelo también preservada por Gledzer es la condición de autosinii litud sobre 

las ecuaciones diferenciales del modelo, de manera que también aquí 1,7/ es proporcional 

a ki  y los parámetros del modelo no dependen del índice i. Las interacciones entre las 

cáscaras son elegidas siguiendo el diagrama mnemotécnico que se muestra en la figura 1. 

Las anteriores hipótesis producen un modelo de la forma 

¡la = CP)Iliu2 

ic t  = (11)11 211 3  + (12)110 2  + fu 

1.12 = C111113111 + (V111113 -I- (13i tlotli 	 (3.25) 
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= 	 + V)U. 	+ (.113111,-11(1-2 - 

donde, como siempre, el término de disipación -ek,2 a, es despreciable en el intervalo 

inercia], La condición de autosimilitud sobre el sistema es (:„-111 	 h, 

Requiriendo la conservación simultánea de la energía 	= E:21 1/ i ' y la enstrofia 

= 12,11;i 2 t4.2  se obtienen las condiciones 

	

- 1) 	k?r,"' 	 - II • 

Escribiendo todas las 	en términos de (...'1 =(',(1)  obtenemos las relaciones 

	

A.2 	- 	 - 1.2  (2) 	 i-1 	pI21 	 'i+1 
- 11-  ki+1 

que producen la siguiente forma en el intervalo inercial de (3.25) 

ir 1
11-1 - 	 /3 	- , 	'1-2 = (' 11,4-1 11,4,2 - 	 1141 	, 

11. 4 	
(3.28) 

La condición de autosimilitud impuesta por Gledzer a su modelo es .` 

h > I. Por otro lado, la forma en que las cáscaras esféricas fueron const midas produce 

	

kf_ i  I -- 	+ /ti 
k; I - 

	

k;_,2  - k;_1  ..., ki2-2  1 -14 2 	1,." 	1 1-1 ,.. 
k;_, -- k; 	k;_, 1 -- O 	k;_, 	h 2  

por lo tanto, haciendo Ci  = '7, el intervalo inercial del modelo (lledzer queda como 

1 -1- h2  
ki biluflui+2 - 7 	113 	111-1 u1+1 -I-  7 h ,, 111-1 11,-11 • (:1.29) 

Estudiaremos ahora los equilibrios autosimilares para el intervalo inercial. Es decir 

los puntos en el espacio fase de las m's que anulan el lado derecho de (3.29) y que satisfacen 

-ut- 	p, donde 	es constante. En particular, veremos si admite el K II  y el K67 (los 

PFASs (le Kohnogorov y de Eraichnan, respectivamente; ver capitulo 1 ) romo puntos fijos. 

(3.2(i) 

(3,27) 
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3.0) Búsqueda de PEAS en el Modelo de Gledzer. 

Igualemos a cero el lado derecho ele las ecuaciones (3.29), suponiendo autosimilitud 

sobre las m's, y dividiendo entre 14_214_1 , obtenemos 

1 -F1 II' 	
h3 	/1. Írt 

(3.30) 

que es una ecuación de grado 6 en p = 	Las soluciones de esta ecuación son 

I,- 9-1 (-1) 1  (-1)1  (-1)1  (-1)1  
h 	h 	h' 

Ahora bien, dado que 	= p', las raíces del polinomio (3.30) h"- 3 y h.-1  producen 

en 1111 caso 	= /1-111 0 y en el otro 14 = h -'u0. Si escribimos u0  = Ak0-1  se obtiene en el 

primer caso el K.11 

= 	 Aki-1 	 (3.31) 

y en el segundo caso el l<67 

= 13b-9;0-1  = 13k1 -1 	 (3.32) 

Corno vimos en los párrafos anteriores, la solución (3.31) produce un espectro e- 

nergético con pendiente de 	mientrás que (3.32) produce un espectro energético con 

pendiente --3. E,I primer espectro corresponde a un régimen de transferencia de energía, 

mientras que el segundo corresponde a un reginien de transferencia de enstrofía. De- 

mostraremos ahora que cuando la pendiente del espectro es 	no hay transferencia de 

enstrofía. Consideremos el sistema en el régimen de equilibrio K,11 	= h.--1 y los 

primeros dos modos mantenidos en equilibrio por forzamiento externo. Entonces obten-

emos las siguientes relaciones para los primeros modos 

ita  = ku1uttt2 + 
	

= O 

, 	(1+ 
¡fi = ki 	ti2 113 -- KI y 	no 112 4- fi = O 

/13  

por lo tanto, la transferecia ele enstrofía en este régimen está dada por 
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r joNotio + 	= — 1.03  1 un  11 1  112  — ki 3 	u3  ui  + A1s  ^/ 	
h3 	

u0 ui  u2  = 

—1.0 3111(°110 2  -f 113u01211 3  — (1 + h2 )1101 11 21 = —1;0 31[It 3u111 211 3  — 112 11011 1 u21 = (1 

ya que 	= (h-1)3 	1. Resumiendo, en el N 11 no hay transferencia neta, o cascada, 

de distrofia entre las escalas (le movimiento, 117:2°)  = O. Se puede establecer análogamente 

que en el K67 no existe cascada de energía, 1112)  = O. Si las fuerzas actuán en un intervalo 

de escalas intermedio dividiendo el intervalo inercial en dos partes, el sistema admite un 

punto fijo cuyo espectro de energía soporta las dos pendientes -3 y 	Lo que ocurre 

es que hay una transferencia neta de energía hacia las escalas más grandes a partir de 

las escalas forzadas, y una transferencia neta de distrofia hacia las escalas más pequeñas. 

El espectro cambia entonces de pendiente al pasar por el intervalo de excitación de una 

pendiente de -1 correspondiendo a la cascada inversa de energía, a una pendiente de -3, 

correspondiendo a la cascada directa (le enstrofía. 
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CAPITULO 4. 

MODELO ESCALAR A TERCEROS VECINOS. 

En este capítulo procedemos ahora a construir un modelo a terceros vecinos, con el 

objeto de determinar si el may,or alcance y mayor número de las interacciones no lineales 

incluidas introduce soluciones de punto lijo autosimilar adicionalts (PFASAs) a 1<.11 y 

1<67. 

4.1) Construcción del modelo escalar. Siguiendo a Gledzer (1971). imponemos 

las siguientes condiciones a nuestro modelo: a) en la venación i-ésima no aparecerá el 

término 	(cuando no hay disipación): esto es. si,  satisface la forma más fuerte de la 

condición de Lionville. b) Dadas las interacciones utilizadas en el modelo de Gledzer 

(figura 1), proponemos una estructura similar para nuestro modelo ti terceros vecinos, 

los términos cuadráticos en la ecuación i-ésima serán como se representa en el diagrama 

ninemotéenico de la figura 2. Por lo tanto, la forma de las ecuaciones sin disipación y sin 

forzamiento es: 

	

(',(1)14 4.2o,+.1  -I- ( '(2)11, 40,1.3 	C3)11, 404.1.2 -1- 

(Y[9111 -111i+2 	( 'r.111i-11114-1 	C1(61111-211141 + 

Cr:111j_211j_1 + 	 + 

Aquí las Ci's son coeficientes de acoplamiento a elegirse de modo que este sistema 

de votaciones diferenciales conserve la energía cinética y la enstrofía. Esto nos lleva a las 

siguientes condiciones: 

+ 	" 	('':+9)2 = ° 

	

(61 	r,( 
+
11)2=  A 

i  



6'2 + " 	= o 

elk,_1 2  (? 11)k,2  4- 	= O 

-1' + 	+ C iTt 4+1 2  = O 

co) k . 2 
-1 1' ("1  A- 2  4- C 18)  k • 2  = O 141 	4.2 1+2 

Considerando la condición de crecimiento geométrico <le los radios de las cáscaras 

por el factor h obtenemos las signienh,s relaciones: 

c2 
' 12 6  - 12 2  

41  1 - 12' 
- 112  

(422 
- h 4 

112  - 
- 12 2  

(  
c!t9 Ci.1:3 154 

Gil ..)11:5611  2:12  

por lo (pie el sistema dinámico queda: 

('II) 
 
14421 L1+:4 

„.,(2)
h 
1
fi 
 - h" 	 (3) 	 (I) 

1  014_02,4.2  . h4  11i-tui+1 Ci-2_ ui-2ui+rf 

t  12 2  - 1 
,_ 2 	Ilz 4- (1_11 fri  h4  9- --u• 311i 	+ C121112  - 
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Si imponemos ,obre las (Ts la condición de autosintilit tul 	, 	 I. 

, 	„,, tenemos  (pie  11: 	donde 1./( '")  es tina constante que no depende de 

i. Lits siguientes igualdades son entonces satisfechas: 

('r2) 	k,_, 1)(2)
h
"2)  

ki-21)(" 
HP')

-- 

)91 
nin _ 

1c1  

C()) 	k 	1)(1  = 
1

l 1)(3)  

( '13?2 = ki-21-01) 
 = kit)(9 

cm 	1.01 
k
'
1)(2) 

— • 
11' 1  

si hacemos o = 1)(1 ), 	IP )  y 	1)(1  el sistema dinámico queda tuno: 

= k,[(111,4 211,4_ ! 	I?, 	"I II, 	111, 	2 1- 

I -- /lb 	 I 	h .' 

h 	— hi" ,  -0.1 2 + 
ti I - o 

b 	/12 	
,- 
/12 	lit II,-2",41*  

h2 --I 	 a 11 .1 — I 	 — I 

1172  hl — 	 — 	 11 .3 	l 2 1• 

Este modelo se reduce al de Gledzer cuando o 	y :1 O. 

4.2) Búsqueda de puntos fijos autosimilares. ¡lentos encontrado un modelo 

con interacciones a terceros vecinos que conserva la energía cinética y la enstrofía. Bus-

camos ahora PFASAs para este modelo. Para lograr esto, igualamos el lado derecho de las 

ecuaciones a cero y dividimos entre tii_..211;_ 3  para obtener: 

01110  + 3119 -1-  "i1/8-1- 



13 I - 114' 	t . 	- 1--h1 cs 1 - h" 

h 	 h hl - 1121i' 	11 2  h'i 

-y 11.2  - I 	o 	- 	Ji h2  - 1 	A  
h2 	h 2 	113 -

pi 
	 = " 

que es un polinomio de grado diez en p = .-1,-. Esta ecuación se puede resolver numérica-

mente, usando MATIIEMATICA, para (4 caso h = 2, encontrándose las siguientes solu-

ciones independientes de o, /1, y 1: 

t - 
2 , 	2-1 	• 

Notamos que dos raíces son positivas .1 y 2-1, y las otras cuatro son complejas. 

Estas raíces aparecen siempre, por lo que sólo hay dos puntos fijos aulosirnilares que no 

dependen de los valores de los parámetros. El caso p 	corresponde al K67, mientras 

que p = 2-1 corresponde al K•11. Las soluciones complejas también corresponden a las 

mismas pendientes del espectro y por lo tanto no proporcionan regímenes cualitativamente 

distintos. 

Las seis raíces ya obtenidas nos permiten reducir el grado de la ecuación algebraica 

de grado diez a grado cuatro. Una vez realizada esta reducción obtenemos: 

o(0.625p + p4 ) + P(O.I + 10)1- -1p2  = O. 	 (4.3) 

Si a p le damos el valor positivo po, la ecuación anterior se convierte en la ecuación 

de un plano en el espacio de los parámetros oh. Para todos los puntos en este plano 

hay un punto fijo autosimilar de la forma u;  OC ki'"2"°. Por lo.tanto, los valores de los 

parámetros o, /3 y -y para los que existen PFASAs están dados por la unión de la familia 

uniparamétrica de planos ortogonales a los vectores de posición de la curva 
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(1.2) 

(0.625p+ p4 ,0.1 	it',p2);p > O 
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que pasan además por el origen o = 	= y = O. Como esta curva está completamente 

contenida en el oct ante principal (o > 0,3 > 0,1 > O) se sigue que no hay PEASAs cuando 

los tres parámetros tienen el mismo signo. 

Para obtener una idea cualitativa de esta región consideremos su intersección con 

el plano y = yo > O. Cada plano de la familia intersed a al plano = la  en una recta, de 

modo que obtenemos una familia uniparamétrica de rectas en d plano 7 = 	dada  por  

o(0.6251/ + /1') + ii(0. -1 113 ) +101/ 2  = 0. 

El comportamiento de esta familia uniparamét rica de curvas se puede est udiar a 

través de su envolvente, definida como la curva tal que cada uno de sus puntos está situado 

en una curva miembro de la familia, siendo esta curva y la envolvente tangentes en su punto 

común. Si hacemos 

(a, 11; p) = n(0.625p 	it1 ) 	3(0.1 +1/3) + 7/12  

la ecuación de la envolvente de la familia de rectas está dada por: 

[(o,/3:µ) =II  

lo que resolviendo para a y fi nos da la envolvente en la forma o = a(p), = /3(p). 

La gráfica de la envolvente, en el caso yo > O, es como se ¡nuestra en la figura 3a. 

Notamos que las rectas tangentes a esta curva barren ciertas regiones del plano una vez, 

otras dos veces, otras tres veces y otras ninguna, como se indica en la figura 3a, según p 

recorre los valores de cero a infinito. El número de veces que es barrido un punto nos da 

el número de PEASAs que existen cuando los valores de los parámetros coinciden con las 
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coordenadas del punto en cuestión. En la figura 3a, los números indican la cantidad de 

PFASAs que existen para valores de los parámetros en las distintas zonas del plano. l'ara 

= yo < O la estructura es simétrica a la de —ya. (Ver figura 3b). Por último para y := O, 

la estructura está representada en la figura 3c. Aquí el análisis es más fácil pues tenemos 

un haz de rectas que pasan por el mismo punto, por lo que basta encontrar las pendientes 

de las rectas límite del haz. 

Como se puede observar, estas gráficas confirman el hecho de que no hay PFASAs 

cuando a, j3 y -y tienen el mismo signo. 

4.3) Restricciones adicionales al modelo. 

4.3.1) Conservación detallada por ternas de vectores, Cabe preguntar ahora 

qué valores de los parámetros son aceptables, si pretendemos que nuestro modelo escalar sea 
lo más realista posible. Para esto, consideramos las propiedades de conservación detallada 

derivada de los términos no lineales en la ecuación de Euler original. La conservación 

detallada de la energía cinética y la enstrofía consiste en el hecho de que estas cantidades 
se conservan en el espacio de Fourier por medio de triángulos, es decir, por ternas de 

vectores (k,p,q) con la propiedad de que p + q = k. Si T(k 1 p,q) es la cantidad 

de energía transferida al modo k por los modos p y q, esta cantidad sólo es distinta de 

cero cuando p + q = k (ver, por ejemplo, Rose y Sulem 1978; también el capítulo 2 del 
presente trabajo). Además, se cumple la propiedad de que: T(k 1 p,q)+T(p 1 k, —q)+ 

T(q J k, —p) = O. En nuestro modelo escalar la riqueza de la geometria de conservación 

detallada se pierde y sólo podernos bosquejarla a "grosso modo". Algunos de los términos 

de transferencia para nuestro modelo escalar son: 

ni 	1.i -4- 	= 	h4  
/t /l — h 2  

a 1 — h°  ni( — 2, + 1 = 	 tliui+t 

-ni I i +1 ,i + 	= 
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El término ni j,1) representa la cantidad de energía transferida entre las cáscaras 

j y 1. Este término debiera ser idénticamente cero si en las ecuaciones originales no 

existen tres vectores k„ ki y 	ki  en la cáscara j-ésima, k, en la 1.ésima y ki  en la i- 

ésima, tales que 	ki = 	En nuestro modelo, el parámetro /3 acopla entre sí los modos 

escalares de una terna de cáscaras cuyos índices son de la forma i, i 1, i + 3. El número 

hl k;  es una cota superior para los módulos de los vectores de onda en la i-ésima cáscara, 

mientras que el número h !kifi  = hl/4 lo es para los módulos de los vectores en la cáscara 

(i 4- 1)-ésima, Se sigue que el módulo de la suma de dos vectores k i  y kifi , en la i-ésinta y 

en la (i -I- I )-ésitua cáscaras respectivamente, es a lo más hl (1 4- h)ki , número menor que el 

mínimo h-  ki4.3  = hl ki  de los módulos de los vectores de la cáscara (i 3)-ésirna, cuando 

h = 2. Por lo tanto, las ecuaciones originales no contienen términos de acoplamiento entre 

los modos involucrados en los términos en de nuestro modelo cuando h = 2, por lo que 

en este caso debemos tomar ii = O. Una vez realizada la reducción el modelo queda como 

sigue: 

= ki [nui+2 ,4÷3  + "0,4.042+ 

^i• 1 — h4 	o 1 — 
h 	1

, 14-114+1 + 77;14-21141 4- 
it4  !IP - 11 4  

(4.1) 

h2  — I 	 — 
4-1 	 u,_ . 

h 2  h4  - h2tti-21 	h3  h6 	3 	1 1 

Nótese que este modelo no conserva la positividad de las 	lo que se puede 

probar fácilmente. Este hecho tendrá consecuencias cuando estudiemos las cascadas de 

transferencia de las cantidades conservadas. 
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CAPITULO 5 

BUSQUEDA DE PFA Ss. 

5.1) Búsqueda de puntos fijos autosimilares adicionales (PFASAs) cuando 

/3 = O. Regresemos a la ecuación algebraica para 	p (13 = O) (ecuación (4.3), capítulo 

4): 

a(0.625/1 + 17i ) + 7172  =O. 

Esto nos lleva ¿t una familia uniparamét rica de rectas en el plano 07 que pasan por 

el origen y cuyas pendientes están dadas por (figura 4): 

= 
(0.625p + pi) 

La pendiente máxima es alcanzada en p = .6786 y su valor es de in = —1.3815. 

De manera análoga a la del capítulo 4 (sección 4.2), los números en la figura 5 indican la 

cantidad de PFASAs que existen para valores de los parámetros en las distintas zonas del 

plano ay. 

5.2) Cascadas de energía y enstrofía. Con el objeto de decidir si los rangos de 

valores de los parámetros a y 7 indicados en la figura 5 para los cuales existen PFASAs 

corresponden a un comportamiento realista del modelo, procedemos ahora a estudiar la 

dirección de las cascadas de energía y entrofía que produce el modelo. Como se describió 

en la sección 2.5,1, el trabajo pionero de Kraichnan (1967) sugirió una cascada directa (de 

números de onda pequeños a grandes) de enstrofía en el rango inercial de enstrofía, y una 

cascada inversa (de números de onda grandes a pequeños) de energía en el rango inercia! 

de energía. Nos interesa verificar que el modelo reproduce estas direcciones de cascada 

para las soluciones R41 (espectro ir ) y 1<67 (espectro k-3), con valores de los parámetros 

0  y 7  que poseen soluciones PEASAs. 

Consideremos un sistema truncado incluyendo únicamente los modos desde ur hasta 

um, y en cl que interacciones en que aparecen términos de índice menor que / o de índice 
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mayor que J +2 no se tomarán en cuenta. Este sistema truncado nos servirá para est odiar 

cómo se transfieren la energía y la enstrofía en las soluciones K41 y K67. Despreciantos 

además los términos de disipación y forzamiento. Si colocamos el sistema al tiempo 1 = 

en una solución 1167, i.e., de la forma u;  oc ki"1 , el lado derecho de las ecuaciones del sistema 

será cero excepto en las tres primeras (l,/ + 1. / +2) y en las tres tilt boas 	+ .1 4- 2). 

Esto implica que al tiempo t = to  la cantidad de energía (o enstrofía) perdida (o ganada) 

por unidad de tiempo por los tres primeros modos será la misma que la cantidad ganada (o 

perdida) por unidad de tiempo por los tres últimos debido a la conservación por los términos 

no lineales y a que its  = 1) para / 4- 2 < S < .1. La cantidad de energía transferida por 

unidad de tiempo a los tres últimos modos en el instante 1 = lo  es entonces; 

+ 	4- uj.1.211/42  = —O k j _ uj...111.1.1.1 11,1+2  

— riki...211juj+111,1-2 

hi — I 
- 	 n•Irla h  h., 

Si utilizamos el hecho de que 	 para la condición de tipo braichnan 

al tiempo 1 = tu  obtenemos: 

ok../ 3 	ki 3 	ki 	'Y ki júj 	 to+2 i1J+2  = 	
113-uj  — 
	 --1- 3  	 j 

h'' — I 	. 

/15  — /t3hitt 
	=Q. 

Es decir, en el K67 la cascada de energía es nula. Este resultado es independiente 

de los valores de los parámetros y está de acuerdo con la predicción correspondiente de 

Nraichnan (1967) para las ecuaciones hidrodinámicas primitivas. Veamos ahora qué pasa 

en este mismo punto con la cascada ele enstrofía. La enstrofía transferida por unidad de 

tiempo a los tres últimos modos es 
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+ kj+1 211,4111j+1 + kj+2311,14.21b+2 = -7kj_1311,111j.1.it1j_1 - nk,1_2311,/11,14.111,1_2 

1 4  -- 1 , 
3 /lj1  I/J+211J-1 	h6 	uj_i 	-I 

Í7i

, 3 11.1_111j_211j 

	

-11;j3  „ 	
Mit ? 	= 

= 	 hs " j  + "h  hn — 

ki3u,;3(0.375-1  + 0.562n). 

Esta cantidad es positiva si 0.375-1  + 0.562a > 0, o, equivalentemente, 

	

-/ > —1.498n. 	 (5.1) 

Si ahora. al tiempo 1 = t o  las ui's se colocan en una solución 1<41 (u; a d;'1) 

obtenemos de una manera análoga a la anterior para la cascada de energía en un punto 

tipo Eraidinan que: 

kj 2lijiii 	kj 211,41 1.1 J+ t + ki+22 "J+2ÚJ-12 -= 

i.e., la cascada de distrofia es nula en este caso. Esta característica es también independi-

ente de los valores de o y y. Por su parte, la energía transferida por unidad de tiempo a 

los tres últimos modos es 

11,/ 	11J+1 	 = k»./3( —0.375/ — 0.531.1(1). 

Requerimos que esta cantidad sea menor que cero para que exista cascada inversa 

de energía, lo cual se cumple para —0.3757 — 0.531 lo < O; i.e., para 
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> —1.417n. 	 (5.2) 

Concluimos por lo tanto que la región en el plano ol que presenta las direcciones 

correctas de las cascadas es aquélla que satisface simultáneamente las desigualdades (5.1) 

y (5.2). y que se muestra en la figura 6. Finalmente, los valores den y -t  que presentan las 

direcciones correctas de las cascadas que poseen PFASAs son los dados por la intersección 

de las regiones mostradas 1,11 las ligaras 5 y 6 ((igura 7). 

En resumen. hemos encontrado regiones en el espacio de parálnet ros o y -, para 

las cuales el modelo tiene soluciones estacionarias autosimilares adicionales (1)FASAs) a 

las clásicas soluciones de Nolmogorov K41 (espectro de pendiente —1) y de Kraichnan 

K67 (espectro de pendiente —3). Adicionalmente, existen subregiones dentro de las cuales 

las soluciones K41 y K67 presentan las direcciones correctas de las cascadas de energía 

y enstrofía. Así pues, hemos demostrado que, en un modelo escalar de turbulencia 21), 

la presencia (le un mayor mimen) de interacciones no lineales, que en particular hemos 

tornado de carácter no local, trae como consecuencia la aparición de P FASAs. 
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CAPITULO 6 

CONCLUSIONES 

0.1) Resumen. 

En este trabajo tenemos construido un modelo escalar para turbulencia bidimen-

sional incluyendo interacciones no lineales no locales. El modelo tiene tres parámetros 

libres a, /3 y y, aunque í3 ha sido tomado igual a cero en el análisis del capítulo 5 con el 

objeto de preservar los tipos de triadas presentes en las ecuaciones de Navier-Stokes pri-

mitivas, Motivados por la aparición de dos soluciones autosimilares de equilibrio (PFASs) 

en un modelo construido por Oledzer que incluye interacciones a segundos vecinos, hemos 

buscado soluciones de este tipo para nuestro modelo en adición a las soluciones estandard 

de cascada de energía y enstrofía, de Kolmogorov (ni  a kH/3, denotada 111) y Kraich-

nan (mak-1 , denotada K67), respectivamente. Encontramos que las únicas soluciones 

independientes de los parámetros son 1<41 y 1<67, aunque el modelo admite PFASs en 

adición a K 11 y K67 para un rango bien definido de valores de los parámetros a y y (con 

/3 = O). Un subconjunto de este rango de parámetros, mostrado en la figura 7, además 

exhibe direcciones de las cascadas de energía y enstrofía en las soluciones K41 y K67 que 

coinciden cualitativamente con el comportamiento esperado para los flujos Navier-Stokes 

bidimensionales primitivos. Así pues hemos demostrado que existen regiones en el espacio 

de parámetros o y y para las cuales el modelo tiene soluciones estacionarias autosimilares 

adicionales (PFASAs) a las cásicas soluciones de Kohnogorov 1<41 (espectro de pendiente 

-1) y de Kraielman K67 (espectro de pendiente -3). Adicionalmente, existen subregiones 

dentro de las cuales las soluciones K•11 y 1(67 presentan las direcciones correctas de las 

cascadas de energía y distrofia. Así pues, liemos demostrado que, en un modelo escalar• 

de turbulencia 21), la presencia de un mayor número de interacciones no lineales, que en 

particular hemos tornado de carácter no local, trae como consecuencia la aparición de 

PFASAs. 

6.2) Significado físico de los PFASs. 

A pesar de que, de acuerdo a nuestra expectativa inicial, el modelo con interacciones 

no lineales no locales exhibió puntos fijos autosimilares adicionales (PFASAs) a K41 y K67, 

la existencia de aquellos PFASAs dependientes de los parámetros no parece ser atribuible al 

carácter no local del modelo, sino que puede ser únicamente una consecuencia del número 
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de parámetros libres que contiene. Por ejemplo, puede ser fácilmente mostrado que la 

versión más general del modelo a 'Mineros vednos de D N, que tiene la forma 

= ai k(u1_ — h" 044.1 ) a2k(u i _ i tti 11""` u; ), 

admite el PFAS dependiente de los parámetros p = —"II,  en adición a la solución indepen-

diente de los parámetros = h 1"ái-9 . Una versión más simple de el modelo con a2  = O, a 

la cual DN dedicaron mucha de su atención, admite únicamente la solución independiente 

de los parámetros. Así pues, la inclusión de terceros vecinos en el modelo aparenteniente 

no produce, por sí misma, ningún PFAS adicional independiente de los parámetros. Posi-

blemente, sería necesaria la existencia de más cantidades conservadas. 

Lo anterior nos lleva al punto, sin embargo, de que un modelo con un gran mimen) 

de tipos de interacciones tiene en principio la posibilidad de tener 1111 gran numero  de inVa. 

limites. Este era el caso, por ejemplo, de el modelo de Gledzer, que era capaz de conservar 

simultáneamente dos invariantes cuadráticos gracias a la inclusión de interacciones a se-

gundos vecinos, mientras el modelo de DesniansIty y Novikov podía únicamente conservar 

uno a la vez debido al número más Pequeño de intin'acciones que contiene, Sobre esta 

base, tino podría ;n'Oír que tipicamente las soluciones independientes de los parámetros 

tienen significado físico, ya que éstas son las únicas que corresponden a un invariante 

físico. Apuntemos, sin embargo, que las soluciones "independientes de los parámetros" 

únicamente lo son en virtud de la constricción que liemos hecho sobre los coeticienns im-

poniendo las propiedades de conservación sobre el modelo. Antes de hacer esto, aquellas 

soluciones eran dependientes de los parámetros también. De hecho, uno podría investi-

gar espacios parátnetricos para el modelo sin imponer condición alguna de conservación, 

usando un procedimiento análogo al que liemos seguido en este trabajo, y encontrando 1111 

subconjunto del espacio de parámetros para el cual K41 y N67 son soluciones de equili-

brio. Para este subconjunto de posibles valores de los parámetros, la conservación de la 

energía y la enstrofía debe cumplirse también, aunque estas condiciones no hubieran sido 

impuestas sobre el modelo desde el inicio. Es posible que una situación similar ocurra para 

los PEASs adicionales "dependientes de los parámetros". Esto nos conduce a la conjetura 

de que las soluciones adicionales que liemos encontrado para el presente modelo pueden 

corresponder a invariantes desconocidos del sistema. Para hacer ver la plausibilidad de 

nuestri1 C011iVillra, consideremos una versión simplificada del modelo, tomando -1‹. = O en 

la ecuación (4) del capítulo 1, y que llamaremos el modelo escalar o. Se puede demostrar 

que el modelo-o admite un invariante ruadrático adicional a la energía y la distrofia, a 

saber, 
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= E  , 	h2 
h' )' 

2  
• 

(6.1) 

El invariante /c, aparece entonces cuando restringimos las interacciones triádicas 

entre cáscaras a aquellas acopladas por el parámetro a. Si no se restringe el parámetro 

de similitud p a valores positivos (a diferencia del tratamiento de los capítulos 4 y 5), se 

puede probar que el modelo-o admite además un nuevo punto fijo autosimilar dado por 

= (—I)' (V +1)1  ----- 
hi 

(6.2) 

Se puede establecer que para esta solución las cascadas de energía y enstrofía son 

nulas, mientras que la cascada del invariante 	es distinta de cero, lo que nos indica que 

el punto fijo (6.2) representa un régimen estacionario de cascada para el invariante I. Sin 

embargo este nuevo invariante no parece tener contraparte en los flujos de Navier-Stokes 

reales, por lo que se le puede considerar como un invariante espúrco. La presencia de 

invariantes espúreos en los modelos escalares puede constituir una clara limitación a su 

aplicabilidad como modelos de la turbulencia en flujos de Navier-Stokes. En este caso, es 

posible invertir la argumentación, y sugerir que un criterio adicional de realismo para un 

modelo escalar (le turbulencia debe ser el escoger valores de los parámetros que eviten la 

existencia de soluciones estacionarias autosimilares espúreas, de acuerdo al trabajo reali-

zado en esta tesis, 
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fig L Representación gráfica de los términos de interacción presentes en el modelo de ( iledrer. 

i-3 i-2 	i i+ i+2 i+3 

fig 2, Representación gráfica de los términos de interacción presentes en el modelo a terceros vecinos. 
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3a. Pie de figura en la siguiente pagina. 
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fig's 30,36 y 3c. Sección plana (7 =• ^to) del espacio de parámetros afl-y. Los números representan 

PFASAs (puntos fijos autosimilares adicionales, es decir, distintos de K4I y K67) para valores de los parámetros 

en las distintas regiones de la sección. 

a) 70  > O 	b) 70<O 	c) 70=6 



^2 

-4 

-a 

 

-o 

 

-100  

lig .1. 	 tif! la Pl'in ea el plano de parámetros (11 (/i = O) para cuyos puntos existe olla solución 

autosimilar con parámetro de similitud /1, como (1111ritill 

63 



      

(14 

   

O 

2 
\ 

 

O 

O 

2 

 

    

• I 	 O 	 t 	 2 

fig 5. Distribución de ITASAs cuando /3 = 0 en el plano uy, indicando el número de PFASAs de cada 

región. La pendiente de la recta ea .1.3815. 
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•1.417 
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fin 6. Conjunto de valores de los parámetros para los que las direcciones de las cascadas en el Kál (Punto 

lijo antosimilar propuesto por Kolningorov en 1911 para la cascada estacionaria de energía) y en el K67 (Propuesto 

por Kraitiman en 19137 para la cascada de enstroffa) son 155 correctas (región sombreada). Los mininos indican la 

pendiente de la recta divisoria. 
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lig 7. Inte.rseccian de las regiones sombreadas en las figs. 5 y 6 represeid ando valores de los parámetros 

Con las direcciones de las cascadas correctas en Kl1 y en K67 admitiendo 
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APENDICE 1 

RESUMEN DE LA TEORÍA 1(67. 

A continuación resumimos los resultados de Eraiclman (1967) sobre los regímenes 

K41 y 1(67 obtenidos del análisis directo de las ecuaciones bidrodinamicas, 

i)T(klp, q) es definido como la tasa de transferencia de energía (le modos de tamaño 

p y q a modos de tamaño k. Entonces T(kip,q)dp dq dk es la cantidad de energía que recibe 

por unidad de tiempo una cáscara esférica (31)), o circular (21)) de grosor dk centrada 

	

en k, proveniente de modos de tamaño p' 	— 	< pt < p 	y de tamaño q' 
dq dq < ry' < q 

El cálculo de T(klp, q) a partir de los términos t riadicos de transferencia T( kip, q) 

(ecuación (33c), capítulo 2) es realizado integrando todas las contribuciones de estas 

últimas sobre el ángulo sólido. 

iii) Entonces 

l'( k ) = 	r 	1 '( k lp, q) dp dq 
o 

es la cantidad total de energía recibida en k por unidad de tiempo y. por anidad  de  número  

de onda. Por lo taulo 

11(k) = 	T(e) 
	

(1) 

es la cantidad de energía recibida por números de onda mayores que k proveniente de 

números de onda menores que k y 

	

Z(k) = L 	T(P) dk' 	 (2) 

es la tasa de transferencia de enstrofía a números de onda mayores que k. 

iv) Cuando el sistema es colocado en una condición autosimilar con espectro E(k) 

de índice espectral (o pendiente) u que cumple la relación 

E(ak)_„ 

-170 = a 
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1<raichnan probó que es posible reescribir (1) y (2) como 

11(k) = k/'i(n)  

Z(k) 	k g'M F2(n) 

donde Fi  (n) y F'2(n) son independientes de k, y satisfacen F1(3) = O y F2(1) = O. 

u) De estas relaciones se ve que cuando el espectro de energía tiene pendiente n = 

(K41), 11(k) es independiente de k y la transferencia de enstrofía es O. Cuando el espectro 

tiene pendiente n = 3 (K67), 2(k) es independiente de k y la transferencia de energía es 

O. 
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APENDICE II 

EXCITACION DE ARMONICOS EN EL CASO 1-DIMENSIONAL. 

En este apéndice estableceremos que, CU el caso l-dimensional, cuando únicamente 

un armónico esta excitado, el armónico que se excita inmediatamente después es el doble 

del primero. 

Estudiaremos la ecuación 

8u 	au 
7,7  -I- u 5.7.  = u (1) 

muy parecida a la ecuación hidrodinámica. Si las condiciones a la frontera son periódicas 

el campo u se puede escribir como 

„ 
rt 

(2)  

lo que produce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias 

du„ 
= 	i 2wE (o — 	u„, 

ilf 	
/II 

(3)  

Supongamos que al tiempo 1 = O la única amplitud distinta de cero es ul, entonces 

dtt„ 
dt (0) 
	— i27r (o — I) ti l  

que es distinto de cero solo cuando n = 21. Por lo tanto, cuando la única escala excitada 

es la 1-ésima, la siguiente escala en excitarse es la 21-ésima. Esto nos da un argumento 

intuitivo de porque la elección del parámetro geométrico h = 2 es una elección adecuada. 
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