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CAPITULO 1,
INTRODUCCION.

Lin el espacio de Fonrier las ecuaciones hidrodindmicas de Navier-Stokes para un
flujo incompresible y con condiciones a Ia frontera peridgdicas tienen la forma (ver, e,
Lessicur 1990)

= - ’, 3 Atk uphug 4 (keughuy, - i‘:(k Apk - ug)] - vkfuy,

LIraprs

en donde k, p y q son vectores de onda con componentes enteras, si el dominio de inte-
gracion tiene tamano 2r. k ex ol médulo de k, 1 es el imaginario puro, uy, uy, y uy son
las amplitudes de Fourier asociadas a ellos, y v es la viscosidad cinematica. La sumatoria

contiene las interacciones no lineales.

Il comportamiento de los flugos regidos por esta eruacién en regimenes tarhlen-
tos ([rk?uy| << | tévminos no lincales |) presenta nna enorme complejidad, observandose
en particular los fendmenns de transporte no lineal entre los diversos modos, y de cas-
cadas turbulentas de las cantidades enadréiticas conservadas por los términos no lineales
{capitnlo 2), Los modelos escalares se coustruyen como una simplificacion de las ecunciones
hidrodindnicas en el espacio de Fourier y son utilizados con el objelo de estudiar a “grosso
modo” las interacciones no lincales presentes en estas ecuaciones entre las amplitudes de
Foutier del campo de velocidades culeriano. Estos modelos no consideran todos los modos
de Fourier (o vectores de onda) como grados de libertad, sino que se toma una particion del
conjmto de vectores de onda y cada grado delibertad del modelo serd una magnitud escalar
ki representativa de las normas de los vectores en un miembro de la particidn. Usualmente
la particion consiste de nna coleceion numerable de cascaras esféricas centradas en el ori-
gen cuyos radios y grosores crecen geométricamente. La razon para elegir ¢ tamano de
las cdscaras creciendo en proporcion geométrica es que con unos pocos modos s posible
cubrir un gran intervalo de escalas i ~ 1/ki. Las amplitudes de Fourier uy del campo

de velocidades, que son vectores de la misma dimension que el flujo y con componentes
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complejas, asociados a los vectores de onda dentro de la cdscara i-ésima <on sustitunidas por
una amplitud escalar representativa ug. Fstas amplitudes escalares son interpretadas como
promedios de las amplitudes de Fourier, En algunos casos, se interpreta la amplitud esealar
como la raiz cuadrada de la energia cinética en toda la cascara (Desniansky y Novikov,
1971). mientras que en olros b amplitud esealar es econsiderada como promedio directo de
fas amplitudes veetoriales (Gledzer, 1973). La iiltima eleceidn permite repradueir otra ear-
acteristica bisica de las ecnaciones de Navier-Stokes incampresibles sin disipacién ademas
de las interaceiones uo linvales, a saber, la condicion de Lionville ,3::: = 0, Los modclos
escalares son sistemas de cenaviones diferenciales ordinarias con acoplamientos no lineales
cyas inedgnitas son precisamente las magnitudes escalares ug. Fntonees, la condicidn de
Liouville se puede constderar como un eriterio para jusgar ol significado de las amplitudes
que intervienen en un modelo dado. En los dos tipos de modelo mencionados, e} cuadrado
de cada amplitnd esealar es proporcional a la cantidad de energia cinética contenida en la

caseara correspondiente,

En resunien, Jos modelos oscalares de turbulencia tienen ta forma

i = z Ayt + Siofi = bk u,

en donde las «, es la amplitud escalar caracteristica de la i-ésima cdscara y fi representa
el término de lorzamiento.

Desniansky v Novikov por un lado (1974, 1o lamaremos brevemente DN) y por el
otro Qbukhov (1971) han explorado modelos de este tipo para el estudio del establecimiento
de las pendientes —3 y =3 de los intervalos inerciales para flujos incompresibles en 3 y 2
dimensiones (abreviados 31D y 2D), respectivamente (Kolmogorov 1941, Kraichnan 1967,
Batchelor 1969). Més recientemente, Gloagnen cf al (1985) estudiaron diversos aspectos
de la turbulencia magnetohihrodindmica con aynda de este tipo de niodelos. En el modelo
de Gloagnen el al. los acoplamientos no lineales tncliyen amplitudes escalares asociadas
al campo magnétivo, ademas de las amplitndes usnales asociadas al campo de velocidades
enleriano,

Fs ftportante notar que, aunque en las ecuaciones de Navier-Stokes aparecen in-
teracciones entre todas las escalas de movimiento, en los modelos mencionados arriba cada

ciseara interacciona Gnicamente con sus dos edscaras vecinas mas proximas, Es decir, en
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estos modelos Ia transforencia de epepgia cinética v otras cantidades ocurre ibicamente
entre cascaras contignas, Por el contrario, Gledzer (1974) ha propuesta s modelo gue iy-
cluye términos no lipeales de myeraceion entre segandos veeinos, Fsto le permite conservar
dos cantidades cuadriticas sinmltameamente, {es decir, para o] mismo conjonto de valores
de los parametros). mientras que los modelos con interaceiopes tinicamente a prineros
vecinos solo pneden conservar nna cantidad enadratica a la vez, Esto lace al modeo de
Gledzer partienlarmente adecnado para modelar flujos bidimensionales (ver, e.q., Lestew
1990), donde se conservan simultancamente la energia rinética 1 = 52,‘}11,(]1 y la enstrofia
Q= Skl .

Tradicionalmente, Jos puntos fijos de los madelos escalares (1, = 0) se identifican
con los estados estacionarios de Ins {Injos gue modelan (véase sin embargo Qian 1988). Fn
particular, Jos puntos fijos corvespondientes a fos intervalos inereiales antosimilares de flujos
reales son puntos fijos anfosimilarcs (PYASs) de la forma n, = A5 Cono se verd
en los capitios 2 y 3, estos PFASs corresponden a la conservacion de la cantidad enadritica
s "-'-',f"', Del hiecho de la conservacion de la envrgfa (m = 0) se signe L existencia de o
punto fijo w, & k73 y de la conservacion de la enstrofia (m = 2) la existencia de wn panto
fijo u, ~ k70 B espectro de energia correspondiente al primer punto fijo es de fa forma
k=3 (o} *I'FAS de Kalmogorov™ o K1) y ol correspondiente al segundo os de fa Forma £-*
(*PEAS de Kraichnan™ o K67).

¥l iecha de que el modelo de Gledzey (1974, par suinelusion e interacriones
] Iy

a segundos vecinos, sea capaz de soparfar mas de una solocion del tipo PEFAS pava

conjinito de valores de los pardmetras, sugicre ismediatamente la posibilidad de que un
modelo escalar con interacciones a vecinos mas distantes sea capaz de soportay un mimero
ain mavor de PFASs. Es decir, que los modelos escalares punedan tener ap nimero arbi-
trariamtente grande de sohiciones Gipo PFAS dependiendo del nimero de interacciones no

lineales que incluyan.

£ este trabajo exploraremos la posibilidad de la apasicion de PFASs adicionales a
K41 y K67 por media de un modela escalar de tarbulencia incompresible en 2. De resnltar
cierta esta posibilidad, efla tendrfa consecnencias importautes, bien sobre [a dinamica de los
finjos de NS si os que tales solnciones estacionarias existen para fas ecwaciones primitivas,
o bien sobre las condiciones que deben satisfarer los modelos escalares de turbuleneia,

si es que tales soluciones son peculiares a fos modelos. En el capitulo 2 se presenta nn

resumen de los resultados basicos de teorfa de tirbulencia necesarios para este trabajo.

En el capitulo 3 se revisa la constrnceidn de modelos escalares. en particular los de DN y



G
de Gledzer. Fn el eapitulo f se procede a la construccion de an madelo escalar a terceras
i vecinos, y en el eapitilo 5 se deseribe la bisqueda de PFASAs (PFASs adicionales) para

j este modelo, Finalmente, en el capitulo 6 se presentan algunas conclusiones.
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CAPITULO 2,

TEORIA BASICA DE LA TURBULENCIA INCOMPRESIBLE.
2.1) Las ecuaciones hidrodindamicas (EHD),

A continuacion escribiremos las ecuaciones hidrodinamicas hasicas, explicitamente.
Su ebtencion se puede consubtar en cualquier libro de texto sobre Mecdnica de Fhiidos
{e.g., Landau y Lifshitz, 1936).
2.1.1) EHD (Caso compresible),

Las ecuaciones hidrodinamicas hisicas para on fuido no viscoso y no forzado son

la ecuacidn de halance de momento

v la eenacton de halance de iasa (eonacion de continadad

ip

P Vm) = 0. .

(554

<

donde pes ta densidad de wasa, P la presion del flujo v la velocidad del flujo,
Otra forma de la ceuacian (2.1) puede ser obtenida como signe. Consideremos fa

expresion V-(puu), que os la divergencia de un tensor de segnndo intervalo y por o tanto

esun veelor de tres dimensiones. La componente j-ésima (j = 1.2.3) de este veetor es

i) () -~ du
{V-(puu)]l = 2:0! (myuj) = L (]1. u, + Z"pu,(;h—i ==

=V (pu)]e, + plu- V).

Fste analisss por compottentes nos Heva a ln signiente velaciom vectonal



Ve(puu) = [T (pui + p(u-Vu. (2.3)

La ecuacion (2.3) pnede eseribivse utilizando las relaciones (2.1) v (2.2) como:

2 )
Vipuu) = um P vi
o bien
')(p-u) + V(puu) = -V 1. (2.4)
i
2.1.2) EHD (Caso inconipresible)
La eenacidn
du
) ot (n-Vju = -Vp (2.5)
v
Vus=20 (2.6)

son las ecnaciones hidrodinamicas bésicas para los flujos incompresibles.  Esta iitina
relacién expresa en fontia diferencial el hecho de que el gasto en enalquier superficie cerrada
imnersa en o fhjo incompresible es idénticamente cero y se sigue de que la ecuacion de

halance de masa se reduce en este easo a % = Q.
a

2.2) Propiedades de conservacién de cantidades cuadriticas en flujos incom-
presibles.

Analizaremos a continacion la conservacion de cantidades cuadraticas en el caso
incompresible

2.21) Conservacién de energfa (Caso incompresible).

‘Tomando el producto punto entre la ecnacion (2.5) y el campo de velocidades u
oblenemos



i - - ;
P A R I TE N Y] RECE VA o 12.6)
i
Ahara bien. el vérming u-l(u-¥ i) paede reeseribirse como

ihi,

. ST T ~
vt V) = 114"’(2.-”';[_1-:) = ;“'“’H.)‘;

TN o douf a?
= L”'i).r.( y )= Loy Ly = iu'v‘('.’ a

) =~ dr, 2

Porotro lado v = %) Ademds dado que Yon = 0, tenemos que (0 N)(Y ) =

A\ ”; u) y (u-N)P = V-(Pu). Entances la eenacion (4.6) queda como

i ul H )
,‘('_' ] " n} o= -~V-4I"s.
i 2 /)

12.7)

Deagui en adelante supondrenios. a menos gue s espeeitique o contratio, qne pes
coustante en todo o] hnjo, es decar gue el flujo es hoogenec Integrando la relaciin 05,
e todo el espacio s i el heeho de que Ta derivada tota? de nna integral de vonmen
coincide con la mtegral de la detivada parcial del integrando cuando integramos en todo
el espacia. obtenemos ol siguiente resultado, que establece previsamente la conservacian e

by enerpia cinétea tatal por midad de masa

1 ’2 , g I) X . ¢ IJ
"H./;(/ 4= /\—!(‘; + p)llll/".l‘ = I,; t ’)E udA = 0

en dande hemos lieeho la suposicion habitual de que o) campa de velocidades es eero en
infimta, Fste vesultado. L canservacion de la energia cinélica total, es mdependiente do la
dimensionalidad del hup, Notese que en el caso de flujos viscosos, el lado derecho de (2.7)
contiene o} ternnuo adhoonal v V4w que expresa la cantidad de energia cinélica disipada

por nnidad de volmnen.
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2.2.2) Conservacion de a lielicidad en un flujo tridimensional.

Se define Ta vorticidad del flujo w = ¥ xu como una medida de fa circulacidn locat

de] nide. E] teorema de Stokes establece fa siguiente relacion

ﬁu-ds = ./A(V'xu)-da = /Au:-dn

donde | es una enrva cerrada v A es una superficie imitada por . Esta relacion dice gue

la cireulacion de wa lo largo de T es ipnal al fhijo de w a través de AL

Encontraremos ahora la ecnacion de evolucidn del campo de vorticidad. Para obte-

nerla, tomemos el rolacional de la ecnacion (2.5), Entonces

dw
S04 Wl V)u) = 0.

Utilizando Ja identidad

Sia-b) = (b-Via+ (a-Vyb 4+ hx(Vxa) + ax(Vxh)
obtenemos

2
u
(u-Viu = V(Q) - uxw.
Por lo tanto

ilw

o= Vrx (uxw) =0,
il

cenacion gie puede ser teeserita con aynda de la identidad

UVx(axh) = -b(V.-a) + a(V-b) - (a-V)b + (b-V)a

y con ayuda de la relacion V- w = 0 (la divergencia de un rotacional siempre es cero) y

la condicion de incompresibilidad ¥ -u = 0 como
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I - .

™k (Ve - (V=0 {2.8)
il

De esta ecnacion se puede obtener a su vez la ecuacion para la helicidad /] =

fu-woPe B forma andloga a como se procedio en la seecion 221 tomamos el producto

punto de la cenacion {2.8) con el campo de velocidades u para obtener

e
R . Nl -~ BIFAY == 2(
e bV -l Chuj =0 2

Desarroltando la expresion w{(u-¥ k], que es abora unescalar, se altiene

— - —~  dw) —~ fu
V] = z;u.,(;u."})-l") = %‘niuﬁ)'; = %‘u,—d’“’ - 5"_;1:.‘.;‘, (,)"-." =
-~
= )_‘ni(;}r(ilwl - YwuVu, = Ve - wl(u¥Vu) . (2100
o J
Analogamente:
- I ST W LU PR o Joat e ot
el V] = z;"f(z,,-‘”'é).ir.) - >;“‘"-'u.r, N %‘w'i):r',( 3 )= Ly, byl
= (W (2.10h)
La ecenacion (2.9) puede entonees ser reeserita como
duw) du u? _
o e e e . . - wlu - S (- = 9
i W + (wV)(uw) - wiuwVu) - (W )(2) 0. (2.11a)



La ecuacion (2.5) nos permite simplificar esta ecuacion para obteney

M) 4 e + ) - et
ot »

= 0. (2.11h)

Dado que Veu = Viw = 0 esta tltima ccuaeién se puede escribir como una ecuacion
de halance de holicidad, es decir, una eenacion que expresacla conservacion de la helicidad

i forma Iocal;

Auw)

P ! .
bi - \"~((u~¢)u) + V[ -f;w - —w| = 0 (2.12)

Integrando en todo el espacio v wiilizando el Teorema de Gauss obtenemos

' :71’[ ww dx = f ( :: - '-:; ) wndA + f(ww) u-n dA (2.13)

cunndo tas condiciones a la frontera son periddicas, o bien los campos v y w se anulan en
infinito ta cantidad /1 = [ uw Px (Hamada ta hedicidad), es un invariante del flujo.

2.2.4) Conservacion de la vorticidad sobre las trayectorins de los puutos mate-
riales y conservaciéu de In enstrofin en un flujo bidimensional.

Notemos que la ecuavion (2.8) es vdlida en general, independientemente de la Ji-

mensionalidad del (hyo.  Ahora bien. la derivada total de 1a vorticidad esta dada por

‘f;;’ = % 4 (V). lo que snstituyendo en (2.8), nos lleva a la signiente ecuacién:

r[w B

it (w V.

En particular en 200w ¥ = (L va que el campo vectorial w es ortogonal al plano donde
se mueve ¢ finjo v el operador ¥ en este caso tiene su tercera coordenada igual a cero ya

que para campos confinados a un plane, la direccion de maximo cambio también estd en

ol plano. Pl resultado inmediato de lo anterior es que en 2D

dw

a =0
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lo que sighitica gque of campo de vortividad no cambia sobre la trayectoria de un punto
material; es decir w(x(/), 1) = constante si X(1) es fa trayectorin de un punto material
JwtdV

= 0y

del flujo.  Un resuitado inmediato de esta es que {a enstrofia total del flojo Nz
do o Vil
{

permanece constante, ya que de la ecnacion anterior se desprende gue w’y 3

por lo tanta

du? d
. 1.‘ =3 u.‘"’ l!,’ e .
/ dt dA dt | ! 0

Aqui hemos usado el hecho de que e drea de integracion no cambia con el tiempo,
Veawos esteaillimo resultado de otra forma, Sahemos que

dw

l‘)! + (Ve = 0,

y por lo tanto

dw
weor w{wVh] = 0

Desarrollando los términos de esta nltinia eevacion

— A 0w -~ W
sl = T, )= B, ) 2y, Gy

W o
= (V) ) ) = U ” u),

en donde fa riltima igraldad se signe de V=1, Por lo tanto obtenemos la ecnacion de

halance de enstrolia

w?

Swty) = 2 4]
i + Viwy) ). (2. 14)

fa que al ser integrada en todo el plana produce

d

_ Py = ()
0 widx = ()
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Isto ltima es precisamente la expresion de la conservacion de la enstroffa ¢ i
flujo 2D, A continuacién presentamos una tabla que resume las cantidades cuadriticas

conservadas,

2.2.4) Tabla de cantidades conservadas (fluido incompresible V.u = 0)
k1)) K=pf 'é;d”x Energia cinética total

= {uwwdx Helicidad

2D w=Vxu Vorticidad sobre las lineas de flujo
K=o 3?{—(1"x Energia cinética total
N=fwid*x Enstrofia

2.3) Las ecuaciones lidrodindmicas en el espacio de Fourier y la condicién
de Liouville para flujos sin viscosidad.

Recordemos las ecnaciones hidrodindmicas para ua flnjo incompresible sin viscosi-

dad ( ccuaciones (2.5) v (2.6) )

u o P
24 (ue = =V(- RY
i + (u-Viu ( ) ) (2.15)
i el easo incompresible se tione que (u-Viu = V-(uu), (ver ecuacion (2.3)). Por lo
tanto, la ccitacion (2.15) queda como
du P .
{'}i + V'(ll\l) = —V( ,) ) (2.[()!1)
o bien
i, = d _ar
af 4.2,‘(').1',“"“’) =an, ) (2.166)
Aplicando la divergencia a ambos lados de 1a ecuacion (2.16b) obteneinos
a — 2, P
(—”(Vu) + }(T(,)ly{h"(u.u,) = =V (!',) (2[7(1)

que dado que Veu = 0 se convierte en



2 P S
T N =M. 9,
; > i).l‘.f).l',('l"'l) \ (2.17h)

aqui M es'introducida por comodidad.

En lo que sigue supondremos que las condiciones a la frontera son espacialinente
periddicas en todo momento. Bajo esta hipotesis obtendremos ahora la ecvacién (2.1) (en
el espacio de Fourier). Para hacer exto expandiremos en Fourier los términos de la ecuncién

(2.15). En primer lugar, la funcion 3 queda cono

P S L .
—= L (), cxp(ik-x)
4 x P

donde i = /=1 y k representa a los vectores de onda de Fourier. Ademas, tomando la

divergencia,

)
_.(2.. l L ( )i ih exp(ikex).

r).r,

Derivando otra vez respecto de oy obtenenos

0
dr l‘[

Z ( )k ikt exp(ik-x)

lo que por iltimo nos conduce a la relacion

2 P P . .
Vi) = =3 (=), k* erplikex), (2.18)
[4 r P
La refacién (2.17b) produce por o tanto (£)y = 4% Calculemos ahora Mj:
2
M= ‘ (t5)
I = Zlq,, explip-x)
P

=y wjq expliqx)
a
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wuj o= Z tipltjq erpli(p + q)x)

Py

dr,

iy

() , .
(-»(u,ul) = IZ([); + g ttipttyq crp(i(p + q)x)

Z ') () = 13 ((p+ q)up) wpy erpli(p + q)-x)

ba

E(’)r i (miy) = i Ip 4 @) vip] wjq (9 + ;) erpliip + q)x)
i 5t

b

n

= Z [(p 4 q)ugp) {(p -+ q)ug) copli(p + q)-x). (2.19)

Por 1o tanto, la amplitud de Fonrier My esla dada por

My = Y (kup)kuy)

pHg=k

y por consiguicnte

(",;')k = -

-~

(keuy)(ety)

pq=k

R
% (2:20)

. ’ . 2 .
En la ecuacian (2.15) aparece el términe V(!,;); nos interesa obtener entonees su

atnplitud de Fourier correspondiente al vector de onda k. Ea primer lugar

D

{)1. p k

P r
vil) = i Bk
(p) 'k(p)k

por lo tanto

(,l‘]llkx

heki erplik-x)

cap(ik-x)



i
i
|
f
]
]

I7

P —~ k
[\"(l' e = itk = — 2_ I.\‘ (k-up)tkeug ). (2.21)
4 f pia=k

t

A esti dadia por

La ampliturd de Fourier correspondiente al término

,l)ll] ) duy
Pl

¥ como va probamos

o~ () —
(u-Vju = Tua) = ) (.; ) =Y 1P 4 ginglug crplap § o)X
. € 0]

por lu tanto

[(0-Vhu), = ): (kuphug = ', Z [euphug 4 kg uy;. 2.0

prg=k “ptgsk

Las velaciones (2.21), (2.22) v (223} nos permiten obtener la amplitud de Foupger

correspondiente al vector ™ 4 (u N 4 VY ’,:) que tiene que ser ignal a O debido a que el

campo vectorial v satisface Ja eenacion difevencial (2.15). es decir

et P
[(;)[ + (V) 4 ¥ ; Ny =

du [, 2k
("'-‘ + ;p?ﬁék [ (k'llll)ll,l + (k‘llq)up - I“..,(k'up)(k'“q)l = 0. (2.21)

La dltima relacion constitnye un sistema infinito de ecuaciones difevenciales ordi-
navias con acoplamientos no lineales v cuyas incdgnitas son previsamente las amplinedes
de Fourier del cianpo w. EBste sisterna es entonees equivalente a la eonacion (2.11) dado
que el campa de velocidades u se obtiene de las amnplitudes wy por mediecde [a serie de

Fourier

1
=t

u = Z wy eaplikex). (2.2
k
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£.0 campo de velocidades u es real ¥ por lo tanto para que la ignaldad de arriba sea
consistente es necesario que
(3 up erp(ikx)]” = Y uy caplikx)
k k

donde * denota el complejo conjugado. lo que implica que uy” = u.y.

De la relacion {2.25) se sigue gque

Vo= Y e Vlerptikex)) = i Y kuperplikx).
k P

Comao Vo = 0 en el caso incompresible. se sigue que

K-uy =0 (2.26)

para tordos los veetores de onda,

131 térming de disipacion es p¥41: en el espacio de Fourier queda como

A --Zk’uuku.rp(ik-x).
X

Esto tqltimo nos dice que la amplitad de Fourier correspondiente al término viscoso
esta dada por!  [v¥%u, = —vk?uy. con lo eual en el caso dispativo las ecuaciones
{ecnaciones de Navier-Stokes) quedan:

-+ ') Yo [Ueupluy + (keuyhny, — :'i.'l;(k-ll,,)(k-(nl,)] + ke = 0. (2.27)

“p4q=k

VFstas eenaciones son completamente equivalentes a las ecuaciones diferenciales par-
ciales originales. St escribimos las conaciones hidrodindmicas (2.27) por coinponentes
obtenemos
T La u;lu;nvl‘-;a‘ .ll;‘;ipalli.;';i x"h: este Yénming aparcce agqui ron Juda clatidad, basia tecordac pot ¢jemplo, la

fuerza de friceion del aire =KV propoccional a la vedocidad ¥ de ana pantfeula en caida o ¢l ténmino — ] debido

a nn tesistor {1 en la ecwacidn diferencial asociada a nn citenito.
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(/u (k)

i R TC TR 10T }_: um(k - phu(p) .

P
Dado que u;(k) s complejo, se puede escribir como uilk) = a;(k) + i b,(k). Las
ecuaciones hidrodindmicas se convierten entonees bajo estas condiciones en eeuaciones en

la parte real a,(k) ?

day(k)

dl (“l; - k; l‘l‘ l‘m L ( ”m(k - ])) l’l(l)) + l’m(k l’) a(p) )

P

s en la parte imaginaria b;(k
I B )

R I U DY ((aw(k = p)w(p) ~ bullc—p) h(p)) .
n

El espacio fase de este sistema de eenaciones diferenciales esta conformado por las

coordenadas a;(k) y b;(k). Ahora bien, veremos que el volumen fase es conservado por el

sistema, Para ver esto, es necesario probar que la divergencia del campo vectorial asoctado

al sistema en ol espacio fase es 0. En primer lugar.

il = (b = ik k), 2‘; CEhEP bi(p) + &Y bk~ p) ) =

: Fi de ﬂnuﬂn os nl signiente

duy(k)
dt

I
= 9{ (8 — k; I,L L,,,L U (k= p)yu(p) +

+ (6 - kjkik™ I..,‘Zu,,. k—p)u(p)} = (&;—kkk™® K,,,Lim[u,,,(k~-p)m(p)] =

= (85 — kjkh™? L,..L((t.,,(k—1>)l'z(p) + bu(k = p) ai(p) )

: N )
un desarrollo analogo se obiene para 50
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= (8~ kikk™ Y (Bymbi(0] 4 6,6,(0) ) = kiby(8) + kebi0) ~ 2 kk~keb(0),

en donde hemns aplicado la conveneidn de Einstein de sumar sobre todos os indices repeti-

dos. Obtenemos entonces

D

== Ykeb{0) — 2kb(0}) = 0.
r)ak

Junto con la formuta andloga

ﬁbk
by )

estas fonmulas implican la conservacion del volumen fase por las ecuaciones hidrodinamicas,
y constituyen la Hamada condicion de Liouville. La importancia de este hecho para nuestro
asunto es que el madelo escalar de Gledzer (1973) y el que nosotros proponemas (capitulos

4 3 5) reproducen fa condivion de Liouville.

2.4) Teorema de Parseval e interpretacién fisica de las ecuaciones hidrodinami-

cas en el espacio de Fourier,

Consideremos dos funciones escalares {complejas en general) f y ¢ de la posicion y

del tiempo, ¥ escribimoslas conw series de Fourier

Jithx) = Z fx explikx)
v

i

Y gu cxplip=x)

P

g(t,%)

El producto fg*, donde g* es Ja funcion conjugada compleja de g, queda como sigue

I =3 fgp caplitk - p)x).
P

Si integramos esta relacion ea tado el espacio obtenentos

[iriPx = 5 hgy buo = Thai (228)
14 k



2

Fste siltimo resuttado es conocido como Teorema de Parseval v nos indica cémo se
escriben las camtidades enadriticas asorindas al flujo en ol espacio de Fourier. Bl Teorema
de Parseval para dos campos vectoriales F v G es una conseenencia inmiediata de fo amerior

¥ nos dice que

[raas - Y Fea (2.20)
’ k

Las iniplicaciones de este Teorema son muy interesantes. IEn primer lugar podemos

reeseribir la energia cindtica tatal por mndad de masa comu

A A W (2.30)

“ ok
expresion que da la vnergia cinética enel espacio de mimeros de onda o espacio de Fonvier,
Consideremos ahora ln conservaeiin de la energia cinétici en este espacio. Fsta se prede
demostrar tomando ¢l producto punta de la ecuacian (2.21) con el veetor u, y dado que
k-up =0, se obticne

. ooy 1o . . -
uy- + .,y [(k-u,,)(u,ruk) + (k-u.,)(u,,-uk)] = 0, (2.31)
di 2 e
I+ =k
Ahora bien. dado que 1 = ukv'l,‘l'i; + ™M v como Jugl? es real obtemmos

<I|uk|2 _ dug, . duy
i = R(;(Uk"(” ) + Re (llk' (Il )

pero
dugy . duy
Ite (uk- :I'Ik) = R((nkv-‘”)
por lo tanto
dju ? . . duy
i = 2e(uj o )

Si tomamos la parte real de (2.31) obtenemos

! uyl? -
(‘H-(l",;‘ )+ Re (5N [ teup)uyng) + (kg )upug)] ) = 0.

“pqzk
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~ s

Sin embargo si 2 = 0 4 iy es un complejo, entonces Reiz) = Re(i(e +iy)) =
Re(—y +ir) = -y = —lm(z). Por consiguiente
y ‘MI) =) ! ( )y [(k'" Hugug) + (kuy)(u -u')]) (2.32)
(”(2 B 2 m ik AR Bt q Py . n

11 Teorema <le Parseval nos dice que la energia cinética total por midad de masa
3 I s . .
o8 Yoy L'-'—;J . Por lo tanto la conservacion de la energia se expresi en el espacio de Fourier

como

;/:ﬂ«l”.r = (;lt(%':l";‘z) = l) I (): Z [(k»u,,)(n,l-ui) + (k-u,,)(u,,-u;)] ) =0

= k pg=zk
(2.33a)
o bien
. Z Z Im f(k-n,,)(n,,-u;) + (kg Yageug)p = 0., (2.33b)
' k prg=k
Denotaremos por T(kip.q) al ténmino
: L I | (kup)(uguy) + (k‘“-l)(“n'ui)l‘ (2.33¢)

Procederemos a interpretar este término fisicamente. Cuando teniamos en mente las ecua-
ciones hidrodindmicas referidas al espacio usual de tres o dos dimensiones, pensibamos en
i la energia cmdética del {lujo distribaida en este mismo espacio con densidad Jocal igual
p% . La energia total por unidad de masa de nuestro {lnjo se obtenia, ¢n 3D por ejemplo.
. . ¥ N s » . ’ TS
realizando la integral [¥ d*x. En la representacion de Fourier la energia cinélica puede
ser pensada como repartida entre tox distintos modos, carrespondiendo a cada vector k la
fay ¢
2

energia especifica Subrayemos que esto es consisteite debido al Teorema de Parseval.

La eenacton (2.32) puede ser eserita cotnio

(Ilu.l‘ (.
4 = 2 Tikip.a)
pa=k
en donde T'(k|p. q) representa la cantidad de energia cedida por unidad de tiempo al vector
k por el vector p a traves del vector q junto con la cantidad de encrgia cedida por unidad

de tiempo al vector k por el vector g a través del vector p. Es decir, la energia se transfiere
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en un flujo incompresible por nn mecanismo de triadas de vectores p, q, k con la propivdad
de que p + q = k. Debido a lo anterior el término 7'(k|p, q) recibe el nombre de férmine
de transfercncia de energia. Por otro lado, la ecuncidn (2.33h) que expresa la conservacion

de la energia en el espacio de Fourier se puede escribir como

Y. ¥ Tklpg) = 0. (2.34)

k pta=k

La forma detallada en que los términos T(k|p,q) se cancelan en la ecuacién (2.34)
esta dada por

T(klp.q) + T(p|-q.k) + T(qlk,~p) = (2.35)

El'lado izquierdo de (2.35) puede escribirse salvo un factor constante como

1 L % o
(kup)(yfoug) + (kvuq/d,,'u;) - (k-uy/:,-uk) - (k-u;,/M;,.uk) +
pu/a/u.,) + (pm)p/ up) ~ 17(/(“1‘ up) - puyl( ‘up)
q uy({'ll llq) + (q U/Uk uq (q uy(—p - 'U'_

los términos tachados con el mismo mimero se cancelan juntos, debido a la condicion de

incompresibilidad k-ux = 0 y a la condicion u_x = uj validas para todo vector de onda k.

La eenacion (2.35) representa la conservacidn detallada de la energia. La cantidad
de energia que se transfiere entre los tres veetores de una triada de este tipo por unidad
de tiempo es idénticammente cero. Esto no quiere decir que la energia total almacenada en
una triada de vectores p, q, k tales que p + q = k sea la misma siempre, ya que cada uno

de estos estd acoplado por medio de las ecuaciones diferenciales (2.24) con un conjunto
infinito de vectores de onda.

La conservacion de la enstrofia en un flujo 2) representado en el espacio de Fourier
tambicn se realiza por el mismo mecanismo de triadas de vectores. Se puede probar que la
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amplitud de Fourier del rotacional de un campo vectorial F correspondiente al veelor de
onda k estd dada por

(VxF), = i kxFy.

Entonces la enstrofia total en el espacio de Fourier se escribe como

Q= /me = Y fad = 30K !
M k k

en donde se ha wsado la condicién de incompresibilidad k - uy = 0 para obtener [kxu| =
ku. La cantidad Jk*[ui|? tiene que ser interpretada ahora como la enstrofia en of vector
de onda k. La cantidad de enstrofia transferida al vector k en la unidad de tiempo por

los vectores p y q en fa interaceion triddica esta dada por K¥7'(k|p,q). Kraichuan (1967)
establecio que

FT(kip,q) + p*T(pl - q.k) + ¢*T(qlk.-p) = 0 (2.36)

lo que nos da Ia conservacidn detallada de la eastrofia en an flujo 2D fncompresible,

2.5) Turbulencia,

Las ecuaciones {2.24) cotforman un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
con acoplamientos no lineales y con una infinidad de incégnitas, a saber. las amplitudes
ug. Los términos de transferencia producen que la energia pase de nnos veetores de onda a
otros. Los vectores de onda con milmeros de onda ~ & representan escalas de moviniento
A~ IT:i‘ Considereinos ahora las ecuaciones (2.24) pero afadiendo «f término de disipacian
y un término de inyeccidn de energia extetna Fy, of cual supondremos gue solo es distinto

de cero para k's pequedas; es decir, siponemos que la inyeceién de energia ocurre a escalas
grandes. Obtenemos

duy I 2k
dt T 7Y >.. { (keup)ug + (kughy, - l:i‘k'ul))(k‘“!;)i = Foug + Fi (237
DHq=k
A los vectores de onda k para los cuales Fy no es 0 les llamaremos forzados debido
a que representan escalas de movimiento donde energia externa esta siendo inyectada al

sistema. Tradicionalmente en teoria de turbulencia se supone que los modos forzados
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“d
corresponden a las escalas mas grandes deb sistema, empezando por el trabajo pionero de
Kolmogorov 11 Aunque esto es cierto en la mayoria de flujos tarhufentos torvestes

(en flujos de laboratorio, los ocdanos v la atimasfera), no tene necesariaseente gue ep i,

Por ejemplo. en ol medio interestelar de las Galaxias, la inyeecion de energiac debida o las
estrellas al gas interestelar ocarre en las escalas pequenas {Sealo FI87, Vizquez-Semadeni
of al 1994). Sin embargo. en el presente trahajo nos limitaremos o inyeccion de energia o

oscalis grandes,

El términa -1b?uy solo es importante enando & es suficientemente grande,  F
valot medio de las s para las cuales el Yérmino de disipacion no es despreciable aumenta
conforme la viscosidad del flujo decrece, Flintervalo de vectores de onda no forzados para
los cuales la disipacion ex despreciable se llama intervalo ineveial: La situacion entonees es
la siguiente para un flujo 3D: Cierta cantidad de energia es inyeetada, generalmente en las
escalas grandes, por unidad de tiempo, Debido al mecanismo de las interacciones tridgdicas
({p.q.k} con p+q = k). esta energia es veansferida a lo largo del intervalo inercial a esealas

mas pequeitas, atravesando intacta tado el inteevalo inercial. Al llegar a las ¢

tlas mas
peauenas dande Ta b es iy grande. se disipa v las esealas con mimeros de onda tadavia
s grinvdes practicamente no son exeitadas, A este proceso se le conoce conm “cascada
nebalonta de cncegia”. L cantidad de modoe o de vectores de onda excitados depende
del cociente entre los términos inerciales de meraceion no lineal v la Viscosidinl - S oste
coriente vy grande, el sistema de cenaciones diferenciales v22071 (sistenra duannco)
Sene un gran mimero de grados de ihertad. Do mancea mag gencial so pucdea defroer
cene flugos turhudcales aguidias fluges con ana cantedad enocme di grados dv Libeetad y

que ticnen la capacidad de enteveambing energia n lravés de los t€rmmos o lniceales

2.6) Fenomenologia de la Turbulencia Incompresible,

Lin B Kalmogoroy estudid el estado estacionario de un flnjo turbulemto incompre
sthle con forzamiento v viscosidad (teoria WL eneontrando i lev del espectra de energia
correspondiente (en el mtervalo mercial). o traves de argnmentos de apahisis dimensiopil.

Fste analisis permite tambicn establecer ana medida de la razon entre las escalas inas

graticdes de exeitacion del fhyjo. donde la energia es invectada segin las hipotesis de la
teoria WHL. a las mas peguenas donde la disipacion es importante. Las lhipotesis de este

analisis fenome anlagico pueden ser resmnidas conia signe:

a) La razon de transferencia de energia debidn a los términos no lineales ¢; de una escala

a las otras es independiente del nnmera de onda b~ |
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b) La transferencia de energia os local en espacio de Fourier; es decir, se praduce entie
mados de Fourier de tamaiios sintilares. De esta manera, bajo la premisa de que la encrgia
es inyectada inicamente cu las escalas grandes, se establece una cascada hacia las escalas
mas peguedas disipativas a través del intervalo inercial, La escala Iy donde la disipacion
us importante se Hama la escala disipativa o de Kolinogorov y el nlimero de onda asociada
se denota por kg ~ 1/14.

A continuacidn reproducimos una dedncecion simple de los resultados de la teoria
K41 (ver e.g., Lesiour 1990), Sea w; la velocidad caracteristica de la escala de tamaio L
Entonces el tiempao dindmico caracteristico de Ja escala { esta dado por

e~ (2.38)

]

Por el arden de magnitud, podemos estimar la tasa de transferencia de energia
de una escala a la siguiente como la energia de la escala I, wf, dividida por el tiempo

caracteristico m:
- 2.39
i l ' ( )
donde segiin {a hipdtesis o ¢ = ¢ no depende de [. Por lo tapto obtenemos una relacion
de similitud entre la velocidad caracteristica y el tamano de la escala
a . . 1
 ~cl  obien uy ~ b, (2.40)

Escrito estoitimo en términos de) mimero de onda k obtencinas

byl
wy ~ €3 k7o, (2.41)
La cantidad de energia por unidad de masa, por unidad de mimero de onda estd
gla |

dada entonces por

E{k) ~ Nhf ~

.7 (2.42)

que es tamuy conocida tey *5/1" de Kolmogorov y que es un resnltado que se sigue de la

teorfa K41, Analizaremos, por 1illimo Ja razén {; entre Ja escala de inyeccion L y la escala

de disipacion {g. En primer lugar debido a la independencia de la tasa de transferencia
respecto al tamaito de ta escala {obtenemos
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i . uy ()
L I o

Ellado derecho de (2.43) es la tasa de disipacion de energfa, que es ignal a la tasa

de transferencia de energia debida a los térnginos no lineales si el sistema esta e equilibriv,

E} wimero de Reynolds R det lujo. definido como B = “:8, se puede introducir para
obtener
Jian
j = (2:44)

Par atra lado, la escala {; estd definida comu aquélla en la que los términos de

3 v i . " B Y
disipacion y de transferencia son comparahles, es decir vk3u3 ~ 74 Jo que nos conduce a

o~ ll,[‘,[,

‘s . P P 3,0 "
relacion que tomada junto con (2.44) al snustituir en (2.43) produce "',—-‘; ~ [y deldo que

A

se sigue itmediatamente que

o~ N (2.45)
lq

Podemos entonees estimar el intervalo de escatas excitadas en el flujo. Pari estimar

ol wimero de gradas de libertad N de waestro ujo tuehulento er Coruinos del ntimera de

Reynolds solo tenemos que saber cual es la dimension del flnjo. Para tuchulencia 31 el

ntntero de gradas de libertad esta dado por
v

N o~ R4, {2.16)

De mancra euteramente andloga. se pueden obtener los resultados para fujos 2D,

sustituyendo la cascada de energia por ina de eustrofia &2 2. De esta manera se obtiene;
. 7, .

E(k) ~ g3 2 (217a)

donde  es la tasa de transferencia de custraffa, y

N ~ R, (2.47h)



28

El espectro (2.47a) fud obtenido por Kraichnan (1967) para un régimen en equilibrio

de transfereneia Je enstroffa en un flujo 21 incompresible.
2.7) Direccidn de las cascadas en 2D,

Analiticamente, la direccion de las cascadas no se ha establecido de manera formal,
sino que solo se lan presentado sugereneias, Kraichman (1967), trabajando directamente
sobre las ecuaciones hidrodinamicas para un (hijo 2D, investigd la posibilidad de espectros
autosimilares con la propiedad de que las tasas de transferencia de energia (k) y de
enstroffa Z(k) de nimeros de onda menores que & a mimeros de onda wayores que k
(ver Apéndice 1} fuesen independientes de k. Encontrd que para un fujo 21) existen
esencialvente dos espectros con tasas de transferencia independientes de k, a saber, uno
con pendiente =2 con Z(k) = 0y otro con pendiente =3 con (k) = 0. Ademis el
signo de 11(k) = ¢ en o} espectro de pendiente —3 es opuesto al signo de Z(k) = p en el
espectro de pendiente 3 (aqui tanto ¢ con 3 son constantes independientes de k). Esto
nos conduce a que basta conocer la direceion de una de estas cascadas para obtener la
direccion de faotra. Los argnmentos para establecer la direccion de fa cascada de enstroffa
en el espectro de pendiente =3 dados por Kraichnan (1967) consisten en la comparacion
de este espectro con el Hamado espectro de cquilibrio absoluto. Este iltimo espectro sp
obtiene aplicando un tratamiento mecinico-estadistico a tas ecuacionrs hidrodinamicas sin
viscosidad ni forzamiento en espacio de Faurier, caando se establece una cota kyay para
los mimeros de onda, y tos modos con k > kyax son suprimidos. £l espectro de enstrofia
de equilibriv absoluto en 2 dimensiones es de la forma Q(k) = szL':TB' donde © (k) es
la enstrofia por mnidad de ndmero de ondn y @ y 3 son constantes que dependen de la
energiay la enstrofia totales presentes en ¢l flujo (conservadas por los términos no lineales).
Claramente Q(k} - : cuando k — oo, Entonces eu el espectro de enstrofia asociado al
espectro de pendiente —3 hay una sobreexcitacion en mimeros de onda pequeiios y un
déficit de enstrofia en mimeros de onda grandes con respecto al espectro de enstrofia del
equilibrio absoluto. Esto sugicre que debe establecerse una transferencia de enstrofia hacia
los mimeros de onda mas grandes. El problema con este argumento es que se aplica también
a ta transferencia de energia sobre el espectro de pendiente —2, aunque el déficit de energia

en imeros de onda grandes ¢s menos importante,

Otro argumento es el basado en el Hamado teorema de Fjortoft (ver g, Lesieur
1990). Este leorema dice que en un sistema idealizado con sélo 3 modos k, py q, p <
g <k, yen el que iniciahnente sélo el modo intermedio q contiene energia, los términos
de transferencia implican que ¢l modo p recibe mas energia, mientras que el modo k recibe
mas enstroffa. Bl problema con esta linea de argumentacion es que el teorema de Fjortoft
supane que los tres modos k, p y q son paralelos, y en este caso los faclores geométricos de



a4

2
Ia forma uy - p en los términos de transferencia T(k{p.q) son cero (ver fa ecuacion (2.3:3h))
pnto con ka condicion de incompresibilidad en Fonrier), Por otro lado, si se escogen modas
k, p y q no paraldos entre si, entonees os posible encontvar triadas k= p 4 o tales
que se contradice el teorema de Fjortoft, Sin embargo, es plausible que estos easos sean
excepeionales,

Son sobre tado las simulaciones numéricas y los estudios estadisticos utilizando
teorias de cerradura (Ilerring et al 1974) los que proporcionan evblencia de que efectiva-
mente en los flujos 21 la transferencia de enstrofia sobre of espectro de pendiente =4 es
hacia modos grandes, mientras que la transferencia de energia sobre of espectro de pen-
diente =3 ¢s hacia modos pequeios. De ta diseusion anterior se establece entonces que
en os flujos 21 existe un réghmen de transferencia de enstrofia con pendiente =3 liacia
cscalas pequenas y alternativamente un régimen de transferencia de encrgia con pendiente
~ % hacia las esealas grandes.
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CAPITULO 3.
MODELOS ESCALARES.

3.1) Utilidad de los modelos escalares en el estudio de fendmenos de la
Turbulencia,

Los modelos escalares son versiones siniplificadas de las ecuaciones diferenciales
que gobiernan la dindmica del fhijo de los (lnidos. Estos modelos, introducidos por Lorenz
(1971), han sido utilizados en el estudio de ciertos fenémenos espectficos de la turbulen-
cia: equilibrios autosimilares (Obukliov, 1971; Desniansky y Novikov, 1972); regimenes de
transferencia en equilibrio autosimilar, de energia y enstrofia en flujos 2D hidrodinamicos
(Gledzer, 197:1); extensidn de estos estudios a la turbulencia magnetohidrodindmica (Gloa-
guen et al, 1985); estudio de integrales cibicas de movimiento en el caso unidimensional,
representado por la ccuacion de Burgers (Kerr y Siggia, 1978); estudio de atractores en
turbulencia 21) y 31 y distribucién de los exponentes de Lyapunov en ¢! interior de los
atractores (Yamada y Ohkitani, 1987); estudio de soluciones dependientes del tiempo y
dependencia dr los pardmetros de transferencia de cantidades cuadraticas con respecto
a la dimensionalidad del flujo (Bell y Nelkin, 1977, 1978); equilibrios estadisticos de la
Lurbnlencia totalmente desarrollada (Qian, 1988); correcciones a la teorfa clasica de Kal-
mogorov debido a los fenénienos de intermitencia (Jensen y Paladin, 1991), elcétera. En
este capftulo describiremos y analizaremos los modelos de Desniansky-Novikov y Obukhov
y ¢l modelo de Gledzer ya que son la base de los desarrollos posteriores aqui expuestos,

3.2) Modelo Escalar de Desniansky y Novikov.

El modelo escalar de Desniansky y Novikov (1974, abreviado DN) es una simplifi-
cacion de las ecuaciones de Navier-Stokes, y consiste en sustituir el gran niimero de grados
de libertad (o mados) de éstas (los vectores de onda de Fourier k) por un conjunto menor
de modos que representen a los anteriores. Se uma escalar, porque en Ingar de los vectores
de onda k aparecen escalares representativos b y en lugar de las amplitudes de Fourier uy
aparecen amplitudes representativas escalares u;. Genéricamente denotaremos a los con-

juntos de las k¢'s y Ias u;’s como {k;} y {u;} repectivamente. Estos escalares se introducen
de la siguiente manera:

i) Los vectores de Fourier k se pueden interpretar como radio vectores de un espacio

cartesiano de tres o dos dimensiones (segiin la dimension del flujo). Suponiendo un flujo
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con condiciones a la frontera periddicas, el espectro de vectores de onda es estrictamnente
discrero, Estos vectoyes tiepen todas sus componentes enteras, v sus puntas forman nna
enadricuta del espacio cartesiano, En el modelo de DN se trata de redueiy fuertemente
los grados de libertad del flujo v de cubrir un gran imtervalo de escalas con poces modos
escalares, Bllos dividieron entonees of espacio de Fourier en ciscaras esféricas centradas
en ol origen, la mds pequena con radio medio kg, y comprendiendo radio veetores con
magnitndes en el intervalo (koh=3, koh). b general, la cdscara i-dsima estd definida por
elintervalo (k=5 kih3), con ki = hikg. Asi pies, este modelo reduce dramiticamente los
grados de libertad, ya que en lngar de todos los vectores de onda contenidos en la cidseara
i-6simna, en ol sistema dindmico esealar de DN aparece la magnitud k. Se desprecian las
direeciones de los vectores de onda, ¥ eada ciscara estd representada por sélo una magnitud

oscalar,

Usualmente se elige la razdn geométrica b como 2. Aungue en principio esta eleceion
es tolalmentearbitrarin (fuera de que b tiene que ser mayor gue 1), oeurre que en eesaciones
unidimensionales parecidas a las de Navier-Stokes la energia se transhere de un modo de
tamafio & a un modo de tamaiio 2k como se argumenta en el Apéndice 11 Por esta razdn,

la razdn h =2 se antoja comna un valor natural,

1i) Con respecto a las amplitudes escalares ug, notemos que cada vector k Liene

. ] U ’ .
asociada una energia l-"'-;l de modo tal que la sua de estas energias es igual a la energia
total

u? fug |
v = SNk
[ 5

en donde se ha utilizado el Teorema de Parseval para variables complejas,

La cantidad de encrgia contenida dentro de la edscara i-ésima Cy estd dada por

4, ! { . o ;‘ b
Lkeco, l;‘-‘-. Asi pues, se define a las 1i's por la relacion

wi = Y |y
keCyy
lo cual implica que en el modelo DN las 1's son siempre positivas. Mas adelante se verd
que esta cleccidn limita las posibilidades del modelo para reproducir otras caracteristicas
hésicas de las ecuaciones de Navier-Stokes, la mas importante de éstas os la condicion de
Liouville. Por esta razon, otros modelos (por ejemplo, los modelos de Gledzer (1974) y
de Gloaguen et al (1985)), incluido el que se desarrolla en el capitulo 4 de este trabajo,

fnterpretan las u¢'s como amplitudes de Fourier representativas, que pueden tomar tanto



valores positives como negativos. i principio, incluso, se podria considerar a las {u,}

coma cantidades complejas (como hacen, por ejemplo, Kere y Siggia (1978)).

Con las definiciones anteriores, DN construyen su madelo de la siguiente manera.
La idea bisica es copiar a “grosso modo” la estructura de las ccuaciones de Navier-Stokes;
de modo que en ol modelo aparezean el mismo tipo de acoplamientos no lineales. Ademds
de esto es importante que el modelo conserve fas cantidades cuadrdticas que se conservan
en un flnjo regido por Navier-Stokes. Consideremes las ecuaciones de Navier-Stokes no

forzadas y sin disipacidn (o ecuaciones de Buler)

‘ k
B o i [( - prughiney = (k- phupueg), G
p

"

en donde se uso sebre la ccnacion {2.47) del capitulo 2 la condicion de incompresibilidad
keug = 0. En esta ecnacion las interaceiones que aparecen son por triadas de vectores de
onda y 1o existe restriceidn en cuanto a la interaceion entre escalas ampliamente separadas,
Sin embargo, debido al resultado antes mencionado de que la energia se transficre prefe-
rentemente de modos de tamaiio k a nodos de tamatio 2k, en o modelo DN se consideran
linicamente interacciones entre cdscaras vecinas, tomando & = 2. Iin otras palabras el

sistema dindmico sin disipacion (modelo esealar) tiene [a forma

du;

' 5= Tl uiey i),

Consideremos la suma que aparece en fa ecuacion (3.1) restringida a los valores
escalares p = kicy, p =k y p = kigr. Con el primer valor p = ki-; obtenemaos un término
de la forma ki, ?, en donde el valor de a se introduce para sustituir los cocficientes
geométricos de la ecuacién original (3.1). El valor p = k; produce cero ya que en el
argnmento de la snma tenemos k — p que se convierte en ki = b = 0, Por dltimo el valor
p = kg1 produce un términa de la forma Fhauig, en donde f juega el mismo papel que
a arriba. Obtenemos, por fo tanto

du;

i akuia? + Al (3.2

En esta ecuacion a y f no dependen de i ya que un par de cdscaras vecinas con
radios relativamente pequeiios 3 un par de edsearas vecinas con radios mas grandes tienen,
en cuanto a dngulos entre vectores se refiere, la misma estructura, y a y f sélo dependen
de estos angulos,
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Consideraremos ahora la conservacion de invariantes euadraticos. b general, defi-

nimos al invariante cuadratico de orden m como:

2
ey
t

Es claro que 1™ es Ja enerpia B = T?/2 ¢ 19 es la enstrofia Q = 52 k2.
Por analogia con el papel de los coeficientes geomtétricos en ta ecnacion original, tomenos o
y 3 de forma tal que ta cantidad 7199 so conserve, (Reewdrdese que Ta conservacion de estas
cantidades se da por ln relacion que satisfacen los ténminos de translerencia T'(kip, q). que
a su vez estin dados en términos de los coeficientes geométricos de fas eenaciones (capitulo

2, ecuaciones (2.33h) y (2.35)). As{ pues, escribimos

{m) 2 — . . R
ié;;‘“ = ;(;l','( Yokm ) = Yokt - YAk gt =
. 9 -

— , 4« ;
_ cml 2 k Spoomtd 2
= a) k" ue e+ 2}-"“2 k™ e =
t 1

!
o

§ R el
= [l) + ‘j":‘q;‘l‘]Lk,H"“H,"Il,g,l

De la eenacion anterior se signe que

/j = —n PLEAI

Renombremos a como al™ en donde of indice m corresponde al de la cantidad 1t
v s indica la dimension del thijo. Entonces el modelo escalar queda como

lu; } !
e u}"“) | TR n"‘"" AR THS TR (3.3)

Fn el caso mas general de h arbitarvia (b > 1), tencinos

du;

- = o™ kiuy? = al™ R i w (3.4)

gue es la forma mas general del modelo escalar de DN para flnjos no viscosos.

\

n este modelo la cantidad de energia transferida por unidad de Liempo de la ciscara

(i - 1)-ésima a la i-¢ésima estd dada por
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Ta(m,,' - og"‘)l\'.”"‘u.‘_lzu,. (-;5)

lo cual implica que la direccion de transferencia en el espectro de las escalas de movimiento
de la cantidad 10, caseada de. ln cantidad 10, depende del signo de a{™. Se dice que
una cascada es direefa si 7 > 0 para todo valor de i, ¢ fnversa en caso contrario. Por lo

tanto, encontramos que pueden darse los siguientes casos.

0 . , , . ,
2D o < 0 Transferencia de energin de las escalas mds pequeiias a las mds
graadcs, caseadu inversa,

200 o) > 0 Transforeneta de enstrofta de lns escalus mds grandes a las mds

pequeiias, cascada diveeta.

B 0 N . . . ’
3D: o > 0 Transferenciu de encrgia de lus escalas mds grandes a las mds
equedas, cascada direcla,
)

3.3) Puntos Fijos del Modelo Escalar DN,

lgualando a cero la ecuacién 1-dsima del sistema para obtener un punto fijo (3.4):

n&'") ko - n(,"" B b i = 0. (3.6)

Esto se verifica para ol intervalo inercial de mimeros de onda. Proponemos para ¢l
intervalo inercial una solncion del tipo

W= A (3.7)

buscando que esta estructura sea de equilibrio, es decir que mantenga todos los modos del
intervalo inercial estacionarios. Entonces, de las ecuaciones (3.6) v (3.7) obtenemos

l\“ L'.‘_l'l" = ]'H-m k,‘ ki+l" l\'.'[Y )

de donde

hl-ﬁ-mlln",,‘znﬂ

y por lo tanto

proemil oy



o hien

1 +m
o= —n {3.5)
3
sntonces la solucion
o= A g (3.9)

es de equilibrio.

Somsideremos ahora ol término de trapsferencia del modo {1 — 1)-ésimo al modo

i-Gsimo

. 2
1‘:('“)-‘ = al"™e M e,

y eviluémoslo en e} estado de equilibrio (3.9), para obtener

B

e 3 m
h—zie-n k, W “.(.m) “l.(vm) ptti)

T, =l Al g vkm
que en este caso no depende de 7, fo que es natural porque para que los modos del intervalo
inercial permanczcan estacionarios es necesario que fa energfa que entra a cada modo sea
fa misima que la que sale en la unidad de tiempo. Por esta razon, omitivemos ol subindice
4 det término de transferencia, denotdudolo simplemente por T, Asi pres, T es
tasa de transferencia de energia en general (s = 2,3) v T8 e 1 tasa de transferencia de

enstrofia en un flujo 20,

Amnque en el modelo escalar de DN apareven los modos diseretizados kj, podemos
sin embargo extender la forma funcional T{™) af caso de una variable de mimero de onda
k continua. Asi pucs, definimos ol espectro de energla F(k) como fa densidad de energfa
par unidad de nimero de onda k. Se sigue que F(k)dk es Ta cantidiad de energia coutenisda
en una cascarn esférica de radio & y de grosor diferencial k. Si F(k) es de la forma
E(k) = Bk se dice que es un especlro de caergla autosimilar, ya que es invariante frente
a cambios de aseala & — ek, con ¢ una constante arhitraria. Ndtese que el punto fijo
(3.9) también es autosimilar. Asi pues, es posible proponer una forma antosimilar para
ol espectro de energia, y encontrar su relacion con {a pendiente del punto fijo autosimilar

(PFAS) (3.9). Tenemos entonees que
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! kol ) .
s [ B e (3.10)

3 H .
= S0 e sigue que

y dado que

) kb MU »
A g =30 /k B e = 2B (g i) =
- \’% (MRS~ kM) = ‘\:%;{?‘1’("**" SILREI
de donde
2
- ;-;(H-m) = A+ 1
o bien
542 Y.
N o= ok am B(k) = Bk~ (311

3

on donde

1 = A+ m)
b e Ty

y los subindices de A y I3 han sido omitidos,

Cuando ng aparecen los ténminos de disipacion y de forzamiento, el sistema dinamico
(3.4) conserva la cantidad 1), Esta es la dnica cantidad cuadritica conservada y debido
a esto ol sistenia acepta un solo punto fijo antosimilar en el intervalo inercial de la forma
(3.9). Hay entonces una correspondencie enfre cantidades conservadas y equilibrios del
intervalo fnercial anfosimilares. El espectro de energia (3.11) corresponde a un régimen
estacionario de transferencia de fa cantidad cuadratica I, Es decir, la conservacion
de 1t finpone la existencia de un equilibrio antosimilar para el intervalo inercial cuya
pendiente espeetral es 2%, Cuando = 0. 7@ o5 Ia energia y la pendiente espectral
es ~%, obteniéndose el conocido espectra de Kolmogorov (1941). Para m = 2 tenemos
conservacion de la enstrofia y (3.9) es un cquilibrio antosimilar con pendiente espectral
-3, sugerido por pritnera vez por Kraichnan (1967). En este caso tenemos un régimen
estacionario de cascada de enstrofia, micntras que en el anterior se tiene un régimen de

cascada de energia,



3.4) Punto Fijo del Modelo de DN Forzado.

Escribamos explicitamente ol sistema dinamico de DN asumiendo que el iinico modo
forzado es el primero y que el intervalo inercial empicza en el segundo modo. Ademas
supondremos que el tinico imado gue disipa es el iiltimo. Estas suposiciones son razonables
yaque modos con nimero de onda mas grandes priicticamente no son excitados enando hay
disipacion. La fuerza externaque se aplicasobre el prinser modo puede ser visnalizada como
una fuente de energia mientrds que el 1érmino disipativo de ladltima ecuacion proporciona
un sumidero de energia. Supondrenivs que ol sistema dindmico empicza en @ = 1. Con

todas estas hipdtesis las ecnaciones def modelo son

: -

T “I"lllH"'llnlz + N

dt

d_“l [lli"'g - h”""u.u.H] =1 (3.12)
dt

('I"[’,” = akbaite? = vk,

Las ceuaciones intermedias conforman precisamente el infervalo inercial de (3.12).
Para el sistema reducido en el que se omiten la primera y la 1iltima eenaciones tenemaos wn

punto fijo de la forma (3.9), es decir que satisface

- h-(.l.h:-,!‘u:.l) (3.”)

para todo 1.

Supongamos un punto v; del espacio fase del sistema dinamico que no satisface
(3.13) pero que cs también un punto fijo de (3.12). Dado que para el punto fijo (3.9) se
satisface la condicion (3.13), se tienc que %(1 = 1)1 +m) + logy(vi,™") = 0. Una

medida de qué tan separado estd v; de u; estd dada por

o= %(i—- DL +m) + logg (™). (3.14)

Las s definen entonces desviaciones del punto fijo antosimilar (3.13). Como (3.14)

se cumple para cada § tenemos que

o ,
Yipl 4 Yy = 5(2l+l)(| +m) + log, (i vigavy %) . (3.15)
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Si v; s un punto fijo de (3.12) tenemos que b=t = ipttipat 73, lo que

produce en (3.15)

Piri 4 i = }13(2"““ D +m) 4 log, (A", 7%) =

= %('2i+l)(l +m) + logy (k™) + logy (v, ™) =

)
= %(z = D0+ m) + 2logylovm™") = 2¢;.

Resumiendo, hemos obtenido la signiente ecuacion en diferencias de segundo orden

o + i = 24 (3.16)

y hemos visto que resolverla es equivalente a encontrar un punto fijo, no necesariamente
antosimilar, del sistema dindmico DN forzado (3.12). Las ecuaciones en dilerencias del tipo
de (3.16) se resuclven en forma muy similar a como se resuclve una ecuacién diferencial

lincal iomogénea. El polinomio caracteristico de (3.16) es

M+ r-2=10

obien (M +2)(A-1) =0,

por lo tanto A} = =2y Ay = | son las dos raices del polinomio caracteristico. Las dos
soluciones linealmente independientes de (3.16) son (=2)' y 1¥ = 1.} La solucién general a

(3,16) estéd dada por la combinacidn lineal méas general de las dos soluciones encontradas

Wi = a + b(-2). (3.17)

Para delerminar por campleto a las ¢,'s, necesitamos dos condiciones a la fronlera,
ya que la ecuacion en diferencias es de segundo orden. En primer lugar, sustituyendoi = 1

en (3.14) obtenemos que yy = 0. Por otro lado,

T Nitese iue aquf 1" denota el fudice de |a ecuacién en diferencias y no debe confundirse con la unidad

imaginaria.
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(=2 +m) + l()gh(“vhl"l—,) =

'/’n»l = ‘

= l‘ (n~2){14-m) + ;log,‘(v,,_,"u,"‘) =

= ; {n-=2)(14+m) + %log,‘(ff-l{"f!i"-zv"") =

vh" e,
iy u‘ ' -
(43

= : (n=2)(t4m}) + ;l;log,‘(

1 ) 1
= %(n-'l)(l +m) + ;(n—l) + -.ilo;;,,(uk,n"'v,“') + (z-logh(n,,u,“')

en donde se uso que

“knvn-l) = "ku)”n .

Ademas, puesto que iy, = %(n = 1)) 4 m) + logy(vary 1), obtenemos finalmente

f4m
Diag = ';"”“ P N (3.18)
donde I = - es ol niimero de Reynolds del modelo. Llamayemos =, al fado derecha

vkio-te -t

de la ecnarion {3.18).

Resmmiendo, las dos condiciones a la frontera estdn dadas por

'.l’l = 1), 2 Ype) — ‘J’n = Mo

imponiendo esto sobre la solucidn (3.17) de (3.16) obtenemos

P = a — 2 =0, a =2

2'1{"11—-1 - ‘/’ll = Iy 2a 4 (—2)"_,21) = T + a ('—2)"1)
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a = (=2 = g+ (-2)", @ = (2 =y

P (3.19)
(1 - (=2)7)
Fntonees la solucian del problenta se obtiene substituyendo (3.19) en (3.17), lo que
produce

wo=afi 4 b f’)’i) = (1= (=27) (1 = (=27,

Par iltime. recordando la definicidn de ¢, obtenemos

i = %(i* DA+ m) 4+ log,(ean™") = ‘r(.£
- 1. ("2)i—‘ -1 — Q4
logy, (vim N o= Ei(: - 4m) + 7,.’(:‘23':; | = \ . (3.20)
por In tanto
wy = Y v o= okt (3.21)

donde y esta definida por (3.20). Notese que ¢l punto fijo asf obtenido (3.21) uo es au-
tosimilar. ya que \ depende de . Sin embargo, cuando n tiende a infinito para valores
de i fijos, \ tiende a Lii — 1(1 + m), lo que produce que el intervalo inercial tienda a un

espectro de energia con pendiente - #22,

3.5) Modelo a Primeros Vecinos de Obukhov.

Estndiatemos ahora ofro mudelo escalar a primeros vecinos muy parecido al modelo
de DN, propnesto por Obukhov (1974). Brevemente revisaremos este modelo para después
proceder a constriir un modelo mis general, también a primeros vecinos, y que comprende

a lvs modelo de DN y de Qlukhov como casos particulares.

Bl sistema dindamico de Obukhov tiene la forma

------ = akau — Fhuig®
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Bl liechio de que en cada ténmine aparece by como factor expresa una condician de
antosimilitud sobre ol modelo, Bsta condicion, tambien satisfecha por ol modelo de DN,
sera usada mis adelante para construir modelos escalares conun intervalo de jnteracciones
mas amplio. Si en el modelo Obnkhov determinamos los cocficientes o y 3 ide modo que se
conserve la cantidid cuddratica 70 de maners andloga a lo que hicimos para el miodelo

DN. el madelo de Obukhov gueda como 2

du,

I = uA’,[u,_;ll. - '1”'“(!,“21 - l"i.l-'.l”. + o (3-‘-).-’-))
(

Aqui se han anadido los témines de disipacian y forzamiento, suponiendo tanbhicn
que solo el primer modo esta sujeto a forzimiento, Una diferencia sustaneial de este modelo
con el de DN radica en que cuando no aparecen los tépmines de disipacion y forzamiento
admite un equilibrio donde ebiinico modo exeitado es el privwero, Es decir, se mantiene nn
cquitibrio sin que la energia sea transferida a s esealas mds pequenias; el madelo DN no
admite una solucton asi. Fa foriua s general, si los primeros F- U modos estian exettados
y forzados con términos I no nulos (j < 1), v los modos restamtes no estian exeivados ni
forzados (g = Py = 0 para w204 1) entonees aenergia se acmnuky en los primeros |
modos sin que sea tratsferida i las exealas mds pegnetias. Esto constituye anac tinitacoon

del modelo Obnkhov para reprosentar caseadas de cantidades enadraticas,
3.6) Puntos Fijos en el wodelo de Obukhov.

Un andlisis enteramente andlogo al de fa seceion 3.2 muestra que los PFASAs del
motlelo Obnkhov exactamente son de ta misma forma que los del modelo de DN, ecnacion

(1.9). Asi misimo los puntos lijos no autosimilares <on también de la forma

TSR UY AN

me~ - *‘,‘.“M
S

donde vy = e voab = ot m) [ (5 200 [3 - log, . Notese

que DN sugieren que estos puntos fijos no antosimilares probahlemente no son estables.

3.7) Generalizucion de los Modelos a Primeros Vecinos.

2 Originalmente Obukhov construyd un nadelo menos goneral yue solo conservaba la energia para atacar

la ‘Tnrbulencia en 3 dimensiones.
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A continuacién estudiaremos un modelo escalar mis general para Tuebulencia In-
compresible a primeros vecinos, introdicido también por DN. Los modelos de DN y de
Obtkhov preden ser conjuntados para obtener un modelo esealar que reina todos los
térinos de acoplantiento no lincal presentes en ellos. Las hipdtesis para construir este
modelo son las misinas que las de Obukhov y DN. En primer Ingar, los términos uo lineales
son cuadrdticos, existe una condicidn de autosimilitud sobre las ecuaciones del modelo, y
se incluyen solo interaceiones a primeras vecinos. Por iltimo, se pide que ¢l modelo con-
serve Ja eantidad cuadritica J0" = $6"™u?, Los requerimientos de autosimilitud y de

restriccion de las interacciones a los vecinos mds proximos producen el siguiente madelo:

lfll"

T = Fifayueaq® 4 ag tticy i + ity ey iy + agud + ag gy + agiigg?] . (3.20)
[t

La coudicion de avtesimilitud so expresa en que ay, ez, .., ag tienen el mismo
valor en todas las ecuaciones del modelo como se explicd en la sec. 3.2 después de la
ccuacién (3.2). La condicion de conservacion de la cantidad cuadritica /) determing fos

parametros de acoplamicnto del modelo, a saber

ag =~y ag=—h""ey  ay=a0=0.

Snstitnyendo estas expresiones en (3.23) obienemos

du; ' .
o= Rofu® = W7 wugy |+ ag b [y g = RO g’ ] (3.24)
i
iste modelo se reduce al modelo de DN cuando a3 = 0 y al de Obukhov cuando
ay = 0. Un resnltado interesante ey que, invirtienda el tiempo, cambiando la escala por
medio de {— — A'+( ¢ intercambiando i — 1 por i+1 e 141 por 1 -1 (es decir, invirtiendo
el orden de Jos moddvs de forma que para pasar de & a kg se muitiplica ahora por h-t),

el modelo de DN se canvierte en of de Olnkhov. Es decir:

l[ll,' 2
etz b L - Y w i ),
d(—-’l”"‘l) L] [ 141 i Wiy ]
nientras que
du; ;
(”’ =g by { v~ B
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3.8) Modelo Escalar de Gledzer a Segnndos Vecinos,

Hemos visto que los modelos escalares a primeros vecinos no pneden tener mas
|
de una integral evadritica de movimiento 1™ para cada selecvion de valores de los
yarametros. A cada integral cuadritica /™ = Y™ 1 le corresponde silo un enuilibrio
™ l

antosimilar cuyo espectro e energia, también antosimilar, tiene nna pendiente de -

Gledzer (1974) construyd un modelo con interaceiotes a segundos veeinos capaz de conser-
var simultancaniente (es decir, para los mismos valores de los parametros) dos integrales
cadraticas del flujo. Fste hecho sugicre que Ia ampliacidn del intervalo de interaceidn
entre las escalas de novimiento permite anmentar ef mimero de iniegrales cuadraticas del

madelo, ¥ por lo tanto aumentar ¢l mimero de PFASs.

La preseripeion para construir el modelo de Gledzer es my similar a las de DN y
de Obukhov, aunque con las signientes diferencias i) los términos no lineales acoplan cada
modo con sus dos predecesores y sus dos sucesores; es decir, ¢l modelo de Gledzer es un
modelo a seyundos vecinos, 11) Las amplitudes escalares u, de Gledzer se interpretan como
promedios directos de las amplitudes de Fourier en las ecuaciones de Navier- Stokes, par
lo que ho son positivas definidas, como sncede en las modelos de DN y de Obuklov, 19l
punto i1) arriba se sigue de que Gledzer supone que su modelo reproduce la condicién de
Liouville en su forma mas fuerte: g{: = 0; es deeir, copia con miés detalle las propicdades
de las ecnaciones de Navier-Stokes que los modelas de DN y de Obukhov. Sin embargn,
la forma de divillir el espacio de Fourier en ciscaras esféricas y la interpretacion de los
modos escalares k; es exactamente la misma que en los dos modelos anteriores. Otra
imposicion al ntadelo también preservada por Gledzer es la condicion de autosimilitud sobre
las ecuaciones diferenciales del modelo, de manera que tambicu aqui 4 es proporcional
a ki y los parimetros del modelo no dependen del indice 7. Las interaceiones entre las
cascaras son clegidas siguiendo el diagrama mnemotéenico que se mmestra en la figura 1,

Lias anteriores hipdtesis producen un modelo de la forina
. (1
e = Cy )l11112 + fo
, A1 2
My = (:‘g )llzlln + Cr‘{ )Ilnllg + fl

ity = C.'§”|1311, + (7;(,2)11”1;' 4 (,"ga)uulq (1.25)



. o 2 3 .
;= (,“’u,»“u,w + (,~( )u,_.,u,,,., + (',‘ )u,...,u..:: -k,

domle, como sicmpre, el térming de disipacion ~ek 2, es despreciable en ol intepvalo
. . oy . i ol )
inereial, La condicion de antosimilitud sobye ol sistema es oA = 5{'» = h.
{ .
Requiriendo Ta conservacion simultanea de la energia | = Yhud v la enstrofia

)= z,’zh’u{z se obticnen las condiviones

(_,“!“ + (‘.(i)l + (1(1"2 = "';'2("(“) + "'f“n(‘;(:)l + Ax‘lz(w =0 (4.26)

Fseribiendo todas las €s en términos de Cz=CH obtencmos las relaciones
t

que producen la siguiente forma en of intervalo inereial de (3.25)

o= g gy - O

2
= AI‘;’ iy . (1L2S)
(LN

Lav condicion de antosimifiond ingesta por Gledzer a sumadely es 0 2 80 2
-

by

h > 1. Por otro lado, Ja forma en que las cascaras esféricas Teron constrnidas produee

BV EYY
p—-ht

wr lo tanto, haciendo C; = 4, el inlervalo inereial del modelo Gledzer queda como
I

14 i

b = ki fyuipng, ~ 9 T e e b e ] (3.29)

I
hi
Estidiaremos ahora los equilibrios antoshmilares para el intervalo inercial. Es decir

los puntos en e espacio fase de Jas u;'s que anulan el lado derecho de (3.29) y que satisfacen
LR
bymy

PIFASs de Kolmogorov y de Kraichnan, respectivamente; ver capitulo 1) como punts fijos.

=, donde gt es constante. En particular, veremos st admite o K11 v e} K67 (los
Y



3.9) Busqueda de PFAS en el Modelo de Gledzer.

Ignalenios a coro el lado derecho de las eenaciones (3.29), suponiendo autosimilitud

sobre tas ug's, y dividiendo entre u;_puiq, obtenemos

" R Qs
i Tt g = 0 (3.30)

que es uma ecuacion de grado 6 en g = -, Las soluciones de esta ecuacion son

? 4 2 k]
g (D (=1 =) (A1
hetop A AT AL ATl
I h hs I
. N ’ . . 0o ? -
Ahora bien, dado que =, Tas raices del polimoio (3.30) h~s y h ! producen
v 'y e 1t .
en i easo iy = h™ S ug y en el otro g = i tng, Si eseribimos 1y = Akg™+ sc obtiene en ¢l

primer caso el K41

wo= AT RS = Ak (3.31)

y en el segundo caso ) K67

o= Bkt = Bk (3.32)

Como vimos en los pirrafos anteriores, la solucion (3.31) produce un espectro e-
A

nergético con pendiente de ~ 3,

pendiente —3. Bl primer espectro corresponde a un régimen de transferencia de energia,

mientrdas que (3.32) produce un espectro energético con

micnteas que ol segundo corresponde o regimen de transferencia de enstrofia, De-
mostraremas ahora que enando la pendiente del espectro es =% no hay transferencia de
u

enstrofia. - Consideremos el sistema en el régimen de equilibrio K41 -

o= h=3 y los

primeros dos modos mantenidos en equilibrio por forzamiento externo. Entonees obten-

emos las signientes relaciones para fos prinmeros modos
g = ko ywyuy + fo =0

, 14k
iy o= kyyupuy ~ Ry : ~-;15" ) v + f) =

H
=

por lo tanto, ke transferecia de enstrofia en este régimen esta dada par
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. . (1+R?
WS = fohouo + fikyuy = = ko® Yo uyuy = by ug g sy + k4 (7”———) o th Uy =
k] ugiyuy 4 Wlupguy - (14 B)ugmug) = —k*hPnnus — Pugugn) = 0

ya que = (h"g)s = 1. Resumiendo, en el K43 no hay transferencia neta, o cascada,
de enstrofia entre las escalas de movimiento, W = 0, Se puede establecer andlogamente
que en el K67 no existe cascada de energia, Wi = 0. Si las fuerzas actuén en un intervalo
de escalas intermedio dividiendo el intervalo inercial en dos partes, el sistema admite un
punto fjo cuyo espectro de energia soporta las dos pendientes -3 y -2, Lo que ocurre
es que hay una transferencia neta de energia hacia las escalas més grandes a partir de
las escalas forzadas, y una transferencia neta de enstrofia hacia las escalas mas pequefias,
Bl espectro cambia entonces de pendiente al pasar por ¢l intervalo de excitacion de una
pendiente de —2 correspondiendo a la cascada inversa de energia, a una pendiente de -3,
correspondiendo a la cascada directa de enstrofia,
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CAPITULO 4.
MODELO ESCALAR A TERCEROS VECINOS,

En este capitulo procedemos aliora a construir i modelu a tereeros veeinos, con ol
objeto de determinar si el mayor alcance y mayor ndmero de las interaceiones no lineales

inchifdas introduee soluciones de punto Hjo autosimilar adicionales (PFASAs) a Kl y

4.1) Construceidn del modelo escalar, Signiendo a Gledzer (1974), imponentos
las signientes condiciones a nnestro modelo: @) en o ecuacion i-ésima no aparecerd of
término v; (cuando no hay disipacion)i esto es, se satisface fa fovma mds Inerte de la
condicion de Lionville. 1) Dadas las interacciones wtilizadas en el modely de Gledzer
(figura 1), proponemos una estenctura similar para miestro modeleca tereeros vecinos,
los términos cuadriticos en la ecuacion i-ésima serdn como se representa en of diagrama
mnemotéenico de la ligara 2. Por lo tanto, la forma de las ecuaciones sin disipacion y sin

forzamiento es:

l'(‘ = (‘}”’l,.n(l,...u 4 (ﬂ“’li.ﬂ".g; + ('lls))l,“il;,u‘}‘

(/'I-(‘”u‘,.lu,-*,-_, + ('!"’u,_,uu.l + (,',‘([i)lll“glli+l-|<

(,.“.(7'11(_;:1,-_1 + (L'(.ls)u,-_;m.;, + (.‘f"'u,-_.gu;..z.

Aqui las Ci's son coelicientes de acoplamiento a elegirse de modo que este sistema
de ecnaciones diferenciales conscrve la energia cinética y la enstrofia. Fsto nos leva a las

siguicntes condiciones:

B+l =0
4 4 ) =0



¢ g e g 2

|~l

(y)l\‘ 1 '+‘('“)A S e (“l?)zl\,“' = 0

CO 4+ O 4 CQ ki = 0

v

’l‘x R +('.(;')|’~|n +(1‘:).l‘l+1 =1

Consideraudo la condicion de erecimionto geométrico de los radios de las cascaras

por ¢l factor b obtenemos las signientes relaciones:

(1)
‘ ]

TGOS

e Lo

- l/l"—

h? -
o(3)
C 1-2“

W2) } "'/I

e L

o3) I’L "’l
:11' l

l'll = (,."(”

ux~|”|+?‘* (‘( 1

Iz il

o) (.(nl /
o i

.m) =M ht
2 "/,l» ,'4

par lo que o sistema dinamico queda:

Uipgltygs -+ (.'/',-(2'

]-l

I

G em L0
ERAES e e

. I —-l
C}") o 1

A g

3
Wi Uips + (/',! )u,',.m,.‘,-)-{-

- /
U. 134 +(1—2,.; < Uimgllivrt

~1 h? -
1 ¥ C',-?’}Ih "'Iq'lh—-.?ll, -1+ (‘,_3,.‘) I‘M,_"Il,_;
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. it g
Si intpotemos sobre las C's 1a condicion de autosimilitd :“:,,, sz ;;“',_'_, =4 L
cm)

el
m = 1,203, ., tenemos que 9-;‘_‘—— = DM donde DU o5 una constante que no depende de

i, Las signientes igualdadis son entonces satisfechas:

(' "‘l I)(-" AN K I"x'l)m'
OO e DY = - Gﬂ:hqmﬂzmh
D . o kD
() =y = b e (0 = kb = M
LD . s kDB
ST W) _ g ok
Cisy= I‘v.—:al)l V= "‘ (/.'—:3 = kil Vo I

si hacentas a = N3 = Dy v DI el sistema dinamico gqueda coma:

i = kot o 4 it 4 et

31 - A" TR . a -

Wby - /,z” Jathyy 4 IRy Uiz gl gyt (L1)

et bt = b

L o W -1 A=

L TR T B TPIRY TP By 1
[ER T LA X Ry

WS - h

Vbt

Este modelo se reduce al de Gledzer cvando o = 0y 4 = (),

4.2) Bisqueda de puntos fijos autesimilares. lemos encontrado un wedelo
enn fttteracciones a tereeros veeinos que conserva la energia cinética y la enstrofia. Bus-

cainos ahora PFASAs para este modelo, Para lograr esto, igialattos ¢l lado derecho de las

cenaciones a cero y dividimos enitre u;yu-y para obtener:

gl A
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gi-hn

(YT

(1.2)

Rl N T A et SR ALt
R il e Tt s e e

que es un polinomio de grado diez en p = . Fsta ecuacion se puede resolver numérica-
-

mente, usando MATHEMATICA, para o} caso h = 2, encontrdndose las siguientos solu-

ciones independientes de o, 3, y 1

=1 9-3 £ )
‘l—-pz ' ﬂ '

Notamos que dos raices son positivas 1 y 2-%, y las otras cuatro son complejas.
Estas rafces aparecen siempre, por lo que sdlo hay dos puntos fijos aulosimilares que no
dependen de los valores de los pardmetros. E caso p = } corresponde al K67, mientras
que = 2-% corresponde al K41, Las soluciones complejas también corresponden a las
mismas pendientes del espectro y por lo tanto no proporcionan regiinenes cualitativamente

distintos,

Las seis raices ya obtenidas nos permiten reducir ¢l grado de la ¢cuacion algebraica

de grado dicz a grado cuatro, Una vez realizada esta reduccion obtenemos:

a{0.6250 + p*) + AO4+ 1)+ 1? = 0. (4.3)

St a p le damos el valor positive jig, la ecuacion anterior se convierte en la ecuacion
} Hoy
de un plano en el espacio de los pardmetros afy. Para todos los puntos en este plano
i I / I
hay un punto fijo autosimilar de la forma u; o k'™, Por lo tanto, los valores de los
pardmelros o, # y 4 para los que existen PFASAs estan dados por la unién de la familia

uniparamétrica de planos ortogonales a los vectores de posicion de la curva

(0.625p + 1%, 0.0 4 1, 40> 0



1
que pasan ademas por ol origen a = 4 = 3 = 0. Coo esta curva esta conipletaniente
contenida en el octante principal (a > 0,3 > 0,4 > 0) se sigue que no hay PFASAs cuando

los tres pardmetros tienen el mismo signo.

Para obtener una idea cualitativa de esta region consideremos su interseecion con
ol plano ¥ = 50 > 0. Cada plano dela familia intersecta al plano 5 = 94 en una recta, de

mado que obtenemos wna familia uniparamiétrica de rectas en ol plano y = 4y dada por

a(D.625p + ') 4 301+ f*) + qpp’ =0,

Bl comportamiento de esta familia uniparamétrica de curvas se puede estudiar a
través de su envolvente, definida conw la curva tal que cada uno de sus puntos estd situado
en una curva micmbro de lafamilia, siendo esta curva y la envolvente tangentes en su punto
comtn., Si hacemos

Fa, Ay p) = a(0.625p0 4 pit) + 0.1 4 %) + qop’

la eenacion de la envolvente de la familia de rectas esta dada por:

Fla,dip) =0

(o, B p)
S g
ip

lo que resolviendo para o y # nos da la envolvente en la forma a = ofp), § = g(p).

La grifica de la cuvolvente, en el caso 49 > 0, es como se muestra en la figura Ja.
Notamos que las rectas tangentes a esta curva barren ciertas regiones del plano una vez,
otras dos veces, otras tres veees y otras ninguna, como se indica en la figura 3a, segin p
recorre los valores de cero a infinito. El ndmero de veces que es harrido un punto nos da

¢l nimero de PFASAs que existen cuando los valores de los pardmetros coinciden con las
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coordenadas del punto en cuestion, En la fignra 3a, los mimeros indican la cantidad de
PFASAs que existen para valores de los pardmetros en {as distintas zonas del plano. Para
¥ =40 < 0 la estructura es simétrica a la de —p. (Ver figura 3b), Par dltimo para y = 0,
la estructura estd representada en la figara 3c. Aqui el analisis es mds faci! pues tenemos

un haz de rectas que pasan por el mismo punto, por lo que basta encontrar las pendientes
de las rectas limite del haz.

Como se puede observar, estas grafieas confirman ¢l hecho de que no hay PFASAs

cuando a, # y 7 tienen el mismo siguo.
4.3) Restricciones adicionales al modelo,

4.3.1) Conservacidn detallada por ternas de vectores, Cabe preguntar aliora
qué valores de los pardmetros son aceptables, si pretendemos que nuestro modeloescalar sea
lo mas realista posible, Para esto, consideramos las propiedades de conservacién detallada
derivada de fos términos no lineales en la conacién de Euler original. La conservacién
detallada de la energia cinética y la enstrofia consiste en el hecho de que estas cantidades
se conservan en el espacio de Fourier por medio de tridngulos, es decir, por ternas de
vectores {k,p,q} con la propiedad de que p+ q = k. Si T(k | p,q) es la cantidad
de energia transferida al modo k por los modos p ¥ q, esta canlidad sélo es distinta de
cero cuando p 4+ g = k {ver, por cjemplo, Rose y Sulem 1978; también el capitulo 2 del
presente trabajo). Ademds, se cumple la propiedad de que: T(k | p,q)+T(p | k,—q)+
T(q | k,—p) = 0. En nuestro modelo escalar la riqueza de la geonetria de conservacion
detallada se pierde y solo podemos hosquejarla a “grosso moda”. Algunos de los términos
de transferencia para nuestro modela escalar son:

g . RN
Pii—-1i41) = %');‘4":"7,;1"“"“"“‘*‘

al-ht
G

sl 9 - |
T l 1~ 2,14 1) = 71'2 il' ;:'%;'!l,-zllgug.“

T} i 41,14 3) = Buittigittiga.



4 término T { 7, 1) representa la cantidad de energia transferida entie las ¢
i, ; y . Este término deliera ser idénticanente cero si en las ecuaciones originales no
cxisten tres vectores ky, ki v ki, kj en la ciscara j-ésima, ki en fa Lésima y k; en a &
ésima, tales que k; +k; = ki, En nuestro madelo, ¢ pardmetro 4 acopla entre si jos modos
escalares de una terna de cdsearas cuyos indices son de la formad, {41, i+ 3. Bl ndmero
hik; es una cota superior para los médulos de fos vectores de onda en la i-ésima cascara,
mientras que el nimero Wik = hikiloes para los médulos de fos vectores en fa cdscara
(1 4 1)-ésima. Se signe que ¢l médulo de la suma de dos vectores k; y ki, en la i-dsima y
en la (i 4 1)-dsima ciscaras respectivamente, es a fo mas h3(1 4 h)k,, nimero menor que el
minimo k= kipn = hik; de Jos modulos de los vectores de la eiscara (i + 3)-ésima, cuando
I = 2. Por lo tanto, las couaciones oviginales no contienen términos de acoplamiento entre
los modos involucrados en los términos en A de nuestro madelo cuando b = 2, por lo que
en este caso debemos tomar # = 0. Una vez realizada la veduceion ¢l madelo queda como
signe:

1 = ky [L\ll,‘+gll.‘+;, + Yty tigrt

|- v |- A8
71'/?!“:7& Uimiltig 4 /iz Tttt (4.4)

4 k- a k-1

izt et g patiesten |-

Ndlese que este modelo no conserva la positividad de las u's, lo que se pucde
probar facilinente. Este hecho tendra consecuencias euando estudiemos las caseadas de

transferencia de las cantidades conservadas,
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CAPITULO 5
BUSQUEDA DE PIASs.

5.1) Bisqueda de puntos fijos autosimilares adicionales (PFASAs) cuando
B = 0. Regresemos a I ccuacion algebraica para e = g (3 = 0) (ecuacion (4.3), capitulo

4):

a(0.625p + 'y 4 1t =0

Esto nos Heva a una familia uniparamétrica de reclas en ¢l plano ey que pasan por

¢l origen v cuyas pendientes estan dadas por (figura 4):

(0.625p + 1)
W) = -
{n) i
La pendiente mixima es alcanzada en j¢ = G786 y su valor es de m = —1.3815.
De manera anatoga a {a del capitulo 4 (seceidn 1.2), Jos ndmeros en la figura § indican la
cantidad de PFASAs que existen para valores de Jos pardmetros en las distintas zonas del

plano a7y,

5.2) Cascadus de energfa y enstroffa. Con el objeto de decidir si los rangos de
valores de los parametros oy v indicados en la figera § para los cuales existen PFASAs
corresponden a un comportamiento realista del modelo, procedemos ahora a estudiar Ia
direccion de tas cascadas de energia y entrofia que produce ¢l modelo. Como se describid
en la seccion 2.5.1, ¢l trahajo pionero de Kraiclinan (1967) sugirié una cascada directa (de
nimeros de onda pequeitos a grandes) de eastrofia en el rango inercial de enstroffa, y una
cascada inversa (de nimeros de onda grandes a pequerios) de energia en el rango inercial
de energin, Nos interesn verificar que ¢l modelo reproduce estas direcciones de cascada
para las soluciones K41 (espectro k=3) y K67 (espectro k%), can valores de los pardmetros

a y 7 que poseen soluciones PFASAs,

Considercmos un sistema truncado incluyendo Gnicamente los modos desde uy hasta
ugsg, ¥ en el que interaceiones en que aparecen términos de indice menor que [ o de indice
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mayor que J + 2 no se tomaran en cuenta, Este sistema truncado nos servira para estudiar
como se transfieren la energia y la enstrofia en las soluciones K41 y K67, Despreciamos
ademas los términos de disipacién y forzamiento. Si colocamos el sistema al tiempo { = 1y

~1 el lado derecho de las ccuaciones del sistenia

en una solucion K67, i.e. dela forma uy o ki
serd cero excepto en las tres primeras (7, 1+ 1. 1+42) y en las tres itimas (J, J +1,J 4-2),
Esto implica que al tiempo ¢ = {g la cantidad de energia (0 enstrofia) perdida (o ganada)
por unidad de tiempo por los tres primeros modos serd la misina que la catidad ganada (o
perdida) por unidad de tiempo por los tresiltimos debido a la conservacion por los términos
no lineales y a que its =0 para [ +2 < S < J. La cantidad de energia transferida por

unidad de tiempo a los tres ditimos modos en el instante = 1, es entonees:

wpley 4 uggityg 4 Wyt pr = "(\"J..l(l_]_]ll,”Jllj.yz

kgt wgay = akyogugug oy

o -}
- ’7, kgwgoyugoguy + T kytgyigany.

Si utilizamos el hecho de que " = tn = h"" para la candicion de tipo Kraichnan

al tiempo { = {g obtenvmos;

. . . : !
Uptg 4 upgaitggy + Wpgaliggr = —7;,'-111 -

Is decir, en el K67 la cascada de energia es nula. Este resultado es independiente
de los valores de los pardmetros y estd de acuerdo con la prediecion correspondiente de
Kraichnau (1967) para las ecuaciones hidrodindmicas primitivas. Veamos aliora qué pasa
en este misino punto con la cascada de enstroffa. La enstrofia transferida por unidad de
tiempo a los tres iltimos modos es



2, - - . ’ , ; 3
kPugty + kppituspnitge + kopa*upgatises = —vhsoPugnpangny — akyoPusngggag

a -]

P e ’) 3
—akyoPugptige gy rn e kpPug g gty - kPur gy =
J-t Hppttge 2y - Ry CIY S -3ty i 1wy
, 3 , 3 4 1 3
L L LY A A T LA M
= =ty = Dyt o alte kgt uy' =
h [E o =TT

=k u/(0.3757 + 0.562a).

Esta cantidad es positiva si 0.3754 + 0.562a > 0, o, equivalentemente,

5> ~1.498a. (5.1)

~ i . . s » -1

Si ahora. al tiempo £ =y las u;'s se colocan en una solucion K41 (1, o k™1)
obtencmos de wna manera andloga a la anterior para la cascada de energia en un punto
tipo Kraiclan ques

T T T S T
kyfagivg 4 by ugpiig gy 4 kig*uggaitsg =0

L.e., la cascada de enstrofia es nula en este caso. Esta caracteristica es tamnbién independi-
ente de los valoves de ar y 4. Por su parte, {a energia transferida por unidad de tiempo a
los tres viltimos modos es

Gy + Wggy i + wggatiagg = kyy*(=0.3757 = 0.5314a).

Requerimos que esta cantidad sea menor que cero para que exista cascada inversa

de energia, lo cual se cumple para —0.375y — 0.531da < 0; i.e., para



7> =147, (5.2)

Conclnimos por 1o tanto que la regién en el plano ay que presenta las direcciones
correctas de las cascadas es aquilla que satisface simultaneamente las designallades (5.1)
y (5.2). v que se muestra en I figura 6. Finalmente, los valores de a y = que presentan las
direcciones correctas de lus cascadas que poseent PEASAs son los dados por la interseceion

de las regiones mostradas en las liguras 5 v G (figra 7).

Fan vesumen, letos encontrado regiones en el espacio de pardmetros a y 4 para
las cuales el modelo tiene soluciones estacionarias autosimilares adicionales (PFASAs) o
las elasieas solociones de Kohmogorov K41 {espectro de pendiente ~2) v de Kraichnan
K67 (espectro de pendiente 35, Adicionalmente, existen subregiones dentro de las cuales
las soluciones K41 y K67 presentan las dirceciones correctas de las cascadas de energia
y eustrofia. Asi pues, hemos demastrado que, en un ntodelo escalar de turbulencia 21,
la presencia de un mayor niimero de interacciones no lincales, que en partienlar henos

tomado de cardcter no local, trae coma consecuencia la aparicion de PFASAs,



CAPITULO 6
CONCLUSIONES

6.1) Resumen.

Fn este trabajo tenemos construido un modelo escalar para turbulencia bidimen-
stonal incluyendo interacciones no lineales no locales. El modelo tiene tres pardmetros
libres a, 3 y 4, aunque 4 ha sido tomado igual a cero en el analisis del capitulo § con el
objeto de preservar los tipos de triadas presentes en las ecuaciones de Navier-Stokes pri-
mitivas. Motivados por la aparicion de dos soluciones autosimilares de equilibrio (PFASs)
en un modelo construido por Gledzer que incluye interacciones a segundos vecinos, hemos
buseado soluciones de este tipo para nuestro modelo en adicion a las soluciones estandard
de cascada de energia y enstroffa, de Kolmogorov (u; o« k=173, denotada K41) y Kraich-
nan (wock™, denotada 1867), respectivamente. Encontramos que las tnicas soluciones
independientes de los pardmetros son K41 y K67, awnque el modelo admite PFASs en
adicion a K11 y K67 para un rango bien definido de valores de los parametros a y 4 (con
A =0). Un subconjunto de este rango de pardametros, mostrado en la figura 7, ademds
exhibe direcciones de las cascadas de energia v enstrofia en las soluciones K41 y K67 que
coinciden cualitativamente con el comportamiento esperado para los flujos Navier-Stokes
bidimensionales primitivos. Asi pues hemos demostrado que existen regiones en el espacio
de parimetros o y 4 para fas cinales el modelo tiene soluciones estacionarias autosimilares
adicionales (PFASAs) a las cdsicas soluciones de Kolmogorov K41 (espectro de pendiente
~$) y de Kraichnan K67 (espectro de pendiente —3). Adicionalinente, existen subregiones
dentro de las enales las soluciones K41 y K67 presentan las direcciones correctas de las
cascadas de energia y enstrofia, Asi pues, hemos demostrado que, en un modelo escalar
de turbulencia 2D, la presencia de un mayor nimero de interacciones no lineales, que en
particular hemos tomado de cardcler no local, trae camo consccuencia la aparicion de

PFASAs.
6.2) Significado fisico de los PFASs.

A pesar de que, de acuerdo a nuestra expectativa inicial, el modelo con interacciones
no lineales no locales exhibié puntos fijos autosimilares adicionales (PFASAs) a K41 y K67,
la existencia de aquellos PFASAs dependientes de los parametros no parece ser atribuible al
caricter no local del modelo, sino que puede ser dnicamente una consecuencia del mimero
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de parimetros libres que contiene. Por ejemplo, puede ser ficilmente maostrado que la

version mas general del modelo a primeros vecinos de DN, que tiene la forma

;= aph(ul, — A ) + ak(tgug = B3,
i + 14+

admite el PFAS depeadiente de los pardmetros g = = en adicion a la solucion indepen-
I ==
{14nm

diente de los pardmetros g = £"%, Una versiqn mds simple de el modelo con ay = 0, a
la enal DN dedicaron mucha de su ateneién, admite Gnicamente la solucién independiente
de las pardmetros. Asi pues, [a inclusién de Lereeros vecinos en el modelo aparentemente
no produee, por si misma, ningdn PFAS adicional independiente de los parametros, Posi-

blemente, seria necesaria la existenein de méas cantidades conservadas,

Lo anterior nos lHeva al punto, sin embargo, de que un modelo con un gran mimero
de tipos de interacciones tiene en principio la posibilidad de tener wn gran mimero de inva-
riandes, Fste era ol caso, por ejemplo, de el modelo de Gledzer, que era capaz de conservar
simulténcamente dos invariantes cuadrdlicos gracias a la inclusion de interacciones a se-
gundos vecinos, mientras el modelo de Desniansky y Novikov podia inicament e conservar
no a la vez debido al mimero mds pequeiio de interaceiones que contiene, Sobre esta
base, uno podria argiiir que tinicamente las soluciones independientes de los parametros
tienen significado fisico, ya que déstas son las tinicas que correspouden a an invariante
fisico. Apuntemos, sin embargo, que las soluciones “independientes de los pardmetros”
tinicamente lo son en virbud de la constriccion que hentos hiecho sobre los cooficientes jm-
ponicndo las propiedades de conservacion sobre el modelo. Antes de hacer osto, aquellas
soluciones eran dependientes de los parametros también. De hecho, uno podria investi-
gar espacios pardmetricos para ¢l modelo sin imponer condicion alguna de conservacion,
usando un procedimiento andlogo al que hemos seguido en este trabajo, y encontrando uy
subconjunto del espacio de pardmetros para ol cnal K41 y K67 son soluciones de equili-
brio. Para este subconjunto de posibles valores de los pardmetros, la conservacion de la
cnergia y Ja enstroffa debe cumplirse también, aunque estas condiciones no hubicran sido
impuestas sobre of modelo desde el nicio. Fs posible que una situacién similar ocurra para
los PFASs adicionales “dependientes de los pardmetros”. Fsto nos conduce a la conjetura
de que las soluciones adicionales que hemos encontrado para el presente modelo pueden
corresponder a invariantes desconocidos del sistema, Para hacer ver la plansibilidad de
nuesira conjelura, consideremos una version simplificada del modelo, tomando y = 0 en
la ecuacion (4) del capitulo 4, y que Hamaremos el modelo escalar @, Se puede demostrar
que el modelv-a admite un invariante cuadritico adicional a la energia y la enstrofia, a
sabor,
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Z( H + b )j u’. (6.1)

J
Bl invariante [, aparcce entonces cuando restringimos las interacciones triddicas
entre cdscaras a aquellas acopladas por ¢l pardmetro a. Si no se restringe el pardmetro
de similitud  a volores positivos (a diferencia del tratamiento de los capitulos 4 y 5), se
pede probar que el modelo-a admite ademas un nuevo punto fijo antosimitar dado por

= (1) !.’Li,_‘_).. . (62)

Se puede establecer que para esta solucion las cascadas de energia y enstrofia son
nulas, mientras que la cascada del invariaute [, es distinta de cero, lo que nos indica que

>

¢l punto fijo (6.2) representa n régimen estacionario de cascada para el invariante I,. Sin
embargo cste mievo invarianie no parece tener contraparte en los flujos de Navier-Stokes
reales, por lo que se le puede considerar conto un invariante espireo, La presencia de
invariantes espireos en los modelos escalares puede constituir una clara limitacién a su
aplicabilidad como modelos de la turbulencia en flujos de Navier-Stokes. En este caso, es
posible invertir la argumentacidn, y sugerir que un criterio adicional de realismo para un
modelo escalar de turbulencia debe ser el escoger valores de los parametros que eviten la
existencia de soluciones estacionarias autosimilares espitreas, de acuerdo al trabajo reali-

zado en esta tesis,
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fig 1. Representacion grifica de los términos (e interaccion presentes en el modelo de Gledazer.

fig 2. Representacidn grifica de los términos de interaccidn presentes en el modelo a tereeros vecinos,

. .‘\. A ()

3a. Pie de figura en la siguiente pagina. \\
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fig 4. Pendiente de fa recta en of plano de parametros ay (il = 0) para cuyos puntos

autosimilar con pardmetro de similitad g1, como funcién de .
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fig 5. Distribucion de PFASAs cuando 2 = 0 en el plano 4, indicando ¢l ntinero de PFASAs de cada

tegion. La pendiente de la recta es -1.3815,
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fig 6. Conjunto de valores de los parametros para los que las direcciones de las cascadas en ol K41 (Panto

fijoa nropuesto por Kobmogorov en 1941 piara la cascada estacionaria de encrgfa) v en ol K67 (Propursto
por Kraichnan en 1967 para la cascada de enstrafis) son las correctas (region sombreada). Los mimeros indican I

pendiente de fa recta divisoria.
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fig 7. Interseccion de las regiones sombreadas en las figs. 5 y 6 representando valores de los parimetros

con las direcciones de las cascadus correctas en K41 y en K67 adinitiendo PFASs,
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APENDICE I
RESUMEN DE LA TEORIA Ke7.

A continuacién resumimos los resultados de Kraichnan (1967) sobre los regimenes

K41 y K67 olitenidos del andlisis directo de las ecuaciones hidrodinamicas.

i) T(k|p, q) es definido coma la tasa de transferencia de energia de modos de tamafia
py q amodos de tamaiio k. Entonces T'(k|p, q) dp dq dk es la cantidad de energia gue vecibe
por unidad de tiempo una cdscara esférica (3D), o circular (21} de grosar dk centrada
en k, proveniente de modos de tamaia p’ (p - 5’}’ <p <p "{) y de tamaiio ¢’

4 o
(q - F <q <q+ —})

ii) El céleulo de T'(klp, ) a partir de los Lérminos triddicos de transferencia T'(k|p, q)
(ecnacion (33c), capitulo 2) es realizado integrando todas las contribuciones de estas

dltimas sobre el ingulo sélido.

iti) Entonces

. Lo
T(h) = )/0 /0 F{Hina) i dy

es la cantidad total de energia recibida en k por unidad de tiempo y por anidad de mimero

de onda. Por la tanto

(k) = /k‘” T dk (1

es la cantidad de energia recibida por mimeros de onda mayores que k proveniente de

wimeros de onda menores que k y

2(k) = /k T kY 2)

os la tasa de trausferencia de enstroffa a ndmeros de onda mayores que k.

iv) Cuando el sistema es colocado en una condicion autosimilar con espectro E(k)

de indice espectral (o pendiente) n que cumple la relacién



Kraichnan probé que es posible reeseribir (1) y (2) como

{aoan

k) = & ! Fi(n)

ple=sl

2(k)

Fy(n)

donde Fy(n) y Fy(n) son independicutes de k, y satisfacen Fi(1) = 0y R(}) = 0.

v) Deestas relaciones se ve que cuando el espectro de energia tiene pendienten

48

b

3

(K41), I1(k) es independiente de k y la transferencia de enstrofia es 0. Cuando el espectro
tiene pendiente n = 3 (K67), Z(k} es independiente de & y la transferencia de cnergia es

0.
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APENDICE I1
EXCITACION DE ARMONICOS EN EL CASO 1-DIMENSIONAL.

En este apendice estableceremos que, en of caso 1-dimensional, cuando inicamente
un armonico esta excitado, el arménico que se excita inmediatamente después es ¢f doble
del primero.

Estudiareinos la ecuacion

du du
5 + u 5T 0 (1)

muy parecida a la ecuacion hidrodinamica, Silas condiciones a la frontera son periddicas
el cainpo u se puede escribir como

T z i, €3 (2)
n

lo que prodnce el signiente sistema de ecuaciones diferenciales ovdinarias

du,

qioc ! ‘27rz (=) ity Uy (3)

m

Supongamos que al tiempo ! = 0 la dunica amplitud distinta de cero es uy, entonees

du .
— (0} = —i2x (n—1) 1 uny

dt

que es distinto de cero solo cnando n = 21, Por lo tanto, cuando la inica escala excitada
es la I-dsima, la siguiente escala en excitarse es la 2[-ésima. Esto nos da un argumento

intuitivo de porque la eleecidn del parimelro geométrico h = 2 es una eleccion adecnada,
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