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Abstract

This work studies the behavior at infinity of two cases of Hamiitonian Systems:

a) hani y st with Homog Poly ial P and b) Hamiitonian Systems
with a polynomial Hamiltonian.

In case (a), a blow-up of McGehee type is used, and in case (b) a Poincaré Compactification is
the main tool. For both cases, the flow can be extended to an invariant manifoid, the so called
Infinity Manifold. For (a), a description of the flow on the Infinity Manifold is given when the
potential is homogeneous with degree at most 4. For (b), the topological clasification of the
ilnfinity Manifold is given for the case in which the Hamiltonian has degree at most 3. This result
is concerned with the study of cubic surfaces.




Resumen

En este trabajo se estudia el comportamiento al infinito de dos clases de Sistemas
Hamiltonianos:
a) St [} icos con un P ial Poli ial Hi é y b) Sistemas Hamiltonianos
con un Hamiltoniano Polinomial. Para estudiar (a), se utiliza una explosion tipo McGehee. En el
analisis de (b), la principal herramienta es la Compactificacién de Poincaré. En ambos casos, el
flujo se puede extender hasta una variedad invariante llamada Variedad al Infinito. Para el caso
(a), se da una descripcién del flujo sobre la Variedad al Infinito, cuando el potencial es de grado
alo méas 4. Para (b) se obtiene una clasificacién de la topologia de la Variedad al Infinito para
los Hamiltonianos de grado menor o igual a 3. Este resultado esté relacionado con el estudio de
las superficies clbicas.
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- Capitulo 1

Introduccion

En mecénica celeste se requiere describir el movimiento de los cuerpos sujetos a
fuerzas gravitacionales mutuss. La dificultad de este problema ha promovido un gran
desarrollo de }a matemidtica, ademds de estimular la adaptacién de métodos y técnicas
de las més diversas ramas de la matematica, para explicar dichos movimientos. Tipi-

camente la dindmica quede descrita por un sistema de ecuaciones

i

%g(i,ﬁ) =7 1.1)

. OH _ . _aU
P —% @9 =z @)

donde H(z,5) = 3Ip|> — U(Z) es una constante de movimiento.

El potencial U(T)} es homogéneo de grado —1, por lo que el campo vectorial (1)
tiene una singularidad en el origen. Consecuentemente, el andlisis de las trayectorias
cerca de colision total resulta especialmente dificil. Sin embargo, el estudio del sistema
cerca de singularidades no es el Unico problema interesante en Mecdnica Celeste; de
acuerdo con G. Contopoulos [4], uno de los problemas importantes de la disciplina
es el estudio de los escapes de las estrellas. Si una estrella tiene energia mayor que
la de escape, ella se ird hacia infinito, a menos que ademas de la energia exista otra
restriccién que se lo impida. A fin de tener una buena descripcidn de la dindmica -

de escape, uno debe contestar preguntas como ;Cuantas trayectorias de escape hay?,



3

Cémo 'w'irfa".*i con el nivel de energia k, los conjuntos de 'trgyectorias de escape?, {Cémo

‘se van hacia infinito, las trayectorias de escape?.

_ Entre las varias técnicas utilizadas para estudiar el sistema alrededor del origen,
McGehee tomé de la Geometria Algebraica el concepto de la explosién (Blow-up),[15].
Con la transformacién de McGehee, 1a singularidad es reemplazada por una variedad
bidimensional, llamada la variedad de calisién. Posteriormente, Lacomba y Simé
siguiendo la idea de McGehee, introducen la explosién al infinito para el potencial
Newtoniano, con lo cual logran pegarle a la integral de energia una variedad frontera,
de modo que cade vecindad del infinito es transformada en una vecindad de dicha
variedad [20).

Por otra parte es conveniente observar que en muchos problemas de la mecénica,
el potencisal es homogéneo, aunque no de grado —1. A este respecto, se puede resaltar.

el potencial ctibico
2 1s
Ulz,y) =2y — 3v°,

que Henon y Heiles utilizaron para su estudio sobre la existencia de la tercera integral
primera en el movimiento de una estrelia que se mueve en un potencial galdctico con

simetria cilindrica, {14).

En este trabajo se estudiardn algunos aspectos del problema de las trayectorias
de escape tanto para un sistema Hamiltoniano con potencial polinomial homogéneo
de grado entero positivo, como para sistemas Hamiltonianos polinomiales con dos
grados de libertad. En el primer caso utilizaremos las ecuaciones de la explosién
al infinito introducidas por Lacomba-Ibort en [17] y en el segundo caso usaremos la
compactificacién de Poincaré de un campo vectorial polinomial; para esta parte serdn
muy valiosos los cdlculos de [6].

El comportamiento asintético de Sistemas Hamiltonianos Cldsicos con potencial
homogéneo de grado positive d, son estudiados en los Capitulos 2 y 3. Para esta parte
la herramienta esencial es una explosién al infinito tipo McGehee que fué analizada
por Lacomba e Ibort {17]. Este concepto es introducido en el Capftulo 2 para un



,:aistéma\hamiltoniano con dos grados de libertad de la forma
' 1
H(z,9,p,02) = 5 (5} +73) — U (=,9),

- con U una funcién homogénea de grado d > 0. Para aplicar una explosién al infinito
se transforman las coordenadas del espacio de configuracién a coordenadas polares,
pei‘o con la coordenada radial substituida por su reciproca. Las nuevas coordenadas

posicionales son p, @, las cuales satisfacen las relaciones

= ! s x= lcosﬂ' —lsinG
= TETS peET YT pEn”
Dado que la relacién de energin tiene que ser regular en p = 0, las nuevas componentes

radial y tangencial se definen como

v=p"(=pjp?), u=p? (p720).
Después de un cambio de escala en el tiempo 4 = p%/%-1, ]as ecuaciones hamiltonianas
se convierten en el sistema

p=—pv, v =u?-§?+dU(),

1.2
0 =u, u = —22uw+ U (0), 12)

donde U (§) = U (cos8,sinf) y ' = d/dr. En las nuevas cordenadas el nivel de energia
H = h estd dado por la variedad de dimensién 3

By = {(p,e.v.u) lp> 0,% (w?+2) =U(9)+pdh}4

Como el sistema (1.2) y la relacién de energia estin bien definidas en infinito, i.e.
p = 0,8 F, se le agrega una frontera bidimensional, llamada superficie al infinito
dada por
Noo = {(p,ﬂ,v,u) lp= 0,% (u? +2?) = U(9)} ,

la cual es independiente de 4 e invariante bajo el flujo.

En el Capitulo 2 se estudian algunas propiedades del flujo sobre la variedad N.
Asf, después de describir la explosién al infinito en la Seccién 2.1, se demuestra
en la Seccién 2.2 que genéricamente los puntos de equilibric son }liperb.élicos, por



Io que el conacimiento del flujo sobre la superficie compacta N, da informacién
asintStica sobre las soluciones que escapan al infinito. La Seccidn 2.4 estd dedicada
al andlisis de las soluciones homotéticas y se demuestra que el flujo sobre N, es
cuasigradiente respecto a v. También se hace ver que las variedades invariantes se
cortan transversalmente n lo largo de las soluciones homotéticas. .La Seccién 2.4 es la
altima de este Capitulo y en clla se da una descripeidn geométrica de E) y de Ny

E! Capiftulo 3 se estudia la dindmica sobre la superficie al infinito para potenciales
homogéneaos de grado 2,3 y 4. A fin de reducir €l ndmero de pardmetros a tratar,
en cada uno de estos casos se da una forma normal de los potenciales; ésto se hace
en los Secciones 3.1, 3.4 y 3.7. El espacio de pardmetros para la forma normal de
grado 3 es de dimensién 2. En la Seccién 3.2 se obtiene una clasificacién completa
de la topologia de N, en términos de los pardmetros; se determina que esencial-
mente existen tres tipos de supesficie: i) Esferas con dos puntos de equilibrio, ii}
Esferas con 3 parejas de puntos de equilibrio "antipadeles”. Una de esas parejas
estd formade por puntos sillas, y iii) Superficies no-suaves, formadas por la unién
de dos esferas tangentes. En la Seccién 3.4 se da una descripcidn bastante completa
del flujo para grado 3. Debido a que el flujo es cuasigradiente el caso interesante a
tratar es el caso ji). Debido a que las soluciones del sistema (1.2) tienen la simetrin
(p,0,v,u,7) — (p,8,~u, —v, —7), es suficiente con analizar e} comportamiento de
las variedades invariantes de los puntos sillas, las cusles resultan separatrices del flujo.
En las Secciones {3.4-3.8) se aplican las mismas técnicas para analizar grado 2y 4, ¥
aunque en forma general se obtienen resultados andlogos, en estos casos la variedad
Nos puede ser un toro con varios puntos de equilibrio o incluso un conjunto vacio.
Potenciales polinomiales homogéneos de grado 3 e integrables fueron clasificados por
Gramaticos et al {11]. Nosotros encontramos que la integrabilidad no se refleja en el
comportamiento asintdtico de las soluciones.

Un campo vectorial X en IR’ se puede proyectar sabre cada hemisferio de una
esfera S", par medio de la proyeccion central. Si el campo es palinomial, existe un
campo vectorial X sobre toda la esfera que coincide con cada una de las proyecciones,
A este campo X se le llama 1a comp'actiﬁcncién de Poinceré del campo X. Es im-
portante notar que cada vecindad al infinito de IR", se proyecta sobre una vecindad



del ecuador S"-! de la esfera, de modo que el comportamiento del campo X sobre el

ecuador determina la dindmica al infinito del campo X. Este proceso se aplica a un sis-
tema hamiltoniano polinomial para estudiar su comportamiento asintético. Siguiendo
las lineas de [6}, en la Seccién 4.1 se describe la compactificacién de Poincaré para
un campo vectorial polinomial. Este proceso se particulariza en la Seccién 4.2, para
campos polinomiales Hamiltonianos Xy. Aqui se demuestra que el nivel de energia
H = h se mapea sobre cada hemisferio en un subconjunto Ej invariante bajo el flujo
de Xy . Ademas, si Hmq s la parte homogenea de grado méximo del polinomio H,
resulta que el conjunto £% =S"~'N{H,,,, = 0) es invariante bajo el flujo y la frontera
de Ef esti contenida en E™. Asi, en este enfoque, es la dindmica sobre £% la que
guarda la jnformacidn sobre el comportamiento asintético del sistema hamiitoniano,
En la Seccién 4.3 se demuestran algunas pfopiedades generales de £, En particular
se calcula su 2k 4 1 grupo de homologia, para dimensién n ~— 1 = 4k + 3. Como coro-
lario de ésto, resulta que para 2 grados de libertad £ no puede ser una superficie de
género impar. El estudio de la topclogia de £ para m = 2 y 2 grados de libertad,
nos lleva al problema de la clasificacién de las supetficies ciibicas. Este problema fué
estudiado por B. Segre en [23], para el caso no-singular y por Bruce y Wall en {2}, para
superficies singulares; utilizando pars ello técnicas de Geometria Proyectiva. En este
trabajo se aborda el mismo problema pero tomando como herramienta fundamental
el Teoren;a del Indice de Poincaré-Hopf, para aprovechar que se tiene un campo vec-
torial invariante sobre £*°. Esto permite en principio determinar la topologia de la
superficie para cualquier polinomio homogéneo de grado tres. En Capitulo 5 se da
la metodologia general para determinar la topologia de las superficies ciibicas. Con
bese en una forma normd para polinomios homogéneos de grado 3, propuesta por
Armnold {1}, en la Seccidn 5.2.1 se da la forma normal para cuando la superficie ciibica
es una esfera, tres esferas o un bitoro. El casa de superficies reducibles es tratado en
la Seccién 5.1.1. En la Seccidn previa se demuestra que para superficies no-singulares,
E* es homeomorfa a un toro, es la unién de dos esferas ajenas o es vacia, cuando
m=2yn—-1=3
Mi agradecimiento a Fernando Brambila P., Joaquin Delgado F., Francisco Gonzélez

A., Santiago Lépez de M., Arturo Olvera Ch., Ernesto Pérez Ch., Javier Pulido C. y
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Capitulo 2

Sistemas Hamiltonianos Clasicos

Con Potencial Homogéneo

En este capitulo se estudian algunas caracterfsticas dindmicas del sistema que se
obtiene al aplicar una explosién al infinito de tipo McGehee, a un sistema hamil-
toniano con potencial polinomisal homogéneo de segundo grado y con dos grados de
libertad. Mediante este combio de coordenadas y después de un reescalamiento del
tiempo, al conjunto de nivel h de la energia, se le agrega una variedad N, bidimen-
sional llamada variedad al infinito, a la cual convergen las trayectorias del sistema que
se escapan al infinito. Todos' los puntos de equilibrio son hiperbdlicos y pertenecen
8 No. Tambien se determinan las soluciones homotétices para cada nivel de energia
y se demuestra la transversalidad a lo largo de ellas, de las variedades estables e
inestables de los puntos de equilibrio. Por 1ltimo, ademds de demostrar el cardcter
cuasigradiente del flujo, respecto a la velocidad radial v, se describe la variedad Neo.

2.1 Explosién al infinito

Sea U(x,y) un potencial homogéneo de grado positivo d. El Hamiltoniano es
H = 1(p} + p3) — U(z, v}, con el sistema asociado

T=p , §=py » (2'1)



El ruvel d energm h esta determmado por

: —(px +Pz) Uz, y) = h. (2.2)

">Sen E‘,. el .conjunto de puntos (a: %P1, pz) que satisfncen la ecuacién (2.2). De la
’ formula de Euler para funciones homogéneas, se deduce que los puntos de ethbno
/ del sistema (2.1), pertenecen al nivel Eq.
Para estudiar el problema de escape de las trayectorias es conveniente introducir
las ecuaciones de la explosién al infinito analizadas por Lacomba e Ibort en [17]:

1
p = —m, oo
Q = plz,y)=(X,Y), o 7(2.:;)"

P = p¥(p,ps), v=PQ"

Entonces (2.1)se convierte en

R o ’ A
p = ~pv; P= TuP—}-VU(Q),. SRR (24)° .
@ = P-w,
j‘cén la integral o .
St 1 . RS . .
IPI? = U(Q) +#h. C (e
La prima indica derivada respecto a 7 y : RS
ﬂ = g14d/2
dr '

Alsra, tomando coordenadas polares
zx=rcos® , y=rsind,

hacemis X =cos8, Y =sinf. Resulta que
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PP = g4 4 520,
. 4/3-2

Vo= p p.

]

-Definimos u = p5-16. 'Asi en ]as/n\.]eya:s coordenadas ' p,8,v,, el sistema ‘se ;-

convierte en

o ﬂv’ +'dU(ei, i

conla relacidn - > o
o —(u +u’)~U(0)+p"h L (27);;'-::1 1

La ecuacién (2.7) define una variedad tndxmensxonn.] E;. cuys frontera (p 0) es : U

una superficie de revolucién
= (00,0, w)lp = 0, 3% + %) = U(®), U(8) 2 0},

que no depende del nivel de energia hi. Ver Figura 2.1.

Para conocer ¢émo se escapan las trayectorias al infinito, debemos analizar la

dindmica del sistema cerca de Ny,

2.2 Puntos de equilibrio

Si h # 0, entonces los puntos de equilibrio pertenecen a Ny, y se determinan de
las ecuaciones ‘

p=0 , u=0 , U@ =0 , o*=200),

donde por supuesto U(#) > 0. Cuando & = 0, a los puntos anteriores, se deben agregar

los que satisfacen

u=0=v , U@ =0=U'0) , p>0,



SUS0

los cuales resultan degenerados, por no ser aislados.

La matriz Jacobiana de (2.6) es

0 0 1
J=1 dU'(p) —dv 2u ,
o) —(EHu ()
y al calcularla en los puntos de equilibrio

0 1] 1
J= 0 ~dv, 0
U'(6) 0 ~(4F)u,

Si h % 0, entonces los valores propios de J estdn dados por

M o= ~—dy,,
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&2y 4 /()T AUy

con’ Vo= d: 2U(0,, U" = U”(B ) Por lo tantd, los puntos de eqluhbno son atrac-
'tores sive > 0 'y -son repulsores LIRSS 1 Se: tlenen 2 pu.nl:os de equilibrio
A= (O 00.‘/2[/(00) 0) y B (0 00, \/2U(00) 0) cuyas camctenstlcas dependen

del discriminante :
(2
A= (‘i—;ﬁ) W4T

Consideremos primero el caso U (fg) > 0 :

1) Si U < 0, (U(F) tiene un méximo en §,). Entonces A es atractor y B es
repulsor. En el caso en que A < 0, las trayectorias espiralan cerca de estos puntos.

2) §i U} > 0, (U(6) tiene un minimo en 0,). Entonces A4 tiene una variedad
estable de dimensidn 2 y una inestable de dimensién 1. Andlogamente pare B, su
variedad inestable es de dimensién 2 y la estable de dimensién 1. (Ver Figura 2.2)

Si U{8y) = 0, los valores propios son: Ay = 0,23 = \/U_&',Ag = ~\/Uy ¥ en este
caso degenerado, N, no es suave alrededor del punto de equilibrio . Sin embargo
cuando U > 0, el Teorema de la Variedad Central asegura la existencia de tres
variedades invariantes de dimensién 1; una de ellas es estable y otra inestable, ambas
tangentes a espacios lineales unidimensionales; entonces debide a que el sistema es
cuasigradiente, estas variedades resultan tangentes al conjunto {v = 0} sobre N

Sobre la tercera variedad, llamada central, no se puede decir nada.

2.3 Comportamiento casi-gradiente y soluciones

homotéticas

El sistema (2.6) es casi-gradiente con respecto a v, en p > 05i h < 0. Esto
significa que v es siempre creciente a lo largo de las soluciones, excepto en los puntos de




Figura 2.2:

) equilibrio del flujo. (En Mecidnica Celeste generalmente se obtiene el comportamiento
" casi-gradiente sélo para p = 0).
En efecto, por (2.7)

=u? + =v? < dU(9),

d,.d
3¢ 73

sih < 0. Por lo tanto
o =u?— gu* +dU@) > (1+ 5;) u?,
asi que

v >0 {2.8)

Ademis la igualdad en (2.8) se da sélo si u = 0 y $v? = U(0); si esto ocurre, la
relacién (2.7) nos dice que necesariamente p = 0. En estos puntos p' = 0, & =0

» pero ¢’ = U'(0) es diferente de cero, en general. Falta verificar que si v/ =0 y el
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- Esto e's",ciéxftoyiyz‘l ©

'pu;_ito' o'es r_ie.e‘qmlib_ﬁo,-o sea U'(6) # 0, entonces v'es cfgcie_:n

= 2uud — dud ¥ dUO)u =
" pero: S . ‘ S .
EURE o= 2w 2 o Bund — a2 dve + AU (0)u 4 dUF (B)u'

= (2+d)U' *(0) >0, :
*‘bajo las hipétesis de arriba.

Si h > 0 el campo (2.6) es casi-gradiente solamente sobre la superficie (p = 0). En

efecto, si p = 0 la desigualdad (2.8) siempre es vilids.
La regién definida por u = 0 y @ cualquier cero de U’(#) es invariante bajo el flujo

de (2.6) y sobre ella se encuentra una clase especial de 6rbitas. El sistema (2.6) resulta

d
A=—-pv , v= ———2—1)7 + dU(bo), (2.9)

y la restriccién de (2.7) es

v = 2U (o) + 27°h. (2.10)
A las soluciones de (2.9) y (2.10) se le conocen como soluciones homotéticas y sus
trayectorias son rectas en el espacio {(#,v,u)}}. Vea Figura 2.3,

Si & > 0, tenemos dos soluciones homotéticas para cada valor critico 0g del po-
tencial U.

Si k < 0, no existen trayectorias homotéticas en la direccién 8y con U(6) = 0,
porque no existen puntos que satisfagan (2.10). 8i U{fp) > 0, la érbita homotética es
una érbita heteroclinica que une a los puntos de equilibrio A™ = (0,8, -‘/Z_Um, 0)
y AT = (0,00, 1/2U(6o),0) ; por lo tanto pertenece 2 la interseccién de la variedad
inestable V* del punto A~ con la variedad estable V¢ del punto A* . En ei andlisis
de la estructura geométrica de estas variedades , a lo largo de la drbita homotética

serd muy iitil la simetria
(p.0,v,u,7) = (p,0, —~v,—u, 7). (2.11)

De esta simetria se sigue que si la trayectoria (p(7) ,8 (7),v (7),2 (7)) se acerca




Figura 2.3:

al punto A+ cuando 7 — oo, entonces la-curva {(p(—7),8(=7T), —v(—7),—u(—7))
se acerca 8 A”cuando T — —00, .
La ecuacidn variacional a lo largo de la Srbita homotética estd dada por

& (4] ] 1
v | =10 —du 0 v |, (2.12)
u' 1244 1] - ("J,ﬂ) v(T)

con Ug = U" ().

Parametricemos Ia érbita homotética £ de manera que £ (0) pertenezca al nivel
{v = 0}. Tomemos una vecindad suficientemente pequeiia alrededor del punto £ (0) .
Sea {5 la curva que se obtiene al intersectar V* con la seccién {v = 0}, en dicha

vecindad. Denotemos con TGy el vector tangente a G5 en el punto £ (0) y con @,
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el flujo del campo vectorial al tiempo 7. Ahora ¢y (ﬁg) es'la curva que se obtiene’. .
al transportar G5 con el flujo, al tiempo 7. Usando la regla de la cadena, el vector
tangente a la curva @, (ﬁo_) en el punto £ () estd dado por T'6; = D, (£(7)) - THs .
De ésto se sigue que T°/3; es un vector tangente a la variedad V* en el punto £(7),
el cual tiene componente nula en la direccidn v, para todo 7, debido a la segunda
ecuacion del sistema (2.12). Cuando 7 — —oo, tenemos que £ (T) — A~ y entonces
por continuidad del campo se sigue que T/3; converge a un vector tangente T8- , a
V¥ en el punto A~. Como T tiene componente nula en la direccién v, lo mismo
ocurre can el vectar limite 782, por lo tanto debe pertenecer a V¥ NN °°. Del mismo
modo se construye un vector T8% para la variedad Ve Sea a*(7) el én};u]o que
forma la proyeccion sobre el planc {(0,u)} del vector T3 , por el punto de la 6rbita
homotética. Facilmente se ve que por la simetria (2.11) a*(7) = —a~(—7) . De esta
igualdad se sigue que si V* y V* no se intersectan transversalmente a lo largo de la
curva homotética, necesariamente el incremento que recibe o™, desde que inicia en
TPy hasta que termina en TB-,, no debe pasar por un miiltiplo de #/2 . De esta

manera hemos demostrado el siguiente resultado

Lema 1 Supongamos que U"(6p) > 0. Una condicidn necesaria para que las varieda-
des V¢ y V¥, se inlersecten transversaimente a lo largo de la drbita homotética , es

que el dngulo at () no pase por un miltiplo de w/2.

Ahora demostraremos que para todo potencial homogéneo de grado positivo, las
variedades estables e inestables se intersectan transversalmente, sj el nivel de energia
h < 0. Un resultado andlogo se tiene para potenciales homogéneos de grade —1 . Ver
[20] y [18).

Teorema 2 Sea U(z,y) un potencial homogéneo de gradod >0 y
A* = (0,0,%+/2U(6),0) dos puntos de eguilibrio. Supongamos que U"(0) > 0,
entonces la variedad estable VO(A*) corta transversalmente a lo variedad inestable

V(A~), a lo largo de la drbita homolética. .
Demostracién: Tomando coordenades polares en el planc {(0,u)} de la forma
0= RCos(a) ; u=RSin(a), (2.13)



se tiene que

" Asi substituyendo 0,u y v(7) dadas. por (2 13) y (2 15
obtnene finalmente

o =a Cos*(a) ~ b Cos(a) Sen (o) tanh(cr) ~ .S;enz(a) =>'f(c‘x-,"r)’, : (216) :

cona = UY, b=\/§Tl;(“¢-;) , ¢ = $/2U,.

Ahora demostraremos que sobre el intervalo [0,00) el dngulo a se incrementa
menos que 7/2, lo que de acuerdo con el Lema (1), demuestra la transversalidad. En
la ecuacién (2.16) se considerardn la condicién inicial 7 = 0, a = ayg, siendo ag el
tinico valor del dngulo en {0, 7/2) tal que f{a,0) = 0.

Para cada 7 > 0, existe un tinico valor &(7) tal que f (@(7),7) = 0; es decir

a Cos*(a) — b Cos(a) Sen (a) tanh(cr) = Sen®(a),

como tsnh(c'r) es positiva y creciente en [0,00) ¥ b Cos(a) Sen (a) es positiva en
(0, 7/2), de la dltima ecuacién se sigue que & (7) es una funcidn decreciente, acotada
por abajo por 0. Ademads es diferenciable ya que %ﬁ(c‘x(‘r), 7) # 0. Un cileulo sencillo
nos permite verificar que la derivada de a(0) es menor que cero. Como a’(0} =0y
a(0) = &(0) , se sigue que existe un intervalo donde a(r) > a(r). Supongamos que
existe 73 > 0 para el cual se cumple la desigualdad a(n) < @(n). Sea 7o, el primer
instante en que a(70) = &(7) y &(7) > a(7), para toda 7 € (70, 7o -+ €), para alguna
€ > 0. Ya que f(&(7),7) = 0, se tiene que o/(7n) = 0, pero como @'(1y) < 0 se
tendria que &(7) < a(7} a la derecha de 79, llegando a una contradiccién. Por lo
tanto &(T) < a(r) para toda 7 > 0. Por tltimo, dado que f(a, ) < 0 para a > a(r),
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se sigue que a(7T) es una funcién decreciente . Ahora el re‘j;yl'xlta'do‘se q.l_)ti‘eyl_'l‘e dela

desigualdad
7/2> ap > ap — &{7) > Ll a(‘r)

2.4 Geometria de E;, y Ny

Para cualquier 4, el conjunto N, cohsi%té'—de un _lipérﬁgie de revohiicién, més

posiblemente algunos puntos aislados. - o B
Dado p > 0, sea E(p) = {(0,v,u){} (u2+ 1;2) U(0) +p"h} c R3..
Nétese que E(p) es una superﬁcxe de’ revolucnon (o un conjunto vacfo) de mcho-

2U 8) + 2p%h.

M

= U{(p,2)|z € E(p)}.

~ 'Sea I.={6|U(0) = 0}. Si h > 0 entonces I, = {BU(0) + p%h = 0}.Por lo tanto
E(p) envuelve a No, y 8 su vez E{p,) estd en el interior de E(p2) si p1 < pa.

Si A < 0, sucede precisamente lo contrario.

Si py > p2 entonces I, C I,, y como U(0) estd acotada, existe 7 tal que J; consiste
de puntos aislados, de hecho I;={6|U/ (6) es méximo absoluto }.

En la Figura 2.4 se muestran los cortes de E(p) con el plano . = 0.
por lo tanto Ej = No, U N*; N* denota la regidn acotada por Neo. Si i = 0, entonces
£y, es el cilindro N,,x R*.
En la Figura 2.5 se muestran las formas tipicas para la grafica de U(6) y las co-
rrespondientes para N,.. En esa figura, los puntos A son atractores y los B repulsores.
. El punto C tiene un valor propio cero,uno positivo y uno negativo . En los puntos D

sobre N, hay una variedad inestable y una estable.
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Capitulo 3

Dinamica Sobre Ny,. Grado 2,3 y 4

En este capitulo se deduzce una forma normal para los sistemas hamiltonianos
con potencial polinomial homogéneo de tercer grado y con dos grados de libertad,
que sélo depende de dos parametros, . Utilizando esta forma normal se obtiene una
clasificacién de N, y se analiza la dependencia del flujo sobre Ny, respecto a los
pardmetros, para tales sistemas. Los métodos usados en este caso, se aplican para
obtener una clasificacién completa del flujo sobre N, para todos los potenciales de

grado dos y para la familia de potenciales de grado cuatro de la forma y! + pz?y? + ka?

3.1 Forma Reducida de un Potencial Homogéneo

de Tercer Grado

Uz, y) = ay® + bzy? + cx’y + da?, (3.1)

un potencial homogeneo de grado 3.

Proposicién 3 Con el cambio de variable X = a¥/3z,Y = a'/3y y el reescalamiento

del tiempo
at -1/,

— =a

dr
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"Bt sistema Hamilto

”(3.2) -

_¢on la primera integ

Not.a:-'(’)'&énotg'dghvudn,rqspec;o al nia

Demostracién: X =a'fz = X' = /%

Analogamente’

Sea

P =X, ,P=Y.

De las ecuaciones (3.2) se obtiene

oopdt BH
P o= Py =507

= —(by® + 2czy + 3dz?)a"?
= —a ?BRY? 4+ 2cXY +3dX?)a 2,
Por lo tanto i .
P = —a7 BV 2eXY +3dX?)
- U T R T
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_En forma semiejante se démuestra que -

A co;itinué{:ié'_n‘se_ dc:amues(‘:ra:_qu aiin clando’a
‘puede llevar a 1a forma’(3.3)

. Proposicién 4 Un sistema: Hamiltoriiano con

H(z,y,pi,p3)
“ con el cambio de variable :

y el escalemiento del tiempo

tdr L : .
Se ierte en un sist Hamiltoniano con. potencial- del tipo {3.1), de modo que _

los cocficientes de 0 y y* no son simullaneamente iguales a cero.”

Demostracidén: z=X+Y , y=X-VY. Entonr_:es
UX, ¥} = (b= JY® + (c = )XY 4 (<b— ) XY2 o+ (b + )X,

. 1,. 1 ORI ST
X=5lE+d)=5m+m), Y =5@=r)
Definimos ) ) o S
P o= X=X = Lo p)
: . 3
Po= Y =y2V= "é(ﬂl ~ pa);
de donde ) :

1
D = E(Pxfpz).
1

P = \72-(P1+P?)-
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Entonces -

- Facilmente se; ve que se c

'Adex'mis" SR
%:%;2(c;b)}(y

5 o
bHOXZ
Asi B '
Pi=-3x
Analogamente on
f=-3 °
Resumiendo

Corolario 5 Todo potencial polinomial homogéneo de grado § se puede llevar a la

Jorma
Ulz,y) = ' + azy? + By + v2*.

Ejemplo 1.-Sea U(z,y) = —a{z’y~ 'i-;) el potencial de Henon-Heiles. En este caso

a=§,b=0,c=‘—a.



24

. Eﬁténqég el. ti{ei’ﬁpé

-y c,=‘ 0. Después de_‘la. t;ansfbnf;ACIOn

z=X+Y -, | y=X-Y.
. - YRl patencial transformado es
U(X,Y) = —a¥?® + aX?Y +aXY? —aX*
" Las variables t y 7 estén relacionados por ‘%‘; =2
El potencial anterior estd en la forma (3.1), con
a=—a, b=a, c=a, d=—a y se convierte en el tipo standard
U(X,Y)=Y= XY? - X?Y 4+ X3,
con un nuevo tiempo 7' dado por
dr
dr’

Teorema 6 Todo Sist¢ma Hamilloniano

= (—a)78,

& = p,Y=pa @4)
= 9%V . _ U
p = ar.m = ay:

con Ufz,y) un potencial del tipo (3.1), se convierte por medio de un cambio de varia-

g bles, en un sistema de la forma (3.4) con un potencial

| .

| Ulz,y) = ¥* + axy? + B*. (3.5)
]



Dem gsfx;avciéig Sib=
(3. 5) : Por otra parte £

_ U(z ) se conwerte en U(z, y) = dy + z::l:_l/z + a::"’ al cual se le aphca la Proposxcnon N

4 para transformario a la forma requerida. '

Por lo anterior, en las lineas que siguen se cons)demm que b # 0;

@8

'Sea X = rﬁ:: + sy H = 3T+ TY. Entonces
z = -—1—(—1'X+ vy,
R +s2 s
y = +s,( sX—rY)
K Al substn.mr (3 6) en (3. 1), 5e encuentra que .; ‘
' U(x y) c,Y“ 4 ch2Y + c:-,).Y’ ¥ c-.x° R (3.7

con ¢z dado por -

er® - 2br?s * . 3dris _;{3111‘32 '__ 2crg? bs?
T Px ey (480’ 2+ (24900 (24 e

Para cada s, ¢; es un polinomio ciibico en 7 cuyos coeficientes depende de a,b,c y d.
Fijemos s = 1 y r cualquiera de las rafces reales de la ecuacién & = 0. Con esta

eleccidn de r y s, {3.7) resulta ser

UX,Y)=aY? +aXY2+ X (38)

Definimos una nueva escala de tiempo 7 por

dt 1

e RV @9)



. Entonces ©-

- (r_z'-lT)’/’( py sz)
A] denvar (3 11) respecto a7, se llega a laigualdad
P = m("ﬁx + spu),

de esta xgunldnd y de (3.4), resulta

au

1
Pi=—m05 +Sa—y).

£Y - (8u oz
por otra parte %= +o o ox)

¥ por (3. 6) =7 -ﬂ: 7%;. De lo anterior se obtiene
U
P=—% (3.13)
8U R
s = — g7 (3.14)

(3.10),(3.13) y.(3.14) demuestran la afirmacién. O

3.2 Clasificacién de N,,. Grado 3
En esta seccién se supondrd que el potencial U tiene la forma normal
U(z,y) = y° -+ azy’ + bz’

Se dara una clasificacién de N , en términos de los pardmetros @ y b. Recuérdese

que N, es la superficie de revolucién que se obtiene al rotar la parte no-negativa de
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U(O) U (Coa (0) Sm (0)) = Sen"(@) + aCas(U)Sen"'(t‘)) -+ bCass(ﬂ) " (3.25) :

CA contxnunc:én se da unn propxedad general para potenciales polmommles ho-

mogéneos U (z,1 ) de -cualqmer grado’ de homogeneidad d. Se verifica facilmente que”

L U(9) = U (Cos(8),Sin(0)) y su derivada U’ () son polinomios tngonomemcos de

grado d.

Proposicién 7 [Los polinomios trigonométricos U y U’ de grado d tienen 2k raices’.
con 1 € k £ d; sin embargo, sid es par pueden no tener raices. Ademds, U (0 4+ 1) =
(~1'U(@) g U (8+7) = (~1)°U'(8) para toda 0. En particular, si U (fp) =
entonces U (8 + @) = 0 y lo mismo es cierlo para U'.

Demostracidn: Por la homogeneidad de U se infiere que si U(z,,10) = 0 entonces
U{Azo, Mo} = 0, ¥4 € IR . Asi cadn raiz de Uz, y) determina un dngulo 6 tal que
U{0) =0 y U(€ + w) = 0. Por otra parte, si Ly, Ly, ..., L, son rectas no horizontales
que pasan por el origen, entonces pasan por los puntos (1, %), (22, #), - ... {Tn, &), con
i arbitraria y si U se anula en L, la abscisa x; s raiz del polinomio U(x, §) de grado
d, por lo tanto no pueden haber mds de d rectas de ceros de U(x, y). Obviamente, lo
mismo vale pars [/'. La parte restante se verifica directamente. 0.

Para determinar la forma de Ny, debernos revisar el tipo de ceros de U{8) y de
u'g).

Definicién 8 FEl polinomio trigonométrico U(0) se dice que es de clase {Ny, Na} st
U tiene Ny ruices y U’ tiene Ng rafces, mddulo 27 .

De Ia Proposicién 7, se sigue de Ny y V; son siempre niimeros pares, De Calculo
elemental se sigue que No > N;. En forma més precisa, se tiene

2 > Ny > Ny 2 2, 51 d es impar,

2d 2 Ny > Ny 20, si d es par.



Ahora reg'resamos “al. caso de grado 3
formas de U(E), de acuerdo con su clase::

’ {64}

Figura 3.1:

El polinomio asociado a U'(0) es
V(z,y) = ~ay® + 37y + (2a — 3b)z%y. (3.16)

De acuerdo con la Proposicién 7 (y su demostracidn),determinar el mimero de rajces
reales de U(0) = 0, U’'(0) = 0, es equivalente a determinar el nimero de raices reales
de

U@,y =
V(l,y) =0,

con U(l,y) y V(1,y) polinomios de tercer grado. Mediante un cambio de variable,
todo polinomio cibico se lleva a la forma Q(z) = z® + ax + f , cuyo mimero de
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' rafces estdn determmadas por los: coeﬁclentes ay j' de ucuerdo con las férmu]ns de B

rTartaglla-Cardano de Ia maners’ sng'uxen

Proposxcldn 9 1-Sia>0, Q(a:) [u:n it
2.-Sia<0 antonces N

2.a)7“1'e'ne‘ una 5n:ld raiz.;
2.b)Tiene dos. rafees

: 2.c)Tien»g' tres foices

De (3. 16) tenemos V(l y y(—ay2 + 3y+ (2a -_ 3b)) U, ci.lya.s-rafcé's{ sx;;n :

nw=0,1= —-—(—3 +A"’) n= -—-(-3 A’”)
; con A = 9+'4zz(2a — Sb). De ésto se sigue que

U’ tiene 2 raices si A < 0.

U'tiene 4 raices si A=06A =9,

U’ tiene 6 rajces si & > 0.
La curva A = 0 es la gréfica de la funcién b = 2a + & con @ # 0. La Figura 3.2
muestra como se divide el planc a-b, de acuerdo con el ndmero de raices de U'(4).

Con el cambio de variable w = y + a/3, el polinomio U(l,y) = 3* + ay? + b se

canvierte en el polinomio Q{w) = u? — ‘—:-w + Z,},: -+ b.Asiaplicandu 1a Proposicién 9,
resulta que U(8) tiene 2 raices si |20* /27 = b| > [2a%/27] 0 a = 0, lo cual es equivalents
a

{a=0}u{c>0,b>0luic>0,b< ——%u’) Ufa<0.b<0luia<0.b> —%a’;
U{®) tiene £ rafoes si |2a%/27 + b = |25%/27}, 0 sea

4
{a>0,6=0)Ufo>0b=—m0a*) U{a<0b=0}Ufa<0b=— =)



"rmces est-zm determmndas por Ios coeﬁc)e"te @'y f e aguekdd cont las f rnpﬁlas de-

antaglm-Cardano, de la mtmeru s)guxe

".VPl'OpOSICIén 9. 1 S: a > D, Q(z) Lsen.e una séla ya
- S: 2'<0: entonces '

2.b) Tiene dos mz‘ce‘sr 5 f+ 5?75(

Z.C)Tigne ti-esﬁu‘ée’s si fﬁ;(fa)?/’ < f<5n(

De (3 16) tenemos V(l,y) y(—ay +3y+ (2u = b)) 0, cuyas rmces son

p1=0,y = ——( 3+A"’) v = ——( J34 A’/’)
’ ‘cgn A=9 +‘4a(v2a — 3b). De ésto se sigue que

U’ tiene 2 rajces 5si A < 0,

U' tiene 4 rafces si A=0640 =9,

U’ tiene 6 raices si A > 0.
La curva A = 0 es la gréfica de la funcién b = a+ & con a # 0. La Figura 3.2
muestra como se divide el plano a.b, de acuerdo con el niimero de raices de U*(@).

Con el cambio de variable w = y + a/3 el polinomio U(1,y) = v® + ay® + b se

convierte en el polinomio Q(w) = w® — ——w + 2 o + b.Asi aplicando la Proposicidn 9,
resulta que U(6) tiene 2 rafces si [2a%/27 + b > |2a® /27| 0 a = 0, lo cual es equivalente
a

(a=0}U{a>0,b>0}U{a>0b< -—%a’}u{u<0,b<0}u{a<0,b>—%a’)
U(6) tiene 4 raices si |2a%/27 -+ b] = |2a%/27|, o sea

{a>0,b=0}u{a?0,b=—-§4?a3}u{a<0,b=0}U(a<0,b=—%a:'].
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Figura 3.2:
Finalmente, U(0) tiene 6 raices si [2a%/27 + b| < [2a%/27|, de donde
{e<0,0<b< —in“}u{a>0 _Ax <b< 0}
! 27 2T )
Véase la Figura 3.3, En la Figura 3.4 se representan en el plano los distintos tipos de
Neo. ’
3.3 Flhujo en N,,. Grado 3

En esta seccién se determinaré la topologia de cada uno de los tipos de N,y se

dard una descripcidén del flujo que sobre cada tipo define el sistema -
v o= w37 43U (),
C = Bt U(9), (317)

g = u.

e
1
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Figura 3.3: -

Por C denotaremos a la curva en N°°, dada por el conjunto {(6,v,u) € N | v =0}
Cy(-) es ¢l conjunto de puntos en C, cuya segunda coordenada es mayor {menor) o

igual a cero.

Proposicién 10 1)5i Nw es del tipo {22} es homeomorfo a una esfera y el campo
(3.17) tiene un punto de equilibrio atractor y olro repulsor.
2)8i Neo €5 del tipo {2,6} es homeomorfo a una esfera, pero su seccion

C; presenta dos mdzimos locales y un rinimo local. El campo tiene seis punlos
de eguilibrio: dos atraclores en los mdrimos de Cy y un punto sille en el minimo; en

los minimos de C. son repulsores y en el mdzimo es un punto silla.

9)8i N es del tipo {6,6}, entonces consiste de § esferas ajenas, cada una equi-

valente a la del caso 1)

4)S8i Nw es del tipo {4,6} es homeomorfo a dos esferas unidas por un punto. Los

polos norte son atractores y los polos sur, repulsores. Bl campo (8.17) tiene un punio
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2,4}
l {22
TR GJ o
= >
(@) 16,6}
12,86}
Figura 3.4:

de eguilibrio en el punto de unidn, que se proyecta en un punto silla sobre cada esfera.

5)Si Nuo es del tipo {2,4} es una esfera con- un atractor en el polo norte y un
repulsor en el polo sur. Los extremos de la curva €y son puntos de inflezién con

derivada nula.

6)El conjunto de pardmetros paru los cuales se cumple (4} o (5) es unidn de cuatro

curvas conezas.

Demostracién: Si No, es del tipo {2,2},entre las dos raices 6p y ¢; de U(f) sclo puede
haber una raiz de U'(0) ya que si & es raiz entonces a+7 es raiz.De ésto se sigue que
la funcién v = 1f/2U (@) no tiene mais que un punto critico entre & y 61, con lo cual
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queda pfoﬁado (1).
‘Sea ‘Neo es del tipo {2,6} y supongamos que entre las dos raices & y 0y de U(6)
n§ hay exactamente tres raices de U’ (6) ,entonces en un intervalo de longitud =
: hal_:s'n"i\n al menos cuatro raices,pero ésto es imposible ya que ¢ada rafz tiene una raiz
compafiera a una distancia 7. .

Considérese ahora el tipo {6,6}.Las seis raices de U(6) dividen al intervalo [0,2 @}
en 6 subintervalos,cada uno de los cuales contiene al menos una raiz de U’(#). Como
U'(6) solo tiene seis raices, se sigue que entre dos rafces de U(f) hay exactamente una
raiz de U'(#). Al rotar la porcién entre dos ceros consecutivos de \/—2_@ se obtiene
una superficie homeomorfa a una esfera.

Para el caso {2,4}, se tiene exactamente una rafz de U'{f)) entre las dos raices
comunes de U(#) y U’(#). Por lo tanto la curva C, tiene un 1inico miximo y dos
puntos de inflexién.

Las afirmaciones sobre los puntos de equilibrio se demostraron en la Seccién 2.2
a

Para N, del tipo {2,6}, a los puntos de equilibrio se les pondra el subindice + o
- para indicar si su coordenada v es mayor o menor que cerc, respectivamente. Al
punto silla se le denotard por S y con A al punto de equilibrio que estd a la izquierda
de §; al de la derecha designara con la letra B. Se dird que una rama de una variedad
invariante del punto 8, es izquierda (derecha) si inicialmente #(7) decrece (crece).Una
rama invariante quedard determinada, indicando en forma ordenada si es 1(zquierda)
o D(erecha) y si es e(stable) o i(nestable). Esta notacién se’ilustra en la Figura 3.5.

En los dos lemas y el teorema que sigue estudiaremos el caso particular
U(8) = Sen®8 + BCos0.

Posteriormente se analizard el caso general. )
La funcién U es no-negativa en un intervalo que denotaremos por [lo, /1] el cual

estd contenido en (~m/2,37/2) y tiene longitud m; en el punto 6. la curva C; tiene
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Figura 3.5: .
un minimo. De hecho,
Io = -~ arctan (ﬂ'/:’) , 8, = arctan (). (3.18)

Entonces U (0.) = Sen®@. + Senf, Cos®0. = Senf.; ahora Cosf, = 1/Secl, =
1/VIT+Tan®0, = 1/+/T+ 37, por lo tanto Sen?0, =1 —1/(1 4+ §%) = g2/ (1.4 5?).
As{ se obtiene que U (6.) = 6/ (1 + A%)"2. Finalmente, v (0.) = /2(8.) es
V28
‘U(o.) = ‘(-i+—ﬁ2')—i[—“ (3.19)
Del sistema de ecuaciones 2.6 y la relacién de energia 2.7, eliminando el tiempo 7, se
obtiene sobre N, la ecuacién

dv  2+4d
=T @) (3.20)

Luego hacemos d = 3.
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Lema.11. Eziste 8 > 0 ;suficientemente pegu A
cdy o : _2

S ap = (/22

es menor que \(2U(8,) en el intervalo /10,0; I

Demostracién: la solucién T de la ecuacién 9% = 5/‘2\/53:—1)! b,- ébn‘ltfcoridirciéfl_
inicial v(Ip) = O estd dade por T(8) = /28 Sm5/2(0—ln)‘. En el intervalo (I, 6.] s¢
cumple la desigualdad 0< 2U () — +* £ 28 — v?, de la cual se sigue v(9) < D(8); en
particular

v{8.) < T(0.) = /20 Sen5/2(0, — Lo)
Por otra parte Iy = — arctan(3'/%) y 6, = arctan(f) convergen a cero cuando 3 tiende .

a cero, por lo que para 8 suficienternente pequefia se tiene que
50.) < Y2 < U, ©

Lema 12 Eziste 8 > 0 suficientemente grande tal que la solucidn de

% = (5/2)/2U(0) — % , v(0) =0, (322)

satisface que v (8) es mayor que /2U (0.) paru algin valor de @ en el intervalo {1o, 8.).

Demostracién: Los valores mdximos de V/—Z?(T) son /28 y v/2 que se alcanzan en 0
_ ¥ en 7f2 ,respectivamente. Cuando 8 — o0, 0. — 7/2, y Iy — —w/2. Por lo tanto
para toda 3 suficientemente grande, existe un intervalo J =([7,0] de longitud igual
a /5 contenido en [Ia,0]; § se elige de modo que 1/2U(8) sea mayor que /2U {0.).
Obviamente 2U(f) — v® < 2U(8) — v?, en el intervalo J. Por lo tanto la solucién
v(6) de la ecuacién (3.22) con condicién inicial v (9) es mayor o igual que la solucién
{0) de ecuacién % = 5/2,/2U(0) — v2, con condicién inicial v (ﬁ) = 0. Ahora bien,
9(6) = /2U (@) Sen5/2(6—8) . Por lo tanto 7(0) = /2U (D) Sens/2(—~F) = 4/2U Q)

. Asf , la afirmacién es valida. m]

En adelante II; denotard la proyeccién de (6, v, u) sobre 1a i-esima coordenada. Las
coordenadas del punto S son (8*,v*,u*) y la trayectoria del punto O = (Ip,0,0) se
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denotaré por 7(t) ; a la trayectoria del punto (Jy,0,0) se le lamara §(t). Cuando sea
necesario indicar la dependencia de un término cualquiera ®, respecto del pardmetro
B, se utilizardn indistintamente la notacién ®5 0 & (3).

Dado que el sistema (2.6) tiene la simetria (p,#,v,u,7) + (p,8,~v, —u,~7),

la cual se verifica facilmente, para estudiar el comportamiento de las soluciones de
esc sistema, es suficiente con estudiar las scluciones =y y 6. Estas soluciones son las
separatrices del flujo sobre N, y entonces lo determinan completamente. Ademds
dichas soluciones son simétricas con respecto al plano v = 0, por lo cual basta con
estudiar la parte donde v > 0.
Sea P un punto de equilibrio. Se dira que una trayectoria ¢(t) sube al punto P i su
w— limite es {P}. Si existe t> 0 para el cual II1(¢(2)) > §* y I2{&(t)) < v* ,entonces
se dird que ¢(t) pasa por debajo de S,. El simbolo ¢T P significard que ¢(t) sube al
punto Py ¢ /' S, indicaré que ¢ pasa por debajo de S...

Teorema 13 Erisien valores 0 < f; < B2 < B < 54 < Bs < Os de 3, tales que
1) Para toda 8 € (0,5:) , 4(t) / Ss.

2) Si B> fy, entonces ¥(t) T As.
Analogamente

8)Cuando § € (0,64), 6(t) T By

4)Si B> fs, entonces 8(t) 7 S.

5)Para B = [3, la variedad II_ es igual a la variedad IE,. Correspondientemente,
en By, DI es igual a DE,..

Demostracidn: La existencia de f; se sigue directamente del Lema 12, ya que éste
asegura la existencia de un semirrayo (ﬁ, oo) tal que para toda 8 > 3, la trayectoria g
satisface las desigualdades Il (g (t)) > v{0*), I (75 (t)) < 0°, en un cierto instante
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t. De ‘estas desigualdades y de que el sistema es cuasigradiente respecto a v, se
deduce que g (t) sube al punto Ay. El valor de 35 se toma como la frontera inferior
del méximo de los semirrayos mencionades. En forme andloga, el Lema 11 determina
la existencia de un intervalo (U,ﬁ) tal que para toda 3 en ese intervalo g (t) pasa
por debajo de S;. La frontera superior del méximo de tales intervalos es 3;.

El valor de 52 se puede tomar como el supremo de las ;. Supongamos que para G; el
w-limite de -, es B, entonces por continnidad respecto a 8, existiria # > B; tal que
~a (t) tendria como w-limite a B, contradiciendo de este modo la definicién de Sa.
Del mismo modo, si el w-limite fuera A, la trayectoria 7z, tocaria a la curva Cy en
un punto tal que IIz (y5,(t)) > v (8°) y H; (75,(t})) < 87, nuevamente por continuidad
respecto a g, existiria 8 < f tal que el w-limite de 7y seria A;, contradiciendo
también en este caso la definicién de 3. Vea la Figura 3.6.

Las afirmaciones para 6, se demuestran de manera similar. 8

Figura 3.6:



Le evidencia numérica sugiere que de hgcho’ﬁe_tien_ef;l las siguientes igualdades )
Br=PFr=py B:i=P0s= Po. Ademss 5, ~ 0.2 ¥

Ahora se estudiard el caso general

U(8) = Sen®6 +a Cosé Sénze' b'Cos

Si es necesario se usard la notacién U (9 a b) para md:car 1a dependencm e‘U re-
specto a los pardmetros a y b.
Dada la igualdad

U(0) = Sen®(w ~ 8) — aCos(r — 6)Sen?(n — 8) — bCos*(x — 8), (3.23)

basta considerar el caso en que 2 # 0 y b > 0. Como solo interesa el endlisis del tipo
{2,6} para extender los resultados del caso a = 0, los pardmetros pertenecen a la
regién R definida por

R {@d)a<0,6>32}u{(a,b){a>0,b< 2 +2e,20—3b<0}U
{(a,4) |a>0,b>0,2a ~3b> 0} U {(a,b) |a =0,b>0}
= RiU RstJ ReU{(a,b) |a=0,b> 0}

Estas regiones se muestran en la figura (3.7).
Para cada valor fijo de los pardmetros a, b, el potencial U (¢) es no negativo en un
intervalo que denotaremos por [lo (a,b) , J1 (e,b)].

Lema 14 Sea b > 0. Entonces

1) lim Jo(a,b) = arctan(-b)'/~ 2)lim Io{a, b) = arctan(—a)
.9)ali_m:19(a,b) = -7/2 H 4)')11.11;1u Io(a,b) = —7/2.

Ademds Ip(a,b) es funcion decreciente de cada una de sus varigbles.

Demostracién: Sen®@ +a Cosf Sen?d + b Cos?0 = 0si y sélo si
tan®6+a tan?0 + b= 0.
Haciendo z = tan 8, obtenemos la ecuacién cibica

g(z;a,b) = z* +az? + =0 (3.24)
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Figura 3.7:

_Entdnées]a parte (1) se sigue de la continuidad de #° + ax® + b, respecto a a. En
forma analoge se prueba (2). ‘

La ecuacidn (3.24) tiene una inica raiz R{a, b) {ver Proposicién 9). El polinomio
g (x; a,0) tiene las raices ~a y 0. Como ¢(x; a,d) = ¢(z:a,0) + b, In rafz R(a,b) es
menor que -~ y por lo tanto tiende a —oo, cuando & — oo. Del mismo modo se
demuestra la parte (4). O

La derivada de U(f) es

U'(6) = Sen() (-a8en®(6) + 3Cos(B)Sen(0) + (2a — 35)Cos* (6))

por lo tanto las proyecciones bajo IT; de los puntos de equilibrio del sistema (29), son

6 = 0 y las rafces de la ecuacién
— aSen®(8) + 3Cos(8)Sen(8) + (2a — W)Cos(6) =0 (3.25)

Si en esta ecuacién suponemos que Sen(#) = 0, se deduce que 22 — 3b = 0. Asi
sobre esta recta se tiene un punto de equilibric degenerado en § = 0 y el otro en’

6 = arctan(2).



E_n.lg Ii—egié‘r‘x'; R. ‘se i:umﬁle 2a 3b 76 0 y. dé o ecuiacion, (3 25) se obhene -

")+(2a-3b)_0

ilfg,—i;4a(éa;43b). . -

2a::

g De los valores arcttm (3* ‘H;:(h'a" *,-elegimos Jos angulos 63,03 € (lo, 1) , donde

M <0, i~ Sea By el pu.nto de equllxbno con® =0 y E; el punto de equilibrio con
I (E) = Gi si=1, 2. Con esta notacidn, se enuncia el siguiente resultado

Lema 15 Seab>0 .

1) E_{'ﬂ 6 {a, b) = arctan(d) >0 2) Jim 6} {a,b) = arctan(—+2) <D
3) im 0(a, b)) = 7/2 4) Jim 63(a,b) = arctan(v/2) > O.

Ademis sta = %b , £y se confunde con Ey y en este caso 95 = nrctan(%).

Demeostracidn: Estos limites se obtienen facilmente, expandiendo en serie la expresién

/9 + 4a(20 — 3b) . En efecto,
V3 +4a(20—3b) = 3+2.9-3a(2a— 3b) — 9-%/2a%(2a — BB 4+ ee — o

3+ Za(2a — 3b) + ole)

i

por lo tanto

3-4/9%4a(2a=30) __  3-—3-{a(2a-3b)+o(a)
o = 7a
—{2a-3%) , ola) .
3 a

De esta ignaldad se sigue

. 3 !£9 + 4a{2a — 3b)

lim =b,

a0 2a
Del mismo modo se demuestra }a igualdad (3). Los limites (2) y (4) se abtienen
directamente. o

Las siguientes observaciones establecen algunos hechos sobre los cambios que sufre
Cy (y por ende N,,) cuando se hace variar uno de los pardmetros.

4



Para el andlisis en ln reglon Ri, se necesitard el slguxente lema Recuerdese quelp’ -

e I; son los ceros de U(6)y que g < Ij.

Lema 18 Sez (a,b) en la regién R,entonces 0 < 6 (a b) < 7r/2 < 02(0. b) Y adamds
llm 03(a,b) = lxm 0,(0 by = w/2.

Demostracién: La desigualdad se sigue inmediatamente, de que U {w/2,a,b) =
U'(n/2,a,b) = —a > 0 para cualesquiera {a,b). Por lo tanto U es creciente en una
vecindad de 7/2 ; de lo cual se deduce que U tiene un punto critico entre 7/2e Iy y
entonces forzosamente 't.iene otro entre 0 y /2. Tomando limite cuando b tiende a
oc en la expresién (3.26) se obtienen los valores d=00 para tan(f). o

Con todos los hechos anteriores podemos describir en una forma muy general la
dindmica sobre N,, para pardmetros en la regién R .

Recordemos que v es la érbita que parte del punto (1o, 0,0).

Teorema 19 a)Eziste un abierto O en R?, no acotado, tal que {a =0,b> B} C
O C R ypora toda (a,b) € O se tiene quey T Ay. Ademds

1)el semirrayo {a > 0,b =0} es frontera de O

8)Eziste b > 0 tal que O N R, contiene al conjunto acotado por la grdfica de b = —Fa®,
el gjea =0y conb>b Ademdsb> G,

8)Para todo b > 0 eriste a (b) tal gue sia > a (b) entonces (a,b) € O

b)Eziste un abierto acotado V , que contiene al segmento {(0,b) | 0 < b < 5,1} sobre
el cualy 1 B,.

Demostracién: Daremos solo un esbozo de la demostracién ya que los detalles son
muy parecidos a los del Teorema 13. Por el Teorema 13, sabemos que v T Ay para
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(0,b) con b > B, entonces por continuidad respecto a los pardmetros a y b existe un
abierto O; que satisface la afirmacién de la parte a). De forma similar se establece la
existencia del abierto V ', mencionado en la parte b). Para probar 1), recordemos que
N (a,0) no es una variedad suave (Proposicién 10, inciso 4); su contorno Gy.(a,0) es
una curva con un punto de contacto de segundo orden con ‘el eje horizontal .Vea la

Figura 3.8

Figura 3.8:

Dado ¢ > 0, tomemos un punto go € C4 (a,0) tal que I1;{go) < 0. La trayectoria
7(go) ‘del punto go toca a C4 en un punto g, tal que IIx{q;) > 0 . Ahora elegimos
cualquier b > 0 , para la cual T12(S;(a, b)) < Ia2(q:) . De la Nota 16 se deduce que
la trayectroria -y{a,b) debe tocar & C,(a,b) arriba de H;(g;) y por lo tanto se tiene
v 1 A;. Esto completa la demostracién de 1), Sea b > 0 y a < 0, Por el Lema
14, sai)emos que Io(a,b) > arctan(—b)/?. Entonces podemos elegir b suficientemente
grande de modo que la trayectoria (0,5) alcance un valor mayor que V2 en 8 =
0. Esto implica que v T A4 ya que por el Lema 15, I1(S;) es menor que /2 ;
finalmente, si b > b entonces Io(a, b) > arctan(—b)1/3 y Ty(Ay(a,b)) = TL{A,(0,5)
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(Iu es. decreclente Ver- Lemn 14), por Io ‘tanto 7y(a, b) va por arriba de (0, b) de
1o cual se slgue 2). Un' rnzonnm1ento muy similar sirve para demostrar la parte 3).
| Por Lema 14" Yy ‘Lema 15 , se sabe que si a crece, Jp(a,b) decrece hacia ~7/2. y
83(a, b) decrece hacia arctan(—v/2 ) . Asfpara b fijo, encontramos a(b) suficientemente”
grande; para la cual existe un intervalo J = [r,8}(a(b),8)} C [fo(a(?), b), 03 (a(b), b)},

s : t‘aléue 8; ~r = 7/10 . Ademis, se deduce de la Nota 16 que es posible elegir r con

la propiedad de que K = U(r,a(b), b) > 2b. Entonces la solucién @ de
“_" - _‘/'—_—‘ZK_UZ or) =0 (3.27)

es "7 = +2KsenZ(0 — r) ; por lo tanto #(6}) = VK > v/2b. Como #{0;) <
a(mii, a(b), b)) , para t tal que O(t) = 0] , se sigue que y(a(d),d) T A.. =]

3.4 Potencial Homogéneo de grado par

En esta seccién revisaremos preferentemente el caso de grado cuatro, a fin de
mostrar las caracterfsticas generales de los potenciales de grado par. Estos tienen la
particularidad, a difererencia del grado impar, que la variedad ol infinito puede ser

vacia. Ese es el contenido del siguiente lema.

Lema 20 Si H = H\+Hjy 4.+ H,, es un Hamiltoniano con H; una ferma homoegénea
positiva definida, entonces H = ¢ es un variedad acotada.

Demostracién: Supongamos que {zx} es una sucesién tal que H(zx) = c y [jzx|} — oo,
cuando k — oo . Entonces la sucesién {zx/ ||z:]|} tiene una subsucesién convergente,
que sin pérdida de generalidad podemos suponer que es ella misma. Por continuidad
{Hi(zx/ |2«|l}} converge y como

Hilze/ l2sl)) = = He(2e)

iz l
se obtiene que {H(z)}} converge = infinito ¥i = 1,. .. ,n. En caso contrario

Hi(zx/ ||z l|) — 0 , lo cual no puede ser porque H; es positivo definido. De lo anterior
se deduce que H(z) — o0 , lo cual es uno contradiccién; por lo tante H = c estd

acotado. a



Corolario 21 Los niveles de energia del Hamiltoniano H = (p2 +ﬁ) Uz, y) aan‘
FA £ 3 g P -3 i

variededes compacias, si U {x,y) es una forma génea n

" Conel objeto facilitar la comprensién del caso de grado cuatro,: trut;akgmds 'brimefp
un potencial homogéneo de grado dos. - . e ’
Como en €l caso de grado 3, mediante algunos cambios de va;riable ¥ lr.‘u"l_’reevspalq-
miento adecuado del tiempo podemos reducir el niimero de constantes ii_xifé!gi:rhﬁns‘f

En el siguiente resultado supondremos que a? + c® 3% 0,

Nota 22 Todo Sistema Hamiltoniano H = {(p} + p2) — (az® + bry + cy’), se puede_ T
. transformar mediante un cambio de variable de la forma : [

X=rz+y ;5 Y=-z+4+ry

Y un reescalamienio del tiempo

dt_ 1
T R 1)

cn un Sistema con Hamiltoniano
H=lPem—(ax2 4y @)
De esta ecuacién podemos eliminar uno de los pardmetros ‘ e
Nota 23 Mediante el cambio de variable
z=[B*X ; y=|8"*Y

y el reescalamiento del tiempo

el hamiltoniano 8.28 se transforma en

=i+~ &y +azd). Co e (3.29)



‘Nota 24 Sia= c ,'7 la-r-otdcidni‘ o

L S AR
: :rﬁ#&for;ﬁ ‘:lvll ﬁﬁtertéiﬁl U(a:,y) =bz‘§ en el ‘

e »U(x,y)=éx=-by2,
’ ‘que podemus reducir e la forma 8.29.

No se dan las demostraciones ya que son completamente anslogas a las de la
Proposicién 3 y del Tecrema 6. En lo que sigue consideraremos la forma standard
dada por 3.29. Sia < 0y b <0, el potencial U{z,y) = az? + by? es negativo definido
-y se sigue del Lema 20 que N™ es vacio; por lo tanto basta considerar a los potenciales
de la forma

U(z,y) = ¥* + az®. (3.30)

3.5 Clasificacidn de N, . Grado 2

Recordemos de la teoria general, que N, es la superficie de revolucién que se

obtiene al rotar la parte no-negativa de
U(9) = Sin0 + aCos?4.

Por lo tanto para determinar la forma de N, es suficiente con analizar los ceros de
u(). _

8) Si @ = 0, U(8) = Sen?f es no-negativo para toda f y sus ceros son 0, T y 27;
con puntos criticos en 0, /2,7, 3/2 mod(2x). Por lo tanto N4 es una variedad no
suave, unién de dos espacios homeomorfos a §? que se pegan en dos puntos de cada
uno. Ver (a) de la Figura 3.9.

b)Si a < 0, U (6) tiene cuatro raices dadas por § = arctanty/=a y tiene los
valores minimos U (0) = U ()} = a y los valores méximos U(#w/2) = U (37/2) = 1..
Por lo tanto Ny es una variedad diferenciable formada por la unién de dos esferas
ajenas $?, con un punto de equilibrio repulsor en (7r/2, —\/5,0) yen (311/2, -2, 0)
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: 3 1 Nw t.)ene puntos de equilibrio atractores en (11'/2 \/_ 0) yen: (37r/2 \/_ 0) _'
y puntos sillas en (0 V2a, 0) y en (7r 2a, 0) los antfpodas de estos puntos son
" repulsores y sillas , respectiv e. Algo ser

en este caso , los puntos sillas estdn en 0 = 7/2y en 6 = 37/2y Ios puntos ntractores
~end=0yenf=m. EnlaFigura 3.9, ver (c).

(c)

Figura 3.9:

Notemos que U(8) es invariante bajo la traslacién 8 — 6§ + 7, y lo mismo ocurre °

con N°. Esto simplifica la descripcién del flujo en la siguiente seccién.

jante ocurre para a >'1; excepto que i
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3.6 Flujo en N,. Grado dos

Si a < 0, Ny consiste en dos esferas ajenas, por lo tanto el flujo en cada esfera
sube del punto atractor en el polo sur al punto atractor del polo norte (inciso (b} de la
seccién anterior)., Para a > 0, la variedad Ny, es un toro y la situacién es ligeramente
mas complicada. Antes de analizarlo introducimos la siguiente notacién:

Al punto de equilibrio en ¢ = 0 , lo denotaremos por O. Al punto de equilibrio a
la izquierda de O lo designaremos con A y al de la derecha por B . Para indicar si
es un punto superior o inferior se les pondra el indice + 0 — , respectivamente.

Debido a la simetria (@, v,u} = {—0,v, —u), del anilisis de la rama frontal de
la variedad invariante (la que surge del punto de equilibrio con un dngulo positivo)
se deduce el comportamiento de la rama trasera, Si el w-limite de una rama de un

punto silla S es el punto @, decimos que S sube a Q y lo denotamos por § T Q.

Teorema 25 a) Si0 <a < 1, entonces el punio Q. es punto silla y O_ T B,
b) Para @ = 1, si el w-limile de una trayecloria es (9, \/5,0), su ¢-limite es
(6 —n/2,—v2,0)

¢) Para todaa > 1, el punto Q.. ¢s atractor y el punto Bz es silla. Ademds, A_ 1 O4.

Demostracién: En la seccidén anterior se han sefialado las caracteristicas de los puntos
de equilibrio.

Sea 2 < 1. Consideremos como en la demostracién del Lema 11, la ecuacién % =
2v2a—1% , v(0) = ~y/2a . Su solucién estd dada por v(f) = v/2aSen(26 — 1/2)
, 1a cual para 7/2 alcanza el valor v2a , que es precisamente la altura del punto By .
Por continuidad respecto a parametros, si la condicién inicial (6p, —v/2r) esta cercana
a (0,—\ﬁ2—n) , la solucién correspondiente alcanzard el valor Var para un valor de §
muy cercano a 7 /2. Como U(f) > a en el intervalo [0, 7] , de lo anterior se sigue que
trayectorias del flujo que inicien muy cerca del punto O- , alcanzaran la altura v/2a
para un valor de @ préximo a 7/2 y por lo tanto O_ 1 B, .

Sie=1,U(f) = 1, por lo tanto la relacién entre v y ¢ es simplemente & =
24/2 =17 cuya solucién para una condicién inicial v(fp) = —v/2 es




1}(0) \/_Sen (2(0 00) = 1r/2) ln cunl toma el valor \/ﬁ,én

demuestra (b)

ecuacién % = 2/2=0F , u(--/2) = —vf

3.7 Potencial homogéneo de grado 4

En esta seccién estudiaremos al potencial homogeneo de grado 4, cuyu ‘forma

general es . -
Ulz,y) = ay' + b’z + ca®y? +dyz’ +ex? - : (3.31)

Mediante una transformacién T : £ = rX —sY , y = sX + 7Y la expresién. (3.31) se

convierte en una forma homogénea en las variables X' y Y., que volvemos a denotar .

por x y y por un abuso de notacién:
Ulz,y) = Ay* + B’z + Cz%y* + Dya® + Ezt. : (3.32)
Los coeficientes B y D estan dados por
B =dr* + (2c — 4e)r®s + 3(b — d)r®s? + (da ~ 2¢)rs® — bs* (3.33) '
D = brt + (4a — 2¢)rs + 3(d — b)r2s? + (2c — de)rs® — ds?
Lema 26 Existe una transformacion lineal T que anula o B 0 a D.

Demostracién: Si bod es cero, no hay nada que probar. El lema guedars demostrado
si se hace ver que alguna de las formas B o D , no son definidas. Si b y d tienen el
mismo signo, B{r,0) tiene signo diferente que B(0,s) por lo tanto B no es definida.
Supongamos que b < 0,d > 0 entonces b—d < 0 (este caso es suficiente, ya que para la
desigualdad cpuesta se toma a D } y B{r,0) > 0 ; ahora veamos cada posibilidad que
se origina al considerar los signos de los coeficientes de 735 y» rs% . Sea (2¢ — de) > 0,
(4a — 2¢) > 0, entonces B(r,—r) = r*(d — (2¢ — 4e) + 3(b ~ d) — (da — 2c) ~ ) =
74 (2 (b~ d) ~ (2¢c — 4e) — {4a ~ 2c)) < 0 por lo tanto B no es definida. Si (2c—4€) <
0, (4a—2c) < 0, B{r,r) = r4(d+ (2c—4e) +3{(b~d) + (da— 2c) — b) < 0. Por dltimo,



si se t:enen signos contranos, por e_\emplo, (2¢ ~ 4e) =20 y (4a-— 26) <0 se ori ‘nun_ :

© 2 subeasos: ‘l4a - 2¢] £ 2¢ ~ de, lo que produce B(-r, —r) <00 ]4a = 2c|
'y entonces B(r,r) <0.. D R
Con ayuda de Ja transformacién T yun reescalamxento del t\empo se demuestra. ‘

una reduccién de pardmetros, annloga alade grado 3 (ver. Teorema 6)

Teorema 27 . Todo sistema hamilloniano

t=p v =P

n=~%, p=-%,
con U(z,y) un potencial del tipo (3.91 ), se convierte por medio de un cambio de
veriables y un nueva escala de tiempo, en un sistema de la formao anterior con un
potencial

Ulz,y) = y* + pz’y® + By + kxt.

Este potencial es demasiado general, como para permitir una investigacién com-
pleta del flujo en Ny, , ¥ atin de la topologia de esa variedad. Por lo tanto, en ]o'qﬁe
sigue nos restringiremos 2 potenciales de la forma

Uz, y) =y + pr*y® + kz*, (3.34)
& los cuales les corresponden las funciones

U(s)
u(0)

ft

Sent(9) + pCos*{0)Sen?(6) + kCos*(0),

(3.35)
Sen(9)Cas (0) [(4 — 2p)Sen? (0) + (2p — 4k) Gos? (0)] .

ft

Lo forma de Ne queda determinada por los ceros de {3.35) y recordemos que se dice
que Ny es del tipo {a,b} si U tiene a raices y I tiene b, El tipo {0, b} corresponde o
toros, el cual es una forma de Ny, que no se presenta para grados impares. De nuevo
se tiene que U {f) y N, son invariantes bajo la traslacién 6§ — 6 + 7, ya que esta
propiedad solo depende de que €l grado del potencial sea par.



Las ceros de U'(6)

Jaic = (3.37)
. rcta.n = (’”‘—'E) + T, arctan (”‘—'2) ] -, :

as cuatro raices, si existen, son de la forma

Las it
7f2-a,-n/2+a,7/2+ 0, -1/2—a,
‘con & € (0,7/2). Las denotaremos por 8}, —0},8; y —83 ,respectivamente

Lema 28 1) —m,0 y 7 son las dnicas ratces de U(9) siy sélo si (k=0,p>0) . Si
(k= 0,p <0) las rafces son —,0,7, karctan \/=p, = (7 — arctan /=) .

2)U(0) no tiene raices si y sdlo si (p >0,k >0)U(p <0, k>0, ’; <k)

S)U(6) tiene 8 raices si y sélo si (k > 0,p < 0) N ( ﬂl > k)

4)Si k < 0, U(6) tiene 4 raices.

Analogamente para las raices de U'(0) se tiene la siguiente distribucién

Lema 29 En términos de p y k, los ceros de U'(#) estdn dados por:

1) U’ (0) tiene las ocho raices dadas por (3.37), si (p< 2,p/2 < k)U(p > 2,p/2 > k)
2)En el punto p= 2,k =1,U(0) = 1 y por lo tanto U’(6) =0 .

B)En.' el complemento de la regidn delerminada por 1) y 2), U'(6) tiene 4 ceros.

Demostracion: Las demostraciones de estos lemas se siguen inmediatamente de las
férmulas (3.36) y (3.37). =]

En la Figura 3.10, se muestra la particién del plano p, & de acuerdo con el tipo de
Ne.



Figura 3.10:
3.8 El Flujo en N, . Grado Cuatro

Como una consecuencia de los Lemas 28 y 29, vemos que existen 5 tipos difer-
entes de superficies al infinito determinadas por los ceros de U y U’ . Estos tipos
son {0,4}, {0,8}, {4,4}, {4,8) y {8,8) (ver Figura 3.11). A causa del compor-
tamiento cuasigradiente del fiujo sobre la correspondiente superficie Neo, s6lo para los
tipos {0,4}, {0,8} y {4,8} se requiere una explicacién del flujo. En el caso {4,8},
la superficie N, tiene dos componentes simétricas en forma de "cacahuate”. Esta
situacidn es similar a la estudiada con detalle en la regién del tipo {2, 6} para grado
tres. Las superficies para los casos {0,4} y {0,8} son topolégicamente toros , solo que
en el primer caso tiene cuatro ondas, mientras que en el segundo tiene ocho ondas.
A continuacidn analizaremos el flujo para el tipo {0,8} . En la descripcién del fiujo,
utilizaremos como referencia la Figura 3.11. Sobre la regién R acotada por Jas rectas

k=p/2y p=2ylaparibola k = p%/4 con p < 0, ia variedad N es topologica-




E{(o ‘/2U (0) o) I u(e) > o} es la’ grnﬁca de'uia f ‘

funcwn con; cuatro mmlmos y-cuatro méximos en el intervalo [, @) Por lo tanto

mente un toro, cuyo contorno Cy

- el flujo uene ‘cuatro puntos de equilibrio atractores y cuatro puntos sillas, con sus

correspondientes puntos repulsores y sillas, colocados anmpodalmente El punto de
vequll:brlo en (0,£v2%,0) , lo denotaremos por Oy . Sobre la regién R es un atractor * :
o repulsor, segiin se elija el signo positivo o negativo. S denota al punto silla cuya
primer coordenade es ~0; y S es el primer‘pu.nto silla a la derecha de Oy, cujm
primer coordenada es #§; al punto de equilibrio en ~7/2 , lo designaremos por A'y
al de 7/2 , por B ; al punto sobre 8} se le designaré por P y al punto sobre 7, por D.
Vea la Figura 3.11.

Figura 3.11:
Si p =0, se tiene el siguiente resultado

Teorema 30 Sea p =0 y k& > 0. Eristen valores 0 <ﬂ, < ﬁz < [33 <ﬂ4 < ﬂ5 <ﬁs
de B tal que Y :
1)Si0<k<f, 8718,

2)Si k > fs, entonces 55 1 0,

52 . )




.‘J)En el interjynlo‘0< k < Ba, écféumﬁle_ que S8 1By :
“4)Si k > P ; entonces S4 1D,
5)Para k =, hay una coneccidn 5:!1 s:.lla ya ue 'S T.S" Tam [

Bs se tienela coneccuin de sillas se TP+.
Demostracién: Como p = 0 De (3 37), se observn

k — 0. Por lo tanto II(S%) = I'Ig(S’)—~0,slk—tO ‘De’ 2
que para una & suficientemente pequeiia, podemos e]eg'xr un.in tervnlo (a. b) c (0, W03)

tenor,s concluye: 3

tal que la solucién de -

ﬁ =3,/2U(0) —v? ; v(a) = —/2U(a);

toma un valor v(b) > v/2k . Asi la 6rbita de cualqlﬁer punto inicial (0, —/2U (8),0)
con 6] < 6 < a, necesariamente sube a B, y entonces 5% T B, . Por otra parte,
cuando & — 0, U (0,%) es del mismo orden que U (8, k) , lo cual significa que para
toda € > 0, existe § > 0 tal que si k < (3 se tiene que (1 — e} U (0,k) < U (6 ,%) ; en
particular, para € = 19/100 , moU 0,k) <U (OI,L) si k < 3. La f se elige para que
tambien se cumpla la desigualdad Sen(663(k)) < 7% . La solucién de

%:3\/2&:—11’ v ov(=6])=0;

es v (8) = V2kSen3 (0 + 0;) , por lo tanto si k < B se tiene que v (0}) = V/2kSen6] <

%S =/ o5k < V207 . Asi la solucién de la ecuacién diferencial anterior, con

condicién inicial v (—6]) = —,/2U (-6}, k) pasa por debajo de (/2U (0}, k) , cuando

0 = 0;. Por continuidad, toda solucién de % = 3+/2k — 2% , con condicién inicial

" cercana a (—0,‘, —+/2U (83, k)) pasara por debajo de /2U (85, k); por lo tanto 5% T

O . Facilmente se demuestra que el conjunto {k | SE(k)10,8% 1 O} es un intervalo
abierto. Sea 8 su supremo; ahora veremos que para k = §; , SL 18 y 8% T B, ;
para esto basta ver que en B; el dngulo entre S. y S¢ es menor o igual que el dngulo
entre 54 y el punto de equilibrio P sobre 03 , dado que cada una de las dos parejas
de puntos tienen la misma coordenada v. Notemos primero que cuando & — 1,

8; (k) — 7/4 y analicemos la ecuacién

=3V -1 ; v(—a)=—V2r (3.38)



B4’

su solucién es 1)(0) = v2r5en {36 + 3a —7/2) . Supongemos.que a < /4y c'es
muy cercano a w/4 , entonces 3a — 7/2 es muy cercano a 7/4 , por lo tanto, s 0
es cercano 8 7/12 , se tiene que v (0) es muy cercano a v2rSen(r/2) = vZr . Asf,
tomando k de modo que 8} (k) > /12 , podemos encontrar un punto muy cercanoc a
Si |, de modo que su érbita alcance el valor V2K en un dngulo 8 = /12 < 85 (k) .
De esto se concluye que S¢ 1O . Pero 0; (k) < w/4 , por lo cual el ingulo entre S¢ y
P es mayor que entre S y 8¢ ; con esto se demuestra la existencia de una k > 6, ,
para la que 8¢ {O y §? {B, , de lo que se sigue (2). Ahora es clarc que para toda
k> 6y, 5. TO . Finalmente, cuando k — 0, 8} y 03 convergen a 7/2 , por lo tanto
con argumentos andlogos a los ya utilizados, se dernuestra que existe una & , para la
cual S¢ 7D, ; hacemos S3; igual al infimo de tales k, con lo que se cumple 4) y 5) del
teorema. =]



Capitlilo 4

Sistemas Hamiltonianos

Polinomiales

En este capitulo se describe la compactificacién de Poincaré de un campo vecto-
rial, lo que a grandes rasgos, consiste en proyectar sobre la esfera S" = {E?::l 3/3}
mediante la proyeccién central un campo vectorial X definido en IR", obteniendo as{
sobre Ja unién de los dos hemisferios abiertos de la esfera un campo vectorial, el cual
puede ser extendido a toda la‘esfera. A este campo lo denotamos por X . Este pro-
ceso se le aplica a los campos hamiltonianos polinomiales Xy y se demuestra que la
variedad £%° =8""1N{H,,4) = 0} esinvariante bajo el flujo de 5(-”, donde Hpy esla
parte homogénea de grado mayor del polinomio H. Se estudian algunas propiedades

generales ‘de la variedad E°°.

4.1 Compactificacion de Poincaré de campos vec-
toriales polinomiales.

Para estudiar el comportamiento al infinito de los campos vectoriales hamiltoni-
anos cuyo hamiltoniano es polinomial, se utilizara la compactificacién de Poincaré. A
continuacién se da una breve descripcién siguiendo los cilculos desarrollados en [6) .

Identificaremos al espacio Euclidiano IR™ con el hiperplanc



={ye mn+l'yn+l i
»S" y 8%, los: hemzsfenos norte y sur. de’la’ esfer:

dlfeomorﬁsmus :

~por - L
‘ J. ZJ(;_) (xhv“ty‘zm 1), e
¢ (z) = —'A(]—,j (1,001 Tny 1),

con Afz) = (1 + Z ::2)1/2

Asf para cada campo vectorial' X enR™, obteriemos un campo X+ en S" US',:, dndo

_por
X = { Do o
(Dg-)X(z) si y=¢ ().

La expresién para X*(y) en S{US? es

-4 -—wme: . —wvs X3 ;
—#y: 1-8 .. —wawm 1 X3 PR A5 < T\ VrPgs

X' (¥) =Yne1 | - . .o . = A(y) . )
—Yn¥1  ~Ualz . 1—] A : Xz

“Yni1¥1 “Un41l¥2 - Ynt1¥n X
, (a1)
ceon X (U1, e, Uni1) = Xi(?ll/yn+_l|-~~:yn/yn+l)-
Debido & que cada X es un polinomio, el campo (4.1) se puede extender a toda

la esfera S". En efecto. tal extensién estéd dada por

X@) =y X @=a@| . | (4.2)

3




donde m—max{grada(A ),,grado(X..)} ¥y

k(yl.".' :!!n+l) = yn+1Xk(y1/1/n+h vyn/yn+t) _' . (4. 3)

3 Notese que el mﬁmto de R" conespunde al ecuador S™! {y ES"]yMl = 0} Elf_
. ﬂujo de (4 2) cerca de S™! , nos permite estudiar las orbitas de X que van o v1enen' :

de infinito. De las expresiones anteriores se deduce que el infinito S™ es invariarite:
b.ajo el flujo de X .

4.2 Compactificacién de Poincaré para campos vec-
toriales polinomiales Hamiltonianos.

Sea H :IR% — IR un polinomio y
Xu=( 8H OH _ OH OH
AT Bzans " Bxpa' 83, Bz’
el campo vectorial Hamiltoniano generado por H.
Utilizando los cdlculos de la seccién anterior a esta particular clase de campos

vectoriales se obtiene el siguiente resultado

Proposicién 31 [6/Sea H(x,,..., z,) un Hamiltoniano polinomial con n=2d variables

y de grado m+1.Entonces

(a)Xy = (B 4 Ay, e, B 4 Dy, — 85 4 Dty — B + M2d, Wna),
donde

H' (M1, Uns1) = UiV H (@1 /YUns1, s Un/Yns1)

¥

g . -
A= ‘gl(yi-fd% - yi';T’i;);
(b )el nivel de energia H* = 0 es inveriante bajo el flujo de Xy .
Demgstracién: De (4.3) y de la definicién de H*® se obtiene

OB 2 g famassornlte) = S
BY: J"“ay,' Y1/ Un41y -0 Un/Uns1 -




58

por consnguxente (a) se sigue de (4 2) y de la 1gunldud de nmbn

Al cnlcu]ar la denvada de H o lo Iargo de las curvas solucxones de X o resulta

G = EhlbTuwt B+ ot

T (B & M) + ;’L‘ (__au- + Ml + B Sy,
A(g [ﬂ"lﬁ + a”_"'yﬂd] + oy“_, Jn+l) =Mn+ 1)H".

I

Para obtener la ltima expresién se aplicé a H*, la formula de Euler para funciones
homogéneas. De la igualdad final se sigue que H* = 0 es invariante bajo el flujo de
YH. o

Dado un Hamiltoniano polinomial H de grado m+1, H; denota la parte homogénea
de grado i. Al término constante Hp lo llamaremos h. Es claro que el anilisis del -
flujo en los niveles de energia Ej = H~1(h) se reduce al analisis en el nivel H~1(0),

si h se considera como un pardmetro y no estd fijo.

Teorema 32 [6/Con las hipdtesis de la Proposicidn §1, son vdlidas las siguientes
afirmaciones

a) El nivel B, =H"*(0) se mapea por medio del difeomorfismo ¢*(¢™) sobre un
subconjunto Ef (E;) del hemisferio norte (sur). E} y E;, son invariantes bajo el flujo
de Xy.

b)Sea 8" =8 N {yn41 = 0}. Entonces la restriccicn Xu |gn-1 estd dadoe por

(W,f;l + Ay, o, 2L 4 dgg, — B gy, — e /\!Iu) >
donde

au . oH,
A= 2 (y-+.1 - y:ﬁj‘)

c} El ¢ con]unl.o

F = §1 N (Hmyy = 0),

es invariante bajo el flyjo de Xy .
(d)La froniera de E3f estd contenida en E™.
e) Los puntos criticos de Xy | on-1 pertenecen a B,
s P

Demostracién: La afirmacién (n) se sigue de la definicién de la compactificacién de

Poincaré. El inciso (b) se obtiene de la Proposicién 31. La demostracién de (c) es
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‘ B laparte (d)
se sigue de la Proposicién 31(b) y de la definicién, dé_:'_E"f‘ :
Los puntos criticos de Xl 5m-i sAtis}'d;en el‘s'i‘s;einn
Bvau T ¥ U =0,
ZEH = Mare = -0,
para i=1,..d. Multiplicando la primera ecuacién por yisi'y la segunda por % y

después sumando las ecuaciones ; se obtiene

2 8Hm+1
. =0.
XV ay,

"Por 1a férmula de Euler para funciones homogéneas se sigue que
Humyr =0,

y por lo tanto se cumple (e). O

4.3 Algunas propiedades generales de E

Sea P :IR"*! — IR un polinomio homogéneo de grado d y S™ la esfera de dimensién
n definida por
n+1
§" = {z e R™G(x) = 1} ,donde G(z) = 3~ af.
=1

Denotamos con V al conjunto de ceros de P, i.e.
= {x € R"*|P(z) = 0}.

Sea W = S"N V. Si L = (P, G), entonces W = L~{0,1). En esta seccién, por
comodidad denotaremos a E* por W. Nétese que la dimensién n — 1 de la seccién

anterior la hemos reemplazado por n.

E! polinomio P se elige de modo que W es una variedad de dimensién n — 1,
es decir (0,1) es valor regular de L, lo cual es equivalente a que VP(z) % §,para



gu ldad anterlur que’ /\"1‘"2 = dP(:x:) = 0 Como F €§" , resulta que A=0
‘ :y por lo tanto VP(::;) 0. Al d.lECO de’ dxmenslon n, se denotard por D", ie.

. .ynn) | Ynir = 0 Z < 1} Sx el espncxo topolog‘nco A es homeomorfo
.8 B escnblmos A= B, S N
Sen D el subcon]unto de ]R."'“ deﬁmdo por

D= {(a, .xn.n IP(xl

. La proyecmén radml de R*H1\ {0} sobre ]n esfera S", esla func:on deﬁmda por

) ="+ (4.5) "
"Ln funcxon 117 es por definicitn 1guu] a I},
Proposicién 33 Supong que T,y1 no es factor del polinomio P; enionces el

conjunto W estd dado por
W =IOt (D)u Iz (D)

Demostracién: Sea {z*} un sucesién en D tal que z¥/ "z“ ” — g. Por continuidad
se tiene que P(:z:"/“:x:"") —+ P{(qg), por lo tanto P(q) = 0, ya que P(z*/ "z"") =
para toda k. Obviamente l|g| = 1; asi pues ¢ € W. Con esto queda demostrado que
W)- C W, En forma semejante se demuestra que fl?l_)s cW.

Ahora veremos que W C ﬁ*WD—) . Sea g = (%1, - Tns1) un punto de
W,ie. P(g) =0y |g] = 1. Primero analizaremos el caso que Tp4; # 0. Sea
Z = (T3/Tns1,°* ,Tn/Tnt1,1); de la homogeneidad de P se sigue que = € D. Como
gl = 1y @ = zo4T, entonces |T,41| flzll = 1; por lo teanto |Zayq| = 1/ [fz]}; asi
g =z/ |zl o ¢ = —z/||z||, entonces q € I} (D) U I (D). Por tltimo, supongamos
que Zn41 = 0. Si existe una bola B (g,¢) tal que Y& € B(g,¢) NV se tiene que
la (r+ 1) — coordenada es igual a cero, entonces Tny; divide 2 P; entonces por
la hipétesis se puede suponer que existe una sucesién {(a:',‘,x;, e, :z::‘,,w") € VV}:;

que converge a ¢ = (g;,-*,gn,0). Sin pérdide de generalidad se puede considerar

zn,l)—-O} SR (T

t
i



que w* > 0, para toda krelN Ol')iviunziente“q'?'v ”(:tf/w" N /w" 1)\
D ademis “q"“ = \/(z"’ R :L‘"’) /w*’ I = l/w , por lo tanto III+
converge a g, i €. g€ H"‘(D) U H" (D)

Lema 34 S5iC C S" o S""’ = S"\C HUK coan K @ y

Proposicién 35 Sid es par entonces W no es homeomniorfo a S"'1

Demostracién: Sea ¥:IR"*+! — IR™*! el mapeo antipodal, elilcu’l;l"x‘\o..‘tgenq puntna,ﬁ
distintos de cero. 3
Cloramente (W) = W.
Definimos Tl
Vi = {z| P(z) > 0} , Vo={z|P(z);
We=vinsm -, Wo=wns s
Es facil ver que ¥(V,) =V, y ¥(\V.}) = V_ ; por lo tahté:'-ﬂJ(W*) = Wt '

Claramente por continuidad, se tiene que Ws'= Wo U W y‘;‘zio‘r'- lo tanto -
V(W) =W ) (4.6)

Si W = $™!, entonces por el Lema 34, W, = D"y por (4.6), tendriamos un

mapeo de D™ en D" sin puntos fijos, lo cual es una contradiccién. o

Definicién 36 Sea I una involucidn en S™. Se dice que N es una subvariedad ca-
ractertstica de (I, S™) si existe A subvariedad compacia de S™, tal que

1) N=ANnI(A)=38A,y

2) S* =AU I{A).

En lo que sigue de esta seccién el grado d serd impar.

Lema 37 Sid es impar, entonces W es subvariedad caracteristica de (¥, S™).




Demostracion: Sea 4 = W, clarnmente -II(WJ,) - y facilment
¥ (2) de la definicién anterior. o ’

Sea X un espacio topoldgico, entonces Hq (X) Elenota‘e q kgirr':o»:g‘lj.pr‘ !
de X y T(X) al subgrupo de torsién de H,(X)’ ) :
Proposicién 38 Supongnmos quen=4dk+3,k E N U {0}, Tgk(W) 0. Entonces
Haps1 (W) = 2. '

Antes de dar la demostracién de este resultado se enuncia una consecuencia que
es de interés en el presente trabajo. Notemos que cuando n = 3, entonces W es una

superficie orientable, compacta y sin frontera.

Corolario 39 Sin = 3, enlonces W no es una superficie coneza de género impar.

traci ia : Sin = 3, entonces k = 0. Por lo tanto Hy = Z%", pero
Hj es el abelianizado de! grupo fundamental, por lo que H, = Z%, (g es el género).
Si g es impar, 2g no es divisible entre 4. [m]

Sen M una variedad compacta, orientada de dimensién 2r. Al conjunto de
niimeros enteros los denotamos por Z. Por el Teorema de dualidad de Poincaré
existe un isomorfismo T : H (M) — H". Sea F : H, x H, — Z, definida por
F(z,y) = {T(z),3), =,y € H, (M). Esta funcién ¥ es bilineal y simétrica o an-
tisimétrica, si r es par o impar respectivamente (ver [9]). De modo natural £ induce
una forma F en H, (M) /T (M) x H, (M) /T, (M), definida como es usual por medio

de los representantes.

Teorema 40 Sea M una variedad compacta, sin frontera, orienteble de dimensidn

2r. Entonces la forma bilineal
Flz,y)=z-y,

definida sobre
He(M}/ T (M),

es unimodular y simétrica si r es par y es unimodular y antisimétrica sir es impar.
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Unimodular significa que la matx:iz_ asociada tiene det'er;;airi'nilte' iguala’l.
El siguiente resultado se encuentra en [10].

Proposicién 41 Si M es una variedad compacta entonces Ho(M) estd finitamente

generado para todo indice g .
Por un teorema de Kurosh (ver {10}), todo grupo abeliano finitamente generado
es suma directa de un grupo libre Z% y un grupo de torsién finito 7. Por lo tanto
Ho(M) = Ly(M) @ T(M),

tal que Ly(M) = Z® y Ty(M) es un grupo de torsién finita.

* Para expresar que dos grupos A y B son isomorfos escribimos A ~ B, Una forma
equivalente del Teorema de dualidad de Poincaré es
Teorema 42 Bajo las hipdtesis del Teorema 40 se tiene

1) Lo(M) s Larog(M),
2) To(M) ~e Torg1(M).

Sea i : W — W, Ia inclusién candnica. Este mapeo determina un homomorfismo
i.,, en los grupos de homologia Hy(W) — H,(¥,). Como es costumbre omitiremos

el ndice ¢ en el simbolo 4,,.

Denotemos por Ky al kernel de i, : Ho(W) — H (W .).

Lema 43 Sea W, : Hy(W) — Hy(W), el homomorfismo inducido por el mapeo an-
tipodal ¥. Si g+ 1 < n, entonces Hy(W) = K, & ¥, (K,).

Demostracién: Sabemos que
S =W, u¥(W,) y W=W,nu,)

Por otra parte
Z,i€{0,n}

H(S™) = { 0, en {0, n}¢
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ver [1 2]

Tomemos q tal que 0<g<g+1<n El (nd.lce q se omltlra en todos los casos,

. éxcepto enla notncnon de los grupos de homologm

Como la sucesién de Mayer-Vietoris

las inclusiones de W en T (W +) y W, respectlvamente.

Por otra parte, el diagrama conmutativo

w L W,
ol (R
w4 er,)

induce en homologia el siguiente diagrama conmutativo

K C H(W) &  H(W,)
v, = ) P,
Ho(W) & Ho(2(W,)).

Como K es el kernel de i, ,se obtiene que ¥, (K) es el kernel de j., por lo cuni

(K) C 0@ H(¥(W,))

P.(K)) C H (W) 0.

Sea (0,z) € 0 @ Hy(¥(W,)). Como i es epimorfismo existe y € H (W) tal que
(y) = (0,z); por lo tanto y € K. De este modo queda demostrado que

P(K) =0 @ Hy(T(W.)).



Axifilogame"ntg .

"“De ésto se ol

N Demostrncxon de la Pro } edadvd'e ajméqsién 4k+2,

) 'por el Teorema 42

N Poz' lo tanto H2k+1(W) es Ilbre de tors 6n y por eI I.emn 43 se tlene

Hmsu(W) Zh

‘Por Teorerna 40, la forma' bilineal F’(i,y) es antisimétrica y unimodular sobre
Hﬂk-l-l (W)'
El homeomorfismo antipodal ¥, induce la forma bilineal

B(z,y) = F(z, U.y) =z -P,y, pars (z,¥}) € K x K.

Como ¥ invierte orientacién entonces r-y = -0,z . ¥,y.

Por lo tanto
z- ¥ y=—-Vz- ¥ V,y=—-V,r-y=y-¥,x,
donde la iiltima igualdad es consecuencia de la antisimetrfa de F. Asi, B es una

forma bilineal simétrica.

Dado que Hyy3(W) = K @ ¥,K, (ver Lema 43), se puede elegir una base

ay,...,am, V.0,,...,%,a, en la cual la matriz

‘o aj ;- ¥.a; _ ] b
Tooira; Wy - Tooy -5 0}’
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Capitulo 5

La Variedad E°°. Grado 2y 3

Este capitulo estd dedicado completamente al estudio de la clasificacidn de las
superficies ciibicas que se obtienen al intersectar la esfera S% con un cono {H; =0},
donde H3 es un polinomio homogéneo de tercer grado en cuatro variables. Se usa
una forma normal de Arnold, para reducir el espaciobde pardmetros a un espacio
de cuatro dimensiones. El discriminante divide al espacio de pardmetros en diversas
componentes conexas y todas las superficies que corresponden a pardmetros dentro
de una misma componente son difeomorfas; la forma normal de cada superficie se

obtiene eligiendo un juego de pardmetros en cada una de dichas componentes.

5.1 Clasificacién topolégica de la variedad E*®. 2
grados de libertad.

En esta seccidn se estudiard la topologia de la variedad E°, con A un hamiltoniano
polinomial hormogéneo con 2 grados de libertad y de grado a lo mds 3. Las variables

(1, .-, 54) se denotarén por (z,¥, z,w) y el campo Xy |sapor F = (Fi, Fa, F3, Fy).
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Por el '."[.’-s‘o're;n_a1 3;2(5), el campo & es

Pz, zw)  ;
"Bz, vz, w)
C Pfa,y, £0).
Rz, zw)

con

del polinomio H.
<. 8i H es de primer grado ,

H'= A+ az-+by+ ez + dw 'y‘_el ‘sistema

LN s SR
go=d, S
z = —Ev; - IR " s
w = b,

cuyas soluciones
T(t) = ct + ky,

y(t) =dt + ko,
2(t) = —at + ks,
w(t) = bl + kg,
son independientes entre sf. Es obvio que no se necesita la compactificacién para un
andlisis completo de este sistema.
En las siguientes secciones de este trabajo, seran ttiles los siguientes Teoremas 44

¥ 45, cuyas demostraciones pueden verse en {13].

Teorema 44 (indice de Poincaré-Hopf ).Sea X un campo vectorial sobre una var-
tedad compacte orientada M, con un nimero finito de ceros. Entonces la suma global

- de los fndices es igual a la caracteristica de Buler de M.
Teorema 45 La caracteristica de Euler x de una superficie de género g es

x =2-2g.
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5.1.1 . Hamiltoniano Homogeneo de grado 2
VSea'

Hy(z,y,2,w) = anz® + aggy’ + ang2® + agqw’+

2(a1p2y + 1372 + a34TW + QY2 + anyYWw + az 2w),

- la expresién general de una forma cuadritica en 4 variables. La forma ff; se puede

diagonalizar mediante una transformacién ortogonal para levarla a la forma

Hy(z,y,2,w) = py 2 + p2 i’ + p3 2% + paw?,

donde p;, i=1, ---, 4 son los valores prapios de la matriz asociada a H y genérica- -
mente son distintos de cero. :
De acuerdo con el Teorema 32, £° es invariante bajo el campo dado por'el‘

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

= paz+(p — pa)2’z + (p2 — pa)zyu,

Paw + (p1 — pa)zyz + (P2 — pa)y*w, (5.2)
= —piz+{p) — pa)}x2® + (p2 — pa)yzw,

= —pay+ (p1 — p3)zzw + {p2 — pa )y’

g o R
]

Dado que E™ es una superficie compacta de dimensién dos, para describirla
topolégicamente basta determinar su género g. El género estd relacionado con la
caracteristica x por la férmula

x=2-2g.
Por el Teorema del indice de Poincaré-Hopf, la caracteristica es igual a la suma de
los fndices de los puntos de equilibrio del sistema (5.2). De estas observaciones se
concluye que el problema es equivalente a calcular e] indice de cada punto de equilibrio
del sistema (5.2).



Después de algunas modiﬁcacisngs algebraicas sencillas’, Ios_p"ﬁh‘t_ds"dé equilibrio

de (5.2), se obtienen como soluciones de las ecuaciones

Payz — pizw =G, S o
—prow + pyz = 0, Y (5.:3)
pa+px? - = G, ‘ )

pauw? + pay? =

o o0

Para resolver (5.3), es conveniente distinguir las siguientes posibilidades de acuerdo

con los signos de los valores propios:
I) Todos los valores propios tienen el mismo signo. Entonces E* = §.

II) La forma cuadrética Hy es de signatura impar, es decir 3 valores con el mismo
signo y uno con signo distinto. Por la simetria de (5.3) y la homogeneidad de Hj, es

suficiente con analizar el caso py, p2y ps, positivos y p3 negativo.

III) Si Hj es de signatura par y cambia de signo, entonces tiene 2 valores positivos
¥ 2 negativos. Esencialmente se tienen trescasos: a} p;1 > 0,0, >0 y p3 <0, ps <0,
b)p1>0,p4>0y p2 <0,p3<0yc)p1>0,p3>0 yp2<0,ps <0,

Puntos de Equilibrio. grado 2
En la demostracion del siguiente teorema se usara la notacién de arriba

Teorema 46 Sea Xy el campo vectorial Hamiltoniano inducido por un Hamiltoniano
polinomial de segundo grado. Si E™® # 0, entonces se cumple

(a) 8i la signatura de la forma I1; es impar, el campo Xy tiene ezactamente cuatro
puntos de equilibrio en F>.
(b) Si la signatura de Hy es par, genéricamente el campo Xy tiene ocho punios

de equilibrio en £, o bien ninguno.

Demostracién: Consideremos primero el caso II). Por la cuarta ecuacién de (5.3) no
hay solucién de (5.3) con y # 0 6 w # 0. Entonces y = 0, w = 0; de la tercera

ecuacién de (5.3) se obtiene
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como el punto debe pertenecer a la esfera, se obtiene . .|

4

donde k‘ (P: Px)% yh= (p:—ps)i :

Analicemos ahora II1). Para a) se tiene p; > 0, 02 > Oy 'p_-.>< 0,p4 <0.

Usando la cuarta ecuacién de {5.3), ¥ = 0 es equivalente'a w = 0. Con e.éta
condicién se obtienen los puntos Py, ~Py, P y —FP; como en'el caso anterior: Analoga-

mente, x =0 es equivalente a =z = 0 y las raices son

P21
w=(=E)y,
( m) y

+ t E
¥= (PA—Pz) ==

con lo cual se tienen los puntos de equilibrio

Q={0,7,0,7);~Q:=(0, -7, 0, —71), (5.5)
Q:=(0, -0, r); —Q2= (0,0, —7,),

PRt s YE
-_— 2 ——
donde ry = (Pa-m) yr= (p-—pz) .
De la primera ecuacién de (5.3) se despeja xw y se sustituye en la segunda

ecuacién; por lo tanto

“ups Yz + poyz =0,
P4

o bien
(P13 + p2ps)yz = 0.



s

ario que

'S neces.

—fips + Paps = 0,

lo cual éori'esponde a’un easo no genérico con una curva cerrada de puntos de equi-
‘librio.
" Asi que en el caso IIl.a) genericamente se tienen los 8 puntos de equilibrio

£, EQi=1,2 . (5.6)

De una manera andloga se procede con el caso IIL.b). Vamos a verificar que el
resultado es el mismo que para I1l.a). Ahora py > 0,p4 > 0y p2 < 0,03 < 0. Dela

tercera y cuarta ecuacion de (5.3) se obtienen las ecuaciones

(VFiz — VT2 (e + v=rz) = 0,
(vPiw = v=ray) (vriw + /=7ay) =,

1o cual en principio da cuatro posibilidades:

i) yPmiz=pz ; Paw = /=paY,
i}y Pz =—paz ; JPaw=—y—py.
i) iz = —v/=pz ; Piw = /=Py,
iv) iz =—"Pz ; /Paw=—y/~py.
Utilizando las igualdades de ), se substituyen x y w en la primera y segunda ecuacién
de (5.3) y se obtiene
(pa/Pr — \/zFaPe) ¥z = 0,
(p2/Pi — /Pipas) yz =0,
los coeficientes de estas ecuaciones no se pueden anular, ya que cada uno de ellos es
une suma de nimetos negativos, por lo tanto y = 0 o z = 0. Claramente, y = 0 es
equivalente a w = 0 y z = 0 es equivalente a que & = 0. Asf en el caso i), los puntos

de equilibrio estdn dados por las ecuaciones

y=0, w=70, z= d——%z, (1+ (—:;—;))x’: s
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cuyas soluciones son')

el —2—. los cuales comcxden con los

con‘r : 3 ‘m-,m

: del caso III

CER, 0, i=1,2,

’méé‘rux%a' curva Vcerr‘adn‘de puntos de equilibrio, en el caso no genérico de que se cumpila
P1P3 ~ p2pa =0,

por lo tanto en el caso III.b), genericamente se tienen 8 puntos de equilibrio. Final-
mente, de la tercera y cuarta ecuacién del sistema (5.3) se sigue que en el caso Ill.c),
no hay solucién distinta de la trivial. Con esto se termina la demostracién. =]

Indice de! campo en E™, grado 2.

Proposicién 47 e) Si H, tiere signatura impar, los cuatro puntos de equilibrio del

campo Xy sobre B> tienen indice 1.
b) Si H, tiene signatum par y E= $ B, entonces el campo Xy en E= tiene 4 puntos
de eguilibrio de tndice 1 y 4 de fndice ~1, o bien ningin punto de eguilibrio

Demostracidn: La esfern S2 es el conjunto de nivel 1 para la funcién G(z, 4, z, w) =
2?4 y* + 2% + w?. Tenemos .

8y, 6) _ {2z 22\ _
T?—(?,'E'"d“( 9 2 )_,",4(”’“”3).”?‘2{
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¥ aﬁé]égamgnte .
' - 5UH, G) —4(ﬂ -p )yw
Bly,wy. TP

El primer Jacobiano se anula en los puntos :i:Q;, y no se anula en los puntos :!:P
Viceversa para el segundo Jacobisno. Por lo tanto, x y z se pueden expresar como
funciones de (y,w) alrededor de cada punto :!:P. Y ¥y wson funciones de (z, 2)

alrededor de % Q;.

De lo anterior se tiene que para calcilar el fndice en =7, se debe analizar el
sistema ) T o
o 7= paw + {p1 — pa)zyz + (p2 — pa) w, : G7) e
W = —poy + () — pa)zaw + (o2 = pa)yw?, Bt
con z =z(y, w), = = z(y, w)-

¥ en los puntos =+ @, el sistema correspondiente es

& = pez (o1 = )z + (pa = paYayw, L e

2 = —pz+{p) ~ pa)z2? + (p2 — prlyzw,
con y = y{x,2); w = w(z,z). Por otra parte, derivando implfcitamente las ecua-

ciones
P +poy + paz’ +pow? = 0,

#iy+2+wt = 1,

se obtiene que

,-P:y Paz —paw paz
ox _} Y z PR il z
8y~ T (m-pajxz 0 Bw (or~pa)ez
~p2y Pz ~—pow Pz
a: _ 1 ~¥ T oz | ~W =
ay — (Pr—pa)x:  * dw {pi=pa)zz 7

que evalnadas en 3 F;, cada una da cero. Del mismo modo se obtiene que las denvadas

Sy, 8y Sw Zw se anulan en = Q.

Asf, la aproximacién lineal al sistema (5.7) tiene como matriz Jacobiana'a

( {p1 = pa)zz Pu ) ’ ‘ v (59)

P2 (1 — pa)zz




; "eVAh;dda‘é'n los piintos :EP,

'(pz;pa)yw‘)' R G

0 é“valvu_m':in en =+ Qi

e Si S_é z;}’zmp]e (a) sélo se tienen los 4 puntos 3 F; y la matriz (5.9) tiene traza no
nula y determinante positivo en cada punto, lo cual implica que el indice de £ P; es
1.

Si (b) vale, se tienen 8 puntos de equilibrio, == P, @, i = 1, 2. La traza de (5.9)
y de (5.10) es no nula, pero ahora debido a que p; y p; tienen signos distintos de ps
¥ pa, €l determinante puede tomar cualquier signo.

- B determinnn‘te de' (59)en £ P es
Ap = —p) p3 + P2 pa,
y el de (5.10) en £ Qs es
Dg = p1pa~ P2 ps.

De este modo, A > 051 Ag < 0y Ag > 0si A5 < 0. Por lo tanto, siempre se
tienen 4 puntos con traza no-nula y determinante positivo y entonces de fndice 1, y

4 puntos con traza no-nula y determinante negativo y por ende de indice —1. =]

La topologia de E™, grado 2.

Ahora se demostraré el teorema principal de esta subseccion, que describe gene-

ricamente la topologia posible de £,

Teorema 48 a} Si H, es de signatura impar, E* es una superficie con dos compo-

nentes coneras, cada una homeomorfa a una esfera S2.
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b)) Si es de signatura dos, E*° es homeomorfo a un toro,
c) Si Hy es de signatura 0 o 4, £ es vacio, lo cual significa que no hay escapes.

Demostracién: Bajo la hipétesis (a), por la Proposicién 47 se tienen 4 puntos de
equilibrio con indice 1, cada uno. Como cada componente conexa de E™, debe tener
indice global par, y no es posible tener una componente con indice global 4, porque el
género g es positivo, entances forzosamente se tienen 2 componentes de indice 2 cada
una, lo cual implica que el género es 0. Asi pues E® es la unién de 2 esferas S?. De
la Proposicién 33 se sigue que £* no puede tener mas de dos componentes ya que en
este caso D es un elipsoide y por lo tanto es conexo y acotado.

Supongamos que se cumple (b). Entonces no hay ningiin punto de equilibrio, o
hay 4 puntos con indice 1 y 4 con indice —1. Como en cualquier caso el indice global
es cero, basta probar que E*™ es conexo, para concluir que E* tiene género 1 y por
lo tanto es un toro.

Como (H; = 0) es un cono, entonces E* es la proyeccién radial de.unsa generatriz

del cono, sobre la esfera S3.

Tomemos la generatriz dada por

D:pz®+ ppy? + p3z® = —py, (5.11)

(por comodided, supondremos que p; > 0,p2 > 0,p: = —1 y que g3 < 0).

La superficie E® es entonces el conjunto de todas las intersecciones de
cada rayo {(tz, ty, tz,t)|t €R}, (z,y, ) € D, con S°.

De (5.11) despejamos a 2

2=, Pl g2 —-&y2+i.
P3 73 P

A la rafz positiva la denotamos por z; y a la negativa por z,.
Dada una tema (z,y, z;) € D, i =1, 2. La interseccién con $°, se da para una

t que satisface



- 7T

2+-P:! P2>y2+j-\+\/’_3)
v ‘Ps _.m.:'P:t_,_‘

‘(l; con e] slgno posxt!vo y tz con el negntlvo)

Asi-E® es la'unién de lns 1mngenes de las 4 funcnones '

wiilm, ) = Gz by iz ), i=1,235=1,2,
definidas en la regién R : 8 g% + &2 — L < 0, incluido el punto al infinito. Nétese
que R es un conjunto conexo, ya que es el exterior de una elipse.
Sea We; = ¥;;{R) . Como ¢ ; es continua, cada uno de los conjuntos W, ; es

conexo, por lo tanto £ es la unién de 4 conjuntos conexos . Asi, para probar que

E™ es conexo, sélo es necesario confirmar que esos 4 conexos no son ajenos.

Sea "
A= (u a? 4 Ea_-ﬂ) .
P3 P3
B (_.:M—_m b
(pa = p1)? + (p3 — p2)
Entonces

lim pia(z, v) = (a4, A, B, 0),

£xa

Jim w22(z, ¥) = (a4, A, B, 0);

por lo tanto Wiy N Wy # 0.

lim p1,2(z,y) = (a4, B, -C, 0)
FLTY

L

y=
f=-a

lim c.au(m,y) (ad, B, -G, 0); -
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vconl—(a:’-{»-y +1) %

De esto se obhene que W, 1 n W;,z b2 0 v

Waan Wm #0.

Con esto queda demostrado el teorema. o

5.1.2 Hamiltoniano Homogéneo de grado tres.

Si el Hamiltoniano H(z,y,z,w) es un polinomio de tercer grado, la forma ho-

mogénea Ha(z,y, z,w) depende de 20 pardmetros

Hy = az® + b + c2® + dw® + 0,2y + ap7%s + azztw )
+b12y? + bay?z + by + €722 + coyz® + cazPw (5.12)
+dyzw? + dyyw? + dazw? + e, 1Yz + eryw + eaTzw + ey W
Los cuatro pardmetros a, b, c,d se pueden eliminar mediante un simple cambio de
escala, pero aun asf quedan 16 pardmetros que hacen muy complicado el problema de
clasificacién de E=. Ahora bien, si la forma (5.12) es reducible se tiene el siguiente
resultado

Proposicién 49 Si H; es un polinomio reducible, entonces E® es genericamente

una unidn de tres esferus ajenas o de una esfera y un toro S x S'.



fs7h TESIS wo OEE
SR DE LA smmm

79

Demost[nuon S\ P es uni olmomxo reduc)ble entonces

,(‘) P L\LQL:{, donde ' ' 5 lm nl ;

U({Lf=0}r‘5"‘), .

(i3} P LQ. ::on L lineal 'y Q un polmomlo cuadrdtico y por lo tanto E® =
(L= 0}05“)U({Q—-0)f‘5“)

“Si'ocurre (1) ¥ los tres hlperplanos son paralelos (y distintos), £ es una variedad : b

nlg —”1 2,3. En este caso E™ es igual

suave formada | por la'unién de tres esferas S, puesto que la interseccién de un hiper-
plano con 5% ¢s una esfera. Si los 3 hiperplanos se intersectan, £°° es una unién de ,
tres esferas, pero no resulta una variedad suave, ya que en este caso el gradiente de

' P se anula en un punto z # 0, como se ve facilmente de la siguiente igualdad
VP =Ly L3V + InlaV Ly + L1 LoV L.

Para (ii), suponemos que ) es no reducible, porque en caso contrario se tiene la ‘
situacién {i). Por el Teorema 48 {{Q = 0} N 5%} es una unién de dos esferas o es
un toro y como {{L =0} N 5%) es una esfera, se sigue que £ es una unién de tres
esferas o de una esfera y un toro. Si £% es la unién de una esfera y un toro, entonces
E™ no es suave, ya que en este caso Hy (E®) = Z2, pero esto es imposible ya que de
acuerdo con la Proposicién 38, el rango de H; (£°°) debe ser un miiltiplo de 4. u]

El caso irreducible es considerablemente mas dificil y para su andlisis tomaremos
la forma normal propuesta por Arnold {1}

Hy = 2 4+ 9% + 2% + v + (az + by + cz + dw)®, (5.13)
por lo tanto [a clasificacidn topolégica de las superficies
£° = (H; =0)nS?,
dependerd de cuatro parimetros. Recordemos que E™ es una superficie regular si
y sélo si para todo £ € E™ se cumple que VHy{Z) 5# 0 (ver pégina 4.3). Sea
Ala,b,c,d) = 0, la ecuacidn que define al conjunto de pardmetros para los cuales
existe un punto £ € E*® tal que VH3(E) = 0.
Dentro de cada componente conexa del complemento p de {A(a,b,¢,d) =0}, las

superficies correspondientes son topolégicamente equivalentes. Para determinar.a £



(az ¥ by +- cz £ clw)2
d(az+by+cz +dw)

: “"Deb éstas sxgu que Ios parametros a,b,c,d, son numeros no-posmvos Ebmmando'\ E

o (z,y, z;w) cie Ias ecuacmnes anteriores se oltiene que
Alabe,d) = a® + 8% + ¢+ d° — 2(e1abV/ab + caac/ac+ (5.15) :
= - ezadvad + c,esz\/I‘)—c-é- e;e;,bd\/bj + czegcdv'c?) +1, ’

‘conei € {~1,1}. Estas determinan las ocho ecuaciones que definen a las regiones cuyo
complemento es g .- Ahora introducimos unos cambios de variable para transformar
los ecuaciones 5.15 a una forma més simple. Mediante la aplicacién sucesiva de los
cambios

(=@ 2, ~b sy, ~C+—+ 2,d —— w),
(VE— X, T Y VEr— 2, — W),
(X3 4,Y3 — B, Z° — C, W — D},

las 8 ecuaciones 5.15 se transforman en
(A+ 1B+ a,C+asD)? =1, (5.16)

con oy € {~1,1} y (4,B,C,D) > 0. Es claro que existe una correspondencia uno &
uno entre las componentes definidas por 5.15 y las definidas por 5.16.

5.2 Las componentes conexas de p.

Las ecuaciones 5.16 determinan 8 parejas de hiperplanos paralelos. Los hiper-
planos de cada pareja que tienen el segundo miembro igual a 1, se indican en la
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" siguiente tablg
B ; 'A+B+C+D=1

R Nétese que El no mtersecta a'la regxon de interés RY = {(A,B,C, D) 2 0};
:Cl nR" s uns region acotada afin cuyos tetrahedros de dimensién 2 estdn dadas por
& A+B+C=1,D=0e: A+B+D=1,C=0;¢e,: A+C+D=1B=0

cy et B+C+D =1, A= 0y sus "vértices” son (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0)
-yr(Q.,.U,‘O,l)‘. ‘LOS hiperplanos £;, £3, L5, Ls, intersectan al hiperplanc £; en las

arisﬁ;as e, €2, €3, €4 respectivamente; ademas ellos mismos se intersectan en el punto
(1/2, 1/2,1/2,1/2), con lo que se obtiene una componente conexa acotads de p en
" forma de tetrahedro que llamaremos ). Estos mismos planos al prolongarse més
allé del vértice (1/2,1/2,1/2,1/2) de ©,, da lugar a una componente no acotada
que llamaremos 2. Otra componente es la que contiene al complemento de R} y
que denotaremos por £2. En principio existe una componente conexa de p por cada
cuatro planos que se intersecten en un punto en posicién general, asi que para localizar
cualquier otra componente debemos revisar ese tipo de intersecciones. En cada vértice
de Q; existe una componente:
En el punto (1,0,0,0) se intersectan los planos L2,‘ L3, Lo ¥ La.
En (0,1,0,0) se intersectan £y, L3, £g y Ls.
En (0,0,1,0) la componente la forman L3, £, Lz ¥ La.
Finnlmente, en (0,0,0,1) se tiene la interseccién de L3, Ly, Ls y Lo .
A estas cuatro nuevas componentes las llamaremos ¢4, ¢g, cc Y €p r‘éspectivu-'

mente,
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Como representante de ﬂ se tomuré al punto pl (0 O 0, 0) “En lu componente
ey tomaremos al punto P2 = (l/\/_ 1/\/_ 1/\/— 1/\/—) que en lus coordenndns orig-
; mnles a,b,¢,d coresponde al punto — (1/2 1/2,1/2,1/2) ¥ en S, e]eglmos al punto”
Ps = (},1,1,1), que en las coordenadas originales es — (1,1,1,1). Enla siguiente
seccién demostraremos que E™ correspondiente a p; ‘es una esfera, para p; son tres
esferas njenas y la que corresponde a p; es un bitoro, i.e. una Sﬁperﬁcie de género
2. Ahora demostraremos un resultado que sera muy vtil para probar la- afirmacién

hecha acerca de p3 ¥ py.

Teorema 50 Si H = H(z,y,z,w) cs un polinomio de tercer grado y Hy = z* +3° +
23+ uw + (ax + by + ¢z +dw)® es su parte homogénea de grado mdzimo, entonces

= (Hy =0)NS°,
es una regidn coneza,si (a,b,c,d) es (0,0, 0; 0) 0(~1,-1,—-1,-1).
Demostracién: Supongamos que ¢ = b ='¢ = d = 0. De acuerdo con el Lema 33, es
suficiente con demostrar que D : 234 3% 4+ 2%+ 1 = 0 es conexo, lo cual es cierto ya que

es la imagen de R?, bajo la funcién continua z = (—y° — 2 — 1)/, La demostracién

del caso a = b=c =d = —1, se da en el apéndice. O

5.2.1 Puntos de equilibrio. Grado 3.
E®° es invariante bajo el flujo del campo dado por el sistema de ecuaciones

& = 32248 +1) = Fz,yzw),
¥ = 3w?+ 3de? +yA Fy(z,y, z,w),
H w312 = 3ae? 4 zA Fy(z,y, z,w),

b= —3y? - 3be +wA = Fi(z,y,z,w)

I
It

(5‘."1 8)

Con'e =az+by+ce+dwy A = 2(322 + 3ae?) — (322 + 3ce?) + w(3y? + 3be?) = -
y(3w? + 3de?). R :
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de pammetros (0 0 0 0), —(1/2 1/2 1/2 1/2) ¥y 1 1, 1)

Lema 51 E! sistema (5.18) tiene

(a) 6 puntos de equilibrio si todos los pardmetros son cero,

(b) 80 puntos de equilibrio si los pardmetros son —(1,1,1,1) y .

(c) 10 puntos de equilibrio si los pardmetros son —(1/2,1/2,1/2,1/2).

Demostracién: la bisqueda de las raices se hard mediante el andlisis de los cuatro
casos que resultan al considerar el nimero de coordenadas nulas que tiene el punto
de equilibrio.

** En cada uno de los casos que siguen, primero se hardn los calculos para —(1,1,1,1)

y después para (0,0,0,0). El anslisis para —(1/2,1/2,1/2,1/2) se hara al final.

ler. caso: Tres coordenadas iguales a cero. En ningiin caso hay solucién:

Para que el punto esté en S3, la cuarta coordenada es +1. Por lo tanto e2 =1y
A= +3. Al menos una de las ecuaciones de (5.19) es de la forma k? — €? = 0, -con k
una coordenada nula- imposible!.No hay solucién.

Es muy fdcil ver que si todos los pardmetros son nulos y tres coordenadas son cero,

la cuarta coordenada debe ser cero. No hay solucidén.
20. caso: 2 coordenadas iguales a cero y 2 distintas de cero.
21 T =0=yz+# 0,w # 0. Delas 2 primeras ecuaciones de {5.18)

D=(z+w)hul=(z+w), comow##0,z#0entonces2:+w=0y z+2w=90,

de donde 2w = § imposible! No hay seolucidén.



= z, entonces e2 (;y-i—t-u)2 de la ecuacién ( 19 1) = (y+w)? =>

w,-.

y+w 0 de dnnde Yy
L 0 Ahom de la segunda ecuacnén de

3y —Gy =0 = y2(1—2y")-—

' comoy#o “y= :i::75, w= :hv-
.‘ ) Asn 'as soluciones en este caso son
z=0=12z » \/E' )
‘ z=0=2z y-—-\/., : \'=-~\—}_§.  .
~ 23 T=0=w;y#0,z#0. €2 = (y+2)2 delas écuaciones (5.10.1) y (5 19. 4)

‘se llega a

L K
,y=+_7;_ w

F==(+2% == F+2)
andlogas a las del caso 2.1, por lo tanto No hay solucién.

2.4 y=0=22#0,w#0. €= (z+w)? Usando la segunda y la cuarta’

ecuacién de (5.19), este caso es como el anterior.No hay solucién

2.5 y=0=w; e ={x+ z)? delasecuacién (5.19.2)
0= (z+2) <= z=—2,
asi se obtienen las 2 soluciones

y=0=1w, :p=71,;, Zz =

Sk

y=0=1w, z=:‘7'5, z=
2.6 z=0=w;y#0,2#£0. &= (z+y)%
= (z+ 1),
= (z+y)*.
" Anélogo al caso 2.4.No hay solucién.
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Tomemos ahora todos los pardmetros nulos.
=0 =y =2z =10, porlo tanto no hay solucién.Lo mismo paracuendoz = 0 = w
O y = 0 = z, no hay solucién. Si x =0 = z de la ecuacién H; = 0, se deduce la
relacion
y=—tw.

De y = 0 = w se obtiene la relscién
T=-z.
Cada una de estas relaciones proporciona 2 soluciones, como en 2.2y 2.5 )

3er. caso: Una de las coordenadas es cero.

3.1 z =0; €? = (y + 2 + w)?. La ecuacién (5'.19;1) da’.
= (y+z+w)?, oseay=—u , < (pa0y
De las ecuaciones (5.19.2) a (5.19.4)

- 3(e? — w?) '= 3(z? — €2) » 3(y*—€?)

A ,
v z w

sustituyendo (5.20) encontramos

P—w?  2?-2? L2 2%
v z z w

" . por lo tanto
2 —wt y? -2

. Y w
De la solucién de este sistema encontramos que

_—0+vB: _(1+VE)=
w = 2 Y= 3 H

o bien

w= (-1 -;\/-5)1; y= {1 —-2\/5)2.

El valor de z se obtiene de la condicién de que el punto pertenece a S°.
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(z + z‘+ w)’ De la eciiacién (5 19-2), w =y como . -,

de aqui se obtienen dosrposibilidndes -
-La primeTa aiternativa da las soluciones

(—; +/5 ;,’ ‘

y=0,z=—z; w=

1+f

y=0,z=—z w=~(—5—
si w = z — x, entonces la ecuacién z(w? — 22) — :z:(:v" - w’) =0 se convierte en
zz(z+2) =0,
la cual tiene como tinica solucién vilida para este caso, =z = —z. por lo tanto w = ~2z,
Asi obtenemos la solucién
y=0,z=-z; w=-2r.

Pero ésta no satisface las ecuaciones de los puntos de equilibrio por lo tanto no hay
solucién.

3.3 z=0, e =z? —3e?+zA =0; 3(w?~e?) +yA=03(~12+ ) +wr =0.

Por lo tanto

2 2_ 2 2. o2
¢\=~3—E—; ,\=3(e w; A 3(y e);
z y w
de donde ,
e (zi_uﬂ). e (yz_xﬂ)‘ 22 — w? - y2_22.
y H m } v ]

sumando las 2 primeras ecuaciones de arriba se obtiene

sHy+w) =y’ —¢* zly+w)=(y-wly+w) e




lo cual da 2 alternatwasr y=

‘cuyus solnc:cmes son |

'En cambm 6w = y—z, la ecuacidn zy = z’ = w7 resu.\ta 1g~ual a y(y - :x:)

produce y=00w=0,porlo tanto no obtenemos otra solucxén s

34 w=0.
e? = y?, 3(2? —y’)+z/\ D»-—3e7+y)‘ o; 3(—z’+y2)+z/\—0

Por lo tanto

, i ',\ = 3!4: A=

de donde e S R -

vy Ry =ty 2P~ ) = (e -0

sumando las 2 primeras Yz +z) = L z’ osj :
(z+z)=(:c—z)(:c+z)a(z+*)(y :c+z)-—0

¥y nuevamente x = —z, produce la ecuacién ‘

y' -2’ —yz =0,

la cual tiene soluciones
1
ve (=522 5, 1=vE
2
La otra posibilidad 2z = z —y, produce la ecuacion

z(y -z} =0,

con o cual z = 0 0 2 = 0. no d4 ninguna otra solucidn
Si todos los pardmetros son cercs, mo hay solucién.  Por ejempla, dado z
{5.19.1) implica gue z == 0, y de la misma forma las otras posibilidades.

=0,

do. caso:z A0, y#0,2#0, w+#0.



Eiiminnncid A; ob enéini’:é

x=y, z=w; w=

> f
3+ 5
T=Yy FEw w=-— .
S 2
+ 412 - ®x=y,z=-—w, no produce ninguna solucién
4.‘2" ..z = w, entonces la ecuacién (5.19.1) da

y(e? - w?) = z(c? — w?).

.4.2.1 i (€% — w? # 0, entonces y = z. Por lo tanto estamos en el caso 4.1.1.

4.2.2 z = w, € = w?, de esta ecuacién resulta que w = —(z+y) o w = — 22,
4.2.2.1 Si sustituimos w = —(x + y); z = —(x + y) en las 2 primeras ecuaciones

del sistema se obtienen las ecuaciones

3z(z® + 5x’y + 5z + ) = 0,



%

3y(:c +51 y+5:zy +y“)__

Pero excepto (z = 0, y = 0), ninguna es solucnén de la tercer ecuacidn del sistema.
Por Io tanto no hay solucién,

4.2.2.2 Si sustituimos w = —La—i’) = z en las 2 primeras ecuaciones del sistema se

obtienen : .
(72 + 32%y + 3z + 7% o
T 5 =
(723 + 3x%y + Bzy? + Tyd)
Yy 9 =0

cuyas \inicas soluciones reales son = == 0 == y. No hay solucién.
4.3 T=—z
Sustituyendo en las ecunciones (1), (3) y {4) del sistema (5.21), se obtienen
y(w® + 2wy + y* + 2wz 4 yz — 22) =0,
w(w? + 2wy +y? — wz — 2yz — 2%) =0,
y(w? + 2wy + y° + 2wz + y= — 2?) = 0,

cuyas raices son (y = —z, w=2); (y =0, w= lJg@z); (y=0,w= l-’f@z);
(w=0y==23%z); (y = ~w, z = 0% (y = ~w, z=0).

44 Y= —uw.
Sustituimos en (8) se obtiene
z(—w? — 2wz + 22 —wz 4 222 4-2%) =0,

z(~w? + wr + £* + 2wz + 202 + 2F) = 0,
z(w? —wr -z — 2wz — 2zz— 2% =0,

zz(x + 2) = 0,
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las raices son -

p———

Finalmente
4.5 y#0, z-w;éO :c+z9é0yy
Del sistema original se deriva lns ecuuc: 1

3(1 — ) + (=~ A
32— )+ (z - WA’
3(z? - z?) 4 (z + z);\: =
3=~ y?) + W+whh =0,
de modo que cualquier raiz de (5.19) es rafz de (5.22).
De (5.22) se obtienen ‘

(2—-v?) _ . 3P-2f) | (5
G=m N Tw=z =N e
— £t - - 2— ? ;
3(22 — z?) - X 3(w’ — %) =X . (5.24)
Ttz yt+w ’ 7

de las 2 1iltimas ecuaciones
~-3(z—x)=A= 3w~y

Por lo cual
Zm—w=T—y & 2-T=W—Y,

sustituyendo en las 2 primeras ecuaciones de C’
A= =3z +w),

,\=3(y+z), L

e

i
|
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igualando >f3(z +w)
_como'z +y 0,

de la igualdad A

) ‘(z +w)(2zwl+ 1) =

por lo cual r=-goz=—w.z= —2=, no lleva a una solucién, ya que el punto cor-
. respondiente (z = —#, ¥ =32, 2 = —w) no pertenece a §°. La posibilidad z = —w,
lleva a x = —y; estas dos condiciones implican que e = 0 = A; lo cual no es compati-

ble con la condicién de que las coordenadas del punto no seen cero. No hay solucién.

Al eliminar A del sistema (5.19}, cuando todos los pardmetros se anulan, se ob-

tienen las ecuaciones

2 w? 2z
z y'’ T z'’
w? 2y
y z z w'

De la misma manera se puede ver que para los pardmetros @ = b = ¢.= =—-1/2, 2

sélo se tienen las siguientes soluciones

22z=0=z, w=—-y. 25 y=0=w, z=~2z2. S
411 (a)z =y, 2 =w=~y. (b)z~y,:=wyw—(2+\/-)y (c):::-y,z*I
w-—(2 \/—)y o




Resumen de ‘los puiito‘s’ dev e'q\:\ilit;rio.

Los valores de los puntos de ethbno se calculan a partlr de la condjc n de que
pertenecen a la esfera 83,

nmero se llstan los puntos de eqml1brio I a.rs a
d=-1, : ) :

(—11 + 11\/’)(7 + \f)‘/2
29372

{11 ~ 11vB)(7 — ‘/“)!/'l
29372




—11+ 11\/5)(7 +\/§) 7
g 223/

Z114/5) (7=

. 22372

4.1

.i;b,x;ggii2£mu:§;gz=ln<s+v€y@

[*]

©20.//3
» Pyy = =Py,
SRR TR B

: P : =
s z= v
Pog = —Ps,

ﬁ)’f";_=

~z,

o3
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'3 5.*’5) os "Oa

A=

 Los puntos de equilibrio para ¢ = b= ~ c =‘d = ~—1/2 son:
0 22Q1=(0,1/V2,0,~1/vE) =0, , @
2500 =(1/vVE0,-1/V2,0) =0y , Qu=(-1/v2,0,1/v20) =0,

i

(0.~1/v2.0,1/V3) = Oa.

4.1.1°

- (_(2~ ?V’ g- r/’ !2+ 3?'" gz+ P”’)
Q« =— (552, L»a“;L gy, i—-ﬁ“—’)
- (_(24—{!’/’ Va2 5 2/51!19 )
-~ (‘—~‘§%~ g e gty
=(1/2,1/2,~1/2,~1/2) = Os,
Qm =(=~1/2,-1/2,1/2,1/2) =

Ciélculo del indice.

Para calcular e} indice, se buscarén slrededor de cada punte de equilibrio, dos
variables independientes, con lo cual el sisterna (5.18), se convierte en un sistemna de
dos ecuaciones en dos variables. Al sistema obtenido se le calculan los valores propios
de su aproximacién lineal.

Nétese que 2U3.9) o5 una funcién impar. Por lo tanto el que x; sea funcidén

Bz, zy)
de (2, x,) alrededor del punto de equilibrio Zes equivalente a quex, es funcién de
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(zx, m,) nlrededor de -z, Obvmmente 5e cumple q_ue Ty

1) Py; Ji = ((—3/2,0), (0, -3/2)); indice [ = 1.
2) Py Ja=Jy; I =1.

3) Pi; Js = ((—2.21004,0), (~2.40268, —2.68628)); ] =
: 4) B; Jr = ((0.533, 0), (~3.91303, -5.05)); / = ~1.
5):Poj Jo = (12.68628, —4.03478), (0. ~ 5.08896)); £ = —1.
" 6) Pni Ju = {(5.05086,3.91303), (0, —0.533233)); [ = —
7) Pa; Jm = ((2.59532, —17.0916), (—0.7705, —0.192644)); ] = —1,
'8) Pig; Jis = {(—5.79818, —0.923741), (5.1222,1 — 28056)); [ = —1.
9) Pyy; Jip = ((—0.192644, —0.770575), (—17.0916, 2.50532)); J = —
“10) Pig; Jio = ((1.28056,5.12222), (—0.923741, ~5.90818)); I = —
11) Py Jar = ((3/2,3),(3,3/2)); 1 = —1.
12) Pyg; Jos = ((—2.73861,3.96336), (1.51387, —2.73861)); [ = 1.
13) Pys; Jos = {(—2.73861,1.51387), (3.96336, —2.73861)); I = 1.

Por la simetria ya mencionada el indice de 57 y o es 1.



= d 0 se t)enen los, calculos
/2'/*)) 13
3/2” 91}

Para los 'purézﬁta'tt;:zs‘ a.: = b
1) o,, Ji = ((--3/2*/2 0) ©
2): 03, Ja = (("3/2”"‘ 0) ©,
3 05, Jh= ((—-3/2 ~3),(-3 —3/2)),

La lista qtie sigue muestra las matnces jacobmnus y )os
correspondientes a los parametros —(1/2,1/2, 1/2 1/2)

1) Ql: Ji = ({~3/2,0),{0, ~3/2)); indice J =1,
2) @3; Ja = ((~3/2,0),(0,—3/2)}; indice T =1,
3) Qg3 Jp = ((~3/2,4.09808), (—4.09808, —3/2)); indice I = 1.
4) Q7 Jr = ((3/2, 1.09808), (~4.09808, 3/2)); indice I =1.
5) Qa; oy = {{~3/2,~-3),(~3, ~3/2)); indice / = -1.
Teorema 52 Sea H = H(z,y,z,w) = 2* + 3* + 2% 4w + (az + by + cz + dw)® un
Hamilloniane polinomial de tercer grado y E™como en el Teorema §0. Entonces
(a) E® es homeomorfo a una esfera’si (a,b,c,d) € 9,
(b)Si {a,b,c,d) perienece a Ty, E™ es homeomorjo a la unidn de 3 esferas ajenas,
(c} £ es una superficie de génere 2 (un bitoro) si {a,b,c,d) estd en Sa.

Demostracién: Es clarc que dos superficies cuyos pardmetros pertenecen & la misma
componente conexa, son homeomorfas, por o cual basta analizar la topologia de un
conjunto de parimetros en cada componente. De acuerdo con Teorema 50, al punto
(0,0,0,0) € 9, le corresponde una superficie conexa, la que por los célculos de esta
seccidn tiene indice 2; entonces por el Teorema 45 su género es 0. Esto prueba (a). El
punte (—1/2,~1/2,—-1/2 ~1/2} estd en Q, y la superficie que le corresponde tiene
indice global igual & 6; por la férmule del Teorema 45 se deduce facilmente que tiene
que ser la unién de tres superficies de género 0, con lo cual queda demostrado (b).
Por el Teorema 50, la supetficie cotrespondiente a (—1,~1, —1, ~1} es conexa y tiene
fndice ~2, entonces por los Teoremas 44 y 45 es un bitoro. Esto demuestra (c), dado

que (~1,~1,~1,-~1) € Ty. n]
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Capitulo 6
Apéndice

En esta parte se dard la demostracidn de gque el conjunto w cortespondnente al
polinomio hemogéneo P (1,y,z,w) =22 + 1 + 22+ wd ~ (c 4y +z +w) es “conexa.

Sea D% = {{z,y,2,1){ P(x,¥,2,1) =0}y D~ = {{z,y,2,-1) | P(z y.z,—l) }
Con Ia notacidn de 1a seccién 4.3, se tiene que

(DY) = {f2dd | (z,p,2,1) € D},
07 (D) = {~gted | {s,y, 2. 1) € D*).

Es fécil demostrar que T57 (D*) =TI} (D~). En efecto, sea g € I (D) ; entonces
existe (x,1,2,1) € D* tal que ¢ = ——ﬁ:—z:—:h Por lo tanto g = _;;(';.v:x—;)fl-l
1} (~=, —y, ~z,—1); por otre parte P (~z,~y,~z,~1) = (~1)* P{z,y,2,1) = G,
entonces ¢ & II} (D). Lo afirmacién es verdadera ya que todos los pasos anteriores
son reversibles . De esta igualdad junto con la Proposicién 33 se obtiene que

W =M (DHYUIF (D). (1)
Si hacemos b = y+ z y d = yz, se obtiene

DY (1402 + (140 c+b(1+b) +0d =0, (2)

"1~ b)at ~ (1~ bz~ b{1 —b) — bd =0. (.3)
De las expresiones .2, se ve que D y D™ tienen interseccidn no vacia, por lo tanto
se sigue de la igualdad .1 que W es conexo si IL} (D+) es conezo. A su vez ITF (D*) es
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conexo si H+ (D*) lo es: De este modo se concluye que para demostrar que l'I+ (D*)

es conexo, 'bn.stn con demos ar que D‘ eal:n formado pur plezas conexas que seunen .
al infinito. ; i :
Al resolver ln .

dadospori' - Ll
A {(z,y,z)lzem1+b 0,d 0}
B={(z,0,2) [1+b>0, = T2 \/_)/2(1+b)}
C={(zv2)|11+b<0, z = (= (l+b)2:h\/_)/2(l+b)}
con A= (1+5)*—4(2+5)(b(1+b)+bd). ]
El conjunto A es la unién de las dos rectas {{z,~-1,0) ,z € R}y {(#,0,—1),z € R}.
Ahora B lo expresamos en la forma B = Bg U By, donde By es el subconjunto de B

con A = 0y B, es el subconjunto de B con A > 0. A su vez el conjunto B, es ia
unién de dos conjuntos: el conjunto By, que se define al tomar la raiz positiva en la .
expresién (.4) y el conjunto B.,_ que se obtiene cuando se toma la raiz negativa, i.e.

B, es el conjunto de ternas tales que

1+b>0, A>0,

.5)
z=(=(1+b2+VA)/2(1+Db). (
B, . es el conjunto de ternas tales que
1+b>0, A>0, :
(.6

z=(~1+b—VA)/2(1+b).

De (.5) y (.6) se sigue que B, es conexo si y sdlo si B,. es conexo y como
tienen la frontera comiin By; entonces B es conexo si By, lo es. En forma ansloga se
demuestra que C' es conexo si el conjunto C44 es conexo, donde Cy . estd definido

por
1+b<0, A>0,

z= (- 1+ +VA)/2(1+b).
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El problemn de !a conex:dad de D+ se hn reducxdo a demost ar que B++ % C++ son R

_con T

{(y,z)|1+b>0A>ob>o), ;
{(y,z)|1+b>0A>0b<o}

frontera comun 9?,
S) 1 + b > 0 y A > 0, se obtiene la desigualdad

(1 +5)° —4b(1 +b) — 48d > 0.

Si b> 0, de la desigualdad anterior se llega a

(1‘+ by —4b(1 4 b)
45

_Enel plano y, z, el semiplano b > 0 es la unién de todas las rectas {z =’—y +cx

con o €IR*. Para cada «, la desigualdad (.8) es

M) =yla-y < Gralodalra) gy (g
La funcién g (a) es decreciente en el intervalo {—o0,0) U (0, 1}, es creciente en [1, 00}
y se anula en 1 ¥ en —1; ademés g(a) — o si & — Foo , l'in;ng(a) = —oo y
]‘i)r;ng (a)} = oo {ver Figura .1).

La funcién k (y) alcanza su méximo OT, eny=a/2ya’/i<gla)sil<ax
(\/5‘, - 1) /2; por lo tanto para estos valores de &, toda la recta {z = —y 4+ a} estd
contenida en ;. Si a > (\/3-— 1) /2, existe un intervalo abierto I, contenido en
IR*, tal que {2z = —y+ a |y € R\J,}. Con esto se demuestra que R es conexo y su
frontera contiene a {b=0}.

El conjunto R3 estd descrito por las desigualdades < 0,145 >0y

e +b)° ~4b(1+b)
A (20
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Figura .1:

En el planc ¥, 2, la regién {b < 0,1+ b > 0} es la unién de las rectas {z = ~y + a}
con a € (—1,0). Para cada & en ese intervalo, la desigualdad (.10) se cumple si y
satisface
yla—y) >g().

Como g (a) es negativa y decreciente en el intervalo (-1, 0), la desigualdad anterior
se satisface sdlo sobre un intervale J,, que contiene en su interior al 0. Asi pues R
es conexo y su frontera contiene a (0,0) y al segmento {y + 2z = —1,y € (—1,0)}. De
todo lo anterior se desprende que B, , es conexo. '

Para describir C, 4, debemos determinar la regién
Re={(y,2) |1+ b<0,A>0}

Si 1+ & < 0, entonces b < 0. Bajo estas condiciones, la desigualdad & > 0 nos
lleva a la desigualdad (.9), sobre cada recta {z=—y-+a} con o < —1. Siae
[- (\/5 + 1) /2,~1), entonces {.9) se cumple sobre un conjunto de a forma (~o00,7,)U
(day00) tal que (fa,da) C {~1,0) y da—4a — 0,8 @ — — (VB+1) /2 Sia'<
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- (\/_ + l) /2 ]B desngusldad (‘9) se cumple pam ‘toda y ‘en’ lR. De esto se desprende
y { )+,b O,y e("l 0) } Con esto se
: termmn 1a'd mostr cién d ‘que CH. a onexo :

que ?Rq s, conexo y su frontera contlene
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