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Abstract 

This work studies the behavior al lnfinity of two cases of Hamlltonian Systems: 
a) Mechanicai Systems wilh Homogeneous Polynomial Potentlai, and b) Hamiitonlan Systems 
wilh a polynomial Hamlllonian. 
In case (a), a blow-up of McGehee type is used, and in case (b) a Poincaré Compaclificalion is 
the main tool. For both cases, the fiow can be extended toan invariant manifold, the so called 
lnfinily Manifold. For (a), a descriplion ofthe flow on the lnfinity Manifold is given when the 
potential is homogeneous wilh degree al most 4. For (b), the topological clasificatlon of the 
ilnfinlly Manifold is given for lhe case in which the Hamiltonlan has degree at most 3. Thls result 
is concemed wilh the study of cubic surfaces. 
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Resumen 

En este trabajo se estudia el comportamiento al infinito de dos clases de Sistemas 
Hamiltonianos: 
a) Sistemas Mecánicos con un Potencial Polinomial Homogéneo, y b) Sistemas Hamiltonianos 
con un Hamiltoniano Polinomial. Para estudiar (a), se utiliza una explosión tipo McGehee. En el 
análisis de (b), la principal herramienta es la Compactiflcación de Poincaré. En ambos casos, el 
flujo se puede extender hasta una variedad Invariante llamada Variedad al Infinito. Para el caso 
(a), se da una descripción del flujo sobre la Variedad al Infinito, cuando el potencial es de grado 
a lo más 4. Para (b) se obtiene una clasificación de la topologia de la Variedad al Infinito para 
los Hamiltonianos de grado menor o igual a 3. Este resultado está relacionado con el estudio de 
las superficies cúbicas. 
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Capítulo 1 

Introducción 

En mecó.nica celeste se requiere describir el movimiento de los cuerpos sujetos a 

fuerzas gravitacionales mutuas. La dificultad de este problema ha promovido un gran 

desarrollo de la matemática, además de estimular la adaptación de métodos y técnicas 

de las más diversas ramas de la matemática, para explicar dichos movimientos. Típi

camente la dinámica queda descrita por un sistema de ecuaciones 

8H( _ _ ) _ 
8¡; x,p =p, (1.1) 

aH au 
- lrx (x,p) = lrx (x), 

donde H(x,j'i) = ~ li'il' - U(x) es una constante de movimiento. 

El potencial U(x) es homogéneo de grado -1, por lo que el campo vectorial (1) 

tiene una. singularidad en el origen. Consecuentemente, el análisis de las trayectorias 

cerca de colisión total resulta especialmente' difícil. Sin embargo, el estudio del sistema 

cerca de singularidades no es el único problema interesante en Mecánica Celeste¡ de 

acuerdo con G. Contopoulos [4) 1 uno de los problemas importnntes de la disciplina 

es el estudio de los escapes de las estrellas. Si una estrella tiene energía mayor que 

la de eecape, ella se irá hacia infinito, a menos que además de la energía. exista otra 

restricción que se lo impida. A fin de tener una buena. descripción de la dinánúca 

de escape, uno debe contestar preguntas como ¿Cuantas trayectorios de escape hay?, 



Có.mo ·varean con_ el nivel de energía h, los conjuntos de .tr~yectorias de escape?, ¿Cómo 

se Van hacia infinito, las trayectorias de escape?. 

Entre las varias técnicas utilizadas para estudiar el sistema alrededor del origen, 

McGehee tomó de la Geometría Algebraica el concepto de la explosión (Blow-up),[15]. 

Con la transformación de McGehee, la singu.Jaridad es reemplazada por una variedad 

biclimensionnl, llamada la variedad de colisión. Posteriormente, Lacomba y Simó 

siguiendo la idea de McGehee, introducen la explosión ni infinito para el potencial 

Newtoniano, con lo cual logran pegarle a la integral de energía una variedad frontera, 

de modo que cada vecindad del infinito es transformada en una vecindad de dicha 

variedad [20]. 

Por otra parte es conveniente observnr que en muchos problemas de la mecánica1 

el potencial es homogéneo, aunque no de grado -l. A este respecto, se puede resaltar 

el potencial cúbico 

1 
U(x, y) = x 2y - 3Y', 

que Henon y Heiles utilizaron para su estudio sobre la existencia de la tercera integral 

primera en el movimiento de una estrella que se mueve en un potencial gahíctico con 

simetria cilíndrica, [14). 

En este trabajo se estudiarán algunos aspectos del problema de las trayectorias 

de escape tanto para un sistema Hamiltoniano con potencial polinomial homogéneo 

de grado entero positivo, como para sistemas Hnm.iltortlanos polinomio.les con dos 

grados de libertad. En el primer caso utilizaremos las ecuaciones de la explosión 

al infinito introducidas por Lacomba-Ibort en [17) y en el segundo caso usaremos la 

compactificación de Poincaré de un campo vectorial polinomial; para esto. parte serán 

muy valiosos los cá.l~ulos de [6). 

EI comportamiento asintótico de Sistemas Hamiltonianos Clásicos con potencial 

homogéneo de grado positivo d, son estudiados en los Capítulos 2 y 3. Para esta parte 

la herramienta esencial es uno explosión al infinito tipo McGehee que fué analizada 

por Lacomba e Ibort [17]. Este concepto es introducido en el Capítulo 2 para un 
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sistema hamiltoniano con dos grados de libertad de la forma 

H (x, y,p,,p,) = ~ (P~ + pl) - U (x, y), 

con U una función homogénea de grado d > O. Para aplicar una explosión al infinito 

se transforman las coordenadas del espacio de configuración a coordenadas polnres, 

pero con la coordenada radial substituida por su recíproca. Lns nuevas coordenadas 

posicionales son p, (), las cuales satisfacen las relaciones 

1 
x= !cosO¡ y= .!.sinO. 

p = Jx2 + y2 ; p P 

Dado que la relación de energía tiene que ser regular en p = O, las nuevas componentes 

radial y tangencial se definen como 

Después de un cambio de escala en el tiempo~ = pd/2- 1 , las ecuaciones hamiltonianas 

se convierten en el sistema 

p' = -pv, v' = u2 - ~v2 + dU (11), 

O' =u, u' = -!!fuv +U' (O), 
(1.2) 

donde U (11) = U (cos 11, sin 11) y' = d/dT. En las nuevas cordenadas el nivel de energía 

H = h está dado por la variedad de dimensión 3 

E.= { (p,11,v,u) 1 p >O,~ (u2 +v') = U(ll) +pdh}. 

Como el sistema {1.2) y la relación de energía están bien definidas en infinito, i.e. 

p = O, a Eh se le agrega una frontera bidimensional, llamada superficie al infinito 

dada por 

N~ = {(p,O,v,u) 1 p= O,~ (u' +v') = U(ll)}, 

la cual es independiente de h e invariante bajo el flujo. 

En el Capítulo 2 se estudian algunas propiedades del flujo sobre la variedad N00 • 

Así, después de describir la explosión al infinito en la Sección 2.1, se demuestra 

en la Sección 2.2 que genéricamente los puntos de equilibrio son hiperbólicos, por 
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lo que el conocimiento del flujo sobre la superficie compacta. N°" da información 

asintótica sobre ln.s soluciones que escapan al infinito. La Sección 2.4 está dedicada 

al análisis de las soluciones homotéticas y se demuestra que el .flujo sobre N00 es 

cuasigradiente respecto a ti. También se hace ver que las variedades invariantes se 

cortan transversalmente a lo Jargo de las soluciones hornotéticas .. La Secdón 2.4 es la 

última de este Capítulo y en ella se da una descripción geométrica de Eh y de N<XJ. 

El Capítulo 3 se estudia la dinámica sobre la superficie al infinito para potenciales 

homogéneos de grado 2,3 y 4. A fin de reducir el número de paró.metros a trnto.r 1 

en cada uno de estos casos se da una forma normal de los potenciales; esto se hace 

en las Secciones 3.1, 3.4 y 3.7. El espacio de parámetros para la formo. normal de 

gro.do 3 es de dimensión 2. En la Sección 3.2 se obtiene una clasificación completa 

de la topología. de Nr;:D en términos de los parámetros; se determina que esencial~ 

mente existen tres tipos de superficie: í) Esferas con dos puntos de equllibrio, íi) 

Esferas con 3 pe.rejas de pW1tos de equilibrio "antipodales". Una. de esns parejas 

está formada po:r puntos sillas1 y fü) Superficies n~suaves 1 fonno.das por la unión 

de dos esfer~ tangentes. En la Sección 3.4 se da una descripción bastante completa 

del flujo para grado 3. Debido o. que el flujo es cuasigradiente el caso interesante o. 

tratar es el caso ii). Debido n que las soluciones del sistema (1.2) tienen la simetría 

(p,0 1 v,u1 r) 1--1> (p,O,-u,-v 1 -r) 1 es suficiente con analizar el comporta.miento de 

las variedades invariantes de los puntos sillas, lns cuales resultan separatrkes del flujo. 

En las Secciones (3.4~3.8) se aplican las mismas técnicas para analizar grado 2 y 4, y 

aunque en forma general se obtienen resultados análogos, en estos casos la variedad 

Noo puede ser un toro con varios puntos de equilibrio o in9uso Wl conjunto vado. 

Potenciales polinomiales homogéneos de grado 3 e integrables fueron clasificados por 

Gramaticos et al [11]. Nosotros encontramos que la integrabilidad no se refleja en el 

comportamiento ABintótito de las soluciones. 

Un campo vectorial X en IR1 se puede proyectar sabre cado hemisferio de una 

esfera sn 1 por medio de la proyección central. Si el campo es polinomial, existe un 

campo vectorial X sobre toda la esfera que coincide con cada una de las proyecciones. 

A este campo X se le llama la. comp~ctificación de Poincaré del campo X. Es im

portante notar que cada vecindad al infinito de lR\ se proyecta sobre una vecindad 



del ecuador sn-l de la esfera, de modo que el comportamiento del campo X sobre el 

ecuador determina la dinámica al infinito del campo X. Este proceso se aplica a un sis

tema hamiltoniano polinomial para estudiar su comportamiento asintótico. Siguiendo 

las líneas de [6], en la Sección 4.1 se describe la compactificación de Poincaré para 

un campo vectorial polinomfo.l. Este proceso se particulariza en la Sección 4.2, para 

campos polinomiales Hamiltonianos X11. Aquí se demuestra que el nivel de energía 

JI = h se mapea sobre cada hemisferio en un subconjunto Ef invariante bajo el flujo 

de Xu . Además, si Hm+J es la parte homogenea de grado máximo del polinomio H, 

resulta que el conjWlto E 00 =S"- 1n(Hm+J =O) es invariante bajo el flujo y la frontera 

de EK está contenida en E 00
• Así, en este enfoque, es la dinámica sobre E 00 la que 

guarda la información sobre el comportami.ento asintótico del sistema hami.ltoniano. 

En la Se<:ción 4.3 se demuestran algunas propiedades generales de E'XJ. En particular 

se calcula su 2k + 1 grupo de homología, para dimensión n - 1 = 4k + 3. Como coro

lario de ésto, resulta que para 2 grados de libertad ,EOO no puede ser una superficie de 

género impar. El estudio de la topología de E 00 para m = 2 y 2 grados de libertad, 

nos lleva. al problema de la clasificación de las superficies cúbicas. Este problema fué 

estudiado por B. Segre en {23], para el caso no-singular y por Bruce y Wall en {2], para 

superficies singulares¡ utilizando po.ra ello técnicas de Geometría Proyectiva. En este 

trabajo ~ aborda el mismo problema pero tornando como herramienta fundamental 

el Teorema del Indice de Poincaré-Hopf, para aprovechar que se tiene un campo vec

torial invariante sobre E 00
• Esto permite en principio determinar Ja topología de la 

superficie para cualquier polinomio homogéneo de grado tres. En Capítulo 5 se da 

la metodología general para determinar la topología de lo.s superficies cúbicas. Con 

base en una forma nor?1al para polinomios homogéneos de grado 3, propuesta por 

Arnold {1], en la Sección 5.2.1 se da la forma normal para cuando la superficie cúbica 

es una esfera, tres esferas o un bitoro. El caso de superficies reducibles es tratado en 

Ja Sección 5.1.1. En la Sección previa se demuestra que para superficies no-.singulares1 

E 00 es homeornorfa a un toro, es la unión de dos esferas ajenas o es vacía, cuAndo 

m=2yn-1=3. 

Mi agradecimiento a Fernando Brambila P., Joaquín Delgado F., Francisco González 

A., Santiago López de M., Arturo O!vera Ch., Ernesto Pérez Ch., Javier Pulido C. y 



muY e~pecialm~nte a Ernesto LacorTI.ba Z. pór ~l apoyo y cC:mfia:nza ·qué.me IDostr_aron 

durante la realización de ~te traba}~>. 
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Capítulo 2 

Sistemas Haniiltonianos Clásicos 

Con Potencial Homogéneo 

En este capítulo se estudian algunas características dinámicas del sistema que se 

obtiene al aplicar una.explosión al infinito de tipo 11cGehee, a un sistema hamil

toniano con potencial polinomial homogéneo de segundo grado y con dos grados de 

libertad. Mediante este cambio de coordenadas y después de un reescalarniento del 

tiempo, al conjunto de nivel h de la energía, se le agrega una variedad N00 bidimen

sional llamada variedad al infinito, a la cual convergen las trayectorias del sistema que 

se esca.pan al infinito. Todos los puntos de equilibrio son hiperbólicos y pertenecen 

a NOQ. Tambien se determinan las soluciones homotéticas para ca.da nivel de energía 

y se demuestra la transversalidad a lo largo de ellas, de las variedades estables e 

inestables de los puntos de equilibrio. Por último, además de demostrar el carácter 

cuasigradiente del flujo, respecto a la velocidad radial v 1 se describe la variedad N00 • 

2.1 Explosión al infinito 

Sea U(x,y) un potencial homogéneo de grado positivo d. El Hamiltoniano es 

H = t(Fi + p~) - U(x,y), con el sistema nsocindo 

x =p1 , Y=P2, (2.1) 



f>,=:. 
El nivel de ~ergia h está cÍ~términado por 

1 
2(p~ + p~)- U(x,y) =h. 

9 

(2.2) 

·Sea E, el.conjunto de puntos (x,y,p,,p,) que satisfacen la ecuación (2.2). De la 

fórmula de Euler para funciones homogéneas, se deduce que los puntos de equilibrio 

del sistema (2.1), pertenecen a.! nivel Eo. 

Para estudiar el problema de escape de las trayectorias es conveniente introducir 

las ecuaciones de la explosión al infinito analizadas por Lacomba e lbort en [17]: 

p 

Q 

1 

./X' +y'' 
p(x,y) = (X,Y), 

p p•l•(p,,p.,), V= PQ'. 

~!lt~nces (2.l)se convierte en 

p' - -d -
-pv; P = 2vP + 'VU(Q), 

Q' P-vQ, 

·con la integral 

411Pll' = U(Q) + p"h. 

La prima indica derivada respecto a T y 

Alt->Ta, tomando coordenadas polares 

x=rcosB , y=rsinO, 

hacemi)S X =cose, y =sin o. Resulta que 

(2.3) 

(2.4) 

(2.5) 
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IP'll' pdo•(¡J' + p'iP¡, 
V -,pd/2-0p: 

. . - -. 

Definimos u.= -p~-.1 8. A~í ~~ jás-,m.~~ya~ CoOrdena.~~·Pie,~,~1 .. ~i·a¡~~~ln~ .s~ 
convierte en - - . . . . 

p' -. 
. , 2 d ··-,-·-· ..... ·. ·. - -· 

-pv, u= u ..,. 2v +dU(O), .· .. (2.6) •.. 

d+2 
u'= --.-

2
-uv + U'(O), u, 

con la relación 

~(u'+ v') = U(O) + i>"h. (2.7) 

La ecuación (2.7) define una variedad tridimensional Eh cuya frontera (p = Ó) es. 

una superficie de revolución 

1 
N~ = {(p, O, v, u)lp =O, 2(u2 + v2

) = U(O), U(O) <!O}, 

que no depende del nivel de energía h. Ver Figura 2.1. 

Para conocer cómo se escapan las trayectorias al infinito, debemos analizar la 

dinámica del sistema cerca de N00 • 

2.2 Puntos de equilibrio 

Si h ~ O, entonces los puntos de equilibrio pertenecen a N00 y se determinan de 

las ecuaciones 

p =O , u= O , U'(O) =O , v 2 = 2U(9), 

donde por supuesto U(O) ~ O. Cuando h = 01 a los puntos anteriores, se deben agregar 

los que satisfacen 

u =o= V ' U(O) =o= U'(O) ' p > o, 



U>O 

Figura 2.1: 

los cuales resultan degerierados, por no ser aislados. 

La matriz Jacobiana de (2.6) es 

J= ( dU~(O) 
U"(O) 

o 
-dv 

-(d~')u 

y al calcularla en los puntos de equilibrio 

( 

o 
J= o 

U"(00 ) 

o 
-dv0 

o 

1 l 2u , 

-(~)v 

1 l o . 
-(~)v. 

Si h :/:- O , entonces los valores propios de J están dados por 

11 
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"' =· 
~v~:+ J(~vo)~ +.4u:: 
. . . ,,-2, . -·, ... 

~v",;._:'Jc~va)~::+-4u:;:/,, 
., -2 •. ·.· ·'. 

con Va '." ±J2U(O.),u:; = U"(O.). P~r.I~.ta'r.;o, ¡~~ ~untos d~ equilibrio son atrac

toreS si. v0 . > O ·y son repulsores si v~- :'.< <.0~'>":' _Se.' .~i~nen · 2 Puntos de equilibrio 

A = (O, 00 , V2U(00),0) y B = {O, Oó~ -J2u(00 ), O) c~yas características dependen 

del discriminante 

A = (d + 2) 
2 

v2 + 4U" 2 o o• 

Consideremos primero el caso U (Oo) > O: 

1) Si U~' < O, (U(O) tiene un máximo en 80 ). Entonces A es atractor y B es 

repulsar. Eii el caso en que ó. < O, las trayectorias espiralan cerca de estos puntos. 

2) Si U~1 > O, (U(B) tiene un mínimo en 00 ). Entonces A tiene una variedad 

estable de dirnensi·1n 2 y una inestable de dimensión l. Análogamente para B, su 

variedad inestable es de dimensión 2 y la estable de dimensión l. (Ver Figura 2.2) 

Si U(Oo) =O, los valores propios son: ..\1 = 0,..\2 = .¡ug,..\3 = -.;ur, y en este 

caso degenerado, N00 no es suave alrededor del punto de equilibrio . Sin embargo 

cuando ug > 01 el Teorema de la Variedad Central asegura In existencia de tres 

variedades invariantes de dimensión l¡ una de ellas es estable y otra inestable, ambas 

tangentes a espacios lineales unidimensionales; entonces debido a que el sistema es 

cuasigradiente, estas vnl:"iedades resultan tangentes al conjunto { v = O} sobre NfX). 

Sobre la tercera variedad, llamada central, no se puede decir nnda. 

2.3 Comportamiento casi-gradiente y soluciones 

homotéticas 

El sistema (2.6) es casi-gradiente con respecto a v, en p ;::, O si h < O . Esto 

significa que ves siempre creciente a lo largo de las soluciones, excepto en los puntos de 



l:Í 

Figura 2.2: 

equilibrio del flujo. (En Mecánica Celeste generalmente se obtiene el comportamiento 

casi-gradiente sólo para p =O). 

En efecto, por (2.7) 

~u2 + ~v2 ::;; dU(O), 

si h < O. Por lo tanto 

así que 

v' ~O. (2.8) 

Además la igualdad en (2.8) se da sólo si u= O y ~v2 = U(O); si esto ocurre, la 

relación {2.7) nos dice que necesariamente p = O. En estos puntos p' = O, O' = O 

1 pero u1 = U'(O) es diferente de cero, en genernl. Falta verificar que si v' = O y el 



.·' . . . .... ". ·, ·... . ·, 14 

. ' -

punto·no es ~e .e.~uilibrio, o se~ U'(~) :-:FO, ·e!ltonces·.Y ~ creci~nt'~;· Esto eS. cie~to ya 

que· 

pero 

v" = 2uu' - dvv; +au'(O)u ='o; 

'11" = 2u' 2 + 2uu" - dtl 2 - dvtl' + dU"(O)u+ dU'(O)u' 

= (2+d)U' '(O)> O, 

bajo las hipótesis de arriba. 

Si h ~ O el campo (2.6) es casi-gradiente solamente sobre la superficie (p =O). En 

efecto, si p = O Ja desigualdad (2.8) siempre es válida. 

La región definida por u = O y 00 cualquier cero de U' ( B) es invariante bajo el flujo 

de (2.6) y sobre ella se encuentra una clase especial de órbitas. El sistema (2.6) resulta 

p' = -pv , v' = -~v' + dU(Oo), 

y la restricción de (2. 7) es 

v' = 2U(Oo) + 2¡1'h. 

(2.9) 

(2.10) 

A las soluciones de (2.9) y (2.10) se le conocen corno soluciones homotéticas y sus 

trayectorias son recto.sen el espacio {(O,v,u)}. Vea Figura 2.3. 

Si h ~ O, tenemos dos soluciones homotéticas para cada valor crítico Oo del po

tencial U. 

Si h < O, no existen trayectorias homotéticas en la dirección ()0 con U(B0 ) = O, 

porque no existen puntos que satisfagan (2.10). Si U(00 ) >O 1 la órbita homotética es 

una órbita heteroclínica que une a los puntos de equilibrio A:-= (O,Oo, -J2U(Oo),O) 

y A+ = (O, 00 , J2U(00 ) 1 0) ¡ por lo tanto pertenece a la intersección de la variedad 

inestable Vi del punto A- con la variedad estable ve del punto A+ . En e~ c.nálisis 

de la estructura geométrica de estas variedades , a lo largo de la órbita homotética 

será muy útil In simetría 

(p, O, v, u, r) ~ (p, O, -v, -u, -r). (2.11) 

De esta simetría se sigue que si la trayectoria (p(r) ,O(r),v(r),u(r)) se acerca 
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Figura 2.3: 

al punto A+ cuando T - oo, entonces la curva (p(-T) ,0(-T) ,-v(-T),-u(-T)) 

se acerca a A-cuando T-. -oo,. 

La ecuación variacional a lo largo de la órbita homotética está dada por 

con U!f = U"(Oo). 

o 
-dV(T) 

o 
(2.12) 

Parametricemos la órbita homotética { de manera que {(O) pertenezca al nivel 

{v =O}. Tomemos una vecindad suficientemente pequeña alrededor del punto {(O). 

Sea /30 la curva que se obtiene al intersectar Vi con la sección {v = 0} 1 en dicha 

vecindad. Denotemos con T/30 el vector tangente a /30 en el punto {(O} y con c.p.,. 
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el flujo del campo vectorial al tiempo T. Ahora <PT (.BO) es la curva que se obtiene· 

al transportar f30 con el flujo, al tiempo r. Usando la regla de la cadena, el vector 

tangente a la curva <p, (.Bo) en el punto { (r) está dado por T.B; = D<p.({ (r)) ·T.Bo. 

De ésto se sigue que T/3; es un vector tangente a la variedad Vi en el punto { (r), 

el cual tiene componente nula en la dirección v 1 para todo r, -debido a la segunda 

ecuación del sistema (2.12). Cuando T - -oo, tenemos que e (r) - A- y entonces 

por continuidad del campo se sigue que T/3; converge a un vector tangente T/3:00 a 

Vi en el punto A-. Como T/3; tiene componente nula en la dirección v, lo mismo 

ocurre con el vector límite T{J:001 por lo tanto debe pertenecer a vi: nN00
• Del mismo 

modo se construye un vector T(J!, para la variedad ve. Sen n±(r) el ángulo que 

forma la proyección sobre el plano {(O, u)} del vector T/3i- 1 por el punto de la órbita 

homotética. Facilmente se ve que por la simetría (2.11) a+(r) = -o-(-r). De esta 

igualdad se sigue que si ve y V• no se intersectan transversalmente a lo largo de In 

curva homotética, necesariamente el incremento que recibe a- 1 desde que inicia en 

T/30 hasta que termina en T/3:001 no debe pasar por un múltiplo de 7f /2 . De esta 

manera hemos demostrado el siguiente resultado 

Lema 1 Supongamos que U"(Oo) > O. Una condición necesaria para que las varieda~ 

des ve y V', se intersecten tmnsversalmente a lo largo de la órbita homotética , es 

que el ángulo a+ (r) no pase por un múltiplo de ;r/2. 

Ahora demostraremos que para todo potencial hom.ogéneo de grado positivo, las 

variedades estables e inestables se intersectan transversalmente, si el nivel de energía 

h < O. Un resultada anó.lago se tiene para potenciales homo~éneos de grado -1 . Ver 

(20] y (18]. 

Teorema :.! Sea U(x, y) un potencial homogéneo de grado d >O y 

A± = (O,Oo,±J2U(00 ),0) dos puntos de equilibrio. Supongamos que U"(Oo) > O, 

entonces la variedad estable vc(A+) corta transversalmente a la varied!ld inestable 

V'(A-) , a lo largo de la órbita homotética. ·-

Demostración: Tomando coordenadas polares en el plano {(O, u)} de la forma 

O= R Cos(a) ; u= R Sin(a), (2.13) 
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se tiene q~e 

obtiene finalmente 

o!= a Cos2(a)-b Cos(a) Sen(a)tanh(cr)- Sen2 (a) =f(.,;,r), .c2.i6¡ 

cona=U/;, b=V'2Uo(~), e=~~· 
Ahora demostraremos que sobre el intervalo [0 1 oo) el ángulo a se incrementa 

menos que 7r/21 lo que de acuerdo con el Lema (1), demuestra la transversalidnd. En 

la ecuación (2.16) se considerarán la condición inicial T = O, et = 0 01 siendo o 0 el 

único valor del ángulo en (O, 7r /2) tal que f (a, O) =O. 

Para cada T >O, existe un único valor Q(r) tnl que f (a(r), r) =O¡ es decir 

a Cos2 (o) - b Cos(a) Sen (a) tanh(cr) = Sen2(a), 

como tnnh(cr) es positiva y creciente en [O, oo) y b Cos(a) Sen (o) es positiva en 

(O, rr/2), de la última ecuación se sigue que a (r) es una función decreciente, acotada 

por abajo por O. Además es diferenciable ya que *(a(r), r) ~O. Un cálculo sencillo 

nos permite verificar que la derivada de 0(0) es menor que cero. Como a:'(O) = O y 

a(O) = a(O) , se sigue que existe un intervalo donde a(r) > a(r). Supongamos que 

existe Ti > O para el cual se cumple la desigualdad a:(ri) < ii(ri). Sea r 0 , el primer 

instante en que o(ro) = a(ro) y li(T) > a(r), para toda T E (ro, ro+ e), para alguna 

< > O. Ya que /(a( ro), To) = O, se tiene que a'(r0 ) = O, pero como ii'(To) < O se 

tendrfa que ii(T) < a(r) a la derecha de To, llegando a una contradicción. Por lo 

tanto a(r) < <>(r) para toda T >o. Por último, dado que /(a, r) <o para"> a(r), 



18 

se sigue que a(r) es una función decrecle:nte ._ Ahora ~ .!eSÍlltlÍdo se ~~tie~e de la 

desigualdad 

rr/2 >"o> o0 - li(r) > o0 - a{7·): o 

2.4 Geometría de E1i y N 00 

·.·,, '',. 

Para cualquier h, el conjunto N00 consi~te· de ~i:l'.: ~UP~r.(l~ie ~~ reVol~ción, más 

posiblemente algunos puntos aislados. ·· _:. . <·.·, 
Dado p ~O, sea E(p) = {(O,v, u)l~(uº + ,;•) ·,;, U(O) f-ih} i:: lR3 •. 

N6tese que E(p) es una superficie de reVC:,l,;ción (o un conjunto vacío) de radio· 

.j2U(O) + 2pdh. 

y 

Eh= U{(p,z)lz E E(p)}. 

Sea 1 = {OIU(O) ~ O}. Si h > O entonces lp = {BIU(O) + {f'h ~ O}.Por lo tanto 

E(p) envuelve a N"' y a su vez E(p1 ) está en el interior de E(p,) si p1 < p2• 

Si h < O, sucede precisamente lo contrario. 

Si PI > P2 entonces lp1 C JP2 y como U(O) está acotada, existe p tal que J.¡; consiste 

de puntos aislados, de hecho l¡;={BIU(O) ~s máximo absoluto}. 

En Ja Figura 2.4 se muestran los cortes de E(p) con el plano u= O. 

por lo tanto Eh= JV00 U ¡1,,r•; N• denota ln región acotada por NOCJ. Sj h =O, entonces 

Eh es el cilindro N00 X IR+. 

En la Figura 2.5 se muestran las formas típicas para la gráfica de U(O) y las co

rrespondientes para N00 • En esa figura, los puntos A son atractores y los B repulsares. 

El punto C tiene tm valor propio cero, uno positivo y uno negativo . En los puntos D 

sobre N00 hay una variedad inestable y una estable. 



19 

Figura 2.4: 

(2) ..... . : . . . . . 

. . . ·.·····.·. : / . 

~~I, 
' . - .. ~ 

': '· .. 

·Figura 2.s: 
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Capítulo 3 

Dinámica Sobre N 00 • Grado 2,3 y 4 

En este capítulo se deduce unn forma normal pnrn los sistemas hamiltonianos 

con potencial polinomial homogéneo de tercer grado y con dos grados de libertad, 

que sólo depende de dos parámetros, . Utilizando esta fo1ma normal se obtiene una 

clasificación de N<x> y se analiza la dependencia del flujo sobre N001 respecto a los 

parámetros, parn tales sistemas. Los métodos usados en este caso, se aplican para 

obtener una clasificación completa del flujo sobre P.loci, para todos los potenciales de 

grado dos y para la familia de potenciales de grado cuatro de la forma y4 + px2y2 + kx4 

3.1 Forma Reducida de un Potencial Homogéneo 

de Tercer Grado 

Sea 

U(x, y) = ay3 + bxy2 + cx2y + dx3, (3.1) 

un potencial homogeneo de grado 3. 

Proposición 3 Con el cambio de variable X = a113 x 1 Y = a113y y el reescalamiento 

del tiempo 
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(3.2) 

{3.3) 

Sea 

P1 =X', P2 =Y'. 

De las ecuaciones (3.2) se obtiene 

pi'!!_= -(aH )(a-•1•¡ 
dr ax 

-(by2 + 2cxy + 3dx2)a-1!3 

-a-213(bY' + 2cXY + 3dX2)a-113. 

Por lo tanto 

-a-1 (bY2 + 2cXY + 3dX') 
au · · · 

-ax-. 
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. ' ·-

En form~ ·s~~ej~~te _se ~EimUestr~ ·que 

.·. ~==!~: ·º 
Á coritinuá~i.ó~n ·se. ·d;~~:e~:~r~_:·q·~~'.-~~~~ .'~~~~~~-:ª:.~./;(;;'~~'. ~g~·al~s·_a. a·: e1.·p~·teri.cial. s~ 
puede lle~ar a.la forma.(3.a) ;' :· : ·~:~ '. <: .. , · 

,.~_; :: .•. :, · ... ·/·:::: ,·_f;-:·, ·. 

Proposicióii 4 

con el cambio de variable ·._; 

x=X+Y 

y el escalamiento del tiempo 

i!:.=-12. 
dT 

Se cotwierte en un sistema Hamilloniano·cOn potenci~l del tipo (9.1), de modo que 

los coeficientes de x3 y 11 no son simullaneamente igu'ales a cero. 

Demostración: x = X + Y 1 y = X - Y . Entonces 

U(X, Y) = (b - c)Y3 + (e - b)X2Y + (-b - c)XY2 + (b + c)X3
, 

y 
. l . . l . l . 

X= 2(x+y) = 2(p' + p,) ,Y =2(p' -:-:P2). 

Definimos 

P, ' /ñ. V2 X = v2X = 2(p1 + P2), 

P2 
V2 . 

Y'= ./2Y = 2(P1 - P2); 

de donde 
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Enfonces 

'P,· -;2~:ti.i'.~=;i')fti ' 
= (by2 .-f. 2cxy + 2bzj¡ +ex') 

2(c - .ó)XY + (-:b ~ c)Y2 ~·3(b+ c)X'. 

Así 

Ann1ogamente 
8H 

P.=-av· o 

Resumiendo 

Corolario 5 Todo potencial polinomial h~mogétteo de grado 9 se puede llevar a la 

forma 

U(x,y) = y3 + <>xy2 + ¡3x2y + -yx3
. 

Ejemplo 1.-Sea U(x,y) = -o(x2y- ~} eJ potencin1 de Henon-Heiles. En este caso 

a = 9. b = O e= -o. 3' ' 



i 
1 

1 

1 
1-
1 

1 

l., 

1 

1 

1 

1 

! 
i 
1 ¡, 

X=X+Y y=X-Y, 

El potencial transformado es 

U(X, Y)= -uY3 + aX'Y + aXY2 -'aX3
• 

Las variables t y T están relacionados por ~ = J2. 
El potencial anterior está en la forma {3.1), con 

a=-0: 1 b=et, c=a, d=-a y se convierte en el tipo standard 

U(X, Y) = Y3 
- XY 2 

- X 2Y + X3, 

con un nuevo tiempo T
1 dado por 

dr = (-a)·l/3, 
dT' 

Teorema 6 Todo Sistt!ma Hamilloniano 
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± P1,iJ=JJ2, (3.4) 
au . au 

P1 - ax ,pi. = - ay ' 
con U(x,y) un potencial del tipo (8.1), se convierte por medio de un cambio de varia

bles, en un sistema de la forma (:J.4) con un potencial 

U(x, y) = y3 + axy2 + f3x3
• (3.5) 
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Demostración: Si .b = O.;,_. i:, entone~$· p~r !¡ ProposidÓn 4, U 'se Ueva ~la form~ 
, (3.5). P~r ~tr~. ~arte ~~·,; .~ ~ -./~ =f."O~ ,~-~lO~~:~/Po(~~~~ .4~ ia-~~;~~~fo~~~ió.~;; :,/~·: . .. 

·.::· .. : 
X ___:.+y, 

U(x,y) se convierte en U(x, y) = dy3 + cxy2 +ax', al cual se le a~llc~ In Proposició~. 
4 pai-a transformarlo a la forma requerida. 

Por le:> anterior, en las líneas que siguen se consid~ra~á que·b ':¡.O. 
'Sea X= rx + sy Y= -sx+ry. Entonces 

1 . 
x = -;-r' + 82 (-rX + sY), 

1 . 
y -r'+•'(:csX-rY)\ · 

Al substituir (3.6) en (3.1), se encuentra que~ 

. U(X,Y) = é1Y'+ c;X'Y+ e,xy'+~.x>, 

con C-2 dado por 

(3.6) 

(3.7) 

cr3 2br2 s 3dr2 s 3ars2 2cr.92 bs3 

c'2 = (r' + s•)' + (r' + •'>' - (r' + s•}' + (r' + s2)' - (r2 + s•)' - (r' + s')'. 

Para cada s, C2 es un po~inornio cúbico en r cuyos coeficientes depende de a, b1 e y d. 

Fijemos s = 1 y r cualquiera de las raíces reales de In ecuación C2 = O. Con esta 

elección de r y s 1 (3. 7) resulta ser 

U(X, Y)= c1 Y3 + c,XY' + c3X 3
. (3.8) 

Definimos una nueva escala de tiempo T por 

dt 1 
dr = (r2 + 1)112 

(3.9) 

y 



.Jf.=.X'.·· 

Entonces 
~~ .' .... ;.< · .. - ...-.·.:.·: .. ,>: . ..... : 

p~~d:.*;;,'(r•:~);~,(rp,+ip,), 
'·· ··. d:Y· dt e· ·• 
P, = d.tºdT:.= (r• + 1¡1¡2(-sp, +rp,); 

Al derivar (3.11) '.especto ar, se llega a la igualdad 

P, = (r•: l)'l•(r¡i, + sP,), 

de esta igualdad y de (3.4), resulta 

P, = __ 1_(rau + 8 8U ); 
r 2 +1 8x By 

por otra parte~= (!!Jj . .gx + !!J6.-lf) 
y por {3.6) ~ == *3 ; -Uf = r'-tr· De lo anterior se obtiene 

au 
Pi= -ax· 

au 
P, = -¡w-

(3.10),(3.13) y (3.14) demuestran la afirmación. O 

3.2 Clasificación de Noo- Grado 3 

En esta sección se supondrá. que el potencial U tiene la forma normal 

U(x,y) = y3 + axy2 + bx3
• 
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.(3.10) 

(3.11) 

(3.12) . 

(3.13) 

(3.14) 

Se dará una clasificación de N00 1 en términos de los paró.metros a y b. Recuérdese 

que NOQ es la superficie de revolución que se obtiene al rotar la parte no-negativa de 
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U(IJ) = U(Cos (O), Sin(O)).,; Sen3 (9) + aCos(O)Sen'(O) + bCos3 (0). . (3.15) 

A .continuáción se da:·~ª propie~ad general parn potenciales polinomiales ho~ 

mogéneos U (x,y) de-cualquier grado· de homogeneidad d. Se verifica focilmente que 

U (O)= U (Cos (O) ,Sin(O)) y su derivada U' (O) son polinomios trigonométricos de 

grado d. 

Proposición 7 Los polinomios trigonométricos U y U' de grado d tienen 2k raíces· 

con l S k ~ d; sin embargo, si d es par pueden no tener raíces. Además, U (O+ 11') = 

(-l)d U (6) y V' (O+ 1') = (-1)" V' (8) para toda O. En particular, si U (00 ) = O, 

entonces u (8 + 7r) =o y lo mismo es cierto paro u'. 

Demostrnd6n: Por la. homogeneidad de U se infiere que si U(x 0 , y0 ) = O entonces 

U(>.:r:0 , >.y0 ) = O, 'f). E lR . Asi cada miz de U(:c, y) determina un ángulo (1 tal que 

U(O) = O y U(O + 7r) =O. Por otrn parte, si L1, L,, .. ., Ln son rectas no horizontales 

que pasan por el origen, entonces pasan por los puntos (x11 ij), (.x2 1 Y), ... , (xn,Y), con 

Y arbitro.tia. y si U se a.nula. en L,, ln abscisa X¡ es raiz del polinomio U(xifj) de grado 

d, por lo tanto no pueden hnber más de d rectas de ceros de U(x1 y). Obviamente1 lo 

mismo vnle para u'. Ln parte restante se verifica directamente. o . 

Para determinar la forma de NrJO, debemos revisar el tipo de ceros de U(O) y de 

U'(O). 

Definición 8 El polinomio trigonométrico U(O) se dice que es de clase {N1, N2} si 

U tiene N1 ruíces y U' tiene N2 m(ces1 módulo 21r . 

De Je. Proposición 7 1 se sigue de N1 y N2 son siempre números pares. De Cálculo 

elemental se sigue que N2 ~ N1. En forma más precisa, se tiene 

2d 2: N2 2 N, ;?: 2, si d es impar1 

y 

2d 2: N2 2: N 1 2: O, si des par. 
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Ahora regresámoS ·al caso de gradó 3~ E~. J.Q · F~~r~ ·. ~· i .~.iSt~o.s la~ .. ·~r~i-ent~s 
formas de ÍJ(O),·d~ acue~do co~ su el~••: Nci hay U(O) d~ JosUp~~ {4,2}, {~,2}y 
{6,4}, 

Figura 3.1: 

El polinomio asociado a U'(O) es 

V(x,y) = -ay3 + 3xy2 + (2a- 3b)x2y, (3,16) 

De acuerdo con la Proposición 7 (y su demostración),determinar el número de raíces 

reales de U(O) =O, U'(O) = 0 1 es equivalente a determinar el número de raíces reales 

de 

U(l,y) =O, 

V(l,y) =O, 

con U(l,y) y V(l,y) polinomios de tercer grado. Mediante un cambio de variable, 

todo polinomio cúbico se lleva a la forma Q(x) = x3 +ax+ f 1 cuyo número de 
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raíces están detenninádas por los coeficié~tes a y·¡ , de acu~rdo cán ias· fór~uio.S de 

Proposición 9 1.-Si a;::: O, Q(x) tiene una.-~óla rai~. 
2.-Si a< O e~tonces ,,: ,::,'· · "'~ 

·:,.;·.,._ ·/:: ~-.-.f .... ·., ..... ·::i.;,· .·;·",>" 
._,:>:·.·,;.- .. -,· .. :·.;.;··· 

1!.a)Tiene una sala raii si•/S.:.'~(~~~;jJ'.:~ /';?:4'~(-;-!Íl~l~. 
~):~_'.}~·'.! ' :<·';" :.~:/~-·-; :·:;·;'~.:.:. 

e.bJTi•n• do•- ~~ce~ ·~·%·~'íf2~7;i~f.r~1~_~;1¡'f ;~1~füi(~ o····· 

l!.c)Tiene tres.~í~e~:~i~~(w~Í";i{~)·{~(L~)~l~?\ .· 

De (3.16) i~ne;,;~. v(í;!/);,; y(¿a~+ 3~+ (2a - 3b)) ~ O, cuy~ ralees son 

y,·=·o,y,=-.!.c-3+A'''> v.~ _.!.c.:ca-A'''l 
2o ' 2a 

. con A = 9 + 4a(2a - 3b). De ésto se sigue que 

U' tiene 2 raíces sj .6. < O. 

U' tiene 4 raíces si~= O ó ~ = 9, 

U' tiene 6 raíces si A > O. 

La C\ln"a A = O es la gráfica de la función b = 3a + f; con a # Q_ La Figura 3.2 

muestra como se divide el plano a-b, de acuerdo con el número de raíces dt:!: U'(O). 

Con el cambio de variable w = y+ a/3, el polinomio U(l, y) = .j +ay'+ b.., 

conviene en el polinomio Q(u.i) = tL.J - ~u.·+ ~ + b.Así aplicandv la Pro¡>~id6n 9 1 

resulta que U(8) tiene 2 raíces si l2a3 /2i + bj > l2a3 /2ij o a = O, lo cual es equh...ient~ 

a 

{a= O}u{a > O,b > O}V{c > O,b <-{,a') v{a < O.b <O} U{a < 0,b >-{,a') 

U(B) tiene 4 raíces si j2a3 /2i + bi = j2a3 /27¡, o ..-..a 

4 4 
{a> O,b =O} U {a> O.b = - 27a3

) u {a< O, b =O} u {a< O,b = - 27u'}. 
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raíces est~ :· d~~erinimi~BS. por. ios ··~O~~~i~~~es ·a "y". f ·; de~ a~ue~do é:~n- )~ ·f~~~;as_. de 

TartBglia-Cai-d8no1 'de· la mO:nera SiguiCni.e: 

· Propo~ici6n 9 1::1¡ ~-;::O, Q(~)-tiene unil só/a ,;,;Z,-
2.-Si'a <'O·entonce;· 

2.c)Tiene tres raíces si -;f¡,-(-a)312 <: f~ ~(~~J•i,~;:. 
' .. ' . . .. ··' 

De (3.16) tenemos V(l, y) = Y(-:ay2 + 3y + (2a-: 3b)J =·O; cuyas raí~• son 

1 ( 1/2) 1 ( - . '''J y, =o' y,= -:¡a -3 +A ' Ya = -:¡;;: ~3 - A 

con A= 9 +'4a(2a - 3b). De ésto se sigue que 

U' tiene 2 raíces si A < O, 

U' tiene 4 raíces si A =O ó A = 9, 

U' tiene 6 raíces si A > O. 

La curva A = O es la gráfica de la función b = ~a+ fe; con a #- O. La Figura 3.2 

muestra como se divide el plano a-b, de a.cuerdo con el número de raíces de U1(8). 

Con el cambio de variable w = y+ a/3, el polinomio U(l, y) = y3 + ay2 + b se 

convierte en el polinomio Q( w) = w3 - fw + W + b.Así aplicando la Proposición 9, 

resulta que U(O) tiene 2 raíces si l2a3 /27 + bl > l2a3 /271 o a= O, lo cual es equivalente 

a 

4 4 
{a= O}U{a > D,b > O}U{a > D,b < - 21a3 }U{a < D,b <O} U{a < 0,b > - 27a3

} 

U(O) tiene 4 raíces si l2a3 /27 + bl = l2a3 /271, o sea 

{a> O,b=O} U {a> D,b = -~a3}U{a < O,b =0} U (a< O,b = - ~a3}. 
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Figura 3.2: 

Finalmente, U(O) tiene 6 raíces si l2a3 /27 + bl < l2a3 /271, de donde 

4 4 
{a< 0,0 < b < - 27a3 } U {a> O, - 27a 3 < b <O}. 

Vénse la Figura 3.3. En la Figura 3.4 se representan en el plano los distintos tipos de 

N~. 

3.3 Flujo en N 00 • Grado 3 

En esta sección se determinará la topología de cada uno de los tipos de N00 y se 

dnrá una descripción del flujo que sobre cada tipo define el sistema 

v' 

u' 

O' 

u2- ~v2 +3U(O), 

-~uv +U' (O), 

u. 

(3.17) 
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Figura 3.3: 

Por C denotaremos a la curva en N 00
, dada por el conjunto {(O, v, u) E N 00 1 u = O). 

C+c-) es el conjunto de puntos en C, cuya segunda coordenada es mayor (menor) o 

jgunl a cero. 

Proposición 10 l}Si N00 es del tipo { 2,2) es homeomorfo a u11a esfem y el campo 

{9.17) tiene un punto de equilibrio atrnctor y otro repulsar. 

2)Si N00 es del tipo {2,6} es homeomor/o a una esfera, pero su sección 

C+ presenta dos máximos locales y un mínimo local. El campo tiene seis puntos 

de e.quilibrio: dos atmctores en los mdximos de C+ y un puñto silla en el mínimo; en 

los mínimos de e_ son repulsares y en el máximo es un punto süla. 

9)Si N00 es del tipo {6,6}, entonces corisiste de 9 es/eros ajerias, cada una equi· 

va/ente a la del caso 1) 

4}Si N00 es del tipo {4,6) es horneomorfo a dos esferas unidas por un punto. Los 

polos norte son atractores y los polos sur, repulsares. El campo (9.17} tiene un punto 
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Figura 3.4: 

de equilibrio en el punto de unión, que se proyecta en un punto silla sobre cada esfera. 

S)Si N00 es del tipo {2,4} es una esfera con un atrnctor en el polo norte y un 

repulsar en el polo sur. Los extremos de la curva C+ son puntos de inflexión con 

derivada nula. 

6)EI conjunto de parámetros paro /os cuales se cumple (4) o (5) es unión de cuatro 

curoas conexas. 

Demoatrnción: Si N~ es del tipo {2,2},entre las dos raices Oo y O, de U(O) solo puede 

haber una raiz de U1(8) ya que si a es raíz entonces a+ 7r es raíz.De ésto se sigue que 

In funcii5n v = J2U(O) no tiene más que un punto crítico entre Oo y 01, con lo cual 
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queda probado (1). 

··se~·N~ es del tipo {2,6} y supongamos que entre las dos raíces Oo y 01 de U(O) 

nO hay exactamente tres raíces de U' (B) ,entonces en un intervalo de longitud 7r 

habtj'an al menos cuatro raices,pero ésto es imposible ya que cada raíz tiene una raíz 

compañera a una distancia 7r. 

Considérese ahora el tipo {6,6}.Las seis raíces de U(O) dividen al intervalo [0,2 rr] 

en 6 subintervalos,cadn uno de los cuales contiene al menos una raíz de U'(O). Como 

U'(B) solo tiene seis raíces, se sigue que entre dos raíces de U(O) hay exactamente una 

raíz de U'(B). Al rotar la porción entre dos ceros consecutivos de J2U(O) se obtiene 

una superficie homeomorfa a una esfera. 

Para el caso {2,4}, se tiene exactamente una raíz de U'{O) entre las dos raíces 

comunes de U(O) y U' (O). Por lo tanto la curva C+ tiene un único máximo y dos 

puntos de inflexión. 

Las afirmaciones sobre los puntos de equilibrio se demostraron en la Sección 2. 2 

o 

Para N00 del tipo {2,6}, a los puntos de equilibrio se les pondrá el subíndice+ o 

- para indicar si su coordenada v es mayor o menor que cero, respectivamente. Al 

punto silla se le denotará por S y con A nl punto de equilibrio que está a la izquierda 

de S; al de la derecha designará con la letra B. Se dirá que una rama de uña variedad 

invariante del punto S, es izquierda (derecha} si inicialmente O(r) decrece (crece). Una 

rama invariante quedará determinada, indicando en forma ordenada si es l(zquierda) 

o D(erecha) y si es e(stable) o i(nestable). Esta notación se.ilustra en la Figura 3.5. 

En los dos lemas y el teorema que sigue estudiaremos el caso particular 

U(O) = Scn30 + {3Cos30. 

Posteriormente se analizará el caso general. 

La función U es no-negativa en un intervalo que d~notaremos por [Jo, Ji) el cual 

está contenido en (-7r/2,3rr/2) y tiene longitud ¡r; en el punto e, la curva C+ tiene 
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Figura 3.5: 

un mínimo. De hecho, 

lo = - arctan (.B''ª) , O. = arctan (.B) . (3.18) 

Entonces U (O.) = Sen30. + SenO, Gos20. = SenO.; ahora Coso. ,;, l/SecO. = 

1/,/1 + Tan20. = l/..;r+?JI, por lo tanto Sen20, = 1 - 1/ (1 + .62
) = .62/ (1 + .62). 

Asl se obtiene que U (O,)= .B/ (1 + .62)
112

• Finalmente, v (O,)= /2(6J es 

..fiiJ 
v (O.) = (l + _B2)'i<. (3.19) 

Del sistema de ecuaciones 2.6 y la. relnción de energía 2. 7 1 eliminando el tiempo T, se 

obtiene sobre N00 la. ecuación 

Luego hacemos d = 3. 

~ = 
2 + d Jw (O) - v• 

dO .2 . 

'.,~, ' •;.,_¡j ,_·, ..:,,_ ... 

(3.20) 
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Lema .11. Eiiste {3 2: O. ,suficientemente pequeña tál que .la solución de • 

. ~ = (5/2).j2U(O) ~ v2 ·., ~(lo)·~ O .. (3.21) 

es menor que .j2U(O,) en el intenialo /10, O, ]. 

Demostración: la solución U de la ecuación ~ = 5¡2~ ; con' la ·~ondici6n 
inicial v(lo) =O está dada por U(8) = ,/2/J Sen5/2(0-lo). En el intervalo [Ió,8,] se 

cwnple la desigualdad 0$ 2U(8) - v2 $ 2fJ- v2, de Ja cual se sigue v(8) $ U(8); en 

particular 

v(O,) $ v(O,) = .j2fJ Sen5/2(0, - lo) 

Por otra parte 10 = - nrctan(f3113) y O, = arctan(fJ) convergen n cero cuando f3 tiende 

a cero, por lo que para f3 suficientemente pequeña se tiene que 

U(O,) $ 4ff. < .jW(O,) . D 

Lema 12 Existe f3;::: O suficientemente grande tal que la solución de 

dv ~ do= (5/2)y2U(O) - v2 , v(O) =O, (3.22) 

satisface que V (O) es mayor que J2U(O,) paro algún valor de e en el intenialo [Jo, O,). 

Demostración: Los valores máximos de J2U(O) son ,/2/J y .,/2 que se nlcrnnn en O 

y en 7r/2 ,respectivamente. Cuando (3 - oo, O. - 7r/2, y lo-+ -7í/2. Por lo tanto 

para toda f3 suficientemente grande, existe un intervalo J =[ii,O] de longitud igual 

a tr /5 contenido en [10 , O); ii se elige de modo que J2U(ÍÍ) sea mayor que J2u (0,). 

Obviamente 2U(ii) - v2 $ 2U(O) - v', en el intervalo J. Por lo tanto la solución 

v (O) de la ecuación (3.22) con condición inicial v (8) es mayor o igual que la solución 

v (8) de ecuación ;lj = 5/2.j2U(O) - v2, con condición inicial v (ii) =O. Ahora bien, 

v(O) = ,/W(ii) Sen5/2(8 - ii) . Por lo tanto U(O) = ,/W(ii) Sen5/2(-7i) = ..jw (tí) 
. Asf , la afirmación es válida. O 

En adelante TI, denotará la proyección de (O, v, u) sobre la i-esima coordenada. Las 

coordenadas del punto S+ son (8', v', u') y la trayectoria del punto O= (Jo, O, O) se 
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denotará por -y(t) ; B In trayectoria del punto (Ji, O, O) se le llrunnrá ó(t). Cuando sen 

necesario indicar la dependencia de un término cualquiera 1)\ respecto del parámetro 

{3, se utilizarán indistintamente la notación 4'p o 4' (fJ). 

Dado que el sistema (2.6) tiene lo simetría (p 1 9,v 1 u,r).......,. (p,B,-v,-u,-r), 

la cual se verifica focHmente, para estudiar el comportamiento. de las soluciones de 

ese sistema, es suficiente con estudiar las soluciones "'Y y 6, Estas soluciones son las 

separatrices del flujo sobre N 00 y entonces lo determinan completamente. Además 

dichas soluciones son simétricas con respecto al plano v = O, por lo cual basta con 

estudiar la parte donde v ~ O. 

Sea P un punto de equilibrio. Se dirá que una trayectoria <P(t) sube al punto P f;i su 

w-limite es {P). Si existe t> O para el cual IT1(4>(t)) > 0' y IT2(4>(t)) < v' ,entonces 

se dirá que t/>(t) pasa por debajo de S+, El símbolo t/>T P significará que t/>(t) sube ni 

punto P y</>/ S+, indicará que 4> pasa por debajo de S+. 

Teorema 13 Existen valores O < {31 < f3. < {3;¡ < {34 < /3s < /Jo de f3, tales que 

1) Paro toda f3 E (0,/31) , 1·(t) / S+. 

f!} Si f3 > {3;¡, entonces -y(t) T A+. 

A nalogamente 

9)Cuando {3 E (0,{3,), ó(t) T B+. 

4)Si f3 > /3., entonces ó(t) /' S+. 

5}Pam f3 = {3,, la variedad IL es igual a la variedad IE+. Correspondientemente, 

en {3,, DL es igual a DE+. 

Demostración: La existencia de /33 se sigue directamente del Lema 12, ya que éste 

asegura la existencia de un semirrayo (#, oo) tal que paro. toda f3 > {3, la trayectoria "'113 

satisface las desigualdades IT2 (-y,, (t)) > v(O'), IT1 ('Yµ (t)) <o•, en un cierto instante 
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t. De estas desigualdades y de que el sistema es cuasigradiente respecto a v, se 

deduce que "YfJ (t) sube al punto A+. El valor de f3:i se toma como la frontero. inferior 

del máximo de los semirrayos mencionados. En forma o.náloga, el Lema 11 determina 

la existencia de un intervalo (0 1 ,B) tal que para toda f3 en ese intervalo 'Y.a(t) pasa 

por debajo de S+· La frontera superior del máximo de tales intervalos es /31. 
El valor de fJ2 se puede tomar como el supremo de las /31. Supongamos que para /32 el 

w-límite de "Ylh es B+, entonces por continuidad respecto a /3, existiría {3 > f3.i. tal que 

"YfJ (t) tendría como w-límite a B+ 1 contradiciendo de este modo la definición de {33. 

Del mismo modo, si el w-límite fuera A+, la trayectoria ""fp2 tocaría a la curva C+ en 

un punto tal que n, ('r,,,(t)) >V (O') y n, ('yp,(t)) <º"nuevamente por continuidad 

respecto a /3, existiría /3 < f3.z tal que el w~límite de "YtJ sería A+, contradiciendo 

también en este caso la definición de /Ji. Vea la Figura 3.6. 

Las afirmaciones para ó, se demuestran de manera similar.• 

Figura 3.6: 



La evidencia numérica sugiere que de hecho ·se . i:ielien 

f31 =(J., = f3:i y {j, = {j, = (3.. Además f31 "'0.2 y f3.• "'5.2~ • 

Ahora se estudiará el caso general 

U(O) = Sen30 +a CosÍJ Sé~~o·fb p()/o. 
' - .. . . 
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Si es necesario se usará la notación U(B,a,b).pa~a _iitdiC~r .. 1~-·dEiP,e~d~ncia de U re· 

specto a los parámetros a y b. 

Dada la igualdad 

U(O) = Sen3 (1T - O) - aCos(1T - O)Sen2 (1T - 8) - bCos3 (1T - O), (3.23) 

basta considerar el caso en que a 'f:. O y b > O. Como solo interesa el análisis del tipo 

{2 1 6} para extender los resultados del caso a = O, los parámetros pertenecen a la 

región R definida por 

R = {(a,b)/a<0,b>~a3}u{(a,b)/a>0,b<f,;+~a,2a-3b<O}u 
{(a,b) /a> O,b > 0,2a-3b >O} U {(a,b) 1 a= O,b >O} 

R,u R.u R3U{(a,b) 1 a= O,b >O} 

Estas regiones se muestran en la figura {3. 7). 

Para cada valor fijo de los parámetros a, b, el potencial U (8) es no negativo en un 

intervalo que denotaremos por [Jo (a, b), 11 (a, b)]. 

Lema 14 Sea b > O. Entonces 

1} !~lo(a,b) = arctan(-b) 113 

9)
0
1!.,1];,io(a,b) = -1T/2 

; 2}1im l 0 (a, b) = arctan(-a) •-o 
; 4}lim Io(a,b) = -1T/2. 

·-~ Además lo( a, b) es función. decreciente de cada una de sus variables. 

Demostración: Sen3B +a CosO Scn20 + b Cos30 =O si y sólo si 

tan 39 + a tan 20 + b = O. 

Haciendo x =tan 8 1 obtenernos la ecuación cúbica 

q(x;a,b) = x3 + ax2 + b =O. (3.24) 
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Figura 3.7: 

.Entonces la Parte (1) se sigue de la continuidad de x:3 + ax2 + b, respecto a a. En 

forma análoga se prueba (2). 

La ecuación (3.24) tiene una única rniz R(a, b) (ver Proposición 9). El polinomio 

q (x; a, O) tiene las raíces -a y O. Como q(x; a, b) = q (x; a, O) + b, la raíz R(a, b) es 

menor que -a y por lo tanto tiende a -oo, cuando a - oo. Del mismo modo se 

demuestra la parte (4). O 

La derivada de U(O) es 

U'(O) =Sen( O) (-aSen2(0) + 3Cos(O)Sen(O) + (2a - 3b)Cos2 (0)) 

por lo tanto las proyecciones bajo Il1 de los puntos de equilibrio del sistema (29), son 

O = O y las raíces de la ecuación 

- aSen2(0) + 3Cos(O)Sen(O) + (2a - 3b)Cos2(0) =O (3.25) 

Si en esta ecuación suponemos que Sen(O) = O, se deduce que 2a - 3b =O. Así 

sobre esta recta se tiene un punto de equilibrio degenerado en O = O y el otro en 

O= arctan(~). 
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' >· .. ·- :: ... ·- ( . . .'.. . 
En la región R, se é:umpl;; 2a .:... 3b f O y d~ la ecuacion (3.25) se oh.tiene 

.•. ;..;a.tim'(~J+ataii(O) + (2a'"'3b) =o, ... ,._,._,, ..... ';,.... . . . 

cuyas raíces son: . 

(3.26) 

De lós valores ~rct~~(a±~), ele~m~s los ángulos O¡ ,lli E (lo,]¡) , donde 

11¡ <02 • Sea Eo el :punto .de equilibrio é:on O = o y E; el punto de equilibrio con 

Il1 (E¡) = 8¡ , i = 1~ 2. Co~ esta not.ación, se enuncia el siguiente resultado 

Lema 15 Sea b > O . 

1) ~-1!1,lli(a, b) = arctan(b) >O 2) Ji.r¡;, O¡(a, b) = arctan(-V2J <O 

3) ~00(a,b) = rr/2 4) Ji.r¡;,Oi(a,b) = arctan(V2) >O. 

Además si a= ~b , E1 se confunde con .f4> y en este caso Oi = arctan(~). 

Demostración: Estos límites se obtienen focilmente, expandiendo en serie la expresión 

J9 + 4a(2a - 3b) . En efecto, 

J9 + 4a(2a - Jb) 

por lo tanto 

3 + 2. g- 1i 2a(2a- 3b) - g-312a2(2a - 3b}2 + · · · - . · · 
3 + ~a(2a - 3b) + o(a) 

3-~ 3-3-$a(2a-3b)+o{a) 

'º 
_(2a;3b) + ~ 'º 

De esta igualdad se sigue 

. 3 - J9 +4a(2a- 3b) 
!~ 2a =b. 

Del mismo modo se demuestra la igualdad (3). Los límites (2) y (4) se obtienen 

directamente. D 

Las siguientes observaciones estabÍecen D.1gunos hechos sobre los cambios que sufre 

C+ (y por ende N 00 ) cuando se hace variar uno de los parámetros. 
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Nota.la.· Como c~s(~l. es ri~ ri~f¡dtivo'en el in;ervaio (~w/2,7rf2)', U (B,a,b) es 

funci6n crecienie. de Iris p~~ái.~í,,;; ~ ~}" ,Pª,;. ca'd.~ ~~lo(d~ ~/f F ~~~~º· in,t¿al~ .• ·. 

~:~¿,z::=:::.I;t~¡1;~~~~'.i~~~~1'.ºi~~i 
Para el análisis en la régió? Rí/s~-~ecesit~i'_á;~(si~Íe~i~-Í~~~~: R.~é.~;é~4~~-qu.e.Jo_ 

e/¡ son los ceros de U(O)·y que lo <l¡. 

Lema 18 Sea (a,b) en la regi6n R1 entonces O< Oj(a,b) < 7r/2 < e;(a,b) y además 

lim Oj(a,b) = Jim o;(a,b) = 7r/2. 
b-oo b-.oo 

Demostración: La desigualdad se sigue inmediatamente, de que U(tr/2 1 a 1 b) = 1 y 

U' {tr/2,a 1 b) = -a >O para cualesquiera (a, b). Por lo tanto U es creciente en una 

vecindad de 11' /2 ¡ de lo. cual se deduce que U tiene un punto crítico entre w /2 e 11 y 

entonces forzosamente tiene otro entre O y 7r /2. Tomando límite cuando b tiende a 

oc en la expresión (3.26) se obtienen los valores ±oo para tan( O). O 

Con todos los hechos anteriores podemos describir en una forma muy general la 

dinámica sobre N00 para parámetros en la región R . 

Recordemos que "/ es la órbita que parte del punto (Jo, O, O). 

Teorema 19 a)Existe un abierto O en R2 , no acotado, tal que {a= O,b > ,81} e 
O e R y paro toda (a,b) E O se tiene que 'Y l A+· Además 

J}el semirrayo {a> O, b =O} es frontero de O 

2}Existe b >O tal que O n R1 contiene al conjunto acotado por la grdfica de b = -i7a3 1 

el eje a = O y can b ;:: b. Además b <': /31 
S}Paro. todo b >O existe a (b) tal que si a> a (b) entonces (a, b) E O 

b}Existe un abierto acotado V , que contiene al segmento {(O, b) 1 O < b < /3¡} sobre 

el cual 'Y l B+. 

Demostración: Daremos solo un esbozo de la demostración ya que los detalles son 

muy parecidos a los del Teorema 13. Por el Teorema 13, sabemos que "Y T A+ para 
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(O, b) con b > /31 , entonces por continuidad respecto a ~os parámetros a y b existe un 

abierto O¡ que satisface la afirmación de la parte a). De forma similar se establece la 

existenda del abierto V, mencionado en la parte b). Para probar 1) 1 recordemos que 

N00 (a, O} no es una variedad suave (Proposición 10, inciso 4}; su contorno C+(a, O) es 

una curva con un punto de contacto de segundo orden con el eje horizontal . Vea la 

Figura 3.8 

Figura 3.8: 

Dado a> O, tomemos un punto q0 E C+ (a, O) tal que Il1 (qo) < O. La trayectoria 

r(11o) del punto 'lo toca a C+ en un punto q1 tal que IJ,(q1) > O . Ahora elegimos 

cualquier b > O , para Ja cual II2(S+(a, b)) < II2(q1 ) • De la Nota 16 se deduce que 

la trayectroria 'l'{a,b) debe tocar a C+(a,b) arriba de TI2 (q1) y por lo tanto se tiene 

')' T A+· Esto completa la demostración de l). Sea b > O y a < O, Por el Lema 

14, sabemos que J0 (a 1 b) ~ arctan(-b)113 • Entonces podemos elegir b suficientemente 

grande de modo que la trayectoria r(O, b) alcance un valor mayor que ./2 en O = 

O. Esto implica que')' T A+ ya que por el Lema 15, II2(S+) es menor que .J2; 
finalmente, si b;:: b entonces Io(a,b);:: arctan{-b)113 y TI2 (.A+{a,b));:: II,(A+(O,b)) 
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(!0 es decreciente, ver Lemn. 14), por lo tanto 1-(a, b) va por arriba de -y(O, ii) , de 

lo c~al Se s_igué 2).Un '.razonamie~t~ muy similar· sirve para demostrar la parte 3). 

Poi- Lema 14 y Lema 15 , ~e sabe qué si a crece, J0 (a 1 b) decrece hacia -7r/2 y 

Oi(a, b) decrece hacia arctan(-.,/2) . Así para b fijo, encontramos a(b) suficientemente 

grande, para la cual existe un intervalo J = [r,Oj(a(b),b)J e [J0 (a(b),b),Oj(a(b),b)J, 

tal que Bj - r = 7r /10 . Además, se deduce de la Nota 16 que es posible elegir r con 

la propiedad de que K = U(r, a(b), b) ;::: 2b. Entonces la solución ii de 

~ = ~v'2K - v2 ; v(r) =O (3.27) 

es ii' !) = v'2Ksen~(O - r) ; por lo tanto ii(Oj) = ../K ;::: ,/2b. Como ii(Oj) $ 

TI2('Y\t,a(b),b)), para t tal que O(t) = Oj , se sigue que -y(a(b),b) TA+. o 

3.4 Potencial Homogéneo de grado par 

En esta sección revisaremos preferentemente el caso de grado cuatro, a fin de 

mostrar las características generales de los potenciales de grado par. Estos tienen la 

particularidad, a difererencia del grado impar, que la variedad al infinito puede ser 

vacía. Ese es el contenido del siguiente lema. 

Lema 20 SiH = H1+H2+· ·· Hn es unHamiltoniano con Hi unafonna homogénea 

positiva definida, entonces H = e es un variedad acotada. 

Demostrnci6n: Supongamos que {z~:} es una sucesión tal que H(zk) =e y llzkll _.. oo, 

cuando k - oo. Entonces la sucesi6n {zk/ llzkll} tiene una subsucesión convergente, 

que sin pérdida de generalidad podemos suponer que es ella misma. Por continuidad 

{H¡(z•/ llz•ll)} converge y como 

se obtiene que {H,(zk)} converge a infinito 'Vi= 11 •• • ,n. En caso contrario 

H¡(z•/ llz•ll) ~O, lo cual no puede ser porque JJ, es positivo definido. De lo anterior 

se deduce que H(zk) - oo , lo cual es uno. contradicción; por lo tanto H = e está 

acotado. O 
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Corolario 21 Los niveles de e11ergia del Hamil;oniano H = Hl'I-f:i?,)-·U(x,y):s~n· 
variedades compactas, si U (x 

1 
y} es una forma homogéne.a neg'aliva .. dejinida; ~ .·: · -

' ... :·> :·:: .' 
Con el objeto facilitar Ja comprensión del caso de grado cuatro,· trat~m6s_:~fi~er~ 

un potencial homogéneo de grado dos. 

Como en el caso de grado 3, mediante algunos cambios de va:nable Y ~. ~e"e'~~i~.:." 
miento adecuado del tiempo podemos reducir el número de constantes inV0~1:1~radaS.'_-: ' 

En el siguiente resultado supondremos que a2 +él #- O. 

Nota 22 Todo Sistema Hamilto11ia110 H = ~(p~ + ¡?,) - (ax2 + bxif+ cy'), ~e puede.· 

transformar mediante un cambio de variable de la fonna 

X =rx+y Y= -x+ry 

y un reescalamiento del tiempo 

dt 
;¡:¡: = (r• + J)'/2 

en un Sistema con Hamiltoniano 

(3.28) 

De esta ecue.dón podemos eliminar uno de los parámetros 

Nota 23 Mediante el cambio de variable 

X= /B/'1' X y=/B/'1'Y 

y el reescalamiento del tiempo 

!!!._ = /B¡-112 
dT ' 

el hamiltoniano 3.28 se transforma en 

(3.29) 



Nota 24. Si a= O~· e, la.;..,ta~i6n 

x=X+Y·, ¡J;;.X-Y, 

transforma al poten.cialÚ(x;y) = bxy en'. 

U (X,Y) = bX2 -bY', 

que podemos reducir a la forma 9.29. 
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No se dan las demostraciones ya que son completamente nmilogas a las de la 

Proposición 3 y del Teorema 6. En lo que sigue consideraremos la forma standard 

dada por 3.29. Si a < O y b < O , el potencinl U(:c, y) = ax'+ /,¡¡2 es negativo definido 

y se sigue del Lema 20 que N 00 es vacío¡ por lo tanto basta considerar n los potenciales 

de la forma 

U(x, y) = y'+ ax'. (3.30) 

3.5 Clasificación de N 00 • Grado 2 

Recordemos de la teoría general, que N00 es la superficie de revolución que se 

obtiene al rotar la parte no-negativa de 

U(O) = Sin20 + aCos2 0. 

Por lo tanto para determinar la forma de N00 , es suficiente con analizar los ceros de 

U(O). 

a) Si a= 0 1 U(B) = Scn20 es no-negativo para toda O y sus ceros son O, 1r y 27T'; 

con puntos críticos en 01 ·1r/2, tr, 37i/2 mod{2tr). Por lo tanto N 00 es una variedad no 

suave, unión de dos espacios homcomorfos n 5 2 que se pegan en dos puntos de cada 

uno. Ver {a) de la Figura 3.9. 

b}Si a < O, U (O) tiene cuatro raíces dadas por O = arctan ±.;=a y tiene los 

vnlores mínimos U(O) = U{rr) =a y los vnlores máximos U(7í/2) =U {3rr/2) = 1 .. 

Por lo tanto N00 es una variedad diférenciable formada por la unión de dos esferas 

ajenas S', con un punto de equilibrio repulsar en (rr/2, -.J2,o) y en (3n/2, -./2, o) 
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ypunt?s d~.~~~librl~aÚact~res en (tr/2,h,o) y eri(3,;fi, A. oy V~r ~arte 0

(bJ de 

la FiglÍra 3:!C · 

e) si ii ;: o • U(Ó) es positivo para toda o, entonces Noo ·.,.. difeÓmo~fo.a uri toro. 

~Par~ .a\.~-·~;~~e~e·ma~ dos variedades de Puntos de eqU:ilibrio, . . . 

{o e [0,2tr] ,v = ±h,u =o}. 

Si"a_"< 1, N00 tiene puntos de equHibrio atractores en (tr/2, h, o) y en ·(311/2, h, o) 

y píÍntos sillas en (o, v'2ci,o) y en (tr, v'2ci,o); los antípodas de estos puntos son 

repulsOres y sillas , respectivamente. Algo semejante o~urre p~ra a > 1, excepto que 

en este caso , los puntos sillas están en (} = 7T /2 y en (} = 3ir /~y los puntos atractor~s 

en 8 =O y en O = 7r • En la Figura 3.9, ver (e). 

a•O •<O 

a .>·;o:· 

.··~· 

Figura 3.9: 

Notemos que U(O) es invariante bajo la traslación O -t O+ 'IT, y lo mismo ocurr.e 

con N 00
• Esto simplifica la descripción del flujo en la siguiente secci6ri. 
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3.6 Flujo en N 00 • Grado dos 

Si a < O , N00 consiste en dos esferas ajenas, por lo tanto el flujo en cada esfera 

sube del punto atractor en el polo sur al punto atrnctor del polo norte (inciso (b} de la 

sección anterior). Para a> O, la variedad N00 es un toro y la situación es ligeramente 

más complicada. Antes de analizarlo introducimos la siguiente notación: 

Al punto de equilibrio en O= O , lo denotaremos por O. AJ punto de equilibrio a 

la izquierda de O lo designaremos con A y al de la derecha por B . Para indicar si 

es un punto superior o inferior se les pondrá el índice + o - , respectivamente. 

Debido a la simetría (O,v,u) ~ (-0,v,-u), del análisis de la rama frontal de 

la variedad invariante (la que surge del punto de equilibrio con un ángulo positivo) 

se deduce el comportamiento de la rama trasera. Si el w-limite de una rama de un 

punto silla Ses el punto Q, decimos que S sube a Q y lo denotamos por S T Q. 

Teorema 25 a) Si o <a< 1 , entonces el punto O± es punto silla y o_ T B+ 

b} Para a = 1 , si el w-límile de una trayectoria es (e.v'2,o), su a-límite es 

·(o - .-¡2, -v'2, o) 
e) Para toda a > 11 el punto O+ es atmctor y el punto B± es silla. Además, A- T O+. 

Demostración: En la sección anterior se han señalado lns características de los puntos 

de equilibrio. 

Sen a< 1. Consideremos como en la demostración del Lema 11, In ecuación W = 

2\1'2a- v2 , 11(0) = -ffa. Su solución está dada por v(O) = ./20.Sen(2B - ir/2) 

, la cual para 7r/2 alcanza el valor v'2G, que es precisamente la altura del punto B+ . 

Por continuidad respecto a parámetros, si la condición inicial (00 , -J2r) está cercana 

n (O, -v'Zci) 1 In solución correspondiente alcanzará el valor ffr para un valor de O 

muy cercano a ir/2. Como U(B);::: a en el intervalo [O, ir) , de lo anterior se sigue que 

trayectorias del flujo que inicien muy cerca del punto Q_ 1 alcanzarán la altura ,¡Za 

para un valor de O próximo a rr/2 y por lo tanto Q_ T B+ . 

Si a = 1, U (O) = I, por lo tanto la relación entre v y O es simplemente ~ 

2\1'2 - v2 cuya solución pnrn una condición inicial v(00 ) = -v'2 es 



v(O). = ..t2Sen (2(0 - Oa) - tr/2)1~ cual toma el ~~lor V2 en º· = º• + 1r1.2.· Esto 

demuestra (b):. 

La parte (e) se demuestra con argumentos análogos a lo; de {~), .u.tiliziuÍd~. !~ 
ecuación 'JJi = 2~, v(-·tr/2) = -V2. o 

3. 7 Potencial homogéneo de grado 4. · 

En esta sección estudiaremos al potencial homogénéo de grádÓ 4, . cuya· ·forma 

general es 

U(x, y) = ay4 + /J¡/x + cx2y2 + dyx3 + ex4 (3.31) 

Mediante una transformación T: x = rX - sY , y= sX + rY , la expresión. (3.31) se 

convierte en una forma homogénea en las variables X· y Y, que volvemoS a deiiotrir 

por x y y por un abuso de notación: 

U(x,.y) = Ay4 + By3x + Cx2y2 + Dyx3 + Ex4 • (3.32) 

Los coeficientes B y D están dados por 

B = dr4 + (2c - 4c)r3 s + 3(b - d)r2s2 + (4a - 2c)rs3 
- bs4 (3.33) 

D = br4 + (4a - 2c)r3s + 3(d - b)r2s2 + (2c- 4e)rs3 -ds4 

Lema 26 Existe una transformaci6n lineal T que auula a B o a D. 

Demostración: Si b o d es cero, no hay nada que probnr. El lema quedará demostrado 

si se hace ver que alguna de las formas B o D , no son definidas. Si b y d tienen el 

mismo signo, B(r,O) tiene signo diferente que B(O.s) por lo tanto B no es definida. 

Supongamos que b <O ,d > O entonces b-d < O (este caso es suficiente, ya que para la 

desigualdad opuesta se toma a D ) y B(r, O) >O ; ahora veamos cada posibilidad que 

se origina al considerar Jos signos de los coeficientes de r3s y rs3 • Sea (2c- 4c) ~O, 

(4a - 2c) ;:: O, entonces B(r, -r) = r4(d - (2c - 4e) + 3(b - d) - (4a - 2c) - b) = 

r 4 (2 (b - d) - (2c- 4e) - (4a - 2c)) <O por lo tanto B no es definida. Si (2c-4e) < 

O, (4a-2c) <O, B(r,r) = r4(d+(2c-4e)+3(b-d)+(4a-2c)-b) <O. Por último, 
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' ·.: .· ": 

si se tienen sigÍlos contrarios1 por ejemplo1 {2c - ~e) ~ O y (4a -, 2c)' :SO¡ .se· oriliiria~ 
2 subes.sos: l4a - 2cl $ 2c - 4e, lo que produce B(r, -,rj < .º , 'o i4d 7- 2cl ~ 2c -4e · 

y entonces B(r,r) <O. O 

Con ayuda de la transformación T y· un rcescálamiento dfi tieJriPo se d~~~estra .- : 

una reducción de parámetros, análoga a lo.·de grado 3 (ver.Teorema 6). 

Teorema 27 Todo sistema hamiltoníano 

iJ=p.,, 
Pi=-~, 

con U(:t, y) un potencial del tipo {9.91 ), se convierte por medio de un cambio de 

variables y un nueva escala de tiempo, en un sistema de la forma anterior con un 

potencial 

U(x,y) =y'+ px2y 2 + f3x3y + k:r.4 • 

Este potencial es demasiado general, como para permitir una investigación com

pleta del flujo en N00 , y aún de la topologia de esa variedad. Por lo tanto, en lo· que 

sigue nos restringiremos a potenciales de la forma 

U(x,y) =y'+ px2 y2 + kx', 

a los cuales les corresponden las funciones 

U(O) 

U'(O) 

Sen4(0) + pCos2 (0)Sen2 (6) + kCos'(O). 

Sen(O)Cós (O) ((4 - 2p)Sen2 (O) + (2p - 4k) Cos2 (O)]. 

(3.34) 

(3.35) 

Lo. forma de N00 queda determinada por los ceros de (3.35) y recordemos que se dice 

que Neo es del tipo {a,b} si U tiene a raíces y U' tiene b. El tipo {O, b} corresponden 

toros, el cual es una forma de N 00 que no se presenta para grados impares. De nuevo 

se tiene que U (O) y Ncwo son invariantes bajo la traslación O - O+ 1i1 ya que esta 

propiedad so}o depende de que el grado del potencial sen par. 
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.. x 4 + px2 + k =:=-·o, las cuales son:: 

•.. ·.·• '~ i,t:;:;2~;~¡::yt~;· 
. . ,- . . ·, . ·.·. ·,. :~ ¿... ·1:<'.·1.'.¿.' 

LOsceros de.U'(ll),so!'.:.,. .. :·. ,, ..-,,;; '···. 

(3.36) 

. .':-1f,::.1'¡:J.,0,1f/2,'7r, 

.
: < .. :· (~'i''': ·.. ·(~)'''' 

'.·· .~r~~an 2-p /¡2 ',~~~~-: 2--:-p t/2 ' . 

:ª~~~~-(~) · +1r,arctan(~) -.7r, 

(3.37) 

La~ úitiffi~s cllatrO Í'aié:es, si existen, son de la forma 

7r/2 - a,-7r/2 + a,7r/2 +a, -7r/2 - a, 

con n E (0, 7í/2). Las denotaremos por Oi, -Oj,02 y -82 ,respectivamente 

Lema 28 1) -rr,O y" son las únicas m(ces de U(O) si y sólo si {k = 0,p;:: O). Si 

(k = O,p <O) las ro{ccs son -7',0,rr,±arctan Fµ,± (1'- arctanFµ). 

!l}U(ll) no tiene raíces si y sólo si (p > O,k >O) U (p <O, k >O, ";i- < k) 

S)U(O) tiene 8 ro{ces si y sólo si (k > O,p <O) n ( "i- > k) 

4)Si k < O, U(ll) tiene 4 raíces. 

Analogamente para las raíces de U'(O) se tiene In siguiente distribución 

Lema 29 En ténninos de p y k, los ceros de U'(B) están dados por: 

1) U' (O) tiene las ocho raíces dadas por (9.37}, si (p < 2,p/2 < k) U (p > 2,p/2 > k) 

!l}En el punto p = 2,k = 1, U(O) = 1 y por lo tanto U'(O) =O. 

S}En. el complemento de la región detcnninada por 1} y!!}, U'(B) tiene 4 ceros. 

Demostración: Las demostraciones de estos lemas se siguen inmediatamente de las 

fórmulas (3.36) y (3.37). O 

En la Figura 3.10, se muestra la partición del plano p, k de acuerdo con el tipo de 

N~. 
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k. 

Figura 3.10: 

3.8 El Flujo en N00 • Grado Cuatro 

Como una consecuencia de los Lemas 28 y 29, vemos que existen 5 tipos difer

entes de superficies al infinito determinad.ns por los ceros de U y U' . Estos tipos 

son {0,4}, {0,8}, {4,4}, {4,8) y {8,8} (ver Figura 3.11). A causa del compor· 

tamiento cuasigradiente del flujo sobre la correspondiente superficie N00 , sólo para los 

tipos {0,4}, {0,8) y {4,8) se requiere una explicación del flujo. En el caso {4,8}, 

la superficie N00 tiene dos componentes simétricas en forma de "cacahuateº. Esta 

situación es similar a la estudiada con detalle en la región del tipo {~1 6} para grado 

tres. Las superficies para los casos {0 1 4} y {0,8} son topológicamente toros 1 solo que 

en el primer caso tiene cuatro ondas, mientras que en el segundo tiene ocho ondo.s. 

A continuación analizaremos el flujo para el tipo {0 18}. En la descripción del flujo, 

utilizaremos como referencia la Figura 3.11. Sobre la región R acotada por las rectas 

k = p/2 y p = 2 y la parábola k = p2/4 con p < O, la variedad N~ es topologicn· 
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mente un to~~; cuyo con;orno e;,.: {(o, J2V(OJ,O) 1 U(ll) :>O} es la gráfica de una 

función. con .. cuatr~ míni?I].OS y. cuatro máximos 1 en el ~n~en_ralo [-7r, wJ .. Por lo. tanto 

el fiujO tiene cuatro puntos de equilibrio ntfactores y cuatr~ puntos sillas, con ·sus 

correspondientes puntos repulsares y sillns, colocados anti podalmente. El punto de 

equilibrio en (O, ±../2k, O) , lo denotaremos por O± . Sobre la regi6n Res un atractor 

o répulsor, según se elija el signo positivo o negativo. S~denota al punto silla cuya 

primer coordenada es -o¡ y s~ es el primer punto silla a la derecha de 0±, cuya 

primer coordenada es O¡¡ al punto de equilibrio en -1( /2 , lo designaremos por A y 

al de 7r /2 , por B ¡ al punto sobre 02 se le designará por P y al punto sobre 7r, por D. 

Ven la Figura 3.11. 

Figura 3.11: 

Si p = O , se tiene el siguiente resultado 

Teorema 30 Sea p =O y k >O. Existen valores O< /31 < /32. < /33 <·/3, .¿·/3. <./Ja 
de /3 tal que 

1) Si O < k < /31 , s_• T B+ 

2}Si k > /3,, entonces s_• T O; 
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:J}En.· el intervalo ·a< k < /J4 , so cumple qu~ S! T B+ · 

4}Si k > /Ja , entonces S_d T D+ .. ··. 

5}Para k = P., , hay una conección. ~illa~~illa, ya qúo Sl.J8.:.:· Ta,,;b(én para k 

{36 se tiene/a conección de s:illas .s-" ·T P+. . ''·:.·· . ''.: 

Demostración: Como p = O, ne .Ci~?),. ~~ ()bse~~ .~~~ :~~'?i.·~·:;.o~~:': .. ~.·,:·cuán.d~ 
k -> O . Por lo tanto 112(8~) = 112(8~) '-+O , si k _, O : r:ie· 1~ ~~¡eriOr, s~ 'c~ncl;¡ye 
que para una k suficientemente pequeñ~; p.o.de~os_ ·~~gir·~· i~t~~o (~.b)~·t;· co;·, q2) 
tal que la solución de 

~ = 3,/2U(O) - v2 ; v(a) = -,/2U(a); 

toma un valor v(b) > -./2k. Asila órbita de cualquier P.unto inicial (o, -J2u (9), o) 
con Oi < O < a, necesariamente &ube a B+ y entonces S'.: T B+ . Por otra parte, 

cuando k-t O, U(O,k) es del mismo orden que U(Oj,k), lo cual significa que para 

toda E> O, existe /3 >O tal que si k < /3 se tiene que ·(1- <)U (O,k) <U (Oj,k); en 

particular, para E= 19/100 , fo\¡U (O, k) <U {Oj, k) si k < f3 . La /3 se elige para que 

tambien se cumpla la desigualdad Sen(69j(k)) < ¡'l¡ . La solución de 

~ = 3./2k - v2 ; v(-Oj) =O; 

es v (O) = -./2kSen3 (O+ Oj) , por lo tanto si k < f3 se tiene que v (Oj) = -./2kSen60j < 
J2kfo = J2~k < J27J;" . Asi la solución de la ecuación diferencial anterior, con 

condición inicial v(-Oj) = -J2U(-Oj,k) pasa por debajo de J2U(Oj,k), cuando 

O = Oj. Por continuidad, toda solución de ~ = 3v'2k - v2 , con condici6n inicial 

. cercana a (-o¡, -J2U(-Oj,k)) pasará por debajo de J2u (Oj,k); por lo tanto S~ T 

O . Facilmente se demuestra que el conjunto { k 1 S~ (k) T O, S~ T O} es un intervalo 

abierto. Sea /31 su supremo¡ ahora veremos que pnrn k = /31 1 S~ TS~ y S~ T B+ ¡ 

para esto basta ver que en /31 el ángulo entre s~ y s~ es menor o igual que el ángulo 

entre s~ y el punto de equilibrio p sobre 02 1 dado que cada una de las dos parejas 

de puntos tienen la misma coordenada v. 

o¡ (k) _, 1T/4 y analicemos la ecuación 

~ = 3v'2r-v2 

dO 

Notemos primero que cuando k ---+ 1 , 

v(-a) = -./2r; (3.38) 



54 

su solución es v(Oj = $.Sen(30 + 3a- 7r/2) . Supongamos que"< 7r/4 y" es 

muy cercano a 7r/4 , entonces 3Ck - 7í/2 es muy cercano a tr/4 , por lo tanto, si O 

es cercano a 7r/12, se tiene que v(O) es muy cercano a $.Sen(7r/2) = v'2T. Así, 

tomando k de modo que Oi (k) > 7i/l2 , podemos encontrar un punto muy cercano n 

S~ , de modo que su órbita alcance el valor .J2k en un ángulo O= 7r/l2 < Oj (k) . 

De esto se concluye que S~ TO. Pero Oj (k) < 7r/4, por lo cual el ángulo entre S~ y 

p es mayor que entre s~ y s~ ; con esto se demuestra la existencia de una k > /31 1 

para la que S~ TO y si:, lB+ 1 de lo que se sigue (2). Ahora es claro que para toda 

k > /31 1 S~ TO . Finalmente, cuando k - oo 1 Bi y O:i convergen a rr/2, por lo tanto 

con argumentos análogos a los ya utilizados, se demuestra que existe una k 1 parn la 

cual S~ TD+ ¡ hacemos fJ-z igual al ínfimo de ta.les k, con lo que se cumple 4} y 5) del 

teorema. O 
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Capítulo 4 

Sistemas Hamiltonianos 

Polinomiales 

En este capítulo se describe la compactificación de Poincaré de un campo vecto

rial, lo que a grandes rasgos, consiste en proyectar sobre la esfera 8" = { 2:~11 Yl} 
mediante la proyección central un campo vectorial X definido en lR", obteniendo así 

sobre la unión de los dos hemisferios abiertos de la esfera un campo vectorial, el cual 

puede ser extendido a toda la esfern. A este campo lo denotamos por X. Este pro

ceso se le aplica a los campos hamiltonianos polinomiales X u y se demuestra que la 

variedad E00 =S"- 1 n{Hm+l =O} es invariante bajo el flujo de XH, donde Hm+I es la 

parte homogénea de grado mayor del polinomio H. Se estudian algunas propiedades 

genera1es ·de la variedad E 00
• 

4.1 Compactificación de Poincaré de campos vec

toriales polinomiales. 

Para estudiar el comportamiento al infinito de los campos vectoriales hnmiltoni

anos cuyo hamiltoniano es polinom.inl, se utilizará la compactificación de Poincaré. A 

continuación se da una breve descripción siguiendo los cálculos desarrollados en (6) . 

Identificaremos al espacio Euclidinno .ffi." con el hiperplano 

j 



56 

~· = {y E JR•+'/~n+i = l}!. tange¡,(e ~Ja ~·f~ra's•.~J ~:«: ~·:;{1:~v~f 1}: Bean . 

s+ y s~.· ' .. los h~~~feri,os .n~~~e. y su~.-~e:·~.~· .. e.~~e·~~~.}~~~~-~~~~~~~<::Defini~~~:kís 
difeomorfismos 

q,+: ·m". ·~-~-/s~>¡-·::;rp~ ·da";'.~.;~~;r,· 
·.·, «-~.. -...... 

por 
~+(ó:) ,,; At.J (~1, ... ,x., l), . 

~-(x) = - .,/,¡ (x1 , ••• , x., 1), 

con L>(x) = (1 + t xn11•. 
i=l .• :· 

Así para cada campo vectorial X enlR", obtenemos un campo x· en sius~, dado 

.por 

X'(y) = { (D~+),X(x) si y= ~+(x), 
(Def>_),X(x) si y= ~-(x). 

La expresión para X' (y) en S~ US~ es 

l . 2 -y, -y,y, """"Y1Yn x· 1 

-y,y, 1-y~ -y2Yn x· 2 

X'(y) = Yn+J 

-YnY1 -unY2 1-y~ x· n-1 

-Yn+1Y1 -Yn+1Y2 Yn+lYn X~ 

con X;(y,, ... ,Yn+1) = X¡(y,/Yn+I• ... ,y./Yn+I)· 

[ x;l 
=A(y) ;~ , 

(4.1) 

Debido a que cada X¡ es un polinomio, el campo (4.1) se puede extender a toda 

Ja esfera 8". En efecto. tal extensión está dada por 

[ 

x, l 
X(ii) = Y::'+i'X'(ii) = A(y) ;. , (4.2) 
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donde m=max{grado(X1Í. .• .,griuio(Xn)} y 

: . ·X,(y,,. ... ii~+1) = Y':+1X.CYi/Yn+•· .. ., Yn/Yn+1) 0 (4.3) 

Nótese que el infinito de.IR" corresponde al ecuador sn- 1 ={y ES"JYn+i'= O}. El' 

flu~~ 
1

de. (4.2) cefea de sn- 1 , nos permite ~tudinr las órbitas de X que .van o ~ienen_ . 
de infinito. De las expresiones anteriores se deduce que el infinito S" es invariante 

bajo el flujo de X. 

4.2 Compactificación de Poincaré para campos vec

toriales polinomiales Hamiltonianos. 

Sea H :Ill2d -.m. un polinomio y 

, 8H 8H 8H 8H 
Jí.u = (8xd+1 'º"" 1 8x

2
d 1 -8x1 , ... ,-axd), 

el campo vectorial Hamiltoniano generado por H. 

Utilizando los cálculos de la sección anterior a esta particular clase de campos 

vectoriales se obtiene el siguiente resultado 

Proposición 31 {6}Sea H(x1 , ••• , Xn) un Hamiltoniano polinomial con n=2d 11ariables 

y de gmdo m+J.Entonces 

(a}X11 = (~ + ,\y1, ... , g~: + Ayd,-t;::; + AYd+11···1-'J::: + .Ay2d,AYn+1), 

donde 

H•(Y11···1Yn+1) = Y'::i1 H(y1/Yn+1 , ... ,yn/Yn+1) 

y 

>. = É(Y;+dllll:. - y,.111!..:_); 
i=l 8¡(¡ 8¡¡,'f-d 

(b }el nivel de encrgia 11" = O es invariante bajo el flujo de X H • 

Demostración: De (4.3) y de la definición de If• se obtiene 

8H m 8H 8/f" 
8y¡ = Yn+l By, (Yi/Yn+I 1 ···1 Yn/Yn+d = 8yi i 



por consiguiente (a) se sigile de (4.2) y de la igualdad de arriba. 

Al calcular la derivada de H~ a lo lar~O de las cury8.s ·s'?~u~i~_~es_ de :'5{11 resulta 

~ E1=1l~; y¡t + ~Yi+d1} + ~Yn+1f1 
Et=,[~(~+ >.y;)+ :J.~',(-8,J::· + >.y<+•ll + i::,~;,>.vn+i. 
>.(¿t=¡{~; Yi + :.,~:. Yi+d] + ,:;~;, Yn+1) = >.(n + l)H". 

5Íl 

Para obtener la última expresión se aplicó a H•, la fórmula de Euler para funciones 

homogéneas. De la igualdad final se sigue que H• = O es invariante bajo el flujo de 

xff. º 
Dado un Hamiltoniano polinomial H de grado m+l, H¡ denota la parte homogénea 

de grado i. Al término constnnte Ho lo llamaremos h. Es claro que el análisis del 

flujo en los niveles de energin Eh= H- 1(h) se reduce al amilisis en el nivel H- 1(0), 

si h se considera como. un parámetro y no está fijo. 

Teorema 32 /6/Con las hipótesis de la Proposición 91, son válidas las siguientes 

afinnaciones 

a) El nivel Eh =H- 1{0) se mapea por medio del difeomorfismo q,+(q,-¡ sobre un 

subconjunto El;(E¡,) del hemisferio norte (sur). Et; y E¡; son invariantes bajo elftujo 

deXu. 

b}Seo. sn-1 =S" n {Yn+l =O). Entonces la restricci6n Xu Is·-· está dado por 

{~+>.u1,···1ª~";: 1 +>.yd,-ª~;¡•· 1 +>.u,H1, ... ,-~+>.uu.), 
donde 

>. = t (y. fil!mil - y .!!!hu) 
i=l 1+d 8¡¡¡ 1 utli+d • 

c} El conjunto 

E"' = S'- 1 n (Hm+l =O}, 

es invariante bajo el flujo de Xu . 

(d}La frontero de E/: está contenida en FJ"'. 

(e} Los puntos críticos de X11 IS'-' pertenecen a E"". 

Demostración: La afirmación (a} se sigue de la definición de la compactificación de 

Poincaré. El inciso (b) se obtiene de la Proposición 31. Ln demostr~ción de (e) es 
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similar a la de la Proposición 31(b). Dado que {H' = O}n sn-l ;= E~ ; la pa'.te (d} 

se sigue de la Proposición 31(b} y de la definiciónd~B.,.,. \ 
Los puntos críticos de XH lsn~1 satisfa~en el .sisteITI:a 

~·+Ay¡ O, 

~->..Yd+i ·a, 

para i = l 1 ... 1 d. Multiplicando la primera ecuación por Yd+i y la segunda por y¡ y 

despuéS swnando las ecuaciones ¡ se obtiene 

~ 8Hm+1 O f;:,Y¡&i;"= . 

P~r la fórmula de Euler para funciones homogéneas se sigue que 

y por lo tanto se cumple {e). O 

4.3 Algunas propiedades generales de E 00 

Sea P :m.n+i -t m. un polinomio homogéneo de grado d y 8" la esfera de dimensión 

n definida por 

n+I 
sn = {:t: E JRn+1 \G(x) = 1} ,donde G(:t:) = ¿ x~. 

i::l 

Denotamos con V al conjunto de ceros de P, i.e. 

\' = {:t: E JRn+l\P(:t:} =O}. 

Sea W = Sº n V. Si L = (P, G), entonces W = L-1(0, 1). En esta sección, por 

comodidad denotaremos a E00 por W. Nótese que la dimensión n - 1 de la sección 

anterior la hemos reemplazado por n. 

El polinomio P se elige de modo que W es una variedad de dimensión n - 1, 

es decir (O, 1} es valor regular de L, lo cual es equivalente a que V' P(x) i O, para 
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tod~:. x·.·e.·W.:_:En .. _~fecto~:supongamos qtie X es un· punto crític~ de W, entonces 

VP(~) =' ~:;j , ';a'ra al~~ ..\; por la fórmula de Euler x · V P(x) = dP(x), se sigue 

dé la ¡j¡üi.ldad ii.~t~rior que ..\ llxll 2 = dP(x) = O. ckimo x E S" , resulta que ..\ = O 

.Y .. !'?~ .. l~>~t~···vP(X) =O , Al disco de·di~ensi6n·n,. se deriotará por D", i.e. 

D~ ~. {{yj, .. · ;Y~+1) 1 Yn+J = O,L;yl :5 1}. Si_ el espacio topó!ógjco A es homeomorfo 

a B .. 1 esC:ribimos A !:!t B. 

S~a · D el sllhconjunto de m,n+i defiiiÍdo. por 

D= {{x,, .. :,x.,1) l~(:z:1, .. ::z:0 ,l) =0}. (4.4) 
. ' .. ,.. ' . . ' 

. . . 

La proyecd6n radial de R"+1\ {O} sobre. la' esfera S", es .la función definida por 

(4.5) 

'La función IT;- es por definición igual a -n:. 

Proposición 33 Supongamos que J;¡+ 1 no es factor del polinomio P; entonces el 

conjunto W está dado por 

W = IT;!'(D) u IT;(D) 

Demostrar}ón: Sea {xk} rm sucesión en D tal que xkfl\xk[] - q. Por continuidad 

se tiene que P(x" / llx'll> - P(q), por lo tanto P(q) = O, ya que P(x' / llx'll> = O, 

para toda k. Obviamente llqll = l; así pues q E W. Con esto queda demostrado que 

IT;t(D) e W. En forma semejante se demuestra que IT; (D) e W. 

Ahora veremos que W C IT;t(D)UIT;(D). Sea q = (x1,• 00 Xn+1) un punto de 

W, i.e. P(q) = o y llqll = l. Primero analizaremos el caso que Xn+l "' o. Sea 

X= (x1/Xn+ 11 • • • ,xn/Xn+Ii 1}; de la homogeneidad de P se sigue que X E D. Como 

llqll = 1 Y q = Xn+iX, entonces lxn+1 l llxll = l; por lo tanto lxn+1 I = 1/ llxll; así 

q = x/ llxll o q = -x/ llxll, entonces q e lI;!'{D) U IT;{D). Por último, supongamos 

que Xn+I = O. Si existe una bola B (q, f) tal que 'Vx E B (q, f) n V se tiene que 

la (n + 1) - coordenada es igual a cero, entonces Xn+I divide a P¡ entonces por 

la hipótesis se puede suponer que existe una sucesión { (x~, x~ 1 • • • , x~, wk) E lV} :
1 

que converge a q = (q1, • • ·, q01 O). Sin pérdida de generalidad se puede considerar 
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que wk :> O, 'para toda k -EJN .. 9bViruri.e~te·. t _=·-· (x~/wk, · • · 1 ~~/~,.·,: iY:P.~_rt_e_~e-~~- ~ 
D; además Jlq•JJ = v(x'f.' + · ;+x~') /w>'+ 1 = i/wk, parlo tanto TI;!" (q~)~w·q~> ¡ 

converge a q, i.e. q E TI;!"(D)uII;(D). 0- · ·· ·· · ·· 
. '· .· . . . :--. ..·;'.· :,: 

Lema 34 Si O e S" yC ~ S"-1 '* S"\0 = HÚK conHn j( = 0'y FI ~.D~:li!. /(;;_-

·_:,,. 

Proposición 35 Si d· es par entonces W no es homeomorfo a Sn-~ 

Demostración: Sea 'll:IR."+1 -+IR."+1 el mapeo antipodal, el_.cu~l'n~ .. ·t~e.ri~-~~to~,!ij.~s 
distintos de cero. 

Claramente i!l(lV) = W. 

Definimos 
V+= {xi P(x) > O} , V_ ={xi P(xÍ .< O}, é 

W+= V+n S" 

Es fácil ver que i!l(V+);,,,, V+ y ill(\f-) =V_ ; por lo tanto'i!l(W±) = W±. 

Claramente por continuidad, se tiene que W ±. = W ± ú W y ·por. lo tnnto 

ill(W±) =W±· (4.6) 

Si lV 21 sn-1, entonces por el Lema 34, W + ~ D" y por (4.6), tendí-fo.mas un 

mapeo de D" en D" sin puntos fijos, lo cual es una contradicción. O 

Definición 36 Se.a 1 una involuci6n en S". Se dice que N es una sub variedad ca

rocter<stico de (J, 8") si existe A subvariedad compacta de S", tal que 

1) N=AnJ(A)=BA,y 

2) S" =A U J(A). 

En lo que sigue de esta secci6n el grado d será impar. 

L'Jma 37 Si d es impar, entonces W es subvariedad característica de (W, S"). 

- .. ~· -~.- .... -;"·-· 
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Demostración: Sea A= W +•claramente IJl(W +) = W- y fa~ilin;;;,te ~eV.rifi~;;~ (1) 
y (2) de la definición anterior. O , .:, :: :. .. ··. ;. ,,, ' , ·::,:· • ,, ... 

Sea X un espacio topológico, entonce:s Hq(X) denota ~l :<i-·~~inlo" ~PO ·d~.·~-?~~Íogi'a 
de X y Tq(X) al subgrupo de torsión de H.(X). 

Proposición 38 Supongamos que n = 4k + 3, k E N U {O}, T,.(W) =O. Entonces 

H,.+1(1V) = Z''· 

Antes de dar la demostración de este resultado se enuncia una consecuencia que 

es de interés en el presente trabajo. Notemos que cuando n = 3 1 entonces W es una 

superficie orientable, compacta y sin frontera. 

Corolario 39 Sin= 3, entonces W no es una superficie conexa de género impar. 

Demostrad6n del corolario: Si n = 3, entonces k =O. Por lo tanto H1 = z4r, pero 

H1 es el abelianizado del grupo fundamental 1 por lo que H1 = z 20, (ges el género}. 

Si g es impar, 2g no es divisible entre 4. O 

Sea M una variedad compacta, orientada de dimensión 2r. Al conjunto de 

números enteros los denotamos por z. Por el Teorema de dualidad de Poincaré 

existe un isomorfismo T : Hr (M) ---t- Hr. Sea F : Hr X Hr --. Z, definida por 

F (x, y) = (T (x), y), x, y E H. (M). Esta función F es bilineal y simétrica o nn

tisimétrica, si r es par o impar respectivamente (ver f9J). De modo natural F induce 

una forma F en H, (M) /T, (M) X H. (M) /T, (M), definida como es usual por medio 

de los representantes. 

Thorema 40 Sea M una variedad compacta, sin frontero, orientable de dimensión 

2r. Entonces la fonna bilinea/ 

F(x,y) =x·y, 

definida sobre 

H,(M)/T,(M), 

es unimodular y simétrica si r es par y es unimodular y anlisimélrica si r es impar. 
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Unimodu1ar significa que lo mat~jz asociada tiene deter~iri~nt~ igua~ a i. 

El siguiente resultado se encuentra en [!O). 

Proposición 41 Si M es una variedad compacta entonces H11( M) está finita mente 

generado pam todo (n'iiice q . 

Por un teorema de Kurosh (ver [10)), todo grupo abelinno finitamente generado 

es suma directa de un grupo libre Zª y un grupo de torsión finito T. Por lo tanto 

Hq(M) = L,(M) $ T,(M), 

tal que L9(M) = Zº y 7'9(M) es un grupo de torsión finito. 

' Para expresar que dos grupos A y B son isomorfos escribimos A ~ B. Una forma 

equivalente del Teorema de dualidad de Poincaré es 

Teorema 42 Bajo las hipótesis del Teorema 40 se tiene 

1) L,( M) "" L,,_,( /\!), 

2) T,(M) ""T,,_,_, (M). 

Sea i: W -. W +, ln inclusión canónica. Este rnopeo determina un homomorfismo 

i.,, en los grupos de homología Hq{W) --. Hq(W +)· Como es costumbre omitiremos 

el índice q en el símbolo i.,. 

Denotemos por K, ni kernel de i, : H9(W) - H,(W +)· 

Lema 43 Sea '11,, : H,(W) - H,(W), el homomorfismo inducido por et mapeo an

típoda/ '11. Si q + 1 < n, entonces H,(W) = K, e '11.,(K,). 

Demostración· Sabemos que 

Por otra parte 

y 

H;(S") = { Z, i E {O, n} 
O, en {O, n}' 



64 

ver [12]. 
. . . 

'.J'~memos q tal que O < q < q + 1 < n. El índice 9. s~ orlt.itirá ~~ tcid?~· ~os_ ~sos, 
excepto en la notación de los ~pos de h~rnolÓgía; 

Como la sucesión de Mayer~ Vietoris 
·,~· . 

... -+ H.+1(8")-+ H.(W)-+ H.(W+)EllH.(~(W+))->H.Cg~)C .. :, < __ ··•• 
es exacta (ver [12])y dado que Hq+J(S") = H.(S") .= {Ó}, s~ ~i~~:¡~ton;;~.-q~~ 
r.p = (i., j.) es un isomorfismo, donde i. y j. son los h~·~om~~fi~irio~:.·i_~d_µ_cid<:>~·:por 
las inclusiones de W en 'll'(W +) y W + respectivamente. 

Por otra parte, el diagrama conmutativo 

~! !~ 

w J... ~cW+l 

induce en homologia el siguiente diagrama conmutativo 

~. !"' 
H.(W) 

R<! ~. 
.!.!.. H.(~(W +)). 

Como K ea el kernel de i.,se obtiene que ~.(K) es el kernel de j., por lo cual 

ip(K) e OE!lHq(~(W+Jl 

y 

<p(~.(K)) e H,(W+)EllO. 

Sea (O,z) E O Ell Hq(~(W+Jl· Como <pes epimorfismo existe y E H.(W) tnl que 

<p(y) = (O, z); por lo tanto y E K. De este modo queda demostrado que 

ip(K) =O fll H.(~(W+ll· 
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. . . 

. ,'l'(>l';(K)} ~ H,(W°~) e O. 

Deésto se obti~ne q_JL 
·, .'.;'",' ·":• .. :·r.:::,··.• ', .','~:·_::.·:',' >-.. ·; 

An~ogarnerit*: . 

···Hó{W).=; Kc'm q,;K.:. 
·;_')..": ~~-~:.····.·~.·- .,.~._'<, ' .. 

:emostrrición de Ja Pr~posldón. 3~'; (S;,~~'.,~:~,;;a:w:nedad de dimensión 4k+2, 

po~:.~l ~e9rem~·42, · •:-·; ... ···-;.-.;-'',-~-

. r,~+.i~r~r,¡,.(w¡ =o: 
Por lo tanto H2•+1(W) es libre de t~ri,ión.;)•po;el Le~a 43 se tiene 

H,..j. 1(W) k z•m. 

Por Teorema 40, la forma bilineal F(x,y) es antisimétrica y unimo~ulnr sobre 

H,.+1(W). 

El homeomorfismo antipodal '11 1 induce ln forma bilineal 

B(x,y) = F(x, >l',y) = x · >l',y, para (x,y) E K x K. 

Como 111 invierte orientación entonces x ·y= -W.x. '11.y. 

Por lo tanto 

x · >l',y = ->l',x • >l',>l',y = ->l',x ·y= y· >l', x, 

donde la última igualdad es consecuencia de la antisimetría de F. Así, B es una 

forma bilineal simétrica. 

Dado que H2k+i(W) = K El) >l',K, (ver Lema 43), se puede elegir una base 

a1, ... 1 am, '11. 01 1 ••• , '11.a:m en la cual la matriz 

O¡• >l',o; ) ( 0 
lil.o¡. '1'.o; = -b ~)' 



. 66 

=~]~i~ti:~~:"tl::Á~~~~~~B.~~· 



67 

Capítulo 5 

La Variedad E 00
• Grado 2 y 3 

Este capitulo está dedicado completamente al estudio de la clasificadón de las 

superficies cúbicas que se obtienen nl intersectar Jn esfera S3 con un cono {H3 =O}, 

donde H3 es un polinomio homogéneo de tercer grado en cuatro vnriables. Se usa 

una forma normal de Arnold, para reducir el espacio de parámetros n un espacio 

de cuatro dimensiones. El discriminante divide al espacio de parámetros en diversas 

componentes conexas y todas las superficies que corresponden a parámetros dentro 

de una misma componente son difeomorfas; la forma normal de cada superficie se 

obtiene eligiendo un juego de parámetros en cada unn de dichas componentes. 

5.1 Clasificación topológica de la variedad E 00
• 2 

grados de libertad. 

En esta sección se estudiará la topología de la variedad E 00
, con JI un hamiltoniano 

polinomial homogéneo con 2 grados de libertad y de grado a lo más 3. Las variables 

(y,, ... , Y•) se denotarán por (x, y, z, w) y el campo XH ls•por F = (Fi. F,, F,, F,). 
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Por el l'e.orema a2(b), el campo Fes 

·.·F~(x,y~z~w) -- ªJf. +Ax, 
F2(~,Y.k,~) :~:+>.y, 
~~.(~!.y,z',tú)·: -~ +:.,\z, 

(5.1) 

·r:a(x,y,"'.;W) -~:~Aw, 

con 

,\ =z~~x~+w~ -y~, dondei=l,i3esd ;;.ado·· 

del polinomio H. 

Si H eá de primer grado, H = h+ ax.+/ly+cz+dw ye!'sist.e~a'.X,¡'.,s · · 

cuyas soluciones 

:i; c, 

ÍI d, 

z -a, 
ÚJ -b, 

x(t) =et +ki. 

y(t) =dt +k,, 

z(t) = -at+ka. 

w(t)=-bt+k4 , 

son independientes entre sí. Es obvio que no se necesita ln compactificnd6n para un 

análisis completo de este sistema. 

En las siguientes secciones de este trabajo, serán útiles los siguientes Teoremas 44 

y 45, cuyas demostraciones pueden verse en (13J. 

Teorema 44 {índice de Poincaré-Hopf ).Sea X un campo vectorial sobre una var

iedad compacta orientada M, con un número finito de ceros. Entonces la suma global 

de los {ndices es igual a la carocterística de Euler de Af. 

Teorema 45 La característica de Euler X de una superficie de género g es 

X =2-2g. 
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5.Ll Hamiltoniano Homogeneo de grado 2 

Sea 

la expresión general de unn forma cuadrática en 4 variables. La forma H2 se puede 

diagonalizar mediante una transformación ortogonal para llevarla a la forma 

donde p;1 i = 11 • • ·, 4 son los valores propios de la matriz asociada a H2 y genérica· 

mente son distintos de cero. 

De acuerdo con el Teorema 32, E 00 es invariante bajo el campo dado por el 

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales 

f¡ 

i 

p,w + (p, - p,)xyz + (P2 - p,)y2w, 

-p,x + (P1 - p,)xz2 + (p, - p,)yzw, 
(5.2) 

Dado que E 00 es una superficie compacta de dimensión dos, para describirla 

topológicamente basta determinar su género g. El género está relacionado con la 

característica X por la fórmula 

x=2-2g. 

Por el Teorema del índice de Poincaré-Hopf, la característica es igual a la suma de 

los índices de los puntos de equilibrio del sistema (5.2). De estas observaciones se 

concluye que el problema es equivalente a calcular el índice de cada punto de equilibrio 

del sistema (5.2). 



70 

Después de algunas modific.aciones algebraicas senciÍlaS·, los p~~os-de e.q~ilibrio 
de (5.2) 1 se obtienen como soluciones de las ec1:1aciones 

p3yz- p4XW o, 
-p1xw+p2y:: o, 

(5.3) 
Paz2 + p¡x2 o, 
p4W

2 + P2Y2 o. 
Para resolver (5.3), es conveniente distinguir lns siguientes posibilidades de acuerdo 

con los signos de los valores propios: 

1) Todos los valores propios tienen el mismo signo. Entonces E 00 = 0. 

II) La forma cuadrática H2 es de signatura impar, es decir 3 valores con el mismo 

signo y uno con signo distinto. Por la simetría de (5.3) y la homogeneidad de H 2 , es 

suficiente con analizar el caso p1 1 p2 y p4, positivos y p3 negativo. 

III) Si l/2 es de signatura par y cambia de signo, entonces tiene 2 valores positivos 

y 2 negativos. Esencialmente se tienen tres casos: a) P1 >O ,P2 >O y p3 <O, p4 <O, 

b)p, > 0,p, >O y P2 < 0,p, <O y c) Pi> O ,p3 >O y P2 <O, p, <O. 

Puntos de Equilibrio. grado 2 

En la demostración del siguiente teorema se usará la notación de arriba 

Teorema 46 Sea XH el campo t1ectorial Hamiltoniano inducido por un HamiUoniano 

polinomial de segundo grado. Si E'° .¡. 0, entonces se cumple 

{a) Si la signatura de lafonna 1/2 es impar, el campo X11 tiene exactamente cuatro 

puntos de equilibrio en Ij:X'. 

{b) Si la signatura de H2 es par, genéricament.e el campo Xll tiene ocho puntos 

de equilibrio en E'°, o bien ninguno. 

Demostración: Col'l:sideremos primero el caso II). Por la cuarta ecuación de (5.3) no 

hay solución de (5.3) con y f O ó w f O. Entonces y = O, w = O; de In tercera 

ecuación de (5.3) se obtiene 

X=±(-~)! z; 
p, 
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. - .. '. ·. 

como ei' Punto ·~·eh~ ·pertene~er ~·~a esferá', se: ob_tiene 
', _:·-·· .. · ... · . 

s~~~~/~1. > 

de donde . . . ;±,(;,:6;~){,;;~&.;'\ . 
Se tienen exactamente~ pllll:tOs"de<e9~~.i_br~_O::-

- .~.-

P, ,,,;. (k1 , O; k; O); :..:_p; ·,;,; (~ k1 ,0/~k; O), 

P2 = (-k1 , O, k, O), -P.;;, (ki, o, -k, O), 
(5A) 

. i ·. ! 
donde ki = (~) y k = {~) . 

Analicemos ahora JI!). Para a) se tiene p¡ >O, P• >O y p3 <O, p, <O. 

Usando la cuarta ecuación de (5.3), y = O es equivalente a w = O. Con esta 

condición se obtienen los.puntos P 11 -P1 , P 2 y -P2 como en el caso anterior. Analoga~ 

mente, x =O es equivalente a z =O y las raíces son 

y=±(~)!=±•', 
P• -p2 

con lo cual se tienen los puntos de equilibrio 

Q 1 =(O, r, O, r 1); -Q 1 =(O, -r, O, -r1), 

Q. =(O, -r, O, r 1); - Q2 ={O, r, O, - r 1), 

donde ri = (~)i y r = (~)!. 

(5.5) 

De la primera ecuación de (5.3) se despeja xw y se sustituye en la segunda 

ecuación; por lo tanto 

o bien 

(-p¡ Pa + P2 p,)yz ~O. 
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·De es.~.8 _ec~~~i~n,.~e·C~~.~l~y~ que.·P~ra qu~ existan· p~tos d~ eqtúlibrio, sin coorde

riad~ nulos:,. es necesD.rio que 

-p¡p3 + P2P< = O, 

lo cual corresponde a·un caso no genérico con una curva cerrada de puntos de equi

lilirio. 

A~í que en el caso III.a) genericamente se tienen los 8 puntos de equilibrio 

±P;, ±Q,, i = 1,2. (5.6) 

De unn manera análoga se procede con el caso III.b). Vamos a verificar que el 

resultado es el mismo que para !11.a). Ahora p¡ > O, p, > O y p, < O, p3 < O. De la 

tercera y cuarta ecuación de (5.3) se obtienen las ecuaciones 

( v'Plx - J=Pjz) ( v'Plx + J=Pjz) = O, 

( ,¡¡¡;. w - J=Pay) ( ,¡¡¡;. w + J=Pay) = o' 

lo cual en principio da cuatro posibilidades: 

i) v'Plx = J=Pjz ,¡p;.w = J=Pay' 
ii) v'Plx = J=Pjz ,¡p;.w = -J=Pay, 

iii) v'Plx = -J=Paz ,¡p;.w = ..¡=:p,y' 
iv) v'i'IX = -J=Pjz ,¡¡¡;. w = - ..¡=:p,y. 

Utilizando las igualdades de i), se substituyen x y w en la primera y segunda ecuación 

de (5.3) y se obtiene 

(Pav'i'I - .JP2P>P<) yz =O, 

(P2,/P4 - .JP1P2Pa) yz =O, 

los coeficientes de estas ecuaciones no se pueden anular, ya que cada uno de ellos es 

una swna de números negativos, por lo tanto y = O o :: = O. Claramente 1 y = O es 

equivalente a w = O y z = O es equivalente a que x = O. Así en el caso i). los puntos 

de equilibrio están dados por las ecuaciones 

y=O, w=O, z=('f/;x, (1+ (-;,))x'=l, 
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.. · ·:;;~)~~i?·~·::)Jir~R±~~,~~;~~:~,. · .. 
".·-:,:-«· '.-··;-.-·.·-·:';:.:':''\,•, ·:: ' 

•·/<<§;"$:~~~~~~t:l;\~f~f:L0<>~: 6; =~:;: 
y 

c.on r =·: CEI::::;\·~;·_::~-~-:~·:;/"j,/:;::.<r.::a:, k1 = ~'los cuales coinciden con los 
-.V.P~-.1:'-:-->- .· ,: ',V:'f!2.:.-P•-. "•. -~ -~- .Y_P!"::"' V P3-P_I 

del c:=asO II~.~)~· ~-~:~~~i~_.ve~:~ul'.·_1~· t_res ~asos restnntes presentan las mismas soluciones 

más Wlª curyil cefrada de puntos de equilibrio, en el caso no genérico de que se cumpla 

P1P3 - P2P4 = 0, 

por lo tanto en el caso III.b), genericamente se tienen 8 puntos de equilibrio. Fjnal

mente, de la tercera y cuarta ecuación del sistema (5.3) se sigue que en el caso III.c), 

no hay solución distinta de la trivial. Con esto se termina Ja demostración. O 

Indice del campo en Eo:>, grado 2. 

Proposición 47 a) Si H2 tiene signatum impar, los cuatro puntos de equilibrio del 

campo X11 sobre p;c<' tieTJen índice 1. 

b) Si H2 tiene signatura par y E'° f:. 01 entonces el campo X11 en IS'=' tiene 4 puntos 

de equilibrio de indice 1 y 4 de índice -1, o bien ningún punto de equilibrio 

Demostración: La esfera 83 es el conjunto de nivel 1 para la función G(x, y, z, w) = 

x2 + y2 + z 2 + w2
• Tenemos 

8(H., G) = det ( 2pix 2p3z) = 4(PJ _ pa)xz, 
8(x, z) 2x 2z 
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y anáJogame"'nte 
B{H,,G) · 
B(y, w) = 4(p2 - p,)yw. 

El primer Jacobiano se anulá en Jos p1:111tos.±Q¡ 1.y no se anula en los puntos ±P¡. 

Viceversa para el segundo Jacobiano. Por lo tant<'.' 1 x y Z se pueden expresar. como 

funciones de (y,w) alrededor de cada punto±}} y y y w.son funciones de (x, z) 

alrededor de ± Q ,. 

De lo anterior se tiene que para cakular.ef índjce en ±P¡, se debe anaHza~ el 

sistema 
iJ = p,w + (p, - Pa)xyz + (P2 - p,)y'w, 

w = -p,y + (p, - Pa)xzw + (P2 - p,)yw2
, 

con x = x(y, tv),:: = z(y, w). 

y en los puntos ± Qit el sistema correspondiente es 

:i: PaZ + (p1 - Pa)x2z + (p-, - p4)xyw, 

z = -p,x + (p, - p3)xz2 + (p, - p4 )yzw, 

(5.7) 

(5.8) 

con y= y(x,z); w = w(x,z). Por otra parte, derivando impUcitamente las ecua

ciones 
p¡x2 + P2Y2 + p3Z

2 + p4W
2 o, 

x2+y2 +z2 +w2 1, 

se obtiene que 

1-:y p:z 1 
n = (PJ-PJ):;u 

1-p4W p3Z 1 

~ = -(~-P3): 1 

o. 1-::y p~x 1 Bz ¡ -:_~w p~x 1 
av = (P1-p3)%Z 1 0W = (p¡-P3)ZZ l 

queevaluadnsen ± P¡, cada una da cero. Del mismo modo se obtiene queJas derivadas 

~' ~'~'~se anulan en ±Q¡. 

Así, la aproximación lineal al sistema (5.7) tiene como matriz Jacobiana·a 

( 
(Pt - pa)xz p, ) (5.9) 

-p, (P1 - Pa)xz ' 
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. eval~ad~ ·e~ l~~:~u~~~~: =:l(P¡,'-t··~··Í,~2. 
La ap~i;;am~~ióriae (S;S) ~sbl·~~da por 

1-.;. 

. .P> ) 
(p2 '- p4)yw ' 

(5.10) 

Si ~e c::izrnple (a) sólo se tienen los 4 puntos ± P¡ y la matriz (5.9) tiene traza no 

nula y determinante positivo en cada punto, lo cual implica que el índice de ±Pi es 

l. 

Si {b) vale, se tienen 8 puntos de equilibrio,± P;, ± Q,, i = 1, 2. La traza de (5.9) 

y de (5.10} es no nula, pero ahora debido a que PJ y P2 tienen signos distintos de p3 

y p4, el determinante puede tomar cualquier signo. 

El determinante de. (5.9) en ± P, es 

y el de (5.10) en ± Q, es 

Lla = Pi P> - P2 P« 

De este modo 1 .6,5 > O si Llo < O y .6.6 > O si .ó.5 < O. Por lo tanto, siempre se 

tienen 4 puntos con traza no-nula y determinante positivo y entonces de índice ·1, y 

4 puntos con traza no-nula y determinante negativo y por ende de índice -1. O 

La topología de E~, grado 2. 

Ahora se demostrará el teorema principal de esta subsección, que describe gene· 

ricamente la topología posible de E 00
• 

Teorema 48 a) Si H2 es de signatura impar, E00 es una superficie con dos compo· 

nentes conexas, cada una homeomorfa a una esfera S 2• 
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b} Si es de signatura dos, E 00 es homeomor/o a un toro. 

e} Si f/2 es de signatura O o 4, E'° es vacío, lo cual significa que no hay escapes. 

Pemostrndón: Bajo la hipótesis (a), por la Proposición 47 se tienen 4 puntos de 

equilibrio con índice}, cada uno. Como cada componente conexa de Eeo, debe tener 

índice global par, y no es posible tener una componente con índice global 4, porque el 

género g es positivo, entonces forzosamente se tienen 2 componentes de índice 2 cada 

una, lo cual implica que el género es O. Así pues EIX'I es la unión de 2 esferas S 2• De 

la Proposición 33 se sigue que E 00 no puede tener más de dos componentes ya que en 

este caso D es un elipsoide y por lo tanto t>s conE"XO y acotado. 

Supongo.mas que se cumple (b). Entonces no hay ningún punto de equilibrio, o 

hay 4 puntos con índice 1 y 4 con índice -1. Como en cualquier caso el índice global 

es cero, basta probar que E 00 es conexo, para concluir que E00 tiene género 1 y por 

lo tanto es un toro. 

Corno (H2 =O) es un cono, entonces E 00 es la proyección radia.l de una generatriz 

del cono, sobre la esfera S 3 • 

Tornemos la generatriz dada por 

D: PJ x2 + P2Y2 + p3z2 = -p4, 

(por comodidad, supondremos que p¡ > O,p2 > O,p4 = -1 y que p3 <O). 

La superficie E 00 es entonces el conjunto de todas ]as intersecciones de 

cada rayo {(tx, ty, tz, t) 1 t eR), (x, y, z) E D, con 5 3 • 

De (5.11) despejamos a z 

z = ±· f-p¡ x• - f!!y2 + 2-. 
VPa Pa pa 

A la raíz positiva la denotamos por z1 y a la negativn por z2 • 

(5.11) 

Dada una terna (x 1 y, z¡) e D, i = 1, 2. La intersección.con 53 , se da para una 

t que satisface 
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.t¡=± .. ·.·.(Pa ;_ PÍ x' + Pa ._ P2 y; .f. l +p.ª)~ 
. ·pa .·pa·····p, 

(t1 c~n .el sigilo p~~iti~ Y ~2 .· con.'el negati~o)~, 
ASi.E°'? es.Ja ~ión de las imágenes de.las 4 funciones 

definidas en la región n : %- x 2 + : y2 - ¡!; :S 01 incluido el punto al infinito. Nótese 

que R es un conjunto conexo, ya que es el exterior de una elipse. 

Sen W1j = l.p¡,;('R.) . Como 'Pi.i es continua, cada uno de los conjuntos l-Vi,1 es 

conexo, por lo tanto E 00 es la unión de 4 conjuntos conexos . Así, parn probar que 

E00 es conexo, sólo es necesario confirmar que esos 4 conexos no son ajenos. 

Sea 

Entonces 

_, 
A = (Pa - P1 a' + Pa - P2) T 

Pa Pa 

( 
-p¡ a' - p, ) ! 

B= (p,-p,)'+(p,-p,) . 

Ji_r¡;¡, cp1,1(x, y)= (aA, A, B, O), 
fmA 

~-'!l. 'P2.2(x, y)= (aA, A, B, O); 
~ .. -. 

por lo tanto w,,, n w,,, ,¡, 0. 

Ji_r¡;¡, cp1,2(x, y) = (aA, B, -C, O) 
~ .... 

y 

Ji_r¡;¡, cp2,1(x,y) = (aA, B, -C, O); 
~ .. -.. 
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~e do~de se d~d~c~ que w,,. n ~'.; 1 ~ 0. · 

~ar ot;~ p~rt~,si~x2 +.~;é~;1;,.,o, ~ntO~c~s 

·~,,,ix}~) ~ Úi;l~,·o; !); • 
·~, .• (i, uiBc1~:~;l~a}ij,:y: ···.• 

• •••• ,;,. ,·... •f '"' 

··.·,::.:- .· ·:~·:· ... :·v:';~. :;_;, .- .'~·:.:, :· .· 

con l ='(x; +y2 + l¡éi; 

De esto se obtiene que W1,1 n w,,. ~ 0 y 

w.,,n w.,2 .;,0. 

Con esto queda demostrado el teorema. O 

5.1.2 Hanúltoniano Homogéneo de grado tres. 

Si el Hamiltoniano H(x, y, z 1 w) es un polinomio de tercer grado, la forma ho~ 

mogénea H3 (x,y,z,w) depende de 20 parámetros 

H3 = ax1 + b'Jl + cz3 + dw3 + a1x2y + a2x2z + a3x
2w 

+b1xy2 + b2y2 z + b3y2UJ + C1Xz2 + C2yz2 + C3z
2w 

+d1xw2 + d2 yu¡2 + d3 zw2 + e1xyz + e2xyw + c3 xzw + e4yzw 

(5.12) 

Los cuatro parámetros a, b, e, d se pueden eliminar mediante un simple cambio de 

escala, pero aún así quedan 16 parámetros que hacen muy complicado el problema de 

clasificación de E 00
• Ahora bien, si la forma (5.12) es reducible se tiene el siguiente 

resultado 

Proposición 49 Si H3 es un polinomio reducible, entonces E 00 es genericamente 

una unión de tres esferas ajenas Cl de una esfem y un toro 8 1 x 5 1 • 



EST~ 
SAUR 

Demostradón :Si· p· e~- Un polinom.i~, r~dllcit;>~e .ent~ncés 

TES\S 
llE lA. 

(i) P = L1 LiL,,.dond~:LJe~li~e~l par~j ,,:,1, 2,3. En este caso E"' es igual 

U({L1 =0}nS3),o. . 
3=1 .: ' .• ' . 
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(ii) P = LQ, ·con L: lineal y Q un polinomio cuadrático y por lo tanto E"' 

({L =O} n 8 3) ü ({Q,,;; O} n S3). 

Si ocurre (i) y los tres hiperplanos son paralelos (y distintos), E"' es una variedad 

suave forma.O.a por la' unión de tres esferas S2 1 puesto que la intersección de un hiper~ 

plano cOn 8 3 es una esfera. Si los 3 hiperplanos se intersectan, E 00 es una unión de 

tres esferas, pero no resulta una variedad suave, ya que en este caso el gradiente de 

P se anula en un punto x :F 0 1 como se ve fácilmente de la siguiente igualdad 

Para (ii), su}Jonemos que Q es no reducible, porque en caso contrario se tiene la 

situación (i). Por el Teorema 48 ((Q =O} n S3 ) es una unión de dos esferas o es 

un toro y como ({L =O} n 83 ) es una esfera, se sigue que E00 es una uníón de tres 

esferas o de una esfera y un toro. Si E°" es la unión de una esfera y un toro, entonces 

E 00 no es suave, ya que en este caso H1 (E00
) = Z2 , pero esto es imposible ya que de 

acuerdo con la Proposición 38, el rango de H1 (Eco) debe ser un múltiplo de 4. O 

El caso irreducible es considerablemente más difícil y para su análisis tomaremos 

la forma normal propuesta por Arnold [lj: 

H, = :z:3 + y3 + z3 + w3 + (ax+ btJ + cz + dw)', 

por lo tanto la clasificación topológica de las superficies 

E~= (H, = O) n S3, 

(5.13) 

dependerá de cuatro parámetros. Recordemos que E 00 es una superficie regular si 

y sólo si para todo x E E"' se cumple que \7 H 3(x) ,¡, O (ver página 4.3). Sea 

A(a1 b1 c1 d) = 01 la ecuación que define al conjunto de parámetros para los cuales 

existe un punto x E E"' tal que 'í1 H,(x) = O. 

Dentro de cada componente conexa del complemento p de {a(a 1 b,.c,d) =O}, las 

superficies correspondientes son topológicamente equivalentes. Para determinar a Eco 
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. primero se obtencl~án ;a~ com~~~énte~ ;o~exa~ ~~;p. ;;en~mos que V Jl~(x) = O si y 

sólo .si ;e .c.timPt~~, .J~· ·~~~~ÍOh~S ·. :: ~: .. · :·.: .. :·,. ,.·. ·.,, 1 
,·, 

}~ ' ... : ". .,_ ... . . 

• ~~·¡,it~{!~f Ef ~f ;~~ c •. =~: 
. OC d(a>:+by+cz+dw)2 -w2•· 

De ~SÍ:~:~.e~.Siiue·q~~···l~ pQr~met~os a,b,c,d, son números ncrpositivos. Eliminarido 

(x, y, Z~ W) .dé)~ ~U~dones anteriores se obtiene que 

~(a,;b,c,d) = a3 +b3 +e'+ d3 - 2(< 1ab,;;J;+ c2ac,/üC+ 

<3ad.Jiid + <1<2bc,/bé + <1<abdv'bJ + <2<3cd./Cd) + 1, 
(5.15) 

con E¡ E {-1, l}. Estas deternünan las ocho ecuaciones que definen a las regiones cuyo 

complemento es p . Ahora introducimos unos cambios de variable para transformar 

las ecuaciones 5.15 a upa forma más simple. Mediante la aplicación sucesiva de los 

cambios 

(-a i---+ x 1 -b1--to y, -e t--t z, -d r--+ w), 

(,¡X,___. X, .JY >--+ Y, .,/Z ,_. Z, ,/W ,_ w) , 
(X3 ,___. A, Y3 ,_. B' Z3 

1-+ e, W3 
1-+ D) ' 

las 8 ecuaciones 5.15 se transforman en 

(A+ u,B + u,C + u3D)' = 1, (5.16) 

con u, E {-1, 1} y (A, B, C, D) ~ O. Es claro que existe una correspondencia uno a 

uno entre las componentes definidas por 5.15 y las definidas por 5.16. 

5.2 Las componentes conexas de ¡p. 

Lo.a ecuaciones 5.16 determinan 8 parejas de hiperpJanos paralelos. Los hiper

planos de cada pareja que tienen el segundo miembro jgual a 1, se indican en la 

.) 



siguiente tabla' 

C,:, A+B-i-C+D= 1, 

e; : i+ B+ e::.. D ;;; i,c 
e;: A-i::a=-c+D 7,1;, 

e¡: A,+B '-''G c..:D ;,;i, 
, ,'c.-;' A:..B+c+iJ;;;'1,' 

C6 'i ,A'-B+C _:D;, l;' 

,c1_: ·A-B~c+D=l, 
':Cs:- A-B-:-C-,D=l. 
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(5.17) 

Si',es.cn~·~esafi~· .~~,~~-i~z~fá;~l .~Í~~~{c/~·~~8. denota.r el hiperplano paralelo, corres

pOndielite ~ ·.i~. · 
Nótese 'que l, no .intersecta a la región de interés R', = {(A, B, C, D) 2: O}; 

1:.1 (1 R~ es una región aco~ada afín cuyos tetrahedros de dimensión 2 están dadas por 

:ei'::A+B+G,=l,D=O;e,: A+B+D=l,C=O;e3 : A+C+D=l, B=O 
, y e,,: B -i-,C + D = 1, A= O y sus "vértices" son (1, O, O, O), (O, 1,0,0), (0,0, 1,0) 

y ·(~.1 _'0,·.o,l): Los hiperplanos L.2 , L.31 C6 , f.8 , intersectn.n al hiperplano C1 en las 

aria.tas ei 1 e2, e3 1 e4 respectivamente¡ además ellos mismos se intersectan en el punto 

(1/2, 1/2, 1¡2; 1/2), con lo que se obtiene una componente conexa acotada de p en 

forffia de tetra.hedro que llamaremos ~t. Estos mismos planos al prolongarse mó.s 

allá del vértice (1/2, 1/2, 1/2, 1/2) de ~1 , da lugar n una componente no acotada 

que llamaremos 92. Otra componente es la que contiene nl complemento de R!- y 

.que denotaremos por O. En principio existe una componente conexn de p por cada 

cuatro planos que se intersecten en un punto en posición general, así que para localizar 

cualquier otra componente debemos revisar ese tipo de intersecciones. En cada vértice 

de ~1 existe una componente: 

En el punto (1, O, 0 1 O) se intersectan los ple.nos t..2,' Ca, i:.5 y la. 
En (O, 1, O, O) se intersecto.n f..21 C.3, ls y l.&. 
En (O, O, 1, O) la componente la forman e,, Co, l 8 y C3• 

Finalmente, en (O, O, 0, 1) se tiene la intersección de Í:.3 1 C.5 1 la y l.2. 

A estas cuatro nuevas componentes las llamaremos CA, ca, ce y CD respectivo.

mente. 

" ..... " "·" ·"'···· ....... _,_:...:.;,.., ... ,;.,.,~,.-_ .... ..; 
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Có~o r~p~~sent"Blit,e cÍe n ·se .tomará al pu~~c(P~ ~·(~,O, 01 of; En la com~onente 
~1 . to~aremos al p~to P2.= (1/./8, 1/,/s, 1/./8, 1/18) que en las cciorde~adas orig

inalés a,b,c,d coresponde al punto -p/2, 1/2, 1;2;1;2) .y en~, elegimos al punto 

P3 = (1 1 1, l, 1), que en las coordenadas originales E'.ª - (1 1 l;l, l}. En la siguiente 

sección demostraremos que EOQ correspondieÍl.te a p1 es una esfer~, para P2 son tres 

esferas ajenas y la que corresponde a P3 es un bitara, i.e. una s·uperficie de género 

2. Ahora demostraremos un resultado que sefá muy útil para probar la afirmación 

hecha acerca de PJ y Pt. 

Teorema 50 Si H = H(x,y,z,w) es un polinomio de tercer gm~d y H 3 = x3 +y3 + 
:

3 + w3 +(ax+ by+ e: +dw)3 es su parte homogénea de grado máximo, entonces 

E~=' (H, = O)nS3 , 

es una regi6n conexa,si (a,b,c,d) es (0,0,0;0) o (-1,.:.:1,-1,-1). 

Demostrnci6n: Supongamos que a = b = e= d = O. De acuerdo con el Lema 33, es 

suficiente con demostrar que D: x3 +y3+::3 + 1 =O es conexo, lo cual es cierto ya que 

es In imagen de R2 , bojo ln función coJÍtinua x = (-y3- z3 -1)113 , La demostración 

del caso a= b =e= d = -1, se da en el apéndice. O 

5.2.1 Puntos de equilibrio. Grado 3. 

E°'° es invariante bajo el flujo del campo dado por el sistema de ecuaciones 

:i; 3z2 + 3ce2 + x,\ F1(x,y,z,w), 

f¡ 3w2 + 3de2 + y,\ F2 (x, y, z, w), 

-3x2 - 3ae2 + z..\ F3 (x,y,z,w), 
(5.18) 

'" -3y2 - 3be2 + w,\ F.(x, y, z, w). 

Con e= ax+ by.+ cz + dw y,\ = z(3x2 + 3ae2 ) - x(3z2 + 3cc2 ) + w(3y2 + 3be2
)

y(3w2 + 3de2). 



83 

.Los puntos de equilibriodel~is;e~a{5.~B)s~n 1: sdlucÍon~~'.de . 

····3,;·~a~éf:i:X;,,.,.ó;// . 

· >=~~~~~1r~;t';:;, ..... . (5.19} 

Ahora calclllarerrios los punt~~ d~ ~1lÍ!Íbrl~ de (Ú9j;p;;:r~' i!:';.s ~uarte.t~s {a, b, e; d) 

de parámetros: {O, 0,0, o); -(1/2; f¡2, 1j:Í, 1/2) y'.c._(1,1\,1). . . . . . 

Lema 51 El sistema (5.18} tiene 

(a) 6 puntos de equilibrio si todos los parámetros son cero, 

(b} 30 puntos de equilibrio si los parámetros son -(1, 1, 1, 1) y 

(e) JO puntos de equilibrio si los parámetros son -(1/2, 1/2, 1/2, 1/2). 

Demostración: la búsqueda de las raíces se haró. mediante el anñlisis de los cuatro 

casos que resultan nl considernr el número de coordenadas nulas que tiene el punto 

de equilibrio. 

**En cada uno de los casos que siguen, primero se harán los cálculos para -(l 1 l 1 l 1 l) 

y después para (0,0,0,0}. El análisis pnrn -(1/2, 1/2, 1/2, 1/2) se hará al final. 

ler. caso: Tres coordenadas igun.lcs a cero. En ningún caso hay solución: 

Para que el punto esté en S3, la cuarta coordenada es ±1. Por lo tanto e2 = 1 y 

A= ±3. Al menos una de las ecuaciones de (5.19) es de la forma k2 - e2 = O, -con k 

una coordenada nula- imposible!.No hay solución. 

Es muy fácil ver que si todos los parámetros son nulos y tres coordenadas son cero, 

la cuarta coordenada debe ser cero. No hay solución. 

2o. caso: 2 coordenadas iguales a cero y 2 distintas de cero. 

2.1 x = O = y, z f O, w f. O. De lns 2 primeras ecunciones de (5.19} 

z2 = (z +w)2; w2 = (z + w}2 , como w f O, z f O entonces 2z + w =O y z + 2w =O, 

de donde 2w = .¡ imposible! No hay solución. 
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2.2 io;;, O~ z, entonces e2 = (y+w)2 de Ja ecu~~ión (S:l9.1)0= (y+w)2 :*• 
y+w =o dedoride y= .é.w, 

enton~es >.;;, .'.:.~?.>e;,, O. Morn d~ la segunda ei:~áción de (5'.i~) 
3y2 -:-6y4 =0 ~.y2(1-2é)=á;:" 

como y 1 o ... y=±-;);; w = ±-;);. 

Asi !aS' soluciones en este caso son 

1 
X = 0 = z; , y = + '12; 

x=O=Z¡ 
-1 

y= '12; 

-'1 
w =: ;/2; 

1 
w= y:¡· 

2.3 x = O= w; y 1 O, z 1 O. e2 = (y+z)2. de ·las ecuaciones (5.19.1) y (5;19.4) 

se llega a 

z2 = e2 =(y+ z)2, y 2 = e2 = (y+ z )2, 

análogas a las del caso 2.1, por lo tanto No hay solución. 

2.4 y= O= z; x 1O,w1 O. e2 = (x + w)2 • Usando la segunda y la cuarta 

ecuación de (5.19), este caso es como el anterior.No hay solución 

2.5 y= O = w; e2 = (x + z)2, de las ecuación (5.19.2) 

0= (x+z)2 <==> x= -z, 

asi se obtienen las 2 soluciones 

y= 0 = W 1 X= ~' Z = ~· 
y=O=w, x=~, ::=~. 

2.6 z =O = w; y 1 O, xi O. e2 = (x +y)', 

x 2 = (x +y)'. 

y•= (x+y)'. 

Análogo al caso 2.4.No hay solución. 
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Tomemos ahora todos los paró.metros nulos. 

x = O = y ===> z = O, por lo tanto no hay solución.Lo mismo para cuando x = O = w 

O y = O = z, no hay solución. Si x = O = z de la ecuación H3 = O, se deduce la 

relación 

y=-w. 

De y = O = w se obtiene la relación 

x=-z. 

Cada una de estas relaciones proporciona 2 soluciones, como en. 2.2 y 2.5 . 

3er. caso: Una de las coordenadas es cero. 

3.1 x =O; e2 = (y+ z + w)2• La ecuación (5.19.1) da 

z' =(y+ z +w)', o sea y =·-w. 

De las ecuaciones (5.19.2) a (5.19.4) 

>. = 3(e2 
- w2

) = 3(x' - c2
) = 3(y2 

- e2
), 

y z w 

sustituyendo (5.20) encontramos 

por lo tanto 

z2-w2 x2-z2 
--y-=-z--; 

x2-z2 y2-z2 
---=---; 

z w 

y w 
De la solución de este sistema encontramos que 

o bien 

w= -(l+VS)z. y= (1+V5)z., 
2 ' 2 

w = c-1 + VS)z; 
2 . 

(1-V5)z 
y=--2--· 

El valor de z .se obtiene de la condición de que el punto pertenece a S 3 • 

(5.20) 
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3.2 y= g;·~• = (x+~+w)' .. DeÍa ecu~clón (s.i9:2¡, w; = c2 y como 

X f. 0, Z ~ Q y tu io, &e obtiene .eJ si~t~ma • '. ,. 

~2c ~-~2.;; ,·.X~·-~---~~..-. .. ~~\~::i~:~:'Y2,·~ ~2.;:~:.J~·~.·~'..J,~··,~: ~w·¡· 
~·= ~r-., x·, .. w::~.: :·:~,··:<·.·~!:,:· -.,z•.·-.." 

d~ l~s ~~~in·~.~ ~~~-:~~ácf~~es· .. ~.~ ~ :~~ = -_:~¡' .:~y:i.~·:+_·.~~;~~\;·~~:-.:~~átido se llega 
ax',-:-z~·=-w(x+z),po~lotant~ .... ,·,. ' ': 

(x-z)(x+z)=;;-3.(Ú~~: '· .. 
;·:- -.··· ._ 

de aclui se obtienen dos posibilidades : x ·= :,;,_.;.l."~ :~\w.~ -: x~ 
La prl~era alternativa da las solllciones 

y= 0,x= -z¡ 

y= O,x=-z¡ 

w = (-! +.JS)x 
2 . l. 

1 + .J5 w=-(-
2
-)x, 

si w = z - x, entonces la ecuación z(w2 - z 2 ) - .x(x2 - w2) .=O se convierte en 

xz(x+z) =O, 

la cual tiene como única solución válida para este caso, z = -x. por lo tanto w = -2x. 

Asi obtenemos la solución 

y = 0 1 z = -x¡ w = -2x. 

Pero ésta no satisface las ecuaciones de los puntos de equilibrio por lo tanto no hay 

solución. 

3.3 z =O, e2 =.x', -3c2 +x..\ =O; 3(w2 -e2)+y..\ = 03(-y'+e') +w..\ =O. 

Por lo tanto 

de donde 

3e2 

..\=-; 
X 

x= (x2
-w

2
); 

y 

..\ = 3{e
2
-w

2
; 

y 

x= (y'-x'\ 
w 

..\ = 3(y
2

- e
2
); 

w 

x2-w2 y2-x2 
--v-=-w--; 

sumando les 2 primeras ecuaciones de arriba se obtiene 

x(y+w) =y2 -w2 ; x(y+w) = (y-w)(y+w)# 
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x(y+w) ,..·(v-:w)(y+w)=O'# (y+w)(~:,.:y+w) =.O, •· 
lo ~ual ~a 2 ~terit~ti~: y= -·w Y,W·~.y-X.- s{~·= .i_w,_ entone~;:~~-:=·-~~ -w2,. 

cuyas s,olucfoneS son 
1+,/5 1'-~ 

w E {-
2
-.- x, --

2
-.-.x}. 

En c~bio ~i w = y-x, la ecuación xy = ~2 :.... ~~·resulta' igu~ f!
0 

y(y_ -.x) .. _= O, qtie 

produce y = O o w = O, por lo tanto n~ obtenem~s otr~ sOluCi~ri 

3.4 w=O. 

e2 =y', 3(z2 - y'}+""~= O; -3e2 +y>.= O; 3(-x2 +y')+ z>. =O; 

Por lo tanto 
3(y2 - z2) · 3(x2 ...,· y2) 

>. = --.,--; >. = 3y; A,= --X--; 

de donde 

vx·;. y 2 - z2 ; .yz .. :z:2 - y2 ; z(y2 -:- z') = :i:(:t2 - y2), 

surnando !ns 2 primeras y(x + z) = x2 - z2 BSi 

y(x+ z) = (x- z)(x+ z) <* (x+z)(y- x +z) =O, 

y nuevamente x = -z, produce In ecuación 

la cual tiene soluciones 
l+,/5 l-,/5 

V E {-
2
-x, -

2
-x}. 

La otra posibilidad z =X -y, produce la ecuación 

x(y-x) =O, 

con lo cual x = O o z = O. no dá ninguna otra solución 

Si todos los parámetros son ceros, no hay solución. Por ejemplo, da.do x = 01 

{5.19.l) implica que z =O, y de la misma forma las otras posibilidades. 

4o. caso::r f O, y f O, z f O, w f O. 



Eliminando A,- obteneinOs;' · ,·.··:. .? ..... _ :_ .. ~ 
Je2·_. z2 ~\- ::. e2_:':':.: w2 ., .• · .. ~: t;~.:..:.::'z~ : -··x2.:.... e2 .. 
.--"'-.-·=·:--.-;_: - .. --=~; 
e2 ~:t,p_~··:2:: :~--~.;~2 ;.:·. )/ e~;;:,z2/~~~1y2_.~_'e\· ::' .· \-

4·1 · ... ~ ~: ¿; ~~t~~~~y~~-~o~~~~~tf r;~2~t·~;;;~~!f ]'~r\'j~:r: . : . 
. 
4
.u ·.-. · ._._~".?·0·~~:b.''-~'<:·;¿~\:>~iWU:1;:::?D:r:· ~··• :, ·. 

Si z =:=- w; 'sustitujen40 en· lá_ecuaciófr·de·'arriba ·se' obtiene· .. :" 
·~- \.r ;·. ':- . ·~;>::,;·-.. : .-.;.~;:,!_:,_·.-;..·.\'._~ -·~F· .. : · .... 

a(ii{+.:i.;;•~+~4.;;~·+·;;.>':,;. ci> .. 
'·.- .; ., ~--!:»:. . ,';;<"">·:··: : ,;·<::·: 

cuYaS rnices' son 

·.;,;.;~y¡ .u= -3;./5~;;;;~·~~\Vsv; 
que ·nos Produce l~s pOs_ibles s~IuCi~nes 

:r.=y;· z=w; ·w=~y; 

x=y; z=W¡ 

x=y¡ z=w¡ 

-3+ v'5 
w=--2--y; 

3+ v'5 
w=---2-. 

4.1.2 x = y,z·= -w, no produce ninguna soluci6n 

4.2 z = w, ent0:11ces la ecuación (5.19.1) da 

y(e2 - w2
) = :i:{c2 

- w2 ). 

SS 

(5.21) 

, 4.2.1 Si (e2 - w2 -:f:. O, entonces y= x. Por lo tanto estmnos en el caso 4.1.1. 

4.2.2 z = w, c2 = w2 , deestaecuaciónresultaquew = -(x+y) ow = -~. 

4.2.2.l Si sustituimos w = -(x +y)¡ z = -(x +y) en las 2 primeras ecuaciones 

del sistema se obtienen las ecuaciones 

3x(x3 + 5x2y + 5xy2 + y3
) = O, 
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3y(:i:ª + 5:r:2y + 5X¡¡2 +y") = O, 

. que tienen como raices (:ii =O, y= O)i (y :=>-~:r:) 

x=(-2+Va)y, x=(.:.,2,--'Vs)iÍ,· 

Pero excepto (:z: = 01 y ~ O), nin~a. es soluc~ón de la tercer- ecuación del sistema. 

Por lo tanto no hay solución. 

4.2.2.2 Si sustituimos w = -~ = z en las 2 primeras ecuaciones del sistema se 

obtienen 
-x (7x' + 3x2

y + 3:r:y2 + 7y3
) = O, 

9 

-y (7x' + 3x2y + 3X1J2 + 7y3
) = O, 

9 
cuyas únicas soluciones reales son x =O= y. No hay solución. 

4.3 X= -z 

Sustituyendo en las ecuaciones (1), (3) y (4) del sistema (5.21), se obtienen 

y(w2 + 2wy+ y'+ 2wz + yz - z2) =O, 

w(w' + 2wy + y2 
- wz - 2yz - z2 ) = O, 

y(w'+ 2wy+ y2 + 2wz + yz - z2 ) =O, 

cuyas raices son (y= -z 1 w = z)¡ (y= 0 1 w = ~z); (y= O, w = ~z)¡ 

(w =O; y= - 1;/•z); (y = -w, z =O); (y = -w, z =O). 

4.4 y= -w. 

Sustituimos en (8) se obtiene 

z(-w2 -2wx + x' -wz + 2xz + z2
) =O, 

x(-w' + wx +x' + 2wz + 2xz + z2
) =O, 

x(w' - w:r: - x' - 2wz - 2xz - z2
) = O, 

3xz(x + z) = O, 

.•• l. ... ~ .. , .•• ..:..' 



las raices son 

. · ... · .. ~i+vrs .... 
(w =z,x= -z); (w=O,x=.-z); (w.=<-.. -.-.-.-z, x=O); 

(w = ~1;.vsz'.x=0);(~~1¡2¿;,<~0!; .•·•• 

(w= 1 -
2
V5x;z:=O); ¡.,::.;9;'z~ó{> 

. :__.:· '.;·'.·:(·'· 
Finalmente 

4.5 X - y.¡, 0, Z - W .¡, 0, X+ Z .¡, 0 y J+ üi;/o: 
·' 

Del sistema origin.al se deriva las ~unc.io~~~ · 

3(z2 -w2 )+(x-y).\ .=.o,·:.' 
a(y' - x•r+ (z - w)A = . o,. : 

3(z'-x')+(x+z)A: O, 

3(w2 
- y') +(Y+ w)A O, 

de modo que cualquier raiz de (5.19) es raíz de (5.22). 

De (5.22) se obtienen 

3(z' -u?) 
--¡y=;¡-

-3(z' - x2) 

x+z 

de las 2 últimas ecuaciones 

A; 3(y' - x') = A; 
w-z 

Aº -3(w' - y') = A; 
y+w 

-3(z - x) =A= -3(w - y). 

Por lo cual 

z-w=x-y # z-x=w-y1 

sustituyendo en las 2 primeras ecuaciones de C 

A.= -3(z+w), 

A=3(y+x), 
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. (5.22) 

{5.23) 

(5.24) 
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igualando -3(z +w) ,;. ~3(•~. ;;y) s~obti•, ne (¡u~·. =·~y.·.•É~torices 
•¡_· ... 

. . ·.·· ·.····•·.(/ ,/.}y~s:s:~·;~~i~~f f r;· ~:= -;·· 
como·z +y= O, .x+ w:= o;: al'substiti.tit"erl'..\ se tiene 1 

. · : : ,· · ·.:··~: ··.e:~.'?:· '''··.·:< 1<(.1 ,' ... · <· ~.·, · ·.·· · · 
;¡·~ <·-'"'·'': 
· · · · •:• •. ,x· =, 6•.'.w + ai:in2, •. 

de la igu~Id~dA = :,_3c.z+~rsehega ~ 
. ' . . . . . . 

(z + w)(2zw + 1) =O, 

por lo cual z =-~o z = -w. z =-fu¡, no lleva a una solución, ya que el punto cor

respondiente (z.,,,; -~,y= t;, x = -w) no pertenece a 8 3• La posibilidad z = -w, 
llevo. a x = -y¡ estas dos condiciones implican que e = O = >.¡ lo cual no es compati

ble con la condición de que las coordenadas del punto no sean cero. No hay solución. 

Al eliminar A del sistema (5.19), cuando todos los parámetros se anulan, se ob-

tienen las ecuaciones 
z2 x2 

--=--¡ 
X Z 

w2 x2 
--=-; 

y z 

de las cuales se obtiene la solución 

y=x=-z=-w. 

De la misma manera~ puede ver que para los parámetros a= b =e=· d =·~1/2, 
s6lo se tienen las siguientes soluciones 

2.2 :Z: = 0 = z, W = -y, 2.5 y= Q = W, X= -z. 

4.1.1 (a) :z: =y, z = w =-y. (b) :z: =y, z = w y w = (2 + v13)y. (e) x =y, z = w 

y w = (2 - v13) y. 



. . 

Resumen de los putitos· de eé::¡Uilibrio. 

Los valores d~·;l~~-,p~~os de·e~~Ú~~o se ~ic~an- a:partir de.Ía condi~i6~ ~~.:~ue 
perte~ecen a la esfe~~· s~~·:.pn~er~ Se Úst.~n.~os punto~ dE'. -equiÚ·~~¡~"paf~··~.·~-.'~-~.-:c: ~.~ 
d=-1. 

. ).", 

J. 

2.2 

3.2 

. .. (7 + jg)· ,,. (-11+11./5)(7 + \/5)112 
Po:· y =:.~.'-x_ ~ - --~ : .·, z = -x,w = 223/2 

P10 = -P9, 

Pu: y"." O, x = -(7~:5)
112

, z = -:x,w = (-ll - l1~~~7 - \/5)''
2 

P12=-P11. 
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3.3 
.. ·.' c.::.11+11vTs)(7,+jg)1!2 , .·(1+Vi)·<~1> · .. 

P13: z =O, x ~.\ __ .. ::-."··· ::"-: -~2~(~:-~: :·:·;-·;·.<:.i.,~ .. ~:: : -:2~:· .° ·~·::',.~w~.= -y1 
· .. :.·<:/::··" ··: .• ... · .· .; . ·;~ .,· ... ~ . : .; . 

P, ,•~; ~:;2;,c*~;~¡~~~i~l~~¡~~~u\:~··~ _,, 
·:,, .JL;,;~1Jt~~j~\~·t~·~~t!!~t~~i·~ .... ~ -•. 

:: :·.·- :-;·:~. :" '_'.::~. - ' .¡ 

··":.~,: .·::;_<:.'P1~.-=-~Pi~~-. _. 

4.1 

. ··. , 

... , 1 1 1 1 
';·P22:: X= 2· y= 2' z = -2, w = - 2' 

. . . (-15 + 53''H3 + vsi112 (3 + V5) i12 
P23 , x = . 

20
va . . , z = 1/2 --

3
- , x = y, z = w, 

P24 = -P23 1 

(-15 - 53/2)(3 - "'5)112 (ª - v'S)l/2 
P2s: x= 

20
V3 ,z=l/2 --

3
- ,x=y,z=.w, 

P20 = -P25 , 



· .(ª ~ vsfi2 ·• (-1s + s•i•)(a+ .JSpi• . . . . .· 
P., : X ':" l/2 . 3. J.• • z "." . . 20VS . ' X "".: ~· z = u:· 

: p~ = ~P~1·, . . 

p~: x~1(2(~-3\/5t• ·~;(-15~5~~~~~)'':2 ·, ,;.:~:>~.:.w,· 
. f>,.= .::./>,. . . · / < 

' ·. . ., .·. ··--·· ... -. ·. -. .;. 

Los puntos 'de equilibrio p~~ 108 p-a1-~~fro·s· ·n~i~~. ~q~:. : 

Los puntos de equilibrio para a = b = e = d = -1/2 son: 

2.2 q, =(o, 1/,/2,0, -1/../2) =o, , q, = (o, -1/,/2,0, 1/../2) =o,. 
2.s Qa = (1/,/2,0, -1/../2,o) = º• , Q. = (-1/,/2,0, 1/../2, o)=º•· 
4.1.l 

Q~ = ( <2-.;(ft''l. '2-
2
(/tn, <2+.;{ft'", <2+2'#t1":1) , 

Qa = - (<2-2íft'"' <2-2'ÍJ/'2' <2+2'@;''' 1 <2+.}(ft':i) 1 
Q1 = (<2+2'(JJ''' 1 C2+.}JJ1'", <2-,'{f¡in, (7.-;·JJ''') i 

Qs = - (<2+.}:Jtn' <H;(J-J'n, <2-,;{f¡''"'' {2-2'{JJ1'2) ' 
Q9 =(1/2,1/2, -1/2, -1/2) =O., 

Qw = (-1/2, -1/2, 1/2, 1/2) = Oa. 

Cálculo del índice. 
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Para calcular el índice, se buscarán alrededor de cada punto de equilibrio, dos 

variables independientea1 con lo cual el sistema (5.18), se convierte en un sistema de 

dos ecuaciones en dos variables. Al sistema obtenido se le caJculan los valores propios 

de su aproximación lineal. 

Nótese que !f:~;~;~ es una función impar. Por 1o tanto el que xi sea funci6n 

de (xk, x,,) alrededor del punto de equilibrio X es equivalente a que X.: es función de 
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(xk~ x,,) nl~ededor de -X. ,Obviamente s~ cumpl~ q~e. 

ax, (x) = ai; (-x); ax, (x) = ax, (-x). 
ax. ax. ax, . ax; . . . ' 

Además las derivadas de Fk y FIJ cOn respecto a x~ ·y Xa ~611: f~~iOn'~s Í~~o.res · 
(recuérdese que F¡ denota a los· miembros de lo.· der~cha del ~(~~~;~(~e··.~~h~~i~n'~s:.·: : 
(5.18)). De ésto se concluye que el índice es función par·~ P·~/1o:ta~~,{~(~~~~b·d~:· 
puntos a considerar se reduce a 15. 

De hecho como el sistema (5.18} tiene la simetría x t-t z¡ .Y:·~.~(~~:~~~~i~~~~>~.ri~·. 
analizar 13 puntos. . 'r.::·. 

Para hacer los cálculos se utilizó MaUiematica. A continu~~i¿~.· ~~;~:~~:¡~·(Ú~~~·'.·d~::: 
las matrices de las aproximaciones lineales para los p~rámetro~·_;,·(Í,:i 1 .. 1 1 i)~::~.::~- . 

1) P,; J¡ = ((-3/2, O), (O, -3/2)); índice 1 =l. 

2) Pa; Ja = J¡; 1 = l. 

3) Po; J• = ((-2.21004,0), (-2.40268, -2.68628)); 1 =l. 

4) P,; J, = ((0.533, O), (-3.91303, -5.05)); 1 = -1. 

5) Po; Jo= (12.68628, -4.03478), (O. - 5.08896)); J = -1. 

6) Pu; Ju= ((5.05086,3.91303), (O, -0.533233)); 1 = -1. 

7) P1a; J1a = ((2.59532, -17.0916), (-0.7705, -0.192644)); 1 = -L 

S) P,.; J,. = ((-5.79818, -0.923741), (5.1222, 1- 28056)); J = -1. 

9) P11; J11 = ((-0.192644,-0.770575),(-17.0916,2.595:i2)); J = -1. 

-10) P,.; J1o = ((1.28056, 5.12222), (-0.923741, -5.99818)); I = -1. 

11) P,,; J,, = ((3/2,3), (3,3/2)); 1 = -1. 

12) P23; J,a = ((-2.73861,3.96336), (1.51387, -2.73861)); 1 =l. 

13) P25 ; J25 = ((-2.73861.1.51387), (3.96336, -2.73861)); 1 = !. 

Por la simetría yn mencionada el índice de P27 y P29 es l. 



Para los pará.m~tros a-,= .b ='e= d,.; o .• ~tienen !Os ~ál~ulo~.s;guientes · 

1) 0
1

; J
1 

= ((-'3/2112,0),(0,.:;3/2112));1 ;,_l.·: . . .. ' .. ~. 

2io.; J,,,;, cc:...3¡21''.oJ, co, ~3/;v~J);iS L 

3) o.; J.= ((-3/2,.-3), (-3, '-3/2));1= -i.: 
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La lista" que sigue muestra las matrices jacobi~8S y)os··:f~di~s d~-~os:pur:ito~·' 
correspondientes a los parámetros -(1/2, 1/2, 1/2, 1/2). 

1) Q,; Ji= ((-3/2,0),(0,-3/2)); indice l =l. 

2) Q3; Jo= ((-3/2,0), (O, -3/2)); indice I =l .. 

3) Q5 ; J6 = ((-3/2,4.09808), (-4.09808, -3/2)); indice I =l. 

4) Q1 ; J1 = ((3/2, l.09808), (-4.09808, 3/2)); índice I =l. 

5) Q9 ; Jo= ((-3/2, -3), (-3, -3/2)); índice 1 = -1. 

Teorema 52 Sea H = H(x,y,z,w) = x3 + y3 + z3 +w3 +(ax+ by+ cz +dw)3 un 

Hamiltoniano polinomial de tercer grado y E 00 como en el Teorema 50. Entonces 

(a) E"" es homeamorfo a una esfero·si (a,b,c,d) E rl, 

{b)Si (a,b,c,d) pertenece a ~1 , Eoe;, es homeomorfo a la unión de S esferas ajenas, 

{e) E 00 es una superficie de género f {un bitoro) si (a,b,c,d) está en !:r2. 

Demostrnrión: Es do.ro que dos superficies cuyos parámetros pertenecen n la misma 

componente conexa, son homeomorfos, por lo cual basto. analizar la topología de un 

conjunto de parámetros en cada componente. De acuerdo con Teorema. 50, al punto 

(01 0,0,0) E fl, le corresponde una superficie conexa1 la que por los cálculos de esta 

sección tiene índice 2; en'tonces por el Teorema 45 su género es O. Esto prueba (a). El 

punto (-1/2, -1/2, -1/2, -1/2) está en U1 y la superficie que le corresponde tiene 

índice global jgual a. 6; por Ja fórmula del Teorema 45 se deduce fácilmente que tiene 

que ser la unión de tres superficies de género O, con lo cual queda demostrado (b ). 

Por el Teorema 50, In superficie correspondiente a (-1, -1, -l 1 -1) es conexa y tiene 

índice -2, entonces por Jos Teoremas 44 y 45 es un bitoro. Esto demuestra (c), dado 

que (-1, -1, -1, -1) E!),_ D 
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Capítulo-6 

Apéndice 

En esta parte se dará la demostración de que el conjunto w· correspondiente al 

polinomio homogéneo P(x,y,z,w) =:i' +!I'+ z'+w'-(x +y+ z +w)3 es conexo. 

SeaD+ = {(x, y, z, 1) 1P(x,y,z,1) =O} y o- = {(x,y, z,-1) 1 P(x,y,z, -1) =O}. 

Con ln. notación de la secci6n 4.3 1 se tiene que 

U:- (D+) = { 11(::v::::J 11 1 (x, y, z, 1) E D+} , 

n; (D+J = h1f::v;::l11 1 (x, y, z, 1) e v+} . 
Es fácil demostrar que Il; (D+) = Il;' (D-). En efecto, sea q E Il; (D+); entonces 

existe (:r,y,z,l) E n+ tal que q == -ul::::::gu. Por lo tanto q ::::: c-~¡;,ii;.~)ij 1 > = 
Ilt(-x,-y,-z,-1); por otra parte P(-x,-y,-z,-1) = (-1)3 P(x,y,z,1) =O, 

entonces q E IIt (D-). La afirmación es verdadera ya que todos los pasos anteriores 

son reversibles . De esta igualdad junto con la Proposición 33 se obtiene que 

W = fit (D+) Uil;!" (D-). (.1) 

Si haoernos b = y+ z y d = yz, se obtiene 

v+: (1 + b)x2 + (1 + b)'x+b(l + b) +bd =o, (.2) 

o-: (1-b):r'- (1-b)2 :i:-b(l -b)-bd =O. (.3) 

De las expresiones .2 1 se ve que D+ y D- tienen intersección no vacía., por lo tanto 

se sigue de la igualdad .1 que W es conexo si fit (D+) es conexo. A su Vez TI;!" (D+) es 



98 

conexo· si nt (D+) lo es. ·ne'esle 'm<:>do·~e cémcl?-ye _que 'paf~ dernOstrar ciué ~t (D+) 

es conexo, bastii c~n ci~ffiost~~r··q~e:p+·~st~.JorniadO'por:piezas conexas que se.unen 

al infinito. 

Al resolver la ecuación (:2{s; ~ricÍie~tra : .. 

· .· -<i":i'.11,.¡v,::+·b,~;,4,~~b)(b(¡+b) +·bd) 

. ~7, :··: :, _{t;:·:~\}~tb), ::'< ). ,' . ·:·· ..... (A) 
donde .b = (y ;f- z) y d ""' yz.' };:ntónces D+ es In ,unión de. tres conjuntos A, B y C 
dados por 

A={(x,y,z) !xeni,1+b,;,;O,d=OL' .. 

B = {(x,y,z) 1 i + b> O, :z: = (-' (1 +bi'f'~)/2 (i-t bJ}, 

C= {(:z:,y,z) l l+b<O, :z: = (-(l+b)2±../A)/2(1+b)}, 

con A= (1 +b)4 -4(1 +b) (b(l +b) +bd). 

El conjunto Aes la unión delas dos rectas {(:z:, -1,0) ,:z: E IR} y {(:z:,O, -1) ,:i: E IR}. 

Ahora B lo expresamos en la forma B = Bo U B+, donde Bo es el subconjunto de B 

con ~ = O y B+ es el subconjunto de B con A > O. A su vez el conjunto B+ es la 

unión de dos conjuntos: el conjunto B++ que se define al tomar la raiz positiva en la 

expresión (.4) y el conjunto B+- que se obtiene cuando se toma la raiz negativa, i.e. 

B++ es el conjunto de temas tales que 

1 +b >O, A> O, 

:z: = (- (1 + b)2 + ../A)/2 (1 + b). 
(.5) 

B+- es el conjunto de ternas tales que 

1 +b >o, A> o, 
X= (-(1 + b)2 

- ../A)/2(1 +b). 
(.6) 

De (.5) y (.6) se sigue que B++ es conexo si y sólo si B+- es conexo y como 

tienen la. frontera común B0 ¡ entonces B es conexo si B++ lo es. En forma análoga se 

demuestra que O es conexo si el conjunto C++ es conexo, donde C++ está definido 

por 
1 +b <o, A> o, 
X= (-(1 +b)2 + ../A)/2 (J +b), 



.99 
. . - . : ,... .. -

El problema del~ coneJtjdad. de. Di:. se ha r'educido a deinO.Strá.í- que".:B++ y ·¿;.++·son 

conexos. ·.NÓÍ:~e ciu·~ 13~+ e~ l~ gráfi
0

c.á de im~·fun~ión éonti~u~:d~firud~ en B?i.diJ?2u8?~ 1 
.con 

·!11,. 

ai, .·• 
!113 

.. - ··.\ .. ·' - . 

{c~,z)l~>o,b,;.O}, ·.··· 

{(y,z) l 1 +b > O,A :> O,b >O}, 

{(y,z) l 1 + b > O,A :> O,b <O}. 

Para._deinostrar qU~·B++-~s conexo, se demostrará que m~··y 8?; ~on ~6~~os··co~:-· 
fronter~ .~t?mdn 8?1. . - . . . . . . . 

Si .·l + b >.O y A > O, se obtiene la desigualdad 

(1 + b}' - 4b (1 + b) - 4bd > o. 

Si b. :> 0 1 de la desigualdad anterior se llega a 

d 
(i'+b)3-4b(l+b) 

< 4b . 

En el plano y,z, el senúplano b >O es Ja unión de todas las rectas {z =.-'Y+<>L· 

con a eJR+. Para cada a, la desigualdad (.8) es 

h(y) = y(a-y) < (! +a)3 -4a(l +a) g(a). 
4a 

(.9) 

La función g (a) es decreciente en el intervnlo (-oo, O) U {O, 1], es creciente.en [1, oo) 

y se anula en 1 y en -1; además g(a) -+ oo si a -+ ±oo , l~i;¡g(a) = -oo y 

IA'f9 (a)= oo (ver Figura .1). 

La función h (y) alcanza su máximo 'f en y = a/2 y o.2 /4 < g (a) si O < a < 
( v'5 - 1) /2; por lo tanto para estos valores de a, toda la recta {z = -y+ a} está 

contenida en !l2. Si o ~ ( V5 - 1) /2, existe un intervalo abierto / 0 contenido en 

JR+, tal que {z = -y+ a 1 y E IR\10 }. Con esto se demuestra que !112 es conexo y su 

frontera contiene a { b = O} . 

El conjunto !113 está descrito por las desigualdades b < O, 1 + b > O y 

d 
(l+b)3 -4b(l+b) 

> 4b . {.10) 
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-2. 

Figura .1: 

En el plano y,z, la región {b <O, 1 + b >O} es la unión de las rectas {z =-y+ a} 

con a E (-1,0). Para cado a en ese intervalo, la desigualdad (.10) se cumple si y 

satisface 

y(a-y) >g(a). 

Como g (a) es negativa y decreciente en el intervalo (-1 1 O) 1 la desigualdad anterior 

se satisface sólo sobre un intervalo J0 , que contiene en su interior al O. Asi pues 8?3 

es conexo y su frontera contiene a (0,0) y al segmento {y+ z = -1,y E (-1,0)}. De 

todo lo anterior se desprende que B++ es conexo. 

Para describir C++ 1 debemos determinar la región 

!11, = {(y, z) l l + b <O, .C.> O.} 

Si 1 + b < O, entonces b < O. Bajo estas condiciones, la desigualdad ~ > O nos 

lleva a la desigualdad (.9), sobre cada recta {z =-y+ a} con a < -1. ·Si a E 

[- ( ,/5+1) /2,-1), entonces (.9) se cumple sobre un conjunto de a forma (-oo,i0 )U 

{da,oo) tal que (ia,da) e (-1,0) y d 0 -ia-+ O, si<>__, -(,/5+1)/2. Si a< 
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- ( ./5.+ 1) /2, la de~igúaldad ('.9) se c~m~le pára tódn ~·en JR.· De esto se desprende 

q~e ~ _ ~ª. cOriex.o;_~-·su_~~~~te~,ª-·_co~~~~~e ~:--{~::·~_b = o;y'e (~1>0)~}.· Con esto.se 

te~nn .. ·la -~~~ostrflció~. ~-~- q~~: C?+f es. ~~neX'?. . · · 

. ·. 

'. : ~ !: . 
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