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INTRODUCCIÓN. 
Las formas y estructuras que podemos observar en la naturaleza no pueden 

menos que sorprendernos por su inmensa variedad y riqueza, sobre todo 
cuo.ndo noa percatamos de que son el resultado de la cooperación, pemútas~nos 
decir inteligente, de un número inconmensurable de componentes, Aunque 
el surginúento de to.les estructuras pueda parecer espontáneo, en realidad 
·Y esto ocurre aun en el mtmdo inanimado-. responde a la condición de que 
exista un permanente swninistro de energía. En este sentido hemos de re­
conocer que la energía tiene ante sí y ante los científicos interesados en estos 
fen6menos 1 el trascendente papel de orgnnizndora de la materia. 

En este proceso integrativo de lo material, las fluctuaciones constituyen 
el medio por el cual los sistemas acceden a estructuras nuevas, ordenadas y 
más complejas. Las fluctuaciones son también una de las evidencias de la 
estructura particulndn de In materia. Las consecuencins macroscópicas de In 
naturaleza fluctuante de los fenómenos físicos es un tema que ha despertado 
interés durante lll1 periodo mayor al siglo y su estudio resulta fundamental 
para el entendimiento de los procesos fuera de equilibrio desde un punto de 
vista mesoscópico. 

Estos hechos han motivado eJ trabajo presente en el que nos ocupare­
mos de In relación entre los procesos irreversibles en sistemas fuera de equili­
brio y los fenómenos fluctunntes asociados con Jns propiedades medibles del 
sistema. No obstante, los resultados obtenidos aquí están lejos de describir 
el surgimiento de estructuras complejas en sistemas físicos. Tan sólo se-­
remos capaces de describir la evolución de sistemas alejados del equilibrio 
termodinámico hacia el estado de equilibrio. La suposición principal en Ja 
que nos apoyaremos es que la evolución temporal del sistema a través de 
estados de no equilibrio es resultado de las fluctuaciones de las propiedades 
macroscópicas que ocurren en lll1 nivel mesoac6pico. Supondremos que el ori­
gen de ellas es inherente ni sistema, esto es, que la estructura moleculnr de la 
materia propicia variaciones locales en sus propiedades termodimírnicas. Al 
ser amplificadas por la interacción con los alrededores e ir encontrando condi­
ciones locales adecuadas pnra su permanencia, las fluctuaciones conducen al 
sistema por trayectorias termodinámicas determinadas. En el lenguaje usado 
a lo largo del trabajo diremos que el sistema es intrínsecamente fluctuante. 

Existe otro hecho que motivó en gran medida. el trabajo: el reconocimiento 



generalmente accptndo de que los principios vnrincionales constituyen un 
puente entre los niveles meso y macroscópico de descripción fenomenológica. 
El punto de interés es la definición de ln probnbilidnd asociada a cada posi­
blé.trnyectoria termodinámica accesible al sistema utilizando las propiedades 
extremns de potenciales termodinámicos que dnn la evolución promedio del 
sistema, El uso de formulaciones varincionales, como ·\'eremos, resulta na­
tural en ese contexto darlo el cnniC'ter del problema fundamental del cñlculo 
vnriacionnl. Hay mucho trabajo hecho al respecto en sistemns cercanos n 
equilibrio termodinámico parn tiempos st1ficientcmente largos pnrn los cuales 
lns \'nriables rápidas se hnn rclnjndo; pero en el cnso de sistemas que rebasan 
la relnción lineal entre flujos y fuerzas termodinámicas, es decir, para esenias 
de tiempo del orden del tiempo de relojnción, no se dispone siquiera de los 
potenciales correspondientes para descriLir procesos alejados de equilibrio. 

Puede decirse que el problema central que b'UÍn este trnLajo es: ¿existe 
nlgunn funcional que jugnndo el papel de un potcncinl termodinámico per­
mita establecer la conexión entre lns fh1ct11ncioncs y In ewlución temporal 
del sistema, desde un punto de vista mncroscópico, en procesos fuera y lejos 
de equilibrio? Esta cuestión está enmarcada en el problema más general de 
cómo obtener a partir de principios básicos lns ecuaciones macroscópicas de 
la evolución temporal del sistema. Este es por supuest.o el problema funda­
mental de la mecúnicn estadístico pnrn sistemas fuera de equilibrio y no hay 
uno. respuesta única o él. Ubicando el problemn en ecuaciones de transporte 
hiperbólico y mñs concretamente en las de tipo del telegrafista, encontramos 
un interés en cómo ellos pueden obtenerse a pnrt.ir de primeros principios. En 
este sentido, se ha llegado n ese tipo de ecuaciones n pnrtir de In ec11ación de 
Liouville (Nettleton, 1995L n partir de In ecuoción de Chnpmnn-Kolmogorov 
{Olivares-Robles y Gnrcín-Colín, 1994; Gnrcfo-Colín y Olivnres-Robles 1 1995) 
y en teoría de procesos estocásticos (!vlnsoliver et nl., 1992, 1993, 199·1¡ San­
cho, 1984). Los principios varincionales clñsicos permiten dur una respuesto a 
la pregunta, paro procesos cerca de equilibrio, dentro del enfoque mesoscópico 
en el que se utilizan de puentt;? ent.re las ftuct.undones de lns propiedades ter­
modinámicas y ln.s ecuaciones de evolución temporal del sistema (Onsnger y 
Machlup, 1953¡ GrnLe1t. y green, 1979). Nuestro proLlerna es entonces si lns 
ecuaciones de trnnsporte tipo telegrnfistn pueden obtenerse en un esquema 
semejante. La respuestn que aquí drunos al caso nlejndo de equilibrio se 
basa, por tanto, en la conjunción de lns ideos generndns por Einstein sobre 
procesos fluctunntes, continuados por Onsnger y Mnchlup (1953), Grabert y 
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Green (1979) y otros, con las fonnulaciones variacionales clásicas recientes 
para procesos irreversibles en sistemas cerca de equilibrio de Nyfri (1991) y 
Gambár y Márkus (1994} extendidas aquí a sistemas alejados de equilibrio. 

Siguiendo el orden formol de la estructura de la tennodiniimica irre­
\"ersible, trataremos en el primer capítulo procesos cercanos a equilibrio de§ 
critos por ecuaciones de transporte tipo difusivo, donde trasladando Ja d~ 
cripción del espacio de propiedades termodinámica.a a un espacio constituído 
por ciertas funciones potenciales {ahora en el sentido de Ja teoria clásica del 
pote.ndal) asociadas a las propiedades termodinámicas es posible (Gambár y 
Márkus, 1994}i por un lado1 construir principios variacionales clásicos para 
ecuaciones que contienen operadores no autoadjuntoa. Tales potenciales de­
berán ser al menos cuatro veces diferencinbles tanto en el tiempo como en 
eJ espacio pues 1 como en otras teorías de campo, la conexión entre el mundo 
observable y estas nueVDR funciones es a través de sus derivadas. La con11. 
trucción de un principio variacional clásico para las ecuaciones de transporte 
{no autoadjuntas) pondrá en evidencia que las relaciones recíprocas de On­
snger juegan un papel fundamento.len Ja existencia de principios vnriacionales 
clásicos en sistemas fuera de equilibrio. Por otro lado, en el formalismo de 
tales funciones potenciales asociadas a Jas propiedades termodinámicas del 
sistema encontraremos el ambiente adecuado para establecer la conexión de 
las fluctuaciones con Ja evolución macroscópica del sistema. La idea de una 
relación causal entre nmbos niveles fenomenoJ6gicos fué propuesta por Ein­
stein. Onsager y Machlup, en su trabajo de 1953, encontraron una expresión 
variacional para la probabilidad de transición entre estados termodinñm.icos 
que resultó ser una clara remembranza de Ja expresión de Einstein para el 
caso de equilibrio y que fué posteriormente empleada para tratar el caso no 
lineal de procesos cerca de eq1úlibrio por Grabert y Green (1979}. Sin em­
bargo, estos trabajos se ubican en el ámbito de sistemas en loa que las fuerzas 
tennodinámicns {calculadas como las derivadas de la entropía respecto de las 
variables extensivas del sistema) dan origen a corrientes que se obtienen de 
las derivadaa temporales de las propiedades termodinámicas. Esto limita el 
universo de sistemas suceptibles de ser tratados con esos formalismos. Los re­
sultados que obtendremoo aquí revisten una generalidad mayor en el sentido 
de que no hay1 en el esquema de loa potendales variadonales (pnra diferenciar 
Jos de los potenciales termodinámicos), ese tipo de relación entre los flujos 
y las propiedades termodinámicas del sistema. El carácter estocástico de 
las ecuaciones dinámicas surgirá de suponer a las variables del espacio con-



jugado como variables intrínsecamente fluctuantes. Esto significa que no 
supondremos la acción de agentes externos de naturaleza estocástica cuya 
presencia confiere al sistema el mismo carácter. El punto de partida será 
también wm expresión para In probabilidad de transición entre estados in§ 
pirndn en In relación de Einstein, en In que una funcional de acción definida 
en términos de los potenciales variacionales y sus momentos conjugados ju­
gará. el papel de un potencial termodinámico de no equilibrio. Los resultados 
obtenidos mostrarán que lns fluctuaciones son un proceso gnussinno q11e sn­
tisfnce la ecuación de Chnpman-Kolmogorov. 

La ya larga historia de la btisqueda de principios vnriacionales en la ter­
modinámica de procesos irreversibles se ha dividido en dos vertientes bien 
diferenciadas. Una, surgido. de la e."Ctensión de In aplicación del principio de 
Hamilton a sistemas continuos. La otra, del uso de los llamados principios 
restringidos cuyo origen se debe a la presencia de operadores no autoadjun­
tos en las ecuaciones que describen los fenómenos disipat.ivus, los cuales no 
permiten la construcción de principios clásicos tipo Hnmilton y han obligado 
el desarrollo de fonnulnciones basadas en variaciones limitadas del espacio de 
las variables de campo que caracterizan al sistema conocidas como formula~ 
dones restringidas. 

En el segundo capítulo discutiremos las dificultades, derivadas de su es­
tructura, que impiden una interpretación en térrn..inos estocásticos del trata­
miento de las fluctuaciones mesoscópicns en el marco de los principios vnrin­
cionales restringidos. La discusión se presentará en el contexto de una versión 
varincionnl de In termodinámica irreversible extendida (Vá.zquez et al., 1995a) 
mostrando n In vez algunos de sus alcances, pero evidenciando las limitaciones 
que ese tipo de principios enfrenta para estudiar lns fluctuaciones en un nivel 
mesoscópico particularmente por la pérdida de sus propiedades extremas en 
el espacio completo de variables termodinúmicas. Hay que mencionar, sin 
embargo, que esas propiedades se conservan en el espacio restringido y esto 
podría hacer suponer que tal vez sen posible bosquejar un cnmino diferente 
al esbozado en este capítulo para el trntamiento de las fluctuaciones uti­
lizando el principio restringido. Con lo anterior, por lo pronto, motivaremos 
la necesidad de extender Ja formulación de los potenciales variacionnles a 
sistemas fuera y lejos de equilibrio. 

En el tercer capítulo, entonces, aplicaremos el método de los potenciales 
varincionnles a sistemas alejados de equilibrio construyendo un principio 
vnrincionnl clásico para sistemas descritos por un conjunto de propiedades 
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macroscópicas cuyas ecuaciones de evolución son de tipo hiperbólico con co­
eficientes constantes, a veces menciona.das como ecuaciones del telegrafista. 
Estn.s ecuaciones, obtenidas a partir de ecuaciones hidrodinñmicas de con­
servación y ecuaciones constitutivas del tipo de ~taxwell~Cattnneo-Vemotte, 
describen uno. vario.da gama de fenómenos de transporte pero corresponden 
particularmente a una termodinámica irreversible que sobrepasa los límites 
de la termodinámica irreversible lineal. La construcción del esquema varin­
cionnl clásico para sistemas descritos por el modelo hiperbólico es, n la luz 
de los resultados del primer capítulo, el paso previo para el tratamiento de 
las fluctuaciones en un nivel mcsoscópico. Aprovecharemos algunas de las 
ventajas derivadas de disponer de un principio tipo Hamilton pnra mostrar 
la existencia de una estn1ctura de Poisson para las ecuaciones del transporte 
hiperbólico, la cual nos permitirá dar soporte, en cierta forma, a la hipótesis 
de Onsager sobre la regresión de las fluctuaciones. 

En el cuarto y último capítulo llegaremos al objetivo central de este tra­
bajo. Estudiaremos la relación de lns fluctuaciones con la evolución tempo­
ral de sistemru; alejo.dos de equilibrio entendiendo por esto sistemna descritos 
por el esquema del transporte hiperbólico, que en el caso de sistemas ter· 
modinómicos se referirá a sistcma.s desarrollados hasta el orden de Mnxv.·ell­
Cattnneo-Vernotte. Seguiremos esencialmente los pasos bosquejados en el 
capítulo I para sistemas cerca de equilibrio y mostraremos que la evolución 
macroscópica de tales sistemas es el resultado de un proceso estocñstico de 
fondo cuyns características estadísticas corresponden a' las de un proceso 
gaussiano que satisface también la ecuación de ChapmanwKolmogorov. Con 
esto, habremos recorrido Wl camino paralelo al de Olivares-Robles y García­
Colín (1994, 1995) quienes mostraron cómo obtener ecuaciones de transporte 
de tipo hiperbólico para procesos que satisfacen la ecuación de Chapman­
Kolmogorov. En ambos esquemas1 como veremos, la condición es mantener 
finito el intervalo entre eventos. Hay también un resultado adicional que 
hay que mencionar. Definiendo un potencial de no equilibrio para el sistema 
descrito por el modelo hiperbólico cuya principal propiedad es satisfacer una 
ecuación de balance, investigaremos la existencia de relaciones de recipro­
cidad entre los coeficientes fenomenológicos ~onstantes de los ecuaciones de 
transporte. Muy concretamente veremos que la producción de tal poten­
cial de no equilibrio es un invariante ante transformaciones de fase globales 
si y sólo si los coeficientes fenomenológicos satisfacen relaciones de recipro­
cidad de Onsager. Estos resultados coinciden con los que Olivares-Robles 
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y Garda-Colín (1994} obtuvieron pnrn sistemas descritos en el esquema de 
propiédndes termodinámicas de Onsager. También mostraremos que la con­
sistencia del esqUemn vnrincionnl (de no equilibrio} construido para el trans­
porte hiperbólico depende de que lns relaciones de Onsager senn satisfechns, 
lo cunl ratifica nsí su pnpel -fundamental en ese sentido- encontrado en el 
caso cercano a equilibrio. Cerraremos el trabajo con un capitulo dedicado a 
hacer algunos comentarios ndicionn.les y extraer algunas conclusiones. 



CAP{TULOI. 

FLUCTUACIOJ'{ES EN LA 
TERMODINAMICA 

IRREVERSIBLE CERCA DE EQUILIBRIO. 

INTRODUCCIÓN. 

Los sistemns complejos, entendidos como aquellos constitufdos por un 
gran número de partículas o subsistemas, tienen unn característica común: 
poseen estructura espacial y temporal. En ellos coexisten procesoa que ocu­
rren en diferentes escalas de espacio y tiempo. Si las escalas de tiempo están 
bien separadas puede resultar conveniente, si uno está interesado en pro­
cesos de duración intenneclin1 eliminar de la descripción a los componentes 
que evolucionan rápidamente considerándolos ruido o a los muy lentos con­
siderándolos estncionarioa. En un sistema termodinámico fuera de equili­

. brio, por ejemplo, constituido por pequeños subsistemas en equilibrio local 
existen tres escalns de tiempo bien diferenciadas asociadas con los procesos 
moleculares, con lo. evolución hidrodinámica y el equilibrio, respectivamente. 
La imagen dinámico. del equilibrio implia que todo sistema debe fluctuar 
alrededor del estad.o de equilibrio pera lo. función de partición describe el 
comportamiento promedio y las fluctuaciones no se toman en cuenta en ella. 
En un estado fuera de equilibrio, empero, la situación es má.s complicada 
y de ahí que se rtquiera diseñar formalismos teóricos alternativos. En las 
etapas tempranas de la escala de tiempo hidrodinámica ocurren loo cambios 
en las llamadas variables rápidas (macroscópicas) del sistema que no Pueden 
ser ignorados si uno está interesado en procesos alejados de equilibrio. En 
este periodo, la evolución del sistema desde un punto de vista macroscópico 
está determinada por la dinámica de las fluctuaciones a nivel local dado que 
la escala en la que ocurren los procesos fluctuantes se sobrepone con la de las 
variables rápidas. El problema que nos plantearemos aquí es cómo formalizar 
la conexión.entre los niveles de descripción meso y macroscópica. La idea 
de que existe wu1 íntima relación entre ellos se debe a Einstein (1909) quien 
utilizó la entropía para definir la probabilidad asociada a cada estado de equi~ 
librio del sistema por medio de la relación de Boltzmann. La expresión de 
Einstein se ha extrapolado a procesos alejados de equilibrio pero esto resulta 
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discutible y
1 

por ende, In cuestión permanece sin contestar en el caso de los 
estados estacionarios de no equilibrio que constituyen el equivnlente de los 
estados de equilibrio en In teoría de Einstein. 

Resaltemos algunas distinciones respecto n la situación de equilibrio. En 
procesos transitorios fuera de equilibrio el problemn es asociar n cada es­
tado (de no equilibrio) una probnbilidnd, y también asignar ésta a Jns posi­
bles trayectorias por las que el sistema puede transitar entre dos estados 
termodinó.micos dados. Estos est.ndos son en principio arbitrarios pero de­
penden de Jns condiciones de constricción especificas en Jns que el sisterno. 
se haUa. Para sistemas abiertos el estado final podría ser im estado esta­
cionario de no equilibrio, acorde con Jns condiciones de frontera impuestas. 
No importando ln naturaleza de los estados a los que el sistema evoluciona, 
se requiere establecer una probo.bilidnd pnrn In trnnsición entre estados da­
dos. Quienes de manera más directa se ocuparon de definir tal campo de 
probabilidades para lns trayectorias de sistemas fuern de equilibrio fueron 
Onsnger y .Machlup (1953). Ellos encontraron que dicho campo puede expre­
sarse en términos de una funcional vnrincional cuyas condiciones extremas 
son las ecunciones de In evolución tempornl promedio de las propiedades del 
sistema. Su trabajo se limitó, sin embargo, a sistemas cerca de equilibrio 
para tiempos largos comparados con el tiempo de relajnci6n de los flujos 
trotados en el esquema termodinó.mico del propio Onsager. Grnbert y Green 
(1979) e.xtendieron el esquema anterior nl caso no lineal cuando los coe­
ficientes fenomenológicos dependen de las propiedades termoclinlunicas del 
sistema pero siempre alrededor del equilibrio. 

No existe, sin embargo, un tratamiento para sistemas en los cuales los flu­
jos no corresponden a lns derivndns temporales de las variables macroscópicas 
como lo exige el esquema de Onsnger y en los cuales los procesos ocurren n 
través de estados arbitrariamente alejados de equilibrio evolucionando a es­
tados estacionarios de no equilibrio. 

El problema que se nbordnni en este capítulo es el caso cercano a equi­
librio como un primer pnso para tratar sistemas alejados de equilibrio. Con!! 
truiremos un principio extremo para ciertas funciones potenciales asociadas 
a las propiedades termodinámicas de sistemas descritos por ecuaciones de 
transporte tipo <lifush·o obtenidos ni combinar las ecuaciones generales de 
balance de las propiedades extensivas del sistema con las ecuaciones consti­
tutivn.s linenles entre flujos y fuerzns termodinámicas. Bnsñndonos en este 
esquema cnrncterizaremos el campo de probabilidades de lns fluctuaciones 
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mesoscópicns y recuperaremos en cierto sentido Jos resultados d-e Grabert y 
Green. Esto nos permitirá, en un capítulo posterior, analizar el caso de sis· 
temas alejados de equilibrio hasta el orden de Mo.xwell-Cnttnnecr Vemotte en 
el marco de w1a termodinámica que rebasa a la termodinámica de Onsager. 

Iniciaremos planteando aJgLmos aspectos del trabajo de Grnbert y Green 
(1979) que son pertinentes en esta discusión y daremos después los fundamen­
tos del método de los potenciales para Ja construcción de principios varia­
cionales tipo Hnmilton para ecuaciones no autoadjuntns. Mostraremos la 
importancin que tienen las relaciones recíprocas de Onsnger entre Jos co­
eficientes fenomenológicos en In consistencia del esquema variacionnl para 
las ecuaciones de difusión. Trn.taremos entonces las fluctuaciones en sistemas 
cerca de equilibrio para desarrollar In técnica que utilizaremos posteriormente 
en sistemas alejados de uquilibrio. 

EL USO DE PRINCIPIOS VARIAC!ONALES EN LA DESCRIPCIÓN 
MESOSCÓPICA DE PROCESOS IRREVERSIBLES. 

Los principios vnriacionales tienen una amplia gama de aplicaciones en 
fenómenos hidrodinámicos. Se han utilizado principios del tipo de Hamil· 
ton en fluidos perfectos, estudiando tanto el estado estacionario sin flujo 
(l(rUBtal y Karlson, 1958} como el estado transitorio (Green y Karlson 1 1969). 
También se ha tratado el caso de ftuídos conductores de electricidad sin disi­
pación de energía en la presencia de un carnpo electromagnético (Wenger, 
1970¡ Lundgren, 1963) tanto en el esquema de Euler como de Lagrange intro­
duciendo las constricciones en lo forma usual con la ayuda de multiplicadores 
de Lagrnnge. 

Pero, corno hemos mencionado anteriormente 1 en fenómenos tennohidrodi­
nó.rnicos (esto es, cuando las ecuaciones incluyen efectos disipativos) los op~ 
radares de lns ecuaciones dinñmicns son no autoadjuntos. Esto impide la 
construcción directa de principios clásicos y ha dado origen a una rama de 
desarrollo en los principios de tipo restringido iniciada por Onsager (1931} 
con su principio de mínima disipación de energía, el cual ha tenido w1a gran 
trascendencia en el ámbito de fenómenos fuera de equilihrio. Probablemente, 
sin embargo, el principio de mínima producción de entropía de Prigogine (Pri­
gogine, 1945¡ Glnnsdorff y Prigogine, 1964¡ 1971) sen. el más conocido. El 



principio de Prigogine se hn aplicado extensamente n sistemas estacionarios 
particularmente en Ja forma conocida como teoría del potencial local (Taylor, 
1974¡ Rnsband et al. 1 1988; Lebon y Dnuby, 1990). Sin embargo, este tipo 
de principios presenta dificultades para tratar los fenómenos fiuctuo.ntes en 
un nivel mesoscópico. 

El esquema termodinámico que más éxito ha tenido en el tratamiento 
de las fluctuaciones en términos varincionales es el de Onsager (Onsager y 
Mnchlup, 1953¡ Grabert y Green, 1979). En este marco, Grnbert y Green 
mostraron que las fluctuaciones en sistemas fuera de equilibrio pueden re­
presentarse como un proceso estocástico de ~·fnrkoff poniendo en evidencia 
la importancia de que lM ecuaciones de los procesos irreversibles (obtenidas 
como generalizaciones no lineales de la forma de Onsager (1931) ), pudieran 
ser obtenidn.s a partir de un principio mínimo chisico. Reconocieron que la 
presencia en }as ecuo.ciones de primeras derivn.dns en el tiempo implica que tal 
principio debe diferir del principio de Hamilton. Este reconocimiento los llevó 
a considerar trayectorias entre estados tennodinñmicos en las que el estado fi­
nal no está determino.do. Para los propósitos de eata discusión es importante 
mencionar que el proceso vnrincional no los llevó, de hecho, a las ecuaciones 
de evolución tempornl de Onsager sino a ecuaciones con ténninos adicionales 
que pudieron, no obstante, interprctnrse en términos estocásticos. Las ideas 
del tl'abajo de Grabert y Green que se exponen a continunción nos permi­
tirán discutir posteriormente Jo.s limito.cioncs que los principios vuriacionales 
restringidos tienen paro. ser utilizados en el estudio de !ns fluctuaciones en 
sistemas fuera de equilibrio y íonnnn uno de los antecedentes directos de este 
trabajo. 

Siendo específicos, consideremos un sistema descrito por un conjun~o a = 
(a1 1 ••• , an) de varinblcs tnncroscópicns (Onsager, 1931). Lns ecuaciones de 
transporte: 

a'.,= L'ix.;, (1) 

determinan los Rujas del sistema en términos de las fuerzas Xi, que están 
dadas por: 

as 
X<= aa•' (2) 

donde S (a) es la entropía del sistema y los L'i son los coeficientes de trans­
porte que se consideran dependientes de fos vnrio.bles tennodinámicns. En 
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este ·aistemn. las fuerzas termodinámicas (2) producen los flujos ~ s a:t, 
dados por (1), llevondo al sistema al e•tado final de equilibrio. Las ecs. (1) 
son lo.a ecuaciones de evolución temporal del sistema y debemos notar en 
ellas la 'presencia de la primera derivada temporal que es un operador no 
autoadjunto. Definamos ahora el fogranginno O: 

O (a,a'.,) = ~L;; (a'., - L"x1} (a'.,- IJmxm). 

Defino.moa también una funcional de acción como: 

A(a(t),t1 $ t $ t,) = f'' dtO (a,a:,), 1t. 
la cual tiene un núnimo dado por la condición: 

['' (80 d 80) . 80 . 
óA = ¡., dt Oa' - dt aa:, óa' + fJa:, fi, óa' (t,) =O. 

(3) 

(4) 

(5) 

El segundo término en esta expresión aparece porque el único estado que 
se ha dejado fijo es el esto.do inicial. Esto significa que las fiuctunciones 
pueden llevar al sistema a distintos estados finales. La trayectoria mínima 
promedio queda. determinada por las ecuaciones de Euler-Lagrange: 

(6) 

y Ja condición: 

80 aa:, f,, =0. (7) 

De la ecuaci6n (3) para el lagrangiano se tiene: 

~~ = ~8:, (L;.) (a:,- Li'x.1} (a~ - L•mx..._)-L;• (a~ - L""xm.) 8:, ( Li'x1)' 

Si se introducen los momentos p¡: 

80 (" rJ') Pi::::: aa:, = L¡¡ ª~t - XI .' (8) 

la expresión anterior se reduce n: 
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a ": •• , ª'( ••) ªª' (L;.) L = -L¡•aa< L . : 

La f~~ina explícita;de l~ ecunci6'rt que hace un· extremo·la ncci6n es: 

1 a ·e ··) a ( ., ) Pi,t = -2 Bai L' PiPk - Dai V X1 P;, (9) 

la cual junto con: 

a'., = L'; (X;+ p¡), {10) 

constituyeri. las ecuaciones que describen al sistema en el espacio de variables 
conjugadas (a,p). Es necesario notar que la ec. {10} no es la ecuación de 
movimiento (1). Sin embargo, puede mostrarse que ln condición (7), que en 
ténninos de los momentos p¡ se reescribe como Pa(t2 ) = O, implica que la 
solución de las ecuaciones (9) y (10) es p¡ (t) = O. Esta solución lleva n que 
la trayectoria promedio del sistema esté dada por la ec. (1). Puede decirse 
entonces que los momentos conjugados Pi son la fuente de las fluctuaciones 
en vista de que In condición (7) generalmente no t>e satisface y por tanto 
la evolución t.emporal del sistema estará dada por las ecs. (9) y (10). De 
estn formn 1 In ec. (10) permite entender n los momentos p como fuerzas 
estocásticas sobrepuestas a las fuerzas termodinámicas X· A partir de esto, 
Grabert y Green tuvieron un esquema análogo al de Onsager y Machlup y 
determinaron las características del proceso estocástico que representa a las 
fluctuaciones y su relación con la evolución promedio del sistema. 

Nos preguntamos por tanto si es posible construir una argwnentaci6n se­
mejante a In de Onsnger-~·1nchlup y Grabert-Green para casos mñs generales 
caracterizndos por: 

a) No limitarse a sistemas en los que lns fuerzas termodinñmicns dan 
origen a flujos que están dados por sus derivadas temporales, 
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, br NC:t tener ecuadones de evolución constituivns del tipo de la ecuación 
nriea1 (1). 

.e)-Describir al sistema en una escala de tiempo del orden del tiempo de 
relajación. 

Se requiere un formalismo termodinñmico paro. sistemas fuera de equi­
librio más allñ del régimen lineal en el que se disponga de una estructura 
variacional donde sea posible una interpretación semejante a la de Grabert 
y Green {1979). En una primera instancia, la termodinámica irreversible ex· 
tendida satisface lae condiciones a)-c) y las ecuacionéa de evolución temporal 
pnra los flujos del sistema se obtienen de un principio variacional de tipo 
restringido (Vázquez y del Río, 1990). Exploraremos en un capítulo poste­
rior si este principio permite constnúr un esquema estocástico en términos 
de momentos conjugados para la descripción de las fluctuaciones pero por 
el momento iremos por el camino más seguro de construir una formulación 
vo.riacional clásica para sistemas disipativos en estados cercanos a equilibrio. 

EL USO DE FUNCIONES POTENCIALES 
EN EL PROBLEMA VARIACIONAL. 

Los antecedentes del problema de hallar formulaciones variacionalea clási­
cas para la termodinámica de los procesos irreversibles se encuentran en las 
extensiones del principio de Hamilton a fluidos no disipativos en las que se 
adiciona la energía interna del sistema a la densidad lagrangjann incluyendo 
como condiciones subsidiarias la conservnción de la masa y la restricción a 
procesos reversibles. Este tipo de principios tienen como condiciones esta­
cionarias las ecuaciones de conservación de cantidad de movimiento y de 
energía (Herivel, 1954; Ecknrt, 1960; Bretherton, 1970). 

La fonna que adquiere la inclusión de efectos disipativos al esquema varia­
cional depende en mucho del formalismo de la termodinámica irreversible que 
se adopte como marco teórico {Onsager, 1931¡ Prigogine, 1961¡ Gyarmati 1 

1970¡ de Groot y Mazur1 1984). Puede decirse, sin embargo, que hay una 
idea común a todos los esquemas: la necesidad de ampliar en una forma o en 
otra el espacio inicial de variables termodinámicas. En efecto, mencionemos 
el caso ya expuesto de la termodinámica de Onsager, en el que extendiendo el 
espacio de propied~des para incluir los flujos del sistema como variables inde­
pendientes es posible construir una densidad lagrangiana cuyas condiciones 
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estacionarias, obtenidas como ecuaciones de Euler-Lagrunge 1 son las ecua­
ciones constitutivas de cerrnduro (Grnbert y Green, 1979). La estructura del 
espacio tennodinámico obtenida al ampliar con los flujos del sistema y el he­
cho de que éstos son tomados en el esquema de Onsager como las derivadas 
temporales de las propiedades termodiná.micns permite un uso directo del 
esquema varincionnl de Euler-Lagrnnge. En este caso la construcción de la 
densidad lagranginna depende en gran medida de la forma de lns ecuaciones 
de cerradura específicas. 

El esquema varincionnl clásico más general para In termodinámica de 
no equilibrio basado en In extensión del principio de Hamilton a medios 
continuas considera el espacio de variables tennohidrodimí.micns ampliado 
con el flujo de entropín, imponiendo también la conservación de la masa como 
condición subsidiaria (Sieniutycz y Berry1 1989, 1993 1 1994). El formalismo 
permite hacer uso de las ventajas derivndru1 de la existencia de un principio 
clásico, como es In obtención de las ecuaciones de lns variables canservndns 
a partir del teorema de Nüet.her (Hill, 1951). En estas E'Cllaciones resalta, 
sin embargo, la presencia de términos adicionales que requieren todavía de 
una interpretación física. Algunos de ellos han sido considerados por los 
autores como carrecdones de no equilibrio a la temperatura y In energía de 
equilibrio locnl. En estE' esquema lns ecunriones de cerradura no se obtienen 
directamente del principio de Hamilton como condiciones estacionarias sino 
que se deducen n partir de las ecuaciones de conservación como se hace 
en In termodinámica irreversible lineo.l. Est.o es, a partir del análisis de la 
producción de entropía de no equilibrio se llega a ecuaciones del tipo Mnxwell­
Cattnneo-Vemotte (rvICV) pam los flujos del sistema. En este sentido la 
teoría puede equipararse con la termodinámica irreversible extendida (TIE) 
a segundo orden (García-Colín, 1988). . 

En la TIE no se dispone de una formulación variacionnl clásica, aunque 
se ha mostrado que las ecuaciones de evolución temporal {incluyendo las de 
los flujos del sistema) tienen una estructura hamiltaniana (Grmeln y Lebon, 
1990¡ Gnnela y Jau, 1991). Gnnela et al. definieron un paréntesis de Pois­
son adecuado para expresar las ecuaciones de evolución temporal de la ter­
modinámica extendida en forma de una tiola ecuación general en la cual el 
generador del movimiento es una energía libre. 

Así pues, para las propósitos de este trabajo es necesario encontrar un 
esquema vnriacional clásico para procesos alejados de equilibrio si hemos de 
intentar un tratamiento de las fluctuaciones semejante al de Grnbert y Green. 
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Tal esquemn tiene sus raíces en In teoría clásica del potencial {Maxwell, 
1873). El método hn sido aplicado n In teorín de procesos irreversibles cerca 
de equilibrio por Ja escuela húngara de termodinñmicn {Nyíri, 1991¡ Gnmbár 
y Márkus1 1994). Daremos nquí las ideas principnles y los detalles pueden 
verse en )ns referencias. Después de ello aplicaremos la técnica al caso de fluc­
tuaciones nlredcdor de equilibrio y en este proceso empezaremos o encontrar 
diferencias respecto ni trabajo de Onsager-Machlup (1953) y Grabert-Green 
(1979). 

Consideremos una ecuación diferencial obtenida por nplicac:ión subse­
cuente de operadores lineales sobre una flUlción desconocida u a trnvés de un 
número finito de pasos (Nyíri 1 1991): 

Lju(x)) =O. 

L es un operador diferencial lineal. La funcional 

L[u]= /,,F(Lju(x)),x)dr 

definida en el dominio D es un extremo si la función 

Su(•) = L [u(x) + e17(x)] 

es lU1 extremo en e =O para todas las ftmciones admisibles 71(x). 

(11) 

(12) 

(13) 

La condición necesario. para que L (u] sea extremo, esto es, la ecuaci6n de 
Euler-Lagrn.nge1 resulto ser (Nyíri, 1991): 

-{ 8F} L 8Lu =O, (14) 

donde se ha supuesto que 168 variaciones en la frontera del dominio se anulan. 
El opeI;ador E es el adjlUlto del operador L. 

La estructura de la ec. {14) condiciona el tipo de ecuaciones que son sus­
ceptibles de ser obtenidas por un problema vnrindonnl como el ya planteado. 
Esta restricción puede salvarse, sin embargo, introduciendo una función po­
tencial <P para la función u {Márkus y Gnmbár, 1991} de modo que seleccio­
nando convenientemente un operador Q y substituyendo tL por 

u= Q {,P(x)), (15) 
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ln ecunción po.ra u resulte equivalente a una ecuación de la_ fonna (14) la, 
cuo.l por supuesto puede obtenerse de un principio vo.rio.cional basado en el 
potencial l/J. , 

Para determinar la forma del operador Q1 consideremos el problema varia­
cional de la funcional para el potencial efi: 

L[<fJ] = l F {E{q,} ,x)dr (16) 

~uya condición extremal es la ecuación de Euler-Logrange: 

L{ª!}=o. OL<f¡ 
(17) 

Observemos entonces que la ecuación de primer orden: 

OF 
-=u 
fñJ 

(18) 

con y= L {4'} llevn n que lns ecs. (11) y (17) senn idénticas. 
La ec. (18), que se denomina ln ecuación característica de la. ecuación 

original (11), determina la dependencia. de lo. función lagro.nbriann F respecto 
a su variable y, así como la relnción de u con el potencial q,, 

En el caso en que F (f. {e/>} ,x) = ~ (L { rfi}) 2 
, In selección conveniente del 

operador Q de la ec. (15) es: 

Q=E. (19) 

Este método ha sido aplicado por Márkus y Gambár (1991 1 1993, 1994) n 
ecuaciones de transporte de tipo parabólico en el marco de la termodinámica 
irteversible lineal: 

(20) 

y en las siguientes secciones lo utilizaremos paro. estudiar las fluctuaciones 
en sistemo.s cerca de equilibrio termodinámico. 
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LA FORMULACIÓN VARIACIONAL DE SISTEMAS 
TERMODINÁMICOS CERCA DE EQUILIBRIO. 

Las ecuaciones de trnnsporte de los sistemns que nos interesan son del 
tipo de la ecuación {20), donde rk son lru; propiedades intensivas del sistema 
y u, las fuenteB en las ecuaciones de balance de los densidades extensivas, 
los coeficientes S¡"J.1 y L¡k son constantes, In notación ,t. indica derivación 
parcial respecto nl tiempo y D. es el operador lnplacinno. Sin embargo, untes 
de seguir, debe mencionarse que el modelo parabólico, ec. {20) 1 difiere en 
el signo de la primera derivada temporal de lns rk respecto a lns ecuaciones 
respectivas que utilizaremos aquí. Con el signo que asignaremos a Jn derivada 
rk,i aseguramos que las propiedades rk son funciones acotadas paro. todo 
tiempo. Para simplificar consideremos el caso libre de fuentes con una sola 
propiedad r {obsérvese el signo de lo derivnda temporal): 

{21) 

La ec. {21) describe el comportnmiento promedio del sistema o bien la 
evolución temporal determinista {sin lo influencia de las fluctuacicmes). La 
solución de esta ecuación es la trayectoria en el espacio r en la cual la acción: 

{22) 

es un mínimo (Gambó.r y Mó.rkus1 1994). La función tfJ es el potencial asociado 
a la variable r y la condición: 

{23) 

y la expresión vnriacionnl 

6A=O (24) 

representa entonces el comportamiento promedio del sistema. 
Ln ec. (23) es parte de un esquema variacional tipo Hnmilton en el que 

la función hamiltoninnn resulta ser: 
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(25) 

Los ecuaciones de movimiento en términos de In funcióri. hnmiltoninm1 se 
escriben como sigue: 

OH 
<P •• = Op' 

OH 
P.•=-6<?6,P' 

(26) 

(27) 

donde p (el momento conjugo.do a t/>) se obtiene de la función lagrnngian8.: 

1 ( 1 )' L = 2 L6,P+ps- <P,t , (28) . 

como es usual: 

(29) 

Lo que hemos hecho con lo anterior es trasladar la descripción del sistema, 
inicialmente en términos de la propiedad r, al espacio constituído por el po­
tencinl q, y el momento conjugado p. Para describir los estados de equilibrio 
es suficient.e la propiedo.d r, pero los estados de no equilibrio requieren el con­
curso de una Variable extra que es el potencial </; (obsérvese que el momento 
conjugado vuelve a ser en esencia lo. propiedad termodinámica f). La inter­
pretación física del potencial t/> no es directa en estas condiciones sino sólo 
la de sus derivadas que son las que1 en última instancia, están relacionadas 
con In propiedad observable r por la ecuación (23). Ln ecuación (2ar revela 
que el potencial <P no está definido pnrn un tiempo infinito que corresponde 
al estado de equilibrio donde los estados están bien caracterizados con la 
propiedad r. 

Para entender la ec. (23) en el contexto de procesos estocásticos debere­
mos reescribirla como sigue: 

(30) 

donde se observa que el momento conjugado p es la fuente de esta ecuación 
que describe el comportamiento en el tiempo del potencial efJ. La evolución 
promedio del momento p a su vez, está dndn por la ecuación: 
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(31) 

&tamos así en condiciones de definir el cnmpo de probabilidad a las 
trayectorias ~ennodinámicas del sistema. Estn definición deberá ser tal que 
la acción valuo.da en In trayectoria dada por (21) lleve a un valor má.ximo 
para la prObabilidnd asignada a dichn trnyectorin ya que representa el com­
portamiento promedio del sistema que es el más probable. 

Antes de proseguir con las ftuctuaciones 1 en In siguiente sección mostrare­
mos la necesidad de las relaciones de Onsnger entre los coeficientes Lu cuando 
se considera un conjunto de ecuaciones del tipo de la ec. {21) como una 
condición de consistencia del csquemn vnrindonnl basado en el principio (24). 

LAS RELACIONES DE ONSAGER Y LA EXISTENCIA DE 
PRINCIPIOS VARIACIONALES CLÁSICOS. 

Como se ha afirmado anteriormente, los operadores diferenciales que 
aparecen en las ecuaciones de los procesos fuera de equilibrio son no au· 
tondjuntos .. Específicamente, y particularmente, el operador de derivación 
temporal sntisínce In propiedad: 

(fiY = -(fi). 
que se obtiene si uno define el producto interno de dos funciones de ~riablc 
real (el tiempo en este caso) por ejemplo como: 

(f,g) = j
0

fgdt, 

donde D denota el intervalo de integración. En términos de este producto se 
puede mostrar que: 

si se satisface la condición (fg) lao = Ü en la frontera de D. 
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Este hecho indicn que no es posible hallar un principio vnrincional tipo 
Hnmilton y que únicamente se pueden construir para ellas principios reª­
tringidos. En esta sección discutiremos In aparente paradoja (Vázquez et 
al., 1995b) que aurge del hecho de que en In ecuación de evolución temporal 
parn los potenciales de lns propiedndes termodinñmicns, ec. (23), aparece 
la primera derivada con respecto n1 tiempo. Veremos que las relaciones de 
Onsnger adquieren unn relevancia adicional en este contexto y mostraremos 
de paso cierta unidad entre los distintoa enunciados sol>re las condiciones de 
existencia de principios varincionales clásicos. 

Lns relaciones de reciprocidnd de Onsager (1931) constituyen uno de los 
teoremas fundamentales de In mecánica estadística fuera de equilibrio. On­
sager demostró que In reciprocidad entre los coeficientes fenomenológicos 
es una consecuencia de In invariancia ante inveCBión temporal de las ecua­
ciones dinámicas microscópicns bajo el supuesto de coeficientes constantes, 
una relación lineal entre Jos flujos y las fuerzas termodinámicas del sistema 
y la hipótesis de regresión de fluctuaciones. Este esquema es aplicable n una 
gama muy·extensa de sistemas cercanos a equilibrio y particularmente a la 
hidrodinámica en el nivel de Navier-Stokes. La extensión a la hidrodinámica 
a órdenes más nitos se debe n McLennnn (1974) y Dufty y Rubí {1987) 
trataron sistemas cercanos n estados estacionarios fuera de equilibrio. La 
generalización al caso en que In matriz de Onsnger depende tanto del e.s­
tado termodinámico como del tiempo, sin introducir Ja condición lineal entre 
fuerzas y flujos, fué realizada por Hurley y Garrad (1982). Entre las implica­
ciones de este trabajo, García-Colín y del Río-Corren (1984) y García-Colín 
y Rodríguez (1987) exhibieron In forma de la matriz generalizada de Onsnger 
en el caso dependiente del tiempo. Este tipo de propiedades, sin embargo, 
han sido escasamente tratadas dentro de una formulación macroscópica de 
procesos irreversibles (Nettleton, 1992; Jau et al., 1993). En estn sección 
abordaremos desde este punto de vista el problema. Mostraremos que las 
relaciones de reciprocidad de Onsager entre los coeficientes Lij constituyen 
un requisito para In existencia del principio vnrincional asociado a ecuaciones 
del tipo de In ec. (21). 

Se pueden encontrar en la literatura varias formas de enunciar Jus condi­
ciones bajo las cuales se puede construir un principio tipo Hnmilton para 
un conjunto dado de ecuaciones diferenciales (Finlnyson y Scriven, 1967¡ 
Finlayson1 1972¡ Nyíri, 1991¡ lchiynnagi, 1994) (las referencias anotadas se 
refieren n trabajos realizados ·en el ámbito de los procesos irreversibles). 
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Resumamos primero lo principal sobre las limitaciones pnra construir 
principios vnrincionnles cló.sicos para un conjunto de ecuaciones diferenciales 
dadas. El primer enunciado (Finlayson y Scriven, 1967¡ Fin¡ayson 1 1972} 
establece que únicamente si los operadores que aparecen en lns ecuaciones 
son autodjuntos entonces existe un principio varincional clásico para ellas. 
Finlayson mismo mostró que si los operadores satisfacen las propiedades de 
simetría: 

f µN:,vdV = f vN~¡1dV, (32) 

(escritas aquí para una ecuación diferencial de la forma N(tt} =O}, dondeµ 
y v funciones bien comportadas y la deri vndn de Frkchct N:,µ se define como: 

N~11 = [-8
8 

N(u + 'l•l] , 
€ f=O 

(33) 

entonces existe un principio varincional cló.sico para N(u} =O. 
La forma en que Ichiyanagi (1994) estnblece la condición es que si los 

operadores diferenciales del conjunto de ecuaciones son impares (refiriéndose 
al orden de la diferenciación) entonces .no existe un principio variacional 
cló.sico pn.rn ellns. La último es el enfoque de Nyfri (1991} descrito líneas 
arriba. 

¿Porqué Nyíri 1 Gambár y Mó.rkus pudieron construir una aproximación 
variacionnl a la termodimimicn de procesos irreversibles cerca de equilibrio 
cuyns ecuaciones contienen· el operador 1,. 1 que es no autoadjunto? Em­
pecemos por mencionar que no hay más que dos formas independientes de 
enunciar las condiciones anteriores. Por un lado la simetría. de la derivada 
de Frechet. ec. (1) y por otro1 In propiedad de los operadores diferenciales de 
ser autondjuntos. Los enfoques de Nyíri e lchiyanagi son equivalentes a esto. 
última condición. 

La traducción de la condición de simetría de la derivnda de Frechet en el 
caso en que tenemos un conjllllto de ecuaciones f' (u,., u .. ,; 1 u,.,;1;} =O para las 
variables de campo u. (x1, ••• , Xn} es como sigue: las ecuaciones J' se pueden 
derivnr de un potencial (o existe un principio Vnrincional clásico para ellas} 
si (Finlayson, 1972) : 

a¡• ar 
au.,j.. = au,,jk ' 

(34) 
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(35) 

8J' 8!' 8 8J' 8 8 8f' 
Oua = au, - 8x; 8u1J -t:- 8x; 8x1: 8U1.Jk. 

(36) 

Para concretar ideas, C'onsideremos las ecuaciones 

(37) 

que claramente no son un conjunto de ecuaciones aut.oadjuntas. Si tomamos 
u1: = r1: y x 1 = x, x2 = y, x3 = z, x 4 = t en lns ecs. (34-36), encontramos 
que (34) y (36) se satisfacen idénticamente pero (35) no. Por consiguiente, 
siguiendo las ideas de Finlayson, lns ecuaciones de transporte (37) no son, 
como hemos dicho, derivables de un lngranglnno (dependiente de Jns funciones 
I',1:) por medio del cual, un principio tipo Hnmilton lleve a esas ecuaciones. 

No obstante, usando el esquema desarrollado por Nyíri, Gnmbár y Márkus, 
las ecs. (37) se obtienen vía un principio de Hnmilton con lns condiciones 
extremas que escribimos explícitamente: 

8L _!!_~+Ll__!!!::._=O 
8.p, 8t8<f>,,, 8t:..p, • 

con las ces. (23) y (28) generalizadna al caso de varias propiedades rk. 

(38) 

Se puede verificar que Jos ecs. (37) se obtienen de lns ecs. (38) cuando 
los potenciales se substituyen por ]ns variables originales por medio de (30) 
generalizada también al cnso de varias variables. Esto parece ser una con­
tradicción porque en Ja ec. (38) todavía aparece el término ~ 0~~' que con­
tiene un operador no outondjunto. Notemos, sin embargo, que: 

8L 
81:!..p, = (</>;,1 - L.,t:..p,)(-L;1) 

y ·la forma explícitn de las ecuaciones dinámicas para los potenciales queda 
entonces como: 

22 



se puede verificar que todos los operadores que npnrecen en esta última 
ecunCión sátisfñcen las propiedades de simetrín para Jo derivado de Fret:het, 
ecs: (34-36) si y sólo si: 

(40) 

lo cual indica también que si se satisfacen las relaciones recíprocas de Onsager 
entonces los operadores de Ja ec. (39) son nutoadjuntos. 

LA PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN 
ENTRE ESTADOS TERMODINÁMICOS. 

Como hemos mencionado anterionnente 1 se podría introducir la influencin 
de las fluctuaciones en In evolución temporal del sistema en fa forma en que 
Grabert y Green (1979) lo hicieron, si dejamos libre el extremo final de 
la trayectoria termoclinámica segWda por aquel, dejando indeterminado el 
estado final del proceso. Si uno hace cso1 obtiene como condición extrema: 

/ (
8L 8 8L &L ) 8L 8L 
8 </> -8t8<1> .. +686</> ó<f>dt+ 8,¡./<f>I,, + 86lq,¡,, ... =O, (41) 

de donde se observa que si las variaciones {ujJ no se anulan ni tiempo t2 la 
condición para obtener la evolución temporal promedio seria que: 

DL 8L 
8,P,, ¡,, = o, 86,P ¡., = o. 

Estas condiciones conllevan, no obstante, cierto tipo de dificultades como 
en el caso del conductor rígido de calor donde el momento //t,, es esencialmente 
la temperatura del sólido. Tampoco pueden introducirse en esta forma las 
fluctuaciones en las· fonnulncioncs varincionales restringidas ya que, como 
veremos en el siguiente capítulo1 las derivadas temporales, los gradientes, 
etc, se mantienen constantes durante In variación. 

Consideremos entonces un sistema descrito por el potencial </> y el mo­
mento conjugado p como un sistema intrínsecamente estocástico. En este sen­
tido, las funciones <P y p son varia.bles cuya naturnleza estocástica proviene 
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de procesos moleculares subyacentes y cuyas propiedades estadísticas deben 
determinarse. Ello significa que las ecuaciones dinámicns, ecs. (30) Y {31) 
no requieren de términos estocñsticos adicionales que confieren al sistema 
tnl propiedad. Esto constituye una de las diferencina de este trabajo re§. 
pecto de los esquemas de Onsager-Machlup y Grnbert-Green basados en ecua­
ciones tipo Langevin en las cuales el término estocástico aditivo determina 
las propiedades estadísticas de las propiedades relevuntes. 

Tenemos entonces un sistema que experimenta flt1ctuaciones locales en las 
variables cP (el potencial de r) y el momento conjugado p, que lo caracterizan. 
Es necesnrio definir en el espacio (cP, p) la probabilidad asociada a las trayec­
torias termodinámicas admisibles que el sistema puede describir entre dos 
estadas dadas separados un intervalo de tiempo finito s. 

Supondl"emos para ello, un conjunto de réplicas del sistema en estudio 
caracterizadas por In variable r prepnrndas en idénticas condiciones inicial y 
de frontera. Éstas suponen en cada uno de los sistemns de tal ensamble el 
mismo estado de no equilibrio a partir del cual el conjunto empieza a evolu­
cionnr al tiempo t = O. La pregunta es entonces: ¿cuál es In probabilidad de 
que un estado dado 1 admisible, sea el estado final del sistema?. La presencia 
de las fluctuaciones supone que ln trayectoria pnrn nlcanznr dicho estado no 
es única de modo que debemos asignnr igualmente unn probnbilidad a cada 
trayectoria posible entre los este.dos inicial y final. Debe mencionarse que 
la probabilidad va a estar parametrizada por la posición dndo que t.rntamos 
con sistemas inhomogeneos. En otras pnlnbrns1 cada sistema del ensamble se 
considera dividido en pequeñas celdas (por ejemplo, las de equilibrio locnl) 
y las promedios en el ensnmble se toman sobre celdns con el mismo vnlor del 
parámetro posición. 

Como es usual (vnn l<ampen, 1992) 1 dividimos el intervalos que dura. el 
proceso, en pequeños subintervnlos T. Estos son pequeños compara.das con 
la esca.la de tiempo hidrodinámica., pero grandes compnrados con la escala 
cinética. Nos preguntamos entonces sobre la probabilidad de que un sistema, 
que a un cierto tiempo inicial t 1 se encuentrn en el estado (c/J,p), se encuentre 
al tiempo t2 = t1 +Ten el estado (<fl,p). En otras palabras, la pregunta es 
sobre la probabilidad de que un sistema que al tiempo t1 se encuentra en el 
estndo (l/J,p) experimente unn fluctuación durante el lapso T que lo lleve al 
estado (4/ 17/). Hay dos considernciones bñsicns para definir esta probabilidad. 
Por un lado, debe reproducir la expresión de Einstein para equilibrio y por 
otro debe tener un máximo para la trnyectoria de la evolución promedio 
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del sistema. Debe también, por supuesto, estar normaliznda a la unidad. 
Aprovechamos entonces In existencia. del principio vnriacional para las ecs. 
(30-31) basado en la funcional de acción ec. (22) para definir la probabilidad 
de transición para intervalos pequeños T como la probabilidad condicional 
como sigue (Vázquez et al., 1995c): 

Pr (</i,p'/<f>,p) = N exp(-(1/k) A, (qi,¡/;<f>,p)]8p/8</i, (42) 

que tiene una clara semejanza con la fórmula de Einstein. N es el factor de 
normnlizaci6n dado por: 

N= 1 
J dpexp [- (1/k) A, (</>,p)] 

(43) 

y el término 8p/D</l es el jacobiano de la transfonno.ción: 

p =p(</>',</>,r). (44) 

Para calcular la expresión (42) en el límite de intervalos de tiempo T 

pequeños, expresamos la solución de las ecs. (30-31) alrededor del estado 
inicial (</J,p) como: 

</>(!) = <f>+,P,,t+ ~<f>,,.!2 + .. . (45) 

p(t) = p+p,,t + ~P,u!2 + .. . (46) 

donde los coeficientes se definen a partir de las ecs. (30-31) como sigue: 

<1> ... = (p-• s)' P.•+ ps-1 Lt;,<f>,,, 
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(47) 

·y se ha tomado t1 = 01 tiempo nl cual se supone han sido evaluados todos 
los coeficientes. Substituyendo en la expresión para la acción: 

A,. (</>,p) = [ [P<i>.< - ~ (p- 1Sp)' + p-1SLpó<!>] dt, (48) 

obtenida del principio modifica.do de Hamilton, llegamos a: 

i , i _, i _,. i _18 , _, 1 -•s , 
ijP</>,utT + ¡jP.<</>,1tr~ + 5P,u</>,t• - ijP P,tT - ¡¡P PP,1tT + 

Tomando ahora el ümite T -+ O en un sentido ffsico 1 esto es, considerando 
valores de r muy pequeños pero tales que sea posible todavía definir una 
termodinámica (en un sentido matemó.tico T se mantiene finito) podemos 
despreciar los términos O(r2). A este orden, la acción queda como: 

(50) 

después de usar la primera de las ecs. (47). 
Del desarrollo en potencias en el tiempo para el potencial </J es posible 

obtener la forma explícita de lo. transformación (44). Para ello basta usar 
nuevamente la primera de las ecs. (47) y llegar a: 
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P = ~ (ps- 1)
2 (<// - 4') -ps-1 L6<f>. (51) 

De aquí se t enen dos consecuencias. Primero, el jacobiano de la t~anS­
fonnaci6n (44) t ma la fonna: 

:; = ~ (ps-')'. {52) 

Segundo, el ctor de nonnalizaci6n resulta ser: 

(53} 

En estas ca diciones la probabilidad de trnnsición, ec. {42), se puede 
escribir como; 

qq,'14') = (pS-•)' exp [-~rL' (¡;,,,q,)2] X 
2kirT 2 k 

exp {- 2~r (Ps-1)2 
(4'' - ,¡,)' + P~-· M<P (4'' - 4')} (54) 

Esto. probabi idad define completamente las características de la estadística 
· de las fluctuad nes. En efecto, esta probabilidad condicionnl 'aatisfaCe In 

ecuaci6n de Ch pmo.n-l(olmogorov (van Kampen, 1992¡ Honerknmp, 1994): 

j d,P'P, .. W/<P')P,.(<P'N) =P,{4"'/,P), (55) 

donde el estado nidal es t/J y T = T + T'. Primero observemos que la proba­
bilidad conclicio ml puede aproximarse como: 

qq,'14')= (ps-•)2 exp[-~rL' (754)'] x 
2kirr 2 k 

exp _ __!_ (ps- 1)
2 (4'' - q,)2 + ps-• L¡;,,,q, (4'' - ,P)} (56} 

2kT k ' 
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siendo 6.rjJ el valor del lnplnciano del potencial en 4 (r/J + <fl). 
Substituyendo esta última expresión en la ec. (55) y simplificando, uno 

obtiene una identidad {ver e¡ Apéndice A). Lo anterior generaliza los resul­
tados de Onsager y .Machlup {1953) a sistemas que no están necesariamente 
constreñidos por la conclición de que los flujos sean las derivadas temporales 
de las variables intensivas. 

Para un intervalo de tiempo finito s separando a los estados efJ y efl puede 
encontrarse también una expresión para la probabilidad de transición entre 
dichos estados utilizando la ecuación de Chapman~Kolmogorov, ec. (55), 
consecutivamente si el intervalo s se divide en N subintervalos de duración 
T. Tenemos entonces que: 

(57) 

donde T = s/N. 
Los momentos primero y segundo de la probabilidad (56) resultan ser: 

J , '/ ) LT - [ 2rL
2 (-x-7)'] M 1 = d</J 6.4>P,(4> </> = - pS_ 16.</>exp --k- ,_,q, , (58) 

, J , 2 (.J.'/ ) kT [ 2rL
2 ('7<:;;;\'] ,.f, = d</J (6.4>) Pr .,, .¡, = (pS-')' exp --k- 64>¡ . {59) 

Los demás momentos se anulan al orden r, de tal modo que la distribución 
de probabilidad es gaussinna. Con los momentos (58-59), la ecuación de 
Fokker-Plnnclc para la probabilidad de un estado al tiempo t tiene entonces 
la forma usual para procesos difusivos: 

8P(q,,t) 8 l 8 2 

_8_t_ =-a¡, (.M,P) + 2 84>2 (M,P)' (60) 

con A12 positivo. 
Ahora nos preguntamos si el esquema anterior puede utilizarse para del! 

cribir las fluctuaciones en sistemas alejados de equilibrio y para escalas de 
tiempo del orden del tiempo de relajación. Como veremos, la respuesta no 
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es general pero ello se puede hacer en sistemas descritos por ecuaciones de 
transport.e de tipo hiperbólico que en un contexto termodinámico describen 
procesos fuera de equilibrio hasta el orden de Maxwell·Cattaneo-Vemotte. 
Como queda claro de lo expuesto, es necesario construir un principio varia· 
cional clásico para ese tipo de ecuaciones. Pero antes, en el siguiente capítulo, 
discutiremos las limitaciones de In formulación variacional restringida de ln 
termodinámica extendida (Vázquez y del Río, 1995) en el tratamiento de las 
fluctuaciones en lUl nivel mesoscópico, 



CAPÍTULO 11. 

LA TERMODINÁMICA IRREVERSIBLE 
EXTE!'{DIDA 

Y SU FORMULACION VARIACIONAL. 

INTRODUCCIÓN. 

El desarrollo, relativamente reciente, de la termodinámica irreversible ex­
tendida (TIE) (García-Colín, 1988; García-Colín y Uribc, 1991; Eu, 1992; 
López de Haro et al., 1993¡ Jau et al. 1989, 1993) como una teoría para pro­
cesos fuera de equilibrio ha renovado el interés en la búsqueda de principios 
varincionales para sistemas más alejados de equilibrio que el régimen lineal 
de flujos y fuerzas termodinámicas. En este sentido pueden verse los trnbajos 
de Bhattnchacya (1982) dentro de la versión ondulatorio de la termodinámica 
de Gyarmoti (1977), la formulación lngrangiann de Nettleton (1986) sobre In 
termoclinñmica extendida. usando variables termodinámicas similares a las de 
Onsager, el tratamiento vnriacional de Eu (1982) sobre ecuaciones de estado 
generalizadas, el tro.bajo de Sieniutycz (1984, 1985, 1987) incluyendo efectos 
de relajación en la funcional va.rincionnl para obtener ecuaciones de evolución 
temporal hiperb6licns 1 el principio de V ázquez y del Río (1993) basado en la 
ecuación de balance del potencial generalizado de la termodinámica exten­
dida, etc. 

El propósito de este capítulo es discutir nlgunns dificultades que presentan 
los principios restringidos en el tratamiento de las fluctuaciones mesoscópicas 
en sistemas fuera de equilibrio si uno pretende hacerlo vía una extensión 
hamiltoniana de dichos principios. Tomaremos como base de esta discusión 
un trabajo reciente en el que el principio de V ázquez y del Río fué utilizado 
para validar algunos modelos fenomenológicos de ln conducción no lineal de 
calor en s6lidos (Vázquez et ni., 1995). 

Iniciamos el capítulo exponiendo con cierto detalle In formulación de 
Vázquez y colaboradores, que es el principio de tipo restringido más gen~ 
rnl que se ha elaborado para In termodinámica extendida. Este juicio de 
generalidnd se basa en los siguientes hechos: a) In funcional variacional es 

30 



la más general que se ha escrito en el sentido de que no supone una fonnn 
preconcebida en términos de las ecuaciones dinámicas conocidas del sistema 
(Sieniutycz, 1984, 1985, 1987)) y tampoco supone restricciones como del! 
cribir al sistema en el espacio de variables de Onsager (Nettleton, 1986)) 1 b) 
No hay un orden de corte preestablecido en la técnica del desarrollo en serie 
alrededol" del estado de flujos cero (Bhattacharya, 1982) lo cual permite en 
principio obtener ecuaciones de evolución temporal exactas. 

FORMA AXIOMÁTICA DE LA TERMODINÁMICA IRREVERSIBLE 
EXTENDIDA (TJE). 

Para tener Wla visión completa, enunciamos a continuación la forma a­
xiomática de la TIE en cuyo seno está definido el principio varincional de 
Vázquez y colaboradores. 

1) El espacio de variables termodinámicas se extiende para incluir las 
variables no conservo.das del sistema, 

2) Se supone la existencia de un potencial termodinámico de no equi­
librio fJ que es una función bien comportada de las variables del espacio 
termodinámico extendido 1 

3) Este potencial satisface la ecuación de balance: 

dq 
P(ft = -'V · J, +u, (1) 

donde J,, es el flujo del potencial de no equilibrio y u el término de producción, 
4) El conjunto de ecuaciones de balance de las variables conservadas se 

cierra con las condiciones extremas del principio vnriacional: 

(2) 

Los siguientes comentarios complementan el esquema. La producción u 
tiene las propiedades expuestns en el trabajo de Rodríguez y López de Haro 
(1988). Se usan los teoremas de representación para todos los tensores de la 
teoría en términos de la base que constituye el espacio termodinámico exten­
dido. Los escalo.res se desarrollan alrededor de un estado de equilibrio local 
en el que los flujos son cero y para aproximar consistentemente estas series se 
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usa el criterio de del Río y López de Haro (1990) basado en las varinbles no 
conservadns del sistema . El potencinl de no equilibrio puede depender ndi­
ciannlmente de parámetros que no pertenecen al espacio extendido ya que el 
espacio tangente (derivadas de ln.s propiedades termodinámicns) no es genQ 
roda por aquel. Esto constituye In hipótesis de cerradura. La producción 
<I no se supone definida positivo. a priori abriendo la posibilidad de otros 
acaplamient.os entre ln.s vnrinbles no conservadns. La variación 6 se lleva a 
cabo solamente sobre la parte no conservada del espacio extendido, el espa­
cio tnngente permanece fijo durante la variación, las ecuaciones de evol11ci6n 
temporal de las variables conservadas del sistema son condiciones subsidiarias 
del principio vnrincional. Como puede nprecinrse 1 el principio sigue la misma 
linea que los principios de Onsager (1931), Rosen (1953) y Cyarrnati (1970). 

Este principio ha proporcionado unn herrnmientn formal a ln TIE para 
incorporar n In teorín lns ecuaciones necesarias para cerrar el conjunto de 
ecuaciones de evolución temporal del sistema. Este es el sentido de la mayor 
parte del trabnjo publicado (Vázquez y del Río, 1990; del Río et al., 1992¡ 
del Río et al., 1993¡ Vñzquez y del Río, 1993¡ Vázquez et al. 1994; Vázquez 
et al. 1 1995a) 1 pero el principio también ha permitido investigar expresiones 
para las ecuaciones generalizadas de estado del sistema (del Río et al., 1992). 
Mostramos a continuación el tratamiento del problema de In conducción de 
calor en sólidos donde también hn sido posible discutir ciertos nspectos fun­
damentales de In termodinámica de procesas irreversibles como la forma local 
de la segimda ley. 

ONDAS DE CALOR NO LINEALES. 

La descripción a tiempos cortos de los problemBS de la radiación y la 
conducción de calor implica considernr la naturaleza ondulatoria de la propa­
gación (Glnss et al., 1985; Masoliver et nl. 1 1993). Un ejemplo es el transporte 
de calor en lo cirugía con In.ser. Para describir ta.les sistemas en tiempos más 
cortos o iguales al tiempo de relajación de los flujos hay que incorporar los 
efectos inerciales ya que el sistema: está cambiando rápidamente a través de 
estados de no equilibrio hacia un estado estacionario o de equilibrio. La 
ecuación de Fourier debe modificarse para englobar este tipo de efectos. La 
generalización más simple que lleva a velocidades finitas en la propagación 
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del calor es añodiendo n la ecuación de Fourier un término inercial (Joseph 
y Preziosi, 1989; 1990): 

(3) 

donde q ea el flujo de calor 1 r11 el tiempo de relajación del flujo de calor, 
k la conductividnd térmica y T la ternperatllI'n. local. Esta ecuación, que 
se conoce algunas veces como ecuación de Cattaneo (1958), fué propuesta 
por Kohlrausch en 1847 pero redescubierta por Maxwell para el tensor de 
esfuerzos en 1867 (Maxwell, 1867) y por Vernotte (1958). Por ello la ec. 
(3) se conoce mÓB bien como de Mrucwell·Cattnneo-Vemotte (MCV) para el 
transporte de calor en sólidos. Hay intentos de obtener la ecuaci6n MCV 
desde un punto de vista termodlnámko que presentan ciertas inconsistencias 
físicas en el balance local de energía (Kaliski, 1965; Coleman et al., 1982). 
Lo. conducción de calor en sólidos fué tratada también por Nettleton desde 
un enfoque mesoscópico (1985) y se puede encontrar una versión no linee.l de 
este tipo de ecuncionea a pnrtir de principios fundnmentnles de la me-cánicn 
estadística (VasconceUos et al. 1 1991). La TIE da eeunciones de este tipo a 
segundo orden pnrn ln relajación de las variables no eonservadn.s las cuales con 
la suposición más simple de coeficientes fenomenológicos conatantes conducen 
a ecuaciones de transporte hiperbólicas. 

Así por ejemplo1 Ja. ec. (3) junto con la ecuación de conservación: 

dT 
pc,,dt = -'1 · q, (4) 

considerando constantes a k, Cu (caJor específico a volwncn constante) y r 9 , 

llevan a unn ecuación de transporte de calor de tipo telegrafista: 

FJ'T + _!. 81' = c2'12T 
8t2 Tq lJt 1 (5) 

con c2 ::::::: k/pt;JTq 1 la cual se ea.be es de tipo hiperbóJíco. pes la densidad 
de masa, e la velocidad de propagación de lM perturbaciones térmicas en el 
medio. La ec. (5) describe ondas de calor lineales en un sólido. Más allá del 
régimen lineal de la TIE1 encontramos dos tratamientos de efectos no lineales 
de la inercia térmica. Por un lado, García-Colfn y Rodríguez (1988) aplicaron 
el formalismo convencional de la TIE para explorar Jas contribuciones no 
linenles en la ecuación de relajación del flujo de color. Por otro, fo. versión 
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usa el criterio de del Río y López de Haro (1990) basado en las vnriables no 
conservadas del sistema . El potencial de no equilibrio puede depender adi· 
cionalmente de parámetros que no pertenecen al espacio extendido ya que el 
espacio tangente (derivados de las propiedades termodinámicns) no es gen~ 
rndo por aquel. Esto constituye la hipóte:;is de cerradura. La producción 
a no se supone definida positiva a priori abriendo la posibilidad de otros 
acoplamientos entre las vnriables no conserva.das. La variación 6 se lleva a 
cabo solamente sobre la parte no conservndn del espacio extendido, el espa­
cio tangente permanece fijo durante la variación, lns ecuaciones de evolución 
temporal de las variables conservadas del sistema son condiciones subsidiarias 
del principio variacional. Como puede apreciarse 1 el principio sigue la misma 
linea que los principios de Onsager (1931), Rosen (1953} y Gyarrnati (1970). 

Este principio ha proporcionado una herramienta formol o. lo. TIE para 
incorporar a la teoría lns ecuaciones necesarias para cerrar el conjunto de 
ecuaciones de evolución temporal del sistema. Este es el sentido de la mayor 
parte del trabajo publicado (Vázquez y del Río, 1990¡ del Río et al. 1 1992; 
del Río et.al,, 1993¡ Vázquez y del Río, 1993¡ Vázquez et nl. 1994¡ Vázquez 
et al., 1995n), pero el principio también hn permitido investigar expresiones 
para las ecuaciones generalizad.ns de estado del sistema (del Río et al., 1992). 
Mostramos n continuación el tratnmiento del problemn de la conducción de 
calor en sólidos donde también hn sido posible discutir ciertos aspectos fun. 
dnmentales de la termodinámico. de procesos irreversibles como la forma local 
de la segunda ley. 

ONDAS DE CALOR NO LINEALES. 

La descripción a tiempos cortos de los problemas de la rndinción y ln 
conducción de calor implica considerar la naturaleza ondulatoria de la propa­
gación (Glass et al., 1985¡ Mnsoliver et nl., 1993). Un ejemplo es el transporte 
de calor en la cirugín con lnser. Para describir tales sistemas en tiempos más 
cortos o iguales al tiempo de relajación de los flujos hay que incorporar los 
efectos inerciales ya que el sistema está cambiando rápidamente a través de 
estados de no equilibrio hacin un estado estacionario o de equilibrio. La 
ecuación de Fouricr debe modificarse µara englobar este tipo de efectos. La 
generalización más simple que lleva a velocidades finitas en la propagación 
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del calor es añadiendo a la ecuación de Fourier un término jnercial (Joseph 
y Preziosi, 1989; 1990): 

(3) 

donde q es el flujo de calor1 Tq el tiempo de relajación del flujo de calor, 
k la conductividad térmica y T la temperatura local. Esta ecuación, que 
se conoce algunas veces como ecunción de Cattaneo (1958) 1 fué propuesta 
por Kohlrausch en 18·17 pero redescubierta. por Maxwell para el tensor de 
esfuerzos en 1867 (Maxwell, 1867) y por Vemotte (1958). Por ello In ec. 
(3) se conoce mñs bien como de Mnxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV) parn el 
transporte de calor en sólidos. Hay intentos de obtener la ecuación MCV 
desde un punto de vista termodinámico que presentan ciertas inconsistencias 
ffeicns en el balance local de energía (Kalieki, 1965; Coleman et al., 1982). 
La conducción de calor en sólidos fué tratada también por Nettleton desde 
un enfoque mesoscópico (1985) y se puede encontrar una versión no lineal de 
este tipo de ecuaciones a partir de principios fundamentales de la mecánica 
estadística (Vasconcellos et nl., 1991). La TIE da ecuaciones de este tipo a 
segundo orden para la relajación de las variables no conservadas Jo.a cuales con 
la suposición más simple de coeficientes fenomenológicos constantes conducen 
a ecuaciones de transporte hiperbólicSB. 

Así por ejemplo, la ec. (3) junto con la ecuación de conservación: 

dT 
pc,,dt = -V·q, (4) 

considerando constantes a k 1 c., (calor específico a volumen constante) y Tq, 
llevan a una ecuación de transporte de calor de tipo telegrafista: 

8
2
T + ..!_ EfI' = 'V'T 

8t2 Tq Ot e ' (5) 

con c2 = k/pc.,Tq, la cual se sabe es de tipo hiperbólico. pes ln densidad 
de masa, e la velocidad de propagación de las perturbaciones térmicas en el 
medio. L11 ec. (5) describe ondas de calor lineales en un s6lido. Más allá del 
régimen lineal de la TIE, encontramos dos tratamientos de efectos no lineales 
de la inercia térmica. Por un lado, García-Colín y Rodríguez (1988) aplicaron 
el formalismo convencional de la TIE para explorar las contribuciones no 
lineales en la ecuación de relajación del flujo de calor. Por otro, la versión 

33 



ondulatoria de la termodinámica de Gyarmnti (1977) 1 donde aswniendo una 
relación casilineal entre las fuerzns termodinámicas y los flujos, se obtiene 
una ecuación de evolución temporal del tipo MCV para los flujos y esto, 
por supuesto, lleva a ecuaciones de transporte para los campos locales r, = 
-¡f!-ó.S (siendo las o's cantidades extensivas locales y S ln entropía local de 
n~' quilibrio). Sin embargo1 no encontramos en la literatura un formalismo 
riguroso para tratar los términos no lineales en la ecuación de evolución 
temporal para el flujo de calor. 

En esta parte 1 por tanto, nos ocuparemos de obtener de una manera ri­
gurosa los efectos no lineales en la conducción de calor en un sólido (Vázquez 
et al. 1 1994¡ 1995). Reproduciremos de paso los resultados de la TIE conven­
cional a segundo orden y bajo ciertos condiciones los resulto.dos de In versión 
ondulatorio. de Gynrmnt.i pnra ese mismo problema. El resultado principal se 
referirá a una ecuación de evolución temporal no lineal exacta para el flujo 
de calor In cual hará evidente el carácter no isotrópico de la relajación de 
perturbaciones térmicas introducido por In presencia de un campo vectorial 
en el medio. Al mismo tiempo, el trata.miento dará a segundo orden una 
condición local para la producción del potencial de no equilibrio 1J la cual en 
este caso complementa a In segunda ley de la te1modinámicn pura sistemas 
fuera de equilibrio 1 substituyendo a la bien conocido. desigualdad a ~ O. 

EL CONDUCTOR RÍGIDO DE CALOR NO LINEAL. 

Consideremos WL conductor de en.lar rígido (p =const.) en estados de no 
equilibrio descrito por una variable localmente conservada T(r,t), la tem­
peratura, y una variable rápida q(r 1t), el flujo de calor. El espacio ter· 
modinámico extendido pnrn el conductor es {T, q} y el potencial de no equi­
librio, 1], depende de la.s mismas variables. Primero obtenemos una ecuación 
de evolución temporal exacta para el flujo de calor In cual, junto con In 
ecuación de balance pnrn la densidad de energía interno., describe en forma 
cerrada al conductor rfgido de calor. 

Consideremos In ecuación de balance para In densidad de energía interna: 

(6) 
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y lo." ecuación de Gibbs generalizada para el potencia~ de no eq~li~rio: 

d~ dT dq 
P-¡¡ =01 Tt + ª'. dt (7) 

donde· l~s o.'s san lns ecuaciones de estado generalizadas: 

(B) 

Las cantidades o:1 , cr2 , J,, {flujo de entropía de no equilibrio) y u'1 {pro­
ducción) estó.n generadas, dependiendo del orden tensorial, como sigue: 

ct1 = /31 (T,I) , 

a,= {J, (T,I) q, 

"• = fJ.. (T,I)' 

J, = /3.(T, I) q, (9) 

siendo 1 = q · q el único invariante escalar del espacio termodinámico y las 
/Je son escalares que dependen de Te J. 

Introduciendo las eca. {6) 1 {7) y (9) en la ecuación variacional: 

6 fv (/fif +'V· .J, - u,) dV =O, 

uno obtiene: 

6 fv (e. 'V · q + /J,q · ~ + q ·'V /34 - f3,) dV = O. (10) 

Variando ahora 1ínicamente In parte no conservada del espacio extendido, 
manteniendo constante el espacio tangente se llega a: 

[ (8{3,) -J dq (ª/3•) (ª{J..) .,.. 2 7if qq+f3. 1 ·Tt=2 7if (v"q)q-2 7if q+'V/34 , (n) 
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donde Tes el tensor unidad de segundo rango y {Jr. = {34 -{31.·La ec. {11) es 
la ecuación de evolución teffipornl para q y muestra algunas características 
relevantes. Como hasta este punto no hemos introducido aproximación al­
guna sobre las /J's es uno er:uación exacta para q. Junto con lo. ec. (6) forman 
un conjunto cerrado de ecuaciones para el conductor rígido. El carácter li­
neal de la ecuación MCV es rebasado por ln presencia del término no lineal 
del lado derecho. El primer término dentro del paréntesis del lado izquierdo1 

que corresponde a un tiempo de relajación tensorial, muestra una relajación 
anisotrópicn de las señales térmicas en el cunductor rígido debido a In pre­
sencia del flujo de calor en el medio. Debe resaltarse que la anisotropfa no 
es unn propiedad del material sino que es introducida por el flujo de calor. 
La naturaleza tensorial del tiempo de relajación no se manifiesta al orden de 
MCV. Se trata de un efecto de cuarto orden dndo que al orden MCV tenemos 
que !J!f =O. A cuarto orden la ecuación (11) es no lineal. 

La ec. (11) es el resultado principal de esta sección. Procedamos ahora 
a mostrar cómo reproduce algunos resultados importantes del transporte de 
calor en sólidos. Todos estos resultados son aproximados y se obtienen desa­
rrollando las cantidades f3 en serie de Taylor con el estado de flujo cero como 
estado de referencia. Cuando el integrando de la funcional en lo. ecuación 
variacional se aproxima a segundo orden se tiene que /h. y {34 no pueden 
depender del invnrinnte J, de modo que (3, = [3,(T), y /34 = {3.(T). La 
ecuación de evolución paro. q que se obtiene es: 

-fJ.-=-2 - q+\1/3, dq (ª!3:i) 
dt 81 . (12) 

De acuerdo con la termodinámica irreversible lineal, debemos tener que 
{34 = r- J' y para determinar 91! consideramos el estado estacionario: ~ = o 
(es decir, tiempos mucho más largos que el tiempo de relajación del flujo de 
calor). En cuyo caso, la ce. (12) queda como: 

1 (ªfJ:i)-1 q = - 2T2 8J \/T. (13) 

Si se toma ~ = (2kT2)-
1

1 esta última ecuación se reduce a 

q = -k\IT, (14) 
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la cual es la ecuación de Fourier para Ja conducción de calor en un sólido 
rígido. Volviendo al caso no estacionario, si /12 = -ffe 1 la E!c: (12f_Se 
convierte en Ja ecuación de MCV: 

dq 
- r9dt = q+kVI'. (15) 

Esta ecuación es entonces un resultado truncado de la ec. (11). Por otro 
lado, como puede verse, la ecuación de evolución temporal para el flujo de 
calor es una ecuación de relajación si: 

Tq ~ 0. (16) 

Además, como está impllcito en In deducción, o/!!- ;::: O. Esto puede Verse 
como la forma loen! de Ja segunda ley en lugar de la condición u ~ O, Jn cual 
recientemente ha mostrado no ser completamente adecuada en condiciones 
fuera de equilibrio (Evans et al., 1993). De hecho, desde 1965 Prigogine 
y otros (Prigogine, 1966) anticiparon la posibilidad de una producción de 
entropía negativa en su estudio de sistemas fuera de equilibrio por medio 
de su ·teoría del potencial local. En su trabajo eilos no asumen a priori el 
signo positivo de la producción. El esquema vnriacional que utilizamos aquí 
puede, en principio, englobar situaciones en las que exista una disminución 
local de entropfa, esto es, tampoco se supone a priori un signo definido para 
la producción de Ja entropía de no equilibrio. Junto con la condición !1f¡ ;?: O 
debe satisfacerse la condición global: 

f.,!3:idV?: O. (17) 

Ambas constituyen Ja segunda Jey de la termodinámica de no equilibrio del 
sólido rígido. 

Considerando las inhomogeneidades espaciales del flujo de calor, tenemos 
una ecuación constitutiva no lineal para el estado estacionario: 

2q[(~~)(V·q)-:J =-V/34 (18) 

la cual se transforma a segundo orden en: 

q[a(V·q)+l]= -kVT, (19) 
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con a= (o/Jf-)c.l.' y !Jo=~ (e.l. significa equilibrio local). Este resultado 
es el mismo que Gnrcfo-Colín y Rodríguez (1988) obtuvieron utilizando el 
esquema convencional de la TIE. 

Para el caso no estacionario con un flujo de calor inhomogeneo tenemos: 

Dq 
- Tq{ji = q + aq (V' • q) + k'VT. (20) 

Combinando la relación de equilibrio local ec. ( 4) con la ec. (20) uno 
obtiene: 

82T 1 
pe,, Dt' =-~'V· [q +aq('V · q) +k'VT]. (21) 

Debe notarse que incluyendo las inhomogeneidades en el flujo de calor la 
ecuación contiene un término no lineal en q. Además, no es factible obtener 
una ecuación para Ja temperatura. Como veremos más abajo1 este no es el 
caso para el flujo de cnlor. El término en q (V'· q) es la primera contribución 
no lineal a la ecuación para. la temperatura del conductor rígido fuera y lejos 
de equilibrio. Si este término puede despreciarse la ec. (21) se escribe como 
sigue: 

(22) 

el cual es el resultado general de la vesión ondulatoria de la termodinámica 
(Gynrmati, 1977). 

La descripción de ondas se hace tradicionalmente por medio de una 
ecuación para la temperatura, pero la contribución no lineal no permite 
obtener tal ecuación para la temperatura solamente. Sin embargo, se. puede 
obtener una ecuación ondulatoria para el flujo de calor solo a partir de las 
ecs. (6) y (19): 

- r, D'q + ~ - _!:_V'2q =-a~ ('V· q) - aq.!!. ('V· q) (23) 
8t2 Dt pe;, Dt Dt ' 

donde la velocidad de las pertubociones en el flujo de calor está dada por 
Cq = J'i!i la cual es lo. misma que la veloci~nd correspondiente para las 
perturbaciones en la. temperatura. La ec. (23) muestra la equivnlencio. de las 
descripciones en términos de las dos variables termodinámicas del espacio ex­
tendido para la transmisión ondulatorio del cnlor. Mientras el procedimiento 
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convencional de In TIE permite obtener ln ec. {23}, 18: versi6n ondulatoria de 
la terrnodinñmicn no tiene forma de mostrar la equivalencia de las variables 
del espacio termod.inñmico extendido. 

Hemos mostrado así, que In ec. (11) contiene a segundo orden los resul· 
tados de la TIE usual y de la termodinñmica ondulatoria. Predice ademñs la 
nnisotropin en la relajación de las perturbaciones térmicas como una conse­
cuencia de In presencia en el medio de un campo vectorial {el Hujo de calor). 
La restricción en el término de la producción del potencial de no equilibrio: 
~ ~ O, abre de nuevo lo. discusión sobre In forma local de la segunda ley de 
la termodinámica de no equilibrio. A segundo orden (en el régimen lineal) 
esta restricción lleva de nuevo a la condición u ~ O. La ec. {23) muestra que 
el comportamiento del flujo de calor es ondulntorio. Es importnnte resaltar 
que la solución de estn ecuación debe usnrse pa.ra obtener T(r,t), que es la 
variable usual de la descripción de los problemas de trnnsferencin de calor. 
La ec. (23) tiene una ventaja sobre la ec. {21) ya que representa 11na ecuación 
desacoplada para el flujo de calor de la tempernturn. El valor práctico de esa 
ecuación en el caso no lineal requiere ser investigada considerando problemas 
particulares con condiciones iniciales y de frontera bien establecidas. 

En la siguiente sección discutimos en tomo al problema del uso de prin~ 
cipios variacionale.s en el estudio de In relación entre los procesos fluctuante.a 
mesoscópicos y la evolución temporal del sistema en un nivel macroscópico. 
Esta discusión está enfocada en esto. parte al caso de principios variacionales 
restringidos. El tratnmiento completo del problema será objeto de nuestro 
interés en los siguientes capítulos de este trabajo. 

PRINCIPIOS VARIACIONALES RESTRINGIDOS 
Y FLUCTUACIONES. 

Plantearemos el problema pregwitñndonos si existe en el marco del prin· 
cipio vnriacional restringido de la TIE una función termodinámica que juegue 
el papel de generador de la evolución temporal del sistema en un esquema de 
Poisson. Para simplificar y concretar ideas consideremos el conductor rígido 
de calor tratado anteriormente cuya lagrnngiana escribiremos en In forma. 
(obtenida del principio vnrincional (10)): 

(24) 
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donde las a's dependen de la densidad de energía interna e y el invariante 
escalar I = q2 • Introduzcamos unn transformación de Legendre sobre la la­
grangiana L para cnmbi.ir la descripción en términos de los momentos con­
jugados Pe = U!'; Y Pq = !.~,: 

H =c,tPe + q,t • pq - L. (25) 

Debe notarse que el espacio de vnrinbles transformado es ahora (pe, pq} y 
no incluye formalmente a la energía interna ni al flujo de calor. Explícita1nente1 

obtenemos para los momentos: 

Pe = 0-1, pq = et2q, 

mientras que la función tennoditlámica H quedo. como: 

H=-'1·(<>,q)+na=~. 
dt 

(26) 

(27) 

siendo 11 el potencial de no equilibrio. La ec. (27) pone en evidencia el com­
portamiento extremnl de la función H ya que ésta heredo. algunos propiedades 
del potencial de no equilibrio. Las dos expresiones para la pfoffiana de H: 

dH = (~:) dp0 + (:.) · dpq, (28) 

dH =e.1dp.+p,de.1 +q,1 • dpq+p,·dq,1 - (:~) de,1 - (:~.) ·dq,1, (29) 

deben ser equivalentes. Igualando lo.a ecs. (28) y (29) se obtienen las si­
guientes expresiones para las ecuaciones de evolución temporal para In energía 
interna y el flujo de calor: 

8H 
e,t= 8pe' 

8H 
q,e= 8pq' 

{30) 

(31) 

mientras que las otrns dos ecuaciones que se obtienen de (28) y (29) co­
rresponden a las definiciones previas de los momentos. Ahora escribimos la 
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función H a segundo orden desarrollando en serie de Taylor alrededor del 
estado de flujo de calor cero a los coeficientes a's de la expresión para la 
lagrangiana, ec. (24). Primero observemos que a dicho orden, a1 = fJ10 (e) 1 

<'2 = {3,0 (e), n3 = /3:n (e) q2 y"'•= /340 (e), y también que fJ40 = f310· Por lo 
tnnto: 

H = -f3,o'1 · q - q·'1fJ<o + f3a1q2 

=-p.'1· (~.p.)- ~p.·'1p.+~p~. (32) 

en donde hemos utilizado la ec. (26). De aquí podemos obtener: 

8H = -'1 (fl••) + 2f3a1q, 
8p, f320 /J,o 

(33) 

que substituido. en la ecuación de movimiento (31) lleva a la ecuación de 
Maxwell-Cattaneo-Vemotte para el flujo de calor1 ec. (15) si se hace la 
identificación: 

f310 = kT 2!3:i1 = _..!_ (34) 
/Jw Tq 

1 A_o Tq • 

Es siempre posible encontrar solución a las condiciones (34)¡ pero ésta 
debe ser consistente con resultados de la termodinámica lineal. Si se substi­
tuye el valor {331 = 1/2k'I'2 en la última ecuación para encontrar f3ro: 

de donde: 

f320 = -k:; .. 
1 

f310 = -;¡;· 

El resultado para /'ho es correcto pero el de /310 no es consistente con 
la termodinámica irreversible lineal porque implicaría un flujo de entropía 
contrario al flujo de calor. Esto nos impide construir 1 por lo menos en las 
lineas seguidD.S aquí, uno. estructura hamiltoninna a partir de un principio de 
tipo restringido. ·El otro problema es que la ausencia de un término de la 
forma: 
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(que desaparece por el carácter restringido del principio vnrincional) en la 
ecuación de movimiento1 no permite identificar el origen de las fluctuaciones 
de las variables tennodinámicns. 

Finalmente hny que mencionar que la funcional variacional de In ec. 
(10) pierde sus propiedades extremas en el espacio termodinámico exten­
dido cuestión que como hemos visto en el capítulo anterior resulta crucial 
pnrn la determinnción de las cnrocterísticns estadísticas de lns fluctuaciones. 
En vista de ello, dirigiremos ahora nuestra atención a la extensión de las 
idens expuestns en ese capítulo para sistemas cerca de equilibrio nl en.so de 
estados alejados de equilibrio. 
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CAPÍTULO Jll. 

LA FO}{MULACIÓN VARIACIONAL 
CLASICA DEL 'I;RANSPORTE 

HIPERBOLICO. 

INTRODUCCIÓN. 

El propósito de esta parte es establecer un principio vnriacional clásico 
para el transporte hiperbólico y en particular, para la termodinámica exten­
dida al orden de Maxwell-Cnttaneo-Vemotte (MCV). Mencionemos breve­
mente tres puntos. Primero, trataremos directamente con las ecuaciones 
de transporte obtenidas nl orden más bajo {el orden de MCV) por 1n com­
binación de las ecuaciones hidrodinámicas de conservación con ecuaciones 
constitutivas tipo MCV para Jos flujos. Segundo, cambiando el espacio de 
propiedades transportadas ni de los potencinles introducidos en el primer 
capítulo construiremos un principio vnrincional clásico y escribiremos en 
forma hamiltoniann los ecuaciones del transporte hiperbólico. Mostraremos 
después que éstas poseen una estructura de Poisson definiendo un paréntesis 
en el cual el generador del movimiento es el hnmiltoniano del esquema varia· 
cionol. La ecuación de evolución temporal basada en el pnréntesis de Poisson 
dnrá pie pnra mencionar algunas propiedades de las fluctuaciones de las varia 
bles del sistema. Tercero, este es el segundo pnso para establecer la relación 
entre las fluctuaciones y loa procesos irreversibles de sistemas alejados de 
equilibrio. 

Los resultados que obtendremos en esta pnrte son propiamente aplicables 
a un conjunto de fenómenos ajenos al esquema teórico de la termodinámica¡. 
rreversible. Por tal razón trataremos en prjmera instancia el problema en ge­
neral y particularizaremos en el capítulo siguiente al caso de la termodinámica 
irreversible extendida (TIE). . 
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EL MÉTODO DE LOS POTENCIALES 
Y EL TRANSPORTE HIPERBOLICO. 

Como se eabe1 la descripción de procesos de transporte por medio de 
ecuaciones de tipo hiperbólico resuelve algunas de las paradojos planteadas 
por las ecuaciones de tipo parabólico. Hay que mencionar especialmente 
que elimina la velocidad infinita en la propagación de perturbaciones en los 
cnmpos presentes que aparece en los modelos difusivos (Baurneister y Hamill, 
1969¡ Glass et al., 1985¡ Glnss et al. 1 1986¡ l{nr et nl.1 1992¡ Chen y Lin, 1993¡ 
Vednvarz et al., 1994). 

Las ecuaciones de tipo telegrafista, como también se les conoce, han sido 
obtenidas a partir del modelo del cnmino aleatorio persistente en el lfmite 
continuo (Goldstein, 1951¡ Masoliver et al., 1992, 19931 1993a1 1994}¡ a 
partir de una ecuación de Lnngevin general (Sancho, 1984) y más recien­
temente, Olivares-Robles y García-Colín {1994) derivaron una ecuación de 
Fokker-Planck tipo hiperbólico bo.jo la única condición de mantener finito 
el intervalo de tiempo entre eventos. Entre las consecuencias del traba.jo 
de Olivares-Robles y García-Colín cabe destacar la obtenci6n de ecuaciones 
de transporte tipo hiperbólico en las que los coeficientes fenomenológicos 
satisfacen las relaciones recíprocas de Onsager. El espacio de variables ter­
modinñmicas incluye a los flujos como varinbles independientes, tratñndose 
por tanto, de una termodinámica de sistemns mñs nlejados de equilibrio que 
lo que la termodinámica irreversible lineal admite. 

Desde un punto de vista macroscópico es posible obtener ecuaciones de 
transporte de tipo hiperbólico combinando una ecuación hidrodintímica de 
evolución temporal de algunn de lns densidndes conservado.a del sistema con 
unn ecuación tipo Mnxwell-Cattaneo-Vernotte para el flujo asociado. Estas 
ecuaciones, de carácter constitutivo, se pueden obtener a su vez de la ecuación 
de Liouville a través de 1mn ecuación integral para frecuencias bajas (Net­
tleton, 1995) utilizando los operadores de proyección de Grnbert (Grabert, 
1982). 

Las ecuaciones de transporte hiperbólico que serán objeto de nuestro in­
terés se escriben como sigue: 
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(1) 

donde las ri (j = 1 1 ... , r) son un conjunto de propiedades termodinámicns 
del sistema, r; es el tiempo de relajación asociado ni flujo J; respectivo, 
L;í son los coeficientes de trnnsporte, 6 es el operador de Laplacc, una coma 
denota diferenciación pnrcinl y se adopta In convención de sumar sobre índices 
repetidos (exceptuando los índices entre paréntesis que no entran en esta 
convención). 

Es necesario establecer lns diferencias de las ecs. (1) con respecto nl 
problema hiperbólico planteado por Nyíri (ec. 44, pág. 50 de Nyíri, 1991): 

~ (a;,r.,. + f],.r,,, - 'fal'.r.) =o, 
• 

en el que se observa un acoplamiento temporal resultado de incluir aditiva· 
mente en el lado izquierdo de esta ecuación a todas las primeras y segundns 
derivadas de los crunpos r; respecto al tiempo. Este acoplamiento no existe 
en nuestro esquema. En efecto, si partimos de las ecuaciones tipo MCY 
escritas como: 

BJ· 
- r; at' = J; + ~ L;/VI"¡, (2) 

y Jas combinamos con ecuaciones de conservación de In forma: 

(3) 

se llega a las ecs. (1). La forma desacoplada en las derivadas temporales 
es siempre posible de obtener, por ejemplo, en el caso de la termodinámica 
extendida al orden de MCV. Además de lo anterior hay que recordar la 
diferencia de signo en la primera derivada temporal de las propiedades· ter­
modinó.m.icas, lo cual asegura en nuestro caso que las soluciones de las ecs. 
(1) son acotadas. 

Para construir una formulación variacional clásica de las ecs. (1) (Vázquez 
y del Río, 1995a) transformamos el espacio de propiedades termodimimicns 
f'; por un conjunto de funciones potenciales l/J; (y momentos conjugados 
considerados mó.s adelante) definidas como sigue: 
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r. = r/>·11- l.q,1 , - L; L;; Ar/>·. 
) J, 'Tj ' í T¡ i 

{4} 

·El úniCo requerimiento sobre las funciones ,P; es que sean funciones cuatro 
veces diíerenciables en los argumentos, Esto es s11ficiente para garantizar la ' 
conexión· entre el nuevo esquemn y lns observables r; del sistema. Construi 
mos una función lngrangiann con la dependencia: 

L = L(<f>J,.Pj,t1c/J;,1t1c/JJ,%z1cb;,'UV1r/>;,u)1 

de lo. siguiente mnnern: 

1 [ 1 L;; ]' L= 2~ r/>;,tt- :¡:.P;,t- ~T,Aq,, . 

Consideremos entonces el problema vnrio.cional 

A= j j LdVdt = r.xtrcmo, 

(5) 

(6) 

(7) 

con la función L dada por la ce. (6). Lo. formn que adquiere la ecuación .de 
Euler-Lngrange para t/Jk es: 

Si substituimos In lngranginna en esta última ecuación obtenemos: 
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··:t:.(~L·~·f.·~~::~·~·~:.·41;).·t;*~'(~ .. ;·~~;,.«.·~.E.~'.~f·)~··· 
, ·• E i:.· ::.(~"' - ~·~1J.0~ ~{~~1):1~·~N:. (~j,U ~ ~~ú- . 

J . :··:·.: .. ·.> ·:··· .·.'''">.•:~':'.:.'~'·.""~-',.-::··>·'''~¡'." ,. ..... · ... :·: . 

. :: ,, >~·-i,~·,!{~y~; '. .. 
(9) 

que son .lns eCuo.ciones del telegrnfista (1) en virtud de lns ecs. (4). C9mo 
ruÍ.tea,· Se puede colculit:r lo. función hamilloniana·y por rriedio· de. lo. trrulsfor­
mnda de Legend!e: 

/{ = E~1.•PI - L, 

donde el momento conjugado n~ potencial 4'; está dado por: 

8L 
P;=--

8~;,, 

= _2.r 
Tj 11 

{10) 

{11) 

Notemos que el momento conjugado PJ tiene un significado físico directo en 
términos de la vario.ble r¡ y el tiempo de relnjaci6n T;. Nuevnrrienté, hay 
que mencionar que los estados de no equilibrio están caracterizados por dos 
densidades de campo relncionndns por lo. ec. (4) y que tratamos con un 
espacio de variables en el que el estado de equilibrio está caracteriza.do por 
un valor infinito en los potenciales cb;. Esta situación no es, de hecho1 extrnña 
en teoría. clásica de cnmpos donde pueden encontrarse sistemas en las que la 
densidad de campa observable está bien comportada mientnis que el potencial 
asociado puede divergir en ciertos puntos. La existencia. de las derivadas de 
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los potenciales q,1 para todo tiempo, garantiza la interpretación física del 
formalismo en términos de la ec. (4), aun cuando loa potenciales 4'1 no senn 
aé:otndos en equilibrio (tiempo infinito). Introduciendo el momento P; eri la 
transformada de Legendre, ec. (10) 1 y usando la definición· (4) obtenemos 

H = - ¿; .!.q,. ,r - ¿; ~r-r1 . 
j Tj ;, J j 2 J 

(12) 

Pero observando que <PJ,t está dado por 

</J;,t = -r1 ( r1 - </J;,u + ~ ~· 6.¡,,) , (13) 

podemos reescribir el hamiltoninno como sigue: 

lI = ~ L;T]P;P; + L;T;p;</J;,tt - ¿;¿; ~p;L;¡Ó</J¡, (14) 
j i i J 1 

Eí'.i esÍe punto replnn~eamos el probl~mn en términos del principio vari~~ 
cional de Hamilton modificado: 

A= j j ( ~</J;,tP; - II) dVdt =extremo, (15) 

para llegar a !ns ecuaciones hnmiltonianns de las vnrinbles conjugadas "q.1 y 
p; 1 con H dado por ln ec. (14). Observando que 11 depende de: 

(16) 

la. ec. {15) se convierte en: 

8II ] ¿;-
8

,,__ ó.P1... =o, 
J 'f'J,tt 

de donde, después de un álgebra directa, obtenemos que: 
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J hvdt [~ (~ú~ ~)~p¡-~ (PJ,,+68:J + :;, 8~~..) 6~¡] =O. 

. .· . ' (17) 
· · YO. 'qU.e.- 6tf>/y_ 6p1.so~ .Variaciones independientes, la ec. (17) se satisface 

sólo si: · ~ ·· · 

(18) 

(19) 

,, Lna ecs. (18) y (19) son las ecuaciones dinámicas de lns vaáables con­
jugadas </l¡ y Pii respectivnmente. Se puede moHtrnr que la ec. (19) da la 
ecuación del telegrafista. para las propiedades intensivas rj de acuerdo a la 
ec. (11) cuando se usa el hamiltoniano (14). La ec. (18) lleva a la relación 
(4) entre las propiedades I"; y los potenciales r/>¡. En el siguiente apartado nos 
enfoca.remos a definir una forma adecuada pnrn un parénteais de Poisson para 
incluir las ecs. (18) y {19) corno en.sos particulares de una ecuación genernl 
de evolución temporal. Esta ecuación nos permitirá describir la evolución en 
el tiempo de cualquier propiedad dimímicn del sistema que dependa de las 
vnriables conjugo.das <Pi y Pi• En ello el hnmiltoninno, ec. {14) 1 tendrá tul 

papel relevante como generador del movimiento. 

UNA ESTRUCTURA DE POISSON 
PARA EL TRANSPORTE HIPERBOLICO. 

Con la formulación hamiltoniann anterior para el transporte hiperbólico 
es posible refonnuln.r el problema en unn forma natural en términos de Wl 

paréntesis de Poisson. Definamos entonces un paréntesis para dos propiedades 
dinámicns A y B dependientes de las variables conjugadas como: 

(20) 
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dondé h·emos intrOducido las derivadas funcionnles -,.• y ..L, : 
• , ' . · I PJ 

~=...!!...,_!!.__!!__+ ª' -ª--\7· -ª-+c.-ª- (21) 
· ótf>; - Be/>; 81 Bt/>¡,t 812 Bt/>;.u 8Vt/>; 86tf>;' 

.!__ = ..!!._, _ !!__!!__ + ~_!!__ - V· _a_+ 6-8- (22) 
óp¡ - 8p; Ot 8p;,t 812 8p¡,u 8Vp¡ 86p¡' 

y hemos supuesto que la dependencia de las propiedades A y B es de la 
forma: 

A= A(t/>1,P¡,t/>¡,t,PJ,.,t/>;,u,P;.u,Vtf>;,Vp¡,6t/>¡,6p¡), (23) 

B = B(t/>¡,p¡,t/>¡,t,P;,.,t/>;,u,p¡,u,V.P;,Vp¡,64';,óp¡). (24) 

Bajo estas condiciones lns ecuaciones dinámicas, ces. (18) y (19) resultan 
ser casos particulares de In ecuación general de evolución temporal: 

A,,= {A,li), (25) 

con A cualquier propiedad función de las variables conjugadas. Si, por ejem­
plo, se toma A como </J;, la ec. {25} <la la ce. (18). Si por otro lado, se toma 
A como p;, la misma ecuación corresponde a la ec. (19). El que el paréntesis 
(20) es un paréntesis de Poisson se ve, como se sabe, mostrando que satisface 
la identidad de Jacobi: 

(A, {B,G)} + {B, (C,A)) + (C, {A,B}) =O, (26) 

además de otras dos propiedades que en nuestro caso son inmediatas: linea­
lidad y antisimetría. La linealidad: 

{A,.\(B +C)} = .\ {A,B} + .\{A,G). 

es directa ya que los operndores ~ y ~ son lineales. Para demostrar In ec. 
(26) hay que desarrollar cada swnnndo del lado izquierdo encontrándose dos 
tipos de términos. Uno de la fonnn: 

y otro de Ja forma: 

óAóBó2C 

6X óx ó(2 ' 

50 



dond~ x y (pueden ser ya sen <Í>J ó Pi• Se obtienen otroa términos por per~ 
mutaciones de AJ B y C en estns expresiones. El álgebra muestra que cada 
wto de estos términos tiene su inverso nditivo en la expansión completa lle­
vnndo al resultado deseado, ec. (26). Antes de continuar con el trc.tnmfonto 
de las fluctuaciones parn sistemas descritos por Jns ecuneiones del transporte 
hiperbólico, analizaremos dos aspectos que atañen, por un Indo, a ln conais~ 
tencia del fonno.Usmo variacional anterior y por otro1 a au invnríancin ante 
transformaciones globales de fase. 

LAS RELACIONES DE ONSAGER 
Y EL TRANSPORTE HIPERBÓLICO. 

Consíderemo.s nuevamente un sistema descrito por un conjtmto de vari,!! 
bles intensivas f¡ n las que asociamos el conjunto de funciones potenciales 
if>J definidas por la relaci6n (4). 

Las ecuaciones de Euler-Lagrnnge para los potendnles if>J, resultan ser 
las ecs. (8). Hay en eslns ecuaciones, de nueva cuenta, una c:.ontradicdón 
aparente entre la presencia de los operadores no autoadjuntos como <Pk ttt ó 
64'&.t y la exíst~ncia del principio va.rfo.cionv.l basado en el lngrangian~ L, 
ec. (7). Pero esto no es a.sí. Observemos que si se s.o.tisfncen lns relaciones 
recíprocas de Onsager entre los coeficientes de transporte L¡;: 

(27) 

y se cambia el índice mudo j -+ í en el segtmdo ténnino del último pnréntesis 
del Indo izquierdo de la ee, (9) 1 entonces cstn ecuación se reduce a Ja siguiente: 

18(1) ª'( L.-) -- --<P1:t +- <hu--!.ó<P· -
1"1;8t 7)r; ' 8t'l ' T¡ 

1 

(28) 
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En esta última ecuación de movimiento pnra los potenciales cPk se tiene 
que todos Jos operadores diferenciales presentes son nutoadjuntos ó, en In 
terminología de Ichiyanagi (1994) 1 pares. Hemos evidenciado así nuevamente 
la equivalencia de las condiciones necesarias para la existencia de princi­
pios vnrincionales clásicos expresadas por Finloy6on {1972) 1 Nyíri (1991) e 
Ichiyanagi {1994) y sobre todo el papel de lns relaciones de Onsager en In 
consistencia del esquema variacionnl desarrollado. Veremos en seguida que 
estas relaciones entre los coeficientes de transporte aseguran la invariancia 
global de fase del mismo. 

INVARIANCIA DE NORMA DEL ESQUEMA HAMLTONIANO. 

En esta sección final analizaremos lns propiedades de invnrinncia del es· 
quema vnriacional anterior frente a transformaciones de fose globales, a las 
que denominaremos aqtú simplemente transformaciones de norma. 

Introduzcamos la siguiente transformación infinitesimnl sobre los campos 
4'; (Frnmpton, 1987): 

4'j='L,6;1</>1-'L,O"I(l, )Tf,,P1, (29) 
1 1 

donde los parámetros infinitesimales OP no dependen de lns coordenadas es­
pacinles1 7Ji es un generador de mezcla entre los campos c/J, y el operador de 
ordenamiento I (l, ) está definido como: 

I(l,m)=l, (30) 

si er campo 4'j está multiplicado por la izquierda por el campo l/Jj (que se 
supone depende de <Pm según la transformación (29)), y 

I(l,m) = -1, {31) 

si el campo c/Jj está multiplicado por la derecha por el campo 4/¡ (que se 
supone depende de </Jm según la trnnsfonnaci6n {29)). 

De este modo la lagrangiana transformada es: 
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L' =jdv.!.i:[±fo,8'~,-:Lº•I(i~ ¡if, 8'~1 -,-¿.!.6/1"''+ 
': . }.J ':h:,J>t ·''" pJ "'" :> '.': .ofJt: : .... · 1 .. :' 8t 

E~BP;(;;·;:~~;:E'tL,,·(~i~~~.~E~J(~; )Tiló~·)]' X 

:'!~' J.-.,..·;· . . '. ·,'. 1.:·· ~- k . q,k 

; ;[tÓJm~;m-EO'J(m, J7Jm ª;t,m -Em ~JÓJm B~m+ 
. m · r,rn 

. ¿.!.o'J(m, )7Jm 8t;"- Í:L;. (Eó.,6.P, - Ell'I(g, )T:96,P,)J. 
r,m 1j n /1 •.JJ 

(32) 
De aquí. usando ID.s propiedades del operador de ordenamiento ecs. {30-

31) puede mostrarse, a primer orden en los parámetros OP, que la lngrangiann 
es invariante de norma: 

L'=L. (33) 

No hemos mostrado en detalle el cálcuJo porque aunque directo resulta 
extenso. Entraremos un poco más rú.inuciosamente a un cálculo equivalente 
en el caso miís jnteresante de la producción de un potencial termodinámico 
de no equilibrio definido para el transporte hiperbóHco. 

Consideremos entonces el problema de definir tal potencial termodinámico 
y la producdón correspondiente para el sistema descrito por fas variables rj. 
Examinemos para ello In sigufonte función de los momentos conjugados p; : 

l 
A=~zPiPi· (34) 

cuya evolución temporal está dada por la ec. (25} con el hamiltoniano dado 
por: 
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- - -

Substituyendo la expresión (34) ~n la ec. (25) obtenemos: 

Ft (~~>iPi) = ~?¡.{l:\p;)pf- ~~p¡:i;,,/ (:i6) 

El primer término del lado derecho de esta última expresi6n se puede 
reescribir como sigue: 

L¡1 (l:\p;)p¡ = L¡;'il · l('ilp;)P;] - L¡;'ilp; · 'ilp;, (37) 

mientras el segundo término: 

a 
T;PJ.ttPJ = rr¡¡¡ (p¡,tP;) - T;PJ,IPJ,t· (38) 

Substituyendo las ecs. (37-38) en (36) se llega a: 

~ (~p;P;+ ~T1P;.1PJ) +'il · [:t);L;;'ilp,] 

L,r;p¡,ip;,- l:,'ilp;· L;,'ilP; (39) 
i iJ 

Notemos que esta última ecuación tiene In forma de una ecuaci6n de balnnce, 
en vista de lo cual definimos los siguientes cantidades termodinámicas: 

Jp = l:,p¡L,,'ilp,, 
i,j 

ap = .E T;P;.tP¡,1 - L: Vp, · L¡¡ Vp,, 
IJ 

(40) 

(41) 

(42) 

donde F es un potencial de no equilibrio del sistema y Jp y <Tp su flujo y 
su producción respectivnmente. Observemos que F, ec. (40), contiene dos 
ténninos de los cuales clnrnmente el primero es una contribución que repro­
duce (en el límite TJ --+O) la entropía de equilibrio local de Ja tennodinó.mica 
lineal (el segundo ténnino se anula en ese límite) mientras que el término 
T;PJ,tPJ es Wla contribución de no equilibrio. Resulta relevante 1 como vere4 

moe a continuación, analizar las propiedades de invnrinncin de la producción 
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definido. en In ec. (42). Como Ja producción de entropío. es la medida de 
la irreversibilidad de los procesos descritos por lns ecuaciones de transporte 
hiperbólico, deLemos entonces esperar que su análogo up sen W1 invariante 
ante las transformaciones de nonnn ecs. (29). La suposición de esta condición 
sobre ln producción del potencial F 1 conduce a la validez de las relaciones 
recíprocas de Onsager entre Jos coeficientes fenomenológicos L¡¡. En efecto, 
en el Apéndice B mostramos que el término \7p¡ · l.1j1 Vp¡ de la producción 
(42) es invariante de norma: 

V~. L,/Vfj = vr •. L¡;\JI';. (43) 

si y sólo si se satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager: 

L;¡ = L;;. (44) 

El otro término del Indo derecho de 1n er.. (42) es invariante tnmbién dado 
que posee la misma estructura que el término VTf · L¡/Vr; si se reescribe 
como: 

(45) 

De este modo constatamos que la producción llp es invariante de norma 
si los coeficientes fenomenológicos satisfacen las relaciones recíprocas de On­
sager. 

La existencia de relaciones reciprocas de Onsnger entre los coeficientes 
fenomenológicos de las ecunciones del tl'l1T1Bporte hiperbólico (o de la ter­
modinámica extendida al orden MCV) corrobora los resultados de Olivares­
Robles y Gnrcía-Colín (1994) obtenidos desde un punto de vista mesoscópko 
{Green, 1952). Esta es quizá la única demostración macroscópica al respecto. 

Encontramos así que en el contexto del transporte hiperb6lico como en 
el de Ja termodinámica extendida ni orden de Mo.xwell-Cattnneo-Vernot.te, 
las relaciones de Onsager adquieren lllln importancia doble adicional: por un 
Jada permiten la construcción de principios vrufocionnles clásicos y por otro 
aseguran Ja invnriancia de norma de Ja teorfo.. 

En el siguiente y último capítulo procederemos o. establecer Ja relación 
entre los procesos irreversibles en sistemas alejados de equiibrio y las fluc­
tuaciones de le.s propiedades del espacio conjugado subyacentes en un nivel 
mesoscópico. 
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CAPITULO IV. 

DESCRIPCIÓN MESOSCÓPICA DE 
SISTEMAS ALEJADOS DE EQUILIBRIO. 

INTRODUCCIÓN. 

Este último capítulo está dedicado n determinar qué tipo de proceso es­
tocástico puede representar a lns fluctuaciones en el caso de sistemas ale­
jados de equilibrio. Grabert y Green (1979) trataron este problema bajo 
el enfoque de que los coeficientes de lns relaciones (lineales) entre flujos y 
fuerzas dependan del estado termodimímico del sistema. Como hemos men­
cionndo1 este tratamiento está diseñado para sistemas extrínsecamente fluc­
tuantes en los que los flujos están dados por las derivado.a temporales de 
las propiedades de estado y para esenias de tiempo mucho mayores que el 
tiempo de relajación de los flujos. Abordaremos el problema parn un in­
tervalo más nmplio de sistemas ubicándonos en el ámbito del transporte 
hiperbólico introducido en el capítulo anterior. Esta parte se inicia con In 
aplicación del esquema vnrincionnl desnrrollndo porn el transporte hiperbólico 
a la termodinámica irreversible extendido al orden de Maxwell-Cattaneo­
Vemotte (MCV) tratando con cierto detalle un proceso vectorial: la con­
ducción de calor en un sólido rígido. En el contexto de este sistema haremos 
una discusión sobre In dinámica de las fluctuacic::ines en la temperatura1 la 
cual será una consecuencia de la estructura de Poisson de lns ecuaciones del 
conductor rígido de calor. Después volveremos sobre el problema del trans­
porte hiperbólico y consideraremos un sistema descrito por lm conjt.into de 
propiedades termodinámicae de naturaleza 6.uctuante donde definiremos con­
venientemente una funcional de acción que nos pemütirá asignar una proba­
bilidad n las trayectorias en el espacio tennodinlÍJ!lÍCO constituido por los po­
tenciales variacionales y sus momentos conjugados. De aquí determinaremos 
las propiedades estndísticns de los procesos fluctuantes en sistemas nlejados 
de equilibrio hnstn el orden MCV (Vázquez et al., 1995c). 
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LA TER.MODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA 
AL ORDEN MCV. 

Como hemos dicho anterionnente1 la termoclinó.mica irreversible exten­
dida (TIE) ofrece un marco teórico alternativo para el estudio de sistemas 
alejados de equilibrio. Como es claro, el fonno.lismo vnrio.cional desarrollado 
en el capítulo Ill puede adaptarse sin dificultad a la TIE en vista de que al 
orden más bajo en sistemas descritos por un conjunto de densidades escalares 
conservados y un conjunto de variables rápidas de carácter vectorial, in com­
binación de las ecuaciones de conservación con las constitutivas del tipo MCV 
lleva a ecuaciones tipo transporte hiperbólico. Así1 los sistemas en los que 
ocurren procesos de transporte de naturaleza vectorial en TIE poseen una 
estructura de Poisson. Para fijar ideas, aplicaremos el método de los poten­
ciales variacionales al transporte hiperbólico de calor en un conductor rígido. 
Este problema., en el que el calor 6e propaga por ondas con velocidnd finita, 
ha estado en el interés de numerosos grupos durante los últimos treinta años 
(Baurneister y Hamill1 1969; Glnss et al., 1985¡ Glass et al., 1986¡ Kar et al. 1 

1992¡ Chen y Lin, 1993¡ Vedavarz et nl. 1 1994), su importancia teórica puede 
apreciarse en la extensa revisión de Joseph y Preziosi (1989, 1990} y nosotros 
hemos presentado un acercamiento basado en una formulación vnriacional 
restringida de lo. TIE en el capítulo ll. 

La correspondiente ecuación de trnnsporte paro. un conductor rígido se 
obtiene a partir de In ecuación constitutiva 

r,~+q= -1<'1T, (1) 

que reproducimos aquí para hacer autocontenida la discusión, T es la tem­
peratura de equilibrio local del sólido, q el flujo de calor con un tiempo 
de relajación asociado Tq, K la conductividad ténnicn. Combinando esta 
ec':lación con la ecuación de conservación: 

de P'Ji = -'1·q, (2) 

se llega a la correspondiente ecuación hiperbólica para el conductor: 
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T,,. + ~T,, = e' AT, (3) 
• 

donde e = (K/pCuTq)1/'l es la velocidad de propagación, p la densidad de 
masa y C11 el calor específico del material. 

En el esquema hamiltoniano el conductor de calor está descrito por las 
variables de campo conjugadas <fo y p 1 siendo el momento p proporcional a la 
temperatura del sólido; 

P = -1-r. 
Tq 

(4) 

El comportamiento dinámico de <P y p está entonces dado por las condi­
ciones extremnles del principio variacional, ec. (15) (capítulo III), o por la 
ecuación general de evolución temporal {25) (capítulo III) con el hamHtonin 
no H definido como: 

1 ( ' H(p,D<f>) = "2 r,p) - r 0pDQ>, 

con A igual a t/J y p respectivamente. El operador O se define como: 

ª' D:c
2
A- fü2' 

(5) 

Utilicemos ahora la ecuación general de evolución para describir el com­
portnmiento dinámko de las 8.uctuaciones en 111 temperatura del conductor 
de color. Debemos notar que esto es posible porque conocemos la expresión 
para las fluctuaciones de la temperatura, respecto a un estado estncionnrio 
T uh en el espacio de variables conjugadas: 

óT.= -r, (,p-Put)· 

Así, la evolución de la fluctuación está d~da por: 

Bó7' = {óT H} 
8t ' 1 

donde 1I está dado por la ec. (5). 
Resolviendo, uno obtiene la ecunción del telegrafistn para fJT : 
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(6) 

(7) 



a•óT + 2_ BIT - c2 b.óT = O. (8) 
flt2 Tq 8t 

Esto significa que las fluctuaciones de la temperatura heredan las propied.n 
des de cantidades que están descdtns por ecuaciones tipo hiperbólico. Es 
interesante notar que si uno ten.liza el mismo cálculo representado en las 
ecs. (6..S) para Ja termodinámica lineal utilizando el esquema de Márkus 
y Gambár (1991, 1993, 1994), uno encuentra que Jns fluctuaciones de Ja 
temperatura satisfacen In ecuación de transporte de tipo difusivo: 

BóT• - D26óT• =O 
8t 

(9) 

donde el subíndice d indica que tales fluctuaciones están descritas por un 
modelo difusivo. Esto introduce algunas diferencias en Ja dindmica de lns 
fluctuaciones en cada uno de los dos esquemas. Parn discutir estas diferencias 
hemos graficado, en Ja fib'Ufa 1, la evolución temporal de una fluctuación de 
la temperatura de una barra conductora infinita, centrada inicialmente en el 
origen del sistema de coordenadas. La línea delgada corresponde n1 modelo 
hiperbólico y la gruesa ni diíusi\.'o, La fluctuación se ha representado por una 
función delta de Dirac, considerada corno el perfil de temperatura para la 
condición inicial del problema de las ecuaciones de difusión y del telegrafista. 
Las gráficas se hnn obtenido directamente de la solución analítica para ambas 
ecuaciones. En la figura 2 se puede oLscrvar la evolución de la temperatura 
vista desde dos puntos fijos de la barra, a saber, en el origen (figura 2a) 
y en x=5 (figura 2b). Todas lns variables utilizadas en las figuras están 
nonno.lizadas. 

Notemos, primeramente, que los diagrruno.s de Ja figura 1 muestran la 
existencia de un frente de onda para lo solución del telégrafo a partir del cual 
la temperatura de Ja barra se anula. Este punto distingue el comportamiento 
dinámico de las perturbaciones en Ja descripción hiperbólica. Las señales se 
transmiten en el medio con una veJocidnd finita. Este hecho se puede también 
apreciar en Ja evolución de la temperatura para x=5 en Ja figura 2b, donde 
la temperatura se eleva súbitamente al tiempo l=5 y a partir de entonces 
decrece continuamente. Antes de ese instante In perturbación no ha llegado 
a 1n posición x=5 de In barra. En contraste, la solución parabólica se extiende 
a todos Jos puntos de la bnrrn indicando que la. perturbación se ha transmitido 
instnntáneamente a todos los puntos de la barra. En !a figura 2b observamos 
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que la correspondiente temperatura en la posición x=5 es distinta de cero 
para todo instante. Debe mencionarse que el salto abrupto en la temperatura 
en el caso hiperbólico se debe a la función delta que se tomó como condición 
inicial del problema. 

Con el esquema variacional construído en el capítulo III estamos, de he­
cho, en condiciones de estudiar la conexión de las fiuctuadones mesoscópicas 
en sistemas alejados de equilibrio y su evolución macroscópico.. A ello dedica­
mos las siguientes secciones del trabajo. 

LA PROBABILIDAD DE TRANSICIÓN 
ENTRE ESTADOS TERMODINÁMICOS. 

Supongamos entonces para simplificar 1 el caso de un sistema descrito por 
una sola variable termodinámica r, cuya ecuación de movimiento es: 

r.11 +~r,=c'6r. (10) 

En esta expresión e es la velocidad de transmisi6n de las perturbaciones en 
la propiedad tennodinámic:11 r y Tr es la constante de tiempo característica. 

Ttasladnmos la descripción, como en el caso de sistemas cerca de equili­
brio, al espacio de variables conjugadas constituído por un potencial 4> y un 
momento p, definidos por las relaciones: 

1 2 <P.tt - ;;.<P.t - e 6"1 = r, 

P = _..!..r. 
Tr 

Las ecuaciones de movimiento se escriben como sigue: 

8H 
,P,, = fJp' 

- 0811 
P.• - - aoq,• 

con el hamiltoniano H dado por: 
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(11) 

(12) 

(13) 

•. (14) 



donde, como antes, 

. 1'. ' 
lf = 2 (rrp)' - rrpD,P, 

. . ª' 
D=c21J,,- 8t2' 

Las ecs. (13,14) son equivBientes a las ecuaciones: 

.l. 1 _. '6"' 
'#',U - Tr""·' - e 'I' = -TrP1 

1 
P.u + :r,;P.• - é'D.p =O. 

(15) 

(16) 

(17) 

En analogía con el caso cercano a equilibrio, consideramos lns Huctua­
ciones intrínsecas en el potencial ti> y definimos la probabilidad de transición 
entre los estados 4' y <// en el intervalo de tiempo T como la probabilidad 
condicional de que el sistema se encuentre en el estado ifl al tiempo t = T 

dado que al tiempo t =O se encontraba en el estado <P (Vázquez et al., 1995c): 

P. (</J'j.p) = exp [- {í) A,. (.P'/<PJ] 8p/8.p'' 
fdpcxp [-U) A,.(</J,p)j 

donde la acción tiene la forma: 

(18) 

A. (.P'/<P) = J: dt W.• - 11) = { dt (w.• - ~ (rrp)' + rrpD</J), (19) 

y hemos seleccionado como \'D.tinbles independientes a </>, rf/ y r. De esta 
manera1 fJp/8rJl en la ec. (18) es el jacobinno de In transformación: 

p=p(.p,.p',r). (20) 

Como antes, la expresión (18) se interpreta como la probabilidad de que 
encontrándose el sistema al tiempo t = O en el' estado </J, ocurra unn fluc­
tuaci6n que lo lleve al estado final <J/ durante el intervalo de tiempo r. 
Esta probabilidad debe estar normalizada y de ahí la presencia del factor 
1/fdpcxP[-(t}A.(,P,p)j enlnec, (18). 
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Procedemos entonces n calcular la probabilidad de transición para inter· 
valos T pequeños, parn lo cual desarrollamos en serie de Taylor a las variables 
del espacio conjugado: 

</>(t) = </>+ </>,,t+ ~</>.ut2 + .. ., 

p(t) =p+p,it+ ~p,ut2 + ... , 

{21} 

{22} 

donde los coeficientes est!Úl evaluados nl tiempo inicinl t0 = O. Es posible 
obtener In forma explícitrL de la transformación (20) a pa.rtir de In expnnsión 
(21) nl orden más bajo j?Osible en r (para conservar la dependencia en el 
estado final tfl). El rczult:.do es: 

p = .!, [.!. {</>' - </>} + r•D<I>] , 
Tr T 

{23} 

y por tanto el jacobinno queda.: 

8p 
8</>' = rf.r · <24l 

Si consideramos que el lapso T es suficientemente pequeño de modo que 
el sistema no se aleja apreciablemente de la evolución temporal promedio, 
podemos substituir las ecs. (16) y (23) en la expresión para la acción, ec. 
{19) 1 que al orden más bajo se escribe como: 

{25} 

obteniendo: 

A,.(<//,</>)= -
2 

1
2 (</>' - q,)2 - ..!..0<1> (</>' - </>) + -

2
1 

r (oq,)2. {26} 
TrT Tr 

Finalmente, el factor de nonnalización está dado por: 

N = 1/ j dpexp (-r;; p2
) 

{27) 

62 



Substituyendo las ecs. (24-27) en la probabilidad de transición, ec. (18), 
obtenemos: ·' · · ' 

P, (.P'/1>) = J 1 exp{-~ [-1-(tf/-,P)'- 2_~.p(,P' '-.,¡,)+ 
T 2krrT~T k 2T~T Tr 

. (28) 

Debe observarse que este campo de probabilidad está definido en términos 
de diferencias del potencinl tfl y de sus derivadas. Hay que mencionar entonces 
que por ello es irrelevante el hecho de que el potencial sea una función no 
acotada en el tiempo como ee deduce de la ecuación {16). Está garnntizado el 
buen comportamiento del sistema, desde el punto de vista de su aproximnci6n 
a equilibrio, por las propiedades asintóticas de la variable termodinámica r, 
de acuerdo a la ecuación (17). El límite en el estado de equilibrio (t -too) 
del espacio de variables (4',p) está caracterizado por un valor acotado del 
momento conjugado p mientras el potencial</> no está. definido en dicho límite. 
Esto es consistente con la termodinámica de equilibrio donde es sufcidente 
la variable r po.ra caracterizar los estados del sistema. 

Comprobaremos ahora que la probabilidad de transición, ec. {28) 1 satis­
face la ecuación de Chapman-l{olmogorov (vnn Kampen, 1992¡ Honerknmp, 
1994). Dicha probabilidad puede reescribirse en forma aproximada como: 

Pr(</J'/<P) = J2k:r~rexp{-~r(~'} x 

exp {- 2k~~T (</i - .P)' + k~r D,P(.P' - 4')}' 
donde O</J es el valor de o.¡, en el punto ! (4" + ,P) . 

(29) 

La ecuación de Chapman-Kolmogorov para eventos considerados dentro 
del lapso r = Tt + T2 es, como antes: 

J d,P'Pr"' W/<P') Pr• (</J'/<P) = PT (tf/'14') • (30) 

En el Apéndice C se demuestro. que, en efecto, la probabilido.d de tran­
sición, ec. (29) 1 satisface la ec. (30). Es necesario preguntar en este punto 
si el proceso deja de satisfacer la ecuación de Chnpman-Kolmogorov si el 
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desa- rrollo de la acción A ( rJI '"') s~· neva'. al áigÚiente ofde~.· en T. ·ao~.º s~ 
demuestra en el Apéndice D, la estructura de la acción no cambia a tnt·orden 
quedando como: · 

A(</>',</>)= 2:2r(</>'-<l>J2+ 
r 

[ 
r l ]e. ) l ( , r' ( -2 2 (</>,,. + rrD</>,1) - -O</> </> - </> + -

2
r D</>) - -2 </>,,. + rrD</>,1} D</>. 

~ fy fy 

Como puede constatarse, esta acción llcvn nuevnmente n que el proceso 
satisínce la ecuación de Chapman-Kolmogorov. Este resultado coincide con 
resultados previos obtenidos por Olivares-Robles y García-Colín (1994) ya 
mendonados, donde a partir de la ecun.ci6n Chapman-Kolmogorov se im­
plica Wlll tennodiniímicn descrita por ecuaciones de transporte como la que 
hemos considerado en este trabajo, ecs. (10). El procedimiento en el trabajo 
de Olivares-Robles y García-Colín es en cierto modo inverso al que hemos 
mostrado aqu(: se supone que el sistema cumple la ecuación de Chapman­
Kolmogorov y se demuestra, manteniendo el intervalo de tiempo T (que tiene 
la misma connotación que en este trabajo) que las ecuaciones promedio tienen 
la forma de las ecuaciones de transporte hiperbólico, ecs. (10). Nuestro 
enfoque pareciera ser entonces un tratamiento macroscópico de las fluctua­
ciones mesoscópicns del sistema. La pregunta obligada es entonces: ¿pueden 
los procesos con memoria termodinámica ser descritos por ln ecuación de 
Chapman-Kolmogorov? Hny quienes responden que sí n esta cuestión (Kac, 
1959), pero se trato. sin duda de un problema abierto. 

Cerramos el trabajo con algunas conclusiones y comentarios adicionales. 
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COMENTARIOS Y CONCLUSIONES. 

La principal motivación de este trabajo ha sido la idea de que la evolución 
macroscópica de sistemas fuera de equilibrio está determinada por el efecto 
colectivo de los procesos fluctuantes que ocurren en un nivel mesosc6pico. 
Esto implica aceptar que dos sistemas preparados idénticamente al tiempo 
inicial pueden transitar a un tiempo dado n estados termodinámicos distin­
tos introduciendo así un carácter estocástico a las ecuaciones de evolución 
temporal. El cómo entender las ecuaciones dinámicas del sistema para rein­
terpretarlns como ecuaciones estocásticas es uno de los puntos centrales de 
este enfoque. El camino que hemos adoptado para abordar el problema 
y que resumimos en el orden histórico es el de los principios vnriacionales 
clásicos en los que las ecuaciones dinámicas son las condiciones de Euler­
Lngrange y donde In nnturnlezn intrínsecamente fluctuante del sistema con­
fiere un carácter probabilístico a las ecuaciones de evoluci6n temporal. 

En segundo lugar, los trabajos existentes basados en formulaciones vnria­
cionales tratan con sistemas cerca de equilibrio descritos por un conjunto de 
variables termodinámicas extensivas donde los flujos resultan ser las derivadas 
tempornles de estas últimas y In escala de tiempo es mayor que el tiempo de 
relajación. Nos preguntamos por tanto si es posible trabajar sistemas mría 
generales en un esquema termodinámico que reunn dos requisitos: que sea 
posible reformularlo variacionalmente y que sen capaz de describir procesos 
fuera de equilibrio más allá del régimen de In termoclinámicn irreversible li­
neal durante tiempos del orden del tiempo de relajación. Un intento se hizo, 
motivado por el trabajo de Grabert y Green (1979}¡ en el marco conceptual 
de la termoclinámica extendida cuya axiomatización incluye1 como hemos 
expuesto en el segundo capítulo, un principio variacional de tipo restringido 
cuyas condiciones extremas son las ecuaciones constitutivas para los flujos 
disipativos. El primer paso era trata.r de dar una estructura hnmiltoninnn a 
la teoría a partir del principio restringido ya existente. Surgieron entonces 
dos tipos de dificultades. Por un Indo, las expresiones encontrado.a para las 
ecuaciones generalizadas de estado se mostraron en desac-uerdo en el límite 
con la termodinámica lineal y por otro, In naturaleza restringida del princi­
pio varincional descartó la posibilidad de construir un campo de probabili­
dad para las trayectorias termodinámicas del sistema. Este es un problema 
común a todas las formulaciones restringidas en las cuales el espacio ter-
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modinámico tnngente ( deri\'nclns temporales y gradientes de ln.s propiedades 
termodinó.micns) se mantiene const.nnte durante la variación y donde se pier­
den lo.s propiedades extremns de lns funcionales en el espacio completo de 
propiedades tennodinómicn.s. Ln alternativa era trabajar con una formu­
lación clásica de los procesos fuera de equilibrio. 

La situación actual que guarda el problema de la existencia do formula­
ciones vnrincionnles clásicas de In termodinámica de los procesos irreversibles 
alejados de equilibrio puede resumirse en los logros de Sieniutycz Y Berry 
(1989; 1993; 1994) y Grmela et al. (1990; 1991). En cuanto al esquema de 
Sieniutycz y Bcrry hemos mencionado ln presencia de ciertos términos en 
las ecuaciones de conservación que requieren de una justificación físico. Hay 
que añadir a lo anterior dos plmtos. Primero, que no se trata de una tcr­
modinúmica extendida en el sentido de aumentar el espacio termodinámico 
con los flujos disipntivos, sino de incorporar a la funcional de acción un 
término relacionado con el flujo de entropía. Segundo 1 que las condiciones 
extremas del principio son lns ecuaciones de conservación y que lns ecuaciones 
de cerradura que se obtienen para los flujos del sistema no son una conse­
cuencia directa del método vnriocional. En el marco de In termodinámica 
extendida Grmeln et nl. (1990¡ 1991) encontraron una estructura hrunilto­
ninna (que nosotros hemos llo.ma•fo en este trabajo estructuro. de Poisson, 
reservando el de estructura hnmHtoniana a aquello. que posee lo. forma de lo.a 
ecuaciones de Hnmilton propiamente) para las ecuaciones de cerradura de los 
flujos del sistema. Pero no desnnollaron explícitamente lo. formulación vnrio.­
cionnl asociada al paréntesis de Poisson y la. ecuación general de evolución 
temporal definidos por ellos. 

El esquema de la escuela húngara de termodinámica, basado en lns fun· 
ciones potenciales asociadas a las propiedades termodinámicas 1 está. limi­
tado (Gambár y Márkus, 1991¡ 1993¡ 1994) o. sistemas cercanos a cquHibrio, 
pero ofrece lo. posibilidad de extenderse n sistemas alejados de equilibrio 
disponiéndose entonces de mm formulación vnriaciono.1 clásico. cuyas condi­
ciones extremn.s dan lM ecuo.dones dinó.micas correctas o. través de un con· 
junto de funciones potencio.les definid.ns en el sentido de In teoría clásica 
del potencial. En el capítulo l utilizamos entonces el esquema desarrollado 
por Gambár y Mádrna para ecuaciones de transporte tipo pnro.b6lico para 
tratar la conexión de las fluctuaciones con In evolución macroscópica del sis­
tema. Definimos uno. probabilidad de transición entre estados utilizando lo 
acción del esquema. variacional cuyo. estructura es una remembranza de la 
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expresión de Einstein para la probabilidad y la entropía de estados cercanos 
a equilibrio. Aprovechamos sus propiedades extremas para co.racterizar las 
trayectorias termodinámicas en el espo.cio de los potenciales y sus momentos 
conjugados por medio de un campo de probabilidades de modo tal, que la 
evoluci6n promedio del sistema estuvo descrita por la traycctorins de máximo. 
probabilidad, esto es, en términos de lns condiciones extremas del principio 
variacional. El proceso estocástico que representa las fluctuaciones de los 
potenciales resultó gaussiano (hasta el orden r) y descrito por la ecuación de 
Chapman-Kolmogorov. 

El siguiente paso fué extender el formalismo anterior a sistemas alejados 
de equilibrio. Trabajamos entonces en el capítulo 111 en la construcción de 
una formulación vnriacional clásica para el transporte hiperbólico que de§. 
cribe un amplio rango de sistemas fuera de equilibrio y que desde un punto 
de vista macroscópico contiene varios rasgos en común con la termodinámica 
irreversible extendida al orden de Maxwell-Cnttaneo-Vernotte. El disponer 
de una formulación tipo Euler-Lagrange para lns ecuaciones del transporte 
hiperbólico nos permitió encontrar una estructura de Poisson en términos 
de un paréntesis en el que una función hnrniltoniana definida a partir de la 
lagrangio.na en In forma usual, juega el papel de generador de la evolución 
temporal de cualquier función de los potenciales y sus momentos conjugados. 
Con esto dimos, en un sentido específico, soporte a la hipótesis de regresión 
de fluctuaciones de Onsager al annlizar la evolución temporal de las fluctua­
ciones en Ia temperatura de un conductor rígido de calor. Las fluctuaciones 
evolucionnn como lo hace en promedio el sistema. 

El procedimiento para In construcción del principio variacional del trans­
porte hiperbólico sigue los pasos del trabajo de Márkus y Gambár, pero el 
problema que tratamos es diferente desde un punto de vista dinámico. El 
tipo de situaciones en lns que nos enfocamos son aquellns donde la inercia 
termodinámica no puede ignorarse y por ende de fenómenos alejados más 
allá de equilibrio que lo que la termodinámica irreversible lineal permite. 
Especialmente, hemos hecho la descripción de In evolución de las fluctua­
ciones de la temperatura en el conductor rígido de calor usando su expresión 
en términos del momento conjugado que en este caso resulta proporcional a 
la temperatura, marcando detalladamente lns diferencias entre ambas situa­
ciones. 

Las diferencias de las ecuaciones de transporte que hemos tratado aquí 
con respecto al problema hiperbólico de Nyíri (1991) merecen un comentario 
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adicional. En un esquema en el que lns señales se propngnn en el medio con 
unn velocidad finitn es cierto que In modificación local en el tiempo de una de 
las propiedades del sistemn, digamos fJa, puede conllevar el cambio temporal 
de alguna de las otras propiedades, por ejemplo iJj. Pero debe quedar claro 
que esto es consecuencia de la aparición de una inhomogeneidnd (espacial) en 
fJ, (producto de la velocidad finita en In transmisión de señales) que produce 
un enrabio (temporal) en 191. No hay, como las ecuaciones de Nyfri lo pcnniten 
un efecto temporal directo de 11¡ sobre iJ1. 

Con el formalismo vnrincional para el transporte hiperbólico estuvimos 
en condiciones de abordar el análisis de las fluctuaciones y su relación con 
In evolución macroscópica de sistemas fuera de equilibrio pnra tiempos del 
orden del tiempo de relajación, cosa que hicimos en el capítulo IV donde 
analizamos In relación de las fluctuaciones y In evolución temporal de sis­
temas descritos por ecuaciones de tipo hiperbólico. Sct:,ruimos cercanamente 
el procedimiento establecido en el capítulo 1 para el caso cerca de equilibrio. 
Con In acción del principio vnriacionnl del capítulo III definimos la proba­
bilidad de transición entre estados a través de w1n expresión semejante en 
estructura a Ja fórmula de Einstein para fluctuaciones alrededor de equilibrio. 
Se redujo lo. expresión completa de la probnbilidnd de transición o. primer or­
den en el intervalo de sepnrnción entre eventos T bajo el argumento de que el 
límite T -. O debe tomarse en un sentido físico, mnnt.eniendo siempre a T en 
un orden de magnitud donde sea posible hablar de unn tem1odinámica. Se 
encontró que la probabilidad de transición entre estados describe un proceso 
gaussinno (al orden r) que satisface In ecuación de Chnpman-I<olmogorov. 
Buscando la posibilidad de que un cálculo n 6rdenes mayores en T implicara 
que la ecuación de Chapmn.n-Kolmogorov dejara de cumplirse, hicimos los 
desarrollos al siguiente orden en T encontrando nuevamente las características 
~teriores para la distribución de probabilidades. Así, el resultado principal 
del capítulo fué la caracterización estadística de las fluctuaciones en el espa­
cio de variables conjugadas y el hallazgo de que sistemas con memoria ter­
modinámica satisfacen la ecuación de Chapmo.n-Kolmogorov. Este resultado 
coincide con el de M.A. Olivares-Robles y L. Gnrcín-Colín S. (1994, 1995) 
donde se obtuvieron ecuaciones de transporte hiperbólico en sietemns que de 
inicio satisfacen la ecuación de Chnpman-Kolmogorov. Esto reo.viva lo. dis­
cusión sobre si ln condición de que la ecuación de Chnpman-Kolmogorov sea 
satisfecha por un sistema estocástico es suficiente para asegurar el carácter 
mnrkoffiano del mismo. 
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Permítasenos insistir en algunos aspectos físicos del problema. Como 
hemos mencionado, los estados de no equilibrio requieren ser descritos por 
una variable adicional que es el potencial f/J. Su ecuación de evolución tempo-­
ral noS muestra que está definido para todo tiempo finito, pero no lo está para 
un tiempo infinito que corresponde al estado de equilibrio. Se puede decir 
que tratamos con un espacio de variables en el que el estado de equilibrio estñ 
caracterizado por un valor infinito en el potencial f/J. Esto salva, por decirlo 
de algún modo, a la termodinámica de equilibrio donde el sistema está bien 
caracterizado con la propiedad r. Las derivadas del potencial qi, en contraste, 
están definidas para cualquier instante. La interpretación física del potencial 
<P no ea directa en estas condiciones sino sólo la de sus derivndas que son las 
que están relacionadas con In propiedad observable r. La existencia de las 
derivadas de los potenciales <P para todo tiempo, garantiza la interpretación 
física del formalismo, aun cuando el potencial <P no esté definido en equilibrio 
(tiempo infinito}. Hay que recordar, por 1íltimo 1 que el cálculo del campo 
de probabilidades para las trayectorias tennodinámicas depende sólo de dife­
rencias en el potenciales <P y sus derivadas (bien definid!ls nrnbns), pudiendo 
salvarse as{ la indefinición del potencial para UJí tiempo infinito. 

En el mismo capítulo averiguamos si los coeficientes fenomenológicos de 
las ecuaciones del transporte hiperbólico cumplen relaciones de rcciprocidO.d 
de Onsager. Esto lo hicimos desde dos enfoques distintos. El primero, dentro 
del ámbito de la discusión sobre las condiciones de existencia de principios 
variacionales clásicos para un conjunto dado de ecuaciones en derivadas par­
ciales. Encontramos que las relaciones recíprocas entre los coeficientes de 
transporte constituyen una condición necesaria para la consistencia de la for­
mulación variacionnl basada en los potenciales de Nyíri, Gambñr y Mñrkus. 
Y por otro lado, mostramos In invariancia ante transformaciones globales de 
fase del lagrangiano del transporte hiperbólico, pero mó.s importante que esto 
mOBtrnmos que una producción de cierto potencial de no equilibrio definido 
en ténninos de los momentos conjugo.dos de los potenciales es también inva­
riante ante el mismo tipo de transformaciones a condición de que se satisfagan 
las relaciones de reciprocidad de Onsager entre los coeficientes de transporte. 
La existencia de este tipo de relaciones parn el transporte hiperbólico coincide 
con el trabajo de Olivares-Robles y García-Colín (1994) donde se obtuvieron 
a partir de una ecuación de Fokker-Planck hiperbólica. 

Agreguemos los siguientes comentarios. Es necesario también preguntar 
por qué no aplicamos directamente el método de los potenciales a las ecua-
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ciones de evolución temporal representadas por In conservación de energía y 
las ecunciones constitutivas pnra los flujos disiµativos. En íiltimn estancia, 
éstas representan nl sistema con un esquema de primer orden en lns derivadas 
temporales que es en principio más simple <le tratar. Al respecto hay que de­
cir que esto es siempre posible en principio. Pero, parndójicamente 1 el tilgebrn 
involucrada parn la construcción de los potenciales en tn.l caso resulta mtis 
complicada y se obscurece lo. interpretación de los resulto.dos. También, por 
simplicidad, tratamos el conductor rígido de calor manteniendo en mente que 
es un ejemplo de una gama amplia de sistemas en los que ocurren procesos 
vectorin.les. 

Una cuestión que hay que dilucidar es sobre las prnpiedades estadísticas 
del momento conjugado p como fuente de In nlentoriedad del potencial r/J 
asociado a la variable termodinámica r. En "irtud de In ecuación que de­
fine n.l potencial rjJ cabria esperar que el momento "herede" lns propiedades 
estadísticas del potencial. 

Para terminar aquí1 conviene remarcar las contribuciones principales de 
este trabajo. Por un lado, hemos construido un esquema estocñstico basado 
en un principio variacional clásico parn el tratnmiento de las fluctuaciones 
en sistemas que se encuentran fuera de equilibrio, son intrínsecamente es­
tocásticos, están descritos por ecuaciones constitutivas para los flujos disipn­
tivos (que no tienen otra relación con lus propiedades termodinámicas que 
la establecida por dichas ecuaciones) del tipo Maxwell-Cattaneo-Vernotte, 
con coeficientes fenomenológicos independientes del estado termodinámico 
del sistema, en una escala de tiempo comparable nl tiempo de relajación del 
sistema y aún mayor. Esto establece la.a diferencias principales respecto los 
trabajos de Onsager-Machlup, Grabert-Grecn y Graham citados en el texto, 
los cuales se inscriben en el esquema termodinámico de Onsager y tratan 
sistemas "envejecidos" sin extensión espacial y cuya naturaleza estocástica. 
proviene de fuerzas externas. Por otro lado, hemos mostrado la importan­
cia que tienen lns relaciones de reciprocidad entre los coeficientes en la con11 
trucción de un principio vnriacional clásico para el transporte hiperbólico. 
Sin ellas, tal esquema sería sencillamente impensable. 

Hemos contestado así a la pregunta que formulamos al inicio de este 
trabajo. La respuesta es que el esquema variacional de los potenciales de 
Nyíri (1991) pennite construir un potencial termodinámico para hacer un 
tratamiento mesoscópico de procesos descritos por ecuaciones dinámicas de 
tipo hiperbólico 1 lo cual quiere decir, en un contexto termodinámico, para 
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procesos alejados de equilibrio hasta el orden de ~lnxwell-Cattaneo-Vernotte. 
Pnra cerrar mencionemos algunos puntos que merecerfon una atención 

posterior. Primero, los potenciales asociados a las variables tennodinómicas 
reqtiieren de unn interpretación fíaica1 más allá de las implicaciones rela­
cionadas con su definición. Segundo1 posiLlemente resulte interesante analizar 
la invarinncia del esquema construido ante transformaciones locales de fase. 
Tercero, tal vez podrían tratarse sistemas autoorganizados introduciendo 
condiciones de frontera apropiadas por medio de multiplicadores de Lo.grange. 
Es posible que se pueda explotar fructíferamente la representación del es­
quema en términos de integrales de trayectoria. Por último, ¿existe un teo­
rema H? (en el sentido de si alguno de los potencia.les que hemos definido es 
decreciente en el tiempo describiendo de este modo la evolución del sistema. 
ni equilibrio). 
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APÉNDICES. 

APENDICEA. 

Substituyendo la ec. (56) en la ec. (55) del capítulo 1: 

f def/PT"(ef/'f<P')PT•(ef/f<P) = 

(pS-•)' [-!!_-rL' (?5:4')']. ¡ps-1L?S;4'(ql'-,P)] 
2"7rr'T' /r exp 2 k exp k. . . · x 

f dq/ exp {-2:r• (ps-1
)

2 w - ,P')' - 2~T' (ps-1
)

2 
(,¡/ - ~)' }= 

(ps-1
)' [ 5-rL' (;\,;;'\'] [ps- 1 

· ,, : ] . ~exp -2T ~.P1 exp -k-L?S;4'(q, -.P) x 

2krrr'r /r [-.!.. ( 8 _,); (.!...p"' ~,¡,•')] 
(pS-•)2 exp 2k p T'' + T' x 

ex [T''T' ( s-•)' (_!_,.., + Lu) '] p 2kT p T'''I' r'I' • 

En estas expresiones e;¡¡; representa el valor del laplaciano del potencid 
en el punto 4{</l' +,P). · . 

Finalmente, reduciendo: 

f d,P' PT" (,¡/' /<P') pT, (ef/ /q,) = 

(pS-•)' exp [-!!. -rL' f&i,)'] exp {-_!_(ps-•)' (.P" - ,¡,)' + 
2kTrT 2 k \~'1' 2kT 

P~-• L?S;4'W-.Pl} = 

PT(<f>"/.p). 
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APENDICEB. 

Paro. facilitar la escritur11 introduciremos la convención de suinnr sobre 
índices repetidos. Deben exceptuarse de esta convención los índices que 
aparecen entre paréntesis. 

Partimos de la expresión transformada para Vil,· Li¡'V{);: 

[
<. 02.Pm _O' { )'"" fl'ef>m __ l_/i 84>m 

grad u 1m Bt'2 I m, 1,m Ot"l T (i) ''" 8t + 

L O'I ( º)'"" d 8 '4>m adfl'4>; iJ m,3 .t ,mgra --¡¡¡_:¡-gr 7fi2-
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TESIS [SH 
s~\llH OE LA 

. ¡ L·O•J( .. ")""' d8'<Pm -~8</!1 T(j} 11 . m,J s1;.gra {ií2gr~Tt-

-· _1_L· O'I( ")""' 8,Pm 84>1 T ( i) T(j) •i m,; , ,;.gr ad 8t gr ad 8t + 

T ts) T~i) L;;L,;OºI (i,t) r:.grad8:i' gradt::.,P,-
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~ fm 
;~~Jl&l..&!~·~·,i =~ ,: 

. . 1 'i O'I ( ·¡= A... d8'4>; 
. : .. T (k) •<LIJ n,3 'on'-''f'ngra Bt'+ 

1 1 84>; 
, T (k) r(j) L.1L1¡grad64>•grad8t-

l r • aq,, 
T (k) r(j) L.,L1¡0' l (k,l) T11grad6ef¡,grad""§t-

T ~k) L.,L,;L,¡0' I (n,s) T{.6efJ0 grad6q,,. 

Cambiando i +---+ j, m -t l, q -+ p y s -t k en loa términos que contienen 
amen el operador I y por otro Indo i __,. j, k ~ s, n -t- t y r -to en los 
términos que contienen a n en el operador 1 en la expresión anterior, se tiene 
que: 

si y sólo si: 
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APENDlCEC. 

Del Ja.do izqWerdo de la ec. (30) del capitulo IV tenem~s: -

f d4>' P, .. (4/' /ef/) P,. (<f/ /<P) = 

----ex --'T O X ~ T { 1 (-)'} 2k1t''T¡~T11T' p 2k rfl 

f d4>' exp {--
1 - {<//' -.p')' + ~04> (41' - 4>')} >< 

2kr~r" krr 

exp {-2k;fT' (<f/ -4>>' + k~r D4>(4>' - 4>)} · (1) 

En la integración de esta. última expresión los términos que dependen dcl 
estado intermedio tJI son: 

{ 1 [1 "' 1 ']}/ , { 1 [ T '2 exp - 2kTf -.¡;;4> + :;;4> d4> exp - 2kT~ r"T'4> -

{ 1 [1,,_ .. , 1 ']} 
exp - 2kTf "7'" + ?tP 
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Finnlment~, s~bstituyendo esta última expresión en la ec. (1) llegamos a: 

f dif/PT" (ef/' f<//) pT, (q/ /q,) = 

J 2k:* exp {-~T (D<f>)
2

} X 

ry'{-2k;~r W-<f>)'+ k;r D<f>(<i/'- </>)},,,; P.;(q/'/q/) . 
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APENDICED. 

Mostr~mos aqÚ( que si ~ lleva la expansi6n hasta el siguiente oiden en 
r, la ncci6n A(</>' ,</J) toma In forma: 

1 1 . 2 
A(<P ,</>)= 2T~T (,¡/.-</>) + 

En efecto, al orden r2 : 

1,,. 2 l 2 l 2 2 l .l. 2 1 2 
2"'·•P,1T + 2<P.11PT - 2TrP.•PT + :¡Trp,,o,,r + 2Trp0</>,1T . 

Substituyendo la ec. (16) del capítulo IV en la ec. (3) se obtiene: 

A (</>,p) = ~~p2T + ~ [.¡,,. - ~P + TrO<P] P,tT2+ 

(2) 

(3) 

(4) 

Finalmente, substituyendo la transformación (23) del capítulo IV en (4) 
llegamos a (2). 
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