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INTRODUCCION.

Las formas y estructuras que podemos observar en la naturaleza no pueden
menos que sorprendernos por su i variedad y riqueza, sobre todo
cuando nos percatamos de que son el resultado de 1a cooperacién, permitasenos
decir inteligente, de un niimero inconmensurable de componentes. Aunque
el surgimiento de tales estructuras pueda parecer espontineo, en realidad
-y esto ocurre aun en el mundo inanimado- responde a la condicién de que
exista un permanente suministro de energia. En este sentido hemos de re-
conocer que la energia tiene ante si y ante los cientificos interesados en estos
fené el tr: dente papel de organizadora de la materia.

En este proceso integrativo de lo material, las fluctuaciones constituyen
el medio por el cual los sistemas acceden a estructuras nuevas, ordenadas y
mds complejas. Las fluctuaciones son también una de las evidencias de la
estructura particulada de la materia. Las e 1cias macroscépicas de la
naturaleza fluctuante de los fenémenos fisicos es un tema que ha despertado
interés durante un periodo mayor el siglo y su estudio resulta fundamental
para el entendimiento de los proceses fuern de equilibrio desde un punto de
vista’ mesoscpico.

Estos hechos han motivado el trabajo presente en el que nos ocupare-
mos de la relacién entre los procesos irreversibles en sistemas fuera de equili-
brie y los fenémenos fluctuantes asociados con lns propiedades medibles del
sistema. No obstante, los resultados obtenidos aqui estdn lejos de describir
el surgimiento de estructuras complejas en sistemas fisicos. Tan sdlo se-
remos capaces de describir la evalucién de sistemas alejados del equilibrio
termodinamico hacia el estado de equilibrio. La suposicién principal en la
que nos apoyaremos es que la evolucién temporal del sistema a través de
estados de no equilibrio es resultado de las fluctuaciones de las propiedades
macroscdpicas que ocurren en un nivel mesoscépico. Supondremos que el ori-
gen de ellas es inherente al sistema, esto es, que la estructura molecular de la
materin propicin variaciones locales en sus propiedades termodinamicas. Al
ser amplificadas por la interaccién con los alrededores eir encontrando condi-
ciones locales adecuadas para su permanencia, las fluctuaciones conducen al
sistema por trayectorias termodindmicas determinadas. En el lenguaje usado
a lo largo del trabajo diremos que el sisterna es intrinsecamente fluctuante.

Existe otro hecho que motivé en gran medida el trabajo: el reconocimiento




gencralmente aceptado de que los principios variacionales constituyen un
" puente entre los niveles meso y macrosedpico de descripcién fenomenoclégica.

" " El punto de interés es la definicidn de la probabilidad asociada a cada posi-

. ble trayectoria termodindmica accesible al sistema utilizando las propiedades
extremas de potenciales termodinimicos que dan la evolucidn promedio del
sistemn. El uso de formulaciones variacionales, como veremos, resulta na-
tural en ese contexto dado el cardcter del problema fundamental del edlculo
variacional. Hay mucho trabajo hecho al respecto en sistemas cercanos a
equilibrio termodindmico para tiempos suficientemente largos para los cuales
las variables rdpidas se han relajado; pero en el caso de sistemas que rebasan
1a relacién lineal entre flujos y fuerzas termodindmicas, es decir, para escalas
de tiempo del orden del tiempo de relajacidn, no se dispone siquiera de los
potenciales correspondientes para describir prucesos alejados de equilibrio,

Puede decirse que el probleman central que gnin este trabajo es: jexiste
alguna funcional que jugando el papel de un potencial termodindmico per-
mita establecer la conexién entre las fluctuaciones y la evolucidn temporal
del sistema, desde un punto de vista macroseépico, en procesos fuera y lejos
de equilibrio? Esta cuestitn estd enmarcada en el problema més general de
cdmo obtener a partir de principios bésicos los ecuaciones macroscdpicas de
ia evolucién temporal del sistema. Este es por supuesto el problema funda-
mental de la mecinica estadistica para sistemas fuera de equilibrio y no hay
una respueata tinica a él. Ubicando el problema en ecuaciones de transporte
hiperbdlico y més concretamente en las de tipo del telegrafista, encontramos
un intetés en cémo eilas pueden obtenerse a partir de primeros principtos. En
este sentido, se ha llegado a ese tipo de ecuaciones a partir de 1n ecuacion de
Liouville (Nettleton, 1995), a partir de la ecuacidn de Chapman-Kolmogorov
(Olivares-Robles y Garcis-Colin, 1994; Garcin-Colin y Olivares-Robles, 1995)
y en teoris de procesos estocdsticos (Masoliver et al., 1992, 1993, 1994; San-
cho, 1984). Los principios variacionales clésicos permiten dar una respuesta a
la pregunta, para procesos cerca de equilibrio, dentro del enfoque mesoscépico
en el que se utilizan de puente entre Jas fluctunciones de las propiedades ter-
modindmicas y las ecuaciones de evolucién temporal del sistema (Onsager y
Machlup, 1953; Grabert y green, 1979). Nuestro problema es entonces si las
ecuaciones de transporte tipo telegrafista pueden obtenerse en un esquema
semejante. Ln respuestn que aqui damos al caso alejndo de equilibrio se
basa, por tanto, en la conjuncién de las ideas generadas por Einstein sobre
procesos fluctuantes, continnadas par Onsager y Machlnp (1953), Grabert y
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Green (1979) y otros, con las formulaciones variacionales cldsicas recientes
para procesos irreversibles en sistemas cerca de equilibrie de Nyiri (1991) ¥
Gambir y Midrkus (1994} extendidas aquf a sistemas alejados de equilibrio.

- Sigulendo el orden formal de la estructura de la termodindmica irre-
versible, trataremos en el primer capitulo procesos cercanos a equilibrio deg
critos por ecuaciones de transporte tipo difusivo, donde trasladando la des
cripcién del espacio de propiedades termodindmicas a un espacio constituido
por ciertas finciones potenciales (ahora en el sentido de la teorfa clasica del
potencial) asociadas a las propiedades termodindmicas es posible (Gambir y
Mérkus, 1994}, por un lado, construir principios variacionales cldsicos para
ecuaciones que contienen operadores no autoadjuntos, Tales potenciales de-
berdn ser al menos cuatro veces diferenciables tanto en el tiempo como en
el espacio pues, como en otras teorias de campo, la conexién entre el mundo
observable y estas nuevas funciones es a través de sus derivadas. La cong
truccidn de un principio variacional clasico para las ecuaciones de transporte
(no autoadjuntas) pondrd en evidencia gque las relaciones recfprocas de On-
sager juegan un papel fundamental en la existencia de principios variacionales
clisicos en sistemas fuera de equilibrio. Por otro lado, en el formalismo de
tales funciones potenciales asociadas a las propiedades termodindmicas del
sistema encontraremos el ambiente adecuado para establecer la conexién de
ias fluctuaciones con la evolucién macroscépica del sistema. La idea de una
relacién causal entre ambos niveles fenomenoldgicos fué propuesta por Ein-
stein, Onsager y Machlup, en su trabajo de 1953, encontraron una expresién
vatiacional para la probabilidad de transicién entre estados termodinimicos
que results ser una clara remembranza de la expresién de Einstein parz el
caso de equilibrio y que fué posteriormente empleada para tratar el caso no
lineal de procesos cerca de equilibrio por Grabert y Green (1979). Sin em-
bargo, estos trabajos se ubican en el ambito de sistemas en los que las fuerzas
termodindmicas {calculadas como las derivadas de la entropia respecto de lag
variables extensivas del sistema) dan origen a comrientes que se obtienen de
las derivadas temporales de las propiedades termodinarmicas. Esto limita el
universo de sistemas suceptibles de ser tratados con esos formalismos. L.os re-
sultados que obtendremos aqui revisten una generalidad mayor en el sentido
de que no hay, en el esquemna de los potenciales variacionales (para diferenciar
los de lus potenciales termodindmicos), ese tipo de relacién entre los flujos
¥ las propiedades termodindmicas del sistema. El caricter estocéstico de
las ecuaciones dindmicas surgird de suponer a las variables del espacio con-
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. jugado como variables intri rente fluc Esto significa que no
supondremos la accién de agentes externos de naturaleza estocdstica cuya
presencia confiere al sistema el mismo cardcter. El punto de partida serd
también una expresién para la probabilidad de transicién entre estados ing
pirada en la relacién de Einstein, en la que una funcional de accién definida
en términos de los potenciales variacionales y sus momentos conjugados ju-
gora el papel de un potencial termodinamico de no equilibrio. Los resultados
abtenidos mostrardn que las fluctuaciones son un proceso goussiano gue sa-
tisface la ecuacién de Chapman-Kolmogoerav.

La ya larga historia de la bilsqueda de principios variacionales en la ter-
modindmica de procesos irreversibles se ha dividido en dos vertientes bien
diferenciadas. Una, surgida de la extension de la aplicacién del principio de
Hamilton a sistemas continuos. La atra, del uso de los llamados principios
restringidos cuyo origen se debe a la presencia de operadores no autoadjun-
tos en las ecuaciones que describen los fendmenos disipativos, los cuales no
permiten la construceidn de principios cldsicos tipo Hamilton y han obligado
el desarrollo de formulaciones basadas en variaciones limitadas del espacio de
las variables de ecampo que caracterizan al sistema conocidas como formula-
ciones restringidas.

En el segundo capitulo discutiremos las dificultades, derivadas de su es-
tructura, que impiden una interpretacidén en términos estocédsticos del trata-
miento de las fluctuaciones mesoscépicas en el marco de los principios varin-
cionales restringidos. La discusién se presentars en el contexto de una versién
variacional de la termodindmica irreversible extendida (Vazquez et al,, 1995a)
mostrando a la vez algunos de sus alcances, pero evidenciando las limitaciones
que ese tipo de principios enfrenta para estudiar las fluctuaciones en un nivel
mesoscdpice particularmente por la pérdida de sus propiedades extremas en
el espacio completo de variables termodindmicas. Hay que mencionar, sin
embargo, que esas propiedades se conservan en el espacio restringido y esto
podria hacer suponer que tal vez sea posible bosquejar un camino diferente
al esbozado en este capitulo para el tratamiento de las fluctuaciones uti-
lizando el principio restringido. Con lo anterior, por lo pronto, motivaremos
la necesidad de extender la formulacidén de los potenciales variacionales a
sistemas fuera y lejos de equilibrio.

En el tercer capitulo, entonces, aplicaremos el método de los potencmles
variacionales a sistemas alejados de equilibrio construyende un principio
variacional cldsico para sistemas descritos por un conjunto de propiedades
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macroscSpicas cuyas ecuaciones de evolucién son de tipo hiperbélico con co-

_‘eficientes constantes, a veces mencionadas como ecuaciones del telegrafista.
Estas ecuaciones, obtenidas a partir de ecunciones hidrodindmicas de con-
- servacién y ecuaciones constitutivas del tipo de Maxwell-Cattaneo-Vernotte,
describen una variada gama de fenémenos de transporte pero corresponden
particularmente a una termodindmica irreversible que sobrepasa los limites
de la termodindmica irreversible lineal. La construccién del esquema varia-
cional clésico para sistemas descritos por el modelo hiperbélico es, a l1a luz
de los resultados del primer capitulo, el paso previo para el tratamiento de
las fluctuaciones en un nivel mesoscépico. Aprovecharemos algunas de las
ventajas derivadas de disponer de un principio tipo Hamilton para mostrar
la existencia de una estructura de Poisson para las ecunciones del transporte
hiperbélico, la cual nos permitird dar soporte, en cierta forma, a la hipdtesis
de Onsager sobre la regresién de las fluctuaciones.

En el cuarto y iltimo capitulo llegaremos al objetivo central de este tra-
bajo. Estudiaremos la relacién de las fluctuaciones con la evolucién tempo-
ral de sistemns alejados de equilibrio entendiendo por esto sistemns descritos
por el esquemsa del transporte hiperbdlico, que en el caso de sistemas ter-
modindmicos se referird a sistemas desarrollados hasta el orden de Maxwell-
Cattaneo-Vernotte. Seguiremos esencialmente los pasos bosquejados en el
capitulo I para sistemnas cerca de equilibrio y mostraremos que la evolucidn
macroscépica de tales sistemas es el resultado de un proceso estocdstico de
fondo cuyas caracterfsticas estadisticas corresponden a'las de un procese
gaussiano que satisface también la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Con
esto, habremos recorrido un camino paralelo al de Olivares-Robles y Garcfa-
Colin (1994, 1995) quienes mostraron cémo obtener ecuaciones de transporte
de tipo hiperbdlico para procesos que satisfacen la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov. En ambos esquemas, como veremos, la condicién es mantener
finito el intervalo entre eventos. Hay también un resultado edicional que
hay que mencionar. Definiende un potencial de no equilibrio para el sistema
descrito por el modelo hiperbdlico cuya principal propiedad es satisfacer una
ecuacién de balance, investigoremos la existencia de relaciones de recipro-
cidad entre los coeficientes fenomenolégicos constantes de las ecuaciones de
transporte. Muy concretamente veremos que la produccidn de tal poten-
cial de no equilibrio es un invariante ante transformaciones de fase globales
si y sdlo si los coeficientes fenomenolégicos satisfacen relaciones de recipro-
cidad de Onsager. Estos resultados coinciden con los que Olivares-Robles
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"y Garcfa-Colin (1994) obtuvieron para sistemas descritos en el esquema de
propiedades termodindniicas de Onsager. También mostraremos que la con-
sistencia del esquema variacional (de no equilibrio) construido para el trans-
porte hiperbdlice depende de que las relaciones de Onsager sean satisfechas,
lo cual ratifica asf su papel -fundamental en ese sentido- encontrado en el
caso cercano a equilibrio. Cerraremos el trabajo con un capitulo dedicado a
hater algunos comentarios adicionales y extraer algunas conclusiones.



CAPITULO L

FLUCTUACIONES EN LA
TERMODINAMICA
IRREVERSIBLE CERCA DE EQUILIBRIO.

INTRODUCCION.

Los sistemas complejos, entendidos como aquellos constitufides por un
gran niimero de particulas o subsistemas, tienen una caracteristica comin:
poseen estructura espaciat y temporal. En ellos coexisten procesos que ocu-
rren en diferentes escalas de espacio y tiempo. Si las escalag de tiempo estdn
bien separadas puede resultar conveniente, si uno esté interesado en pro-
cesos de duracién intermedia, eliminar de la descripcién a los componentes
que evolucionan ripidamente considerindolos ruido o a los muy lentos con-
siderdndolos estacionarios. En un sistema termodinimico fuera de equili-
‘brio, por ejemplo, constituido por pequefios subsistemas en equilibrio local
existen tres escalas de tiempo bien diferenciadas asociadas con los procesos
moleculares, con la evolucitn hidrodinimica y el equilibrio, respectivamente.
La imagen dinémica del equilibrio implica que tode sistema debe fluctuar
alrededor del estado de equilibrio pero la funcidén de particién describe el
comportamiento promedio y las fluctuaciones no se toman en cuenta en ella.
En un estado fuera de equilibrio, empero, la situacién es mds complicada
y de ahf que se requiera disenar formalismos tedricos alternativos. En las
etapas tempranas de la escala de tiempo hidrodindmica ocurren los cambios
en las llamadas variables ripidas (macroscépicas) del sistema que no pueden
ser ignorados si unc estd interesado en procesos alejados de equilibrio. En
este periodo, la evolucién del sistema desde un punto de vista macroscdpico
estd determinada por la dindmica de las fluctuaciones a nivel local dado que
la escala en la que ocurren los procesos fluctuantes se sobrepone con la de las
variables rapidas. El problema que nos plantearemos aqui es cémo formalizar
la conexién.entre los niveles de descripcion meso y macroscépica. La idea
de que existe una intima relacién entre ellos se debe a Einstein (1909) quien
utilizd la entropia para definir 1a probabilidad asociada o cada estado de equi-
librio del sistema por medic de la relacién de Boltzmann. La expresién de
Einstein se ha extrapolado a procesos alejados de equilibrio pero esto resulta
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discutible y, por ende, ln cuestién permanece sin contestar en el caso de los
estados estacionarios de no equilibrio que constituyen el equivalente de los
estados de equilibrio en la teorin de Einstein.

Resaltemos algunas distinciones respecto a la situacion de equilibrio. En
procesos transitorivs fuera de equilibrio el problema es asociar a cada es-
tado (de no equilibrio) una probabilidad, y también asignar ésta a las posi-
bles trayectorias por las que el sistema puede transitar entre dos estadus
termodindmicos dados. Estos estados son en principio arbitrarios pero de-
penden de las condiciones de constriccidn especificas en las que el sistema
se halla, Para sistemnas abiertos el estado final podria ser un estado esta-
cionario de no equilibrio, acorde con las condiciones de frontera impuestas.
No importando In naturaleza de los estados a los que el sistema evoluciona,
se requiere establecer una probabilidad para la transicién entre estades da-
dos. Quienes de manera mas directa se ocuparon de definir tal campo de
probabilidades para las trayectorias de sistemas fuera de equilibrio fueron
Onsager y Machlup (1953). Ellos encontraron que dicho campo puede expre-
sarse en términos de una funcional variacional cuyas condiciones extremas
son las ecunciones de la evolucién temporal promedio de las propiedades del
sistema. Su trabajo se limitd, sin embargo, a sistemas cerca de equilibrio
para tiempos largos comparados con el tiempo de relajacidn de los flujos
tratados en el esquema termadindmico del propio Onsager. Grabert y Green
(1979) extendieron el esquems anterior al caso no lineal cuando los coe-
ficientes fenomenoldgicos dependen de las propiedades termodinadmicas del
sistema pero siempre alrededor del equilibrio.

No existe, sin embargo, un tratamiento para sistemas en los cuales los flu-
Jjos no corresponden a las derivadas temporales de las variables macroscdpicas
ecomo lo exige el esquema de Onsager y en los cuales los procesos ocurren a
través de estados arbitrariamente alejados de equilibrio evolucionando a es-
tados estacionarios de no equilibric.

El problema que se abordard en este capitulo es el caso cercano a equi-
librio come un primer paso para tratar sistemas alejados de equilibria. Cons -
truiremos un principio extrerno para ciertas funciones potencinles asociadas
a las propiedades termodindmicas de sistemas descritos por ecuaciones de
transporte tipo difusive obtenidas al combinar las ecuaciones generales de
balance de las propiedades extensivas del sistema con las ecuaciones consti-
tutivas linenles entre flujos y fuerzas termodindmicas. Basdndonos en este
esquema caracterizaremos el campo de probabilidades de las fluctuaciones
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mesoscdpicas y recuperaremos en cierto sentido los resultados de Grabert y
Green. Esto nos permitird, en un capitulo posterior, analizar el caso de sis-
temas alejados de equilibrio hasta el orden de Maxwell-Cattaneo-Vernotte en
el marco de una termodindmica que rebasa a la termodinémica de Onsager.

Iniciaremos planteando algunos aspectos del trabajo de Grabert y Green
{1979) que son pertinentes en esta discusidn y daremos después los fundamen-
tos del métedo de los potenciales parn la construccién de principios veria-
cionales tipo Hamilton parn ecuaciones no autoadjuntas. Mostraremos la
jmportancia que tienen las relaciones reciprocas de Onsager entre los co-
eficientes fenomenoclégicos en la consistencia del esquerna variacional para
ias ecuaciones de difusién. Trataremos entonces las fluctuaciones en sistemas
cerca de equilibrio para desarrollar la técnien que utilizaremos posteriormente
en sistemnas alejadag de equilibrio.

EL USO DE PRINCIPIOS VARIACIONALES EN LA DESCRIPCION
MESOSCOPICA DE PROCESOS IRREVERSIBLES.

Las principios variacionales tienen una amplia gama de aplicaciones en
fend s hidrodindmi Se han utilizado principios del tipo de Hamil-
ton en fluidos perfectos, estudiando tanto el estado estacionatio sin flujo
(Krustal y Karlson, 1958) como el estado transitorio (Green y Karlson, 1969).
También se ha tratado el caso de fluidos conductores de electricidad sin disi-
pacién de energia en la presencia de un compo electromagnético {Wenger,
1970; Lundgren, 1963) tanto en el esquema de Euler como de Lagrange intro-
duciendo las constricciones en la forma usual con la ayuda de multiplicadores
de Lagrange.

Pero, como hemos mencionado anteriormente, en fenémenos termohidrodi-
némices {esto es, cuando las ecnaciones incluyen efectos disipativos) los ope
radores de las ecuaciones dindmicas son no autoadjuntos. Esto impide la
construccién directa de principios cldsicos y he dado erigen & una rama de
desarrollo en los principios de tipo restringido iniciada por Onsager (1931)
con su principio de minima disipacién de energia, el cual ha tenido una gran
trascendencia en el dmbito de fendmenos fuera de equilibrio. Probablemente,
sin embargo, ¢l principio de minima produccién de entropfa de Prigogine {Pri-
gogine, 1945; Glansdorff y Prigogine, 1964; 1971) sen el méis conocido. El
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principio de Prigogine se ha aplicado extensamente a sisternas estacionarios
particularmente en la forms conocido como teorfa del potencial local (Taylor,
1974; Rasband et al., 1988; Lebon y Dauby, 1990). Sin embargo, este tipo
de principios presenta dificultades para tratar los fendmenos fluctusntes en
un nivel mesoscépico.

El esquema termodindmico que mds éxito ha tenido en el tratamiento
de las fluctuaciones en términaes variacionoles es el de Onsager {Onsoger y
Machlup, 1953; Grabert y Green, 1979). En este marco, Grabert y Green
mostraron que las fluctuaciones en sistemas fuera de equilibrio pueden re-
presentarse como un proceso estocdstico de Markofl poniendo en evidencin
la importancia de que las ecuaciones de los procesos itreversibles (obtenidas
como generalizaciones no lineales de 1a forma de Onsager (1931)), pudieran
ser obtenidas a partir de un principio minimo clisico. Reconorieron que la
presencina en las ecunciones de primeras derivadas en el tiempo implica que tal
principio debe diferir del principio de Hamilton. Este reconocimiento los llevé
a considerar trayectorias entre estados termoedinamicos en las que ef estado fi-
nal no estd determinado. Para los propdsitos de esta discusién es importante
mencionar que e| proceso variacional no los llevd, de hecho, a las ecuaciones
de evolucidn temporal de Onsager sina a ecuaciones con ténninos adicionales
que pudieron, no cbstante, interpretarse en términos estocssticos. Las ideas
del trabajo de Grobert y Green que se exponen a continuacidn nos permi-
tirdn discutir posteriormente las limitaciones que los principios variacionales
restringidos tienen para ser utilizados en el estudio de las fluctuaciones en
sistemas fuera de equilibrio y forman uno de los nntecedentes directos de este
trabajo.

Siendo especificos, considercmos un sistema descrito por un conjunto a =
(@4, ...,an) de vorinbles macroscépicas {Onsager, 1931). Las ecuaciones de
transporte:

“'ft = L9y;, (1)
determinan los flujos del sistema en términos de las fuerzas x;, que estin
dadas por:

as
Xi = Fon (2)
donde S {a) es la entropin del sistema y los L son los coeficientes de trans-
porte que se consideran dependientes de lus variables termodindmicas. En
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da = gl

este ‘sistema las fuerzes termodindmicas (2} producen los Rujos £
dados por (1), llevando al sistema al estado final de equilibrio. Las ecs. (1)
. gon las ecuaciones de evolucidon temporal del sistema y debemos notar en
" ellas la presencia de la primera derivads temporal que es un operador no
autoadjunto. Definamos ahora el lagrangianc O:

21

) 1 ! . . i :

O (a,04) = 5Ly (i - Lixe) (@ ~ D) - {(3)

Pefinames también una funcional de accidn como:
2 .
<t < = * .
Ala(®) St <ty /l dto (a,q%), @
" 1a cual tiene un minime dade por la condicidn:
‘1 a0 d 80 ., 00 : _
SA= / ( = EEZ::T) 66 + g b 80 (1) = 0. ()

*“El segundo término en esta expresién aparece porque el tnico estado que

se ha dejado fijo es el estado inicial. Esto significa que las Ructuaciones

 pueden llevar al sistema a distintos estados finales. La trayectoria minima
promedio queda determinada por las ecuaciones de Euler-Lagrange:

80 d 80 (6)

o " @ea, =
¥ la condicién:
2,
. aat, t
De la ecuacién (3) pora el lagrangiano se tiene:
80 18
Bat = 3a (L) (af ~ 17%) (af = L*"xm)~Ljn (a — L"'"Xm) Gaf (U'Xl)

Si se introducen los momentos p;:

m=%0; . (a,:;._[,ﬂx')" : " | (8)

=0. (n

la expresién anterior se reduce a:
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""La forma explicita’de la ecuacién que liace un extremo'la accién es:

P = —53; (L) psps — 3‘1. (b’ X1) Pis LR

la cual junto con:

aly =LY (x;+ps), (10)

- constituyen las ecuaciones que describen al sistema en el espacio de variubles
conjugadas (a,p). Es necesario notar que la ec. (10) 1o es la ecuacién de
movimiento (1). Sin embargo, puede mostrarse que la condicién (7), que en
términos de los momentos p; se reescribe como pi{ty) = 0, implica que la
solucién de las ecuaciones (9) y (10) es pi (t) = 0. Esta solucidén lleva a que
la trayectoria promedio del sistema esté dada por la ec. (1). Puede decirse
entonces que los momentos conjugados p; son la fuente de las fluctuaciones
en vista de que la condicién (7) generalmente no se satisface y por tonto
la evolucién temporal del sistema estard dada por las ecs. (9) y (10). De
esta forma, ln ec. (10) permite entender a los momentos p como fuerzas
estocdsticas sobrepuestas o las fuerzas termodindmicas y. A partir de esto,
Grabert y Green tuvieron un esquems. anélogo al de Onsager y Machlup y
determinaron las caracteristicas del proceso estocdstico que representa a las
fluctuaciones y su relaciéon con la evolucion promedio del sistema.

Nos preguntamaos por tanto si es posible construir una argumentacién se-
mejante a la de Onsager-Machlup y Grabert-Green para casos mds generales
caracterizados por:

a) No limitarse a sistemas en los que las fuerzas termodindmicas dan
origen a flujos que estdn dados por sus derivadas temporales,
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. "BbY No tener ecuaciones de evolucién constituivas del tipo de la ecuacién
lineal (1), ‘ e

".¢) Describir al sistema en una escala de tiempo del orden del tiempo de
relajacidn.

" Se requiere un formalismo termodindmico para sistemas fuera de equi-
librio méds alld del régimen lineal en el que se disponga de una estructura
variacional donde sea posible una interpretacién semejante a la de Grabert
y Green (1979). En una primera instancia, la termodindmica irreversible ex-
tendida satisface las condiciones a)-c) y las ecuacionés de evolucién temporal
para los flujos del sistema se obtienen de un principio variacional de tipo
restringido (Vdzquez y del Rio, 1990). Exploraremcs en un capitulo poste-
rior si este principio permite construir un esquema estocdstico en términos
de momentos conjugados para la descripcién de las fluctuaciones pero por
el momento iremos por el camino mas seguro de construir una formulacién
variacional cldsica para sistemas disipativos en estados cercanos a equilibrio.

EL USO DE FUNCIONES POTENCIALES
EN EL PROBLEMA VARIACIONAL.

Los antecedentes del problema de hallar formulaciones variacionales cldsi-
cas para la termodindmica de los proceseos irreversibles se encuentran en las
extensiones del principio de Hamilton a fluidos no disipativos en las que se
adiciona la energia interna del sistemna a la densidad lagrangiana incluyendo
como condiciones subsidiarias la conservacién de la masa y la restriccién a
procesos reversibles. Este tipo de principios tienen como condiciones esta-
cionarias las ecusciones de conservacién de cantidad de movimiento y de
energia (Herivel, 1954; Eckart, 1960; Bretherton, 1970).

La forma que adquiere la inclusidn de efectos disipativos al esquema varia-
cional depende en mucho del formalismo de la tetmodindmica irreversible que
se adopte como marco tedrico (Onsager, 1931; Prigogine, 1961; Gyarmati,
1970; de Groot y Mazur, 1984). Puede decirse, sin embargo, que hay una
idea comiin a todos los esquemas: la necesidad de ampliar en una forma o en
otra el espacio inicial de varjables termodindmicas, En efecto, mencionemos
el caso ya expuesto de la termodindmica de Onsager, en el que extendiendo el
espacio de propiedades para incluir los flujos del sistema como variables inde-
pendientes es posible construir una densidad lagrangiana cuyas condiciones
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estacionarios, obtenidas como ecuaciones de Euler-Logrange, son las ecua-
ciones constitutivas de cerradura (Grabert y Green, 1979). La estructura del
espacio termodindmico obtenida al ampliar con los flujos del sistema y el he-
cho de que éstos son tomados en €l esquema de Onsager como las derivadas
temporales de las propiedades termodindmicas permite un uso directo del
esquema varincional de Euler-Lagrange. En este caso la construccidn de la
densidad lagrangiana depende en gran medida de la forma de las ecuaciones
de cerradura especificas.

El esquema variacional cldsico mds general para la termodindmica de
no equilibrio basado en la extensién del principio de Hamilton a medios
continuos considera el espacio de variables termohidrodindmicas ampliado
con ¢l flujo de entropin, imponiendo también la conservacidén de la masa como
condicién subsidiaria {Sieniutycz y Berry, 1989, 1993, 1994). El formalismo
permite hacer uso de las ventajas derivadas de la existencia de un principio
cldsico, como es la obtencién de las ecuaciones de las variables conservadas
a partir del teorema de Néether (Hill, 1951). En estas ecnaciones resalta,
sin embargo, la presencia de términos adicionales que requieren todavia de
una interpretacién fisica. Algunos de ellos han sido considerados por los
autores como correcciones de no equilibrio a la temperatura y la energia de
equilibrio local. En este esquema las ecuaciones de cerradura no se obtienen
directamente del principio de Hamilton como condiciones estacionarias sino
que se deducen & partir de las ecuaciones de conservacidn como se hace
en la termodinamica irreversible lineal. Esto es, a partir del andlisis de la
produccidn de entropfa de no equilibrio se llega a ecuaciones del tipo Maxwell-
Cattaneo-Vernotte (MCV) para los flujos del sistema. En este sentido la
tecria puede equipararse con la termodindmica irreversible extendida (TIE)
a segundo orden (Garcia-Colin, 1988).

En la TIE no se dispone de una formulacién variacional clasica, aunque
se ha mostrado que lns ecuaciones de evolucién temporal (incluyendo las de
los flujos del sistemna) tienen una estructura hamiltoniana (Grmela y Lebon,
1990; Grmela y Jou, 1991). Grmela et al. definieron un paréntesis de Pois-
son adecuado pars expresar las ecuaciones de evolucién temporal de la ter-
modindmica extendida en forma de una sola ecuacién general en la cual el
generador del movimiento es una energia libre.

Asf pues, parn los propésitos de este trabnjo es necesario encontrar un
esquema variacional clisico para procesos alejudos de equilibrio si hemos de
intentar un tratamiento de las fluctuaciones semejante ol de Grabert y Green.
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Tal esquema tiene sus raices en la teorin cldsica del potencial {Maxwell,
1873). El método ha sido aplicado a la tearin de procesos irreversibles cerca
de equilibrio por la escuela hiingara de termodindmica (Nyiri, 1991; Gambar
y Madrkus, 1994). Daremos aqui las ideas principales y los detalles pueden
. verse en las referencias. Después de ello aplicaremos la técnica al caso de fluc-
" tuaciones alrededor de equilibrio y en este proceso empezaremos a encontrar
diferencias respecto al trabajo de Onsager-Machiup (1953} y Grabert-Green
(1979).
Consideremos una ecuacién diferencial obtenida por aplicacién subse-
cuente de operadores lineales sobre una funcién desconocida u a través de un
nimero finito de pasos (Nyiri, 1991):

L{u(z)} = 0. (11)
L es un operador diferencial lineal. La funcional ’
Ly = A F(L {u(=)} ,z) dr (12)

definida en el dominio 22 es un extremo si la funcién
Su(e) = L [u(z) + en(=)] (13)

es un extremo en € = 0 para todas las funciones admisibles ().
La condicidn necesaria para que L [u] sea extremo, esto es, la ecuacién de
Euler-Lagrange, resulta ser (Nyiri, 1991):

i{ﬁﬁ}:o, : a4

donde se ha supuesto que las variaciones en la frontera del dominio se anulan.
El operador L es el adjunto del operador L.

La estructura de la ec. (14) condiciona el tipo de ecuaciones que son sus-
ceptibles de ser obtenidas por un problema variacional como el ya planteado.
Esta restriecion puede salvarse, sin embargo, introduciendo una funcién po-
tencial ¢ para la funcién u (Mdrkus y Gambadr, 1991) de modo que seleccio-
nando convenientemente un operador Q y substituyendo u por

u=Q{¢(=)}, (15)
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la ecuncién para u resulte equivalente a una ecuacién de la_forma (14) la .
cual por supuesto puede obtenerse de un prll“ll:lplO varw.clonu-l bnsado en el
potencial ¢.

Para determinar la forma del operador Q, conslderernos el problemn varia-
cional de la funcional para el potencial ¢:

Lig=[ F(Eg}a)ar -8
cuya condicién extremal es la ecuncién de Euler-Lagrange: o )
oF : DR
Lm——>=0. . - . 17
{75} Can
Observemos entonces que la ecuacién de primer orden:

——=u (18) -

con'y = L {$} lieva a que las ecs. (11) y (17) sean idénticas.

La ec. (18), que se denomina la ecuacién caracteristica de la ecuacién
original (11}, determina la dependencia de la funcién lagrangiana I respecto
a su variable y, asf como la relacién de u con e! potencial ¢.

En el caso en que I (L {¢} ,E) = (L {q‘r}) la seleccién conveniente del
operador Q de la ec. (15) es:

Q=L (19)

Este método ha sido aplicado por Mdrkus y Gambdér (1991, 1993, 1994) a

ecuaciones de transporte de tipo parabdlico en el marco de la termodindmica
_ireversible lineal:

LyATx + pSiiTe, = as, {20}

y en las siguientes secciones lo utilizaremos para estudiar las Ructunciones
en sistemas cerca de equilibrio termodindmico.
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‘ LA FORMULACION VARIACIONAL DE SISTEMAS
... TERMODINAMICOS CERCA. DE EQUILIBRIO.

Las ecuaciones de transporte de los sistemas que nos interesan son del
tipo de la ecuacién (20}, donde Iy son las propiedades intensivas del sistema
¥y o; las fuentes en las ecuaciones de balance de las densidades extensivas,
los coeficientes S;;' y Lix son constantes, la notacién ,¢ indica derivacién
patrcial respecto al tiempo y A es el operador laplaciano, Sin embargo, antes
de seguir, debe mencionarse que el modelo parabélico, ec. (20), difiere en
el signo de la primera derivada temporal de las 'y respecto a las ecuaciones
respectivas gue utilizaremos aquf. Con el signo que asignaremos a Ia derivada
[k, aseguramos que las propiedades [ son funciones acotadas para todo
tiempo. Para simplificar consideremas el caso libre de fuentes con una sola
propiedad T {obsérvese el signo de la derivada temporal):

LAT - 871, = 0. (21)

La ec. (21) describe el comportamiento promedio del sistema o bien la

evolucién temporal determinista (sin la influencia de las fluctuaciones). La

solucién de esta ecuacién es la trayectoria en el espacio I' en la cual la accién:
1 2

A= f 3 (pS73u+ LAE) @, (22)

es un minimo {Gambdr y Mérkus, 1994). La funcién ¢ es el potencial asociado
a la variable T y la condicidn:

T'=LA¢+pS~l¢,, (23)
y la expresidn variacional

sA=0 (24)

representa entonces el comportamiento promedio del sistema.
La ec. (23) es parte de un esquema variacional tipo Hamilton en el que
la funcién hamiltoniana resulta ser:
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H =3 (p7'8p)" — p'SIpbg. - o (28)
Las ecuaciones de movimiento en términos de la funcién hnrhiltonianq se

escriben como sigue:

OH ‘(26) :

bu= B
OH -

Pe= —Am. ) ‘ '(27) .
donde p (el momento conjugado a ¢} se obtiene de la funcién lagrangiana:

1 2 R

=5 (Lad+057'00), (28) -
como es usual:
‘ aL
P= g, =P (pS7'ps + LAE) = pS7IT. (29)

Lo que hemos hecho con lo anteriat es trasladar la descripcién del sistema,
inicialmente en términocs de la propiedad T, al espacio constitufdo por el po-
tencial ¢ y el momento conjugado p. Para describir los estados de equilibrio
es suficiente la propiedad I, pero los estados de no equilibrio requieren ¢l con-
curso de una variable extra que es e] potencial ¢ (obsérvese que el momento
conjugado vuelve a ser en esencia la propiedad termodindmica I'). La inter-
pretacién fisica del potencizal ¢ no es directa en estas condiciones sino sélo
la de sus derivadas que son las que, en iltima instancia, estan relacionadas
con la propiedad observable T" por la ecuacién (23). La ecuacidn (23) revela
que el potencial ¢ no estd definido para un tiempo infinito que corresponde
al estado de equilibrio donde los estados estdn bien caracterizados con la
propiedad I'.

Para entender la ec. (23) en el contexto de procesos estocdsticos debere-
mos reescribirla como sigue:

PS8 e+ LG = p7'Sp, (30)
donde se observa que el momento conjugado p es In fuente de esta ecuacién
que describe el comportamiento en el tiempo del potencial ¢. La evalucién
promedio del momento p a su vez, esti dada por la ecuacién:
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pS~ipe— LAp=0. (31)

‘Estamos as{ en condiciones de definir el compo de probabilidad a las
teayectorias termodindmicas del sistema. Esta definicién debers ser tal que
la accién valuada en la trayectoria dada por (21) lleve a un valor miximo
para la probabilidad asignada a dicha trayectoria ya que representa el com-
portamiento promedio del sistema que es el mds probable.

Antes de proseguir con las fluctuaciones, en lo siguiente seccién mostrare-
mos la necesidad de las relaciones de Onsager entre los coeficientes L;; cuando
se considera un conjunto de ecuaciones del tipo de la ec. (21} como una
condicién de consistencia del esquemn variacional basado en el principio (24).

LAS RELACIONES DE ONSAGER Y LA EXISTENCIA DE
PRINCIPIOS VARIACIONALES CLASICOS.

Como se ha afirmado anteriormente, los operadores diferenciales que
aparecen en las ecuaciones de los procesos fuera de equilibrio son no au-
toadjuntos. Especificamente, y particularmente, el operador de derivacién
temporal satisface la propiedad:

(7 -- @)

que se obtiene si uno define el producto interno de dos funciones de variable
real (el tiempo en este easo) por ejemplo como:

(£ = j;fgdt.

donde D denota el intervalo de integracién. En términos de este producto se

puede mostrar que:
] a
(1:529) = (‘ng,g) )

si 6e satisface la condicién (fg) lap = 0 en la frontera de D.
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Este hecho indiea que no es posible hallar un principio variacienal tipo
Hamilton y que iinicamente se pueden construir para ellas principios res
tringidos. En esta seccién discutiremos la aparente paradojo (Vézquez et
al., 1993b) que surge del hecho de que en la ecuacién de evolucién temporal
pato los potenciales de Ios propiedndes termodindmicas, ec. (23), aparece
la primera derivada con respecto al tiempo. Veremos que las relaciones de
Onsager adquieren una relevancia adicionsl en este contexto y mostraremos
de paso cierta unidad entre los distintos enunciados sobre las condiciones de
existencia de principios varincionales clisicos.

Las relaciones de reciprocidad de Onsager (1931} constituyen uno de los
teoremas fundamentales de la mecénica estadistica fuera de equilibrio. On-
sager demosttd que la reciprocidad entte los coeficientes fenomenolégicos
es una consecuencia de la invariancia ante inversidn temporal de las ecua-
cioneg dindmicas microscdpicas bajo el supuesto de coeficientes constantes,
una relacién lineal entre los flujes y las fuerzas termodindmicas del sistema
y ia hipétesis de regresion de fluctuaciones. Este esquema es aplicable a una
gama muy extensa de sistemas cercanos a equilibrio y particularmente a la
hidrodindmica en el nivel de Navier-Stolies. La extensién a la hidrodindmica
a 6rdenes més altos se debe a McLennan (1974) y Dufty y Rubi (1987)
trataron sistemas cercanos a estados estacionarios fuera de equilibrio. La
generalizacién al caso en que la matriz de Onsager depende tanto del es-
tado termodinémico como del tiempo, sin introducir la condicién lineal entre
fuerzas y flujos, fué realizada por Hutley y Garrod (1982). Entre las implica-
ciones de este trabajo, Garcia-Colin y del Rio-Correa (1984) y Garcia-Colin
y Rodriguez (1987) exhibieron la forma de la matriz generalizada de Onsager
en el ¢caso dependiente del tiempo. Este tipo de propiedades, sin embargo,
han sido escasamente tratadas dentro de una formulacién macroscépica de
procesos irreversibles (Nettleton, 1992; Jou et al., 1993). En esta seccién
abordaremos desde este punto de vista el problema. Mostraremos que las
relaciones de reciprocidad de Onsager entre los coeficientes L;; constituyen
un requisite para la existencia del principio variacional asociado a ecuaciones
del tipo de la ec. (21).

Se pueden encontrar en la literatura varias formas de enunciar las condi-
ciones bajo las cuales se puede construir un principto tipo Hamilton para
un conjunto dado de ecuaciones diferenciales (Finlayson y Scriven, 1967;
Finlayson, 1872; Nyiri, 1991; Ichiyanagi, 1994) (las referencias anotadas se
refieren a trabajos realizados en el Ambito de los procesos irreversibles).
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Resumamos primero lo prineipal sobre las limitaciones pora construir
principios variacionales clisicos para un conjunto de ecuaciones diferenciales
dadas. El primer enuncindo (Finlayson y Scriven, 1967; Fin;ayson, 1972)
establece que tinicamente si los operadores que aparecen en las ecuaciones
son autodjuntos entonces existe un principio varincicnal cldsico para ellas.
Finlayson mismo mostré que si lus operadores satisfacen las propiedades de
simetria:

[ uNwav = [uNopav, (32)

(escritas aqui para una ecuacién diferencial de la forma N(u) = 0), donde u
y v funciones bien comportadas y la derivada de Fréchet V! se define como:

Nip= [EN(u + Eﬂ.)] . (33)
De =0
entonces existe un principio variacional clasico para N(u) = 0.

" La forma en que Ichiyanagi (1994) esteblece la condicién es que si los
operadores diferenciales del conjunto de ecuaciones son impares (refiriéndose
al orden de la diferenciacién) entonces no existe un principio variacional
cldsico para ellas. La ditima es el enfoque de Nyfri (1991) descrito lfneas
arriba,

¢Porqué Nyiri, Gambdr y Mdrkus pudieron construir una aproximacién
variacional a la termodinamica de procesos irreversibles cerca de equilibrio
cuyas ecunciones contienen el operador '-fz, que es no autoadjunto? Em-
pecemos por mencionar que no hay més que dos formas independientes de
enunciar las condiciones anteriores. Por un lado la simetria de la derivada
de Fréchet ec. (1) y por otro, la propiedad de los operadores diferenciales de
ser autoadjuntos. Las enfoques de Nyiri e Ichiyanagi son equivalentes a esta
dltima condicién.

La traduccién de la condicién de simettia de la derivada de Fréchet en el
caso en que tenemos un conjunto de ecuaciones f* (u,, .7, Us jx) = 0 para las
variables de campo u, (@1, ..., Tn) €5 como sigue: las ecuaciones f' se pueden
derivar de un potencial (o existe un principio variacional clisico para ellas)
si (Finlayson, 1972) :

af _ar

[T N Burg’

(34)
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are a Bf

o

J ‘-'(as)j -

o " Bug; —Buu‘ +2 H.z,‘ 3u,_,,k
’ 3]" E'_ 8 af* g a.8p . (36)
f)u, duy 6.1:_,- Buu . 3.‘:,' Oz, Buuk ! R
Para concretar ideas, consid os las iones
L ATy — pSi'Tie = 0, {37)

que claramente no son un conjunto de ecuaciones autoadjuntas. Si tomamos
ty =Dy @ ==z, 23 =y, T3 = 2, x4 = L en las ecs. (34-36), encantramos
que (34) y {36) se satisfacen idénticamente pero (35) no. Por consiguiente,
siguiendo Jas ideas de Finlayson, las ecuaciones de transporte (37} no son,
como hemos dicho, derivables de un lagrangiano (dependiente de las funciones
T;) por medio del cual, un principio tipe Hamilton lleve o esas ecuaciones.

No obstante, usando el esquema desarrollado por Nyfri, Gambdr y Msrkus,
las ecs. (37) se obtienen via un principio de Hamilton con las condiciones
extremas que escribimos explicitamente:

8L 8 8L 8L
8¢ ~ 5104,  “OAm
con las ecs. (23) y (28) generalizadas al caso de varias propiedades I'y.

Se puede verificar que las ecs. (37) se obtienen de las ecs. (38) cuando
los potenciales se substituyen por las variables originales por medio de (30)
generalizada también al caso de varias variables. Esto parece scr una con-
tradiccién porque en la ec. (38) todavia aparece el término & Ech 5 que con-
tiene un operador ne autoadjunto. Notemos, sin embargo, que:

8L
8484

y-ia forma explicitn de las ecuaciones dindimicas para los potenciales queda
entonces como:

=0, (38)

= (djs — Lis O ) (— L)

Giar — DOy + Ly — Liz Liy N = 0. (39)
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Se puede verificar que todos los operadores que aparecen en esta ultima
ecuacion satisfacen las propiedades de simetria pora la derivada de Fréchet,

‘ecs: (34-36) si y s6lo si:

Lyi = Ly, (40)

lo cual indica también que si se satisfacen las relnciones reciprocas de Onsager
entonces los operadores de la ec. (39) son nutoadjuntos.

LA PROBABILIDAD DE TRANSICION
ENTRE ESTADOS TERMODINAMICOS.

Como hemos mencionado anteriormente, se podria introducir la influencia
de 1as fluctuaciones en la evolucién temporal del sistema en la forma en que
Grabert y Green (1979) lo hicieron, si dejamos libre el extremo final de
la trayectoria termodindmica seguidn por aquel, dejando indeterminado el
estado final del proceso. Si uno hace eso, obtiene como condicién extrema:

3¢~ Bide, T Loks

de donde se observa que si las variaciones 8¢ no se anulan al tiempo f; la
condicién para obtener la evolucién temporal promedio seria que:

a8 oL oL oL
/( )6¢dt+ ¢'16¢|., 0A¢6¢lu...=0, (41)

L L
07_‘11: =0, mla =0

Estas condiciones conllevan, no obstante, cierto tipo de dificultades como
en el caso del conductor rigido de ealor donde el momenta 2 3 ’ eg esencialmente
la temperatura del sélido. Tampoco pueden introducirse en esta forma las
fluctuaciones en las formulaciones variacionales restringidas ya que,. como
veremos en el siguiente capftulo, las derivadas temporales, los gradientes,
etc. se mantienen constantes durante la variacién.

Consideremos entonces un sistema descrito por el potencial ¢ y el mo-
mento conjugado p come un sistema intrinsecamente estocdstico. En este sen~
tido, fas funciones ¢ y p son variablea cuya naturaleza estocistica proviene
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de procesos moleculares subyacentes y cuyas propiedades estadfsticas deben
determinarse. Ello significa que las ecuaciones dinamicas, ecs. (30) y (31}
no requieren de términos estocdsticos adicionales que confieren sl sistema
tal propiedsd. Esto constituye una de las diferencias de este trabajo res
pecto de los esquemas de Onsager-Machlup y Grabert-Green basados en ecua-
ciones tipo Langevin en las cuales el término estocdstico aditivo determina
las propiedndes estadisticas de las propiedndes relevantes.

Tenemos entonces un sistema que experimenta fluctuaciones locales en las
variables ¢ (el potencial de T') y el momento conjugado p, que lo caracterizan,
Es necesario definit en el espacio (@, p) lo probabilidad asociada a las trayec-
totias termodindmicas admisibles que el sistema puede describir entre dos
estados dados separades un intervalo de tiempo finito s.

Supondremos para ello, un conjunto de réplicas del sistema en estudio
caracterizadas por la variable T' preparadas en idénticas condiciones inicial y
de frontera. Estas suponen en cada uno de los sistemas de tal ensamble el
mismo estado de no equilibrio a partir del cual el conjunto empieza a evolu-~
cionar al tiempo ¢ = 0. La pregunta es entonces: jcuél es In probabilidad de
que un estado dado, admisible, sen el estado final del sistema?. La presencia
de las fluctuaciones supone que la trayectoria para aleanzar dicho estado no
es tnica de modo que debemos asignar igualmente una probabilidad a cada
trayectoria posible entre los estados inicial y final. Debe mencionarse que
1a probabilidad va a estar parametrizada por la posicién dado que tratamos
con sistemas inhomogeneos, En otras palabras, cada sistema del ensamble se
considera dividido en pequeiins celdes (por ejemplo, las de equilibrio local)
y los promedios en el ensamble se toman sobre celdas con el mismo valor del
pardmetro posicidn.

Como es usual {van Kampen, 1992), dividimos el intervalo s que dura el
proceso, én pequefios subintervalos 7. Estos son pequenos comparados con
la escala de tiempo hidrodindmica, pero grandes compatados con la escala
cinétiea. Nos preguntamos entonces sobre la probabilidad de que un sistema,
que a un cierto tiempo inicial ¢, se encuentra en el estado (¢.p), se encuentre
ol tiempo y = t; 4 T en el estado (¢',p') . En otras palabras, la pregunta es
sobre la probabilidad de que un sistema que al tiempo ¢, se encuentra en el
estado (¢,p) experimente una fluctuacién durante el lapso 7 que lo lleve al
estado (¢/,3/} . Hay dos consideraciones bisicas para definir esta probabilidad.
Por un lado, debe reproducir la expresién de Einstein pora equilibrio y por
otro debe tener un mdximo para la trayectoria de la evolucién promedio
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del sistema. Debe también, por supuesto, estar normalizada a la unidad.
Aprovechamos entonces la existencia del principio variacional para las ecs.
{(30-31) basado en la funcional de accién ec. (22) para definir la probsbilidad
de transicién para intervalos pequefios T como la probabilidad condicienal
como sigue (Vdzquez et al., 1995c):

Fr (¢'0'/pp) = N exp[~ (1/k} A; (# Fi¢:P)] Op/ 09, 42)
que tiene una ¢lara semejanza con la férmula de Einstein. NV es ¢l factor de
normalizacién dado por:

1
N = 43
Tapews [~ (7K A )] “3
y el término Gp/0¢’ es el jacabiano de la transformacion:
p=p(d 7). (44)

Para calcular la expresién (42) en el limite de intervalos de tiempo T
pequeiios, expresamos la solucién de las ecs. (30-31) alrededor del estado
inicial (¢,p) como;

d(t) =@ +dut+ %¢,,‘t’ + e (45)

1
pt) =p+pit+ Ep,at’ + (46)

donde los coeficientes se definen a partir de las ecs. (30-31) como sigue:

se=(p75) p+ 051000,
pe=—p'SLOY,
L
b = (P-ls) Pe+ pST LAY,

Pu=~p"'SLAPy,
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(am)
'y se ha tomado ¢; = 0, tiempo al cusl se supone han sido evaluados todos
loa coeficientes. Substituyendo en la expresion para In accién:

Ao = [ [pou=3 (o7'50) + oS Em00] at,  (48)

obtenida del prin¢ipio modificado de Hamilton, llegamos a:

1, _ 2 _
Ac (@) = pbur = 5 (p7'S) P'r + o7 SLpDETH
1 1 1 1
';‘P'f’ch’ + 5Padat? =3 (s S)2 RT3 SLpO T + 5 p7 S Lp g

1 1 1 1 1
§POua™ + Pt + EPudbet’ — 2p”ISPAT — 207 Sppur’+

1 1 1
3PS LpBG T + 2o SLp G gp"SLp,uA-{)r:’ +0(r). (19

Tomando ahora el limite 7 — 0 en un sentido fisico, esto es, considerando
valores de 7 muy pequefios pero tales que sea posible todavia definir una
termodindmica (en un sentido matemdtico v se mantiene finito} podemos
despreciar los términos O(72). A este orden, la nccién queda como:

1
Ar(@p) =pour— 5 (p7'S) Pir 4+ o7 SLpDSGT

= % (p7'S)" pPr + 207" SLpoSGT, (50)

despuds de usar la primera de las ecs. (47).

Del desatrollo en potencias en el tiempo para el potencial ¢ es posible
obtener la forma explicita de la transformacién (44). Para ello basta usar
nuevamente la primera de los ecs. (47) y llegar a:
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De aquf se t
formacidn {44) t

Segundo, el

N-l

En estas coj
escribir como:

p==: (ps") (¢ ¢> pS“LAdJ (1)
enen dos consecuencias. Primero, el Jucobmno de la trans L
oma la forma:

o 1, . .
A G - m(s?)‘
factor de normalizacién resulta ser:

Joren{-[3eos) - (oo snd]s)

(B [5 p
= o [ ZE o] (59

diciones ln probabilidad de transicién, ec. (42), se puede

: (pS~4y° 5 T L
£ = ————— ————
P (' /) e =P (ae)?
e { =g (o57') (8 - 00" + B L0 - é)} (54)
Esta probabilidad define completamente las cnrsctetfsmcu.s de o estadistica

- de las fluctuacignes. En efecto, esta probabilidad condicional satisface la

ecuacién de Chy

donde el estado
bilidad econdicio

i

oxp {2

pman-Kolmogorov (van Kampen, 1992; Honerkamp, 1994):

[ AP 18) P (@'18) = P, (8/9). (5)

inicial es ¢ y T = 7 4+ 7. Primero observemos que la proba-
ial puede aproximatrse como: -

z(¢'/¢)=\/“’7i},;— [ STE A_)]

7 ) @ B im0}, 6
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siendo AAg el valor del laplaciano del potencial en % (6 +4d").

Substituyendo esta iiltima expresién en la ec. (55) y simplificando, uno
obtiene una identidad (ver el Apéndice A). Lo anterior generaliza los resul-
tados de Onsager y Machlup (1953} a sistemas que no estdn necesariamente
constrefiidos por la condicién de que los flujos sean las derivadas temporales
de las variables intensivas.

Para un intervalo de tiempo finito s separando a los estados ¢ y ¢ puede
encontrarse también una expresién para la probabilidad de transicién entre
dichos estados utilizando la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, ec. (55),
consecutivamente si el intervalo s se divide en &V subintervalos de duracién
7. Tenemos entonces que:

Po#8) = [dpre - dpnoix

Po(d' b1} Pr (G-1[fbn-2) -+ - Pr(#:/4), (57)

donde T = s/N.
Los momentos primero y segundo de la probabilidad (56) resultan ser:

] e

M= [ap84P(#/9) = ———A¢ [

M= [ad(0orn @10 = e [FEE @] )

Los demds momentos se anulan al orden 7, de tal modo que la distribucién
de probabilidad es gaussinna. Con los momentos (58-59), la ecuacién de
Fokker-Planck para la probabilidad de un estado al tiempo ¢ tiene entonces
1a forma usual para procesos difusivos:

AP (¢t 2 18
__#_) = =55 (M1P)+ 555 (WP), (60)

con Afy positive.
Ahora nos preguntamos si el esquema anterior puede utilizarse para des
cribir las fluctuaciones en sistemas alejados de equilibrio y para escalas de

tiempo del orden del tiempo de relzjacién. Como veremos, la respuesta no .
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es general pero ello se puede hacer en sistemas descritos por ecuaciones de
transporte de tipo hiperbdlico que en un contexto termodindmico describen
procesos fuera de equilibrio hasta el orden de Maxwell-Cattaneo-Vernotte.
Comeo queda claro de lo expuesto, es necesaric construir un principio varia-
cional eldsico para ese tipo de ecuaciones. Pero antes, en el siguiente capitulo,
discutiremos las limitaciones de la formulacién variacional restringida de la
termodindmica extendide (Vizquez y del Rio, 1995) en el tratamiento de las
fluctuaciones en un nivel mesoscépico.
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CAPTULO II. -

| LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE
EXTENDIDA
Y SU FORMULACION VARIACIONAL.

INTRODUGCCION.

El desarrollo, relativamente reciente, de la termodindmica irreversible ex-
tendida (TIE) {Garcfa-Colin, 1988; Garcfa-Colin y Uribe, 1991; Eu, 1992;
Lépez de Haro et al., 1993; Jou et al. 1989, 1993) come una teorfsa para pro-
cesos fuera de equilibrio ha renovado el interéa en la biisqueda de principios
veriacionales para sistemas mas alejados de equilibrio que el régimen lineal
de flujos y fuerzas termodindmicas. En este sentido pueden verse los trabajos
de Bhattacharya (1982) dentro de la versién ondulatoria de la termodindmica
de Gyarmati (1977), la formulacién lagrangiana de Nettleton (1986) sobre Ia
termodinimica extendida usando variables termodindmicas similares a las de
Onsager, el tratamiento variacional de Eu (1982) sobre ecuaciones de estado
generalizadas, el trabajo de Sieniutycz (1984, 1985, 1987) incluyendo efectos
derelajacién en la funcional variacional para obtener ecuaciones de evolucién
temporal hiperbélicas, el principio de Vazquez y del Rio (1993) basado en la
ecuacién de balance del potencial generalizado de la termodindmica exten-
dida, etc.

El propésito de este capitulo es discutir algunas dificultades que presentan
los principios restringidos en el tratamiento de las fluctuaciones mesoscépicas
en sistemas fuern de equilibrio si uno pretende hacerlo vin una extensién
hamiltoniana de dichos principios. Tomaremos como base de esta discusién
un trabajo reciente en el que el principio de Vizquez y del Rio fué utilizado
pata validar algunos modelos fenomenolégicos de la conduccién no lineal de
ealor en sélidos (Vizquez et al., 1995).

Iniciamos el capftulo exponiendo con cierto detalle la formulacién de
Vizquez y colaboradores, que es e} principio de tipo restringido mds gene
ral que se ha elaborado para la termodindmica extendida. Este juicio de
generalidad se basa en los siguientes hechos: a) la funcional variacional es
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la mds general que se ha escrito en el sentido de que no supone una forma
preconcebida en términos de las ecuaciones dindmicas conocidas del sistema
(Sieniutycz, 1984, 1985, 1987)) y tampoco supone restricciones como deg
cribir al sistema en el espacio de variables de Onsager (Nettleton, 1986)), b)
No hay un orden de corte preestablecido en la técnica del desarrollo en serie
alrededor del estado de flujos cero (Bhattacharya, 1982) lo cual permite en
principio obtener ecuaciones de evolucién temporal exactas.

FORMA AXIOMATICA DE LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE
EXTENDIDA (TIE).

Para tener una visién completa, jamos a continuacidn la forma a-
xiomatica de la TIE en cuyo seno esti definido el principio variacional de
Vizquez y colaboradores.

1) El espacio de variables termodindmicas se extiende para incluir las
variables no conservadas del sistema,

2) Se supone la existencia de un potencial termodindmico de no equi-
librio 1 que es una funcién bien comportada de las variables del espacio
termodinimico extendido,

3) Este potencial satiaface la ecuacién de balance:

d
PR ==V I +a, )
donde J,, es el flujo del potencial de no equilibrio y & el término de produccién,

4) El conjunto de ecuaciones de balance de las variables conservadas se
cierra con las condiciones extremas del prineipio variacional:

dn
a_[_‘[ﬁ+v.a,,—u]dvm=o. o)
Los siguientes comentarios compl tan el esg La produccién o

tiene las propiedades expuestas en el trabnjo de Rodriguez y Lépez de Haro
{1988). Se usan los teoremas de representacién para todos los tensores de la
teoria en términos de la base que constituye el espacio termodinidmico exten-
dido. Los escalares se desarrollan alrededor de un estado de equilibrio loeal
en el que los flujos son cero y para aproximar consistentemente estas series se
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usa el criterio de del Rio y Lépez de Haro (1990) basado en las variables no
conservadas del sistema . El potencial de no equilibrio puede depender adi-
cionalmente de pardmetros que no pertenecen al espacio extendido ya que el
espacio tangente (derivadas de las propiedades termodindmicas) no es gene
rado por aquel. Esto constituye la hipdtesis de cerradura. La produceién
o no se supone definida positiva a priori abriendo la posibilided de otros
acoplamientos entre las variables no conservadas. La variacién § ze lleva a
cabo solamente sobre la parte no conservada del espacio extendido, el espa-
cio tangente permanece fijo durante la variacién, las ecuaciones de evolucién
temporal de las variables conservadas del sistema son condiciones subsidiarias
del principio variacional. Como puede apreciarse, el principio sigue la misma
linen que los principios de Onsager (1931), Rosen (1953) y Gyarmati {1970).

Este principio ha proporcionado una herramienta formal a la TIE para
incorporar a la tearia las ecuaciones necesarias para cerrar el conjunto de
ecuaciones de evolucién tempaora! del sistema. Este es el sentido de la mayor
parte del trabajo publicado (Vizquez y del Rie, 1990; del Rio et al., 1992;
del Rio et al., 1993; Vizquez y del Rio, 1953; Vizquez et al. 1994; Vizquez
et al., 1995a), pero el principio también ha permitido investigar expresiones
para las ecuaciones generalizadas de estado del sistema (del Rio et al., 1992).
Mostramos a continuacién el tratamiento del problema de la conduccién de
calor en sélidos donde también ha sido pesible discutir ciertos aspectos fun-
damentales de la termodindmica de procesuos irreversibles como la forma local
de 1a segunda ley.

ONDAS DE CALOR NO LINEALES.

La descripcion a tiempos cortos de los problemas de la radiacidn y In
conduccién de calor implica considerar la naturaleza ondulatoria de la propa-
gacidn (Glass et al., 1985; Masoliver et al., 1993). Un ejemplo es el transporte
de calor en la cirugia con laser. Para describir tales sistemas en tiempos més
cortos o iguales al tiempo de relajacién de los flujos hay que incorporar los
efectos inerciales ya que el sistema esté cambinndo rdpidamente a través de
estados de no equilibrio hacia un estado estacionario o de equilibrio. La
ecuacién de Fourier debe modificarse para englobar este tipo de efectas. La
generalizacién més simple que lleva a velocidades finitas en la propagacidn .
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del cnlar es nfindiendo a la ecuncién de Fourier un término mercml (Joseph
y Prezmsx 1989; 1990):

[} .
TemAta=" kVT, (3)

donde q es el flujo de ecalor, 7, el tiempo de relnjacién del flujo de calor,
k la conductividad térmica y T In temperatura local. Esta ecuacién, que
se conace algunas vecea como ecuacidn de Cattaneo (1958), fué propuesta
por Kohlrausch en 1847 pero redescubierta por Maxwell para el tensor de
esfuerzos en 1867 (Maxwell, 1867) y par Vernotte (1958). Por ello la ec.
(3) se conoce més bien como de Maxwell-Cattaneo-Vemotte (MCV) para el
transporte de calor en sélidos. Hay intentos de obtener la ecuacién MCV
desde un punto de vista termodindmice que presentan ciertas inconsistencias
fisicas en el balance local de energia (Kaliski, 1985; Coleman et al., 1982).
Le conduccién de calor en sdlidos fué tratada también por Nettleton desde
un enfoque mesascépico (1985) ¥ se puede encontrar una versién no lineal de
este tipo de ecuaciones a partir de principios fundamentales de la mecdnica
estadistica (Vasconcellos et al., 1991). La TIE da ecuaciones de eate tipo a
segundo orden para la relajacién de las variables no conservadas las cuales con
in suposicion mds simple de coeficientes fenomenolSgicos constantes conducen
a ecuaciones de transporte hiperbélicas.
Asi par ejemplo, 1a ec. (3) junto con la ecuacion de conservacion:

dT’
poyzr = ~-V-.q, {4)

considerando constantes a &, ¢, (calor especifico & volumen constante) y 7,
llevan a una ecuacidn de transporte de calor de tipo telegrafista:

&r + X 187

Bz 0t
con ¢ = k/pe,7y, 1a cual se sabe es de tipo hiperbélico. p es la densidad
de masa, ¢ la velocidad de propagacién de las perturbaciones térmicas en el
medio. La ec. (5) describe ondas de calor lineales en un sélido. Mas alld del
régimen lineal de Ia TIE, encontramos dos tratamientas de efectos no lineales
de la inercia térmica. Por un lado, Garefa-Colin y Rodriguez (1988) aplicaron
el formalismo convencional de la TIE para explorar las contribuciones no
lineales en la ecuacidn de relajacidn del flujo de ealor. Por otro, la versidn

=, (5)
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usa el criterio de del Rio y EGpez de Haro (1990) basado en las variables no
conservadas del sistema . El potencial de no equilibrio puede depender adi-
. cionalmente de pardmetros que no pertenecen al espacio extendido ya que el
espacio tangente {derivadas de las propiedades termodindmicas) no es gene
rado por aquel. Esto constituye la hipStesis de cerradura. La produccién
o no se supone definida positiva a priori abriendo la posibilidad de otros
acoplamientos entre las variables no consctvadas. L variacién & se lleva a
cabo solamente sabre la parte no conservada del espacio extendido, el espa-
cio tangente permanece fijo durante la variacion, las ecunciones de evolucidn
temporal de las variables conservadas del sistema son condiciones subsidiarias
del principio variacional. Como puede apreciarse, el principio sigue la misma
linea que los principios de Onsager (1931), Rosen (1953) y Gyarmati (1970).
Este principio ha proporcionado una herramienta formal o la TIE para
incorporar a la teorin las ecuaciones necesarias para cerrar el conjunto de
ecuaciones de evolucidn temparal del sistemo. Este es el sentido de la mayor
parte del trabajo publicado (Vdzquez y del Rio, 1990; del Rio et al., 1992;
del Rfo et.al., 1993; Vizquez y del Rio, 1993; Vazquez et al. 1894; Vizquez
et al., 1995n}, pero el principio también ha permitido investigar expresiones
para las ecuaciones generalizadas de estado del sistema {del Rio et ol., 1092).
Mostramos a continuacién el tratamiento del problema de la conduceién de
calor en sdlidos donde también ha sido posible discutir ciertos aspectos fun-
damentales de la termodindmica de procesos irreversibles como la forma local
de la segunda ley.

ONDAS DE CALOR NO LINEALES.

La descripcién a tiempos cortos de los problemas de lan radincién y la
conduccién de calor implica considerar la naturaleza ondutatoria de la propa-
gacion (Glass et al., 1985; Masoliver et al., 1993). Un ejemplo es el transporte
de calor en la cirugia con laser. Para describir tales sistemas en tiempos més
cortas o iguales al tiempo de relajacién de los flujos hay que incorporsr los
efectos inerciales yn que el sistemn estd cambiando rdpidamente o través de
estados de no equilibrio hacia un estado estacionario o de equilibrio. La
ecuacién de Fourier debe modificarse para englaobar este tipo de efectos. Lo
generalizacidn mads simple que lleva a velocidades finitas en la propagacién
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del calor es afiadiendo a Ia ecuacién de Fourier un término inereial (Joseph
¥ Preziosi, 1089; 1990): T

: Tga+a=—AVT, 3
donde q es el flujo de calor, 7, el tiempo de relajacién del flujo de calor,
k le conductividad térmica y T' la temperatura local. Esta ecuacién, que
se conoce algunas veces como ecuacién de Cattaneo (1958), fué propuesta
por Kohlrausch en 1847 pero redescubierta por Maxwell para el tensor de
esfuerzos en 1867 (Maxwell, 1867) y por Vernotte (1858). Por ello la ec.
(3) se conoce més bien como de Maxwell-Cattaneo-Vernotte (MCV) para el
transporte de color en sélides. Hay intentos de obtener la ecuacién MCV
desde un punto de vista termodindmico que presentan ciertas inconsistencias
fisicas en el balance local de energia (Kaliski, 1965; Coleman et al., 1982).
La conduccién de calor en sélidos fué tratada también por Nettleton deade
un enfoque mesoscépico (1985) y se puede encontrar una versién no lineal de
este tipo de ecuaciones a partir de principios fundamentales de la mecdnica
estadistica (Vasconcellos et al., 1991). La TIE da ecunciones de este tipo a
segundo orden para la relajacidn de las variables no conservadas las cuales con
la suposicién mds simple de coeficientes fenomenolégicos constantes conducen
a ecuaciones de transporte hiperbdlicas. .
Asf por ejemplo, la ec. (3) junto con la ecuacién de conservacién:

a7
pev—r ==V q, (4)

considerando constantes a k, ¢, (calor especifico a volumen constante) y 7,
Hevan a una ecuacién de transporte de ealor de tipo telegrafista:

T 180 .,
W T—q-aT—ch, (5)

con c® = k/pecy7;, la cual se sabe es de tipo hiperbélico. p es la densidad
de masa, ¢ la velocidad de propagacién de las perturbaciones térmicas en el |
medio. La ec. (5) describe ondns de calor lineales en un sélido. Mas all& del
régimen lineal de la TIE, encontramos dos tratamientos de efectos no lineales
de la inercia térmica. Por un lado, Garcfa-Colin y Rodriguez (1988) aplicaron
el formalismo convencional de la TIE para exploror las contribuciones no
lineales en la ecuacién de relajacion del flujo de calor. Por otro, la versién
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ondulatoria de la termodindmica de Gyarmati (1977), donde asumiendo una
relacidn casilineal entre las fuerzas termodindmicas y los flujos, se obtiene
una ecuacién de evolucién temporal del tipo MCV para los flujos y esto,
por supuesto, lleva a ecuaciones de transporte para los campos locales Ty =
f AS (siendo las ofs cantidades extensivas Jocales ¥y S la entropia local de
no quilibrio). Sin embarge, no encontramos en la literatura un formalismo
riguroso para tratar los términos no lineales en la ecuacién de evolucidn
temporal para el fiujo de calor.

En este parte, por tanto, nos ocuparemos de obtener de una manera ri-
gurosa los efectos no lineales en la conduccion de calor en un sdlido (Vdzquez
et al., 1994; 1995). Reproduciremas de paso los resultados de la TIE conven-
cional a segundo orden y bajo ciertas condiciones los resultados de la version
ondulatorie de Gyarmati para ese mismo problema. El resultado principal se
referitd a una ecuacién de evolucién temporal no lineal exacta para el flujo
de calor la cual hard evidente el cardcter no isotrépico de la relajacién de
perturbaciones térmicss introducido por la presencia de un campo vectorial
en el medio. Al mismo tiempo, el tratamiento dard a segundo orden una
condicidn loeal para la produccién del potencial de no equilibrio 7 la cuat en
este caso complementa a la segunda ley de la termodindmica para sistemas
fuera de equilibrio, substituyendo a la bien conocida desigualdad ¢ > 0.

EL CONDUCTOR RIGIDO DE CALOR NO LINEAL.

Consideremos un ¢onductor de calor rigido (p =const.) en estados de na
equilibrio descrito por una variable localmente conservada T'(r,t), la tem-
peratura, y una variable ripida q{r.t), el flujo de calor. El espacio ter-
modindmico extendido para el conductor es {T',q} y el potencial de no equi-
librio, 1, depende de las mismas variables, Primero obtenemos una ecuacidn
de evolucién temporal exacta para el flujo de calor la cual, junto con la
ecuacién de balance parn la densidad de energia interna, describe en forma
cerrada al conductor n’gldu de calor.

Consideremeos la ecuacién de balance para la densidad de energfa interna:

dT
pu==

7= Ve ) (8)
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. y la‘ecuacién'de Gibbs generalizada para el potencial de no ecju_ilil;l._'io:

dT" dq

an _ ' '
S =gty @
donde las a's son las ecuaciones de estado generalizadas: ’
o), = (a3)
ay=pla) a=pl—]) . (8)
(7)== (52),

Las cantidades ay, a2, J, {flujo de entropia de no equilibrio) y [ {pro-
duceidn} estin generadas, dependiendo del orden tensorial, como sigue:

=5 (T,1),
=/ (T, Na,

=61,

Jo=8,(T\ 1) q, @
siendo { = q- q el tinico invariante escalar del espacio termodindmico y las
['s son escalares que dependen de T e 1.

Introduciendo las ecs. (6), (7) ¥ (9) en la ecuacién variacional:

5/( +V. 1,,-0,,).1;/ 0,

uno obtiene:

6 (ﬁnv a+fa -1 q.9p- ﬁa)dV=0. (10)
Variando ahora iinicamente la parte no conservada del espacio extendido,
teniendo ite el espacio tangente se llega a:

R R A I
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donde ‘T es el tensor unidad de segundo rango y ffs = fy— F1.-La ec. (11) es
1a ecuacién de evolucién temporal para q y muestra algunas caracteristicas
relevantes. Como hasta este punto no hemos introducido aproximacion al-
guna sobre las B's es une ecuacién exacta para g. Junto con la ec. {6) forman
un conjunto cerrado de ecuaciones para el conductor rigido. El cardcter k-
neal de la ecuacidn MCV es rel lo por la pr ia del término no lineal
del lado derecho. El primer término dentro del paréntesis del lado izquierdo,
que corresponde a un tiempo de relajacién tensorial, muestra una relajacién
anisotrdpica de las sefinles térmicas en el cunductor rigido debido a la pre-
sencia del flujo de calor en ¢l medio. Debe resaltarse que la anisotropfa no
es una propiedad del material sino que es introducida por el flujo de calor.
La naturaleza tensorial del tiempo de relajacion no se manifiesta al orden de
MCV. Se trata de un efecto de cuarto orden dado que sl orden MCV tenemos
que -‘202,2 = 0. A cuarto orden la ecuacién (11) es no lineal.

La ec. (11) cs el resultado principal de esta seccién. Procedamos shora
a mostrar cémo reproduce algunos resultados importantes del transporte de
calor en sélides. Todos estos resultados son aproximados y se obtienen desa-
rrollando las cantidades 3 en serie de Taylor con el estado de flujo cera como
estado de referencin. Cuando el integrando de la funcional en lo ecuacién
variacional se aproxima a segundo orden se tiene que 5 y §; no pueden
depender del invariante I, de modo que & = &(T}), ¥ fu = G{T). La

ecuacidn de evolucién para q que se obtiene es:

[77eN .
By = —2 (W) q+ V. (12)
De acuerdo con la termodindmica irreversible lineal, debemos tener que
By=T"y para determinar %%‘- consideramos el estado estacionario: %‘Ll =0

(es decir, tiempos mucho més largos que el tiempo de relajacién del flujo de
calor). En cuyo caso, In ec. {12) queda como:

—_ L (oB\"
q__ZT"(BI) vT. ’ ) (13)

Si se toma %E,‘ = (2KT?)™", esta iiltima ecuacion se reduce a

a=—kVT, ey
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la cual es la ecuacién de Fourier para la conduccién de calor en un sélido
rigido, Volviendo al caso no estacionario, si f; = ~gf&, Ia ec. (12) se
convierte en la ecuacidén de MCV: 7

d ~ q4+&VT T

Esta ecuaci6n es entonces un resultado truncado de !a ec. (11). Por otro
lado, como puede verse, la ecuacién de evolucién temporal para el flujo de
calor es una ecuacién de relajacidn si:

=0, (16)

Ademas, como estd implicito en la deduccién, %%1 > 0. Esto puede verse
como [a forma local de la segunda ley en lugar de la condicién o 2 0, In cual
recientemente ha mostrado no ser completamente adecuada en condiciones
fuera de equilibrio (Evans et al., 1993). De hecho, desde 1965 Prigogine
y otros (Prigogine, 1966) anticiparon la posibilidad de una produccién de
entropfa negative en su estudio de sistemas fuera de equilibrio por medio
de su teoria del potencial local. En su trabajo ellos no asumen a priori el
signo positivo de la produccién. El esquema variacional que utilizamos aquf
puede, en principio, englobar situaciones en las que exista una disminucién
local de entropfia, esto es, tampoco se supone a priori un signe definido para
la produccién de la entropin de no equilibrio. Junte con la condicién -‘-’ﬁ >0
debe satisfacerse la condicién global:

/ BadV > 0. (17)
Ambas constituyen la segunda ley de la termodindmica de no equilibrie del
sélido rigido.
Considerando las inhomogeneidades espaciales del flujo de calor, tenemos
una ecuacién constitutiva no lineal para el estado estacionario:

wl() v o-leva a9

la cual se transforma a segundo orden en:

qle(V-q)+1]=-kVT, . o (1:9),
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cona= (’—j%‘)“ ¥ B = ﬂl}:—tﬁ'- (e.l. significa equilibrio local). Estc resultado
es ‘el mismo que Garcia-Colin y Rodriguez (1988) obtuvieron utilizando el
esquema convencional de la TIE.
Para el coso no estacionario con un flujo de calor inhomogeneo tenemos:
aq
~Tagp =4+ag (V.q) +kVT. (20)
Combinando la relacién de equilibrio local ec. (4) con la ec.(20) uno
obtiene: .
arr 1
peogg = 7V la+aq(V-q) + V7] (21)
Tq
Debe notarse que incluyendo las inhomogeneidades en el flujo de calor 1a
ecuacién contiene un término no lineal en q. Ademds, no es factible abtener
una ecuacidén para la temperatura, Como veremos mas abajo, este no es et
caso para el flujo de calor. El término en q(V - q) es la primera contribucién
no lineal a la ecuacidn para la temperatura del conductor rigide fuers y lejos
de equilibrio. Si este término puede despreciarse la ec. {21) se escribe como
sigue:

2
ey = pes T+ 9 - (KVT), (22)

el cual es el resultado general de la vesién ondulatoria de la termodindmica
{Gyarmati, 1977}.

La descripcidn de ondas se hace tradicionalmente por medio de una
ecuncién para la temperatura, pero la contribucién no lineal no permite
obtener tal ecuacidén parn la temperaturn solamente. Sin embargo, se puede
obtener una ecuacién ondulatoria para el lujo de calor solo a partir de las
eca. (6) ¥ (19):

& g k O a
_T“E%+a_?_,7;v2“= '“F(: (V-a)—aag(V-q), (23)
donde la velocidad de las pertubaciones en el flujo de calor estd dada por
€ = ,/Pr—fc" la cual es la misma que la velocidad. correspondiente para las
perturbaciones en la temperatura. La ec. (23) muestra la equivalencia de las
descripciones en términos de las dos variables termodindmicas del espacio ex-
tendido para la transmisién ondulatoria del ealor, Mientras el procedimiento
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convencional de la TIE permite obtener la ec. (23), 1a versién ondulatoria de
la termodindmica no tiene forma de mostrar la equivnlencia de las variables
del espacio termodinamico extendido.

Hemos mostrado asi, que la ec. (11) contiene a segundo orden los resul-
tades de la TIE usual y de la termodindmica ondulatoria. Predice ademis la
anisotropia en la relajacién de las perturbaciones térmicas como una conse-
cuencia de la presencia en el medio de un campo vectorial {el flujo de calor}).
Las. restriccién en el término de la produccién del potencial de no equilibrio:
% > 0, abre de nuevo la discusién sobre la forma local de la segunda ley de
1a termodindmica de no equilibrie. A segundo orden (en el régimen lineal)
esta restriccién lleva de nuevo a la condicién o 2 0. La ec. {23) muestra que
el comportamiento del flujo de calor es ondulatorio. Es importante resaltar
que la solucién de esta ecuacién debe usarse para obtener T(r,2), que es la
variable usuat de la descripcién de los problemas de transferencia de calor.
Lo ec. (23} tiene una ventaja sobre laec. {21) ya que representa una ecuacién
desacoplada para el flujo de calor de In temperaturs. El valor prictico de esa
ecuacion en el caso no lineal requiere ser investigada considerando problemas
particulares con condiciones iniciales y de frontera bien establecidas.

En la siguiente seccién discutimos en torno al problema del uso de prin-
cipios variacionales en € estudio de la relacién entre los procesos fluctuantes
mesoscopicos y la evolucién temporal del sistema en un nivel macroscdpico.
Esta discusion estd enfocada en esta parte al caso de principios variacionales
restringidos. El tratamiento completo del problema serd objeto de nuestro
interés en los siguientes capitulos de este trabajo.

PRINCIPIOS VARIACIONALES RESTRINGIDOS
Y FLUCTUACIONES.

Plantearemos el problema preguntindonos si existe en el marco del prin-
cipio variacional restringido de la TIE una funcién termodindmica que juegue
el papel de generador de la evolucién temporal del sistema en un esquema de
Poisson. Para simplificar y concretar ideas consideremos el conductor rigido
de calor tratado anteriormente cuya lagrangiana escribiremos en la forma
(obtenida del principio variacional (10)):

L=oeg+ o9 -q, +q Vo, +auV . q— ay, (24)
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donde las a's dependen de la densidad de energia interna ¢ y el invariante
escalar J = g%, Introduzcamos una transformacién de Legendre sobre la la-
grangiana L para cambiar la descripcién en términoes de los moementos con-
: oL,
jugados p. = a%l"—, Y P¢= gqat

H =¢;pe+q. pPg— L. {25)

Debe notarse que el espacio de variables transformado es ahora (pe, pg) ¥
noincluye formalmente a la energia interna ni al flujo de calor. Explicitamente,
obtenemos para los momentos:

Pe =@, Pg = 29, (26)

mientras que la funcién termodindmica H queda como:
d: .
H=-V. (a4q) +as= -d-z-. (27)

siendo 7 el potencial de no equilibrio. La ec. (27) pone en evidencia el com-
portamiento extremal de la funcién H ya que ésta hereda algunas propiedades
del potencial de no equilibrio. Las doa expresiones para la pfaffiana de H:

SH IH
dH = (8_121) dpe + (E) - dpg, (28}
JL 8L
dH =edp, + pedes + Q. - dpg + Po - dq e — (g;) de— (E) -dqy,, .(29)

deben ser equivalentes. Igualando lns ecs. (28) y (29) se obtienen las si-
guientes expresiones para las ecuaciones de evolucién temporal para ia energia
interna y el flujo de calor:

OH

e, = Fr (30)
8H

=5 31

qe 3p, (31)

mientras que las otras dos ecuaciones que se obtienen de (28) y (29) co-
rresponden a las definiciones previas de los momentos. Ahora escribimos la
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funcién H a segundo orden dessrrollando en serie de Taylor alrededor del @
estado de flujo de calor cero a los coeficientes o's de la expresién para-la
lagrangiana, ec. (24). Primero observemos que a dicho orden, a; = S (e), -
az = fle), a3 = fn (e} 9® y as = P (e) , ¥ también que By = Syo. Por lo
tanto: .

H=—fuV q—qVa+ fud

1 1 Bs ' .
=—p.V- (EP«) - E;Pq - Vpe + E?i‘P:: (32) ,
en donde hemos utilizado la ec. (26). De aquf podemos obtener:
6H ﬁm) A o
B v (B840, 33
o= (52) + 22 63

que substituida en la ecuacién de movimiento (31) lleva a la ecuacién de
Maxwell-Cattaneo-Vernotte para el flujo de calor, ec. (15} si se hace la
identificacién:

B T Bn 1

B ' "B Tq'

- Es siempre posible encontrar solucién & las condiciones (34); pero ésta

debe eer consistente con resultados de la termodindmica lineal. Si se substi-
tuye el valor Gy = 1/2k7? en la filtima ecuncién para encontrar Byg:

(34

=l
B = -5
de donde:

1

Bro = 7

El resultado para 20 es correcto pero el de B0 no es consistente con

Ia termodindmica jrreversible lineal porque implicarda un flujo de enttopio

contrario al flujo de calor. Esto nos impide construir, por 1o menos en las

lineas seguidas aqui, una estructura hamiitoniana a partir de un principio de

tipo restringido. -El otro problema es que la ausencia de un término de la
forma:
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d oL

dt8q,

{que desaparece por el cardcter restringido del principio variacional) en la
ecuacién de movimiento, no permite identificar el origen de las Auctunciones
de las variables termodindmicaa.

Finalmente hay qiie mencionar que la funcienal! variacional de la ec.
(10) plerde sus propiedades extremas en el espacio termodinimico exten-
dido cuestién que como hemos visto en el capitulo anterior resulta crucial
pora la determinacion de las caracterfsticas estadisticas de las fluctuaciones.
En vista de elio, dirigiremos ahora nuestra atencién a la extension de las
ideas expuestas en ese capitulo para sistemas cerca de equilibrio al caso de
estados alejados de equilibrio.
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" CAPITULO IIL

" LA FORMULACION VARIACIONAL
 OLASICA DEL TRANSPORTE
HIPERBOLICO.

INTRODUCGION.

El propédsito de esta parte es establecer un principio variacional clisico
para el transporte hiperbélico y en particular, para la termodindmica exten-
dida at orden de Maxwell-Cattanec-Vernotte (MCV). Mencionemos breve-
mente tres puntos. Primero, trataremos directamente con las ecuaciones
de transporte obtenidas al orden mds bajo (el orden de MCV) por la com-
binacidn de las ecuaciones hidrodinimicas de conservacién con ecuaciones
constitutivas tipo MCV para los flujos. Segundo, cambiando el espacio de
propiedades transportadas al de Ios potenciales introducidos en el primer
capftulo construiremos un principio variacional cldsico y escribiremos en
forma hamiltoniana las ecuaciones del transporte hiperbélico. Mostraremos
después que éstas poseen una estructura de Poisson definiendo un paréntesis
en el cual el generador del movimiento es el hamiltoniano del esquema varia-
cional. La ecuacién de evolucién temparal basada en el paréntesis de Poisson
dars pie para mencionar algunas propiedades de las fluctuaciones de las varig
bles del sistema. Tercero, este es el segundo paso para establecer la relacién
entre las fluctuaciones y los procesos irreversibles de sistemas alejados de
equilibrio.

Los resultados que obtendremos en esta parte son propiamente aplicables
a un conjunto de fendmenos ajenos al esquerna tedrico de la termodindmica i-
rreversible. Por tal razén trataremos en primera instancia el problema en ge-
neral y particularizaremos en el capitulo siguiente al caso de la termodindmica
irreversible extendida (TIE).
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EL METODO DE LOS POTENCIALES
Y EL TRANSPORTE HIPERBOLICO.

Como se sabe, la deseripcién de procesos de transporte por medio de
ecuaciones de tipo hiperbélico resuelve algunas de las parndojas planteadas
por las ecuaciones de tipo parabdlico. Hay que mencionar especialmente
que elimina la velocided infinita en la propagacién de perturbaciones en los
campos presentes que aparece en los modelos difusives (Boumeister y Hamill,
1969; Glass et al., 1985; Glass et al., 1988; Kar et al., 1992; Chen y Lin, 1993;
Vedavarz et al., 1994).

Las ecuaciones de tipo telegrafista, como también se les conoce, han sido
obtenides o partir del modelo del camino aleatorio persistente en el limite
continuo (Goldstein, 1951; Masoliver et al., 1992, 1993, 1993a, 1994), a
partir de una ecuacién de Langevin general (Sancho, 1984} y maée recien-
temente, Olivares-Robles y Garefa-Colin (1994) derivaron una ecuacién de
Fokker-Planck tipo hiperbdlico bajo la iinica condicién de mantener finito
el intervalo de tiempo entre eventes. Entre las consecuencias del trabajo
de Olivares-Robles y Garcia-Colin cabe destacar Ia obtencién de ecuaciones
de transporte tipo hiperbilico en las que los coeficientes fenormenoldgicos
satisfacen las relaciones reciprocas de Onssger. El espacio de variables ter-
modindmicas incluye a los flujos come varisbles independientes, traténdose
por tanto, de una termodinimica de sistemas més alejados de equilibrio que
lo que la termodindmica. irreversible lineal admite.

Desde un punto de vista macroscépico es posible obtener ecuaciones de
transporte de tipo hiperbdlico combinando una ecuacién hidrodindmica de
evolucidn temporal de alguna de las densidades conservadas del sistema con
una ecuacién tipo Maxwell-Cattaneo-Vernotte para el flujo asociado, Estas
ecuaciones, de cardcter constitutivo, se pueden obtener a su vez de la ecuacién
de Liouville a través de una ecuacién integral para frecuencias bajos (Net-
tleton, 1995) utilizando los operadores de proyeccién de Grabert (Grabert,
1982).

Las ecuaciones de transporte hiperbélico que serén objeto de nuestro in-
terés se escriben como sigue:
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L
T+t ll",-,‘ = ZJA’-‘-‘, 1)
T T 75

donde las T'; (7 = 1,...,r) son un conjunto de propiedades termodindmicas
del sistema, 7; es el tiempo de relajacién asociado al flujo J; respectivo,
Lji son los coeficientes de transporte, A es el operador de Laplace, una coma
denota diferenciacién parcial y se adopta la convencién de sumar sobre {ndices
repetidos (exceptuando los indices entre paréntesis que no entran en esta
convencién).

Es necesario establecer lns diferencias de las ecs. (1) con respecto al
problema hiperbélico planteado por Nyiri (ec. 44, pag. 50 de Nyiri, 1991):

Z (2ixDx e + BinTre — v ATY) =‘0.
]

en el que se observa un acoplamiente temporat resultado de incluir aditiva-
mente en el lado izquierdo de esta ecuacién a todas las primeras y segundes
derivadas de los campos T’ respecto al tiempo. Este acoplamiento no existe
en nuestro esqguema. En efecto, si partimos de las ecuaciones tipo MCV
escritas como;

-ty =33+ 2 LVl 2)
y las combinamos con ecuaciones de conservacién de la forma:
ary
=V, ®

se llega a las ecs. (1). La forma desacoplada en las derivadas temporales
es siempre posible de obtener, por ejemplo, en el caso de la termodindmica
extendida al orden de MCV. Ademds de lo anterior hay que recordar la
diferencia de signo en la primera derivada temporal de las propiedades ter-
modindmicas, lo cual asegura en nuestro caso que las soluciones de las ecs.
{1) son acotadas.

Para construir una foermulacidn variacional cldsica de las ecs. (1) (Vazquez
y del Rio, 1995a) transformamos el espacio de propiedades termodindmicas
T; por un conjunto de funciones potenciales ¢ (y momentos conjugados
considerados mds adelante) definidas como sigue:
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Ty= i = e = P @
J

" El wini¢o requerimiento sobre las fum:iones ¢,~ es que sean funciones cuatro
veces diferenciables en los argumentos. Esto es suficiente para garantizar la ®
conexién entre el nuevo esquema ¥ las observables T'; del sistema. Construl
mos una funcion lagrangiana con 1a dependencia:

L= L(d’lv'lf’j.tA¢j.lh¢i.rz-¢j.ﬂw'f’i,u)- (5) '

de 1a signuiente manera:

1 1 Li a1 ‘
L=g > [¢j.n — 7#ie— Z‘:Tfﬁtf’i} E G

Consideremos entonces el problema variacionsal

A= j [ LdVdt = cxtremo, NP
con la funcién L dada por la ec. (6). La forma que adquiere la‘ecuncién de’
Euler-Lagrange para ¢x es: -

oL & aL 8 8L 92 dL & aL 8% 8L
e e o N U S B S |
B DLOgws | OO Omgs ¥ B2 Drns T By Otngy T B0 O B

Si aubstituimos la lagrangiana en esta ltima ecuacién obtenemos:
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e z:—;f ;’,, (4:,., ¢,,. Z‘:L"Ad:.)—o. )

. que son ‘las ecuaciones del telegmﬁsta (1) en virtud de las ecs. (4). Como
antes, se pueds calcular 1a funcién hamiltoniana’ H por medlo de ln transfor-
mnda de Legendre:

H="Syp;~ L (10)
i
donde el momento conjugado al potencial ¢; estd dado por:
b= aL
4 a¢j,r.
1
= _r_,rj‘ (1)

Notemos que el momento conjugado p; tiene un significado fisico directo en
términos de la variable T; y el tiempo de relajacién 7;. Nuevamente, hay
- ‘que mencionar que los estados de no equilibrio estdn caracterizados por dos
densidades de campo relacionadas por la ec. (4) y que tratamos con un
espacio de variables en el que el estado de equilibrio estd caracterizado por
un valor infinito en los potenciales ¢;. Esta situacién no es, de hecho, extraita
en teoria cldsica de campos donde pueden encontrarse sistemas en los que la
densidad de campo cbservable estd bien comportada mientras que el potencial
aseciado puede divergir en ciertos puntos. La existencia de las derivadas de
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- los potenciales ¢; para todo tiempo, garantiza la interpretacion fisica del
formalismo en términos de la ec. (4), aun cuando los potenciales ¢; no sean
acotados en equilibrio (tiempo infinito). Introduciendo el momento p; en la

. transformada’de Legendre, ec. (10), ¥ usando la definicién (4) obtenemos

”““E '7'.=F —Z BT (12
Pero observando que ¢;,, estd dado por

L
L=y (Fj _¢j.l(+27ﬂ‘
T T

-+ podemos reescribir el hamiltoniano como sigue:
H=3 ET, PiPs + Z TiPiia Z Z —p,LﬁA(ﬁ;. (14)

; En este punte replunteumos cl problema en términos del principio varia-
cional de Hamilton modificado:

A= _/f (ij(ﬁ;.epj - H) dVdt = extremo, (15)

para llegar a las ecuaciones hamiltonianas de las varisbles canjugadas ¢; y
pj, con H dado por la ec. (14). Observando que H depende de:

H = H (pj 2 $5) (16)

A¢.-) , a9

e

I ec. {15) se convierte en:

/ / dvdt [Zp,ﬁtﬁ“ + Z:qfuuip, Zj o 5 }_‘, ;X; SAH;—

8H
LAY =0,
; O s ']

de donde, después de un dlgebra directa, obtenemos gue:
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: oH 8H _ 8 OH B
.:/ded.'tI: (qs,, _“_%)6”’_2(”"‘+A6A¢ * B3 e )6¢,] =0.
- R an

“Ya' que 6¢j y 6pj son vnnucmnes mdepend:entea, la ec. (17) se satisface
,'solo m .

C8H
bie= 5 - (18}
8H a oH
Pia = ABAd) 8L1 84),' (19)

.. Liaa ecs, (18) y (19) son'las ecuaciones dindmicas de las variables con-
]ugndaw &5 ¥ pj, respectivamente. Se puede mostrar que la ec. (19) da la
ecuacidn del telegrafista para las propiedades intensivas I'y de acuerdo a la
ec, .(11) cuando se usa el hamiltoniano (14}, La ec. (18) lleva a la relacién
(4) entre las propiedades I'; y los potenciales ¢; En el siguiente apartado nos
enfocaremos & definir una forma adecuada para un paréntesis de Poisson para
incluir las ecs. (18) y (19) eomo casos particulares de una eenacién general
de evolucién temporal. Esta ecuacién nos permitira describir la evolucién en
el tiempo de cualquier propiedad dindmica del sistema que dependa de las
variables conjugadas ¢; y p;. En ello el hamiltoniano, ec. (14), tendrd un
papel relevante como generador del movimiento.

UNA ESTRUCTURA DE POISSON .
PARA EL TRANSPORTE HIPERBOLICO.

Con la formulacion hamiltoniana anterior para el transporte hiperbdlico
es pogible reformular el problema en una forma natural en términos de un
paréntesis de Poisson. Definamos entonces un paréntesis para dos propiedades
dindmicas A y B dependientes de las variables conjugadas como:

SASB _ 8B A
(4B} = Z 3%; 57, Z 54, 69" (20)
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donde hemos introducido las derivadas funcionales 35 v &£

, "
_‘_1_2_‘7_ F 0 _g. 9 a2

— 21

%998 BiBa | O Ddya 5ve * 2ong Y
2

a aa & 8 8 a (22)

e e e e e T o A

S py - Bp; OtOpy B Ope 9Vp; 8 p;

y hemos supuesto que la dependencia de las propiedades 4 y B es de la

* forma:

A= Aldj ey DiPiedianbisn V95 VP Ads, Api), (23)

B = B(¢;Psidbs0PibseliansV i, V05 D85, 0p5). (24)

' Bajo estas condiciones las ecuaciones dinimicas, ecs. (18) y (19) resultan
ser casos particulares de la ecuacién general de evolucién temporal:

Ar={AH}, (25)

con A cualquier propiedad funcién de las variables conjugadas. Si, por ejem-
plo, se toma A como ¢, la ec. (25) da la ec. (18). Si por otro lado, se toma
A como pj, la misma ecuacién corresponde a la ec. (19). El que el paréntesis
(20) es un paréntesis de Poisson se ve, como se sabe, mostrando que satisface
la identidad de Jacobi:

{A.{B,C}} + {B,{C.A}} + {C.{A,B}} =0, (26)
ademds de otras dos propiedades que en nuestro caso son inmediatas: linea-
lidnd y antisimetria. La lineatidad:

{AXMB +C)} = A {A,B} + A {AC).

es directa ya que los operadores 35~ 35 Y ay ” son lineales. Para demostrar la ec.
(26) hay que desarrollar cads sumando del lado izquierdo encontrindose dos
tipos de términos. Uno de la forma:

sas85%C
ox ox &'
¥ otro de la forma:
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éA 6B &°C
: Bx 8¢ B3

donde ¥ y ¢ pueden ser ys sea ¢; 6 p;. Se obtienen otros términes por per-
mutaciones de 4, B y C en estas expresiones. El dlgebra muestra que cada
uno de estos términos tiene su inverso aditivo en la expansién completa lle-
vando al resuitado deseado, ec. {26). Antes de continuar con el tratamiento
de las fluctuaciones para sist descritos por jas ecunciones del transporte
hiperbdlico, analizaremos dos aspectos que atafien, por un lado, a la consla-
tencia del formalismo variacional anterior y por otro, a su invariancia ante
transformactones globales de fase.

LAS RELACIONES DE ONSAGER
Y EL TRANSPORTE HIPERBOLICO.

Consideremos nuevamente un sistema descrito por un conjunte de varia
bles intensivas I'; a las que asociamos el conjunto de funciones potenciales
¢ definidas por la relacién (4).

Las ecuaciones de Fuler-Logrange para los potenciales ¢, resultan ser
las ecs. (8). Hay en estas ecuaciones, de nueva cuenta, una contradiccién
aparente entre lu presencia de los operadores no autoadjuntos como dyan 6
Odre v la existencia de! principio variacional basado en el lagrangiane ,
g¢, (7). Pero esto no es asi. Observemos que si e satisfacen lasg relaciones
reciprocas de Onsager entre los coeficientes de transporte U

Ly = Luj, (27)
y se cambia el fndice mudo § — i en e} segundo término del dltimo paréntesis
del lado izquierdo de laec, (9), entonces esta ecuacidn se reduce a Ia siguiente:

18 (_%¢k'[) + *gz:‘ (d’k.n —%Ad’,) e

b
?%A (brue - Z228) =0, (28)

a1



En esta iltima ecuacién de movimiento para los potenciales ¢ se tiene
que todos los operadores diferenciales presentes son autoadjuntos &, en la
terminologin de Ichiyanagi (1994}, pares. Hemos evidenciado asi nuevamente
Ia equivalencia de las condiciones necesarias parn la existencia de princi-
pios variacionales clisicos expresadas por Finlayson (1972), Nyiri (1991) e
Ichiyanagi {(1994) y sobre tode el papel de las relaciones de Onsager en la
consistencia del esquema variacional desarrollado, Veremos en seguida que
estas relaciones entre los coeficientes de transporte aseguran la invariancia
global! de fase del mismo.

INVARIANCIA DE NORMA DEL ESQUEMA HAMLTONIANO.

En esta seccién final analizaremos las propiedades de invarinncia del es-
quema variacional anterior frente a transformaciones de fage globales, a las
que denominaremos aqui simplemente transformaciones de norma.

Introduzcamos la siguiente transformacion infinitesimal scbre los campos
¢; (Frampton, 1987):

@ =3 Euh— 3 0°I(t, )Theu, (29)
7 7

donde los pardmetros infinitesimales 6 no dependen de las coordenadas es-
paciales, T es un generador de mezcla entre los campos ¢; y el operador de
ordenamiento I{l, ) estd definido como:

I(l,m)=1, (30)
si el campo ¢", estd multiplicado por la izquierda por el campo ¢} {que se
supone depende de ¢, segiin la transformacison (29)), ¥

I({tm)=-1, {(31)

si.el campo ¢} estd multiplicado por la derecha por el campo ¢} (que se
supone depende de ¢, segiin Ia transformacién (29)). '
De este modo Ia lagrangiana transformada es:
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b
‘sjm Bz .-

2:9"1(1", )T'ma Dm —2—1-5,,,.—"%;1+
m

-

g z:-a'z (m, N a: - ZL,.. (26“&{:,, 29'1 (o 17y A%)]
rm 75
) (32)
De aquf, usando las propxedades del operador de ordenamiento ecs. {(30-
31) puede maostrarse, a primer orden en los pardmetros 67, que la lagrangiana
es invariante de norma:

U=L (33)

No hemos mostrado en detalle el calculo porque aunque directo resultn
extenso. Entraremos un poco mds minuciosamente a un cdlculo equivalente
en el caso mas interesante de {a produccidn de un potencial termodindmico
de no equilibrio definido para el transporte hiperbdlico.

Consideremos entonces el problema de definir tal potencial termodindmico
¥ la produccidn correspondiente para el sistema descrito por las variables I';.
Examinemos para ello la siguiente funcién de los momentos conjugados p; :

A= z szpJ (34)

cuya evolucién tempore! estd dada por Ia ec. {25) con el hamlltomano dado
por: -

1 Ty
= oriems + S mpitsu ~ 3 osLabtsds (35)
H F hi TE
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Subétituyendu la expresién (34) en'la ec. (25) oﬁte}iemoé:
= (- pr;) = ):L:a(an)pj-—. Eﬁpj.upr S B8

El primer término del lado derecho de esta ull.lmu expresién . se puede
reescribir camo sigue: .

L (Ap) ps = LyV - (Vo) 23] — Lii V- VP;: (37)

mientras el segundo término:

a
TiPiuPs = Tigy (Piups) = TiPsubse- (38)
Substituyendo las ecs. (37-38) en (36) se legn a:

3 TjPJ.«Pj,: - ZVP;' +LjiVpy (39)
¥ (]

Notemos que esta iltima ecuacién tiene la forma de una ecuacién de balance,
en vista de lo cual definimos las siguientes cantidades termodindmicas:

1
F=3 S .pips + 3 TsPiuPis (40}
i 7
=3 ;L5 Vi, (41)
(¥
OF =3 T3PsaPia ~ 2 Voi - LuVp;, (42)
3 G

donde F es un potencial de no equilibrio del sistema y Jp y oF su flujo y
su produccién respectivamente. Observemos que F, ec. (40}, contiene dos
términos de los citales claramente el primero es una contiibucién que repro-
duce {en el limite 7; — 0) la entropia de equilibrio local de la termodindmica
lineal (el segundo temuno se anula en ese limite) mientras que el término
T;P3.P5 e8 una contribucién de no equilibrio. Resulta relevante, como vere-
mos a continuacién, analizar las propiedades de invariancin de la produccién
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definida en la ec. (42). Como la produccién de entropia es la medida de
la irreversibilidad de los procesos desciitus por las ecuaciones de transporte
hiperbélico, debemos entonces esperar que su anidlogo o sea un invariante
ante las transformaciones de norma ecs. {29), La suposicidon de esta condicién
sobre la produccién del potencial I, conduce a la validez de las relaciones
reciprocas de Onsager entre los coeficientes fenomenologicos Lyj. En efecto,
en el Apéndice B mostramos que el término Vp; - L;j;Vp; de la produecién
(42) es invariante de norma:

YIS+ LyVT, = VI - L;VEy, (43

51 ¥ s6lo si se satisfacen las relaciones de reciprocidad de Onsager:

Liy=Lj. (44)

El otro término del lado derecho de la ec. {42) es invariante también dado

que posee la misma estructura que el término VI - L;VT; si se reescribe
como:

Ll =

a 3
e (45)

De este modo constatamos que la produccién o es invariante de norma
si los coeficientes fenomenoldgicos satisfacen las relaciones reciprocas de On-
sager.

La existencin de relaciones reciprocas de Onsager entre loa coeficientes
fenomenoldgicos de las ecuaciones del transporte hiperbdlico (o de la ter-
modinidmica extendida al orden MCVY) corrobora los resultados de Olivares-
Robles y Garcia-Colin {1994) obtenidos desde un punto de vista mesoscépico
(Green, 1952). Esta es quizd la 1inica demostracién macroscépica al respecto.

Encontramos asi que en el contexto del transporte hiperbélico como en
el de la termodinimica extendida al orden de Maxwell- Cattaneo-Vernotte,
las relaciones de Onsager adquieren una unpurmncm doble adicional: por un
lado permiten la construccién de principios variacionales clésicas y por otro
aseguran la invariancia de norma de la teorfa,

En el siguiente y ltimo capitulo procederemos a establecer la relacién
entre los procesos irreversibles en sistemas alejados de equiibrio y las flue-
tuaciones de las propiedades del espacio conjugado subyacentes en un nivel
mesoscépico,
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CAPITULO IV.

 DESCRIPCION MESOSCOPICA DE
SISTEMAS ALEJADOS DE EQUILIBRIO.

INTRODUCCION.

Easte tiitimo capitulo estd dedicado a determinar qué tipo de proceso es-
tocdstico puede representar a las fluctuaciones en el caso de sistemas ale-
jados de equilibrio. Grabert y Green (1979) trataron este problema bajo
el enfoque de que los coeficientes de los telaciones (lineales) entre flujos y
fuerzas dependan del estado termodindmice del sistema. Como hemos men-
cionado, este tratamiento estd disefiado para sistemas extrinsecamente fluc-
tuantes en los que los flujos estdn dados por las derivadns temporales de
las propiedades de estado y para escalas de tiempo mucho mayores que el
tiempo de relajacién de los flujos. Abordaremos el problema para un in-
tervalo més amplio de sistemas ubicindonos en el Ambito del transporte
hiperbdlico introducido en el capftulo anterior. Esta parte se inicia con ia
aplicacién del esquema variacional desarrollado para el transporte hiperbélico
a la termodindmica irreversible extendida al orden de Maxwell-Cattaneo-
Vernoctte (MCV) tratando con cierto detalle un proceso vectorial: la con-
duccidn de calor en un sdlido rigido. En el contexto de este sistema haremos
una discusién sobre la dindmica de las fluctuaciones en la temperatura, la
cual serd una consecuencia de la estructura de Poisson de las ecunaciones del
conductor rigido de calor. Después volveremos sobre el problema del trans-
porte hiperbélico y consideraremes un sistema descrito por un conjunto de
propiedndes termodindmican de naturaleza fluctuante donde definiremos con-
venientemente una funcional de accién que nos permitird asignar una proba-
bilidad a las trayectorias en el espacio termodindmico constituide por los po-
tenciales variacionales y sus momentos conjugados. De aqui determinaremos
las propiedades estadisticas de los procesos fluctuantes en sistemuns nlejados
de equilibrio hasta el orden MCV (Vizquez et al., 1995c).
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LA TERMODINAMICA IRREVERSIBLE EXTENDIDA
AL ORDEN MCV.

Como hemos dicho anteriormente, la termodindmica irreversible exten-
dida (T1E) ofrece un marco teérico alternativo para el estudio de sistemas
alejados de equilibrio. Como es claro, el formalismo variacional desarrollado
en el capitulo III puede adaptarse sin dificultad a la TIE en vista de que al
orden mds bajo en sistemas descritos por un conjunto de densidades escalares
conservadas y unr conjunte de variables répidas de cardcter vectorial, la com-
binacidn de las ecuaciones de conservacién con las constitutivas del tipo MCV
lleva & ecuaciones tipo trensporte hiperbdlico. Asf, los sistemas en los que
ocurren procesos de transporte de naturaleza vectorial en TIE poseen una
estructura de Poisson, Para fijar ideas, aplicaremos el método de los poten-
cioles variacionales al transporte hiperbdlico de calor en un conductor rigido.
Este problema, en el que el calor se propaga por ondas con velocidad finita,
ha estado en el interés de numerosos grupos durante los 1iltimos treinta afios
(Baumeister y Hamill, 1969; Glass et al., 1985; Glass et al., 1986; Kar et al.,
1992; Chen y Lin, 1993; Vedavarz et al., 1994}, su importancia teérica puede
apreciarse en la extensa revision de Joseph y Preziosi (1989, 1990) y nosotros
hemos presentado un acercamiento basado en una formulacién variecional
restringida de la TIE en el capitulo I1.

La correspondiente ecuacién de transporte para un conductor rigido se
obtiene a partir de la ecuacién constitutiva '

fq
TG +q=~KVT, 1)
que reproducimos aqui para hacer autocontenida la discusién, T eg la tem-
peratura de equilibrio local del sélido, q el flujo de calor con un tiempo

‘de relajacién asociado 7, K la conductividad térmica. Combinando estn
ecuacidén con la ecuacién de conservacidn:

de
P =-V.aq, (2)

se llega a la correspondiente ecuacién hiperbdlica para el conductor:
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T -—T( AT, : (3)

donde ¢ = (K, /pC.,Tq)"' ? es 1a velocidad de propagacion, p lo densidad de
-masa y Cy, el calor especifico del material.
" En el esquema hamiltoniano el conductor de calor estd descrito por las
variables de campo conjugoadas ¢ y p, siendo el momento p proporcional a la
temperatura del sélido:

1
= —=T, 4
p=--T “
El comportamiento dindmico de ¢ y p estd entonces dado por las condi-
ciones extremales del principio vatiacional, ec. (15} {capitulo TII), o por la
ecuacién general de evolicién temporal (25) (eapitulo 111} con el hnrmlt,omg
no H definido como:

1
H(p,0¢) = 3 (TqP)’ — 1,p0¢, (5)
con Aigual a ¢ y p respectivamente. El operador O se define como:

2
D=c’A - 2.

Utilicemos ahora la ecuacién general de evolucién para describir el com-
pettamiento dindmico de las fluctuaciones en In temperatura del conductor
de calor. Debemos notar que esto es posible porque conocemos la expresién
para las fluctuaciones de la temperatura, respecto a un estado estacionario
T.s, en el espacio de variables conjugadas:

8T = —Tg (P~ Pent) - -8y

Asi, 1a evolucién de la fluctuacién estd dada por:
367 :
= {&T, H I . N

donde H esta dado por la ec. (5)
Resolviendo, uno obtiene la ecuncién del telegrafista para ST :
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96T 1067 ;
o —¢%—2‘+;;—éT—CA5T=O. . (8)
Esto significa que las fluctuaciones de la temperatura heredan las propieda
des de cantidades que estdn descritas por ecuaciones tipo hiperbdlico. Es
interesante notar que si uno realiza el mismo céleulo representado en las
ecs. {6-8) para la termodindmica lineal utilizando el esquema de Madrkus
y Gambir (1991, 1993, 1994), uno encuentra que las fluctuaciones de la
temperatura satisfacen la ecuacién de transporte de tipo difusivo:

ATy
ot

donde el subindice d indica que tales fluctuaciones estin descritas por un
modelo difusivo. Esto introeduce algunas diferenciss en la dindmica de las
fluctuaciones en cada uno de los dos esquemas. Para discutir estas diferencias
hemos graficado, en la figura 1, la evolucidn temporal de una fluctuacion de
la temperatura de una batra conductora infinita, centrada inicialmente en el
arigen del sistema de coordenadas. La lfhea delgada corresponde al madelo
hiperbélico y la gruesa al difusivo. La fluctuacion se ha representado por una
funcién delta de Dirac, considerada como el perfil de temperatura para la
condicién inicial del problema de las ecuaciones de difusién y del telegrafista.
Las grificas se han obtenido directamente de la solucién analitica para ambas
ecuaciones. En la figura 2 se puede observar la evolucién de la temperatura
vista desde dos puntos fijos de ln barra, a saber, en el origen (figura 2a)
y en z=5 (figura 2b). Todas las variables utilizadas en las figuras estdn
normaljzadas.

Notemos, primeramente, que los diagramas de la figura 1 muestran la
existencia de un frente de onda para la solucién del telégrafo a partir del cual
la temperatura de la barra se anula. Este punto distingue el comportamiento
dindmico de las perturbaciones en la descripcién hiperbdlica. Las sefinles se
transmiten en el medjo con una veloridad finita. Este hecho se puede también
apreciar en la evolucién de la temperatura para =5 en la figura 2b, donde
1a temperatura se eleva sibitamente al tiempo £=5 y a partir de entonces
decrece continuamente. Antes de ese inatante la perturbacion no ha llegado
a la posicién z==5 de la barra. En contraste, la solucién porabdlica se extiende
a todos los puntos de la barra indicando que la perturbacién se ha transmitido
instantdneamente a todos los puntes de la barra. En la figura 2b observamos

—DIAST; =0 (¢}
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que la correspondiente temperatura en la posicion =5 es distinta de cero
- para todo instante. Debe mencionarse que el salto abrupto en la temperatura
en el caso hiperbélico se debe a la funcion delta que se tom6 como condicién
inicial del problema.

Con el esquema variacional construido en el capitulo III estamos, de he-
cho, en condiciones de estudiar la conexién de las fluctuaciones mesoscépicas
en sistemas alejados de equilibrio y su evolucién macroscépica. A ello dedica-
mos las siguientes secciones del trabajo.

LA PROBABILIDAD DE TRANSICION
ENTRE ESTADOS TERMODINAMICOS.

Supongamos entonces para simplificar, el caso de un sistema descrito por
una sola variable termodindmica I", cuya ecuacién de movimiento es:

1
Ce+ ;;I‘, =c*AT. (10)

En esta expresidn ¢ es la velocidad de transmisién de las perturbaciones en
la propiedad termodindmica I y 7 es la constante de tiempo caracterfstica.

Trasladamos la descripcién, como en el caso de sistemas cerca de equili-
brio, al espacio de variables conjugadas constituido por un potencial ¢ y un
momento p, definidos por las relaciones:

1 2
d"“_"_rd)"_c Agp=T, (11)
S a2
P w ’ . el )
Las ecuaciones de movimiento se escriben como sigue:
4,"=%1, R (13)
OH R A I A
P.==—D'a—az. . . e (14) :

con el hamilteniane H dado por:
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L a8

i ' i 3 (T,.p)? ~ 1rp0¢, -
’ V;iande,‘como Anteé, : s .
A : T g
0=c2A - 3
Las ecs. (13,14) son equivalentes a las ecuaciones:
1 . : ’
lﬁ‘n - _’T(ﬁ,z - G‘A'f’ = =Trh . (16)
"
1
put —pe—FAp=0. (17)
T

En analogfa con el caso cercano a equilibrio, consideramos las fluctua-
ciones intrinsecas en el potencial ¢ y definimos la probabilidad de transicién
entre los estados ¢ ¥ ¢ en el intervalo de tiempo 7 como la prebabilidad
condicional de que el sistema se encuentre en el estado ¢ al tiempo &t = 7
dado que al tiempo ¢ = 0 se encontraba en el estado ¢ (Vizquez et al,, 1995¢):

exp [~ (1) A-{#'/8)| 9p/0q'
Jdpexp [~ (}) A-(¢p)] '

P (¢'/4) = {18)

donde la accién tiene la forma:

A @18 = [ at (ot~ H) = [[dt(ppe~ 3 (mp) +7o508), (19)

¥y hemos seleccionado como variables independientes a ¢, ¢' y 7. De esta’
maneta, Op/0¢' en la ec. (18) es el jacobiano de la transformaci6n:

p=pl{ed7)- : (20)

Como antes, la expresion (18) se interpreta como la probabilidad de que
encontrandose el sistema al tiempo ¢ = 0 en el'estado ¢, ocurra una fluc-
tuacién que lo lleve al estado final ¢' durante el intervalo de tiempo 7.
Esta probabilidad debe estar normalizada y de ahf la presencia del factor

1/ fdpexp [ (1) Ar (¢:p)] en Io ec. (18).
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Procedemos entonces a calcular la probabilidad de transicién para inter-
valos T pequeiios, pora lo cual desarrollamos en serie de Taylor a las variables
del espacio conjugado:

o) =+ det + %dmn’ + oy (21)

1
p) =p+pit+ gput’ +. (22)

donde los coeficientes estdn evaluados al tiempo inicial tp = 0. Es posible
obtener la forma explicitn de la transformacién (20) a partir de la expansion
{21} al orden més bajo jposible en T (para conservar la dependencia en el
estado final ¢'). Bl resultado es:

1
S lr@-®+nog)., (23)
y-por tanto el jacobiano queda:
ap _ 1 ce
o =& @

Si consideramos que el lapso 7 es suficientemente pequefio de modo que

el sistema no se aleja apreciablemente de la evolucién temporal promedio,

_ podemos substituir las ecs. (16) y (23) en la expresién para la accién, ec.
(19), que ol orden mas bajo se escribe coma:

A(e,p) = dupT — %TSP’T + TepOgr, (25}

obtenigndo:

A9 = g (= O = 088 =) 457 O8F - (26)

Finolmente, el factor de normalizacién estd dado por:

. 7 :
N= 1/f'inexp (—%’%p’) R

f‘rp-r . . .

2kn e
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Substltuyendo lus ecs. (24-27) en la probubxllr.lnd de r.ranmmén, ec. (18).
- obtenemoa

Bl = \/‘ﬂchﬂ—e"p{ l[zﬂ,('ﬁ’ o —-—Dnb(dz' B+

1r(aer]) (28)
Debe observarse que este campo de probabilidad estd definide en términos
de diferencias del potencial ¢ y de sus derivadas. Hay que mencionsr entonces
que por ello es irrelevante el hecho de que el potencial sea una funcién no
acotada en el tiempo como se deduce de 1a ecuacién (16). Estd garantizado el
buen comportamiento del sistema, desde el punto de vista de su aproximacién
a equilibrio, por las propiedades asintéticas de la variable termodindmica I,
de acuerdo a la ecuacién {17). El limite en el estado de equilibrio {t — oo)
del espacio de variables (¢, p) esti caracterizado por un valor acotado del
momento conjugado p mientras el potencial ¢ no esté definido en dicho limite.
Esto es consistente con la termodinamica de equilibrio donde es sufciciente
la variable I" para caracterizar los estados del sistema.
Comprobaremos ahora que la probabilidad de transicién, ec. (28), satis-
face 1o ecuacién de Chapman-Kolmogorov (van Kampen, 1992; Honerkamp,
1994). Dicha probabilidad puede reescribirse en forma aproximada como:

R e COB T

o { g (0~ 9+ TR - ) (29)

donde O es el valor de ¢ en el punto (¢ +9).
La ecuacién de Chapman-Kolmogorov para eventos considerados dentro
del lapso 7 = 11 4 73 es, ¢como antes:

/ 4’ Pro (&" /&) Por (& [$) = P (¢ [4) - ‘ (30)

En el Apéndice C se demuestra que, en efecto, la probabilidad de tran-
sicién, ec. (29), satisface la ee. (30). Es necesario preguntar en este punto
si el proceso deja de satisfacer la ecuacién de Chapman-Kolmogorov si el
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desa- rrollo de la accién A(d!' ) se llevn al slgmente orden en'T. Como se

demuestra en el Apéndice D, la estructum de. la nccxon no'cambia a tal’ orden
gquedando como:

A(¢’.¢)=21 e

2
[ZLTlz (thae + 7006,) — Tlpw] @ -+ 37 (@87 7 (b 4+ 008, 0.

Como puede constatarse, esta accidén lleva nuevamente a que el proceso
satisface la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Este itado coincide con
resultados previes obtenidos por Olivares-Robles y Garcia-Colin (1994) ya
mencionados, donde a partir de la ecuacién Chapman-Kolmogorov se im-
plica una termodindmica descrita por ecuaciones de transporte como la que
hemos considerado en este trabajo, ecs. (10}, El procedimiento en el trabajo
de Olivares-Robles y Garcin-Colin es en cierto modo inverso al que hemos
mostrado aquf: se supone que el sistema cumple la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov y se demuestra, manteniendo el intervalo de tiempo 7 (que tiene
la misma connotacién que en este trabajo) que las ecuaciones promedio tienen
la forma de las ecuaciones de transporte hiperbélico, ecs. (10). Nuestro
enfoque pareciers ser entonces un tratamiento macroscipico de las fluctua-
ciones mesoscipicas del sistema. La pregunta obligada es entonces: jpueden
los procesos con memoaria termodindmica ser deseritos por la ecuacién de
Chepman-Kolmogorov? Hay quienes responden que sf a esta cuestisn (Kac,
1959), pero se trata sin duda de un problema abierto.

Cerramos el trabajo con algunas conclusiones y comentarios adicionales.
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COMENTARIOS Y CONCLUSIONES.

La principal motivacién de este trabajo ha sido la iden de que la evolucién
macroscépice de sistemnns fuera de equilibrio estd determinada por el efecto
colectivo de los procesos fluctuantes que ocurren en un nivel mesoscépico.
Esto implica aceptar que dos sistemas preparados idénticamente al tiempo
inicial pueden transitar a un tiempo dado a estados termodindmicos distin-
tos introduciendo asi un cardcter estocdstico a las ecuaciones de evolucién
temporal. El cémo entender las ecuaciones dindmicas del sistema para rein-
terpretarlas como ecuaciones estacdsticas es uno de los puntos centrales de
este enfoque. El camino que hemos adoptado para abordar el problema
¥ que resumimos en el orden histdrico es el de los principios variacionales
cldsicos en los que las ecuaciones dindmicas son las condiciones de Euler-
Lagrange y donde la naturaleza intrinsecamente fluctuante del sistema con-
fiere un cardcter probabilistico a las ecuaciones de evolueién temporal.

En segundo lugar, los trabajos existentes basados en formulaciones varia-
cionales tratan con sistemas cerca de equilibrio descritos por un conjunto de
variables termodindmicas extensjvas donde los flujos resultan ser las derivadas
temporales de estas iiltimas y la escala de tiempo es mayor que el tiempo de
relajacion. Nos preguntamos por tanto si es posible trabajar sistemnas mis
generales en un esquema termodindmico que reuna dos requisitos: que sea
posible reformulario variacionalmente y que sea capaz de describir procesos
fuera de equilibrio mds alld del régimen de-la termodindmica irreversible li-
neal durante tiempos del orden del tiempo de relajacién. Un intento se hizo,
motivado por el trabajo de Grabert y Green (1979), en el marco conceptual
de la termodindmica extendida cuya axiomatizacién incluye, como hemos
exptiesto en el segundo capitulo, un principio variacional de tipo restringido
cuyas condiciones extremas son las ecuaciones constitutivas para los flujos
disipativos. El primer paso era tratar de dar una estructura hamiltoniana a
lo teoria a partir del principio restringido ya existente. Surgieron entonces
dos tipos de dificultades. Por un lado, las expresiones encontradas para las
ecuaciones generalizadas de estado se mostraron en desacuerdo en el limite
con la termodindmica lineal y por otro, la naturaleza restringida de! princi-
pio variacional descarté la posibilidad de construir un campo de probabili-
dad para las trayectorias termodindmicas del sistema. Este es un problema
comiin a todas las formulaciones restringidas en las cuales el espacio ter-
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modindmico tangente (derivadas temporales y gradientes de los propiedades
termodinimicas) se mantiene constante durante la variacién y donde se pier-
den las propiedades extremas de Ins funcionales en el espacio completo de
propiedades termodindmicas. La alternativa era trabajar con una formu-
lacién cldsica de los procesos fuera de equilibrio.

La situacién actual que guarda el problema de la existencia de formula-
ciones variacionales cldsicas de la termodindmica de los procesos irreversibles
alejados de equilibrio puede resumirse en los logros de Sienjutycz y Berry
(1989; 1993; 1994) y Grmela et al. {1990; 1991). En cuanto al esquema de
Sieniutycz y Berry hemos mencionado la presencin de ciertos términos en
las ecuaciones de conservacidn que requieren de una justificacién fisica. Hay
que afadir a lo anterior dos puntes. Primero, que no se trata de una ter-
modindmica extendida en el sentido de aumentar el espacio termodindmice
con los flujos disipativos, sino de incerporar a la funcionsl de accién un
término relacionndo con el flujo de entropia. Segundo, que las condiciones
extrernas del principio son las ecuaciones de conservacién y que las ecuaciones
de cerradura que se obtienen para los flujos del sistema no son una conse-
cuencin directa del método variacional. En el marco de la termodindmica
extendida Grmela et al. (1990; 1991) encontraron una estructura hamilto-
niana (que nosotros hemos llamado en este trabajo estructura de Poisson,
reservando el de estructura hamiltoniana a aquella que posee la forma de las
ecuaciones de Hamilton propiamente) para las ecuaciones de cerradura de los
flujos del sistema. Pero no desarrollaron explicitamente la formulacién varia-
cional asociada al paréntesis de Poisson y la ecuacién general de evolucién
temporal definidos por ellos.

El esquema de la escuela hingara de termodindmica, basado en las fun-
ciones potenciales asocindas a las propiedades termodindmicas, esta limi-
tado {Gambar y Markus, 1991; 1993; 1994) a sistemnas cercanos a equilibrio,
pero ofrece la posibilidad de extenderse a sistemas alejados de equilibrio
disponiéndose entonces de una formulacién variacional cldsica cuyas condi-
ciones extremas dan las ecuaciones dindmicas correctas a través de un con-
junto de funciones potenciales definidas en el sentido de la teoria cldsica
del potencial. En el capitulo 1 utilizamos entonces el esquema desarrollade
por Gambdr y Médrkus para ecuaciones de transporte tipo parabdlico para
_tratar la conexién de las fluctuaciones con la evolucidén macroscépica del sis-
tema. Definimos una probabilided de transicién entre estados utilizando la
accibén del esquema variacional cuya estructura es una remembranza de la

66




expresién de Einstein para la probabilidad y la entropia de estados cercanos
a equilibrio. Aprovechamos sus propiedades extremas para caracterizar las
trayectorias termaodindmicas en el espacio de los potenciales y sus momentos
conjugados por medio de un campo de probabilidades de modo tal, que la
evolucién promedio del sistema estuvo descrita por la trayectorias de maxima
probabilidad, esto es, en términos de las condiciones extremas del principio
variacional. El proceso estocdstico que representa las fluctuaciones de los
potenciales resulté gaussiane (hasta el orden ) y descrito por la ecuacidén de
Chapman-Kolmogorov.

El siguiente pnso fué extender el formalismo anterior a sistemas alejados
de equilibrio. Trabajamos entonces en el capitulo I1I en la construccién de
una formulacién variacional clasica para el transporte hiperbélico que deg
cribe un amplio rango de sistemas fuera de equilibrio y que desde un punto
de vista macroseépico contiene varios rasgos en comiin con la termodindmica
irreversible extendida al orden de Maxwell-Cattaneo-Vernotte. El disponer
de una formulacién tipo Euler-Lagrange para las ecuaciones del transporte
hiperbdlico nos permitié encontrar una estructura de Poisson en términos
de un paréntesis en el que una funcién hamiltoniana definida a partir de la
lagrangiana en la forma usuel, juega el papel de generador de la evolucién
temporal de cualquier funcién de }os potenciales y sus momentos conjugados.
Con esto dimos, en un sentido especifico, soporte a la hipétesis de regresién
de fluctuaciones de Onsager al analizar la evolucién temporal de las fluctia-
ciones en la temperatura de un ronductor rigido de calor. Las fluctuaciones
evolucionan como lo hace en promedio el sisterna.

El procedimiento para la construecién del principio variacional del trans-
porte hiperbélico sigue los pasos del trabajo de Markus y Gambir, pero el
problema que tratamos es diferente desde un punto de vista dindmico. El
tipo de situaciones en las que nos enfocamos son aquellas donde la inercia
termodindmica no puede ignorarse y por ende de fendmenos alejodos mdis
alld de equilibrio que lo que la termodindmica irreversible lineal permite.
Especialmente, hemos hecho la descripcién de la evolucidn de las fluctua-
ciones de la temperatura en el conductor rigido de calor usando su expresién
en términos del momento conjugado que en este caso resulta proporcional a
la temperatura, marcando detalladamente las diferencias entre ambas situa-
ciones, »

Las diferencias de las ecuaciones de transporte que heinos tratado aqui
con respecto al problerna hiperbélico de Nyiri (1991) merecen un comentario
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adicional. En un esquema en el que los sefiales se propagan en el medio con
una velocidad finita es cierto que la modificacién local en el tiempo de una de
las propiedades del sistemn, digamos ¥;, puede conllevar el cambio temporal
de alguna de las otras propiedades, por ejemplo 1J;. Pero debe quedar claro
qtie esto es consecuencia de la aparicidén de una inhomogeneidad (espacial) en
9 (producto de la velocidad finita en la transmisién de sefales) que produce
un cambio (temperal) en ;. No hay, como las ecuaciones de Nyfri lo permiten
un efecto temporal directo de J; sobre ;.

Con el formalismo variacional para el transporte hiperbélico estuvimos
en condiciones de abordar el andlisie de las fluctuaciones y su relacién con
la evolucién macrosedpica de sistemas fuera de equilibrio para tiempos del
orden del tiempo de relajacién, cosa que hicimos en el capitulo IV donde
analizamos la relacién de las fluctuaciones y la evolucién temporal de sis-
temas descritos por ecuaciones de tipo hiperbdlico. Seguimos cercanamente
el procedimiento establecido en el capitulo I para el caso cerca de equilibrio.
Con In accién del principio variacional del capitulo III definimos la proba-
bilidad de transicién entre estados a través de una expresién semejante en
estructura a la férmula de Einstein para fluctuaciones alrededor de equilibrio.
Se redujo la expresién completa de la probabilidad de transicion a primer or-
den en el intervalo de separacidn entre eventos 7 bajo €l argumento de que el
limite ¥ — 0 debe tomarse en un sentido fisico, manteniendo siempre a 7 en
un orden de magnitud donde sea posible hablar de una termodinamica. Se
encontré que la probabilidad de transicién entre estados describe un proceso
gaussiano (al orden 7) que satisface la ecuacién de Chapman-Kolmogorov.
Buscando la posibilidad de que un cdlculo a érdenes mayores en 7 implicara
que in ecuncidn de Chapman-Kolmogorov dejara de cumplirse, hicimos los
desarrollos al siguiente orden en T encontrando nuevamente las caracterfsticas
anteriores para la distribucién de probabilidades. Asi, el resultado principal
del capitulo fué la caracterizacién estadistica de las fluctuaciones en el espa-
cio de variables conjugedas y el hallazgo de que sistemas con memoria ter-
modindmica satisfacen la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Este resultado
coincide con el de M.A. Olivares-Robles y L. Garcia-Colfn S. (1994, 1995)
donde sc obtuvieron ecuaciones de transporte hiperbdlico en sistemas que de
inicio satisfacen la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Esto reaviva la dis-
cusidn sobre si la condicidn de que la ecuacidn de Chapman-Kolmogorov sea
satisfecha por un sistema estocdstico es suficiente para asegurar el cardcter
markoffiano del mismo.
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Permitasenos insistir en algunocs aspectos fisicos del problema. Como
hemos mencionado, los estados de no equilibrio requieren ser descritos por
una varjable adicional que es el potencial ¢. Su ecuacién de evolucién tempo-
ral nos muestra que estd definido para todo tiempo finito, pero no lo esté para
un tiempo infinito que corresponde al estado de equilibrio. Se puede decir
que tratamos con un espacio de variables en ¢l que el estado de equilibrio estd
caracterizado por un valor infinito en el potencial ¢. Esto salva, por decirle
de algiin modo, a la termodindmica de equilibrio donde el sistema estd bien
caracterizado con la propiedad I'. Las derivadas del potencial ¢, en contraste,
estin definidas para cualquier instante. La interpretacién fisica del potencial
@ no es directa en estas condiciones sino sélo la de sus derivadas que son las
que estén relacionadas con la propiedad observable I'. La existencia de las
derivadas de los potenciales ¢ para todo tiempo, garantiza la interpretacién
fisica del formalismo, aun cuando el potencial ¢ no esté definido en equilibrio
(tiempo infinito). Hay que recordar, por iiltimo, que el cileculo del campo
de probabilidades para las trayectorins termodindmicas depende sélo de dife-
rencias en el potenciales ¢ y sus derivadas (bien definidas ambaa), pudiendo
salvarse asf la indefinicién del potencial para urn tiempo infinito.

En el mismo capitulo averiguamos si los coeficientes fenomenclégicos de
las ecuaciones del transporte hiperbélico cumplen relaciones de reciprocidad
de Onsager. Esto lo hicimos desde dos enfoques distintos. El primero, dentro
del dmbito de la discusién sobre las condiciones de existencia de principios
variacionales cldsicos para un conjunto dado de ecuaciones en derivadas par-
cioles. Encontramos que las relaciones recfprocas entre los coeficientes de
transporte constituyen una condicién necesaria para la consistencia de la for-
mulacién variacional basada en los potenciales de Nyiri, Gambér y Markus.
Y por otro lado, mostramos la invariancia ante transformaciones globales de
fose del lagrangiano del transporte hiperbdlico, pero més importante que esto
mostramos que una produccién de cierto potencial de no equilibrio definide
en términos de los momentos conjugados de los potenciales es también inva-
riante ante el mismo tipo de transformaciones a condicién de que se satisfagan
las relaciones de reciprocidad de Onsager entre los coeficientes de transporte.
La existencia de este tipo de relaciones para el transporte hiperbdélico coincide
con el trabajo de Olivares-Robles y Garcia-Colin (1994) donde se obtuvieron
a partir de una ecuacién de Fokker-Planck hiperbdlica.

Agreguemos los siguientes comentarios. Es necesario también preguntar
por qué no aplicamos directamente €l método de los potenciales a les ecua-
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ciones de evolucién temporal representadas por la conservacién de energia y
Ins ecuaciones constitutivas para los flujos disipatives. En dltima estancia,
éstas representan al sistema con un esquema. de primer orden en las derivadas
temporales que es en principio mds simple de tratar. Al respecto hay que de-
cir que esto es siempre posible en principio. Pero, paraddjicamente, el dlgebra
involucrada para la construccién de los potenciales en tal caso resulta mas
complicada y se obscurece la interpretacién de los resultados. También, por
simplicidad, tratamos el conductor rigido de calor manteniendo en mente que
ez un ejemplo de une gama amplia de sistemas en los que ocurren procesos
vecterioles.

Una cuestién que hay que dilucidar es sobre las propiedades estadisticas
del momento conjugado p como fuente de la alentoriedad del potencial ¢
asociado a la variable termodindmica I', En virtud de la ccuacién que de-
fine al potencial ¢ cabma esperar que el momento "herede” las propiedades
eatadisticas del potencial.

Para terminar aquf, conviene rematcar las contribuciones principales de
este trabajo. Por un lado, hemos construido un esquema estocdstico basado
en un principio variacional cldsico para el tratamiento de las Huctuaciones
en sistemas que se encuentran fuern de equilibrio, son intrinsecamente es-
tocdsticos, estdn descritos por ecuaciones constitutivas para los flujos disipa-
tivos (que no tienen otra relacién con lus propiedades termodindmicas que
{a establecida por dichas ecuaciones) del tipo Maxwell-Cattaneo-Vernotte,
con coeficientes fenomenoldgicos independientes del estado termodinamico
de! sistema, en una escala de tiempo comparable ol tiempo de relajacién del
sistema y atin mayor. Esto establece las diferencias principales respecto los
trabajos de Onsager-Machlup, Grabert-Green y Graham citedos en el texto,
los cuales se inscriben en el esquema termodindmico de Onsager y tratan
sistemas “envejecidos” sin extensién espacial y cuya naturaleza estocéstica
proviene de fuerzas externas. Por otro lado, hemos mostrado la impottan-
cia que tienen las relaciones de reciprocidnd entre los coeficientes en 1a cong
truccién de un principio variacional clisico para el transporte hiperbélico.
Sin ellas, tal esquema serin sencillamente impensable.

Hemos contestado asi a la pregunta que formulamos al inicio de este
trabajo. La respuesta es que el esquema variacional de los potenciales de
Nyfri (1991) permite construir un potencial termodinimico para hacer un
tratamiento mesoscépico de procesos descritos por ecuaciones dindmicas de
tipo hiperbdlico, lo cual quiere decir, en un contexto termodindmico, para
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procesos alejados de equilibrio hasta el orden de Maxwell-Cattaneo-Vemnotte.

‘. Para  cerrar mencionemos algunos puntos que merecerian una atencién
posterior. Primero, los potencinles asociados a las variables termodinamicas
requieren de una interpretacidn fisica, mas alld de las implicaciones rela-
cionadas con su definicién, Segundo, posiblemente resulte interesante analizar
la inveriancia del esquema construide ante transformaciones locales de fase.
Tercero, tal vez podrian tratarse sistemas autoorganizados introduciendo
condiciones de frontera aprapiadas por medio de multiplicadores de Lagrange.
Es posible que se pueda explotar fructiferamente la representacién del es-
quema en términos de integrales de trayectoria. Por iiltimo, ;existe un teo-
remna H? (en el sentido de si alguno de los potenciales que hemos definido es
decraciente en el tiempo describiendo de este modo la evolucién del sistema
al equilibrio).
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APENDICES.
: A?Eﬁﬁléé A
Substituyendo la ec. (56) en la ec. (55) del cap!t:txic; o
[ 8P (818 P8 [9) =

(S~ 1 (bS5 5tL} _ EENE
V%\!?&me ~5% (&9 ]e"?[ W’(‘# -45)]*
[ o (- (o57)" 0" = 80~ i (pS“) @~ ¢)}
P D R X2 %
T \ Zemrorfr [ (&9 ]e"*’[

\_zi(;—?%‘/—m [ sy (B :W’)] -

' 021, 1,07
oo [T (57" (9 + 39)].
En estas expreslones A representa el valor del laplaciano del potencicl

en el punto 1 (¢ + ¢). )
Flnalmente reduciendo:

[ 8 Ben @18 P @/e) =

1% (4:“ ¢)]

(sS4 )2 _ § ‘rL
2knr

] { Zkr (es7) (6"~ oy* e
im0} -
rory

Kid



APENDICE B.

Pare facilitar la escritura introduciremos la convencidn de sumar sobre
" indices repetidos. Deben exceptuarse de esta convencidn los fndices que
aparccen entre paréntesis.
" Partimos de la expresidn transformada pars V4 - LV

S, LV, =

Pom 8 ém m
grad [ T 0L (m, )T 55 o 1 (‘l.) 6lm

+

Ligny (m, VTS K g g - 0T (n, )T:nAm] )

7 (i) o T T k)
2
Lijgrad [ﬁﬂé;z' —-6°r(l, ) T;%g‘ _ T_(st‘%él

a¢, L.
Aiprie. -

(5..A¢. - @I, )T,"LAd;l)] =

¢ %¢y 82
Lg,grad at" el i0°1 (i) Therad 83 gradﬁg—l-—
& 8y
L0010 (m,5) T grad aﬁm”r"d'ﬁﬁl"
1 &y 3¢5
;—(J.—) Lijgrad—= Bz grad +

= U074 (i,0) Thgrad——= ::‘gradadjl

TU) ] 8
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vm[mavl (ma)’l“’mgrad 8?* grqd_a;%'._

-rza) LqL.jgf'ad%,—g—yradAd). ( )L:: Lo;6°1 (i.t) T",grad': g radBiet
G )I"’L"h (m.9) T”myfada;i”'gradms_
rgi) Lygrad-27 qs'yrad‘i:zf
()Imﬂ”l @0 T»,gr,,déé-_gr a.z‘; tq:.
, P (;) iy Lt () Tiagrad— 645,,, arad Otd;,
! .,-(1)7'(9) -Jyrad5¢ gmd‘z?? - miqﬁ T(if) mgf“d%%grad%ﬁ-’
T(i)r(:,) Liy8%1 (m,j) mgrad_gT'"g,-,,d%_l_
(,) 7—(:) perrd 27 L.,grad"z; 9% orad Ody—

L LE I () ngmd-‘& grod g

T (-") T(l)
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hgg.-au
P
21
av.d_;é .

Om
¢ —
7 (3) T(I.) L(,L,,O I (m,s)'l ',,,grad grmiAg’z.
B’d’ !ﬁt
L,‘;L,jgradAmgrad—l + ~—— Ly ;67  (k 1) Thgrad Adrgrad—=—= T

_() 5

1 8
(k)LkiLuo 1 () Thu Acbagrad by

1 adl
L L radd md
7 (k) i R ijg @xg

Lk. 0PI (k)T ,gradAdz;‘grad d"

T (k)T(J)

L,“L‘,ﬂ I(n,j) '“gradAnf),,grad—‘ﬁl-!-

‘-r (k) 'r(;r) ot

Lk.LuL,,gradAdzkgradA:ﬁ. == Ly;Li3L4i0°I (k,t) Thgraddegraddd—

T(k) ( )

1
o Ly L Lgi 07 I (12,8) T Adigrad Dg,.
, T (k)
Cambiando i +— j,m — I, ¢ = py s — k en los términos que contienen
am en el operador [ y porotrolado i +— j,k — g, n — ¢y r —oenlos

términos que contienen a'n en el operador I en la expresién anterior, se tiene
que:

V- LyVO; = V- Ly,
si y sblo si:

Lij = Lji.
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APENDICE C. )
Del lado izquierdo de la ec. (30) del éup:’fulo ™ fef\e_mqs:_'

[ 48 Pr (81) Pre (4 1) =

1 T 1. =2}
V 2knTdr V prsr iy P {-ﬁf (D'ﬁ) } x

i 1 " ry2 1 1 v
Jas e@{-m(d’ -8+ = TB —¢)}x

oxp {~ s (¥ = " + 06 - 91} o)

En la integracién de esta iltima expresion los términos que dependen del
estado intermedio ¢ son:

exp {“2_,:;‘;; [+ %«ﬁ’l} [ it exp {_Z_R:lr-‘?' -
2(550'+ 29)9]} =
ey 21 .
e""{ o (78 + ot Ta"")}

2knrdTT " "
[ ot -0
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'qulmente, subshtuyendo esta vltima expresicn en la ec. (1) llegn.mos a

j d' Pou (¢ /4" Pt (&' /) =

B .v — 2
v 2k7rr;{r °xp {—ﬁr (D¢) } x

Cen{ g o BT — =R/
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APENDICE D

Moatramos aquf que si se [levu la expanslén hnstn el mgluente orden en

T, ]n ncmén A (¢’,¢) toma la forma

N ’ A(¢,¢) 2gr(¢' &+
[ Gutnon ,-_;y] (as{ . " + %r (o0 -
T2 -
: P (b + TAD¢.f) =03
En efecto, al orden 3.
Aldp) = dupr — -fer"‘ + repOdr-+

1 1 1 1 1 .
§¢.1P.t7'2 + Géupr ?— 57’317.:1"' 2+ ETrP‘PtﬁT’ + ETFPU¢.zTR-

Substituyendo la ec. (16) del capftule IV en la ec. (3) se obtiene:

1
A(d,p)= %Tzrpz’f +3 [¢.c ~ip+ Tr‘:'¢] et

% (Fee +r0B,) }{'rz =

ETPP"" + 5 (¢ « + 7e0d) pri.

Ty

®

(4)

an.lmente, substituyendo la Crnnsfnnmmén (23) del capftulo IV en (4)

llegamos a (2).
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