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RESUMEN

. El trabajo estd enfocado a la presentacion del método de diferencias finitas como una
. alternativa en fa valuacion de opciones. Se describe el método de diferencias finitas
.i.. explicitas - e implicitas ilustradss con un ejemplo de valuacién, asi como - cuadros
comparativos de opciones sobre acciones valuadas con los modelos de Black & Scholes y
dsboles binomiales. El método converge a los valores de las opciones valuadas con Black &
- Scholes cuando se aumenta el nimero de diferencias en precios y tiempo. El modelo de
" valuacion adecuado serd entonces aquel que satisfaga las necesidades del inversionistas y las
. caracteristicas de los derivados a valuar.

ABSTRACT

- Tlus pnper suggests the finite difference method like a choice for valuing options. It

.- describes the explxcn and implicit finite difference method with examples and comparative

" tables of stock options, for the valuation used the Black & Scholes model and the binomial
tree approach. The finite difference method converges to the Black & Scholes values when
increases the number of prices differences and time differences. The method that is chosen
in practice is likely to depend on the characteristics of the derivative security being evaluated
and the accuracy required.




INTRODUCCION

.. Un importante segmento de los mercados financieros lo ocupa el mercado de opciones.

. Aspectos vitales de las finanzas, como la gestion de carteras, la cobertura de riesgos, etc., no
se pueden entender sin considerar las posibilidades que ofrecen las opciones. Asimismo, da a
los financieros de las empresas métodos alternativos para la valuacion de proyectos,
posibilidades de financiamiento para las empresas y un nuevo método para la valuacion de la
firma. Por otro lado, la teoria de valuacion de opciones ha revolucionado la teoria
financiera moderna, especialmente a partir del desarrollo del modelo basico de valuacién de
Black & Scholes, el cual ha sido modificado para utilizarlo en diferentes escenarios. Una
alternativa a este modelo ha sido el binomial, sin embargo existen otras alternativas para la
valuacion de opciones que han utilizado métodos numéricos, tal es el caso del método de
diferencias finitas, al cual enfocaré este trabajo, con el fin de mostrar un método alternativo
para la valuacion de opciones, no sin antes hacer una breve introduccion a la teoria de
opciones.

Debido a la gran importancia que las opciones (en México llamadas warrants') ocupan en
los mercados financieros mexicanos y dado que una buena parte de profesionistas, entre
ellos actuarios, se desempefian en el drea de las finanzas, he tenido interés en mostrar el
método de diferencias finitas para la valuacion de opciones, tanto americanas como
europeas. Este método fue presentado hace ya casi dos décadas por Brennan y Schwartz, sin
embargo los métodos mas utilizados en Ja valuacion son el modelo de Black & Scholes y de
arboles binomiales, de ahi mi interés por presentar un método alternativo a los financieros
dedicados a la valuacién de opciones en instituciones financieras. Por otra parte, el trabajo
es de facil acceso para aquellos que posean conocimientos de matemiticas financieras,
dlgebra, analisis numérico, programacion matematica, ecuaciones diferenciales, estadistica y
algunos conocimientos de economia. Sin embargo, serd de buena utilidad a los economistas,
administradores y contadores, o a cualquier profesionista, dedicados a esta area de trabajo,
ya que el método es de facil aplicacion.

Planteado ya el objetivo del trabajo, describiré a continuacion su contenido. El trabajo
incluye cinco apartados. La primera parte del trabajo estad constituido por una lista de
simbolos, una lista de figuras, tablas y gréficas, un resumen y por wltimo un abstract, las
cuales permiten un mejor entendimiento del trabajo, al mismo tiempo que facilita el manejo
del mismo. La introduccion constituye la segunda parte de este trabajo, la cual describe los
objetivos del trabajo y muestra un breve resumen de cada uno de los capitulos que lo
conforman. Constituida por tres capitulos esté la tercera parte del trabajo. El capitulo I hace
una breve introduccitn a la teoria de opciones, realizando una descripcion sobre el tipo de
opciones y la clase de estrategias que pueden darse con ellas. Asimismo, se explica lo que es

1 En México las opci s como warrants, sin embargo, es necesario explm: que ¢ste término cn
E.U.A. sc aplica a aquellas opciones de compra o venta emitidas por las mismas empresas y no por
- instituciones financicras como en México, Ver término en glosario,



- el valor de una opcién, los factores que lo determinan y los limites que esta tiene. Por otra
parte, se hace una breve descripcion de Ia aplicacion que puede tener la teoria de opciones -
en la valuacion de firmas. En el capitulo II se incluye la descipcion del método de diferencias
finitas como modelo de valuacion de opciones, con el fin de mostrar una alternativa a los
dos mas usados, el modelo binomial y Black & Scholes. El método de diferencias finitas
incluye sus formas explicita e implicita. El capitulo III incluird la valuacion de opciones
sobre acciones. Asimismo, se hace una comparacién de los resuitados obtenidos con los que -
se obtendrian si se valuara con los métodos mas comunes. Las conclusiones y
recomendaciones constituirin la cuarta parte, la que mostrara Jas ventajas o desventajas que
pueda representar el método de diferencias finitas en la valuacion de opciones, asi como las
sugerencias que se puedan derivar. El quinto apartado esta constituido por la bibliografia, un
apéndice y e! glosario. La bibliografia incluye algunos titulos de textos, revistas y tesis de
consulta para el interesado en profundizar en el tema o temas afines. Algunos titulos de tesis
aiin estan en etapa de aprobacio. E! apédice describe los modelos de valuacio de Black &
choles y el de aboles binomiales, ambos incluyen un ejercicio, para que el lector pueda tener
una mejor comprensid, de tal forma que si no conoce ningh modelo de valuacio, el trabajo
pueda darle el conocimiento de al menos tres méodos, entre los muchos que hay.

Finalmente, agradezco a todas los profesores que compartiendo sus conocimientos me
ayudaron a formar una buena parte de lo que soy, al M. en C. Lucio Pérez R. por aceptar ser
mi asesor y darme multiples recomendaciones, pero sobre todo a Julio, por ser mi motor y
ejemplo de superacion constante.

MTC.
Invierno 1995.




~ CAPITULO 1
TEORIA DE OPCIONES

"/ .E1 26 de abril de 1973 comienza a operar el CBOE, Chicago Board Options Exchange, el
‘.. primer mercado organizado que se crea en el mundo. Los primeros contratos eran contratos
. “de opcion sobre lotes de 100 acciones, eligiéndose solo 16 compaiiias al comienzo del

“: mercado, sobre las que se podian negociar opciones. El primer dia se negociaron 911

" “contratos. En 1974 se negoci6 una media diaria de 20,000 contratos. Hoy en dia s6lo en los
mercados americanos se negocian 2,000 contratos de opcion por minuto, Desde 1973 hasta
hoy se han creado mercados de opciones en las principales plazas financieras del mundo, se
negocian opciones sobre una gama amplisima de activos financieros y no financieros y su
uso se ha generalizado para todo tipo de agentes econémicos.

1.1 Conceptos Fundamentales.

Una opcion es un contrato que dé dereclio a su tenedor a vender o comprar una cantidad
" especifica de un activo subyacente a un precio determinado (denominado precio de ejercicio)
durante un periodo o en una fecha prefijada. Es decir, las opciones incorporan derechos de
compra o derechos de venta, por lo que una primera clasificacion que se puede realizar es
entre opciones de compra u opciones de venta.

1.1.1 Opcién de Compra (CALL).

Una opcién de compra, CALL option, es un contrato por el que el comprador tiene el
derecho, pero no la obligacién, de comprar un determinado activo o activo subyacente, a un
determinedo precio (precio de ejercicio) y en una determinada fecha de ejercicio. El
vendedor tiene la obligacién de vender el activo subyacente en la fecha determinada y al
precio acordado. El comprador paga una prima por este derecho.




Ahora

Al vencimiento

Comprador de una opcién
de compra (CALL)

Paga la prima de la opcién
de compra y tiene el
derecho para ejercer.

Sl el valor del activo (S) es
mayor que el precio de
ejercicio (K), el comprador
ejerce.

Beneficio bruto = S - K
Beneficio neto = § - K -
prima de la opcion de
compra.

Vendedor de una opcién de
compra (CALL)

Recibe la prima de la
opcién  de compra ¥y
acuerda entregar el activo
al precio de ejercicio sl el

comprador lo demanda
antes de [a fecha de
vencimiento.

Si el valor del activo es
menor que el precio de
ejercicio, el comprador no
ajerce.

Pérdida de! comprador =
prima de la opcion de
compra

Ganancia del vendedor =
prima de ia opcién de

_compra,

Fig. 1.1 Transacciones con una opcion de compra,

k Diagrama de pago

Un diagrama de pago ilustra el pago en efectivo de una opcion al vencimiento. Para una
CALL, el pago neto es negativo (e igual a la prima pagada por el CALL) si el valor del
activo subyacente excede al precio de ejercicio, el pago bruto es la diferencia entre el valor
del activo subyacente y el precio de ejercicio, el pago neto es la diferencia entre el pago
bruto y Ia prima de la opcion de compra, CALL.

beneficios (NS) OPCION DE COMPRA (CALL)

25 -

20 4

15 4

10 precho de ejerciclo

51 prima opcdn /

0 A | 7 ——

.52'-:,‘3.‘3:'-‘-’.‘5-':2;'28&“53&5!@&883
precio (N$)

Fig. 1.2 Valor de Ia opci6n de compra CALL,




‘111 Opcién de Venta (PUT)

Una opcion de venta, PUT option, da al comprador el derecho, pero no la obligacion, de
- vender el activo subyacente a un determinado precio y en una fecha establecida. El vendedor

o dela opcion de venta tiene la obligacion de comprar el activo en la fecha acordada y al

precio acordado si el comprador decide ejercer la opcién. El comprador pagé una prima por™

este derecho.

Ahora

Al vencimiento

Comprador de una opcién
de venta, PUT

Paga prima de la opcién,
PUT, y tiene el derecho
para ejercer.

Si el valor del activo (S) es
menor que el precio de
ejercicio, el comprador
ejerce.

Beneficio bruto 2 K - §
Beneficio neto = K - § -
prima de la opcién de
venta.

Vendedor del PUT

Recibe la prima de la
opcién de venta y acuerda

Si el valor es mayor que el
precio de ejercicio, el

comprar el activo al precio comprador 1o ejerce.

de ejercicio si el comprador Pérdida del comprador =

lo demanda. prima de la opcién de
venta.
Ganancia del vendedor =
prima de la opcin de
venta.

Fig. 1.3 Transacciones con una opcion de venta, PUT.

Diagrama de pago

Un PUT tiene un pago neto negativo si el valor del activo subyacente excede al precio de - -

ejercicio y tiene un beneficio bruto igual a la diferencia entre el precno de ejerclclo y el valor
del activo subyacente si el valor del activo es menor que el precio de ejercxcxo




OPCION DE VENTA (PUT)

a

precio sjerckio
—— v + N N

oo 2g g YRILBRRR
precio (NS)

Fig. 1.4 Valor de la opcidn de venta PUT.

'1.1.3 Prima dec Ia Opcién

En un contrato de opcion, los derechos y obligaciones y, en consecuencia, la posicion ante el -
riesgo del comprador y del vendedor son asimétricos. Asi, el comprador tiene el derecho (no
Ia obligacion) de comprar o vender, es decir, ejercer la opcion en el plazo correspondiente a
Ia misma. Sin embargo, el vendedor sélo tiene obligaciones, en el sentido de que tendra que
vender o comprar si el poseedor de la opcién decide ejercerls, y en caso contrario no hard
nada. Evidentemente, los compradores ejercerin las opciones cuando la evolucion de los
precios de mercado del activo subyacente les permita obtener beneficios con el ejercicio.
Precisamente estos beneficios del ejercicio de las opciones suponen pérdidas para los
vendedores, por lo que el riesgo asumido por ambas partes es muy distinto. (Por qué
entonces un agente econdmico vende una opcién? La respuesta es simple, porque recibe una
compensacién monetaria del comprador. Es decir, los contratos de opcion tienen un precio
(prima) que debera compensar al vendedor por el riesgo que asume.

1.1.4 Tipos de Opciones

Las opciones se pueden clasificar segiin el activo subyacente sobre el que se instrumentan.
Asi, por ejemplo, existen opciones sobre acciones, opciones sobre divisas, opciones sobre
tasas de interés y/o instrumentos de deuda, opciones sobre indices bursatiles. Las cuales
serén utiles en las estrategias de especulacién y cobertura de riesgos para los diferentes
inversionistas, segin sus necesidades. ’



. 1/,2.‘-123_s_trat'egias Bisicas

" 1.2.1 Cobertura de Riesgos .
" Las estrategias basicas con opciones incluyen la cobertura de riesgo y la especulacion. Con
“'respecto a la cobertura de riesgos, las opciones son el mejor instrumento para cubrir
‘cualquier riesgo de precios. La razén es muy simple, con una opcion transferimos el riesgo
de pérdida, pero mantenemos las posibilidades de beneficio ante una evolucitn positiva de

" los precios. En una economia moderna solo existen dos instrumentos que permiten esta

cobertura, las polizas de seguros y las opciones. En cambio, con otros instrumentos de
cobertura de riesgos, como los futuros y los contratos adelantados o a plazo (forward),
transferimos e riesgo de pérdida y también todas las posibilidades de beneficio por un
" movimiento de los precios a nuestro favor.

1.2.1 Especulacion

. De forma aniloga a la cobertura de riesgos, las opciones son el mejor instrumento para
tomar posiciones especulativas ante una prevision de evolucién de precios. En la

especulacién con opciones, los errores de prevision no suponen graves pérdidas, ya que las

opciones no se ejercen y el Unico quebranto que se asume es el precio de la opcién pagada.

' En otros términos, especulando con opciones limitamos las pérdidas a la prima y dejamos
abiertas todas las posibilidades de beneficio si acertamos en la evolucion de los precios.
1.3 El Valor de una Opcién

Valor Intrinseco y Valor Temporel

El valor de una opcion se puede dividir en dos componentes:

"o El valor intrinseco
o El valor tiempo, valor temporal o valor extrinseco.

El valor intrinseco se puede definir como el valor que tendria una opcion en un moniento . -
. determinado si se ejerciese inmediatamente. Formalmente se calcula por las expresiones: ~

V=Max[0,5-K]  paraunCALL.

V=Max[0 K-S] paraun PUT,




o V= valor intrinseco de la opcion.
" § = precio del activo subyacente. .
.. K = precio de ejercicio.

i En funcion del valor intrinseco, las opciones pueden eata.r

s ,Opclones "dentro de dinero" (in the money), son aquellas cuyo valor mtrinseco es posluvo,
- esto 08 . .
§>K  paralos CALL

K>S  paralos PUT

"}Es'us opcibnes estdn "dentro de dinero" porque su ejercicio nos dé un beﬁeﬁcio.

"“Las opciones "en el dinero" (af the money) son aquellas cuyo precio de ejercicio comcnde
con el precio del subyacente:

§=K paraCALL’s y PUT’s.

- Sﬁ’ valor intrinseco es nulo y su ejercicio no supone beneficio ni pérdida.

Las’ opcloneo‘ "fuen de dmero" (out the money) son aquellas wyo ejerclclo lmphca uns - &t
: vpérdlda En términos analiticos: .

§S<K  paralasCALL's.

K<S  paralosPUT’s.
Dado que estas opciones no se ¢jercen, ya que el ejercicio se traduce en pérdidas, si
asumimos que ¢l comprador es racional, su valor intrinseco también es cero. Este

razonamiento explica la definicion de los valores intrinsecos de Max [0, S - K] para las
CALL’s y Max [0, X - §] para los PUT’s.



,_
2.3 4 5 6 7 8 5 10 11 12 13 14 15 16 17 18 15 20

precio ($)
| >

at the money
" out de dinero in the money

' Fig. 1.5 Valor de una CALL antes de su vencimienito.
Fuente: Multinational Financial Managegnem.

El valor de una opcion CALL en funcion del precio del activo subyacente se representa en la
fig. 1.5. En dicha figura se observa como dicho valor intrinseco solo toma valores a partir de
precios superiores al precio de ejercicio, y su funcion es una recta, E! valor tiempo viene
determinado por la diferencia entre la curva del valor total y la recta del valor intrinseco.

El valor tiempo de una opcion es simplemente la valuacion que hace el mercado de las
probabilidades de mayores beneficios con la opcion si el movimiento del precio del activo
subyacente es favorable. Es decir, el valor tiempo tiene un componente probabilistico, y por
consiguiente en su determinacion tendrd una importancia decisiva la distribucion que se
asuma para las varisciones futuras del precio del activo subyacente. Se observar que:

1) Las opciones “fuera de dinero" sélo tienen valor en el tiempo. Es decir, en la
determinacion del precio los agentes sdlo consideran las posibilidades de una evolucién
favorable ( o desfavorable, los vendedores) de los precios del subyacente.

2) Las opciones "dentro de dinero” son las que tienen el menor valor tiempo. Ademas,
conforme la opcidn esti mas "dentro de dinero" (mayor valor intrinseco), el valor del
tiempo es menor.

3) Las opciones "en el dinero" son las que tienen el maximo valor tiempo.



: ~_'El vﬂbr tiempo de una opcidn se maximiza cuando § = K.

: El valor tiempo de las opciones se comporta de este modo, porque cuando valuamos las. i
*. apciones, asumimos que el mercado es eficiente, es decir, los precios reflejan plenamente "
toda la informacion relevante para el correspondiente activo. S

Para las opciones PUT, cuando la opcion comienza a estar muy “dentro de dinero" el valor
tiempo de la opcion se anula. Esto se debe a que en el caso de las opciones PUT europeas,
¢! valor tiempo puede legar a ser negativo. Dado que el valor total de una opcion es igual a
1a suma del valor intrinseco y el valor tiempo, una forma de valuar opciones seria calcular
ambos componentes y posteriormente sumar los resultados. :

1.4 Determinantes del Valor de una Opcién

El valor de una opcién est4 determinada por un namero de variables relacionadas al activo.
subyacente y a los mercados financieros:

1.4.1 Variables Relacionadas al Activo Subyacente
Valor Actual del Activo Subyacente

Las opciones son activos que derivan su valor de un activo subyacente, por lo que, cambios
en el valor del activo subyacente afectan el valor de la opcion sobre dicho activo. Las alzas
de precios del subyacente provocan subidas de las primas de las CALL y descensos de las
primas de los PUT, las bajadas de precios tienen el efecto contrario, suben las primas de las
PUT y bajan las primas de las CALL. La razon de esta relacion es muy simple, si Ve y Vp
son los valores intrinsecos de una opcion CALL y uns opcion PUT, respectivamente,
considerando su definicion:

Ve = Max [0, §-K]

Vp = Max {0, K-S}
Un incremento de S, precio del subyacente, aumentaré el valor intrinseco de las CALL y
reducird el valor intrinseco de las PUT, y a la inversa. Asimismo, las variaciones de! precio

del subyacente influyen de forma directa en las expectativas del precio posible al
vencimiento de la opcion.
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1.6 "Valor de una CALL en funci6n del precio del subyacente.
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ig. 1.7 Valor de una PUT en funcién del precio del subyacente.

 Varianza o Volatilidad en el Valor del Activo Subyacente

La volatilidad es una variable crucial en los mercados de opciones, se refiere al posible rango -
de variaciones de los precios del subyacente. Estadisticamente es la dispersion del
rendimiento del activo subyacente, definiendo como rendimiento a las variaciones del precio.
Su efecto sobre las CALL y las PUT es el mismo. Los incrementos de volatilidad producen
aumentos de las primas para ambas modalidades de opciones. La explicacidn de tal efecto es
el siguiente:



Cuanto mayor volatilidad tenga el subyacente, el rango de precios al vencimiento de la

- opcion serd mayor, lo que implica un riesgo superior para los vendedores de opciones y -

~'mayores probabilidades de beneficio para los compradores de opciones. En consecuencia, el
mercado de opciones traducird aumentos de volatilidad en aumentos de precios, y a la
inversa.

- Esto pudiera no parecer logico, es decir, que un incremento en una medida de riesgo, como
es la varianza, incrementara el valor, pero las opciones son diferentes de otros valores
derivados, dado que los compradores de opciones nunca pueden perder mis del precio que
pagan y ademas pueden tener significantes rendimientos dado los movimientos en el precio.
La volatilidad es el unico factor que se desconoce en el momento de estimar precios y
realizar transacciones con opciones.

Dividendos Pagados sobre un Activo Subyacente

En un mercado de acciones podemos asumir que los dividendos suponen una reduccion de
las cotizaciones en la medida que los inversionistas descuentan del precio de cada accion los
dividendos repartidos. En consecuencia, dado el impacto desfavorable que tienen sobre el
precio del activo subyacente, los dividendos afectarén positivamente al valor de las opciones
PUT y de forma negativa al valor de las CALL. En este sentido, el concepto de dividendos
que es vilido para las opciones sobre accciones ¢ indices bursatiles, debemos traducirlo para
otros activos subyacentes, En opciones sobre divisas, el equivalente a dividendo es la tasa
de interés de la divisa en cuestion. Esto es, una mayor tasa de interés de la divisa afecta
negativamente a las opciones de compra y positivamente a las opciones de venta. Si se trata
de opciones sobre bonos, los pagos de cupones de intereses afectan negativamente a las
CALL y favorablemente a las PUT. En resumen, los pagos que realice el activo subyacente
por diferentes conceptos, en funcion de su naturaleza, afectan negativamente a las CALL y
positivamente a las PUT. Tal afirmacion sera verdadera siempre que se suponga que estos
pagos afecten negativamente al precio del subyacente.

1.4.2 Variables Relacionadas a las Caracteristicas de la Opcién

Precio de Ejercicio de la Opcidn

Una caracteristica clave que describe la opcion es el precio de ejercicio. En el caso de los
CALL'’s, donde el tenedor adquiere el derecho para comprar a un precio fijo, el valor del
CALL disminuird cuando el precio de ejercicio se incrementa. En el caso de los PUT’s,

donde el tenedor tiene ¢! derecho para vender a un precio fijo, el valor se incrementa cuando
el precio de ejercicio se incrementa.
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I"Iazb de Vencimiento de la Opcion

Tanto los PUT’s como los CALL’s llegan a tener mayor valor cuando el plazo de -
vencimiento se acerca. La longitud del plazo de vencimiento di mayor tiempo para que el
valor del activo subyacente se mueva, incrementindose el valor de ambos tipos de opciones.
Hay un efecto adicional sobre el valor de la opcidn, en el caso de una CALL, donde el
comprador tiene que pagar un precio fijo al vencimiento, el valor presente de este precio fijo
decrece cuando la vida de 1a opcion se acerca &l término, y esto incrementa el valor de 1a

- CALL. En el caso de un PUT, el valor presente de las ganancias esperadas a partir de la
venta del activo al precio de ejercicio al vencimiento, decrece conforme el plazo de
vencimiento se alcanza.

- Asl, por ¢jemplo:

¢ Los compradores de opciones estaran mas interesados en tener contratos con mayores
plazos de vencimiento, mientras que los vendedores preferirdn negociar opciones a muy
corto plazo. .

o Si un operador posee una cartera de opciones compradas con un plazo corto hasta su
vencimiento (menos de tres semanas), debe vigilar permanentemente su cartera y vender
rapidamente los contratos, salvo que la evolucion del precio del subyacente sea
claramente favorable, ya que cada dia que pasa erosiona su inversion en opciones.

1.4.3 Variables Relacionadas a los Mercados Financieros

Dado que el comprador de una opcion paga el precio de ésta por adelantado, existe un costo
de oportunidad envuelto. Este costo de oportunidad dependeré del nivel de tasa de interés y
del plazo de vencimiento de la opcion. La tasa de interés libre de riesgo también interviene
en la valuacion de opciones cuando el valor presente del precio de ejercicio es calcutado,
dado que el precio de ejercicio no tiene que ser pagado (recibido) hasta el vencimiento de
los CALL'’s (PUT's). Incrementos en la tasa de interés generalmente incrementaran el valor
de las CALL’s y reduciran el valor de los PUT’s.

1.4.4 Variables Relacionadas al Ejercicio Prematuro de la Opcién

Una opcion americana puede ser ejercida en una fecha anterior a su vencimiento, mientras
que una opcién europea puede ser ejercida solamente enla fecha de vencimiento. La
posibidad de ejercer prematuramente hace a las opciones americanas més valiosas que las

europeas, pero también hace més dificil su valuacion.

A continuacion se muestra un cuadro, el indica los cambios que presentan las opciones de
compra y venta con respecto a los cambios que presentan sus variables:
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Factor Valor del CALL Valor del PUT
Incremento en el precio de la Crece Decrece
accion
Incremento en el preclo de Decrece Crece
‘ejercicio
incremento en la varianza de! Crece Crecs
activo subyacents
Incremento en el plazo de Crete Crece
vencimiento
Incremento en la tasa de interés Crece Decrace
incremento en el pago de Decrece Crece
dividendos

Fig. 1.8 Factores que influyen en el precio de una opcion.

1.5 Limites del Valor de una Opcién
1.5.1 El concepto de arbitraje

La valuacién de cualquier activo financiero, incluyendo las opciones, se puede realizar
mediante un enfoque de arbitraje, en este contexto el arbitraje significa simplemente que se
pueden obtener beneficios comprando y vendiendo activos, sin tomar riesgos. En un
mercado financiero (u otro mercado) eficiente y en equilibrio, los precios de los activos no
permiten realizar operaciones de arbitraje.

" 1.5.2 Limites del Valor de una CALL

EI establecimiento de unos limites tedricos al valor de las opciones exige la suposicion -
previa de ciertas hipotesis, que permiten fundamentalmente, que el arbitraje funcione sin
trabas. Estas hipétesis son las siguientes:

1) No existen impuestos y costos de transaccion.

2) Los activos son completamente divisibles, es decir, podemos comprar 1.65 acciones o
vender medio contrato de opcion,

3) Sepueden hacer ventas en carto sin limites, esto es, podemos vender una accién sin
poseeria previamente con el compromiso de entrega en una fecha posterior.

4) No se exigen depositos de garantia a la venta de opciones y a las ventas en corto.

5) Se puede prestar y tomar prestado a la thisma tasa de interés.

6) Todas las transacciones se pueden realizar de forma simultanea.

7) Las transacciones se realizan sin que afecten a los precios del mercado. Es decir, el
mercado tiene una gran "profundidad” y no se ve influido por las transacciones
de un agente econémico en particular.

12



..'Evidéritemnie; estas hipotesis no se cumplen en su totalidad en los mercados financieros
actuales.” Ahora bien, generalmente su incumplimiento afecta sdlo en el hecho de que los.
; prgéios de fas opciones se alejan ligeramente de sus limites tearicos.

En base a las hipétesis anteriores, los limites del valor de una opcion de compra europea' :
expresado como C(S, X, T'), donde S es el precio del subyacente, X el precio de ejercicio de
la opcién y T el plazo de vencimiento, son los siguientes; -

"« Elvalordeuna opcion CALL es siempre mayor o igual a 0.

CEKD2O
Una opcién solo tiene derechos y no obligaciones, si el valor fuese negativo, la compra de.
una CALL supondria una ganancia automatica para el comprador. Ademés, se quedaria
con un activo, la opcion, que dé posibilidades de mayores beneficios en el futuro. Las
personas dedicadas al arbitraje en el mercado, reestablecerian rapidamente el equilibrio
comprando todas las opciones que no cumpiiesen este limite.

o El valor de una opcion de compra, CALL, debe ser mayor o igual que el valor del activo
subyacente menos el valor presente del precio de ejercicio menos el valor presente de los
dividendos del activo subyacente hasta €l vencimiento de la opcion.

C28-KQ+i)T-D
.donde / es la tasa de interés y D el valor presente de los dividendos a pagar por e} activo
subyacente hasta el plazo de vencimiento de la opcion. El incumplimiento de esta
condicion generaria operaciones de arbitraje que reestablecerian la desigualdad.
"o Una opcion de compra no puede valer mis que el activo subyacente.
CsS§
Si' C >, vendemos opciones y compramos acciones. Si la ejerzo al vencimiento, gano

C-S. Si no la ejerzo, gano el precio de la accion, es decir, los limites del valor de una
CALL son: '

S2C2Max (0, S-K(1+i)-T-D)
e La prima de una CALL no puede ser inferior al de otra opci6n equivalente con un precio
. de ejercicio superior.

CS. K, D2CE K, D2K,sK,
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. 81 C(S, K), T) < C(S, K,, T), compro las opciones con un precio de ejercicio X, y vendo

. .las opciones con un precio de ejercicio X, los posibles resultados se presentan en el

~ cuadro siguiente.
| Precios al vencimiento 25K, <K, K, sS*< K, K, sK,<S*
{ Opcidn que se Ninguna Precio de ejercicio Las dos
ejerce Ky
Beneficio Diferencia de | S"K, mis | KpK, mds |la
primas diferencia de | diferencia de

capitalizadas primas capitalizada primas cagitallzada
Fig. 1.9 Arbitraje entre opciones. )

¢ La diferencia de primas de dos opciones CALL no puede ser mayor que ¢l valor presente
de sus precios de ejercicio.

& -K)(1+)T2CE K, -CE K D) siK,>K,

o Una opcién CALL debe tener un precio superior al de las opciones equivalentes con -
menor plazo de vencimiento. S

CS, K T)2CE K T) siTy>T,

Como ya se menciono, el mayor plazo de vencimiento se debe reflejar en un mayor valor
de la opcion.

Para opciones americanas, la demostracion de esta relacion es evidente. Si C(S.X.7)) <
C(S, K, T,), compramos la opcion a un plazo de 7, y vendemos la opcién a un plazo 7,
Si en T, Ia opcidn se ejerce, ejercemos la opcion para un vencimiento 7), ganando el
diferencial de primas capitalizado. Si en T} la opcién no se ejerce, hemos ganado el
diferencial de primas y el precio de la opcion a T, en el momento T,. Para opciones
europeas debemos suponer que los mercados valoran eficientemente las opciones de tal
forma que si en 7, interesa ejercer la opcién, C(S, K, T,) debe ser mayor que su valor
intrinseco. Particularmente no se conoce algun mercado donde C(S, K, 7) <S- K.

2 S* es cl precio del subyacente al vencimiento de las opciones.
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e Sl tenemos tres opciones con precios K,>K,>K,, el valor de una opclén mtermedla no:
. debe exceder al valor medio ponderado de las otras dos opclones, de forma que:

K;-K; K-k,
CSKy NS——C(S K, D) + ———CE K, )

KJ -Kl KJ 'Kl

: Esta relacién indica que la prima de una CALL es una funcién convexa del precio de

ejerclcm lo que se puede verificar en las figuras 1.5 y 1.6.

" 1.5.3 Limites del Valor de un PUT

* De forma anédloga a las CALL, el valor de las opciones de venta tienen los siguientes limites: .

P20.
P K T)2KQ+)yT+D-8§

P(S K D<K(1+iyT+D. Por tanto, los limites del valor de una PUT son: K(l+l)'7'_ j
+D2P(S, K, T) > Max (0, K(1+i)T + D - §).

PE, K, T)= P(S, K, T) si K,>K, Evidentemente esta relacion es la inversa dé ln
correspondiente a una opcion CALL, . .

K- KY1H)T2P(S, K, ) - PSK,T) 5i K> K,

PS K, T)2PS K T) siT,>T,

K:'bi » K;-K, .-
PGS Ky NS—~———P(5,K, ) + ———=F
3 -K, R K,



-.1.5.4. La Paridad PUT - CALL

" Opciones Europeas
Si consideramos a P y C como los precios de una opcién de venta y compra américanu.
mientras que p y ¢ son los precios de opciones europeas, las cuales son funciones de S, X, 7,
T, ¢t y o. Suponiendo, asimismo que no existe el pago de dividendos, se cumple que:

C=c

P>p cuando r>0.

Ahora bien, considerando los siguiente dos portafolios:

' Portafolio A: una opcion de compra europea mas un monto en efectivo igual a Ke(7Y.
Portafolio C: una opcitn de venta europea mas una accion.

Dado que las opciones son europeas, estas no se pueden ejercer antes del plazo de
vencimiento, por lo que los portafolios deben tener valores idénticos el dia de hoy, esto es:

c+KetT)=p+§ (1.5.4.1)
Esta relacién es conocida como la paridad PUT-CALL, mostrando que el valor de una
opcion de compra europea con un cierto precio de ejercicio y fecha de vencimiento puede
ser derivada a partir del valor de una opcion de venta europea con el mismo precio de
ejercicio y fecha de vencimiento y viceversa.
Opciones Americanas

La paridad se cumple solo para opciones europeas, sin embargo es posible derivar algunas
relaciones para las opciones americanas, considerando que no existe el pago de dividendos.

Dado que P>p, se sigue a partir de (1.5.4.1) que:
P>c+ Ker(TY)-§
ydadoqueC=c
P>C+Kev@Y-§

C-P<§7Ke-'_(_7'-')‘




S Coﬂsiderando ahora dos portafolios:

"+ combinando con (1.5.4.2) tenemios: -

o Porufollo I: opcion de compra europea mas un monto en efectivo igual nK
Portafolio J: opcion de venta americana més una accion. .

" Ambas opciones tienen el mismo precio de ejercicio y fecha de vencimiento y supomendo'.
que el efectivo del portafolio I esta invertido a una tasa de interés libre de riesgo. Si'la’:
opcion de venta del portafolio J no es ejercida prematuramente su valor en la fecha 7 ser:

max (S, K)
" El valor del portafolio I en la fecha T es:
max (Sp, K) + Ke?T-Y .K

Por lo que el portafolio I tiene mayor valor que el portafolio J. Suponiendo ahora que la
opcién del portafolio J se ejerce prematuramente, es decir, en la fecha 7, su valor es igual a
K. Sin embargo, si el valor de Ia opcién de compra fuese menor, el valor del portafolio I
seria Ke”(*Y en la fecha 1. Por lo que el portafolio I tiene mayor valor que el ponafoho 1.
siempre. Esto es: '

c+K>P+S§
. ,dldoque ct+C
c+K>P+s
ol
- - c-p >s‘-x-_:

S-K<C-P<§-Ker@y -




EI Efecto de los Dividendos

Los dividendos pagados durante la vida de la opcion pueden usuakmente ser predecidos c{m;‘,‘v
‘razonable certeza. Se usa D para denotar e} valor presente de los dividendos durante Ia vxda‘ L
de la opcion. Definiremos otros portafolios para mostrar la paridad. ;

Portafolio C: una opcion de venta europea mis una accion.
Portafolio D: un monto en efectivo igual a D + KeT-)

De dichos portafolios se sigue:
p>D+Ke?T).-§

» Portafolio E: una opclbn de compra europea més un monto en efectivo iguala D + Ke"'(" ’)
Portafolio F: una accion. .

Dados los portafolio E y F se tiene que:
¢>8-D-KerTV

Ahora bien, comparando el valor en la fecha 7 de los portafolios E y C se tiene que cuando
existen dividendos, Ia paridad PUT- CALL es:

c+D+Ke?TU=p+§

1.5.5 Posiciones Sintéticas

La compra del subyacente mas 1a compra de un PUT equivale a 1a compra de una opcién
CALL. Es decir, combinando posiciones en ¢! subyacente con una opcion, CALL o PUT,
obtendremos otra modatidad de opcién.

En otros ténminos, las opciones se pueden replicar con carteras equivalentes del subyacente
y otrs modalidad de opciones. Como dicen los operadores de los mercados de opciones, se
pueden conseguir posiciones "sintéticas”. Por los razonamientos de arbitraje, una CALL
sintética debe valer lo mismo que una CALL idéntica adquirida directamente en e} mercado.
La igualdad anterior se expresa formalmente con la paridad PUT-CALL. En conclusion, se
puede enunciar la paridad PUT-CALL diciendo que una opcién adquirida directamente en el
mercado debe tener el mismo precio que una opcién idéntica replicada de forma sintética.
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Fig. 1. lo PUT sintética. Esta opcion sintetica se forma con la compra de una CALL més la venta deun e
P acuvo subyacente, por ejemplo una accion. -
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® ~ D &
- - - -

precio subyacente ($)

Flg. L CALL sintética, Esta CALL sc consigue con la compra de una opcion de venta (PUT) mésh -
compra de un subyacente, por ejemplo una accion,
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i ‘»7,_Bﬁsi§:§mente, las posiciones sintéticas en opciones se construyen considerando:

CALL SINTETICA = PUT + COMPRA SUBYACENTE

PUT SINTETICO = CALL + VENTA DEL SUBYACENTE

o Esﬁ posibilidad de "replicar” opciones no solo es importante de cara a posibles arbitrajes, -

. sino que es Gtil en el disefio de algunos instrumentos "sintéticos" de cobertura y en la gestion
" del riesgo de una cartera de opciones.

1.6 LA VARIABLE FUNDAMENTAL: VOLATILIDAD

En los modelos de valuacion de opciones siempre aparece un parimetro desconocido, la
volatilidad, que influye notablemente en el precio. Evidentemente Ia volatilidad tiene gran
importancia para los modelos de valuacién de opciones y asimismo para los operadores de
un mercado de opciones, pues éstos se interesan en la direccion de los precios del
subyacente y en la "velocidad" de los movimientos del subyacente. Esta "velocidad" es la
volatilidad. Como indica Natemberg, si los precios de un subyacente no se mueven con la
suficiente rapidez, las opciones sobre dicho subyacente valdrin poco dinero ya que
disminuyen las posibilidades de que el mercado cruce los precios de ejercicio de las
opciones. Los mercados cuyos precios se mueven lentamente son mercados de baja
volatilidad; los mercados cuyos precios se mueven a gran velocidad son mercados de alta
volatilidad. Si el subyacente es poco volatil, los agentes que acuden al mercado a cubrir
riesgos no tendran ningun incentivo para comprar opciones. Por otra parte, la especulacion
con opciones no tiene ningun sentido en un mercado de baja volatilidad. Es decir, las
opciones y la volatilidad estan intimamente unidas. De hecho, dado que los operadores mas
profesionales especulan sobre los valores futuros de la volatilidad podemos definir a un
mercado de opciones como un mercado de volatilidad.

1.6.1 Mercados Eficientes y Volatilidad

En la mayoria de los modelos de valuacion de opciones se asume Ja hipétesis de un mercado
eficiente para el subyacente. Esto significa que los precios del activo subyacente incorporan
autométicamente toda la informacion relevante sobre dicho subyacente. ‘
Si el mercado es eficiente, la variacién de los precios sera totalmente aleatoria ya que se
producird sélo cuando aparezca nueva informacion en el mercado, y este fendomeno, Ia
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- aparicion de nueva informacion, es también aleatorio. Por esto se dice que en un mercado
eficiente los precios siguen un "random walk" (caminata aleatoria). El significado de esta
hipotesis se comprende facilmente en base al ejemplo propuesto por Natemberg. Los precios
en un mercado eficiente tienen un comportamiento similar al de las "bolas" de la tipica
maiquina de pinball. Cada vez que accionamos el muelle de la maquina la bola sale disparada
por el tablero y caera en cualquier agujero final en funcion de las colisiones que tenga con
los diferentes obstaculos construidos sobre el tablero. Después.de muchas tiradas de varias
bolas, la distribucion de las mismas se aproximara a una distribucion normal. Por otra parte,
Ia mayor o menor intensidad de los movimientos de los precios generaré una distribucién
més o menos volatil (fig. 1.12).

frecuencia
baja volatiidad

volatilidad
moderada

alta volatiidad

: Fig. 1.12 Distribucioncs con diferente varianza o volatilidad.

En una distribucion normal, y en general en cualquier variable aleatoria, el nivel de
dispersion de los valores posibles de la variable lo podemos medir por la varianza o
desviacion estindar. En el caso del subyacente de una opcién, Ia dispersién de los precios
posibles al vencimiento se corresponde con la volatilidad de dicho subyacente. En términos
més precisos, la volatilidad Ia podemos asociar a la desviacién estindar de las variaciones de
los precios del subyacente. Ademas, si seguimos con nuestra hipétesis de mercado eficiente,
estas variaciones seguiran una distribucion normal.

1.6.2 Volatilidad Histérica
Una primera aproximacion a la estimacion de la volatilidad del subyacente es analizar cual ha
sido su volatilidad en el pasado. A la volatilidad de un activo subyacente calculada segin

series historicas de precios se denomina volatilidad histérica. El célculo de la volatilidad
historica se puede realizar de dos formas:
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En base alos preclos de "cierre" del subyacente. .
- En base a los precios "méximo" y "minimo" registrados en las dnferentes sesiones de
negociacion del subyacente en el periodo de cilculo.

‘ El primero es el més utilizado en los estudios académicos de los mercados de opciones y por.”
" los profesionales que negocian estos instrumentos. El rendimiento del activo subyaceme se.
calcula:

rn=In(S/8,)
donde:
= rendimiento del subyacente det-1at.
§, = precio de cierre del subyacente en la fecha t.
§,.1 = precio de cierre del subyacente en la fecha t-1.
" La utilizacién de logaritmos convierte Ia variacion de precios (S, / S,,;) en una tasa de

<+ - rentabilidad continua que es la mas apropiada para los modelos de valuacién de opciones.
.. /A partir de la serie de 1, calculamos la media y la varianza de los rendimientos mediante: -

L
r=% —
W n

- r)z

“'donde n es el niimero de datos utilizados en los calculos, r la media y sigma cuadrada la
" varianza, ‘La desviacion nos dara una estimacion de la volatilidad histérica en términos del
‘periodo elegido para calcular rt, es decir, si rt se calcula en base semanal, sigma sera la
volatilidad histérica en términos semanales, etc.

1.6.3 Volatilidad Implicita

La volatilidad implicita se obtiene de los modelos de valuacion, donde la incognita serd
sigma y la prima de la opcién serd un dato. El célculo de la volatilidad implicita exige
primero, la seleccién del modelo de valuacién que pensamos se utiliza por la mayoria del
mercado. En segundo lugar, cada opcién tendra una determinada volatilidad implicita, lo que
exige calcular la volatilidad implicita para cada serie de opciones en los mercados
organizados.
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- La.volatilidad implicita refleja las expectativas del mercado sobre la volatilided del.:
- subyacente hasta el vencimiento de la correspondiente opcién. Esto explica que también se
la denomine "volatilidad del mercado”. La volatilidad implicita cambia continuacmente en -
. funcién de las alteraciones de las primas, el precio del subyacente, etc. Realmente es el
~ auténtico precio de los mercados de opciones. Asi, algunos especialistas de los mercados de
opciones suelen denominar a esta volatitidad "nivel de las primas". Si la volatilidad implicita
estd por encima de sus valores histéricos, dirdn que el nivel de primas del mescado es alto y
“a la inversa. Por ellos, muchos agentes intentan predecir los niveles de las volatilidades
" implicitas en el futuro. Esta prediccion se puede realizar con el tipico analisis técnico, o
utilizando modelos estadisticos y econométricos mas sofisticados. Dada la importancia del
anilisis de la volatilidad implicita, conviene obtener un dato de volatilidad para cada
subyacente y vencimiento en periodos regulares de tiempo (dia, apertura, cierre, etc). El
problema se plantea, de cara a analisis empiricos, en la seleccion de la volatilidad implicita de
" cada momento del tiempo (p.e. al cierre diario del mercado) que vamos a utilizar. En un
mercado organizado de opciones, para un determinado vencimiento existird una volatilidad
implicita diferente para cada precio de ejercicio cotizado. Una solucion a este problema es
calcular Ja volatilided implicita promedio como media ponderada de las volatilidedes

implicitas de los diferentes precios de ejercicic negociados. Es decir,

o, = IW,0,
P2 :
n
Zw; =1

=l

.6; = volatilidad implicita media para el vencimiento en una fecha dada.
o;; = volatilidad implicita para el vencimiento, de la serie de precio de
ejercicio J, .
. en la misma fecha.
W, = puede ser calculado a partir de la liquidez de las diferentes series (ms
negociacién, més peso) o a partir de la VEGA de las diferentes series.

Otra alternativa mds sencilla y mas empleada en los meréados es utilizar la volatilidad
implicita de las opciones at the money, Jas cuales presentan dos importantes caracteristicas:
» Normaimente son las més liquidas, por lo que ofrecen una mayor representatividad de las

opiniones del mercado.
o Adicionalmente son las més sensibles a las variaciones de la volatilidad.

3



Se puede evaluar en todo momento la expecfativa de volatilidad del mercado a través de la
volatilidad implicita de las opciones at the money.

1.6.4 Volatilidad Futura

'La volatilidad futura es el dato que a cualquier opesador en opciones le gustaria conocer.
Todos los modelos de estimacion de volatilidades intentan determinar este valor.
Conociéndolo se puede valuar correctamente las opciones y por supuesto ganar dinero
aprovechando los errores de las expectativas de otros agentes. Conocer Ia volatilidad futura
del subyacente de una opcion tiene tanto valor como saber con certeza las tasas de interés el
préximo mes. Para ningin mercado financiero o no financiero existen "bolas de cristal” que
nos permiten averiguar perfectamente el futuro.

1.7 Otras Aplicaciones de la Teoria de Opciones

Las opciones ademis de funcionar como instrumentos financieros y ayudar a los
inversionistas a cubrir riesgos y especular, son utilizadss por los financieros de las firmas o
empresas: (1) para la valuacion de proyectos, sustituyendo el método de valor presente
neto; (2) en la valuacion de empresas; o bien, (3) como medio de financiamiento de la
empresa mediante Ia emision de ciertos valores o bonos corporativos, como los callable
bonds (bonos con opcion de recompra) y putable bonds (bonos con opcion de reventa).
Sobre este iltimo punto es necesario indicar que las empresas mexicanas no emiten este tipo
de bonos, sin embargo constituyen potenciales fuentes de cobertura al riesgo para estas
empresas.

Sobre el segundo punto, la teoria de opciones juega un importante papel en la valuacién de
las empresas, ademas de que provee una diferente perspectiva que puede ser util en e
entendimiento y analisis de empresas de alta tecnologia, empresas con graves problemas de
capitalizacion, asi como aquellas dedicadas a los recursos naturales. Asi por ejemplo, la
teoria de opciones pueden aplicarse de tal forma que el capital de la empress puede ser
valuada como una opcion de compra, una patente puede ser valuada como una opcion sobre
un producto y los recursos naturales considerados como activos pueden ser analizados como
opciones.
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CAPITULO 2
METODO DE DIFERENCIAS FINITAS -

" Enlaultima década se ha tenido un amplio crecimiento en el campo de la teoria de opciones,
durante este tiempo, el método original propuesto por Black & Scholes se ha extendido a Ia
valuacion de otro tipo de opciones. Todos los diferentes modelos de valuacion han tenido
un punto en comun, en cada uno de ellos, los valores de las opciones pueden ser obtenidos
resolviendo una ecuacion diferencial sujeta a un conjunto de condiciones de frontera.

Sin embargo, la mayoria de los problemas de valuacion de opciones no tienen una solucién
exacta y ésta debe resolverse utilizando métodos numéricos, es decir, métodos que intenten
calcular una solucién aproximada para un conjunto especifico de parametros. Dos
principales categorias de soluciones numéricas han sido utilizadas en la teoria de opciones.
La primera intenta resolver la integral representando el valor de una opcion, mientras que la
segunda resuelve directamente la ecuacién diferencial. En la primera se incluyen el método
Binomial de Sharpe (1978) y Cox, Ross y Rubinstein (1979), el método Trinomial de
Parkinson (1977) y el método de simulacion de Monte Carlo propuesto por Boyle (1977).

. En la segunda categoria se incluyen las técnicas de aproximacion de diferencias finitas,
comenzando con el trabajo de Brennan y Schwartz (1976).

2.1 Método de Diferencias Finitas

El método de diferencias finitas valoa derivados resolviendo numéricamente la ecuacién
diferencial que el derivado satisface. La ecuacion diferencial se convierte en un conjunto de
ecuaciones en diferencia y éstas son resueltas iterativamente.

Los supuestos congiderados son:

¢ Los mercados se consideran sin fricciones y el comercio es continuo. En particular, no
hay restricciones en las ventas en corto.

» Latasa anual de interés libre de riesgo es constante e igual a 7.

» El precio de Ia acci6n sigue un proceso geométrico Wiener de la forma: dS = aSdt + ¢
Sdz, donde o y o son, respectivamente, la media y la desviacion estindar de Ia tasa de
rendimiento de la accion. Finalmente, dz es un movimiento Browniano con media cero y
varianza d.



Dado estos supuestos, se considera la valuacion en el uem;io ¢, de un PUT americano sobre
-+~ una opcién que no paga dividendos, f(5,9). El sistema de ecuaciones que la opcion con ©
: "veuclmxemo 7, debe satisfacer es:

_g{ws :; + '/zo_zé :2;= rf ey
:suje_t"o a:

j(s.nsmﬁo,x-m | }2’.1.2). o

AS.u) = Max{f*(5,u), XK-5) para 1<u<T | 1 .3)

donde K es el precio de gjercicio de la opcion y f*(S,u) representa el valor de la opcion en el
tiempo  si no es ejercida, es decir, si se deja viva para el siguiente instante del tiempo. La
condicion de frontera (2.1.2) considera el hecho de que el pago de la opci6n al vencimiento
serd cero si el precio de la accion es mayor o igual al precio de ejercicio 6 igual a la
diferencia entre el precio de ejercicio y el precio de fa accion si el precio de la accion es
menor que el precio de ejercicio. La condicitn de frontera (2.1.3) representa la decision
que el tenedor de un PUT americano tiene que tomar en cada punto del tiempo durante la
vida de Ja opcion. El tenedor de Ja opcion puede mantener la opcién viva, en cuyo caso su
posicidon sera f*(S,u) o bien, ejercerla si K-S es mayor que f*(S,#). Este problema de
valuacitn no tiene una solucion exacta y debe ser resueita numéricamente.

2.1.1 Metodologia
Se escoge un nimero finito de diferencias, igualmente espaciadas entre el valor actual, cero
y ¢l vencimiento de l1a opcion, I. Estas diferencias corresponderin al tamaflo o longitud

uniforme de los intervalos del tiempo, en el horizonte [1, 7], y que serd k = At. Se supone
que At= 77Ny que se considera un total de N+ veces:

0, A 241, .., T
Asimismo se escoge un nimero finito de diferencias, igualmente espaciadas en precios de la

accion. Lag diferencias representan el tamaifo del intervalo entre los precios y se define
como / que es igual a AS. Suponiendo que Smax es un precio de la accion suficientemente
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" alto que, cuando es alcanzado, el PUT virtualmente no tiene mngun valor. Se define AS= ..~

B Sma/M y considera un total de precios de Ia accion igual a M+ / precios:
0, AS, 2AS, ..., Smax
Uno de estos precios se supondra como el valor actual del precio.
Esta aproximacion general es representada en la fig. 2.1. Se construye una malla quev
consiste de un total de (M+ /) (N+1) puntos, ef punto ( /, j ) sobre la malla es el punto que - .

corresponde al tiempo /At y al precio jAS. La variable fj, denota el valor de 1a opcion en el
punto @i, j ).

M+1)
. . . . . . .
Smax
° ° ° 0 . . .
° . ® . » . .
3 0 . 0 . . .
. . . [ . . .
. L ] L ] [ ) L] L] L[ ] L[]
2AS . » . . ] [ .
AS . ° . ° 0 . .
o] 0 . ° . . .
t tar 2t T

N+)
Fig.2.1 Malla para el método de difercncias finitas, cada cuadro representa un puato en 1a malla,
un punto f;; cualquiera.

2.1.2 Las Herramientas Basicas

La principal herramienta en la derivacion de la aproximacion de diferencias es la expansién
de Taylor, 1a cual dice que el valor de la opcitn en el punto (S, ) satisface las siguientes
ecuaciones? :

o &f &S
AS+h, uy=AS, u)+h——+ V2 + 16 P + o(h%) (2.1.9)
a8 o as?

3 o{h*) significa que el ervor ¢s "de orden h ". Existe una constante K positiva tal que |o(h%)[< K®%
cuando h ticnde a cero. En la ecuacién (2.1.4), cuando h (el tamafio del intervalo entre los precios de la
accion en la malla) va a cero, ¢l crror que cometemos usando los primeros cuatro términos del lado derccho
de 1a ecuacién, también va a cero y a una tasa suficientemente rapida que es menor a K(h*) para cualquier
h. En general mientras mayor sea el orden de h en la aproximacién, mas exacta es.
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af &5 S
sk + ol @)

RSB W) =FS, )bt Y P

" Sumando las ecusciones (2.1.4) y (2.1.5), se obtiene una sproximacién de diferencias finitas -
. ".dels segunda derivada, 3f/ 35%:

& AS+h, u) 2A8u) + ASh, 4)
+

as? ®

= o) @16) - -
: -V“__En forma de diferencias finitas, esto se aproxima a:
o fini=2f5 +fi1s Co
= [P 3 %))

.' dohdeel segundo miembro representa la segunda derivada de AS,4) con respecto a Sy fii es
Ia aproximacion de diferencias finitas de S, %) en el punto § = Smin +ih y u=1t+jk.

“-- - Similarmente, restando (2.1.5) a (2.1.4) se obtendrk la aproximacidn en diferencias finitas

para la primera derivada con respecto a §:

a5 2k

¥ ASh)-ASh) i
+oli) I

en términos de diferencias finitas:

o Sratfae o

& . I




R l-‘inalmente, la aproximacion en diferencias finitas de I derivada del tlempo se puede obtener -,
. expandlendo el valor de la opcién como una funcién del tiempo: - i

o
A, utk)=£S, u) +& +o(F)

AS, uh) =15, u)- & +o(k) (z‘l.n) o
Lu‘ecucclonu (2 1.10) y (2.1.11) implican dos diferentes aproximaciones de la dcnvada dd
»»"tlunpo La ecuacion (2.1.10) implica que: o

F S k) -ASw) Rt o
—_— e +o(l&D) , (2.1.12);
- P o e

i hque corresponde a [a siguiente aproximidén:

of Siin - fu
o k

, Ll eumon (2.1.11), implica que:

T SSW-SSed)
———=———————+o(lkl)
o N

" o en diferenciss finitas:

S eSw
- .




" 2.1:3 Método de Diferencias Finitas Implicitas

- Pm un punto interior ( J, j ) sobre la malla, 3f/ 8§ puede ser aproxirhadavéé

af_ S-S
as As
o '_" f u i
88 AS

. “La ecuacion 2.1.16 es la aproximacion de diferencia adelantada a la que llamaremos en- - .
adelante fda, la ecuacion (2.1.17) es la aproximacién de diferencia atrasada 6 bda en:-
adelante. . En el método de diferencias implicitas se usa una aproximacion mas simétrica
promediando las dos ecuaciones: ’

j= Jign ~Fija '(2.' 118)
oS 2A8 ' S

" Para 9f / &1 se usara Ia fda tal que el valor en el tiempo iA? esta relacionado al valdr en el
tiempo (i+1) Ar;

¥ Sty S
SR i @119
ot At L

La bda para f/6S en el punto (i, ;) esta dada por la ecuacién (2.1.17). La bda en el punto (i,
Jl)es:

30
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C ydudoque S—jAS

fing -fy S ~fij
, +rj AS —+ Y202 AR
- At 2A8 AS?

S tfija ;‘zfuq_‘

'pll.l'lj- 1 2, ,M-l ei=0,l,. ,Nl Reordenando tennmosyconsxderando que_/ = /AS,
: seobuene

af i.rl'f b5+ eif =S i
" donde: v v

= Y4rj A= %o A1

» b= l‘+;r’j"Al+rAl

. c:i=-'/izi'At-"/zczj7At




. Usando ahora las condiciones de frontera para un PUT americano, El valor del PUT ‘en el
‘ tlempo T es max [ X - 87, 0 ] donde Syes el precio en el tiempo, por lo que: -

Jig=max [X-jAS,0] J=01,..M

ERR ! \blor del PUT cuando el precio es cero .es X, entonces:

fo=X i=01,..N 2.1.23) _

" El valor de Ia opcién tiende a cero cuando el precio tiende a infinito. Usando la
aproximacion: o

Fag=0 i=0,1L.N @129

Las ecuaciones (2.1.22), (2.1.23) y (2.1.24) definen el valor del PUT a lo largo de los tres.
extremos de la malla, donde § =0, §=Smax y # = 7. Usando Ja (2.1.21) se llega al valor de
Jfalolargo del extremo izquierdo de la malla. Primero los puntos correspondientes al tiempo
7-At son considerados. La ecuacion (2.1.21) coni = N-1 dan M-1 ecuaciones simultaneas:

@Gf e + B Ny + S Nt =S 0 (2.1.25)

‘paraj=1.2,.., M-1. El segundo miembro de estas ecuaciones son conocidas a partir de Ia
ecuacion (2.1.22), de las ecuaciones (2.1.23) y (2.1.24) se tiene:

Swo=X

Svau=0

(2.1.25) representa a las AM-1 ecuaciones que pueden ser resueltas para las M-}
desconocidas: /311, f¥1.2,., f 40,41, Después que esto ha sido resuelto, cada valor de /»-
1§ es comparado con X-AS. Sifn-1j < X-/AS, el precio de ejercicio anterior en el tiempo 7
- At es 6ptimo y f »-1; es igual al conjunto X-/AS. Los nodos correspondientes a 7" - 2Af se
manejan de una manera similar y asi sucesivamente. Eventualmente, fo1, fo2, fo3, ..., foa1 SOn
obtenidos y uno de estos sera el valor de Ia opcion.
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2,14 Método de Diferencias Finitas Explicitas

. Para este miétodo los valores de 3135 y @f/a5? en el punto (i, /) sobre la malla se 'siipbn‘
‘como iguales en el punto (i+1, j), y entonces las ecuaciones (2.1.18) y (2.1.20) serén: s

_ fiﬂ,jﬂ ‘fiﬂ.i-l
248

)

d F L

62_[ oo fisp = 2 fin




CAPITULO 3

VALUACION DE OPCIONES CON |
EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

" La primera parte de este apartado incluye la valuacion de una opcién de veata (PUT)
-americana con el método de diferencias finitas explicitas, en la segunda parte se valua una
opcion de compra americana (CALL) con el métado de diferencias finitas implicitas. En la
" 'valuacion se suponen datos de una accion x a la que Hamare JCA3, es decir, no considero
datos de opciones reales que operen en el mercado de valores mexicano, pues mi propdsito
es solo mostrar el método de diferencias finitas como una alternativa a los modelos de
valuacion cominmente utilizados. Sin embargo, describo el algoritmo en excel que utilicé
para fa valuacion de las opciones sobre la accién JCA3. Se incluyen asimismo, dos cuadros
comparativos de valuacién de opciones de compra y venta tanto europeas como americanas
valuadas con los modelos binomial y de Black & Schofes.

3.1 Valuacién de Opciones sobre Acciones.

3.1.1 Valuacién de una Opcion de Venta Americana (PUT americano).

Con ¢! método de diferencias finitas explicitas, calcular el valor de una opcién de venta
americana sobre la accion JCA3, considerando que la opcidn tiene un plazo vencimiento de
5 meses y no paga dividendos. Tiene hoy un precio de 50 um* . y un precio de ejescicio de
50 u.m., 1a tasa anual libre de riesgo es de 10% y una volatilidad de! 40% anual.

Datos:

Dividendo =0

T'= 5 meses = 0.4167 afios.

N=2

Ar=0.2083

Gg=0.40

r=0.10

K=50

$=50 o
M=6 LA

- 4wm.: unidades monetarias.
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o Spmae = 100
S =0

i Metodologia

CAS= i6.67

l) Se construye la malla para la valuacion, en este caso sera de 7x3, la cual tendrd 21 nodos, o
a cada uno los cuales se le asigna el valor correspondiente, considerando la AS supuesta,

" .comenzando de abajo hacia arriba. Consideramos la malla descrita en el capitulo 2:

AS=S,, /M=100/6=16.67

Asi, 248 = 33.33, 3AS = 50, 4AS = 66.67, SAS =83.33 y por altimo §,,,,, = 100, sustituyendo : e
estos valores en la malla y recardando que N = 2, tendremos entonces N+1 =3 columnasen '
* - lamalla. L

Sour 5.=100 S5, = 100 5, =100

5AS §,= 83.33 §;= 83.33 §,= 8333

4A5 S, = 66.67 §;= 66.67 §,= 66.67

3AS S5,= 50 S.= 50 S5,= 50

248 S,=33.33 5= 3333 S§,=3333"

AS S¢= 16.67 Sn= 16.67 =.16.67
Sonin 8§, = 5= S=0

2) A partir de las formulas para calcular a, b y ¢, ecuacion (2.1.25*), se obtiene el sxguleme :

cuadro, que utilizaremos mas tarde para valuar la opcion:

S, S Sq S 5

a 03571 02204 0.1163 0.0449 0.0061
] 0.1837 04775 0.7061 0.8694 0.9673
0.4592 0.3020 0.1775 0.0857 0.0265
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- ,Recordemos que 5,;=5,=5;, §=575,, S=575,
8788, Detdfomquepuncduﬂuasb,xs‘y oS, serk

€s1e Caso:

1 rAIS, aISRAL
- - + 1
1+rAt 2A8 2A8
. 1 oA
bSy= [1- +rat]
1+rAt AS? .
1 rAS, oI AL
cSe= [
1+rA2 2AS 2A8?

s.—sk—s,, S,—S—s 5SS,y por ﬁltum‘:

3) Se valoa Ia opcion empezando por el primer término superior de Ia tercera columna, en

‘ Pa=Py Py =P, Po=max [K-S,, 0]
Py = max [(@SwpBS,p+cSp), K-S, |pi= max[(as,p;rbsp,us.pn), K-S} | 2, =max[K-5,, 0]
P, = max {(@Sp,+bS pi+cSp), K-S = mar[(aSp FoSpreSp) K-S} | py=max|K-S,, 0]
Py = max {@Sp+dSpteSp), K-Sd i = max{(aSp, bSp.ﬂSp,) K-5] = max [K-S,, 0]

= max (@S2, 8 prtesp), K5 by = marl(@Sprbs pcS o), K-5] =max [K-5,, 0]
Pr= max [(@SptoSputeSp), K-S | o= max [(aSp+bSpteSp), K-S,) | P =max[K-S, 0]

Py =Pa

Pn =Py

p.=max [K-5,, 0]

En las opciones amesicanas se tiene la alternativa de considerar el valor méximo entre
cjercerlo hoy o ejercerlo hasta su fecha de vencimiento, por eso es que se considera en todas

las columnas dicha alf

operaciones tenemos que:

Sustituy
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p=0 n=0 P.= 0
=0 p=0 p=0
p.= 04273 p=0 Py= 0
ps= 3.3078 p= 1.9388 P=0
P, =16.6667 p =16.6667 P, = 16.6667
Pr=1333333 Pn=33.3333 p,=133.3333
Pg=50 p, =50 p,=50

Asi, el valor de la opcion de venta americana es: 3.3078 u.m., cuyo valor ser dado por py.

En caso de que Ia opcion fuese europea:

Py=Pw

= aS.pj+bSp,+cS.p,,
.= aSp+bS pieSp,

Py = aSp+oSpteSp;
P, = a5 p,}BSpi+cS Py
Pr=aSptbSpateSp

Py =Py

I

Pi=aSpgtbSpyeSip,
P = aS‘p,+bS,pq+cSp,
= a.S"p.+bS,p,ﬂ:.S"qI
P, =aSpFbSpiteSp,
Pa=aSptbSpteSp,
Pa =P

Po=max [K-5,, 0]
P, =max [K-S,, 0]
Py=max (K-S, 0]
P, = max [K-S,, 0]
P, =max [K-5,, 0]
p,=max [K-S,, 0]
P =max [K-S,, 0]

en la valuacion de esta opcion ya no se considera la alternativa del méximo, sélo hasta Ia
ultima columna, por ser la fecha de vencimiento Ia unica en que puede ejercerse este tipo de
opcidn, por esa razon no se considera esa alternativa para Jas columnas 1 y 2.
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" : Ln opci6n de venta europea tendré un valor de 3.2286 u.m.

- p‘!'= 0 . Py= 0 Po=.0
= 0 p=0 v pp¥ Ox.
.py= 04273 =0 P=0

Ps= 3.2286 po= 19388 p=0
p,= 155458 P, =15.9864 P, = 16.6667
Pr=32.6461 Py =32.9932 »,=33.3333

P,=50 P, =50 p,=50

Comparando ambos resultados podemos ver que Ia opcion de venta americana tiene ‘ma‘ybm'-
valor que la opcién de venta europea, esto como resultado de la alternativa de ejercer la
opcion antes o en la fecha de vencimiento.

3.1.2 Valuacién de una Opcion de Compra Americana (CALL americano).

Calcular por el método de diferencias finitas implicitas el valor de una opcién de compra
americana sobre la accion JCA3, suponga que la opcién tiene un plazo de vencimiento de S
meses y no paga dividendos. El precio hoy es de 50 u.m. y el precio de ejercicio acordado
€s 50 u.m,, la tasa anual libre de riesgo es de 10% y la volatilidad del 40% anual.

Datos:

Dividendos =0
T =5 meses = 0.4167 afios.
N=3
At=0.1389
0, =0.40
=010
K=50

$=50

M=6

AS = 16.67
Spax = 100
Spin =0

W




3.2, 1 :Metb;iblogin .

o l) Como en'el ejemplo anterior, el primer paso para la solucion del problema, es construir la
"~ malla, que para esta opcion es de 7x4 con un total de 28 nodos. La AS considerada es de -
~. 16.6T: ;

§,= 100 S5, = 100 S,=100 S, =100

S = 8333 S,= 8333 S,=83.33 5,=8333
8, = 66.67 8= 66.67 S, = 66.67 8, =66.67
A 5= 50 S,= 50 85,=50
LS, = 3333 5= 13333 S,= 33.33 S5,=3333
S;= 16.67 S,= 16.67 S= 16,67 S, =16.67
S,= 0 S=0 5,= 0 5,=0

;' 2) Para la valuacion de la opcion es necesario calcular, con las formulas de los términos a, &
y ¢ de la ecuacion (2.1.21), el siguiente cuadro: :

2A8 248
a282,At
frAl:
A .
AIS, . OUSAL
2A5 - 2A8
A S & : S, . S8
T0281 01500 0092 00306 00042 -|. -
115694 - 13604 1.2139 1.1028 20361 ]
Se el w0312 0205 - -0.1208 00583  -0.0181
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‘Reordenando las términos de Ia tabla anterior como una matriz A, tenemos: '

o
oooo.s,“_‘p,o

0
1.0361
-0.0306

(=2 -

cS;

0
-0.0181
1.1028
-0.0792
0

0

0

3) Se obtiene la matriz inversade A:

1
0.0040234
0.0001119
7.378¢-06
8.274¢-07
1.281e-07
0

0
0.9656153
0.0268488
0.0017708
0.0001986
3.075¢-05
0

0
00158652
0.9104168
0.0600453
00067335
0.0010428
0

0
0

c§,

= one,“g

-0.0583
1.2139
-0.1500

0
0

0

0.000771
0.0442439
0.8360163
00937511
0.014519

0

0

0

0
-0.1208
1.36%4
-0.2431
0

0

6.965¢-05
0.0039968
0.0755217

' 0.7560707

0.1170906
0

5 Siistii_dychdo por los valores correspondientes, tenemos que lamatrizA es: i

0
0
0
0
-0.2056

1.5694
0

0

9.122e-06
0.0005235
0.0098913
0.0990252
0.6525039
0

0
2.851e-06
0.0001636
0.003091
0.0309454
0.2039075
1




Pa=b,

Py=max [b, 5-K]
p.=max b, S:K]
Pa=max (b, S4K1
P, =max [b,, S;-K]
= max [b, S¢K]

Py=b,

Ph=ty
P =max b, SK]
p; = max [b, S;K]
by =max [b,, 5-K]
p =max[b, S K
P =max [y, 5K}

pll =bﬂ

Py=b,

B, = maxiby, 5,-K]
Pq=max[bg, S-K]
P, =maxlb,, S-K]
P, = max[b,, S,-K]
p = maxfs, S-K]

pll=bll

P =max 5, K, 0]
P =max [S,-K 0]
P=max [S;K 0)
Py = max [S-K 0]
P, =max [S-K 0]
Do =max [S,-K 0]
Puy=max [Sy-K 0]

5) Se forma el cuadro para valuar la opcién americana. Sustituyendo los valores del cuadro
tenemos que el valor de la opcidn serd el valor que resulte en py:

pP.=50 Py=50 P, =50 p2,=50
P, =34.8156 P = 343819 P, =33.8970 P.=33.3333
P.= 19.0667 p= 182608 Py=17.4493 D= 16.6667
Py= 4.6232 = 3.2703 p= 17430 =0
.= 04778 2 = 0.2568 p,= 0.0922 p,=0
Pe= 0.0141 Pe, = 0.0060 p,= 0.0016 Pu=0
P=0 P =0 P=0 Pu=0

6) Para llegar al valor de py tenemos que realizar algunss operaciones més, primero
formamos una matriz Bl tomando los valores (de abajo hacia arriba) de la dltima columna
de la malla de la valuacién. Formamos una matriz B2 con la tercera columna de la malla de
valuacién y asf sucesivamente hasta tener tres matrices.

Mat Bl Mat B2 Mat B3

Pu= 0 = 0 b= Y

Pu=0 p= 00016074 D= 0.0060265
2,=0 p,= 0.0922413 = 0.2568009
p=0 b= 1.7429586 = 3.2703222
P, =16.666667 Py= 17449288 b= 18.260849
Pyw=33.333333 Py= 33.897014 p;=34.381857
p,=50 P,=50 =50




7) Muitiplicamos Ia matriz inversa de 4 por cada una de las matrices B ya formadas con los

.7 valores de la malla.

(Mat A1) (Mas B1) (Mat A-YMat B2) {Mat A")Mat B3)
5,= 0 b= 0 b= 0
" b= 0.0016074 b, = 0.0060265 be= 0.0141429
b,= 0.0922413 5= 0.2568009 5,= 04778112
b= 1.7429586 b, =3.2703222 by= 4.6231982
by=17.449288 5,=18.260849 5,=19.066759
5,=33.897014 5,-34.381857 b,~34.815593
5,=50 5,=50 5,50

8) Finalmente, sustituimos los valores obtenidos del producto de matrices en la malla de
valuacion, »

El valor de la opcion de compra americana es: 4.6232 u.m.

3.1.3 Cuadros Comparativos.

El primer cuadro de esta seccion muestra Ia valuacion de opciones de compra y venta, tanto
americanas como europeas. La valuacion se ha realizado con fos modelos Black & Scholes,
Binomial y el Método de Diferencias Finitas Implicitas y Explicitas, con el fin de comparar
resultados y obtener conciusiones del trabajo. Se consideran jos mismos datos para la
valuacion de las opciones consideradas en los dos cuadros excepto el precio de ejercicio,
para el primer cuadro se considera un precio de ejercicio K =50, para el segundo el precio de
ejercicio K = 55.

Con el modelo de Black & Scholes solo se pueden valuar opciones europeas, mientras que el
modelo de arboles binomial y el método de diferencias finitas valia cualquier tipo de
opciones, tanto americanas como europeas. Con el modelo de drboles binomiales se
valuason opciones de compra y venta americanas y europeas, considerando drboles de 3y 6
periodos. Mientras que ef método de diferencias finitas (explicitas e implicitas) valiio el
mismo tipo de opciones, considerando mallas de 5x3, 7x3 y 7x4.

42




Cuadro |. K=50.

Black
& Binomial Diferencias Explicitas Diferencias Implicitas
Scholes
Tipo de Opcién n=3) @B | &) M) (x4 | &) @) x4
Opciones de Venta:
Americana 4645 4175 | 2098 3307 3207 | 1805 2607 2719
Europea 4,074 4484 3869 | 2075 3228 3116 { 1769 2536 2691
Opciones de Compra:
Americana 6525 5910 | 4137 5290 5199 | 3749 4526 4623
Europea 6.115 6525 5910 | 4137 5290 5199 | 3749 4526 4623




Cuadro If. K =85,

Black
& Binomial Diferencias Explicitas Diferencias Implicitas
Scholes
Tipo de Opcion =3 (@8 63) x3) (Tx4) (5x3) x3) (Ix4)
Opciones de Venta:
Americana 7.1708 7361 | 6347 6989 6955 | 5999 6444 6522
Europea 7.115 68140 6957 | 6324 6910 6861 5959 6364 6406
Opciones de Compra:
Americana 40578 4201 338 3971 394 | 3137 3551 3.609
Europea 4359 40578  4.201 338 3971 3944 | 3.137 3551 3.609




Como un primer. punto, consideremos la comparacién que puede hacerse entre los dos
_ cuadros, es decir, el pnmer cuadro con un precio de gjercicio X=50 y el segundo cuadro con
* " un precio de ejercicio K=55. Puede observarse el caso en el que el precio de ejercicio K es
igual al precio de la accion hoy S (dia de la valuacidn), las opciones de compra tienen un
valor mayor que los correspondientes a las opciones de venta. Esto no sucede en e} caso en
el que el precio de ejercicio es mayor al precio de la accion hoy S, ya que los valores de las
opciones de venta son may a las opci de compya. Como una observacién adicional,
Ias opciones de venta americanas son mayores que las opciones de venta europeas, no asi en
las opciones de compra, ya que estas tienen valores iguales tanto para las opciones
americanas cCOmo evropeas.

Con respecto a los modelos de valuacidn si consideramos al método de Black & Scholes
como parametro de comparacion para los dos métodos restantes, puede observarse que los
valores de las opciones de compra y venta europeas son mayores. Los cinco valores mis
cercanos son los obtenidos con el modelo binomial de 6 y 3 periodos, en ese orden, el
método de diferencias finitas explicitas de 7x3 y 7x4 y por ultimo el método de diferencias
finitas implicitas de 7x4.

De lo anterior podemos deducir que el modelo de arboles binomiales, conforme aumenta e}
nimero de perjodos, este se acerca a los valores obtenidos con el modelo de Black &
Scholes, mientras que con et método de diferencias finitas explicitas sus valores se acercan
conforme aumenta el niumero de filas en Ia malla, es decir el valor de M (nimero de A's del
precio de la accion) mas que N. Por otra parte, los valores obtenidos con el método de
diferencia finitas implicitas se acercan a los de Black & Scholes cuando aumenta el valor de
N, es decir el nimero de periodos en el tiempo. '

De lo anterior, se concluye que el método de diferencias finitas no tiene problema en valuar
cualquier tipo de opcion americana o europea, al igual que el modelo de arboles binomiales.
El modelo binomial converge més rapido, que el método de diferencias finitas, al valor de la
opcion si consideramos como parimetro el modelo de Black & Scholes. Sin embargo, este
inconveniente tiene solucion al incrementar el nimero de periodos de valuacién o el nimero
de AS's del precio de la accion.
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CONCLUSIONES" .
Y RECOMENDACIONES

- Los métodos numéricos tienen una creciente importancia en la valuacién de opciones, en
- este trabajo se ha presentado una de las dos principales categorias de los métodos numéricos
utilizados en la valuacion, las diferencias finitas. La otra categoria corresponde a los
métodos similares a los arboles binomiales o trinomiales, algunas veces referidas como
métodos de Lattice y con un toque més econoémico pues envuelve el concepto de valuacion
libre de riesgo, mientras que el método de diferencias finitas es de naturaleza mas mecénica,
por lo que puede decirse es mas general.

El método de diferencias finitas, como ya se dijo, resuelve la ecuacion diferencial
convirtiéndola en un conjunto de ecuaciones en diferencia. Este método es similar al método
de los arboles binomiales en la forma de cilculo, es decir, estos comienzan a partir del final
de la vida de la opcion hasta el comienzo de {a misma. Considerando ahora el método de
diferencias finitas en si, el método de diferencias finitas implicitas es mas complicado que el
método explicito, pues tiene la ventaja de que uno no debe tomar en cuenta precauciones
especiales para asegurar la convergencia, ya que este es mis robusto que el método de
diferencias explicitas, es decir, siempre converge a la solucion de la ecuacién diferencial
cuando AS y As se aproximan a cero® . Por otra parte, una de las desventajas del método de
diferencias implicitas es que las M-1 ecuaciones simultineas tienen que resolverse en orden
para calcular las /s a partir de las /', /'s.

Ahora bien, el método de diferencias finitas puede ser usado para el mismo tipo de valuacién
de derivados que los arboles binomiales. Ambos pueden valuar opciones tanto americanas
como europeas, sin embargo existe dificultad, para ambos métodos, cuando los valores de
los derivados dependen de una variable del pasado, pues como ya se dijo, 1a valuacion de los
derivados con estos modelos se hace a partir del final de Ja vida de la opcién hasta el
comienzo de la misma. Este método, por otro lado, consume una gran parte de tiempo-
computadora cuando la valuacion considera muchos periodos, por lo que el algoritmo si se
hiciera en excel seria muy largo, aunque quiza el tiempo disminuiria si se implementara un
programa con algin lenguaje de programacion.

S Una regla Gtil para el método de diferencias finitas es que AS debe mantenerse proporcional a Va7 cuando
ambas se aproximan a ccro.



L Fimilmenté, como una recomendacion para el uso del método que habra de seleccionarse en. "
. la 'valuacion de opciones, es necesario decir que esta decision dependera de las

.caracteristicas de los derivados y de la exactitud que se requiera, por lo que queda al usuario - '

considerar las ventajas e inconveniencias de cada uno de los modelos o métodos empleados
en las valuacion de opciones y decidir cual utilizar considerando sus objetivos. En este
. trabajo se describe detalladamente el método de diferencias finitas y en una forma més breve

los modelos de Black & Scholes y de arboles binomiales en el apéndice.

Sin embargo, existen otros modelos de valvacién derivados de soluciones numéricas o
analiticas, o bien por extensiones de estos mismos modelos que pueden ser consultados por
= ¢l lector, Entre otros modelos se encuentra el modelo de arboles trinomiales y la simulacién
" de Monte Carlo. :
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~ APENDICE

A.1 MODELO BINOMIAL

Este modelo asume que los movimientos en precios tienen un comportamiento binomial en

‘un periodo corto de tiempo de longitud A?. Se considera la valuacion de una opcién sobre.

S una accion, que no paga dividendos. La vida de la opcion se divide en una gran nimero de

o pequefios intervalos de tiempo de longitud Az, En cada intervalo de tiempo el precio se

mueve de su valor inicial S a uno de los dos nuevos valores, Su y 8d, fig. A.1. En general,

u>1 y d<1. El movimiento de § a Su es un movimiento hacia arriba (o a Ia alza) y el

movimiento de S a Sd es un movimiento hacia abajo (o a la baja). La probabilidad de un
movimiento hacia arriba es p y la probabilidad de un movimiento hacia abajo es 1-p.

Otro supuesto a considerar es el de suponer vn mundo libre de riesgo, esto significa que
para propositos de valuacion de opciones, asumimos que:

» Elrendimiento esperado de todos los valores es Ia tasa libre de riesgo® .
o Los flujos de efectivo futuros pueden ser valuados descontando sus valores esperados
a la tasa libre de riesgo.

;"2 Fig. A} Movimientos del precio ds la accion en el tiempo Ar.

6 La tasa libre de ricsgo se asocia con los titulos de deuda publica. En este caso se consideran los CETES
Certificados de 1a Tesoreria de la Federacién. .
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.. A 1.1 Determinacién de p, u y d.

" Los parametros p, u y d serén los valores para la media y la varianza de los cambios en
" ‘precio de la accion durante un intervalo de tiempo Ar. Dado que se supone un mundo libre " -
de riesgo, el rendimiento esperado de la accion es la tasa de interés libre de riesgo, 7. - Ya
que el valor esperado del precio de la accion al final del intervalo de tiempo Ar es Se’“ ‘
- donde § es el precio de la accion al comienzo del intervalo de tiempo, entonces:

Serts = p Su+(1-p)5d ' ALy

e =pu+ (oM A1)

La vaﬁm del cambio en el precio de la accion en un intervalo pequefio de tiempo Ares §2
LA, Dado que la varianza de una variable O se define como £(Q? ) - [£((%)), entonces:

.svaz& = pStut+ (1-p)SaR - Spu+(1-p)dJt

o%At = pu + (1-p)d? - [pu+(1-p)d? (A.l.3),‘ et

- -,De las ecuaciones A.1.2. y A.1.3 se tienen dos. condiciones para p, v y d, una terceru i

o condxcnbn es:

a-d
pP= -

u-d
u=eoln




T Cénsidcrando el arbol mostrado en Ia fig. A.2, vemos que en el tiempo cero, el precio S de
1a accién es conocida. En el tiempo A1, hay dos posibles precios de Ia accién, Sv 'y Sd; en el
tiempo 2A¢ hay tres posibles valores para el precio de la accion, Su?, S'y Sd*

La relacion u =1/d se usa en el clculo del precio en cada nodo del arbol, por ejemplo, Su?d
= Su. Es importante hacer notar la recombinacion que se hace en el drbol en el sentido de
que un movimiento al alza ("up") seguido por un movimiento a la baja ("down") conduce al
mismo precio como un movimiento a la baja s»guido por un movimiento al alza. Esto hace
que se reduzca el namero de nodos en el arbol.

Fig. A2 Arbal para valuar la opcidn sobre la accidn.

Las opciones son valuadas comenzando al final del 4rbol (tiempo 7) y trabajando de atris
hacia adelante. El valor de la opcion es conocido en el tiempo 7. Por ejemplo, el valor de

53



una opcion put es max[X-Sy, 0] y el de una opcion call max[S7-X, 0], donde Sy es el precio
de la accion en el tiempo 7'y con precio de ejercicio K. Dado que se asume un mundo libre
de riesgo, el valor de cada nodo en el tiempo 7-Af puede ser calculado como e! valor
esperado en el tiempo 7 a la tasa » por un periodo de tiempo At. Similarmente, el valor de
cada nodo en el tiempo 7-2As puede ser calculado como el valor esperado en el 7-Ar
descontado por un periodo As a la tasa r, y asi sucesivamente, de tal manera que se obtenga
el valor de Ia opcion en el tiempo cero.

A.1.3 Ejercicio

Se supone una opcidn americana con un precio de ejercicio de 55 u.m., una volatilidad anual
de 40% y una tasa de interés libre de riesgo de 10%. El precio de hoy es 50 u.m., el plazo de
vencimiento es de 5 meses. Valuar la opcion suponiendo que es de compra.

Datos:

Dividendo=0

At =5 meses = 0.4167 aflos.
n = 3 periodos

Cs=040

r=0.10

K=55
S=50

1. Calculamos u, dy p.

a = e = ¢ (0.10(0.4167) ;'1'0139
u=e o= ¢ (0.40)¥0.4167 = 1.1607

d="1u=1/1.1607 =0.8615

a-d L ‘,_‘
'p=— =(1.0139 - 0.8615)/(1.1607-0.8615) = 0.5095 . .
- u-d R

s4 0



[su=s8038 ]

| -
]
4 : 4 f

j ‘Par‘a construir el arbol del activo subyacente, €n este caso la accién, recordemos la grfica
de Ia Fig. A.2. El drbol para la valuacion de la opcidn se construye tomando en cuenta el
7 fubol del activo subyacente, de tal forma que:

W =max m_J
femaxf(pwH{1-p)e(147At), (S2.K))
S ; =‘nm[(pj+(|-p)ey(l+ru), (Su- x =max [Su -K,0] I
e LMMI-PW( 14rir), (Sw-K)) - k=masi(prt(1-ppV(1+rAs), (S-K))
o = max{(phH(1-p)Y(1+rAs), (Sd-K)) . ¥ =max [Sd K,0] l
I=marl(pyH(1-pRY(1+rAs), (SF-K))
2 =mar [Sd7-K0) '

- En Iz opci6n americana se considera la alternativa de ejercer o no la opcion en la fecha de
vencimiento por lo que se incluye el méximo en la valuacion, sustituyendo los valores
obtenemos el drbo! de 1a valuacion de la opcion.

voss.




Viipucién de una Opcion de Compra Americana .

-El valor de la opcion de compra americana es 4.058 u.m.

'A.2 MODELO DE BLACK & SCHOLES

- Las hipétesis de! modelo son las siguientes:

o El do funci sin fricci , es decir, no existen costos de transaccion, de
informacién, ni impuestos y los activos son perfectamente divisibles.

o Las transacciones tienen fugar de manera continua y existe plena capacidad para
realizar compras y ventas en corto.

. Los agentes pueden prestary endeudm aunamismatasar.

. son peas y el suby no paga dividendos en el horizonte de
vllunclén

o El precio del subyacente sigue un proceso continuo estocdstico de Gauss-Wiener.

La vension del modelo de Black & Scholes fue diseflado pan valuar opciones europeas que
no pagsban dividendos, por lo que ni la posxbnudad de un ejercicio prematuro de la opcién o
¢l pago de dividendos afectan el valor de las opciones en este modelo,
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. :El'valor de una CALL con el modelo de Black & Scholes puede definirse como una ﬁmc_iénf L
. ~de las siguientes variables: :

§ = valor de hoy del activo subyacente.
K = precio de ejercicio.

t = vida de la opcién.

r = tasa de interés libre de riesgo.

o = varianza del activo subyacente.

Valor de la opcion de compra, CALL:

C =5N(d,) - Ke"N(d;)
‘ ‘vdonde: ’ o
In (s)K) +(r +"/; o) S

o

dy=dy-aVNt -

. ... §=precio de! activo subyacente en ¢l momento de la valuacién. :
. K= precio de ejercicio. i
r = tasa de intéres.
1 = plazo de ejercicio en aflos.
N(i) = valor de la funcion de la distribucion normal para /.

" Considerando la paridad PUT-CALL se obtiene la formula de valuacion paraunput; .

P=Ke"N(-d)-SN(-d)7
Ejercicio:
Se supone una opcion europea con un precio de ejercicio de 55 u.m., una volatilidad anual

de 40% y una tasa de interés libre de riesgo de 10%. El precio de hoy es 50 u.m.,, el plazo de
vencimiento es de 5 meses. Valuar la opcion suponiendo que es de compra.

7 Recordemos que N(-d;) = 1 - N(d;).
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g bat?)s: -

- Dividendo = 0
... T'= 5 meses = 0.4167 affos.
0’_;-=0.40 :
=010
K=5§
§=50

Recordando las formulas:

C=5Nd)) - Ke"N(d;)

In(K)+(+Y%ot )
oVt

1

dy=d,-at

“P=Ke N(dy) - S N(-d))
Se sustituyen los valores en las formulas teniendo: -

In (50/55) + (0.10 + % 0.402 }0.4167) . .
(50/55) + XOMISD e

1

0.40 V04167

d, =-0.0787 - (0.40)(¥0.4167) = -0.3369
N(d,) =0.4756
N(d,) =0.3681

C = (50)(0.4756) - (55)(e{".19%041671)(0.3681) = 4.3593 u.m.
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Sk opines e, ETA TESS MO ORE
de venta, su valor sera: wg HE u muhnm

P = (55)(et010x04167))(1.0,3681) - (50)(1-0.4756) = 7.1147 u.m

“sg i



' GLOSARIO

. Activo ‘subyacente: activo sabre €l que se ejerce la opcion, pueden ser acciones, tasas de
interés, divisas, mercanclas o indices.

Arbitraje: estrategia de la que se pueden obtener beneficios comprando y vendiendo activos,
sin tomar riesgos.

At the money (en el dinero): opciones cuyo precio de ejercicio es igual al precio del
subyacente, no supone beneficio ni pérdida.

Bono recomprable (callable bond): bono que el emisor puede recomprar a un precio fijado y
en una fecha determinada.

Bonos: valor emitido por un prestatario que obliga al emisor a hacer pagos especificos al
tenedor en un periodo de tiempo especifico.

Bonos corporaiivos: deuda de largo plazo emitida por corporaciones privadas que hacen
pagos semestrales y al vencimiento el pago del principal.

Call sintética (opcion de comp ¢tica): combinacion de la compra de una opcion de venta
y la compra de un bien subyacente.

Cami le :describe la direccion o trayectoria de los precios de la accion, siendo
estos aleatorios e impredecibles.

Coberiura de riesgo: consiste en disminuir o eliminar el riesgo de mercado, combinando -
activos con riesgo y activos sin riesgo en la proporcion adecuada.

Compra opcidn de, call: derecho a comprar un activo a un precio de ejercicio especifico antes
o despues de 1a fecha de vencimiento.

Convexa, funcidn: Si escogemos cualquier par de puntos M y N de la curva y se unen con una
linea recta, el segmento lineal debe quedar enteramente por encima de la curva.

Dividendos: pagos que hace una compaiiia a sus accionistas.
Especulacién: Asumir una inversién riesgosa con ¢l objetivo de lograr beneficios positivos

comparado con una alternativa de inversion libre de riesgo. Se realiza en forma privada y no
existe garantia.



" Forward: un contrato adelantado para una entrega futura de un activo en un precio :
" acordado. Se realiza entre mercados. :

Futuros: obliga a las partes a comprar o vender un activo en un precio ya acordado en una
fecha futura especifica.

In the money (dentro de dinero): describe una opcion cuyo ejercicio da beneficios.

Opcidn americana: 1a opcion puede ser ejercida antes o en fa fecha de vencimiento.
Opcidn europea: la opcion puede ser ejercida solamente en la fecha de vencimiento.

Out the money (fuera de dinero): describe una opcién cuyo ejercicio no produce beneficios.

Paridad put-call: ecuacion que describe la relacion entre los precios de una opcion de compra
y una opcion de venta, La violacion de dicha paridad ofrece oportunidades de arbitraje.

Portafolio: combinacion de valores segun las preferencias y necesidades del inversionista.
Precio de gjercicio: precio fijado para vender o comprar un activo.

Put sintética; combinacion de una opcién de compra con la venta de un subyacente.

Tasa libre de riesgo: tasa de interés que se puede ganar con certeza.

Valor intrinseco: valor que tiene una opcién en un momento determinado si se ejerciera
inmediatamente.

Valor tiempo: parte del valor de una opcién cuyo valor es positivo al vencimiento.

Vega: mide la sensibilidad de la prima a las variaciones de Ia volatilidad implicita negociada
en el mercado, o bien, la tasa de cambio del portafolio con respecto a la volatilidad de los
activos.

Venta apcion de, put: €l derecho a vender un activo a un precio de ejercicio especifico en o
antes de la fecha de vencimiento especificada.

Ventas en corto: aquella operacion en la que el vendedor obtuvo, mediante un contrato de
préstamo, valores para liquidar una venta. En el contrato de préstamo se establece la
obligacién por ‘parte del prestatario de restituir dichos valores o su equivalente al
prestamista,
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" Venta.opcidn de, put: el derecho a vender un activo a un. precio especiﬁcb y en una fecha ‘
" determinada. =

- Volatilidad: s puede definir como la "velocidad” de movimiento del bien subyacente en el
" mercado. )

Volatilidad implicita: refleja las expectativas del mercado sobre la volatilidad del subyacente
hasta el vencimiento de la opcion. Esta volatilidad serd la variable desconocida en los

-modelos de valuacion.

Warranis: opcién emitida por una empresa para comprar acciones de la misma.
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