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INTRODUCCION

A lo largo de las ullimas décadas, se ha llevado a cabo una buena cantidad de importantes
trabajos leoncos sobre” un
unnersalmenle aceplado

. piezas: "'y lamblenV "
elemenlos. -
pledrecnas 'casﬂl 3

"

uegos dlsyunlnos Todos comienzan con un numero -finito de

clas de un tablero lineas de una grafica, etc.

Los jugadores van por turno. rellrando un nomero positivo de estos elcmenlos, de acuerdo '

con Ias reglas del’ jucgo Dado ‘que el nimero de elementos a relirar decrece en’ cav_
la’ parlida habra de’ finalizar necesariamente. Ninguna de las jugadas esla dlclada por el azar;

hay,’ pues, 2 lnformaclon complela . ya que cada jugador conoce lo que st oponenle hace .

Por lo general el ulllmo jugador que mueve, gana.

El juego debe. ademas ser " imparcial “, lo que significa que las jugadas licilas dependen
tan solo de‘la_disposicion de los elementos en el momento de ir a efecluar la jugada, y no
dependen en:cambio, de cual sea ¢l jugador en turno, ni de las jugadas anleriores. . Los
juegos donde cada uno de los adversarios dispone de un subconjunlo de elementos que le es
propio, jamas_son imparciales. el ajedrez, por ejemplo, es un juego parcial, porque a ningin
jugador se’le. permile mover piezas del contrario. De las condicinnes anleriores, se deduce,
que para cada disposicion de los. elementos, existe, con cerleza, un ganador predelerminado,
que podra ser bien el primero en acluar, bien el segundo, con lal que las jugadas que éste
realice sean " racionales .

El ejemplo mas conocido de juegos de este lipo es el NIM. El vocablo NIM fue acuhado por
Charles L. Bouton. un matematico de Harvard, cuande en 1901 publicé el primer analisis del
juego.. Bouton no explico la eleccion del nombre, y lo mas que podemos hacer es conjeturar

su origen.” - Tal vez estaba pensando en el aleman nimm. forma imperativa de nehmen,

: llpo de: juegos blpersonales que todavia no lienen un nombre .
vece. se les llama " Juegos de tipo NIM *, o " luegos de relirar -

ser practlcamenle cualesqunera cosas: cuentas, flchas. Cell"OS'




lomar ", o lal vez en la forma inglesa arcaica.nim " tomar ", que llegé a converlirse en el
habla popular en el sinénimo de " robar. ".

En el juego NIM se comienza con un nimero éhalquiera de pilas ( o de hileras ) de objelos,
con un numero arbitrario de éstos en cada pila. * Cada jugada consisle en relirar  lantos
objelos como se quiera; pero solamente de una de las pilas.  Es obligalorio tomar cuando
menos un objelo, y es permisible tomar la pila entera. El jugador que consigue llevarse el
tllimo objeto ;,una la partida. '

En el desarrollo del presente Lrabajo, analizaremos este lipo de juegos'y presenlaremos la
forma dc’ oblener una estrategia que permita a alguno de los Jugadores ganar el juego sin
imporlar la forma en que el oponenle juegue.

El analisis se realizara utilizando algunos conceplos de Teoria de Graficas.

En el ‘capilulo 1, se daran las definiciones necesarias para poder analizar los jueges tipo
-NIM. " E capilulo I ‘introduce el conceplo de nicleo en una digrafica, el cual es muy
imporlante para oblener una eslrategia ganadora en estos juegos. Con el capitulo Ill. se
establece un vinculo entre el conceplo de nitcleo y el de funcion de Grundy, para describir por
medio de ésta. la mencionada estrategia ganadora. Presentaremos algunos juegos tipo NIM en
el capilulo IV, mientras que el capitule V mostrara que lipos de jugadas nos llevaran al triunfo,
a la derrota, y. cudles no nos garantizaran ninguna de las dos. Finalmente, en el capitulo V]
Irataremos con un juego en particular del Lipo NIM. lo cual nos permilira presentar un anélisis
mas sencillo para fa oblencion de la estralegia ganadora.

En ¢l anexo se presenlara el codigo de un programa para oblener un nucleo de digraficas
sin circuitos impares.



I DEFINICIONES

Denmcldn 1. Una dlgréhca D eslb deh inida por la pareja (LU,

10X es un conjunlo ]x, .az x,,i de elemenlos llamados vcrlices. yo

2) Ues una famlliav Iu, .uz ;...y.u,,.l de menlos del producto carleslano X x X llamados flechas.

Dehmcnén 2. El numero de \érllces en una dagrhnca se llama eI orden de lﬂ dlgranca. yse
denola por IX | : : : :

Definicién 3. Una flecha de D de la forma (xx) se lama lazo, =~

Definicién 4. Para una flecha a

; = (x.‘);); el ':.vétrj‘l'ice.x'"svév Nama puﬁtoA Inicial, }’:el vértice y se
llama punlo terminal.: = R T

Dehmclon 5 El verhce y.se lIamV S
lmclal y y como punlo lermmal

“si_hay una flecha con'x como punto

El conjunto de todos Ios sucesores der se denota por r"(x)

\nmlalmenle in. verllce e llama predeccsor de.un verllce x'si.hay .una flecha de.la- -
forma (y.x). El conjunto de lodo: lo: predecesore~ deI verllce X se denola por T'={x).



Definicién 6. E) conjunto de todos los vecinos de x. se denola por I{x) = I'*{x) U r={x).

Si r{x) = @ , entonces x se llama vérlice aislado.

Para Ac‘(sea I‘)V U l‘(a

ncA

Simvilarmeplejkr*{(A“ -UA[‘*(a) \ r—(-\) E U r(a) :

Six er(A)‘.fy Xe e nees se dice que X s adyacente al conjunto A.

complelam nle: delermmada por X yla

OBSERVACION. Urna- d 6
X D puede ser, denolada por (X r+)

correspondencna P(X) Asl;:

Dc!iniycién;?‘.i Uné:di‘gl'éficé es llamada simple si

1} No liene lazos.

2) No mas de una flecha erila misma direccion 'une dos vértices.
Definicion 8.Dos fiechas-son lamadas adyacenles. si Lignen ai menos un punto en comin.

. Definicion 9.3Si,’un vérlice x'és el punto inicial de una flecha u que no es un lazo. se dice que
la flecha u.'incide desde el vértice x.. En una digrafica D, el numero de flechas que inciden
desde s mas el numero de lazos de x se denola por 8*(x). v se llama el grado exterior de x.

4



Similarmente, una flecha que incide en x, es una flecha cuyo punto final es x,'y el grado
interior de x, 87(x), es el numero de flechas que jnciden en X mas el numero de lazos de x.

Defmlcwn 10. i grado de un vérlice x es el numero de ﬂechas con X como ‘punto |mual o.con
X como punto termm lazo dos veces

E‘.I grado de \ se denola por 8(x) S(x) 8+(a) +8 (x)

Sien una d|

cada ver 1ce tlene el lmsmo grado. entonces se dlce que esla dlgranca .
es regular . R ‘ : :

Dcnmclon . Sl el punlo lnlCIBl de una [Iecha 0 perlene e a A c X y s el punln lermmal de
la flecha u no perlenece ah enlonces se iice “que u incide’ desdc A ”Slmllarmente deflmmos '
una flecha que 1nclde en P : :

‘eU

Una dlgrahca D = (X U) e slmétnca si y.solo si-(x.y)

Dehmcmn |2 Una dlgrahca D = (X U) es antnsnmelnca si (x Yel y(yx) glqu"ikmplicka qué

Yy =N

Definicion 13. Una dighafiéa es'complcla si v solo si (x.)')‘é' U."‘impl(cka’que (V\) e U/

Definicion 14, Uina dlgrahca slmple y complela de n vcrlucs es llamada un n- clan y se denola
por K, :

23



Definicion 15. Una digrafica es bipartita. si sus vértices pueden ser partidos en dos conjuntos
N1 ¥ ¥z lal que ningan par de vérlices en el mismo conjunto son adyacentes. Esta digrafica se
denota por D = {\; .X2.U).

Definicion 16. Una digafica bipartita D = (X, X, ) es complela, si para loda x, e X, y para
toda x; € X; sucede una de las dos

Ny x)el
2y el

y se denola por-Ko silX) = p y (%] =q

Definicion 17,81 D-= (X, r+) es una dnglaflca enlonces la subdlgraflca gcnerada por Aces la
dlgraflca DA = (A l",") donde. r‘,*(x) = I“‘(x) h A con.x-e A :

Definicion 18, Una cadena cs una sucesmn i (u, .u
u.hu.‘.aez,pnmle]l q lf B numcr “de
de la cadena 'S

Una cadena en Ia que no se encuenlra eI mismo veruce dos veces ‘s Ilamndn clcmental

Una cadena quc no usa la mlsma flecha dos vcces. es Ilamada slmple

Definicién 19. Un camino de longilud q es una cadena # = (uj ug.....U, A1, ..oig ). en la cual el
punlo terminal de la flecha v, es el punto inicial de la flecha u,.,. v i< q. '

En una digrafica. un camino esla completamenle delerminado por la sucesion dc »erllces que
esle encuenlra.



Siow= (uy g by .um) , el vertice u; se llama punto inicial, y el vértice u,,, punto
terminal del cammo u.

'Dehmcnon 20 Un clclo es una cadena lal que 8

1) \'mguna Ilecha aparece dos veces en Ia m|sma sucesnon y'E"

2) Bl punlovimclal_ es’igual al punto final de la ,“de"a' s

Definicion 21 Un pseudo cnclo s, unq cadena u ‘(u, .uz. 'Ur‘) v cuyos punlo mlclal y punlo
lermmal son lguales. ¥ cuyas flechas no son necesnnamente dlstmlas

Definicidn 22 Un clrculto es un clclo w
lermmal de y, e el ‘punto’inicial de i

("s"

Deflmclén 23, Una dlgrahca es conexa, si contiene unarcadena u
\erllces d|slmlos

Dehmcwn 24 La “relaciol

Deﬁmclon 2. \e dlce que una dlgraflca es !uerlemcnte conexa. si para toda 5. ve \ hay un
camino vy = [\ vy un camino vy -[) ‘(]

~1

Tl para cada par %, v de

EHale una cadena en D que conecta k] con y " denolada por N y ‘



Definicion 26. Un conjunto S de verlices, se )lama mdependlcnlc si ninguna flecha une dos
vertices distintos en S :

Definicion 27. Para una digrafica D = (X Ir+), un subconjunlo de los vérlices ( AcX ) se dice
que es absorbente sn para cada’x e A, sucede que I+ x) NArg. - ‘ :



1I. NUCLEOS

Definicidn 28, Para una digrafica D = (XI*), el conjunto S < X se define como nicleo de D si
P Lo T X IRRRE N : S

1) Absorbente, es decir, ¥ € S = M) ASwdy

2) Jndependienlé. es ec»r.fx

No loda’ digrafica tiene nicleo, y si una digrafica liene nacleo, éste, no necesariamente
es Gmico, 0t i o .

D D,

En la figura, la digrafica D;. no liene nucleo, mientras que D, tiene dos nicleos, a saber,
M=facfyM={bdl :



Ejemplo. ( Von Neumann, Morgenslern [1944] ) El concepto de nucleo Iue presenlado por
pnmcra vez (ba]o el nombre ‘de soluclon) en Teoria de .luegos

iscutir conjuntamente,

l Jugador i prehere la

preferencla efectlva no nececarlamente es ransuliv

décxr. si a >_b yb>c no
necesarlamenle arc ik

Consnderese la dlgrahca D (‘( [‘+) donde l‘*(x) denola el conjunto de siluaciones -

efectivamente pre[erldas a x Sea S un picleo de la digrafica ( si existe uno ).~ Von Neumann

y Morgenslern sugirieron que: 1a me]or seleccion esta limitada a los elementos de.S.-  Como 5.
es mdependlente mnguna situacion” de’ S es eléclivamente preferida a otra siluacion de S.
Como S es absorbentle, para cada sitiacion % e S, hay una situacion en S que es erecuvamenle o

preferida a x, por lo tanlo, x puede ser inmediatamente descartada,

_Ejemplo. Base de.Axiomas. . Considérese una-" Teoria

proposicion b implica la proposwwn a, L digrafica resullante, D = (X.U) es transiliva; es
decir: : e : -

{ab) e Uy (be) e U = (ac) e U.

Una base de axiomas de la Teoria es un conjunto B de proposiciones ( llamadas - axiomas ) R
lales que:

1} Cada proposicion que no esté en B se sigue de uno de los axiomas,
2) Ningin axioma se sigue de olro axioma.

Bl problema de encontrar una base de a\lomas‘ se reduce a encontrar un nicleo de D.
Se moslrara mas larde que cada digrafica (ransiliva tiene niicleo.

10

. es decir,- un conjunio de.
proposiciones a.b.c....  que representaremos por vértices; existira la- flecha -(ab) si la:



Proposmlon 1, Una condlcnon necesana y suhclenle para que un conjunlo § = X sea nicleo de
= (X, T+) es que la {unclon caraclenstlca (p, salnsfaga :
<P.(X) = 1 max | @y) iy l'+(X) Lo

Demostracion

Recordemos que

5 P+{x) = @, definimos max | 94y) iye Et(x}'z =0

=1

Sea S un nucleo K

Como 3 es mdependlente. tenemos que

@.(x)-l = xeS'=> maxltp.(y) yer+(x)['

Jea R la Iun‘

\eb =¢(\

xeS = q),(x) 0 '5"'ma§{I»q.),k(j’{)k;‘y'él"«‘(x) f‘v= l‘ => l"f(x)nSs@ :

Por lo lanlo es nucleo



Proposnclon 2,8 S es:un nucleo enlonces S es un con)unlo lndependlenle maxino, ¥ un
conjunlo absorbente mimmo :

Demoslrumon ;

Sea S el nucleod un

Siae S el conjunlo SU{atnaes inde‘pendiénle.yp'ug’s

Sibes, eﬁldn_ces =8 1\‘)',b' no puede rsi‘éir“,.ibs'c‘)rbénle.v yaquebeTy

o) AT=o

Teorema 1. ’ Si D= (X, l‘+) es una dlgraflca slmetnca enlonces. D hene nucleo. :
Adems, el conjunto S < X es nucleo o S e un con]unto mdependlenle maxlmo
Demostracion :
=]

Claramente, un conjunlo independiente méximo 8 de D es absorbente; ya que de lo.
conlrario, existiria un verlice x ¢ S, que no incide en S, y, por ser D simétrica.- tampoco
exisliria un vértice y e S que incida en x, por lo que x no seria adyacente ‘a S, luego,” S no
podria ser un conjunto independienle maximo, enlonces, S es nicleo de D.

=)

_8i § es un nucleo de una digrafica D, entonces S es un conjunto mdependlente ma‘umo por
la Proposicion 2.



Definicion 29. Sea A la famllla de lodo; Ios con]unlos absorbenles de’ D Entonces. A € A
AoA = Ned :

N

El numero de absorcxon de la dlgraflca D, s defme como B(D) ='min l | A I'.A' oy o

Teorema 2. a) Si D : . cada conjunto absorbenle miyrii:x_n'd liene -
cardinalidad - (D). S

Sab)y Adema un_conjunto S < X es un nuclea si 'y solo si| S es Un’cOn;unLo E
absorbenle mlmmo S S ;

Demaslracion

a) Sead : X"x“'ﬂl ur'\g‘ digrafi "lf:éljsillya.iés déc;r_!‘ I

un solo  vertice, no contlen N
lerminales. -

Sean C,. Ca..... g las compo

cada componenle ter
que I't{x) < C; luego

que cada x ¢ A es el punlo lmcml de una flecha que llega a Iy ( por la lransltmdad de D )

R



Luego, A" = A, v cada conjunto absorbente minimo es también un conjunto absorbente
de cardinalidad minima. )

b}

=]

Si § es nitcleo de D, entqnces’is es abSQr'bénlé ,'rhvlnim'o por la Proposicin 2.

=

SiA= l ay .&z. a(| t es un conjunto absorbenle mlmmo enlonces es independlenle. ya
que ninguna rlecha lnc1de desde una componente lermlnal hacna otras componenles

Por Io lanlo A es nucleo

Corolario 2.1. Toda dlgraflca transmva tiene nucleo y: lodos sus nucleos tienen ta misma
cardinalidad. : ENENE

Corolarid 22 En una dfgréﬁéa D _xr*) ex:sle un con}unlo B c X tal Que

1) No hay camlnos que unan dos vertlces dlstinlos de B y )

2) Cada verhce X ¢‘B, el pimto 1n|c1al de un cam 0 que Hega aB

existe. un camma de Y

Por conslrucclon D' es lransm\a Luego por el Coro)arlo 1, D" Liene niicleo S,



SaB=ScX
R cumple (1) por ser independienle

B cumple (2. ya que de lo conlrano existiria y € X, tal que y no es punto inicial de un
camino que- llega a B, entonces en D' no habria flecha de y a B. Luego, B=38 no seria
absorbente en D':lo kque conlradlge el hecho de que S sea nicleo de D',

]

Teorema 3 Una dlgla[lca sin clrcmlos hene nucleo y este nucleo es umco

Demoslracnon

M= 1 x e X0 XL THA) X0 U |

Estos conjunlos son a]enos por pares y x eX(k) si.y solo si ¢l camino més largo desde
x tiene longllud k Como D o contlene clrcunlos los conjunlos X(k) [orman una parhclon de .

Una Iuncwn caraclenshca (pq del nuclco N puede ser dehmda suceslvamenle en los L
conjuntos X{0). ¥(1): ‘((2) clc pox medlo de la: Proposwmn 15 Ademas cpu determina el unico
nucleo de D. ) : . .



Definicion - 30. Un semintcleo de. una digrafica’ D= {X. I‘*) se define - como 'un con]unlo
independienle no vacio S < X lal que cada X' l‘*(S) tiene u| menos un suceso: cn b

Lema. 8 para cadi subconjunto’ no vacio. A c\ la »ub(hgrahcn DA hene aemmucleo enloncea
I} Ilene nucleo. B ;

Demostracion

Sea S un seminﬂcléo mdximo kde:kD. y' sea =X V(SuTy s}

Si \ = @, enlonces S es nucleo =

Sid2@, entonccs DA llene aemmucleo T,

Los conjunlos S ¥y 'l‘ no Llenen adyacencnas enlre si, Iucgo S u Tes mdependlenle ¥ cada
xeSuT tal que Xe l‘"(S v T) tlene un sucesor en S u T

wSuTes semmucleo de D lo cual contradlco Ia suposnclon de la eleccxon de S

S es nucleo

Teorema 4. | Rich&rd;6l1 1950 ) 81D = (Xr) 5" una- digrafiea sin circuitos de longilud
impar enloncesD llene al menos un nucleo RO EA S

Demoslraclon

8 se pudler.n demodrm que D llene o sommudeo ¥ obacrmndo que . ninguna
subdigrafica ~ liene mrcunoa |mpmes pod amo; IIllll?ﬂl el Iemn dnlenm v lendriamos que D
liene nucleo. . i ’

Luego. basta demostrar que D Liene: un'semintcleo. "~

*Supongamos ‘que D ¢s conex

Sea \) tiha componenle fuci-!exlltjnl.e‘(dliO\a de D, donde r*(Xh.e N ( lerminal ).

16 -



six =1, enlonces X es u'n'seminucleo de'D.
SilN I > l y SI xo € X.. sea X un verUce en )\. dlalmto de %p.

Enloncea lodos los cammos uhu xl permanecen en el inferior de X1, ¥ todos ellos tienen
la misma pandad ( ya que de olra manera’ sc podrla formar un circuito impar._con un camino .

uls.xad )

Sea b el con;unlo de lodas las x-e X, Lales que los cammos u[x,,.xl son pares

uponemo; que ex15te 1a fecha (yz) con
ulxa] U (y2)’ de longltud lmpar. lo cual es

'lmponble denlro de

Size X e I"‘(S) enlonces cada sucesor de 2 esla en S

wnSes un‘semmuclec de D:

2 D tiene nicleo; .



(Il FUNCIONES DE GRUNDY

Sea D = (X r+) una dxgranca sm lazos

Una funcion en los Na@u ales g ‘( - lN es Ilamada func:on de Grundy de D, si para
cada vérlice e X s* el nalural  mas- pequeno que “no perlenece aI conjunlo

Jelyl:ye l‘*(x) |

Esle conceplo fue orlgmado por:

M Grundy para digraficas sm cucullos y este fue kk

2) glx) = ko= cadafyv . f*y(xj) satisface gly) =

Observaremos que una funcion de Grundy delermma un nucleo en una dlgranca i

Nota 1: Algunas digraficas no llencn {uncmn de Glundy. por ejemplo, lodos los cireuitos de
longitud impar.



En la digrafica anterior, si damos valor 0 al vértice a, el valor para el vértice ¢ esta
delerminado. y es' 1;.enlonces al vértice b le corresponderia el valor 0, pero ésto no
salisfaceria la condicién (2) de la definicion de funcion de Grundy.

Algunas digraficas tienen mas de una funcion de Grundy como en el caso 5|guwnle
donde se muestran dos funciones de Grundy para la misma digréfica. .

1} " to)

n

Nola 2: §i D Liene funcion de Grundy g(s), enlonces D tiene nucleo, ya que el conjunto
N=)x:ixe X glx) = 0 { sallsface snmultanedmenle

l)ve‘l = g(v)=0 = mmg(y)>0‘

= r+(x)nn .2

”)\!N = g(x)>0 => mmg(y)-O yel‘*(x)

= r’(x)r\N;z



El reciproco no es cierlo, pues existen digraficas que tienen nicleo y no lienen funcion
de Grundy, por ejemplo:

}a{ es el nicleo en la digrafica superior y, ésta no liene funcién de Grundy pues a tendria .~
valor 0 para. cualquier funcion de Grundy por ser vérlice terminal, luego si bito‘ma valor 1, ¢
lendria que valer 2,"lo cual nos lleva a una conlradiceion, pues d tomaria valor'], locual es”
lmposnble pues d es sucesor de b Si asignamos el valor l acodse darla una conlradlcclon :
snmllar ‘ : : g

Teorema 5. Si [v)“_‘:es “uria |
liene funcioh‘chGrﬁh_dy'.‘ e

Demoslracnon
Sea D una dlglafuca tal que cada subdlgranca mduclda llene nucleo.
bea No nucleo de [) sea N. nucleo de D, = Dx \ Na

Sea Nz nucleo de Dg = Dx\ (No ] N ) elc :

Los conjuntos N, rorman una par cin

Sea g: X' IN una runcmn de{un@a por i g(x) = k o xe Nee

Observaremos que g{x) es una funcion dekG’rund‘y de D. V



1) Sea gfx) = k: observaremos que para'céda i< k. exi"sklc} un vértice.y € I"*(x) lal que
gv) = j. ‘ T o

Como.x € Ny

verlice ¥ e T7(x) Qonig(yi v o
2 sea gﬁ) ’—;:kt“fenlqnces' tal ‘qae_g(y).i‘= k' porque Ny -no seria
mdependlenle R e ‘ o

g(\) es funcxon de Grund\' de D

Coralario 5.1. ‘Una‘vdigfi‘:ﬁt‘a\k simétrica lieflé flyméiib‘)n,dé'(]'rbundy.l, .

Demo\l rauon

Por el Teorem

mélrica liene.niicleo. y ‘ademas, éste es un conjunto
mdepeudlenle majin S g o

\dema: cada subdxgr ica’inducida de, una dlgranca simélrica es simeélrica; v_entonces

tiene nudeo

igrafica D simélrica lieyﬁ(‘f‘:fvuvnéiél‘l de Gruncfy.

Corolario 5.2, Una digréﬁca lransiliﬁa liene: funcion de Grun‘dy. C

Demostracion

Toda subdigrafica de una dlgraflca lranallnd es Lransitiva. v por el Teoreina 2. estas
tienen nucleo. G .



Luego, por el Teorema 5, D transiliva tiene funcion de Grundy.

Corolario 5.3. Una digraica sin circuilos de longilud impar tiene funcion de Grundy. -

Demoslracidn P

Toda subdlgnanca de una digran' sm circuntos de longltud‘unpal presenla la misma s

caracter! xsl)ca y por el ‘l'eorema L]

' Entonces. por el Teorema a‘ t‘D es una dlgranca sin’ clrcullos de Iongllud lmpar.
entonces D llene funcnon de Gxundy :

Teorema 6. ( Grundy [19391 ) Una‘dxgranca sin circuitos, tiene una tnica funcion de Grundy
Ademas, para cada’ vértice (x) no e\cede la longitud del camino mas largo desde x. -

Demoslracién
Como en el Teore 3 conslderense los conjuntos

Y(O)-!x xe)\jr“(x)-a(

-‘((l) =lxixe \(0) r‘*(x) cX(OH

‘((2) = ! Nixe ‘((O) v X(l) r"(v) cX(O) v ‘((l) {



Claramente eslos conjuntos p‘alvten X, v ¥ e X[k} si y solo si el camino 'mas largo desde
x. tiene longitud k. Los \'alores de g(x) pueden ser. deIlnldos sucesuamenle sobre Jos conjunlos
NOL N(1)eles:, o ,,j :

Sixe \(0) enlonces haga<e g(\) = 0
3 x ‘€ \(l) entonce~ hagase g(\) =1

Si para cada x. « X(k) con k' s el valor g(x) min !‘ "0 ‘< ik y ‘
s} nXi)=@ ( esla “Univocamente definido \' sallsface las condlclones (l) y ’) de la
. definicion de runcmn de Glundy ¥y ndeman g(\) < l\, : .

1) para cada 1 <1 e\nsle y ‘e ,\()) lal que l"*(w)
valor j por ser menor que 1 y.

Ademas{, g(x) sn:l,

Antes de demo;har las proplcdades fundamenlales de las funclones de Grundy. es
nece;ano derlmr la suma carlesnana de dlgral‘lcas

Sean D, = 8 l'.*) Dy = (’(3 l'z’f), " D = ()«,r,+) dlgraflcas ¥ sea P = ) 12 2P |
El Producto Normal de- estas dl“laflCﬂS se dehno como la dlﬂraflca =D l)p cuyo -
conjunlo de \erhces es: ) :

.\=.\|x\3x..,x.\',= H;JY,
ieP.

v con funcion de adyacencia

Pl = W (L rs) x Iyl )
P iilad ie) 1ef



Nola: En"la definicion anterior, se debe seguir eI orden ‘de I .p del vértice x = = (Xp Xz Xp)
para encontrar sis Stcesores. : g

La Suma Carlesiana de estas dlgrancas se del’lne como Ia dlgrahca D= D. + Dz +D,
con conjunto de \'erhces

X=TIX,

. ||P

y.con Iunclon do dd\ac(ncm

o k{,( it it r.f(x.) x ix‘.}.e .- x xx,,t )

Fmalmente. eI Producto Carlealano de estas dlgrancas se dennc eomo la dlgmnca :

b= D| X Dg X ,,v con conjunlo de verlices: N =

¥ con runcmn de adyacencla

. FT(XI.XZ, ‘(p) = n rl*()‘)

jemplo.

Considercnse dos maquinas, y denolamos por i al conjunlo de posibles- estados de la
primera maquina. Para X, v, € X). sea y; € TyH(x)) si el estado v, puede seguirse del estado
%1, luego, la primera maquina define una digrafica Dy = (N.Iy*).

Similarmenle. la segunda maquina define una digrafica Dp = (XaF2*).

EY verlice {x.a2) deseribe ¢ estado x) de la primera maquina, y. el estado x; de la
segunde maquina. Si el operador trabaja ambas maquinas simultaneamenle. la  digrafica
Dy x D: representa los posibles cambios de siluaciones. Si el operador irabaja unicamenle
una maquina « la vez. la digrafica Dy + Dy represenla los posibles cambios de situaciones. i
¢l operador puede trabajar con una o con las dos magminas simultaneamenle, la digrafica
B+ Dy representa los posibles cambios de suaciones.



b X oY D

D+ s

Proposicion 3. i la digrafica D - (N, Ty7) tiene nacleo N, v la digrafica H = (Na Tat) liene
nucleo K. entonces el producto normal D« H liene al producto cartesiano N x K como nucleo.

Demostracjon
Independencia:

Sea Poob L2y sean v = (g v ivey) elementos de N x i

an

<0



Supongamos quc ye r‘*(x) es decn.

{yy2) & l‘*(‘n xz) = m . (IH rt .)xl'I M)

Entonces como |I | 20, llcne que suceder que y| € r,*(x.) 0 yz e I‘z*(xz) 0 ambas v
en cualquier caso, lenemos una conlradmcion. pues wye N que es nucleo ¥ X2.'v2 € K, que
lambién es nucleo S RIS i

AW NxK es mdependlcnte :
Absor benma »
Sea x e (\|X)\2)\(NXK) X = (xm) X € k, X2 € Yo

.~ Como N es nucleo de D.'y K es nocleo de H, existen 9 € N ¥2 € K lales que sucede
una de Ias lres

(yIvYZ) 5 (rl,(xl);‘r")‘}(Xz)) si X ¢ N, X e K
(yiye) € tﬂ*(h).xﬂ six el xie K
{yya) & (x, Tet{sa)) sixy eNoxz e K

Luego. si tomamos | = P =} 1. 2} en el primer caso, | = |1 | en el'_segundo y
I'=}2{en el ultimo caso, lenemos que :

{yiy2) = [l'I I I =1 l'I IiH{x) x H !x.ll el U ( IT ry#(y) x"l'{\tl.v,l 11

P lle0 (el

enlonces {y,.y2) € I'f{x.5).
N x K es absorbente.

' Nx K es nucleo.
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Despues del resuliado anlerior. surge la pregunta de que ¢ si dos digraficas lienen nicleo.
le suma carlesiana liene nucleo ? - a lo que C. Y. Chao enconiro en 1963 el siguiente
vontracjemplo. :

*~——

e >
1 ' D,
L + c
Cotax b
T 1
," . y - 1:1:{»

D

dy o D+ D,

Fl nucleo de la digrafica D es el vérlice d, mientras que el nucleo de D; es y, sin embargo.
Dy + Dy no tiene nucleo va que de lenerlo, el vérlice dy estaria en @l por ser verlice terminal,
en consecuencia. los wertices av. by, ey v dx lendrian que estar fuera el nucleo por ser
advacenles al verfice o de los vertices ax. by ¥ e\, podemos meler cualquiera al nucleo.
digamos ax v selo absorbetia a ex. por lo que el vertice by lendria que eslar en el nucleo.
peto exto es imposidle pues es adyacente a ax. Si en lugar del verlice ax. melemos al nucleo
w oalguns de Jos vertives by o ox llegamos « una contradiceion semejante.  Por lo tanlo.
D+ 0; no Liene nacles.

Despues

se demmostrara que si dos digraficas Dy v D, tienen funcion de Grundy.
eponees Lo digtafica Dy + By hiene nucleo. Antes de demostrar estos resultados. algunos
desartollos son necesarios

la expansion binaria de un natural p es la sucesion (py. pa.. p) de ceros vou
QP oy 3pe s dpy - Iy

E

Su forma binaria exp o pop P2 Py

kg



Por cjemplo:

FORMA DECIMAL FORMA BIVAIA EXPANSIQN BINARIA
o 0 (0)

I N St

e 10 : 0.4)

3 noo (l.l):

1 100° (00.1)

5 o }-(1.0.1‘) |
6 e
7 e
8 1000 _{000)
9 0o (e
10 10i0 (100)
- Con - (I,x.o;‘n

NOTA: “3i (G, +. 0) es un grupo.'X es un conjunto y GY =} ¢ X =G {; entonces (G..+. 0)
es un’ grupo donde: :

{f + 2} {x). < f(x) +alx) —v - ofx)= 0. par«i ffgeth yel v 0 elemenlo neutro de G. )

Fn particular. (Z5". +, o) es un grupo.



Aauwver G = Jf e GV fix) = 0 para casi loda x e N { es subgrupo de G5, luego.
{Z™, + o) es un grupo con la suma coordenads & coordenada pues es subgrupo de
(Z" + o)

Sor g N o z,"" Lol que " @ln) s @lay, typo o oy ag) = fag, &y, o 3,00...), donde
w wype g g e la representacion binaria de n oy (ag a,. ... 8,0.0..) es su expansion
binaria. N L

@ s inyectiva pues la representacion binaria. deun- numero nalural es unica .y es

Aupravecliva ya que cualquier expansion binaria (ﬂo r\, a,\) proviene de algun n =gyt 2
C My e B : B

AsL @ es biveetiva

Por lo lanlo. ¢ induce de manera Gnica una operacion en |¥ ( la Suma Dlgllal GB ) que
convierle a 1N en un grupo isomarfo a (Z,™, +. a). i

Lz decir. para caleular (n @ m) n. m e IN. lomense las expansiones: binarias de'nym
[ p{n). olm) ). sumense en Z;™ coordenada a coordenada { o(n) - @{m) ) 'y lnego calculese

¢l numero con lu expansion binaria obtenida { o™'{ @(n} + o(m} ) ). Por lo anterior lenemos:
Proposicion 4. ( IN. ®, 0) es un grupo abeliano.
Por cjcmplo .
59,;'wm+mm— %un+unw 07 '00.1) =

1ese|1wﬂwu+wnfwnn<mWn+nu+nmmn=¢Hmnn=9

Corolario. Dados dos naturales py’q. existe un dnico natural r lal que p@ r = q,

Demostracion



Star - q@®p
Fnlonces, p@r=p® (q@p)=p® pdgl=(pdpldq=gq
Supongamos que existiera 1’ tal que p ®ri=q. g

Luego. coma p@®r =y len(frﬁos que p ®r=p ® r'.~'sumando p  de-ambos lados,
lenemas p @ (p® 1} = p.& [p @ '), i:_(p{ea ner=poper..

Asir=r

Teorema 7. Si las digraficas Dy = (X,.I*), ... D = (X, ,I‘,.") llenen funuones de Crundy Brene g,.'

respeclivamenle; entonces la funcion g lal que g(w,.xz yi= g.(v,) ® gz(\z) 6 ] g,.(x,.) es
una funcion de Grundy para la suma carlesmna D Dy Dy + Dn -

Demoslracion

Considerese ¢f verlice {x).Xy.. \u) en

¢ IN> Z,“‘) donde la imagen de’ un nnlural n bajo (p &5 su expansmn bmarla

lambién, sea g{x[Xa....X,) = E’Q.(x,)k,:
B

{1) Debemos mostrar que para cada q < p ha\' un verlice
(Y1yz¥o) € DTNLNR 8 ) tal que g(y. Vo, ,y,.) = q-

olp) € Zg“‘“

‘P(‘I) e zz(l‘l

Sea hy la k mas grande para la cual op), = olq), .-

Esto es. olp) = { ag @y oty 0y 10 o e 0.0..)



(9] = { by By. v Bige 854 1. 8y 0. 0. )
con by, = - dig

EnlonCEa ako = l bka'rlo,'ya' que de otra forma, lehdriamos

PEa+ ,a,

'—2“°’bk ,-2*°>o

o+ 2"°' = gh-}, lo

-\al, como (P(p)ko l ) (p(q),m- 0 enlonces v(l)ko‘-l

Ademm sis > ko

olpl, = old), - S

Por lo tanto. (o(p) +¢( )= ?b‘(‘q)."=><§(r);= 0.
g.(.\'.) @r< g,(xl) vpues .

olulx) @) = (o ey Cygor: 0.0, )

ol alsi) )= {dy o gy Ly )
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Por lo que hay un vertice yi'e f‘,‘*(x,)‘en' Dy con ol el e

Por "o lanlo para; el verllce (y,xa ..... x,.) e r“f(x.xg x.,) en D, tenemos

8i y, € r, (x,) enlonces g,(x.) » g,(y Por. esto y por el Corolarm anlenor

E(Yn-'\g-- , : (y.) o g;(xz) ®. 0 E..(x,,) o
Vg gx(‘(,) ® gz(gz) o @ g"(x")
= g(xl.xz‘.....\,.) =p.

Por (1) y (2), g es funcion de Grundy de D.



IV. JUECOS TIPO NIM

Dados dos jugadores A y B, y una digrafica D = (X.I*), se puede definir el siguiente
juego: Comenzando desde un vérlice inicial xo. el jugador A selecciona un vértice %y de T¥(xg).
El jugador B selecciona un verlice x; de T'*{(x)). Posteriormente, el jugador A selecciona
cualquier vertice x; en [t(x), ele. Si un jugador scleceiona un vértice ¥ con I't(x;) = @,
enlonces, ese jugador gana y su oponenle pierde. Claramente, si existen. circuilos en la
digrafica, el juego no siempre {ermina. : :

Este juego se llama tipo NIM. Se estudiaran las represenlaciones de sus posiciones
ganadoras, es decir, aquellos vértices que deben ser escogldos por un jugador para ganar. sin
importar como juega su oponente.

Algunos ejemplos de juegos Lipo NIM son:

FAN TAN

Hay p pilas de cerillos. Cada uno de los dos jugadores selecciona, alternadamente, una’
pila. v quila uno o mas cerillos de la pila. El jugador que quita el Ullimo cerillo, gana:
Denotaremos a esle Lipo de juegos por UG ( ultimo jugador gana ).

FAN TAN *

Dos jugadores juegan con las mismas reglas que en el ejemplo anlerior, pero el jugador'
que quita el ultimo cerillo, pierde. Esle juego se reduce a un juego lipo NIM al anadir un
verlice a la digrafica. Este tipo de juego lo denotamos como UJP { ultimo jugador  pierde ).

NOTA: En lo siguiente. se considerara solo el juego UG { ultimo jugador gana).
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JUEGO DE WYTHOFF [1907]
Sea X el conjunto de puntos enteros no negativos en el plano.

Desde un punto (p.q) e IN2 un jugador puede seleccionar cualquier punto tal que el
valor de una de sus coordenadas se decremenla, mientras que el vaior de Ja olra coordenada v
permanece igual, o. de tal manera que ambas coordenadas se decremenlan en:la. misma’
cantidad. : -

los jugadores loman turnos allernades. El primer jugador que sélq?éiohé el punto
(00) gana. I

Por ejemplo desde ¢l punto (1.1), los siguientes punlos estan dlspombles (4 0) (3.1,
(21) (L0, (0.1). (30) :

La dlarafxca D= (XIt) definida por este juego, donde x e X es un estado del juego y,
ye r*(x),‘con y € X, si y sélo si se puede pasar del eslado x al eslado y en el juego; D no
contiene circuilos, y en consecuencia, posee funcion de Grundy, indicada en la figura siguiente.
las posicibnés ganadoras estan dentro de un circulo. Nolese que éslas posiciones estan
distribuidas simélricamente airededor de la diagonal principal.

El vkji.iego aqui_descrilo es alribuido a R. Isaacs [1958]. pero {. Kenyon [1967] se percalo de
que ésle es . equivalenie a un juego inventado por Wythofl en 1907.

M



Definicion 31. En un juego lipo NIM sobre una digrafica D. diremos que los vértices de Trlunfo
son aquellos que garanlizan el triunfo al jugador que los escoja. :

Asi mismo los vérlices de Pérdida se definen como aquellos que lle\an aI rracaso aI -
jugador que Ios lome L b

Por ulumo los vérlices de Sorteo son Ios \erllces que no "aranhzan eI lrlunfo ( 0
fracaso } al jugador que los selecciona. ~ : 2




Teorema B. Si la digrafica D = (X.I't) liene nicleo N, y si un jugador escoge un vértice en N,
esla opcién le asegura ganar o empalar.

Demostracion

Si el jugador A escoge el vérlice x € ¥, 0 THx,) = @ y x;es un vérlice de Lriunlo, o
su oponenle B estara forzado a escoger un vértice x; € X \ N. “Entonces el jugador A puede
escoger nuevamente un vértice xy € N, y asi sucesivamente. Fl juego termina cuando uno de
los jugadores escoge un vértice x, con TH(x,) = @. Claramente, x, € N: y el jugador que’gana
no puede ser B. s :

Para ganar juegos de esta forma, un jugador podria calcular una funcion de Grundy g
{ si exisle una ). y jugar entonces en el nucleo N = } x : g{x) = 0 {.

Si el vertice inicial xo satisface g(x) = 0. entonces el jugador A esla en una posicion
peligrosa, pues su oponenle puede ganar u oblener un empale. Si g(xg)) # 0. entonces el
jugador A puede asegurarse de ganar o empalar escogiendo cualquier sucesor x; de % con
glx) = 0. : '

Considérese n juegos tipo NIM (X,.Ty*), {XaT2t). ... (Ko T0H).

Supongase ahora que cada jugador puede jugar solamente en uno de los juegos NIM duranle
su turno; el primer jugador que no pueda jugar es el perdedor. Esta situacion es, de hecho,
un juego NIM en la suma cartesiana de digraficas (N.I}*). El siguienle Teorema proporciona
una eslralegia ganadora. )

Teorema 9, Considerese n juegos tipo NIM, Dy = (X.[y*). Dy = {Nalet), .. Dy = (X, con
funciones de Grundy gi. ga, ... g, : :

Un jugador no perdera el juego en la suma cariesiana D = & D, si escoge una posicion
X = (NpeXo) lal que gily)) © ive) @ . @ gylx,) = 0.
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Demostracion
Se sigue inmediatamenle de los Teoremas 7 v 8.

[m}
Fjemplos:

FAN TAN

Cada uno de los dos jugadores, selecciona aflernadamente una de p pilas de cerillos, y
quila al menos un cerillo de esta. El jugador que quite el ultimo cerillo gana.

Este juego es la suma carlesiana de los juegos :
D= (N H), Dy = (Nt o Dy = (N 4D

donde v, € \; represenla el eslado de la k-ésima pila. Claramenle, gi{x,) es igual al numero
de cerillos en la k-esima pile. Del Teorema 9, una posicion es ganadora si y sélo si la suma
dizital de! numero de cerillos es cero

a(0) -
4l

42 -
=3
ald) = 4

W o—

la digrafica anterior, esta asociada a una pila con | cenllos el valor de la funcion de
Grupdy de cada vertice claramente es ignal al numero de cenlos en lu pila



TORTUNIM

El juego consisle en que cada jugador, alternadamente, vollea una lortuga boca arriba,
de una fila de torlugas. y puede lambien voltear una segunda tortuga que esté a la izquierda

de la primera.

La segunda lorluga, a diferencia de la primera, puede ser volleada boca arriba o boca
abajo. El tltimo jugador que vollea boca arriba una lortuga, es el ganador. :

Podemos asociar este juego con una digrafica I) =(X.T'*), donde X es el conjunlo’ de’
estados dentro del juego, y *{x) es el conjunlo de estados a los que se puede llegar desde
xe X enlajugada algulenlc .

La digralica asociada a un juego con 3 tortugas es la que sigue:

En la digrafica anterior. una barrila arriba o abajo del numero i, indica que la lortuga i.
esta boca arriba o boca abajo respectivamenie.

La digrafica no contiene cireuilos, por lo lanlo. Liene funcion de Grundy.

POKER NIM

Este juego es jugado con pilas de Tichas de. poker.” Como en el Fan Tan, cada jugador
puede reducir ¢l tamaio dealguna pila: rc-’moy"iondo cualquier canlidad de fichas. Pero ahora,
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el jugador liene un movimiento allernativo. incrementar el tamafo de alguna pila adadiendo a
ésla, alguna de las fichas adquiridas en movimientos anteriores.

Aqui se puede utilizar la misma estrategia que en el juego de Fan Tan, ya que el
movimienle opeional que lienen los jugadores puede ser anulado con un movimiento
“reversible” que regrese el juego justo al estado anlerior.

Supongamos que lenemos 3 pilas de tamanos {3.4.6), y que el juego ha sido jugado por
algun tiempo. de tal forma que los jugadores han acumulado fichas de reserva

21 es el turno del jugador A. v el mueve a la posicion (2.4.6). esta posicion es ganadora
¢ e Yan Tan ordinario  Pero ahora. ¢l jugador B suma 30 fichas a la pila con 4. de forma
que el juego queda en la posicion {234.6). Li jugador A lo unico que tiene que hacer. es
retirar 50 fichas de la pila de 54 para, de esta forma. regresar a la posicion (2.4.6).

Tarde o temprano. el jugador B agotara sus fichas de reserva, y lendra que reducir
alguna de las pilas como ¢n el Fan Tan. de esta forma. el jugador A podra volver a colocarse
en una posicion ganadora

Ast, podemos ver que una posicion ganadora, en el Fan Tan, es atn ganadora en el
Poher Nim. va que el movimiento alternalivo, solo pospone el Lriunfo. no lo evila
indefinidamente

JUEGO DE NORTHCOTT'S

Este juego se juega sobre un tablero de damas, en el cual se colocan una ficha blanca
¥ una negra en cada renglon como en la siguiente figura:
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o
®

Cada jugador puede mover una preza de su propio color a cualquier olra casilla vacia
sobre el mismo renglén, con la prohibicion de saltar las fichas del oponente.

El jugador que no pucda mover porque tenga atrapadas a todas sus fichas en los
extremos, pierde el juego.

Este juego es idéntico al Poker Nim, si tratamos los espacios en blanco en cada renglon
como si fueran fichas en distintas pilas

El juego mostrado en la figura anterior es equivalenle & un juego de Poker Nim con 8
pilas de tamanos {2.3.04.3.65.0). Por lo lanlo. en cste juego. se puede seguir la misma
estrategia que en el Poker Nim para ganatlo

CABALLO BIANCO

El Caballo Blanco puede desde cualquier posicion en ol tablero de ajedrez; realizar los
movimientos siguientes:

10
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Por el Teoremq 6 el juego del Caballo Blanco liene una anica funcion de Grundy ya que su -
digrafica asociada o tiene ciercuilos. :

Ahora congiderese el juego en el cual, cada jugador puede mover el cabdllo auno de'
los cuatro lugares marcados o, puede robar cualquier cantidad de cerlllos de una plla adlclonaly
que se coloca a la flerecha del tablero.

El juego terinina solo cuando el cabalio esta en una de las cualro casnlas de la esquma‘
superior izquierda ¥ todas las cajas han sido removidas. : ! i

Aqui. el juego lolal es el resultado de lomar la Suma Carteslana del Juego del cabaIIO'
con el juego de Fan Tan con una pila. :

En la siguienle tabla, se expresan los valores de la funcion de Grundy paza nlgunas
posiciones del caballo: e



12345678910 111213 M 15161718 19 20
a 0.0 11001 1700 1 1050 110 0711
b 00210001 100 1 1 0-01-1505:00115
¢ 122232223222 32 22.3/2 2
d 1121432333 23/332°33°3
e 0034001 1.00 11 0707151020
f 070230020001 1000171 0207
g 1122122232 2.2 :3:2:22 3"
“h 1128121043 23 3-32°3
i 00330034001 1 00151
j 0023002300 2 1 700711
k 2211221022 2.32°.
[ e 23 0237 2 :
m 0033003300
n 00230023
PR B - I
p 1123
q 00

Enconlremos el valor de Grundy para la posicion d7 de la figura anterior. supongamos
que conocemos los valores de las posiciones a las cuales se puede mover el caballo desde d7.

Estas posiciones pueden verse como pilas con 0. 3. 0 y 1 cerillos, y con la pila
adicional con 6 cerillos lenemos el valor de la posicion d7 en ef jucgo tolal.

le3oloi®dh-|

Y51, para asegurar esla posicion. basta con quitar 1 cerillos de la pila adicional.



SYNONIM

Nuevamente, esle juego es como el Fan Tan, solo que ahora, lodas las pilas del mismo
lamano deben Lratarse de la misma forna. es decir, si se reduce una pila, se deben reducir
lodas las pilas de ese tamano en la misma cantidad. K

Basta con observar que si consideramos a todas las pilas de un mismo lamano como
una sola pila de ese tamano, la estrategia para ganar esle juego es analoga a la del juego Fan
Tan. i

REINAS WYT

En el juego de Reinas Wyl, cualquier numero de reinas puede estar en la misma casilla
de un lablero de ajedrez. y cada jugador. cuando le toca mover. puede mover una sola reina,
una distancia arbilraria hacia el Norte. Oeste o Noroeste. aun brincando sobre otras reinas; el
objelivo del juego es tener a todas las reinas en la casilla superior izquierda del lablero y el
ullimo jugador que pueda mover, gana el juego.

Ya que las reinas se mueven independientemente, podemos tralar el juego total como
la suma de juegos con una sola reina. Las reinas sobre el lablero, podemos hacerlas
corresponder con pilas tipo NIM que podemos sumar usando la suma digital.

El juego con una reina es una transformacion del juego de Wythoff que ya se vié
anleriormente.




JUEGO DE GRUNDY

Aqui, el onico movimiento legal consiste en dividir una pila en dos mas pequenas de
diferenles lamanos. Eventualmente, todas las pilas tendran tamano 1 o 2, y no podran ser
divididas; el jugador que divida la ultima pila es el ganador.

Nuevamente, podemos hacer una digrafica en la que cada vérlice lepres'en'le un estado
del juego. es decir, cada vérlice indica el tamano de cada pila, y {u,v) esta en las flechas de'la .
digrafica si de la posicion u se puede pasar a la posicion v.

La digrafica D asociada al Juego de Grundy no liene circuitos, entonces admile una
unica funcion de Grundy g. en parlicular, el vertice inicial v  que se identifica con el numero
inicial n de elementos en la pila } tiene valor g(v) = ( g(n) ).

A continuacion se presentan los primeros 101 valores g(n) de la funcién de Grundy
correspondientes a pilasconn e} 1,2, ..., 101 {.

n=0-19 0001021021 ‘ozlaéiszqs'

20 - 39 0430430412-”13124J24j2¢j

40-59; 154154154 :oz162r5213

©60-79 ‘2132432432 "43243”4324i

80 - 100 524524q74; : 74574352352

En seguida, se pre:enlﬂ la dlgraflca asoclada a tn Juego de Grundy con una plla inicial de 6
elementos. : L



Para saber si una posicion es segura, basta con que se sumen digilalmente los valores de
Grundy de cada una de las pilas de la posicion, y se recuerde que una posicion es segura si su
suma digilal es cero.



V. FUNCIONES DE GRUNDY Y DESCOMPOSICION DE JUEGO -

Definicion 32. Se dice que un juego es un Juego Bipersonal de Suma Cero, si:la. suma devlas
ganancias es cero, es decir, si uno de los dos jugadores pierde e\aclamenle lanlo Lcomo lo que
el otro jugador gana. 4

Definicion 33. Un juego en el cual cada participante, al hacer una jugada, conoce los resullados
de lodas las jugadas hechas previamenle. se llama Juego de Informacion Perfecta.

Hasla ahora hemos enconlrado que ¢l :uiwnlo de vértices X = { x : g{x) = 0 {, nos
garanlizan el lriunfo o empale en un juego lipo NIM sobre una digrafica D .= (XT*). - A
conlinuacion, caraclerizaremos los conjuntos de vertices de triunfo, pérdida y de sorteo en un
juego tipo NIM en digréficas, en lerminos de funciones de Grundy.

El siguiente teorema basico. es debido a Romanowicz y Wozniac.

Teorema 10. Para cada digrafica D = (XI'*), exisle exactamente una des(omposmlon ajena y
ordenada A, B. C, del conjunto X, tal que

) THx) A B2 @, para cada x € A.

A rHy) e palu cuda xe B :

IrHy) B = z ¥ r‘*(x)n Cae @, para cadd xeC

4) Si'A.B..C'es olla de:composmon ajena ¥y ondenada de X qua ~al|sface las condlcxones

(N-(3). = C:C

NOTA: Una pl urba delalladn (e este Teorema e pmcntuda enfd]



La descomposicion A, B. C del conjunto X del Teorema 10, es llamada Descomposicion de
Juego de la digrafica D.

Los conjunlos 4, B. € son los conjunlos de Triunfo, Pérdida y Sorleo respeclivamente,
en el juego bipersonal de suma cero de informacion perfecta en la digrafica’ D, con' dllimo -
jugador ganador. !

Si la descomposicion de juego es conocida. es facil deseribir una eslralegla opllma para
el juego mencionado en la digrafica.

Como se vio anteriormente, la funcion de Grundy de una digrafica es muy ulilizada en .
la solucion de sumas de juegos en digraficas. Eslo se sigue, de la pbsibilidad de la simple
construccion de la funcion de Grundy para sumas de d|graf|cas a partir de las funciones-de
Grundy de las digraficas componentes.

Observemos que una digrafica biparlita no liene circuitos de Iongllud lmpar, luego por
e} Teorema 4. esta digrafica liene nicleo. :

Teorema 1l. Para una digrafica bipartita- D= (XI't)..con: blparhcmn X Xg de X y. con
descomposulon de juego A, B, C,. 'tenemos que los conjuntos s :

N, =8 U (C n \) son nucleos de la dlgranca D.

DeinosLracion. R
l)Indcpendencm . L
Para i i= l 2 lenemoa que B €s mdependlente ya que por el 'l‘eorema 10
Vel [‘ (\):x vAnB 6
Ahona, ((‘ n \) es mdependlenle por. ser \, |ndepend1ente

Aemas. no ha\ ﬂecha» de Ba (C n X pues I‘*(x) cA:Vied vAnC=@ .y por ‘
ullimo. no Im_\ llechaa de {C ~ X} a B. pues T*{x) NnB=2, Vxel

17



AN = BU(C M YY) es independiente.
2) Absorbencia

Seax e \\N=AUCAYheonj el 2Ly N=BU[CAX), iell2f

Por el Teorema 10, lenemos que ¥ x € A, ['*(x) n:,B + 3, pof]oflah_to. B absorbe a x e A;
tambien por el Teorema 10 tenemos que V X e C,yr‘*(.\') N C« D, luego, si X € €CnX)

r*(x) e X, con i # j. porser X, y X2 independientes. -
Asi, € A X, es absorbido por N;. con | i. 1 {= 31 2 boiwj
o Ny es absorbente, con'i e } 1.2}
~ N es nicleo, con i e } 1,2}

:D,

Teorema l?.P’ara'cu;’lqﬁer milcleo N‘dey un>a digréffca D= (Xrt) kse tiene :
BcN’c':BkL‘JC' o k : '
AeX\NchUC
Una demostracion de esle Teorema se puede encontrar en [7].

Para los nucleos descritos en el Teorema 11 tenemos la siguiente

Observacion. &i N, es nucleo de D = (XI'*) bipartila. enlonces: -
BeNcBUC
feiiNciaut

Demostracion.



. Se sigue de {as definiciones de- Ny y Nz -

Sea Wa) el con]unlo de lodos los numelos nalurales menorcs que a Para una
digrafica D = (XI'H). sea y un numero h]o. maym quela curdmalldad deI con}unlo polenua

de X (IP(N) 1)

Sea GH{D) el conjﬁnlo de todas las fu'nci'ovncs de Gr’u'hdyk de DV
Una condicion necesaria ¥y suﬁclenle para la existencia de una !uncmn de Grundy de
una digrafica. esta dada por: :

’redrcma 13. Una digralica D = {XI'*). liene funcion de Grundy-si 'y sélo:si exiSte la
descomposicion ajena v ordenada } Ng : @ e W(y) | del conjunto X tal que para cada ae W(y)
el conjunlo \g es un nucleo de la digrafica Dg = (X'Tat), donde .

Nez NV Ulx:ixeXgBeWaly
Ta™{x) s T8}~ Ng' para X € Ng'
Demostracion.

=)

E~: obvio que sig X W(y) es una !unuon de Grundy de la dlglanca D= ()« l‘*)

.

enlonces Ioc con]unlo~ :

\ :rdenada de \

=lxelgN=a ( ae \V(y) forman una descomposlclon a]en

Ahora, obsenemos que pma ae \\(y) y
Grundy que: T7(s) 0 No = @ de manera que lamhlen

a0 Dy ).

19

nemos por (”) de la de[mmon de :
“(\) n \u =@ ( Independencla de



Siimullaneamente, para ¥ € ¥g'\ Xq. tenemos que g(x) > o y por (1} de la definicion
de funcion de Grundy. existe y e I'*(x) lal que gly) = a. . De aqui que y e X, y obviamente.

retly) " Xo = THx) A Xa ‘2. ( Absorbencia de:Xq én Dq‘ R
Consecuentemente, Ng es un nixc;lco' dé Dy, Bt

&l

Seaf N i & W(y) E una’ descomposmlon do X que cumple las condlclones de la
hipolesis. : :

boag X - W('y) una runcmn dorlmda por g(x) -:u: sixe X.,
Debemos moslrar que g es una funcion de Grundy de D
Supongase que X e Xu Como’Xm es nucleo de Da. concluxmos que

Lt(x) A xa'
g())ﬁg(\) i

: ara cada y € r+(x) tenemosk

Ahora sea \ € Aa donde o > O 'y sea B e W(u)

) Enlonces. x e XB \Xg, y p°,r‘|“~ absorbqnciaAde;XB. nﬁéléé;dvé;Dé'; tenembs qu'e
F3+(x)r\XB¢G o SR :

Consccuentemenle, 5 y e l"*(\) pamkel cual g(y) = B .

Corolario 131 Qea g una runclon de Grund\ de una- dlglahca D = (\I*)." Enlonces. el
conjunlo g0y =}y e \' g(\) 0 ( es un nucleo de D.
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Sea D = (NI*) una digrafica bipartita. Notese que cada subdigrafica es bipartita
lambien. - Sea Ny un nucleo de D { véase el Teorema {1 ). Definimos por induccion la sucesion
{Na). @ e Wy) de subconjuntos ajenos de X. donde Ny es nucleo de la subdigralica generada
por X “ U} Ng: B e Wa) | Esta sucesion salisface las condiciones del Teorema 13.
consccueniemente. de acuerdo con el Teorema 13, su prueba v el Corolario 13.1, tenenios:

Corolario 13.2. Para cada nicleo N de la digrafica biparlita D, esisle una funcion de Grundy g
de D taf que N = ¢-1(0).

Teorema 14. la descomposmon de )ueﬂo (Ic la dlgrahca blparllln D=\ I‘*) es e\plesuda por
sus funciones de Grundv RS L : .

'_\ u,.vl(o) ge(:F(DH
B—O)-"(o) geGF(DH

C=U g0 geGF(D {\f\lg’{O) aecr(nu]‘

D('moxhd('lon

Como Des bnpaz ula enlonces para el nucleo Ni=B w(C ﬁ X.) ie) 12 l"descrilo v
en el Teoxema 11, existe por el Corolano 132 una funclon de Grundy gj'de D tal que - )

N = g0y lell

\mmllaneamen(e por el Teorema para ‘cada’ funcion de Grundy

_} yel Corolakriok lk3‘.
g de la dlglanca D. lenemo S R

Ac:\ g'(O)) Bc‘g '(0) enlonces
4:\\U]g'(0) geGF(DHC\\ 8 '(O)ng'(on- '\ yu

Beniyg '(0) g e GF(D) f : (g."(O) v o '(0)) =



La tercera igualdad es consecuencia inmediata de las primerés dos, y del hecho de que
C=X\(AUB). )

Por medio de las funciones de Grundy. es posible tambien caraclerizar ‘una

descomposicion de juego de una digrafica no biparlita. En este caso. para -una digrafica

D= (NXI'*). sea D' = (§*). la digrafica bipartila en la cual. X' = Xx } 1, 2}y.

rHxd) =THx)x §jf pera(xi) e X Jijl= {12k 1a)

digrafica:

[

Entonces, D* luciria de la siguiente manera:

(et b2)

A N
&) k2

5y
e}

Para ejemplificar la construccion de D' a partir de D, sea D = (X.l"+) la sigﬁieﬁle



Teorema 15. A B. € es la-descomposicion de juego de una digrafica D= (X.r**) si y solo sila
descomposicion ajena v ordenada: AY ='A x| 2} B =Bx}L2 } Cr=Cx |1, 2] del
conjunto X', es una deecomposlcmn de’ juego de la fllgranca bxparllta D= (X'.I'?), donde
reisi) = ’(\JXIJHIJ(‘H?LI*J -

Demoxtracion..
=]

Sea 4 B C la de~composlc|on de Juego de D = (\ I‘*)

I)\ca\ eA' enlonces (xl)‘(eAleilZl

(‘omb Bea él'kemm Lo de la deacomposncion de Juego de D lenemos que
» ’) 12 % 0w, ghlbhqés 3 );"= (y.j) e r'xt), ‘enlonces |
Ve B‘ puea ye g : S B SRR

s r~~(\)na"¢z ‘

’)\ea X' é B‘ enloncesx"- (xl) conx € B le ! l 2( yl"’fx)cA puesAes un
elemenlo de, la deecompoalclon de D.} : : :

Se's gue de aqul que v ye r*(x) y € A

' Luego“V) =y e I"+(x'), jel l I iwj tenemos que y' € A' por la dehmclan
de A" - g

T
3) Sea x' € (. enlonce. st = {xi) conx e (‘ ie I I !1* enlonces a
ar{s)al= 2 por hipotesis. enlonces no existe y € I‘*(‘() 3
velb. enfonces no existe Ve r'+(\ )yye B' pueslo que

vielvjlconyeBjel i 2finj



b) I‘+(‘<) AC=@ por hlpolesns enlonces dye l"+(‘<) 5y¢eC por lo que 3 y' = ()'J):
jell2fi=j ;Y‘eC'

& I"*(\)nC'ae@ .

) A' B‘ C' es una:desromposmlon de juego de Dt

<) ; ‘ ‘

Sea At B' C‘ una deecomposxclon de Juego de D‘ = (‘('l“*): s

1) Sca e A‘ v‘ = (x |) con Ye A por Ia deflmclon de A‘ ief 1. 2 1

Como I'*H(x') n Bt z enlonces :-I y' é r'*(x') y' € B' con yo= ky.j); y e THx)
jell 2l jei , ; :

Entonces y e B por la deryinic.'iOn»;de:B'.’ﬁ",
aTHX)nBe@.
2)Seax e B x' = [xil;x e B; el 2}

r**(x*) = A, enlonces v = (vj) eltx):je t I, 2! i ¢j tenemos que y' € A‘ asl
yel*x)y yed por denmcxon de A", :

(w)cA V‘(eB
3) Sea x* € C'. ‘(’=(x1)YEC. |ell 2!

a) Como l"*(\ )n B"- G enlonces no e\1~le y 2 ()j) € r'*(x I 1 €} 1, 2 l

t‘nemos ‘que 3 )' e T'Hx') v = (vl con y e THx):
Je)l°§x:J,\eC'zaa\er“(\),\e(’.«~ L

ST ACE Q,



A B. C es una descomposicion de juego de D.

0

scomposicion A‘B' VC'fde D' se 'pﬁéde .

Por ¢l Teorema anlerior;
mos el siguiente resuiado’; -

y.¢l hecho de que'la’
caraclerizar por !uncio es’ 4

Teorema 16. Una descomposicio

e cada digrafica es caractérizada por funclones de
~ Grundy. SREh TR e :

3



VI. ESTRATEGIA PARA TAN -

En lo que resta del Lrabajo, consideraremos’ el Juego F‘an Tan ( 6idenado X que‘a

diferencia del Fan Tan, los jugadores remueven ‘allernadamente cualquler numero de cerlllos de .

la primera pila. y solo toman de la segunda pila hasta que la pnmela se halla lermmado. ¥ asnk I
sucesivamente, hasta que el )Ugador que hace el altimo movnmlenlo plerde el juego

La variante en el analisis de esle tipo de juegos es que, se presenlara una eslralegla :
ganadora sin recurrir a su presentacion como suma de juegos. :

Rudeanu (14] probo que el problema ‘de determinar los nucleos de una’ dlgrahca sin
circuilos - se reduce a delerminarlos en sus subdigraficas oblenidas remov1endo todos “sus
_ vertices lerminales 7= § x € X T*x) = & |y sus predecesores r=(T).

Premsamenle lenemos

Pfoposicidn 5 Sea: D= (X' l;'WL) una subdigrafica de una digrafica generada por el‘ conjunlyo
=X\ TV I“(T)) enlonces un subcnnjunlo NeX es nucleo de D' siy solo si‘el coujunlo
Nu’l‘ esnucleo de D ' :

Aphcando Ia Proposmon 5 lanlas veces como. sea posnble a una dlgranca finila, sin
circuitos, concluxmos o :

Corolario.:yrkPara— cada digra[icaAD = (XI'*). existe” una ‘sucesion finila' Dy Dy" ., Dy, de
subdigraficas de D, tal que: P

D=0



2} Cada digrafica Dl = (Xi l‘.*) es subdlgraflca de D,.| generada por el conjunto

ANEI N\ (T, l U I‘,., ('I‘, ,)) de verhcea Ios cuales no' son telmmales ni predecesores de
" ler minales cn D. I s sk

J) EI con]unlo \k de rllces de D.‘ ‘es.no N rk (Tk)

A, Ld union \J =T u T, U v} Tk de todos’los conjunlos de verlices lermmales de las :
Dk es un umco nuc!eo de la dlgrallca D :

- digralicas Dg Dy i

Ejemplo;.

Sea D la sigdiente digrafica:

Aquu. fenemos la sucesion Dy, Dy, Dy donde Ty = fa f Fo~ (T} = fb.e.d L Xy =fef g h
Lkl Ti=telnm)=ifgl%=thijki Tz-vhfrz(Tz) ikt
enlonces el conjunto N = | a. e. h | es nucleo de D.



Ahora, intentaremos invesligar algunas clases especiales de digraficas. y caraclerizar sus
nicleos. Sea IN el conjunto de los nimeros naturales, y sea INt = IN\ | 0 {.

Con Ia"su'éesi(‘)n finita o = {liJadw) & INym, m € INy, asociamos fa digﬁ’afica
Da = (\a l‘a*) enla cual :

= (0 01..I.... )} INm 0 | s L= lom u i (0 ..... 0) I os el conjunlo de
verhces y I"., es una funclon tal que pala X= (0 ..... 0, l..,, .,..) € X., lcnemos o

Fat(s) = (0,01

m) 0 5 s lli Yy r(1+(0' ’0) ]

: Analogamenle. deflmmos Ia dlgrahca Dm para

(1.. D o) ’welmmxto(k. dondem kew V.. mwk>l

chnnlcmn 3. Do> dlglafl(u\ D. y D» son. |somorfas si e\lsle una funcmn bl\eclwab
.MD 1o ‘((Dz) lal que u e r*(\) =S (p(u) e r'*(cp(\))

A conlinuacién. se dayraj un ejemplo de la construccion de las digraficas Dy = (Xa.Tat).
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Sea a = (42.1.3).

Entonces el conjunto X = | Up = (1,21.3), uy = .....lﬁ) Uy = (32]3) u; = (4.2.1.3),
= {OL13) us = {0213) 1 = (00.13) g, 5 (0001) U .= (000°) Ug:= (0.0.0.3). :
g = (0000} . v o e o

\lientras que r’(u.,) =} 115( l‘*(ul) —1 Ug: ua f r* (uz) =} un u,. u:, f I“f(ug) = I'un .
nous . THuy) = Jug § THug) = | Uc g | re Hug) = g |, l‘*(uﬂ = Ulof rHug) = § uy, llm
{. T {ug) =} us. vg. wio | T¥{upg) =

la digrafica Dy del ejemplo del: Corolario de la Proposicion 5, es isomorfa a la digrafica
D2 g 3) A conlinuacion se mueslra el isomorfismo. -

@ \{Djy2y g)) —» \{Du) lal que

(p(ulo) a <p(u, , ¢(Us) i (p(us) ce. (p(un =1 (P(Us) =g @lul = h.

tp(U.) ER <p(u-) = cp(u;)

As m|<mo Ia> dlgraflcas D. y Dz son isomorfas a D(;z) \ a D) 1e~pecl|\amenle

39



Proposicién 6 La digrafica Dy,..1,0...0) es isomorfa a la digrafica Dy,..1). ¥y la digrafica
D(o o) tiene exactamente un vertice. -

Demosll ﬂcxon

aea (p ‘(m - Xa» tal que (p(a, az, B} = ()58 0. ())

1)Seanv.2 & Xa ) : (yu. ol 7 (2.'--‘{. )

Supongﬂmos quc (P(Y) = (P(l)

o) = (yz. .va ..... 0) = (z. ..... /,,..0 0) (p(z)
=? Yi= Zn i= ' \
Ly=z

(p es myecllva

2) Sca 7'e Xau 2= (z.. z,,. 0. ,0) entonces sea 7= (2y... .z,,,) e s

o(z) = @lu... 7m) = (zh.- :

S Qes supray¢ch\[q :

o @ es biyeeliva, - ‘

Pero.0's y, ’ Xi "lﬁééd.if(p(y’)r‘e"k_lz'“n‘((p(xi). 7

2 @ es bivecliva'y’ preserva advacencias.
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o Dg ey isomorfa a Dgs.

lo anterior se sigue de la definicion de Dy que liene una estructura muy simple: es -

finila, sin circuitos v tiene exaclamente un verlice terminal. - Propiedades analogas son’

(-n(-onlrnda\’ en cada subdigrafica conexa de Dy. Entonces, por el Corolario de la Proposmon
. la digrafica D liene un unico nucleo. el cual denotaremos por Ne.

Daremos un alzoritmo simple para generar un nucleo Ng de Dg.

Primero tenemos las siguientes observaciones,

Proposicion 7. Si a = (. lz. In) & IN+M, v si (0,01 .l.... ek 0 <) S I.. Perlenece aI nacleo
\g de Dg. entonces I}’ =

Demostracion.
Supongamos que (0...0); .I.,l. m) € Nn y que 22

entances por ser N nitcleo. os - Sucesores )f— (0. ...,0 l..l‘..l,“) y 7= (0,” .0 1 1,.‘. I,,,) no
vstan en Ng. luego. Tg™{2) = ¥. lo cual es una conlradlcclon. pues I‘a’f(z) n Na 2, pero 2
tiene que-ser absorbido ' S

RN

Corolario 7.1. Cada verlice de Ng. nuclea de Dy liene a lo mas un sucesor.

Corolario 7.2, Fea X runlqniu \elllce del conjunlo No - Na' Entonces el conjunto’
Fa 0\ A N Hiene exaclamente un elenwnlo :
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Demoslracion.

§i el vertice ¥ = (0u..00 upodnh 071 S 1, esla en ¥ \ Ng entonces Tg*{x) m Vg = @.

31 I;'= 1, entonces, la implicacion es obviamente cierta

Asumamos que I > 1, enlonces por la Proposicion 7 a I‘a*(x) n Na pertenecen a lo mas
los vertices 2 = (00 Lypedn) ¥0 ¥ = {00@lipinns ,,.) si l... =1

Como y e Ia*(z) si Ly = 1. entonces e\actamcnle uno de los verhces pertencce a
Fat(x) A Na.

Ny k"‘ . L
Sea m € [Ny, y sea p la funcion que mapea el conjunto . \J [ N x joj-i]’

De eslas deflnlcxones se su,ue que para cada -

ln} & U [lN{‘_x IQ('"j']._ ‘e‘xistc'eyly numero k. -
siendo el entero mas pequeno k lal que :

Pa= p“'a-(l. 0:.:0). donde 05|l sl,

Para’ Ia aucesmn a e INom, podemo: conslruir ko I digraficas d;ferenles
Dt Dy Dp2 i Dyloe: para las. cliales lenemos:



Proposicion 8. Sea o e IN+krn ma22y séa D la"digrafica oblenida- de-la_digrafica Dy a:
removiendo sus vérlices lermmales y. lodos sus predecescres Enlonces D es |som0rfa a Djsi o
S|y<0105|051$ko : '

Qemoslracién. o

=]

Supongamos que D es |somor[a a D,,l;u a que ko si

Enlonces. ya quie cualquner a genera unak dlgrﬁflca no vacid y ya que i z kn. se; tlene que

p"'a

Por lo tanto; D,,n as D,m o * O pero esto contradlce el hecho de que Des vacla pues .
qultamos los verllces lermmales ¥y predecesores. Iuego debemos lener que 0 Six¢ k., :

<=)7
Sea'a = (I, ..... ,,.) € ]N+m m22y sea 0 < is ko -entonces, existen nimeros k y L,
Isk<m: 0<h S ||“| lales que pa = (g Ik lar's 0 ..... 0) pl‘l a = (|;‘ Wenl= 100 .0) ¥

la subd|grafxca D de D,,lu es generada por el conjunto de vertices :
X= (0.‘.. 0.1} .I,-‘l.....lk.lm 0.0 <js ko0< I, s l,~ f'. ‘
la digrafica D,,mu hcne el conjunlo de verhces g

pulu“(o Ol],|l.| l|\||k 10 0)‘]5]5]{] 0<I|5'|'

uy(o ..... 01 0..0); Os:vslk—lf

Podemo: establecer rapldamenlc que Ia funclon

[ ]8 \—>\| a.~parala cual
(p(OOI,l,,II\IHOO) B (0 OI l,. IL ,lk 10 ..... 0} es el linico |~omorflsmo enlre Dy
Dpitl a ' ' ;
.
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Para cualesquiera m~adas a = {ledm)s 8 = {I)'vln’} con entradas reales, denolémos por
a-Blam-ada o =B = (=) wln=ln'): . i

El siguiente resultado provee ‘una r;afaclerizacidn’del nilcleo Ny de Dy

Teorema 17.Si o € l\+m me N, entonces. el conjunlo fa - p'u Dsisk l es un inico
nicleo de la dlglahm Da . . ’

Demostracion.”

Sean D D,\ Ia sucesion de subdxgrahcas mducndas de D., que sallsfacen Ias condxcwnes
. (”) (3) del Corolano de la Pl‘oposl(.‘lon 5. ;

En!onm por (3) de ece Cmolarlo tenemos mmedxatamenle que

k=k v ;\- To_unu g u;;no.

Lnlon(ea como en- Ia prueba de a‘Proposmion 8. hay numeros k y IM. l Sk <m,
0 b SIM lales que 3 . ‘ u

Sa-pas (0 Ol.. -h " l‘ ,,.) c T, c \’ ¥ por la Plopo~mon

havm b o oy = Wiy =00y iy = 10
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Remaviendo de D, el vertice a - p'a ¥ sus predecesores { el conjunlo de predecesores
ket €l 1 en el primer caso, y el conjunlo

}AGc O dpenadg) T
1Skt s kel en el segundo caso ). tenemos la digrafica D, en la

F {00z

cual el vertice ¥ = (0....0.0h.. l,,,) ] el inico vértice terminal.

As), comoy 'a : p"'a.k,‘=> Tm'- 3‘1 prlai

y eslo compleln Ia demoslraclon

Para el conjunlo de verlxces \a de Du. dehnlmos la relacxon bmana < como swue
} yy= (0. Rl Y .,,,) de \ tenemos ny si

v solo si
v=yo
ivjo

(R I 0 R
Fscribimos y - xsi.y S Xy y#x Nolese quesix e Tot(y), enlonces tenemos

que N N, )

Tenemos. entonces la siguiente observacion inmediala:

Proposnclon 9. Sean . y -y z verlices de D Si las deqrgualdades y >2>X.se dnn y
x e Fy~(y). entonces 2 € T *(y).

Es inmedialo que < es un orden lineal de Ng. y. para elementos del conjunlo-\ lenemos
las dosigitaldades:  (0..0) a«-plas .. va-pMa<a luego para cualquier verlice

v e Ng  Ng existe un numero iy € IN. siendo la mavor i tal que
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a-pacy y isk.
Del Corolario 7.2, el Teorema 17, y la definicion de i se sigue que:
I‘,*()) N \Ja =fa- p'a { para alguna i < ip.
Luego por Ia Proposnclon 9 ra+(y) A Ng = ] a - pla l

Asi, lenemos: -

" Teorema 18, Para cada vértice y e"(u\ Na lélhemos que

ra+(Y)hNa-nlﬂ\}\ENa %< y(

Definicion 35, Para juegos en una digrafica D = (%, Tt), con vérlices lermmales T, por una
© Estrategia enlenderemos Una funcion ater

E XVTo Y ,E(V)el‘*(\') para cada x e X\ T.

i s e X.'y si los jugadores A y B adoplan estralegias €, y & reapcchvamenle el juego
queda complelamenle delerminado, y Ja sucesion ;

(B Bi) 1 xo = X %y = Byfxg). x2 = Bylx)), x5 = Byfx). ... es una realizacion del jucgo.
Esla sucesion es finita. v su ullimo elemenlo es un verlice Lerminal de D.

Diremos que un verlice x e X es de Lriunfo para el jugador P, en el juego UJG { UJP )
sobre D, si exisle una estralegia &), la cual es Ilamada estralegia ganadora para el vertice x -
en el juego UJG { UJP } en D, tal que para cada estrategia €, o uilimo elemenlo de la
realizacion (X.&,.€2) es de la forma

Saer = Bilsa) 5oz = Ealye)) para alguna k e IN.
Un vertice x € D es de fracaso para el jugador Py en-el juego UJG { WP ) en D si cada:

vertice de T'*({x} es de Lriunfo en el juego UJG ( UIP } en D.
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Denolemos por Ws(D). Ls(D) al conjunlo de lodos los verlices de lriunfo ¥ de fracaso

para el jugador Py en el juego Ulx en una digrafica D. l'eépec-li\'axxlenle. donde x =G o
y=P . :

En otras palabras. el conjunto Wx(D) ( Lx(D) ) consiste de todo.», los \erhces de b} lales
que moviendose a_lraves de ellos, el jugador P, puede ® ganar mdependlcnlemenle de Ios o
mevimientos del oponente ( Py no puede forzar el Lriunfo ). : -

Por supuealo los con]unlos Wx(D). Lx(D) crean una parlxclon deI conjunlo )

Las definiciones de HG(D) y LG(D) implican quex-e \\G sn ) solo SiT
mientras que x e LG(D) =i ¥ solo i r+x) c \\G(D)

Asl, el conjunlo LG(D) es el nucleo de D.:: Esle hecho ‘junto con 3 Corolarlo de la
Proposicion 5, dan el siguiente resullado, e et e

Proposicién 10. Pam el juego UJG en “una dlgral‘lca D (\.l"’.’). lénemoéE:WG(D)'; ,\;'\,1\', \'
lf(D) N donde N es el ‘unico niieleo de D. e

lunlo con la Proposicion 10. el caleulo del nicleo N para una dlgrafxca D, lmpllca una -

c-shnlegla vanadora para el jugador A en el juego UJG en D: el jugador A va del vértice aclual-::-

en NN a cualquier sucesor en N, y si el vertice seleceionado por A no es- terminal, el -
siguiente” jugador B liene que ir a un sucesor en X \ N. Como D es finila y sin circuilos,. ol
jugador & juega sobre lodos los vertices de N \ N, después de un nimero finito” de pasos -

escoge un verfice terminal y gana.

fi queremos considerar cualquier juego UJP en D. debemos formar una nueva dmahca‘ :
D". obtenida de D anexandole un nuevo verlice t y las l‘lechas que unan cada \'erllce lermmal -
de D con t. - '

hora. no es dificil ver que los vertices ganadores vy perded01e< en el’;uego L'JP en D
son ganadores ¥ pcldedores respeclnamente en el juego LJG en D‘ p

Entonces lenemos una ulll Pxoposnclon '
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Proposicidn 11, Para el juego UIP en la digrafica D, y el juego UJG en D*, Leriemos:

WG{D*) = WP(D) y. LG(D¥) = LP(D} U L}

- Se sigue de Jas Proposmones 10 .y-11 que los verllces de lrlunfo y de fracaso en el
juego UIP en tina dlgraflca y las eslraleglas de lrlun{o en lal Juego pueden ser caraclerizadas
por el nucleo de la dlgxarnca S i

Es evidenle que ‘el juego del que se hace menclon con una pos:clon lmcml @ = (l|
es el juego UJP en Dg, iniciando en el vérlice (1N : .

Como la digrafica (Dg)* es isomorfa a'la’ dlgraflca D.,‘. donde u+ = (l,, .l,,..l) si
= {ly...In): entonces, por la Proposicion .11, una- posicion lmcml @ en‘un ‘juego’ Fan Tan
( ordenado ) es ganadora si y solo si el vértice a es de lnunfo en el Juego UJG en D.,o

Como resultado de eslo. de la Proposlcnon 10, y del Teorema 17 se 5|gue que }
Una posicion inicial « es de triunfo en un juego como el descrlto sl y solo si :

at ¢ 6Dy} = } at - piat: 0 s l <ky f donde kn es el menor enlero k para el cual
pat =priat, estoessiy solo si p'“'m+ * (0. ,0) » :

Asi lenemos:

Teorema 19. Una posicion inicial @ e l\m en eI juego Fan Tan ( ordenado ) es de Lriunfo si
y solo si peat » (0 ) e ll\"""

Por los Cofolarios 7.1'y 7.2, exisle jevactamente una funcion & que mapea el conjunto
de verlices no lermmales de Do+ sobre el con}unto de lodos Ios verlices, y pura el cual,

| Blx) | = l"u (s} s ve l\u‘ LG(D.,~) N® (0 ..... 0)v.

E(x)~max))eh \’\l*l\‘e\a \N -\\G(D‘,A).‘
. . o



Por el Teorema 18, la funcion € es una estrategia, v enlonces lenemos:

Teorema 20. Sea a € IN-M, v sea e \'aQ 4 1-40,..0) | = Yo+ una funcien para la cual
Blx) =max }y € Ngr 2y X ( para_ cada’x’e \go 4 Nat Fnlonces €es Ia linica eslrategla
{ para cada vertice de lrmnfo Jen eI Juego UJG en Da» : i

Del Teorema 202\' la Fropé&iéioh il se sigue:

Corolario 201 Bn eI juego F‘an Tan ( ordenado ) comenzando con una posicion de iriunfo,
existe una umca estralegla ganadora :

En la reallzaclon pracllca del juego Fan Tan ( ordenado ) asoc)amos la sucesnon
a7 (e I) con Ia auceswn I

la‘-p'

CBIN) * max ) voe \“ para ‘< € \a. \ N,o donde E es la Unica’ estrategla
».-.\nndom para cada vértice de lnunfo en el juego UG en Dyt y enlonces su reslrlccnon al.
conjunto No- *} (0....0). (0. OI) { e< la Unica’ eslralegla ganadora en el juego UJP en la :
subdigrafica D de Dg-. la cual es |aomorra ala dlgranca De: :

Obviamente. si & es una _posicion de friunfo en un juego Fan Tan ( ordenado ) \ Sl el
Juzador A adopla la estrategia anterior & al*juego WG en Dy, mxcxando en cl \erhce a’,
enlonces el debe ganar el erkO :
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Ejemplo.

Considerese el juego Fan Tan ( ordenado ). comenzando en la posicion a = (42,1 3)
Enlonces a+‘= (4 2.1, 3 1) tenemos enlonces que

Nat = { (00000) (0001 1).{0,0.1.3,1), (1.213.1) {.

‘Asi, el jugador A mueve de ot a (1.213.1) y. B'se mueve ‘a (02 1.3, 1). -Ahora, A se
mueve a (00.1,3. 1).y B se debe mover a (0.0.03.1). Enlonces. A se kmueve al (0.0,0.1.1) y.B
debe mover al {0,0,0.0.1) y él perdera el juego. R ‘ '



- VIl ANEXO

\ continuacion se' pleacnlara el codlgo de un prourama para obtener un, nucleo de una
dl-'mhca sin cucuuos de Iongllud lmpar o . s

El algoulmo se bdaa en ldentlrlcar los \erllces termmalea ¥ meterlos al nucleo. elnmlnarlos_ :

junlo econ sus veruces predecesores, 'y repelir Ia busqueda de erhces lermmales sobre lai .

digralica inducida por los vertices restantes. - -.En caso de que n exlslan verhces termmales,, :
se obliepe un vérlice de alguna componenle Iuerlemenle ‘c0 X8 ter inal
nucleo y se procede a quitarlo junto con sus verhces predecesores “de la dlgranca - Bste: )
proceso se repile hasla que la digrafica resullante sea: vacla ' T :

Program Nutheo;
USESCr;
Const
NumMaxNodos = 100;
Type ]
TipoNodo = Integer;
Apunta =“Nodo;
Nodo =Record
Nombre : TipoNodo;
Suc :Apunta
End;
Lista = = Array[1..NumMaxNodos] of
Record
Nombre : TipoNodo;
Visitado : Boolean;

7l
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Suc :Apunta
End;

Digrafica = “Lista;
Var
NumNodos,NumFlechas : Integer;
Juego : Digrafica;
Arch : Text;
Alcance ; Array[1..NumMaxNodos] of Integer;

Function DigraficaVacia : Digrafica;

Var
D : Digeafica;
i: Integer;
Begin
New(D);
For i ;= 1 to NumMaxNodos do
Begin
DA[i).Nombre := 0;
DAHi).Visitado := False;
DAi].Suc :=Nil
End;
DigraficaVacia ;= D
End;

Function AgregaNodo(u : TipoNodo; D : Digrafica) : Digrafica;

Begin
D*[u).Nombre = u;
DA[u}.Suc :=Nil;
AgregaNodo := D
End;
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End;:

{ AgregaNodo presupone que no existe elnodou }

Function Agregnl-‘lechn(u.v : TipoNbdo; D : Digrafica) : Digrafica;
Var . ’ o ‘ s
Aux : Apunta;
Begin
New(Aux);
Aux~.Nombre := v;
Aux,Suc := D*[u].Suc;
D*fu}.Suc = Aux;
AgregaFlecha:=D
End;

{ AgregaFlecha presupone que existen u y vy que no existe la flecha (u,v) }

Function EsVacia(D : Digrafica) : Boolean;
Var S
Aux : Boolean;
i : Integer;
Begin
-Aux = Tl;ue; i
i=1
- Repeat : .
SIf D"[x] Nombre <0 thcn
Au‘( = False, R
IR Ed 2 B
Unul (x > NumManodos) Or (Nol(Aux)),
EsVacia = Aux :

Funcuon ExisteNodo(u TlpoNodo‘D Dlgmf' ca) Boolean',
Begin- o : -



ExisteNodo :5 (D’*[u].Nombre =u)
End; - .

Function EsTermin ibbNodo; D: »Digraﬁca) : Boolean;

End;

Function ExGrado(u : TipoNodo;‘ D : Digrafica) : Integer;
Var oo

Cont ; Integer;

Aux ; Apunta; .
Begin Coe

Cont :=0; .

If Not(EsTerminal(u,D)) then

Begin o B
Aux :=D"[u].Sub; ’

Repent‘ S

_Inc(Conl);

- Aux = AuxASuc

 Untit Aux = Nil.
Eid, PR
Efoﬁdo -
End;

Function l:'xisvlelt‘léchn(u.v : Tij:oNbdo; D : Digrafica) : Boolean; .
var o S
Aux :'Apunta; o
t,Cont ; TipoNodo; -
Begin - :



_ ExisteFlecha := False;
If Nol(Es'l‘cnnmal(u D)) thcn .
Begin .

- New(Aux);

© Aux = DAulSue; -
",l'—ExG‘ do(uD), :

i Aux :=’Auk".Suc
End
End;

Function BorraFlecha(u,v : TipoNodo; D : Digrafica) : Digraﬁcé;
Var
Auxl,Aux2 : Apunta;
Borrado : Boolean;
Begin
New(Auxi);
New{Aux2);
Borrado ;= False;
Auxi = D"[u).Suc;
Aux2 = Aux1”.Suc;
If Aux1~.Nombre = v Then
DA{u}.Suc = Aux2 )
Else .
Repeal ; o
If Aux2".Nombre v 111en
Begln E
Aux l"

o = AuxZ".Slic;

~2
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Aux2 = Auxl”Suc
Until (Aux2 = Nil) Or (Borrado);
BorraFlecha = D; ! ‘
End; - [

{ BorraFlecha presupone que existe la flecha (u.V) }

Function BorraNodo(u : TipoNodo; D : Digrafica) : Digrafica;
i+ Integer;
Begin
For i := | to NumMaxNodos do
If ExisteFlecha(i,u,D) then
D := BomraFlecha(i,u,D);
D*{u}.Nombre = 0;
D*[u}.Visitado := False;
D{u).Suc :=Nil;
BorraNodo :=D
End;
{ BorraNodo presupone que existe el nodo u }

Procedure Inicializa(Var D ; Digrafica);
Var
i,0rigen,Destino : Integer;

Begin

D = DigraficaVacia;
Assign{Arch,'Flechas.txt');
Reset(Arch);
ReadLn{Arch,NumNodos};
For i := 1 to NumNodos do
Begin N

D := AgregaNodo(i,D});



Alcanceli] =0
Enﬂ;
ReadLn(Arch,NumFlechas);
Fori := 1 to NumFlechas do
Begin
ReadLn(Arch,Origen,Destino);
If (Not(ExisteFlecha(Origen,Destino,D))) And

(Origen <> Destino) then
D := AgregaFlecha(Origen,Destino,D)
End;
ClrScr;
Close(Arch)
End;

Procedure CuantosAlcanzan(D : Digrafica);
Var

iy : TipoNodo;

Cont : Integer;

Procedure BuscaEnProfundidad(u : TipoNodo; Var D ; Digrafica);
Var
p : Apunta;
v : TipoNodo;
Begin
New(p); .
D*[u}.Visitado := True;
p :=D"u).Suc;
While p <> NIL do
Begin
v := p~Nombre;
If DA[v].Visitado = False then
BuscaEnProfundidad(v,D);
p:= p"‘.Suc
End



End;

Begin
-~ Fori:=1 to NumNodos do
' Begin,
*Cont:=0;
BuscaEnProfundidad(i,D);
Forj := 1 to NumNodos do
If D*[j]. Visitado = True then
Begin
Inc(Cont);
DA{j).Visitado := False
End;
Alcance[i] := Cont
End
End;

NucleoD : Set Of 1..NumMaxNodos;
u: TipoNodo;

iy : Integer;

HuboTerminal : Boolean;

Function NodoEnComponenteT : TipoNodo;
Var
Minimo,Aux,i : Integer;

Begin
Minimo := NumNodos;
For i := 1 to NumNodos do
Begin )
1f ExisteNodo(i,D) then
Begin



Aux = Alcance[i];
If Aux <= Minimo then

B e ESTA  TESIS
Minimo = Aux; SA“ﬁ ﬁE LA

' NodoEnComponenteT := i
* End v
End
End
End;

Begin
NucleoD :=[];
Repeat
Repeat
HuboTerminal ;= False;
Fori := 1 to NumNodos do
If ExisteNodo(i,D) then
If EsTerminal(i,D) then
Begin
HuboTermina! := True;
NucleoD := NucleoD + [i);
For j := 1 to NumNodos do
If ExisteNodo(j,D) then
If ExisteFlecha(j,i,D) then
D := BorraNodo(j,D);
D := BorraNodo(i,D)
End
Until (EsVacia(D)) Or (Not(HuboTerminal));
If Not(EsVacia(D)) then
Begin
CuantosAlcanzan(D);
u := NodoEnComponenteT;
NucleoD := NucleoD + fu];

Ko DrRE
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Fori ;= 1 to NumNodos do
IfExisteNodo(i,D) then
If ExisteFlecha(i,u,D) then
D := BorraNodo(i,D);
D := BorraNodo(u,D);
End
Until EsVacia(D);
ClrSer;
GotoXY(5,5);
Write('Nucleo : {');
Fori = 1 to NumNodos do
If i in NucleoD then
Write(i,' );
Write('}');
Repeat
Until KeyPressed
End;

Begin
Inicializa(Juego);
ObtenNucleo(Juego)

End.
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