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INTRODUCCION 

A lo largo de las ultimas décadas, se .ha llevado a cabo una buena cantidad de importantes 
trabajos teóricos sobre un Upo_. de juegos bipersonales que todavía no tienen un nombre 
universalmente áceptado.· A veces, se les llama " Juegos de tipo NIM ", o " Juegos de retirar 
piezas" y también '' Juég~s disyuntivos ". Todos comienzan con un número finito de 
elementos, ··que pueden : 'sér prAclicamente cu~Jesquiera cosas: cuentas, fichas, cerillos, 
piedrecilas, casillas vác1'ás de un tablero, lineas de una grMica, ele. 

Los jugado~~s va~ p~r: turno, retirando un número positivo de estos elementos, de a~uerdÓ 
con las reglasdel ·juego. Dado que el número de elementos a retirar decrece en cada júg~da, 
la partida habn\ ·de finalizar necesariamente. Ninguna de las jugadas está dictada por el azar; 
hay, pues;'" Información completa ", ya que cada jugador conoce lo que su oponente hace. 
Por lo general:: el .último jugador que mueve, gana. 

El juego debe, ademas ser " imparcial ", lo que significa que las jugadas licitas dependen 
tan sólo de la disposición de los elementos en el momento de ir a efectuar la jugada, y no 
dependen, en cambio, de cual sea el jugador en turno, ni de las jugadas anteriores. Los 
juegos donde cada uno de los adversarios dispone de un subconjunto de elementos que le es 
propio, jamás son imparciales. el ajedrez. por ejemplo, es un juego parcial. porque a ningún 
jugador se le permite mover piezas del contrario. De las condici~nes anteriores, se deduce, 
que para cada disposición de los elementos, existe, con certeza, un ganador predeterminado, 
que podra ser bien el primero en actuar, bien el segundo, con lal que las jugadas que éste 
realice sedn " racionales " 

El ejemplo mas conocido de juegos de este tipo es el NIM. El vocablo NIM fue acu~ado por 
Charles L. Boulon. un matemático de Harvard, cuando en 1901 publicó el primer analisis del 
juego. Boulon no explicó la elección del nombre. y lo mas que podemos hacer es conjeturar 
su origen. Tal vez estaba pensando en el alemán nimm. forma imperativa de nehmcn. " 



lomar ", o tal vez en la forma inglesa arcaica nim " lomar ", que llegó a convertirse en el 
habla popular en el sinónimo de " robar ". 

En el juego NIM se comienza con un número cualquiera de pilas ( o de hileras ) de objetos. 
con un número arbitrario de éstos en cada pila. Cada jugada consiste en retirar lanlos 
objetos como se quiera. pero solamente de una de las pilas. Es obligatorio lomar cuando 
menos un objelo, y es permisible lomar la pila entera. El jugador que consigue llevarse el 
úllimo objeto gana la partida. 

En el desarrollo del presente trabajo, analizaremos esle lipa de juegos y presentaremos la 
forma de obtener una eslralegia que permita a alguno de los jugadores. ganar el juego sin 
importar la forma en que el oponente juegue. 

El análisis se realizará utilizando algunos conceptos de Teorla de Gráficas. 

En el captlulo l. se darán las definiciones necesarias para poder analizar los juegos lipa 
NIM. El capitulo 11 introduce el concepto de núcleo en una digráfica. el cual es muy 
imporlanle para obtener una estrategia ganadora en estos juegos. Con el capitulo 111. se 
establece un vinculo entre el concepto de núcleo y el de función de Grundy. para describir por 
medio de ésla. la mencionada eslralcgia ganadora. Presentaremos algunos juegos lipa NIM en 
el capitulo IV, mientras que el capitulo V mostrara qué tipos de jugadas nos llevarán al triunfo. 
a la derrota. y, cuales no nos garantizarán ninguna de las dos. Finalmente. en el capitulo VI 
trataremos con un juego en particular del lipa NIM. lo cual nos permitirá presentar un anillisis 
más sencillo para la oblencion de la estrategia gilnadora. 

En el anexo se presentara el código de un programa para obtener un núcleo de digraficas 
sin circuitos impares. 



l. DEFINICIONES 

Definición l. Una digrá!ica D estA:derinida por la, pareja (X.U), donde 
. ~ . . . 

1) X es un conjunto lx1 .xa, .: ... x,j ~~ ieie~e~tos, llam:dos vérUces, y 

2) U es una familia lu1 ,U¡ , .. :,liml ·de ;l~me~los clel producto cartesiano X x X llamados flechas. 

Delinición 2. El núm~ro de vérticesen una digrAlica se llama el orden de la digrálica, y se 
denota por 1 X 1. . . -

Delinición 3. Vna !lecha d~ D de la forma (x.x) se lláma lazo. , 
·. ~' .. · . 

Definición 4. Para una !lecha u = (x.y), el vértice x se llama punto Inicial, y el vértice y se 
llama punlo terminal. 

Delinición 5. El vértice y se llamasuc~sor.dei vértice x' si hay un~ flecha con x como punlo 
inicial y y como punto terminal.. - · · . . - - · 

El conjunto de. tod~s los. ;ucesores de x se d~nola por r+(x): 

Similarmente. un_vértice )' se llama predecesor de un vértice x si hay .una ílecha de la· 
forma (p) .. El conju;lo de lodos los preclecesores del v.erlice x se denola por r-(x). 

3 



Definición 6. El conjunto de lodos Jos vecinos de x. se denota por r(x) = r+(x) U r-(x). 

Si r{x) = 0 , entonces x se llama vértice aislado. 

Para A e X. sea r{A) = U r(a) 
.a• A 

Similarmente, f'l'{A) = U f'l'(a) y r-(A) = U r-(a). 
a•, A a• A 

Si x e~(A), y x fl! {e~l~ncesse dice que x es adyacenÍe al conjunto A. 

OBSERVACION, .una dig;áli~a ·u " (X,U) ·· .. eslá, colllpielamenle 'determinada por X, y Ja 
correspondencia f'.+: X ¿ P(X) ; Asl; D)Üede .ser denotada por. (X.r+). 

' ' ' 

Definición?. Una• dignificá es ll~~ada sim~Je si 
1) No tiene lazos 

. . . ' ' 
.. . .·.' . ' 

2) No mas de una flécha en la misma ,dirección une dos vértices. 

Definición 8.Dos fle~has .. son'Hamacdas adyacentes. si l1enen al menos un punto en común . 

. Definición 9: si.·un vP.rlice x'es el punto inicial de una flecha u que no es un lazo. se dice que 
Ja flecha u. incide desde el vértice x. En una digrilfica D. el numero de flechas que inciden 
desde x más el n'umero de lazos de x ~e denota por li"{xJ. y se llama el grado exterior de x. 



Similarmente, una flecha que incide en x. es una flecha cuyo punto final es x. y el grado 
interior de x. 11-(x). es el numern de. flechas que inciden en x más el número de lazos de x. 

Definición 10. El grado de lin vértice x es ~I número de flechas con x como punto inicial. o con 
X como punto terminal, contando cada lazo 'dos veces . 

.. - ·:.'·<·. ':. ('··:··.~' <\:.··- ' ·, . . 
FJ grado de x se d~~ola por ll(x), y .• 11(x) = 11+(x) + 11-(x). 

:: ., '' ., 

Si en una digráfi~á; ~~da v~rtice tiene el mismo grado. entonces se dice q'ue esta digrAfica 
es regular. · . . · 

Definición 11. Si el punto inicial de una flecha upe~lenece a A e X. y si el punlo terminal de 
la flecha u nó pertenece á A. entonces se dice que ~ incide desde A. Similarmente, definimos 
una flecha que incide én Á.: 

Una digrilfica D =.(X.U) es ~iinétric~: si y sólo si (x,y) .e U implica (y;x) e U. 

Definición 12. Uná dig~áfi~a D = (X.U). es antlsimétric~ si (x,y) E u y (y.x) e. u implica que 
y = X • 

Definición 13. L'na digrafica es completa si y solo si (x.y) i U, implica que (y.x) e U. 

Definición 14. Vna digráfica simple y completa de n vértices es llamada un n-clan. y se denota 
por K,. 



Definición 15. Cna digrnfica es bipartita. si sus vértices pueden ser partidos en dos conjuntos 
X1 y X2 tal que ningún par de vértices en el mismo conjunto son adyacentes. Esta digrMica se 
denol• por D = IX1 .X2 ,U). 

Definición 16. Llna digáfica bipartita D = (X1 .X2 ,U) es completa. si para toda x1 e X1 y para 
toda x, e X2 sucede una de las dos 

l l lx1 .x,) e t' 

2) lx2 ,x1) e U 

y se denola por Kp.q si 1 Xil = p y 1 X2 I = q. 

Definición 17. Si D = (X.r+) es una digráfica, entonces la subdigriifica generada por A es la 
digráfica D1 = (A.r1 + ), donde, r/ lx) = r+ix) ri A. con x e A. 

' ' . 
Definición 18. Una cadena ·es una sucesión µ = (u1' ,u2' ; .. .,u,). de rlechas dé, D, tal que 
u, n u,. 1 "0, pom i e J l. 2, ... q" 1 J. El 'numero de ílechas ell ia ·sucesión, es· la longitud 

. . ' . ··~' ·~"-'::'. ·- .- . ,. - .· 
de la cadenaµ. ·. . . . . 

.. ·. . 
Una cadena en la que no se encuenl ra el mÍsmo v~rlice dos veces es llamada elemental. 

lln• cadena que no usa la misma riecha dos veces, es llamada sim.ple. 

Definición 19. l'.n camino de longitud q es una cadena µ = (u 1 ,u2 ..... u, .u,. 1 .... ,u,). en la cual el 
punto terminill de la rlerha u, es el punto inicial de la flecha u,. 1 , 'I i < q. 

En un• di~1·afica. un c·amino e~t,\ completamente determinado por la ~ucesion de vérl.ices que 
e:i'LC' t•ntuenlr11. 

6 



Si 11 = (u 1 .u2 ..... uk .u.,1 ) , el verlice u1 se llama punto inicial. y el vértice u.11 punto 
terminal del camino u. 

Definición 20. Un ciclo es una cadena lal que 
' .... - .... -

1) Ninguna flech~ ·~parece do~ ~eces en la misma sucesión, y 
, .,. .. . '·''. ' , 

2) El punto ini~lal es ;i~~alal punto flnal de la cádena. 

Definición 2L Un pséudo-ciclÓ, es una· cád~na u·= (u1 ,u2 ~ .. .,uq) , cuyos punto inicial y punto 
terminal son iguales, y cuyas fle~has 'ílo s~n necesariamente fülinlas. 

Definición 22. Un ~ircÚ;lo es un ci~Jo :U = (u¡ ·.ui , ... ,uq) :, lal qÚe para lada i ~ 'q. el punto 
terminal de u1 es el punl1i'inicial de'u1¡¡ . 

Definición 23. Una digr~fica' es conexa. si c:onUéne una c~dena u = [x,yJ: para cada parx, y de· 
l'erÜces dislinlos. ·, ·· ' 

.. : , : ··, , . . . ·- .. _.· . 

Definición 24 .. Lá reliÍcion>" existe un~ c~Úna en O.que con~cla X con y", denotada po~ X. y, 
es una rrlacion de ~quivalencia. Esta relación de equh·alen~ia parle X en subdigralicas cone~as 
de D. llam'adascompón~Íílc~ conexa~. . 

Definición 25. Se_ dice que üna digráfica · ~s fuerlemcnle conexa. si para toda x. y _e X. hay un 
comino u1 = [x.y]. ·" un camino ui' =()".X). 

i 



Definición 26. Un conjunto S de verlices, se llama independiente, si ninguna flecha une dos 
verlices distintos en S. 

Definición 27. Para una digrilfica D = (X.r+), un subconjunto de Jos vcrlices ( A e: X ). se dice 
que es absorbente si para cada x • A, sucede que r+(x) n A ,. 0. 



11. NUCLEOS 

Definición 28. Para una digrafica D =, (X.rt). el conjun_to S e: X se define como núcleo de D si 
es 

- ' ' 

1) Absorbente, es decir, x, • S .,,. rt(x) n S ,¡. 0, y 

- ' 

No toda dÍgráfica tiene núctéo, y si unadigrárica tiene núcleo, éste, no necesariamente 
es único. 

o, 

En la figura, la digrafica 01. no tiene nucleo, mientras que 02 tiene dos núcleos, a saber, 
~, = 1 a, e 1 y N2 = 1 b, d j, 



Ejemplo. ( Von Neumann, Morgenstern [1944) ).· El concepto de núcleo fue presentado por 
primera vez (bajo el nombre de solución) en Teorla de Juegós .. · 

Supóngase qué n jugad~res: clenotadospor (1), (2), ... ',(n), pu;den' discutirconjuntamente, 
cómo selecciÓnar un punto Xde un c~njuntá X ( de sitúacionesJ · Si:~I jugadÓr i prefiere la 
situación a a la b, ~scribimos a ~I b. Las pref~rencfas indivÍduaJespueden 00 'ser Compatibles, 
y consecuentemente, es necesario introducir el coriéepl~ d~ pr~fer~nci~ efectiva. La situación 
a, se dice que es preferentemente efectiva a b, o a >·): ~i)~y ~n conj~nto de jugadores que 
prefieren a a b, y son capaces dé imporie(tÓdos juntos·;upreferencia po'r a. Sin embargo, la 
preferen~ia efectiva no necesariamente es' tr¡nsillv¡, e~ :decir, si a >- b y b >- e, no 
necesariamente a >- c. 

Considérese la· digráfica D = (X,rt), ·donde Í'+(x) denota el conjunto de situaciones 
efectivamente preferidas a x. Sea S un núcleo 'de la digráfica ( si existe uno ). Von Neumann 
y Morgenstern sugirieron que la mejor selección está limitada a los elementos de.S. Como S 
es independiente. ninguna situación oe S es efectivamente preferida a otra situación de S.· 
Como S es absorbente, para cada situación x t! S, hay una situación en S que es efectivamente 
preferida a x, por lo tanto, x púede ser inmediatamente descartada. 

Ejemplo. Base de. Axiomas. Considérese una " Teorla ", es decir, un conjunto de 
proposiciones a.b.c,.... que representaremos por vértices; existirá la flecha (a.b) si la 
proposición b implica la proposición a. La digráfica resultante, D = (X,U) es transitiva, es 
decir: 

(a,b) e U y (b,c) e U ~ (a.e) e U. 

Una base d~ axiomas de Ja Teoría es un ('onjunto B de proposiciones ( llamadas axiomas ) , 
tales que: 

1) Cada proposición que no está en B se sigue de uno de los axiomas, 

2) Ningún axioma se sigue de otro axioma. 

El problema de encontrar una base de axiomas, se reduce a en('onlrar un núcleo de D. 
Se mostrara mas larde que cada digrafica transitiva tiene núcleo. 

to 



Proposición l. Una condición necesaria y suficiente para que un conjunto S e: X sea núcleo de 
D = (X. r+-) es que la runción. caract~ristica . q>, ·satisfaga 
q>,(x) = 1 - max 1 ip,(y) : y~ r.+(x) 1. 

Demostración · 
, . 1' ' 

Recordemos. que 

', '! 

Si r+(x) = 0, definimos max 1 ip,(y) : y e r+(x) 1 = O 

~1 

Sea S un núcleo. 

Como S es_independiente. tenemos_ que: 

ip,(x) = · 1 · ~ x e S -~ max 1 ip,(y) : y e r+(x) 1 = O . 
·'' 

Como S ·es absorbente .. 

ip,(x) = 0 ~-Xi S ~ rnaxiq>,(y); Y e r+(x) 1 = J 

. ' ..... ' . -.~·~ :· ·:' : " . ' . 

ied ip, fa funrion caracterislica '<le lin conjtmlo 's que salisíace la fórmula. entonces, 

X e S ~ 'q>,(xf~ 1 p ~~x'.icP:(i:~ ~·r+(x) 1 ;, 0 ~ r+(x) n S = l2l 

x ' s ~ q>,(x) = o ~ m:~.x 1 ~.(y) ; y e r+(x) 1 = 1 ~.· r+(x) ns,. l2l 

Por lo tanto. S es nticleo. 

·º 

11 



Proposición 2. Si S es un núcleo, entonces S es un conjunto independiente maximo, y un 
conjunto absorbente mlnimo. 

Demostración 

Sea S el uucleo de una digráfi~ir D ~ (X,r+ ). 

Si a e S, el conjunto fu '¡a 1 ~o es independi~nte, pues 

r+(a) n s " 0, . .. . . 

Si b e S, entonces T = S \ i ti 1 no.puede ser absorbente, ya que b e T, y 

r+(b) n T = 0. 

o 

Teorema l. Si D = (X,r+) es una digráfica simétrica, entonces, D tiene núcleo. 

Además, el conjunto S e X es núcleo ~ S es un conjunto independiente máximo. 

Demostración 

<=) 

Claramente, un conjunto independiente maximo S de D es absorbente, ya que de lo 
contrario, exislirla un vértice x e S, que no incide en S, y, por ser D simétrica,· tampoco 
exisliria un ~érlice y e S que incida en x. por lo que x no serla adyacente a S, luego, S no 
podría ser un conjunto independiente mdximo, entonces, S es núcleo de D. 

=>) 

Si S es un núcleo de una digrafica D. entonces S es un conjunto independiente máximo, por 
la Proposición 2. 

12 



Definición 29. Sea A la familia de lodos los conjuntos absorbentes de D. Entonces, A e A. 
A' ::i A ~. A' e 4. . 

El numero de absorción de la· digráfica D. se define como B(D) = min 11 A 1: A e A 1 • 
' . .'' ·. ·· .... ' . . . 

Teorema 2. ~) Si D = (fr+) e; un~d;¡~Aii~~ lr~n~iUv~. c¡da conJ~rito absorb;nlc mlrilmo tiene 
cardinalidad B(D):. . . · · ·. .. . . · . . . 

· b\ Ade~~s. úll co~j~nÍÓ S e X es un nÓcÍeo si y sÓlo si S es un conjuntó 
absorbente mlnimo:. 

Demostracion 

a) Sea D = (x,r+) una. digráfica lransillva, es decir, 

y e r+(x). z e r+(y) ~ z ". r+(x). 

· Considere las componentes fue~telllente conex~s de D. Si C es una componente de la . 
que no salen IÍechas hacia vertiéeslue;a de:c.ent.onces Ces llamada éomp~nente terminal. 

Como la digrálica obtenida de· D é()~'.de~salldo cá~a. componentJ r'uirtemenle · ~onexa en 
un solo l"érlice. no contiene 'ciréuitos po; ser o .transitiva; imtonces D:Íiene .comp~nentes 
terminales. 

- ~ ._-: ' 

Sean C1• C2 ••••• Cq las compone~testerminales)e D., 
' . - . •.· ·~· . ·.;.· ". _\.' .. 

Cada una de estas es una subdigráric~ si~ét~i~a coÍnpletll por la' tran~Ílivldad de D. 
y:_·;:· .. :~·:·: . ·-: " -

Si A es un conjunto absorbente mlnimo, enlonces: .. A, éo~liene áJ menos uii; vértice de 
cada componente terminal/De otr1i.form~.·A n' C1 = 0: ycada xºe 'e;• s~Íislac~ que .x e A y 
que r+(x) e C1 •. luego.<:• ,< '' ¡:,· '::': .\ .. ·· . :•., '' 

- . - ... ·. ·:- ·;'., _.:: .. '.'.' :/-- .:. ·.: .-, - :? t '..··' ._:· .:::_:. ):" .. ·<:· 
r+(x) n A= 0, lo 'cual.cimtradiCe el.hecho de que A és absorbente: 

• ','l< ; ·:.··". :.•·. :·,, 

Sea a1 e A n C, para c~da t'si:!i q~ . · 
Considerese el conjunto .A' ~ 1 a;.az,.: .. aq (, .r es también .un conjunto absorbente. ya 

que cada x e A' es el punto inicial de una llechaq~e llega,~ A; ( por la transilividad de O ). 

13 



Luego. A' = A . y cada conjunto absorbente mlnimo es también un conjunto absorbente 
de cardinalidad minima. 

b) 

,,.¡ 

Si S es nilcleo de D. entonces S es absorbente mlnimo por Ja Proposición 2. 

(:) 
' ' 

Si A = 1 a1 ,a2 ..... aq;f es ~n conjunto absorbente mlnimo, entimces es Independiente, ya 
que ninguna flech.a Incide .desde una compónenl,e 'terminal hacia ~tras compo.nenles. 

Por Jo tánto. A es nilcleo: 

o 

Corolario 2.J. Todá digráfica transitiva Üene nilcleo. y lodos sus núcleos tienen la misma 
cardinalidad. 

- ,. - ' .. 

Corolario 2.2. En una digráfica O = (x.r+), existe un conjunto B C: X tal que 

1) No hay ca~inos que unan clos vértices distintos de B. y 

2) Cada vértice x I! Bes el pu~toinicial,de un ca~i~o quell~ga a B. 

Demostracion · 

Considéresela.digráíic~·o·'=.(X.r+) obtenida 'de O·. agregando las flechas (x.y). si en O 
existe un camino de x a y. ' 

Por construcción. D' es transitiva. Luego. por el Corolario ~.J, o· tiene núcleo S. 

14 



SeaB=ScX. 

B cumple ( 1) por ser independiente. 

B cumple (21, ya que de lo contrario existiria y e X. tal que y no es punto inicial de un 
camino que llega a B. entonces, en D' no habria flecha de y a B. Luego, B ~ S no seria 
absorbente eri D'. lo que contradice el hecho de que s sea núcleo de D'. ' 

o 

Teorema 3. Una digrilíica sin circuitos tiene núcleo, y este núcleo es único. 

Demostración 

Dada una digráfica D = (x.r+) sin circüifos, considere los conjuntos: 

X(~)= 1 x: X e< r}(x(/01 
X(I) = 1 x: ~ I! ~(o).r+(x)c X(O)I 

X(2) = 1x:x1! X(O) u X(l),r+(x) e X(O) u X(I) j 

Estos conjuntos son ajenos_ por pares. y x e X(k) si.y sólo si el camino más largo desde 
x tiene longitud k. Como D no contien~ circuitos, los conjuntos X(k) forman una partición de 
l . 

. ' 
Una función caracteristica <¡>~ del . núcleo N puede ser definida. sucesivamente en los 

conjuntos X(O), X(I ). X(2). etc: por medio de la Proposición L Ademas. <i>N determina el unico 
nucleo de D. 

o 
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Definición 30. Un seminúcleo de una digrafiea D = (X.r+) se define como un conjunto 
independiente no rnc'lo S e X tal que cada x e r+(s) liene ni· menos un sucesor en S. . 

Lema. S1 p"ra c·acfo subc·onJunto no rnc10 1\ e X. la .mbdigrafic;1 D, Uene seminúcleo,' entonces 

IJ tiene nucleo. 

Demostración 

Sea S un seminúcleo máximo.de D, y sea A = X\ (Su f'~(S) ). 

Si .\ ~ 0, entonces S es núcleo. 

8i A ~ 0, entonces D, liene seminúcleo T. 

Los conjuntos S y T no tienen adyacéncias entre si, luego S u T es independiente y cada 
x 11 S u T · la! q.ue· x e r+(s u T). liene un sucesor en S u T, 

. . . . 
:. Su Tes seminÜ~ieode D, fo cu-al contradÍ¡c la suposición de la ·elecCión de S. 

·" S es núcleo. 

º· 

Teorema 4. 1 Richardson (195~) ). SÍD = (X.r+) es una digráfica sin circuitos de longitud 
impar. entonces D tiene al menos un nufleo. 

Demostración 

Si <P pudier" ;Jemo<trar que D . tiene un semiliu~leo y obscnando que ninguna 
subdigrafira liene rircuilos. impares. podrrnmos ulilizar el, le~a anterior.)' tendríamos que D 
licne nuriéo. 

Luego. bosta demostrar que D tiene un seniinilcleo. 

Supongamos que D es conexa.-.- ---

~,.,, \ 1 un .. rnmponcnlc· furl'le111enl.e 1one\a ·di· O. clomle r·¡:-;1¡ e X1 ( termimtl ). 
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Si 1 X1 1 = l. entonces X1 es un seminúcleo de D. 

Si 1X11 > l, y si x0 e X1• sea x un vértice en X1 distinto de x0. 

Enlences. lodos. los caminos u(x0,x) permanecen en el interior de X1• y lodos ellos tienen 
la misma paridad ( ya que de otra manera se podrta formar un circuito impar con un camino 
u[x.xo) ). . · 

Sea S el c
0

o~ju~lo ~e lodas las X e,X1 lates que los caminos u(X0,x) son pares. 

El conjunto S e¡ ,i~~e~e~di;~le (pues si suponemos que exisle la flecha (y,z) con 
y, z E ~. podrianÍos fonnitr el cam'ino u'(xó:z) = u[xo.YI u (y.z) de longilud impar, lo cual es 
'imposible denlro de S ).·.; - · · C::·'· •· 

Si z e X. z .e r+ (~). enlo11~es cad~ sucesor ele z _eslá en ~. 
. . ' .. 

:. S es un semi~ilcleo de Ó 

:. D 1 fene nilcleo. 

o 
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111. FUNCIONES DE GRUNDY 

Sea D = (X.r+) una digráficá sin lazos. 

Una función en. Jos Naturales g .: X ~ IN es llamada función de Grundy de D, si para 
cada vértice x . e X, : g(xl: es' el ·natural más· peque~o. q~e no ·pertenece al conjunto 
1 g(y) : y e r+(x) j,. ' 

Esle concepto f~~ orl;inaao po{P. M. 'Gr~nd:y para digráficas sin circuilos::y ésle fue 
extendido a digráficas simpJés pór Bérge.y Schülienberger, 

Una función de Grund; p~~ede la1~bié~ser d~finida ;?m~. una función g tal que · . 

1) g(x) = k >o ~ p~ra ca~~ j < k. ~·y ~ r.+,x)~.;,; gfy) ;; j 

2) g(x) = k ~ cada y e r+(x) satisrice,~(y}~/ 

Observaremos que una función de Grundy delermiria un núcleo en una digráfica. 

Nola 1: Algunas digráficas no tienen función de Grundy, por ejemplo, lodos Jos circuitos ·de 
longitud impar. 
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En la digráfica anterior, si darnos valor O al vértice a, el valor para el vértice c está 
determinado. y es 1; enlences al rertice b le corresponderia el valor O, pero ésto no 
satisfdceria la condición (2) de la definicion de función de Grundy. 

Algunas digráficas tienen mas de una función de Grundy corno en el caso siguiente, 
donde se muestran dos funciones de Grundy para la misma digráfica. 

,._2-.. ____ _......,.1.:...-......¡.,__,..o 
ro 1 .,, 1 101 

Nota 2: Si D tiene función de Gruncly g(x), enlences D tiene núcleo, ya que el conjunto 
~ = 1 x ; x e X. g(x) ~ O 1 satisface sirnultanearnenle; 

1) x E ~ ~ g(x) = O ~ rnin g(y) > O, y'e r+(x) 

~·· r+(x)" N·.~ 0. • 

2) x ~ N ~ g(x) ; O ~ rnin g(y) = O, y e r+(x) 

~ rT(xl" N,. 0 
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, El reciproco no es cierto, pues existen digrálicas que tienen nücleo y no tienen función 
de Grundy, por ejemplo: 

l8J a 11 

1 a 1 es el nücleo en Ja digrálica superior y, ésta no tiene función de Grimdy pues a tendría 
valor O para cualquier función de Grundy por ser vértice terminal. Juego si b loma valor. J. c 
tendría que valer 2, Jo cual nos lleva a una contradicción, pues d tomarla valor l. Jo cual es 
imposible pues d es sucesor de b. Si asignamos el valor 1 a c o d se .daría una contradicción 
similar. 

. '. . ', -

Teorema 5. Si ri es una .digrálica tal que cada subdigráfica induéida tiene 'nucleo, entonces D 
tiene función dc'Grundy. · · · · 

Demostración 

Sea D una digrálica tal que cada subdigrálica inducida tiéne nücleo. 

Sea N0 nücleo de. D: sea N1 micleo de 01 = Dx \ N0. 

Sea N2 nücleo de 02 = Dx \ (N0 u N1), ele. 

Los conjuntos N, forman una partición de X. 

Sea g : X -+ IN una función definida por : - g(x) = k ~ X e xk. 

Observaremos que g(xl es una función de Grundy de D. 
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I) Sea g(X) k: observaremos que para cada j < k. existe un vértice y e r+(x) tal que 
g(y) = j. 

Como x e N. k >) el verlice Í: está.presente ~n la digrilfi~a D¡. 
'.:.':, -, 

Como X t! N, entonces existe ull l·érUce y e ~I tal que y ~ r"(x): luego. existe un 
verlice )' e r•(x) con g(y) ~j. · 

2) Sea g(x) = k. entonces no 
independiente. 

'.' ) > ·, .· i .. 
existey e r'N tat que g(yJ 

:. g(x) es función de. Grundy .de D. 

o 

Corolario 5.1.Una digrMica sinictrica tiene funcion de Grundy. 

Demos! racion 

k porque N• no serla 

Por el Teorema 1 :· im~ diirafica simétrica tiene nú~leo. y ade~ás, este es un conjunto 
indepeudienle m•ximo. 

Además. cada ~~bdigrÍlficá inducida de u~a digráfica slmétrica es simetrica, y entonces 
1 iene nucleo .. 

Por lo lanlo. por ¿I Teorema 5, una digrilfica D simétrica tiene. función de Grundy. 

Corolario 5.2. Una dignifica lransiliva tiene luncion de Grundy. 

DemoslraC'ion 

Toda subdigrafica de una dignifica lransitira. e~ transitiva. y por el Teorema 2. eslas 
1 ienen nucleo. 
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Ltwgo. por el Teorema 5, D transitiva tiene función de Grundy. 

o 

Corolario 5.3. Una digriilica sin circuitos de longitud impar tiene función de Grundy. 

Demostración . ,, '•. ' 

Tocia subdigrálica de una digráíica sin circuitos de Í~ngitud' impar, presenta Ja misma 
caracteristica. y por el Teorema 4. tie~e .ni:icJeo. . .· · . · ·· · · ·. · 

Entonces, por ~I Teorem~ 5, ·si D es una digrÚic~. sh1° circuitos de longitud .impar, 
entonces D tiene f~nción 'de Grundy. . . 

o 

Teorema 6. ( Grundy [1939) ) . Una digráfica sin circuitos, tiene una única función de Grundy g. 
Además. para cadavérlice'x, g(x) no excede la longitud del camino más largo desde x. · 

Demostración 

Como en el Teorema 3; .considérense los conjuntos 
. .· ' 

X(O) = 1 x : x e X. r+(x) = 0 1 

X(l) = 1 x: x r X(O). r+fx) e: X(O) 1 

X(2) = 1 x: x r X(O) u X(I). r+(x) e: X(O) u X(l) 1 
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Claramente estos conjuntos parlen X. y x e X(k) si y solo si el camino más largo desde 
x. 1 iene longitud k. Los valores de g(x) pueden ser definidos sucesivamente sobre Jos conjuntos 
X(O). X( IJ, ele. 

Si x e X(O). entonces hagase g(x) = O. . 
Si x e X(I ). enlonm hágase g(x) = l. 

Si para cada x • X(k) con k s n, el valor g(x) = min 1 i : O s i s k y 
r•(x) n X(i) e 0 !'está unirocamente definido y satisface las condiciones (1) y (2) de la 
definirían de funcion de cir'undy y ademas g(x) s k. . . 

Enlences p<11·a x e X(n+ 1). ~I v~lor g(x) = ~in l °i: Os i s n+ i y r+(x) n X(i) ~ 0 Í está 
u1111ocamente definido. ysalisface !ll y (2) de la definición de rún~ión d~ drundy ya que: 

. . . ' . 

1) para cada j < i existe y ~ X(j) t~I qu~ r+(x) ~ y 
1·aior j por ser menor que i y, · 

2) cada y e r+(x) satisface que g(y) " ·pues r+fo n X(i) ~ rzí • .. ·.·• 

Además, g(x) s n• i'. · 

tendrla 

Antes de demostrar las propiedades fundamenlaies de las funciones de Grundy, es 
necesario definir la suma cartesiana de digráficas: 

Seon D1 = (X1 .r1+). Dz = (Xi .r1+),. .. ,D, =· (X,.r,+), digráficas. y sea P = ! l. 2 ... ., p (. 
El Producto ~orrnal de estas digraficas se define como la digrilfica· D = 01 • D2 • ,..;, • D,. cuyo 
conjunto de 1·erlkes es: 

x = x1 x xz x ... x x, = rr xi 
l•P 

)' con funcion de adyacencia 

r+(x1.X¡ ..... x,) = u ( rr r,"(x,) X rr !x1I ) 
le P. fll •O 1 • l J • P I 
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Nola: En la definicion anterior. fe debr seguir el orden 'de l ... p del verlice x = (X1.Xz ..... xp) 

parn enrnnlrnr sús ;;ucC'!iOres 

La Suma rartesiana de estas digrafic~s se define como la digráfica D = 01 + 02 + ... + Dp 
con conjunto de 1·erlices: 

X= Il X;. 
, • p 

y con fu11c1on de adyacenri.i 

rt(x,.x¿.,xp) =U ( lx1! x .... x lx;-il x r¡+(x,) x lx,.,! x ... x lxPI) 
•• p ' . 

' . . . 
Pinalmenle, el Produdo Cartesiano de estas digraficas. se define como la digrnfica 

D = o, _X D2 X ... ~·x Dp con conjunto de verlices: X = n X¡ 
¡. p 

y con función de adyacencia: 

rT(X¡.Xz,. .. ,Xp) = Il r,+(x,) 
I • p 

f:jcmplo. 

Considrrensc dos moquin.1s. y denotamos por X1 al conjunto de posibles estados de la 

primera 111aquin11. · Pill'•• x1. 1·1 e X1. ""'' y1 e r 1; (x1) si el estado y1 puede seguirse del eslado 
x1; luego. la primera maquina define una digrafic11 01 = (X1.r1 + ). 

Similrll'lllenle. la ~rgundrl maquina define una digrilfica 02 = (X2.r2 + ). 

El l'rrlicr (x1.x,J 1bcnbe el ""l<1do x1 rle lo primerit n1<1quina. ). el estado x2 de la 

segund<1 maquina. Si el operador lraboja ctmbds maquinas simult<lneamente. Ja digrilfica 
01 x 02 representa Jos posibles cambios de siluociones. Si el operador lrab•ja unic11111enle 

una maquina " Ja l'ez. Ja digritfita 01 + 02 representa los posibles cambios de situociones. Si 

el op1·ra<lor puede trdbo¡ar con 111i.1 o ron los dos maqumM ~imuli .. nramenl e. la rl1~rnf1co 

1>1 •O, n·pn•,enlo lo,- pn.-1bi<·' 1.1111hio.' di· .•itu.u ionr.'. 



01 x~~;:1 x. .. e Y D, 

ax bx ax 

01+ ll, 01xD2 

dy cy 

l'roposicion 3. :'1 lil rl1g1-.1fwil IJ (\1. r,-) tiene nudeo \,y la digrafieu H = (X~. r,t) liene 
11t1<leo h enlollU.'.< 1·1 prodmlo norm•I O· H liene .il produrlo earlt»idno \ x K rnmo nurlro. 

!1, y~J. <·h·menlo; dr \ x ii 
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Supongamos que y e r+(x). es decir, 

(y¡.y,) e r+(x¡.X2) = u . ( n r1+(x¡) X n lx1I). 
. lcP.IJloO l•I .. ·J•P\I 

Entonces, como 111.~ O, Ucne que suceder. qu_e y1 e r 1+(x1) ·o yí e r,+(x2). o ambas. y 
en cualquier caso. tenemos una contradicción: pues x1. y1 e. N. que es nilcleo, y x2• y2 e K. que 
también es nilclco: 

:. N x K es independiente. 

Absorbencia: 

Sea X e {X¡ X x,) \ (N X K). X = (X¡.x,). X¡ e X¡. Xz e x~. 

Como N es nilcleo de D. y K es nilclco de H. existen y1 e N. y2 e K tales que sucede 
una de las lres: 

(Y1.Y2) e (r1 +(x¡).x,) si x1 ti! N. x2 e K. 

(y1,y2) e (x1. r 2+(x1)) si x1 e N. x2 ti! K. 

Luego. si lomamos 1 = P = 1 l. 2 1 en el primer caso, 1 = 1 1 1 en el segundo y 
1 = 1 2 1 en el illlimo caso, tenemos que 

(y¡,Y2) = ¡II r,+(x,) 1 = [ II r,+(x1) XII lx1l l e: [ u ( II r1+(x,) X rr lx1I) 1 
••I ••I J•P\I lcP,llf .. o ·1.1 l•P\1 

entonces (y1.y2) e r' (x1.x2). 

:. N x K es .ibsorbenle. 

:. N x K es núclro. 

o 
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Jle;pue.< del re,ullado .rnlerior. surge la pregunla de que ¿ si dos digraficas lienen núcleo. 
J ... <urna c .. rles1<1no l1ene nuclr·o ., : il lo que r. Y. Chao cnconlro en 1963 el siguienlr· 

1onlroeJr111pln. 

D1 

o, 

01 + 02 

El nucleo de Ja di~1.,1fítii 01 es el verlice d, mientras que el núcleo de 02 es y, sin embargo 
Jl1 +o, no lirne n11clPo )'it que dr lenerlo. el 1·erlice dy eslaria en el por ser verlice terminal. 
1·n con,1•1urnc1;1 In> .,,.¡Jite' ay. In. cy ) ti\ lendnon que esl.1r fuera el nuclc·o por ser 
11dy.1Lrnll'i 11! u·1l1<1· di d(· lo.~ \l·1IH1'.· '''· h\ y o. podt.'mos meler cut1lquiert1 al nucleo. 
tl1~.11111>.< ,,, 1 ""lo i1li.,orbc·11 .. rl e\. pn1 lo que el rerl ice bx lendria que eslor en el nudeo. 
p1·10 r'iln ,., i111po.<1hl1· p11t'" ,.,, .1d1rlu·11lt•" ilX. ,;:¡ en lugar del rerlke <•X. melemos al nucleo 
ti rlh!lin'°' de· lo:-· \ ('1 ( j( I':-' b\ o r \. llC'!!tHllOS d Ullll tontradicr ion .~c·mtojnnlf'. Por Jo litnlo. 
111 + o! 110 1 ]('Jll' nudc·o 

ll1·,p111·; ;(' d1·1111no;I r.1ro que ;i do; d1gr,1fico; Jl1 y D, tienen func1on de Grundy. 
1·nlonlf·.< J,, tl1~1.1f1c.1 ll1 + IJ, IJ<'lle nudeo. Anles de demostrar estos resultados. algunos 
d1•.'11nolln..: :-:011 lll·rc·.'l't/'ÍO:-: 

J,, expansion binaria dr 1111 1i.1lurol pe; la .<UCP>ion (p1. p_, .. pd de cE·1w ~· unM !;d 

q11 p1 2p, · lp1 • 2' 1p1 

!11 forma hin.iría '"' p p, p, : p, , .. p, P1 

.,­_, 



Por ejemplo: 

FORMA DECIMAL FORMA BINARIA EXPANSION BINARIA 

(O) 

( l) 

10 (0,1) 

11 (1.1) 

100 (0,0,1) 

101 (1.0,l) 

110 (0,1.ll 

111 (l,1,1) 

1000 (0,0,0,1) 

1001 (1.0,0.1) 

JO 1010 (0.1.0,I) 

11 1011 (l,1.0.I) 

NO'fA: Si (G, +. 0) es un grupo. X es un conjunto y ex : 1 f : :i --. G (, entonces (GX. +. o) 
e·~ un grupo donde: 

(f + g) (x) ' f(x) + glxl 1· o(X) : O. por.i r. g e GX. ~ e X O elemenlo neutro de G. 

En P•ll'l1r·11lor. IZP, +. o) ¡.5 un grupo. 
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,\ >11 rez GIXI ~ ) r e GI : f(x) = O pnril cn~i lodit x e X ( e~ subgrupo de ex. luego. 
(Z¡ll'I. +. ni es un grupo con J,, 'limit coord,.1wJ,, a coorclenodú pues rs .;ubgrupo de 
1z}' +.o) 

~""' q1 I\ --. z!'"' 1 .. 1 q111· q1in) ' q1¡,," "•-i· .... "i· <i0) = (a0, a1 ..... a,.o.o .... ), donde 

,,,. ,, .. 1. ,,,. "º '"' lrt r"presenl.icion binarin d" n y la0. <i 1 ..... a,.0.0 .... ) es su expansión 
biOdJ'i<I. 

q1 es inyrrl ir.i pue' 111 representación binaria. de un numero natural es única y es 
..-up1 o11<·clir• .\'" que rn.ilquier rxpansión binaria lrt0• n1 ..... ad proviene de algún n = a0 f 2a1 

. ,, 
.. .. ni..· 

Por lo lanlo. q1 induce de mñnera única una operación en l~ 1 La Suma Digital 0l ) . que 
'on11erle a 1\ c·n un grupo isomorfo a (z211NI, +. ó). 

¡;, .. dN11. prtl'<l r.1lrnl .. r In 0l m): n. m e IX. tómense !.is expansiones binarias den y m 
J q1in). q1lm) ). ;umf'n;e t•n Z¡ll\I coordenadd a coordenada ( q1(n) - q1(m) ) y Juego calculese 

1·1 numero c·on J,, expctnsion binaria obtenida ( q1- 1¡ q1(n) + q1(m) ) ). Por lo anterior tenemos: 

Proposicion 4. 1 l\. Gl, O) es un grupo abeliano. 

Por ejemplo: 

J 0l ¡· q1 1lq1{:1) + q1ii)) = q1- 1{{1.l) + {1.1.I))' 1p-1(0.0.I) = l 

1 0l l Gl 11 !ji 1iq1{l) + q>('l) + q1(ll)) q1' 1illl + (1.1) + (1.1.0.1)) = ql-111.0.0.I) = 9 

Corolario. lli1dos dos natur.iles p yq. existe un único nñlural r tal que p 0l r = q 



Enlonces. p Ell r = p Ell (q Ell p) = p EB (p Ell q) = (p Ell p) EB q = q. 

~upongamos que exisliera r' tal c¡ue p Ell r' = q . 

Luego. c.omo p EB r = q. le1wmos r¡uc p Ell r = p Ell 1".· sumando p de ambos lados, 
lenemos p EB (p Ell !) = p Ell lp Ell r'J. => (p EB p) Ell r = (p Ell p) Ell r' . 

. ~si r = r'. 

o 

Teorema 7. Si las dignificas D1 = (X1.r,+), ... , D, = (X,.r,+), lienen funciones de Grundy g1, .... g, 
respeclivamenle; enlonccs la función g la! que g(x1.x2 ..... x,) ~ g,(x1)Ell g¡{x2) Ell ... Ell g,(x,) es 
una función de Crundy para la suma cartesiana D.= 01 + 02 +.:. + O,. 

Demo::I rt1c:ion 

l'onsidercsr el 1wliC'e (x 1.x1 ..... x11 ) en D/ )'~ca·· 

<p: IN --+ z20sl, donde la imagen de un nalural n bajo rp es su expansión binaria; 

.. 
ldmbien. sea g(x1,xz ..... x,) = l: g,(x,) = p. 

i:t .... n 

11) Debemos mosl l'itl' qU<' para eada q < P·. hay un vérlice 

(y1.y,. .... y,) e P(x1.x2 .... x,) la! que g(y1,y2, .... y,) = q. 

cp(p) e z)IXJ 

cp(q) e zi1' 1 

Scrt h0 ¡,, h 111o1s gro1ndr• paro la eunl rp(p), "'rp(q), . 

Esto e.<. <p(p) = ( a0• a1 ..... a,
0
• a,

0
• 1 ..... a,. O. O .... ) 
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qi(q) = 1 b0• b1 .... , b10• ªko• I· .. ,. a,. O, O, ... ) 

Enlonces. ,a;
0 

= · J, b10 = O, ya que de. olraforma, lendrl.amos 

p = a0 + 2á1 + :" + 21ó(o) ~2k~ 1ak0 + 1 + ,;. + 2'a, 
: , ... ·., ···:··. ;:i."' . ' 

q = b0 + 2b1 + ... +2¡º(J)+21o+1a10 , 1 + ,:: + 2'a,. 

Enlonces p - q= ¿+~~-, ~ ,,, :2ko\0•1 - b0 - 2b1 - ... - 21º" 1b10•1 - 210 >O, 

enlonces 21º ~ (a0:o0) '~'2(~i-b;) + ... ~;21º: 1 (ak0• 1 -b10• 1 ) s J + 2 .+ ... + 2ko· 1 = 210-J. Jo 
cual es Imposible, Juego, · · ;.;: · · · 

.. 
Sabemos que qi(p) ~ ;,,(t g,fx1) ~· t ;p( g,{x1) ) 

As1. J = q1(pÍ10 :. l: qi( g,(x,)Jio· 
. ,l•Í/. . . 

Sin perdida de gener~lidad, s~p~ng~mos que · qi( g¡(x,) )10 = J. 
Sea r e I~ laÍ que;,,(p) + ~(r) = qi(q). 

entonces qi(p)¡o \ qi(f)¡/~ ~(q)¡o 
,1s1. como qi(p)10 = J y qi(q)ko ':' º. entonces qi(r)10 = l. 

.~demá~. si s ;.' k0 

qi(p), = qi(q), 

Por Jo lanlo. qi(p), + qi(r), = qi(q), ~ qi(r), = O. 

:. g¡(x,) e 1'.< g,(x¡) pues 

qil gr(\,) e r ) = ( c1. e! . ... c,~. 1 • O. O .... ) 

qi( g1(x¡) ) = ( d1• d1 .... d10• 1. l. d10 • 1· . 
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Por lo que hay un vértice y1 e r 1 •(x1) en 01 con g1(y1) = g1{x1) $ r. 

Por lo tanto. para el ·vértice {y1.x2 ..... x,) e r+(x1.x2 ..... x,) en D. tenemos 
g(y1.x2 ..... x,) = g,(y,) $ gafx2) $ ... $ g.{x,) ~· p $ r = q. · 

• • • • • - • 1 • • • 

(2) Mostraremos que sf (y1.~2:.;.'.~.) ·~~ r+(x 1 .~2 ..... x,). entonces g{y1.x2 ..... x,) .,. p. . . . . ., .,. 

Si y¡ e r 1 +(x1). entonc~s g 1 (~ 1 ) ',. g 1 {~;). ·Por esto y por el Corolario anterior : 

g(y,.x2 ..... x,)•= g,(y,llD g;{x2) $ .:. ~Úx,) 
• gi(x,) ID g2'x2l ID ... lll g,{x,) 

= g(X1.X2,. ... x,) = p. 

Por ( 1) y (2). g es función de Grundy de D. 

o 
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IV. JUEGOS TIPO NIM 

Dados dos jugadores A y B. y una digrafica D = (X.r+ ), se puede definir el siguiente 
juego: Comenzando desde un rérlice inicial x0• el jugador A selecciona un vértice x1 de r+(xo). 
El jugador B selecciona un vérlice x2 de r+(x1). Posteriormente, el jugador A selecciona 
cualquier rerlice X¡ en r+(x2), ele. Si un jugador selecciona un vérlice x1 con r+(x¡) = 121, 
entonces. ese jugador gana y su oponente pierde. Claramente, si existen circuitos en la 
'digrafica, el juego no siempre termina. 

Este juego se llama lipa ~IM. Se estudiarán las representaciones de sus posiciones 
ganadoras. es decir. aquellos vérlices que deben ser escogidos por un jugador para ganar, sin 
importar como juega su oponente. 

Algunos ejemplos de juegos tipo NIM son: 

FAN TAN 

llay p pilas de cerillos. Cada uno de los dos jugadores selecciona. alternadamente. una 
pila. )" quila uno o más cerillos de la pila. El jugador que quila el último cerillo. gana. 
Denotaremos a esle lipa de juegos por UJG ( úllimo jugador gana ). 

FAN TAN ' 

Dos jugadores juegan con las mismas reglas que en el ejemplo anlerior. pero el jugador 
que quila el ullimo cerillo. pierde. Esle juego se reduce a un jue;;~ lipa rn1 al anadir un 
mlice a J,i digraf1ca. Este lipa de juego lo denolnmos como LJP ( ullimo jugador pierde ). 

NOTA: En lo signienle. se considerara solo el juego l'JG ( 11ll 1mo jugador gan.i). 
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JUEGO DE WYTHOFF [1907] 

Sea X el conjunto de puntos enteros no negativos en el plano. 

Desde un punto (p,q) e IN2, un jugador puede seleccionar cualquier punto lal que el 
\'alor de una de sus coordenadas se decrementa. mientras que el valor de la otra coordenada 
permanece igual. o. de lal manera que ambas coordenadas se decrementan en la misma 
cantidad. 

Los jugadores loman turnos alternados. P.I primer jugador que seleccione el punto 
(O.O), gana. 

Por ejemplo. desde el punto (.1.1). los siguientes puntos eslán disponibles: (4,0), (3,1). 
(2,1). (1.1), (0,1), (3,0). 

La digrilfica· D = (X.r+) definida por esle juego. donde x e X es un.estado del juego y. 
y e r+(x), éon ·y e X. si y sólo si se puede pasar del estado x al estado y en el juego; D no 
contiene circuitos, y en consecuencia, posee función de Grundy, indicada en la figura siguiente. 
Las posiciones ganadoras estan dentro de un Circulo. Nótese que éstas posiciones están 
distribuidas simétricamente alrededor de la diagonal principal. 

El juego aqul descrito es atribuido a R. lsaacs (1958), pero J. Kenyon (1967) se percató de 
que este es equivalente a un juego inventado por Wythoff en 1907. 



10 11e !le ee 1Je 131 

9 1oe 11e 12e Se 

a 6e 7e 10e 

11e se 9e 

6 7e &e 

5 Je 4e 12e 

se lle 1Je 

3 se 1oe 12e Be 

4e Be 6e 7e ,,. 9• 
se :ie 7• Be 6• 1oe 11• 

o 6 7 9 10 

Definición 31. En un juego Lipo NIM sobre una digrafictt D. diremos que los vértices de Triunfo 
son aquellos que gar.u1lizan el triunfo al jugador que los escoja . 

. ~si mismo los vértices de Pérdida se definen como aquellos que lle1·an al fracaso al 
jugador que los lome. 

Por ultimo. los vértices de Sorteo son los rérlices qUe no garontizan el triunfo ( o 
fracaso ) al jugador que los selecciona. 
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Teorema B. Si la digráíica D = (X.r+) liene núcleo N, y si un jugador escoge un vértice en N, 
esta opción le asegura ganar o empalar. 

Demostración 

Si el jugador A escoge el vérlice x1 e N, o r+(x 1) = 0 y X1 es un vérlice de lriunfo, o 
su oponente B eslará forzado a escoger un vérlice x2 e X \ N. Entonces el jugador A puede 
escoger nuevamente un vérlice x3 e N. y así sucesivamente. El juego termina cuando uno de 
los jugadores escoge un vérlice xk con r+(xk) = 0. Claramente, Xk e N; y el jugador que gana 

no puede ser B. 

o 

Para ganar juegos de esta forma, un jugador podría calcular una función de Grundy g 
( si exisle una ). y jugar entonces en el núcleo N = ! x : g(x) = O !. 

Si el vertice inicial x0 satisface g(x0) = O, entonces el jugador A eslá en una posición 
peligrosa, pues su oponente puede ganar u obtener un empale. Si g(xo) " O, entonces el 
jugador A puede asegurarse de ganar o empalar escogiendo cualquier sucesor x1 de x0• con 
g(x1) =O. 

Considérese n juegos Upo NIM (X1.r1 + ), (X2.r2 + ), ... , (X,.r, + ). 

Supóngase ahora que cada jugador puede jugar solamenle en uno de los juegos NIM durante 
su turno: el primer jugador que no pueda jugar es el perdedor. Esla siluacion es, de hecho, 
un juego NIM en la suma cartesiana de digraficas (X,.r, + ). El siguiente Teorema proporciona 
una estrategia ganadora. 

Teorema 9. Considerese n juegos tipo NIM. D1 IX1.r1+). 02 = (X2.r1+) ..... D, (X,.r,+¡, con 
funciones de Grundy g1• g2 ••..• g,. 

Un jugador no perderá el juego en la suma cartesiana D = l: D,. si escoge una posición 
x = (x1 ..... x,) tal que g1(x1) e g11x2) e ... e g,(x,) = O. 
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Ül'mo::lntlton 

Se sigue inmedialdmcnle de los Teoremas 7 y B. 

o 

f:jcmplos: 

f'AN TAN 

C'"d" uno de los dos jug.11101 es, selecciona ,iflenwlanwnle una de p pil;;s de cerillos. y 
quila al menos un cerillo de esla. El jugador que quite el último cerillo gana. 

Este juego es la suma cartesiana de los juegos : 

ciondc· \' e \ 1 represenl.t el estado de la k-~sima pila. Claramente, g,(x,) es igual al numero 
de cerillos en .1<1 k-es1ma pilit. Del Teorema 9, una posición es g<11ltldora si y solo si la suma 
dig1l"I riel numero de cerillos es ct•ro 

~(O) O 

g( I) 

d2) ·? 

g(l) ., J 

g( ll o ~ 

1 ... d1g1-.1fir·,, o1nlerior, esla asocidda a un" pil<1 rnn 1 cerillos el r.tlor de I« func1on de 
Gnmilr de""''' n·rli11· d"rnmrnle es igu•I ril nunwro de· cerillo.< r·n I" pilú 
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TORTUNIM 

El juego consiste en que cada jugador, alternadamente, voltea una lor'luga boca arriba, 
de una fila de tortugas. y puede también voltear una segunda tortuga que este a la izquierda 
de la primera. 

La segunda lorluga, a diferencia de la primera. puede ser volteada boca arriba o boca 
abajo. El tillimo jugador que voltea boca arriba una lorluga. es el ganador. 

Podernos asociar este juego con una digrilfica ll •(X,r+), donde X es el conjunto de 
eslados deulro del juego, y r+ (x) es el conjunto de estados a los que se puede llegar desde 
x e X en la jugada siguienle. 

La digrilfica asociada " un juego con :J lorlugas es la que sigue: 

En la digrafica anterior. una barrila arriba o abajo del numero i, indica que Ja lor'luga i. 
esla boca arriba o boca abajo respeclivarnerrie. 

La digrilfica no contiene circuilos. por Jo lanlo. tiene función de Grundy. 

POKEfl NIM 

Esle juego es jugado con pilas de fichas de. pólier. Como en el Pan Tan, cada jugador 
puede reducir el larnano de alguna pilo. removiendo cuíilquier Cilntidad de fichas. Pero 11hora. 
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el jugador tiene un movimiento allernativo. incrementar el tamano de alguna pila anadiendo a 
eslrl, alguna de las fichas adquirida.< en movimientos anteriores. 

Aqu1 se puede utilizar la misma estralegia que en el Juego de Fan Tan, ya que el 
11101imic•nlo opcional que tienen los jugadores puede ser anulado con un movimiento 
··rermihle" que regrese el juego justo al estado .interior. 

Supongdmos que tenemos 3 pilas de tamaros (3,H). )' que el juego ha sido jugado por 
,,!~un liempo. de tal formo que los jugadores han acumulado fichas de reserva 

31 e' el lurno drl JUgador A. y el muere a la posición (2.-1.6). esta posición es ganadora 
rn r·l l'.1n fon ordinario 1'1·ro ohora. el JU~ador ll sum<1 10 fi1hó.' il lct pila con i. de forma 
que el JUe~o queda en !;, posic1on (2 5-1.6) CI jugador ,\, lo unico que tiene que hacer. es 
retirar 50 íich,;s de la pila de 5i para. de esla forma. regresar a la posición (2.4.6). 

Tarde o lemprano. el Jugador B agolará sus fichas de reserra. y tendrá que reducir 
olguna de las pilas corno en el f'on Tan. de estu forma. el jugador ,\ podrá volver a colocarse 
en un<1 poiicion ganador,1 

As1, podemos rer que una posición ganadora, en el Fan Tan. es aún ganadora en el 
Po~er Sim. y.i que el mo1·1mi~nto alternctlivo. sólo pospone el triunfo. no lo evita 
indef1niddmenlr 

JUEGO DE NORTHC01'f'S 

Este juego se juega sobre un tablero de damas, en el cual se colocan una ficha blanca 
y uno negra en cada renglón corno en la siguiente figura: 
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o • • o 
o • 
o • 

Cadü jugador puede mol'er u11a 1neza de· ;;u propio color a cualr¡uier otrn casilla varia 
sobre el mismo renglón, con la prohibicion de saltdr las fichas del oponente. 

El jugador que no pueda mover porque tenga d!r,;padas a todas sus fichas en tos 

extremos, pierde el Juego. 

Este juego e·; idr11líco di Póker ~im. s1 trat.;mos los espacios e11 blunco en cada renglón 

como si fuer<111 fichas en distintas pilas 

El juego 1110,trado en In figur<1 dllterior es equivalente a un juego de Póker ~im con 8 
pilas de tamanos (2.3.0 -1.3.G.5.0). Por lo t;into. en cste juego. se puede seguir Ja misma 
estrategia que en el Poker ~im para ganarlo 

CABALLO /!l.\NCO 

El Caballo Blanco puede desde cualquier posición en el tablero de ajedrez, realizar Jos 
mol'lmienlos s1guic11te': 



Por el Teorem 
digráfica asociada 

• ~·-:i~ ~-
1 

:~ ~- ·-~ • d"c!: :ir !.":!: 

f 11 
-

--· - -· 
:, 
~= e. 

~: 

' 
' 

1 

, 6 el juego del Caballo Blanco tiene una única función de Grundy ya que su 
10 tiene ciercuilos. 

Ahora con 
los cuatro lugares 
que se coloca a la 

. iderese el juego en el cual. cada jugad or puede mover el.caballo a uno de" 
dad de cerillos de una pHa adicional narcados o. puede robar cualquier canli 

El juego le 
superior izquierda 

lerecha del lablero. 

r nina solo cuando el caballo eslá en una 
. lodas las cajas han sido removidas. 

;- ... -

de las cuatro casillas d.e I~ esquina 

Aqui. el juef o lolal es el resullado de lomar la Suma Carlesian .. a del juego .del e.aballo 
con el juego de Fanl Tan con una pila. . 

En la siguienle labia. se expresan Jos valores de Ja función ·de Crundy para algunas 
posiciones del cabal o: 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

o 1 o 1 o o 
o 2 o 1 o o o. o 

1 2 2 2 3 2 2 3 2 2 3 2 
1 1 2 3 2 3 3 3 3 3 2 3 3 .3 2 

o o 3 o 1 1 o o o o. 1 o o 
o o 2 3 o o 2 1 o o o o 

g 2 l 2 z 3 2 2 3 --2 

h 2 1 2 1 2 3 2 3 

o 3 o 3 4 1 o o ·1 

2 o 2 o o 1 

1 2 3 2 
3 1 2 

111 o 3 3 o o J o o 
o o o o 2 3 

1 1 1 

3 

Enconlrerno< rl l"Mlor de Grundy para la posición d7 de Ja fiqura anterior. supongamos 

que conocemos Jos rnlorcs de las posiciones a l,1s cuales se puede mover el caballo desde d7. 

Mas posiciones pueden rerse como pilas r.on O. 3. O y 1 cerillos. y con Ja pila 
odir:ion<1l ron 6 cerillos tenernos el 1·ator dr Ja pos1c1on di en el juego lolal. 

.\s1. pdl'il asegurar csla posirion. basta con quilar ·I cerillos de Ja pila adicional. 
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SYNONJM 

Sue1amenle. esle juego es como el Fan Tan. sólo que ahora. lodas las pilas del mismo 
l<imano deben lrnlarse de Ja misma forma. es decir. ~i se reduce una pila. se ·deben reducir 
!odas las pilas de ese lamano en la misma cantidad. 

Basla con observar que si consideramos a lodas las pilas de un mismo lamano como 
una "ola pila de ese lamano. la eslralegia para ganar esle juego es análoga a la del juego Fan 
Tan. 

REINAS WYT 

En el juego de Reinas Wyl. cualquier numero de reinas puede eslar en Ja misma casilla 
de un tablero de ajedrez. y cada jugador. cuando le loca mover. puede mover una sola reina, 
una distancia arbilraria hacia el ~orle. Oesle o Soroesle. aun brincando sobre olras reinas; el 
objeliro del juego es tener a Jodas las reinas en la casilla superior izquierda del tablero y el 
ultimo jugador que pueda morer. gdna el juego. 

Ya que la' reinas se mueven independientemente. podemos lralar el juego lolal como 
la suma de juegos con una sola reina. Las reinas sobre el tablero, podemos hacerlas 
corre,ponder con pilas tipo NIM que podemos sumar usando Ja suma digital. 

El juego rnn una reina es una lransformacion del juego de Wylhoff que ya se vió 
anteriormente. 

·.~: 

I~ 

l:X ----11. 
~· 
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JUEGO Df; GRUNDY 

Aqu1. el único movimiento legal consiste en dividir una pila en dos más pequenas de 
diferentes lamanos. Eventualmente. todas las pilas tendrán tamano 1 o 2, y no podrán ser 
divididas; el jugador que divida la ultima pila es el ganador. 

Nuevamente. podemos hacer una d1gráfica en la que cada vértice represente un. estado 
del juego. es decir. cada vértice indica el !amano de cada pila, y (u.v) está en las flechas de la 
digráfica si de la posicion u se puede pasar a la posición v. 

La digrafica D asociada al Juego de Grundy no tiene circuitos, entonces admite. una 
única función de Grundy g. en particular. el vértice inicial v ( que se Identifica con el numero 
inicial n de elementos en la pila ) tiene valor g(v) = ( g(n) ). 

A continuación se presentan los primeros 101 valores g(n) de la función de Grundy 
correspondientes a pilas con n e 1 l. 2 .... , IO 1 1 . 

n = o - 19 0001021021 0213213243 

20 - 39 0430430412. 3 1 2 4 1 2 4 1 2 4: 

40 - 59 1 5 4 1 5 41 5 4 1 . 0210.215213 

60 - 79 2132432432 4324324324 

80 - 100 5245243743 74374352352 

En seguida. se presenta la digráfica asociada á un ;uego de Crundy con una pila inicial de 6 
elementos. 



Pdrd saber si una posicion es segura, basla con que se sumen digilalmenle Jos valores de 
Grundy de cada una de las pilas de Ja posición, y se recuerde que una posición es segura si su 
;umd digital es cero. 
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V. FUNCIONES DE GRUNDY Y DESCOMPOSICION DE JUEGO 

Ddinición 32. Se dice que un juego es un Juego Bipersonal de Suma Cero, si la suºma de las 
ganancias es cero. es decir. si uno de los dos jugadores pierde exaclamenle lanto como lo que 
el otro ju~ador gana. 

Definición 33. Un juego en el cual cada ¡1<1rlicipanle, al hacer una jugada, conoce los resullados 
de ladas las jugadas hechas previamenle. se llama Juego de Información Perfecla. 

Hasta ahora hemos enconlrado que <·1 ·::;·:nlo de vértices X = 1 x : g(x) = O ¡, nos 
garanlizan el triunfo o empale en un jurgo lino ~IM sobre una digráfica D = (X.r+). A 
continuación. caracterizaremos los conjuntos de verlices de lriunfo, pérdida y de sorleo en un 
juego Upo NIM en digráficas, en términos de funciones de Grundy. 

El siguienle teorema basico. es debido a Romanoivicz y Wozniac. 

Teorema 10. Para cada digráfica D = (X.r+). existe exactamente una descomposición ajena y 
orden<1da A, B. C, del conjunto X, lal que 

1) r+(x) n B o! 121. para cada x e A. 

2) r+(x) e: A. para cada x e B. 

3) r+(x) n 8 = 121 y r+(x) n C " 12l. para cada x e C. 

4) Si A'. B'. C' es olra descomposición ajena y ordenada de X. que salisface las condiciones 
(1)-(3). ~ Cºs;;;C. 

NOTA: Una prur:ba delallado de esle Teorema es presenlada en [3] 
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La descomposición A. B. C del conjunto X del Teorema tO, es llamada Descomposición de 

Juego de la digrillica D. 

Los conjuntos A. B. C son los conjuntos de Triunfo, Pérdida y ·Sorteo respectivamente, 
en el juego bipC'rsonal de suma cero de información perfecta en la digráfica D. con úllimo 
jug,1dor ganador. 

Si la descomposición de juego es conocida. es íilcil describir una estrategia óplima para 
el juego mencionado en la digrilíica. 

Como se do <1nlcriormenlc. la función de Grundy de una digráíica es muy utilizada en 
la solucion de sumas de juegos en digraficas. Esto se sigue. de la posibilidad de la simple 
construccion de la runc'ion de Grundy para sumas de digráíicas a partir de las funciones de 
Grundy de las cligraíicas componentes. 

Observemos que una digráíica bipartita no liene circuitos de longitud .impar, luego, por 
el Teorema 4. esta digrafic11 liene núcleo. 

Teorema 11. Para una digrilfica bipartita D = (X.r+),. con bipartición X1• X2 de X y con 
descomposici6n de juego A, B. C, tenemos que los conjuntos 

~. = B U (C n \,) son núcleos de la digrilfica D. 
Pl.Z 

Demostracion. 

1 )independencia 

Para i= l. .2 tenemos que 8 es independiente, ya que por el Teorema 10 

V x e B,r'(x) e .t y A n 8 = 0 . 

.\hora, (C n X,) 'es independiente por ser X, independiente. 

Ademas. no hay.flechas de B a (C n X¡). pues r+(x) e.\ , V x e B. y ,\ n C = 0 . y por 
ul111110. no l1<1y flechas de (C n X,) a B. pues r"(x) n 8 = 0, 'rl x e C. 



:. N, e H U (C n X,) es independiente. 

2) Absorbencia 

Sea x e X \ N¡ = A U (C n X1). con j e 1 l. 2 l. y N, = 8 u (C n X,), i e 1 l. 2 j; 
i .. j. 

Por el Teorema 10, tenemos que V x e A. r+(x) n B., 0, por lo_ tanto, 8 absorbe a X e A; 
tambien por el Teorema 10 tenemos que V X e C, r+(x) n C ., 0, luego, si x e (C n X1), 

r+(x) e X,. con i ., j. por ser X1 y X2 independientes. 

AsL C n X1 es absorbido por N,. con 1 i. j 1 = 1 1, 2 j; i ., j. 

·" N, es absorbente, con i e 11. 2 1 

·" N, es núcleo, con i e l 1, 2 l. 

D 

Teorema 12.Para cualqÚier núcleo N de una digritfica D = (X.r+) se tiene: 

Bc:Nc:BUC 

A e: X \ N e: A U C. 

L1na demostracion de este Teorema se puede encontrar en [?], 

Para los nucleos descritos en el Teorema 11 tenemos la siguiente 

Observación. ~i N, rs nucleo de D = (X.r•) bip.irlila. entonces: 

8 e: N¡ e: BU C 

.. \ e: X "· \ e: ,\ U C. 
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Se sigue de las definiciones de N1 y N2 . 

o 

Seii ll"(a) el conjunto de lodos los números naturales menores que a. Para una 
digritfica D = (X.r+). sea y un ncm1ero lijo, máyor que la cardinalidad del conjunto potencia 
de X 1) P(X) 1 ). . . 

Sea Gf'ID) el conjunlo de ladas las funciones de Grundy de D .. 

l na condicion necesaria y suficiente para la existencia de una func!ón de Grundy de 
una digrnfica. esla dada por: 

Teorema 13. Una digrnfica D = (X.r+). tiene función de Grundy si y sólo si existe la 
descomposicion ajcnrl y ordenada l X11 : a e W(y) 1 del conjunto X la! que para cada a e W(y). 
el conjunlo X11 es un nucleo de la digráfica 011 = (X..'.r 11 +), donde 

X11 = X U ) X : x e Xs: B e W(a) !. y 

Demosl1·rlt1011. 

=>) 

Es obl'io que si g: X -+ W(y) es una función de Grundy de_ la digrafica O (X.r+). 
enlences los conjuntos 

X11 = 1 x e X. gix) = a 1 . ª.e IV(y), forman una descomposición ajena y ?rdenada de X . 

.\hora. obserrnnos que para a e W(y) y x . e X.. .• tenemos por (2) cie la definicion de 
Grundy que: r·(x) n x .. = 0:demanera que lambien_r11 +(x) n X11 = 0. ( lnd_ependencia de 
.\.en 011 ) 
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Siinu!laneamente. para x e Xa' \ Xa. 1 enemos que g(x) > a y por ( 1) de la definicion 
de funcion de Grundy. existe y e r+(x) tal que g(y) = a. De aqul que y e Xa. )'obviamente. 

r a +(x) n Xa = r+(x) n Xa " 121. ( Absorbencia de Xa en Da ). 

ConsecuentenJPntP. Xa es un núcleo de Da· 

~1 

Sea l Xa : a e W(y) 1 · una descomposición de X que cumple las condiciones de la 
hipótesis. 

Sr.a g: X -+ W(y) una· función definid~ por · g(x) = a si x e Xa 
- .- .. -

Debemos mostrar que g es unafurición de Grundy de D. 
- .- . 

Supóngase que x e .Xa· C~Íno Xa es núcle~ de Da. con.ciuimós que: 
·' . ' ~. . - -:: . ·- - ' . 

ra+(x) n Xc; =.121,.y r+(x) n X.. _121. De aqui. para éada y e r.+(x). tenemos 
g(y) "g{x). 

,'· '• 

Ahora. sea x e Xa: donde a > O. y sea a e IV(a). . . 

Entonces,· x ~ Xa' \ Xa: y po; I~ absorbencia deXa. núcleo de D~. tenemos que 
ra+(x) n Xa "121. · · ' ·• · · · · · · 

Consccuent~mentc, 3 y e rt(x). para el cu~I. g(y)= a. 
Esto prueba que g es función deGrundy ·de D. 

o· 

El siguienteresultado : se d~nioslró en la nota 2 del Capitulo 111. 

Corolario 13.J. Sea g una función de Grundv de una digrilfica D (X.r·) .. Entonces. el 
conjunto g·l(O) = l x e X :g(x) =O 1 e,~ un nucleo de D. 
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Sea D = (X.r•¡ una digrafica bipartita. Xolese que cada subdigralica es biparlila 
t.1111bien. Sea ~o un núcleo dE' D ( 1·edse el Teorema 11 ). Definimos por induccion la sucesión 
!Xal. a e W{y) de subconjuntos .1¡enos de \. donde Xa es nudeo de Ja subdigrarica generada 
por .\ ' U 1 ~B : B e 1\'(a) ¡, Esta sucesion salid<1cc· las tondieiones del Teorema 13. 
eonseeuenlemente. de acuerdo con el Teorema 13. su prueba y el Corolario 13.1. tenemos: 

Corolario 13.2. Para cada núcleo ~ de la dignifica bipartita D. existe una función de Grundy g 
clr· D t.11 que ~· = g·•(O). 

Teorema 14. La descomposición .de juego de Ja digraíica bipartita D = (\.r+), es expresada por 
sus funciones de Grundy. )' : · 

A = \ U 1 g·•(O) : g e GP(D) 1 

8 = (') 1 g·•(O) : g e Gf(D) ! 

c = u i g·l(O) : g e GF(D) 1 \ (') 1 g·l(O) : g e GP(D) 1. 

Dc•moit racion. 

Como D es bipartita. entonces para el núcleo N1 = B U (C r) X1), J e 1 l. 2 j; descrito 
en el Teoremd 11. existe por el Córolario 13.2. una función de Grundy g¡ de D tal que 

X, = g,·•(O); i e 1 J. 2 j. 

Simullaneamente. porel Teorema' 12. y el Corolario 13.1. para 'cada funcion de Grundy 
g de Ja digralica D, tenem.os · 

A e:\\ g·l(O). y O e: g·•(O), entonces, 

.~e:\\ U) g'.'(0)_¡ g e GF(D) ! e: X\ {g(l(O) U g¡l(O)) = A.)' 

Be: n ) g·'(O) : g e GF(D) ¡ ·~ (g 1·1(0) u g('(O)) = B 
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La tercera igualdad es consecuencia inmediata de las primeras dos, y del hecho de que 
e= X\ (A u B). 

o 

Por medio de las funciones de Grundy. es posible tambien caracl.erizar una 
descomposición de juego de una digráfira no biparlila. En este caso. para una digrilfica 
D = (X.r• ). sea 0° = (X'.r"' ). Ja digrafica bipartita en IR cual. X• = X x 1 l. 2 1 y 
r•+(x.i) = r+(x) X 1 j ¡, para (x.i) e X'; 1 i. j 1 = 11. 2 I; i .. j. 

Para ejemplificar Ja construccion de o• a parlir de D. sea D = (X,r+) Ja siguiente 
digrafica: 

Entonces, o· lucina d~ Ja siguiente milnera: 

(a1) 
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Teorema 15 . .t B. Ces Ja descomposición de juego de. una digráíica D = (X.r+) si y sólo si Ja 
descomposición ajena )'ordenada A' =A X 1 l. 2 1: ª' ~ B X 11. 2 1: e• =e X 11. 2 1 del 
con¡unlo X'. es una descomposición de jueg~ de Ja rligrMica bipartita 0° = IX'.r' +¡, donde 
r .. (x.i) = r·(x) x 1 j l. 1 i. j 1 = 1 1.2 1: i • i 

llemo~lracion. 

~1 

Sea .t B. C Ja descomposicion de juego de D = (X.r+ ) .. 

1) Sea x' .e A'. enlorices·x• • (x.i); x'e A; i e l J. 21. 

Como B es element~de Ja d~scomp~sición d~ j~ego de O, tene~os que 

r+(x) n 8" 0; ~ 3 ¡ie r+(x) t:J q~ey e ~.y como 
• ~: : •• • • .'.. < ", .... 

r'T(x.i) = r+(x),x 1 ji. )i,' j I= 1 J, 2 I; i • j, entonces 3 y• = (y.j) e rtt(x•), entonces 
y' e B' . pues Y. e B. 

. . 
2) Sea x• e 8'. entonces x• = (x,I) con x e B; 1 e 1 J. 2 1 y r+(x) e: A. pues ·A es un 

elemento de.la descomposición de D. 

Se sigue de. aqul que "I y e r+¡x). y e A. 

Luego. "I )" = ly.j) e ro+(x•), j e 1 I, 2 1: 1 "j, tenemos que y• e A' por Ja definición 
de'.~·. 

:. r•(x')c:A'. 

J) Seil x· e C'. entonces x• = (x.i). con x e C: i el l, 2 I;· entÓnces 

id r· (x) n B = 0 por hipotesis. entonces no existe y e r+ix) 3 

y e B. entonces no existe y' e r•+(x•) 3 y' e B•'puesto que 

Y' • (y.j). con )' e B. í e 1 l. 2 1: i " j. 
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b) r+(x) ,.., C " 0 por hipótesis. entonces 3 y e r+(x) 3 y e C por lo que 3 y• = (y'.j): 
j e 1 l. 2 1: i .. j. ) y• e e• 

:. r•+(y'),.., e•,¡ 0. 

:. _A'. 8', C• es unadescomposidón de juego de D'. 

<=) 

Sea A•. 8'. e• una descomposición de juego de D' = (x 1.r• ~ ). 

1) Sea x' ~A'. x' = (x.i) con x e A por la d~finición de A':. i e l l. 2 (. 

Como r•+(x•),.., B' ;. 0, entonces _3 t er•+(x•); y' e 81, con y• = (y,j); y e r+(x); 

jell.21;j•i. 

Entonces y e B por la definición de 8°. 

:. r+(x),.., 8" 0. 

2) Sea x' e 8', x• = (x.i); x_e 8; 1e11 .. 2 l. 

r.+(x•) e: A'. entonces 't y• = (y.j) e r•+(x•); je l 1. 21: i "j, Le.nemas que y' e .. A'. asl 
y e r+(x) y y e A por definición de A'. 

:. r+(x) e: A , 't x e 8. 

3) Sea x• e e•, x• = (x.i); x e C: i eJ l. 21. 

a) Como r•+(x'),.., 8' = 0, entonces no exisle y• =· (y,j) e rtt(x'): je 1 1, 2 (: i "j. 

:. no exisle y e r+(x) 3yeB: x e C .. · 

:. r+(x) l"I 8 = 0.:'t x e C. 

b) Ya que ri(x•)l"l'c·; 0. Lénemos que 3 y• e r•+(x'); y' 
i. e l l. 2 (: ¡ .. j ~-)'. e e··.·~ 3 fe r+(x) ) )' e c. 

:. r+(x),.., e" 0. 

= (y;j). con y e r+(x): 



: . . t B. C es una descomposición de juego de D. 

o 

Por el Teorema anlerior'. y el hechode que la' descomp~sición A'. B', e• de D; se p~ede 
caraclerizar. por funciones dt Grundy _( Tc~renÍa l·I l.: _tenemos el ~iguienle. resullado : 

Teorema 16. Una descomposÍciÓ~· de jueg~. de c~da digráfica es caraclerizadá por funciones de 
Grundy. 
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VI. ESTRATEGIA PARA TAN 

En Jo que resta del trabajo. consideraremos el juego Pan .Tan (·ordenado ), que a 
diferencia del Pan Tan. Jos jugadores remueven allernadarnenle cualquier númern.de cerilJÓs de 
la primera pila, y sólo loman de la segunda pila hasta que Ja primera se halla terminado, y ·así 
sucesivamente, hasta que el jugador que hace el úllinio movimiento pierde el juego: 

La variante en el análisis de esle lipa de juegos es que, se presentará una eslralegia 
ganadora sin recurrir a su presentación como suma de juegos. 

Rudeanu (14). probó que el problema de determinar Jos núcleos de una digráfica sin 
circuitos se reduce a determinarlos en sus subdigráficas obtenidas rémoviendo lodos sus 
vértices terminales 1' = 1 x e X : r+(x) = l2l l. y sus predecesores r-(T). 

Precisamente, tenemos: 

Proposición 5. Sea D'= (X'.r'+). una subdigráfica de una digráfica generada por el conjunto 
X'= X\ (TU r-(T)), enlences un subconjunto N e: X' es núcleo de D'. si y sólo si el conjunto 
N U T es núcleo de D. 

Aplicando la Proposición 5, . lanlas veces como sea posible a una digr.ifica finita, sin 
circuitos. concluimos: 

Corolario. Para cad<t digrMica D (X.r+ ). existe una sucesion finita D0, D1, ... , o. de 
subdigrilficas de D, lal que: 

l) Do= D. 
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21 Cada digrafica D, = (X1.r1 + ), es subdigrafica de D,.1 generada por e} conjunto 

X, = X,. 1 \ (T,.1 U r,.¡-(T1•1)) de. vértices. Jos cuales no son terminales ni predecesores de 

tenninalcs en D,. 1: · 1 Si S k. 

JI El conjunto Xk de 1·erlices de D; es no vac10. y X~ ~ Tk u rk-(Tk); 

1) La unlon N = T; UT1 U ... : 1...1 Tk· de lodos Íos conjuntos de .vérlices terminales de las 
d1grafim D0• D1 ~- . Ók es un ·unic~ núCJeo. de la digráíica Íl. . 

Ejemplo: 

Sea D la siguiente digrilfica: 

Aqui. tenemos la sucesion D0, D1. D2. donde To= 1 a l. r 0-(To) = 1 b. c. d l. X1 = 1 e, f. g. h. 
i. j. k l. T1 = 1 e l. r,-(T¡) = 1 f. g l. X2 = 1 h. i. j. k l. T2 = 1 h l. ri-(T2) = 1 i. j. k l. 
entonces el conjunto ~ = 1 a. e. h 1 es nucleo de D. 
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~ J 

Ahora, inlenlaremos investigar algunas clases especiales de digráficas, y caracterizar sus 
núcleos. Sea IN el conjunto de los números naturales, y sea IN t = IN \ 1 O j. 

Con Ja sucesión finila a = (1 1.Jz, .... lml e IN+m, m e IN+. asociamos la digráfica 
Da= (X...ru +).en la cual 

X.. = 1 (O .... ,O.l,',1111 .... .lml e INm; O < 11' :S 1,, i = J. .... m U I (O ... :.O) 1 es el conjunto de 
vértices y r a+ es una r~nción la! que para x = (O, .... O,J,'.1111 , ... .lml e. X,., lcnelllos: 

ru+(x) = l!O .. : .. O,l¡''.1¡¡ 1, .... 1,,): os i;" ~: l;'I y ru+(o, .... o) = 0. 

Análogamente, deíinimos Ja digráíica Da' para 

a' = (1 1 .... .lm.O .... ,O), a' e •. IN+m x 1 O 1 k; donde m, k e IN y, rn+k > l. 

Deíinición 34. Dos digráíicils 01 . y ·o; "son isomorfas si exisle una íunción biyecliva 
cp: X(D1) -> X(Dz) la! que. u e r•(I') ~ cp(u) e r+(cp(I')). 

A conlinuoción. se da.ra un ejemplo de la construcción de las digrdíicas Du = (X.,.r u+). 
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Se.i a = (-1.2.1.3) 

Entonces el conjunto X.. = 1 u0 = (1.2.1.3). U1 = (2,2,1.3), u, = (3.2.1.3), U¡ = (4.2.1.3), 
Uj = (0.1.1.J). U5 ~ (0.2,1.3). Us = (O.O.t.3), U¡ = (0.0.0,1). Ua = (0.0.0.2), Ug = (0,0,0,3). 
1110 = (O.O.O.O) 1 . 

llienlras que r·(u0) = ) 115 j, r+(u1) = 1 u~. ud. r+(uz) =Ju,. Ü1. u;· l. r+(u3) = 1 u,. U1. 
u¡. 11; l. r+(uil = 1 ua l. r+(us) = 1 u1. ua l. rt(ual = 1 ug l. rt(ui) = l 1110 l. r.+(ua) = 1 ui. U10 
1. r·(u,) = ) U¡, 115. ll10 1. r"(urn) = 0. 

l.a digrofica 00 del ejemplo del Cor.olario de la Proposición 5, es isomorfa a la digrafica 
D¡ 1.2.1.3)· A continuación se muestra el isomorfismo. 

q>: X(D¡~.2.1.3)) :.+ X(Do) tal que 

q>(u 1ol = a. 'q>(u,) = b. ~(ua)= e, q>(ug) = d. q>(u6) = e, q>(u4) = f. q>(u1) = g. q>(110) = h. 

q>(ll1) = i. q>(U¡) ~ J. cP(U¡) ; k. 

As1 mismo. las di~ráficas D1 y 02 son i.somorfas a D(l.2) y a 0(3) mpecliramenle. 
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Proposición 6. La digráfica 0(11 ... ..lm.O ..... o) es isomorfa a la digráfica 0(1 1 .... .lml• y la digráfica 
D¡o. o¡ liene exactamente un vcrlice. 

Demoslración. 

Sea cp: Xa -> Xa• tal _que cp(a1.a2,. ... a;,) = (n 1,. ... am.O,.;.,O) 

1) Sean y, z e Xa: y = (y¡,. ... ym). z ~ (z,,. ... Zm). 

Supongamos que cp(y) = ~M 

cp(y) = (Y1,Y2 ..... ym.o ... :.o) = (z1 ..... i~.o .. , .. O) = cp(z) 

~y¡= z,; i ~-1 .... ,m. 

:. y= z. 

:. cp es inyectiva. 

:. cp es suprayccliva. 

:. cp es biyr.cliva. 
' . ' 

Sólo falla demoslra.r' qu'e cp preserva adyacencias. 

Sean x. y e X,.; x = (x¡,: .. •Xm): y = (y1 ..... ym) tales que 
- ' :;- ·:. - . . - ' '~ 

y e ra+(x) ~os y;< x;: con.O <.i <in. 

Ahora,' cp(x) = (x 1,x2 .. ;.,x,.x,11 , .... xm,O ..... O) y, 

<p(y) = (M2 .... ,y,,y¡,¡;: .. .y,;,.O, .... O). 

Pero. Os y, "x/luego. cpfv) -~ ra•+(cp(x)). 

:. cp es bi)wlii·a y preserrn odrncencias. 
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:. Da eo isomorfa a Da" 

o 

Lo •nlerior se sigue de la deíinicion de D11 que liene una estruclura muy simple: es 
finila. sin circuitos y tiene cxaüamente un 1·erlice terminal. Propiedades análogas son 
C'IKonlr"das en cad,1 subdigrafica t•onexa de D11 . Entonces. por el Corolario de la Proposición 
5 .. lo cligrafica D11 l1ene un unico nucleo. el cual denotaremos por N11. 

DM·emos un olgonlmo simple para gener"r un nur!eo ~11 de D11. 

Primero tenemos las siguientes obserl'aciones. 

Proposición 7. Si a = (11.l¡ .... ,lml e IN+m. y si (0,. ... 0.1,',l,.1 ..... lml. O < 11' s 11, pertenece al núcleo 
\ 11 de Da. enlonces I,' = l. 

Demostracion. 

~u pongamos que (0 ..... 0.11'.l,.1,. .. .lml e N11 y que I,', <? 2. 

entonces por ser ~11 nucleo. los sucesores )" = (0 ..... 0.1,. 1 ..... lm) y z = (0,. . .,0.1.1,.1 ..... lm) no 
1•sl,1n 1·11 \,. luego. r 11 º(z) = y. lo cual es una contradicción, pues r 11 +(z) n N11 = 0. pero z 
l 1ene que ser absorbido 

,', 1,·, l. 

o 

Corolilrio 7.1. Cada 1ulici' de ~11 . nuc:leo de D11. liene a lo nw un sucesor. 

rorol,uio 7.2. ~"'' x rn;,h¡11i<·r rerlic·e del conjunto X.. \11. Enl once> el con¡imlo · 
r11·:,1 n \a l1ene rxocl,1na·nle un elenwnlo 
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Demoslración. 

Si el wrlice X = (0 ..... 0.1,'.l,.¡ .... .lml· 0< I,' S 1, esia en Xa. \Na enlonces r 11+(x) n ~ex~ 0. 

S1 J,'o J. enlonces. Ja implicación es obviamente cierla. 

Asumamos que I;' > J. entonces por Ja Proposición 7, a r 11 +(x} n Na.'perlenecen a J~ más 
Jos vértices z = (O,. . .,O.l.1,,1 ..... lm) y, y= (0,. ... 0.1;; 1 ... ..lm), 'si 1;;1 = l. 

Como y e r 11 +(z) si 1,.1 = J. enlonces exaclamcnte uno de Jos verlices pertenece a 
ra.+(x) n Na. 

o 

m 

Sea rn e IN+. y sea p Ja función que rnapea .el conjunto U ( IN +i x ¡o¡m-11 · 
l•O 

en s1 mismo, donde ¡ía = a si ·a e ( IN+ x ¡o¡m-1 ) u !Ojin, y 

pa = (J; ..... 1,.2.l;.i~ J.Ó ..... ~). si a~ (li,.: .. 1,.0,. . .,0) e JN+1 x !Ojm·i, para 2 si s m. 

Ahora, definimos recursivarnenle las funciones pi, 1 e IN, donde 

pºa=a y pla= p(pHa)paral-e IN+. 

De estas definiciones, se sigue .que para cada 

a = (J; ..... lml e U [IN+i x !Olm'.']. existe.el numero k0. 
i•D 

siendo el enlero mas pequeho_ k tal ·que 

pk a = pl<I a = (11'.0 ... ,,0). donde Os 11' s 11. · 

Para la sucesión a e IN-'". podemos consl ruir k0• J digrilficas diferentes 
Da.. D, a· D,2 a ..... D,~•a· para las cunles lenernos: 
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Proposición 8. Sea a e IN+m, m ~. 2, y sea D la digráflca oblenidá de la digrá[ica Dp1 , .. 
removiendo sus vértices terminales y lodos sus predecesores. Entonces_ D es isomorfa a D~·1 u_ 

si y sólo si O s; i s; k0. 

Demoslración. 

=>) 

Supongamos que D "es isomorfa a D,1+1 ª' y que k0 s; i. 
' .", ', ·: :. . . 

. . ·. . ' 
Entonces, ya que cualquier a genera una digrlificano vacía y ya que i ~ ko, se. tiene que 

- . 

Por lo tanto, D~ a = Dp111 a "_0; pero esto contradice _elhechode que D 'es vacla, pues 
quitamos los vértices terminales y predecesores, luego. debemos tener que O s; i < k0. · 

<=) 

Sea a = (11 ... _..lm) e IN+m, m ~ 2. y sea O s; i s; k0• entonces, existen números k y lk+i'. 
1 s; k < m. O < lk11' s; lk+I tales que pi a = (11 .. ; .. lk,lu1'.0 ..... 0) pl+I a = (11 ..... lk-l.lk- I.O ..... o), y 
la subdigráfica D de D,1 a eqenerada por el conjunto de vértices : · 

La digrilfica o,,.¡ a tiene el conjunto de vértices 

X,u1 a = 1 (O,: ... O_,l¡',11,1.: .. .IH.lk~l.O,. ... O) : 1 Sij s; k-.1, O < 11' s; I¡ 1 

U 1 (0 ..... 0.lk',O .. : .. O): Os; lk' s lk ~!/. -

Podemos establecer rápidamente que la ru~cion 

<p : X _.. X,1•1 a· para la cual 

<p(0 ..... 0.11.11.1 ..... lk.lk·l·O ..... Ó) ~ (0 ..... 0.11.11.1 ..... IH.lk- l.O ..... O) es el único isomorfismo entre D y 
Dpi•I a· 

o 



Pdra cualesquiera m-adas a = (lj,. ... J .. ). a = (1 1',. .. .lm'l con entradas reales, denotamos por 
a - B la m-acla a - B = (i¡-J¡', ... .lm-lm'). 

El ~iguiente resultado prol'ee una caracterización del núcleo Na de Da. 

Teorema' t7. Si a e IX+m. me!~+. entonces, el conjunto 1 a - pla: OS i S k0 1 es un único 
nucleo de Ja digrafka Da. 

Demostracion. 

Sean D,; .... 01 Ja sucesión de subdigriificas inducidas de Da que satisfacen las condiciones 
( J ). (2). (3) del Coroldrio de ia Proposición 5. 

Entonces por (3) de ese Corolario: tenemos inmediatamente que 

k = ko )' N = To U T1 Ú .. ;. U T10. 
. ' 

Luego. para dem~slrar eÍ Teó'rema, es suficiente mostrar que 

T, = J a - pla 1 : Os i .~ 
' ' 

( Demo~trdcion por i1~duC"cion·sobre i ) 

Como x ~ (o .... :o) e JNm es el úlÍ)co vértice terminal de Do = Da y x = a - pº a 
~ To = Ja - Pº a j. , . 

Ahora. ~upongamos que T, = 1 a ·~· pi a 1 para algúna i < k0. 

Enlom~s como ~n Ja ~ru~b~ de Ja Propo~Íción 8, hay números k y 11, 1', 

lk·l·.s 1;., tales que 

p•a = (11 .... .11.11:,·.o ... :.O) r pi•/ a= (11 ..... J1_,. J1-l.O ..... O). · 

l s k < m, 



Removiendo de D, el l'erlice a ~ p' a y sus predecesores ( el conjunto de predecesores 
r, ) (0 ..... 0.11, 1".11,J ..... lml ; 1 <. 11+ 1" s 1111 1 en el primer caso .. V el conjunto 
) ( 0 ..... 0.11• 1 ''.11,z .... .I,,) : J s 11.i" s 11• 1 1 en el segundo caso ). tenemos Ja digrilfica D,. 1 en Ja 
r-1J.ll el rrrlire y = (O ..... O. l.11-1 ... o.lm) es el imico verlice terminal. 

y esto completa la _dernoslración, 

o 

Para el conjunto de vértices Xa de Da. definimos la relación binaria s como sigue. 
' " ·:"" .- , ··. 

Pura elementos x ; (O, .. .,O.l;'.l,i1 ..... lm) y y = (0 ..... 0,11".1111 .... .lm) de X lénem_os y s x si 
)" solo si 

)' = X o 

i ' i o 

i = j 11" •. I,'. 

F.mibimos y x si y s x y ~ x. Nótese que si x e r a +(y), enlences tenemos 
que x y. 

T1•1iemos entonces lil siguiente obserración inmediata: 

Proposición 9. Sean x. y y z vértices de D. Si las desigualdades y > z > x se dan. y 
x e ra-!.1'). entoncc•s z e ro. '(y). 

Es inmedidlo que s es un orden lineal de Xa. y para elementos del conjunto X tenemos 
111.< dP.<igu.ildddes. (O .... O) a - P' a • ... .: a - p'' a s a. luego p"ra cualquier rerlice 
1 e Xa ~a- e~i~lr un numero i0 e 1\. siendo J,¡ mayor i tal que 
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a - P' a ., y y, i s ko. 

Del Corolario 7.2. el Teorema J 7, y Ja definicion de i0 se sigue que: 

ra+(y) n Na= 1 a - p1a 1 para alguna is io. 

Lueg.o. por Ja Proposición 9 r a +(y) n Na = 1 a - p"a 1 

Asi, tenemos: 

Teorema 18. Para cada vértice y e· Xa \ N11 tenemos que 

r a +(y) ,.., Na = max 1 X e Na : X < y 1. 

Definición 35. Para juegos en una digráfica D = (X. r+). con vértices terminales. T. por una 
Estrategia entenderemos: Una función 

~: X\ T-+ X 3 ~(x) e r+(x), para cada x e X 1 T. 

Si x e X. y si Jos jugadores A y B adoptan estrategias ~A y ~n respectivamente, el juego 
queda completamente determinado, y Ja sucesión 

Esl.a suce>ión es finit". y su ultimo elemento es un verlice terminal de D. 

Diremos que un rertice x e X es de triunfo para el jugador P1 en el juego UJG ( UJP ) 
sobre D. si existe una estrdlegia ~ •. In cual es llamada estrategia ganadora para el verlice x 
en el juego UJG ( UJP ) C'IJ D. tal que para cada estrategia ~2 el último elemento de la 
realización (X.~,.~1) es de Ja forma 

Un rerlice x e D es de frac,1so para el jugndor P1 en el juego UG ( UJP ) en D si cad<1 
rerlice de r+(x) es de triunfo en el juego UJG ( UJP) en D. 



Oenolemos por \\x(O), J.x{O) al conjunto ele lodos los rertices de triunfo y de fracaso 
P"'" el jugador P1 en el juego Ux en una digrafic" D. respediramenle. donde x = G o 
X = p 

r.11 otras p.dahras. el c·onjunlo llxlOJ ( L.x(D) ) consiste de lodos los 1·érlices de D tales 
que moriendose a. [f"ill"CS efe ellos, e) jugador P1 puede ganai'' 111dépend1cn[em~nle de. Jos 
mo1imienlos del oponente ( P1 no puede forzar el triunfo ). 

Por supuesto, los conjuntos Wx(O). Lx(D) crean una parl iclón del conjÚnlo X. " 

l.<1s definiciones de \VGIDJ y LG(D) implican que x e WG si y sólo si rf(x) 'n LG(D) "' '21, 

mientras que x e LGID) si y solo si r+(x) e \\'G(D). 

Asi. el conjunto LG(D) es el nucleo de D. Este hecho, junto .con el. Corolário de la 
Proposicion 5, dan e) siguiente resullado. 

Proposición JO. Par.ni juego UJG. en una digr.if1ca D = (X.r+ ). tenemos: WG(D) = X \ N, y 
l.GIDJ = N. donde N es elunico nilcleo de D. 

Junto con la Proposición 10. el cillculo del nilcleo N para una digrafica D, implica una 
'"'lralrgia ganadora para el jugador A en el juego UJG en D: el jugador A va del vértice actual 
i·n ~ ~. a cualquier suc·csor en N, y si el verlice seleccionado por A no es terminai. el . 
,;iguiente jugador B tiene que ir a un sucesor en X \ N. Como O es finita y sin circuitos, el 
jugador A juega sobre lodos los verlices de X \ N, dfspues de un número finito de pasos, 
escoge un 1·erlice terminal y gana. 

S1 queremos consider.1r cualquier juego ~JP en D. debemos formar una nueva.digrdfica 
o·. obtl'nid<i d1: D anexandole un nuern vértice l y las flechas que unan cada vérliée l~rminal 
rle D con t. 

Ahorrl. no es dificil 1·er que los 1·erlices ganadores y perdedores en eljuego UJP en D. 
son ganadores y perdedores respeclil'amente, en el juego UJG en o•. 

Entonc·es tenemos una útil Proposicion: 
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Proposición 1 l. Para el juego UJP_ en la digrilfica O, y el juego UJG en o+, tenemos: 

\\G(D+) = WP(D) y LG(D+) = LP(D) U l t ¡. 

Se sigue de ·las Proposiciones JO y 11 que los vértices de triunfo y d~ fracaso en el 
juego UJP en una digrMica y las estrategias de triunfó en' tal juego pueden ser caracterizadas 
por el núcleo de la digrilfica. 

Es evidente que el juego del que. se hace mención, con una posición inicial a = (1 1 .... ,lml 
es el juego UJP en Da. iniciando en el vértice (1 1 ..... lml· . 

Como la digráfica !Da)+ es isomorfa a la digrilfica Da•• donde u+ = (J,, ... ,lm'.I) si 
a = (1 1 .... J.); entonces, por la Proposición 11. una posición inicial a en un: juego Fan Tan 
( ordenado ) es ganadora si y sólo si el vértice a es de triunfo en .el juego lÍJG en Da•· 

Como resultado de esto. de la Proposición 10, y del Teorema 17, se sigue que: 

Una posición inicial a es de triunfo en un juego como el descrito si y sólo si 

a+ 11! LG(Da.J = 1 a+ - pi a+ : Os 1 s k0 !. donde ko es el nienor entero k para el cual 

pk a+ = pk•I a+, esto es si y sólo si pk•a+" (O,: .. ,O). 

Asi tenemos: 

Teorema 19. Una poslcion inicial a e J~m en el juego Fan Tan ( orde11ado ) es de triunfo si 
y sólo si pk•a+ "(0 ..... 0) e JNm+I, 

Por los Corolarios 7.1 y 7.2, existe exactamente una funcion ~ que mapea el conjunto 
de vértices no terminales de Da· sobre ef conjunto de lodos los rérlices, y para el cual, 

1 ~(x) 1 = r• a•M si x e l~a· = LG(Da· ), x " (O ... 0) y, 

~(x) = max 1 )' e Na· : )' < x ! si ~ e X.X· \ Na· = WG(Da'). 
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Por el Teorema /B. la función ~ es una estrategia, y entonces tenemos: 

Teorema 20. Seo a e 1~-m. )' sea ~·: Xa• ·• 1 (0,. .. ,0) 1 -+ Xa+ una función para la cual 
~(x) = max 1 y e ~u• : y . x j, para cada x e .Xui \~u•· Entonces: ~ es la única estrategia 
( pora cada rerlice de triunfo 1 en el juego UJG en Du ... 

Dd Teorema 20 y la Proposición 11. se sigue: 

Corolario 20.1. En el juego F'an Tan ( ordenado ). comenzando con una posición de triunfo, 
existe una unica eslralegia ganadora ... 

En la realizacion práctica del juego Fan Tan ( ordenado ), asociam~s la sucesió.n 
a· :-: 11 1 .... .1~.IJ,coñ. la sU-éeSiOO a~-;; (l~.'..' .. lm·).:;-,. . 

En seguid.1. creamos.la sucesión pºa+. pi a+,. ... plóa+, 'don.de el éonjunlo 
~- . ·. ·. . .. . 

1 a- - p•a-: os 1 s ko ), es él unico
0

ñucleo •~u·'·de ºª'' )'una~slralegia ~ lal que 

~!xi ~ n1o1x 1 )' e Nu· : )' ' x l. para X e X..• \ Nu• , donde ~ es /a úni,ca eslrateg;~ 
~·Hlodora pa1.i cacl.1 redice de triunfo .en el juego UJG en Du•· y enlo~ces su reslriccion al 
conjunto Xu· 1 (0 .... 01. (0 ... .,0.1) 1 .es la única ·estrategia ganadora en el juego UJP. ·en la 
subcligrof1c.i D ele Da·· I,; cual es isomorfa a la digráfica Du. 

Obriamente. si a es un.i posicion de triunfo en un juego F'an Tan ( ordenado ¡; y si el 
¡ug.1clor ,\ •dopla lo estrategia anterior ~ al juego UJG en Du., inicfando en el rérlice a•, 

rntonres ¡•[ debe g.1nar el juego. 
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Ejemplo. 

Considerese el juego f'an Tan (ordenado), comenzando en Ja posición a·= (4.2.J.3). 

Entonces. a+ = (4,2.l.3.I); tenemos entonces que 

Na.• = 1 (0,0,0,0.0), (0,0,0.1.l). (0,0,J.3,J), (1.2.1.3.l) j. 

Así, el jugador A mueve de a+ a (1.2.1.3.l) y, B se mueve a (0,2,1,3,J). Ahora, A se 
muel'e a (0,0.J,3.1) y B se debe mover a (0,0,0,3,J). Entonces, As.e muéve ·al (0,0,0,1.J) y B se 
debe mover al (0,0,0.0,l) y el perderil el juego. 
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VII. ANEXO 

A continuacion se presentará el codigo de. un programa para obtener un núcleo de una 
d1graíic.1 sin. circuitos de longitud impar. . . . 

El algoritmo se basá en identificar los vértices terminales y meterlos al núcleo, eliminarlos 
junio con sus vértices predecesores: v repetir la busqu~da de vértices terminales sobre la 
digniíica inducida por los vértices restantes. En caso de que ~o existan vértiCes terminales; 
se obtie,ne. un l'erlice de alguna componente fuertemente conexa terminal, Incluyéndolo en el 
núcleo y se procede a quitarlo junto con sus vértices predec~sores 'de la dÍgrálica. . Este 
proceso se repite hasta que la digralica resultante sea :vacla. 

ProanaNllCleo; 
USESCn; 

Const 

NumMuNodo1 • 100; 
Type 

TipoNodo = lnteger; 

Apunta =~Nodo; 

Nodo = Record 

Nombre : TipoNodo; 

Suc : Apunta 

End; 

Lista · = Array(l .. NumMaxNodos] of 

Record 
Nombre : TipoNodo; 

Visitado : Boolean; 
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Suc : Apunta 

End; 

Digralica = 'Lista; 

Var 

NumNodos,NumFlechas : lnteger; 

Juego : Digra6c1; 

Arcb: Texl; 

Alcance: Arrly[l .. NumMaxNodos) oflnteger; 

Funclion Dl¡rancaV1cll : Digralica; 

Var 

D : Digralic1; 

i: lnteger; 

Begin 

Nel'{D); 

For 1 := 1 to NumMaxNodos do 

Be&in 
D'[i).Nombre :a O; 

D'[i).Visilldo := F11sc; 

D'[i).Suc := Nil 

End; 

Dlgralica Vaci1 := D 

End; 

Function A1res1Nodo(u : TipoNodo; D : Digralica) : Digralica; 

Begin 

D'[u].Nombre :=u; 

D'[u).Suc := Nil; 

AgregaNodo := D 

End; 



( AgregaNodo presupone que no existe el nodo u } 

Function A1re1aFlecba(u,v: TipoNodo; O: Digrafica): Digralica; 

Var 

Aux: Apunta; 

Be gin 

NeW(Aux); 

Au.x"\Nombre :::z Vt 

Aux'.Suc := D'(uj.Suc; 

D'[u).Suc := Aux; 

AgregaFlecha := D 

End; 

{ AgregaFlecha presupone que existen u y v y que no existe la flecha (u,v)) 

Function EsVacla(D : Digralica) : Boolean; 

Var 

Aux : Boolean; 

i: lnteger; 

Be gin 

Aux :=True; 

l:=I; 

Repeat 

lfD'[i].Nombre.<> O then 

Aux :=Falsé; 

¡ :=i+ 1 

Until (i > NumMaxNodos) Or (Not(Aux)); 

EsVacia := AúÍt · 

End; 

Function E1lsteNodo(u: TipoNodo; O: Dlgrafica): Boolean; 
Be gin 



ExisteNede := (D'[u].Nembre =u) 

End; 

Functien EsTerminal(v : TipÓNede; D : Digrafica) : Beoiean; 

Begin ·.·: ·., :: , . :: ; 

lfD'[v]:suc.; Nil ihén .· 

EsTermi~ai :=True 

Eise 

EsTerminai :=False 

End; 

Funcrien EllGrado(u: TipeNode; D: Digratica): lnteger; 

Vu 

Cent : lnteger; 

Aux : Apunta; 

Be gin 

Cent:=O; 

lfNet(EsTerminal(u,D)) then 

Be gin 

Aux := D'[u].Suc; 

Repeat 

lnc(Cent); 

"Aux := Aux'.Suc. 

UntilAux=Nil 

ErÍd; 

ExGrade := Cent 

End; 

Functien Ellis.teFlecba(u,v: TipeNode; D: Digratica): Boolean; 

Vu 

Aux : Apunta; 

t,Cent : TipoNede; 

Be gin 
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ExisleFlecha := False; 

lfNol(EsTerminal(u,D)) then 

Be gin 

New(Aux); 

Aux := D'[u).Suc; 

1 ;= ExGrado(ti,D); 

For coiir ,.:. í 1ó·1 do 

End 

End; 

• Íf AÜX''.N~nibre = v rhen "·.,.· ,.,_ .. .,,, 

ExisleFlechi :=True 

Else'' 

Aux := Aux'.Suc 

Fwiclion BornFlec••(u,v: TipoNodo; D: Digrafica): Digrafic.; 

Var 

Auxl,Aux2 :Apunr..; 

Borrado : Boolean; 

Begin 

New(Auxl); 

New(Aux2); 

Borrado := False; 

AW(f := D'[u].Suc; 

Aux2 := Aux l '.Suc; 

lf Auxl'.Nombre= vThen 

D"[u].Suc := Aux2 

Else 

Rcpeal 

lf Aux2' .Nombre= v Then 

Be gin 

Auxl'.Suc :"'.Aux2''.Suc; 

Borrado·:= True 

End; 
. Au.• 1 := Aux2; 
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Aux2 :=Auxl''.Suc 

Until (Awa =Ni!) Or (Borrado); 

BorraFlecha := O; 

End; 

( BorraFlecha presupone que existe la flecha (u,v)} 

FIUlction BornNodo(u : TipoNodo; O : Oigrafica) : Oigralica; 

Var 

i: lnteger; 

Be gin 

For i := 1 to NwnMaxNodos do 

lfExisteFlecha(i,u,O) then 

O := BorraFJechll(i,u,D); 

D"[u].Nombre :=O; 

D"[u).Visitado :=False; 

D"[u).Suc := NU; 

BorraNodo :=O 

End; 

( BorraNodo presupone que existe el nodo u } 

Procedure laielallu{V ar O : Digrafica); 

Var 

i,Origen,Destino : lnteger; 

Be gin 

O:= OigralicaVacia; 

Assign(Arch,'Flechas.txt'); 

Reset(Arch); 

ReadLn(Arch,NumNodos); 

For i := 1 to NumNodos do 

Be gin 

O:= AgregaNodo(i,O); 
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Alcance[i) :=O 

End; 

ReadLn(Arch,NwnFlechas); 

For i := 1 to NwnFlcchas do 

De gin 

ReadLn(Arch,Origen,Destino ); 

lf(Not(Existeflccha(Origen,Destino,D))) And 

(Origen<> Destino) then 

D := Agregaflecha(Origen,Destino,D) 

End; 

ClrScr; 

Closc(Arch) 

End; 

Proccdurc CaHtoaAlcmuaa(D : Digrafica); 

Var 

ij : TipoNodo; 

Cont : lntcger; 

Procedurc Bu1 .. EaProfundidad(u: TipoNodo; Var D: Dlgrafica); 

Var 

p: Apunta; 

v : TipoNodo; 

Be gin 

Nel>(p); 

D'[u).Visitado :=True; 

p := D'[u].Suc; 

Whilc p <> NU.. do 

De gin 

v := p'.Nombre; 

lfD'[v].Visitado =False then 

BuscaEnProfundidad(v,D); 

p := p'.Suc 

End 
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End; 

Begin 
For i := 1 to NumNodos do 

Begin. 

Cont :=O: 
BuscaEnProfundidad(i,D): 

For j := 1 to NumNodos do 

lfD'[j].Visitado =True then 

Be gin 

Inc(Cont); 

D'[j].Visitado :=False 

End; 

Alcancc[i) := Cont 

End 

End; 

Procedure ObteaNuclco(D : Digrafica); 

Vu 

NucleoD: Set Of l .. NumMaxNodos: 

u:TipoNodo; 

iJ : Integer: 

HuboTerminal : Boolean: 

Function NodoEnCompoaenteT : TipoNodo; 

Vu 

Minimo,Aux,i : Integer: 

Be gin 

Minimo := NumNodos: 

F or i := 1 to NumNodos do 

Be gin 

If ExisteNodo(i,D) then 

Be gin 
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Au.x := Alcance[i); 

lf Aux <= Minimo then 
Be gin 

Mirúmo := Aux; 

NodoEnComponenteT := i 

End 

End 

End 

End; 

Be gin 

NucleoD := []; 

Repeat 

Repeat 

HuboTerminal := False; 

For l := 1 to NumNodos do 

lfExisteNodo(i,D) then 

lfEsTerminal(i,D) then 

Begin 

HuboTenninal :=True; 

NucleoD := NucleoD + [i]; 
For j := 1 to NumNodos do 

IfExisteNodo(j,D) then 

lfExisteFlecha(j,l,D) then 

D := BorraNodo(j,D); 

D := BorraNodo(i,D) 

End 

Until (EsVacia(D)) Or (Not(HuboTenninal)); 

lfNot(EsVacia(D)) then 

Be gin 

CuantosAlcaman(D); 

u := NodoEnComponenteT; 

NucleoD := NucleoD +[u); 

Esr,~ 
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Far i := 1 to NumNodos do 

lfExlsteNodo(i,D) then 

lfExisteFlecha(i,u,D) then 

D := BorraNodo(i,D); 

D := BorraNodo(u,D); 

End 

Until EsVacia(D); 

ClrScr; 

OotoXY(S,S); 

Write('Nucleo : { '); 

Far i := 1 to NumNodos do 

lfi In NucleoD then 

Write(i,'')¡ 

Write(')'); 

Repeat 

Until Keyl'resscd 

End; 

Real• 
Inicialil.a(Juego); 

ObtenNucleo(Juego) 

Ea d. 
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