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Resumen.

En este trabajo se estudian dos métodos numéricos para el cdleulo de las transforma-
ciones conformes en regiones poligonales y en general en regiones de Jordan acotadas, hacia
el cifeulo unitario, as{ como su aplicacidn en la generacién de mallas sobre esas regiones.

En la primera parte se analiza la transformacién conforme de regiones poligonales al
circulo unitario, implementando numericamente la transformacién de Schwarz-Christoffel.
Esta se utiliza posteriormente para determinar otra transformacién a una regién rect-
angular en donde se construye una malla rectangular, el cual mediante la composicién
adecuada, induce el mallado en la region original. En los resultados que se presentan se
incluyen regiones simétricas y asimétricas, mostrando las mallas generadas mediante este
procedimiento.

En la segunda parte sc estudia la implementacién numérica del Teorema de Riemman
para el calculo de transformaciones conformes en regiones acotadas, simplemente conexas
y con frontera de Jordan, al circulo unitario.

Para el célculo de la transformacion se hace una revisién de la funcién de Green de la
regién ysu relacién con el Problema de Dirichlet. Esto lleva al ptoblema de resolver una'
ecuacién integral, conocida como Ecuacién Integral de Symm. P :

Gran parte del trabajo se centra en la resolucién de esta ecuacmn y sus aspcctos :
numéricos, as1 como en la presentacién de los resultados. g



INTRODUCCION.

L generacién de mallas es una herramienta indispensable en la resolucién de Ecua-
cionns Diferenciales Parciales ya que permite aproximar las soluciones en un conjunto de
puntos estratégicamente ubicados en el interior de la regién donde se busca determinarla.
Fn lo que respecta a la frontera de la regién, los puntos se pueden elegir por algin criterio
proporcionado por el usuario o la misma técnica de generacién de la malla los selecciona
con solo cierta informacidén de parte del usuario.

El objeto de estas técnicas es preci te la 1 de los p de aproximacién
y sele lama generacidn de mallas debldo a que uniendo los puntos vecinos se forma una red
o malla. En este trabajo se estudiard el método de Mapeo Conforme como procedimiento
para la generacion de mallas.

En primer lugar se tratardn regiones poligonales debido a que en muchos proble-
mas bidimensionales la frontera de la regién estd formado por segmentos rectilineos o
puede aproximarse con lineas poligonales. En este caso se construye la Transformacidn de
Schwarz- Christoffel [1], de una regién canénica a la region de interés y la malla se obtiene
como imagen de la malla en la regién canénica.

En la segunda parte se trabajn en regiones simplemente conexas con frontera sec-
cionalmente suave y sin puntos muiltiples, calculando la Transformacidn de Riemann [2]
del circulo unitario a la regién fisica y determinando la malla como imagen de aquella,

Para abarcar estos dos métodos, el trabajo se ha dividido de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se da un panorama sobre la situacién y desarrollo del tema de la tésis
asi como algunos resultados generales sobre la teoria general en Mapeo Conforme, como el
Teorema de Riemann asi como las distintas maneras de extender una funcién analitica.

En el capltulo 2 se trata especifi te con la justificacién de la férmula de la

Transformacién de Schwarz-Christoffel y se plantean lus ecuaciones para detenmnax los -
patametros necesanos pa.ra su evaluacién,

Los resultados se ptesentan en e] capitulo 3, que se obtienen tanto para el caso en quc
la regmn anomca es el dxsco unitario como en el que es un rectangnlo. o o

Enel capxtulo 4 se aborda Ia teona fund 1 pura la deten mii ién de la Tt&m!- 2
formacién de Riemann y su reduccién a la resolucién de una ecuamon mtegral conocxdn
como Ecuacxon Integral de Symm. g




Los fundamentos del método numérico para el cilculo de la Transformacién de Rie-

mann en regioncs simplemente conexas, sc presentan en el capitulo 5.

Finalmente, los resultados numéricos de la Transformacién de R.lcmann pnra mallns
circulares y rectdngulares, se presentan en el capitulo 6.



Cdpitulo 1.
ORIGEN Y DESARROLLO.

INTRODUCCION.

La modelacién matematica de problemas bidimensionales de la fisica y 1a ingenieria, se
hace generalmente en términos de sistemas de ecuaciones diferenciales parciales sobre una
regién del plano (regidn fisica), que representa el modelo fisico sobre el cual estin definidas
las variables a determinar. Por ejemplo, la distribucién de temperatura sobre una placa, las
)i neas de flujo de un liquido, etc. Como la solucién analitica a los sistemas de ecuaciones
diferenciales parciales solo se puede obtener en casos muy simples, casi siempre se tienen
que aproximar mediante algiin procedimiento numérico en un conjunto discreto de puntos,
que se tiene que elegir con base en algin eriterio.

Los puntos de aproximacién se eligen, comunmente, de acuerdo a la geometria de
la regién fisica. Asi por ejemplo, si ésta es un rectdngulo, se toman como los puntos de
interseccién de segmentos paralelos a los lados del rectdngulo y en el caso de circulos se
toman como las intersecciones de radios y circulos concéntricos.

En el caso de un circulo de radio r, la idea subyacente es la transformacién en un
recténgulo mediante un cambio de coordenadas; de cartesianas (z,y) a polares (p, 8) me-
diante las relaciones :

p=z 4yt
6 = arc tan(y/z)

‘ cuya inversa estd dada por

 a{p8)=peos b,

donde 0 € o, 21r], » E (0, r}oe :

Si ahora, en’el plano (p, ) se.toman segmento pa.ralelos o log lados del rect&ngulo
[0,27] x:{0, r], igualmente espaciados (Ver~ figura '1.), estos se transforman en radios y
circulos concentncos en el plano (z, g) cuyas mtersecmones sirven como puntos de aproxi-
macién en la resolucié de lm
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. < Figura 1

El esq anterior contiene losiclékx‘lenfés csenciales on la gencralizacion del praced- 8

imiento para cualquier region y se pucde resumir en dos pasos.

: Dadd una,"reg;iéﬁ Q del p]mo

1. Determinar un sistema e coordenadas curvilineas d
de un rectdngulo R en'las nuevas coordenadas.’ "

. Trazar segmentos pnralelos a los lados del rect
pondientes en la rgidn.w i R ;

6n se obtenga

w

las curvas corres-

'C‘abe hacer al-;uiydé cvomem‘iiﬁos'gbb‘re} ada uné d gét
En el prim: ro, es importante notar'que el ‘nuevo s@cm
por una transfurmacién invertible f de Q'en R::- 1

a de’coordenadas estd dado

‘>~f : QqR

() Em)



donde la inversa se denotara como g¢;

gb: R —0 Q

En coordensdas, tenemos

£= E(zl y)r n= "(z’ y)' (1‘1)
z=z(6n),  y=y&n) ~(1.2)

Por otro lado, en el segundo paso, Ia serie de curvas generadas sobre la region, al variar
monotonamente una de las coordenadas mientras la otra se mantiene fija, debe ajustnrsc a,
la frontera, es decir, la primera y la iltima curva tienen que coincidir con partes "opuest
de la frontera. En este sentido se dice que la transformacién f es conforme. La familia
completa de curvas obtenidas forman una malla sobre la regién y los puntos de interseccién
se dice que son los nodos de la malla. La regién rectangular en el sistema de coordenadas
curvilineas se le conoce como regidn candnica.

El problema de la generacién de mallas en una regién general, resulta a veces tan
complicado como resolver las ecuaciones mismas. esto ha generado el campo conocido como
Generacidn Automdtica de Mallas [13) y que es la parte que se encarga de proporcionar
una distribucién ad da de puntos a los usuarios de manera rapida y eficiente,

Como se puede observar, la iden bdsica en la generacién automdtica de mallas es la
determinacién de las dos funciones £ y n definidas sobre el dominio Q tal que en secciones
de la frontera 8Q, una de cllas es constante mientras la otra varia monotonamente. Para
que los valores que toman £ y 7 estén sobre un rectingulo, es necesario especificar cuatro
segmentos en el dominio fisico y elegir parejas de lados opuestos como si fuera un recténgulo
en donde ademas, el intervalo de variacién de la coordenada curvilinea correspondiente
en los lados opuestos debe ser el mismo. Como se puede deducir, estas funciones son
soluciones a problemas con condiciones a la frontera. Una vez que se tienen las funciones
Eymn,es io obt las i (1.2) de la inversa para que de una malla sobre
el rectangulo R se tenga la malla correspondiente en .

Es mis adecuado considerar la determinacién de las ecuaciones (1.2) como un proble-
ma con condicién a la frontera, en donde las incégnitas son ahora z y y definidas sobre
un rectingulo R y cuyos valores se encuentran en 2. Como el rectdngulo puede tener
dimensiones arbitrarias {13] y las condiciones de frontera para las incognitas £ y y son
los valores de la frontera de 992, se¢ llega a la misma situacién que anteriormente y en ese
sentido los dos problemas son equivalentes.




Existen, sin embargo, métodos en los que no se requiere calcular, explicitamente la
transformacién para construir la malla, sino que se trabzaja directamente sobre la regién
fisica midiendo alguna propiedad de la malla a generar. Este tipo de métodos se conocen
como métodos diréctos, en tanto que aquellos en donde si se requicren la transformacion
se conocen como métodos indirectos,

METODOS DIRECTOS.

En los métodos directos, normalmente ya se tiene una distribucién de puntos sobre la" -
frontera fisica, los cunles se mantienen fijos y se trata de determinar la dlsmbucxon de Ios :
puntos interiores. a

Entre los métodos direclos se tienen los siguienetes:

1. Métodos de Interpolacién o Algebrmcos En estos métodos se_ usan los puntos ya es-
pecificados sobre la frontera fisica y mediante interpolacién en puntos correspondlentcs :

sobre lados opuestos, se determinan los del mtcnor. usmdo ‘polinomios de Lagm.nge, K

_Hermite o splines {13]. : : S

2, Mefddns Variacionales. En estos métodos la ublcacxon d p
determinan como aproximaciones a las cxtrcmules de una fi nci nal deﬁmda sobre la
g\on ﬁsnca : 5

Media.nte la construccién de’fuxicioila.l:@:dél tip
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Estas funcionales se pueden definir sobre el cuadrado umta.no en las coordenadn.s )
mediante un cambio de vanablcs, obtcmendosc ) . : L

donde J es'el dgteﬁnin :

i ’ '(1.5)




La dxscretxzwon de eate sxscemn sobre ol cuadrado umtu.rm produce un smtema de
ecuaciones a.lgebra.lca.s, cuya solucxon pmporc:ona lus coordenadas de los puntos en el
interior de la reglon Q : :

Py

Figura 2
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Este método produce una funcién real que depende de las coordenadas de los pun-
tos interiores y el minimo de esta funcién se pucde deteruunar medxmte un optimizador
numérico {15

METODOS INDIRECTOS.

En estos métodos se calcula la transformacién f de'la regién fisica Q a una regién
auxiliar que puede ser un circulo A o un rectingulo R, asf como su inversa g. Sobre alguna
de estas regiones se construye un mallado circular o rectangular y mediante la inversa,
generamos el mallado buscado como imagen del construido. Entre estos métodos destaca
el que se basa en la transformacién conforme de la region fisice a la candnica, que a su
vez se puede determinar por elguna técnica de construccxon que puede ser por diferencias
finitas o también por la 1 de una ién integral, la expansién en términos de
series de potencias o en series de Fourier.

2.5

Aunque las técnicas de variable compleja son muy rigidas, en el sentido de que se
tiene poco control sobre la distribucién de los p sobre la fi a y en general sobre
la malla, su principal interés reside en que la malla puede hacerse ortogonal si la que se
construye en la regién auxiliar es ortogonal. Como la regién auxiliar generalmente es un
rectdngulo o un circulo, esta condicién se puede lir sin ninguna dificultad,

P

A conti ién se pr tan algunos resultados gene:a.lee de la teoria de Mapeo Con-

forme, iitiles en el desa.rrollo posterior y cuyas d se tran en las refe-: :
rencias mdxcadas

MAPEO CONFORME: Teorin General.

"Para visuali metri te una funcié pleja sobre el plane complejo C, se’
analizan las imégenes de conjuntos sencillos de su dominio, como por ejemplo, segmentos
rectilineos paxalelos alos q]es [ bxen. radlos y clrcunfcrencms con un centro comun

Procediendo de esta mwem, ‘se hene que la f\mcxon

(z) = z+a’, "

donde a es constante en C, representa una traslacié ,déi ‘plago comy
imig de segmentos rectili paralelos a los'ejes real e imaginario.
Por otro lado, la funcidn e
f(z)=az i :
con a constante en C, representa una rotacién del plan comple;o por un angulo ig al a

asg(a) y una expa.nsmn/compmxon dependiendo del velor de |a]. (Ja] > 1/la| < 1), si se
analizan las imégenes de familias de radios y c:rculns que pasa.u por el ongen
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Continuando de esta manera se pueden estudiar la mayoria de las funciones familiares
como’w = 2", las cuales transforman rayos que pasan por el origen con un clerto angulo,
en rayos por el origen pero con un dngulo n veces al del rayo originalf1}. - T

También se puede ver que la la funcién f(z) = exp(z) transforma sggmentas parnlclos»
al cje real en rayos que pasan por el ongen ¥ segmentos paralelos al eje lmngmnno en arcos
de circunferencias con centro en el origen. :

De gran utilidad en las aplicaciones son las funciones que poseen Xn propledud de B
preservar dngulos en el sentido siguicnte. . R o

Deﬂnicién. Si

nir=a(r), ¥ n r—»:z(f)

son dos curvas en el dominio de f que se mtersectnn en el punto 20 formando un a.ngulo
8, entonces se dice que f preserva nngulos en el punto 29, s la.s curvas e :

r-*!(Zx(r)) ' r-‘!(Zz(T)) '

se mtersectnn formﬂ.ndo el mwmo angulo R y con el 'mismo sentido

~ Como consecuencia mmedmta, e henc que si tenemos un ‘sistemes. de coordenadas
ortogonnles en el doxmmo, una tra.nsformamon con esta propledad 1as tumsforma en otro
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s:atema de coordenadas ortogonalea en el contmdommm Por esta ruzon, estas’ tra.nsfor-
macione se dice que son oonformca .

Deﬁnlclén. Unn Cransformaclon f que preserve nngulos en un pu.nto z., B¢ dlcc que
es canfarme en zn, y que‘ea una tmmformacmn canfurmc si es conforme en cada punto de’

es una funcidn ‘que satisface

donde ' es In imagen de la region 2 bajo ¥ gntax;ces la funcién

¢(:c, y) 1/1(!1(2, ), v(z,y))

satisface también la ecuncién de Laplace en 2.
Esta propledad se apmvecha en la resolucion de la ecuacién de Laplace en regiones en
donde se conoce una transformacién a otra, donde es més sencillo resolverla.
En la determinacién de transformaciones conformes se requiere contar con criterios de
suficiencia que permitan identificarlos inmediatamente. Uno de estos se basa en el siguiente
: ruultado {3}.

" Teorema. Sca f : A — B una funcidn analitica con f'(z0) #£ 0 pare cada zg € A,
EBntonces f es conforme.

Por lo tanto, solo nos queda buscar funciones analiticas cuya derivada sea distinta
de cero para asegurar que es conforme. Sin embargo, para nuestro propésito no solo
requerimos que la transformacidén sea conforme sino que ademds exista su inversa, y eso
no se logra si s6lo pedimos que la derivada gea distinta de cero, como se puede ver con la
transformacién w = 22 sobre un disco que excluya al origen. En este disco, la derivada de f
es distinta de cero, pero no es uno a uno y por lo tanto la inversa no existe, Esta situacién
nos lleva a considerar transformaciones que tengan inversa como los homeomorfismos.
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Definicién. Una transformacién continua f : § — §' se dxce que es un homeamor-
fismo (transformacién topoldgica) si existe su inversa y ademas es continua.

Tendriamos entonces que buscar transformaciones conformes que sean a la vez homeo-
morfismos. Sin embargo, se tiene el resultado en [3] de que la derivada de un homeomor- _
fismo, dado por una funcién analitica no se puede anular y por lo tanto, automaticamente
es una transformacién conforme.

En la mayoria de los problemas, la transformacién conforme f no se conoce sino que se
tiene solamente una regién 2 en donde sc pretende atacar ¢l problema. Ante esta situacién,
la primera cuestién que se tiene que resolver cs la existencia de f, que nos la transforme en
otra regién mds simple en el sentido de que Ja solucién al problema sca maés facil de hallar.

La existencia y unicidad de f, bajo condiciones adicionales, estd establecida en el
conocido Teorema de Riemann para regiones simplemente conexas.

Definicidn. Una regidn coneza Q es un conjunto abierto, no vacio tal que dos puntos -
cua]esqulem en él se pueden unir mediante una curva continua y totalmente contemdn en.
1a regidn.

Definicién. Una regién § es simplemente coneza si su complemcnto con respecto al )
plano complejo extendido es conexo. -

Con los elementos anteriores, enunciamos el teorema de Riemann {2]:

Teorema de la Transformacién de Riemann. .
Sea S una regién simnplemente concze que no sea todo. el pla

; complc_;a v sea’a un
punto en Q. Dajo estas condiciones, eziste en §) una inica funcién:

alitica. f que satisface *

fle)=0, f(a)>0,

¥ que toma cads valor en el disco unitario A : |w| < 1 ezsctamente une solas vez.

Como consecuencia de este teorema tenemos que dados dos conjuntos cualesquiera,
simplemente conexas y distintos de C, existe una trasnformacién analitica y uno a uno
de un conjunto a otro, si usemos la transformacién dada por el Teorema de Riemann al
circulo unitario sobre cada conjunto y hacemos la composiciones adecuadas. En particular,
podemos asegurar que existe una transformacidn con estas caracteristicas que transforma
una regién simplemente conexa al semiplano superior complejo.

Otra consecuencia del Teorema de Riemann y que serd de mucha utilidad en el desar-
rollo posterior, tiene que ver con las tranformaciones del circulo unitario en sf mismo y su
forma general [3].
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Teorema de Mapeo sobre Dlscos.
Toda tranafannactdn confnrmc del disco umtuna al duco unitario es de la forma

T() = L2, (1.5)

—-az

donde [a] < 1 y « es real.

El teorema de Riemann garantiza la existencia de una funcién analitica y uno-a-uno
sobre A, pero no dice nada sobre el comportamiento de f en la frontera. Este resultado
es bastante general pues en una regién simplemente conexa, la transformacion al circulo
unitario puede no tener una extensién continua en la frontera, pero en otras sif2). La
existencia de la continuacién depende de la frontera y se puede garantizar en caso de ésta.
sea una curva de Jordan.

Definicién. Uns curve cesrada I': 2 = z(-r). 7 £ B con z{a) = 2(B), es de
Jordan si no tiene otros puntos miltiples, es decir si :(n) = z(72), implica ry = a, 73 = ‘ﬂ.

Definicidn. Una regidn es de Jordan si su frontera es una curva de Jordan: Para este
tipo de regiones, el siguiente teorema garantiza la extension de f en la frontera {1]. :

Teorema de Osgood-Carathéodory. :

Sean D y D* dos regiones de Jordan. Cuslquier funcidn que mapee D conformementc )
y uno-a-uno sobre: D*: puede eztenderse o.un mapeo topoldgico de la cerradura de D a la
cerradura de D*.

Las condiciones del tearema de Riemann, a saber f{e) =0y f'(a) > 0, resultan poco
usuales en las aplicaciones. En cambio, muchas veces se requiere que ciertos puatos sobre
la frontera se transformen en otros sobre el circulo unitario. El siguiente resultado afirma
que sélo se puede especificar la imagen de tres puntos cualesquiera para determinar com-
pletamente la transformacién f. Por supuesto que esto es cierto cuando ia transformacién
se puede extender a la frontera y la demostracién es cc ia de la unicidad en el
teorema de Riemann nuevamente{l].

Teorema.

Sean D y E dos regiones de Jordan con curvas frontera I' y I'* positivamente orien-
tadas.. Sean z1, 22,23 ywi,Wwe,ws punios distinlos sobre I' y I'* respectivamente, orientados
en el sentido creciente de valores del pardmetro. Entonces eriste ezactamnente un homeo-
morfismo de DUT sobre EUT* que es conforme en el interior y monda los puntos z; a
los puntos w;, pere 1 = 1,2,3

La extensidn de f a la fronters de la regién y su comportamiento, sobre todo en las
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csquinas, es un aspecto importante para el propésito de efectuar calculos numéricos de la
transformacién. Por esta razén nos detendremos a analizar algunos resultados sencillos
sobre la continuacion de funciones analiticas,

En el siguiente teorema se establece que si dos funciones definidas en dos regiones
distintas, con un arco comin como frontera se pegan de manera continua, entonces la
funcién formada de esta manera no solo es continua sino ademds es analitica. El resultado
se conoce como continuacdn anlitica por continuacidn continuall).

Teorema.

Sean Dy y D, dos regiones ajenas cuya fronlera ticne un arco suave I' en comiin.
Sean f; funciones analitices en D; y continuas en D; UT (i = 1,2) y supongamos que
fi(z) = fa(z) para = € T. Entonces, la funcién f definida por

) fi(z), z€Dy
- f(z) = § fi(z) = fo(2)y z€T

. f'{(z)p B z E Dz

es analitica en' D't D;UPU Dé.

una funcién’analitica
puede extendcr sobre
ns:on se conoce como

pero ahora'a_
parte del complemento de Q y ademd d
contmuacm'n analitica ‘por reﬂezmn

punto * que su;lsche lu rglncxgn

donde zj es el centro déjl cix;guld_y

el punto 2" se encuentra sobrc el rayo que pasn por z y ongcn 29 _Adehlés cuando él :
punto z esta afuera del cireulo, la i imagen bica ‘en’el interior y 1 vme'versa [1]

Teorema del Prmclplo de Reflexién:
Sea ' un circulo generalizado y. sea'D una regidn”

el plaun complejo eztcndxdo que.
no intersecté a ' pero cuya frontem contwne un aubarca no " degi

nemdo l"o dc 1" Sca f
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tna func:éu analmcn en D v contmuu en DU I‘q v aupongama.l que todos laa valnm de

£ sobre Ty se encuentran sobre’ un civeulo generalizado T*. Ent f puede conti;
analiticamente en D' quc esla reﬂc:wn de D con respecto a'T, Sz ' ¢s el punto siméirico

@z conrespectoa I’ yw za el punto simélrico a w con respecto a I“ la 15 idn estd
dads por 2 s

fY = 7(5)} (z€D).

Cabe aciixra.r que cuando se habla de cireulo generalizado nos referimos t&mbién'xi :
rectas, ‘De esta manera, podemos aplicar el teorema anterior al caso en que D sea una
regién polxgonal

E! teorema de Osgood-Carathéodory permite extender la. transformacién a la-fron- -
tera de la regién como una transformacién continua, pcro _paca los cnlculos numéricos
neccesitamos conocer mas sobre su comportamiento. El si t teorema. a.seguta quela
transformacién puede extenderse analiticamente a través de los se ntos a.na.l(tlcos dela
frontera {1].

Teorema. Sea D una regidn de Jorddn cuya frontera I' contiene un arco 'duvalmlca‘
To. Si f transfroma D en A y es continua en D UTy, entancea f puedc ‘extenderse
analiticemente a través de Ty, .

Este teorema, complementado con el sxgulente, proporcxona toda la mformncxon Te-
queﬂda sobre’el comportnmxento de la extensién de'la transformacion sabre la frontera y
nos permitira elegir aproximaciones adecuadas en los calculos.” El teorema que sigue nﬁrma
que en los vértices de la frontera, la extensién tlene una smgulnndad, pero properciona
adcmas su comportamiento [1].

“ Teorema (Lichestein-Warschawski). Ses z = 0 un vértice de una curva de Jorddn,
poaztwamcnte orientada y analitica a trozos, el cual llega ol origen con un dngulo arg(z) =
na,0 < a < 2 y se aleja del mismo con un nngulo arg(z) = 0. Si f-transforma el interior,
D dc T sobre el semiplano superior U tal que f(O) 0 c_nikancu»cnat: 7.> 0 tal que i

hm,_..oz“'/"‘ f(z) : (1.eia)
lzm,_.nz"l/‘*f (z)

dondc en cada limite la upmzxmac:dn de z ) cshi m]eta aalamente e lu cnudxczdn dc que
z permanezca en la cerradura D’ de D, -

(L6b)



Capitulo 2.
MAPEO DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL.

TEORfA Y PROPIEDADES.

La teoria anterior nos permite demostrar la existencia de la transformacién conforme
en casos muy generales pero no la forma de ésta. En el caso de una regién poligonal se
puede dar una expresién casi explicita de la transoformacién que mapea el interior del
circulo unitario al poligono. Esta transformacién se conce como la Trensformacidn de
Schwarz-Christoffel y su justificacion es el objeto de la presente seccién.

Sea P una regién acotada y simplemente conexa cuya frontera consiste de N + 1
segmentos rectilinecs. Denotermnos los vértices del poligono acotado por wy, & =0,1,..., N
y el dngulo interior en la k-ésima esquina por axw, con 0 < ox < 2. El segmento que une
los puntos wi_; y wi se denatard por I'y para k = 1,..., NV y [y indicard el que une los
puntos wy y wo. El cambio de direccidn en el k-ésimo vértices, al recorrer la frontera en
sentido positivo es fx = 7 — aym = (1 — ax)7. Ya que la suma de todos los cambios de
direccién debe ser igual a 27, tenemos que Y- fi = (N +1 — Y ax)r = 27 o sea

N
Za,,:N—l (2.1).

k=0

de donde se tiene que una de las a; queda determinada de las N restantes. :

Nuestro objetivo es la determinacién de la estructura de la funcién w = g(t) que
tranforme de manera conforme el semiplano superior E Im 20 sobre P y mcdm.ute la
composu:lon con una trans[ormucxon bxlmeal

_'az+b
T ez+d

que mande el cxrculo unitario al semiplano superior, detemuna:emos postenormente la”
forma de la que va del circulo al poligono.

La existencia de la funcién g se justifica con ¢l Teorema de Mapeo de R.\emann y por g
el de Osgood-C&mtheodory, podemos asegurar ademds que g es continua y uno-a-uno para
Im> 0.
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Denotemos las preimag de las esquinas wy por ti(k ——7'1.2;'.. Ny éuponga.mos

que ¢ = oo es preimagen de la esquina wy. Obvi te, podemos elegir la numeracién de
manera que ¢y <fz <... <ty .

Por el Teorema de Riemann, g transforma Im ¢ > 0 de: manera analitica ¢ inyectiva en
P. Por lo tanto, la derivad g’ de g siempre es distinta de 0. Ehgtendo una rama adecuada
de logaritmo, definimos la funcién analitica

G(t) = logg'(t) . k (2.2)

en!m>0.

El lema que se presenta a contmuamon nos pemute cxtender G’ a todo el plano
comp]ejo Después, sobre esta ba.sc, se detertmnarn la forma de ¢' [1]. :

Lema. .
La funcwn G’(t)
toda el plane compleJo,

g"(t)/g’(t) phcde'cztenderu a una funcidn que es analitica en
zcepio en los puntos ty,...tx, que son singularidades aislddas.

La demostrmon de’este lema se puede encontrar en {1} y se basa en el Teorema del
Pnnc:pm de'la Reﬂexlon aphcado a (7' sobre cada aegmento rectilineo de la frontera. Este
garantiza que G' s¢ puede extender a todo el plano complejo, pto en los puntos #;. La
forma de G' se proporciona en el siguiente lema.

Lemn. o
La" funcidn’ G’ es’ racxonal T:em: polos en los puntoa wy con residuos ag — 1 y se
anula en mﬁm!o A.n’ G’ tiene la representacidn

‘I ,Nak"'l ‘
q(:);Zt = (23) .

;1'”". TN a
OTIOE I (240
T =1
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Sise mtegra dos veces esta ultxma expresxon, tenemos ﬁna.lmentc la formula de Schwarz
Christoffel como” se cnuncm en el sxgulente tcorema 'Y cuya d 08t acién se ra

ta.mbxen en [l]

'Deorema. ;

con vértices 1 wo, wy ;e

Para terminar, la transformacién de Schwarz-Christoffel (2.5), se puede componer con *

una transformacién bilineal 7, definida sobre el “dis tario A al semiplano superior B

del plano complejo. i Torpee - S
En [2] se demuestra que la composicion™

w=gls) = (g or)(~) - (g(T))(z) s

tiene la forma

|b=g1’(2)7 _t]y.y(z").'-‘f-C‘];;/fH(si—-;,‘.f)"‘"’ds" : . (2.6)

donde zx son las prexmagenes en el cxrculo u.mta.no,‘de los vértices wy pa.ra k=0,1,...,N.:
De esta manera, la transformacxon Jue'va dxrecta.m 17 del cxrculo umta.no Aa lu regmn
‘polxgona] P se puede escribir como EATTT

en

en donde 2* lo tomaremos como el centro del i_:frculo, 0 sea Velv origen ¥ por:lo que g(z*) es
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1a imagen del centro, que si se denota como wy y se incluye la constante I']:Lo(—wk)"“’
en C, ésta expresion queda como

w=g(@) =wo+C [Jla-¢/mftac 28)
R I

METODO NUMERICO.

La generacién de ma.l]as en'el mtenor de una tegxon pol.\gonal P, 'acotada y sxmple- .
mente conexa en el plano complejo W, se puede efectuar mediante el cdlculo de la trins-" -
formacion de Schwarz-Chnstoﬁ'el del cn'culo umta.no A en el plxmo ComplEJO, al pohgono .
P. : Gl

Para simplificar la presentauon de ln transformnmon ‘se n.nnl\za.r
una regién poligonal Motadn . e

Poligonal Acotado : : G
Si la regién P tiene N verhces wiik-=1;i7Nila expresién del mapeo de Schwa.rz-
Christoffel del interior del cu'culo umtnno al interior del poligono viene dada por - :

ey

con WO y C ntimeros compléjos constantes y 'Bg - e ncuerdo a ln ecuacitn (2 8)
Como el angulo exterior. en'el k-ésimo vértice es apm, resulta’ quc ﬁk se puede reescribir
como pE

¥ por lo tanto, .

oo

nos permite interpretar a fi cqmb el 5.ngulo ‘exterior en el k-ésimo vértice del poligono,
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Como €] Angulo se puede considerar en un rango de longitud 2w, f; variard en'un
rango de Jongitud 2, el cual se tomars en (~1, 1] para cumplir con los requerimientos de los
algoritmos numéricos empleados. Si analizamos la expresién, podemos observar que hace
falta conocer los puntos z; sobre cl circulo unitario para tener todos los elementos necesarios
en la evaluacidn de la expresién. Con el objeto de entender el papel que desempenan estos
pardmetros, consideraremos algunos casos. g :

1. Supéngase que descamos construir la transformacién del circulo_unitario a' un
cuadrado, Es claro que con fr = —0.5 gamntizamos que el éngulo entre los Indos es de
90 grados, pero 1o necesariamente que la imagen sea un cuadrado. Una seleccién de los
vértices w;, seria .o

wy =i wy=-1, wy=-~1, wy=1.

El resultado al evaluar 1a expresién, con W0 = 0y C = exp(rif4), nos da la trans-
formacidn deseada (Ver la’fignra 5). Una observacidn importante es que la eleccidn de C
por la forma en que aparece en la ecuacién (3.1), efectiia una rotacién sobre la figura si se
toma de magnitud uno, Por otro lado, obsérvese que la longitud de los lados del cuadsrado
no es la unidad y para que fuera asi, habria que modificar solo la magnitud de C, ya que
todas las demds cantidades quedarfan inalteradas,



o

-0.8

-1

o8

-0.5

-1

LT WALt |

LI N R

21

TI T T LT T T YT

TT T T

TT T T 7T

al




22

Tenemos en este segundo caso que la imagen es un rectangulo. Sin embargo, podemos
elegir C adecuadamente para que alguno de los lados sen igual a la unidad.

En la expresidn misma se puede observar que W0 define una traslacidn de la figura,
ademads de ser preimagen de} origen, en tanto que C' permite rotar y ampliar/comprismir.

Regresando al problema que nos interesa, tenemos que nuestros datos son los elementos
del poligono, es decir, los vértices wi y los dngluos By por lo que para determinar la
transformacién tendremos que determinar primero los z; puntos sobre ¢l circulo unitario
cuyas imégenes son los vértices del poligono dado. Este problema se resuelve, si usamos
la expresidn (3.1) ad d te para plantear un sist de iones en 21,...,25
conocidos wy, ..., wN}

=W0+C / H(x —(lm)Phde (2.10)
k=1
con j = 1,...,N. Sin embargo, tenemos también que determinar W0 y C quedandonos

por lo tanto N + 2 mimeros complejos; W0, C, 2i,...,zn5 por determinar. Asi, tenemos
2N ecuaciones reales en (2,10) para determinar 2(N + 2) nimeros reales.

Aparentemente se tienen cuatro parimetros que pueden elegirse libremente por contar
con cuatro incégnitas més que ecuaciones. Lo que sucede realmente es que la expresion
(2.10) y las incdgnitas se pueden simplificar para expresar el problema en forma determi-
nada.,

Nétese que otra forma de proporcionar el poligono es dando uno de los vértices dig-
amos wy, para fijar su posicidn sobre el plano complejo, la longitud de los V = 1 lados
subsecuentes y los dngunlos B¢, Con estos elementos es suficiente para formarlo ya que el
iltimo lado, y de hecho también el dltimo angulo, quedan determinados dé manera vinica,
con la informacidn anterior. Deesta s N dos iones reales dela expresmn

N

w~~wu+c/]'1(1~c/ ,‘)mdc R 211.a)

y N ~ 1 ecuaciones reales

I

!w-—w;-xl—lC j H(x—c/zm'dq” O eaw
. & g ksl
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donde j =1,..., N~ l 5 hacemoe wy = Wi : Estas dos relacxones nos da.u un tota.l de
N 1 ecuaciones. Para el nfimero de incdgnitas, tomemos en cuenta que los puntos 2y se
encuentran sobre el circulo unitario y que por lo tanto se puedcn mcnblr como .

5 ='ez,,(ie,,)- S ‘ (212)

donde 9;, es un escular. Por ello, se tienen en realidad N + 4 incognitas resles; dos de
W0, dosde C-y ‘N de 8% Por lo anterior, tenemos que tres de las cantidades se pueden
elegir arbitrariamente para después determinar las otras. Como se indicé previamente,
W0 representa el punto imagen del origen en el plano 2, y se puede tomar como cualquier
punto’en cl interior del poligono, en tanto que el dngulo 8n se puede igualar 4 cero. en
(2.12), quedando zy = 1. Asi, tenemos un sistema no lineal de N+ 1 ecuaciones con N 41
incognitas, que se puede resolver mediante algin procedimiento numérico ad d

Podemos avanzar un poco mas si usamos el punto zy = 1 para eliminar a C del
sistema mediante la relacién

—~ W N
Com W1z WO (2.13)

v
{Hk=1(1 = (/=) d(

quedandonos un sistema no lineal de N — 1 ecusciones en N — 1 incégnitas.

Sin embargo, para evaluar el lado derecho de la expresion necesitamos un proced-
imiento pare calcular las integrales numericamente. Para ello observése que todas las
integrales involucradas se pueden reducir a la evaluacién de

-1 R
Ja—nrae sy ‘ 2.14)
0 o . . ) X

mediante un cambio lineal e variable de la forma

> 'ca.mente se usan reglas de cuadraturas adecuadas .

al comportazmento delk mt}ggrg.ndo,, 0mo, se dxscutte al ﬁnal del ca.pxtu!o
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Poligonal No acotado

La secci6én anterior se introdujo para simplificar la presentacién de] caso mas general
en donde la regién poligonal puede no estar acotado. En esta situacidn, el sistema de
ecuaciones (2.11) no se puede usar para los vértices en infinito por lo que resulta necesario
reemplazar éste sistema por otro que generalice al anterior. .

Pa.m proceder, veamos cémo mediremos los dngulos cuando un vértice se encucntre'
en el infinito. Resulta bastante ilustrativo considerar un poligono con solamente un vértice
finitn v atrn an infinitn enmn asiluetra an In faven 7 Varianda sl Anouln en el vérties finitn

(a) (b)

(c) (d)
Si recorreremos la frontera en sentido contrario a las manecillas del reloj y usamos el
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lado horizontal como referencia, el dngulo exterior en infinito, se determina como ¢l dngulo
exterior entre el segmento dirigido y paralelo al otro lado, trazado desde un punto del lado
de referencia como si se tuviera un vértice finito. Como se puede observar en la figura
7.(a), cuando el dngulo exterior en el vértice finito, es cercano a m, el dngulo exterior en
el vértice en infinito es también cercano a 7. Este resultado concuerda cor el argumento
geométrico de que la suma de los dngulos exteriores debe ser 2w, Conforme el dngulo entre
los lados aumenta hasta cerca de , el dngulo exterior en infnito aumenta hasta cerca de
2r como se muestra en la figura 7(5). Nuevamente se cumple que la suma de los dngulos
exteriores es 2. Si continuamos aumentando el dngulo entre los lados en el vértice finito,
figuras 7(c}) y 7(d), vemos que el dngulo exterior en el vértice en infinito varia de v a 3.
De esta manera, las B;s variardn en (-3, ~1] permitiendo la aplicacién de la cuadratura
de Gauss-Jacobi en la evaluacién de la integral también en este caso, con el requisito de
que la suma debe dar 2. El uso del segmento auxiliar dirigido serd el que usaremos para
proporcionar el dngulo exterior en vértices en infinito.

Buscaremos ahora un conjunto de ecuaciones que nos permitan calcular los prevértices
tanto para el caso acotado como para el no acotado.

Como la transformacion estd dada por la misma expresién, tenemos el mismo nimero
de incégnitas que determinar. Por otro lado, para especificar el poligono de manera tnica,
necesitamos proporcionar en primer lugar un vértices finito, como antertormente, que nos
da dos ecuaciones reales,

Si ahora se recorre el borde del poligono en sentido contrario a las manecillas del reloj
a partir de este vérlice, resulta que para los siguientes vértices finitos que le siguen, basta
con proporcionar las distancias entre ellos. Por cada vértice finito subsecuente tencmos
una ecuacién real.

Cuando el siguiente vértice esté en infinito, ya no podemos usar este esquema pero
de hecho no se necesita informacién adicional ahi, salvo saber que es en infinito. Para que
quede determinada la frontera, se requiere que el vértice que le sigue a uno en infinito, sea
finito. Usando sus coordenadas se tienen dos ecuaciones reales que sustituyen a las dos
distancias que se tendrfan en el caso finito. Como se puede ver, tendremos también N — 1
ecuaciones reales para las N + 4 incognitas en la transformacién. Por lo tanto, elegiremos
W0 como un punto en el interior del poligono, que a su vez es la imagen de 2 = 0,y a
zy = 1. Haremos algunas hipétesis sobre la frontera de P, con la aclaracion de que se
pueden satisfacer para cualquier poligono, introduciendo vértices adicionales sin cambiar
la geometria de P.

Supondremos entonces;

1) Cada componente de OP tiene al menos un vértice finito

i) Al menos una componente de OP tiene dqs vérh'ccg finitos.

Tomando en cuenta las ‘rt::’s'?‘ric‘;i’onés'_anterio‘res, podemos ﬁlanti‘aa;r un sis'temn de N-1
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ecuaciones para determmnr los reatantes para.metros de la trmsformacmn Supongamos
ademas que AP tiene m componentea conexas,

(2.16.a) )

para J = 1,... ,m En donde para 3 tomn.mos el otro vértice finito de I'y; a saber
wj. "De esta manera’ tenemos 2m: ecuamoneé renlea ‘Las otras ecuaciones se obtienen
considerando la distancia cntre las | patejas ‘de vértices’ consccuhvos finitos de la frontera
de P, que por, cada pareJa nos: da una ecuacién rea.l ‘como la que abtuvimos en el caso
acotado; ; . :

o a
twy—wial=lo [ [T - @.16.)
T LT g, Bt

Dado cualquier poligono de N lados, podemos formar en total N parejas de vértices si

s en ta también a los que se encuentran en infinito. De este total restaremos
2 por cada vértice en infinito y como OP tiene m componentes, la frontera tiene también
m vértices en infinito. Por lo ta.nto, si empleamos las distancias obtenemos N — 2m — 1
ecuaciones, ya que una de estas parejas ya se tomoé en cuenta en I';, que sumadas a las 2m
anteriores nos da el total para calcular las N — 1 incégnitas.

4,
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El esquema anterior es el que se usara en todo el trabajo atn cuando el poligono no
esté acotado. Sin embargo al aplicarlo al caso acotado, hay que tomar en cuenta que fa
frontera de P tara sol te de la comy te I'1 y que se usardn dos puntos de ella
en el planteamiento de las ecuaciones, a saber los puntos wy y wy, en tanto que las otras
ecuaciones se obtendran de las distancias entre las parejas de vértices consecutivos de P.
Si comparamos esta situacién con el descrito en la seccién Poligona! Acotado, tenemos que
nos falta tomar en cuenta la distancia entre los puntos wy—2 y wy -y, 0 lo que eslo mismo,
el punto wy._; no aparece en las iones. Como se estra en la figura 8.a, este punto
queda determinado de manera tinica por los otros vértices y sus dngulos externos, Es decir,
las ecuaciones restantes contienien la informacién de aquella y por lo tanto, no se necesita.

En el caso en que el dngulo sea cero o , la situacién es distinta como se puede observar
en la figure 8., en donde el punto wy_; no se puede determinar de manera tinica ya que
puede ubicarse en cualquicra otra posicion sobre el segmento vertical y en el interior del
poligono.

Por esta razén enumeraremos los puntos de Ia frontera de P de mancra que el dngulo
en el vértice wy.; sea distinto de 0 y de .

(=)
Figura 8 @«
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CALGULO DE LOS PARAMETROS.‘

La determinacién de las pmmagcmu sobre el cxrculo ume'
evaluacién de la expresmn (2. 9), se realiza resolvxendo el sxste
puede’ escnbxrse como nn sxstemn de la forma

_o, que se requxere pum la
de ecuaciones (2. 16) que

erativo por

La soliicién de un axstmna de ‘este tipo se de emnn me di; n pr
y ruye una sucesion {x,}

medio del cual a pnrtn- de una aprommwon xmcm] Xoy
dela forma e

donde q,. esla dlreccxon en que avenza la iteracion en el n-ésimo pam, de manera que ]a'
- sucesion conver;a hacxa. 1 solucién x*. ) v
Este procedimiento es una generalizacion del Método de Newton pa.ra una sola va.nahle
el cual aprox:mn la funcién f en eI punto z, por la recta ta.ngcnte y determma como nueva
aproximacidn al cero, la interseccién de la recta con el eje z.
En la préctica, también se busca que F(x) = TN f(x)]? decrezca en cada iteracién "
El procedimiento numérico que se usa en este trabajo es la subrutina nsffa de M. J. 7
D. Powell, €] cual converge numericamente bajo la condicién de que Ia.s ‘fanciones f.(x)* .
tengan primeras derivadas continuas y acotadas [16]. g
En la aplicacién de esta subrutina a nuestro problema se toman como puntos i
n=ln=in=-1yz =i b

REGLAS DE CUADRATURA.

Para calcular tanto la imagen de cua.lqmer punto ba;o ]a transformamon de Schwaxz.'
Christoffel, como las pardmetros en Jas ecuaaones antenorw, se requxere Ia eva.lua.cxon de
integrales del tipo

@1

donde w es de la forma w(t) (l = z)"‘(l + z)’ con o y ﬁ reales y f es una func:on
aunalitica. i ; .
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Exwten diferentes tecmcas para la evluncxén de integrales que consisten en apraxxmm'
el mtegxa.ndo por func:ona ma.s aencxllas de’ evaluar e mtegra.r. SI ls funcmn se nproxmm :

(2.18),

aproxima a la funmon f S
onoce’ en a.lgunos puntos, lus tecmcus de

" (219)

La suma pesada (2.16) sc conoce como una regle-de’ cuadratura. Las constantes A; se
conocen como los pesos de lo cuadratura y las z; como los nodos, en donde se conocen los
valores de f. Los pesos A; se determinan de la condicién de que la regla de cuadratura sea
exacta para polinomios de grado < n {12].

El uso de una regla de cuadratura de este tipo impone ciertas llmnacxones ala precisién
del resultado, debido principalmente a que se ticnen que usar los valores de f solamente
en los puntos indicados, porque generalmente solo setiene una tabla de valores. Cuando la
-aproximacién no es muy buena se puede intentar aproximar el integrando por polinomios a
trozos, en cuyo caso la regla de cuadratura se dice que es una regla de cuadratura compuesta,

La limitacién anterior no se presenta cuando es posible evaluar numericamente el
integrando en cualquier punto de su dominio. En este caso, los pesos A; y los nodos z;
en (2.16) se pueden elegir de maners que la regla obtenida sea exacta para polinomios de
grado < 2n —1 [12]. Una regla de cuadratura de este tipo se conoce como una regla de
cuadrature de Gauss o gaussiana.

Cuando el integrando no es suficientemente difrenciable como para justificar la apli-
cacién de estas reglns se procede a reescribir la integral en la forma

b b :
/ f(;)dz = / w(e(t)di, _ (220)
: a a B R N
donde w es una funcién mtegrable no negahvn y g(t) = (t)/w(t) es ahora una funcién

" suave.
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En nuestro caso, In regla de enaudreatura queda como

porig i pmnr deque f o lum.htn-u, puvdo poseer polm COTCANON ul mtvrvnlu de integen

en particular cuxmdo n.lgnu 2 quede cerea de 25 0 55—y, Para evitar esta smuu‘mn,
una n'gln de cundmtum Lmupmwtu quv mn-.wt«- enque el interva |ln de mt«'grm'l




Capitulo 3.
RESULTADOS.
Mallados circulares ™
En c;ta ;ﬁccién pi;&cntu.rcmos los resultados de aplicar la !rm{ormﬁciénfde Shwarz
Christoffel en la generacién de mallas de tipo circular.- Estas se obticnen determinando la
transformacién del circulo unitario al poligono.” A continuacién; usando radios y circulos
; syt N

concéntricos generamos una malla sobre aquel y mediante la'transf;
malla que e induce aobre el poligono. ™ : i

1. Como primer ejemplo se toma é] cundrado unitario que se n'nie'st;:aAn 1a demch 4aen
la figura 9, con vértices - s e S B L

wy =144, wz=-1+i Cwymel~d ,‘w4‘=

En este ejemplo se tomé como imagen del arigen a W0 = ~0.5 — 0.5i que aparcce
como ¢l “centro” de donde surgen las imigenes de los radios. :

hl
N ]
L
o5
L
o |-
-
L
F
-0.8 *
L
L
- 2
-t
L o 2 s :
-1 -0.0 o o.5 1
~ -
Figura 9

Como se puede observar, el mallado generado tiene un "centro” muy marcado. Esta
situacién se corregird cuando un mallado r

la -
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2. Enel siguiente ejemplo, se tomé un tridngulo equildtero, con vértices

wy=1+{, wz=-~05+086i, ws =05+ 0.86i

en donde la imagen del origen W0, es ¢l centro del tridngulo.
La malla resultante se muestra en la figura 10,

1

(LB D S B2 0 B I B B B

-1

Figura 10



a3

3. La siguiente regitn es un hexdgono regular en donde se ha tomado como Wwo, al
centro geométrico de Ia figura. (Ver figura 11,) ) o

wy =1, w2=05+0.866i, wy=-<0.5+0.866i

wy = ~1.0, ws =~—0.05+0.860i, ws=0.5-0.866i

Figura 11
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Mallados Rectangulares

El tipo de mallado que se generd en la seccién anterior mediante una malla en el
circulo unitario tiene el inconveniente de que el tamaiio de las celdas que se forman crecen
conforme se avanza del centro a la frontera del poligono. Una alternativa para tratar de
que no difieran tanto es la construccién de mallas "rectangulares”. Esto es, buscamos una
transfromacién de la regién a un rectingulo en donde construimos una malla con segmentos
paralelos a los lados y mediante la trasnformacidn inversa obtener la malla sobre la region
de interés, Para esto es necesario elegir cuatro puntos sobre la frontera los cuales van
a dar, mediante la transformacion, a los vértices del rectdngulo. De esta manera, estos
puntos la dividirén en cuatro partes que se pueden pensar como los cuatro lados de un
"cuadrildtero” y la malla generard lineas paralelas a estos lado.

Para la construccién del mallado anterior usamos la transformacién que se discutié
anteriormente el cual va del circulo unitario a la regién poligonal, pero ahora en vez de
construir el mallado sobre le circulo, determinamos otra transformacién que va ahora del
circulo a un rectingulo, en donde se construye un mallado recténgular con lineas paralelasa
los lados. Mediante las transformaciones y sus inversas determinamos el mallado inducido
en la regién, por el mallado en el recténgulo.

Es necesario considerar en detalle cmo se determinan los vértices del rectingulo
auxiliar porque este no puede ser del tamab que queramos.

Una vez que tengamos el mapeo ZSC de la regién al circulo unitario, podemos de-
terminar la imagen de los cuatro puntos que elegimos como vértices sobre el poligono.
Estos cuatro puntos corresponderin, digamos a w;,¢ = 1,...,4 en el circulo unitario. Es-
tos tltimos serén las preimdgenes de los vértices del recténgulo en la transformacién de
Schwartz Christoffel, del circulo unitario al rectdngulo. En esta tiltima transformacién,
conocemos por lo tanto, los dngulos exteriores {7/2.) y los puntos z; en en el circulo.
De esta manera, la transformacién es facil de determinar y evaluar de la ecuacién (3.11).
Sin embargo, para construir esta transformacién no se requiere toda la herramienta que
discutimos anteriormente, sino que podemos hacer las signientes consideraciones en su
determinacién.

La transformacion r = r{2), del circulo unitario al rectingulo, de acuerdo a la ecuacién
(3.11), esta dada por

k=1 :

r(z)=R0+C' /o i TG = ¢rayosdg ‘ (321

donde buscamos que

T(i;x) =i, r(z2) = 0, " r(z3) = hyr(z) =k+i.
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con h por dctemunar. o .
Si en la ecuacién (3.16) tomdramos RO =0y =1 0, la i 1mngen del circulo unitario
serd un rccta-nguln con centro no necesariamente en el origen y vértices .

T = "‘(Z]),’ ’ "zv = T(Zz), Ta = 1‘(23), re = r(a)

. que nio tendrian necesariamente sus lados paralelos a los ejes real e imaginario.

Como vimos antes, sin embargo, el tamaiio y orientacion de la imagen se pueden elegir
tan solo modificando RO y C'. Esto nos permitira elegir In altura del rectdngulo como la
unidad, asicomo cambiar la orientacion para que los lados queden paralelos a los ejes y
dejamos que la base y la imagen del origen queden determinadas por la transformacién.

Para que el rectangulo quede con lados paralelos a los ejes y de altura uno, deter-
minemos primero C'.

Obsérvese que si ahora hacemos C’ = i/(ry ~ r2) en (3.11), el lado que antes quedaba
entre ry y r2 queda ahora paralelo al eje imaginario sobre un segmento de longitud uno.
De esta manera logramos la condicién de que los lados sean paralelos a los ejes. Mediante
la elecién anterior, el punato r; ird a dar al punto C'r; y si queremos que este vaya a dar al
origen en la transfa i6n final, efect una traslacién tc d = ~C'rp. Este
es el procedimiento que se seguird para determinar esta segunda tra.nsfonnncmn ¥ una vez-
que tengamos los elemetos, la inversa se obtiene como en el caso general.

A continuacién presentamos algunos resultados generados usando este procedimiento,‘
y en donde los puntos sobre el rectingulo se denotardn como z y los de la regién pcllgonal
como w.
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1. vl .
En primer lugar tomamos una regién en forma de L; cuyos vértices son los puntos

143,

wy=1+2i, ws=2, we=0

=2, w =2i+t" Swy)

y en donde se consideran como un solo lado log segmentos; Ty Wz,03W4,WiW0s ¥ Dgbi
La malla generada se muestra en la figura 12, asi como la malla sobre el rectingulo
que la induce

LI
1\umn (\l

ity

L o.a

7
iy
sy

i1
1

i

7,
i
7
1
il

N SSSSos
N SES
° EES

o 0.1 o.2 0.3 o.4q o .5 1 1.8 =2
& >

Figura 12
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o.4

0.2

d

La siguiente tegidn, que s mues

wy = —1—d, wps=-—i, wy=-—05i  wi=1-058,"

ws =1 4+0.5i, wo=05i, wy=i wsg=~14i

onde In imdgen de los vértices del rectingulo son wy, we, ws, Wa.

37

tra en la figura 18, Qicné como vértices a los punt&u

T

T

T

RN

-t L

Figura 18.

o&
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3. .
La regién que se muestra en la figura 14, tiene como vértices los punots

wy =<2 050, wp = =1 1~08i,
Cwy=1- 08, ws =205, wr= 2405 ws =1+ 0.5,

wo= 144, wio=—1+i, wy=~1+05i;" wiz=~2+05i

y las imdgenes de los vértices del rectingulo son w,, ws, we, wyz.

-oo

r I
E
3 .f
-

Lo e

> o.% oz 0.3 =) -

Figura 14.
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y los puntos correspondientes a los vértices del rectingulo son w;, w3, we, ws.

4.

En la figura 15 se presenta una regidn con vértices

T T T

7T

0.2

o.4

gy =343
iy =5 @

1wy "—'77+2i
ws =74 6i
wg =547
wy =3 + 5i
wg = T¢

Figura 15
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v los puntos correpondientes a los vértices son wy, w, wy, ws.

5.

La figura 16 muestra otra regién con virtices

T

LS S

T

T

T

w,=1k+2vi'
wp =4 414
wy =6+ 3i

wy =4+4.5i
ws=14+4i

Figura 16.

LI I S S I B




o.s

o.z

41

8. S B
En la figura 17 se presenta otra region con vértices

R 5
toe s (2,2.)
w1i=b‘:"v' =8 ;
wis =843  wi=64+3
wis=6+7  wig =847

y las imdgenes de los vértices son wy, wy, wy, w3,

10§~
HH L
L
H -
ol
mands 3
pese I
finee el
-
al-
HitH -
L
R 2
©
N
oz o.4 °

Figura 17.
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7. .
Los vértices de la figura 18, son los puntos

;= 003313 + 0.98024
wy = 0.03313 + 0.39526i -
wy = 0.43072 + 0.39526i .
wy = 043072 + 0079051

" ws < 0.01868 + 0.07005i -

= 0.91868 + 0.632413 '\

‘wy = 0,71088 + 063241

ws = 0.71088 +0.98024

© wip = 052108+ 0.83794i
" wyy'= 021385+ 0.83794i -7
wyp = 0.21385 + 0.98024i -

donde los correspondientes a los vértices son wy, wy, ws, wa.

1+ =

1 [

(] oo -

H L

- -

o.e -

! A

o -

H -

H L

N o.z [~

1 3 i OL.

> = - e )

=

Figura 18.
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Finalmente, la regidn en forma de L se presenta nu

un punto adicional. En este caso los puntosson

wy = 5i

wy =0

wy =10
wy =10+ 5¢
ws = 10 4 10¢
wg == 54 10i
wy =545

¥ los de los vértices corresponden a wy, w2, wa, ws.
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evamente en ln figura 19 pero con

1 10 F-
- L
o.a H44 oi—
o.a (31T al-
C s [
- 15 -
- 1 1 -
et H
- [ H i
o.2 =
o 1 : i °
Q.6 Al 1.5 2

Figura 19.

Para terminar con esta parte correspondiente a regiones poligonales, cabe mencionar

que este tipo de transformaci tiene aplicaci

diréctas tanto en hidrodindmica como

en electrostatica, en donde el flujo de una sustancia a través de un tubo o el campo
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electrostético de una distribucion de cargas satisfacen la ecuacion de Laplace, es decir estdn
dadas por funciones arménicas. Como la parte real e imaginaria de una funcién analitica
son arménicas, la parte real e imaginaria de la transfromacidn de Schwarz-Christoffel son
soluciones a la ecuacién de Laplace y por tanto representan tanto al flujo o al campo
electrostitico.

En el primer ejemplo de mallado circular, las lineas que parten del centro de la malla
se pueden interpretar como las liners de flujo producidas por una carga lineal infinita,
colocada en el centro y perpendicularmente al plano, y el cuadrado es la interseccién de
un cilindro conductor infinito, también perpendicular al plano. Como resultado adicional
se obtiene entonces que las lineas perpendiculares son las equipotenciales del campo elec-
trostatico [1}.

Por otro lado, cuando tenemos una malla rectangular, como en la figura 10, la inter-
pretacién en términos de un flujo se hace considerando la regién como si fuera la interseccién
de un tubo en forma de L, de anchura infinita y que por la parte superior entra un fluido
que sale por la parte derccha. Las lincas en forma de L, representan precisamente las lineas
de flujo {1]. . ) TP SRR



Capftulo 4

GENERACION DE MALLAS EN REGIONES
SIMPLEMENTE CONEXAS

En la siguiente parte de este trabajo discutiremos la construccién de la transformacién
conforme de una regién §2, simplemente conexa en ¢! plano complejo C, al circulo unitario
A y su implementacion numérica. La existencie de esta transformacién cstd garantizada
por el Te de Ri que establece tanto su existencia como su analiticidad en el
interior de 2. Sin embargo, el cilculo de la transformacion requiere el estudio de diferentes

temas preliminares.

Como se sabe [3], las partes real e imaginaria de cualquier funcién anslitica son dos
funciones armdnicasen el interior de Ia regxon y por lo tantoson soluctonm aun Problema de
Dirichlet. Este resultado se usard pam ¢ la transfe diante un estudio
de su parte real e imaginaria. En esta direccié plearemos el pondiente
al Teovema de Cauchy en el pln.no real que esmblecc 1a relacién entre los valores de una
funcién arménica en una regién §2 dada, y los valores que toma en la frontera ) en
términos de una integral sobre dicha frontera.

do cor

Este resultado nos permitir4 determinar cualquier funcién armdnica, como por ejemplo
la parte real e imaginaria de la transfor ién de Ri en cualquier punto del interior-
st la en la front Sin embargo, la aphcacmn del. Teoremn de Green para el :
estudio de las funciones armdnicas requiere de las ideas de Soluci talea,
Funcidn de Green y de Funcidn de Neumann de Ia regién en cueshon. Pot esta ta.znn .
nuestro punto de partida es la discusidn de estos temas, .

Soluci Fund tales.

Hama una lucidn fund tal de la i de Lay
como funcién de z, es armdnicaen R\ {#} yen z =
que . nE

Una funcién con estas cu&étéfi‘ﬁﬁm, de acuérdo‘fa [2], tiene Ja forma
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v(z,8) = .':Logl +w(z, t) o (4.1)

con k& > 0, y w es una funcién arménica en'z pura z ;é t con contmuacxon arménicaen z =1,
Usualmente consideraremos soluci fund tales normalizad  donde '« ('Jn-)-’
Asf, una solucién fundamental normnhznda s una funcidén de la’ formn

. (42)

o fundamentn.!

A contmunclou vercmos q esn : ! ! e " : fundamentales :
. podremos obtener Ia'telacién” que hga los. va.lores dc ‘una, functon a.rmomcn en'el mtenor =
de una regxon ‘con-los de’la’ frontera y: de’ pasd justificar las propiedad “exigidas en lu.

deﬁmc:on de so]umon fu amentul

08 u y v en la expresion

[ [wto-otiras w

N

Si ademas de las l_npousm a.nf.enora, se supone que la funcnon u es arménicaenQ y v
es una solucién fund tal normali; , la aplicacidn de la segunda férmula de Green en
la regién Q, obtenido de Q al remover el disco lz—- t| < ¢, con ¢ lo suficientemente pequeiio
para que e] disco esté contenido en Q, nos conduciré a las férmulas de representacion de

una funcién arménica. Dado quie, tanto u como v son arménicas para z € €, nos queda
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) («i.a)

de Dirichlet; que consv.ste en detemu
valores | conocldns cn la frontera, :

Sin embnrgo. esto no se puede hacer.
tanto los valores de la funcién como su ‘derivada normal en la. fmntera. mxcntras que en el
problersa de Dirichlet se propomonan solo los valores dc u,
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En cambio, 'si podemos encontrar ‘ufia‘solucién funda.menta.l v tn.l que para teQ,
“v(t,z) =0 para toda ze 8(1 la formula de represcntacmn se n:duce a. :

cada t € 2. Sin emba.rgo,
mente eete ultado’ 1 cont'orme sobre la regién dada,

n: ‘es o’ Propiedad de Slmetrm [2]

Teorema. Sea 7(z‘t) la idn de. Grr.en para’und re_qxdn acotuda ﬂ Sz t, i son
cunlcsquum dos’ puntos de Q enlancea e cumplc :
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'Y(thtl) = ‘7(12‘11)

La demostmcmn de utc multado se puede obtener aphcnndo la scg\mda (ormuln de'
Green. ,

E\lhéién de Neamann;-

o (4' ) serfa elegu- una soluuon fundnf
mental u(z, t) tal’ que pa.ra : ua toda z'€ an ‘Esta’ sxtumon
nos lievaria a exprersm' :

derivada normn.l en 1& fro

(4.12)

© (4.13)

@)
donde w es una funcién regulax en ﬂ Las condxcxones lmpuestas sobre v no son suﬁ-

cientes para deterrnmm'la de manera umcn, por. lo quc se xmpone 1a condmon adxcxonal de
normahzwon e : -
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A/v(z},t)dt:D, €80

La funcién det.emunnda. de ¢sta manera s¢ conoce como Funcién de Neumavm dela
regién Q, ya que pemutc resolver el Pmblcmu de Ncumuun ;

tenemos .

es simétrica, es decir

y por lo tanto, ln:expre.sié:n (4_'15)’,5" puede escribir t;oméi

8u(t)

u(t z) (4.16)

an

Potenciales de Capa Simple y Doble. ‘

Intimamente relacionado con los resultados anteriores son los obtenidos en la elec-
trostitica, en donde se busca determinar el potencial eléctrico generado por distintas con-
figuraciones de cargas eléctricas sobre superficies conductoras o dieléctricas. El estudio de’
las funciones potenciales {11} revela que éstas son funciones arménicas en los puntos libres
de cargas eléctricas,
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G .
jemy al caso

¥ que se conocen como potenualea de capn. elmple Yy de cnpa doble

Enesté. "‘solo aal Pmnsdos j ! queée.

Supanga.mos que se’ hene un alambre de d infinita que Tleva una densidad de
carga lineal constante y. que ge_ubica perpendscula.rmente al 'plano z.” Si no existen otra
fuentes y el alambre pasa por. e punto’t en’el plano z, el ‘elambre cargado generard un
potencial eléctrico que s cons tante en ‘cadd linen perpmdzmlar al plano z y en éste es
xgual a

donde ¢ es una constante porporcional a'la densidad de carga y del mismo signo que
éste. Ahora consideremos una superficie cilindrica cuyos generadores son perpendiculares
al plano z y cada generador porta una densidad de casga lineal uniforme. Si el cilindro
intersecta el plano z sobre la curva T' 3 z = z{1),@ £ 7 < B, entonces €l potencial
resultante en el plano z se obtiene sumando la contribucién de cada gencrador. De esta
manera, tenemos A

u(z) = /ﬂ(f)loogl—z{—ﬂdt (4.17)
r

fa funcién ¢ describe la densidad de carga lmeal como ién de 2. Lo expresién anterior
se conoce como polencisl logaritmico debido a- una’ carga’ de capa .umple y(t) enT, o
brevemente potencial de capa simple. - <

Si p(t) satisface una condicién de Llpsclutz en I‘ y ésta es regula.r y mmple, entonces
se puede demostrar que esta funmon es continua'en todmC y*ademns es arménica en ¢}
interior de ¥ :

‘i Vn:‘a' es'la Nlamada potencial
tencial de capo dablc. Esto se

Otra funcién armoéni “quve se
logaritmico debldo & una capa de’

)=

)= r/ () o Log =yt (4.18)
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Si la curva I es regular y v es continua y cumple una condicién de Holder uniforme
en I, se demuestra en [11] que el potencial de capa doble existe en todo C y es arménica
fuera de I'. Ademas, en cada punto t € T el limite desdc el interior ut y el imite desde el
exterior u” exzsten y satisfacen §

"'(t) - ;:‘(t) = 21ru(t)

8u+(t)_au (t)

: Funcién de G;éen ¥ Mapeo de Riemman.

 Hasta ahora hemos estudiado algunas propicdades de las funciones arménicas pero no
se ha mencionado ¢émo se relacionan con la transformacién de Riemann. Para empezar,
tomemos a 2.como el dxsco unitario ]wl < 1. La funcién de Green 7 de Q es una funcién
con un polo en un punto's € N 'y arménica en 2 \ {s} que adem4s se anula en 89 Con
estas camctenstlcus, Ia podemos representar como

w,9) = ~ 5-Loglfy(w) RN

". donde f, es una funcién anlitica para {w] < 1. 7(w, s) serd automaticamente arménica en
*los puntos donde f,(w) # 0, lo cual requeriremos para toda w # s.” El polo deseado en
s se tendrd si f, tiene un cero simple en w = 3 y v se anula en |w| = 1 si [f,(w)[ =1
para |w| = 1. Estas propiedades se satisfacen por cualquier funcién f, que transforme el
disco nuitario [w] < 1 conformemente en si mismo y que mande el punto s al origen. Las
transformaciones del circulo unitario en si mismo se conocen bién y podemos tomar por
ejemplo,

fe(w) = lw T

Asf, la funcién de Green para el discq esfa,rx’a d;idgv"pof

(4.20)

Begresa.ndo ahom a una regmn de Jorda.n ubxtrana., ln i’uncxon de Green se puede'
encontrar como sigue. : . .
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Suponga.mos que w= f(z) mnpea confcrmemente 2 sobre el dxsco umtano A:lw] <1
¥ que mapea Q U 30 conti te sobre AUJA.- SI la funcmn de Green para Qes ke Ia
funcién S o : .

tiene todas las prop

‘ onces debe concondar con
la exprw:on anterior par: BRI

Por lo tnnto, la funcmn de Green buscnda pa.ra ﬂ estu dada por

f(Z) @)

51— 170 (e21)

(z, t) =
si usamos la propiedad de simetria.

De esta manera hemos obtenido la funcién de Green para la regxon Q en termmos de
la transformacién conforme de esa regién al disco unitario. i
Volvamos ahora al problema contrario de determinar la transformaclon oonfor n
del interior de una regién arbitraria  sobre A y tal que f(a) = ;
Si la funcién de Green para esa regién es v, tomando ¢ = a en la ecuacxon (4 21),
tenemos g - :

‘f,.

1 : RO

2z,a) =—5Loglf(2)l (422) -
Esta ecuacién nos da sélo la relacién encre la funcm 'de Green’ y e] logu.ntmo dela

norma de f. A contmua.cmn rln- mas y ue serd el que usemos para

los céleulos. -
Si eva]umyo; a.hoxa

Usando Ia ecuacién (4.22)

y por lo tanto,

] f (") (4.23)
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Por otro lado, si definimos u como ‘
u(j 9)=(za) - E_’;_I&STZ—:;!

entonces -
1(z,0) = Log,z 7+ ul(za) (s.24)

resulta p& lo tanto, que u es la 'pm-te rcgula.r de la solucién fundamental v y que debe
satisfacer las condiciones de frontera (10) para que -y sea la funcién de Green de la regién.
Comparando las ecuaciones (4.23) y (4.24), tenemos entonces que la funcién

HOICET

es nna.hhcé y distinta de cero en Y entonces posec un logaritmo analitico ahi, cuya parte
real es ~2ru(z,a). Si v es la armdnica conjugada de u, y definimos & = u + w, entcncea
este logantmo analitico satisface . o

-—-(—z—l = —2rh(z) +ia

donde « es un nimero real constante, Se sigue entonces que

) =(z~ a)eiae—-hrh(:) L - (425) .

La sparicién del factor ¢/ es natural porque de acuerdo a nuestras condiciones, f

estd determinado hasta un factor de médulo 1. La aparicion del factor -—27r en la antenor -
férmula se debe solamente o la normalizacidn de la funcién de Green, .

La relacidn anterior es el punto de partida de los célculos que vamos’

lo que todo lo anterior se puede resumir en ¢l siguiente procedimiento. :

: d 3 barrgllu.‘r,» por

Dada una regién § de Jordan, sea a € §2. Eantonces la funcmn j que tmnsformn !’2
conformemente en A tal que f(a) =0, f'(a) > 0 puede constrmrse como’ sxgue

(i) Resuelva el problema de Dirichlet para 2 con la _eondxcxoq de frontera:.

u(z) = Log,  (a36)

(u) Detemnne la funcwn u.rmomca con_]ugada v de u tal que

=0 (426
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iif) Caleule £ como . S : S
(iii) Calc e» comy | f(z)=(zfg)§u.(x)+iv(x) (4.26.c)

Asx en pnncnpxo cunlqmct metodo para resolvcr el problcmn. de Dmchlet ‘puede usarse
para construir la’ funcxon de transforma.cxon de Riemann.: Después de que la solucién’del
problema de Dmchlet se ha btenid 1& id jugada v puede detexmma.rse de la
formula : K B s

que por las ecuag:iohés de CAuCBY—Rimninih s la misma qﬁe :

o= [ (e + usi),

Ecuacién Integral de Symm.

La di ién anterior reduce el probl de determinar la transformacién conforme
al circulo unitario a la solucién de un problema de Dirichlet en donde la incignita es una
funcién de dos variables. Aunque la solucién de este probl con condicién en la frontera
es bdsicamente un hecho simple, seria muy conveniente reducirlo aiin més al de determinar
una funcién de una variable. En esta seccidn discutiremos un método de este tipo, que
consiste en reducir el problema a una ecuacién integral.

Sea I' una curva de Jordan, dada por

z = z(1), 0<r<p

Denotemos por (1 el interior de I' y supongamos que 0 € Q. Para el problema de la
transformacidn t la funcién f que pla con las condi

. Cf(0y=0, f(O)>0

_ Porlo tanto,sia =10 el problema de Dirichlet para u se transforma en

Au(z) =0, z€QN
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u(z)=-Loglsl,  ze€T
La solucién de este problema. la buscaremos en la forma de un potencial logaritmico
de capa almple.

S gt L ;
u(z) = o f Logls ~2(rlu(r)dr,  zen . (4.27)

Aqul 4 es una func:on real por determmar Sl u se pucde representar de mta manera con
m una funmon contmua, en wstn de la contmmdu.d del potcnma.l logantmxco, la condmon -

se requlcre, ésta’ se obtxene reem-

1 d (4 17) por la {unmon umomcu B

El valor de la
v(0) = 0. Tenemos entonces -.\" "

a;-g[;(f)]y(fjdr + cbx;st,'

Ia que al sustituir en la relacién anterior nos la convierte en
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a ] o
v(z)= —;—"/m—g[l - %] ;A(f)d‘f‘ : (4.29)

Aqu’.y para T € [oyﬂli )

Antes de. atng:ur ‘el pmblema sobre la

de Symm, una ft sobre la fi
© solucidn.’ AL ’

Fl}m'ciényde ‘Correspondencia enla Frontera

definida en el

*En virtud de las suposiciones sobre la frontera, 1a fi Riemann d
lacerradurade Q. ala

interior 2°de T, se puede extender a una funcién conti
cerradura de A Pt

) Conforme z(r) recorre T, la imagen f(z('r)) deambe el cm:ulo unitario. De esta
manera

f(r):=arg(f(z(r)), 0<7<P

puede definirse como una funcié tinua. Cualquier arg to continuo de f(z(r)) se
Hama una funcidn de correspondencia interior de la frontera para la transformacién f.
Esta funcién de correspondencia es ref a una parametrizacidn particular de I' y no
estd determinada sol por su g trin

Debido a que §(t) es localmente igual a una de las ramas de Im log f(2()), cualqmer
funcién de con'ewpondencm para una curva frontera cerrada analitica a trozos no es sola
mente continua sino diferenciable, pto en los vértices. En to al tami
en los vértices, el siguiente resultado es ia directa del Teorema de Wnrscha.wskl-
Lichtenstein [2]:

Teorema. Si 1o s un valor del pardmetro tal que la curva frontera analitica a trozos
T tiene un vértice en 2(719) con dngulo interior aw, donde 0 < a < 2, los limites de cada
lado de (r — o} =Vog' (1) czuten en 'ro y son distintas de cero. Se sigue de esto que en
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una vecindad de cualqmem de.los vértcea, |9’(1‘)|" es ‘ gTe f' :pnm cuslquier ezponent
p < 2. Ademds, ax el a'.ngulo mtcnor en el uértlce es menor q:c 21r, enlnncea [0’(1‘)]2

mtcgmble.

‘En donde 'z‘(‘)")'cs la parametrizacién de Iy 6(r) es la funcién de correspondencia. Si
. se tiene éstn ultima, ln tra.nsfnrmacién se puede evaluar en cualquier punto z € Q.

Por otro la,do, si w es'un clemento del circulo unitario A, nuevamente por la férmula
extendida de Cauchy tenemos

2 PO
_ 1 / a(e)e o
Tow) el-w
0

{4.31)

que permite calcular el punto z, sx se oono su xmagen w, en termmos nuevamente de la
parametrizacién de Iy de la fu de corresponde G(T) :
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Solucié d‘e'hE i6n de Symm.

En la discusién de la ecuacién integral de Symm no nos preocupamos por la existencia
de la solucién y su unicidad. En esta seccién no sélo cont emos estas questiones sino que
la resolveremos en términos de las funciones de correspondencia anteriormente definidas.

Sea z un punto en el exterior de I'. Entonces la funcién w,

w— z - g(w)

es analitica en A, continua y diferente de cero en A UaA Por lo tanto hene un Iogammo

analitico '

En vista de que g(O)

log[z = g(i)):’ En Ia tlti '; mtegral Jir
6 = 6(r), donde 8(r) es una funcién d cory
En virtud de que g(e"(*)
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donde los Iayantmoa son’los valorc.s aabre |w| Tyenw =_O,~tqap¢ct£uarizcixic de la
ﬁmcmn h. : N ! . e :

Si tomamios la parte real de esta tltima relacion, té‘ﬁemo‘s: -

(4.32)

Compirnxido"esth"éxpresiéd conla ecdacién (4.27) téneﬁios

Teorema. Sea T une curva de-Jorden amzhtxca e trozos y sea 0(1‘) una funcwn de
wmapand:ncm en la jmntera de T Entancca, la” ecuacion de’ Symm cn_cada espac:o
L;(0,8) damie P < 2 tiene la .qucxudn /x('r) : . RS

Una nueva reprmntncxon de 1a funcmn de 1

ahora del teorema anterior.
De la ecuacién (4 26. b), tenemos, e L Y

)= (a0 epluta) iy

donde

- u2) = =g [ Logls = sr)erlar,

"¥ v es la arménica conjugada de u que satisface v(a) =0,
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8

Para evaluar w, sea § = ?(r)‘la nueva

donde
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. L 8
7'0) = eap{~ 5 [ Logl(rIp(ryir}.
o

Unicidad de la Solucié

Con respecto a la unicidad de la solucién a la ecuacién integral-de Symm, se requiere
considerar también ln tnmsfromacwn del exlenor de Q al exterior de A. Esta discusién se’
puede encontrar en [2], obteniendose que la ién puede tener varias soluciones excepto
si se exige la condicién adicional

8 .
1

— dr = 1. .

5 [ wtrar =1 e
0 Lo T
Ba;o esta condicién se puede demostmr el sxgtuente teoremrr .

Teorema Sm T ‘una ‘curva 'de Jorddn nnallhca a tmzo: ysea 0(7') la funcwn de
correspondencic interior de I'. Entuncea, p(r) = 8(1‘) esla’; umca .mlucxdn a: Ia ccunclau :
xntegral de Symm (4.88)," que satisface la condi R

€ nor

1,1y, ,qu‘é s@tisfacé

CO#0, —1<t<1, k=12,



)

‘A.,e- L

Asi, en particular 0o ¢ I por lo que solo se pesmitiran regiot :
que el interior de T* se ubica a la izquierda conforma ¢ aumenta. EL damaruo j{s:ca del

. prabl de transf ié wnformeacdenotm pm'ﬂ mt!‘.

De do a la reformulacié mtenor. la ecuacién mtegral de Symmm se trmsforma
en e o

mgp}(};;,’;z('a} er, o (439)

Ef/';‘,,.:(e)qiéi,f» ' S ‘ (37)

I=TEA

Este sxatema tiene solucwn \inica para a conjunto de fu.nmoncs {vg}h,, con v, €
11,3 i

Funcién de Corr pondenci

Asociado con cada arco Ty, k = 1, ..,N se deﬁne Ta funuén de correspondencm :
correpondiente 8 : [~1,1} - R deﬁmda 1mpllcxta.mente por : :

Como hemos visto, ln solucmn tinica del sxetemn de ecuacxonee mtegmlee de Symm :
estd dada por : : SR e

(439) :

Represrernrtvacién‘ Intéér;l '

La representacion (4.26.c) para Ia :tra.ﬁéfmﬁmcién se convierte ahora en
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1) = (= = zo)explivs — P, “ ,Q‘e e ,’ (4.40)

donde P esté definida por ln integral sobre la frontera,

- }?(;) - / u,,(z)xog(z — G (4.41)
; k=12 )

La constante w se elgige para satisfacer algunas condiciones de orientacion especifi-
cas, En CONFPACK [7], se le pide al usuario proporcionar un arco Iy como un arco de
referencia y un dngulo particular apw como un argumento de referencia; w se determina
entonces imponiendo la condicién

£0¢(=1) = exp(iao).

Calculo de f.

Si'la ecuacién de Symm se puede resolver para {11}, entonces la funcién de corre-
spondencia {6;} pude obtenerse por integracién de la ecuacién (4.38). Para evaluar f en
punto de la frontera primero se identifica un entero k € {1,2,...,N} y un mimero real

t €[-1,1] tal que z = (1(t); entonces f(z) estd dada porla expresién (4.38). Para el caso
general en que z € ©, f(z) puede calcularse de las ecuaci (4.39) y (4.40).

: Fu-n'ciéxklide' Correspondencia Para la Inversa g

Con el objeto de tratar a la inversa g, de manera aniloga a como se traté la funcidén
f s tanto en su formulacién como numericamente, se define la funcién de compondencxa
inversa, .-
Sea 7y = DA Ia frontera del circulo unitario y supongamos quey = U,_,'yg, dnnde

L= {z:z=’rak(s),—bl <s <1}, k=_1;2,...,M1 o

(o) 1= enplime + b))
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y mi y hg son rupechvamente el a.rgumento del punto medxo y la semianchura angular
de 7,,. Ademss, suponga que para cada entero k €.{1,2,..., M} podémos identificar un
tnico entero ! = I(k).€ {1,2,.:, N} tal ‘que 7 € f(I';); es decir, cada arco 7; sobre vse
encuentra totalmente dentro de lai lmagen de f de un subarco analitico de T ’
Para’ cadu arco vk 8 una funeid de correspond muzr.m en la fmnt:m
pr:{=1,1]= Cpor .

(50 0)) = 20 + explipa(e))- (442)

en dénde. el ségundo'férmino 'ﬁepresénta la posicién de los puntos sobre I' con respecto a
Z. T ; .

El conjunto {pk} son funci de correspondencia de la frontera asociedas con la

: transformacion inversa g, mas que la inversa de las funciones {64}, Sise tiene lasolucién de
la ecuacién de Symm y las funciones de correspondencia {6 }, entonces puede determinarse
.una funcién de correspondencia p¢ en s € {~1, 1), resolviendo primero la ecuacién no lineal

ox(s) =exp(ibi(t)), " =1k} (443)

para t. Entonces obtenemos pi de

- eplioe(s)) = G (440

Rep.res‘ev’ntaéié n ‘lﬁ’tég’r’alvdé 8.

(445)

: donde_

Qw) —‘——Z / m(a)los(l— '

)ds ‘ (4.46)
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Aquf b es una constante compleja y [5] se conace como el radio interno de 9.

Calculo de g.

Las funci de correspondencia px para g, se pueden determinar de Jas ecuaciones
(4.43) y (444). Nuevamente, si k| = 1 entonces podemoas identificar un entero 'k € -
{1,2,...,M} y un pardmetro real s € [~1,1] tal que w = o&(s); en csta situacién, glw)
estd dada inmediatamente de (4.42). En el caso general en que w € A, g(w) se puede_
eveluar de las expresiones (4.43) y (4.44).



Capitulo 5.

METODO NUMERICO DE SYMM-JACOBBI

El objetivo principal de este capitulo serd tratar de construir una solucién aproximada
a la ecuacidn integral de Symm,

Z / vi(t)Loglz - Ce(t)ldt = Logle(o)l, z €T, (51)
=1
donde T es Iu frontera de Ia mgox\J Q, ): spués calcular una aproxi onf a‘f :

El usuario deberd propomona.r el error. relatwo [ que emge ‘en ln aproxnmacxon af,
es decir - :

|f(z) o
T

I<e

Idealmente, el algoritmo debiera ser capaz de cumplir con este requisito o de reconocer
cuindo no puede hacerlo. El requerimi anterior sol te puede plirse en la
préctica por un algoritmo adaptivo que consiste en el uso de subdidvisiones de la frontera
(refinamiento h) y en ¢l aumento del grado del polinomio de aproximacién (mﬁnamxento
P) para buscar cumplir con las especificaciones de precision. El método que se impl t
consiste en tratar de construir una aproximacién polinomial a trozos con trataminento

tomético de las singularidades en los vértices a través del uso de funciones de peso de
Jacobbi. La decisién en cuanto a qué refinamiento usar se basa en la observacién de la
rapidez de disminucién de los coeficient Jculados, de los poli jos ortogonales [8].

Una vez que se tiene una aproximacion a la ecuacién de Symm, entonces es posible
calcular una aproximacion § a la transformacion inversa g.

De la discusién en los capitulos anteriores se podria pensar que el niimero de arcos
analiticos sobre la frontera es una cantidad fija. En el método numérico implementado,
aumentara el numero de componentes analiticos en I' conforme se avanza. Asi, la formu-
lacidn dada se aplica al método numeérico en tanto que se interpreta a N como una cantidad
variable correspondiente al nimero de arcos analiticos en I etapa del proceso adaptivo.
Similarmente, (i debe interpretarse como la funcién analitica que define el k-ésimo arco
analitico [’y sobre la frontera fisica en la etapa en que se encuentre el proceso.
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Como el método a;empre inicia subdividiendo los arcos analiticos dadoes sobre Ten’

cualquier etapa del método numeérico, cualquier arco u.nnhhco T'y, tiene a lo més a unode-
sus extremos como un vértice de I, : -

Funciones dc Peso de Jacobbi. ;

Sean apm y aj los dngulos interiores al domxmo ﬁ'sxco Qen los puntos extremos
¢(—1) y ((+1) respectivamente, del arco T's.- A:lo mds; una de las cantidades o ,af
pucde ser distinto de la unidad. En estas. condclones, In funcmn de densldad en I’k se
puede cscribir como e :

'/k(i)>=wk(‘),¢k(t) N (52) .

donde w; es la funcién de peso de J ﬁcobbi pq& T definida como

peso de Legendre wg(t) 1 Mxentras q
por ejemplo, no estd acotadn L

ente ¢y es una funcién conti
1/2. El objetivo del metodo de Sy

a P

Polmomms Ortonorm

La apanicién de la.s Y
préictico es més
como base, al construir la aproxx acién a ¢k

Inicialmente, ¢ se puede mtentaf prox:ma.r por una sene en polmolmos de Jacobbx
como E : N

rma.lés'de Jar.obbi, e



halt) = E "lwl’k.)(t) (5:5)

=0 .

Para los ctilcnloys,-'unnkyemds:ln aprbidmhéfé!i tr\mcnda ' @é esta serie, -

PP

obi g, o
por enla 2 mtegml de Symm ¥ usando puntos de colocmon suﬁcwntes
para producxr un sistema lmeal para Jos’ cocﬁc:entes ak,,. L

Reglns de Cuadratura. L ‘
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Sobre cadn afeo P,, los puntos de colocwén se lenotardn como (,,y = (,(t4), donde
~1 <ty < 1, es decir, no'se usardn los vértices de I’ como puntos de colocacién para la regla
de cuadratura y el numero de puntos en cada arco I'y es igual al niimero de coeficientes
en ]a expansxon (5 6). - . GEE T

Al susmmr (5 6) en (5 1), ln ccuacxon xntcgra.l de Symm sf; convierte en
=y

Ee / “’k(t)'ﬁk(t)L"glz"Ck(‘)Idt"L°glzl’ ser e

Sx en estu. sushtuxmos ulmm (5 2), y evaluamos en los pun@oé;de»colécacién Cp.gy S€
tiene . R e o

L"EICP';

Jetom ot - o

Por ‘ld tanto, para I;In.ntem' elAsistema; para @,j icﬁqmos que estimar las integrales

GOldy G=00 w<me  (59)

M wk(i)Pl,iy(t)LQEICp.q -

donde (p,q.€ I es el q-ésimo punto de colocacién en en el arco F,. Variando P’y g sobre
todos los puntos en' I' se construye el sistema. Sin ¢mbargo, como se puede observar.en

(5.9), conforme p y. k varian, se da que para p = k, los puntos de colocacién’ sobre el arco .
T'p hacen que el mtegmndo de la expresién anterior sca singular, pero solo en esc a.rco Por, .
esta razdn, es necesario considerar los dos casos siguientes. :

Caso Regular. :
Este es el caso cuando ¢, no es parte del arco ['¢, Como el kerncl logant

singular, por cada peso ws, se construye solamente una regla de cuadratura’ comp’ esta de,’f_ -
Gauss-Jacobbi formada con péneles de g puntos. Estaregla compuesta se a;usta de mn.nexa S

que garantice la precisién suficiente en todos los puntos de colocacién que 80n cercanos a’
Ts. i la regla compuesta asociada con wy tiene L(*) péneles y los pesos'y las ﬂbscmas de
la regla son {W.-(k)) y {tsn}. entonces e T L




71

gxL®)
Iej(z) = Y wiloglz - ¢($M)1. (5.10)

=1

En la préictica no se forma una regla del tipo anterior para cada arco I'x sino una
regla para cada indice de Jacobbi distinto que se puede usar para al menos dos arcos
distintos. En caso necesario, estas reglas se actualizan cada que se hace una subdivisién
del arco. Para satisfacer los requerimientos de memoria para estas teglas, denotemaos por
N el niimero de indices de Jacobbi distintos (en general, N — 1 es el niimero de vértices
en T') y definase

L= k_u’meL“‘). (6.11)

Entonces el niimero total de puntos de cuadratura que neceeuta gua.rda.rse, dlga.moa é
sahsfnce : :

:f(s‘;ié)f

Notese que se hace ua dec1sxon a]go arbltrana para hucer comcxdxr e valor de g con
el de my al requenr que B ; ; .

Cg=my+1 (5.13)

No ex:ste razén teonca para ato, pero tiene la ventaja prictica de que al menos
cuando ya se txene pla.nteada la regla de cuadratura, los pa.mmetros de colocacién para el
polmomxo de apro:nmacwn de mayor grado se tienen disponibles sin calculos posteriores.

Caso Smgular :
Cuando el punto, (,,q se ubica sobre el arco I'p, esto es, cuando p = k en (5.9), el
kernel logax{hmco dela ecum:xon (5.9) se divide en dos partes

- }qg;{—,,c;(t)l = loglr, ]|+ loglr — 1], (5.14)

donde

.C["r,t] = {(C(T) C(f))/(r —t), 7 # i,
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De esta maners, la integral I, 'se éqpa.rii. en una pm_'ig regul&r y otra singular

Ik,) -—-»Rk.) + Sk,

m(t)m,,(e)Logtclntxuet,+‘ [ orttmsorogicear

~1

La primera \iifegral; que g\ilu, puede ca)cula-rse por la regla ya disc‘utida_‘en el
caso anterior. La segunda integral’ es’singular pero es'independiente de la g tria y se
puede’ resolver medmantc un esquemn de recurrencia dada por una relnmon del hpo

52(1') = (Alr - B,)S‘('r) Cy R 5
Sn-d-l(") = (An"' — By)Sa(r)— CnSniv1(7), n 22 : 2

Para generar la sucesmxi de mtcgmles asucmda.s con {pg ,} pam iz > 18 uhhza una

Lo mejor que se puede hacer es
la magnitud del tenmno pnncxpn.l
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1

T ny 18,5 = Wk(t)PmHL"glCmq (h(t)ldt
<1

Si los puntos de colocaclon se eligen como los ceros del pohnomxo de Jm:obbl Prsgs
entonces el integrando es continuo en (~1,1) que se anula en esos puntos.” Esta seleccién
de puntos tendré entonces el efecto de reducir la magnitud del término pnncxpal en el error
en la ecuacién (5.15).

El Aspecto Adaptivo.

Monitoreando el tamafio de los coeficientes de Jacobbi as,; de grado més alto aso-
ciado con I’y podemos asegurar si esta solucién pareciera ser preciso para satisfacer los
requerimientos especificados por el usuario. Si estas especificaciones de precisién no se
cumplen entonces podemos escoger entre subdividir el arco I'y o, si ngy < my, aumentar el
grado del polinomio de aproximacén. En cualquier caso, se tiene que plantear y resolver
un nuevo sistema algebraico, pero frecuentemente algunas partes de la matriz del sistema
lineal anterior se pueden reuser y evitar hacer todos los cdleulos.

La rutina CONFPACK que efectda la solucién adaptiva de la ecuacién de Symm se
llama JAPHYC. JAPHYC ofrece tanto estrategias adaptivas incrementales como no incre-
mentales. Con la estrategia incremental, el método sucesi te al precisi de
aproximadamente 10=1,10~2,.. . hsta que se alcanza la precisién del usuario. Inicialmente
se usan polinomios ciibicos en cada arco y s6lo se requirieron cuadraturas moderadamente
.precisos. Conforma la solucién se van introduciendo polinomios de grado mayor y
se usan cuadraturas de mayor precisién.

) En el caso no i tal, se usan poli ios de grado relati te alto desde un
principio con reglas de cuadratura correspondi y se la, precisién tan
pronto como sea posible. La experiencia indica que la estrategia incrmental trabaja mejor

. para geometrias algo dificiles, mientras que el no incremental es mds efectiva en general.

Estimacién del Error Para f
Al final de] proceso de resolver la ecuaién de Symm se calcula una estimacion g para
el error méximo en el médulo del mapeo calculado, donde

y.I C I es un conjunto de punto.s dc prucba El con;unto minimo de, nte ado Eor )
defaul en JAPHYC es I donde L s ‘ ;

he=te] z—ck(—l), =N
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y N es el nimero de arcos analiticos en' T a.l final del ptaceso de solucidén, Hay razones
para.us&run j"'més h vaI,D!n definid: por B K

nj\mytos de ‘extremos locales de los poli-
'brc l‘k. Eai.os a:ttemos lacales intercalan

- parael patu.metm comple)o de cmrespoxideh;ia en

: la froutera. 0g en (*) Xlevu. al

Aqui’ A' son los pmos reales y (, son los puntos de cuadratum complnyas sabre I
La regla (5. 16) se oonstruye de pnneles de Gauss-Legendre ¥y de Gauns-J ambbx y cumplek R
con B PR :
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7 ~q2L(k)

k=1

donde L(*) denota el niimero de paneles usados en la integracién sobre I's. Los nimeros
{L®},4*,{47},{¢7} son todos funciones de z pero se construyen de manera que per-
manecen ‘constantes sobre la mayor parte del dominio . El cilculo de las constantes de
cuadratura se efectia en CONFPACK con la subrutina GQPHYC, el de f(z) con DM-
PHYC para el caso general en que z € QUT. En caso de que uno desee solo trabajar con
puntos en la frontera, se proporciona la subrutina BMPHYC, es[ecialmente para z € T,

Factores que Afectan al Célculo de g.

Es bieén sabido que para ciertas regiones fisicas, la transformacién conforme al disco
puede producir regiones con una intensa acumulacién de puntos. Para tales dominios,
aunque normalmente es posible calcular f con una precisién aceptable, es practicamente
imposible calcular g con la misma precision. CONFPACK proporciona una rutina de
diagnéstico CNDPLT, uno de cuyos propésitos es medir varias cantidades que indican la
posibilidad de calcular exitosamente la aproximacién g.

En particular CNDPLT calcula estimaciones para la condicién numérica xg(u), de-
termina la minima resolucién rmin y busca. Normalmente, un bajo valor de rnin estd
acoplado con la ocurrencia de una inversién de la frontera y un alto valor de xy(u) en estas
cir tancias no es practi t ible & tratar de construir una aproximacién a g. Al
tratar de hacerlo puede resultar en una terminacién anormal de algun algontmo relevante,
en el mejor de los casos la aproximacién § tenda localmente poca p

1} Evaluacidn de la Condicidn Numérica.
La dicié érica para el probl de la evaluacion de f y de g pueden definirse
respectivamente como

#s(u) = sup{lf(21) ~ f(z0)l}/u

y
kg(u) 1= sup{lg(iv) ~ W(Evn)l)/u.
donde u es alguna pequeii tidad constant que se; tomaraa como ln unidad de
redondeo de la médquina. Las dici numéricas se pued d las proxi- .
maciones. I R :

Los resultados de xs(u) y #,(z) miden el error mas grand e puede esperurse enb
el rango de la tranfsormacion relevante debido a un error en la unidad de redondeo en el
dominio; esto claramente impone limites inferiores a la precisién que se puede obtener
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2) Resolucidn y Aglomeracion de Puntos.. A :

Si el arco fisico I's tiene una imagen calculada sobre el cxrculo unitario’ de longitud
2hy y el error méximo estimado en el médulo de la tra.nsformnclon Fi sobre 'n sea fy.
Entonces la resolucién de f sobre Ty se deﬁne como ]n ra.zon '

En particular, si Iu resoluci n'minima

es menor que 10, entonces la longxtud de un’arco y el error; local en In trunsfromncxon
son del mismo orden y serm generalmcnt mposlbl cal ulm' prec:sxon lai mvcrsa en Ia
vecmdad de ta.l arco,

7 fxsu;a r.: Una bajn :
mi iento de: pu tos

Si el ‘cociciente prmcxpa.l de’ Jacobbi calculado’ako en'(5.6) es negutwa,‘ entonces la
imagen calculada’ de I‘ K sobre el cm:ulo unitario’ tendra su direccién mvemda, es declr, :
sucede que : .

En esta sxtuwon, ‘el mapeo ca.lculado sobre 1a frontera de la relm:non (4 38) no sera
myectlva. 51 ak, EX €s pusxhvn, pero 7% < 0 pum algnn t € [-—1, 1] entonces la 1magen de I'y:
el

Aproximacién a la funcién de correspondencia inversa, "




™

Para geometnas en las cuales las dificultades mencionadas no son demasiado severas,
la aproximacién a g se basa en la construccién de aproxxmamones para las derivadas de las
funciones de correspondencia de la inversa {p}}},. Como se sabe, esta’ derivadas juegan
el mismo papel en Ia formulncxon para g que las derivadas {6;}1.; en la formulacién de
f.Se consttuyen aproxi poli iales a trozos {p‘} a {Pk) De esta manera, €]
tratamiento para g es formal identica al de f.

Tel como sucede en la frontera de £, sobre la frontera de A p, posec singularidades
del mismo tipo que los de g’. Por lo tanto se usa una descomposicién

te

pil{s) = 2wwk(3)x::(s),

donde w; es una funcién de peso de JMObbl dnda por (5 3). con m. recmplazadn por ey
e indice £ dn.dn por ! ; . c

o8l a,(k) = 1. .

s afy <1 (5.17)

Notese que mientras los indices de Jacobbi para Ia funcién de_correspondencia {6}
se encuentra sobre el ‘intervalo (—4,00) los de {p}}. se ubican'en (~1,1)." Entonces las
funciones de peso de Jacobbi para la derivada de la inversa pueden ser mas fuert.
Bmgu]a.r Esto es simplemente un reficjo del hecho de:que la.s singularidades de g en
preimagenes de vértices salientes de 2 pueden ser mé severas que cualquier singularided
de vértice de f. Esto a su vez es la razén por la que la luacién de la licién &, es
normalmente mds grande que xy.

Xk Se aproxima por un polmomxo Xk de Ia forma

f;(;v) =

m; - N
BN O

donde {pz,; ) %2, son los polmomlos ortogonnl acobbl asocmdo con wi ¥ Cx,j se estima -
por de los coeﬁc:eutes de Fourier-Jacobbi de xi; es decir :

Nucvamenete se usan reglas de cuadratura eompuuta de Gauss-J asobbl de q puntos
¥ péncles se usan pa.ra estimar (5.18) ‘La’ necesldad dela subdxvmon sobre el arco en el

?’ (é¢i§> o
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- SXINPY

circulo’ umta.no apm'ece do la los cc de mayor gmdo cx; no son lo suﬁc:cn-
t t fios.’ La determinacion de los coeficientes cy,; se efectiia’en’ COFPACK por
la submhna JACANP. Note que si ocurre la inversién de frontera menmonnda entonces la”
subrutina JACANP abortard al tratar de rmolver la’ n (4. :42) usando una -funcié )
3 que noesm- Ot el N

de correap

cslcuh; &é A

El tratamiento aqui’ es form mente idéntica a ln escrita pm-a f. Sx el punto wes
pntolog!ca.mente cercana a a]gun a.rco i sobre el c:rculo umtnno, e.ntonces se resuelve

para ¢l pammetro oompleJo £y de In ecuacion (4 42) s¢ obheue la aproxxmncxon
. 8i w no cstd en el caso anterior, entonces se usan lns cxpresiones (4.45) y {4. 46) pam
ca.lcu]n.r g(w) con :

=]

Q(w) ZC'log(l—w/a‘) i . ‘(5;17)

Aqui, {C') son pesos compleJos y {cr’} son’ p\mtos de cundratum complejos sobre
el cfrculo unitario. Como con (5. 16), la regla (5. 17) se constmyc de pu.nelxs de Gauuas-
Legendre y de’ Gauss- Jncobbx de q punto ¥ o :

donde L(k) denota el mimero de pan
{L®), p*, {C?}:{p}) son funiciones de’
quedan constantes sobre la‘ma;
cuadratura en est

donde Les el ndmero miximo de péneles definidos como en (5 11) El célculo de estas con-
stantes de cuadmtura se efectuan en CONFPACK por ln subrutum GQCANP El céleulo
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de §(w) se efectiia por la subruhnu DMCANP en el caso genra] Siuno desea tranairomn.r s
solamente puntos sobre ln frontem, una Bubrutmn especml BMCANP s¢ proporclonn para’
el caso jw| = 1 : T : : . .

Enel sxg\uente capi'.ulo se proporcxomm los reeultados que se obhenen al uphca.r estas»
consideraciones en algunns regmnea S : Gl : :




Capfitulo 6.
RESULTADOS Y CONCLUSIONES.\

En este capitulo se prescntnn los resu]tados que se obhencn medxa.nte
subrutinas del paquete CONFPACK [7

uso de las

La frontera de la reg:on ¥y su derivada,
puede generarse mediante el programa pargen proporcmnndo
grama basta con indicar el nombre del archive en dondc sc gu

-forma parametrizada, asi como el niimero de arcos e qu

Los arcos pucden ser dc cuatro tlpos. -

chmento mctx]meo
2 Segmento de arco circular,
3 . Expresién aritmética compleja y derivad:
4, Expresxon a.ntmetxcn en coordenadas polarv

Mallas Clrculares. ¥
1. La primera regién que se estudm estd form

c ym'é'osA cuyn p@MeCrizacién' '
en ol plano compleJo estd dadn por - R P RER .

';'—-1r<t<1r/2‘
_7r/2<t<7r,

2 + 2 + 2czp(:t),

En wta regidn’se genera. una malla circular ‘como se muestm a contmuu.cxon enla *
figura £0, en donde se cscoge como 1magen del ¢ ongen en el pln.no z, el ongen en el pla.no
w. » s L



Figura 20.
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2. La siguiente region, que se presenta en la figura 21, tiene como frontera una curva
que consta de ocho segmentos ¢n donde ln seccién curva en el primer cuadrante estd dada
en coordenndas polares como:  p(f) = 2.0{1.0 - §/x), 08 n/2

. Figura 21,
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Mallas Rectangulares. LR o

A i ion se presentan mallas r en las mi region, las’ cuales

se construyen determinando primero la transformacién de la regién al circulo unitario
mediante confpack y después con scpack se pasa del circulo unitario a un recténgulo, en”
donde se genera una malla con segmentos paralelos a los cjes, y mediante la composicién

de las funci correspondientes, se calcula la malla en la regién deseada.

J

Figura 22,
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Figura 23.

En este capitulo la generacién de la malla se efectiia mediante un prégramn eseritoen: |
shell para el sistema operativo UNIX, el cual genera primero el codlgo corrcspond:cnte a
ln frontera y su derivada. B :

El siguiente paso consiste en checar que la dcﬁmcmh dc la frontera y la c‘léi-xvadn .
sean consistentes, aproximando la derivada por diferencia finita con la evaluacién du'ecta, B
ademds de que se verifica que los vértices coincidan. g

Como siguiente paso se determinan los nodos y los pesos pam la evnlumon de las
integrales tanto para evaluar la funcién como su inversa. :

A continuacién se detcrmina la malla circular si el usuario asf lo rcqhicre ¥y si no;
caleula In trumformacién del circulo unitario al rectingul doel p t SCPACK

Finalmente se ca.lculan todos los puntos para generar | la malla y se gum-du.n los tes
tndoa en un a.rc.hlvn que i és se pueden

En las iguientes pigi porci un listado del programn que ccntrola tanto -
los datos de entrada como las subruhnas requendns en' los r.alculos. : :




PROGRAM MALLA
c IMPLICIT COMPLEX (C,W,2)
COMPLEX ZGRID, CGRID, WGRID
DIMENSION QWORK(140),2GRID(0:20,0:20),CGRID{0:20, 0 20) '
+WGRID{0:20,0:20) i
INTEGER NVERTS, IER, NQPTS, MNEQN, MNJXS, MQUPH, MNCOF, MNSUA, CHNI,
+MNSUC, MQUCA, CHNL, IBREAK (4) , NQ, RLIN, VLIN, KN, I1, JJ, 11, !2, L
COMPLEX PARFUN, C2, 2ERQ, WSC, 25C, PH, CA,VIG
' CHARACTER OFL*10, JBNM*4
LOGICAL INTER

PROGRAMA PARA CALCULAR UNA MALLA RECTANGULAR EN UNA REGION DE .
JORDAN USANDO confpk PARA DETERMINAR LA TRANSFORMACION DE LA !
REGION AL CIRCULO UNITARIO Y acpack PARA LA TRANSFORMACION DEL
RECTANGULO AL CIRCULO.

annanao

PARRMETER (CHNL~20, CHN1=21, NOPTS=8,NQ=3,
+MNCOF=800, MNSUA=150, MNSUC=200, MNEQN~500, MNJXS-SO,
+MQUCA=3000, MQUPE=3000)

INTEGER
+IGEOM (MNSUA+H4),
+ISNPH (3*MNSUA+6)
+IQUPH (2*MNSUA+4},
+ISNCA (4 *MNSUC+6), R
+IQUCA (2*MNSUC+H4)

REAL
+RGEOM (3*MNSUA+2) ,
+RSNPH (2‘MNEQN+MNSUI\+3'MNJXS+6 'MNJXS 'NQPTS) ’
+RQUPH (3*MQUPB+1),
+RSNCA (2 *MNSUC+4 'MNJXSi-S‘MNJ’XS 'NQPTS+2)
+BETAM(4) , 8 :

COMPLEX VERTS(4), VIMAGS(4),VRECT(4), CﬁNTR PARFUN, HC, .
+2QUPH (MQUPE+1) , WW, 22, WN, ZN,
+ZSNCA (2*MNCOF+1),
+ZQUCA (2*MQUCA+1)

EXTERNAL DMPRYC, DMCANP, INPTGHM, INPTPH, INPTEQ, INPTCh,
+INPTCQ, PARFUN, WSC, QINIT

T
c OPEN (CHN1, FILE~' resultados.dat’)
DATA 2ERO /(0.,0.)/
CALL INPTGM (IGEOM, RGEOM, CENTR, INTER, CHNL)
CALL INPTPH(ISNPH, RSNPH, CHANL)
CALL INPTPQ(IQUPH, RQUPH, ZQUPH, CHNL)
CALL INPTCA(ISNCA, RSNCA, 26NCA, CHNL)
CALL INPTCQ(IQUCH, ZQUCA, CHNL)
oL R R T T T T
OPEN {CENL, FILE~ jbnm* )
READ (CHNL, * {(A4)’) JIBNM
CLOSE (CENL)
L=INDEX (JBNM,’ ‘)~1
IF{L.EQ.-1) L=4
OFL=JBNM(1:1}// lc.dat’
OPEN (CHN1, FILE=OFL)

c
€ SELECCION DE LOS VERTICES:
Cc

WRITE (%, *} ‘CUALES VERTICES USARAS PARA Gmm LA MALLA -2
READ(*, *) (IBREAK(I),I=1,4)

c

C CAILCULO DB LOS VERTICES:

c .
DO 10-I-1,4



noa o

(s N Xe]

a0

anoa

nonnnona

VERTS (I)=PARFUN (IBREAK (1), (~1E+0, OE+0))
‘write(*,*) vertice ‘. verts (1)
10 CONTINUE T )

CALCULD DE: LAS I.MAGENES DE LOS VERTICES.

| NVERTS
|CALL DMPHYC (NVERTS, VERTS, vmncs, INTER, CENTR, msou,nszon,
+ISNPH, RSNPH, IQUEH, RQUPH, ZQUPH, W :
: DO 20 Kw1,4: 7 i
B mm(t t)
207 . CONTINUE :

A PARTIR DE ESTA SECCION SE.US. k CALCULAR
TRANSFORMACION: DEL. CIRCULO UNIT}\RIO M'RECTANGULO
(0, 1), (0,0), (h 0) -y (h 1)

C2m=( 1. »0.)
DO 30 J=1,4
. . BETAM(J)=~0.5
30 CONTINUE
CALL QI‘NIT (NVERTS, BETAM, NQ: QWORK
DO 40 XK=1,4
VIG=VIMAGS (KK)
VRECT (KK) =WSC (VIG, KK, ZERO, ZERO, 0 NVERTS C2,
+VIMAGS, BETAM, NQ, QWORK)
40  CONTINUE

CALCULO DE LOS VERTICES DEL RECTI\NGULO e

C2=(0,,1.)/ (VRECT(I)-VRECT(Z)J

WC=-C2*VRECT (2}

DO 50 KI=1,4 ; L
VRECT(KI) = C2‘VRECT(KI)+WC, S

write(+, ‘)'Vertices del zectangulo-’ VR.E:CT(KI)

50 . CONTINUE : R

H=ABS (VRECT(3)~VRECT (2) }

LECTURA DE NUHERO DE LINEAS HORIZONT}\XES Y V'BR'I.‘ICALES.

WRITE (%, *) " DAME NUHERO DE LINBA HORIZONTALES Y VERTICALES'
READ(*, *) HLIN,VLIN 5

GENE’R}\CION DE 1A MALLA EN EL- RBCTANGULO Y CALCULO DE LOS PU‘NTOS
CORRESPONDIENTES EN EL CIRCULO UNITARIO. .

: DO 70 J-O VLIN+1
- Il=0
I2wHLIN+1
IF{J.EQ.0.OR,J.EQ.VLIN+1) Il=l
»IF(J.EQ.0.OR.J.EQ.VLIN+1) IZ-HLIN 8 i
DO 60 I=Il, I2. - -
WW=CMPLX { (I'H) /FLOAT (VLIN+1) FLOM‘ (J) /FLOAT (HLIN+1) )
write(*,*) ww,1i,j
2GRID (X, J) =WHW
CALL NEARW (WW, ZN, WN, KN, NVERTS,VIHAGS, WC.VRBCTI BETAM)
write(*, *}vRECT (kn), VIMAGS(kn),kn e
IER=0
IGUESS = 1 Lot
IF(I.EQ.I1) IGUESS = 0

22=2SC (WW, IGUESS, 22, ZN, WN, KN, IER, NVERTS, CZ,
+ VIMAGS, WC, VRECT BETAM, NQ, QHORX)
CGRID(I,J)} = 22 -
60 CONTINUE

70 CONTINUE



C ASIGNACION DE YOS VALORES EN LOS VERTICES:
c

ZGRID (O, 0) ~ZERD

ZGRID (HLIN+1, 0)=CMPLX (8, 0.)
ZGRID (0, VLIN+1)=CMPLX (0.,1.)
ZGRID (HLIN+), VLIN+1) =CMPLX(H,1.)
CGRID (0, 0)=VIMAGS (2)

CGRID (HLIN+1, 0)=VIMAGS (3)

CGRID (0, VLIN+1)~VIMAGS (1)

CGRID (HLIN+1, VLIN+1)=VIMAGS (4)

CALCULO DE LOS PUNTOS CORRESPONDIENTES EN LA REGION FISICA:

oaoon

DO 90 'JJ=0,VLIN+1
IA=0 .
YB=HLIN+1
IF(JJ.EQ.0.0R.JJ.EQ.VLIN+1) IA=1
.IF(JJ.EQ.0.0R.JJ.EQ.VLIN+1) IB~HLIN
DO 80 II=IA,IB
CA=CGRID (I, JJ)
CALL DMCANP (1, PR, CA, INTER, CENTR, IGEOM, RGEOHM, ISNCA,
+RSNCA, 2SNCA, IQUCA, ZQUCA, .TRUE., IER)
. WGRID (1I,JJ) = PH
c write (%, *)ph, i1, 33
80 CONTINUE
90 CONTINUE

VALORES CONOCIDOS:

oo

WGRID (0, 0) =VERTS (2)

WGRID (HLIN+1, 0)=VERTS (3) L .
WGRID (HLIN+1,VLIN+1)=VERTS ({) g
WGRID (0, VLIN+1)=VERTS (1) .

ESCRITURA DE LOS DATOS:

aon

WRITE (21, (2(2X,12),F8.4)’) HLIN,VLIN,H
WRITE(21,*)’# LINEAS EORIZONTALES' :
DO 92 JJ=1,HLIN
DC 94 II=0,VLIN+1
c write(*,*) zgrid(ii, ij), ugrid(:.i,jj)
WRITE(21,’ (4{2x,F8.4))") ZGRID(II,JJ),WGRID(II,JJ)
94 CONTINUE
WRITE(21,*)" %
92 CONTINUE
WRITE (21, *}’ #LINEAS VERTICALES'
DO 110 KK=1,VLIN
DO 100 MM=0, BLIN+1
c write(*,*) zgrid(kk,m),wgrid(kk rem)
WRITE (21,* (4(2x,FB8.4))’) ZGRID(KK,M),WGRID(KK M) -
100 CONTINUE
WRITE (21, *)’ ¢
110 CONTINUE
CLOSE(21)
STOP
END



#!/pin/sh
#8 (#)mapeo.sh
MAKE=make
HlIHHMMHHlHHNMlIMHlMIHHIiINMHMHHNHH""HMH
LECTURA DE DATOS:
IHlHHNHMMHNHNHMC"HH!NMHNH""HMMMH"NHHH
trap "rm *.trace; exit" 1
echo 'Q'QQ"'.t.tt't"t.'ttQQ't'Q'Qtt.'..ﬁﬁ.'.tw""t."..'..'Q.Q.'.H
echo =n "YA TIENES EL ARCHIVO DE LB FRDNTERA [e/n] AN
read ya_no
if [ "$ya_no" = s -0 "Sya ! no" - s )
then :
echo ~n "Como se llama (ain extenaion) 2in
read nom_archivo A
else
echo n........................n...nn..n
echo " GENERACION DEL CODIGO FORTRAN Fm LA RONTBRA ellm
echo "

n'tttt n-t'-n»'ntnon'nnn

pargen

echo "CHECA TUS DATOS"
echo ™" : ;
echo -n "Nombre del archivo £ronter :

cat pgenin
echo "" S
echo -n "RIGHT ? (yin] " '@ .°
read yes_no

echo extex{xion) 2"

dEwRRRRE SRR RO RT

4

curva-Snom archivo £

export curva .
SMAKE £rontera

$nom_archivo.f tiene un error?.

echg "w*+ B L Y * * trereraneen

echo " CHECANDO LA FRONTERA ... ™.-°



echo "

checador

L]
14
4

-

L L

-

-

| SMAKE jacobbiz’
£ { g 0 1

-

-

‘comn;hcm, DE . JACOBBI2.F

CDHPILACION Y GENERACION DEL ARCHIVO ! jobin’

SMM(E gen jobin ey ez "

if°( 82 l- : EI U .

then 3 !
echo "ERROR DE COMPILACION EN gen jobin £ ...
exit .

. £i -

comILAcmN‘DE JACOBBIL.F-
SHMG jaccbhil P
L€ 87 1= 0]
then g ¢
echo "ERROR DE com:mcmn PARA jacobbn £ .00
T exit
fi :

COMPILACION DE QUADI F

$MAKE quadl

$MBAKE condicion™
if [-§271=:0}
4+ then”
- echo "ERROR DE COMPILACION PARA condicion £..."
w exlt : ‘.
£1.



4 COMPILACION DE malla.f
# B

SMAKE malla
if [ $2. 1= 0} :
then
echo. "ERROR DE COMPILACION EN malla E3d
exit
. £i
1 . .
echo "t‘tt.t‘t"t't.ﬁ't.'.}t.t.itt...'."..'.'Q..'t't"..".'..t".h
echo " ETAPA DE GENERACION DEL MALLADO ..." i .
echo * ‘ - H "
gen_jobin < e :
jacobbil
quadl
condicion
jacobbi2
quad2
geneza()( S
echo n...'............-.-....-.-.--...-a-n--.......o--....... aren
echo -n 'QUIERES UNA MALLA circulur (o] rectangular [c/r] RN
read circ rec : »
echo "

if [ "$circ_rec” = c ]
then ;

curnivel S
eCho Mérviterstatreraing

echo’ "lc.dat"
echo "

echo -n "aun:m:s qusm om mx.m l’s/n] o a2
read otra -:

genera B
if [ “$otra" = s 1
then:
genera
£ion e
exit
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