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Las redes quasiperiédicas han mostrado una gran utilidad para comprender la
estructura de los materiales quasicristalinos descubiertos en 1985. Dichos mate-
riales son sélidos que presentan orden de largo alcance con simetrfas prohibidas
por la cristalograffa tradicional.

A una década del descubrimiento de los quasicristales, ha quedado claro que
estos representan una nueva forma de agregacién de la materia. Por esta razén,
resulta importante estudiar sus propiedades fisicas. En particular, el estudio de las
excitaciones elementales permite entender la forma en la cual el sistema interactua
con el exterior. De este modo, las excitaciones elementales determinan muchas de
las propiedades fisicas de un sistema (tales como propiedades eléctricas,épticas,
térmicas, etc.).

En las presente tesis se aborda el estudio de las excitaciones elementales en
redes quasiperiédicas, aunque muchas de las ideas presentadas son aplicables a
redes no-periédicas.

Para realizar este estudio se utilizaron redes quasiperiédicas en una y dos
dimensiones; el hamiitoniano utilizado fue uno de enlace fuerte en la banda s para
aislar ficilmente los efectos de la quasiperiodicidad.

La tesis se divide en cinco capftulos y dos apéndices. En los capftulos uno y
dos se dé una introduccién general sobre quasicristales y redes quasiperiédicas.

En el capitulo tres se estudian el espectro electrénico y las propiedades de
localizacién en cadenas unidimensionales quasiperiédicas perfectas. También se
estudia el caso en que se introducen defectos en dichas cadenas.

El capitulo cuatro contiene un estudio detallado del espectro electrénico y
propiedades de localizacién en una red quasiperiédica bidimensional.

Finalmente, en el capitulo cinco se presentan las conclusiones del trabajo re-
alizado.
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Capitulo 1

Introducciéon

1.1 Los quasicristales: un nuevo tipo de orden
de la materia.

Es conocido que el arreglo geométrico de los dtomos que forman un $olido
juega un papel determinante en sus propiedades fisicas. Por ejemplo, el grafito y el
diamante (formados ambos por 4tomos de carbono) tienen propiedades radicalmente
diferentes debido a que sus dtomos se ordenan de distinta manera. De este modo,
resulta natural clasificar a los sélidos de acuerdo a su estructura geométrica interna.
Atendiendo a esta clasificacién se ha considerado tradicionalmente que existen dos
casos extremos de sélidos: cristalinos y amqrfos. En los primeros el orden es mayor;
su estructura estd formada por una repeticién periédica de una unidad atémica bésica
llamadae celda unitaria. En cambio, los amorfos son materiales sin orden geométrico de
largo alcance. Entre estos extremos se encuentran por ejemplo las aleaciones cristali-
nas desordenadas que, reteniendo un arreglo periédico de las posiciones presentan
desorden en el tipo de dtomos que ocupan cada sitio.

El orden periddico de los cristales restringe el mimero de estructuras posi-

bles a sélo catorce redes bésicas llamadas de Bravais {1). Dicho orden transla-



cional periédico sélo es compatible con ciertas simetrfas rotacionales. Puede de-
ﬁmtrm [2] que las rotaciones posibles son aquellas cuyos dngulos de giro son
2r/2, 27r73, 27/4,2n/6. En 2D esto se traduce en la imposibilidad de cubrir sin dejar
huecos un piso con baldosas, pentagonales, heptagonales, etc..

Al difractar rayos X, electrones o neutrones, con una muestra cristalina se
obtiene un patrén de puntos discretos, a diferencia de un amorfo para el cnal el patrén
consiste de anillos difusos. El patrén de puntos discretos es una consecuencia del orden
translacional de largo alcance que genera planos atdmicos igualmente espaciados los
cunales actiian como una rejilla de difraccién, de acuerdo a la conocida ley de Bragg
[2]. Aunque tedricamente la diferencia entre el patrén de difraccién de un cristal y un
amorfo es muy clara, lo cierto es que experimentalmente se requieren diversas pruebas
para concluir si una muestra es cristalina o amorfa, ya que existe la posiblidad de
que el material sea un policristal, es decir, que esté formado por la unién de varios
microcristales con orientaciones al azar.

Los patrones de difraccién tienen una simetria rotacional heredada de la
estructura del cristal prohibiéndose simetrias como la cinco, siete, ocho, nueve, diez,
ete.. Sin embargo, en 1984 D. Shechtman [3] descubrié que al enfriar de manera
ultrarrdpida ( un millén de grados Kelvin por segundo) la aleacién Al;Mn se obtenia
un material cuyo patrén de difraccién electrénico consistia de puntos bien definidos
pero con simetria decagonal (el dngulo de giro es 2m/10) . Atin mas, el patrén de
difraccién mostraba las mismas simetrias de un icosaedro (grupo puntual m35). A
esta fase se le llamé icosaedral o fase I [3] . Desde 1984 han sido encontradas otras
aleaciones que presentan esta propiedad, como los sistemas Al-Cu-R (R=Li,Mn, Fe,
Ru, Cr, Os, V) [4],[5],[6], Al-Mn-R (R=Si, Zn,Ge, Fe, Zr) [7),[8],[9]. También se han
descubierto otras fases con simetrias exdticas, la decagonal (Aly Fe [10]) , dodecagonal
(Ni—(70.6 at. % Cr.)) [11] y octagonal (sistemas Mn-Al-Si, Mn-Fe-Si,Cr-Ni-Si,V-Ni-
Si y Mo-Ni-Si [12]. Al principio se pensé en utilizar la cristalografia tradicional para

entender estos resultados [13]. Los modelos que utlizaron esta ijdea consideraban a
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( Figura 1.1: Mosaico de Penrose.)

la aleacién de Shechtman como policristales con celdas muy grandes. Sin embargo,
mediante miiltiples experimentos se ha reconocido que la aleacién es una nueva forma
de ﬁrdenanﬁexxto de los sélidos [3] (en la referencia [14] se presenta una revisién mas
completa del tema). A esta nueva clase de materiales se les ha dado el nombre de
quasicristales. Aunque el descubrimiento de los quasicristales causé gran conmocién,
sh existencia habia sido sugerida en 1982 por A.L. Mackay [15]). El punto de partida
de A.L. Mackay fué el descubrimiento de R. Penrose sobre como tapizar un plano
sin dejar huecos utilizando dos rombos de tamaiios distintos: uno }lamado gordo y el
otro flaco [18]. Los rombos gordos y flacos forman el mosaico de Penrose si se unen
siguiendo reglas de acoplamiento bien definidas. El mosaico que resulta aunque no es
periddico, a simple vista tiene una cierta clase de orden que resulta dificil de definir
(Fig. 1.1).

Mackay obtuvo el patrén de difraccién del mosaico de Penrose utilizando

un difractéinetro éptico. El patrén resulté estar formado de puntos discretos aunque



con simetrfa diez, tal como sucede en los quasicristales reales. Si se observa con
detenimiento el mosaico resultan evidentes hileras de planos en cinco direcciones, las
cuales son las responsables de las propiedades de difraccién. El orden translacional
subyacente en el mosaico de Penrose (MP) puede analizarse a partir de la observacién
hecha por Mackay de que los puntos en el patrén de difraccién sobre una direccién
dada se obtienen utilizando dos vectores cuyas magnitudes son un numero irracional
[16] ( en el Penrose resulta ser la seccién dorada 7 = (1 4 v/5)/2). De aquf se sigue

que en la direccién escogida, la estructura se puede describir como:
f(:t) = Z f(m, n')ezxi(@+nrz)
mmn o N .

Esta funcién es un caso particul_axf dé li? que seicv:'onoce en matemdticas como funciohes
quasiperiddicas [9), las cuales son f uiciéﬁés que se pueden éxpresar como una serie
de Fourier donde el mimero de veétores‘ reciprocos, la dirﬁensionnlidad dgl espacio
reciproco, es mayor que la dimensién del espaéid real. Asi el espacio reciproco de un
mosaico bidimensional es de cinco dimensiones porque éste es el niimero de vectores
requeridos para describir el patrén de difraccién. Como se verd posteriormente, las
estructuras quasiperiédicas se pueden obtener proyectando redes periédicas situadas
en un espacio dé mayor dimensién ( Por esta razén, el mosaico de Penrose parece
formado por cubos vistos en diferentes perspectivas). Estas ideas se pueden genera-
lizar para obtener diversos patrones con simetrfas cristalograficas prohibidas [9],{14).
Los mosaicos de Penrose han servido para despojar a los quasicristales de su caricter
paradéjico y han permitido comprender que existe otra clase de orden intermedio en-
tre los cristales y los amorfos. Ademss, se han utilizado estos mosaicos para proponer
la estructura atémica de los quasicristales reales, aunque todavia existen varios pro-
blemas por sortear [14),[17]. Uno de los principales es que para crecer una estructura
quasiperiédica se requiere tener un conocimiento global del mosaico en cada momento
de la construccién para eviter huecos, esto es, es necesario examinar todo el mosaico

para asegurarse de no comecter errores al agregar mievas piezas.
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En los materiales reales este mecanismo pareceria no ser posible porque las
velocidades de enfriamiento de las aleaciones son muy rdpidas, aunque R. Penrose
ha propuesto que tal vez estemos ante un ejemplo de lo que podria ser un modo
nuevo de crecimiento atémico no-local basado en una superposicién cudntica de es-
tados [18]. Asi, el quasicristal se formaria por una superposicién lineal de diferentes
configuraciones atémicas. Estas configuraciones coexistirian hasta que una de ellas,
la que minimice la energia, creciera lo suficiente de modo que se convirtiera en la
configuracién final observada. Segiin Penrose, para atacar este problema se requiere
de una nueva teorfa cudntica(18).

En la actualidad existen otros modelos basados en los mosaicos de Penrose.
Uno de ellos es el llamado de quasicristal aleatorio {19],[20]. Sus elementos basicos
son similares a los del Penrose excepto que las celdas pueden unirse aleatoriamente
rompiendo las estrictas reglas de los mosaicos quasiperiddicos. El patrén de difraccién
de un quasicristal aleatorio es similar al de un quasicristal perfecto. La ventaja
principal de dicho modelo radica en que al no tener reglas tan estrictas para su
crecimiento resuelve el problema del crecimiento no-local [19] y al parecer resulta
favorable porque maximiza la entropfa del quasicristal [21).

Otro modelo, llamado decaedral recursivo [22], desarrollado en el Instituto
de Fisica de la UNAM, permite englobar los modelos de quasicristal aleatorio y qua-
sicristal perfecto. El método consiste en crecer un agregado bdsico signiendo la regla
de completar decaedros irregulares en cada capa de crecimiento. El proceso de frus-
tracién se reduce introduciendo dtomos mas pequeiios, tal como se observa experi-
mentalmente. Después se relaja la estructura utilizando un potencial de interaccién
atémico tal como el de Lennard-Jones [23]. Los agregados resultantes se interpene-
tran de manera que las coincidencias entre agregados sea méxima, lo que hace minima
la energia mecdinica en la frontera. Las semillas de los agregados basicos son aque-
llas que se observan experimentahnente en la condensacién de gases raros y tienen la

propiedad de ser muy estables. A estas semillas se les conoce como mimeros mdgicos;



cada mimero mégico genera una fase quasicristalina diferente.

El determinar donde estdn los 4tomos en un quasicristal ha resultado ser
" una tarea diffcil [9) dado que la estructura es la proyeccién de una red en una di-
mensién mayor por lo cual existen ambiguedades en la informacién disponible. Por
ejemplo, los puntos del patrén de difraccién de una estructura quasiperiédica llenan
densamente todo el espacio reciproco porque el niimero de vectores inconmensurables
es mayor que la dimensién del patrén y dado que en la préctica sélo podemos manejar
un mimero finito de vectores recfprocos, la informacién que podemos obtener es in-
completa. El ignorar puntos del patrén de difraccién de un quasicristal puede alterar
considerablemente 1a estructura reconstruida mediante las técnicas de Patterson [9].
Ademaés subsiste el problema de reconstruir las fases del patrén de difraccién debido a
que sélo se conocen las amplitudes y no las fases. La solucién completa de este prob-
lema, conocido como problema inverso, es aiin desconocida. Tampoco se ha logrado
un consenso acerca de cual modelo resulta mas apropiado para describir los quasi-
cristales; sin embargo por primera vez se cree que la estructura de la fase decagonal
del sistema Al-Cu-Co corresponde a un MP con bastante precision [24],(25]. La es-
tructura propuesta para el AI-Cu-Co es un mosaico quasiperiédico aleatorio donde se
coloca un agregado atémico en cada vértice del mosaico. Esto ha sido posible porque
la fase decagonal presenta quasiperiodicidad en dos direcciones siendo periédica en
la dimensién restante, pudiéndose estudiar el sistema como el apilamiento de mo-
saicos, a diferencia de la fase [ en la cual la quasiperiodicidad se presenta en las tres
dimensiones.
riddicas unidi fona

También se han podido construir superredes ¢

/4

les, formando una cadena de Fibonacci (su construccién serd explicada en el capitulo
11), con los compuestos: GaAs y AlAs [26}, AINiSi, AlICuMn y AlCuCo [27]. Aunque
se han desarrollado diversas técnicas para determinar la estructura de los quasi-
cristales (ensayo y error , Patterson, variacién de contraste en difraccién de neutrones,

reconstruccién de fases por el método de mdxima entropfa y recuperacion de fases



por la relacién con una fase cristalina cercana {28]), lo cierto es que el problema sigue

abierto.

1.2 Propiedades electrdnicas y excitaciones ele-
mentales.

Si los quasicristales representaﬁ un nuevo tipo de orden de la materia, en-
tonces resulta importante investigar sus propiedades fisicas, tales como propiedades
electrénicas, épticas, mecdnicas, vibracionales, etc. . El estudio de dichas propiedades
eventualmente determinard las posibles aplicaciones tecnoldgicas de estos nuevos ma-
teriales. Ademds, dado que los quasicristales no son sistemas periédicos pero tampoco
desordenados, podrian esperarse nuevos efectos en las propiedades fisicas.

El problema se ha atacado desde dos frentes, el experimental y el teérico.
En el experimental se ha llevado a cabo la tarea de caracterizar las propiedades
fisicas como son elasticidad, conductividad, magnetoresistencia, efecto Hall, capaci-
dad calorifica y termopotencia. En el frente tedrico se ha estudiado el efecto de
1a quasiperiodicidad usando hamiltonianos simples, asi como cdlculos de estructura
electrénica para algunas aleaciones. A continuacién se presenta un resumen de lo
hecho hasta el momento sobre propiedades fisicas de quasicristales.

Los primeros estudios de las propiedades de transporte electrénico [29] rev-
elaron un comportamiento similar al de aleaciones desordenadas con resitividades de
100 a 500 ufem aungue los quasicristales utilizados para los estudios (tales como
AlMn, AlCuFe) eran inestables termodindmicamente y con defectos. Estudios poste-
riores de quasicristales estables termodindmicamente y sin gran cantidad de defectos
{30],{31},[32], como las aleaciones AlCuCo y AlCnRu, muestran un comportamiento
semi-metdlico con una alta resistividad (de 1000 a 4000 pQcm).

La conductividad presenta un comportamiento anémalo; esta aumenta cnando

se presentan defectos estructurales o cnando se sube la temperatura arriba de los
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1000K [30},(32]. Usando la férmula de Einstein: & = €?NgyD (donde e es Ia carga del
electrén, Ni, esla densidad de estados (DOS) al nivel de Fermi y D es la difusividad)
se concluye que la difusividad aumenta cuando aumentan la frecuencia de los procesos
de dispersién debido a defectos estructurales, a diferencia de los metales en los cuales
sucede lo contrario.

También se ha medido una fuerte dependencia del coeficiente de Hall re-
specto de la temperatura y termopotencias con signo opuesto al normal [33]. Se ha
especulado que estas propiedades anémalas de transporte se deben a la naturaleza
peculiar del espectro electrénico, el cual como se verd posterioemente contiene una
infinidad de brechas energéticas de manera andloga a un polvo de Cantor, y ala forma
autosimilar de los eigenestados en las redes quasiperiédicas {34). Una caracteristica
general de los quasicristales es que la densidad de estados (DOS) es similar al caso
de electrones libres pero con la aparicién de un pseudo-brecha de energfa al nivel
de Fermi [33],[45]. Las simulaciones numéricas también indican la existencia de esta
pseudo-brecha [35]. Al parecer estos resultados experimentales pueden explicarse en
términos de la llamada internccién superficie de Fermi-zona de Jones (SF-ZJ) [33).

La zona de Jones se constriye de manera aniloga a la zona de De Brioullin, es
decir, a partir de planos perpendiculares que bisectan los vectores reciprocos, pero con
la diferencia de que sélo se toman en cuenta aquellos vectores para los cuales el factor
de estructura es diferente de cero [36] (en los quasicristales no existe una zona de Jones
en el sentido estricto, sino que se define utilizando los vectores reciprocos asociados
a los puntos de difraccién con mayor intensidad; algunos autores prefieren llamarla
pseudo-zona de Jones). Mediante consideraciones energéticas puede demostrarse que
la fase icosaedral se estabiliza cuando la superficie de Fermi intersecta la zona de
Jones [37]. Si G es el vector asociado a los puntos de difraccién con mayor intensidad
y kr es el vector de onda de Fermi, estimado utilizando la densidad electrénica, la
condici6n se reduce a: {|G|| = 2kr. Este criterio de estabilidad de fase se conoce como

- Inregla de Hume-Rothery [33). Dicha regla ha sido aplicada para alenciones metdlicas



y relaciona ¢l intesvalo de composicién atémica con 1a concentraciin de electrones y
los datos de difraccién de rayos X [38]. Los datos que se disponen hasta e momento
(33

Este esquema explica la aparicién de la pseudo-brecha de energfa al nivel de
Fermi por la fuerte difraccién de los electrones libres por planas de Bragg cercanos a la
superficie de Fermi. Puede pensarse que esta psewdo-brecha se debe a 1a transferencia
de estados electrénicos que estaban previamente cerca del nivel de Fermi y de la banda
de conduccién hacia energias menores situadas dentro de 1a banda de valencia.

Los estudios tedricos de propiedades electrénicas se han dividido en dos
clases: cdlculos realistas basados en funcionales de la densidad en cristales aproz-

J

imantes [33] (cristales con celdas-unidad cada vez mas grandes, que se van aproxi-
mando a un quasicristal, del mismo modo en que un niimero irracional se aproxima
mediante una sucesién de n\imeros racionales) y estudios de hamiltonianos del tipo
* de enlace fuerte en redes quasiperiddicas simples ( para una revisién completa del
tema consultar la ref. (33]). )

Esta iiltima clase de estudios es fundamental porque el efecto de la quasiperi-
odicidad en el espectro de energias y la localizacién de estados aiin no se ha com-
prendido. Para las estructuras periddicas existe el teorema de Bloch que predice
bandas de estados extendidos mientras que los amorfos pueden presentar estados lo-
calizados. Dado que el orden existente en un quasicristal no es periédico, el teorema
de Bloch no es aplicable. Tampoco pueden utilizarse muchos de los métodos de-
sarrollados para materiales amorfos por existir orden de largo alcance dentro de los
quasicristales. Estas cuestiones son fundamentales porque el cilculo de magnitudes
termodin&micas para un cuerpo macroscépico, formado por particulas interactivas,
exige el conocimiento de su espectro de energias [39].

En general, en nn sistema de particulas interactivas es de particular im-
portancia el estudio de los estados colectivos del sistema dado que en muchos casos
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dichos estados determinan las propiedades fisicas de este . A temperaturas bajas, sélo
es necesario conocer el estado base y tener en cuenta los primeros estados excitados
, es decir, los préximos al estado base. En la mecdnica cuéntica, cualquier estado
débilmente excitado de un sélido puede verse como un conjunto de ezcitaciones ele-
mentales separadas [39]. Estas se comportan como quasiparticulas que se mueven
dentro del sélido con una energia E e impulso p definido. Una caracteristica impor-
tante del espectro energético del sélido es la funcién E(p) conocida como relacidn de
dispersidn.

En el estado sélido hay varios ejemplos de excitaciones elementales: fonones
(asociados a vibraciones de una red atémica), magnones (excitaciones colectivas del
espin atémico en una red), plasmones (asociados a oscilaciones de cargas en el interior
de lm. metal), excitones, electrones en sélidos, etc. El estudio de las excitaciones
elementales en quasicristales es arin un problema lejos de entenderse; mas atin, en los
llamados quasicristales aleatorios no existe ningiin trabajo relacionado con este tema.

Por este motivo, la presente tesis aborda el problema de las excitaciones
elementales en redes quasiperiédicas simples en una y dos dimensiones usando hamil-
tonianos de enlace fuerte para un electrén en la banda s. Esta eleccién del hamilto-
niano se debe a que su sencillez nos permite aislar los efectos de la quasiperiodicidad
y avanzar en el tratamiento analitico del problema. Ademss, este hamiltoniano puede
dar informacién sobre el comportamiento de los fonones en la red [43).

En la presente tesis se estudiardn con detalle la naturaleza de los espec-
tros eléctronicos de redes quasiperiédicas en una y dos dimensiones. Se vers que el
espectro de una red quasiperiédica unidimensional es fractal. En el caso de la red
unidimensional se estudiardn las diferencias entre un quasicristal aleatorio y uno per-
fecto. Los resultados indican que al usar el modelo de quasicristal aleatorio sc pierde
la antosimilaridad del espectro, porque éste se suaviza, es decir, aparecen cstados que
rellenan la infinidad de brechas energéticas. Aunnque el estudio de sistemas unidi-

mensionales pueda parecer poco realista, existen experimentos hechos en superredes



12 .

unidimensionales de Fibonacci que proporcionan un baunco de prueba para los re-
sultados obtenidos {26]. Entender el caso de una red quasiperiédica bidimensional
también es importante porque la lamada fase decagonal, para la cual se cuenta con
el modelo estructural mas realista, resulta estar formada por el apilamiento en una
direccién de redes quasiperiédicas bidimensionales. En el capitulo IV se mostraré
que al considerar un quasicristal en dos dimensiones aparece un fenémeno, llamado
frustracién, que no estd presente en las redes unidimensionales. La frustracién de la
red destruye la fractalidad global del espectro. Por esto la naturaleza del espectro
de un quasicristal unidimensional y uno bidimensional es diferente. También se es-
tudiard la aparicién de un nuevo tipo de eigenestados lamados criticos o fractales.
Recientemente se han encontrado evidencias experimentales a favor de las propuestas
tedricas de un espectro fractal aunque el espectro aparece s\lavi.zado [45). Esto puede
deberse a la falta de resolucién experimental o, de acuerdo a lo que sugieren algunos
resultados de la presente tesis, a 1a posible estructura del mosaico aleatorio de la red.

Finalmente se resumirdn brevemente las aportaciones mas importantes del
presente estudio al entendimiento del comportamiento de las excitaciones elementales

al orden quasiperiédico.
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Capitulo 2

Mosaicos quasiperiédicos.

2.1 Meétodos de construccién y propiedades

Para poder realizar un estudio numérico de los efectos de la quasiperiodi-
cidad en las propiedades electrénicas, lo primero que se necesita es poder construir
redes quasiperiddicas. El objetivo de este capitulo es justamente mostrar un método
novedoso con el que se contruyen las redes que se usardn posteriormente para es-
tudiar las propiedades electrénicas. También sc incluye una breve revisién de otros
métodos existentes para generar mosaicos quasiperiédicos, ya que es necesario fami-
liarizarse con ellos para poder realizar un estudio sistematico de los quasicristales.
Resulta de especial importancia el método de corte y proyeccidn, por su utilidad en
la caracterizacién de los patrones de difraccién de quasicristales.

Como se dijo en el capitulo anterior, la red quasiperiédica mas representativa
es la Nlamada cadena de Fibonacci. Esta cadena es una estructura quasiperiédica
unidimensional (1D). Consiste en una secuencia irrepetible a cualquier escala de dos
intervalos de longitudes diferentes, cuya proporcién entre ambos debe ser la seccién
dorada 7 (ver la Fig. 2.1). La secuencia de los intervalos es obtenida mediante un
procedimiento recursivo; de manera que la secuencia resulta quasiperiddica, es decir,

que su transformada de Fourier ¢s discreta.
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Si denotamos por S a longitud del intervalo mas corto y L 1a del mas largo,

la secuencia se obtiene mediante la siguiente regla de sustitucién:

S=L
L=LS.

Si empezamos la secuencia con un intervalo dado, por ejemplo con la L, e .
iteramos las secuencias mediante la regla de sustitucién se obtiene:
1L
2) LS
3) LSL
4) LSLLS
5) LSLLSLSL

Si se continua iterando hasta el infinito, la razén entre el mimero de intervalos
L y S se aproximara a la razén dorada, 7. El efecto de esta regla de sustitucién en
una secuencia dada de dos elementos fué estudiada por primera vez por Leonardo de
Pisano (cuyo apodo era Fibonacci) durante el Renacimiento italiano.

Al contar el mimero de intervalos totales en cada generacién se tiene la
siguiente sucesion: 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ..., la cual se obtiene mediante la regla:
Iy = Tp—y + T2, donde z; es el mimero de intervalos en la i-ésima generacién.
Estos son los mimeros de Fibonacci. La sucesién de racionales definida por la razén
de dos mimeros de Fibonacci consecutivos se aproxima a T para generaciones grandes:

lim
n—oo zn—l

=T,

Otra manera equivalente de generar la cadena, inspirada en la regla para
obtener los mimeros de Fibonacci, consiste en unir la generacién i — 1 conla i — 2

para obtener la cadena de generacién i, segiin se muestra a continuacién:
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1)S

2)L

3) =2) + 1) =LS

4) = 3) + 2) =LSL
5) = 4) + 3) =LSLLS

Este método serd el lltiliz;xdo para generar las redé én que se atudiaréx; las
" propiedades electrénicas. Su ventaja radica en poder renormalizar‘ en cada paso las
interacciones entre sitios [40].

Estas reglas pueden ser convertidas en una transformacién de autosimilar-
idad llamada de inflacidn (cuya inversa es la regla de deflacidn). Esta regla originé
entre los griegos el conocimiento de la razén dorada, después usada hasta el abuso en
el arte renacentista como el prototipo que origina la belleza. Dado que la razén del

intervalo L respecto del que se sustituye, L+S, es igual a la razén entre Sy L, i.e.,
L

L+S

-1

se observa que la regla de sustitucién es equivalente a una transformacién de autosim-

s
z

ilaridad. La ecuacién de autosimilaridad anterior es la ecuacién algebraica (i.e., una

ecuacién polinomial con coeficientes enteros) qué justamente define a 7 (de ahi el

nombre de seccién dorada, ya que es Ia razén en la cual debe partirse un intervalo de

manera que la proporcién entre las longitudes de las dos partes resultantes sea igual
" a la proporcién entre todo el intervalo y uno de los pedazos).

Esta transformacién puede escribirse en forma matricial:

oLl
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ﬁenm‘alizable para k diferentes intervalos inconmensurables (L;),

L; = MLy

siendo Mj; una matriz de k x k cuyos eigenvalores satisfacen una ecuacién algebraica
[46).

La transformada de Fourier ( F(k) ) de la cadena de Fibonacci consiste en
picos discretos que llenan densamente el espacio reciproco. Avin mas, la transformada
se construye mediante la combinacién lineal de dos vectores recfprocos cuyas magni-
tudes son inconmensurables entre si. Esta propiedad permite clasificar a la cadena
como una estructura quasiperiddica [9). Por lo tanto, el espacio recfproco de la cadena
tiene dos dimensiones y resulta mayor que el espacio de la cadena. En general, este
hecho es cierto para todas las estructuras quasiperiédicas.

Dado que el espacio reciproco es de mayor dimensién surge la cuestién de
si es posible obtener las estructuras quasiperiédicas mediante una proyeccién de un
espacio cuya dimensién sea igual a la dimensién del espacio reciproco.

Esta idea conduce directamente al método de corte y proyeccién [9). Este
consiste en proyectar una red periddica situada en un espacio de dimensién igual a la
del espacio reciproco, a cierto subespacio de dimensién menor. No todos los puntos
son proyectados sino sélo aquellos que caen dentro de un regién definida alrededor de
un subespacio; a dicha regién se la llama banda porque su funcién es definir un ancho
alrededor del subespacio.

El método se ilustra muy ficilmente para el caso de la cadena de Fibonacci y
se generaliza inmediatamente para cualquier estructura quasiperiédica. En este caso
la red periddica es una red cuadrada en dos dimensiones (Fig. 2.1). El subespacio al
cual se debe proyectar es una linea recta (E) y la banda (W) se forma desplazando la
celda unitaria sobre la linea E. El trazo del desplazamiento es una linea recta paralela
aE.

Proyectando los puntos de red que caen dentro de la banda se obtiene una
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( Figura 2.1: Obtencién de una estructura quaszpend'dwa en JD pmyectnndo una

red periddica en 2D sobre una recta con pendiente zrraczonal )

sucesién de puntos sobre E. Si la pendiente de la ‘rectav'vE‘, esv.‘;‘rvql‘l‘e“se obtiene la
sucesién de Fibonacci [14). - : .

Lo expuesto anteriormente puede genefalizaise para" structuras quasiperiédicas

de dimensioncs mayores. Para ello considérese ﬁxia vré‘d liipérélibiéa en un espacio de
N dimensiones (denotado por E); en donde cada vector r € E se describe por:
N
r=3 me
=1
siendo los vectores e; la base de la red hiperctibica,

En el espacio E se considera un subespacio de dimensién n (llamado espacio
paralelo El), el cual define otro subespacio de dimensién N-n, llamado perpendi(fular
(E*) El espacio E es la suma directa de los dos subespacios: E=EI@E". Cada punto
r en E se descompone como: ) o

r=xl4rt

En este lenguaje, la banda es el conjunto:

N
S= {r € Bl + 3" avef, o € (0,1), -para todo i}
= PR
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donde et denota la componente del vector e en el subespacio pexl'pendicular. A esta
componente se la llama ventana.
La estructura quasiperiédica de dimensién n es la proyeccién ortogonal de

puntos de la red que caen dentro de S:
d =II{r)W(r)

donde W(r) es una funcién caracterfstica que vale uno si r cae dentro de la banda y
cero en caso contrario. La matriz IT es la que proyecta al subespacio E. Sustituyendo

r tenemos:

d = I {in‘-e;} W(r)= {!i:;n,-ﬂ(e,-)} W(r)

i=1

pero II{e;) es la proyeccién de los veqtoré baée sobre E, por lo que si se define:
q; = II(e;) se tiene, . :
. d= {’Zﬂ-‘qx‘} W(n:).

RN ¢ .
Asf la red d, de la estructura quasiperiddica es una combinacién lineal con

‘coeficientes enteros de N vectores, los cuales son la proyeccién de los vectores base de

"+ lared hiperctibica en el subwpacio. E. No todas las combinaciones de n; son permitidas

sino s6lo aquellas que hacen uno & la funcién W(r). Los elementos de la matriz II son

el producto interior de los vectores q; [14]:
I = {au ;) (2.1)

Siguiendo este esquema, la cadena de Fibonacci se puede escribir como:

" d={nL+mS} W(m,n)

: .sienc;l'o m y n dos enteros, con: L =1II{e;) y S =I(ey).
~ El mosaico de Penrose (MP), el cual se menciond en el Capitulo 1, se obtiene

de manera directa utilizando este método. Para ello se construye una red cuadrada
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en cinco dimensiones desde la cual se proyecta.a un subespacio bidimensional. El
subespacio se escoge de tal manera que los vectores base de la red ciibica en 5D se
proyecten en los cinco vectores que apuntan a los vértices de un pentdgono. En-
tonces, los vértices del MP son una combinacién lineal con coeficientes enteros de
cinco vectores. La estructura queda caracterizada por:
4
d= {'5__; niQi} W(no, n1,n3,n3, 1)

donde: q; = (cos(2wi/5), sen(2wi/5)).

El andlogo del MP en tres dimensiones se construye considerando una red
hiperciibica en N=6, y un subespacio de tres dimensiones. La eleccién del subespacio
debe ser tal que la base de la red hiperciibica se proyecte sobre los seis vectores
que apuntan a los vértices de un icosaedro. Resulta claro que mediante este método
podemos generar estructuras quasiperiédicas con otros ordenes orientacionales como
8 0 12 [14]. Existe todavia otro método méds potente lamado dual generalizado que
permite generar estructuras quasiperiédicas con cualquier orden orientacional; arin
mds, dicho método produce estructuras que no son obtenibles por el método de corte
¥ proyeccién[l4). Sin embargo, aunque el método dual generalizado contiene al de
corte y proyeccidn, en la préictica se utiliza mas al 1iltimo por ser mas simple.

Muchas de las propiedades de la cadena de Fibonacci son compartidas por el
MP. Una de las més notables es Ia relacién de autosimilaridad. Mediante el procedi-
miento geométrico mostrado en la figura 2.2., conocido como inflacidn, se construye
un MP de tamario menor (escalado por un factor 1/7) partiendo de un MP dado. El
procedimiento es un medio muy 1itil para construir un MP; se empieza con un rombo
y se aplica sucesivamente la regla hasta llegar al mosaico del tamaiio deseado.

La regla de inflacién indica que un rombo gordo se convierte en un rombo
delgado y uno gordo de la siguiente generacién. Andlogamente, wn rombo gordo se
subdivide en dos gordos y uno delgado. Siguiendo esta regla, resulta fdcil ver que el

mimero de rombos gordos y flacos estd dado por dos miimeros sucesivos de Fibonacci;
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V- X
EIA) - T

{ Figura 2.2: Procedimiento de inflacidn mediante el cual se construye un Penmég '

de tamafio menor partiendo de un MP dado.)

de‘donde se obtiene que la fraccién del niimero de rombos gordos respecto del dev
rombos flacos se aproxima a 7 para mosaicos grandes. '
Una manifestacién de esta autosimilaridad es el teorema de Conway {9}, el
cunal asegura que si se considera una configuracién local contenida en un circulo de
radio R, existe una configuracién similar a una distancia maxima de 4R (en el MP
la distancia promedio es cercana a 2R). Del teorema de Conway se deduce que la
frecuencia de aparicién de una configuracién local de radio R debe ser proporcional
al inverso de su drea:
PR~ 5 (22)
El teorema de Conway permite dar un criterio para decidir si dos redes
quasiperiédicas son similares. Esta cuestién no es tan sencilla porque dada la falta
de simetria translacional resulta dificil comparar dos redes quasiperiédicas. Por esta
razén es 1itil el concepto de isomorfismo local. Se dice que dos redes son isomorfas
localmente si cualquier configuracién de radio R aparece en ambas. Si dos redes son

isomorfas, de Ia ec.(2.2) concluimos que las probabilidades de una corlfiguracién local
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( Figura 2.3: Tipos de vértices qué aparecen en el MP.)

dada deben ser iguales en ambas redes. Esté criterio permite decidir si dos redes son
sifnilmm. k

Las configuraciones de menor tamaifio que aparecen en una red son los dis-
tintos tipos de verticé; en el MP hay ocho tipos diferentes de ellos, nombrados Q,
D, K,S, S5, Sa y S3 (Fig. 2.3) (estos nombres se deben al matemético holandés De
Bruijn quien gusta de jugar cartas: Q-queen, J- jack, etc.)

La frecuencia de aparicién de cada vértice es [42):

P(D)= ;‘, 38. 20%, s
=
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(a)

(3]

( Figura 2.4: Construccidn de un MP mediante un método andlogo al utilizado para

calcular los nimeros de Fibonacci.)

También se puede construir el MP mediante un procedimiento andlogo al de
los ntimeros de Fibonacci {41); es decir, el MP de generacién m se obtiene pegando
los MP de generacién m-1 y m-2,

Las piezas bdsicas de este procedimiento son los dos tridngulos de generacién
1 y 2 que se muestran en la figura 2.4; los cuales se obtienen dividiendo por sus
diagonales a un rombo gordo y otro flaco.

El tridngulo de generacién 3 se obtiene pegando los de generacién 2 y 1;
teniéndose que reflejar por un plano espejo horizontal a este \iltimo. Hecho esto se
observa que el tridngulo resultante es similar al de generacién 1; por ello, la generacién
4 se obtiene pegando el tridngulo de generacién 3 con el reflejo especular del triangulo

de generacién 2. Al pegar dos generaciones siempre aparecen uno de los dos tridngulos
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bésicos, por lo que sxempre es posxble pegarlos. En general, si T(m) es el tmingulo

de generacién m, la regla es:
T(m) T(m -1) @T‘(m 2).

" La estrella, indica la féﬂexién especular. Para pegar los tridngulos es necesario saber
que lado se junta céxi cual, Lavr'egln para pegar los lados se deduce con la sola
observacidn de las pnmeras cuntro generaciones dado que éste es el periodo de la
secuencia de constmccxon [42]

: El procedimiento de constrnccién es especialmente apropiado para caleu-
‘lar propiedades electrénicas en redes de Penrose de gran tamarfio (15 000 sitios)
[42] porque se pued_e zﬁprovédzar' ln}équréividnd pufn implem’entarv un p:ro'cedimientO
de renormalizacion, elcual se'rﬁ @kpﬁcadb posteriormente‘ El interés en redes de
gmn tamano se debe a la 1mposxb1hdnd de ellmmar Ia frontera. ‘en lns estructuras

quasnpenddw'\s.

condxmones cfchcas de contomo que

En una red finita penodxca se Jmpon

cia translacional.’ Adcnizis Sé cf

. la red, lo cual representu un esfnexzo consxderable de computor L'1 otra es el llamado

método de aprozimantes raczanales La idea mny sxmp]e, como se'sabe, un niimero

xrramonal puede aproxnmm-se tanto com qx era bor una sucesioén de racionales
{ T por ejemplo se aproxima por x"/zu_l donde zn es un mimero de Fibonacci de
generacién n). Entonces, un qumxcnstnl podm aproximarse mediante una sucesién
de cristales de perfodo cada vez mayo‘r.‘ La manera de realizar estas aproximaciones

se desprende de mariera inmediata del método de corte y proyeccion.
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Como ejemplo se construirdn los aproximantes racionales de una red de
Fibonacci. Para ello notamos que la pendiente de la recta E de la figura 2.1 es
7. En vez de utilizar esta pendiente, se pueden usar los aproximantes racionales
de 7. El primer aproximante se obtiene con una recta de pendiente 1 (1/1). Al
proyectar la red ciibica sobre E se observa que la estructura obtenida es una cadena
con celda unidad AA (A y B serdn las unidades de longitudes posibles entre de dos
puntos contiguos) y perfode L=+/12 4 17; este aproximante no es més que una cadena
lineal. El segundo aproximante es una recta de pendiente 2 (2/1). El resultado es
una cadena con celda unitaria AAB y perfodo L=v2Z+ 12. La tercera generacion
(pendiente 3/2) tiene celda unidad AABAB y periodo L=+/3% 4 22, Siguiendo esta
secuencia, el aproximante de genemcxon m-ésima tendrd un perfodo L,, = \/m

La cadena de Fibonacci se obtiene al hacer tender a m al infinito. Como las cadenas

son periddicas, se pueden aplicar condxcxones cicli cas de contorro

La idea se generaliza mmedlatnmente a dos y tres dimensiones. Para ello no
hay mds que sustituir los vectores q. de laec (2 1) por los aproximantes racionales
el MP.es utll la relacién cos(27/10) = 7/2).

del seno y coseno del dngulo dado (p

Mediante esta sustltuclén la mamz de proy on se convierte en un aproximante

racional, lo cual eqmvale a escoger el sub pacio E con una inclinacién cuyo dngulo

es un aproximante racxonal del n.ngulo lrrac;ona] de corte. Este formalismo es 1itil

“para estudiar las _trans;cxoneé de’ fas cnstal—duasiéristal [48). Para ello se aplica
: es de. fase siendo el pardmetro de orden la
ecto de ln red hiperciibica {48]. El método

1itil para realizar cdlculos eléctronicos de
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2.2 Mosaicos quasiperiédicos aleatorios

Los mosaicos quasiperiddicos aleatorios, tal como se dijo en €l capitulo I,
explican satisfactoriamente varios problemas del modelo de quasicristal perfecto. A
diferencia del mosaico quasiperiddico perfecto, el cual queda especificado mediante
una regla de construccién ( o de empaquetamiento), el aleatorio requiere de una regla
adicional: la especificacién de pesos probabilfsticos para cada configuracién del mo-
saico. La especificacién de los pesos de cada configuracién puede estar dada por reglas
de crecimiento estocdstico [50]. Si el mosaico esté en equilibrio, los pesos estdn dados
por el factor de Boltzmamnnm (w = exp(— H/kT')), donde H es el hamiltoniano definido
en términos de la interaccién entre celdas del sistema {21]. Al hacer tender la tem-
peratuta a infinito, los pesos estadisticos se vuelven iguales para cada configuracion.
En este caso se dice que el mosaico es miximamente aleatorio. En la mayoria de los
estudios [51], se ha identificado a los mosaicos maximamente aleatorios con el modelo
de quasicristal aleatorio.

La conjetura bésica del modelo aleatorio es que los gnasicristales méximamente
aleatorios mazimizan la entropia {21}, a diferencia de los cristales, los cnales minimizan
la energia. Puede verse en la afirmacién anterior una generalizacién de los principios
segtin los cuales se ordena la materia.

Una vez més, ¢l mosaico aleatorio mas sencillo se constritye en una dimensién
partiendo de la cadena de Fibonacci. Segin lo dicho en la seccién anterior, la cadena

perfecta se construye unjendo la cadena de generacién n-1 con la de n-2:

S 0)S
L
2) LS
3) LSL
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n) F(n-1)+F(n-2) .

En la cadena aleatoria se introducen intercambios entre dos elementos con-
tiguos de la cadena. Por ejemplo, en el paso 2) se obtiene una variante de la cadena
berfecta intercambiando la L con la S, 2'}=SL=0)+1). Andlogamente, en el paso
3) se pueden construir las cadenas: 3')=LLS y 3")=SLL, observese que 3')=1)+2)
y 3")=2")+1). Siguiendo esta regla, en cada paso se puede unir la cadena n-1) con
1a n-2) de dos maneras: F(n)=F(n-1)+F(n-2), 6, F(n)=F(n-2)+F(n-1). Los pesos
estadisticos de cada configuracién pueden inclnirse de manera natural en esta con-

struccién asignando a cada manera de pegado una probabilidad (p) determinada:

Fln) = { F(n — 1) 4 F(n — 2) con probabilidad p 2.3)

F(n — 2) + F(n — 1) con probabilidad 1-p

Si p=1 la cadena es de Fibonacci; en cambio, para p=1/2, la cadena se
wvielve mdximamente aleatoria. El mimero de configuraciones posibles en el paso N
es 2V,

El intercambiar dos intervalos en un sitio equivale, en el método de corte
y proyeccién, a desplazar la banda W a lo largo del espacio E* en el sitio de inter-
cambio. Estos desplazamientos pueden representarse por un campo llamado fasdnico,
denotado por h'(r). El origen de este nombre es el siguiente. Tanto para un cristal
como para un quasicristal, la densidad o el potencial del sistema quedan descritos
por:

N
a(r) = %:I’('-'I)ei(q") ) €ON g=_ Magn

n=1
siendo N> d. La fase de cada componente de Fourier (¢, = (q,r)) es invariante ante
la transformacién: ¢, = ¢, + 27M, (M es algiin entero). Para un cristal cuyos sitios
de red se denotan por u, N=d. La transformacién de fases corresponde al grupo de

la transformaciones de Bravais [47}:

A, = (ga,u).
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Para un quasicristal hay otros (N-d) grados de libertad que corresponden a transla-
ciones de fase a lo largo del espacio EY, dadas por: A¢y = {qin, W) siendo w las

componentes perpendiculares del vector u. Entonces, €l corrimiento total de fase es:
A = {Qn, u) + {Qin, W).

El primer término de la ecuacién anterior induce una translacién completa
del quasicristal mientras que el segundo lleva al quasicristal a un isomorfismo local
- equivalente [47]. Estas translaciones muestran que el hamiltoniano del sistema pre-
senta una simetria continua. Sin embargo, el estado base no comparte la misma
simetria ya que el sistema debe escoger uno sélo de los posibles estados base. Este
hecho se cononce como rompimiento de simetria. Segiin el teorema de Golstone (52},
cuando el estado base de un hamiltoniano rompe una simetria continua, aparecen
modos de excitacion arbitrariamente cercanos al estado base cuya longitud de onda
es muy grande. La longitud de estos modos (A), lamados de Goldstone o modos
hidrodindmicos, debe tender a infinito si la energia del sistema tiende a cero, i.e.,
E()A) — 0, si A — oco. Por ejemplo, en un cristal, los modos de Goldstone asociados
al rompimiento de Ja simetria en la variable u son los fonones, los cuales siguen la
relacién de dispersién: w = v,k. Los modos asociados al rompimiento de simetria en
la variable w del quasicristal, son los llamados fasones. Mientras que los fonones se
propagan como ondas, los fasones lo hacen en una forma difusiva [47], con tiempos
de relajamiento muy grandes. Por esta razon, los fasones son vistos como defectos de
un quasicristal perfecto. ) )
El resultado de introducir un fasén infinitesimal en la red de Penrose, con-
siste en cambiar la decoracién de las celdas hexagonales que aparccen en la red, tal

como se muestra en la figura 2.5. En tres dimensiones, el equivalente del hexdgono

es el dodecaedro rémbico {52).
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Capitulo 3
Cadenas unidimensionales

La cadena de Fibonucei es el sistema cuasperiddico nds conocxdo Por st

razon, resulta la mas conveniente para examinar ]os efectos de la quaslperlodlcxdad

en las pxopxedndes electrénicas, o
El hamiltoniano mas SJmple para dlchos 1’ ines es el de amatrte fierte pmn. un

sélo electrén en una banda's

describe sistemas. magn




"H= JZ {S (z)S,,(z + 1) + 7S,(z)s,(z + 1)} ' @. 2)

(S(2) es la matriz de espin en el sxtlo i v 'y &5 una constanté que determma el grndo

de anisotropia) puede llevarse a un hmmltomano del tipo' (3. 1) 'medmnte la transfor-

macién de Jordan-Wigner [53]:

€A y e,; r.uyd alrenmncm esm d'xda por la suceslén de Fxbo:mccx Anélogamente, en
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el problema fuera de la diagonal se intercalan dos valores de t: t;, y ts, alternados
segiin la sucesién de Fibonacci. )

Antes de entrar a resolver estos problemas, conviene resaltar algunas propiedades
de las cadenas periédicas y aleatorias (i.e., cadenas donde ¢; o #;;4) tienen una dis-
tribucién periddica o aleatoria).

» El caso periédico se resuelve inmediatemente. Para ello basta pasar al espa-

cio reciproco haciendo en el hamiltoniano original la siguiente sustitucién:
N = 1 ikry | I
|8) = JgTie | k)
obteniéndose que:

H= Zt(k)]k)(k|+s

Sl acs la sepa.mcnon entre dos 'txos de la cadena, el valor de t(k) es:

yees ]z\ mxfoenergm constnnfe que, ﬁ_]a al cero' .

Esta es la conocxda relacién de dxspersxén para_fonones, cuyos modos de
Cold§tonc se obtienen para ka < 1; en cuyo caso t(k) = (ka)?. Los eigenestados de
este sistema son extendidos por tratarse de combinaciones lineales de ondas planas,
tal y como indica el teorema de Bloch para sistemas periédicos. De la forma de
t(k) = mw? se deduce que la densidad de estados (p(k)) es continua.

Si €4 y €4 siguen una distribucién aleatori;l, se tiene el caso mds elemental de
una aleacién binaria aleatoria (ABA). En estos sistemas se acostumbra llamar sitios
de itnpureza a aquellos sitios cuyo niimero es menor dentro del sistema y se denota
con ¢y y cp In concentracién de sitios del tipo A y B respectivamente.

El resultado mds sorprendente de la ABA ¢s que todos sus eigenestados son
localizados {54], [55]. Esto sc debe a )a unidimensionalidad del sistema, ya que el

propagador entre dos sitios necesariamente cs dispersado por las impurezas. Aqui
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conviene sefialar que las cadenas unidimensionales, por més desorden que tengan en
sus pardmetros, siempre son topolégicamente ordenadas (es decir, la conectividad
entre los sitios de la red es idéntica alrededor de cualquier sitio). Este es un punto
importante segiin se verd al estudiar sistemas quasiperiédicos en dos dimensiones.
En los sistemas con este tipo de desorden, se define el pardmetro de desorden,

& , como:
_ (ea—e€n)
6= B

siendo B el ancho de banda en la densidad de estados (como la coordinacién Z=2 es
constante, el teorema de Frobenius permite deducir que: B=22Zt=4t).

Si 6 > 2 cs sencillo ver que se abre una brecha de energia de tamafio A =
(ea +€8)/2 [54].

Para los sistemas unidimensionales existe un teorema muy iitil, llamado de
Saxon-Hunter [54), el cual indica que cualquier regién del espectro con una brecha de.
energia para una cadena pura de tipo A o B, también serd una brecha para la cadena
mezclada de A con B. Podria parecer que este teorema sélo dice que no existen estados
mis alld de la energfa dada por la cadena periédica con la autocnergia mds baja. Sin
embargo, segiin Matsuda [56] , si ¢4 3> cp aparecerdn una infinidad de brechas muy
delgadas a ciertas energias, como consecuencia del mencionado teorema.

En efecto, si la concentracién de sitios B (cg) es baja, entonces la probabi-
lidad de encontrar cadenas largas de puros sitios B es baja (~ (cp)"). Entonces se
pueden excluir cadenas puras de sitios B de un tamaiio mayor a cierto tamaiio carac-
teristico (p-1). La cadena aleatoria es la unién de estas cadenas regulares de tamaifio
8=0,1,...,p-1, que siempre terminan en un sitio A, con cadenas regulares del tipo puro
A. Las cadenas regularcs de tamaiio s tienen brechas energéticas (denotadas por E(s))
,ya que contienen un sitio A. Usando e teorema de Saxon-Hunter se concluye que la
aleacién binaria también contiene estas brechas.

Dichas brechas son de tamaiio infinitesimal [56), sin embargo, existe la posi-

bilidad de que alrededor de E(s) se forme una banda de modos de impureza acoplados
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[57). Estos modos corresponden a excitaciones en las islas de impurezas de tamaifio
p en la matriz de sitios ¢4. E! mimero aproximado de modos de las isla es p, pero
dado que la probabilidad de encontrar una isla decae como cJ, sélo pueden observarse
muy pocos de estos modos [54]. Este decaimiento de la probabilidad se traduce en
un decrecimiento exponencial en los bordes de banda, fenémeno conocido como colas
de Lifshitz. En el apéndice A de la presente tesis se demuestra que el decrecimiento
exponencial de la densidad de estados es una consecuencia general de la localizacién
de estados (en el caso de Ia aleacién binaria estos estados corresponden a los modos
de impureza). Debe decirse que este comportamiento no puede predecirse por teorias
de campo medio o potencial coherente.

) De todo lo dicho anteriormente se deduce que existen diferencias fundamen-
tales entre el caso periédico y aleatorio, aunque en 1D ambos son topoldgicamente ‘
ordenados.

Para estudiar el caso quasiperiddico con el hamiltoniano del tipo (3.1) ye‘xiisten‘_ o
varios métodos. El mds directo es diagonalizar el hamiltoniano de una ci\delﬁ de
tamaiio dado. Sin embargo este mét.odo es ineficiente porque se necesitan estudiar
cadenas muy grandes para minimizar los efectos de superficie o porque se requiere ide‘
periodicidad artificial.

Otra manera mas ingeniosa es aprovechar las relaciones de recurrencia y
autosimilaridad existentes en los sistemas quasiperiédicos. Para ello hay dos caminos:
uno consiste en utilizar la lamada matriz de transferencia [58] y el otro en utilizar la
funcién de Green [40], ambos son equivalentes ¢n este caso.

Si ¥; es la funcién de onda en el sitio i , entonces se define la matriz de
transferencia como:

Tisr | _ M) ;
oy ¥,
La matri'; de dimensién dos M(i) se obtiene despejando en el hamiltoniano a

¥; en terminos de ¥y, y ;. 3. Mediante la aplicacién sucesiva de Ia matriz se obtiene

T R e S A T e, e i SR
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la funcién de onda en un sitio cualquiera dada una perturbacién en el principio de la

cadena: )
( Yin ) = M@EM(E - )M ~2)...M(1) ( T )
‘I’.’ \I’O

En una cadena de Fibonacci de generacién n, la matriz de transferencia
puede considerarse como el producto de las matrices de transferencia de generaciones

sucesivas, aprovechando las reglas de securrencia de la cadena:

Mn = M(Fn) = M(Fn-l)4_{(Fn—2)~"M(2)M(l)

Asf, la matriz de transferencin satisface la siguiente relacién de recurrencia

[58]):

sxendo Z un numero comple_]o
el e_]e xmagmano posmvo pa.ra ln

La densidad loc;\} c!e @
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. B-(10> para el PD, y B-(12) para el PFD. :Los"réé\ﬂtados aparecen aparecen en la
ﬁgura 3 a) y 6 del apéndice B. SRR ) ‘ ‘
La caracterfstica més importante del eﬁpech'o essn fractahdad Seha podldo
demostrar que el espectro de la cadena de Fibonacci es un conjunto de Cantor, cuya
medida de Lebesgue es cero [60]. A este .t(ipo de espectro se le llama singularmente _.

continuo. Este comportamiento &s uﬁa éopsecuencia directa de las propiedades del
patrén de difraccién de una cndena ciuzisiperiédica unidimensional. En efecto, en »

una dmxensnén, cada p\mto del patron de dlfmccxén abre una brecha de energla de

'tamano 2Vk donde Vk es ]n }\-esuna co‘ pcmente en el espucno de l*ounex (lel potencml :

e ndrmnliz‘nbles Una funcién'de onda s nntosnmlm‘ si para dos regiones de tamafio L

’ que senn lomlmentc snmlmcs y.con mm sepamcxon R se cumple:

B ‘VI\I'L(r) C(E)\m(, +R)
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Log (100S).
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0.001
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( Figura 3.2: Densidad mtegmda de estadas para Ia cademz de szonaccz en escala. i

log-log.

donde r pertenece a la zona L. C(E) es la constante que reescala la funcién de onda.
Para ciertos eigen-estados se ha podido determinar sus propiedades de escalamiento
[58], sin embargo, existen otros estados para los cuales esto no se ha podido hncér.
Estos corresponden a trayectorias caéticas del mapeo dindmico [58].

Un parametro 1itil que permite investign} las propicdades de localizacién
es el lamado ezponente de Lyapunov (v)[40). Supéngase que se tiene una eigenfuncién

que decae exponencialmente con un coeficiente A:
=
‘I‘N = e‘T\“\Ilo

j=N
Por otro lado: ¥y = J];] [iM ()| o, de donde:

r=5=jm -5 los(H MG @s).

. El exponente de Lyapunov es el inverso de la longitud de localizacién. Para
_estados extendidos, dicho coeficiente variard como una funcién del tamaiio de la red,
mientras que para estados localizados su valor converge. Mediante ¢l método de

renormalizacién su cdlenlo es directo, ya que después de renormalizar en el paso N



‘queda la siguiente ecuacién:
(E- Eywp=1tW™y,

con lo cual A o « valen:
1 1 V)
Lt Sy A X7-pey oy

En la figura 3.3,a) y 3.4,a) se muestra el comportamiento de ) para la cadena
perfecta. Puede observarse claramente la autosimilaridad en la distribucién de .

Las ideas expuestas anteriormente pueden extenderse para estudiar cade-
nas‘quasiperiodicas Aleat.orins (CAP). Segiin lo expuesto en el capitulo 2, la CAP
se const.r.uye intercambiando el orden de pegado entre las generaciones n-2 y n-1.
En cMa paso se puede pegar correctamente la secuencia con una probabilidad p o
incorrectamente con probabilidad 1-p.

En este caso es necesario tomar en cuenta que la funcién de Green de un
sistema desordenado se calcula sobre el promedio de todas las configuraciones posibles

del sistema. Entonces, la densidad local de estados (LDOS) se escribe como:
(= ~L4r(Ga)
pi= Pt 9,

donde los paréntesis angulados denotan el promedio sobre configuraciones.

En el paso (2) de la figura 3.1 van a existir dos posibles cadenas, cada una
con diferentes probabilidades. Ambas cadenas deben renormalizarse de modo que al
construir la generacién (3) sélo quede un sitio central. Ademds, las cadenas deben
promediarse de modo que se obtenga una sola cadena por cada generacién. En este
punto surje la pregunta de si primero se debe renormalizar las cadenas y después
promediar o si se debe proceder exactamente al revés ( ver la figura 2 del apéndice
B para ver una representacién gréfica del problema). A la primera posibilidad se le
llamard desorden de tipo I mientras que a la otra desorden tipo Il1. En el desorden

de tipo I existe una probabilidad finita de tener grandes regiones periédicas lo cual
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"harfa que la cadena perdiera sus propiedades frente a una tmnsfonm.ada de Fourier.
" Por tal razén, el desorden tipo I es el apropiado para implementar el método de
renormalizacién.

De este modo, en cada paso se construyen dos cadenas uniendo las de gen-
eracién n-1 con la de n-2, se procede a renormalizar y después se promedian ambas
posibilidades de acuerdo a su peso estadistico. Las férmulas que se obtienen para los
enlaces y las autoenergias corresponden a las ecnaciones (6) y (11) del apéndice B. Me-
diante su utilizacién, se calcula la LDOS que aparece graficada para el PD en la figura
3 y 4 del apéndice B; en la figura 6 del mismo se graficé 1a estructura de bandas para
el PFD. Los pardmetros utilizados en dichos edlculos fueron: € = 0,4 = —1,t, = —1.5
parael PD y €4 = 1,ep = —1,t = —1 para el PFD. En ambos se observé ¢l mismo
efecto; el espectro se snaviza, es decir, desaparece la estructura de polvo de‘Cnntor
para convertirse en bandas de energfa continua. Este efecto se observa aiin para val-
ores de p cercanos a 1 (p=1 corresponde al caso de Fibonacci). En el caso de PD
aparece una brecha en la energfa en el centro del espectro. Otro punto interesante es
que en los extremos del espectro de las cadenas con desorden aparece una singularidad
de raiz cuadrada caracteristica de los sistemas unidimensionales{59). Nétese que los
extremos de la banda son los menos afcetados por el desorden, a diferencia de otras
regiones, en las cuales la densidad de estados cambia notablemente al agregar desor-
den (por ejemplo, la regién alrededor de E=1.0). En el caso de méximo desorden se

- pueden ver claramente seis bandas separadas por brechas dr energia; en los extremos
de cada banda aparecen singnlaridades.

Muchas de estas caracteristicas de los espectros de las cadenas con desor-
den son muy similares a los obtenidos para aproximantes racionales de la cadena de
Fibonacci [61].

La suavizacién puede deberse a que la probabilidad de tener una regién
quasicristalina decae en la generacién n como: p®; lo cual indica una probabilidad baja

de encontrar cadenas quasiperiédicas largas. El espectro de estas islas quasiperiédicas
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es autosimilar pero sélo en un rango de escalas determinado por su tamaiio; en general
las brechas més pequefias corresponden a cadenas de longitud muy larga [58). »De
esta manera, desaparecerfan las brechas infinitesimales que se observan en la cadena
quasiperiédica perfecta. Sin embargo, este punto merece un andlisis mas detallado, ya
que el efecto de suavizacién del espectro aiin con un grado pequeiio de desorden puede
tener relevancia en los sistemas quasicristalinos reales. Debe recordarse que aiin no
se ha podido detectar la estructura fractal de la densidad de estados en experimentos
con quasicristales reales.

La longitud de localizacién aparece graficada en las figuras 3.3 y 3.4 para el
PD y PFD respectivamente. Para cada problema se han incluido tres probabilidades
diferentes: p=1, 0.95 y 0.5.

En las regiones donde existe una brecha de energia, A es muy pequeiia,
mientras que para los eigenestados se observa que coexisten longitudes que difieren
hasta en dos ordenes de magnitud. En general las longitudes decaen en los bordes
de banda, de acuerdo a lo esperado para sistemas desordenados [54]. Sin embargo,
en el caso de mdximo desorden (p=~0.5) se encuentra que existen algunos estados
mds extendidos que en ¢l caso quasiperiédico. Esto significa que la conductividad
de dichos estados aumenta al agrega'r desorden, lo cnal podria tener relevancia para
explicar algunos resultados experimentales [33]. Al parecer este efecto es mas notable
si se utiliza una ecuacién continua de Schroedinger en lugar de un hamiltoniano de

enlace fuerte [62].
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( Figura 3.3: Logaritmo de A para el PD con: p=1.b a),p=095b)y p=05 c)
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Capitulo 4

Propiedades de sistemas

quasiperiédicos bidimensionales.

4.1 Generalidades.

El sistema quasiperiédico bidimensional mas tipico ¢s la red de Penrose
(ver el capitulo 1). Por esta razén se le ha escogido para estudiar sus propiedades
electrénicas.

El hamiltoniano a utilizar seré el de amarre fuerte para un sélo electrén en la
banda s (ec 3.1). Una vez mas, este hamiltoniano es andlogo al de fonones escalares.
A diferencia del caso unidimensional, la resolucién del hamiltoniano cle amarre fuerte
no conduce de un modo fécil a la solucién completa del problema de espines. Esto se
debe a que al mapear el hamiltoniano de espines a uno de fermiones, el hamiltoniano
resultante es mas complicado que el de amarre fuerte, ya que aparecen interacciones
de dos cuerpos asi como un campo de norma.

Una vez elegido el hamiltoniano, existen dos maneras simples de definir los
sitios en la red de Penrose. La primera consiste en colocar las funciones | i) en
los centros de los rombos; a este problema se le conoce como central (PC). La otra

manera es colocar a las funciones en las esquinas de los rombos, en tal caso se habla
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del problema de vértices (PV).

De manera similar al caso unidimensional, se pueden encontrar los ejgenval-
ores del hamiltoniano mediante diagonalizacién directa o generalizando el método de
renormalizacién expuesto en el capitulo 3.

El método de renormalizacién para 2D es una generalizacién directa del
método desarrollado para la cadena de Fibonacci. Este consiste en ir pegando dos
unidades bésicas llamadas tridngulos de Robinson (figura 1 del apéndice C). Al pegar
dos tridngulos de generaciones sucesivas se obtiene otro tridgngulo de forma similar
pero 7 veces mds grande que la pemiltima generacién . Este proceso de adicién puede

representarse mediante la siguiente férmula:
T(n)=Tnh-1)eT"(n—~2)

donde el asterisco se utiliza para denotar que el tridngulo de generacién n-2 debe
reflejarse por un plano espejo antes de pegarse [40).

El proceso de crecimiento de la red tiene un ciclo de cuatro generaciones, al
cabo del cual se repite la misma secuencia de pegado. Nétese que en cada generacién
existe la posibilidad de pegar incorrectamente los tridngulos, lo cual llevaria a obtener
un mosaico quasiperiédico aleatorio.

El proceso de renormalizacién consiste en ir eliminando de las ecuaciones
para la funcién de Green, los sitios cenirales de cada generacién, de modo que sélo
queden sitios en la frontera. En términos de la funcién de Green G=(EI-H)™!, esto
es equivalente a eliminar los elementos de matriz que contienen indices que se refieren
a sitios interiores, sustituyéndolos por ecuaciones que involucren solamente sitios de
frontera. El proceso puede ejemplificarse para la primera generacién en la que aparece
un sito central {generacién cinco, Fig. 4.1).

Obsérvese que aparecen tres tipos diferentes de enlaces, denotados por T(1),

T(2) y T(3). El mosaico de Penrose de rombos se obtiene para T(1)=T(3)=0. Las
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( Figura 4.1: Mosaico de generacidn cinco. Bl sitio seis es el dnico sitio central. A -

la derecha aparece la red renormalizada.)

ecuaciones de movimiento del sistema son:

[B-EQ)IGLY) =
(E-BE@)]G@1)

{B=
BB - ) +TEGEN+T@EEY
- [B-EGIGGY) T(3)G(l 1)+T(2)G(2 l)+T(2)G(4 1)+ SR
o + TU6(.1) TR i

{E-E(s)]c(s,i) - TE)GE1)+T@CEG 1)+ T@CE ) + '
' + T()GG,1) ‘

Después de renormalizar el sitio 6 sélo quedan cinco ecuaciones

) [E-E1)]CG(1,1) = 14+T(2)G(2,1)+ T(3)G(5,1)
[E- E@Q) -W22]G(2,1) = T(2)G(1,1)+ [T(3) + W22|G(3,1) +
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W22G(4,1) + [T(2) + W12]G(5, 1)
[E - E(3) - W22)G(3,1) = [T(3)+W22G(2,1) + [T(3) + W22)G(4,1) +
W12G(5,1)
W22G(2,1) + [T'(3) + W22]G(3,1) +
[T@) + W12]G(5,1)
T(3)G(1,1) + [T(2) + W12G(2, 1) +
+ WI2G(3,1) + [T(2) + W12]G(4, 1)

+

" |E - E(4) - W22) G(4,1)

+

[E - B(5) — W11} G(5,1)

donde la interaccién efectiva contiene toda la informacién del sitio renormalizado:

.. THT(>)
YT E-Eer

i,j=12

El procedimiento de construccién del mosaico se va combinando con la renor-
malizacién en cada paso. Asf los sitios interiores de cada generacién corresponden a
los sitios de una de las fronteras de la generacién anterior. Eliminando dichos sitios
centrales, se obtiene nuevamente un tridngulo con sitios en la frontera el cual se pe-
gard con la generacacién anterior y asf sucesivamente. La figura 3 del apéndice C
ejemplifica el procedimiento para obtener la generacién nueve; esta se obtiene pe-
gando los tridngulos renormalizados de generacién siete y ocho. La generacién nueve
renormalizada se obtiene al eliminar los sitios centrales que resultaron de pegar las
generaciones siete y ocho.

La ventaja del método radica en que el ntimero de sitios renormalizados crece
como la rafz cuadrada del mimero total de sitios, el cnal crece exponencialmente. Por
esta razén, se pueden realizar célculos de redes muy grandes (14 550 sitios).

Para realizar la presente tesis, también se utiliz6 el método de diagonal-
izacién directa. La razén de esto fué la necesidad de estudiar el efecto de la frontera
sobre las propiedades de la red. Para generar estas redes se utilizé un método dife-
rente, que consiste en construir el Penrose mediante seis pedazos bésicos, los cuales

se van uniendo de manera fractal {63). Los resultados que se obtuvieron mediante
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este método son completamente andlogos a los obtenidos por el método de renormal-

izacién, por lo cual no se abundaré més sobre el tema.

4.2 Propiedades del espectro

En la figura 4 del apéndice C se muestra la densidad lo(fal de estados de
dos sitios ( de coordinacién tres y cuatro) del Penrose de generacién 23. Aunqgue el
espectro muestra una estructura complicada de bandas y brechas energéticas, existen
cuatro caracteristicas bdsicas. En primer lugar el espectro es simétrico respecto a la
energia E=0. Esto es una consecuencia de que la red es bipartita, es decir, puede
subdividirse en dos subredes alternadas, A y B, de modo tal que un electrén sélo puede
saltar de un sitio A a uno B. Si la ecuacién de Schroedinger es: £ | j) = — ;| &),
donde j pertenece a A e i a B, entonces, si E, es un eigenvalor, -E, también lo serd
ya que basta cambiar el signo de la funcién de onda en una de las subredes para que

se siga cumpliendo la ecuacién. Las otras tres caracteristicas son:

1. El mdximo eigenvalor es mayor que 2(Z) donde la coordinacién promedio en la

red de Penrose es: {Z) = 4. Segtin los cdleulos numéricos E=4.23.

2. La energfa E=0 es altamente degenerada, contiene aproximadamente un 10% -

de los estados.

3. Existe una brecha de energia que separa Jos estados a E=0 del resto de l1a banda.

Para el ancho de banda es posible realizar un cslculo tipo campo medio, el
cnal predice el ancho de banda acertadamente ldl]. En dicho campo medio, se utiliza
el hecho de que cada tipo de vértice del Penrose est4 rodeado de ciertas configuraciones
de vértices, cada una con una probabilidad dada. Si se supone que todos los vértices
del mismo tipo tienen la misma amplitud de la funcién de onda, se puede resolver

la ccnacidn de Schroedinger obténiendose el valor E=4.23. La snposicién de que
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cada vértice del mismo tipo tiene la misma amplitud es vélida para longitudes de
onda muy larga, las cuales corresponden justamente al extremo de la banda. Asfel
ensanchamiento de la banda se debe a las diferentes configuraciones alrededor de
cada vértice. Posteriormente se demostrara que el ancho de banda puede aproximarse

mediante el segundo momento estadfstico de la coordinacién:

E= [SPuz=418
M

donde p denota cada tipo de vértice (K,S, etc.) y Z, su coordinacién.

Esta férmula indica que el ensanchamiento de la banda se debe a las fluc-
tuaciones de la coordinacién.

Respecto a los estados en E=0 se ha encontrado que estos estdn estricta-
mente localizados {42],(65]. La amplitud de la funcién de onda de estos estados es cero
en una de las subredes. Estos sitios de amplitud cero forman cadenas que encierran en
su interior a los estados (ver la figura 4.2). Por esta razdn, se les ha llamado estados
confinados. La quasiperiodicidad no es una condicién necesaria para la existencia de
dichos estados; se ha encontrado que estos existen en sistemas desordenados como
aleaciones binarias {64] en el limite cuando la diferencia entre las autoenergias de las
impurezas y los sitios de red es muy grande.

Nétese de la figura que los sitios de coordinacién cuatro, seis y siete siempre
estdn en las cadenas por lo cual sn amplitud es cero. Los sitios de coordinacién tres
generalmente tienen amplitud aunque existen excepciones. Los sitios de coordinacién
cinco generalmente no tienen amplitud.

Utilizando el procedimiento de deflacién, puede encontrarse [65) que cada
cadena no es mis que la inflacién de otra cadena de tamajio menor. Asfuna cadena
de radio R en una generacién n, se convierte en una cadena de radio 7R al aplicarse el
procedimiento de inflacién para obtener una red de generacién n+1. El radio minimo
de una cadena es 7. Utilizando este hecho, es relativamente ficil calcular el mimero .

de estados confinados [65]. Dado que el niimero de cadenas es igual al mimero de
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{ Figura 4.2: Estados confinados del MP. Los sitios con los circulos negros indican

que su amplitud es cero. Los sitios en negro forman cadenas que encierran a los

estados. En el limite de un mosaico infinito todas las cadenas son cerradas.)
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estados (esto se debe a que al estar confinado cada estado, la amplitud fuera de la
cadena puede hacerse cero; este argumento es vélido para cualquier cadena), basta
contar el Amimero de cadenas que existen. Pero en el Penrose, la frecuencia de una
configuracién es inversamente proporcional a su drea:
.1
I =5

Por otra parte, R(n) = 7"+! debido a las propiedades de inflacién de la

cadena. Entonces, el mimero total de estados a E=0 (Np) consiste en sumar todas

las frecuencias de las cadenas:

De donde resulta:

No
W= .098 = 9.8%

lo cual se aproxima bastante al resultado numérico. Céleulos més refinados [66)
muestran que el niimero correcto es 9.83% .

Finalmente, la existencia de la brecha energética (A = 0.107¢) en la red in-
finita aiin es motive de controversia. Para el presente trabajo se verificé numéricamente
que stt tamaifio no varia aiin para las redes mds grandes (= 10? sitios). Sélo se pudo
encontrar una ligera variacién cada cuatro generaciones lo cual se debe a que jus-
tamente este es el perfodo de construccién de las redes. En la siguiente seccién se
estudiard esta brecha con mayor detalle.

Debe decirse que a diferencia de las redes unidimensionales, cada punto de
difraccién del espacio reciproco no abre necesariamente una brecha en las energfas
permitidas. La razén de ello es que la dependencia de la energia respecto del mo-
mento lineal p es isotrdpica a diferencia del potencial dispersor. De este modo existe
una contribucién finita a la densidad de estados aunque las superficies isoenergéticas

intersecten una infinidad de puntos del patrén de difraccién. El resultado de ello es
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que €l espectro es relativamente suave si se le compara con el de una cadena de Fi-
bonacci, el cual es singularmente contfnuo porque cada punto de difraccién abre una
brecha, y dado que el patrén de difraccién llena densamente el espacio, el espectro
contiene una infinidad de brechas.

Para el problema diagonal del Penrose en una red de N sitios se ha encon-

trado numéricamente que el espaciamiento entre estados viene dado por [69):

1
AB =175

donde g varfa entre 3/8 y 5/8. En un sistema periédico el espaciamiento corresponde
af=1 '

Si se considera la distribucién estadistica de estos espacios entre niveles, se
ilega a una distribucién de Wigner [67). Esta distribucién es caracteristica de sistemas
en los cuales se presenta caos cudntico. El efecto del caos cuéntico en un espectro
es la repulsién entre niveles, a diferencia de los sistemas simples, en los cunales los
niveles tienden a mezclarse. La explicacién de porqué sucede esto en los mosaicos
quasiperiédicos todavia es un problema abierto.

Oftro punto de crucial importancia para las propiedades de transporte es la
forma de las funciones de onda. En los sistemas periédicos, el teorema de Bloch ase-

- gura la existencia de estados extendidos (o estados que no decaen) mientras que los
sistemas desordenados muestran la existencia de estados localizados [59] a partir de
cierta energia critica . En los cdlculos numéricos que se han realizado [68], [69], se ha
encontrado la coexistencia de tres tipos de estados en los mosaicos quasiperiédicos:
extendidos, localizados y criticos. Los estados criticos ticnen propiedades de au-
tosimilaridad, es decir, son fractales. Al igual que los estados extendidos no son
normalizables.

La razén de la existencia de estos estados es la competencia entre la falta
de periodicidad que tiende a localizar los estados y. la autosimilaridad que tiende

a extenderlos {69]. Lo tiltimo puede entenderse del signiente modo; supéngase que
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existe una funcidn de onda localizada en una regién de radio R donde £ es la Jongitud
de localizacién de la funcién de onda, dado el teorema de Conway existe una regién
similar a una distancia 4R en la cual también Ja misma funcién de onda puede existir.
E) traslape entre funciones vale aproximadamente I=exp(-4/£). Asfel problema puede
considerarse como un hamiltoniano de dos niveles, Las eigenfunciones de este sistema
consisten en la combinacién lineal de las funciones originales, una simétrica y Ia otra
antisimétrica. La combinacién simétrica da lugar a una funcién cuya longitud de
localizacién es mayor que la supuesta. Aplicando el procedimiento a cualquier radio se
concluye que no existen funciones localizadas. Este argumento llevé a H. Tsunetsugsu
et. al. [69] a concluir que no hay estados localizados en el Penrose, y que ademés no
existe una energia critica que separe los diferentes tipos de estados. En este trabajo se
demostrari que un andlisis mds detallado {as{ como los resultados numéricos) indica
la existencia de una energia critica que separa a estados con diferentes propiedades
de localizacién.

Para examinar las propiedades de localizacién electrénica en el MP, se cal-
culé la razén de participacién inversa de la funcién de onda (IPR); definido para el

eigenestado E; cuya eigenfuncién i = 35 ¢:(j) | €) , como:
IPR(j) = Z‘:C.’(J')-

El IPR es una medida de la localizacién de la funcién de onda y es inver-
samente proporcionsal al mimero de sitios ocupados por la funcién de onda. En un
sistema periddico con estados extendidos, cada amplitud ¢;(j) vale 1/vN. Entonces,
el IPR es proporcional a 1/N. Para un estado localizado enya longitud de localizacién
sea £, el IPR vale 1/7£2. Variando el tamafio de la red resulta ficil detectar los esta~
dos extendidos y localizados. Los localizados son aquellos cuyo IPR no varfa con el
tamaifio de la red. En la figura 5 del apéndice C aparece €l IPR de una red de Penrose
de generacién 19. En ella se pueden observar varias cosas. La primera es una linea

vertical de puntos en E=0. Esta linea corresponde a los estados confinados de los
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cuales ya se habia hablado. Los estados con E=¢ 0.107 son localizados ya que su IPR
no varfa con la generacién y se les ha sefialado con una flecha.

La observacién directa de estos estados muestra que son de superficie por
presentar amplitud sélo en los bordes de ]a red.

El IPR muestra un cambio drédstico de comportamiento en E=0.37. Arriba
de esta energia,” los estados tienen un IPR cercano a 1/N, sobre todo los estados
cercanos a E=:4.23. Abajo de 0.37, los estados tienen un IPR mayor que el minimo
IPR de los estados en E=0. Esto se ha indicado por una linea punteada. Los estados
abajo de 0.37 estdn localizados.

La naturaleza de esta transicién puede verse en la fig. 4.3. En ella se muestra
la funcidén de onda del estado en E=0.37 y el estado siguiente con la energia més baja.
Se observa que la distribucién de la amplitud es radicalmente diferente.

Todavia puede obtenerse més informacién si se considera la participacién
en la funcién de onda de cada tipo de vértice. A esta cantidad se le ha llamado
contribucién de la amplitud de sitio (SAC) y se le ha definido como: '

1 M
SAC(1) = 3 o)
iev
siendo v la coordinacién del sitio, excluyendo los de superficie.

Las figura 6 y 7 del apéndice C muestran el SAC para las diferentes coor-
dinaciones. El SAC de los sitios con coordinacién 3 muestran que a la energia 0.92
hay un cambio de comportamiento, la funcién de onda se empieza a localizar en estos
sitios. También se observa claramente el siibito incremento del SAC en E=0.37. Las
otras grificas muestran que la participacién de los sitios con mayor coordinacién es
mayor en los extremos de la banda. Esto estd de acuerdo con la imagen de repulsién

de niveles en sistemas quasiperiddicos.
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4.3 Frustracién en la red H2.

Dado que la red es simétrica respecto a E=0 por ser bipartita conviene
remover esta simetrfa para quedarse con la topologfa fundamental de la red. Esto
puede hacerse renormalizando una de las subredes, y definiendo el correspondiente
hamiltoniano (H?¥ = E¥). Para realizar la renormalizacién se requiere despejar los
indices de los sitios que pertenecen a una subred. Por ejemplo, supéngase que se tiene
un sitio i perteneciente a A, su ecuacién de Scroedinger es:

Z
Bl =t3_]3)
jeB
Pero los sitios j, pertenecientes a B y vecinos de j, satisfacen una ecuacién

de la forma:
lz)——{tlz)+t211)+t2 |k>}

. donde .l son los vecmos de Jj que cxerr un T o con’ el smo i y k son los sitios

vecmos de j que no cierran un rombo tuyendo ]a. ecuacién anterior para

cada vecino de i en la ecuncxén para el ‘sitio 2 se llega a:
E|i) ='§,‘{zz.f| i)'f?,tz I ;m'z w} v
Pt GRS ey I SR SRl
de donde el hamiltoniané de ‘In> red renor:ma‘lvizudni( Ia ctinl se'denot.qni‘vpor H2) es:
H? —t’{Z. |z)+22|1)+2|k)}
k€A
) M; es el mimero de segundos vecinos del sitio i que no cierran un rombo con
i, su valor es M; = 3°4(Z; - 3).
El aspecto de la nueva red puede verse en la figura 8 del apéndice C. Se
observan dos clases de regiones, una con celdas triangulares (region I) centradas en

sitios de coordinacién tres renormalizados, y la otra regién estd formada por seis tipos

de celdas que presentan interaccién a segundos vecinos (debido a los enlaces de tipo
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k). Dichas celdas representan el dual de los sitios renormalizados de coordinacién
diferente de tres. Esta regiones se les llamard de tipo II.

La divisién en dos clases de regiones se debe a que en el Penrose, zodﬁé los
sitios de coordinacién diferente de tres estdn conectados en lfneas (o cadenas) [70).
Las cadenas separan a la red en partes finitas independientes. Entre estas cadenas
sdlo existen sitios de coordinacién tres. Lo sorprendent«: es que estas cadenas son las
mismas que confinan a los estados en E=0 ya que la amplitud de la funcién de onda es
cero en ellas. Como se habja mencionado, los estados confinados presentan amplitud
en sitios de coordinacién tres lo cual significa que en H2 sélo existe amplitud en las
regiones del tipo II, mientras que las regiones de tipo I representan una barrera en la
cual la amplitud es cero. .

De lo anterior, puede afirmarse que en E=0 los estados se confinan a las
regiones no-triangulares.

Este comportamiento se debe a dos causas. En ]a forma del hamiltoniano H2
se observa que la coordinacién de los sitios aparece como una autoenergia. Los sitios
de mayor coordinacién tienen una autoenergia mds alta, por lo cual la tendencia del
sistema es hacer cero las amplitudes en los sitios de mayor autoenergia. Este fenémeno
también ha sido encontrado en simulaciones de aleaciones binarias desordenadas [64],
en las cuales ]a diferencia en autoenergias es muy grande, por lo cual los estados se
localizan en regiones de menor autoenergia. La otra razén para el confinamiento de
los estados el la frustracién, la enal serd explicada a continuacién.

El efecto principal de la renormalizacién es que dobla la banda; el centro
del hamiltoniano se convierte en el minimo eigenvalor, mientras que los extremos
en E=1:4.23 se mapean al mdximo eigenvalor en H2. Ademds, como el pardmetro
de salto aparece cnadritico ( y por ende positivo), entonces el mdximo valor de E?
corresponde a un estado de enlace (bonding), es decir, a un estado en que el cambio
de fase entre sitios es cero. El minimo eigenvalor corresponde a un estado de anti-

enlace (antibonding). En dicho estado el cambio de fase debe ser m, lo cual equivale
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a cambmr el signo de la funcién de onda entre sitios vecinos.

El limite de enlace se puede alca,nztu' para cualquier estruchua, por dwon- G

denada que sea. Este limite corresponde a longitudes de onda larga, las cuales son
afectadas de manera muy débil por la topologia local de la red. En este limite la

funcién de onda es muy parecida a los estados extendidos de una red periédica. Avin

mds, la densidad de estados en esta regién es similar a la de un sistema periédico . .

bidimensional segiin se puede apreciar en la figura 4.4. Utilizando una escala Iog;ldg
se deduce que en los bordes de banda la densidad integrada sigue la ley: I(E)z E, lé..' '

cual es caracteristico de sistemas bidimensionales.

La situacién es totalmente diferente para el estado de anti-enlace; En‘una“’ < °
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+
( Figura 4.5: Frustracidn de la funcidn de onda en un anillo pentagonal.)

estructura que contenga anillos cuyo mimero de lados sea impar, siempre existird un
enlace en el cual el cambio de fase sea cero (fig. 4.5), a este fenémeno se le llama
Jfrustracién.

De este modo, no es posible alcanzar un estado perfecto de antienlace,
Ademsds, segiin se demuestra en el apéndice C (ecnaciones A7 y A9), cada enlace
frustrado le cuesta energfa al sistema. Lo mejor que puede hacer éste es minimizar el
niimero de enlaces frustrados para disminuir el costo en energia. Aiin mds, las zonas
donde existen enlaces frustrados tienen un costo energético mayor, de modo que la
funcién de onda tiende a confinarse en regiones de menor frustracién. Asfcerca del
limite de frustracién, las propiedades de localizacién cambian de manera radical.

Siguiendo esta linea de ideas es posible determinar aproximadamente el valor
de'la energia donde se presenta el borde de frustracién. Para ello es necesario utilizar
un estado de prueba con un mimero minimo de enlaces frustrados (denotado por
| M}). Este estado no es necesariamente un cigenestado del sistera, sin embargo el
valor esperado de la energfa ,(M | H? | M), sirve como una estimacién del borde de
frustracién. Como primera aproximacién, se supondra que todas las amplitudes de
los sitios son iguales (p; = *1/v/N). Ademis, se supondri que cada celda de H?
tiene el minimo niimero posible de enlaces frustrados, sin importar los alrededores

del sitio. Esta suposicién dard un minimo para la energfa critica.
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En la tabla I del apéndice C se indican los tipos de anillos que existen en
la red 'H2. Existen ocho clases diferentes, correspondientes al dual de cada vértice
renormalizado. Considerando sitios con la misma coordinacién como celdas del mismo
tipo, el nimero de estas se reduce a cinco.

Para encontrar el corrimiento de la energia por frustracién (Ey) basta ree-
seribir la férmula A7 del apéndice C, cambiando 1a suma sobre sitios a una suma sobre
celdas, indicandose por P(u) la frecuencia de aparicién de un tipo dado de celda del

tipo u. El resultado obtenido es:
E} =123 P(u) (2, — 2Ni(p) + 4Ns ().
» . .

La suma se realiza sobre los tipos diferentes de celdas. El primer término es -

la coordinacién promedio en la red, la cu‘al ‘vale cuatro. ‘ S ( o
- El segundo término es el mimero tc;:t.nl de enlaces en cada tipo de celda Los

enlaces del tipo k pertenecen a uha sola cel(ja por estar en su interior, mientras que
los de tipo 1 son compartidos por dos celdas. Por cllo estos 1iltimos deben tener un
factor de 1/2 al realizar el conteo de enlaces. Sin embargo, en el hamiltoniano H? lo
enlaces de tipo 1 aparecen con un factor 2, por lo cual se cancela el factor 1/2. De
este modo, al contar sobre celdas los enlaces tipo 1 y k tienen el mismo peso.

Eliltimo término es el niimero minimo de enlaces frustrados en cada celda
si 1a fase entre dos sitios unidos por un enlace frustrado es cero.
) Mediante una inspeccién de la tabla I del apéndice C, puede encontrarse
que: Ni(p) = Z,(Z,, — 1)/2 y ademés:

Z2,(2,, — 2)/4 si Z, es par
(2, —1)*/4 si Z, es impar '

Mm={

Sustituyendo estos valores en la férmula para E}:

B} = 5P (7, - 20400 = 2Nyl = 3 Pl

# impar



( Figura 4.6: Configuraciones de anillos impares que se forman al hacer cero la

amplitud en sitios de coordinacidn diferente de tres.)

De la férmula anterior se deduce que sélo contribuyen los anillos con un
nimero impar de vértices. El resultado numérico se obtiene facilmente sustituyendo -

los valores de P(u):
E} = P(Q) + P(D) + P() + P(Ss) + P(J) + P(S5) = 7 = 0.8754

o, sacando la rafz cuadrada se obtiene el valor correpondiente en la red de Penrose:
Ey = 0.936.

Esta energia corresponde al valor en el cual la amplitud se empieza a con-
._ centrar en los sitos con Z=3. Por esta razén, para calcular el borde de banda de estos
estados, se necesita suponer que, en el limite, la amplitud es cero en todos los sitios
de coordinacién diferente de tres, lo cual equivale a decir que no existe contribucién
de las celdas triangulares.

En este caso, todas las celdas se vuelven pares, excepto las de tipo S, dos J
por cada S; y todas las S; que se vuelven triangulares (Fig. 4.6)

Nuevamente, el borde de banda para estos estados es:

E? = P(S) +2P(53) = ﬂ’—;—zﬂ =0.1436
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o bien, E; = 0.3790. Este valor es muy cercano a la energfa critica obtenida numéricamente
y al valor de 0.37 < E; < 0.55 obtenido por el método de fracciones contfnuas {71].

Los estados entre E; y E; se localizan en las regiones tipo II. Los esta-
dos abajo de E; son fractales en el sentido de que se concentran en los centros de
simetria cinco del mdximo Penrose obtenido mediante la inflacién. Una estimacién
para €l limite inferior de estos estados se puede obtener suponiendo que la amplitud

se concentra totalmente en estos centros de simetria cinco, de donde:
1
A? = P(S) + P(8;) = ~ = 0.0557

o, A = (.236. Este valor resulta cercano aj valor de la brecha A = 0.107.

Las férmulas utilizadas en esta seccién pueden utilizarse también para cal-
cular el borde de banda superior. En dicho borde, todos los enlaces son frustrados
pbrqué 1a longitud de onda es larga y no existe cambio de fase entre sitios contiguos.

Esto indica que: Ny(u) = N,(u) de donde:
B} =Y P(i)22 = 3Zp + 2Ni(n) = 66 — 307 = 17.4589
r

o, en la red de Penrose: E, = 4.1784. La dilerencia con €l valor observado se debe a
la suposicién de que Jas amplitudes son iguales en cada sitio. En una red cuadrada,
Ey = 4.00 . La diferencia estriba en la fluctnaciones de la coordinacién.

El método presentado puede aplicarse al problema central de la red de Pen-
rose, en el cual existe una contraccién de la banda cuyo valor es 1.32t[68]. Esta
contraccién se debe a la existencia de anillos impares. Suponiendo otra vez que las
fluctuaciones de la amplitud son despreciables, la contraccién puede obtenerse direc-
tamente de la férmula (A11) deducida en el apéndice C:

AN,
N i .
donde Ny es el mimero total de enlaces frustrados. En esta red, sélo existen

Be=

dos clases de anillos pares, los K y S;. De esto se ded‘n(’:ebque la conbt.ljacéiéni vale:

E. =21 - P(K) = P54
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Este valor es mayor que el encontrado numéricamente, sin embargo es muy
cercano al valor donde el IPR tiene un cambio de comportamiento [68).

Los métodos anteriores dan una descripcién de los mecanismos que conducen
alalocalizacién progresiva de los estados al acercarse la energia a cero. Ademés predi-
cen correctamente dos energfas criticas que separan los diferentes tipos de estados.
Sin embargo, atin quedan dos preguntas por contestar: la primera es porqué existe un
limite minimo para la energia, lo cual a su vez indica que existe una longitud minima
de localizacién. La otra pregunta es: como se comporta la densidad de estados en la
regién cercana a la brecha energética.

La respuesta a la primera pregunta es que al ir localizando progresivamente
los estados se baja la energfa porque se reduce el mimero de enlaces frustrados; sin
embargo, al confinar un estado éste aumenta su energia de acuerdo al principio de
incertidumbre de Heisenberg. Entonces existe una competencia entre confinamiento
y frustracién. El valor en el cual el sistema ya no gane energia al localizarse serd el
de la brecha energética.

Para evalnar numéricamente este escenario se requiere bdsicamente una
relacién entre la energia y la longitud de localizacién ().

El costo energético de confinar una funcién de onda pnede obtenerse suponiendo

al electrén en una caja cuyas paredes tienen una altura infinita:
C
Ewn!. = ﬁ

donde C es una constante cercana a uno y que depende de la geometrfa de la caja.
Enla presente tesis se supondrd que C=1 dado que su cdlculo exacto ralxltai"l'a muy
dificil de obtener para una red quasiperiédica.

La otra contribucién a la energia proviene del mimero de enlaces frustrados.
Téoricamente, lo mds que se puede decir es que la relacién deberia tener una forma
del tipo: ’

B =22~ 3,
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ya que el ntimero de enlaces frustrados es proporcional al 4rea ocupada por la funcién
si se supone una densidad constante de enlaces frustrados en la regién donde se localiza
la funcién de onda. D es una constante por determinar que depende justamente de
la densidad de enlaces frustrados y del escalamiento de la energia. Sin embargo, el
célculo de dicha constante resulta complicado para una red quasiperiédica. Por esta
razén, en el presente trabajo se opté por obtener la relacién partiendo de los cdlculos
numéricos. Para ello basta observar que el IPR es proporcional al inverso del 4rea de
localizacién: wA? si los estados son localizados. De aqui que dada la relacién entre el
IPR y la energia sea posible determinar la dependencia de E con A.

Ajustando un polinomio en potencias de 1/F con los datos obtenidos (figura

5 del apéndice C) se obtiene:

: IPR(E) = ﬁ +B,

donde: A=0. 0022 y. B0,

Para comparar,

lo cual indica que la relacién fi

La contnbuclon !

E‘ Eum! +Efrul =

derivando e ignalando n._cero se obtiene li ]ongihld.minimu de localizacién:

. 1
Amin, = (B_-w)l/" =3.24




que corresponde a la energia minima:
E = 2(Bm)"/?t = 0.093t.

" Este valor es muy cercano al encontrado numéricamente para la brecha en-
ergética (A = 0.107¢).

Finalmente, para la forma de la densidad de estados cerca de E = 0 cabria
esperar un decaimiento exponencial ya que los estados en esta regién son localiza-
" dos. En general no se comprende si este comportamiento exponencial de la densidad
de estados para estados localizados siempre es vilido [72], aunque existen diversos
modelos que conducen a esta conclusién.

Durante el desarrollo de esta tesis, se ha deducido en forma general que dada

una banda de estados localizados la forma de la densidad de estados es del tipo:

pe SED

donde f(E) depende del escalamiento entre la energia y la longitud de localizacién
de los estados (la demostracidn se ha incluido en el apéndice A. La demostracién se
basa fundamentalmente en la relacién existente entre el cuadrado de la funcién de
Green y su derivada respecto a la energia). La forma de f(E) depende del sistema
en étlldio aunque en la mayoria de los casos tiene una forma potencial.

= En el apéndice A se predice para la red de Penrose un comportamiento del

tipo:

p= poeCE
ddn(ie p,VC" son constantes a determinar.’ Mediante un ajuste de minimos cuadrados
ée’ bbtii\)o 'quellé d{znsidpd in.tegm(ja de estados varia segtin:

I = [,eC",

v Enla ﬁgurn"li.7 se compara el ajuste con la densidad integrada obtenida

numéricamente. Nétese que existen fluctuaciones respecto al decimiento exponencial.
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( Figura 4.7: Densidad integrada de estados cerca de B=0 para él}Pgn‘m‘s'e. ) L?{i lnes
continua muestra los resultados numéricos. lLa linea punteada cbm.éi;ayzde al djt_l.ste

ezponencial.)

Esto se debe a que la forma funcional éntre la energia y la longitud de localizacién es
una aproximacion.

) Por 1iltimo, la existencia de energfas criticas, estados localizados y una
densidad de estados que decae exponencialmente tiene consecuencias relevantes en
las propiedades opticas, eléctricas y de transporte de los materiales (muchas de las
- propiedades encontradas para la red de Penrose son caracteristicas de los semiconduc-
tores amorfos). Debe resaltarse que los mas recientes experimentos con quasicristales
casi sin defectos [73] indican la existencia de una energfa critica que separa estados
localizados y extendidos en una regién donde la densidad de estados decae sustan-
cialmente. Una de las conclusiones de dichos experimentos ha sido que la geometria

quasicristalina favorece la localizacién de estados.



Capitulo 5

Conclusiones

En este capitulo se presenta un resumen general de las propiedades electrénicas
de redes quasiperiédicas en una y dos dimensiones para hamiltonianos de amarre
fuerte. Aunque en el curso del trabajo desarrollado se estudiaron con detalle sola-
mente las redes de Fibonacci y Penrose, las ideas desarrolladas pueden ser aplicadas
a otros sistemas quasiperiddicos tales como la red octagonal o dodecagonal.

En general, puede decirse que los sistemas quasiperiédicos unidimensionales
presentan un espectro electrénico cuya estructura es similar a un polvo de Cantor, es
decir, contienen una infinidad de brechas energéticas, las cuales se escalan de manera
autosimilar. Esta propiedad es una consecuencia directa de la undimensionalidad
del sistema y de que la transformada de Fourier de un sistema quasiperiédico llene
densamente el espacio de Fourier (Capitulo [II). Al introducir defectos en la quasiperi-
odicidad, de acuerdo a las reglas del modelo quasiperiédico aleatorio, se observa que
desaparece la estructura autosimilar de las brechas de energia y el espectro se suaviza.
Este efecto se o})serva atin para cadenas con muy pocos defectos, lo cual indica que la
estructura autosimilar del espectro es inestable ante perturbaciones muy pequeiias.
En la presente tesis se propone que esto se (debe a que la probabilidad de tener cadenas
quasiperiédicas largas decae como p* donde p mide el grado de desorden de la cadena

y L la longitud. Las brechas de energia més pequeiias corresponden justamente a
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la existencia de cadenas quasiperiédicas largas, por lo cual su baja probabilidad de
aparicién indicarfa la suavizacién del espectro.

La introduccién de defectos destruye a los estados criticos o fractales de
acuerdo a lo esperado en una dimensién. El caso mds espectacular lo constituye
el estado E=0 para la cadena de Fibonacci. En la cadena perfecta este estado es
autosimilar, sin embargo, al introducir un desorden muy pequeno (p=0.95) la longitud
de localizacién, definida en el capitulo II, decrece tres érdenes de magnitud.

Sin embargo, existen otras regiones del espectro que donde la longitud de
localizacién se conserva del mismo orden de magnitud.

La naturaleza del espectro de sistemas quasiperiédicos bidimensionales es
muy diferente al de los unidimensionales. Existen dos razones para ello; en primer
lugar el hecho de que la transformada de Fourier del sistema llene densamente el
espacio no implica la existencia de un espectro con una infinidad de brechas, y por
iiltimo, la frﬁstracio’n de la funcién de onda.

_ En la presente tesis se estudié de manera detallada las propledades del es-
pectro e]ectromco de la red de Penrose. Para ello se realizaron cilculos en redes de
' dlfergntes tamaiios, formas y condiciones a la frontera. Se encontré numéricamente
ciué la red presenta una brecha de cnergfa de tamafio A = 0.1t que separa a la banda de
los estados confinados a E=0. Ademas, se encontraron dos energias criticas: E=0.37t
y E=0.93t las cuales separan a estados con diferentes grados de localizacién. Para
: ‘exp‘licar estas caracterfsticas se propuso un hamiltoniano renormalizado, definido en
una nmueva red Hamada H2. El efecto de la renormalizacién consiste en doblar la
banda de energfa, de manera que los estados en la encrgia E se mapean a E2. Los
estados cercanos a E=0 en H2 son de tipo antienlace, por lo cual la existencia de
anillos con un mimero impar de lados en H2 los frustra anmentando su energia. El
sistema se localiza entonces en regiones de baja frustracién. Utilizando estas ideas se
mostrd que los bordes de localizacién corresponden justamente a E=0.37 y E=0.93.

Los estados se van localizando gradualmente de manera que bajen Ja energia de frus-
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" tracién (la cual es proporcional al drea ocupada por la funcién de onda). En principio
este proceso podrfa continuarse indefinidamente, sin embargo, al localizar los esta-
dos cuénticos estos aumentan su energia de acuerdo al principo de incertidumbre de
Heisenberg. Llega un punto donde el sistema ya no disminuye la energfa al seguir
localizando. Esta energia se estimo como: A = 0.098¢, €l cual es muy cercano al de
la brecha energética encontrada numéricamente.

Otra de las ventajas de la red H2, es que pone de manifiesto la separacién
existente entre dos clases de regiones, una con sitios de mayor autoenergia que la otra.
Por esta razén, el problema es muy similar al de una aleacién binaria en el limite de
bandas separadas. En dichas aleaciones aparecen justamente estados confinados a
E=0 y una brecha energética.

También se encontré que la densidad de estados decae aproximadamente de
manera exponencial en la zona del espectro donde los estados son localizados. Para
demostrar esto, se desarrollé una expresién que predice la existencia de un decaimiento
exponencial en la densidad de estados en una regién de estados localizados (excepto
para el caso en el cual la dependencia entre la energia y 1a longitud de localizacién es
lineal). Dicha expresién tiene la ventaja de que relaciona la longitud de localizacién
de los estados el decaimiento exponencial.

Las ideas anteriores son aplicables a cualquier sistema quasiperiédico bidi-
mensional. En particular permiten entender el comportamiento de la densidad de
estados del problema central de la red de Penrose [68], en el cual se observa una
energia critica que separa a estados con diferentes clases de localizacién cerca del
borde de antienlace. Este fenémeno también se observa en cdlculos realizados para
un hamiltoniano de fonones en la red de Penrose.

Debe resaltarse que las conclusiones de este estudio se derivan bésicamente
de propiedades geométricas de las redes. Para realizar cdlculos mas realistas se re-
quiere introducir en el hamiltoniano las bandas p y d. Sin embargo, avin en tal caso el

cfecto de la frustracion es fundamental. Existen experimentos muy recientes [73] con
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quasicristales escencialmente sin defectos que confirman de manera cualitativa estas
ideas. Dichos experimentos muestran la existencia de una energia critica que separa
a estados localizados de extendidos en la regién donde la densidad de estados decae
considerablemente. Atin mas, Basov et. al. [73) concluyen de su experimento que la
geometria quasicristalina es compatible con la localizacién.

Aungque el presente estudio permite entender las caracteristicas globales del
espectro electrénico de las redes quasiperiddicas, todavian quedan por explicar los
detalles finos del espectro, tales como la repulsién entre niveles, las propiedades de
escalamiento y el papel de los fasones en experimentos de dispersién. Estos estudios

se encuentran actialmente en curso.
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Apéndice A

Forma del espectro para estados

localizados

Enel presente z\pendxce se deduce l'\ forma de la. densxdad de estados sisel

: d<m|G|m> | e
—[ (%)—2Z<mlRe(G)ln><

Zrm (%{) ~ DM <m | Re(G) | m S<m] ImiG) | m > (A2)
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siendo §2(d) el 4ngulo sélido en un espacio de d dimensiones. Sumando la
ec. (A.2) sobre m:

1';1%2 2”“1)"" B S <m|Re(G) [m><m|Im(@) Im>  (A3)

donde se ha utilizado la expresién siguien@e para_la densidad de estados:

Para premsnr la: forma exacta d

‘relnc10|.1 exnstente entre Ay la energ:a Sl ln relacnon es: A(E) A/VE se obtiene el
decmmxento exponericial de LlfShltL, e"/(‘;""")"/z En el caso dela red de Penrose, Ia .

' relacnén s complicada, sin embargo, en cl capitulo cuatro se encontré que: A(E) =
\/E_/% en la regién donde E? < 0.9. Debe- recordarse que esta dependencia fue
deducida del radio de participzicién inversa del mosaico de Penrose. Esta relacion da

lugar a una densidad del tipo p ~ €“Z al sustituirse en la ec. (A.4).

1 dec mlento, es, necesario especlﬁcar la- i
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Espectro electronico de cadenas
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Renormnlizatiun group of random Flbonaccl chams

case,” Both bond and on- m:‘

S ‘ci chains:;  The perfeci
X prob!ems a

‘Flbunaccl chains’ have been’ exhaustively studied. One

" effective method is the renormnhzalmn -group |c:hmque,

“which was developed 1o study the physical propertics of
"p:nndu: and ‘quasiperiodic sys!cms’" cven before the
. discovery of: the first quasicrystalline alloy in 1984.° It
" has been proven that the spectrum of a hbon:\c:l chain js
“a Cantor set-of 2cro Lebesgue measurce' 4% and it is be-
“lieved that al) the eigenstales are neither localized nor ex-
',n:nded, but ‘eritjeal,t78 A sunll:lr situation holds for a
“class of generaltized Fitonaeci L ¢ ihere is
* the possibility of the specirum being locally sniooth and
that extended states exist.’ The rcnormahulmn-nmup
method has also been applied to two-dimensional quasi-
periodic Iattices®™® where singular continuous spectra and
critical eigenstates are also found lor a review sce Ref.
10},
: Fibonaccei chains provide a simplified 100 for examin-
" ing the effects of quasiperiodicity, ™" and their study has
- hun sirongly motivated by molccular-beam cpu:\\\- exe

:onsld:nd The ‘method is campulannnall) efficient and sullable xo deal mxh lar;e :)mns

The elecironic properties of Fibonacei and generalized :

zation problem in Fibonacci :hains. and was also ap-
plied 1o two:dimensional Penrose tilings. **. Here, we
present ‘a jon where the Fibe i chain is
only & particular casc, and has the advaniage of being ex- |
tendible 10 treat the case of random Penrose tilings. .
Since no :xp:rlmcnl has yet been devised to tell which of
the major competing quasicrystal models (quasiperiodic
vs random tiling) is correct to describe real quasicrystals,
the method proposed here can shine some light onto this
matter by deseribiing the effect of phason disorder on
clectronic specira of quasiperiodic structures.,

The outline of the paper is as follows. In See. 11 we de. -
scribe the ..\mlru:unn of random onzcel chaine and |
derive their i In Secs,
11A and 1 B we apply the dcmcd xransfonn:unns tocal-
culate the lozal density of stales (LDOS) at a central site”
in random Fibonacei chains with varying degrees of dis-
order. Section 111 is devoted to results and discussion,

I, RENORMALIZATION GROUP

The Fibonacci sequence describes the alternation of .
“words™ L and S \\llh lengths I and lg. Let-uscall F,

periments yiclding the first up:nmculal 1 of a
Fibonacci system. '? - Less attention, however, has been
paid to random systems in the sense of a randum liling.

The one-dimensional realization of a perfect quasierystal

is the Fibonacei chain whose Fouricretransform cansists

of a dense set of delta peaks, although it must be borne in

*. mind 1hat there is still controversy about the true nature

- of quasicrystallinity, In addilion to the perfect quasicrys.
tal mode), there exists the random tiling model which has
successfully explained most features of quasicrystalline
alloys (for a review sce Ref. 13). The Fouricr transform
of a random tiling structure consists of della peaks plus
diffuse scattering and their one-dimensional realization is
a- disordered Fibonacci chain presesving the same ree
ciprocal space properties.

. The main purposc of this paper is to provide a
renormalization-group procedure which is useful to study
the Jocal clectronic properties of large random Fibonacci
chains in a simple and cfficient computational way. - This
method was previously implemented to tackle the loculi-

0163-1829/93/48(17)/12459(6)/506.00 - 43

“12459

the di g 10 the fclloumg <o
catenation rule: 3

Fo=Foopp Fose Fo=8, F,'?Lv
where the asterisk’ denoies, mn‘g concatenation:”: The
wards F, converge 10 an infinite word F ' calied the' Fi-
bonacei sequence which ' rcl:u:d te goldcn mean
e+ VSV by F, L 7F = when nicd el Fl% M éan
also be obtained from £, b, followm; sub.
stitution ruln

The Flbonncci :Imm is built by i)uumg atoms ‘on posi- -~
tions x, in such a way that the bond ]:nglhs, Xy =Xy
take two 'values, namely, 1, and I5. 1t is well known that 7

" the dcl:rmmunc chain constructed in this way is neither

periodic nof randam, but guasiperiodic, and constitutes
the onc-dimensional realization of a perfect quasicrystal,
.. The one.dimensional case of a random tiling is a ran.
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dom Fibonacci chain, which can be ct;nslmelcd as fol-
lows, Let us consider the same words L and S with the
following random concatenation rule:

Ry.ioR, ;3 with probability p

Ae™ (R, _yoR, ., with probability g =1~p . ¥
Ro=S, R =L, and 0Sp =<1 is a fixed probability. So,
for instance,

LS with probability p
Ry 1sL with probability ¢

and

LSL with probability p7+ ¢?
Ry= {SLL with probability pq
LLS with probability pg .

In this way, the infinite R, can be viewed as a random
reshuffling of words L and S in F,. We shall consider
the lincar random Fibonacci chain built by asseciating a
bondof length fp to Land Ist0SinR ..

The so constructed random Fibonacci chain can be de-
seribed by the one-electron tight-binding Hamiltonfan:

H-}l: !I)f,(i{-i-z?;ll)'/_;(ﬂ '

where |1} is the Wannier state associated with the ith
vertex of the chain and 7 is the nearest-neighbor hop-

ping integral. In the bond problem (nondiagonal disor. -

der} the hopping integrals take two values #; and 7,. For
the case of on-site problem fdiagonal disorder) the site en-
ergies consist of €, and ¢, arranged in Fibonacei se-
quence. The matrix elements of the Green's function
Gy ={ilG(2)]} satisfy the following set of equations:

(Z=€)Gy=8,+% taGyp 1=0,1,2,..., ®)
A

where ZmE iy, 7—0.
A, Dond problem

Following Barrio and Wang, 1 the rcnormalxunon

consists of cli the of the

central site from the equmom of motion for the Green's

funciion {3) in each iteration. This sllows us to handle

only the atoms st the boundarics of the bonds in order to

construct the next generation. The first three iterations
are shown schematically in Fig. 3.

The chain in the sccond iteration consists of three
atoms with sclf-cnergies: €5 =i+ ¢, and €, re.
spectively subscripts L, C, and R stand for left, center,
and right sites and the nimber in Faremhu.i; labels the
iteration), and hopping integrals ') and +'%, The coor-
dinaies of the central site can be climinated from equa.
tion (3), and on¢ gets a sm;le cn’ccuve bond with two

1.C.LOPEZ, G. NAUMIS, AND 1. L ARAGON a

) o——o

) or———o

) o————-0——-0 - «~—===
) e==—p—————o - Smemy

FIG. 1. Scheme showing the renormalization procedurs for
elimirating 1he coordinates of the central site in the second and
third iteration of the concatenation process for growing the Fi-
bonacci chain. The three atoms and the two bonds of the chain
are replaced by two effective stoms with a single efleciive bond.

li..Jll
,nmrm
Z=(eive

1—'“7‘0'
Z-lefi+eP) *
where E and f are used for renormalized ¢ and 7 parame-
ters. In the third iteration we have ¢f'= B2, and the
equations for the nth step can be written in terms only of
renormalized variables as -

Efft= bt

Ef=el+ W

PLEIP

e ilgta =3
Z—EPT I EPRTT

ot

with the initial values
EP mENagda =g
and [£)]

Oay, My,

This izati dure in a di i Fi.
bonacci chain can be exiended 10 the random concatena-
tion zule given in (2). ﬁgure 2(a) shows how the second
iteration of Fig. ] Jooks in the random case. By renor-
m:lhing the iwo pomblc :onngnnllom oflhe chain and

If.energies and h is; these
can also be replaced by a singie cffecti
bond vnlh two :truuve atoms, The unonmllud {and
Is of the single

eflcctive atoms, The group equations for
this iteration are -

gics and hopping
:h:maunow

LLA DE GRIGEN
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o= i -l (a)

—e
FIG. 2. Scheme of the renormalization pro-
tedure of the random Fibonaccl chain accord-
N N ing to the concatenation rule (2). Two kinds of
. . defects are introduced. (a} For type 1 disorder
the renormalization of ihe two possible
(b} configurations is carried out prior to average.

(b) Type 11 disorder arises when the two po:
ble configurations are averaged prior 1o renor.
malization.

with the initial condition (5). .
Thn above | dure yiclds the self- gies and hop-
- ping i of di chains ing
to the coneatznation rule givan in {2}, whone pmf::rh:s in
.- ~Feciprocal space arc those of a random tiling, '%}7 Ob.
- serve, however, that a different kind of disorder can be in.
*-troduced if the two possible configurations are averaged
“prior to renormalization, as depicted in Fig. 2{b). Note
that in this iteration there is a finitc probability of getting
LL and_SS configurations. - Consequenily, in Jarger
chains, one is actually averaging arbitrarily lazge crystal-
line regions, yiclding random chsins that have Jost the
random tiling “scciprocal . space properties. These two
kinds of disorder will be alluded to as type I [Fig. 2(a))
and type 11 [Fig. 2(b)). We shall consider type 11 disorder

for comparison purposes only.
 The :oruspcndmg recurrence formulas for 1ype 17 dis-

. ln lerms of theé'renorma lzed
formulas for thent

Z—ED

S ppta =, u-nbz o
.Lig_)__). Sm

pi~l=},5‘~-ll+q5l~-‘l+w

rum:lion gives the LDOS at’ the correspondmg site, ' the :
LI?‘OS at the central site of the Fibonacei chain is given

)
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where Im stands for the imaginary part. l;i: Gr fo EjtmpEl =N gEp -2
ward 10 obtain the rencrmalized equation for the Green's e -
function at the central gite, which reads + =ity g  gia =)
]-. NZ-EPVXZ=EF~T=T
'

O e L L)
Z~Ep" TZoEpT fa=yte=y g L E{r-1)
'(2_ ;u-llxz_ ll-",_r) .

Gee= |Z-B~

{10)
where the self-encrgics and hopping integrals at siep n L e e L
are given by (6) and (7) for disorder types I and 11, respec. (hr=gta= g - ple=)
tively, and E{* is given by (8) for both types of disorder. +p (Z-Ep~TNZ=EpP-T)=T7
N lll-ll,ll-ll‘z _EII-II, i
B. Oa-site problem +g (Z—EQ~INZ—EP~T)—T73 ' an

28 Tyta=) 1l 1t

The above renormalization procedure can be imple.

mented 10 solve the on-site problem in an analogous way. x _p
1In this case, we have two different site energies, €, and ‘ (Z—Ep " NZ—Ef =73
€, 2iid a real bond T which must link chains n —~1 and
n =2, This makes a dil to the 1 g
procedure of the precedent section since now, for disor- + (Z—Ep -z - El--ll)_rl .

der type 1, the two renormalized chains are joined by a
bond T in the proper (with probability p) or reverse (with  with the initial conditions

probability ,) way. Thes: two pomple :::ﬁ‘unl'lons a;er El‘.""‘.« E,‘,"-,‘,' ,m..‘r '

the two centra) sites (o get 2 single effective bond with
two effective atoms, Finally, the two resulting possibili-

ties arc averaged.
The general ath siep formulas for the on.site problem  The

with the type ] disorder are disorder are
i’

Efl=Et=e, +.

(pl""”+ql"'”)’12-(pE""'-!-qE}_‘"b")]
,

E ’-pE"""'HJE"'""‘ 5
(pt!* =4 gt VP2 (pE =V gEfa =Y Lo
E"’-pEﬁ'“”-Pqu"""' L g (S"’, L ) . L 12
o ",v-~~;+q,u-n"21u-n+!,--nn-
Sin
where

S""-[Z —(pE,'."'“*‘H l--ll)"z _(I,El--n.(_q l--!))] -7,
Given that now one has to retain 1wo central sites in the last renormalization step, the LDOS must be cvaluated in *
one of the two central sites. The Green's function at the ceniral site nearest to the left atom is given by
gy gte=Nte=n 7! -t
G, ™ [Z—-Ef~"~ ZoEpP-V  ZeEp -l Tig _paen .

The self-energics and hopping integrals at step n are given by (11} and (12} for disorder types I and 11, respectively.

I11. RESULTS AND DISCUSSION (7) for the bond, and (11) or (12) for the on-gite problems.

The site energy ¢ in the bond problem was initially set to

As discussed above, the local Green's functions of ran-  zero for all sites with ¢,= — 1.0 and 7, ~1.5. Regard.
dom Fibonacei chains ean be calculated, in a given step ing the on-site problem we selected €, =1, ¢ —1 and
n, in terms of the 1i group equations (6}or 7= —1, The following cakulations were made for 100
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© -23 ~20 ~1.3 -10 <08 20 &3 33 18 10 33 30
EXERGY (orb. units)
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=28 =18 =20 =13 =13 =03 4¢ 03 10
ENERGY {arb. units)

g ’ ts)

=38 <28 <20 -)3 ~10 0% 08 &3 18
ENERGY (rd, units)

13 24 23 30

FiG. ). LDOS, in arbitrary units, for different values of p, for
the bond prodlem with iype ) disorder. {a} p =1 {Fibonacci
chain), (b) p =0.95, (c) p = 0.7, and (d) p =0.5. Note that the

* gross features of the Fibonacei chain of the spectrum are
¥ , and the is

_~when'the type 11 disorder is g

1246
10l
P
osr €
E) =] =1 0 0 7 E)

FIG. 4. Dand siructure as function of p for the bond problem
with type I disorder.

iteration chains { ~ 10% sites).

Figurc 3 shows typical examples of LDOS for the bond
problem at the central site of a chain with the type I dis-
order for p =1 Iperfect Fibonacci chain), 0.95, 0.73, and
0.5, respectively, The spectrum at p =1 is the same ob-
tained using other approaches and found 10 be a Cantor
set.#=8 Ag p decreases, the gross features of the spece
trum arc preserved and the spectrum is smoothed. Many
of the characteristics of the underlying Fibonacci chain
survive cven for p=0.5. The features of the smoothed
spectrum have a close resemblance with the specirum of
rational approximants of the Fibonacci chains,'? it is also

. interesting to observe that the phonon spectrum of a 3D

Penrosc tiling is also smoothed when randomized.?® The

“ band structure of the spectra at different values of p can
" be better appreciated in Fig. 4, where encrgy is plotied vs
p., Obscrve that the gap at £ =0 (absent in a Fibonacci

chain) opens up as p decreases. In contrast with type 1,
is § d, slight deviati
from p =1 change thc main fcatures of the spectrum.

Jadkh . ]

.9 . ‘-
=3.0-24-20-15-1.0-0.500 05 1.0 1.3 20 23 3.0
ENERGY {azb. units)
FIG. 5. LDOS, in arbitrary units, at p =0.93 for the bond

prablem with type 1l disorder. The featutes of the spectium are
changed severely with respect to the Fibonacci one,

FALLA DE ORIGEN
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FIG. 6. Band structure as funclion of p for the on-site prob-
lem with type 1 disorder.

Figure 5 shows the case a1 p =0.95. .

For the on-site problem, the LDOS obtained w.hen
p=1 with (11) or {12) coincides with pr
calculations.? 3 Figure 6 shows the bands of the specira
as a function of p for type 1 disorder. As in the bond

J. C. LOPEZ, G. NAUMIS, AND . L. ARAGON @

random site encrgy fluctustions in Fibonacci chains.
< izing, we have introduced a %

group scheme o the of ran-
dom Fibonacci chains, with the following characteristics.
{1} The method is computationally simple and eficient,

. enabling it to trest Jong chains with minimum effort.

(2) The Fibonacci chain is treated as a particulsr case;
disorder is introduced dynamically during chain growth,
and consists of phason defects which preserve the ran-
dom tiling properties of 1he chain,

(3} Although the LDOS was calculated at the central
site, it is not difficult 10 obtain equations for any other
chain site. In fact, one can, in principle, obiain the tota)
trace of the Green's function as in the case of & perfect
chain, ' but in this case the accuracy snd compuiation
time is heavily dependeni of the number of sites.

{4} The method can be extended to 1wo dimensions and
can be useful 1o study #ill unknown random tiling efects
on the localization problem.
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‘The central gap in the density of states and 1he Jocalization of states oo a Penrose lattice are
investigated within a 1ight-binding model for the vertex problem. The rerults show that the gap is a
* consequence of frustration, There are surface states within the gup in a finite Iattice. The correlation

belween the appearance of the gap and the localization of states is also studied.

1. INTRODUCTION

Itv is well known that the atomic arrangement of salids
is essentia) to determine their physical properties. In

fact, the translational symmetry of crystals provides the’

cxistence of extended clectronic states (Block waves) and
disorder induces localization of states.?

Since 1984, a new type of structure colled
quasiperiodic,? which is intermediate between perlodic
and disordercd solics, has aroused smuch interest be-
cause new physical propeni:s arc expected. Q.aslﬂ)a-
tals (QC's) are V) ic alloys with a i
odic structure in three dimensions (3D} le.g., the / phase
in NiTi; (Rel. 3)} and 2D [e.g., the T phase in AlyeMnye
{Rel. 4)). There are also quasiperiodic systems in 1D,
like Fibonacci superlattices which are built with two al-
ternating semiconductors.®® Particularly, the Fibonacel
ch-\m: pxmldc a simple way to analyze the eflects of

like the i folding of the
Brillouin 2one detected in the Raman spectra of Fie
bonacci superlattices.”

Quasicrystals exhibit an intermediate character le-
meen (l’)llals and amorphous; for instance, lhm is no

y, like in h L but
they present sharp dnﬂ’ra:lxon spots like crystals, Al for
the electronic propertics of a QC, we expect intermediate
bebavior between a erystal and an amorphous solid, for
example, in the electronic density of states {DOS) and
the localization of states.

In 1D or 2D quuipenudlc lyslems, three kinds of wave

ions coexist: d, and critical. The
critical states are neither localized nor extended; they
bave selbsimilar wave functions in real space. For the

Fibenacci cbain, it has been proved that the spectrum is .

a Cantor ut.' Howeves, this chain can only bc dcﬁncd
with di i (site) or diagonal (bond) di

sequences, and it does not present another type of topo-
logical disorder, like variations in coordination or bond
angles, which is an important characteristic in rea) QC's

0163-13529/94/50(14)/983415)/506.00 30

in more dimensions. Ove important effect of these topo-
logica) variations on the electronic properties is the frus-
tration of the wave function, as we shall show later.

- The natural extension of the Fibonacei chain in 2D
is the Penrose lattice (PL), which is a quasiperiodic

- way of filling up a 2D plaoar space with two kinds of

tiles. The PL is the Jowest-dimensional model'with topo-
and bas the advantage of low-
ditnensional systeins which exhibit the effects of disorder
more clearly.}? It would be usefil to understand which
properties observed in a Fibonaccl chain are wlso valio
for a system in bigher dimensions,

There are numerous models to study excitations in the
PL {Ref. 11) using first principles Hamiltonisas. The
obvious choices for the atomic positions in these models
are the centers (center model®19) and the vestices of the
tiles (vertex model®). This latter choice is convenient
if one is futerested in the conoectivity properties of the
PL and gives insight into the effects of the topology on
the excitation spectra. In this paper we shall study the
vertex model,

As pointed out by Tsunetsugu ef ol.,'® the PL would
be most sensitive to topological quasiperiodicity, one ¢f
fect being the frustration induced in the phases of the
wave functions. We show here that this frustration and
the nonperiedicity are responsible for the central gap in
the DOS of the PL " \\e do this by separating the PL
iato two al lattices and by lizing one
of them. This nnormahzalmn maps central states into
antibonding states. Then, the frustration of the new lat-
tice inhibits antibonding states which means that there
is 8 gap in the DOS of the PL. Also, the nonperiodicity
of the lattice produces different amplitudes on cach of
the sites, which results in a contraction of the band and
localization ncar the lowest band edge.

This paper is organized as follows, In Sec. Il we ex-
plain the model Hamniltonian and the construction of the
tiles for numcrical calculations of the DOS. Section 111
is devoted ta the study of the origin of the central gap.
Finally, in Scc. 1V we give the conclusions of the work.

2834 ©1994 The American Physical Socicty
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-] EFFECTS OF FRUSTRATION AND LOCALIZATION OF ... . "

11 ZLECTRONIC PROPERTIES
OF THE PENROSE LATTICE ) D

Cousider a simple tight-binding Hamiltenlan for s elec.
troas, with nearest eighbor interactions -

B = Tty m i
iJ

where sites i and j are vertices of the PL, and the hop-
ping parameter 1;; is =1 for connected neighbon and 0
otherwise. In this situation one avoids site or bond dis-
order. Furtbermore, all rings of bonds are fourfold and
there is po sing statistics. Therefore only the different
coordination of each veriex introduces all the effects of
qQuasiperiodicity.

In order to calculate the DOS one needs to diagonalize
a matrix of the order of the number of sites and this
Tepresents s severe limitation on the size of the lattice,
which is undesirable in a quasicrysta), because the finite
size effects cannot be easily identified. We have devised
& renormalization method to calculate local DOS in an
extremely large Fibopacci chain.!? Since the PL can be
regarded as a straightforward extension of the Fiboznacei
sequence 1o 2D, the same method can be extended here.

As the Fibonacci chain Is defined by two types of sites,
or two types of bonds, the PL can be constructed fom
1wo basic tiles. It is ient 10 ider the R
triangles,!? obtained when one divides a perntagon. In
Fig. 1 these two basic units are shown and can bc con-

- sidered as the tiles of g jon ) wnd 2,

To obtain the tile of generation 3 one Joints the two for-
mer tiles 2 © 1, as shown in the figure, Observe that the
second tile to be joincd at each step has to be the mirror

Iimage of the original one, which is equivalent to follow FIG! he two Robinson Ivllngle- as Penrose lattices

the matcking rules.’* The shapeofatileof a gx\en gener. - of V'azd 2, respectively. Further are

atjon is always that of one o! the two Robi b ing lhc puvln\u wo.

and a given shape is repeated every four i The - g B

ratio of the areas of two tiles of subseq & ions - v.his is equival, liminating el with indexes re-

is the golden ratio v = 5(1 + \/_) il ferrln: to $h¢ lnlerlor sites by substituting them into the
ion of the revor i d fol- © lving only the border sites. As an example

The
lowed for the Fibenacel chain’? is carried out by renor- . consider Fig. 2,in which the tile of generation $ is shown,
malizing all the interior sites in a given generation, Jeav- . . Observe that there.are only three lengths of bonds T(1),
ing all the sites in the border intact. In terms of the equas " "T°(2), and T(.‘A). and there I only one interlor site labeled
tion of motion for the Green's function G = (EI - H)~ G. Tbe :qununm of matjon are explicitly

[E = E(1)]G(1,1) = 1 + T(2)G(2,1) + T(3)G(5,1
IE - E()}G(2,1) = T(2)G{1,1) + T()G(3,1) + T(2)G(5,3) + T(?)G(G-l)'
IE - EQ)}G(3,1) 2 T(3)G(2,1) + T(3)G(4,1) + T(2)G(s, 1),
[E = E@4)]G(4,1) = T()G(3,1) + T(2)G(5, 1) + T(2)G(6,1), "
[E - E(8)}G(5,1) = TR)G(1,1) + T(2)G(2,1) + T(21G(4,1) + T)GIE1),

{E - E(6)}G(6,1) = T(2)G(2,1) + T(J)G(s l) + T(2)G(-I l) + T(1)Gis,1).

After renormalizing site 6, one is leh with only ﬁve cqulllonl y
[E =~ E()IG,1) = 1 + T(2)G(2,1) + T(NG(5. 1), ;

[E = E(3) - W22)G(2,1) = T(2)G(1,1) + [T(3) + wn)r(: 1)+ W226(4,1) + (T(2) + w:zlc(s. 1).
|E - E(3) - W22)G(3,1) = [T(3) + W22|G(2,1) + [T(3) + W22)G(4,1) + W12G(5,1), L
[E = E(4) - W22)G{4,1) = W22G(2, 1) + [T(3) + W22JG(3,1) + [T(2) + W12|G(5,1),
{E ~ E{5) - W11]G(5,1) =r(:)c(1 N+ |r(") + WHIG(2 l) + +W11t‘
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FIG. 2. Penrose lattice of gencration 5. These is only one

central site labeled 6 and there are three Cifferent lengihs of
bonds. The right-band side shows the renormalited lattice,
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It can be observed that apart of a complicated structure
of bands and gaps, some peculiarities appear, First, the
specira are symmetrical respect to £ = 0, due to the

- fact that the lattice is bipartite;?® i.e., it can be sub-

divided in two alternatig tublattices (say, A and B),
and an electron can only bop from an A site onto & &
site or back. Then, the Schrodinger equation reduces to
E|j) = ~ 3°;[i), where if i belongs to A, then 5 belongs
10 B or vice versa. Therefore, if E,, is an eigenvalue, ~E,,
is always an eigenvalue too, because their eigenfunctions
differ only on the sign of the wave function of one sub-
lattice.

Likewisc, one observes in Fig. 4 three main features:

{1) The bandwidth is larger than 2(Z), where the mean
coordination number is (Z) = 4 in the PL.

(2) A highly degencrate state at £=0,

(3) A gap separatiog the stutes at B = 0 from the rest.

The two first features have been carefully studied. For

where the effective i carsy all the
con.nrning the renormalized site

TU)T(5)
E-E@E)"

Li=1,2 (2)
The process of tile grou‘}ng has to be combined with

Wij=

the renormalization at each step. Figure 3 exemplifies:

this procedure: One renormalizes the Interior sites of Jate

tices of generations 7 and 8§ Jeaving only 1he border sites. :-

Then one joiats the two tiles together, and this results
in baving two new interior atoms for generation 9, which
have to be justher renermalized. Care has 10 be taken (o
include all the renormalized sclf-energics properly since in
fusther renormalizations the sites include effective bonds
and self-energies, Observe that the sumber of sites to be
renormalized in cach step grows as the square root of the
total number of sites, which grow exponentially with the
generation number. This allows to perforny caleulations
in much larger lattices than by direct diagonalization,
Notice that the final PL of fat and skinny rhombuses is
obtained by setting all the longest T(3) and shortest T'(1}
bonds to zero.

Figure 4 shows the local DOS at two nearest neighbor
sites of a PL of gencration 23, containing 14 550 vertices.

“to the numerical result.
- E = 0, it consists of fractally confined states,’® which
.- are strictly confined in fractally distributed regions.

the bandwidth there are esti based on a finite size
scaling’® and a mean field approach.!® In the latter it is
supposed that all the amplitudes for each local configura-
tion that appears in the PL are the same. In both cases
the maximum cigenvalue is E = 4.23, which is very close
Concerning the central peak

Finally, the persistence of the gap around £ = 0 in an

Infinite PL is not clear yet. We have verified that the
" gap width {A) does not diminish beyend == 0.15 evea for
. the jargest lattices (= 10° atoms). We noticed a cycle of

Alwith a four-gencration period, which is cestainly due

" to the construction period of the lattice.?® It is worth

meztioning that the method of renormalization allows
one to calculate the local DOS in any chosen site, and
that the features shown in Fig. 4 are present no matter
which site Is chosen. We also calculated the integrated
DOS and the tota} DOS and we checked that the gap is
also present there. !

To examine the localization of electronic states in the
PL we caleulate the invérse participation ratio (JPR). If
the eigenfunction of state Ej Is ¢; = 3, Ci(j)]i), then
the IPR for the cigenstate j is defined as

FIG. 3. A sketch representing the renor-
malization of the central sites of lattices 7 and
8, The final latice of gencration 9 is cbiained

former Lwa in the equations for 1he Green's .
functions., : Dol

DRIGEN.
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ENERGY {orb.units)
FIG., 4. Local density of states from a Penrose latiice of

generation 23. (a) Is taken from a three-coordinated site and
(b) from a contiguous fout-coordinated site.

N :
IPR(j) = Y Culi)*. (3)
im}

The IPR is a measure of the reciprocal of the number
of sites occupied by the wave function.® In Fig. 5 the
JPR as a function of the eaergy for a lattice of V = 2176
sites is shown. Surface states are detected in the JPR
by performing several calculations in clusters of different
sizes and different boundary conditions.

The IPR values are between 0.06 and 1/ for all the
studied Penrose Iattices. \We can sce in Fig, 5 that ttates
near the edges of the band are delocalized with an IPR
closer to 1/N. The vertical line of dots at £ = 0 corre-
aponds to confined states, since their IPR presents a min.
imum value {dashed linc In Fig. 5), which corresponds
to the maximum extension of the fractal regions.

States at [E|  0.15 (with arrows in Fig. 5} are expo-
nentially localized because their IPR does not vary with
N. They also have the highest JPR. These states only
present amplitude different from zero near the surface,
since Conway's theorem?®® would imply that if there is
a configuration of sites with a given amplitude, there
should be a similar configuration at a distance not ex-
eceding twice the radius of the configuration. Therefore,
they are certainly susface stalcs, not present in the infi-

”n
(X"}
N\
o0
H ..
ooz b : |
; v !
| ettt Ladilig H
POl 38 cis -is 68 B3 13 24 3% a8
B/
FIG.5. lzverse participstion ratio (IPR) for a Penrose lat.

tice of generation 19 obtained by exact disgonalisation. Ths
lowest Jevel corresponds to states with Ci(j) close to 3/VN.
The dashed line indicates the lowest IPR of the degenerate
central states, and some suface states with constant JPR are
indicated by arrows.

nite lattice.

Figure 5 shows that for energies below = 0.37, the
bebavier of the IPR changes. All siates with an absolute
energy below this vajue have an IPR bigger than the lower
IPR value of the central state (dashed line in the figure).
This figure shows that states below 0.37 are not extended.
We shall discuss their nature in the next section.

More information can be extracted if one plots the
Quantity “site amplitude contribution™ (SAC), defined as

¥,
$ACHnf) = 3= SScut, 0]
i

for all sites with coordination » excluding those in the
surface, In Fig. 6 this quantity is shown for sites of co-

s
:
o b
i
g H
é g b '
3 [ :
l.v‘, !’
; B
: ‘el
PTG ey TN S0 08 )
- L MW :

FIG. 6." Sitc amplilude contribution (SAC) for all sites
of cosrdination 3 in a Pentose Iattice of generation 17. Nov
tice the abrupt change of behavior atound & = 0.92 and the
sudilen increase al £ = 0.37:
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eigenstates with [E| 2 0.92 have constant amplitude in
three-coordinated sites.

In Fig. 7 the corresponding plots for all tbe other co-
ordinations are shown. Notice that the states pear the
center of the spectrum present more awmplitude in sites
of lower coordination, while tbe higher coordization sites
have litude near the band edges. This is in agree-

ment with the fact that there is not crossing of the bands
when one varies the ratio between the bopping parame-
ter and the site energy.!? It also supports the statement
of leve) repulsion (quantum chaos) in other quasiperiodic
2D systems.?

I1l. FRUSTRATION IN H?
Since the PL is bipartite, in this section we renormal-

ize one of the original sublattices and define the corre-
sponding Hamiltonian (H?¥ = E?¥). Then we study

the of & and periodicity in the
tenormalized lattice.
Alfter lizing one of the sublattices the corre-

“FIGIT. 5 Th Fig. 6 ot
tlons, indicated in each plot. The value of the gap at £
and the other peculiar values £ = 0,37 and £ = 0,92 a;
" noticeable here. 3 LI

“ordination 3. Notice that a higher value of this quantity
means a Jarger amplitude in three-coordinated sites of the
corresponding eigenfunction. Itis seea that the behavior
of this plot changes at E = 0,92 and at'E = 0.37." This
Iatier value ponds to the localization edge d: d
in Fig: 5, and the valuc 0.92 Is peculiar because here the

is
. 2: M -
[z.»|.')(.'| +23 1+ 3 l')(k]] L (s)
¢ G :

Sites ! and k ‘are the second nearest fieighbors.of i. .
in the original lattice,  If § is sitcated In a cotner ¢f &
thomnbus, ! Is.one of the Z; sites on the opposite corner
f that rhambuis, & is one of the Aly = T,(2; = 3) second
eighbors of i that'belongs to a rhombus that does ot -
have i.as a _corner.” Here j is a first neighbor of both ¢ *

THl=g?

"After renormalization, the new lattice (which we shall
all H2) is composed by two kinds of regions. One
vith only triangular cells {regions 1) centered in renors
malized. three.coordinated sites, which do not present

" crossed {second neighbor like) interactions. The other

type presents crossed interactions (k bonds) and is com-
posed by cells, of six different shapes, defined by { bonds
(regions 11 in Fig. 8). These cells represent the dual -
of renormalized vertices with coordination other than 3,

FIG. 8. Sketch of a portion of a 42
Iattice obtained after tenormalising one of
the alternating sublattices of the PL. Region
1 only contains triangular cells and region
11 presents second-neighbor-like Interactions
duc to k bonds {in light Jines) and fisst neigh-
bot interactions due te ! bonds (in bold lines).

ORIGEN
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‘This division Is due to the fact that io the PL all non-
three vertices are connected in lines (called strings) which
divide the whole lattice in finite independent parts.’®
‘These parts contain only three-edge vertices. The same
strings confine inside them all eigenstates at £ = 0 (the
amplitude of the wave function Is always zero in the
sirings).}%1? As was found by Khometo and Sutherland®®
almost al] non-thres-edge vertices are sites with zero am-
plitude at £ =» 0, which means that almost all sites in a
region ] have zero amplitude too.

The effect of the renormalization is immediately seen
whep one realizes that the ceater of the band in the orig-
inal Hamiltonian is mapped to the minimum eigenvalue
of H?, Since in H? the hopping parameter (%) it posi-
tive, then its highest eigenvalue corresponds to the bond-
ing state while the minimum eigenvalue (E? = 0} corre-
sponds to an antibonding state in which the amplitude of
neighbor sites changes sign (maximum pumber of nodes).

The bonding limit is always realizable for all
structures.’® The situation Is quite different for the to-
tally coberent antibonding state. In a structure with
odd-membered rings this is not possible because there
are frustrated bonds, i.e., bonds which connect sites with
the same phase. Thus, a completely antibonding state
is not realizable. The closest one can get to the anti-
bonding state is 1o arrange the coefficients C,(j) of the
wave funciion as 1o minimize the number of frustrated
bonds.?! Moreover, states near this antibonding state
can be expected to be profoundly affected by topolog-
ical disorder.?? In Ve renormalized PL one expects o
gap. due o frustration, between the lowest eigenvaluc
{E? = 0, which is confined) and the first band state, It
is nlso expected a change in the localization propertics of

- 1ates near the antibonding edge.
" The edge due 10 frustration corresponds 10 a state with
the minimuun number of frusirated bonds (ree the Ap-
. peidix). 7As & first approximation let.us calculate this
vdge by assuming that all cells in 42 have the minimum
number of frustrated bonds. and that there are no varia-
tiotis of the amplitudes C;. Locally. there are cight types
" of cells p'in the H2 Iattice {using the usual notation?t
< for pi see Table 1) or.if one considers cells with the
Trasne nuinber 2, of sides a3 equivalent. there aze only
tive ‘types.:Note that the number of sides is exacily the
of the

] ] lzed site in the PL at the
“venter of the cell.” Adapting the expressions desived in-
the Appendix.'the frustration edge. given by Eq. (A7), -

3 thirefore Pl is:
tices i'she PL, which is alse |

TABLE L. Types of cells ia H2.
Pbase Call

em+4]l om~l Name (u) 2. Pln)
A) - X 3 T-4r
g ; l X ‘ 4 Sr-8..
<> . .
@ Se L] 13r-21
' . £ 7 l:-;v
N3 X
Yact= Y Pz, =l2)=4.
1€A wePL

The second tersn in the right-hand side of Eq. (6) is
obtained by counting the total number of bonds Ny(u)
in each type of cell. Bonds of type &k in Eq. {8} belong
1o only one cell, while bonds of 1ype { share two cells;
sce Fig. 8. Thercfore, the latter should have a weight

“of 1/2, which cancels the factor of 2 in the hopping pa-
‘rameter of honds . Thus, when counting bonds in a cell

all bonds kave the same weight. In the third term only
the number of frustrated bonds per cell Ny(u) contribute
vith f{m.n) = 4, if otte does not allow the relative phase
hetween siles e and n, connected by a frustrated bond,

- 30 deviate from zera,

Inspection of Table | shows that Ny (s) = Z,(2.~1)/2
nd that

{2420 =2)4

,\"I'v(")‘; {(z” o il 2, iseven,

il 2, isodd.

Notice that these nunbers are not altered if one mnakes

‘aunother chivice of the phascs, provided that one conserves
“the numher of pasitive and negative signs. By putting

these values in (6) we get

~ FALLA DE ORIGE
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B} a3 P12 = 2Nk} - 2Ny ()] =

3 Plu).
» odd
(7)

In our case the aumerical zesult, obtained from Table
1is
El= P(Q)+ P(D) + P(S) + P(S:) + P(J) + P(S3)

-—6-=08754 !

or Ey = 0.9356. This aumber :onelponds to the value in
Fig. 6 where the wave functions start having amplitude
preferentially in sites with Z = 3. Therefore, bssed on
the ideas in the Appendix Jet us assume that states below
E7 in H2 present amplitude conceatrated at the vertices
of celh other than Z,, = 3 (regions 11} in order to reduce

frustration.
Let us caleuwlate & minimum bound to these suus by

assuming that the amplitude at all vertices other than 3
is 2ero, That is, there is oo contribution to the wave func- -
tion from any lrhngu!lr cell in this minimal state. All .
cells become even except cells of type §, two J for each S~

' site, and al]l the Sy, which become triangles.” Thcrefqr
the new lower limit for states with varging lmplx_wd is

1847
El = P(S) +3P(S4) =

or Ey'= 0.3790, which is v crs; close to the ealculated value

the

in Fig. 6 and the value 0.37 < El <0.55 oblamcd by
method of continued fractions.”.
States between Ep and By are mai:
gions I and they are not fully extended. Examination’of
the wave functions of states below E; suggests that they
are fractally Jocalized, in the sernse that states close to £y
the amplitude inside the dings of the
Svefold symmetry center (S or Sy) of the largest inSated
PL. As the encrgy is lower, the amplitude peaks aroun
the Svefold centers of PL with smaller thombuses. Then
fore, it is'reasonable 1o say that’ the Jower encrgy liml

for this kind of state is when the anphludc concentrates

around all the fivefold sites. An tshmale for this limi
owill pu the £ap.

1= P(S) + Bisi) =

or =0 236 in close nsucmtnt “Ilh Ihc narrow bang
found by Kumar et al.3? and in our numerical calcula.
tion. One should notice that an inflated PL with all 1h
vertices in S or S has rhombuses with sides of lengl
73, which means that one has a characteristic minimum
distance to fractally deBate the states around the five
fold symmetry contess. This fractallity has heen. ob-
scrved in PL built with piczoelectries with a-vibratin,
oil membrane.?® In these experiments, when the wave.

Jength was comparable to the distance between vertices,
ar smaller, features at typical distances showing the de-

flation rules of the PL were observed; that is, the am.
plitude of oseillation is greater where there should be a

FALLA
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fivefold symmetry center inside the thombuses. As the
smallest strings are formed azaund a S site (Sa stricg in
Ref. 19) one is tempted 1o say that the value of the gap
;bould bea = /3-7)/5 /1’ =012011 according to Eq

(8). , more are req
1o verify this speculation.
As a token, Eq. (6) can be used to estimate the bonding

edge E,, noticing that io the bonding limit all bonds are
frustrated. Then Ny(p) = Ny(u), which gives

5’ = EP(;.:)Z’ =32, + 2Ny (u) = 66~ 30r

= 1:.45895

or, in the PL, E, = 4.1784. The difference with respect
to the observed value (£, = 4.23) is due to variations
of the amplitudes in each kind of vertex, not taken into
account here. If one allows changes in the amplitude, one
reproduces the mean feld result,}? which is correct. Note
1hat in a square Jattice (SQL) £y = 4.00. This difference
arises from the fact tbat in the renormalized SQL the

. numbers'of bonds ! and & are 2V, but in the renormalized
“ PL the number of boads I is 2N while the pumber of k&
“bonds Is VN = {27 — 137)N = 2.729N. Another way of

saying it is that the widening of the band is a consequence

: oﬁhe coordmanon fuctuations or the second moment of

2.
The melhad presemed here can be applied to the cen-

ter model}9 in which there is contraction of the upper

limit of the band of about 1,32, This is due to frustration
n'the PL formed with sites of coordination 4, but rings of
dnﬂ'cxenl thapu.aq in H2. Assuming again lhu there are

this jon should be given
Eq (A11) Ey'= 4Np/N = 21 = P(K) - P(5))] =
5, which is Jarger than the observed value in the DOS,
ut very close xo lhe plate in'which the IPR changes from
ing const:

N iV. CO\‘CLUSIONS

. Inthis paper a detailed examination of the tights
mdmg spectrum of the vertex model in a8 PL was pre-
nted. t\umerk.\l taleulallon:. made in large PL's built
ithare suggest the pers

f the central gap in an infinite PL A lheary based on
t jon ideas in a lized lattice (H2) was pre-
ented, and some peculiar values of the energy were sin-

;gled out by the theory. At £ = 0.9356 the theory pre-

icts change of the nature of states, progressively de-
‘localized above it and localized in specific regions to re.

“dice frustration below it duc to amplitude variations. At

£ =0.3790 a lower Jimit for these localized states in re-
gmns of low frustration is-found, and as one Jowers the
“energy the states are fractally loealized around peints of

-fivefald symmetry.- We also found that £ = 0.236 repre-

ents an cstimation for the Jower limit for these fractally .
lacalized states, and therefore an estimation of Lhe gap.

“The aumerical caleulations in finite PL agree extremely

well with these values of the encrgy, except that some
alalcs bclnw 02 are !omnl in the calenlations. Some of

DE OHI GEN
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these states are evidently due to finite size effects, and
aze confined to the surface of the lattice. However, some
states between £ = 0,154 and 0.23 conserve some of the
fractal properties around ﬁvefo)d centers. More theoreti-

cali is required to fully d the states
betwun 0.15 and 0.37. This work is currently in progress.
The theory can be applicd to other quasiperiodic lattices
as the PL central model or actagonal quasicrystals.
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APPENDIX: ESTIMATION
OF THE BAND EDGE

Our aim is to find an expression for the band edge of an

antibonding state. Suppose that we have the following
tight-binding Hamiltonjan:

H= Z (zsl-')(-‘l + );w,-l-‘)ul) :

then we construct a wave function with minimal frustra.
tion,

V)= 2 g.vc"‘-_ i)

(A1)

(A2)

This wave function js Dot necessarily an eigenstate of

g ; Eq. (Al) but-the expectation value of the energy calcu.
~lated using this finction can serve as an approximation of
~ihe band edge.” Usi:

Eq.'{A1), we obtain the expressiof

ove: ﬁ'\;str'gled .

(7).

(.\5)

(,\!ﬁ)

FALLA

One ‘is’duc ta: the different amplitudes in cach site
(3 4).:For a crystal this term is zero since Z; is a constant
and all the amplitudes are the same, but for nonperiodic
{attices this term may not be zero. The other contribu.

“tion (AF), Is produccd by the frustration of the Jattice
“amd ¢an be reached cither hy changmg the phase or the

on sites d by Ir d bonds. Note

-2, thatin a periodic lattice this terin could be different from

zero. For perfeetly frustrated bonds in a lattice with con.
stant' 2 and Viy = V for nearest neighbors we hnve that
Jm,n) =4, :nn|

DE ORIGEN
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Ep = 4VNy/N, (A11)

where Ny Is the minium sumber of frustrated bonds
As an exswmple, the compression of the DOS due to
frustration io a triangular Jattice can be calculated. In
this case the coordination is 6, and we expect that the
DOS limits are 0 and 12 for the Hamiltonian {A1). How-
ever, the basic cell of this Jattice is a triangle, and we
cannot construct an lnhbondmg slale. Then, we need
to use a trial function with to calcu-
late the Jower band edge. The sgmmetry of the lattice
suggest that the greatest difference of phases between

sites is 7/3 with constant amplitude. Then, using Eq. -

{A10) it is found that f{m,n} = 1 and A4 = 0. Noic
that all sites are joined by frustrated bonds. By applying

GERARDO G. NAUMIS, RAFAEL A. BARRIO, AND CHUMIN WANG

s dxﬂ'uences are @ in most consecutive si

2

Eq. (A9), we find that the lower limit of lh: blnd ll

Eo= E CCh = 3.

J donds

The Jast step follows from the fact:that the number of
frustrated bonds is equal to the total number of bonds, in"
this case 3N. 'All the amplitudes are 1/,  The exa
ple of triangular cells Is the only.one in which lruslnllun
is reduced by dnslnbuzlng the phase. unlfarmly among
the sites in the 7ing. In cells with a luger odd number of >
sites 3 variation of the phases does not leed 16 a smaller
frustration with sespect fo the siate in which the phases .
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