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Las redes quasiperi6dicas han m08trado una gran utilidad para comprender la 
estructura de 108 materiales quasicristalin08 descubiertos en 1985. Dlch1111 mate
riales son s6lid08 que presentan orden de largo alcance con simetrías prohibidas 
por la cristalografía tradicional. 

A una década del descubrimiento de los quasicristales, ha quedado claro que 
estos representan una nueva forma de agregación de la materia. Por esta razón, 
resulta importante estudiar sus propiedades físicas. En particular, el estudio de las 
excitaciones dementales permite entender la forma en la cual el sistema interactua 
con el exterior. De este modo, las excitaciones elementales determinan muchas de 
las propiedades físicas de un sistema (tales como propiedades eléctricas,6pticas, 
térmicas, etc.). 

En las presente tesis se aborda el estudio de las excitaciones elementales en 
redes quasiperi6dicas, aunque muchas de las ideas presentadas son aplicables a 
redes no-periódicas. 

Para realizar este estudio se utilizaron redes quasiperi6dicas en una y dos 
dimensiones; el hamiltoniano utilizado fue uno de enlace fuerte en la banda s para 
aislar fácilmente los efectos de la quasiperiodicidad. 

Ln tesis se divide en cinco capítulos y dos apéndices. En los capítulos uno y 
dos se dá tma introducción genera) sobre quasicristales y redes quasiperiódicas. 

En el capítulo t.res se estudian el espectro electrónico y )ns propiedades de 
localizaci6n en cadenas unidimensionales qunsiperiódicas perfectas. También se 
estudia el caso en que se introducen defectos en dichas cadenas. 

El capítulo cuatro contiene un estudio detallado del espectro electrónico y 
propiedades de localización en unn red quasiperi6dica bidimensional. 

Finalmente, en el capítulo cinco se presentan las conclusiones del trabajo re
alizado. 
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Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Los quasicristales: un nuevo tipo de orden 

de la materia. 

Es conocido que el arreglo geométrico de los átomos que forman un solido 

juega un papel determinante en sus propiedades físicas. Por ejemplo, el grafito y el 

diamante (formados ambos por átomos de carbono) tienen propiedades radicalmente 

diferentes debido a que sus átomos se ordenan de dist.inta manera. De este modo, 

resulta natural clasificar a los sólidos de acuerdo a sn estructura geomét.rica interna. 

Atendiendo a est.a clasificación se ha considerado tradicionalmente que existen dos 

casos ext.remos de sólidos: cristalinos y amorfos. En los primeros el orden es mayor; 

sn estructura está formada por nna repetición periódica de una unidad atómica básica 

llamada celda nnitaria. En cambio, los amorfos son materiales sin orden geométrico de 

largo alcance. Entre estos extremos se encuent.ran por ejemplo las aleaciones cristali

nas desordenadas que, reteniendo un arreglo periódico de las posiciones presentan 

desorden en el tipo de átomos que ocupan cada sitio. 

El orden periódico de los cristales restringe el mímero de estructuras posi

bles a sólo catorce redes básicas llamadas de Bmvais (1]. Dicho orden transla-
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clona! periódico sólo es compatible con cierta$ simetrías rotacionales. Puede de

mostrarse (2] que las rotaciones posibles son aquellas cuyos ángulos de giro son 

2tr/2,2tr/3,2tr/4,2tr/6. En 2D esto se traduce en la imposibilidad de cubrir sin dejar 

huecos un piso con baldosas, pentagonales, heptagonales, etc .. 

Al difractar rayos X, electrones o neutrones, con una muestra cristalina se 

obtiene un patrón de pm1tos discretos, a diferencia de un amorfo para el cual el patrón 

consiste de anillos difusos. El patrón de puntos discretos es una consecuencia del orden 

translacional de largo alcance que genera planos atómicos igualmente espaciados los 

cuales act1íañ como una rejilla de difracción, de acuerdo a la conocida ley de Bragg 

(2]. Aunque teóricamente la diferencia entre el patrón de difracción de un cristal y un 

amorfo es muy clara, lo cierto es que experimentalmente se requieren diversas pruebas 

para concluir si una muestra es cristalina o amorfa, ya que existe la posiblidad de 

que el material sea un policristal, es decir, que esté formado por Ja unión de varios 

microcristales con orientaciones al azar. 

Los patrones de difracción tienen una simetría rotacional heredada de la 

estructura del cristal prohibiéndose simetrías como la cinco, siete, ocho, nueve, diez, 

etc.. Sin embargo, en 1984 D. Shed1tman [3] descubrió qne al enfriar de manera 

ultrarrápida ( un millón de grados Kelvin por segundo) Ja aleación Al4 Mn se obtenía 

un material cuyo pat.rón de difracción elcct.rónico consistía de puntos bien definidos 

pero con simetría decagonal (el ángulo de giro es 2tr/10) . Aím mas, el patrón de 

difracción mostraba las mismas simetrías de un icosaedro (grupo puntual m35). A 

esta fase se le llamó icosaedral o fase 1 [3] . Desde 1984 han sido encontradas otras 

aleaciones que present.an esta propiedad, como los sistemas Al-Cu-R (R=Li,Mn, Fe, 

Ru, Cr, Os, V) [4],[5],(6], Al-Mn-R (R=Si, Zn,Ge, Fe, Zr) (7],(8],(9]. También se han 

descubierto otras fases con simetrías exóticas, Ja dccagonal (A14 Fe (10]) , dodecagonal 

(Ni - (70.6 at. % Gr.)) (11] y octagonal (sistemas Mn-Al-Si, Mn-Fe-Si,Cr-Ni-Si,V-Ni

Si y Mo-Ni-Si (12]. Al principio se pensó en utilizar la cristalografía tradicional para 

entender estos resultados (13]. Los modelos que utlizaron esta idea consideraban a 



4 

(Figura 1.1: Mosaico de Penrose.) 

la aleación de Shechtman como policrist.ales con celdas muy grandes. Sin embargo, 

mediante múltiples experimentos se ha reconocido que la aleación es una nueva forma 

de ordenamiento de los sólidos [3] (en la referencia [14] se presenta una revisión mas 

completa del tema). A esta nueva clase de materiales se les ha dado el nombre de 

quasicristales. Aunque el descubrimiento de los quasicristales causó gran conmoción, 

su existencia había sido sugerida en 1982 por A.L. Mackay (15). El punto de partida 

de A.L . .Mackay fné el descubrimient.o de R. Penrose sobre como tapizar un plano 

sin dejar huecos utilizando dos rombos de tamaños distintos: uno llamado gordo y el 

otro flaco (18]. Los rombos gordos y flacos forman el mosaico de Penrose si se unen 

siguiendo reglas de acoplamiento bien definidas. El mosaico que resulta aunque no es 

periódico, a simple vista tiene nna cierta clase de orden que resnlt.a difícil de definir 

(Fig. 1.1). 

Mackny obt.nvo el patrón de difracción del mosaico de Penrose utilizando 

un difract.6metro ópt.ico. El patrón resultó est.ar formado de puntos discretos aunque 
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con simetría diez, tal como sucede en los quas1cristales reales. Si se observa con 

detenimiento el mosaico resultan evidentes hileras de planos en cinco direcciones, las 

cuales son las responsables de las propiedades de difracción. El orden translaci~nal 

subyacente en el mosaico de Penrose (MP) puede analizarse a partir de la observación 

hecha por Mackay de que los puntos en el patrón de difracción sobre una dirección 

dada se obtienen utilizando dos vectores cuyas magnitudes son un numero irracional 

[16] ( en el Penrose resulta ser la sección dorada T = (1 + ./5)/2). De aquí se signe 

que en la dirección escogida, la estrnct.ura se puede describir como: 

f(x) = Lf(m,n)e2•i(mz+nu) 
m,n 

Esta función es un caso part.icular de lo que se conoce en matemáticas como funciones 

quasiperi6dicas [9), las cuales son. ftmciones que se pueden expresar como una serie 

de Fonrier donde el número de vectores recíprocos, la dimensionalidad del espacio 

recíproco, es mayor que la dimensión del espacio real. Así el espacio recíproco de un 

mosaico bi.dimensional es de cinco dimensiones porque éste es el número de vectores 

requeridos para describir el patrón de difracción. Como se verá posteriormente, las 

estructuras qnasiperiódicas se pueden obtener proyectando redes periódicas situadas 

en tm espacio de mayor dimensión ( Por esta razón, el mosaico de Penrose parece 

formado por cubos vistos en diferentes perspectivas). Estas ideas se pueden genera

lizar para obt.ener diversos patrones con simetrías cristalográficas prohibidas [9],[14). 

Los mosaicos de Penrose han servido para despojar a los quasicristalcs de su carácter 

paradójico y han permitido comprender que existe ot.ra clase ele arelen intermedio en

t.re los cristales y los amorfos. Además, se han ut.iliznclo estos mosaicos para proponer 

la estructura atómica ele los quasicristales reales, aunque t.oclavía existen varios pro

blemas por sortear [14),[17]. Uno de los principales es que para crecer una est.rnct.nra 

quasiperiódica se requiere tener un conocimiento global del mosaico en cada momento 

ele la const.rncción para eviter huecos, esto es, es necesario examinar todo el mosaico 

para asegurarse de no. cmnct.er errores al agregar nuevas pie'/.as. 
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En Jos materiales reales este mecanismo parecería no ser posible porque las 

velocidades de enfriamiento de las aleaciones son muy rápidas, aunque R. Penrose 

ha propuesto que tal vez estemos ante un ejemplo de Jo que podría ser un modo 

nuevo de crecimiento atómico no-local basado en una superposición cuántica de es

tados [18]. Así, el quasicristal se formaría por una superposición lineal de diferentes 

configuraciones atómicas. Estas configuraciones coexistirían hasta que una de ellas, 

la que minimice la energía, creciera lo suficient.e de modo que se convirtiera en la 

configuración final observada. Según Penrose, para atacar este problema se requiere 

de una nueva teoría cuántica[18]. 

En la actualidad existen otros modelos basados en los mosaicos de Penrose. 

Uno de ellos es el llamado de quasicristal aleatorio [19],[20]. Sus elementos básicos 

son similares a Jos del Penrose excepto que las celdas pueden unirse aleatoriamente 

rompiendo )ns estrictas reglas ele los mosaicos quasiperióclicos. El patrón de difracción 

de un quasicristal aleatorio es similar al ele un quasicristal perfecto. La ventaja 

principal de dicho modelo radica en que al no tener reglas tan estrictas para su 

crecimiento resuelve el problema del crecimiento no-local [19] y al parecer resulta 

favorable porque maximiza la entropía del quasicrist.al [21). 

Otro modelo, llamado decaedral recursivo [22], desarrollado en el Instituto 

de Física de la UNAM, permite englobar los modelos de quasicristal aleatorio y qua

sicrist.al perfecto. El método consiste en crecer un agregado básico siguiendo Ja regla 

de complet.ar decaedros irregulares en cada capa de crecimiento. El proceso de frus

tración se reduce introduciendo átomos mas peqneiios, tal como se observa experi

ment.almente. Después se relaja Ja estructura nt.ilizanclo un potencial de interacción 

atómico tal como el de Lennard-Jones [23). Los agregados resultantes se interpene

t.ran de manera que Jns coincidencias entre agregados sea máxima, Jo qne hace mínima 

la energía mec.-íi1ica en Ja frontera. Las semillas de los agregados básicos son aque

llas qne se observan experimentalmente en Ja condensación de gases raros y tienen Ja 

propiednd de ser muy est.ables. A estas semillas se les conoce como 111'1meros mágicos; 
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cada número mágico genera una fase quasicristruina diferente~ 

El determinar donde están los átomos en un quasicristal ha resultado ser 

tma tarea difícil [9) dado que la estructura es la proyección de una red en una di

mensión mayor por lo cual existen arnbiguedades en la información disponible. Por 

ejemplo, los puntos del patrón de difracción de una estructura quasiperiódica llenan 

densamente todo el espacio recíproco porque el níunero de vectores inconmensurables 

es mayor que la dimensión del patrón y dado que en la práctica sólo podemos manejar 

un número finito de vectores recíprocos, la información que podemos obtener es in

completa. El ignorar puntos del patrón de difracción de un quasicristal puede alterar 

considerablemente la estructura reconstruida mediante las técnicas de Patterson [9). 

Además subsiste el problema de reconstruir las fases del patrón de difracción debido a 

que sólo se conocen las amplitudes y no las fases. La solución completa de este prob

lema, conocido como problema inverso, es aún desconocida. Tampoco se ha logrado 

un consenso acerca de cual modelo resulta mas apropiado para describir los quasi

cristales; sin embargo por primera vez se cree que la estructura de la fase decagonal 

del sistema Al-Cu-Co corresponde a un MP con bastante precisión [24),[25]. La es

tructura propuesta para el Al-Cu-Co es un mosaico quasiperiódico aleatorio donde se 

coloca un agregado atómico en cada vértice del mosaico. Esto ha sido posible porque 

la fase decagonal presenta quasiperiodicidad en dos direcciones siendo periódica en 

la dimensión restante, pudiéndose estudiar el sistema como el apilamiento de mo

saicos, a diferencia de la fase I en la cual la quasiperiodicidad se presenta en las tres 

dimensiones. 

También se han podido construir superredes quasiperiórlicas unidimensiona

les, formando una cadena de Fibonacci (su construcción será explicada en el capítulo 

II), con los compuestos: GaAs y AlAs [26), AlNiSi, AlCuMn y AlCuCo [27). Aunque 

se han desarrollado diversas técnicas para determinar la est.ruct.ura de los quasi

cristales (ensayo y error , Patterson, variación de cont.rast.e en difracción de neutrones, 

reconst.rucción de fases por el método de máxima entropía y recuperación de fases 
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por la relación con una fase cristalina cercana (28)), lo cierto es que el problema sigue 

abierto. 

1.2 Propiedades electrónicas y excitaciones ele

mentales. 

Si Jos quasicristales representan un nuevo tipo de orden de la materia, en

tonces resulta importante investigar sus propiedades físicas, tales como propiedades 

electrónicas, ópticas, mecánicas, vibracionales, etc .. El estudio de dichas propiedades 

eventualmente determinará las posibles aplicaciones tecnológicas de estos nuevos ma

teriales. Además, dado que los quasicristales no son sistemas periódicos pero tampoco 

desordenados, podrían esperarse nuevos efectos en las propiedades JÍsicas. 

El problema se ha atacado desde dos frentes, el experimenta) y el teórico. 

En el experimental se ha llevado a cabo la tarea de caracterizar las propiedades 

físicas como son elasticidad, conductividad, magnetoresistencia, efecto Hall, capaci

dad calorífica y termopotencia. En el frente teórico se ha estudiado el efecto de 

la qnasiperiodicidad usando hamiltonianos simples, as( como cálculos de estructura 

electrónica para algunas aleaciones. A continuación se presenta un resumen de lo 

hecho hasta el momento sobre propiedades físicas de quasicristales. 

Los primeros estudios de las propiedades de transporte electrónico (29) rev

elaron un comportamiento similar ni de aleaciones desordenadas con resitividades de 

100 n 500 µ!lcm aunque los quasicristnles utilizados para Jos estudios (tales como 

AJMn, AJCuFe) eran inestables termodimímicamente y con defectos. Estudios poste

riores de quasicristales estables termodinámicamente y sin gran cantidad de defectos 

[30),[31),[32), como las aleaciones AICuCo y AICuRu, muestran un comportamiento 

semi-metálico con una alta resistividad (de 1000 n 4000 µ!lcm). 

La conductividad presenta un comportamiento anómalo; esta aumenta cuando 

se presentan defectos estrnct.urales o cuando se sube In temperatura arriba de los 



9 

lOOOK (30],(32). Usando la fórmula de Einstein: Ó' = e2N.e:1D (donde e es la carga del 

electrón, N 81 es la densidad de estados (DOS) al ruvel de Fenni y D es la difuaividad) 

se concluye que la difusividad aumenta cuando aumentan la frecuencia de los procell08 

de dispersión debido a defectos estructurales, a diferencia de los metales en los cuales 

sucede lo contrario. 

También se ha medido una fuerte dependencia del coeficiente de Hall re

specto de la temperatura y termopotencias con signo opuesto al normal (33]. Se ha 

especulado que estas propiedades anómalas de transporte se deben a la naturaleza 

peculiar del espectro electrónico, el cual como se verá posterioemente contiene una 

infinidad de brechas energéticas de manera análoga a un polvo de Cantor, y a la forma 

autosimilar de los eigenestados en las redes quasiperiódicas (34]. Una característica 

general de los quasicristalcs es que la densidad de estados (DOS) es similar al caso 

de electrones libres pero con la aparición de un pseudo-brecha de energía al nivel 

de Fermi [33],[45]. Las simulaciones numéricas también indican Ja existencia de esta 

pseudo-brecha [35]. AJ parecer estos resultados experimentales pueden explicarse en 

términos de Ja llamada interacción superficie de Fenni-zona de Janes (SF-ZJ) (33]. 

La zona de Jones se construye de manera análoga a la zona de De Brioullin, es 

decir, a partir de planos perpendiculares que bisect.an los vectores recíprocos, pero con 

la diferencia de que sólo se toman en cuenta aquellos vectores para los cuales el factor 

de estructura es diferente de cero [36] (en Jos quasicrist.ales no existe una zona de Jones 

en el sentido estricto, sino que se define utilizando Jos vectores recíprocos asociados 

a los puntos ele difracción con mayor intensidad; algunos autores prefieren llamarla 

pseudo-zona de Joncs). Mediante consideraciones energéticas puede demost.rarse que 

la fase icosaedral se est.abiliza cuando la superficie de Fermi int.ersecta la zona de 

Jones (37). Si G es el vector asociado a los puntos de difracción con mayor intensidad 

y kF es el vector de onda ele Fermi, estimado utilizando la densidad electrónica, la 

condición se reduce a: llGll "" 2kF. Est.e criterio de estabilidad de fase se conoce como 

la regla de Hume-Rothen; [33]. Dicha regla ha sido aplicada para aleaciones metálicas 
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y nJidaDa el bamlio de COOIJI ""i<Sn at6míc'a mil la c:tliiddlaá6u de eltdaw 7 

b dato. de clllrll&'ld6a de n,m X (38). Lm &d.- que• 6'- lw&a el --.to 

IDdiam que b qu.llliail&U. puedm _. YÍltGm mmo - elmci6n de 8-Rothrsy 

(33). 

Este eaquema explica la aparid6n de la ¡meudo-bndla de mergfa al nivel de 

Fermi por la fuerte di&acci6n de los eJectrooes libres por plenos de Bragg ar<aDD8 a la 

superficie de Fermi. Puede pensarse que esta peeudo-bredia ee debe a la tranafereada 

de estados electrónicos que estaban previamente cerca del nivel de Fenoi y de la banda 

de conducción hacia energías menores situadas dentro de la banda de valencia. 

Los estudios teóricos de propiedades electrónicas se bao dividido en dos 

clases: cálculos realistas basados en funcionales de la den5idad en crütalu apnr.r

imantes (33) (cristales con celdas-unidad cada vez mas grandes, que se van aproxi

mando a un quasicristal, del mismo modo en que un número irracional se aproxima 

mediante tma sucesión de mímeros racionales) y estudios de hanúltonianos del tipo 

de enlace fuerte en redes quasiperi6dicas simples ( para una revisión completa del 

tema consultar la ref. (33)). 

Esta 1"tltima clase de estudios es fundamental porque el efecto de la qtíaSiperi

odicidad en el espectro de energías y la localizaci6n de estados at\n no se ha com

prendido. Para las estmcturas periódicas existe el teorema de Bloch que predice 

bandas de estados extendidos núentras que los amorfos pueden presentar estados lo

calizados. Dado que el orden existente en un quasicristal no es peri6dico, el teorema 

de Bloch no es aplicable. Tampoco pueden utilizarse muchos de los métodos de

sarrollados para materiales amoños por existir orden de largo alcance dentro de los 

quasicristales. E'.stas cuestiones son ftmdamentales porque el cálctdo de magnitudes 

termodin6mlcas para un cuerpo macroac6pico, formado por partículas intenctiws, 

exige el conocinúento de su espectro de energías (39). 

En general, en tm sistema de part{ctdas intenw:ti- es de puticular im

portancia el estudio de los estados colectivos del Bistema dado que en mnd- .-. 



11 

dichos estados determinan las propiedades físicas" de este . A temperaturas bajas, sólo 

es necesario conocer el estado base y tener en cuenta los primeros estados excitados 

, es decir, Jos próximos al estado base. En la mecánica cuántica, cualqtúer estado 

débilmente excitado de un sólido puede verse como un conjunto de excitaciones ele

mentales separadas (39]. Estas se comportan como quasipart(culas que se mueven 

dentro del sólido con una energía E e impulso p definido. Una característica impor

tante del espectro energético del sólido es la función E(p) conocida como relaci6n de 

dispersi6n. 

En el estado sólido hay varios ejemplos de excitaciones elementales: fonones 

(asociados a vibraciones de una red atónúca), magnones (excitaciones colect.ivas del 

espín atómico en una red), plasmones (asociados a oscilaciones de cargas en el interior 

de un metal), excitones, electrones en sólidos, etc. El estudio de las excitaciones 

elementales en quasicristales es mín un problema lejos de entenderse; mas mín, en los 

llamados quasicristales aleatorios no exist.e ning1ín trabajo relacionado con este tema. 

Por este motivo, la presente tesis aborda el problema de las excitaciones 

elementales en redes quasiperiódicas simples en una y dos dimensiones usando hamil

tonianos de enlace fuerte para un electrón en la banda s. Esta elección del hamilto

niano se debe a que su sencillez nos permite aislar Jos efectos de Ja quasiperiodicidad 

y avanzar en el trat.amiento analítico del problema. Además, este hamiltoniano puede 

dar información sobre el comportamiento de Jos fonones en la red (43). 

En la presente t.csis se cst.udiarán con detalle la natura!C' . .m de los espec

tros eléctronicos de redes quasiperiódicas en una y dos dimensiones. Se verá que el 

espectro de una red quasiperiódica unidimensional es fractal. En el caso de la red 

unidimensional se estudiarán las diferencias entre un quasicrist.al ale.~torio y uno per

fecto. Los resultados indican qne al usar el modelo de quasicristal aleatorio se pierde 

la aut.osimilaridad del espectro, porque ést.e se suaviza, es decir, aparecen estados que 

rellenan la infinidad de brechas energéticas. Aunque el estudio de sist.emas unidi

mensionales pueda parecer poco realista, existen experimentos hechos en superrccles 



12 

unidimensionales de Fibonacci que proporcionan un banco de prueba para los re

sultados obtenidos (26]. Entender el caso de una red quasiperi6dica bidimensional 

también es importante porque la llamada fase decagonal, para la cual se cuenta con 

el modelo estructural mas realista, resulto. estar formada por el o.pilamiento en una 

dirección de redes quasiperi6dicas bidimensionales. En el capítulo IV se mostrará 

que al considerar un quasicristo.1 en dos dimensiones aparece un fenómeno, llamado 

frustroción, que no está presente en las redes unidimensionales. La fr\IStración de la 

red destruye la fro.ctalidad global del espectro. Por esto Ja naturaleza del espectro 

de un quasicristal unidimensional y uno bidimensional es diferente. También se es

tudiará la aparición de un nuevo tipo de eigenestados llamados críticos o fractales. 

Recientemente se han encontrado evidencias experimentales a favor de las propuestas . . 
teóricas de un espectro fractal aunque el espectro aparece suavizado (45]. Esto puede 

deberse a la falta de resolución experimental o, de acuerdo a lo que sugieren algunos 

resultados de la presente tesis, a la posible estructura del mosaico aleatorio de la red. 

Finalmente se resumirán brevemente las aportaciones más importantes del 

presente estudio al entendimiento del comportamiento de las excito.ciones elementales 

al orden quasiperiódico. 
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Capítulo 2 

Mosaicos quasiperiódicos. 

2.1 Métodos de construcción y propiedades 

Para poder realizar un estudio numérico de los efectos de la quasiperiodi

cidad en las propiedades electrónicas, lo primero que se necesita es poder construir 

redes quasiperiódicas. El objetivo de este capítulo es justamente mostrar un método 

novedoso con el que se contruyen las redes que se usarán posteriormente para es

tudiar las propiedades electrónicas. También se incluye una breve revisión de otros 

mét.odos existentes para generar mosaicos quasiperiódicos, ya que es necesario fami

li¡irizarse con ellos para poder realizar un estudio sistemático de los quasicristales. 

Resulta de especial importancia el método de corte y proyección, por su utilidad en 

In caracterización de los pal.rones de difracción de quasicristnles. 

Como se dijo en el capítulo anterior, la red quasiperiódica mas representativa 

es In llamada cadena de Fibonacci. Est.a cadena es una estructura quasiperiódica 

unidimensional (10). Consiste en una secuencia irrepetible a cualquier escala de dos 

intervalos de longitudes diferentes, cuya proporción entre ambos debe ser In sección 

dorada r (ver la Fig. 2.1). Ln secuencia de los intervalos es obtenida mediante un 

procedimiento recursivo; de manera que la secuencia resulta quasiperiódicn, es decir, 

que su transformada de Fourier es discreta. 
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Si denotamos por S Ja longitud del intervalo mas corto y L la del mas largo, 

la secuencia se obtiene mediante la siguiente regla de sustitución: 

Si empezarnos la secuencia con un intervalo dado, por ejemplo con Ja L, e 

iierarnos las secuencias mediante la regla de s11Stitución se obt.iene: 

1) L 

2) LS 

3) LSL 

4) LSLLS 

5) LSLLSLSL 

Si se cont.inua iterando hasta el infinito, In razón entre el mímero de intervalos 

L y S se aproximará a la razón dorada, T. El efecto de esta regla de sustitución en 

una secuencia dada de dos elementos fué estudiada por primera vez por Leonardo de 

Pisano (cuyo apodo era Fibonacci) durante el Renacimiento italiano. 

Al contar el número de intervalos totales en cada generación se tiene la 

siguiente sucesión: 1, 2 , 3, 5, 8, 13, 21, ... , la cual se obtiene mediante la regla: 

Xn = Xn-l + Xn-2 1 donde X; es el número de intervalos en la i-ésima generación. 

F.stos son los mímeros de Fibonacci. La sucesión de racionales definida por Ja razón 

de dos mímeros de Fibonacci consccut.ivos se aproxima a T para generaciones grandes: 

lim~=T. 
n-oo Xn-1 

Otra manera equivalente de generar Ja cadena, inspirada en la regla para 

obtener los mímeros de Fibonacci, consiste en unir la generación i - 1 con la i - 2 

para obtener l~ cadena de generación i, segiín se muestra a continuación: 
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1) s 
2) L 
3) = 2) + 1) =>LS 

4) = 3) + 2) =>LSL 

5) = 4) + 3) =>LSLLS 

Este método será el utilizado para generar las redes en que se estudiarán las 

propiedades electrónicas. Su ventaja radica en poder renormalizar en cada paso las 

interacciones entre sitios (40]. 

Estas reglas pueden ser convertidas en una transformación de autosimilar

idad llamada de inflación (cuya inversa es la regla de deflación). Esta regla originó 

entre los griegos el conocimiento de la razón dorada, después usada hasta el abuso en 

el arte renacentista como el protot.ipo que origina la belleza. Dado que la razón del 

intervalo L respecto del que se sustituye, L+S, es igual a la razón entre S y L, i.e., 

ó 

L S 
L+S=L 

[~f = [~] + 1 

se observa que la regla de sustit.ución es equivalente a una transformación de autosim

ilaridad. La ecuación de autosimilaridad anterior es la ecuación algebraica (i.e., una 

ecuación polinomial con coeficientes enteros) que justamente define a r (de altí el 

nombre de sección dorada, ya que es la razón en la cual debe part.irse un intervalo de 

manera que la proporción entre las longit.udes de las dos partes resultantes sea igual 

· a la proporción entre todo el intervalo y uno de los pedazos). 

Est.n transformación puede escribirse en forma matricial: 

[~]=[~ ~][~] 
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generalizable para k düerentes intervalos inconmensurables (L1), 

L;=M;¡L¡ 

siendo Mi.¡ una matriz de k x k cuyos eigenvalores satisfacen una ecuación algebraica 

(46). 

La transformada de Fourier ( F(k) ) de la cadena de Fibonacci consiste en 

picos discretos que llenan densamente el espacio recíproco. Aún mas, la transformada 

se construye mediante Ja combinación lineal de dos vectores recíprocos cuyas magni

tudes son inconmensurables entre sí. Esta propiedad permite clasificar a Ja cadena 

como tma estructura quasiperi6dica (9). Por Jo tanto, el espacio recíproco de Ja cadena 

tiene dos dimensiones y resulta mayor que el espacio de la cadena. En general, este 

hecho es cierto para todas las estructuras quasiperi6dlcas. 

Dado que el espacio recíproco es de mayor dimensión surge Ja cuestión de 

si es posible obtener las estructuras quasiperi6dicas mediante una proyección de un 

espacio cuya dimensión sea igual a la dimensión del espacio recíproco. 

Esta idea conduce directamente al método de corte y proyección (9). Este 

consiste en proyectar una red periódica situada en un espacio de dimensión igual a la 

del espacio recíproco, a cierto subespacio de dimensión menor. No todos Jos puntos 

son proyectados sino sólo aquellos que caen dentro de un región definida alrededor de 

tut subespacio; a dicha región se Ja llama banda porque su función es definir un ancho 

alrededor del subespacio. 

El método se ilustra muy fácilmente para el caso de la cadena de Fibonacci y 

se generaliza inmediatamente para cualquier estructura quasiperiódica. En este caso 

la red periódica es una red cuadrada en dos dimensiones (Fig. 2.1). El subespacio al 

cual se debe proyectar es una línea recta (E) y la banda (W) se forma desplazando Ja 

celda unitaria sobre la línea E. El trazo del desplazamiento es una línea recta paralela 

a E. 

Proyectando los puntos de red que caen dentro de Ja banda se.obtiene tma 
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(Figura 2.1: Obtención de una estructura quasiperiódica en :1D proyectando una 

red periódica en 2D sobre una recta con pendiente Í!Tllcidnal.) 

sucesión de puntos sobre E. Si la pendiente de Ja recta -'E" es r que se obtiene la 

sucesión de Fibonacci [14]. 

Lo expuesto anteriormente puede generalizarse p~a estructuras quasiperiódicas 

de dimensiones mayores. Para ello considérese ;u;a red hiper~tíbÍca en un espacio de 

N dimensiones (denotado por E)¡ en donde cada vector r E E se describe por: 

N 

r = I:;n;e; 
i=l 

siendo Jos vectores e¡ Ja base de la red hiperc(1bica. 

En el espacio E se considera un subespacio de dimensión n (llamado espacio 

paralelo Eli), el cual define ot.ro subespacio de dimensión N-n, Ilam~do perpendjc~ilar 

(E.l) El espacio E es la suma directa de los dos subespacios: E=EliffiE.L. Cada punto 

r en E se descompone como: 

En este lenguaje, In banda es el conjunto: 

S = { r E E 1 rll + ~0t;ef ,0t; E (O, 1), para todo i} 
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donde e.l denota la componente del vector e en el subespacio pe~pendicular. A esta 

componente se la llama ventana. 

La estructura quasiperiódica de dimensión n es la proyección ortogonal de 

puntos de la red que caen dentro de S: 

d =Il(r)W(r) 

donde W(r) es una función caract.erística que vale uno sir cae dentro de la banda y 

cero en caso contrario. La matriz Il es la que proyecta al subespacio E. Sustituyendo 

r tenemos: 

d =. Il {t,n;e,} W(r) = {t,n,Il(e,)} W(r) 

pero Il(e;) es la proyección de los vectores base sobre E, por lo que si se define: 

q¡ = Il(e¡) se tiene, 

Así la red d, de la estruct.ura quasiperiódica es una combinación lineal con 

coeficientes enteros de N vectores, los cuales son la proyección de los vect.ores base de 

la red hipercúbica en el subespacio. E. No todas las combinaciones de n; son permitidas 

sino sólo aquellas que hacen uno a la función W(r). Los elementos de la matriz Il son 

el producto interior de los vectores q¡ [14): 

Il;; = (q;,q;) (2.1) 

Siguiendo est.e esquema, la cadena de Fibonacci se puede escribir como: 

d = {nL + mS} W(m, n) 

siendo m y n dos enteros, con: L = Il(e1) y S = Il(e2). 

El mosaico de Penrose (MP), el cual se mencionó en el Capítulo 1, se obtiene 

de manera directa utilizando est.e método. Para ello se const.ruye una red cuadrada 
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en cinco dimensiones desde Ja cual se proyecta.a un subespacio bidimensional. El 

subespacio se escoge de tal manera que Jos vectores base de Ja red cúbica en 5D se 

proyecten en Jos cinco vectores que apuntan a los vértices de un pentágono. En

tonces, Jos vértices del MP son una combinación lineal con coeficientes enteros de 

cinco vectores. La estructura queda caracterizada por: 

d= {tn¡q¡}W(no,n1,n2,na,n4) 
•=O 

donde: q¡ = (cos(211'i/5), sen(211'i/5)). 

El análogo del MP en tres dimensiones se construye considerando una red 

hipercúbica en N=6, y un subespacio de tres dimensiones. La elección del subespacio 

debe ser tal que Ja base de la red lúpercúbica se proyecte sobre Jos seis vectores 

que apuntan a los vértices de un icosaedro. Resulta claro que mediante este método 

podemos generar estrncturas quasiperiódicas con otros ordenes orientacionales como 

8 o 12 [14]. Existe todavía otro método más potente llamado dual genero/izado que 

permite generar estructuras quasiperiódicas con cualquier orden orientacional; mín 

más, dicho método produce estructuras que no son obtenibles por el método de corte 

y proyección[l4]. Sin embargo, aunque el método dual generalizado contiene al de 

cort.e y proyección, en la práct.ica se utiliza mas al 1íltimo por ser mas simple. 

Muchas de las propiedades de Ja cadena de Fibonacci son compartidas por el 

MP. Una de las más notables es Ja relación de autosimilaridad. Mediante el procedi

miento geomét.rico mostrado en la figura 2.2., conocido como inflación, se construye 

un MP de t.amafio menor (escalado por un factor l/r) partiendo ele un MP ciado. El 

procedimiento es un medio muy útil para const.ruir un MP; se empieza con un rombo 

y se aplica sucesivamente In regla hast.a llegar ni mosaico del t.nmnfio deseado. 

La regla ele inflación indica que un rombo gordo se conviert.e en un rombo 

clelgnclo y uno gordo de In siguiente generación. Análogamente, un rombo gordo se 

subdivide en dos gordos y uno delgaclo. Siguiendo esta regla, resulta fácil ver que el 

mímero ele rombos gordos y flacos est.á ciado por dos mímeros sucesivos ele Fibonacci; 
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(Figura 2.2: Procedimiento de inflación mediante el cual se construye un Penrose 

de tamaño menor partiendo de un MP dado.) 

de donde se obtiene que la fracción del 11(1mero de rombos gordos respecto del de 

rombos flacos se aproxima a r para mosaicos grandes. 

Una manifestación de esta autosimilaridad es el teorema de Conway [9], el 

cnal asegura que si se considera una configuración local contenida en un círculo de 

radio R, existe una configuración similar a una distancia máxima de 4R (en el MP 

la distancia promedio es cercana a 2R). Del teorema de Conway se deduce que la 

frecuencia de aparición de una configuración local de radio R debe ser proporcional 

al inverso de su área: 
1 

p(R) ~ 21rR' (2.2) 

El teorema de Conway permite dar un criterio para decidir si dos redes 

quasiperióclicas son similares. Esta cuestión no es tan sencilla porque dada la falta 

de simetría translacional resulta clifícil comparar dos redes qnasiperióclicas. Por esta 

razón es 1ítil el concepto de isomorfismo local. Se clice qne dos redes son isomorfas 

localmente si cualquier configuración de radio R aparece en ambas. Si <los redes son 

isomorfas, de la ec. (2.2) concluimos que las probabiliclades de una cor/figuración local 
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5 K a D 

J 53 54 55 

(Figura 2.3: Tipos de vértices que aparecen en.el MP.) 

dacia deben ser iguales en ambas redes: Esté criterio permite decidir si dos redes son 

similares. 

Las configuraciones de menor tamaño que aparecen en una red son los dis

tint.os tipos de vértices; en el MP hay ocho t.ipos diferentes de ellos, nombrados Q, 

D, I<,S, 85, $4 y 83 (Fig. 2.3) (estos nombres se deben al matemático holandés De 

Brnijn quien gusta de jugar cartas: Q-queen, J- jack, etc.). 

La frecuencia de aparición de cada vértice es [42): 

P(Q) = ~ = 14.5?%, 

P(D) = fs = 38.2Q%, 

P(K) = 1r ,,,;. 9.02%, 

P(S) = * = .. 4'.o3%, .. 
P(Ss) .= ~ =;.·1.s4%, ·. 
P(S~) =fr·'= 3:44%, 

P(Saf = ~ ,;, 5.S7%: 
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(Figura 2.4: Constrocci6n de un MP mediante un método análogo al utilizado paro 

calcular los números de Fibonacci.) 

También se puede construir el MP mediante un procedimiento análogo al de 

los números de Fibonacci [41]¡ es decir, el MP de generaci6n m se obtiene pegando 

los MP de generación m-1 y m-2. 

Las piezas básicas de este procedimiento son los dos triángulos de generación 

1 y 2 que se muestran en la figura 2.4; los cuales se obtienen dividiendo por sus 

diagonales n un rombo gordo y otro flaco. 

El triángulo de generación 3 se obt.iene pegando los de generación 2 y 1; 

teniéndose que reflejar por un plano espejo horizontal n este 1'iltimo. Hecho esto se 

observa que el triángulo resultante es similar al de generación 1; por ello, la generación 

4 se obt.iene pegando el t.riángulo de generación 3 con el reflejo especular del triangulo 

de generación 2. Al pegar dos generaciones siempre aparecen nno de los dos triángulos 
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básicos, por lo que siempre es posible pegarlos.· En general, si T(m) es el triángulo 

de generación m, la regla es : 

T(m) = T(m - l} Ell T'(m - 2). 

La estrella. indica la reflexión especular. Para pegar los triángulos es necesario saber 

que lado se junta con cual. La regla para pegar los lados se deduce con la sola 

observacion de las primeras cuatro generaciones dado que éste es el período de la 

secuencia de construcción [42]. 

El procedimiento de constrncción es especialmente apropiado para calcu

lar propiedades electr6nicas en redes de Penrose de gran tamaño (15 000 sitios) 

[42) porque se puede aprovechar. la recursividad para implementar un procedimiento 

de renormaliznción, el. cual será explicado poster.iormente. El interés en redes de 

grrin tamaño se debe a In imposibiHdnd de elimhmr Ja· frontera e1i .las estructuras 

quasiperiódicas. 

En una red finita p~riód.ica ~e imponen c¿~diclon~'cíclicas dci contorno que 

permiten conservar la invaridnda trilnS!acl~n~Í 'c1~ !~ ie<l si~11lando de este modo el 
' . ;";. "·- . . ···:· ¡)::.: :,,• _. ';: - . . 

comportamiento de la red infinita~. ''', ·:': ,,.~:·: . .'' '· .·· 

En un quMicristal pérfect~ ci;i? !la: se p1ic<le ~acer. porqn~no ha~ invarian

cia translacional. Adema~ se eré~ .q1i~·~1:~f#p~;~~\1~is.iip·~~fi~fo ~ mucho mayor en 

qnasicristales que en ot.r;.. clases el.e sólidos.).~~;~·)} :'·: , 

Act.1mlment.c hay dos ma{1eriis\'.!e't?'átáf ci1'¡)~oblefua.: La primera es creciendo 
: : .. -,.~ ·:: ;':é~· .,'~..;:.~·.:.~.<·o·,··. · .. ·. ,· . 

la red, lo cual representa un esfnerzo éonsidcrable Cle.cómpnt.o: La ot.ra es el llamado 

método de aproximantes racionales . . La·i~¿~;,,;'~;¡y·1j;;.plé; como se sabe, un mímero 

irracional puede aproximarse tanto com~'iicquiera:por una sucesión de racionales 

( r por ejemplo se aproxima por x./x;.~ 1 .donde x;es un mímero de Fibonacci ele 

generación n). Entonces, un quasicrist.aÍ podrá aproximarse mediante una sucesión 

de cristales de período cada VC'/. mayor. La manera de realizar estas aproximaciones 

se desprende de mruicra inmediata del método de corte y proyecdóu. 
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Como ejemplo se construirán los aproximantes racionales de una red de 

Fibonacci. Para ello notamos que la pendiente de la recta E de la figura 2.1 es 

-r. En vez de utilizar esta pendiente, se pueden usar los aproximantes racionales 

de T. El primer aproximante se obtiene con una recta de pendiente 1 (1/1). Al 

proyectar la red cúbica sobre E se observa que la estructura obtenida es una cadena 

con celda unidad AA (A y B serán las unidades de longitudes posibles entre de dos 

puntos contiguos) y período L=~; este aproximante no es más que una cadena 

lineal. El segundo aproximante es una recta de pendiente 2 (2/i). El resultado es 

una cadena con celda unitaria AAB y período L=../22 + 12. La tercera generación 

(pendiente 3/2) tiene celda unidad AABAB y período L=../32 + 22 • Siguiendo esta 

secuencia, el aproximante de generación m-ésima tendrá un período Ln = Jx~ + x~_1 • 

La cadena de Fibonacci se obtiene al hacer tenc1er a m al infinito. Como las cadenas 

son periódicas, se pueden aplicar condiciones ~íclii:!Ís de contorno. 

La idea se generaliza inmediátamerite a.'·dos y tres dimensiones. Para ello no 

hay más que sustituir los vectores qi_d;,- 111. ~~;\{2.1) por los aproximantes racionales 

del seno y coseno del ángulo dado (¡:iara el fvIP, e5 útil la relación cos(271' /10) = -r /2). 

Mediante esta sustitución la matri~ ;d~. ;r~~éc~ión se convierte en un aproximante 

racional, lo cual equivale a escoger ~i' ~11bes;~io E con una inclinación cuyo ángulo 

es un aproximante racional del. ángiilo)~~a~iémnl de corte. Este formalismo es 1ítil 

para estudiar las transiciones- de')'~é.·cristnl-quasicristal [48). Para ello se aplica 

la teoría de Landim [49) d!,"jrrul5ÍcÍ6°ri~\1e fase siendo el parámetro de orden la 

pendiente del ángiÍlo dei ~u~¡;,;¿~6ig if:1í:~~P:~~tode la red hiperc1íbica [48). El método . . .. ·-. · ...... ·' ... .. . . 
de los aproximante.; racionii.les tnmbié1~ ·e.; ;ítil para realizar cálculos eléctronicos de 

quásicristales a prhn~ros prin~ipÍbs" ¡3~j. 
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2.2 Mosaicos quasiperiódicos aleatorios 

Los mosaicos quasiperiódicos aleatorios, tal como se dijo en el capítulo 1, 

explican satisfactoriamente varios problemas del modelo de quasicristal perfecto. A 

diferencia del mosaico quasiperiódico perfecto, el cual queda especificado mediante 

una regla de construcción (o de empaquetamiento), el aleatorio requiere de una regla 

adicional: . la especificación de pesos probabilísticos para cada configuración del m<>

saico. La especificación de los pesos de cada configuración puede estar dada por reglas 

de crecimiento estocástico [50]. Si el mosaico está en equilibrio, los pesos están dados 

por el factor de Boltzrnann (w = exp(-H/kT)), donde Hes el hamiltoniano definido 

en términos de la interacción entre celdas del sistema [21). Al hacer tender la tem

peratuta a infinito, los pesos estadísticos se vuelven iguales para cada configuracion. 

En este caso se dice que el mosaico es máximarnente aleatorio. En la mayoría de los 

estudios [51), se ha identificado a los mosaicos máximamente aleatorios con el modelo 

de quasicristal aleatorio. 

La conjetura básica del modelo aleatorio es que los qnasicristales máximamente 

aleatorios maximizan la entropía [21 J, a diferencia de los cristales, los cuales minimizan 

la energía. Puede verse en la afirmación anterior una generalización de los principios 

segiín los cuales se ordena la mat.eria. 

Una vC".i: más, el mosaico aleatorio mas sencillo se construye en una dimensión 

partiendo de la cadena de Fibonacci. Seg{m lo dicho en la sección anterior, la cadena 

perfecta se construye uniendo la cru:lena de generación n-1 con la de n-2: 

O) S 

1) L 

2) LS 

3) LSL 
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n)' F(n-l)+F(n-2) . 

En Ja cadena aleatoria se introducen Intercambios entre dos elementos con

tiguos de la cadena. Por ejemplo, en el paso 2) se obtiene una variante de la cadena 

perfecta intercambiando la L con la S, 2')=SL=0)+1). Análogamente, en el paso 

3) se pueden construir las cadenas: 3')=LLS y 3")=SLL, observese que 3')=1)+2) 

y 3")=2')+1). Siguiendo esta regla, en cada paso se puede unir la cadena n-1) con 

Ja n-2) de dos maneras: F(n)=F(n-l)+F(n-2), ó, F(n)=F(n-2)+F(n-l). Los pesos 

estadísticos de cada configuración pueden incluirse de manera nat\iral en esta con

strucción asignando a cada manera de pegado una probabilidad (p) determinada: 

{ 

F(n - 1} + F(n - 2} con probabilidad p 
F(n)= 

F(n - 2} + F(n - 1) con probabilidad 1-p 
(2.3) 

Si p=l la cadena es de Fibonacci¡ en cambio, para p=l/2, la cadena se 

vuelve máximamente aleatoria. El número de configuraciones posibles en el paso N 

es2N, 

El intercambiar dos int.ervalos en un sitio equivale, en el método de corte 

y proyección, a desplazar la banda W a lo largo del espacio EJ. en el sitio de inter

cambio. Estos desplazamientos pueden representarse por un campo llamado fasónico, 

denotado por h.l.(r). El origen de este nombre es el siguiente. Tanto para tm cristal 

como para un quasicrist.al, la densidad o el pot.cncial del sistema quedan descritos 

por: 
N 

p(r) = L;p(q)ei(q,r), con q= L;mnQn 
q n=l 

siendo N~ d. La fase de cada componente ele Fourier (</>n = (q, r}) es invariante ante 

la transformación: </>~ = <Pn + 2irM, (M es alg•'m entero). Para un cristal cuyos sitios 

de red se denotan por u, N;=cl. La transformación ele foses corresponde al grupo de 

la transformaciones de Bravais (47): 

Ll.n = (qn,u). 
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Para un quasicristal hay otros (N-d) grados de 1ibertad que corresponden a transla

ciones de fase a lo largo del espacio EJ., dadas por: t:.</J.,. = (<un, w) siendo w las 

componentes perpendiculares del vector u. Entonces, el corrimiento total de fase es: 

El primer término de la ecuación anterior induce una translación completa 

del quasicristal mientras que el segundo lleva al quasicristal a un isomorfismo local 

equivalente (47]. Estas· translaciones m11estran que el hamiltoniano del sistema pre

senta 11na simetría contín11a. Sin embargo, el estado base no comparte la misma 

simetría. ya que el.sistema debe escoger uno sólo de los posibles estados base. Este 

hecho se cononce como rompimiento de simetría. Según el teorema de Golstone [52], 

c11ando el estado base de un hnmiltoniano rompe una simetría. contín11a, aparecen 

modos de excitación arbitrariamente cercanos al estado base cuya longitud de onda 

es muy grande. Ln. longitud de estos modos (A), llamados de Goldstone o modos 

hidrodinámicos, debe tender a infinito si In energía del sist.ema t.iende a cero, i.e., 

E(,\) -+ O, si ,\ -+ =· Por ejemplo, en 11n cristal, los modos de Goldstone asociados 

al rompimiento de la simet.ría en la variable u son los fonones, los cuales sig11en In. 

relación de dispersión: w = v.k. Los modos asocinclos al rompimiento de simetría. en 

la variable w del qnasicristal, son los llamados fasones. Jvlient.ras que los fonones se 

propagan como ondas, los fasones lo hacen en 11na forma difusiva (47], con tiempos 

de relajamient-0 muy grandes. Por esta razón, los fasones son vistos como defectos de 

11n quasicrista) perfecto. 

El res11ltado de introducir un fasón infinit.esimnl en la red de Penrose, con

sist.e en cambiar la decoración de las celdas hexagonales q11e aparecen en la red, t.al 

como se mnest.rn en la figura 2.5. En t.res dimensiones, el equivalente del hexágono 

es el docl<.'Cacdro rómbico (52]. 

..;.,.;.,. 
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( Figu~a 2.5: Efecto de introducir: 11",¡ /~6n infinitesimal en una red· de P.enrose.) 
. ' '. :· - ' ' -,, . 
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Capítulo 3 

Cadenas unidimensionales 

La cadena de Fil>onacci es el sistema cuasperiódico más conoCido: P~r esta· 

rn~.ón, resulta In mas conveniente pnra examinar los efectos de lri q1;asip~~iodici.dad ~ · 
eu las propiedades elect.rónicns. 

El hamiltouiano mns simple para dichos fines es el. de.~m~rre:fuerte parn ,;n 
.. ,·_·. ·u.'·,, 

sólo electrón en una bandas: · · · .. > . • :: 

•••® 1 <) •m ~•Mo d~;,*i~i~~i~,l~~~~~~Ji~Ofi~pm ~~ 
los nspect.os ñsicos mas' impo.rt.nntes • [36] y se'eli~ela .. b1mda s parn poder· aislar mas 

:::~~llilt\;f :1i::~~~~~~ 
armónico entre los siÚosYyf(k;)(ei ·~o~rrisp?Íicle ·a ·m:;,;,~ + ¿:1 k;1 si m; es la masa 

~ "-.:/_ __ ...... 
del si t.io i; 

,,'-·.· 

A líiÍ nl!ls, el1' ;;na diln~nsión el hrunilt.oniano de Heisenberg nüisot.rópico, que 

describe si~terrla5 m~griéu~os ~~~ dnd~ p~r;' •· . . . 
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N . " " .. 

H = JL {Sz(i)S.(i+ l) +-yS,(i)S.(i + l)} ·· (3.2) 
i . -. 

(S{i) es la matriz de espín en el sitio i y 'Y ~ ~~n~.c?11stlfut.e qn~ determina el grado 

de anisotropía) puede llevarse a un hamÚtoniano"d~l)ipó {3:1) mediante la t~ansfor-
mnción de Jordan-Wigner [53]: ·,_ · 

(3.3) 
·;:,_·;;::·.:. 

,_; ._,. 

i) ~~kt(i)[.lt(i) . (3.4) 

U(n) es el operador definidó del sigt;le1it~;;¡i~~()/< 
. ·.-· . - ... ·.- -~· .... - .,,-:-:- .. -. ---

ú ( ~) ~'.~i~i.;d ~i.ú,:c;,,.· .. ' 
A .este opernd~r si ;t?'naii¡, rl~··~d:da/io ;porqi1e su Eif~tri ~'rotar 180° ió<l~; · 

. los' espil1"~· sit.uaclos a• 1a _izqnierd;¡ del ~Ü.i6'u. EJ· opciradori:u(n), se iÍ1trách;ce p~rÍi •. 

· ::;::!:=2:~'.:~~?~~~~~~s~~¡~1~~~~~~~w •... 
. StÍstit.uyeíidó {3.3) ·Y; {3,4)'cn~{3.2) •se ,obt,ieitc'.:1.in• háritiltoniano ,de nin"!re •.. 

fttcrte: .. ·.•·•·i .z-'< ;,,¿;:.\.':'~·f ::J.~t m:tS~'·;%::r'.·'_;:t'.~r:·;~-\~---., ,: .· · · 
H.;,,J¿{Ji)(i¡';:t:,YJi){iti!IF~'' . ·.,'. . 

. ·- . : :.···,_:··._· --~-~-~-:.<i=:;~:--'.~~-_:¿~~-:-:¿.·~·?::)~:f{~<~;)~~--.1 :.:·t::'.,;-~-·-:'"/<- :_~:. ·"/:- :.: /-
La apnrcnte·faciHdád-de,cste mapeo'se'dcbe a: In>unidimensionnlidad del 

si8-ten~~ qué pei:-rii;ie.~efh.1i,• ... '_·.~.'1.:_'_i'.t_:_.is_'~y. ,s,11~6.;~~~,:~lic~w~~~í~ti il~t~~á~~;Ón' eJ;tic prhl1eros . 
vCCiuos. ·. · ·· :.·;·/ ::.r , · -) · .. 0 ,~·:<::, :,'.·/.?·,e), · ·. 

· 1~;~~~~~~i~~~~f 1~~t1:::::;~;:): 
EI'j)roblcm.a'diligonálde Fiboitaccf'éonsiste en snst.it.uir e; por dos valores: 

€,t y e11. c;1ya alternnn~in c5t.á dndapor In .súcesÍ6;1 de Fibonacci. .Análognment.e, en 
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el problema fuera de la diagonal se intercalan dos valores de t: tL y ts, alternados 

según la sucesión ele Fibonacci. 

Antes de entrar a resolver estos problemas, conviene resaltar algunas propiedades 

de las cadenas periódicas y aleatorias (i.e., cadenas donde e; o t;,i+i tienen 1111a dis

tribución periódica o aleatoria). 

El caso periódico se resuelve irnnediatemente. Para ello basta pasar al espa

cio recíproco haciendo en el hnmiltoniano original la siguiente sustitución: 

obteniéndose que: 

H = Et(k) 1k)(k1 +•. 
k '", -

Si a es la separación entre cÍos sitios de la cadena, el valor de t( k) es: 

··t(k) ;2t~os(lcd> • 
y e es la nutoenergía const.ai;Í.e que.fija al ce;o: 

Esta es la conocida relación de dispersión para fonones, cuyos modos ele 

Gold~tone se obtienen para ka« ,I; en cuyo caso t(k) = (ka) 2• Los eigenestados de 

este sistema son extendidos por tratarse de combinaciones lineales de ondas pinnas, 

tal y r.omo indica el teorema ele Blocb para sistemas periódicos. De la forma de 

t(k) = mw2 se deduce que la densidnd de est.nclos (p(k)) es cont.ínua. 

Si EA y <n siguen una distribución nleat.oria, se tiene el caso más elemental ele 

unn aleación binaria nlent.orin (ABA). En estos sistemas se acostumbra llamar sit.ios 

de impurC'/.a a aquellos sitios cuyo 11(1mero es menor dentro del sisf.ema y se denota 

con c,1 y en In concentración de sitios del t.ipo A y B respectivamente. 

El result.nclo más sorprendente de la ABA es que todos sus eigenestados son 

locnlizndos [54], [55]. Esto se debe n Ja unidimensionnlidnd del sist.ema, ya que el 

propagador ent.re dos sitios necesariamente es dispersado por las impnr02as. Aqui 
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conviene señalar que las cadenas unidimensionales, por más desorden que tengan en 

sus parámetros, siempre son topológicsmente ordenndas (es decir, In conectividad 

entre los sitios de la red es idéntica alrededor de cualquier sitio). Este es nn p1mto 

important.e según se verá al estudiar sistemas quasiperi6dicos en dos dimensiones. 

6, como: 

En los sistemas con este tipo de desorden, se define el parámetro de desorden, 

6 =(EA - En) 
B 

siendo Bel ancho de banda en la densidad de estados (como Ja coordinación Z=2 es 

c011Stante, el teorema <le Frobenius permite deducir que: B=2Zt=4t). 

Si 6 > 2 es sencillo ver que se abre mu\ brecha de energía de tamaño A. = 

(EA+ En)/2 (54). 

Para los sistemas unidimensionales existe un teorema muy út.il, llamado de 

Saxon-Hunter (54], el cual indica que cualquier región del espectro con una brecha de 

energía para una cadena pura <le tipo A o B, t.mnbién será una brecha para la cadrmn 

mezclada de A con B. Podría parecer que este teorema sólo dice que no existen estados 

más allá de la energía dada por la cadena peri6dica con la autoenergía más baja. Sin 

embargo, segiín Matsuda (56] , si e,i » en aparecerán una infinidad ele hrechas muy 

delgadas a ciert.as energías, como consecuencia del mencionado teorema. 

En efecto, si Ja concentración de sitios B (en) es baja, entonces la probabi

lidad de encont.rar cadenas largas de puros sitios B es baja (- (e8)N). Entonces se 

pueden excluir cadenas puras de sitios B de un tamaño mayor a cierto t.amaño carac

terístico (p-1). La cadena aleatoria es la unión de est.as cadenas regitlnres de !.armiño 

s=O,l, ..• ,p-1, que siempre terminan en un sitio A, con cadenas regulares del t.ipo puro 

A. Las cadenas regulares <le tammio s t.icnen brechas energét.ico.s (denotadas por E(s)) 

,ya que cont.ienen .un sit.io A. Usando el teorema de Sa.'Con-Hunter se concluye que la 

aleación binaria también contiene estas brechas. 

Dicl1as brechas son de tamniio infinitesimal (56], sin embargo, cxist.e In posi

bilidad de que alrededor. de E(s) se forme UDI\ banda ele motlos de impurnza acoplado.• 
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{57]. Estos modos corresponden a excitaciones en las islas de impurezas de tamaño 

p en la matriz de sitios EA. El número aproximado de modos de las isla es p, pero 

dado que Ja probabilidad de encontrar una isla decae como c)i, sólo pueden observarse 

muy pocos de estos modos [54]. Este decaimiento de la probabilidad se traduce en 

1m decrecimiento exponencial en los bordes de banda, fenómeno conocido como colas 

de Lifshitz. En el apéndice A de la presente tesis se demuestra que el decrecimiento 

exponencial de Ja densidad de estados es una consecuencia general de Ja localización 

de estados (en el caso de la aleación binaria estos estados corresponden a los modos 

de impureza). Debe decirse que este comportamiento no puede predecirse por teorías 

de campo medio o potencial coherente. 

De todo Jo dicho anteriormente se deduce que existen diferencias fundamen

tales entre el caso periódico y aleatorio, aunque en ID ambos son topológicamente 

ordenados. 

Para estudiar el caso quasiperiódico con el hamiltoniano del tipo (3.1) existen 

varios métodos. El más directo es diagonalizar el hamiltoniano de una cadena de 

tamaño dado. Sin embargo este método es ineficiente porque se necesitan estudiar 

cadenas muy grandes para minimizar los efectos de superficie o porque se requiere de 

periodicidad artificial. 

Ot.ra manera mas ingeniosa es aprovechar las relaciones de recurrencia y 

autosimilaridad existentes en los sistemas quasiperiódicos. Para ello hay dos caminos: 

uno consiste en nt.ilizar la llamada matriz de transferencia {58] y el otro en utilizar la 

función de Green {40], ambos son equivalentes en este caso. 

Si '11; es la función de onda en el sitio i , entonces se define la matriz de 

transferencia como: 

( 
'1t;+1 ) = M(i) ( llt; ) . 
'li¡ tlt¡_l 

La matriz de dimensión dos M(i) se obtiene despejando en el hamiltoniano a 

llt; en termines de llt;+1y11';_1, Meclinnt.e la aplicación sucesiva de la matriz se obtiene 
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la función de onda en un sitio cualqtúera dada una perturbación en el principio de Ja 

cadena: 

( '11;:1 
) = M(i)M(i- l)M(i - 2) ... M(l) ( :: ) 

En una cadena de Fibonacci de generación n, la matriz de transferencia 

puede considerarse como el producto de las matrices de transferencia de generaciones 

sucesivas, aprovechando las reglas de ;ecurrencia de la cadena: 

M. = M(Fn) = M(Fn-1).M(Fn-2) ... M(2)M(l) 

Así, la matriz de transferencia satisface In siguiente relación de recurrencia 

[58]: 

. M~ =M.::.{ivf~~2 

Esta es la ecuación bá~ica .del ·~ét.od~.: Pued~ pensarse que define un mapeo 

dinámico no-lineal de orden· d~s ¡cis]. ~l :~l\~eo transforma a las matrices (M(n

l),M(n-2)) en (M(n+l),M(~));: El 'esp~t~o de.energías se calcula obteniendo aquellos 

eigenvalores de M(n) que son hnagi~8:~i~ ·(~t~~~~~fes)¡ si el eigenvalor es real la función 

de onda diverge exponencialmente.', Esta ·ccindición se reduce a: 
,· .. - . .,_ 

, ~n ~·t~(~1(n))/2 $ 1 

donde Xn satisface [58]: 

El otro método ccinsi~te én <:81Citlnr I~ fmición de Green, definida por: 

7(~;~ f;>(;;j :=';.:t.f:;ti,,;a~;· · 
·.··: '"<•''' ·,·.•: k·" 

siendo Z un número compiejo' [Íi9fZ."'.'.E:f;i11::ii 4 O, d~iide 71 tiende a cero desde . : ·--~ -. .. -· - ; . ' 

el eje imaginario posit.ivo llMa la. función de(Jr~ÍI retardada. 

La densidad Íocal de. estÍldos sé· calcÚla n partir. de la función de Green: 
- •" '""' 1':'." ... ·. -· 
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. (O) o---<> . 

'(2) 

(3) ••· ==.it-.-'.--0 

•.'· 

(Figura 3.1 :. ' Procediinientó: de . renonnalización para calcular las funciOnes de · 
Gree1Í.) . '' ' > .·.·· ... 

,'. :.:_:. ·- > " .: ; •_: ·:.' .- .··_,_.. ,:. 
> • Signiend°' a Bnrrio'y' \'7nlíg [4,0],Ja solnció1! se e~cn~nt.ran pnrtJr de ún . 

··~~~~~~~~~~~j~~f ~~~F~t~~l~~i~ 
.· .- . _· ... ,:-· _::~~-::\: ·: _ -. >·: ~-~~::/; · .. ~:,·::>>;-::~/·., ~ .. ·,:'~ _:.'.-·~:-.~::(~~~:~~-,.~·-:·_:.·.'.;.>: .. :: .1~~-::::: ·.):ú{i~;;L:~.~:- ::;;;~:~·;:.)r\:·:?h '.·'. '. .. ·~: . . · •. > .··· Por cjémplo,· en In segunda generllción'se t.iei1en tres'sit.i()s con autoenergía: : •.·. 

E~>,.'E~i.·~.;~,1,:i± (f;~~:i'.~~~(y~~.f§'~1~\;~fii,1{1~f·;~(f:~~~;;p~Jf ~·:1ti~~B:~~~i~+;~;~~\it.~f1i: ..... . 
lo~·s.11perínélices denotnneln1ímerodeJnitérn~ión).' Lascom:cléimdas del si ti() ce~trnl' · · 

.·~~l~~l~Jltiflll:'!'f ¡~~ 
mfmcro {4)}(~) 'p;;ri\'cÍPDy..(11),• {12):pnrn e1_J~l) .. Ln<len~iclad,loi!~1 c1~\~t.aclos 
s~ ~bti~1;e.~nl'~ul~~é161n f1111~ió¡~ d~ G~d~1~ ~hrn ~1·~¡;;;~'~c;1{r~Í (Gcc) ·~ri~~de reali~ar 
la rcnonnRlización de ést,e én ef 1í!thrio ¡;asb. La cxpresió1Í para a;;~ ... icJle dndn por 

':~·,, 
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B-{10) para el PD, y B-(12) para el PFD. Los re5ultados aparecen aparecen e11 la 

figura 3 a) y 6 del apéndice B. 

Ln característica más importante del espectro es su fractalidad. Se ha podido 

demostrar que el espectro de la cadena ele Fibonacci es un conjunto de Cantor, cuya 

medida de Lebesgue es cero [60]. A este tipo de espectro se le llama singularmente 

contínuo. Este comportamiento es una consecuencia directa de las propiedades del 

patrón de difracción de una cadena quasiperiódica unidimensional. En efecto, en 

una dimensión, cada punto del patrón .. de difracción abra una brecha de. energía de 

tamano 2Vk donde Vk es la k~ésh~a ~o~p~nentc en el espacio de Fonrier del ¡~ot~~cial, 
· dispersor .. Esto. s~ debe a qne l~ ~11¡;~rfi~ies is¿;cnergét.icas son uni~lime;;sioúnles por' 

lo cual, In lnt.égrnl des{1perfi6ie cÍúc sirV~ pO.Í:ii' calcular. 10: densidad ele esi.iídós'~e m;ülr\ 

si seintersect .. \1íí ¡j1!1Ítci;~1ri difracción <Yn qn<l In \~Clocidnd dé grupús céró c1{(ui!h~~ • . 

. ~#~~~~~~~:;4~It~~~~t~~~1~~f 
de• visímliznr ·• 1~, fractnlidad '.consiste•'ei1 grafica'.',lognrltmi~~inenteJií iñtcgral· de, hi· .· ..•. 

. ·<l.ri;1si~{a~'.~i~jfi~ff~·~-~~~;~~~ii'.i~.1iij~~~;1~~~~~~~~.~~~~ª~Xi'~~:t~~t~'.i·~1i;~i~!i·~~.~·~•· ·•·.· .. •·. 
· · clisconUnuidaddell\dei)l;i~acl 'ele est.ados npnrciié coinci nn.~éalóii lo.éúal shnplilka·la •.. ·º 

.:-, .. - .-.· 
<· 

'; --~. 

mi~lria!Í~l\bl~~ l};i~ ~uÚcló1{ ele :¿;;;d~ ~ ai1;.osil~ilar si para dos regiones de tamaño L · 
,' :·e .·.·,-:·:-.,:·,·.,¡·:',;.'·: · .. · ·,:· . 

. qúé sean localmente similarnsy con una separación R se cumple: 

'11 ¿{r) = C{E)\ll ¿{1· + R) 
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Log 
(Figura 3.2: Densidad integrada de estados paro la caden~ de Fibona~ci en escala 

log-log. 

donde r pertenece a la zona L. C(E) es In constante que i·eescala In función de onda. 

Para ciertos eigen-estndos se ha podido determinar sus propiedades de escalamiento 

[58], sin embargo, existen otros estados parn Jos cuales esto no se ha podido hncer. 

Estos corresponden a t.rnyectorias caóticas del mapeo dinámico [58]. 

Un parámetro útil que permite investiga~ las propiedades de Jocnliznción 

es el llamado exponente de Lyapunov {'y)[40]. Supóngase que se t.iene una eigenfnnción 

que decae exponencialmente con un coeficiente A: 

j=N 
Por otro Indo: 'I!N = g llM(j)ll'I!o, ele donde: 

1 1 i=N 
-y= ' = lim --N log( IJ JIM(j)JI). 

"" N-oo 1 
(3.5). 

El exponente de Lyapunov es el inverso ele In longitud de localización. Para 

. estados ext.endidos, dicho coeficiente variará r.omo una función del tamaño de Ja red, 

mientras que para estados localizados su valor converge. Mediante el método de 

rcnormalización su cálculo es direct.o, ya que después de renormalizar en el paso N 
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queda la siguiente ecuación: 

con lo cual A o 'Y valen: 

1 1 t!N) 
7 ='X= -Nlog (E- ER)" 

En la figura 3.3,a) y 3.4,a) se muestra el comportamiento de A para la cadena 

perfecta. Puede observarse claramente la autosimilaridad en la distribución de A. 

Las ideas expuest.as anteriormente pueden extenderse para estudiar cade

nas quasiperiodicas aleatorias (CAP). Seg1ín lo expuesto en el capítulo 2, la CAP 

se construye intercambiando el orden de pegado entre las generaciones n-2 y n-1. 

En cada paso se puede pegar correctamente la secuencia con una probabilidad p o 

incorrectamente con probabilidncl 1-p. 

En este caso es necesario tomar en cuenta que la función de Green de un 

sistema desordenado se calcula sobre el promedio de todas las configuraciones posibles 

del sistema. Entonces, la densidad local de estados (LDOS) se escribe como: 

p, = -!tr(G,,) 
11' 

donde los paréntesis angulados denotan el promedio sobre c.onfiguraciones. 

En el paso (2) de la figura 3.1 van a existir dos posibles cadenas, cada una 

con diferent.es probabilidncles. Ambas cadenas deben renormalizarse de modo que al 

constmir la generación (3) sólo quede un sitio central. Además, las cadenas deben 

promediarse de modo que se obtenga una sola cadena por cada generación. En este 

punto surje la pregunta de si primero se debe renormalizar las cadenas y después 

promediar o si se debe proceder exactamente al revés ( ver la figura 2 del apéndice 

B para ver una represent.ación gráfica del problema). A la primera posibilidad se le 

llamará desorden de t.ipo 1 mientras que a la otra desorden tipo 11. En el desorden 

de t.ipo 11 existe una probabilidad finit.a de t.ener grandes regiones periódicas lo cual 
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haría que la cadena perdiera sus propiedades frente a una transformada de Fourier. 

Por tal razón, el desorden tipo 1 es el apropiado para implementar el método de 

renonnalización. 

De este modo, en cada paso se construyen dos cadenas uniendo las de gen

eración n-1 con la de n-2, se procede a renormalizar y después se promedian ambas 

posibilidades de acuerdo a sn peso estadístico. Las fórmnlas qne se obtienen para los 

enlaces y las antoenergíos corresponden a las ecuaciones {6) y (11) del apéndice B. Me

diante su utilización, se calcula la LDOS que aparece graficada para el PD en la figura 

3 y 4 del apéndice B; en In figura 6 del mismo se grnficó In estruct.urn de bandas para 

el PFD. Los parámetros utilizados en dichos cálculos fueron: E= O, tz = -1, t.= -1.5 

para el PD y EA= l,En = -1,t = -1 para el PFD. En ambos se observó el mismo 

efecto; el espectro se suaviza, es decir, desaparece Ja estructura de polvo de Cantor 

para convertirse en bandas de energía contínua. Este efecto se observa aún para val

ores de p cercanos a 1 (p=l corresponde ni caso de Fibonacci). En el caso de PD 

aparece una brecha en la energía en el centro del espectro. Otro punto interesante es 

qne en los extremos del espectro de las cadenas con desorden aparece una singularidad 

de raíz cnadrada carncteríst.ica de los sistemas unidimensionales[59). Nótese que los 

ext.remos de In banda son los menos afectados por el desorden, n diferencia de otras 

regiones, en las cuales la densidad de estados cambia notablemente al agregar desor

den (por ejemplo, Ja región nlredcdor de E=l.0). En el caso de miíximo desorden se 

·pueden ver claramente seis bandas separadas por brechas dr. energía; en Jos extremos 

de cada banda aparecen singularidades. 

Mnchas de estas características de Jos espectros de las cadenas con desor

den son muy similares a Jos obtenidos para aproximantes racionales de Ja cadena de 

Fibonacci [61). 

La suavización puede deberse a que In probnbilidnd de tener una región 

quasicristalina decae en In generación n como: pn; Jo cual indica una probabilidnd baja 

de encontrar cadenas quasipcriódicas largas. El espcct.ro de estas islas quasiperiódicas 
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es autosimilar pero sólo en un rango de escalas determinado por su tamaño; en general 

las brechas más pequeñas corresponden a cadenas de longitud muy larga (58]. De 

esta manera, desaparecedan las brechas infinitesimales que se observan en la cadena 

quasiperi6dica perfecta. Sin embargo, este punto merece un análisis mas detallado, ya 

que el efecto de suavización del espectro aún con un grado pequeño de desorden puede 

tener relevancia en los sistemas quasicristalinos reales. Debe recordarse que atín no 

se ha podido detectar Ja estructura fractal de la densidad de estados en experimentos 

con quasicristales reales. 

La longit.ud de localización aparece graficada en las figuras 3.3 y 3.4 para el 

PD y PFD respectivamente. Para cada problema se han incluído tres probabilidades 

diferentes: p=l, 0.95 y 0.5. 

En las regiones donde existe una brecha de energía, A es muy pequeña, 

mientras que para los eigenestados se observa que coexisten longitudes que difieren 

basta en dos ordenes de magnitud. En general las longitudes decaen en los bordes 

de banda, de acuerdo a lo esperado para sistemas desordenados (54). Sin embargo, 

en el caso de máximo desorden (p=0.5) se encuentra que existen algunos estados 

más extendidos que en el caso quasiperiódico. Esto significa que la conductividad 

de dichos estados aumenta al agregar desorden, lo cual podría tener relevancia para 

explicar algtmos resultados experimentales [33). Al parecer este efecto es mas notable 

si se utiliza una ecuación continua de Schroedinger en lugar de 1m bamiltoniano de 

enlace fuerte [62). 
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Capítulo 4 

Propiedades de sistemas 

quasiperiódicos bidimensionales. 

4.1 Generalidades. 

43 

El sist.ema quasiperiódico bidimensional mas típico es la red de Penrose 

(ver el capítulo 1). Por esta razón se le ha escogido para estudiar sus propiedades 

electrónicas. 

El hamiltoniano a utilizar será el de amarre fuert.e para un sólo electrón en la 

bandas (ec 3.1). Una vez mas, este hamiltoniano es análogo al de fonones escalares. 

A diferencia del caso unidimensional, la resolución del hamiltoninno de amarre fuerte 

no conduce de un modo fácil a la solución completa del problema de espines. Esto se 

debe a que al mapear el hamiltoniano de espines a uno de fermioues, el hamiltoniano 

resultante es mas complicado que el de amarre fuerte, ya que aparecen interacciones 

de dos cuerpos así como un campo de norma. 

Una vez elegido el hamiltoniano, existen dos maneras simples de defüúr los 

sit.ios en la red de Penrose. La primera consiste en colocar las funciones 1 i} en 

Jos centros de los rombos; a este problema se Je conoce como central (PC). La otra 

manera es colocar a las funciones en las esquinas de los rombos, en tal caso se Jmbla 
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del problema de vértices (PV ). 

De manera similar al caso unidimensional, se pueden ei:tcontrar los eigenval

ores del hamiltoniano mediante diagonalización directa o generalizando el método de 

renormalización expuesto en el capítulo 3. 

El método de renormalización para 2D es una generalización directa del 

método desarrollado para la cadena de Fibonacci. Este consiste en ir pegando dos 

unidades básicas llama<las triángulos de Robinson (figura 1 del apéndice C). Al pegar 

dos triángulos de generaciones sucesivas se obtiene otro triángulo de forma similar 

pero r veces más grande que la penúltima generación . Este proceso de adición puede 

representarse mediante la siguiente fórmula: 

T(n) = T(n - 1) Ell T'(n - 2) 

don<le el asterisco se utiliza para <lenotar que el triángulo ele generación n-2 debe 

reflejarse por un plano espejo antes de pegarse [40]. 

El proceso de crecimiento <le la red tiene un ciclo de cuatro generaciones, al 

cabo del cual se repite la misma secuencia de pegado. Nótese que en cada generación 

existe la posibili<la<l de pegar incorrectamente los triángulos, lo cual llevaría a obtener 

un mosaico quasiperiódico aleatorio. 

El proceso ele renormalización consiste en ir eliminando ele las ecuaciones 

para la función ele Green, los sit.ios centrales de cada generación, ele modo que sólo 

queden sitios en la frontera. En términos de la función de Green G=(EI-H)-1, esto 

es equivalente a eliminar los elementos ele matriz que contienen índices que se refieren 

a sitios int.eriores, sustituyéndolos por ecuaciones que involucren solamente sitios de 

frontera. El proceso puede ejemplificarse para la primera generación en la que aparece 

un sito central (generación cinco, Fig. 4.1). 

Obsérvese que aparecen tres tipos <liferentes ele enlaces, denot.ndos por T(l), 

T(2) y T(3). El mosaico de Penrose <le rombos se obtiene para T(l)=T(3)=0. Las 
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(Figura 4.1: Mosaico de generación cinco. El sitio seis es el único sitio central. A 

la derecha aparece la red renormalizada.} 

ecuaciones de movimiento del sistema son: 

[E- E(l)] G(l, l) 

[E - E(2)] G(2, 1) 

1 + T(2)G(2, l) + T(J)(i(5, l)< -- -

7'(2)0(1, 1) .f:T(3)G(a;íj+ic2)G(s, 1) + 
+T(2)G(6iI);,, ;,';.:.:}/' ,.>> 

[E'- E<;>~8c{~-) ·::- ~c3Jf<2.1)_+~(3>~c~:;1r4:;:{~>?{~._1) 
[E:__ E(4>)G(4; 1) --~ T(3)G(3, i)+T(2)G(5;1) + T(2)Ó(6, l)' 

[E- E(5)]G(5,l) - TÓ)G(l~ 1) + T(2)G(2, l) +T(2)Ó(4, l)+ 

. + T(l)G(6, l) 

[E- E(6)] G(6, l) T(2)G(2, 1) + T(2)G(3, 1) + T(2)G(4, l) + 
+ T(l)G(5, l) 

Después de rcnormalizar el sitio 6 sólo quedan cinr.o ecuaciones 

[E- E(l)] G(l, 1) 

(E - E(2) - W22) G(2, l) 

1 + T(2)G(2, 1) -:!- T(3)G(5, 1) 

T(2)G(l, 1) + [T(3) + W22]G(3, 1) .+ 



+ W22G(4, l) + (T(2) + Wl2)G(5, l) 

(E - E(3) - W22] G(3, 1) (T(3) + W22)G(2, 1) + (T(3) + W22)G(4, l) + 

+ Wl2G(5,l) 

[E - E(4) - W22) G(4, 1) W22G(2, l) + (T(3) + W22)G(3, 1) + 

+ (T(2) + Wl2)G(5, 1) 

[E - E(5) - Wll] G(5, 1) T(3)G(l, 1) + (T(2) + Wl2)G(2, l) + 

+ Wl2G(3, 1) + (T(2) + Wl2)G(4, 1) 

donde la interacción efectiva contiene toda la información del sitio renormalizado: 

w·. _ T(i)T(j) 
tJ - E-E(6)' i,j = 1,2. 
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El procedimiento de construcción del mosaico se va combinando con la renor

malización en cada paso. Así los sitios interiores de cada generación corresponden a 

los sitios de una de las fronteras de la generación anterior. Eliminando dichos sitios 

centrales, se obtiene nuevamente un triángulo con sitios en la frontera el cual se pe

gará con la generacación anterior y así sucesivamente. La figura 3 del apéndice C 

ejemplifica el procedimiento para obtener la generación nueve; esta se obtiene pe

gando los triángulos renormalizados de generación siete y ocho. La generación nueve 

renormalizada se obtiene al eliminar los sitios centrales que resultaron de pegar las 

generaciones siete y ocho. 

La ventaja del método radica en que el mímero de sitios renormalizados crece 

como la raíz cuadrada del mímero total de sitios, el cual crece exponencialmente. Por 

esta razón, se pueden realizar cálculos de redes muy grandes (14 550 sitios). 

Para realizar la presente tesis, también se utilizó el método de diagonal

ización direct.a. La razón de esto fué la necesidad de estudiar el efecto de la frontera 

sobre las propiedades de la red. Para generar estas redes se utilizó un método dife

rente, que consiste en construir el Penrose mediante seis pedazos básicos, los cuales 

se van uniendo de manera fractal (63). Los resultados que se obtuvieron mediante 
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este método son completamente análogos a los obtenidos por el método de renorma).

iza.ción, por lo cual no se abundará más sobre el tema. 

4.2 Propiedades del ·espectro 

En la figura 4 del apéndice C se muestra la densidad loc;al de estados de 

dos sitios ( de coordinación tres y cuatro) del Penrose de generación 23. Aunque el 

espectro muestra una estructura complicada de bandas y brechas energéticas, existen 

cuatro características básicas. En primer lugar el espectro es simétrico respecto a la 

energía E=O. Esto es una consecuencia de que la red es bipartita, es decir, puede 

subdividirse en dos subredes alternadas, A y B, de modo tal que un electrón sólo puede 

saltar de un sitio A a uno B. Si la ecuación de Schroedinger es: E 1 j) = - E, 1 i), 
donde j pertenece a A e i a B, entonces, si En es un eigenvalor, -En también lo será 

ya que basta cambiar el signo de la función de onda ea una de las subredes para que 

se siga cumpliendo la ecuación. Las otras tres características son: 

l. El máximo eigenvalor es mayor que 2(Z) donde la coordinación promedio en la 

red de Penrose es: (Z) = 4. Según los cálculos numéricos E=4.23. 

2. La energía E=O es altamente degenerada, contiene aproximadamente un 10% 

de los estados. 

3. Existe una brecha de energía que separa los estados a E=O del resto de la banda. 

Parn el ancho de banda es posible realizar un cálculo tipo campo medio, el 

cual predice el ancho de ba11da acertadamente [41). E11 dicho campo medio, se utiliza 

el l1ed10 de que cada tipo de vértice del Penrose est.á rodeado de ciertas configuraciones 

de vértices, cada una con una probabilidad dada. Si se supone que todos los vérUces 

del mismo tipo t.ieneu la misma amplit.ud de Ja función de onda, se puede resolver 

la ecuación de Schroedinger obt.énieudose el valor E=4.23. La suposición de que 
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cada vértice del mismo tipo tiene la misma amplitud es válida para longitudes de 

onda muy larga, las cuales corresponden justamente al extremo de la banda. Así el 

ensanchamiento de la banda se debe a las diferentes configuraciones alrededor de 

cada vértice. Posteriormente se demostrará que el ancho de banda puede aproximarse 

mediante el segundo momento estadístico de la coordinación: 

E= EP(µ)Z~ = 4.18 ,. 
dondeµ denota cada tipo de vértice (K,S, etc.) y z,. sn coordinación. 

Esta fórmula indica que el ensanchamiento de Ja banda se debe a las fluc~ 

tnaciones de In coordinación. 

Respecto a Jos estados en E=O se ha encontrado qne estos están estricta

mente localizados [42),[65]. La amplitud de la función de onda de estos estados es cero 

en una de las subredes. Estos sitios de amplitnd cero forman cadenas qne encierran en 

su interior a los estados (ver la figura 4.2). Por esta razón, se les ha llamado estados 

confinados. La qnasiperiodicidad no es una condición necesaria para la existencia de 

dichos estados; se ha encontrado que estos existen en sistemas desordenados como 

aleaciones binarias [64] en el límite cnando la diferencia entre las autoenergías de las 

impurezas y los sitios de red es muy grande. 

Nótese de la figura que los sitios de coordinación cuatro, seis y siet.e siempre 

están en las cadenas por lo cnal su amplitnd es cero. Los sitios de coordinación tres 

generalmente tienen amplitnd aunque existen excepciones. Los sitios de coordinación 

cinco generalmente no tienen amplitud. 

Utilizando el procedimiento de deflación, puede encontrarse [65] que cada 

cadena no es más qne la inflación de otra cadena de t.amailo menor. Así una cadena 

de radio R en una generación n, se convierte en una cadena de radio T R al aplicarse el 

procedimiento de inflación para obtener una red de generación n+ l. El radio mínimo 

de una cadena es T. U t.ilizando este hecho, es relativamente fácil calcnlar el número 

de estados confinados [65]. Dado que el número de cndcnns es igual al mímero de 
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(Figura 4.2: Estados confinados del MP. Los sitios con los círculos negros indican 

que su amplitud es cero. Los sitios en negro forman cadenas que. encierran a los 

estados. En el límite de 1m mosaico infinito todas las cadenas son cerradas.) 



estadas (esto se debe a que al estar confinado cada estado, la amplitud ~era de la 

cadena puede hacerse cero¡ este argumento es válido para cualquier cadena), basta 

contar el m\mero de cadenas que existen. Pero en el Penrose, la frecuencia de una 

configuración es inversamente proporcional a su área: 

.1 

J = 21rR2 

Por otra parte, R(n) = Tn+I debido a )ns propiedades de inflación de la 

cadena. Entonces, el número t.otal de estados a E=O (No) consiste en sumar todas 

las frecuencias de las cadenas: 

No l 00 (1) 2
n l (T+ l) l 

-¡;¡ = 21rr ~ -;;:. = 2,,.T2 -T- = 2,,.T· 

De donde resulta: 
No 
N = .098 = 9.8% 

lo cual se aproxima bastante al resultado numérico. Cálculos más refinados [66) 

muestran que el ní1mero correcto es 9.83% . 

Finalmente, la existencia de la brecha energética (.O. = 0.107t) en la red in

finita mín es motivo de controversia. Para el presente trabajo se verificó numéricamente 

que sn tamafio no varía aún para las redes más grandes ("" 104 sitios). Sólo se pudo 

encontrar una ligera variación cada cuatro generaciones lo cual se debe n qne jus

tamente este es el período de construcción de las redes. En la siguiente sección se 

estudiará esta brecha con mayor detalle. 

Debe decirse que a diferencia de las redes unidimensionales, cada punto de 

difracción del espacio recíproco no abre necesariamente una brecha en las energías 

permit.idns. La razón de ello es qne In dependencia de la energía respecto del mo

mento lineal p es isotrópicn a diferencia del potencial dispersor. De este modo existe 

una contribución finita n la densidad de estados anuque las superficies isoenergéticas 

intersecten nnn infinidad de puntos del pat.rón de difracción. El resultado de ello es 
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que el espectro es relativamente suave si se le compara con el de una cadena de Fi

bonacci, el cual es singularmente continuo porque cada punto de difracción abre una 

brecha, y dado que el patrón de difracción llena densamente el espacio, el espectro 

contiene una infinidad de brechas. 

Para el problema diagonal del Penrose en una red de N sitios se ha encon

trado numéricamente que el espaciamiento entre estados viene dado por [69): 

1 
ó.E= Nf1 

donde /3 varía entre 3/8 y 5/8. En un sistema periódico el espaciamiento corresponde 

n/3=1. 

Si se considera la distribución estadística ele estos espacios entre niveles, se 

llegan una distribución ele Wigner [67). Esta distribución es característica de sistemas 

en los cuales se presenta caos cuántico. El efecto del caos cuántico en un espectro 

es In repulsión entre niveles, a diferencia ele los sistemas simples, en los cuales los 

niveles tienden n mezclarse. La explicación ele porqué sucede esto en los mosaicos 

quasiperióclicos todavía es un problema nbiert.o. 

Ot.ro punto de crucial importancia para las propiedades ele t.ransporte es In 

forma de las funciones de onda. En los sistemas periódicos, el teorema ele Blocl1 ase

gura la existencia de estados extendidos (o estados que no decaen) mientras que los 

sistemas desordenados muestran la existencia ele estados localizados [59) a partir ele 

cierta energía crítica . En los cálculos numéricos que se han realizado [68), [69), se ha 

encontrado la coexistencia de tres t.ipos ele est.ados en los mosaicos quasiperiódicos: 

extendidos, localizados y críticos. Los estados críticos tienen propiedades ele au

tosimilariclacl, es decir, son fract.alcs. Al igual que los est.ados extendidos no son 

normalizables. 

La razón ele la existencia ele cst.os estados es la competencia ent.re In falta 

de periodicidad que tiende a localizar los est.ados y. In autosimilaridacl que tiende 

a extenderlos [69). Lo 1ílt.imo puede entenderse del siguiente modo; supóngase que 



existe una función de onda localizada en una región de radio R donde ~ es la longitud 

de localización de la función de onda, dado el teorema de Conway existe una región 

similar a una distancia 4R en la cual también la misma función de onda puede existir. 

El traslape entre funciones vale aproximadamente l=exp(-4/~). Así el problema puede 

considerarse como un hamlltoniano de dos rúveles. Las eigenfunciones de este sistema 

consisten en la combinación lineal de las funciones originales, una simétrica y la otra 

antisimétrica. La combinación simétrica da lugar a una función cuya longitud de 

localización es mayor que la supuesta. Aplicando el procedimiento a cualquier radio se 

concluye q11e no existen funciones localizadas. Este argumento llevó a H. Ts11netsugsu 

et. al. {69] a concluir que no hay estados localizados en el Penrose, y que además no 

existe una energía crítica que separe los diferentes tipos de estados. En este trabajo se 

demostrará q11e un análisis más detallado (así como los resultados numéricos} indica 

la existencia de una energía crítica que separa a estados con diferentes propiedades 

de localización. 

Para examinar las propiedades de localización electrónica en el MP, se cal

culó la razón de participación inversa de la función de onda (IPR); definido para el 

eigenestado E; cuya eigenfunción ..¡,, = ):1 e;(j) 1 i) , como: 

IPR(j} = °Lcfü). 
¡ 

El IPR es una medida d~ la localización de la ftmción de onda y es inver

samente proporcional al mímero de sitios ocupados por la función de onda. En un 

sistema periódico con eitados extendidos, cada amplit11d e;(j) vale 1/../Ñ. Entonces, 

el IPR es proporcional a l/N. Para un estado localizado cuya longitud de localizaci6n 

sea~. el IPR vale 1/1T~2 . Variando el tamaño de Ja red resulta fácil detectar los esta

dos extendidos y localizados. Los localizados son aquellos cuyo IPR no varía con el 

t.amaño de la red. En la figura 5 del apéndice C aparece el IPR de una red de Penrose 

de generación 19. En ella se pueden observar varias cosas. La primera es una linea 

vert.ical de p11ntos en E=O. Esta línea corresponde a los estados confinados de los 
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cuales ya se había hablado. Los estados con E.,; 0.107 son localizados ya que su IPR 

no varía con la generación y se les ha señalado con una flecha. 

La observación directa de estos estados muestra que son de superficie por 

presentar amplitud sólo en los bordes de la red. 

El IPR muestra un cambio drástico de comportamiento en E=0.37. Arriba 

de esta energía; los estados tienen un IPR cercano a l/N, sobre todo los estados 

cercanos a E=4.23. Abajo de 0.37, los estados tienen un IPR mayor que el mfrumo 

IPR de los estados en E=O. Est.o se ha indicado por una línea punteada. Los estados 

abajo de 0.37 están localizados. 

La naturaleza de esta transición puede verse en la fig. 4.3. En ella se muestra 

la función de onda del estado en E=0.37 y el estado siguiente con la energía más baja. 

Se observa que la distribución de la amplitud es radicalmente diferente. 

Todavía puede obtenerse más información si se considera. la participación 

en la función de onda de cada tipo de vértice. A esta cantidad se le ha llamado 

contribución de la amplitud de sitio {SAC) y se le ha definido como: 

1 N" 
SAC(v,j) = N ¿e;(j) 

V i<V 

siendo v la coordinación del sitio, excluyendo los de superficie. 

Las figura 6 y 7 del apéndice C muest.ran el SAC para las diferentes coor

dinaciones. El SAC de los sitios con coordinación 3 muestran que a Ja energía 0.92 

hay un cambio de comportamiento, In función de onda se empic-¿a a localizar en estos 

sitios. También se observa claramente el st'tbito incremento del SAC en E=0.37. Las 

ot.ras gráficas muestran que la participación de Jos sitios con mayor coordinación es 

mayor en los extremos de Ja banda. Esto est1\ de acuerdo con In imagen de repulsión 

de niveles en sistemas quasiperióclicos. 



. b) 

(Figura 4.3: a) Función de onda en E=0.37 b} en E=0.365.) · 



55 

4.3 Frustración en la red H2. 

Dado que la red. es simétrica respecto a E=O por ser bipartita conviene 

remover esta simetría para quedarse con la topología fundamental de la red. Esto 

puede bace~se renormalizando una de las subredes, y definiendo el correspondiente 

hruniltoniano (H2w = E 2w). Para realizar la renormalización se requiere despejar los 

índices de los sitios que pertenecen a una subred. Por ejemplo, supóngase que se tiene 

un sit.io i perteneciente a A, su ecuación de Scroedinger es: 

z, 
E 1 i) = t L 1 j). 

;eo 

Pero los sitios j, pertenecientes a B y vecinos de j, satisfacen una ecuación 

de la forma: 

li) = ~{t. 1 i) + t :E l 1) + t :E 1 k)} ' 
. IEA ·.keA. 

donde 1 son los vecinos de j que cierran. un rombo con el sitio i y k sc;m los sitios 

vecinos de j que 110 cierran un rombo·.~o!i 2.: ~ustitÍ1yendo )~ ecuación anterior para 

cada vecino de i en la ecuación para el sitie/ i se Jle~n a: 

E 1 i) = ~.{tz; I i)+2~~p)+t í 1 k)}, 

de donde el hnmiltoniano de la. ;ed renormaliznda ( Ja cual se denot.ará por H2) es: 

{ 

Z¡ M1 } 
H 2 = t2 Z;I i) + 2 :E 11) + L 1 k) . 

. IEA kEA 

M; es el mímero de segundos vecinos del sitio i que 110 cierran un rombo con 

i, su valor es M; = EJ(Z; - 3). 

El aspecto de la nueva red puede verse en la figura 8 del apéndice C. Se 

observan dos clases de regiones, una con celdas triangulares (región I) centradas en 

sitios de coordinación t.res renormalizndos, y la ot.ra región está formada por seis t.ipos 

de celdas que present.nn interacción n segundos vecinos (debido a los enlaces de t.ipo 
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k). Dichas celdas representan el dual de los sitios renormalizados de coordinación 

diferente de tres. F.sta regiones se les llamará de tipo 11. 

La división en dos clases de regiones se debe a que en el Penrose, todos los 

sitios de coordinación diferente de tres están conectados en líneas (o cadenas) (70]. 

Les cadenas separan a la red en partes finitas independientes. Entre estas cadenas 

sólo existen sitios de coordinación tres. Lo sorprendent<, es que estas cadenas son les 

mismas que confinan a los estados en E=O ya que la amplitud de la función de onda es 

cero en elles. Como se había mencionado, los estados confinados presentan amplitud 

en sitios de coordinación tres lo cnal significa que en H2 sólo existe amplitud en les 

regiones del tipo 11, mientras que las regiones de tipo 1 representan una barrera en la 

cual la amplitud es cero. 

De lo anterior, puede afirmarse que en E=O los estados se confinan a les 

regiones no-triangnlares. 

Este comportamiento se debe a dos causas. En la forma del hamiltoniano H2 

se observa qne la coordinación de los sitios aparece como una autoenergÍa. Los sitios 

de mayor coordinación tienen una autoenergía más alta, por lo cual la tendencia del 

sistema es hacer cero las amplitudes en los sitios de mayor autoenergía. Este fenómeno 

también ha sido encontrado en simulaciones de aleaciones binarias desordenadas (64), 

en las cuales la diferencia en autoenergías es muy grande, por lo cual los estados se 

localizan en regiones de menor antoenergía. La otra razón para el confinamiento de 

los estados el la frnstración, In cnal será explicada a cont.innnción. 

El efecto principal de la renormaliznción es qne dobla la banda; el centro 

del hamiltoniano se convierte en el mínimo eigenvalor, mientras que los ext.remos 

en E=±4.23 se mapean al máximo eigenvnlor en H2 • Además, como el parámetro 

de salt.o aparece cnadrático ( y por ende posit.ivo), entonces el máximo valor de E2 

corresponde a un estado ele enlace (bonding), es decir, a un estado en que el cambio 

de fase ent.re sitios es cero. El mínimo eigenvalor corresponde a nn estado de anti

enlace ( antibonding). En dicho estado el cambio de fase debe ser '11", lo cual equivale 
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· ( Figur~ '4;4; Densidad integrada de estados de la red de Penros~ grojicada en escala 

log-log.) 

a cambiar el signo de la función de onda entre sitios vecinos. 

El límite de enlace se puede alcanzar para cualquier estructura, por desor~ 

denada que sea. Este límite corresponde a longitudes de onda larga, las cuale!i son 

afectadas de manera muy débil por la topología local de Ja red. En este límite Ja 

función de onda es muy parecida a Jos estados extendidos de nna red periódica. Aím 

más, la densidad de estados en esta región es similar a la de un sistema periódico 

bidimensional seg¡ín se puede apreciar en la fig¡1ra 4.4. UWi?.ando una escala )og-log 

se deduce que en los bordes de banda In densidad integrada sigue In ley: I(E)"=' ·E,· fo.

cual es cnracterfstico de sistemas bidimensionales. 

La situación es totalmente diferente para el estado de anti-enlace: En· {1na 
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+ 

o 
(Figura 4.5: Frustración de la función de onda en un anillo pentagonal.) 

estructura que contenga anillos cuyo número de lados sea impar, siempre existirá un 

enlace en el cual el cambio de fase sea cero (fig. 4.5), a este fenómeno se le llama 

frustración. 

De este modo, no es posible alcanzar un estado perfecto de antienlace. 

Además, segiín se demuest.ra en el apéndice C (ecuaciones A7 y A9), cada enlace 

frustrado le cuesta energía al sistema. Lo mejor que puede hacer éste es minimizar el 

número de enlaces frustrados para disminuir el costo en energía. Aún más, las zonas 

donde existen enlaces frustrados t.ienen un costo energético mayor, de modo que la 

función de onda tiende a confinarse en regiones de menor frustración. Así cerca del 

límite de frustración, las propiedades de localización cambian de manera radica). 

Siguiendo est.a línea de ideas es posible determinar aproximadamente el valor 

de· Ja energía donde se presenta el borde de frnst.ración. Para ello es necesario utilizar 

un estado de prueba con nn mí mero mínimo de enlaces frustrados (denotado por 

1 M)). Este estado no es necesariamente un eigenestado del sistema, sin embargo el 

valor esperado de la energía ,(M 1 H2 1 M), sirve como una estimación del borde de 

frustración. Como primera aproximación, se supondrá que todas las amplitudes de 

los sitios son iguales (cp; = ±1/../N). Además, se supondrá que cada celda de H2 

tiene el mínimo mímero posible de enlaces frnst.rados, sin importar los alrededores 

del sitio. Esta suposición dará un mínimo para la energía crít.ica. 
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En la tabla 1 del apéndice C se indicaÍi los tipos de anillos que existen en 

la red H2. Existen ocho clRSes diferentes, correspondientes al dual de cada vértice 

renormalizado. Considerando sitios con la misma coordinación como celdas del mismo 

tipo, el número de estas se reduce a cinco. 

Para encontrar el corrimiento de la energía por frustración (E¡) basta ree

scribir la fórmula A 7 del apéndice C, cambiando lastima sobre sitios a una suma sobre 

celdas, indicandose por P(µ) la frecuencia de aparición de lut tipo dado de celda del 

tipo µ. El resultado obtenido es: 

EJ = t2 LP(µ) [Z1, - 2N,(µ) + 4N¡(µ)). ,. 
La suma se realiza sobre los tip~s diferentes de celdas. El primer término es . 

Ja coordinación promedio en la red, la cual vale cuatro. 

El segimdo término es el número total de enlnces en cada tipo de celda Los 

enlaces del tipo k pertenecen a una sola celda por estar en su interior, mientras que 

Jos de tipo 1 son compartidos por dos celdas. Por ello estos tílt.imos deben tener un 

factor de 1/2 ni realizar el conteo de enlaces. Sin embargo, en el hamilt.oniano H2 lo 

enlaces de tipo 1 aparecen con un factor 2, por Jo cual se cancela el factor 1/2. De 

este modo, al contar sobre celdas los enlaces tipo 1 y k tienen el mismo peso. 

El tíltimo término es el n(1mero mínimo ele enlaces frustrados en cada celda 

si la fase entre dos sitios mticlos por un enlace frustrado es cero. 

Mediante una inspección ele la t.abla I del apéndice C, puccle encontrarse 

que: N,(µ) = Z1,(Z,. - 1)/2 y además: 

N¡(µ) = { Z,,(Z,, - 2)/4 si Z1, es par 

(Z1, -1)2 /4 si z,. es impar 

Sust.it.uyendo estos valores en la fórmula para E}: 

EJ = ¿P(µ) [z,. - 2 {N,(µ) - 2N1(µ)}J = ¿ P(µ). 
I' I' Impar 
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o 
( Figura 4.6: Configuraciones de anillos impares que se forman al hacer cero la 

amplitud en sitios de coordinación diferente de tres.) 

De la fórmula anterior se deduce que sólo contribuyen los anillos con un 

número impar de vértices. El resultado numérico se obtiene fácilmente sustituyendo · 

Jos valores de P(µ): 

E}= P(Q) + P(D) + P(S) + P(S5 ) + P(J) + P(S3) = .; = 0.8754 
T 

o, sacando la raíz cuadrada se obtiene el valor correpondiente en la red de Penrose: 

Et= 0.936. 

Esta energía corresponde al valor en el cual la amplitud se empieza a con

cent.rar en los sitos con Z=3. Por esta razón, para calcular el borde de banda de estos 

estados, se necesita suponer que, en el límite, In amplit.ud es cero en todos los sitios 

de coordinación diferent.e de t.res, lo cual equivale n decir que no existe contribución 

de las celdas triangulares. 

En est.e caso, todas las celdas se vuelven pares, except.o las de tipo S, dos J 

por cada S4 y tocias las S4 que se vuelven t.riangulares (Fig. 4.6) 

Nuevament.c, el borde de banda para estos est.ados es: 

184T + 297 Et = P(S) + 2P(S4) = 
5 

= 0.1436 
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o bien, E1 = 0.3790. Este valor es muy cercano a fa energía crítica obtenida numéricamente 

y al valor de 0.37 :$ E1 :$ 0.55 obtenido por el método de fracciones contínuas f71]. 

Los estados entre E1 y E¡ se localizan en las regiones tipo 11. Los esta

dos abajo de E1 son fractales en el sentido de que se concentran en los centros de 

simetría cinco del máximo Penrose obtenido mediante Ja inflación. Una estimación 

para el límite inferior de estos estados se puede obtener suponiendo que la amplitud 

se concentra totalmente en estos centros de simetría cinco, de donde: 

A2 = P(S) + P(S5 ) = 1a = 0.0557 
T 

o, 11=0.236. Este valor resulta cerc~o al valor de la brecha A= 0.107. 

Las fórmulas utilizadas en esta sección pueden utilizarse también para cal

cular el borde de banda superior. En dicho borde, todos Jos enlaces son frustrados 

porque la longitud de onda es larga y no existe cambio de fase entre sitios contiguos. 

Esto indica que: Ni(µ)= N1(µ) de donde: 

E1 = L;P(µ)Z~ =3Zµ+2Nk(µ) =66-30r= 17.4589 ,. 
o, en la red de Penrose: Eb = 4.1784. La diferencia con el valor observado se debe a 

la suposición de que las amplitudes son iguales en cada sitio. En una red cuadrada, 

Eb = 4.00 . La diferencia estriba en la fiuct.naciones de Ja coordinación. 

El método presentado puede aplicarse al problema cent.ral de la red de Pen

rose, en el cual exist.e una contracción de la banda cuyo valor es l.32t(68]. Esta 

contracción se debe a la existencia de anillos impares. Suponiendo otra vez que las 

fluctuaciones de la amplitud son despreciables, Ja contracción pi.cele obt.enerse direc

t.amente de la fórmula (All) deducida en el apéndice C: 

Ec = 4N¡ 
N 

donde N¡ es el mímero total de enlaces frustrados. En esta red, sólo existen 

dos clases de anillos pares, los I< y s •. De est.o se deduce que In cont.rac:Ción vale: 

Be = 2t (1 - P(I<) - P(S.)] "'.' Li5t, . 
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Este valor es mayor que el encontrado numéricrunente, sin embargo es muy 

cercano al valor donde el IPR tiene un cambio de comportamiento (68). 

Los métodos anteriores dan una descripción de los mecanismos que conducen 

a la localización progresiva de los estados al acercarse la energía a cero. Además predi

cen correctamente dos energías críticas que separan los diferentes tipos de estados. 

Sin embargo, a1ín quedan dos preguntas por contestar: la primera es porqué existe un 

límite mínimo para la energía, lo cual a su vez indica que existe una longitud mínima 

de localización. La otra pregunta es: como se comporta la densidad de estados en la 

región cercana a la brecha energética. 

La respuesta a la primera pregunta es que al ir localizando progresivamente 

los estados se baja la energía porque se reduce el número de enlaces frustrados; sin 

embargo, al confinar un estado éste aumenta su energía de acuerdo al principio de 

incertidumbre de Heisenberg. Entonces existe una competencia entre confinamiento 

y frustración. El valor en el cual el sistema ya no gane energía al localizarse será el 

de la brecha energética. 

Par a eval nar numéricamente este escenario se requiere básicamente una 

relación entre la energía y la longitud de localización (.\). 

El costo energético de confinar una función de onda puede obtenerse suponiendo 

al electrón en una caja cuyas paredes tienen mm altura infinita: 

e 
Ecunt. = ¡2 

donde C es una const.ante cercana a uno y que depende de la geometría de la caja. 

En la presente tesis se supondrá que C=l dado que sn cálculo exacto resultaría muy 

difícil de obtener para una red quasiperiódica. 

La otra contribución a la energía proviene del mímero de enlaces fmstrados. 

Téoricamente, lo más que se puede decir es que la relación debería tene~ una forma 

del tipo: 
4N1 2 

E,..,, •. = N = D.\ • 
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ya que el número de enlaces frustrados es proporéional al área ocupada por la función 

si se supone 1ma densidad constante de enlaces frustrados en la región donde se localiza 

la función de onda. D es una constante por determinar que depende justamente de 

la densidad de enlaces frustrados y del escalamiento de la energía. Sin embargo, el 

cálculo de dicha constante resulta complicado para una red quasiperiódica. Por esta 

razón, en el presente t.rabajo se optó por obtener la relación partiendo de los cálculos 

numéricos. Para ello basta observar que el IPR es proporcional al inverso del área de 

localización: 7r .X2 si los est.ados son localizados. De aquí que dada la relación entre el 

IPR y la energía sea posible determinar la dependencia de E con .X. 

Ajustando un polinomio en potencias de 1/ E con los datos obtenidos {figura 

5 del apéndice C) se obtiene: 

IPR(E) = ~ +B, 

donde: A=0.0022. y B~0.002L .. Él: error es: 0.0655> Si se. cfo1isid~ra el sigtúente 

término en el desarmllo (1/ E 2) ef~;ror ~· o.o~5i lo m;~¡ i~di~a que ba5tá con el

primer t.érmino. Se obtiene qn.e:: > :. ':\: · :·. '.·,.;_. :· · .:_~\; ;; .... ·. •> 
··;~,:.:~: ' - ·. >":1:, ,.,_ ,·¡.·. -

<·••·./'. :' iJ V<>-'·" ;; 
f1~:,·=_¡((Íftr,¿2>_;-A::: ,/:., 0 

>.·:;:··: '' .... ',_,_,_: :, .. -~· . :. :::' .< .. .'·. 

P"• wrn""" ~~~.i)"~~f ~i;*~~·;~cj·:il>r i. ~· ;..'"' 
,_.,.,:J ... , 

lo cual indica que la relación· fn11cioiial predicl1n c8:apro~miidmnente _éorrecta. 

La contribución total.~ i~'e;¡i~gíJ .,;,; :·.· 
: .·· : : . ' ' 1. . 
E= Eoon¡. +E!•"•·= .X2 + Brr.X2

, 

derivrutdo e igtmlando ~ cera se obtiene la kingitud.mínima de localización: 

1 
Am;n. = {B7r)l/• = 3.24 



que corresponde a la energía mínima: 

E= 2(B7r)112t = 0.093t. 

Este valor es muy cercano al encontrado numéricamente para la brecha en

ergética (~ = 0.107t). 

Finalmente, para la forma de la densidad de estados cerca de E = O cabría 

esperar un decaimiento exponencial ya que los estados en esta región son localiza

dos. En general no se comprende si este comportamiento exponencial de la densidad 

de estados para estados localizados siempre es válido [72], aunque existen diversos 

modelos que conducen a esta conclusión. 

Durante el desarrollo de esta tesis, se ha deducido en forma general que dada 

una banda de estados localizados la forma de la densidad de estados es del tipo: 

donde J(E) depende del escalamiento entre la energía y la longitud de localización 

de los estados (la demostración se ha incluido en el apéndice A. La demostración se 

basa fundamentalmente en la relación existente entre el cuadrado de la función de 

Green y su derivada respecto a la energía). La forma de f(E) depende del sistema 

en estudio aunque en la mayoría ele los casos t.iene una forma potencial. 

En el apéndice A se predice para la red de Penrose un comportamiento del 

tipo: 

donde p, C son constantes a determinar. Mediante un ajuste de mínimos cuadrados 

se obtuvo que ·1a densidad integrada de estados varía según: ,_. -

En la figura ·4.7 se compara el ajnst.e con la densidad integrada obteruda 

numéricamente. Nót.ese que existen llnct.naciones respect.o al decimient.o exponencial. 
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1.5 2 

(Figura 4. 7: Densidad integrada de estados cerca de E=O para el Penrose .. La línea 

continua muestra los resultados numéricos. La línea.punteada corresponde al ajuste 

exponencial.} 

Esto se debe a que la forma funcional entre la _energía y la longitud de localización es 

nna aproximación. 

Por Ílltimo, la existencia de energías críticas, estados localizados y nna 

densidad de estados que decae exponencialmente tiene consecuencias relevantes en 

las propiedades ópticas, eléct.ricas y de t.ransport.e de los materiales (muchas de las 

propiedades encontradas para la red de Penrose son caract.eríst.icas de los semiconduc

tores amorfos). Debe resnlt.arse que los mas recientes experimentos con quasicristales 

casi sin defectos 173) indican la existencia de una energía crítica que separa estados 

localizados y extendidos en una región donde la densidad de estados decae sustan

cialmente. Una de las conclusiones de dicl1os experimentos ha sido que la geometría 

qnasicrista!ina favorece la localización de estados. 
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Capítulo 5 

Conclusiones 

En este capítulo se presenta un resumen general de las propiedades electrónicas 

de redes quasiperiódicas en una y dos dimensiones para hamiltonianos de amarre 

fuerte. Aunque en el curso del trabajo desarrollado se estudiaron con detalle sola

mente las redes de Fibonacci y Penrose, las ideas desarrolladas pueden ser aplicadas 

a otros sistemas quasiperiódicos tales como la red octagonal o dodecagonal. 

En general, pnede decirse que los sistemas quasiperiódicos unidimensionales 

presentan nn espectro eleetrónico cuya estructura es similar a un polvo de Cantor, es 

decir, cont.ienen una infinidad de brechas energét.icas, las cuales se escalan de manera 

autosimilar. Esta propiedad es una consecuencia directa de Ja undimensionalidad 

del sistema y de que la t.ransformada de Fourier de nn sistema quasiperiódico llene 

densamente el espacio de Fourier (Capítulo UI). Al introducir defectos en la quasiperi

odicidad, de acuerdo a las reglas del modelo quasiperiódico aleatorio, se observa que 

desaparece la estructura autosimilar de las brechas de energía y el espectro se suaviza. 

Este efecto se o~serva aún para cadenas con muy pocos defect.os, lo cual indica que la 

estructura aut.osimilar del espectro es inestable ante perturbaciones muy pequeñas. 

En la presente tesis se propone qne esto se ~ebe a que la probabilidad de tener cadenas 

quasipcriódicas largas decae como pL donde p mide el grado de desorden de la cadena 

y L la longit.ud. Las brechas de energía más pequeñas corresponden justamente a 



67 

la existencia de cadenas quasiperiódicas largas,· por lo cual su baja probabilidad de 

aparición indicaría la suavización del espectro. 

La introducción de defectos destruye a los estados críticos o fractales de 

acuerdo a lo esperado en una dimensión. El caso más espectacular lo constituye 

el estado E=O para la cadena de Fibonacci. En la cadena perfecta este estado es 

autosimilar, sin embargo, al int.roducir un desorden muy pequeño (p=0.95) la longitud 

de localización, definida en el capítulo 11, decrece tres órdenes de magnitud. 

Sin embargo, existen otras regiones del espectro que donde la longitud de 

localización se conserva del mismo orden de magnitud. 

La naturaleza del espectro de sistemas quasiperiódicos bidimensionales es 

muy diferente al de los unidimensionales. Existen dos razones para ello; en primer 

lugar el hecho de que la transformada de Fourier del sistema llene densamente el 

espacio no implica la e.xistencia de un espect.ro con una infinidad de brechas, y por 

tíltimo, la frustración de la función de onda. 

En la presente tesis se estudió de manera detallada las propiedades del es

pectro electrónico de la red de Penrose. Para ello se realizaron cálculos en redes de 

diferentes tnmruios, formas y condiciones a la frontera. Se encontró numéricamente 

que la red presenta una brecha de energía de tamafio ti. = O.lt que separa a la banda de 

los est.ados confinados a E=O. Además, se encontraron dos energías críticas: E=0.37t 

y E=0.93t las cuales separan a estados con diferentes grados de localización. Para 

explicar estas características se propuso un hnmilt.oninno _renormalizado, definido en 

una nueva red llamada H2. El efecto de In renormnlización consiste en doblar la 

banda de energía, ele manera que los estados en la energía E se mapean a E'. Los 

est.ados cercanos a E=O en H2 son ele tipo ant.ienlace, por lo cual In existencia de 

anillos con un mímero impar de lados en H2 los frustra aumentando sn energía. El 

sistema se localiza entonces en regiones de baja frustración. Utilizando estas ideas se 

mostró qne los bordes ele localización corresponden justamente a E=0.37 y E=0.93. 

Los estados se van loc.alizanclo graclualment.e ele manera que bajen la energía de frus-



68 

traci6n (la cual es proporcional al área ocupada por la función de onda). En principio 

este proceso podría continuarse indefinidamente, sin embargo, al localizar los esta

dos cuánticos estos aumentan su energía de BCt1erdo al principo de incertidumbre de 

Heisenberg. Llega un punto donde el sistema ya no disminuye la energía al seguir 

localizando. Esta energía se estimo como: ~ = 0.098t, el cual es muy cercano al de 

la brecha energét.ica encontrada numéricamente. 

Otra de las ventajas de la red H2, es que pone de manifiesto la separación 

existente entre dos clases de regiones, una con sitios de mayor autoenergía que la otra. 

Por esta razón, el problema es muy similar al de una aleación binaria en el límite de 

bandas separadas. En dichas aleaciones aparecen justamente estados confinados a 

E=O y una brecha energética. 

También se encontró que la densidad de estados decae aproximadamente de 

manera exponencial en la zona del espect.ro donde los estados son localizados. Para 

demostrar esto, se desarrolló una expresión que predice la existencia de un decaimiento 

exponencial en la densidad de estados en una región de estados localizados (excepto 

para el caso en el cual la dependencia entre la energía y la longitud de localización es 

lineal). Dicha expresión t.iene la ventaja de que relaciona la longitud de localización 

de los estados el decaimiento exponencial. 

Las ideas anteriores son aplicables a cualquier sist.ema quasiperiódico bidi

mensional. En part.icular permiten entender el comportamiento de la densidad de 

est.ados del problema cent.mi de la red de Penrose [68], en el cual se observa una 

energía crítica que separa a estados con diferentes clases ele localización cerca del 

borde de antienlace. Este fenómeno también se observa en cálculos realizados para 

un hamiltoniano de fonones en la red de Penrose. 

Debe resaltarse que las conclusiones de est.e estudio se derivan básicamente 

ele propiedades geométricas de las redes. Para realizar cálculos mas realistas se re

quiere int.roclucir en el hmniltoniano las bandas p y d. Sin embargo, mín en tal caso el 

eíect.o de la frustración es fundamental. Existen experimentos muy recientes [73] con 
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quasicristales escencialmente sin defectos que confirman de manera cualitativa estas 

ideas. Dichos experimentos muestran Ja existencia de una energía crítica que separa 

a estados localizados de extendidos en la región donde la densidad de estados decae 

considerablemente. Atín mas, Basov et. al. [73) concluyen de su experimento que la 

geometría quasicristalina es compat.ible con la localización. 

Aunque el presente estudio permite entender las características globales del 

espectro electrónico de las redes quasiperiódicas, todavían quedan por explicar los 

detalles finos del espect.ro, tales como la repulsión entre niveles, las propiedades de 

escalamiento .Y el papel de los fasones en experimentos de dispersión. Estos estudios 

se encuentran actualmente en curso. 
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Apéndice A 

Forma del espectro para estados 

localizados 

En el presente apéndice se deduce la forma de la densidad de estados si se 

considera que existe una región del espectro en lá cu;..llos estados so~lo.calizaclo~.: 
El pttnto de. partida es la ~lguienterelació~ entré la cie~ivlldfi del~ p~rte 

lmogi"";,. ,;,~·?;t{:;~~t b~)f!'.~~j·~~;r~;··~' .. ·. · .. ·· 
. ·- .. :;--: . .-· dE. ···. __ .· , : : < :, •, , :)o.;é . 

. '.->"'· 
• ·-· .• · •. ¡· ..• ' 

-Im (d < m ~~ 1m>)=2~ < m 1Re(G)1 n ><ni /~(~)"lm> (A.l) 

Si la fttnción de onda es localizada en el sentido -el~ qüe ·s~a n~rmalizable, la 

suma sobre n puede calcularse mediante una integral. El caso mas· típico corresponde 

a un dccaimient.o exponencial, < m 1 G 1 n >;.., el~~-:-~~llA,(E) .. < m_I G. 1 m > . 

Sust.itnyendo est.a expresión en la ecuación (A.l)e integi;..ncl~ r~pccto a n, se obtiene: 

- Im ( d < m ~; 1m>)~20(d),\d < nt 1 Re(G)I i"l<;,;;I ~m(G) 1 m > (A.2) 
. . . 
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siendo f!(d) el ángulo sólido en un espacio de d dimensiones. Sumando la 

ec. (A.2) sobre m: 

dp(E) 2f!(d)Ad dE - - ... - ~ < m 1 Re(G) 1m><m1 /m(G) 1 m > (A.3) 

donde se ha utilizado la expresión siguiente para la densidad de estados: 

. .. 1 ' 
p(E) = -;Im(G) 

Cerca del borde de la banda ~li;tioni~11..1~ parte real de G es de la forma: 

F/(E- Eo) donde E0 es el pro~eclio:~~Í:~~~eJ~{~1[74J. St1stlt~1yendo en (A:3):. 

dp(E) 2f!(d),\dp <, '/':\: :, ::~ ·, '2fl'(d)A.Íp • . 

dE = ... (E-'Eo).~·i.~.l{~(%~:J~·:>.f: EC?Eo ~(E): 
Lasolué:ión dé 1~e;;1;~~iÚdirer:~~~~~rli1it"e~iór··~:' ·: ··· .• · 

.· .. · .•. :;,1{L'~~·ªti1.s~~~º·~~ft; ,••::·. (A.4) 

.· Para pr~isar lafoima e~a~t~ ele! d~~imie;1to; es. necesario especificar la 

relación exist~nte entre A y In energía. Si la relación es : A(E) = A/ ../E se obt.iene el 

clécaimient.o exponencial de Lifshitz, eAf(E-Eo)'I'. En el caso de la red de Penrose, ia 

relación es complicada, sin embargo, en el capítulo cuatro se encontró que: A(E) o::: 

JE/2b en la región donde E 2 < 0.9. Debe recordarse que esta dependencia fue 

clcducicla del radio de participación inversa del mosaico de Penrose. Esta relacion da 

lugar a una densidad del t.ipo p - eCB al sustituirse en In ec. (A.4). 
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Renormnlization group of randriin FibOnacd éhains - .. . '• 

. ··.,·.·.·,. ·:.<.">· ... ::".-",;·.•::.·· . .,.:: :. }J.:~Lój,éi:'>;·-:',;..·.:.··,.-. : .... ,_. 
/nJt/1u10 d~ ClrtÍcfa~ .'l'uclram, Un/1~rsfdad .'l'aclon'al Aul~'!""'ª c!f J~~fto,ApartotlaPas10/ ,10-S~J, 

· · · .: . OIOOOMixka, Dlstrfta Ftt!tral, Mcxlto 

. . . .. . ... ,_ -~: " "·?~:~ ... _;'. ·:". >~:·~~~~·i;··~ic/i'. ~:::;:iii~~-~· :·,. > ·. .. 
/ns1l1uto tlt. Fls/co, UnivtrJit!Od .'\'otlanal .iut~nomo tlt NixftO. Apartado PoJtal 20-J6'1, 01000 Mixfco, D/Jlrilo Ftdtrol, Mtxlco 

'· .. : . " .. " .. : ,.<f·:... .~'.;: ).~~c~l.~~~/~~~-1.~[.~~}_~;~~·'.:·.~.; ''.)';_~. __ :· .... >' . .. . , 
A rtnorrnaliution·rnclhod il prorosed 10 analyze the tltctronic band struetute ofdisordtred Fibonac· 

·ci ehal_ns;., Th.e 'Ptrfc~i lcjuitsip~tlodic) 'ch~in.1~·con1c'rñj:,Jattd as a ~:ríiculu case.~ Doth bond :ind on.silc 
piob~cms are eonsidcréd . .-.Tht mcthod l.s Comjiuta1i~nall)'_effieien1 and sultablc 10 ~e:d -"~lh larEe chains 

" in real space".~,h c:iri be uscful (or lhc s1udy or elec1ronic proper"iles orr:.ndom 1ilin¡:~. · 

. '· 

. Th,c clc~lr~nic p~OPcrlics or FibOnacci and &eneralized 
.'Fibonacci 'chains h:wc bccn c:<hausti\'ely studied. Onc 

ctrccli\;c· nlel11~d ,is 1hc .~cnormalization·croup tcchniquc, 
"which,was dt\'cloped 10 siudy 1he physica) properlics or 

· .Pcriodic' :md quasiperiodic systcms1·: c\·cn befare thc 
. di110co\·eó• o( 1hc first qu:uicrys1:illinc alloy in 1984. 3 11 

e· has bccn pro\·en that 1hc spcc1rum of n Fibonacci cJ1ain is 
·a· Ca.n1or sCt of zcro Lcbcsguc mcasurc~·' nnd il is he· 
· 1ic,·cd 1ha1 all thc ciscnst:ues are nci1hcr localizcd nor ex· 
1cndcd, hut crhical."- 6 A similar situ:11ion holds for a 

·. · cfa~s of i;cni:r:.:izi:J 1-i!:GnJi:d ::luim, bnt h~r.: ihere i$ 
1hc pOssibilily of thc spccirum bcin¡; locail)' smoo1h and 
1h:11 t:<tcndcd s1:i1cs c:<is1. 1 Thc renorm:ili1.:11ion-sroup 
m.ethod has abo becn applicd 10 IWo·dimensional qu:isi· 
pcriodic laniccs'·' whcrc sincular continuou$ spec1ra and 
crilical eigens1:1.1cs are :ilso found lfor :i re\·iew see Rcf. 
10) •. 

Fibonacci chains pro,·idc :1 simplif1cd 1001 ror e:rnmin· 
ing the ctrecls of qu:isipcriodich>-, •,u and lhcir study has 
been strongly mo1h·a1cd by molecular-bcam cpita:\y ex· 
pcrimen1s yiclding 1hc firsl C)iperime111al rr:iliz:ilion of a 
Fibonacci sys1cm. 11 · Lc$S :ulcnlion, ho\1·e1·cr. h:is bccn 
raid lo random sys1ems in 1hc sen$C of a rand1.1m 1ilins. 
Thc onc-diment.ion:il reali1.ation of a pcrfccl qua~icrl"Mal 
is thc Fibon:icci chaln whO$C Fo11ricr 0tran~íorm consists 
of a dense $el of deh01 pc:tk$, althou.!lh il muu be borne in 
mind 1h01t lhcrc is s1ill conltO\'Ct$)' about lhe true na1urc 
o( quasicryslallinily. In :iddi1ion 10 1hc pcrfcct quasicrys· 
tal model, lherc cxists thc r:rndom liling modcl which has 
succcssfully upl:iined mo"I rc:iturcs or qu:isicrystalline 
:illoys ffor a rcvicw sec Rcr. 13). The Fourier iransform 
of n r:indom tilin¡; s1ruclure consists of della peaks J)lus 
dilTusc scallcring nnd thcir one·dimcn5ion:il rcaliznlion is 
n disordered Fibonacci chain prcscn·ing lhe snmc re• 
ciproeal spacc proiicrlies. 

Thc m:iin purposc of this paper is lo pro\'idc ;1 

rcnormaliziilion·group proctdurc which is uscful to "udy 
thc local elec1ronic ptopcrlies of largc nndom fibonacci 
ch:21ins in a simple and cfficicnl compulational w:iy. This 
mcthod wns prcviously inlplcmcnlcd lo Incide thc loculi· 

·. . . ·--
.. " . . 

z:i1ion problem in Fibon:icci ~hains. 1 ' and wns also ap· 
plied to , 1wo·dimcnsional Pcnrosc tilin¡s. u. Hcre, ""e 
prescnt ·a gcner:ilization whcrc the Fibonncci chain is 
only a particul:ir case, and hou thc ad\'an1agc of being C'I• 

lcndiblc 10 1rcat thc case or r:indom Penrosc tilin&s .. 
Sincc no c:cpcriment has yct bccn de,·iscd to tell which ar 
the major competini; quasicrysul modcls lquasipcriodic 
\"!i random tiling) is correct 10 describe real quasicrys1als, 
lhc mc1hod proposed here can shine sorne li&hl onlo this 
m.:illcr by dc$cribins thc elfcct of phason disorder on 
clcclronic speclra or quasiperiodic structures. 

Thc ou11inc of 1hc papcr is as follows. In Sec. JI wc de· 
~.:ribc lhc e.,11~1ruc1ir1n c-r r:mdom F!!-'Z:i:ed d::im: :i:i:J 

<lcrh·c thcir rc11o:maliza1ion·sroup cqua1lor.s. Jn Sccs. 
JI A nnrl JI B we npply the dcrh·ed 1r:1nsforma1ions lo c01J. 
cula1c lhc lo.::il dcnsily or s1a1cs (LOOSJ al :i ccn1r.:il silc 
in random Fibon01cci ch01ins wilh \·arying dcgrces ar dis· 
ordcr. Scc1io:i IJI is dc\"otcd lo resuhs and di$cussion. 

11. RF .. 'l\OR~l,\l.IZ.ATJOS GROUP 

The Fibonacci scquencc describes thc .:ihernalion of. 
"words .. L and S, with lcnslhs h and IS. Lct us ~311 F,, 
1he scquencc obtained according 10 · the follo.wing con· 
ca1i:natio11 rule: · · ··' · ,. 

~ ,, : . '.: 

F,,=F,,-1•Fr:• l-~0 ~S, _F1.=:L ," . !11. 
wherc 1hc aue'risk d~~~1es: sltir·& .cC11ica1é~-~Íiori:-,:,Thc· ·', 
words /-'",. con\'er&c 10 an,inli~i1c .word. F_;,,¡ _callcd lhc_'Fi.·' 
bouacci sequencc .whi~h »is,'rclatcd -,o .. 1.hc golde~·· mean:.,, 
7'=11 +\/S)/~ by·F .. ~¡/F,,·~;o. ~·l1cn.:n·~o:.'-'.F,/+ 1 'é01n :-':: 
also be ob1ained fron:i:F.;"by_~pplying.thc fo~lowing_sub.: · 
.$1Ítulion rule:.~· : :· · :.·,._ . .-. ~.~,<·,:. ··.::; ·':·; ;-; .... ->_.:: :. ·. ·: -. .. : . . '.: 

1. -U·, ·. s·...; i:··~ ,,· ' 
Thc Fib~n.:i.cci cl~~-i~n ·¡~ b~ih -~y· f,u;1i~s ~lci.nls on pOsf. 

tions x,. in 11uch a way thal lhc bond Jenglhs, x,. -x,,_ 1, · 
takc t~\"O.\'aluc.s, muncly, /L and Is. ·11 is well known lhat 
1hc dctCrminislic ch:iin co11s1ruc1cl.I in this \\'ólY is nchhcr 
pcriodic nor r:indotn. but qu:isipcrioJic, and conslÍIUIC$ 
thc onc·dimen!>ionnl realizntion ofa pctfccl quasicrys1:1J. 

The onc0 LlimcnJionnl cnsc of n random tiling is a r:111-

OJ 6l0 1829/9l/4S(l 7)/124:i916)/S06.00 ,1! , 124S9 ©199J The Amcric:u1 l'hyslt.'11 Socic1y 
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dom Fibou"l cbain, whlcb can be con11ructcd as fol· 
Jows. Le& us consfdu 1bt 11m1 ward1 L and S whh the 
(OJJoainl rancforn COnCIHnlliOft rule: 

IA.- 1•A.-2 •i1h probability p A.- "•-J•"•-I whhprobabllity9-J-p. (2) 

A0•S, R 1•L, 1nd 0:$'.pSI J1 a lbed problbiJhy. So. 
for innancc, 

1nd 

¡LS with probability p 
Ri• SL "·ith probabilíly q 

¡
LSL •·ilh prob1bili1y p 1+93 

RJ- SLL •·hh probability P'l 
LLS whh probabilily pq • 

In 1his way, 1hc inftnitc R.. can be vicwcd as a random 
rcshufflina or words L and S in F.. \Ve shaJI considcr 
lhe fincar random Fibonacci chain built by associa1ing a 
bond of Jcn¡th IL 10 L and Is 10 Sin R. •• 

The so consrructcd random Fibonacci chain can be de· 
scribcd by thc one·clcclton ti1:h1-binding Hamilronf:1m 

H~¿!1>,,(n+::¡:¡1)r,,<11, 
' 1 l.) 

\\'hcrc 11) is 1hc Wannicr 11a1e 11ssoci.:ucd wilh 1hc /1h 
vcrlu or lhc chaln and 111 is lhc nc:arcu·nci&hbor hop· 
pin¡ in1c1ral. In thc bond problcm Cnondia¡onal disor· 
dcr} 1hc hoppin1 intc¡rall takc 1wo \•;:alucs t1 and 11• For 
thc case oron-silc problcm fdlagonal disordcr) lhc silc en· 
cr¡ics consis1 ot tA and 11 arranscd in Fibonac:ci se· 
qucncc. Thc manix clcmcn1s or thc Orccn's funclion 
Gl/ • (l/GCZ>JJ) satis(y 1he íollowin¡ sel or cqua1ions: 

tZ.-t1JGIJ•6,1+¿1,.G,1, / 111 0,J,2,. .. , (3) . 
whcrc Z •E +Ir¡, 11-0. 

A, Oond problrrn 

Followin¡; Barrio and W:in¡, 14 1hc rcnormaliution 
procedurc c:onsiHs OÍ climin:itin; lhc coordin:ilcs o( thc 
ccnlral sllc rrom 1hc cqua1ion1 ot motion ror 1hc Circcn's 
íunclion C3J in uch ileralion. Thi1 :itlows us to handlc 
only 1hc :i1om1 :i11hc boundarics of thc bonds in ordcr lo 
consrruc1 rhc ncxt ¡cncralion. Thc ftrst 1hrcc itcrouions 
are sho-.·n schcmadcally in Fi1. J. 

Thc cha in in 1hc sccond ilcralion con1i111 of 1h rcc 
a1om1 with aelf·cncr¡ics: t~11• t~ 1 ·1~11+12'1, and •'..°1, re· 
spccti\'cly (subscripts L, C, and R stand for Jcfl, ccnler, 

~.~~ .. ~::~:.~~e: :::p~~: r:.~i:~1~.Fi:~~·~f:.:· ~::~:!~ 
dinares ot 1hc central si1e c:.n be climina1cd rrom cqua· 
lion IJJ, and one ¡cts a sin¡lc etrec1ivc bond wilh 1wo 
ctrcc1h·e aloma. Thc rcnorm.:lli111ion·1roup cqualions ror 
lhis ilcriulon :ne 

(O) 0---0 

fl) 0----0 m-----
"' -===-----o -

FJG. J. khcme 1howin1 1h1 rcnorm11iulion proctdurs ror 
rllmir.adn¡ 1hc coordlna1e1of1he c1n1t1l til1 In thc 1ecortd and 
1hird ltcra1ion of 1h1 concatcnation proccu for 1rowin11hc Fi• 
bonacd chaln. Thc 1hnc a1oms and 1hc t•·o boods af 1hc chliin 
are re placed by 1wo cft'ecdvc atoms •ith a sln¡Je c!'cctivc bond. 

E111• tll ,.111.,.111 
L 'L + z-c1~ 1+Cf1 > ' 
r"I 101 ,.101,-101 

E.,· """ta + z-t1:J'+1~º'> ' 141 

,ui... ,.111,.101 

Z-(1~ 1+«2'1J ' 

whcrc E and I are uscd for rcnormnlizcd t and.,. paramc· 
tcu. !n lhc lhirtt ilcration _we ha\'~ ,i¿1i.EL2'. ~nd 1h: 
i:qualions ror 1hc nth stcp can be wrincn in lcrr.u only or 
rcnormaJizcd varlablct 11 

with the iniri.11 nlucs 

Elº'-E111 .,.E~01mE~11 •0 

••d 151 

This rcnormaliu1ion proccdurc in a de1crmlnisdc Ff. 
bonacci choain can be calendcd 10 the random concatena· 
tion rule sivcn in (2). Figure 2(a) shows how 1hc ICCOlld 
i1cr11ion or Fi¡. 1 Joob in 1hc random caac. By ttnor• 
malilfnc thc 1•1) pouiblc confi¡urationt o(1hc chaln and 
avcra¡in1 tclí·cner¡ies and hoppin1 in1r¡rab; 1hesc 
confi¡uralions can also be rcplaced by a sin1Sc cft"cctiwc 
bond wilh two ctrcclivc aloma. The rcnormalJacd (and 
a\·cr:s¡rdJ sclf·cncr¡ics and ho11pin1 in1c1rab or lhc lin1tc 
du1in :trc now 

DE 



(o):~. 

(I)~ 

(O) 

· .. ··. ', ·.· 
(1) . 0----:...-0 
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(al 

(b) 

· ... I ·--e-'-• .. ·-· 

FJG. 2. Schcmc oí1hc rcncrm11ii.atlon pto
ccdurc or die random Fibonacd chain accord· 
in¡ 10 1bc conca1cn.1lon rule 12), Two klnds ot 
dcíccls are introduccd. 11) For l)'pe J disotdcr 
1hc renormaliulion or 1hc 1v .. o pouiblc 
CC1nllcura1ions is c:srricd ou1 prior 10 a\·cr11c. 
lb) T)'pe 11 disorder arbes •·hcn thc 1•·0 possio 
ble conll¡;uralions are u·cra¡rd prior 10 rcnor• 
maliu1ion. 
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wJtere lm 1t•nds lar dte hiiaainaQ' pan. 11 11 11raJ&fld'or0 

ward to oblú• tM nnonnali&td cqU1tion rar 1bc Orna'• 
func1ian 11 •tia entra! lite, whkh radJ 

1 
,1.-11,1.-11 ,1.-21,1.-11 ¡-· 

Gcc• z-•t·•- Z-E!•-IJ - Z-E¡•-21 ' 

1101 

whcrc the 1tlt-cner1ia 1nd hoppina intc1ral1 11 11cp " 
are aivcn by (6) and C7l for diaordcr 1ypcs l and JJ, raptc· 
1h·ely, 1nd Etª' 11 ¡h·en by (1) for both typn o( di&0rder. 

11. 0•·•11• ,, ... ,. 

Ei•1•,pEi•- 11 +1E!•-lJ 

,1.-11,••-•'fz-E!•-21> 

+, <Z-El•- 11xz-•1•-11J-ri 
,1.-2111.-1~z-EL•-11J 

+9fZ-EJt•- 21xz:-E1•-11J-T2 • 

EJt•'•pEl• -21+tEi• -11 

+ 11.-2111.-.u(Z-EJt•-llJ 
p fZ-EJt•-llJfz-E!•-llJ-Tl 

+ 1 1.-11,1.-11rz;-E~·-21J 
1 <Z-E~·-21HZ-E!•- 11J-Tl' 

r'•'•T1l•-••,r•-:J 

X 1 CZ-E~•- 11KZ-El•-21J-T1 

+ cz-EJt•-1111z-E!•-111-r1 J · 
wilh thc iniliaJ condi1ions 

E!n ... ~At EJt21·~ •• ,m.7. 

EL".,,.E'"-~ +..-r:..... ,u1 • ..-r:..__ .. 
Ir. A . Z-f!a. z.-ra ·.~ 

1111 

Thc above renonn1Jiu1ion procedurc can be imple· 
mentid 10 aoJvc the on-she problem in an analoaous way. 
Jn 1hi1 cue, wc havc two dift"erent site cner¡ics, •A and 
••• arid a rcaJ bond T which rnust link chains 11 -1 and 
11 -2. This makes a ditrerence lo lhc rcnormalizadon 
proccdurc of the prrcedent scction sincc nov.·, for disor0 

dcr type J, 1he 1wo rcnormalizcd chains are joincd by a 
bond Tin 1he praper Cwilh probabiJil)' p) or reverse (•·hh 
probabilhy f) way. These l•"O pouibJe conft¡ura1ions are 
renormaJizcd Hpara1cJy by climfn:uina thc coordina1cs or 
lhc t•·o ccn1ra1 1hc1 10 ¡et a 1in¡Jc c1T'cc1h·c bond whh 
1wo c1T'cc1lvc uoms. Finally. lhc two rcsnhing pllASibili· 
lies are :l\'cra¡cd. 

Thc ¡cncral nrh s1cp formulas for 1he on·shc probJcm 
~ith 1he typc J disordcr are 

Thc corrcsponding rccurren~c· Í'oiinUw··f~r thC t~pc ·n· · 
disordcr are . . · . ':, 

E'•'•pEl•-ll+qEl•-n+ lptl•-H+q1l•-:i11iz-rpEi·-=•+tEl•-llJ] 
L L L 51•1 

E'.,•pE'• -n+qE'•-º+ ,,,,. -:1+q1'• -11):fz -lpE~·-11+,El· -=•11 
A A A 5t•I cm 

,,.,_ fe•'• -:1+911. -11lrp1'• -n+gr'• -11,r 
s••• 

•·hcrc 

s1• 1-1z -lpEL· - 21+qE!" - 11nrz -lpEl· - 11+9El· - 11>1-r2 • 

Gh·cn 1h11 no•· one has 10 rc1:iin 1•·0 ccn1ral sitcs in lhe Jau rcnormaliulion Hcp, thc LDOS mu1l be cvaluated fn 
one ofthc '"ºº cintral siles. The Orccn's runcdon at thc ccnlral 1i1c nc:1rc1110 lhc leí& a1om is sivcn by 

G • I _ 1.-11_~- 7
2 ¡-• 

.. Z Ea z-E!•-u Z-EL•-21_1 1.-211 1.-:1/fZ-E~"-n> • 

Thc IC'lí·cncr1ie1 •nd hoppins in1c1raf1 al slcp n.arc ¡i\·cn by fl J) and fil) ror dltordcr lypcs l and 11, rcspcctl\tcly. 

111. RESULTS AND DJSCUSSION 

A1 diacuucd above, the loc•J Citecn·• rnnc1ion1 o( ran· 
dom Fibon1ccl ch:.in1 c~n be ca1cul:ncd, in a sivcn stcp 
n, in tcrm1 or thc rcnormalizalion·¡roup «¡Ualion~ (fi) or 

m for thc bond, and (1 U or (U) for the on-til• problcmt. 
Thc shc cncrsy fin rhc bond problcm wu lnfrlabr sel 10 
uro for •JI sitcs wilh 11•-l.O •nd 11 • -1.J. Rcprd· 
in¡ •he on-sitc problcm wc aclcctcd f.c • I, •••-1 and 
T • -1. Thc rnl1owins c:.ak:ulatiou wcrc madc tor 100 
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.~ .... , ........................ L--'._ ............ L.o< .......... 
• ;so -1.1 -a.o -1.1 -1.0 -u 1.0 e.1 1.0 

ENtllGY(11b.unlt1J 

(b) 

'"'l-l.,l!.ll)llill;lll!l...-!t:ió.J!Jl!l<~-1!!\!!fill!ll!!.Jl-l 
•1.0•U•l.Cl•l.l·U·U 1.1 o..t U 

t."l:RGY(otb.unlb) 

(<) 

FJO. l. LDOS, in :srbhr:ir7 unl11, for dlffcrcnl valucs or p, ror 
thc bond problcm wilh l)'J>C 1 disordcr. (:sJ p • I (Fibon;scd 
chainl, (bJ p •0.9,, (cJ p .. 0.1,, •nd (di p •O.,. No1c thal thc 

' &fOSS ÍC:llUfCI OÍ lht FiboPIC:cl ch:IÍR OÍ thc ipcClrum atc: 
rrc&c:rnd, and thc •rc:cuum i_• 1moo1hcd. 

FIG. 4. D:md s.1ruc1urc :is fum:1ion of p for 1hc bond probltm 
wi1h l)"pc 1 diK>rdcr. 

itcration chains ( -10!0 si1es). 
Figure l shows typical cxamplcs or LDOS for thc bond 

problcm a1 thc ccnlral sitc oía chain with thc typc 1 di1· 
ordcr íor p = 1 lpcrí\!cl Fibon:icci chain), 0.9.S, 0.7', and 
o~s. rcspcc.1h·i:Jy. Thc spccuum :i.1 p = l is thc same ob
t:i.incd using uth'cr approachcs and found 10 be n Cantor 
set. 1•

4
-

6 As p dccrcascs, thc gross fcaturcs oí 1hc spcc• 
lrum 3fc prcscn·cd and 1hc spcctrum is smoothcd. Many 
oí 1hc charac1cris1ics of thc undcrl)·ins Fibonacci chain 
survÍ\-"C cvcn far p =0.S. Thc ícaturcs of lhc smoolhcd 
spcc1run1 ha.ve a closc rr:scmbl:mcc with lhc s~clrum or 
rational 3ppro~imants of thc Fibonaeci chains, 19 it is abo 
inlercstin¡; 10 obscr\·c thal 1hc phonon spccuum of a 30 
Pcnrosc tiling is nlso smoolhcd whcn randomizcd.1º Thc 
band structurc or thc spccua lll difTcrcnt \'alucs or p can 
be bcncr apprccia1cd in Fig. 4, whcrc cnern is ploncd \'S 

·p., Obscn·c that thc g.:1p at E =O labscnt in a Fibonaccl 
chain) opcns up as p dccrcascs. In contrast with lypc J, 
·Whcn'thc t)'pc 11 disordcr is introduccd, sli¡ht dcviations 

. · froni p =. J change thc main fcaturcs of 1hc spcc1rum. 

FIO. !l. LOOS, In arbilrar)" unill, a1 p -o.9' for 1hc bond 
prablcm whh l)'rc 11 disordcr. Thc r.::111urcs oribe IJICCUUm are 
ch:sncnl tc,·crrl7 wilh r~rcc:110 1hi Fibonac:ci nnc. 
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FJG. 6. Band 11ructure as funclion oí p for 1hc on°1i1c prot>. 
1cm "'ilh l)'pe 1 di&0rdcr. 

Fi¡urc S shov.-s thc case aip •0.95. 
For 1hc on·sitc problcm, thc LOOS ob1aincd whcn 

p -1 whh rormulas (11) or 02) coincides "ilh prcvious 
calculations. Jl,U Fi,urc 6 shows 1hc bands of thc spcctra 
Al a funclion OÍ p fot l)'pC J dbordcr. AS in thc bond 
problcm, in 1hi1 case thc ¡ross structurc oí 1hc spcctrum 
prcscr\'CS thc chu1c1cris1ic1 of thc undcrl)'in¡ Fibonacci 
chain. A1so, for 1hc I)'~ 11 dlJOrd~r, small v:tri:uions of p 
chañ¡,c thc 11ru.:1urc of thc sp.:c:rum, in a simil:i;r f:uhion 
to th:u reponed in Rcf. (21), ••hcrc 1hc authors considcr 

• Aulhor to •·hom conc1pondencc should be addrcucd, 
1M. Kohmoto, L P. Kadanoll', and C. Tan¡, Ph)'J. Rcv. Len. 

50, 117011983). 
:s. 011lund, R. Pandil, D. Rand, H. J. Schcllnhubcr, :and E. D. 

Slcala, Ph)'J. Rcv. Len. SO, 117l l1913). . 
>o. Schecluman, J. Blech, D. Or2da1, and J. W, C4hn, Phys. 

Rcv. Len. 53, 19'1 0914). 
"J. P. Lii, T. Oda¡aki, and J, L. Blrm::1n, Ph)-i. Rcv. B 33, "'09 

fl916l. 
'A. Sü1D,J. S1a1. Ph)'l, 56, 525 11919). 
•M. Kohmcno, O. Su1hc:rl.1nd, and C. T1n1, Ph)'J. Re'" O 35, 

10!009171. 
70. Y. Oh. c. s. R)'U, and M.11. Lec, J. Ph)'I. Condciu. lobncr 

4, 1117119921. 
IJ, A. A1hraft J. M. Luck. and R. B. Sdnchcombe, Phys. Rcv. D 

-11,4ll .. Cl990). 
'J. Q. You, J, R. Van, J. X. Zhon;, and X. H. Van, Europhys. 

un. n, 231 0992). . 
IO'f, Fujl .. ara and H. Tauncllu¡u, In Q.110Jitl)·J10IJ.0 Tht Sto le tJ/ 

tllt.4,t, cdhcd bf D. p, Dlviccn10 and P. J. S1clnh1rd1 tWoild 
Sclcnlilll:, Sln¡•porc, 1990, p. 343. 

llJ, M. Lude .1nd Th. M. NlcU.,..cnhuircn, Europh)'I. Len. J, 2S7 
11916). 

random 1he cncr11 ftUC1u1don1 in Fibonlccl daaiu. 
Summ1irili•1. wc llave iauoduccd a naonullutlon· 

aroup scMmc to cakull11 t!M elcctrorüc 1pect111m ol ran· 
dom Fibonacc1 chliint, wilb thl rono..in1 claanctcrhtica. 

CU The mctbod is computatlonally 1implc and •dut1 

enablina it to trea1 1on1 cbain1 wbh mlnlmum d'ort. 
(2) Thc Fibona"i chala il uutcd as a panicular case; 

dlaordcr il introduced dynamica11y durina chain aroweh, 
and conlis11 or pha50n deíccll ta.·hich pracrve thc nn· 
dom tilin1 proputin ot 1hc chain. 

lll Ahhouah the LDOS was calcul11cd al thc central 
1hc, it is not dilftcult to obtain cqualion1 for any other 
chain sitc. Jn ract, onc c1n, in principie, obtain thc 10111 
trace of thc Grccn•s runction 111 in the CHC of a pcrfcct 
chain, 1' but in thi1 case thc accuncy and compu1alion 
time is hcavily dcpcndcn1 or the numbcr o( siles. 

14) Thc mc1hod can be u1cndcd to 1wo dlmen1ion1 and 
can be useful to 11udy 11ill unkn~•·n random tilina el!'ecu 
on thc localiution problem. 
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(Rceeh·cd J9 AprlJ 1994) 

Thc central c•p la 1hc density of 11a11:1 and 1bc localbatlon of nata oa a PcnroH laUice are 
IM·ut11a1.d •·hbln a 1i¡:bt0 blndlng modtl for thc \•crin problem. The retuha thow that thc cap Is. 
conHquencc offrustrallon. Tbuc are 1urfatc 1ta1cs tt.•hhln the &•P iri a linhc lalticc. Thc cor:datlon 
bc1WHD 1bc appH.rancc of the cap and 1bc localiiatlon. of 11.&11:1 i1 alao nudicd. 

J. JNTRODUCTION 

lt is \\'ell knov.·n that thc atomic arran¡¡emcnt o( sollds 
is essenllal to determine their pbyskOll propcrtles. In 
fact1 tbe lraasl:atioaal aymmetry oCcrystals pro\•fdes thc: 
cxist.ence oí extended cJectronic s\a\ef. (Dlock W3\'cs) and 
disordcr Induces localization o( statctt.1 

Sine e 195-1 1 11. ncw typc oí s1ruc1 ure callcd 
quasiperiodic,2 wblch is in1ermcdi:l1c be1wcrn pcrlorllc 
and dlsorducd soliCs, has arou:fl:d much in1c:e:i\. bc
cause new physlcal properllcs are cxpcclcJ. Quaslcrys• 
tals {QC't} are &cnerally :netaJJic alloys wi1h a <;uasipcrl• 
odie structure in &bree ¿jmensions (30) ¡e.g., 1he I ph;ise 
in NiTi2 (RcC. 3)} aod 20 le.g., tbe T ph;uc In .~lu~fn1 .c 
(Rcf. 4}). Thcrc ru-e abo qua.siperloCic syuems in 10, 
likc Fibonacci 1uperla1tice1 whicb are buih with 1wo al· 
lernating stmiconductors.'·6 Pnrticul11.rly, thc Fibonaccl 
chilins pro\•lde a. simple "'ª>' to analyze the effects o( 

·quasiptriodicil)', like the incommensurale Colding o( thc 
Brillouin :1onc dctccrcd in tbc Raman 1pcc1ra oí Fi· 
bonacci superlatticc:S.7 

Qua.s.icryttals cxhibit an intC"rmcdlate characlcr be· 
twcen crystnls 11nd amorphoutt¡ for Instante, thcre is no 
trnnslational symmctry, likc in amorphous materiAl1, but 
thcy prescnt aharp diffraction apols likc cryatab. );1 Cor 
tbe electronic propcrtie1 of a QC. •·e cxpcct Intermedia te 
bcbavior bctwcen a c.ry1tal ::md an amorphous solid, for 
cxample, in tbe elcctrooic density oC st:atcs (DOS) and 
'he localizalio'n oC slatn. 

In JD or 20 quaslperiodic· systcm11 lhree Jcinds oCwM·e 
(unclions cocxisl: extended, Jocalizcd, and crhkaJ,1 The 
critlcoal slalca are ncithcr locoaliacd nor extended; thcv 
h;wc self.similar WZl\'C (unctlons in rcnl spacc. For lhc 
Fibonacci cbaln, ¡,hu bccn proved lhilL thc spectrum Is . 
a Cantor ut! Jfo'A'evrr, thts chain un only be defined 
with diagonal (1ite) or nondiagonal (bond) qunsipcrlodic 
sequcnces, a111d it.docs not prescnl :mothcr lypc o(topl). 
Jocical dilorder. liltc variationa in coordin.ltion or bond 
ancles, whidi is :in importnn\. characlrrislic ln rcoil QC's 

016l·lll9/9-4/j()jl4)/91l-419)/S06.00 

In more dimenslom. One hoportatil efl'ccl oC thu.e lopo
logic."'ll \-ariatlons on tbe elettronic properties Is the !rus· 
tration of tbe wa\'e Cunction, oi.s we sball show la1er. 

Tbe natural extention o( tbe Fibonacd chaln lo 20 
is tbc Pelll'ose Jattice (PL), •·hJch is a qu&siperlodic 
way oC fillitig up a 20 pJanar apace •·hh t-.·o kh:ids oC 
tiJcs. Tbe PL is the Jowcst·dimemlonal model'-.·itb topo
Joglca.1 GUUlpe:io¿icity, and ha..s the ad,-anta¡:tc oí Jo•·· 
dhneosionaJ .f.YlltttlS wbich cxhibit the cffects o( di!l:order 
more clurly,1° Jt w.·ouJi! be useC1l? 10 undentand which 
prnpertics obscned in a Fib'.tnactl c:haiu nre also \'illiD 

Cor a sya,em in bigher dimensions. 
Tbere are numerous modcls to 1tudy cxcitations in tbc 

PL (Rcf. 11) using fint principlH Hamiltoo.Ja:u. The 
obvious choices Cor tbe atomic poshions in tbtH models 
are the centers (ceDter model1•1º) and the \"Crtlces oC tbe 
tiles (\·ertcx model1 ). Tbis lat.ter choice ia ton\·enirnt 
i( otie Is fntcrcstcd in tht connectMty propertles o( tbe 
PL and gh•cs lnsight ioto tbe cffccll o( the topology on 
thc exdtalion spectra. Jn this papcr v.·e ahall 1tudy tbe 
\'ertexmodcl. 

As poinlcd out by Tsune\sugu d el., 10 tht PL v.·ould 
be most unllth·e to topologicaJ quasiperiodicity, onc ~C· 
fcct being the Crustration induccd ln thc pba.scs oC the 
•'&\·e Cunctions. Wc show here tbat this &ustration and 
1he nonperiodicity are responsible {or the central sap In 
the DOS of 1he PL.11 Wc do tbls by acparating the PL 
i;1to two altcrnating sublattices and by renormalizing one 
of thcm. Tlils renormalizalion maps central 1lates inlo 
antibonding statcs. Then, thc Crutlration of the new htl· 
tice inhibits antibonding sllt.tcs which means that thcrc 
Is a g:ap in thc DOS eiC the PL • .r\lso, the nooperiodkily 
or the latticc produces diJTerenl amplitudes on cach oC 
tl1e siles, •·hlch rc1ult1 in a contr:.ction of the band and 
loc:alizatlon near thc lowtst b.'1nd cdgc. 

This p:'lper 11 orgilnizcd 35 Co1low1, In Sec. IJ v.·e u• 
plain the model Hniniltonhm and thc conslruction oí the 
tilcs Cor numerical C:'llcUJ;t,tions o( the DOS. Section JU 
is de\'Oled lo thc atudy o( the origin o( the central gap. 
Fin:ally, in Scc. lV wc gh·e thc conclnsions oí the work. 
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11. ZLSCTllONIC PllOPl:llTIU Í') 
or TH• P&NRos1: LATT1c1: "' V 

Coaaldcr a almplt 11&hl· bindia1 HamlluiniaD for • •lec· 
Uom, wi&h acara\ atl1bbor inleracllom ~ 

H - E•11fi)(jj, (1) 111 
IJ 

wbere •lita i aad ; ar• \"trlicu or tbe PL, and thc bop
pln1 puamct.tr i11 11 -1 for connected nel1hbon and O 
otberwlac. Ja thlt 1huation one avold1 1h.c or bond di.. 
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[/ e ~. ~ 
wdcr. Furtbcrmorc, all rlt111 ol bond• are (owfold and 
tberc 11 llO rina 1La.li1tic1. Thereíore enly thc ditfcrcnt 
coordination eif each \'erlc.x introduces a.U thc cfl'ccts oí 
quulperiodlclty. 

In ordu to calculate thc DOS ODt Dtt¿I to dia¡onalizc 
a matrb: of tbe order of tbe 1:1umbu of 11tu and thls · · ~ 
rtpteleCU 1 lt\'trt litnhatiOD OD tbe IÍIC of tbe }att.ice, l•I ~ e .. · . ~,.' . ·• ,·' '' wbich is undealrable In a quasicrynal, bccause tbe finlte 
slzc cffecLs cannol be euily idcntificd. \Ve ba,·e de\•bed 
a renormallzatlon mttbod to cakulatt local DOS in an 
cxtnttiely large Fibooacci chafo.U Since the PL can be 
regarded u a stralghtfor••ard extUlllon oí the Fibo::acci 

~Í~~Í~%f ~~~~ . .,_,-.. ~ ·-··---'.;_ ••.. _._i_._._:~_: •. _._

1
_ •. :.W 

IUS 

mer tll" 2 e 1, u sbown in tb< figure. Obmvc that tbe : ~ V: V' . 
~~c::,d ~P:~: :,~~~~=f~::. '~J!ic~c~ ::uJ~l~~t1~: 7~Í1~°; Ftc~··1.\:7·h~ t"'º RObl~soa · trlanak• as PttuoH taulca 
the ciatd::lng ruler.. :4 The 1bape oí a tUe oí a g;h·cn ¡;encr• "r ceneia1ion1 l acd 'l,' respccih·c:Jy. Furtbct ¡t1maUon1 ar• 

=~¡~~ ~i:;;~t:~~~! :!pº:a~:J !~:,~·~:~og~¡~~:ti~!~~~b~ obt.:~n~'~;!~~:~.I~~, ~he· p-~~~-10~1 t•·o. 
ratio o( tbe arca.a of t•'O .tites o( 1ubuquent gencrations. · thls Is cq\1h·a]cnl. io c1lminatlngelement1 -...·hb Indexe& re• 
11 the golden ratio .,. = l (1 + "1'$). · fcrrlng to the Interior sltet by 1ubatitulln1 thcm loto t!M 

Tbe extenslon o( tbe rcuormatization procedure foJ. equations ln,·olvlng only the bordu 1itt1. Asan example 
lowed Car tbe Flbanacd chalo" is carried oui. by rcnor- considc~ Fig. 2, In •·hlch tbe 11le of generallon 5 is 1bown. 
malizin1ali1he interior sltea iD a gh·en cenerallon, Jeav. . Obsene th•t therc.are only threc Jength1 ofbond1 T(l), 
lng all tbe sitcs in the border lntact. In termsofthe c:qUb• , T(:!), and ~(3), and tbere 11 only one lnterlor1iLC Jabeltd 
tlon of motlon for the Circen's function G =(El - H)""1,' G. Tbe _c.qu11.tions o( molion are explidtJy ________________ _,,,. 

(E-E(l))C(l,l)=l+T(2)C(2,l)+T(3)C(5,l};':;;ii}'. ·_•, . ' 
fE - E(2))C(2, I) = T(2)C(l,I) + T(3)C(3, I) + T(:Í)C(S, l.)+ T(2)C(6, 1), 
(E - E(3))C(3, 1) = T(3)C(2, I) + T(3)C(4, I) ·+ T(l)C(&, I),' .. 
(E - E(4)f C(4, I) = T(3)C(3, I) + T(2)C(5, I) + T(2)C(&; 1), · , 
(E - E(5))C(5, 1) aT(3)C(l, 1) + T(2)C(2, I) + T(2)Ó(4 .. I) _,; T(l)C(G, I), 
(E - E(6))C(6, I) = T(2)C(2,1) + T(2)C(3, 1) + T(2]!'(4~_1) + T(l)C(5, 1). 

1\lter renormftllzin1 1ile 6, onc: 11 lc!l wllh only f\\-e c:quatlona 

(E-E(l)}C(l,l)=l+T(2)C(2,l)+T(3)C(5,I);. . . 
(E - E(2)- IV22}C(2, 1) = T(2)C(l, I) + (T(3) + lV22)G(3, 1) + 11'22C(4,1) + (T(2) + Wl2)C(5, 1), 
(E- E(3)- IV22}C(3, 1) a (T(3) + 1<'22(C(2, I) + fT(3) + IV22)C(4,1) + 1Vl2C(S, I), 
(E- E(4)- IV22)G(4,1) a IV22C(2, 1) + (T(3) + lV22}C(~, 1) + (T(2)+ IVl2)C(5, 1),, 
(E-E(5)- IVll)C(5,I) =T(3)C(l, 1) + (T(2) + IVl2)C(2,I) + +_1Vl2G(3_;1).+ fT(2)+ W12)C(4,I), 
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FJC, 2. Pcnrose Jatticc nr ccnuatlon S. Th"c i1 only onc 
cctllral silc labclcd G and thcre are 1hrcc ¿¡:ferent Jength1 ()( 
bond1. Thc rlght·hand 1ide sho\l'I 1J1c rcnor:naliied Jatticc. 

wbcrc the cff'celh·c intcractions carry all thc lnformallon 
con.ccrnh1g tbc rcnormali1cd sitc 

H'ij T(i)T(j) i,j = 1
1 
2. 

= E-E(6)' 
(2) 

Thc process o/ Hlc gro\l.·ing has to be c~mbincd with 
thc rcnormalization at ca.ch stcp. Figure 3 _ cxcmplifics 
thts proccdurc: Onc rcnormalizcs tbc interior siles of Jat• 
tices o/ gcarratloas 7 and 8 lcA\•iog only tbc border siles. 
Then onc joinlS tbc '"ºº tiles togcthcr, and thls r~suhs 
in ha\·lug t-.·o :iew interior atoms for scncmtion :1, whfch 
ha\'C to be :Uttbcr :cno:mnlizcd. Care hM to be t:ikcn tn 
include All tbc rcnormali:r.ed s.clf·cnerglrs propcrly 1incc in 
íurthcr rcnormaJizatlons thc tites indudc cffcc1h·c bonrfs 
aad sclt•carrg:lrs. Obstl\ºC that tbe numhtr o/ shcs to be 
renormaUzcd in cacb stcp srows as tbc 11quMc root o/ thc 
total numbcr oí siles, which grow expoucntially -·ith thc 
gcneratlon numbu. This aUows to per/orDJ calcufo.tions 
in much larger laulccs than by dlrcct diagonali:ation, 
Noticie tbat tbc final PL o/ fat and skinoy rhombuses is 
obtafncd by &etling all thc Jon¡cu. T(3) ar.d shortcst T(l) 
bonds to iero. 

Fi¡;urc .f sbov.·s the loi:al DOS at two ncarut neighbor 
sltu o/a PL oí gcncration 23, containing M t.50 \'crticcs. 

1' can be obttrvtd tbat apart ora compllcated atructure 
oí buda and c•J>t, tome pecullaritiu appear. Flnt, thc 
spectra a.re 1ymmdric&I rapect to E • O, duc to tbc 
fa.et tbat tbe lattice i1 biparllte¡J• i.c., Jt can be 1ub
dJvided in '"'º altunatirig 1ublattlcu (say, A and B), 
and an clcctroa can onJy bop from an A tite onto a B 
sitc cr ba.cJc, Theri, t.be SchrOdinger equatlon reduces to 
El;) ... - Lo fi), wberc if i belong• to A, tbcn j bcJonp 
to B or vice \•crsa. Thcre/ore, i/ E., i1 an elgtD\'lllut, -~ 
is ah~·ays an cigtD\'alue too, becaun tbcit clgenfunctiom 
difl'er ooly on tbe sign o/ tbt wave /unction o/ oDt: sub
Jauicc. 

Ukev.'iH•1 onc obscl\'t'S in Fig. 4 thrcr maln ír.aturcs: 
(l) Thc bandwidtb is Jargcr than 2(Z) 1 where lhc mean 

coordination number is (Z) == 4 in tbt PL. 
(2) A hi&hlY degeoeratc state at E= O. 
(3) A gap separating tbe sti.tcs at E= O from tbc test. 
Thc two first /eaturcs ha\'e beca ca.re/ully studied. For 

tbc band"·idth tbcre are estimatlons b&Std on a fitüte 1izc 
fC~JingU aDd a mean field approach.11 Jn thc lat.tet h b 
supposrd tbat aU tbe amplitudes (oi each Jocal conligura
tion .that appc:u-s in tbe PL are the same. In both cases 
tbc maximum tigeo,;:ilue is E= 4.23, "·hlch ls very closc 
to tbe numerical resuJt. Concern!Dc the central prak 
E = O, it consists o/ lractally confined statcs,u "'Web 
bofe &ttictly conlincd in !ractally cfütributcd rcgions. 

FiD&lly, tbc persistcnce o( tbe gap around E= O iD an 
lnfüllte PL is not cJcar yct. \\'e ba\•e \'crified that thc 
i;.tip widtb (~) does not diminbh beyc-nd :-:: 0.15 c\·en (or 
the jarg:c:st. Jattlccs (:: JO" atomt). We notlccd a cyclc oí 
~ with a íout•gtneration period, \\'Web il ccrtainly duc 
to thc construction pcriod oí tbc latticc.18 It is "·orth 
nm:.lioning that the method o/ :e:normalizatfon aUows 
one to calculaie tbe local DOS in any chosen site, and 
1hat the fcatures shown In Fig . .; are prc1cnt no mattct 
whicb sitc is cbosen. We also c111culate:d the integrated 
DOS aDd the total DOS atld we chccke:d that tbe gap ia 
alfo prcscnt thcre. · 

To examine the Jocal!iation oí e:kctrooic •tate1 in tbe 
PL wc calculate the lm·Crse participatlon ratio {JPR). I/ 
the cigcníunction oí stO\te E¡ Is ~J = l:1 C¡(j)/i), thcn 
the JPR íor the ciccnstale j is defincd as 

FIC. 3. A sketch rcprescntln& the renor·· 
1nali1arlon orthe rcntral siles otlattfccs 7 and 
8, Thc final lalllc• o( &cnerallon 9 h obtaincd 
ily rrnorml'lliling che bordcrsltes bctwccn lhc 
former two In 1he equatfon• for 1he Creen'• 
fune1ion1. · · 

nP.'iGEN 
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ENE~GY ( orb. units J 
FJG, 4. Loul dcntit!-' o( natc1 írom a Penro..e lauke oí 

,encratlon ll. (a) lt takcn !rom a thu:e·coordlna.ad 1he and 
lb) from a contlguous four·<oordlnatcd 1i1c. 

.. 
IPR(j) • :E C1(j)'. (3) 

l•I 

Tbc lPR is a mcuurc oC tbc rcciprocal oC thc numbu 
of altu occuptcd by· the v.-a\'C funclion.1 In Fig. 5 thc 
JPR M a Cunct1on of thc c=trlY Cor a latticc of N • 21i6 
shcs ia 1ho .. 1n. Sur!acc natH are ddcctcd ln thc JPR 
by perlorming H:\'tral calculation1 in cluncr1 of difl'crcnt 
1iics and diff'crent bounc!ary condhlon1. 

Tbc IPR \-aJucs are bct"''Hn 0.06 and 1/N !or ali thc 
stud~d Pcnro1c JanicH. Wc can ice in Fig. 5that1ta1tC1 
ncar thc cdgca of tbe b11.nd are dcloca1izcd whh an IPR 
cloHr to J/N, Thc \'ettical linc of dots Al E = O corre-
1pond1 to confincd 1tate1, 1incc thcir tPR prt1cnu • min· 
imum \-aluc (duhcd linc ln Fig. 5), •·hlch corrc1pond1 
to thc maximum c:11tcn1ioa oC thc fractal rcgion•. 

St.atu at fEI S O.J$ (-...·ith uro•·• In Fl1. 5) are expo. 
ncntiaJJy localizcd bccausc thcir tPR doca not \11.fY with 
N. They also ha\•c the highcsl JPR. Thcsc atales only 
prucnt amplitudt dlff'crcnt Crom zero ncar thc 1urC:ace1 

•lnce Conw:r.711 thcorem11 would imply that iC thcrc 11 
a config11ra1ion or 1ite1 wlth a gh'Cn amplhudc, thcrc 
1hould be a 1lmll"r confi1uratlon 1tl a di1tance not ex• 
ccrdinc twlcc thc radlu1 oC thc configuralion. Thercforc. 
lhcy are ccrt,.inly aurCacc at:r.lc1, not pracnt in thc infi· 

,, ' 

\ : 
; : 

1 
1 
j 

...... iii1t~ ....... 
º·º~.t, .• :::;_,~ .• ~-·;;··=-1~ .• ~ .• ~ .• :.::;.~ .• =.~ .. ~.;:; .. ~,;:; .. =.J .. , 

t/hl 

FIG. 5. ha·cnc participation ratio (IPR) Cor a Ptuoae lat• 
llct of ¡tDU&lÍOD 19 obtaintd by Oltt dla&ODaUaatioD, Tb• 
)owut lncl couaponda to llatu wUb C,ü) clOM to l/.,/R, 
Tbc datbed Une h:idlcatu tbc lo-·cn lPR of tbt dr¡couate 
untral nata, and M>mt swfac1 atatu -·id:i coaatant JPR are 
lodlcatcd by arro•·a. 

nhc latticc. 
Figure 5 shows that. Cor cm:rglu bclov.· == O.li, 1hc 

bcha\•ic.r oí thc JPR chan;cs. All statH •·ilh an absolutc 
tnrr¡y t.clo'I\· thi1 vaiuc hM·c an lPR biggcr than thc lo~:cr 
JPR \11.)uc oCthc ccntral n.at.c (dashcd linc in thc figure). 
Thls figure 1ho"·1 that.1tate1be)ov.•0.37 are not. extended. 
\\'e shal1 ditcuu thelr naturc in tbc ncxt acctlon. 

More inCormatlon can be cxtraclcd iC onc plot1 tbc 
quantity "1itc amplitudc contributlon" (SAC), dcfintd u 

. 1 .v~ 
SAC(v,j) a y;_ ~ C,(j)', (4) 

Cor ali 1he1 -...·Jth coordinatlon u cxdudln1 t.hOlf: in thc 
1uríace, In Ff1. 6 thi• quantlty 11 ahow.·n Cor 1ltc1 oC co-

DE· ORiGEN 
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el¡en1t.atca •ilb JEI ~ 0.92 baw: constan& amplitud• 1111 
tbrffocoordlDated aitn. 

Jo Fis. 7 tbe connpondln1 plou ror ali \bt otber c1> 
ordJaa1iona are sbown. Not.ice tbat tbt stata near lbt 
cenier or tht spectrum prneat more ampUtudt in sita 
of lo•·er coordlaallon, whUt 1bt hi1ber coordiatlon 1ht1 
bavt amplltudt oear tbt band cd¡es. Thla is In ª11'"" 
mcni with tht fact that thtrt 11 no\ crouios of ibt baads 
wbtn ont varits tbe ratio bd•·ttn tbt boppln1 parame· 
ter and th sht encrgy.17 h alto 1upporta lhe 1iatemtot 
ofJeve) rtpu.lsion (quanLum cliaos) In other quaslpcriodic 
:!Dsy1tems.u 

111. FRUSTRATION IN H' 

Sincc tbc PL is bipartile, in tbis scctlon "'4!: retiormal· 
!te one o( the original 1ublauices and define lhe corre· 
sponding Hamlltonian (H 2 '1' = E 2'1'). Thtn v.·e 1tudy 
thc consequtz:iccs o! frustrallon and nonperiodlchy In the 
renormalizcd laulce. 

Alter rcaormaliz.ing one oí t.be 1ublattlces the conc· 
spondln¡; Ha.mlhoniaa is 

. ¡._··. . .... , .· .. •· 

l..;~;d;r; ... .';;;.: H'~•'~[Z;liWl+2~li)(ll+~i)(+ (5) 

.· ~ .•.. _· ·. o._6:.-.l~.·-_::;~_·_~.:.~;;-~_-~,(t_fr0.k~: .. ·~0i.~_f,~.:';.•~.~~-;;, .. ;~.·~:~.~~:...: ·• . · 1n ~i~:s o~i;~~I ~ª~:~c~h;/~ci~n~1~::!~1~nn:i~~~;;: :f ! · 
,J _ ,J.J ..- oJ .,, ... ... . , rhombus;-1 !s onc ar thc Zi sht'S un the oppoihc corntt 
· ' ::· < -·:.'·;·E/ ltl,?\ · " ·,'.ohbat rh_~mbuf,-· k is _onc of 1he .U¡= I:¡(Z¡-3) 1econd 

· .,.,, .-.- ·· · ,,.,,.,., ·-·-,.· ·,·,, ···,'·: -. :·nelg~borsoí_i,that"_beloncstoarhombustha\.docsnot 

', FJé;·;, ·: Thúám~ il in Flg; ·G ~of slÍc~ ~fothci Có-º'.~lri~. -~ ha~·e ! .as ·a. cori1cr._· Herc j Is a first neigbbor of both i 
tlon1, l~dk&tcd In each pl~t. The '-alue ohhc ¡;ap at E~- O.:!,i ·.: ·and k.. . 
ud thc othcr-pcculiar ,..,Juc1 E"' 0.37 and E= 0.9:! uc abo ;-~-· 'Mtfr rcnormalizatioP, the De"• latlice (which v.•e 1ball 
no\lccablc·hc-rc. · - · ·.-. ·_, · :·.call H2) is composcd by Lv.-o kinds oí rcgiont. Onc 

. ordinatlon 3. Xoticc that.·.; hlghcr \'aiuc oí '1hli q~~\ntÍt)··
mcans a Jargc·r ampUtudc in thrce-coordlnatcd dtes ohhc 
corrcspondinc clgcníunct!on. Jt is 1cc:i that thc bch11.vior 
oí thl1 plot changcs at E == 0.9:! and at E =: 0.3i,' This 
l1't1er \-aluc correspond1 to thc localizallon cdgc dctrctc-d 
In Fig. 5, and _1l1c \'21.luc 0.9:! is pc~uliar bccau_sc htrc thc 

· with only triangular cclls (rcgions 1) centcrcd In rcmor• 
maliltd lhne·coordinatcd siles, whfch do not. prcsent 
crosstd (sccond ncighbor Jikc) intctactloos. The othcr 
typc prcunu crosscd intcractions (k bonds) and is com• 
poscd by ccU1, oí six dlff'erent shapes, defined by l bond1 
(rccions JJ in Flg. 8). Thcse ccUs rcpracnt thc dual 
oí rcnorma1iud \'crtlccs with coordination othcr than 3. 

FIC. 8. Sketch oC • portlon oC a H2 
l1111ice obtaincd afler renorma1hln1 onc ol 
thc ahcrnatlng 1ubla1tkc1 of thc PL. Re¡lon 
J only contains trlangular cclls and ;e¡ion 
11 presenta second0 nelghbor 0 lilie lnteracUon1 
duc 10 .&: bonds (In light llnea) and lirst nclch· 
bor intcractlons due 101 bond• (In bold JIMS). 
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unen OP FllUSTllATION AND l.OCALIZATION OP ••• "" 
Ttm divialoa 11 dut '° d1• rae' 1bat iD tbe PL aU DOD-o 
tbrce wrlka ue coaHctcd ID Una (called atriap) a•hlch 
dlYlde th1 who!e laUice ID ftultt IDd1p1adeat puta." 
TheH par&1 coD&.ala only tbrce·R&• verdea. The aame 
auiDp codot haalde tbem aU eJ11mtata at E • O (the 
ampUtude of tbe wa\•e funclioa 11 alwaya aero in the 
striap).11•11 Aa wu Cow:id by Khomoto and Suthtrla11d11 

almoat aU aon-thrn-rdc• vcr&lccs are 1it.u witb uro •m· 
pliiude at E • O, whicb mrans that almost all 1ile1 la a 
rtclon J have 11ro amplitud• too. 

The eft"ert. of tht reaotmaliaadoa i1 immcdlatcly '"ª 
v.•ben oac reallzca tba\ tbe crntcr of 1be band in 1be ori,. 
lnal Hamlhonian ls mappcd to thr mínimum clgrn,.,.Jue 
of H'. Sioct in H' tbc boppln¡: paramrtu (t') it posi· 
1h·e1 thrn lll blcbrst rlccn,-alue conr1po1:1d1to1hc bond· 
in& 1tate .. ·blle thc mlnimum ei¡tn\"alue (E' = O) corre· 
•ponds toan antibonding statt in •·hich tbt amplitudt of 
nci¡bbor sltcs chances sien (maxlmum numbtr of nodes). 

Tbt bondlng limll. is ah•·:sys realinblt for ali 
structures.10 Tht sltuation Is quite diff'trtnL for tbt to
Ully cohtrtnt antlbonding statc. In • structuze •·jth 
odd-mtmbtred rings thl1 Is not possiblt becaust thtre 
are frustrattd bonds, i.e., bonds wbich conntct sltes "'ilh 
thf' 111111• phu•. Th111. A complrtrly antibonding 'tMt 
Is not rf'alizablr. Tht closesL one can get 10 tbe anti· 
bondln¡; stlllt Is to arrange the corfficients C,(j) o( thC! 
••a\'t fünctlon at.S lo minlmize tht number of fruttratrd 
bonds.11 ~foreovrr. s1ate1 near this antibonrling m11e 
ran br uptcltd 10 be profoundly nffccud u,.· lc1pC1k1~
ical dlsord,.r.21 lu 1l11• nuorm1'1i:wJ PL c.m.: t:xprcu. :1 
gap. Jut' 10 frusiralion. betwren lht' lowr~t. t'isrn\';iluc 
(E.:'2 is O. whirh is co11fümt) and tht firn bi\nd 51¡,1r. lt 
i• nlsu tXpt'tlrd a ch11nge in thc Jocalizntion proptrtiu of 
$1ftltti 11tnr lhf' :rntibonJing rclgr. 

Tht t'dgr dur 10 fr11s1ratlon corrttpondt 10 a tttatt with 
th" mlnlmum numbtr of fru1trAtt'd bonds (t'r tbr • .\p· 
P'ndix). '. . .\1 " fin.t Appro:dma1ion lrt. nf. C'."11cul"1l' this 
••dgC' by n.numing thAL ali ctlla in H'J h,.,., the minlmum 
1m111brr of frua1r11itt"d bond11. :md thnt thrrt nre no \'11ria· 
tloiit of 1hr auiplitmlcs C;. Lorally. lh<'rt" Are riGhl 1ypr• 
of r,u, µ in the H'11anire (utin¡ lht 'mial nota11onH 
fur m ~C'C' Tablr 1). nr. i( one C'o111idrrs ct'l111 witb the 

.. ""!11• _1imnbrr. Z,. ar th!C'I M cquh-alrn1. lht"rc ...,. only 
.Hw.'1y¡1n.·:\01e 1h~t.1~e uumber of1ldt"~ b uac1ly thc 
rnorclinatinu of lhf' renornmllu1l ttile hi thr PL tu 1l1e 
,.,;ulC.r uf thc rcJJ. Adnpting lhc l'XJ>rHslons dC'th'td In 
llar, A¡1¡wmlix.· 1hc fn111na1lM f'dgr. gh·C'n by Eq. (Ai), 
rnn b1• wrhtrn nA · · · 

•, E)=•'[L¡¡'~P • .:.2¿:P1;;¡,V,(1•) 
• . lf .•. - • '.. ~~·" 

+•~~11·1.v,h,¡): , 
. ·: ,' ;.·:.'• . . . ' .. ~· ·, 

(6) ' 

il1·r" tl1t" ~;~11i.;i.m1ili~ ,;,~; ,·i\'l'/,:,11;. th\·~~Í~re />(I;) i·~. 
thl:" 11ro¡>nftluu·uriy1ui 1,·~·1·rl_lcn: i111he: i:'L._w~lirh is nli1u. 
1hr r1·l111iw 1111111b~·r.~1hli~ fum•11¡111111llu¡; ~hm_l 1·_...Jh1 l11 ll'l. 
Uh111•n•1•.tlmt C¡"= .Jfil/ ¡.~·,112, 111111 "· · · · · 

TABLE J. TJpa of cdlt la H'J. 

Ph.,. e.u 
•• +J •• -1 Namehi1) 11. "'"'' 
A Q,D 7-41" 

181 X ,, ..... 

~ s,s.,J JO..tST' 

• s, J:IT'·2J 

• s, 13·111' 

.'o'/2 ..... 

E z,c¡ = E P(µ)Z. = (Z) = 4. 
1fo4 ,,~PL 

Tbe 1econd lerm in 1he right·hand side of Eq. (6) is 
obtainrd by counling 1ht 101al numbtr of bonds N1(p) 
In rach typt o( Ct'lJ. Bond• or typc k in Eq. ($) btlong 
to only one ccll, "'hile bonds of type l shart two ctlll• 
H"C Fig. S. Thtrcforc. tht lattcr thou1d llave a wei1h~ 
ar. 1/'J, whlch cnneels ihe factor of 'l In tht hopplng pa· 
ramrtcr nr honds l. Thns. whcn counting bonds in a cell 
ali bonds J;a,·e 1hc samc 'ffi¡hl. Jn thc third lcrm only 
thc nnmbcrof frustrnted bonds per ccll N1(µ) conlribute 

. whh /(m, 11) = 41 if onr dofli noL allow tht r~lath-e phiue 
, , bt:lwccn tllu m nml n, C'annrctcd by • frustrattd bond 

tu de\·iatc from ltC"to. 
1 

Jnsptctlon oí Table l 1hows that N1(1i1) a Z,.(Z,..- J)/2 
nntl lhnt 

·.:_ •. . 

Ir z,. isncn, 
ir Z,. i'odd. 

: ~oilc~ almt lht"tc munbrrs are nol ahercd lf onc inakrs 
·nuot.l1cr rhc1icc of ahc phascs, providcd thnt. onc contcr\'CI 

-lhC' 1111111h"r ní P<11hh"C nud negath'C 1i1n,. Dy puUing 
l~1mc \~lhll'l' in (G) •·e ¡;1·L 
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EJ·EP(p)(Z.-2{N.(•)-2N¡(•)})= E P(µ). .. ,. .,. 
(7) 

lo our cut tbc 11umcrical rcsult, obt..aincd from Table 
I la 

EJ = P(Q) + P(D) + P(S) + P(S,) + P(J) + P(S,) 

... -!e= 0.8754 

or E1 = 0.9356. This numbcr corrtsponds to thc \'a)uc in 
Fig. 6 •·hcre the WA\"t functions nart ha\·ing amplitude 
prcftrtntla!Jy in siles with Z = 3. Thertforc, biucd on 

fivcfold 1ymmclry cent.u lDlidc tbc rhombusa. A• die 
•malles& llrinp an fc:anntd arouad a $ 1 1Jlc (S11lria1 Ja 
Rd. H) ODC la tcmpt.ed '° HY that tbc \.'aluc º' tbc c•P 
abould be A • y'(3 - •)/5/•• • 0.1241 accordl•1 to Eq. 
(8). Howcver, more aumuical caJcuJatiom are nquircd 
to vcrlfy thia 1pttulatloa. 

As a token, Eq. (6) can be used to rstimatt tbc boadinc 
cdgc ·E,, noticln1 tbal In thc bonding limlt aU bollds are 
fru.nratcd. Thcn N1(µ) = N1(µ), w.•bich gi\'f:I 

El= LP(µ)Z! =3Z; +2N,{µ) = 66-30r 

= )i.-15595 

lhe idu1J11 lheAppendix lct us a.uumc tbat states below or, in tbe PL, E•= -1.1;s4, The difl'ereoce witb respect 
EJ in H2 prcsent ampUtude coocelltraled &t. the \.'Crticcs to the obscr\'ed \'a.lue (E, = 4.23} is due to \"Vialions 
of cells otbu tban z,. = 3 (regions U) in order to reduce of the amplitudes in uch kind of \'tri.ex, z:iot tabn into 
!ru1tratioD. 11ccount hcre. U one a!Jows cbangc1 In tbe amplitud e, onc 

Let us calculue a mlnjmum bound to tbcse states by reproduces the mean field result, u -.·hJcb i1 concct. Note 
ausuming that the amplitude at alJ \ºcttkes olher tbir.n 3 tbat in a SQUilre Janice (SQL) E•= 4.00. Tlús dHJ'ucncc' 
is zero. Tbat is 1 lhcreis noc.ontrjbution to tbe wa\•e func- arises from the fact tbat In the renormalizcd SQL tbc 
don !rom any triangular cell In this minlinal 11tate. All . numbers ofbonds l and k are 2N, but In thc renorma!ized 
ceJJs htcomc e\·en cxccpt cells of t}"PC S, two J for each S, · PL the number of bollds I Is 2N \\'hile tbe numbcr of k 
site, and alJ the S4 , which bti:ome l:ianglcs; Thcrcf'?rc,· bonds is N, = (:?i - 15;-).\' = 2.i29N. Anotbcr -·ay o( 
the new lo"·cr limit for ttalfS \\'ftb \"D.r}•lng amplilude is. __ saying it is tbat 1be vddenlni;ofthe b:snd is a consequencc 

oítbe coordinalion f!uctualions or the sccond momcnt of 
1S4;- - :?9i · Z. -

E,2 = P(S)_ + 3P(Sc) = --5-- = 0.1436 The mcthod prt'!-entt'd heri: can be :spplied to thc ccn• 
, . · . , :tr mc\¿d,~ª in wbicb tbcte is conlraction of 1he uppt'r 

or Ei = 0.3i90, wldch ¡5 \'cr):clÓ~e to.tÍ;c ~aiculu~d \-alu~ _-~ lhnlt oíthe band ofaboul J.3:?. Thll Is tluc to fruuration 
In Fig. 6 and thc \oaluc o.37 < Er < 0.5S obtaim:d by thc -· · ln"thc PL formcd ""hh 1ites oí coordinalion .a 1 but rlnss of 

mctbod of contlnued fraction1P _,. ·, -, ~~«::;t:~~~~~~,;~:.2;b~s;~:~~~t~!~i:b~u~~ 1::r:1::~ 
sio~1:~i'a~d';';,'; ª~ ::: r~fy~~1~di:~:· k~~ª!~~~,;:n~:r :- ·._by.Eq: (All) E~·.= .as,¡.v = 211 - P(K) - P(s.n = 
the w;we fuoctions ol 1tates bc:lo\\" E: sussests that they ,· ~:; ~J,5~.c~~I:~!: {:'~h~ ~~=~e 1¡;~\\~:i5ch~b: i~~:~~~::s~~; 
:~~!:~~~~I: ::;~~~1;,~nd~hi::i:r:;~;:~:r~~~sd~~;s~ :;,~!:~: bcing constant.•. ' 
fü·cfold symmctry ccnter (Sor Ss) oí the larscst ~n5ated _ . -.\:·.~_:.-·.:·.-,. ',· 
PL~ As the energy is Jowcr, the amplitu~e pcaks.aro_und':; · 

JV, CONCLUSIONS the 5,·efold centcrs of PL "'ith smalJcr r!lombuscs •. Thcre; : .. 
forc, it Is rcauonable tO sa)o thanhc' )O\\'cr"encrSy limlt ~ · .. :·in .·ihls .. ¡)aper a 

0

dc1afüd cxaminatlon oí tbe tlght· 

:~rl~:t:lt!h:.:~~~:i'd ;;~:.~ '~ri ·;:;;~:.:· '~~·.h~·í~~~~; ::i~r:~;~::r;~~:~;~~~~~E:!;J.~~~~f :~~S{i~! 
: · - . ·. : 1 · · ::-·, · · :, .' '·:;'..'.' oftJ1e",ccn1ral gap in an infinite PL. A thc:ory b&sed on 
A 2 

Q P(S) + ~(Ss) = ;:-¡ = 0.05!.i -'- ,fS) .»~_:·_r~ustration idc:is i.n a rcnonualizcd latticc (H2) \\'&S pre· 
.. . · .. ·, . . .. ·, -~·-;.- J'cnt~d, nnd some pccuJiar \'alucs o( lhe cncrgy "'ere sin· 

or ~ = 0.235, fn dosc agrecmcnt wilh 1hc n:urow .ban'd .'.-~.ele~ out by,tl1c thcory. At E= 0.9356 thc theory pre· 
found by Kumar d al.22 and In our numerical calcula.-·:-. · dicls ·a changc of thc natmc nf statea, progrcuh·ely de· 
tion. Onc should nollce that an lnfiated PL wi1h ali, thc· ·_:•"Jodilizéd nbo\'c-ii and Jocalizcd in 1pecific rcgions to re• 
\·en ices in S or 51 has rhombusts with sides of length ·· , duc_c frustratlon below it duc to amp1itudc \.'arialions. At 
Tl, "'hich mcans that one has a chM:icleristlc minh1nuñ··-- ,: E=· 0.3i90 a lower Jimit for thesc localized sta.tes In re
dlsta.ncc to fractally dc8a1c thc sl:r.tcs around thc fivc<:. gio~·s of Jow.frustration is·found, andas one Jowcn the 
fold symmctry ccntcrs. Thls ltactt11Jity has bccn o~ · · cncrgy the slatcs are frActally Jocallzcd .uound points of 
scnctl in PL b11ilt -·itl1 piczotlcctrics whh A vibr111Jng :! · .. fh·c:fold ,ymmc:lry. We alio found that E= 0.236 reprc· 
oil mcmbr.inc.23 Jn theac cxpcrimcnt.s1 whcn the Wa\'C•' · nnls nn cslirnillion.for thc )o\\'cr limit for thcsc fr1ctally. 
Jcngth w;u: comparnblc to the dinar.ce: bc:t\\'CCh \'Crticcs, · lo"c'!lizcd .statl't, and lhcrcforc an cstimntion of the gap. 
or smallci, (eatures at typical di1tnnccs showlng lhe de· Thc: numcricnl calculatlons in finlte PL agrcc extremely 
flntion rules o( thc PI. wcrc olnu\'ed¡ th:it is, Ll1c: ilnl• wcll with.lhnc.,-nlucs o( the encrsy, ucept that sorne 
¡llitudc o{ oscilfation Is &rrntcr whrrc tl1t'rc shou!J _ben 11lnlts bdnw 0.2 ;uc fouml in thc calcnl;.tions. Somc of 
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tbáe states are evJdeatJy due to finitc sise cft'ectt, aod 
ue cocfined &o tbe 1udace of tbe lauice. Ho•.'cvcr, tome 
atales betweea B a O.U4 aad 0.23 conscn·e tome or lhc 
frada) properliu arouad fivefoJd ceaters. More tbeoreti· 
cal iavestigation is reqWrcd to fully uadcntand the •tales 
bctweca 0.15 and 0.37. Tbis work I• currcnt1y in progrcss. 
The tbeory can be applied lo otbcr quasipcriodlc )at.tices 
u tbe PL central modcl or octagonal qua.sicrynals. 
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APPENDIXr ESTIMA.TJON 
OF THE BA.ND EDCE 

Our a.im i• to find an cxprCPion for thc baad edge of an 
antibonding 1t.ate. Suppoie tbat we have tbe followlag 
tlght·biading Hamihonlan: 

H = ~ (z,¡i)(il + ~ \li;l'.Jül) ; (Al) 

thcn we corutruct a ~·a\'c fuaction wlth mhümal frustra• 
tlon, · 

(A2). 

~t'H:.f.~Jsh:!~ r:::~~n~~~~t:~1¡~0 p~5rt1 ~yP~º/;;:~~~,·, : This "·~\:~ funClioo·i~ coi ncccsSá.ru; .. ao ~j~~ñ·~i~ie.'~(: 
UNAM \Joder Grant. No; IN-1034931 and by tbc Com- . Eq. {Al) but.-thc cxpcctatloo \~~ue .or tbc' energy calcu<-. 
misslon of tbc Europcan Communitics thr~ugh Contract ;'. latcd using thls functio'n can serve asan approximatiOn of. :. 

·No: Cl!-C~90.~664 (DSCN). · ,. · 'lbe band~ds~: Y'.;ng Eq· (~l.J ~~.~.b1~;~ ~~· ~~~!~·l~n: 

).·,.c.~hu1~r¡~'~(z,c,~;\~i<•1:1;i+ith'c,if1•~~1.;;l/·(: ., ··• ',,, · .. ,, ·J· "'···•· r:,\J3>·:' 

Thc tcrm" (.Mli)(ilM) always gh·cs C1
2

• If 1hc bond bctwccn' i and j is not !rus1ra1cd1 thcn (Mli)UIM) = -c,c1• 
Othcrw!1c, we fobcl sitcs connccicd by the írustra.tcd bond by m a:id n, and . 

·: <:,~,últii~~i>:~~¿~c~)~~-~:~:~+":;::· .. :1 i.'"·· · , ·: _ \ )<,~. ~ ...... -. ·- .-.,_. 
. __ , ·,.:···'.>.;:·, ··,: .•. ··,'·'· '·".-,, •,. ·.. . .. ·' 

The~o:= ·~··[ z(~¡~~f ;f f f •f] 1:~~iJ~l;m·l~~~~}r\: .. :,o·~··:•······. . ·:··•. •:.~·····.·. 
Thc Pri~.~~ s~-~~~d~ri i~·· ~~;~~i,'.d ':~-~:o~-~~· norifrÚS~r:~.~.C~~7·r}k~s,,.Wc rc.~·rhe tbiS· txP.r~iOri·"as ·, 

·E,~•~[z,c1.~.~,~~rSf]#'t~l·~+E;DP11~~c; ... •.. · · 
In 1his equnUon; 1he sum ·º"" j is now.o,·.r: all. the ne;ghbors ·.r shi i .. ;r,bc.li..>sum, ;, m~d~ ·~";' fr_;slr~led·. 

--¡;~¡~~~~~~'.14~~~;;rc:~iii~,~~''.';'•' >:· ,., 
we can scc ·~hiil" t}1cr: . .tre. -~~::.:~.~~nl!i!>~ti'?~~.~ó l~c~d.~pl~.c.r 'c."'..:c~_;'..cº_'·.:.~~-·_,b'-•n_d:_· •_d&..c'c.' _,;,:_,;,:_,;,: _ _,;,: ___ _ 

.. 6~' ;· <L: .:J'rn .. Í{~l1;l)~tt1¿.n;· 
/ .b~n.11_:·· 

with 

/(111,n) .. ~ ~(co~(O, .. ~O~)~- !J.· 

·. Orle. is due'to the diffcrcnL amplitudes in each 1ilc 

{A_S) · ·._::~~j~·;1~he :~~~:~!J!1!1a~~~!s ,:~::1:~~ fo~ ¡~=n~;~~~! 
_ la~tlces this li:rm may not be zcro. The othcr contribu
tlon (.6r), Is produccd by 1he fruStration or the Jatr.lcc 

(M) 

(AJO) 

· nnd c;1n be rcachcd cithcr by changing the phasc or lhc 
nrnpliludes"on 11i1cs conncctcd by Crustrntcd bond1. Note 

'thnt. in a pcriodlc lnttice lhis tcnn could be dirfercnt rrom 
ttro. For pcrícctly fru:stratcd bonds in a 1;\tticc with con. 
11l;inL Z ami V¡¡ = V for ncai.rcst. nelghbors we hnvc that 
/(111·1n) =·11 :uul · 
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Ea =4.VN¡/N, {All) Eq. (A9), •-e find tbat the lower limit. ofthe baad fa 

"'herc N¡ Ja tbe mhümum number of !rwtrated bo1:1d1 
A1 an example, tbe compreuioci of the DOS duc to 

!rustration in a uiaagula:r Jatlice can be calculated. Ja 
th11 ca.se the coordiaatioa is 61 a1:1d we expect that tbe 
DOS limita a:re O a1:1d 12 for the HamlltonJaa {Al). How· 
e\•er, the basic cell of th.i1 lattice is a trJangJe, a.ad we 
canaot construct aa aaUbondiag state, Thcn, we 1:1ecd 
to use a tria) fuactioD witb minimal frustration to calcu· 
late tbc lo•·er band cdge. The symmctry o( the lattice 
sug¡;cst that the grcatcst differencc o( phascs betwcen 
siles is '1:/3 "'lth co1:1stant ampJitude. Then, using Eq. 
(AJO) 11 Is found that J(m,n) = l and .;!\_. = O.· !\'otc 
that ali siles are joined by frustratcd bo1:1ds. By npplying 

E, = L º~º· = 3, 
I •Hdl 

'· (A12J. 

The lut step foUo•·s from the ¡.~-ct.·thai th·e·~~':nbei-.or· 
frustrated bonds is equaJ to tbe total number ofboads, in 
thJs case 3N. AIJ tbe ampliludes are l/./Ñ •. Tb"c exaui··.":·. 
ple of triangular ceJJs Js the oal.)•.oñe in .whicb .rr~sti-ati~ti '.·' 
is reduced by distributJng ibc phase.ualformly,arilong·;, 
the sites la tbe ~ing. fo ceUs .".':·lth a. l&rgÚ odd .nu~ber of 
site~ a \'Ariatlon o{ 1he phiues d.oes not lerd to a !maJJer "¡· • !_, 

Cruuration_wilh :espect 10 the nate}n ·"·~lch th~ . .P~ases.: 
differenccs are 'I: in most consecuah·e siles~ ' · ...... -· ., .. _ 

:.·:·' ~ r • 

. ; .... .".<:<;:~: ... -... -~}:"( _-.. ,, •',. 
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