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INTRODUCClON 



INTROOUCCION 

El tre.ba;Jo que ne deisarrolla en eeta teaiB cuvo titulo ee 
"Nllcleoe 11 troveotorlae d1ri11idae de lonaitud li.\xi- en 
Di111'1tf1o48" :fue daaarrollado con baee en las 1nveet1118C1onee de 
deetacadoe 11 eainentee 1nveet111e.doree 1111x1canoe 11 
extranJeroe. Por -nolonar e.l11unoe, tal ea el oaeo de 1011 
1nveet1aadoree :franceeee: J. lf. Laborde, C. Pairan v M. H. Xuon11 
CJU1enee proP'llS1eron la eiauiente conJeture.: "Para toda d1ará:f1ca 
D ein le.®11 , exlote un ooQJunto independiente 5, tal que >..(l>-Sl <: 
l·(D)", 11 de 1011 1nveetilladoree mexlce.noB HortenB1a Galeana &\nchez 
11 Hqo A. Rincón lfe;Ji a quteneo losroron obtener e.lflWl48 
condlcio11Be eu:ficientee pe.re. que uno di&rlt.:fica satiefasa dicha 
conJetura. 

Sean r<D> el n011ero croaático 11 :>-.(D) el n'.11111ro de ~rt1ceo 
de una tr~eotoria d1ri111da de lonsitud a\xtaa, reepeot1v..-nte, 
de una disráf1ca D o1n lazo11. 

ROY (11], e 1ndepend1ente•ente GALLAI [6], demoetre.ron que 
r(Dl ~ X(D) (1). 

D,: 

A continuación ee preoontan alsunoe e,1emploo. 

1 1 

1 

1 

Y(D
2 

)::3· 

:.. (Dz ;;,q 

r (D2 _> = 3 ~ 7 = >.. (D2 l 



l. 

1 1 

D,: 

1 

~2 
3 

2 

2 

1 

r(D
9 

>=2 

>--(D
9 

>=6 

1' (D
3 

) = 2 < 6 = :>.. (D•) 

¡•(D" >=3 

A.(D" )=5 

r<D .. > = 3 :S 5 ="-<D .. > 

r<D,, )::3 
A.(D

15
)=3 

r<D,,> = 3 s ;qo,,> 

r(D
6

)=6 

>..(D
6

)=6 

r(D
6

) "'6 = A.(1>
6

) 



¡ 

l 

D.,: 
3 

1 

r (D
7 

)=3 

)\. (07 >=6 

r(D
7

) = 3 s 6:: l\.(0
7
). 

Para cont11war es nooeaario hacer la oi1111iente aclaración: 
"Una buena coloraci6n de vértlceo de una di¡¡rá.fica D eo una 
partición de BU con;lunto de vértlceB en con,1untos 
independientes". A cont1nuao16n ae eJempllrtoa oon alsunas 
di¡¡r.'>f1Cll8. 

D . .. " • 
V = v, IJ vz 
v, n V2 :: 0 

v.= { v ... v,.} 

Donde V, 11 V
2 

60n coD.')untou independientes • adellll>B se D&tieface 

la deoi11W1ldad l' (D, ) =2 < 4="" ( D, ) • 

D . z. 

" o 

3 

v = v, u v
2 

•J V
9 

v, n V
2 

n V
3 

= 0 

v. :: V t. ,V Z: ,v 
3 

,l> O ,V 8 

v. v
4

,v!i' 

V 
u v

7 
,vp 

} 

Donde v, ,V2 y .v~ son 

conJuntos independientes 
y r(D

2 
>=3 < 5=A(D

2 
> • 



D,: 

" • 

" to 

V= V, u V
2 

u V
8 

v, ri v
2 

ri v. = e 
V1 :-:{v1 .v"' •i.\., ,v 10 ) 

Vz =<vz ,i..10 ,1.1? ,ve,!> L I) 

Donde V
1

,V
2 

y,V
9 

eon 

conJuntoe indepen -
dientes. 

V=V, u V
2 

u V
9 

u v. 
v, ri v2 n v, n v

4 
::0 

donde v, =e~·,}, 
V

2
={v

2
,v

4
}, V

9
:{v

3
} y 

V
4

={v
5

} eon conJuntoe 
independlentee. 

Con baee en la aclaraci611 anterior. una pasible extene16n de 
[ r(D) ~ A(D) J fue conjeturada par J.M. Laborde,C. Payan y N. H. 
Huan11. La cual ee expreea como eisue: 

CONJETURA e 1 < [10),(1982) ) Para toda di~fica ein lazoe 
D, exiete tm co11Junto independiente S tal que A(D-5) < A(D). 
Expreaado de otra manera quiere decir que exiete un conjunto 
lndependlente S que intereecta todae lae trayectoriae dirisidae 
de lonsitud int<xima en D. 

Lne disráfica.e que ae presentan a contlnuac16n eon alsunoe 
eJe111PlOB que aatiafacen la Conjetura C 1. 

, .. 
1 

D,: 

4 

una 

trayectoria dirisida de 
10D111tud máximo. •. ·. )..(D, >=5 
Sea s, :{v" ,v

4
} (un conjun

to independiente). 



Considerando el conjunto S 
D.-s:t .. .a. 

D,·· s,: 

.. • 

ae procede a obtener la disr.>.fica 

V 
7 

En la que ee observa que (v,. •'' 
3 

,v, ,v 
8 

) es una tr&lfectoria 
diriaida de lonsitud ~xi- v >.. <D, -s, )=4 par lo tanto ee OUllPle 
que :l.(D, -s, >=4 < 5~ <D,>. 

Bate prooedlalento lo aplicar811DS también en loe aisuientea 
e;)emplos: 

D -S : 
2 • 

V 
p 

.. 
7 

5 

(v
2 

,v P'v!S .v. ,v 
4 

,v 
10 

.i.'3 ) ee 

una travectorin d1r1sida de 
lonsitud l!Pxima .·. ;>..(D

2 
>=7 • 

Sea 5
2

=(v
2

,v
9

,v
5

} un oon

Junto independiente, enton
cea ae procede a obtener 
D

2
-S

2 
• 

(v" ,v, ,v 
10 

,v 
4

) ea una 

traveotoria d1r1s1da 
de lonsitud IP.xi-. 



n,: 

D • ... 
... • 

D -6 : . .. 

,_, . 

" • 

,, 
" 

" .. 

6 

(1-', ,v !I ,v 2 > ee una travecto

ria d1r1s1da de lonaitud 

•xi- :. ll.(D
8 

>=3 • Sea 5
8 

un conJunto independiente 

donde s.=<v .. ,va .v. } . 

(v .. ,vu) eo una truvectorio 

di.risida de lon11itud D\Xlma 

lf 1' (D
9 
-5

3 
)=2 < 3=A (D

3 
) • 

(>-'
7

,v
4

,v
11

,v") ee una tra -

vectoria d1r1&1da de longi

tud ~xi.mil :. A.<D.>=4. Sea 

5"6:{i.>2 ,i..•,,v!I} (notar que 66 

independiente ) . 
D -S. • • 

Tomemoe 

(1-"
1

,v,,vd) ee WUl trayecto

ria dlrisida de lonsitud 

nt>.xlma donde ee cumple la 

deeisualdad eisuiente: 

"- (D
4

-S
4 

)=3 < 4= X(D
4 

). 



D,,: 

'" • 

D,,-S.,: 

D.,-s.,: 

l' • 

" " 

7 

(v, ,v 
2 

,v 
3 

,v 
4 

,v 
0 

,v 
5

) eo una 

travectoria diriaida de 

lonaitud a\xllla .·. ~ <D,. >=S. 

Conaideru.>a el con;Junto 

independiente s,,=<v,} . 

(v
2 

,v
3 

,v
4

,i..•d,v.,> ee 

una travectoria diri

gida de lonsitud má

xima v - cumple que 
~<D,,-5,,)=5 < 6~(D5 ). 

(v9 ,v2 
,P..,) es una travec-

toria d1r1a1da de .longitud 

D•x1ma .·. ~ <D" >=3. 51 el oi
suiente conJunto indepen

diente eo S
4

=Cv., ,v
2 

,v!:'i}, 
entonceo obtenemoe D.,-5

6
• 

(vd,v?) ee una 

travectoria d1r1s1-

da de lonsitud lllá-



L' 
1 

,. 
" 

" z 

" • 

V 
a 

(v t .1..1 !!' .v d .v 4 .v :1 ) ,. 

(va .v 5 .v o•\.'' ,1-12) • 

60n don trayectori8" di
ri11id8" de lonaitud •
xt.ma, .·. 1'.(D

7 
>=5. 

Sea 6
7

={v1 •"a} (que eB 
independiente) , entoncea 
a partir de eete conJun
·to obteneaoe la di~ti·
oa D,-s,. 

(v .v .v ) ea una tr·a-
z ' 3 

yectoria dirisida de 
lonaitud máxi-. par lo 
que se cuaple: 

A.(D
7

-S., )=3 < 5::?..(D
7 

). 

(v 111v'S 11 v 2
• v

4 
,vJ. ,v6111.'a ), 

oo una trayectoria diri
gida de longitud a\xima. 

'-<Do )=7 • 
Sea 6

8 
:{v • ,v 

8
} (que ea 

con,1unto independiente) . 

(v
2 
,v~ .v

7 
,i.o 

4 
,v 

6
) es \lJl8. 

trayectoria d1r1s1da de 
lons1tud m.>xima.Por lo que 
se cumple la a1su1ente de
o1sualdad: 

v~ X.(D
8
-S

8 
)=5 < 7=X.(D

8
). 

6 



eB WUl 

travectoria dirisidll de 
lonsitud 1Dáx1- .. 
:>..(D" >=4 . 
Sea 5", {v 1 ,v .. ·"•} (que 
eB conJunto indepen
diente). 

(v9 ,v~,v2 ) eB una travecto
ria diri&ida de lonsitud 
m.\Xima v Be cumple que: 

:>..(D.,-S" ):3 < 4=A (D.,). 

" 

(v t. ,v
2 

,v
5 

,v 
4 

,P
7 

,v
9 

,v 
6

,v
9

) 

eB una travectoria diri
sida de lonsitud WP.xlma 
:. >-.(D

10 
)=8. 

!lea s,o'{v,.~· ... } (un con

junto independiente). 

..-.----+-....::~ d 

(v
8

,vd,v2 ,v?l,v
4 

,v
8

) 

eB una traveotorla 
dirlsida de longi
tud m;..x1111& v por 
lo tanto, oe cumple 
que: 

¡.. <D,
0
-s,

0 
l=6<8=A.(D

10 
>. 

9 



º··: 

,_, 
d 

,, 
7 

(v
5 

,v
2 7 V

9 
.v, ,v d ,v

7 
,1..1

8 
,v,,, ,vP) eo una tl'airectoria dir1&1da de lon

Mitud ai.xiaa, POl' lo que "-<D,,)=9. Sea s,."'{"••"',.•"'a} (que ee un 
oonJunto independiente) • entoncee obtenemos D, , -s. • . 

" 2 <>-

" d 

... .. 

,, 
7 

Observnmoa que (1,1
2 

,vu .v 
4 

,v
6

,v
7

) eB una travectoria dirislda 
de lonMitud tni.xima. De donde ee CU111Plc la deoisualdad aisuiente: 
>..(D,.-Stt )=li < 9:).(Du ). 

Eu el deearz•ollo de eate trabftjo ee ~ énfaeie en la 
conJeturn C 1 y en algunas de auo oonaecuenciae. aeillliBIDD oe 
preeenta1•an alsunae condlcionee euficlentee para gue una dlaráfica 
eatiefn1111 dlcha conJetura. 

Con la 
aclarar que 
lnzos (Le. 
la gr.•fica 

finalidad de tener claridad en la conjetura C 1 cabe 
las ¡¡r.ifico.e coneideradae oon finito.e. dirisidao y ein 
di¡¡raficBB), y que acept8lllOB como una Cdilsr-"fica, a 
VO.f'.ia. 

So recomienda conaultar loe ti.'rminoo no definidoe y/o 
dcfinlnionee relevantee en Berse [ 2 ] y/o remitirse a [ 3 ] . 

10 
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DESARROLLO DE TEOREMAS COROLARIOS V CONJETURAS 

Rete apartado contiene lae deaoetraolonee de loe 10 Teoremae, 
de loa 3 Corolarios, '11 de lae 4 Obeervacicnee, aeialemo .._recen 
una eerle de d111raflcaB que e,1eaplif1can cada Teol'eaa, Corolario u 
Observación, '11 en especial ee inoluven al11unoe e,1emploe para lee 
3 Con.1eturae. 

TEOREMA 1. Si D tiene un núcleo S, entoncee >..(D-S) < >-(D). 
Por lo tanto D eatiefaoe e 1. 

DeW>etragi6n ~ Beta deaoetraci6n ee realiza~ por reduoc16n 
al abeurdo: Sea D-CV(D),A(D)) una d111r4fica tal que :>. (D)=A ee el 
número de vértioee de la travectoria dirigida de longitud l!Pxi
en D. SuPoneaoe que :>.(D-5)=:>.(D). 

Sea ' x,, x
2

, xs, ... , x:.. > una traveotoria diri11ida en D-S, 

entonces coao S et1 núcleo de D existe un vértice x
0 

"' S, tal que, 

(X¡,_•"'<.) e A( D). Por lo tanto heaoe obtenido <x, ,x2 ,x9 , ••• •">... •"'<.), 

trayectoria diri11ida con >..+1 vértices en D, esto contradice que 
:>.(D)=>-. Por lo tanto concluimos que : :>. ( D-5) < >.. ( D). 't 

EJ-loe: 

"z O 

D,-s,: "~ o 

. º"'" 
... 
o" 

n 

cleo de D,.lfa que,. (v
2

,v
4

). 

(v
3

,v
1
). (v

5
.,v

7
) )1 (l.i

6
,v

8
) 

e A(D,). 

>.. (D
1 

>=B 

(v
9

,v.,.v
2 

,v,,va• v
7

,vd,v8 ) 

ee una travectorla dirigida 
de lonsitud a/lxima en D,. 

>.. (D1 -S,) = 1 '11 

>..(D,-S, )=1 < B=A (D,) 



D: 
2 

5.=<v.,v •• v.> nócleo de D2 

ira que <•·, .v
2 

). ir (v,..•·.) 

"' A(D
2 

), adeate X(D
2

) = 11 

ee una 

trairector1a dir1aida de 
lonaitud •xi.ma en D

2
• 

>.. <D.-5
2 

>=Z ir (v, ,v 
5

) ee una t:ra

irectoria diriaida de lonaitud a\
xima en D

2
-5

2 
ir oe ot111ple que: 

>. (D
2 
-5

2 
l=Z < !i=X(D

2
) • 

OBSERVACION 1 : Para diaráf1oae eimf,tr1oae ( o equ1valente-
118nte, fll'o'>fioae ein di:reooi6n) ea f.1oil ve:r que un conjunto inde
pendiente a\xiw> ee un núoleo. 

Prmoetrag1t'o~ Sea D(V,IU una difll'o'>fica eiJIPt:rica, entoncee 
(u,1>)-: A(D) ei. '11 ~lo Bi (v,u) e A(D). 
Sea 5={x

1 
,x

2 
•X,,, •••• x,..} un conjunto independiente ~ximo en D, en-

t;oncee V " e (D-5) ee ti.ene que v ee ad'!lacente oon al&án x, para 
' =1,2,. .. ,n, ee decir. {v,x,} E A(D). Como D ee oimt>t:rica. enton
cee (u,x,>, (Xl ,v) e A(D). Por lo que ee conolU'lle que V u E (D-5) 

oe tiene que (v .xl) "' A(D) para al&ún x, " S por lo tanto 5 ee 

nóoleo de D. 't 

B;Jemploe: 

" a 

12 

5 1 = {v 1 ,.i..•d,v7 } ee un 

con;Junto independiente 
mximo, por lo que s, 

ee nóoleo de D, • 



D . . . 

,, 
" 

-----·· rc::==~g;;t..~-- 1 

,, 

~o . 

"·1 

5 ={v .v .v ,v } ee un 
a 1 s " 7 

oonJunto independiente 
m.ixilllO, .. 5

2 
ee nóoleo 

de D
2

• 

63 :{v • ""• } ee un conjunto 

independiente PXilllO, .. 5
8 

ee núcleo de 0
8 

• 

OOBOLARIO 1 : Si S ee un conJunto independiente m.\xilllO de 
una di~:Uco eimé'trico D, entonceo :>..(D-S) < :>..(D). 

De110atroci6Jl ..:. Cow> S ee conJunto independiente n:i.xlllo de uno 
disrfofica eimPtrico D, entonces S ee nócleo en D (per obeervoct6n 
1), por lo tanto :>..(D-S) < :>..(D) (aplicando el teorellA 1). ~ 

D: 
\ 

EJemploo: 

I3 

pendiente m.\xilllo .Donde 

("'., ,1-1 • ,va•*" a •"'t. ,1,.1 a ) es una 

trlt.ll'ectorio dirisido de 
lonsltud m.'xiJDll .·. :\.(D, >=6. 



v. -s.: 

., 
v.: 

" • 

D
2
-S

2
: 

l 

" • 

o .. z v,. 
o 

0 V 
7 

... 
d 

A(D.-5.> = 2 donde 

(v9 ,vd) ee una tra

veotorla dirigida de 
lonaltud •xtma • Y 
A(D

1
-5,)=2 < 6~(D,). 

S
2
={v .. ,v •• ve} eu un con

to independiente n\xi.llO 11 

(v
1

,v
8

.v
4

,v
7

,v
6

,vD,v2 ) una 

tra11eotorla dirlsida de 
lonsitUd Do.xi-•. ·. A(D2 >=7 • 

A(D.-52 )=4 11 una tra-

11eotoria dirisida de 
lonaitud Jnl.Xi'llft ea 

De hecho, cuando ee procede con dillI">ficae eil!Ptrioae, es 
paelble _ _,orar la afirmao16n del Corolal'lo 1. Para lo cual ee 
plantea el Teorelllll eisuiente: 

14 



TEORDfA 2 : Sea D wia di~fica abt'trtoa conexa diferente de 
Kn. Entonces exiete un conjunto independiente S tal que se cumple 

k(D-S) :-r >.. (D)-2. 

p11wu1tr00Nn ~ La dwatraci6n ae realizará. par reducci6n al nb
eurdo. Su¡>oquioa que para todo conjunto independiente S 
ll. (D-Sl > l\. (D)-2. 

Puesto que D no ea completa, podemos t.-r S un conjunto in
dependiente máximo oon 1 SI :!: 2, C090 S es núcleo, entonces ll. (D-S)S 
1'.-1 1f par la hip6tes1s ll.(D-S)=A-1, entonces 3 (x

1 
,x

2 
•••• ·~-•) wia 

trayectoria dirisidn do Ionsttud m.\xima en D-S (>..(D)=ll.). 

"u~.:•:···•º 
·~"¡ 

XA··l 

Como S ee un conjunto independiente m.\ximo, se tiene que x, 
dede aer advacente a Blll'ln W.rtice x,, e S, entonceo (x

1 
•"o) e A(D). 

Por le mi- razón x,,. .. , debe eer ndvocente a alaón vértice en S, y 
preclOBmente a "o• entoncee <x,,._,,x

0
) ~ A(D). Porque el no, como 

D ca ainl-trlca, entonces <x.,.x,,x2 , ••• ,x,.__,.x,>. eo una travecto
ria d1r1s1da de D con ll.+i vérticeo contradiciendo que ll.(D)=A. 
Puesto que 1 SI :!: 2 hay en S un vértice Xl"x

0
• Adea1a como D eo co-

nexa, ontoncea hay una trayectoria de x hasta algún xi (0$jSll.-l). 

Esto dll orisen a wia trayectoria d1r1e1da <x¡_, •••• ,x2 .x,.x0 .~_1 • 

. •. ,xJ+• ,xi , .... x) con al menoe :>..+1 vértices. 51 la trayeotorie de 
x a <x, .x

2
, ••• ,x,.__,> paaa por x

0
, entonces obtenemoo una treyeoto

ria d1rls1da (x, ••• ,x0 .x, ,x
2

, •••• x,,. •. ,) con al menoe >..+l vértices. 
Contradiciendo que >..(D)="-. Por lo tanto >..(D-S) ~ >..(D)-2. ~ 

EJJ!MPLOS: 

D. 
l. 

... 
" 

V .. 
I5 

s,=c,,,.,,
5
.v

0
} ea un conjun

to independiente y >..(D
1

)=7. 

una trayectoria d1r1s1da de 
lonsitud ~xilla. 



D -S : 
• 2 

,, 
'º 

o 
V 

"' 
16 

V 
o 4 

(v • .... , ) ee una travectorla 

d1r1&1da de lonsitud iú.xi
-· .·. ll.CD, -s,) =2 v 
ll.CD,-6

1
)=2 < 5=7-2=ll.(D

1
)-2. 

s.=<v 1 .va .v d .v., .v"} ea un 

con,1unto lndependlente 
.·. ll. CD2 >=10 v \Ulll travec-

torla d1r1&1da de lonsltud 
~xilDB eo: (vg .v9 .v,.v,, 

. ll. (D
2 
-5

2 
)=2 ira que 

(va,v
5

) ee una trayec-

torla d1rls1da de lon
situd 5x111a. Y ee 
cumple que 
ll.(D

2
-6

2
)=2 < 8=10-2= 

ll.(D
2 

)-2, 



THORl!ltA 3 :Sea D una diaráfica eim!:trlca. Entonces para todo 
x ~ J(D) existe Wl conJWlto independiente 6 con las propiedades 
eisuientes: 

l.) X e S 
L, ) 5 s I<D> 
l1l) X(D-6) = X(D)-1. 

pnegetrag16n i La delloetraci6n se realizalli por inducción 
oobre el nil•ro n de vérticee en D. 

Base de 111 inducción: a) Demostración para n=l, [>.. (D)=1J. 
Sea D una digrAfica eia!'trlca con Wl ~lo vértice, ea decir, 
VCD) = {x}, adea1e -a x e I(D), entonces si 
considera.os S={x} conJunto independiente se cumplen: 
'·)X E 6 
<i) S:{x} s I(D) 
'") >--(D-6)=>..(D-x)=>..(0)=0=1-1=>..(D)-1. 

b) Deaioetraci6n para n=2. 
Caoo 1) Sea D una di¡¡ró.fica eiDl'trlca con doe vértlcee 

ein flecha, entonces X(D)=l. Sea x e J(D), y 
S={x,ir} conJunto independiente, por lo tanto: 
L > x e s =cx.vl 
, e> S={x,v} s; I<Dl 
lll) X(D-5)=>..(D-{x,Jr})=>..(0):0=1-1=>..(D)-1. 

caso 2) Sea D una dilll.'áfioo eiD>trica con dos 
vértices adyacentes, entonces >..(D)=2 (D: x ~ ir> 
sen x e J(D) v sen S={x) conJWlto independiente por 
lo tanto: 
l) X <! S={x} 
l l) S={x} ;; I(D) 
l Ll ) X(D-5)=>.. (D-x)=1=2·-l=X (D)-1 

Hip6tesie de ln Inducci6n: Sea D' unn dieráfica s~trlca con nil
mero de vértices menor que n, entonces para todo x e I(D') existe 
un conJunto independiente s· con loa sisuientaa propiedades: 

l) X G 5' 
") s· s: ICD') 
u .. > xcn·-s· >=>..en· >-l. 

III. De1DOstraci6n para una dl~fica siDl'trica con n vértices. 
Sea D una di¡¡r.\fica simPtrica con un númiero de vértices 1RUA1 
a n, sea x e J(D). 
Considereaos (D-x) 111 cual tiene menos de n v<'rticea v ee 
le aplica ln hip!>tesls de inducción. Como X(D)=A, entonces 
debe suceder una de lae dos cosan: X(D--x) < >--(D)=>.. o al no, 
entonces >--(D-x)=>..(D)=>... 

Coeo 1) Demostración para cuando >..(D-x) < >--(D)=A. 
Sea D una dill!">fica silD">trica con n vértices, sea 
x a I(D). Si >..CD-x) < >--(D)=>.., entonces la afirmaci6n 
es vAllda pora S={x} conjunto independiente v por 
lo ·tanto : 
l) X·~ 5 ={x) 
t,) S={x} s I(D) 
ll1) X(D-S)::;>.(D-xl < ;>.(D)=>.. :S >..(D)-1=>..-1. 

I7 



D : 
l 

Caeo 2) Demostración para cuando :>.. (l>-x);;>..(D);;>.. • 
Sea Duna d111rá:f1ca et•trtca con n vért1oee v eea 
X e I(D). 

l 
Cons1deremoe <D-x> d111ráfica ei.tr1ca con -nos de 
n vért1oee, entonces cuaple con J.a h1Y.,teela de 1ndu

blp. oo16n por lo tanto para todo 11 e l(D-x) ealste un oon
Ind. Junto independiente T con J.ae ei11Uientee propiedades: 

t) y" T 
i. ) T s: I(D-x) 
l 't ) ;.. C (D-x) - T ] :;q D-x)-1 

Sea T u {x} un con;Junto. Por demostrar que 
T u {x} ee un conjunto independiente. La dellOstración 
ee realizará. par reducción al absurdo. 

Sup0nemoe que Tu {X} no ee con;Junto independiente, 
entonces exiete x, '".T advaoente a x, ee decir, tal 
que (x,x, ) , (x, ,x) eon flechae en D. Como x, E T z 

l(D-x), Chip. Ind.) , entonces x, ee un "'*rtice 
inicial de una trayectoria diri11ida de l.on&itud m:.xi
ma en (D-x). (Reoorde111oe que 1'.(D-x)=1'.(D)=X >. par J.o 
tanto exiete una travectoria diri111da de lon&1 tud 
aixima "'1'.'" contenida en ( D-·x) donde x, es IPUlltO ini-
cial. La traveotoria ( x, ,x2 .x. , ••• , X;... ) ee con 1'. 
vértioee en (l>-x) v no paea por x. Por lo tanto la 
POde110e extender: Cx,x.-x

2 
••••• ><;.._>. de tal manera que 

oc obtiene una travectoria con 1'.+1 ~rtioee en D. 
Eeto cuntradtce que J.a tra11ector1a d1ris1da de lon111-
tud D\xi- ea A.(D);;>... Tu {X} eB un con;'lunto 
independiente , donde: 
i ) X e [ T U {X} ] 
'') Por demoetrar que [ T u {x} ] z l(D >. 

Dftdo qUfl 1'. (l>-it):c.\. ( D)=1'. •> I(D-x> s ICD) V cOlllO 
T s 1(1>-x) s I<D) Chip.de Ind. ) v adeais 
x"' I(D), entonoee Tu {X} z l(D). 

i i t) Por de111>etrar que 1'.[ J>-(T u {x}) J = >..(D)-1. 

E,1emploe: 

1'. ( D-(T u {x}) ] = 1'.[ J>- T-{X} ] = A.[ (D-xl-T ] = 

=<hip.de Ind.) ~.(D-x)-1 = A.(D)-1. .,. 

I8 

(1.J4 "vts ,v
2 
.v, .v

3
) 

(v
2

,v
1

,v
4

,v:::¡;.-v
3

) y 

(v 
3 

, v, ,. v 
2 

,v ~ ,v 
4 

) son 

traveotoriae dirisidaa 
con 5 vért1cee. 
A.(D, ):ll. =5. 



Bn la d1111"io:f1oa anterior obnervuioa que l(D• ):{v 
2 

.... , •",} 

acte.ta l(D•) eat.á contenido en todas laa traveotorlaa dirl•idaa de 

loll8itud máxima. 
Sean: s.=<v. }, S

2
::{v

9 
} y S

8
={v

5 
} oon.1untoa lndependi-

entoa oontenldoa en l<D.>. A partir de eatoa oon;Juntoa obtenemos 
laa dilll'á:ftoaa a1au1entea: 

D• -s, :=D.-{'-'•}: 

D• -62 = 
D, -{v 

0 
}: 

D, -s.= 
D,-<'-',,J: 

V 

" .. 

V • 

va :i.. (D, -s. >=4=5-l=A(D, )-1 

19 



" 3 

(z..•' .v 2 .v' ,v !5 ,v 'I ,v d ,v 3 ) 

(V 
2 

•l> i ,JJ 
4 1 V a ,V 0 ,V? ,V~) 

(v
3

,vd 1v 7 ,v5 ,J.J4 ,i>, •"z) 

V (v
5

,v
7

,v
0

,v
8

,v
4

,v,,va) eon 

trayectorlaa dlrlaldae con 
7 ,,.rticee .·. 1'.(D.>=7. 

Obeervamoe QUe l(D
2

l=(v
1

.v
2

,v
3

,v,.} y ademie l(D•) esté con
tenido en todas las trayectorias diriaidae de lonaitud a\x1-. 
Sean S

1
=(v

1
}, S

2
=(v

2
}, S

3
:{v

8
} V S

4
{v

5
} con,1untoe independientes 

contenido& en l(Dz ). Con base en eetoe con,1untoe te~e las di
aráfioae elauientee: 

B,1emploe: 

D.-s, = 
D.-<",}: 

"'• 

20 
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D,-s,= 
D,-<"a>: 

D -S = z a 

D -5 = . .. 
D, -{'-',, }: 

V 
a 

21 
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Con base en la oon3etura e 1 oe propone la oonJetura 
eisuiente: 

OOHJB'l'URA e 2. Para toda dillI'ifioa D. existe un oonJunto 
independiente S tal que : 
; ) S s; I(D) 
tl) ll.(D-S)~(D)-1 

lt1-1oe: 

D,: 

D,-s = 
D,-<..,,>: "• 

D . 
2. 

" ... .. ? 

... • 

22 

... 
2 

ee una trQectoria d1-
r1•1da oon 7 ~rtioee 
.·• ll.(D, ):7. 

Sea S={l>, ) un oonJunto 
independiente • 
S={v ,> s I<D, ). 

ll. <D, -S)=6=7-1~ (D
1 

)-1 

(1.1? .l.} d .v z ,I> 4 .v' ,v 5 ,v 9) 

ea una traveotoria 
d1r1•1da de lonaitud 
•xima .·. ll.(D

2
)=7. 

Sea S={v 
7 

} un conjunto 
independiente. donde 
S:{v

7
} s; 1(0

2 
). 



.... 

V 
7 

... .. 

.... • 

23 

<v,,v
5

.v?.v
8

,v
4

,v
8

.vd)y 
<~,.~5 .v7 .v8 .v4 .~2 .vd) llOD 

trlU'eotor1ae dir1•1das oon 
7 ,,.rtioes .·. >..(D

3 
>=7 e 

uo. )={!>. } • 

Sea S={v • } un oon.1unto in

dependiente "' 
S={v,} s I<D,) • 

(v5.v?.va•v,,v •• vo) ea 
una trueotoria dir1 -
&ida con 6 vértioes 

·" i.. (D• -5)=6=7-l=k (D
3 

)-1 

(v
2

,v
3

,v
1

,v
4

), (vs,v
8

,v
2

,v
4

) y 

(vu,v
2

,v •• v,) eon traveotorloe 
dir1&1das oon 4 W.rtices 
'" k(D,>=4 e I<D,l={v•'"z•"a} 

Sean s,=<v,}, 5
2
=<v

2
} 11 5

3
={v

3
} 

con.1untoe independientes . 
Observamos que s. e l(D,) 

s.c HD,) 11 S
9
c I<D,). 



D4 ·-S, = 
v.-cv. 1: 

D -S = 
• 2 

D
4
-{v

2
}: 

v.-s.= 
v.-<v, t: 

, .. 
" 

V .. 

"• 

24 

V •• 

"• 

cv •• v •• v.> ea una traveoto
r1a d1r1s1da con 3 Vértl-
cea. 

(~ 9 ,v 1 ,v4 ) ea una traveoto
r1a dirlaida con 3 v9rt1-
cea 

(v
2

,v
1

,v
4

) ea una tra

veotoria dirlsida con 
3 vértlceo .·. 
;qD

4 
-5

9 
):3=4-l:X CD

4 
)-1. 

<~,,v,,v7 ,v10 ,v, 3 ), 

(v,,v~,v7 ,vP,v,,), 
(v.,v~ 1v7 ,v0 ,v, 1 )y 
(v1,ve,v?,v1o'v1s>• 
oon travectoriae 
dlrlsidao de longi
tud •xtma .. 
>-CD,, )•5 e 

I ( D
5 

)={v • , ., 
0 

} • 



Hn la di~ :floa anter1.or S={v, •"' 
9 

} ea un oon,junto indepen
diente. Bntonoee S 5 HD,,), por lo que D

5
-S es: 

D -6= 
5 

D,.-tv • ..... ,. l: " • 

.., 
• o 

"' .. 

"ad 

Cv, ,v7 ,i.> to ,v.&•) 
es una traveoto
ria dir181da de 
lona1tud •xlaa. 
.. :>..<D.,-6>=4=5-l= 

:>..(D., )-1. 

(V!S,v8 ,v .1.8 ,v t4,v18 ,v .id'v .l.?). (VD ,v.., .v p•v UI ,i.·,. ,vzo ,v25 )., 

(v3!1'v:-tz'vza'vzz'v~a'v1.d'vt.7) V (v3e'vao'vz7'vza'v1.•'v2o've) eon--

25 



traveotorlu dlrlaldae de lonattud •xi.a, .. ll.(D" >=7 e 
I<De1>=<11

8 
,v •• v •• ,v

811
}; eea S={v

8 
,v

9 
,t>

88 
,u

8
") un 001l3unto 1nde

pendlente. Bntonoee 5 s I<D .. >, de donde obtelleltOa la dlKÑ-:floa 
0

6
-5. 

D.,-5: 

... • 

V 
Sd 

ll'eotorla dirlelda de lonettud •xi-.·. :qo
6
-5)=6 y ee cumple que 

ll.(D
6

-5)=6=7-1="-(D
0

)-1. 

26 

(v
1

,v
9

,v
5

,v
4

).(v
2

,v
9

,v
5

,v
4

), 

(v
5 

,v
4 

,v
3 

,v
2

) y(v d,v3 ,v5 ,v,) 

eon traveotorlae dlr1&1dae 
de lonaltud mxllla, .·. 

l\.(0
7 

)=4 e l(D
7 

):{v.,v
2

,v
5

,v
0

} 

Por lo que-



en la diar-\fioa D
7 

tenemos S={V • ,v 
2 

.~·,.} oon,1unto independiente. 
Bntonoee S s I<D

7 
). Obtenes>e la diarAf1ca D 78: 

D
7
-S= 

D
1

-{v
1 

.v
2 

.v
5

}: 

... • 

V 
o 

(v 4 ,va,v
7

) ea una 
trAll'eotoria diri-
8ida de lODllitud 
... i.a. y 
>..(D

7
-S>=3=4-1= 

>..(D
7 

)-1. 

Haata el 909ento Podemioa afirmar lo ai1111iente: 

OBSBRVACiotf 2 : Claramente, si 'il 

I(D) n r! (Jl), entonces toda travectoria 
-1•1mll con ori•en en v contiene a Jl • 

ee un vértice en 
dir181da de lonaitud 

PnMatrootón .a. Beta demostración ee reallz~ por redueoi6n 
al absurdo. Sea y e I(D) n r;(x), entonceo: 
Suponemos que exiete una trayectoria diriaida de lonaitud 1111>.xi
(l\.(D)::),.) con oriaen en v que no contiene a x • 

See <v,x,,x
2

, ••• ,x, •••• ,"x_,> una travectoria dirigida en D 
de lonaitud •xi.a (>..(D)::),.) con orisen en v. que no contiene a•· 
Por lo tanto x" x, para (1Si;;>..-1). 

: 

y 

•• . • 
Por lo anterior y no eo vecino externo de x de donde 

Y e I(D) n r!<x> lo que contradice la afirmación. Ya que oi y fuera 
vecino externo de x, entonces (x,y) e A(D), lo cual noe peraitiria 
extender la tr8ll'ectoria de tal forma (x,y,x,,x

2
, ••• ,~-•) eer1a una 

tra?ectoria diriaida con orisen en x, y de lonsitud >..+1 en D. 
Contradiciendo que >.. ee el nú-ro a\ximo de vértices en las 
tr8ll'ectoriae diriaidae en D. Por lo tanto ee puede concluir que 
toda trayectoria dirisida de lonsttud a\x1- con orisen en y 
contiene a x. t 

E,je91PlOB. 
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(v,, •"•,v., ,v • ,v • ,v • ,v 
7 

, v z) e11 una.. travectoria diri11ida de 101111i
tud -'xima =8-1 .·. ;\.(D.>=B V r

0
• (v

6
):{v,,} ademr.11: 

v" e C I<D•) n r; ("• )] ; obeerva-11 que la travectoria diri&ida de 
• 

lo1111itud -'xima con ori11en en v., contiene a v 
4 

• 

.... 
(v 

9 
,J.J 

5 
,v 

4 
,va ,J..1, ) 11 (v 

5 
,v 

4 
,va .v 

1 
,v 

2 
) son dolS trayeotoriao dlrigldae 

de lon&itud -'ª!,- .·. ;\.(Da >=5 e I(D
3 

>={v
3 

,v.,} llCle511 ; 
V •. e e I <D, ) n r D (V.)] ; obuervamoe que la travectoria diriaida de 

2 

101111i tud a\xima con origen en v • contiene a v, • También ; 

••., "' [ I(D
2

) n r; ("•)] y v,, e [ l(D
2

) n r; (v, )] y obaerva.>e que 
a a 

la tra11eotorla dirigida de lonaitUd a\xlaa con ori11en en v,. 
contiene a"'• lf v, . 

Conviene hacer la oboervac16n eiauiente: 

En general, ei lf pertenece a I(D) n r;(x), entoncee no e11 

cierto que '"Toda trayectoria d1r1&1do. de 101111itud ..,.xllla con ori
sen en lf contiene a x ... 

EJeaplo: 

28 
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D: 

"' • 

!> • 

ll.CD>=5 

"'•e I<D> n r;cv,> 
Nota: La tralfltctcrta d1r1-
a1da (Va•v •• v,.v5 .vd) de 

J.onaltud a1K19a m contle
ne a v,. 

COlfJB'1'URA e 3 : Para toda d181'if1ca D. exlete un vértice x 
con las eiaulontes propiedades: 

D· .. 

') X E I(D) 
' , > V 'ff e UD> n r; (x). toda travoctoria dlriaida de lonal-

tud •xtaa con orlaen en 'ff contiene a x • 
Aa1. J.a ConJetura e 3 111Pl1Ca la Con.1etura e 2. 

E.1e11Plos: 

!> • 
(v, •"' 2 •" • > 'lf (1> 2 •"', ,v •) son travectoriaa dirlaldllB de lonaitud 
l!Pxiaa .·. 11. CD, ):3 , l(D

1 
):{va ,v

2
} 'lf eo cumple QUo: 

tice 

l) ., • G I<D,) 

L") "'a E ICD,) n r: (v •), nos damos cuenta que la travectorla 
• 

dir18ida do 10111Jltud Dáx.lma con oriaen en ... • contiene a 

"' .. 
Obnervao16n La ConJetura e 3 tftlllbién ee cU1111>le con el vér-

V 
z 

L) ...... ICD,) 

L •.) v
1 

a ICD,) n rD < ..... ), . nos damos cuenta que la travecto-

ria dirialda de lonaitud Dixi&a con orlaen en v • oon-

tiene a"'• • 
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1': 

D. z. 

(v • ,v • ,v, ,v,. ,v.,) ee una trairectoria dirlaida de lonaltud axi
.. >..(D• )=11. Y 111e cumplen laa propiedades: 

1) "• • I<D0 ) 

l\) Obearvaoión I(D
2

) n r;, (v
2

) = 0, e 3 ll) se cumple por 

vacuidad. 

(v
21 

.v
8 

•L', ), (1.1
9 

,1>
2

,v
1
), (L-'

5 
.v d'u 4 )V (1.1 6 .1.>!S .v 1 ) aon travectoriae 

dlri11idaa de lonaitud •xi- ·" >..(D8 l=3 e I(D8 >=<"'a•"a•"'.,•"'.,} y 

se cumplen lee propiedades e1au1entee con v
2 

• 

•>"a"' l(D9 ) 

l '- ) v 
1 

e I (D• ) r~ r;;- (v 
2 

) donde la tra:vectoria d1r111ida ele 
• 

lonaitud 111xiaa con 0~111en en 1>
8 

contiene a "a 

Mee duloe cuenta que tambi•n se ctmPle con "'., • 

il "'" "' I<D,) 
l•)v,.el(D

8
) nr;;-

3
(v

0
) donde la tra:vectoria d1ri11ide de 

lonaitud laixiaa con orisen en v,. contiene a v., 
Obeervimoe que con el ""'rtice v • tambiol.n oo oumiplen lae propieda-
deo: 

') .... E I<D.) 
¡¡ > v 

2 
e I CD

8
) n r- (v > donde lo 

ºz a 
lonaitud llixiaa con crisen en v

2 
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Aelal_, las propledadea ee o-len PIU'a el ""1rtioe v,.. 
L) ",.e 1(08 ) 

¡ q ., 
6 

e ICD•) n r;;
0 

<••,.) donde la traveotorla dlrialda 

lonaltud aloxlma oon orlaen en v., oontle- a "',. 

... 
• 

de 

I(D•) r, r;;• Cv,>={v
2

,v
8

} donde >..(D,>=6, ll'a que, (v
2
,v,,v

11
,v,,v.,,v

3
), 

(v.,v2 ,v4 ,~,.~,.vd) • (v4 ,v0 ,v,,vd,v9 ,v2 ) aon traveotorlae d1ria1-
dae de lonaltud aixt.a ll' ee ouaplen las propiedades con el vértice 
V.• 

1 ) .... E I(D,) 
l l) "a ., I(D,) n r;; (", ), donde la trllll'eotoria d1r1&1da de 

' 
loll81tud máxima oon or1sen en v 

2 
contiene a v, • 

Asilll_, las propiedades elsulenteo ee 0U11Plen: 

D . ,,. 

L 1 ,, , e reo,> 
L •. ) .... E I CD, ) n r;; (". ) • donde la trall'eotorla d1r1a1da de . 

lona1tud mllxima oon orisen en"'• contiene a"',· 
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I(D ) n ,- (V )=(i..• ·" ·" •'-' } donde X(D >=11, 11'ª que, 
!I a 5 d • ' a P s 

aulentes son traireotorlas dlrt11ldas de loqltud ... :i- : 
(v

6
,v

5
,v.,v,,v

2
,v

4
,v

7
,v,

0
,v

0
,v,,,v.) 

(v.,v,,v
3

,v
4

,v
7

,v,
0

,v
0

,v,,,v.,vd,v5 ) 

las al-

(v 
4 

,v 
7 

,v 
10 

,v" ,1>,, ,va ,v d ,v 
5 

,va ,v 
1 

,v 
2 

) 

(v8 ,~d.v5 ,v8 ,vt,v2 ,v4 ,v7 ,v10 ,v0 ,v11 ) y 

(v
0

,v
1
,,v

8
,v

0
,v

5
,v

8
,v

1
,v

2
,v

4
,v

1
,v

10
) oon trayeotorlae d1rifil1daa 

de loqltud miK1-. 

Las propledades slaulentea se CIDIPlen para los •rtloes "
0

, i..•
8 

•"' •, 

"•• 11' •-•., respectlv-nte. 
l) V o E I<D,.) 
H > " 0 e I(D11 ) n r;

11 
(v 

0
), donde la tralf80torla dlrlalda de 

loqlt;ud a\:111- con oriaen en "• contiene a v 
0 

• 

Moa damos cuenta QUe tambi~n ae oumu>len: 
L 1 .... E I<D,,) 
LL) "•E l(D

11
) n r;

11 
(v

0
), donde la tralf80toria dirtatda de 

loqitud ali:111- con oriaen en v • contiene a v 
0 

• 

Ad~a se sattafacen las propiedades atauientes: 
'> "'o • I<D,,) 
>t• "•a I<D,.> n r; (v

0
), donde la travectorta dirlatda de 

~ 

loqltud ••1- con oriaen en "
8 

contiene a v 
0

• 

Aeiataa> se cU11Plen ') y l l ) parft: 

D: 
d 

L) ..... E I<D,,) 

'' > "'P & I<D,.> n r; <~.,>. donde la travectorla dtrlalda de 

" 
lonaitud alix1- con ori11en en v P contiene a v 

0
• 

,, 
• 
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las 
(P,,v2 .v5 ,~4 ,v9 ) w (v.,P •• v,,v5 .v•) aon tra»"ectorlaa dlr181dae de 

lonaltucl •xi.a •. ·. :>..(D~>=5 e I(Dd>=<v, •'"'a}. Donde ae ~len 
propledadea 11l1111lente11 para "

2 
• 

t) ''.e I(D
0

) 

'L ) v, e I (D
0

) n r; 
0 

(v 
2 

) , donde la traveotorla dlrl11lda 

lonaltud alalaa oon orl11on en ", oontlene a "a . 
Tlmbl,.n ae ~le para el ""rtloe v, : 

l) v, • UD
0

) 

de 

Lt) "'• • I(D0 ) n r;
0

<v, ), donde la tra11ectorla dlrl11lda de 

lonaltud •XlM oon or111en en v
2 

oontlene a v, 

OBSBRVACIOll 3 : La ConJetura C 3 1Ql1oa la Con.111tura C 2, 
ea deolr: 

(C 3) 61 para toda dlp-.t.:flca D, ealate un ""rtloa a oon las 
sl1111lentea propiedades : 

t) X e 1(0) 
") v 11 .. I<D> n r;cx>. toda traveotorla dlrl11lda de lonal-

tud •xi.a oon orl11sn en 11 contiene a x . 
Entoncea (C 2) exlate un oon.1unto lndependlente 6 tal que 

li.i) 6s; l(D) 
"') >. (0-6)=:>.. (0)-1. 
Dnppatraol611, .a. Por 1nduoc16n llObre el namero n de "6rtlcea 

de D. 

I. a) Dellostrac16n para n=l. 
51 O ea una dllllI'iflca con un ~lo 'v&rtlce, entonces V(D)={x} 
11 :>..(D)=l. Se tlene que exlste un vértloe a tal que: 
•·) x • I(D) 
•' > v 11 • I<D> n r;cx>. toda tra11ectorla dlrlslda da lon11i-

tud m'xlaa oon orlsen en 11 contiene a x • 
Entonoea exlate 5 tal que: 
Sea S={x} con3unto independiente. 

•·, t ) 6={x} s; UD> 
'·") :>..(D-6)=:>.. (D-(x} )=A (0 >=<>=1-l=A (D)-1 

b) Delloatrac16n para n=2. 
Sea D una dljp'á.fica aslll'!trlca con dos ,,..rtlces. 
Caso 1) Sea D una dlaráfloa con doa iiértlcea advacentes if, 

entonces >. (D)=2 11 exlste un .,,...rtlce x tal que: 
l) X E I(D) 
ll) V 11 a (I(D) n r;(x))=0, toda tra11ectorla d1rl111da 
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de lonaitud iaixima oon ori11en en v contiene a 
x. 
Y existe S tal que: 
Sea S={x} (con.1unto independiente). 

iU ) S={X} Si l(D) 
iv) )1.(0-S) =MD-{x})=1=2-l=A(D)-1. 

caeo 2) Sea D una di¡¡rá:fica con dos vértices no acJJraoentes 
( )1.(0)=1 ) • 
Y existe S tal que: 
Sea S={x,vJ oon.1unto independiente. 
'L" > S=(x,v> s I(D> . 
Lv) )1.(0-S)=A[ 0-(x,y} ]=A(0)=0=1-1:)1.(D)-1. 

caeo 3) Sea D una di~:fica s19litrica oon dos vértices ad
yacentes y )l.(D)=2. Sea S={:x ), con.1unto indepen
diente 
Hl) SS I(D) 
LV) )1.(0-6) =A(D-x):l=A(D)-1. 

II. SUJ>oner para •nos de n vértioe11 , ea dlloir: 
Para toda diar'-:fioa o· con -nos de n vértice11, exi11te un 
'V'!'rtioe s tal que: 
L) X E l(D•) 
• L 1 V 11 ., I(D' > n r;. Cx), toda traveotoria diri11ida de 1011111-

tud m1lx1M con ori11en en 11 contiene a x • 
Bntono1111 existe un con3unto independiente s· tal que: 

l'd s· so l(D') 
,,.,¡ "'o·-s·>=AcD·>-i. 

III. De9o11traoi6n Plll.'a n vértices. 
Sea D una diar'-:fica oon n vértices ( )l. (D)=)I. ) , e:xi11te un 
,,..rt1ce :x tal que: 
t 1 X e l(D) 
• •.) V 11 ., I(D) n r;;«x> toda traveotor1a dlri111da de 10D11itud 

D1ximll con ori1111n en v contiene a :x • 

Por 
hip.'>tee111 
de 
lnducc16n 

Coneider11110e la di¡¡r.li.flca (D-x) con -non de n 
"Vértices, entonce11 existe un yél.'tice :x· tal que: 

') x· "' I<D-x) 
LL) V ve I(D-:x) n r;_xcx·), toda travectoria 

dirisida de longitud llixiall con origen en 
v contiene a x• • 

Entoncee existe un con.1unto independiente R tal 
que: 

<ti ) R s:; l(D-:x) 
LV) )\. [ (0-X)-R ) =A (l>-X)-1. 
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cuando quita.le a D el vértloe x debu euoeder wio de loe doe 
caao11 atauiente11: 

[ 
Callo 1) i.(D-x) < X (0) o 
Callo 2) X(D-x) = X(D) 

Callo 1) Delloetraoi6n para X(D-x> < >..(D). 
Bxiete S tal que : 
Sea B=(a} con.1unto independiente + 

LLL) S={x} S l(D) 
Lv) >..(D-S)::>..(D-x) < X<D) 
+ >..(D-5)=>..(D-x> ~ >..(D)-1 
ca.> x "' I(D) + X(D-a)::>..(D)-1 

.. >.. (D-5)=>.. (D)-1 

Callo 2) o->etrao16n para X(D-Jl)=>..(D) 
Bxi11te R u {x}, por lo tanto: 
Por de9o11trar que R u {x} e11 un oon.1unto indepen
diente. 
Delloetrao16n por reduoo16n al ab8urdo • 

Supo-e que R u {X} no e11 oon.1unto indepen
diente (R ea oon.1unto independiente por bip!>teeie de 
induooi6o >, entonoee bQ un "6rt1oe x, e R que ee 
acb'aoente a x, ee decir <x, ,x) o (x,x,) ea una fle
cha en D. Colla x, e R s I(D-x) (por hip!>teeie de 
induco16n), entonoee x, ea vértice inicial de una 
trllll'ectoria d1ria1da de lonaitud aáxlma en 
(D-x), C P11Beto que >..(D-x)=>..(D) ]. Sea <x, .x,. •. ··Xxl 
dicha trayectoria. 

a) Si (x,x,l ea una flecha en D. 
Conaidere.oe (x,x, ) u <x, ,x

2 
•••• •Xx) 

aei hew>e obtenido (x,x, .x. , ••• •Xx) 
una trayectoria con >..+1 'VÓrtioee 
en D. Lo cual contradice que >..(p)=>... 
Por lo que ee concluye que R u (x} 
ee conjunto independiente. 

b) Si (x
1

,x) ee una flecha en D, ee decir, 
Como x, e R s I(D-x), entoncee x, ee 
punto inicial de una trayectoria di-
ri11ida de longitud aáxlma en 
(D-x). 
Sea <x,,x

2
, •••• X¡._) dicha trllll'eotoria. 

PUeoto que X(D-x)=>..(D)=>.. entonoeo re
eulta que I<D-xl s I<D) y x, ., l(D) , 

35 

: 

A"· 
..,X ¡ K2 



v tambi~n (x
1

,x
2

, •••• ll\.) ee una trairector1a diri

aida da lonaitud -.txi- en D (>..(D)::>..). 

Dicha trayectoria no contiene a x • Lo anterior 
oontrad1ce a qua en D exiete un 'Vértice x tal 
<¡ue: 

L) X a l(D) 
LL) V x, e I(D) n r;cx>. toda travactoria diri-

a1da de lonaitud -.txi.a con or1aen en 
x, contiene a x • 

. . ne ooncluire que R •J (X} ee oon;Sunto 
independiente. 

"') Por demoetrar que < R u (X} ) s ICD>. 
Por hipóteeie de 1nduooi6n R s I<D-x) 
Ca.> >..(D-x)::>..(D) .. l(D-x) s l(D) .. 
R S l(D) y x e I(D) .. R U {X} s l(D). 

•v> Por demoetrar que >.. e D-(R u {X}) J=>-(D)-1 
>.. [ D-( R U (X} ) ] >.. { D-R-{x} 
>.. [ (D-X)-R ] ::>..(D-X)-1::>..(D)-1. 't 

Para ver <l\18 la ConJetura e 3 1-lica la ConJetura e 2. Con
eideremoe nuev-nte lae dillt'if1cae D, ,D

3 
,D

4 
,D,., ir D., lae cuales 

e3e11Plificaron la Con3etura C 3. Y ahora B3811Plificar1n que C 3 
i11Plioa e 2. 

D, ··S: 

B3811Ploe. 

Sea S={v,} s ICD,) conJunto independiente. 

.. • 

>..(D,-S>=2=3-1::>..(D,)-1 • 

Sea S={»
2 

,v,.} s l(D
3

) conJunto independiente, entoncee 

con baee an eete con3unto obtene8De la ei1111iente d:lJII>ifica: 
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D
1

-S: 

D,-B: 

Sea S={v ,> !ió I<D, > un con.junto independiente, entonoee: 

"' .. 

.... 
3 

<",.•"••".,•"'a•"a) ee una trQeotoria d1r1111d& de lon&1tud m.ixima 
... ;qn.-s>=5=&-1=h<D, >-1. 

Sea 6={" ,.> '" I<D,.) un oon,1unto independiente. entonoee: 

D,.-S: 

(v~,v9 .v,.v2 ,v,,v7 ,v,0 ,v0 .v •• ,v
8

) ea una travectoria dirlsida de 

loDM1tud a\xt.a ·" k(D,,-Sl=10=11-1=h(D., )-1. 
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Sea S={v } un oonJunto independiente , entonoel!I: • 

V 

' 
<v.,v

5
,v

4
,v

9
) ea una trll'l/eotoria diriaida de lonaitud mfi.xillll 

.. ll.(Dd-6)=4=5-1~(04 )-1. 

TBOBl!MA 4 : Sea D una diar<\fioa tal que todo vértice tiene 
81'adO ~ 3. Bntonoe11 D aatie:face la Con,1etura C 3 ( '11 entonce& C 2 
V C 1 ). 

TBOIU!lfA 4 : Sea D una diSrAfioa tal que todo vértice tiene 
arado ~ 3. Bntonoea exiete un vértice x con laa ei1111ientea 
propiedadel!I : 

') X e l(D) 
L • ) V '11 o; ICD> n r;cx>, toda traveotoria diriaida de lonaitud 

inixima con oriaen en '11 contiene a x 

Dr!wJntng1611 ;.. Por reduooi6n al abeurdo. Suponemoe que la 
a:fil'lllloi6n ee :falaa , ee decir, INJ>OnemDB que para cada x E I<D) 
exiete v ,. ICD> n r;cx> y una traveotoria dirialda de lonaitud 
-xi.a con oriaen en v que no contiene a x Y nea x un vér-

tice en ICD>, entonoee hav un vértice 

oriaen de una traveotoria d1r1a1da de 
contiene a x • 

v e ICD> n r;cx> el cual ea 

lonaltud n1xima que no 

Por otra perte v e 1 (D) , entoncee hav un 
vértice z e ICD> n r~<v> el cual ee orlaen 

de una trll'l/eotoria dlrialda de lonaltud ... xi.a 
que no contiene a '11 • Continuando ente 
procedlalento oonatrullloa un ciclo dlrlaldo 
<x. ,x

2
, •••• x.,) tal QUe , para todo L (mod. p), 
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halr UIUl tr!lll'eotorla dlrl&lda de lonaltud mi.xi.a oon orlaen en 
x, que no contiene a x, +• • Ya que-

que, para todo • < 1 ,;; ' ,;; p ) 

11 6;;<x, )=1. ·~. 

Como la trQeotorla dlrl11lda de lon- " ; 
¡¡ltud llixlma oon orlpn en x

1 
no 

contiene a x
2

• entonces tampoco contiene 
a xP, va que el xP eetuvlese en dicha 
trQeotorla , entonces la trll'llectorla con orlaen en x

1 
tendri a 

que lleaar a al.a'ln x; ( 3 :!i ;t:;; p ). Bato 1-llcaria que 6;;tx;)=2 
,. 6

0 
(xi >=4 , lo cual contradice que 6

0 
txi) :;; 3 • 

Por lo que ee ccncluire que efectivamente la trayectoria dlri
alda de lcnaltud -1.xlma con crisen en x

1 
no contiene a x

2 
11 

t1111P000 contiene a xP • Kntoncee asresando la :flecha (xP ,x
1

) a 
dicha trll'lleotoria ee obtiene una nueva trlllleotorla de con :>..+1 
vértices en D. lo cual contradice que :>.. (D)=>-- • 

D . . . 

Kntoncee la a:fll'llllc16n del Teorema 4 ee verdadera .,.. 

B;teaploe: 

V 
a 

V .. 
ÓD (V 

9 
):3, ÓD (V 

4 
):1 11 

• • 

(va ,v
1

.v4 .v
2

) y (v~.v 1 ,v •• ~.> B<>n traveotorlaa d1rlg1dao de lon-
111tud mi.xi.a .. :>..(D

1 
):4 e 1(0

1 
)={v •,v.,} , ee cuaplen: 

L) Exlete v
1 

e l(D
1

) 

'' ) "., ., I<D1 ) n r;; (v, ) , la tra11ectoria dirigida de longitud 
• 

nf&xima con oriaen er1 v !5 contiene a v 
1 

• 
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V .. 

V 
z 

V 
? 

6 0 (v • >=2. 60 (va )=2. 
z • 

6
0 

(V 
9 

):3, 6
0 

(V. ):3. 

• • 
6

0 
(V~)=2. 60 (v0 )=2. 

• z 

(v,,v7 ,vd,va,v •• v,,v2 ), (v8 ,v,,v2 ,v.,v7 ,vd,vD) V 

(v.-v,.v.,,v ... v,,.v •• v,> eon trQector1an d1r1a1dlln de lona1tud mi
x1- .·. :>..(0

2
)='1 e l(D,.>=<v,,v •• v •• v,.,v,.,v ... v,>. Por lo tanto 

ee ~len: 
i ) B:ll1ate v" • 1(02 ) 

L L ) v • • 1(0
2 

) n r; (v" ) • Lll travectoria d1r1111da con oriaen en 
• 

1, z contiene a v, .. 

Ll) "'• .. l(D ) n r- (v ). L& travector1a d1r1111da con or111an en 
a ºa • 

v • contiene a v" • 

V • 

trQectcr1ao d1r1111dan de lons1tud #xi.a 

I(D
8 

>=C"• •"z •"a ,v4 ). Por lo tanto se cU11Plen: 

t) Ex1nte v, e I(D
3

) 
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'i > v 
4 

e I<D
8 

> n r;• <v 
1 

>. La tra:reotoria diri•ida de lonaitud 

"'-•1- con orlaen en v 
4 

contiene a v 
1 

l!l Teo- 4 i11Pl1ca e 3, v e 3 19Pl1ca e 2 ., e 2 1-Plica 
e 1 

Por 4->atrar que e 2 fmpl1ca e 1. Be decir: 

Con3eturft e 2 • Para toda diarA fica D, exiete un con.junto 
independiente 5 tal que 

• > S ·~ I<D> 
H) .,._ (D-8) ""-(D)-1. 

Con.)etura C 1 • Para toda d1&raf1ca D a1n lazce, exiate un con3un
to independiente 5 tal que : 

"'<l>-S> < .,._(D) 

Por lo tanto: 

OBSBRVACIOll 4 : Si para toda d18J'é.f1ca D, ex1ate un conJunto 
independiente 5 tal que 

') S ,; I<D> 
'') MD-5) = X(D)-1. 

Bntonoea para una 
.,.. (l>-5) < >.. (D). -t 

BJJ!ltPLO: 

,.. 
• 

,.. 
• 

d1¡11V.f1oa D a1n lazo a ae tiene que 



(1J 1 .t.'.,·~·5 .i.•7 .u2 ) JI (v
11

.vP.v
8

.1J.,
0

.v .. ,> eon trayeotoriae d1r1&1d.u 

do 101111itud a\xi.a • ... :>.. <D, )=6 "ll' 6={",, v .. } e I<D,) donde 

S={v, ,,, , , } ee un oon,1unto independiente .·. obtenemoe D, -6: 

.... 
D,-S= • o 

D,-<v, ,v .. }: 

.... 
V U 

&2 

(v • •"',. ,v 'º ..... ") ee una trQeotor:la dir:lalda de 101111itud dxilla. 

Donde ee CUllPlen lee prop1edadeo e1au1entee: 
; ) S s I(D

1
) 

ll) :.-(D,-S) = 4=6-1=1'.(D1 )-1 

D, eo una d181'\f1ca oin lazoe 
lldea'<e ee cuaple: 

lll) 1'.(D,-6) = 4 < 5 = X(D,) 

11 cont1nuao16n ee denota par T(D) el conjunto de ,,.rt1cee 
term1114leo de lee trtllreotor:lae d1r1a1dee de lona:itud a\xilla de D. 

D: 

.... 
" 
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TBORllllA 5 • Sea e 5 VCD>-TCD). 51 l>-C tiene un nOcleo 5. 
entonoee X(D-5) < X(D). 

Dnepnt;roo16D ..:.. Se realizará POr reduoci6n al ~beurdo :POr lo 
tanto BUPOnemoo c¡ue en D extete. una travectoria dirl11ida de 
lonaitud llix1Jla c¡ue no - POr el 0:.cleo 5 de D-C. 
para C 5 [ V(D) - TCD) ) • Sea T dicha traveotoria, 
denotamoe POr a., el PWlto terminal de T • Bntoncee 
z0 e T(D) 1-llca Z., • C VCDl - TCD) ) POr blJéteeie 
es e VCDl-TCD> J. entoncee z0 • e de donde obtenemoe que 
z., ... e V(D)-C J. Ca.> la travectoria T no - POr el Dlleo 5 en
toncee V(T) ('¡ 5=0 1-lloa QUe z., - 5 ontonceo z., E e V(D)-5 ) • Por 
lo tanto hem>e encontrado QUe Z., e C V(D)-C ) n [ V(D)-5 J. dado 
que el vértice teNlnal eet.I> en la 1ntoraecoi6n ee deduce que 
z

0 
"" [ V(D)-C-6 )':[ (V(D)-C)-5 ) • Pero POr bip6tee1o 5 ea núcleo 

en D-C. POr lo tanto hall' un vértice p E 5 tal que (z
0 

,p) e A(D-C) 

como A(D-c) 5 A(D) entoncee (z
0 

,p) e A(D). 

Coneidere.ao la traireotoria dir111ida T ·= u Cz0 .:v> donde 
l(Tº) > l(T) lo cual contradice que T ee una t~aireotoria dirisida 
de lon11itud 9'x1Jla. par lo tanto toda trapeotoria dirigida de 
loqitud .r.xllla en D PftBft POr el náoleo 5 .ontonceo X CD-5) < X (D) • ... 

EJemploe: 

D . . . 

entonce o 

{a.i
0 

.v
7

.v
9 

.. v
0

.v,
0

.1.1
1

, .. v,
2

.i.>
13

.v
14

). Claramente ae oboerva que-
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S={i.• ,v ,v } ea un oon,1unto independiente v un núoleo de 
'ª 'ª ,, 

D,-C. 

T=(•',•"•·"7 •,..p•"u> ea una traveotori11. diriaida de Ionaitud 181:11.i
ma, entonoea X(D

1
)=5, ooneideremoa 11. D,-s. 

D
1
-S: 

T1=<v,,v4 ,v7 ,vP) ea una traveotori11. diriaidll. de loll8itud mtt.xillft en 

D,-s. Entonoea X(D,-S>=4 < 6=>..(D,>. 

T:(v7 .v9 .i.1,.v2 ). y T1=(Ll8 .t>0 .v!l,v1 ) eon trayectoria.e d1r1aidaa de 

longitud a\x.1118 :. XCD
2 

>=4 11.denl.o T(D
2 

>=cv, •"z }. 

Sea C={v • •"' 
0

} e ( V(D
2 

)-T(D
2

) ) , claramente oboervlllllOe que 

S={" •. ",.} eo un conjunto independiente 11 eo RO oleo de D-C. A con
tinuec16n conoidere110e 111. d18I'ific11. de D

2
-S. 
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.... o 

D.-s: 

D . .. 

- _:.· • ..!. ;-._·~· . .:.:.;_:-' ~ ' : ~ ., ·: ' '. 

O "'a 

/ .:· 
• 

,, 
• 

T =<"',•"'s•"'o•"'z•"',> en una trllJleotoria dirigida de lonaitud l!Pxillll 
par lo tanto >..<D. >=6 11 T<D

9 
>=<v, .... ,. } • 

Sea C={v, •"', •" 0 ,v 7 ,v •} s CVCD8 )-T(D9 )) donde Da -C::{"', "" z ..... } 

Sea 5={v, ,v 
3

} el cual ea núcleo en Da -e v Be cuaple la denisualdad 
en n.--s: 
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Tl!IOREMA 5-• ( OOAL DEL Tl!ORl!lfA 5) : Sea e s; CV(D)-l(D)). 81 6 el!I 
un conúcleo en D-C, entonces X(D--5) < :l.(D). 

Debemos ~strar que al D tiene un conOoleo 6, entonces todas 
las travectorias diri11idAl!I de lonaltud aia1- PIUian por 8. 

QnMatrogtón .:.. Por reducción al absurdo • 
Supo-a qua en D existe una trQeotorla d1r1111da de 

lonaltud aia1- que no pasa por al conúcleo 6. Sea T dicha 
tra11actoria • denote.os por z

0 
al ~rtlca inicial de .,. • entonces 

Z,, E I(D), POI' lo tanto z0 fl! [ V(D)-l(D) ), pero POI' hUótesil!I 
del too~ C s [ V(D)-l(D) ) de donde Z,, i! C, da aqu1 que 

z,, "' e V<D>-C J. AdeB\a como la trQectorla T no paaa POr el con.:i
cleo 6 entonces V(T ) ,.., s=e de donde 110 fl! 6 POI' lo que deducimos 

<JUe ªº e e V(D)-8 ) • HellOB encontrado dol!I con.1untol!I que tienen a 
z

0 
o~ elemento , POI' lo tanto Z,, e [ V(D)-C ) ,.., [ V(D)-8 l 

C ( V(D)-C )-8 J. Por hi~teaia 8 ea un oon.:ioleo en D-C, de donde 
hair un vértice ir e 6 tal que <ir .z

0
) e A(D--C) s A(D) entonces 

(Jr,Z0 ) e A(D). 

Consldal'OllOl!I la travectoria T'=(ir.z0 ) u T donde 

lo cual contradice c¡ue T sea una tra11ectoria d1ri11ida 
!Pxilla • Por lo tanto podellOB concluir Que toda 
dir111lda de lonaltud .i.xi..a en D pasa POI' el coll'lcleo 
:l.(D-6) < A.(D).t 

B,1emploe: 

D . . . 
... 

? 
,... 
• 

.... 

Z(T') > l(T). 

de lon111tud 
tra11eotoria 

5 , entonces 

T =(v, ,,... 
4 

•"., ,v
8

) es una traveotorla dirigida con loDSitud !Px1-. 

Por lo tanto X(D
1
)=4. 



Sea C={vd,i.>7 ,v•} s (V(D,>-I<D,)), adtl!Pe I(D,> ={va•"••"•}. 
Co11111de-e 6={1.>, ,,.. ,. } un oon(Joleo en D, --c. Por lo que al repre
eentar D, -s 11e obtiene: 

,.. 
o • 

,.. 
7 

,.. 
o. o .... 

... • 

Obllerva.oa que l(D2 )={v,.v5 } puesto QUe. T:(v,.v,,v8 ,v5 .v2 ) 

ee une traveotoria dlrlaida de lonaitud aixt.a . Aa1 ee obtiene 
que X(Dz )=5. 

Sea C={v • •"'• ,v.,•'',} s CV(D2 )-I(D2 )), entoncee: 

Conalderemoe S={" 
3

} ee un conOcleo en D-C, el qultamoe el oon

;Junto S a la dllll.'áflca D
2

, entoncea obtena.>a la d1111'iflce 

el11U1ente: 

47 



... , 

.... 

OOROLARIO 2 : Sea D una dllll'áfloa 
nOoleo 6, entonces ll.(D-6) < ll.(D) 

.... 

~" 7 

61 DC T(D) J tiene un 

Peepatrogt611.:.. Sea 6 un 11'Jcleo en DC T(D) ] • Adeaia, 

D[ T(D) J = D[ V(D)-( V(D)-T(D) ) ] = D[ V(D)-C 1 = D-C cuando 

C=V(D)-T(D), entoncea 6 ta.t>l•n ea núcleo en D-C, por el Teorema 5 
(61 C s (V(D)-T(D)] y al S ea núcleo en D-C. entonceo ll.(D-6) < 

X(D)) conclu1110a que X(D-6) < ll.(D). 1' 

D: v., 
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D[ T(D) ]: 

Bn eata aubdl!P'Afioa S=<v,,v
8

) ea un nloleo • 

... 
.. .. 

.... 
En eeta aubd11P'ol:f1oa ee ~le que >..(D-S) =2 < 3=>..(D). 

OOllOLARIO 2-•: Sea D una dillI'l\fioa 
oonOoleo S, entonces >.. (D-S> < >.. ( D) 

Si D[ I(D) 1 tiene un 

Deep9tr11Q1.611.:. Sea S oonúcleo en D[ l(D) ]. Ademe 
D[ l(D) l=DC V(D)-( V(D)-l(D) )) = D[ V(D)-C l =D-C, olellP!'e que 
C=V(D)··l(D) 

Por lo tanto S eo taabi•n conúoleo en D-C, aplicando el Teo

rema 5··• C Sea C r,; [V(D)-I(D)J, 01 S eo oonúcleo en D-C, entonceo 
>..(D-S) < >..(D) ) PO<letnoe concluir que >..(D-S) < >..(D). 1' 

EJomplo: 

D: 
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D[ l(D) J: V.t~Va 

Aqul &=("'••"'•>es un conúcleo. 

D-S: 

..... 

o .... 

Podemos concluir 
que: 

~(D-5)=3 < 4=~(D) 

En [iOJ :fue d890etrado que cualquier di~fica que tiene !!{' 
nóoleo satisface la Ccll.1etura 1. Claramente loe Teore-e 5 v 5 
son una 11eneralizaci6n de este resultado. 

Las condiciones eufioiente11 para <¡11e una digr;l.fica tensa un 
nooleo han sido inveetlaadae por varios autores ( Por eJe.iplo ver 
[4], [5], [6] ). 

PROPIEDAD :.P D : 

Se dir• <¡11e un 'Vértice x., I(D) satisface la propiedad :P
0 

el 
para cada cv.x> E Aep D[ I(D) l por lo -noe una de lae condi
ciones siaulentes se CU11Ple: 

l > Toda trQeotoria dirigida de lonsitud 111>\xlma de D con 
origen en v contiene a x. 

l' ) Toda traveotorla diri11ida de lonaltud alx1- de D 
conteniendo a x y no iniciando en x tUlblén contiene a v. 

A continuación se presentan dos di&l'Aflcas para eJelllPlifloar 

la propiedad :/'
0 

• en lae cualee 88 identifica el oumplillliento de 
loe dos inoieos. 

E.1e111Plos: 
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" .. 

T 
1 

=<x.v, .v 
8 

,i> a ,v, .v.v
5

) 11 T 
2 

=(7,x.,v 
4 1 1> 

8 
,v 

2 
,v 

1
,v

15
) eon trQeoto

rlaa diriaidaa de 101111ltud af>xlaa • Por lo tanto >.. <», >=7. 

I<D, >=ex.ir). Ademlil!I obllerv->11 que T
2 

tiene o-o 'Vértice inicial a 
ir v contiene a x. 
También (Jr,x) e "81119 D,C I(D

1
) J. 

Por lo tanto x 11&ti11faoe la propiedad :P
0 

11 

D. z. 

T 1 =(x,v9 ,,,,-... 1 ), 'f 2 =(y,x.,i.a8 ,v4 ) JI T 3 = (1,.1.,7,x,1-1•) oon traveotor1aa 
diriaida11 de 101111itud •xllla, entonces >..<».>=4. 

I(D
2

)={x,ir,v
8
), por lo tanto (11,x> e Aop D

2
C I(D

2
) J. 

Kn esta disráfica observemos que se cumplen la11 condiciones a1au1-
ente11: 

L) T
2
=(v,x,v

3
,v

4
) tiene como or1Men a y y contiene a x 

i.l) '-a:-:(v •• v.x,v
2

) esta trQectoria. contiene a x y no empieza 
en x, pero tllllbi•n contiene a y 

Por lo anterior el vertio e X e I<D
2

) satisface la 
propiedad :P 

º• 
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Teo.._ 6 : Sea D una d181'i flca . SI 
inducida de D tiene un 'V'll>rtice x e 
propiedad :P 

11 
, entoncee existe un oonJunto 

tal que X(D-S) < X(D). 

cada oubdi¡¡r;ifica H 
I(H) satisfaciendo la 
independiente S s l(D) 

TRORl!llA 6 : Sea D una dllll'áfica • SI cada eubdllll'lrtca H in
ducida de D tiene un vertice x e I(H), tal QU8 para cada <v.x> e 
~ H e I(H) ] por lo -nea una de las condiciones BlllUientea ee 
cumple : 

'> Toda trQectoria dirigida de longitud mfr.xima de H con 
origen en v contiene a x • 

'') Toda trQectoria dirigida de longitud .a.xi.a de H con
teniendo a x v no iniciando en x taabi•n contiene a V· 

Entonceo existe un con~unto independiente S s I(D) tal que 
X(l)-6) < X(D). 

PnMntrog16D .:. Por induoci6n sobre el nú-ro n de vértices 
en una di• fica D. 

I. l>Mloatrac16n para n=l. 
SuponellOB que D ea una digr.\fica con un wrtice ee decir 
D={x}, X(D>=L Y cada oubdla1!11flca H inducida de D tiene un 
Vértice x e I<H> que eatieface la propiedad "'u . 
C.-. la hip:'>teeU1 ee cumple para toda eubdilll'áfica H inducida 

de D. Consideremos la oubdigrafica H={x}=D inducida de D=<xl. 
la cual tiene un Vértice x e I<D> tal que para cada <v.x> .. 
Aepi DC I<D> ]=0 ee cumple la condiol6n (L) que para toda tra
vectoria dirigida de longitud nix1.aa de D con oriaen en v 
contiene a x. 

Bntonoee exiete un conJunto independiente S={x} s I(D) 
tal que X(D-5)=:\.( {X}-{X} )=:\.(0)=0 < l=A(D). 

II. HiP">teaie de 1nducoi6n. 5upon8110e que el teore1111. ee valido 
para digráficao con n-1 vértices. 
Sea D" una diar.\fica con n-1 wrticee 5i cada eubdiaráfica 
H" inducida de D" tiene un Vértice x· e l(H") tal que para 
cada (y" ,x·) e A8pi H" C I (H") ] por lo 11&.noe una de lae 
oondioionee ei11Uientee ee cumple: 

' l Para toda trQeotoria dirigida de longitud lláxi1111. de H" 
con origen en v• contiene a x· • 

L' > Para toda travectoria diri&ida de longitud nixima de H" 
conteniendo a x· v no iniciando en x" también contiene 
a .,, •• 

Entonceo oxiote un conJunto independiente 5" s: I(D" > tal que 
X(D"-5") < X(D") . 

III. DemootrallOa el teore11a para diarAficao con n wrticee. 
Por deaostrar que oi D eo una di&rá.fica con n wrticee v el 

cada oubdiar•fica H inducida de D tiene un Vlil'rtice x " I(H) que 
64tieface la propiedad "" . Bntoncee exiete un conJunto indepen
diente 5 s I(D) tal que x (1)-5) < X(D). 



Demoetrao16n ea.> la hi¡óteeis - cnapl8 para cada 
1Nbdip6.Uoa H 1nduo1da de D. Conelde~e H=D. Por lo tanto D 
tiene un ~rtioe a e I<D) tal - para ca.da ('11,11.> e A8PI DC I(D) J 
por lo -nos una de las oondioioners si1111ientes - o-le: 

L ) Para toda traveotorla diriaida de lonaitud áJtlma de D con 
ori88D en 11 oonti8ne a 11.. 

L L > Para toda trQeotoria diriaida de lonaitud aai.a de D 
conteniendo a a ,, no iniciando en a timb:ll'n contiene a 11 • 

Conelderew>s D-11. • eo.> D-x 8S una di~i'.ioa con n-1 
v6rtioes entonces satisi'.aoe la hip6tesie de 1nduoo1.ón , por lo 
tanto y oomo cada eubd~Uoa lnduoicla de D-11. lo 8S taabl'tn de 
D, entonces existe un oon.1unto independiente J 5 I(D-x) tal -
).. e (D-x)-J ] < A. <D-x). 

Conolu18oe que el oon.1unto independiente J intereecta todas 
lae tr&11eotoriae diriKidas de lonaitud a\xi.a en D-x. 

Hall dos poeibilidadee [ 
a) 6i ll.(D-x) < A.(D). 

(a) que l\.(D-x) < l\.(D) 

(b) que ll.(D-x)= A.(D) 

o 

Bntonoee 6={x} 5 I(D) e11 un con3unto independiente tal 
que l\.(D-8) =k(D-{x})=ll.(D-x) < ll.(D). De donde S={x} intereecta 
todae lae travectoriae diriaida11 de lonaitud axi.a de D. 

b) 61 A.(D-x) = A.(D) entonce- I(D-x) 5 I(D). 

Con111deremo11 J u {x}. Bntonoe11 exi11ten do11 po11ib1lidade11 
(caso i) que J u {X} eea un con3unto independiente o, (oaeo 2) 
que J u {11} no eea un con.1unto independiente • 

Caeo t. 61 J u {11} e11 un con,1unto independiente entonoe11 por 
hip6teei11 de induoclón J s I(D-x) s; I(D), ademlt-11 
x e I(D). Por lo tanto S= J u {X} 5 I(D) e11 un 
oon.1unto independiente , tal que ll.(D-6)=A.[D-(J u {x.))J= 
l\.[ D-((x}-J) 1 =A.[ <D-x.)-J J < A.(D-x.): A.(D). 

Caeo 2. 61 J u {x} no e11 un con3unto independiente, entonces 
J s l(D-x) ee un oon3unto 
independiente, entonces helr un vértice y e J, que 
e11 adyacente a x. de donde {(x,y), (y,x)} ,., A<D) ,. e. 
Colla '11 E J s= l(D-x) entonce11 y ee un ""rtioe lniciai 
de una traveotoria diriaida de lonaitud e\x11Da. de D-x 
que no - por x.. Pero l(D-x) s I<D> entonces 11 ee 
un punto inicial de la trQectoria diria1da de lonaitud 
Dixlma en D que no contiene a x. . Sea T dicha 
traireotoria entonces T no - por x. Sea T "=(x,y) u T 
con l(T") IM>l/Or que l(T):')..(D)=A., 11a que ll.(D-x)=ll.(D) 
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B.1-lo: 

contradlolendo la eleool6n de .,. • Por lo tanto (a,v> • 
ACD>. Conolutmos entonoes que <v.a> ., A<D> ade9l>e 
X e I(D), V e I(D-X) 5 I(D). De donde (Jr,X) e Aavm 
DC I<D> l par la bip!>tesis del Teo~ 8 par lo •nos 
una de las con11lciones siauientee se c1111Ple: 

' ) Toda. travectoria dirlaida de loqitud .:.as.a 
de D con or1aen en v oontlene a a. 

'• ) Toda travectoria dirl11lda de 101111ltud s.ai.a 
de D oonteniendo a x, no lnioiando· en x, tallb~n 
contiene a v 

La oondioi6n ( • ) no se o,.ple debldo a QUe .,. es una 
trelfectoria dirigida de 101111itud a\xillll de D oon 
ori11en en v que no contiene a x 

Sea 5 = J s I<D-a) s I(D), par hip!>tes1s J es un 
oon.1unto independiente QUe interseota todas las 
travectorias dirigidas de lon11ltud _.xima en D-x. 

Adlm!.e se cuiq>le la condicl6n (u ) , de donde 
deduo1-s que <ir> s J intereecta todas las 
travectorias dirigidas de lon11ltud _..xlma que contienen 
a a y donde a no es PWlto inicial. 
Callo <ir.al e A(D), ne oimple que toda traveotorla 
dirigida de longitud a\xlma de D oon ori11en en a 
oontlene a v , va que de lo contrario PCldriemoe 
extender la traveotoria oon la flecha (7,x). Por lo 
tanto {V} s J intereecta todas las travectorias 
dirigidas de lonaitud a\xtaa oon or1aen en x 

Entonces 5 = J s l(D) ee un oon.1unto 
independiente que lntereecta toda.e lae travectoriae 
diri11idae de lonaitud a\xlma en D. Y se OUllPle que 
l\.(D-S) = l\.(D-J) < l\.(D). ~ 

D: X 0 

Coneidere90S H=D={x) .ObeerYIUMlB <¡Ue I (H)=(x} .. X G I CH>. 
Por lo tanto el vértice x satisface la propiedad "H par vacuidad. 

lle tiene que, l\.(D)=>-{a)=1. Por lo tanto existe S={x} con
junto independiente donde l\.(D-S)=>-(D-(x})~(0)=0 + ee cumple la 
deei1111aldad >- CD-Sl < >.. <D>. 

D: xo o 11 

Sea H=D, l(H)=(X,J'} + X., l(H). 
El vértice "x" satisface la propiedad "u par vacuidad. 

>- CD>=1 
Bxiete S={x,v> oon.1unto independiente donde: 
>- (D-5)""'-( D-{x,11} )=>-(0)=0 >- CD-S) < l\. (D). 



Un resultado 111a1lar al Tao 
como una oonaecuencia ea obtuvo 
IPx t 6

0
(x)= 6;(x) + 6;(x) / x e 

ra l. Aplicando el TeoreB!l 6 obten 
cuala11 •eneraliaan e11t11 resultado. 

6 fUe demo11trado en [101 lT 
cualquier dt.sráfica D con 

) l :$ 3 oatiefaoe la Con.')etu-

11 1011 Teore-11 7 v 8 1011 

TEORDIA 7 : Sea D wia dil(l'\ f1 a tal 
contenido en Aeftl D tiene un v*rti 11 x 

que todo oiclo diriaido 
que 81lti11fao11: 

6;(x) ;; 1 o 6;(x) s 1. Rntono1111 xiate 
S" l(D) tal que >-(D-5) < >-(D). 

un conjunto independiente 

Por el Teo- 6,pera de11<>11trar 7 baeta de11<>11trar que: 

51 D ea una dillráfioa 
contenldo en Aaya D tiene 

que todo ciclo dirialdo 
vértice x que Batiefaoe 

6,";'(x) :; 1 o 6!(x) :$ i, entonoee 
qua para cada <v.x) e ABP D 
laa condiciones 111Buiente11 ae c 

I(D), tal 
-noa una de 

L ) Toda travaotoria diri11ida r-e lonaitud a\xiBll de D 
or11111n en y contiene a x . 

'' > Toda trayeotorin d1ris1da de lonsitud a\xt- de D , 
oontenaa a x y no inicie n x , tftllbién contiene a y 

con 

que 

Deeoatr•p16D ~ Por reducción 
Pl'OPOa1c16n anterior ea falaa, e 
,,.rtloe x e I(D), hay una flecha 
que 1!111 CUllPlen laa doa condicione 

al absurdo. 5uponell0a que la 
decir, que en D pnra todo 

(lf,X) ~ Ae)llll D [ l(D) ], tal 
a1au1entee: 

L ) Bxlate una trueotorla dirls da de lonsitud IPxima de D con 
orisen en lT que no contie a x • 

L L ) l!xlate una trll.lfllctorla dlr 111.da de lonsitud ntxima de D que 
contiene a x y no inicia n x , pero no contiene a y 

con Sea x "' l(D) , entonces hav un 1rtice v "' r;<x> n I(D) 
(lf,X) e ABVID D tal que 

L > lf ea ori•an da una trayeoto111a d1r1Sida de lonsitud mxima de 
D que no contiene a x, Y .1 

l ' ) Rxiate una trayectoria dirt
1
sida de lonat.tud a»xt.ma de D que 

no 1.n1c1a en x, que contf:ne n x pero no contiene a lf. 

Y cono y ·~ I<Dl , entonces hall wrtt.ce z e cr;;-<lf> n l(D)l con 

(Z,lf) a Aeva D tal que ~ 

L > z ea or111en de una tr8lfecto la dirisida y 
de lonsitud nl<ximll de D q e no con- • ". 
tiene a y , 

LL) Exiate una travectoria 1r1111da de 
lon11itud .i.xi.a de D que no inicia 
on lf, quo contiene a v pero -
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no contiene 11. z • 
ca.o z e l(D), IHI pgede aplicar nueva.ente el procediaiento ante-
rior. Continuando dicho prooediaionto cbtono111>e un ciclo diriaido 
C::=<:1t, .x

2
, .... • xn) tal que para cada 1 ::: i. S n halJ 

> ) Una travectoria dirlaida dlS lonaitud •atma do D con oriaen 
en a, que no contiene a a, ... , <notaoi6n llOd. n ) 11, 

L ' ) Una trqeotoria diriaida do lonaitud •xi.a de D QUe no 
inicia en x, la cual contiene ax,, JJero no contiene a x,_, 
(notación llOd. n > • 

Por lo tanto e; ea un ciclo diriaido contenido en Asllm D, (L) i.a

pUca que ó:<a,) 2: 2 '/1 (l >) 1Jq>l1ca 6;<x,) 2: 2 para todo 
1 s ' ,; n , contradiciendo· la hiióteeie ( todo ciclo diriaido 

contenido en AaPI D tiene un vértice x tal '!lllft ó; (x) s 1 o 

T 3 =Cv7 ,v0 ,v3 ,v 1 ,v2 ,v~,v~)· oon traveotoriao d1r1&1dll.6 do lonaitud 

9"Jl!mA en D, entonceo :>..(D
1

)=7, cbaervamoo que l(D
1

) ::{v
1

,v •• v
7

} y 
sea S,.< .. , •"• •'',} <= l(D) un conjunto independiente, entonoee la 
di&rA-fica D,-s ea la elsuiente: 
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D, -S: 

V .. 

V 

• 

v,, 

z 

(v,,v.,v,. ,v,) es un ciclo dirtaido contenido en AB1la D
2 

••• 

6; <v, 1 ~ 1 y (v2 ,v8 ,v~,v2 ) es un ciclo dirigido contenido en 
z 

Aa:IPll D
2 

donde 6:
2 

(v 
2

) $ 1 • 

.. Obeewaaoe QUe T.,:(l) 1 .v4 .v9 .vn,v:a) l1 Ta=(v15 ,v3 ,v.,v .. ,v,) son 

dos trQectoriau dir1&1dae de 101111itud •atma en D2 • ••• ll.(D
2 

)=5, 

Obeervamoo que I(D
2 

)={v, ,v,. }. 

Sea S={v, ,v.,} s= l(D•) un conJunto independiente ,entonces la 
dlllráfica D

2
-S=D

2
-{v,,v

11
} ee la eiaulente: 

V • 
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V • Donde T =<v z ,v 
9 

,v,) eo una 

trayectoria dirigida de 
lonsltud a\Xilllll en D

2
-S . 

• ·. ll.(D
2

-S)=3 y ae CU11Ple la 

desigualdad: 
ll.(D

2
-S)=3 < 5=ll.(D

2
). 



TJ!ORBHA 8 : Sea D una dillll'áfioa tal que todo ciclo dirisido 
contenido en A8p D tiene un ""rtioe x que eatia:face: 

I)[ r;(x)] ::! ~••> o D[ r!(x) J z (,.,. Bntoncee existe un 

conjunto independiente S s; l(D) tal que :>..<D-S) < ;\.(D). 

DemDetraremoe que la hi~tel!lie del Teorema 8 illPlioa la 
hisr.>tee1a del Teorema 6. 

Sea D una dill!'ifioa tal que todo ciclo dir1sido contenido en 
Aera D tiene un vértice x que eatie:faoe: 
Jl[ r;(x) J 2! lt~<Jt> o D[ r!(xl J 2! e!,.,. Entoncee D tiene 

un Vértice x e I(D), tal que para cada (y,x) e Asrm D[ I(D) 

por lo -noe una de laa condicione& eisuientse ee cU111Ple: 

' ) Toda traveotoria dir iKida de lonsitud D'l.xi- de D con 
orisen en ll contiene a x 

'' > Toda traveotor1a diriKida de lonsitud axi- de D que 
no inicia en x, tal que contiene ax, tambi•n contiene a y. 

La de.,etraoi6n - realizará por reduco16n al abourdo, por lo 
tanto euponet11>e que la hil'Ótseie del Teor- 6 no ee cumple, ea 
decir , BUPOnMIDll que para todo vértice x e l(D) hay una :flecha 
(lf, X) ., ABJlll Dt I(D) J que cumple la e doa condic ionee BillUientee: 
( • ) Hay una trayectoria dirisida de lonsitud máxima de D con 
or laen en l/ que no contiene a x • (i L l Hall una trayectoria 
d1ri11ide de lol>8itud axi .... de D que no inicia en x, tal que 
contiene a x pero no contiene a 1f. 

Dewintraoi6n.:.. Sea x e l(D), hall un vértice y ., [ r;;-(x) r"l I(D)] con 
(y ,x) e Aerm D ( L ) el cual ee el vértice 1nio ial de una tra
yectoria dirisida de lonaritud nf>.xiaa de D .¡ue no cont1ene a x, 
ade»e (L') hay una trayectoria dirisida de lonsitud l!Pxilla de D 
que no inicia en x, tal que cont1ene ax , pero no contiene a y. 

Nuevlllllente Ca.> ll <r. l(D) , hay un vértice Z e [r';;-(ll) r"l l(D)] 

con (z,y) e Ael!a (D) , (L ) e 1 cual ee un wrtice inicial de una 
tra,,eotoria dirisida de lonaitud D'l.xima de D que no contiene a l/, 
('') adelllls hay una traireotoria dir1Rida de lonsitud &>.xi- de D 
que no inicia en y, tal que contiene a y pero no contiene a z. 

X z 

Nuevamente z e l(D) sisuiendo eete procedimiento-
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euceeivaaente obten&llOa un oiolo dirigido c•=<x ,x ,x •••• ,x ) 
n o l a n-i 

contenido en AlsV• D tal que para cada xl con ( O :S l :S n-1 l baV 
(l > Una trai.oectoria dirigida de longitud •xtaa de D que inicia en 
xl y no contiene a x,+

1 
< notaoit>n aod. n ) v (lL > Hal7 una tra-

veotoria dir18ida de longitud aixiaa de D que no inicia en x, , 
tal que oontiene a x, , pero no contiene a xl _

1 
(note.o. lllOd. n) . 

...___.... . 
n 

Ahora - analizarAn loe doe ce.eco poeiblee: 

un 'Vértice 

* ltn ( '\) Pueoto que 

oatiefaoe 

entonceo 

( l l > bal.' unn trayectoria diriAida de lonsltud ..:axt.ma de D, 
que no inioia en '\, la cual contiene a '\, pero no 
contiene a X¡. _

1 
( notac16n mod. n ) • Sea a = (z

0
"'X. ,z

1
,. • 

.. • .. • zJ-• .zJ .zj+a, ..... zP > dicha trayectoria, por lo tanto 
xk = z¡ para (l ;; .1 ,,; p) de donde a = (z0 ,z1 ,. • .,zj-I •'\, 

zi+1 , .. .,zP ), obeervUIOe gue (ZJ-i •X.) e A(a) s; A(D). 

Ademis (xk-i •'\) E A(C~) !: A(D), entonces t <'f-i ·~ ), 

(xk-•' xk) • s; A<D> con { zJ·-••'\-a J s; r~<Xi:>· Puesto 

c¡uo DC r~<'\>] :os 1t!,.k, oe tiene 

t (z¡-i •'\-i ),(xk_1 ,zJ·-•) > s; A(D), cOllO a no contiene 

a '\-i, entoncoo zl--• 
auiente traveotoria a· 

59 

.. '\-1. 
donde 

Cone1derell0e la el-



a~= <z0 .z 1 ...... zJ_,•"1,;-1.•X...•Zl+••···•zp) ea una tra¡reo
toria diriaida con l(Q')=l+l(a) contradiciendo que Q ea 
de 101111itud 91ixi.ll&. 

euo 2. e:, . tiene 

ll( r!<~ > 1 

en tcnces ( ' l 

un wrtlce 

Puesto que 

traveotoria 

eatlsface 

e 

dlri&lda de 

loqltud llixt.a de D con orlsen en X. que no contiene a 
xkH (notac16n11Qd. n). Sea fl=<v0 ::x,..v, •..• ,vq> dicha 
trlQleotoria, entonces <-_.v,> e A(fl) s A(D), adewlls 

(Xk •X.+.> E A(C~) s A(D) de donde { v, •X.+. • s r;<-_). 

Como por hi~tes1B D( r
0
+ (x > 1 ó!i 1t* ee tiene 

-"'k m( Mk, 

que <»',•X.+,>. (xk+.'v,> t s A(D). ea... (l ee una 

trairectorla que no contiene a xk+• entonces X.+. .. 
coneldereaos fl'=<v0=x,..xk+••»',•···•»'ql una travectoria 
dlri&lda oon l((l'l=l+l((l), oont.radlolendo que (l ee de 
101111ltud atxtaa. 'f 

&IClllP lo: 

(v
1

,v
9

,v
2

,v
1

) ee un olclo dlrlsldo contenido en Aell'lll D
1

• Dicho --
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ciclo tiene un 'Vértice"• que aatieface lo e111U1ente: 

g* donde 2::6+ (V ) 
a 9 

D J. 1 

A~e T,=(v
1

.v
3

.v
4

.v
2
). T

2
=(v

2
,v

1
.v

31
,v,), T

8
::(v

8
,v

4
.v

2
,v,) 

v T 4 =(v•'"a•",•"•) eon tra¡oectorlae dtrlatdaa de lonaitud aixi-

·Bntonoee, exlete 5={v
1

,v•} ~ I<D,> con.junto lndependiente 

tal QUe : 

~<D,-S)=2 < 4::),.(0,) 

D, -S= 
D, -{v, ,v • }: 

pueeto que: 

6I 

" 
(v2 ,v9 ,v~,v2 ) aon 

doe c1cloe dlrt
Sldoe contenldoe 
en llapa D. 



;:J < . donde 2--6; (v,). 
a 

Aa1111~ el ctclo (v1 •"a .... ,, •"z) tiene el -rtlce "'z 'lUe 
-tteface: 

<•donde 2-.....6; (v2 ) • 

• 

oon travectoriaa d1r1a1daa de lonaltud •xi.a en D
1

• ••• :qp
2 

>=5, 
I(D

2 
)=(v • ,v

1 
,v 

4 
}. Por lo tanto existe S={v 

1 
,v 

4
} s l(D

2
) conJunto 

independiente tal que >-<D,-Sl=3 < 5=>--(D•), -eto que 

D,-S= 
D

1
-{v.,v,): 

.... 
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Bl too~ ei1111iente ae puede considerar OOIM> WlA extenai6n 
del Teoreaa 5. 

TEOREMA 9 : Sea e s e V(D)-T(D) ] u ( X E V(D) I r;uo :!! 

1.!,.,. donde n(x)=6;(x) •· 5i 
existe un con;Junto lndependiente 

Qoegatrag16n .t. Denotemos 

1.!,., •. 

D-C tiene un n'.lcleo, entonces 
5 s V(D) tal que ll.(1)-5) < ll.(D). 

e· :: e f) { X .. V(D) I r; (X) :!I 

Para la ~straci6n ee procederA por inducoSPn eobre la 
cardinalidad de e· . 

I. Por deaostrar que el teorema ae cumple cuando la cardinalidad 
de e· ea 18ual a cero, es decir e· :: 0. 

Si e ·::e entonces en e no existe n1.JIS(Jn el-nto del conjunto 
si11111iente { x .. V(D) / r; <x> ::. 1.!,., . n(x)=6; (x) • , entonces 
C s [V(D)- T(D)]. Por hilDtesis D-C tiene un núcleo • Aplicando 
el Teor.,_ 5, C 5i C s [V(D)-T(D)l y si D-C tiene un núcleo 5, 
entonces ll.(D-S> < ll.(D) ] , obtena.>a que si S es el núcleo en 
D-·C, entonces ll. (D-5) < ll. (D). 

II. Supcnemoe que el teoreaa oo cumple cuando la cardinalidad de 
e· ea n-·1 , es decir, en e haY n-1 vértices del conjunto 

eieuiente { x e V(D) / r;<x>::. l.~<•>' n(x)=6;(x) •· Sea 

C -.: l V(D )-T(D ) l u x, e V(D, ) / r; <x,) ::!! 1.* 1 • 
' ' • , noc 1 1 

Supe>nemos que lo. cardinalidad de e· • ea n-1. 

Si D, -e, tiene un núcleo. entonces existe un conjunto 
independiente 5, s V<D, >tal que ;qn,-s,> < ll.(D

1 
). 

III. Demostramos que el teorema ee cumple cuando la cardinalidad 
de e· es n > o. 

Sea C 5 ( V(D)-T(D) ) u 1 x e V(D) / r;(x) 2l x:,., 
n<x>=6;(x) >. Donde la cardinalidad de e· es n, es decir , 

e tiene n v•rtices del conjunto Billlliente X E V(D) I 
r~(x) ::i l.~,.,, n(x)=6;(x) >. Suponemos que D-C tiene un 
núcleo. 

PUesto que e· tiene cardinalidad n, entonces e· .- o. 
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Por bi¡X>tesis D-C tiene tm núcleo • Sea M dt.cbo nloleo, 
entonces M es un con.1tmto independiente. 

' > Si M inter11&ota a toda11 las traveotoriaa dlr1a1da& de 
loms1tud PJtt.a de D. Entonces ex111te un oon.1unto 
independiente M s V(D) tal que l\.(D-11> < l\.(D). 

'' > Sl 1 no interseota a toda& lea treveotorlaa d1ri111dea de 
lomsitud Pxt.a de D , entonoe11 baV una traveotorla 
dlr1a1da de loms1tud PJtiM de D que ea aJena a M Sea 
T d1oba trQeotorla de donde M n T = e oon 
T=<a.. ,z1 , ••• ,zn). Pueden prellflntar11& doa caaoa , uno 

que zn e D-C 11 otro - zn E c. 

Caeo 1. 81 zn e (D-C) 0090 M n T = o, entoncea •n *' M 
por lo tanto zn e ( V(D)-M ) de donde zn e ( V(D)-C ) n 
( V<D>-M ) de aqu1 que zn "' [ V(D-C)-H l. Por b1p6tea1s 
M es naoleo en D-C, entonces -late un v'ort1ce 11 "' M 
tal que (zn,J') e A(D), c090 M n T = "· entonoes Y"' T 

POr lo que s1 cons1derallOB T'= u <zn,y) eo una traveo
toria d1r1111da de D con l(T')=l+l(T) contradiciendo 
que T es una traveotor1a dlrl&ide de lomsitud •xi.a. 
Por lo tanto oi z,, e D-C entonces el naoleo M atravieoa 
todas las trayectorlao dirlsldaB de lonsltud •xima de 
D, de donde l\.(D-M) < l\.(D). 

Caso 2. Si z "' C. n 

Dado que z e C s C V(D>-T<D) ) u l x e V(D) I 
n 

r;;-(x) a! K!(x)' donde n(x)=ó;;(x) 1 y como z,, e T(D) 

!aplica que zn - C V<D>-T(D) ) de donde zn e lx e V(D)/ 

r;<x> :! I:~.,, n(x) = 6;;-<x> >. entoncea zn e e n 

l x e V(D) I r.:;-<x> ai I:~<•> 
que zn e e·. 

n(X)=ó;(x) 1 , oe deduce 

Por dellOotrar que N u { z,, 
Lll de11Dotrac16n se realizar/< por 
tanto ouponemoo que Mu (zn} no 

} ce un conJunto independiente. 
reducción al ab8111'do , por lo 

es un con3unto independiente, por 
lo tanto como M es un conJunto independiente, entonces z 

n 
eo 

adyacente 
ACD)"' o . 

a al&ón yt,rtlce e « H de donde { (z,, ,o), (o,z,,) } n 
Si <zn,s> G A(D), entonces ODIDD en el caso 1, llesa-

llDB n una contrndicci6n extendiendo ln trayectoria T. w que-
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1.mPlica que (zn ,e) !i! A(D). De esta a~1rmaot.6n se deduce que 

(B,Zn) .. A(D) de aQUl - B .. r;:zn>• adePe •n-• E r;<zn>: COW> 

zn e e·. por hlp'ltesle - .,,_1e - r;czn) a! 1t!<•n ), donde 

n<zn ):=ó~ (Zn), lo qua U!Plioa { (e,zn-•), <•n-• ,e) > s A(D). Co
., e "' 11 ., ll n T ::e, entonoae e ~ T por lo tanto POC1e111>s exten
der la trQeetoria T , oonaidell'ClllOB ,. "=(z0 ,z, , ••• ,zn-• ,a,zn) aa 
una trQeotorla dlrlaida de D oon l(T • l=l+l(T). Contradiolando que 
T os una travaotorla dirlalda da loqitud W.xima de D. Por lo 
tanto 11 iJ {zn) ea un oonJunto lndapendlente 

Por hl~teele 11 ea n:ioleo en D-C, ca.> zn ... C, entonoee 
11 u Cz,,) eo 1u'.roleo en (D-C) u {z,..) = D-( C-zn l=D-C, donde 
C

1
=C-{z

0
). 

Por hl~teele la cardinalidad de e· eo n, oom zn "' e·, 
entonces la cardinalidad de c;=c·-<z,.> eo illlllll a n-1. Aplican
do la hlp'lteeie de inducci6n el teorema ea 01111Ple cuando la 
cardinalidad de e; ea iaual a n-·1, ea decir • cuando en e, ha., 

n-1 ,,.rtlcee del oonJunto eiauiente ~ x e V(D) / r; (X) :111 

lt:, ", , n(xl= .s; (Jl) } • 

Por lo tanto : 81 C, =C-zn S ( V(D)-T(D) ) u { x E V(D) / 

r;;"<x> ai lt~, "1 n(x)=ó;(x) ) • ec.> D-C, tiene O'-> nOoleo a 
N u <z,..), entonoee exlete un oonJunto independiente 5 s V(D) tal 
que "-<D-8) < '-(D). 't 

., 
1 
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Sea ·e:(v
8 

...... } , 

T(D
1 
):{v •} donde: 

e<: [ V<D, )-T<D.) 1 u ( X e V(D) / r;. ht) ~ 

D, -C={"' •"'•) 
ll={v 

1 
) ee núcleo en D, -c. 

1.* 
n<x) n(x):::ó;, <x) 

(v • , v, ,v 
2 

,v 
1 

) ee una trQeetoria d1riaida de lonaitucl •xl.a .. 

'"'º· )=4. 

Bxiete S={v a) Si V(D) con.junto independiente tal c¡ue 

)1.(0
1 

-8)=2 < 4::>..(D,) , puente que: 

n.-s: ..... 

(v11 ,v 4 "'••'-'••",> ee una trayectoria d1rla1da"de lonaitud ~xiaa 
.·. ;>..(D

2
)=11, Sea C:{v

4
,v.,} D

2
-C={ "'•'v

2
,v

9
}, entoncen N={v

1
} eo 

nóolao en D
2 
-e y ~a: 

e e [V(D)-T(D)] u { 

Sea S={v
2

,v
5

} 

entonces )l.(D
2

-S>=2 

x"' V<D> / r;<x> ~ 1.~,., n(x:)::ó;(x) >. 
Wl con,1unto independiente , donde S !i V(D

2 
), 

< 5::>..(D) pUeoto gue : 
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51 exiete un con3unto 

r; (X) = Jl: e M > 

de D, entoncee exiete un 
>..<D-6) < >-(D). 

Dnepatnql(>D.;. Ca.o C inter eta cada ciclo 1- dirigido 
de D, entonce11 D-C ee una dlaráfi a e1n cioloe impare11 diriaidoe, 
< Teo-: cualquier d~flca in ciclo11 laparee d1ri111doe 
tiene un n<Joleo ) , entoncee D-C ti ne un nlcleo. 

Ahora aplicandQ el Teore 9 ( Sea C s [ V(D)-T(D) } u 

{ x .. V(D) / r;cx) :!! ~'"', n(x)- ;ex) >. 6i D-C tiene un núcleo, 
entonaee exi11te un oon3unto inde ndiente 6 5 VCD> tal que 
>-. Cl>-6> < >..CD> ) , entoncee exi te un con.junto independiente 
6 s V(D) tal que >-(l>-6) < >..(D). 1' 

B.1eulo11: 

º·: 

T1.:-:(1.1 2 ,PP 9 i>
1

,v4 .vrJ,vd,v
7

,v
8

, 
10

,v
8

) y T
2

=(v
0

,v?,v• 1 t..1
10

,i.1

8
• v

4
, 

,v,. •" 2 ,v • •'',) oon truectorlae d ria1dae de lonaitud m.l.xlaa en D, 
.. 1'.CD,>=10, COllO T(D1 )={•',•"n>• entoncee oea C=(v.,,v.

0
}. 

(1.•
2 

.1.1..,,v, ,v,.,v
5

,v
2

) l/ (v
6

,t> ,v
8 

,v .. 
0

,v
9

,v
4

,v
5 

,v
6

) oon dos ci
cloe i.lap&reo d1r1a1doo do D, • se obeerva que C interoecta cada 

ciclo 1llpar dlri11ido de D . j 
Entoncee exlete S={": ,v d} ·- V<D. ) con3unto independiente tal 

que la difll'ifica D,-s eo la el lente: 
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V ,. 

" 7 

(v
7

,v.,v,
0

,v
8

,v
4

,v,.> es una travectoria diri&lda de lonaltud 

-Jtima en º· -s :. "-<D,-S)=6 V - ~le : "-<D, -8)=6 < 10-~(D, ). 

T:(u4 ,1,0 ,v,.,v1 ,v2 ,v3 ) ea una trayectoria dir1s1da de lonaitud 
... ~&1- en D

2 
• . l..(0

2 
):::6. 

T(D.z)=(v
9
}. ad.~o (v

1
,v

2
,v

4
.v

1
) y (v

1
,v

2
,v,.vd,v!i,v

1
) eon 

oicloe 1-rea dirlaidoe de D
2

• l'or lo tanto existe C={v, ,v 
2 

,,..
3

, 

, v 
4

} ol oual intereecta cada ciclo 1-r dir1111do de D
2 

• 

El vértice tera1nal "a tiene la propiedad B111U1ente: 

r- (v ) ~ Ji! , donde 2=n(:a)=6- (v ) • 
D 9 Dz 3 

Entonces e:aiate un con;jwito independiente S={v 
1 
,,, ., } s V(D

2
) 

tal quo la diar-\fica D
2

-S ea la ei11Uiente : 
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o.-s: 

o .. ,. 

TBOlll!llA 10 : Sea D una di~nca • Si D ee una di81'l>f.1oa 
B, -orientada, entonoee todo oon.:lunto independiente _.,x:l.llo 
1nterll80te e cada trftll'eotoria diri&ida de lonaitucl _.xi.a. 

Do11pgtront611 _. Se realizaré. J>Or reducoi6n al 
Suponaamoe que exiete una dil!P"áfica D, B, -orientada, tal 
un conJunto independiente IPxlmo que no intersecta a 
trllJ,lector1aa dirlaldae do lonsltud a\.xi.1111.. 

absurdo. 
que ha'll 

todae laa 

Sea S un con.junto independiente allxi.llo de D 'll eee 
T:::(:it¡, ,x,, ..• ,xn) una trayectoria dirieida de lonaltud miixs.- de D, 
con S n -r::B • C<*> S ea un conJunto independiente a\.ximo en D, 
entonces existe un '1értice 'll "' 5 tal que 'll ea ad'l/acente a xn, 
par lo tanto ( (11,xn), (Xn ,11) > n A(D) "º . 

51 (Xn ,'l/) e A(D). cono 5 n T = 0 y 'll e S, entonoee 'll ,,. T, 

conBidel'ellOe T'=<x.,.x, •••• ,xn.'l/) que ee une tra'l/eotoria dirigida 
de D con l (T • )=l+l (T ) , oontradlolendo que T ee une trQeotorie 
dirlaida de 101111itud aixtme de D, entonoea (Xn,'l/) - A(D), por lo 
que (11,xn) E A(D). 

Ahora dellOetrareeoo que el (11,x,) e A(D). entonceo <11.•, _,) e 

A(D) para todo 1:$\~n. 
5uPOn8llOB que ('lf,x,> e A(D), adea1e <x,_,.x,) ~ A(D), Por 

b1p6teoie D eo une diarJo.:fioa B, -orientada, entoncee 

{ (11,x, _ 1 ), <x,_,.11> > '' A(D) "o ; Cuando h\_, .11) e A(D), ca.> 
y e s. v 5 r"l .,. :e. entoncee y P. "f. oonsideremoe T ••::(x

0 
.x, .x

2 
,_ ••• , 

,x~_,.v.xi.x,+,•····x~) ee una travectoria dir1a1dll de D con 

l(T ···>-=l~l(T > contradiciendo que T ee una trayectoria d1ri11ida de 
lonsitud 1Px1- , :por lo tanto tene90e <x,_, ,11) "' A(D), do donde 
deduci.lloe Que (11,x ) e A(D). '-· 
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Con lo anterior queda de1M>etrado gue ei (v.xl) e A(D), 
entonoee (v,x,_,> e A(D) PIU'a todo 1.S•~n. 

ea.> (Jrn ,x,) e A(T) s A(D) ade&\e aoaballae de d_,etrar gue 
(v,x,) e A(D) v POI' h1J>6teeie D ee una d~:fica e,-orientada 
entoncee ( (Jrn .v>, (ll•Jln) } n A(D) ,. 0, ei <ll•Jln > e A(D), ca.i 
w e S y S n T:::S• entonaos v • T. coneldereeoe T, =<v.s

0 
.x. ... x

2 
.... 

• • • ,xn) ea una truectoria diriaide de D, con l (·r, >=l+l (-r ) contra
diciendo otra vez que T ee una traveotoria diriaide de lonaitud 
a\xlma, lo que 1-pllca que (l/,X

0
) "A(D), entonoee (X0 ,l/) e A(D), 

como v e S y S n T =0, PC>r lo tanto v "' ., , coneiderellOe .,. 
2 

=<x
0 

, '11, 

,x,,x2 , ••• ,xn) ee una travectoria dirialda de D con l(T2 )=1+l(T) 
contradiciendo <¡ue T ee una travectorla diriaida de lon.111itud 
a\x!M de D. 

Al euponer que exiete una traveotoria dirisida de lonaitud 
m.\x1- de D v un con3unto independiente ~xi.o , tal que S n -r=C!I 
lle.->e a una contradicción • Por lo que ~e concluir que 
todo conJunto independiente aixt.o intereecta a cada travectoria 
diri11ida de lonaitud aix!aa de D, BiBtllPre v ouando D eea una 
diar.\flca e, -orientada. " 

D
1 

ee una disrAfica »,-orientada • 
-r=(v,,.1· 8 -.v4 ,v~,v 1 ,u2 ) eo una trayectoria dlrl&ida de longitud sP

xima ~ A(D,):6. 

Loe con,1untoe s, ={v 
8 

,v,.}, 6
2 
=(v, ,v d} v 5

3 
=<v 

2 
,v,} aon algu-

noe conJuntoe independientes llPximoe v oe cumple <,1Ue: 
6

1 
r"'I T ~ 0 , 6

2 
f'l T ;11! 0, y 5

9 
f'l T 1' 0. 
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D. ee una di111'4ofioa e.-orientada y T,=<v •• v,,v •• vd,v.,v,.>' 

T 3 =(v31v •• u, 1v~.vd.v9 ) y T 8 :(v9 .v2 ,V& 1 V, 1 V61v 5 ) 80D tra:wectori&B 
dlri11idae de lonait.ud 1P1t1- • 

Adea\l.e S
1
=(v

1 
,v

0
} , 6

2
=(•'

9 
,v,.} y 5

9
=(v

4 
,v

2
} son eJB11Ploe de 

oOJl,)untoe J.ndepend1entee ml1t1-B • 
Se O'-le lo BiaUiente: 5& n T 

1
P' 0, 5

1 
n T

2 
.,. 0 , S&n ·T

3
.,.0, 

5
2 

r'l,., ~e •. 
69 r'l Ta~0 .. 

s " ,. "'"'· 2 .. 
6

9 
(1 T 

1
i1'0, G n T P'0 -• . 

Tl!IORl!llA 10-• : Sea D una diera floa • Si D eo una d1Sl'á f1ca 
B

2
-or1entada entonoee, todo conJunto independiente a\giJllo inter-

eeota a oada treveotoria dlriaida de lonaitud IPJ<laa • 

llM!qotl'AQi611, ..:. Se "al1aar4> pc¡r "duooi6n al abeurdo 
Supon.vaa>e que e1tiete una di~fica D, 8

2
-orientada tal que hay 

un con.tunto independiente IP-1timo que no 1ntereeota a todae laa 
traveotoriaa diriaidae de loOHitud mllxtma • 

Sea S un co~unto independiente a'l1t1lilo de D y eea 
T=<x,, ,ll1 , ••• •ll,.,) una trayectoria dt.risida de lonaitud mPXiaa de 
D. con S n .. :e. 

ea.> S ea Wl oon,)unto independiente a'x1- de D, entoncea 
e1tiete WI vértice y e S tal que y ee adyacente a x.,, par lo 

tonto { (Y.:it,,), <:it,, ,y) } n A<D> " 0. 

Si (Y,X0 ) e A(D) como y e S y S n T=0, entonoea y,. r, 

uonsidere.oa .,.. =<y,x
0

) u T que ee una trayectoria dirigida de D 

uon l(T • >=l+l(T) contradiciendo que T ee una trQeotoria diriaida 
de lonsitud •xi.a de D, entoncea (y,:11¡,) ,. A(D), POr lo tanto 
(X0 ,lf) e A(D). 
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AhQra &i.>atrare9>B que al <x, .vl e A(D), entonces <x,+t.vl e 

A(D) para todo o s ' s n-1. 
Supo-a <JUe (X, ,JI') e A(D), adeiPB (Xi ,x,+t) e A(D) , por 

hl~teala D ea una d~flca 8
0
-orlentada, entonce& ( (ll'.x,+t ), 

<•,+•,JI) t n A<D>,. e. Cuando (Jl',Jt,+t) e A<D>. COllO ll' e 5 v 
S n -r='t entonoee v f!. T., conalderemoe -r"'-=tx0 .a, ••••• ltt•"•JtL+l" 

ª•+•••••••n) ea una trliJl'eotorla dlrialda de D con t(T'')=1+l(T) 
oontrad1clendo que T ea una tra¡<eotorla d1r1•lda de lonsltud 
~x!Aa de D, par lo tanto te-a que (ll',Jt, +t) • A(D). de donde 

deduoim>B que <x,+t.ll') e A(D). 

Con lo anterior queda delloatra.do que ei <x, ,JI') e A(D). enton

ces (•;+••V> e A<D> PIU'& todo os¡ s n-1. 
ea.> (•n-• ,xn) e A(T) 5 A(D), wte#.a aoaballoa de demostrar 

que (x,,_, ,JI') e A<D> y por hUóteaiB D es una dl8I'áf1ca 8
2
-crlen

l:.ada, entonces ( (Xn•»'>• <v.xn) t n A(D) 1' e. 
51 (Xn•»') e A(D), cOllO ll' e 5 y 5 n T=B, entonces v lf!. T, 

oone1derema T < =:r u (xn ,JI') ea una trareotorla d1r1•lda de D con 

l(-r, >=1+l(-r) contradiciendo que T ee una trQeotorla dlrilllda de 
loDMltud l!Pxiaa de D. POr lo tanto (xn ,JI') fl! A(D). entonces 
(Jl',Xn) e A(D) COllO JI' e S y S n T:::B Por lo tanto ll' ff. T , 

adea\e (x.n-t ,v) e A(D), oorusidere.oe 'f 
2

=<x
0 

.xs. ,x.
2 

•••• ,xn-a .v.xn) 
es una trQBOtorla dlri11lda con l (-r 

2 
)=1+l (-r) contradiciendo que 

T ea una trQectorla dlr111lda de lonsltud #xi- de D. 

Al. suponer que existe una trQectorla dlr111ldll de lonsltud •xl.a de D y un conJunto 1ndepencl1ente #xi-. tal QUe S n T::tJ 
lleaamoa a una contrad1oc16n • Por lo que POdelloB concluir que 
en una di1111:1áf1oa B

2
-orlentada todo oon.:>unto independiente Dixiao 

lnteraecta a cada trQectoria dirislda de lonsitud •xi.a . ~ 

K.1B111Ploe: 

D . . . 
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(1.J 1 ,v~ ,v",tJd 1 v, ,v2 ), (v2 .v t. ,v1 ,v5 .vd.v 4 ). (v9 ,v!l,v d'u 4 ,v2 
.v,) 

(V4 ,va,Vt ,v91v 0 .v6 ) 1 (v~,v6 ,v41v2 ,v 1 ,V3 ) y (V61v, 1v 21v,,v. 1v 9 ) 80D 

truootortea d1ria1daa de 1ona1tud 1Px1- en D,. la cual ee 
8

2 
-orientada. • 

Loa con;)untoa s,=<v,.v.,), s.=<v,.v.,}.,, s.=<v,.vs} ucn a11111-
noe e;)emiploe de con;)untoa independientes IPxia>e. 

5e -de concluir que todo con;)unto lndepencllente lli:dmo 
lnterBBOta todas lee travectoriae d1ria1dall de lonaitud mtxi.a. 

V .. 
,, 
" 

La d11ll"'f1oa D2 011 82 -orientada v la traireotoria 
T:(v2 ,v,,v,,v1 ,v.,) ee una traveotor1a d1r1a1de de lona1tud llixiaa. 

Loe oon;)untoB S,:(v
8

}, S
2
:(v,,v

5
,v

6
} V 6

9
:{v

2
,v

4
,v

5
,v

6
} eon 

e;)-loe de oon;)untoe independlentee IPx,.,,e. 
Se oonolUJre que todo oon;)unto independiente ••1-> 1nter8eQta 

a la traveotor1a d1r1aida de lona1tud ,_¡i.xima en D
2

• 

H<n'A 1 : Sea D la di'""' f1ca definida COW> elsue : 
V(D)={x0 ,x, ,x

2 
•X.} , A(D)={(x, .x,,), <x, ,x

2
), (x

1 
,x

2
) ) . Conside-

rando la d1ar-if1oa D l'Ode111>e ver que la hi¡óteele de exietencla 
Di-orientada o 8

2
-orientada no puede 8Br Olllltida en loe teore-

._ 10.,, 10·. 
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x. 

s, ,.{X., ,x
9

}, s. ::{x
0 

•X,.} "// 8
9 

=<x, ,x
3

) eon conJuntoa indepenclientee 
llPxllloB • 
T,=cx,.x

0
), T

2
=Cx

1
,x

2
) v T

9
=cx •• x

2
) eon tra"//eotoriae dirisidae 

de lonaitud l!Pxiaa. 

s, 11 T, ·.:{x
0

} 

82 r\ ",=<a.,> , 
s, n T, :: (x, ) , 

8
1 

r'1 T 
2

.:0 • 

5
2 

n .,. 
2 

=<x. ) , 
8

3 
r\ T • :(x, ) , 

s, n T 
8
={x

9
) 

8
2 

n T • ={x
2 

} , 

s. n T .=ex.> 

Knoontra.oe el conJunto independiente s, ={x
0 

,x,} <;¡Ue ee 
a.1eno a la trQectoria T • =Cx, ,x

2 
) , ea deoir, s, n Ta :9, per lo 

tanto encontra.oe un conJunto independiente IDixlllo que no 
intereecta a oada trft"l/ectoria dirigida de lonaitud D\xiaa • 

Lo anterior Juetifica que en loe Teoremas 10 v 10· no puede 
~r omitida la hi¡ióteeie de que la disr~fioa D es B,-orientada 
o 8

2 
-orientada. 

NOTA 2 : Claramente una disráfica D eatiefaoe la ConJetura 1 
el ll &!-lo Bi D-1 la OUllPle. ( D-t denota la di81'1fica inversa 
de D. obtenida de D aetanenclo la dirección contraria a oada 
flecha ) • Por lo tanto, aplicando el principio de Dualidad Di
recoional , tenenoe que para cada Teor- , Corolario o ConJe
tura , hav un Teorema, Corolario o ConJetura correspondiente . 
Obtenido por el reemplazaaiento de "núcleo" par "oonl'.lcleo", "I(D)" 
por "T(Dl", "6;(x)" por "6;;-Cxl", "r;cxl" per "r;cxl" ,, 
"B, -orientada" p0r "8

2 
-orientada". 

EJemploe: 

Para eJempliflcar la af1l'llac16n anterior reoordellOe la Conjetura 
1. "Para toda d1&ráf1ca D eln lazoe existe un conJunto 
independiente S tal que >-CD-5) < >-(D) " • 
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D • . . 

(v.,v.,,v
0

,v
4

,v
3

) ee una tr-.ectoria dirisida de 101111itud IPxiaa 
de D

1 
, por lo tanto >.. <». l=5 • 
Sea S=(v 

1 
,v.,} un oon,jwito independiente .·. D• -S ee: 

».-s: 
,, 
" 

(v 
2 

,v • ,va ) ee una travectoria dirigida de 101111itud d.xima de 
D

1 
-s, entonces >..<D. -5)=3 < 5 :>.. (D

1 
) • 

(v •• v 4 .vd.v5 .v1 ) 

de o;• . entonoee 
Sea S=(v 

1 
,v.,.} 

... • 

ee une tr-.eotoria dirisida de longitud ..-.xlall 

>..co;'>=5. 
un con.junto independiente entonoeo oe obtiene 

la dillt'á:fioa D~'-s. 
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o;'-6: 

,, 
• 

(v • ,v ••"'a) ee 'Wl8. trQBCtorla d1r1a1da de lonaitud lllx1- de 

o:'-s. entonoe11 >-co;;-'-6>=3 < 5 ""-CD:'> • 

.. 
' 

... 
a 

(1.1 1 ,1~2 ,1> 5 ,i> 6 •"' 7 ,1-'• ,ves .v.) ea una traveotoria d1r1&1da de Iona;itud 
a\xllla de D

8 
, l>Ol' lo t1111to >. (D

2 
)=8. Sea S=(v, ,v 

7
} un conJunto 

independiente entonce11 n.-s ee la 11i11Uiente d1111'4flca • 

D
2
-5: ... • 

... 

... . 
.11 .. ·.-------if------=~ ... d 

"• 
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("••".,•"• •"',,•"'••"•) ee una trQeetor1a d1r181da de 1011111tud -'•1• 
de D

2
-S, por .lo tanto ll.(D

2
-S) = 6 < 8 = ll.(D

2
) • 

" • V • 

(v • •" .. •"' • •'' 7 ,v • ,v 11 •"2 •" • ) e11 una traveotoria d1r1a1da de lona1tud 

_.xi.a de o;'. esto !aplica que xco;'>=B. Sea S={v, ·"» un oon
;Junto independiente • entonces o;' -s 811 la 11111U1ente d1sr-lf1ca • 

... • 

" ,..(l...-·~~~~~~~1--~~~~1'!1l "d 

.... 

ObeePYamoe qu .. xco;'-ro=a < B=ll.CD;'>. 

Kn eeta dillll'iflo.. obeervamoe que se OUllPle la deeiaualdad 
propuesta en l.. ConJetura 1 • la cual ha resultado de -
19portano1a en todo el deearrollo de este traba;Jo • 

.,., 



·.!;·:··· ··:· ,\·. 

v,,.~-:"• 
... . 
• 

... 
" 

(v2 ,v1 
,v • ,v11 •"'•) ea WMl trueotoria dirlalda de lonaltud nfoxi

oon k(D• )=11 • 
Sea S=lv 

1 
,v.,} un con;Junto independiente entonoea a partir de éste 

ae obtiene D,-s. 

D
3
-S: 

.... 

... • 

Obeervoa>e que k (0
9
-6)=3 < 5=" (0

9
). Bata deaiaualdad .blpl1oa que 

111 ConJetura 1 ee cimple con la diara:floa D
8

• 

Ahora oonoidere.>a la dlarafioa inveraa de D
8 

• 
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.:· ··-.:·:.' .';,,··· 

(v • ,v,. ,v
4 

,v, ,v z ) ea una traireotoria diriaida de lonaitud aioaiaa 
por lo tanto xco;'>=5 . 
En esta d~fioa coneidera.>e nuev-nte S={v, ,v 

11
) un oonJ11Dto 

independiente v obeerv&llO& que la di~fioa ei11Uiente tambi*n 
~le la de111-ualdad. 

o;'-s: 

... 
Se obtiene que XC o;• -S> =3 < ll=A( o;') . 

" • 

COllO se •ncioJIP anteriormente la Ccn;letura 1 ea de 81.98 
ill¡lortanola para las af1rmao1onee que ee presentan en todo el 
desarrollo de ente tabaJo. 
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DUALIDAD 

A oont1nuac16n ee considera cada Teo~. Corolario. 
ConJetura ll Ob&!lervaci6n con ou correop0nd1ente Teor-. Corolll1'1o. 
Con.1etura 11 Ob8ervac16n DUAL obtenido de~e de apl1clll' el 
Princlp1o de dualidad d1reoclonal. 

Bn el -tado correepondlente al delllll'rollo • ee -nc10~ 
que el pr1no1P1o de d\IA11dad dlrecolonal ee aplica por el 
l'eellPlaaaaiento de "m'.lcleo" por "oonOoleo". "I(D)" POI' "T(D)". 

"ó!(x)" por "6;;-(x)". "r!<x>" por "r;cx)" 11 "B, -orientada" por 
"8

2 
-orientada" • 

Bl orden en que ee preeentan correeponde al •leme que tienen 
dentro del 8Plll'tado del DJ!SARROLLO de la teele. 

Se repreeenta al dual correepond1ente con -• ) 

<lOllJnUBA 1 : Para toda d111rAfioa eln lazoe D. exlote un 
oon,1unto independiente S tal que >..(D-S) < >..(D). 

COHJB'l'UJIA 1-•: (Autodual) Para toda dill'*fico. oin lazos D. 
toxiete un con.junto independiente S tal que /..(D-5) < >..(D). 

TJ!IORl!MA 1 
>..(D-S) < >..(D). 

Sl la di~fioa D tiene w1 lt'.lcleo s. entonoee 

TBDRl!lfA 1-•: Si la dlarAfica D tiene un Contlcleo s. entoncee 
ll.(D-6) < k(D). 

OBSBRVACIOM 1 : Para d1sl'if1oae ei.mlitrioao ( o 
equlvalent-nte. ~t:lcae ein dlrecol6n ) UD conJunto 
independiente .,:lxillo ee un Wlcleo. 

ODSBllVACIOH 1-• : Para disr.i.. ficae o.lnl>tricao < o 
equlvalent-nte. ~floae oin dlrecol6n UD conJunto 
independiente mi.xi.o eo un Conúcleo. 

COROLARIO 1 : Si S en UD conjunto independiente ~xi.o de una 
dlsrAt:icn oi.Ptrlca D. entonoeo >.. ( D-S) < >.. (D>. 

COROLARIO C' : (Autod\lal) Si S ee UD conjunto independiente 
..-.xillo de una di~floa e~trica D. entonoee >..(D-S) < >..(D). 
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TllX>RlllfA 2 : Sea D una di8Jéfica simttrica conexa diferente de 
11:". Bntonoes existe un ocn,junto iudependiente 5 tal QUe 

ll.(D-5) :: ll.(D) - 2 

TBORBllA 2-•: CAutodual) Sea D une disráfioa etml!trica conexa 
diferente de ltn • Bntoncas existe un oon,:lunto independiente 5 tal 
que ll.(D-5) ~ ll.(D)-2. 

TBORllllA 3 : Sea Duna d111Pfioa s~trtoa • entonces pera 
todo x e l(P) hav un con.junto independiente 8 con las propiedades 
sipientBs: 

')X ES 
L l) S s; l(D) 

LLL) ll.(D-S) = ll.(D)-1 

TBORBllA a-•: Sea D una dijll'lifica s~trica • Entonces pera 
todo x e TCD) hav un oon;lunto independiente 5 con las propiedades 
siauientes: 

i) X E 5 
ti) S s T(D) 

•Ll) >..(D-S) = ll.(D)-1 

DllfJR'ftJRA 2 : Para toda dlsráfica D 
tnde¡iendient;a 5 t;al que: 

l) B s I(D) 
u l >.. CD-6) = >.. CD)-1 • 

a>HJB'1'URA 2-•: Para toda disl"lfloa D 
independient;e B t;al que 

l) B s; T(D) 
l L) ll.(D-8) = ll.(D)-1. 

existe un con;lunro 

existe un oon;lunto 

OBSP:RVACION 2 : 51. v ee un Vértice en ICD> n r!cx>. 
ent;onoee toda t.raveot;oria dirisida de lonsitud .,.xilla con origen 
en v cont;iene a x. 

OBSBRVACION 2-•: 5i '11 es un vértice en TCD> n r;cx>. 
entonces t.oda t.raveot;oria dirisida de lonsit.ud a1xt.a con origen 
en v contiene a x. 

OONJEl'URA 3 : Para toda di~f'ica D , exist;e un vért.toe x 
con lae ei&uienteepropiedadee: 

l) X e l(D) 

ex 



Li) V '//e ( l(D) n r~(x) ), toda tr&Jfectoria dlri8ida de lon-

8itud W.xima con oriaen en v contiene a x. 

<XlllJB'l'UllA 3-•: Para toda diaráfioa D, exi11te un votrt.ice x con 
lae ei8Ulente11 propiedade11: 

1) x e TCD> 
t' ) V '// "' ( T(D) n r! (X) ) , toda tr8]fector1a diri8ida de lon&J.-

tud lt\.xi.a con pUDto final en v contiene a x • 

OllBBRVACIOll 3 : ( C 3 illpllca C 2 > Si para toda di81'ifioa D, 

exi11te un vértice x con la11 11iauientea propiedades : 
1 ) X E I(D) 

i l) V '//., ( I(D) n r;(x) ) , toda trarectoria diriaida de 

lonaltud •xi.a con oriaen en '11 contiene a x • 
Entonces para toda di¡¡rá.f1ca D, exiate un con.1unto independiente 
S tal 111111 : 

') S s; l(D) 
ll) A(D-5) = A(D)-i • 

OBSBRVACIOll 3-• : e e a-• 1-llca e 2-• > Si para toda 
di8ráfica D, exi11te Wl vértice x con laa eiauientee propiedadee: 

t) x e T(D) 
t l > V '11 e < T(D) n r! (x) ) , toda trll'lfOotoria diri•ida de 

lonaltud IPxima con punto final en '11 contiene a x • 
Entonces para toda dl¡¡rá.fica D, exiate un con.1unto independiente 
S tal que : 

t) S so T(D) 
li) A(D-5) = A(D)-1. 

TBOIU!HA 4 :Sea D una di¡¡r.iflca tal que todo vértice tiene 
arado :> 3. Bntoncee D aatleface (C 3) que para toda di~fioa D. 
exi11te un vértice x con lae eiauientee propiedadee: 

¡) X E l(D) 
•' > V '11 ., ( l(D) n r;cx> ) , toda travectoria diri8ida de 

lonaitud •xi.a con orisen en v contiene a x • 
v ent.once11 la Con,1etura 2 '1f la ConJetura 1 ) 

TEORl!ltA 4-• :Sea D une dillr.l<fioa tal que todo v6rtice tiene 

arado '' 3 • Bntoncee D aatiefaoe (C a-•) que para toda di!IEAfioa D, 
exiete un vértice x con lee eisuientee propiedadee: 

¡) x a T(D) 
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l l ) .,, '// E e T(D) n r! (X) ) • toda trairectorla dlrl11lda de 

1011111 tud ao\x.lma con P11Dto final en ir contiene a x • , 

V entonoe11 la CQn;Jetura 2-• "// la Con;Jetura C' ) . 

OBSBllVACIOll 4 : ( C 2 lllPllca C 1 ) 81 para toda dl ..... floa D. 
exlete un con.junto lndependlente S tal c¡ue: 

q 8 Si I(D) 
'') :>..(l>-S) = "- (D)-1 

Entonoe11 111 Des una dlllrA:flo11 sln lazos A(D-S) < :>..(D). 

OBSBllVACIOll 4-•: ( C 2-• lmpllca C 1-•) 81 pera toda dilll'á
D • ex:iete un con;Junto independiente 8 tal que : 

t) S s T(D) 
ll) >..(1)-8) = "- (D)-1 

Entonces el Des una dl¡¡ra:flca sln laao11 ll.(D-8) < >..(D). 

TBORlllfA 5 : Sea C Si C V(D)-T(D) ) • 81 D-C tiene un n:ioleo 8. 
entonaee A(D-8) < ll.(D). 

TBORl!tlA 5-• : Sea e Si e V(D)-l(D) ) • 61 l>-C tiene un 
oonócleo s. entoncee A(D-S) < )\.(D). 

COROLARIO 2 : Sea D una dlsráfica • Si DC TCD) 
núcleo 8. entonoe11 A(D-S) < A(D). 

COROLARIO 2-• : Sea D una di¡¡ráflca • Si DC l(D) 
oon1'.loleo s. entonce11 "-<D-S) < A(D). 

tiene un 

tiene un 

PROPIEDAD "º : Se diré que un 'llértice x e l(D) &atieface la 
propiedad" 0 el para cada ('//.X) "' Asym D[ I(D) ] por lo -noe una 

de lee condlclonss 11i11Uientes ee CUllPle: 
' ) Para toda trll'//ectorla diri11ida de lonsltud máx1ma de D con 

orlsen en "// contiene a x • 
•') Para toda trQectorla diri11ida de longitud a\xlma de 

D conteniendo a x v no iniciando en x también contiene 
a '// . 

PROPIEDAD :P;': Se dirá que Wl vórtice x '" T(D) -tieface la 

propiedad :P;' el pera cada (X,'//) G Aaya DC T(D) ] por lo -nos 

wia de lae condiciones s111Uientes se cumple: 
' ) Para toda trll'//ectoria diri11ida de lonsitud máxima de D con 
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punto final en v contiene a x • 
") Para toda traveotoria diri•ida de lonaitud !PxS- de D 

conteniendo a x v no terainando en x también contiene a.,, • 

Tl!IORBtlA O : Sea D una dipáfica Si cada lllibdilll'áfica H 
inducida do D tiene un ""rtioe x ,. l(H) -tinfaoiondo la 

propiedad ""' ontonoen exiete un oon.1unto independiente S s I(D) 
tal que 1'.(D-6) < :>..(D). 

TD>RBtlA o-•: Sea D una dilll'áflca • Si cada eubdilll'áfloa H 
inducida de D tiene w1 ..,.rtioe x e T(H) -tinfaoiendo la propio-

dad .P;' , ontonooa oxieto un con.junto independiente 
que 1'.(D-S) < :>..(D) • 

S s T<D> tal 

Tl!IORBtlA 7 : Sea D una di~fioa tal que todo ololo diri•ido 
contenido en Aa)l8 D tiene un "*rtice x que oatiefaoo: 6; (X) :s l o 

ó! (x) ·-i 1. Bntonooe exlete un oon,iunto independiente S ,;; I(D) tal 
que :>..<D-S) < :>.. (D) 

TEORBtlA 7-• : Sea D una dijp'áflca tal que todo oio lo diri81do 
contenido on As:ira D tiene un vértice x quo natiaface: ó ~ (x) :s 1 o 

6! (x) ;.; 1. Bntonooe exiate un conjunto independiente 5 ,;; T(D) tal 
que 1'.(D-S) < qD). 

TEORBHA 8 : Boa D una 
contenido on Asllll D tiene 
D{ r;<x>] a! x!,.,. donde 

a(x)::6!(x). Entonooa exiete 
tal que :>.. (D-S) < :>..(D) • 

disr6flca tal que todo ciclo diri81do 
un Vértice x el cual eatiaface : 
n(x)=ó;(x) o Dl r;(x) ] :. it!,., 
un con.1unto independiente 5 ,;; I(D) 

TEOREMA e-• : Sea D una dl¡¡ráfioa tal que todo ciclo 
dirisido contenido en Aap D tiene un vértice x el cual aatieface: 
D( r;(x) J ;;; lt:,.,. donde n(x)=ó;(x) o Jl( r;(x) J :. ll!, •, 

donde a(x )::ó;(x). Entonoee exiate un conjunto independiente 
5 s T<D> tal que :>..(D-5) < :>..(D) • 

• 
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.. 

TEORllKA 9 : Sea C s ( V(D)-T.(D) ) U t x e V(D) / r;(x) ~ 

1t!, •, n<x>= 6; <x> t. Si D-C tiene un núcleo. entonoeo exiete un 

conJunto independiente S s V<D> tal c,aue >..(J>-S) < X(D). 

TEORllKA 9-•, Sea C s C V(D)-l(D)) u t x 6 V(D) / r!<x> ~ 

1t!,., a<x>=ó:<x> t. Si D-C tiene un corw.'.lcleo, entoncao exiete 
un con,1unto independiente S s V<D> tal qua :..tD-S) < >..(D). 

OO!K>LARIO 3 : Sea D una diar'>flca. 61 

e s < V<D>-T<D> > •J t x "' V<D> ¡ r; <x> ~ 
intereectando a cada ciclo illlP&r diriaido 
un con;lunto independiente S s V(D) tal que 

exiete un con.1unto 
1t!,.,. n(x)=á;(x) t 
de D. entoncee exiete 

ll.(D-6) < ll.(D). 

OOa>LARIO 3-•: Sea D una di¡¡r.íf1ca. e1 exiete un con,1unto 
C s ( V(D)-l(D) ) u t X e V(D) / r:(x) ~ 1t!,.,. a(X)=ó:(x) t 
intereectando a cada ciclo 1Jlpar diri&ido de D, entoncee exiete 
un conJunto independiente 6 s V( D) tal que ll. CD-S) < )l.( D) • 

TEORl!MA 10 : Sea D una d1sró-f1ca • 61 D ee una dilll<tflca 
B,-orientada, entonces todo con;Junto independiente ~Xillo 

1ntereecta a cada trayectoria dirigida de lonaitud a-\x:hla. 

TEOlll!MA 10-•: Sea D una di¡¡r.if1ca. 51 D ee una disl:'l>flca 
B, -orientada, entonceo todo con;Junto independiente aixiw> 
interoecta a cada trllllectoria dirigida de lonaitud 9ix1ae. 
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CONCLUSIONES 

Bn la 1ntroduco16n ae biao -no16n que : 
R>Y [11] e lndol'Olldientoaente GALLAI CBJ ~atraron QUO 
y(D) s ll.(D). Donde y(D) ea el no-ro cromittloo .,, ll.(D) ea el 
nó-ro de v6rt1oea de una tra'l/eotoria dlrialda de lonaitud atxiaa, 
de una dl..,.noa D a1D laaoa. 

En e11te apartaclo ee oonc luve que el Teorema de OAUAI-llOY 
pUOde eer expreeado 0090 11l•ue : 

"El con.junto de •rtloee en cualquier dl..,.fioa Pll9de eer 
partido en >.. oon,junto11 lndependientee (donde >.. e11 el n0-ro de 
"6rt1oee de una trQeotorla d1r1•1da de lonsltud alxtaa ). 

IU11111>loe: 

D,: 

(»1 •"e•"4 ·•·9 ,v7 ,1.>•) ee una traireotoria d1r111ida de lonsitud Bixi
- .• ll.(D, >=6. 

V(D1 )={1-\•1>a•v3 .v4 .v511vd.1-1_,) = {1) 1 .vd} u {v
2

} lJ {v
3

} u {v,} u {l-1~} 

L• {v.,} = Un16n de 6 conJuntoe 1ndepend1enteo. 

v~v, 

"·.?tz.~"· 
7 
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(v 2 •", '"' • > ee w.a traveotoll'ill diriaida ele lonaitud aiximll .. 
1.(D, >=3. 
V(D

2
)={v

1
.v

2
,v8 ,v,,.,.,

5
,vd,v

7
,v.,v0 ) ={v.,} u {v

2
} U {v

9
,v

4
,v

5
,l>d, 

v 
7 

• '" 
0

• ,. P) = Unton de 3 con.1witoe int.lependientee. 

V • 

(v, •"••"4 .v2 ) ea una travectoria diriaida de lonaitud Pa1-
l.(D9 )=4 • 

V<D. >=Cv, ,v ••"'a ,v 
4

) = {v,) u {v 
2

} u {v •} u {v 
4

) = Unión de 4 oon
Juntoe independientee. 

l.(D
4 

):=2. 

" d 

V(D
4

):.: {1> 1 ,va,vu,v4 ,v~,v0 ,v7 ) = {v
5

) U {v
2

,1.'
9

,v
4

,t.J
5

,v
0

,v.,) = Un1.6n 

de 2 conJuntoe independtentee. 
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D,.: 

~CD., )::2. 

,, 
• 

V(Dl'l)::{v,.2.•
2

.v
3

.v
4

.v
5

.vd.v
7
): {v,.v

2
.v6 .i.\,) u (i> •• v ... v!'.!} 

de 2 con;Juntos independienteo. 
Uni6n 

Alternativa.ente loo oonceptoo involucrados en el Teol't191l 
anterior de Oalla1-Rov eotan dados por el siauiente Teorellll de 
Gallai-ltUsraa C9J: 

"El con.:lunto de yértioee de cualquier dill?ái'.ica wedo eer 
partido en a trQeotoriae d1r18idae C donde « ee el ll'lmero de 
vértices de un con.:lunto independiente mlx1-> ) " • 

B.1M1Ploo: 

D,: ., 
? 

{l-1.t ,v7..v3}, {v1;t>z,Vo}• {l>a,t.'7•v,} • {V,•l>o,t>7) JI {il-12,1-'d,vt} QOft 

con;Juntoe independienteo mlx.lmoo • 
.. «=3. 

Do donde: 
V(D

1
):{1't 11 i.i2 

,v 
8 

11 1,.1
4 

11 tJo
5 

,v 
0 

.v 
7

} 

::{v
1

,v
15

,t>
4

} U {v
3

,vd} u {v
7

,?.1
2

) 

=Un16n de 3 trevectorias diriaidao. 
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D,: 

.. 
7 

" " 

" • 

... 
" 

..... 

{v • .L> 
9 

.v • .v 
5 

.v 
0 

.lJ 
7

} ea un conjunto independiente aixi.90. .·. 
V(D

2
)={1> •• z..i

2
.v911v

4
.v

45
.vd 11 1..>

7
} :{v .... v

2
} u {v

8
} U {v

4
} U (t>

15
) U 

u {v
7

} = Un16n de 6 traveotoriao d1r1a1dae. 

,, 
? 

V • 

{v
1

,v.,,v,,,v.} eon oon,juntoe independientes lllliJtiaoe a= 3. 

u 

{v 
11 

,v 
0 

•".,} = Unión de treo trayeotoriae dlristdae • 

Loo doe reeultadoo anterloreo PtJeden oonoideraroe como 
ex1oteno1a "dual" • "doble". En eote oentido • pUeden orisinaroe 
auohae presuntoo , pero no ee el obJeto de eete trabaJo. 
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A continuaclón oonaidel.'890& D una ~fica 
( dilll"tfioa ai.trioa Bntonoea ae propona 
aipiente: 

sin dirección 
la conjetura 

aJMJmJRA : Si :A. (D)=p, + p
2 

, entonce& -iete una partición 
de au conjunto de '!11!-rticee en do& euboon.1untoe x, v x. tal 
que M DCJC,J ) ;; P, .,, :A.( Dcx.1 ) ;; P,. 

Observa.>& que para P, =i entonoea la Con,jetura coincide 
con el Teo- 3. 

Para valoreB pequel'ioa de P, < P, ;; 5 ), la 
afirmativa. 

D,: 

" • 

(F.-->..,......~~-1~~~--0 V 

reapueota ea 

.. 

(v, ,v • ,v • ,v, •'',.) eo una tro¡rectoria dirisida de 101111itud Pllima. 
:A.(D,>= 5 = 1+4 = 2+3. 

C&so 1. 51 :A.(D,) = 1+4 = P
1 

+ P
2 

• 

o, ex, 1: 

Sean x .. =cv •• v!I} ,, ~={v.._,vz,v .. }, entonce& obtenemoo 
las dos dl~fioaa oisuientoa: 

" o • 
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v • uO--------<O v• 

Caao 2. 81 >-(D
1

) = 2 + 3 = P9 + P4 • 

o .. 
4 

Sean x.=cv •• v,.> ll' x.=«···"'··".>· entonoee a partir de 
eatoa oonJuntoa obten8110a laa d111J'A~1oaa at.auientea: 

o 
V 

" 

o ... 

V , 

(v •.u·, ,t> 
9 

.J.Ji, ,lJ 
2 

.v 
0 

,1.1!!I,v
7 

> eo una traveotoria d1r1s1da de lonaltud 
!Pxiaa. 
Donde obten"910a la elsu1ente l11Ualdad. 
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.,. 'º·) = 8 = 1 + 7 2 + 8 = 3 + 6 = 4 + 4 . 

caeo 1. 61 ~<».> = 1 + 7 

Sean x, ={v • } 

º·lit,.}: 

V 0 • 

entonces P, = 1. p2 = 7. 
11 X2=<v' .v z .v:s •1..' • .,v5 .,v d'v?} 

V 
? 

Donde (v 
1

•"
9 

•"' • ,v 
2 

,v d ,v 
5 

,v 
7 

) ea una traveotor1a d1rl111da de lon-
111tud a\x1-. 

Caso 2. 61 ~(P2 ) = 2 + 6 entonces 

Sean X3 =Cv, •"• > v X
4
=(v

2 
,v

1 
,v, .v

5 
.v d ,v

7
} 

... 
• 

En loo e;Jemploe anter1oree helloB podido c._robllr que la oon;Jetura 
BO OU11Ple para loo d1ot1ntOB CllBOB en 1011 cualeo P, v p

2 
ta.an 

dlferentBB valoreB, a cont1nuac16n oonotderellOB el e;Jemplo para 
P

4 
= 6 • 
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l> • " • 

Donde < '"• •", ,v
2 

,v 
0

,v,. ,JJ
7

) ee una tra11ector1a diri111da de 1011.111-
tud lllaxi-. 

caao 3 • Si "(D
2 

) "' 3 + 5 eatoncee 

Sean X,,=<"••"•·"•} 11 

"z 

93 

Sell P,,=3 11 

xd=<uz ·"· ·"'" .v a•l.J7} 

... • 

P., = 5. 



.caao 4 • 81 >-.(D
1 

> = 4 + 4 entonoee p
7 

= 4 

Sean Z
7

={v, .v
9 

.1 1

4 
,v

8
} 

D,: 

" .. 

~(D•) = 3 ~ 1 + 2 

Sean X, :(v,} 

1-' • 
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y x. =(t> z .v !I .v d .v 7 ) 
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u.ex. J: 

,,., o 

... 

V 
? 

.. o 
t 

I> 
• o .. 

O a 

o .. 
' o ... 

" 

(v, ,v, ,va ,.., ",v. ,v 
0 

,v 
7 
> ea una traveotoria d1r1sida de lonaltud 

a\•.laa • Por lo tanto "(D
4 

> = 7 = 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4 

caso 1 • 61 >-<D, > = 1 + 6 Sea 

Sean x.=cv,,v~,vo} y 

V V 

' o z o .. • o 

D,CX,.J; ),.( D, ex_ l >=1<6=pa 

.. o I> 
o I> o 

I> 
o 

? ft p 'º 
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».ex, J: o 
I> .. 

Caao 2 • X(D4 ) = 2 + li = P
9 

+ P• 

Sean x.=cv,,v,} " 

... o 
' 

,, 
• 

~ • 

Caao 3 • X(D4 ) = 3 + 4 =P., +P., 

o 
V .. 

Sean ~={v,.v7 .vd.v,0 } ~ X0 ={v1 .v3 .v •• v5 ,v •• v 0 ) 

))yP 
».cx,,1: ~ 

... , 

.. 
• o 
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RESUMEN 



RESUMEN 

Bn este traba,10 ee preeentan alfilUJlll8 condlclonee mdlclenteo 
para Que una d1ará:f1ca -tls:faaa la ConJetura 1 propUesta par 
J. M. Laborde • C. Pairan 'lf N. H. Huang (1982) • 

Bn el apartado correepondiente al dellllll'rollo ee 1ncluven lao 
da.>straclonea de los 10 Teoremas • 3 Corolarloa v 4 
obeervaclones. cada uno se presenta con una eerie de ejemplos • 
Asimismo en dicho apartado ee incluven 3 ConJeturas con su 
reepeotlva e3emu>li:ficaoión • 

Para este trabajo tlmbién ee conelderó pertinente incluir Wl 
apartado oorresp0ndiente a la DUALIDAD • ira QUe. a partir de cada 
Teorema v Corolario ee -4e obtener IN Teo.._ dual v Corolario 
dual opllcando el prtno1Pio de dualidad direccional. 

Ea :f~ntal enfatizar QUe todoe loo Teoremao • Corolarios. 
Conjeturas 'lf Observaciones 11irr.ron al rededor de la ConJetura 1. 
La cual oe preeentr. a continuación: 

OJNJJrnlRA : Toda diSJ"l.fioa D tiene un conjunto independiente 
5 inter111eotando toda travectoria d1r111ida de 101111itud aixtma. 

,, 
l 

Sea S=f" 
1 

,v 
2 

.... 
8

} un conjunto independiente . 
Sea T=(v,. .v5 .v •.L.'• .i.1d,1.>z ,V7 } una traveotoria dirigida de lon&l-
tud mlt.xtma. 
5e C\Dll>lO QU8 S f'I T :{1>, 0V20V

9
} 
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Sea S={v 
2

} un con3unto independlcmte. 

" u 

Sean ·r 
1 

:.:(v
7 

.a.1,
0 

•l.J• •'°1e1 .v
8 

.v • • u
2

) • 'C' .. =(t>
7 

.v 
10 

.v. ,v d .v" .,v 1 ,v8 ) 

T ,= ("' •• ,v ali! ,v t>'v cs•v5 .,v9 ,v 2 ) y T 4 =(v t • ,i.• 1 a ,vP ,v 0 .,v • ,lJ 1 ,v2 ) eon 

trfU'eotorlaa dlrlaldaa de lonaitud -.&alma. 

Se 0U11Ple que S n T, :: S n T 
2 

= S n 1· • = S n .,. , 

" • 

{ ''• } . 

Sean rt::(P,,1,'!l.,1.1

0 ,v7 ,v•.v911 1>2 ), T 2 ::(1)cs•v7 ,v8 ,i.i9 ,v5 ,v
4

.v
0

) y 

r .= (v
7 

.v ... ~. ,v5 ,v .s•" .. 
0 

,v'") traveotortae d1r181dae de lona;itud 
1Px1-. 

Sea 3={u., •"' 
8

} un con3unto independiente • 



,, ..... 
a 

D,: 

.... 
' 

trlQ'eotoriaa diriMidae de loDMitud lll>xt.a. 

See 5={,_., ,v
3 

,,_.
8

} un conJunto independiente. 

Entonoea ae aatia~aoe que 

S r'I T
5 

:! S r'l Td = S r'l T
7 

= 
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GLOSARIO 



GLOSARIO 

llllll& WWRACIOll DB .llJmtií:B.S de una. dillt'á :fica D. Be una 
color1U:16n de loe 'Vértices con n coloree de 1111nera que Vértioea 
ad¡facentee tenaan aeillnado distinto color. 

O• 

o,, 

JUCLQ DIBJQl!ll ( C~ ) en una dt¡¡ráfica D. c;={"••"'a• ... ,vn} 
ea una 11UOeei6n de ~rticea (v 1 • v, +• ) E A(D). 1:S 1 :'Sn, not. mod. n 

de· una dilll'lfica D 1.e. loe vé-rticee no ee repiten ). Un ciclo 
de · lonaitud n ea un n-ciclo. Un ciclo de 1011111tud 3 ea un 
3-oiolo-triénQUlo v en ea un oiolo de 1011111tud n. 

JUCLQ ll&'AB • e,. "ª ciclo i111Par al ll &6lo al el nú-ro de 
vt.rticee "n" ea 1llPar • 

e . .. ea ciclo impar porque 3 es 
un llP-ro J.Jlpar. 

!XlH.WNTP DB ™ ( A(D) ) de una d111J'éf1ca D, ea el conJunto 
de parea ordenados (v l •"; ) con l "'j tal que v l ea vértice 
ad)'acente a ";· 

D: ,,~ ... 
• • 

IOO 

':,.\.. .. :'.' 



gw.nwm .llllll1!.llllW .121 VJ!R'1'Irnm en una d1~f1oa D ea 
un con3unto de v6rtloe111 , en donde cada doe v6rt1oee aon no 
lldvac111nte11 ( aon 1.ndepend1111nte111) • 
/3(D) representa el ná•ro de vértlcea 1ndependientaa v ea iaual a 
la Dixlaa oardinaliad entre 10111 con3unto111 independientes de 
v6rt1cee de D. 

D: 

{v, 1JJ 
2 

,v 
8 

.v 
4

) , 

{JJ
5

,v".,v
7

,v
8

) , 

{1>• ,v d.v • • v.} , 

("',.•"'•} 'JI {v•'"••"o} ISOn oonJuntoe independlentea de vértioee 
donde /1(D)=4 

gw.nprm IIQll!P!!MDIBllTI!: tlAXlll2 de 'Vértloee en 
D 0111 cuando 6ete no eetti contenido propi-nte 
conJunto independiente de "'6rticee • 

D: 

... 

:f?r<\". .v~º 
V 

? 

una diarA fioa 
en al&On otl'CI 

Loe eiaulentee 1SOn oonJuntoe independientee de ,,.i.rticee 
{v,}. {Vt.•Ve}• (1>t 1 lJ99V0 }. {1-1 4 }, {v4 ,v8 } 11 {V4 ,Vbi 1V

7
}, {v

2
.v

7
,1-t.}, 

{V4 ,1>tl,V?•l.>g), {v
4

,t.1
5

•1,.1'0',V.), {V
2

,V
7

}, (v
2

, Vd} 'I/ { V
2

,V
0
,v.} pero 

de todos "'atoe loe l'.!nlooe conJuntou 1ndepend1entee d.xiaou aon: 
{vt 1 v 8 ,vf'.I), {v

4
,v

5
.v

7
.1.\,l• {v

4
,v

5
,v,

1
.v

8
), (v

2
,v

7
,v•} 11 {v

2
.i..\,,v

8
}. 

<XllLJJllTO DE VJ!R'1'ICBS ( V(D) ) de una di~:fioa D. 
Correopenden a loe puntee de la disr.t. fioa • 

D: . /V·· .. 
d 

IOI 

.. 



qprnm ~ Un con.junto independiente S de \111& diaráUca D , 
ee dice que ea wi conócleo de D. ei ~a todo x e ( V(D)-6) heV 
v e S tal que (}l',X) e A(D) 

:v. 
D: 

S=<v, •»'z .v.} es un con.junto independiente. Moa dimos cuenta que 

S ea w1 conOcleo de D, va que ,{(Jr2 .x, ), C:v,.x2 ), (:V9 .x. ), <:v2 ,x,)} 
e ACD) • 

DIGBAFICA CD) o arAfica finita diriaida ein lazoe, ee un 
con.junto finito V (de vértices) Junto con un con.junto A 
(POBibl-nte vacio) (eeparado de V) de Pll1'8S ordenados de 
distintos ele-ntos de V. (En eete caso nos refer1-e a loe 
el-ntoe de A oc.> flechae) • 
V(D):{v • ,v • •",. , ••. ,v.,.• ,v n} :. El con.junto de vérticee de D. 

A(D) = C (v,,v2 ), ("••"•)' (v .. ,v9 ), •••• ("n-a•"'n)} = ConJunto de 
:fleohae de D. 

Süa D=( V(D), A(D) ) una di&ráfioa , entonces D ea sin lazos 
si para t.odo "e V(D) se tiene que (v,v) "'A(D). 

D: V . 
... 

p 

DJGBAFICA D, --OBI!!!ITAllA Una dierif1ca D 

B,-orientadll ,ei { (Jr,x), (Z,X) } S A(D) illl>licll 
(Z,Jr) } r) A(D) ,. 0 • 

D ee B -orientada si 
L 

.. 
R 

ee dice que es 
que e <v.z) • 

º»'~. 
z '8--"" 

DIGJ!AFICA D,, -QRI!!NTADA ~ Una di~f1oa D ee dice que es 
B2-orientada , el { (X,Jr), (x,z) } ~ A(D) implica que { (y,z) , 
(z,}I') } n A(D) " 0 • 
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· .. .,,~ .,,~ 

D ee B2 -or1entada el: z g.._.--1l o z ¿_---1l o:~-

DIQBAUCI Q!ELJTA (ltn) • Una dlarQ.t"lca e-lota oon n 
v*rtloee 88 tal que l[n( V(ltn), A(l[n) ) donde V(ltn):{v,,v

0
, ••• ,vn}, 

ltn 8B oo.¡pl8ta el V v L , v; e V( K,, ) entonces v L , v J eon adlraoen

tee. 

DIGRA!!IC6S I!iQl)RF65 <D, ~ n.) Una d~:fioa D, ee 1e090rfa 
a la dipá:fica D

1 
el elltiete una :funo16n b1V8otiva ( uno a uno ) 

f: V(D,) ·• V(D
2

) tal que ("U,v) e A(D
1

) a1 V !Plo el (f("),:f(v)) e 

A(Da) • 

~ 1> p • • 

DIGBAll'ICI Sltll!TBICA (D*> ee una ¡¡rá.:fica 11ln d1reco16n. 51 
para cada :fleoba (u,v) de una di¡¡rá.fioa D ee o-le que , (v,u) e 
A(D) entonces D ee 11~trlca. Entonces lae dos :flechas (v ,v) .,, 
(v,u) de D pueden 1111r denotadas ,1untae oom> {"U,v}. Por lo tanto en 
este sentido una llJ'lt.fica ee una d1ar-if1ca 111mli'trica. 
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DJQIAfICA sntmrpa CQMPiftA (lt:> con n vértices. 

DIQBAlJQA (p,q) o una (p,q) d1tll"fica en aquella que tiene 
p vértioen 11 q arietan. 

D: "• 

V(D)=fi.o
1 

,v
2 

,v
3 

,v 
4 

.v!S ,v d,v., ,v•} v 
(1> 

3 
,1, 

4 
} , (1> !I ,v 

4 
) , (V" ,Vd), (1> d ,v? ) , 

(v.,•"'•) l. 

A(D)={ (v
1 

,v
2 

), (v
8 

•"'z ), 

(V 
7 

,V• ) , (V t. ,lJ e), (l.' t. ,V 
4

), 

J>::(V,A) ee una dipáfioa o ~fioa diriaida. 
p::8 , eas el orden de la di~fica. 
q=10 , es el t!Ullll!o de la di~fioa . 
. ·. es una (8,10> diar*fioa. 

con: 

DIQBAFICA ™ D. ~ ( p-• ) de una dlaráfioa D. Es 
aquella que ..., obtiene asisnaruto la direcol6n oontrarla a cada 
:flecha. 

Se obaerva que en la dl~flca dual cambia el ··naoleo " por 
"oonúoleo", "I(D)" par "T(D)", "'6!(x)" por "6~(x)". 'T!(x)" por 

ur;(x)" 11 "B, -orlentada" por "B
2
-orlentada". 

104 



D: 

I<Dl={v'} T(D)={v ,> 
r!<v, )={v,} 

r;tv.>=<v,,v,,v,.} 

r+ _, (v
9 

)={v, ,v, ,v,.) 
D 

r-_, (v, >={v,} 
D 

JS1Q11611D ( 6~(v) ) de un Y'l'rtioe v en Ullll dilP'it:ioa D , ea el 
·na-ro de ""'rtioea da D que BOn ad¡¡aoentea daade V. = C&rdinalidad 
{veoinoe externos de v} • 

D: 

n.BCUA (v, ,v l > en una di...,.noa D. Sea D=< V(D), A(D) ) une 
di~t:loa ento- (•\ ,v l) ea una t:lecba , e1 (v, ,vi) e A(D). 

D: (•\ •" J ) ea una t:leoha 
en D. 

nma ASllQITBICA • Una flecha (V' ,v.) e A<D> 
aa!JD!.trioa ai (v z ,v • > e: A(D). 

D 
V~ 

·~~ 
V 

9 V• 

.. (v,.v
4

) y (v,.v
2

) son 
t:leohaB aeUl!l-trioae. 

GBAW. llJl Ull l!EB'UCE ( 6., (v) ) en WUl diar'. t:ioa D • El arado 

de un vértice v ee el ná-ro de arietas que 1Jlclden en el vértice v. 
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D: .. 
6D (V):2 

ÓD (1.>):4 

ÓD (c.>):3 

6
0 

(X)=3 

6
0 

(y):4 

WIA!IC& DlllD (G) • Una arAfloa ee una pareJa ordenada 
formada por Wl oonJunto finito, V Junto oon un conJunto 
(PO&ibl-nte vaoio) A (separado de V) de BUboonJuntos de dos 
el-ntoe (dietintoe) de 'lértioes de v. 
ConJunto de vértices de G =V<G>={u,v,w,x,v.z.). 
ConJunto de arietas de G=A(O)={ {u,v}, {v,w}, {w,x). {x,v>. {:v,z), 
{JS,U) } 

G: z~• 
~ 

G(V ,A) es Wl ar-ifica 
finita. 

llilDIAlll2 DE Ull llBBUCE v 6;; (v) ) , es el nú-ro de ""rtioes 
de D, ad:vaoentea hacia"· = Cardinalidad { vecinos internos de v }. 

D: 
u,~v u,. 

u " . " ' • 

.. 

UltKU'l'UJ) .D:E 11!1& Tl!AYJC'IVBIA dirisida T ( l (r) ) • es el 
ntl11ero de v6rttcea sobre la trQectoria r -nos 1. 

.. 
tra:vectoria dirislda dando 
l(r ):5. 

llllCl.BI U 11116 DIGRAFICA .D ~ Un conJunto independiente S de 
una diar-'\fica D se dice que ee un núcleo de D si para todo 
X G V(D-S) ba:v V E s tal que (X,:V) e A(D) • 
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D: 

•. 
S=<i.r, .i.r

2 
.ir.} ea un con.Junto independiente 

Obeervamoa que S ea un núcleo de D , porque { <x, .F
2 

) , (Jc
2 

olt'
3 

) • 

(X1 .v,), (:it• .v,) } e: A(D) • 

.lllllllD CllllATim ( r<D> ) de una diaroi:fica D. Ea el a.1n1-
nO•ro n -1'& el cual una diarA:fioa tiene una buena coloraci6n 
con n coloree. 81 r<D> = n, entonces la di81'1:f1ca ee 11-
n-cI'Qlllltica. 

O• t: .L· :k:-:-:1 ·~· 111()1 

D, D• D• º· D,, 

r(D
1 

l=l .. D, ee 1-cr«>Ptica 
r(D

2 
>=2 .. D• ea 2-cr«IP tica 

Y(D, >=2 .. Da ee 2-or<>Ptioa 
l'(D• )=3 .. D, ee 3-oromlltioa 
l"CD,,)=3 .. D,, ea 3-cr«Dtioa 

lllamllD .DB YIWl'ICI§ .DK 1111.6. TRAYBCmRIA DIRIGIDA de lonaitud 
•xtma de una diará:fica D sin lazoe ( ~(D)::>.. ). 

D: 

V 

' 

"'• 

(V t ,v 1 ,v ~). (v 1 ,v !I ,V z ,v !9). (V :1 ,va ,i..·~ ,i..\, ,V'). (i> J. ,va ,l> 2 ,V '!:i ,t> o ,v,) y 
(v,,v1 ), flOD travectoriae diriaidae. 

La Onica trQectoria diriaida de lonaitud W.xima en D ee 
(vt ,v•'"'2•1..1,,,vo,v,) • .. ).(D)=6 
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Wllllll DK WIA DIGllAFJCA D (Pl. Bl nú•ro de el-ntoa en el 
co~unto V(D) e11 11-do el orden de D. = Cardlnalldad de V(D) 

D: .. p=5 

-ato que 

V(D)=(v a .v 2 •" • .v 4 .i.•5 } 

1!AB'.m 6SIMBTBICA 11.K D ( .flap (D) ) ee la eubdi&ráfica 
11eneradora de D c~ae flecba8 110n laB flechae aai.ti-lcflB de D • Y 
loe vérticea eon todoe J.oe 11ért1cee de la dil(l'áfica D • 

D: 

",~v2 

~ 
V • V 

' 

.. Aalla (D): 

.... o /··. 

~ 
... • V 

' 

PAllTICI!ll DEL QQHJIJllTO DB VKRTTCllS Ell mt!JU!ITQS 
IIQ>IPJ!NJ)I!!llTBS en una dilll'ática D. Dado V(D) una pertlo16n del 
al_, ea une d1v11116n en aubcon~untoa V,, V

2
, ••• , V,.,, tal que 

(v,v) e A(D) .. "e vl. V e vj para .... ,. (1,e, v, ea un oon
Junto lndependlente, ira c¡ue, cada doa Vértioe11 no eon ad:vaoentee). 
Ad8Po v. uv.u, •.• ,uv ... =V(D) y v, f'IV/'•, ••• ,nv,., =9 

D: " .. 

{vt.v
3

.v
4

,v
7

,u
0

.v
11

} Y {i>
2

,,t>
4

,,v!l,,v
1

,,v
10

} eo una partición de V<D) 

en doe oo~untoe indeperuiientee. 

P&illQ DE WIA DIGftAFICA 12.. un v-v paeeo ea una euceel6n de 
vértlcea (vi ,t"\ +t) e A(D),, J.:H~n. not.mod.n donde v 1. =v y v n =v. 
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PJllPCllMQ " 0 • Se dice - un ""rtlce a • I(D) -tiafiwe la 
propiedad P

0 
al para oada <v,x> e Aaya D C l(D) J por lo -noe 

WUl de las cond1c1onea a1p1entea se ~le : 

D: 

t ) Para toda t.ruectoria dlrislda de lonait.ud •xi- de D con 
oriaen en v contiene a x • 

¡ l ) Para toda trai1ector1a dlrialda de lonaitud •xi- de D 
oont.en1endo a x y no 1nlo1ando en a t.8111>1én oont.1ene a v. 

:~ .. 
a 

I<D>=<a.v ............. } y <v.x> "'Mp DC I(D) ] 
•> T,=<v,x,v,,v •• v.> , ea una travector1a dirigida de lonaltud 

IPA!ma de D que t.1ene origen en "v'" y oont.iene a x • 
ll) T•:;:(v,.v •• v •• v.a>. T3=(v2 .v9 9,-.x.v1.) y T,=<v • .-•• x.v,.v2 ) aon 

truectorias dir1aldaa de lonsit.ud 8'\xima de D que contienen a 
x , no inician en x v t.8111>1•n oont.1enen a v . Por lo tant.o 
l (1· l ):l (TO ):l (T S ):l (T 

4 
):5 

Bn oonaecuenola x aat.lefaoe la propiedad "
0 

• 

S!JBQIGRAP'JCA J1.K J2 INDUCIDA E!lB .6 ( DCSJ Sea D una 
d1111'6f1oa , VCD) v A(D) denotaran el oon.1unt.o de .,.rticea v 
flecha& de D reapeot1v1UM1nte • Para cualquier auboon.1unt.o S ~ 
VCD). Bntonoea la aubdillf'6.f1oa de D inducida (generada) par 5 ea 
aquella ouvo oon~unto de vert1oea ea 1sual al oon.1unto 5 v el 
oon,1unto de flecha& aeta conatituL do por laa fleohae que tienen 
como Vl!'rticea a loa elementos de s. 

D: 

.... 
Sea S:{v z ,v • ,v,} , entonoee la aubdilll'I' fica de D inducida Por S ee 
la elgu1ente: 

DCSJ: -----~'"'· 
V <J!!:::-----~ z 
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JAIWIQ JlB la DJtJRAVCA D < q > correll}lOnde a la cardinalidad 
del con,junt;o da fleobaa de D .. c;a = cardillalldad de A<D>. 

D: V&~V9 . " 
.. q=6 

TllAJICTOBIA DIBIQJDA • UllA PIQIAfICA ll T ) • Una ,,_,,, 
trueotorla dlrlalda ea un v-v paaeo en el oual loa vé>rtlcea no ae 
repiten ( por lo tanto, tUl>QOo - repiten las :fleobaa >. Adellla 
laa fleobaa deben tener la al- dlreoo16n , ea declr, el loa 
~rtioea v, , •\ +& aatan en la travoctorla entonoee la flecha 
(vi. .vl.+i) e A(T). Con T::(v, .v

2
.v •• v, ••••• v" .vi.+t ...... vn) 

v-v. es una tr8'8otor1a dlrlalda donde se BillUB la eeouenola al
piente T = (u:::v,.v

2
.v •• v,.,v,,=..o) • 

TRAYJ!GIPIIA QIRIGID6 mll( WllWill Bit u. es un u-v -o 
C'Ulfa pr1-r flecha ea (v,v,) en el que no se repiten '1érticea 11 

por lo tanto ~o ae repiten fleohae • Todas las flechae tienen 
el 11.1~ aentldo • 

"'·~~ .. 
D: --~ 

v, v 5 

-r, =<••, ,t' • ,v • > ea una travectoria dirlaida con oriaen en v, 
-r 8 =(v•'"••v,.> ea una trQeotoria dirlaida con orl11en en "• 
T 9 =(",•"••",.> es una travectoria dirl11ida con ori11en en "• 

TBAYBm'QRIA QJBIQIDA DI: UlftGITUD lWW!A Bll UHA DIQl!AJ!'ICA 12 
( i.. ('') = ). ) 
Sea D( V(D),A(D) ) una dlar!flca • Entoncea se dice que T es un& 
tra¡,ectoria diri11lda de lonaitud l>ixlma cuando, la lonaitud de 
cualquier otra tr&11eotoria dirisida en D es .,nor o isual c;aue la 
loll(litud de la trQectorla -r 
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D: 

.,.,=cvil.,.vd) 
1'

1
:(a>

1 
,v!J,v

8
) 

'f 9 ::(v 4 ,v,., ,1..·d ,v 'º) 
, ,=<v .. ,v"' ,v 6 ,v

7 
,v9 ) 

Por lo tanto T • •Jtlma e illUftl a fi 

ee una travectoria d1r1a1da de 
ee una travectoria dirialda de 
ee una tra:vectorla d1r1•1da de 
ee una traireotoria dirlalda de 

ee una travectoria diri•lda 

loqitud 2 
108111 tud 3 
lonaitud 4 
lo811i tud 5 

de 101111itud 

yBClllQAQ l!ITBBIQB e r! (v > > de un wrtice v en la ditlN Uca 
D. Si., ee Wl .,,.rtice de una dU~fica D, entoncee la vecindad 
exterior del 'Vértice v ee el co~unto de "'1-rt1cee advacentee deede 
v, eor lo tanto r!(v):( v, E V(D) / (v,v,) e A(D) > • 

J): ... 
r!(v):{v,,va,v9, v,.} 

v, ee adyacente dee
de v. 

YECIHQAD IllTJIBIOR e r;(v) ) de un 'Vértice V en la di6frif1ca 
D. Si v 11e un 'Vértice de una dia1.'11:1ca D, entonoee la vecindad 
interior del 'Vértice v ee el con.1unto d11 .,,.rtioee adlracentee hacia 
v, por lo tanto r;(v) :( v, e V(D) / (v, ,v) € A(D) >. 

D: "~ l VV/ V 

• 

.. 

III 

r;(v) 

v" ea 
a v • 

{ v,,v
2

,.v
9

} 

advacente 



VBR'l'ICIS emrarnprnm Bll DIQBAf'ICA J2 • Doa vértioea u l/ v 
aon adl/aoen1'ea a1 ( (u ,v >. (u ,t ) } n A(D) ,. 0 , ea decir , al al 
-noa ex1a1'e una flecha entre a .,,t>rtloea. 
Si (v ,v) e. A(D) entonces - dio que u ea adlracen1'e baela v l/ QUO 

" ea adlraoente deede u • 

D: 

.... • 
.... 

.. ~::::e:~ • 
V(D)={J>t .va .v •• v, .1.1G} Y 

v
3 

conv
11

• ,.,
5 

oonv
4

• v
4 

son vt. con v
2 

v
3 

con v,.. v" oon v
3 

v v .. con vis .. 

VBRTlCJ!S IKICIA[,J!!i ( I(D) ) de lao tra.,eotorlaa dlrlaldaa 
de lonaltud .i.xi.a de una d1ar<\f1oa D. Ea el oonJunto de loa 
vértioea qua dan or1aen a laa raveotoriaa dirialdaa de lona1tw1 
a>.xi.. • I(D)={•\ I "J=<"',, ••• "" n) ea una traveotor1a d1r1-
81da de lonaltud allx:i- de D } 

D: 

V 
l 

.. 

VRftTICBB TJl!MINAUUi ( T( ) ) de laa travectoriao dlrlaldaa 
de longitud a\xi.a de una dla flca D • Ea el conJunto de loa 
vértices donde finalizan laa t eveotor1as dlrlaidaa de longitud 
a\xi-. T(D)={ v, I 1· i =(v,, •.• ,v,) es una traveotorla dirl-
&ida de lonaltud a\x1- de la i¡wáfloa D } • 

D: 

V . 

V 
5 

I2 

.. T(D)=C"• •" •) 
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