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INTRODUCCION

El trabalo que me desarrolla en esta tesis cuyo titulo es
"Nucleos y trayectorias dirigidas de longitud mixima en
Digréfican” fue desarrollado con base en 1las investigaciones de

destacados y eminentes investigadores moxicanos 4
extranjeros. Por msencionar algunos, ¢tal es el caso de los
1 tigadores fr : J. M. Laborde, C. Payan ¥y N. H. Xuong

quienes propusieron la slguiente conjJetura: "Para toda digrifica
D sin lazos , existe un conjunto independiente S, tal que A (D-8) <
*(D)", ¥y de los investigadores mexicanos Hortensia Galeana Sinchez
¥ Hugo A. Rincdn Media quienes lograron obtener algunas
co:gi:ionea suficlentee para aue una digrifica aeatisfaga dicha
conjetura.

Sean r(D) el nimero cromitico y X(D) el nimero de vertices
de una trayectoria dirigida de longitud mixima, respectivamente,
de una digrifica D ein lazos.

ROY [11]}, e independientemente GALIAI {81, demostraron que
D) = A (D) (1).

A continuacidn se presentan algunos ejemplos.

1 1
1 7(D)=3 ¥ N(D,)=8
Y(Dt) =3<8-= }\(D‘)
D
ol
3 2
1
2 1 -
. r(Dz)—‘-:‘i o
: D, )=T
Dz. ¢ z
7(D,) = 35 7= n(D,)
2 3
1



1 1
3
1
3
5 4
1 2

t(D, )=2
(D, )=8
YD) = 2 < 8 =2(D,)

¥(B =3
)\(b‘ =5
r(D‘) =3=< 5§ = AD,)

r{bH=3
A(Ds):a
¥(D,) = 3 5 A(Dy)

#{(D )=6
K(Do)zs
(D) = 6 = x(D,) .



7 (D, )=3
b : AD,)=8

7(D,) = 32 6 =MD, .

Para continuar es necesario hacer la siguiente aclaracldn:
"Una buena coloracién de vértices de una digriafica D es una
particion de su  conjunto de vértices en conjuntos
independientes”. A continuacién ae ejemplifica con algunas
digrificas.

k2] Ud
2 V=V uv

v nv, =0

v v=Liv v,
L] —

Vz— { v, ,vs}
Donde V, ¥ V, son conjuntos independientes , ademrs se satisface

la deaigualdad (D, )=2 < 4=2(D ).

V=V UV, Uy,

vwnv,ny, =0
Dz: v, = ¢ Yy oty ¥gel, 3
Vz ={v.,vﬁ )]
V, =tv v 3

a2 14

Donde V, ,V, v ,V, Bon

conjuntos independientes
¥ 7(D,)=3 < 5=A(D,) .




V=VlUVzUVn
v’nvznvs=9
)

= v v
V. (vn Pee Mo

= k) K »
vz (vz"‘ VoV e u)

3}
Donde V‘ ,Vz y,vg aon

a”
={v_,u_, v
vs (3'15’ 127 an

conjuntos indepen -
dientes.

V=V, UV, vV uv,
V‘ ﬁvzﬁvaﬁv‘:ﬂ
donde V‘=(L"}.

V,={v,»v, ), V=, } ¥
V‘ ={v,} son conjuntos
independientes.

Con base en la aclaracion anterior, una posible extensicn de
[ #(D) £ A(D) } fue conjeturada por J.M. Laborde,C. Payan y N. H.
Huang. La cual se expresa como sigue:

CONRJETURA C 1 ¢ [101,(18B2) ) Para toda digrafica sin lazos
D, existe un conjunto independiente S tal que A(D-S) < A(D).
Expresado de otra wmanera guiere decir que existe un conjunto
independiente S que interpecta todas las travectorias dirigidas
de longitud maxima en D.

Lus digraficas que gse presentan a continuacion son algunos
ejJemplos gue satisfacen la Conjetura C i,

(G JPar¥ye¥,) es una
trayectoria dirigida de
longitud mixima. .~ A (D, )=5
Sea S, ={v_,» 1} (un conjun-

to independiente).




Conailderando el conjunto S‘ se procede a obtener la digr:fica
D -s .

1 1

-

En la que se observa gque (g 2,0, .0 ) es una trayectoria
dirigida de longitud mixima y A(D‘-—B‘ )=4 por lo tanto se cumple
que MD, -8, )=4 < 5=2(D, ).

Eate procedimiento lo aplicaremos también en loe sigulentes
ejemplos:

[ T PR TSRS YIS P

2 0% 8" 8" a 10""5) es
una trayectoria dirigida de
longitud mixima .. A(D,)=T .
Sea §5,=(v,,v,,»,} un con-
Junto independiente, enton-
cea ge procede a obtener
D, -8, .

(v, .2 ,.¥,) es una

trayectoria dirigida
de longitud maxima.

A(D,~5,)=4 < T=A(D, ).



(v, ,v,) es una trayecto-
ria dirigida de longitud
mixiea - A(D )=3 . Sea §,
un conjunto independiente
donde § ={v, .» ¥ .

¥

2 ]

(,,v,) es una trayectoria

dirigide de longitud maxima
¥ AMD,-8 )72 < 3A(D,).

G0, 0,7, ) ea una tra -

yectoria dirigida de longi-
tud mixima )\.(D‘ )=4. Sea
5, =tv, v, .v, ) (notar que es
independiente ). Tomenos
D A -8 .

(0 v, ) es una trayvecto-

ria dirigida de longitud
maxima donde se cumple la
desigualdad siguiente:

A (D,-5,)=3 < 4= (D, ).



(.0, 50 v 7, ) es una

trayectoria dirigida de
longitud wixima .- K(D!. )=6.

Conaideremos el conjunto
independiente 5 ={(v 3} .

(2, W2, 02, 50 ) es
una trayectoria diri-
gida de longitud ma-
xima ¥y se cumple aue
MD,-5,)=5 < 6=x (D).

(v ,», ,¥.) es una trayec-

toria dirigida de longitud
mxima - A(D,)=3. S1 el oi-
guiente conjunto indepen-
dlente es S ={v .,»v, 0.},
entonces obtenemos D -85, .

.0, es  una

trayectoria dirigi-
ds de longitud ma-
xima b4 entonces
A(D,~5,)=2¢3=2(D ).



[CEORS SN S S S Y
1 = < + a

[CHL I LR
son dos trayectorias di—
rigidas de longitud mi—
xima, - 2D, )=5.
Sea S,,:(v‘ w,} (que es
independiente), entonces
a partir de este conjun-

‘to obtenemos la digrafi--
ca D, -5, .

Ya (v, ¥, .,) es una tra—

yectoria dirigida de

D.-§ 2 v, longitud mixima, por lo
? 7t : que se cumple:

2D, -§,)=3 < 5=x(D,).
? 7

(G A P RIS
es una trayectoria diri-
gida de longitud wmixima
e MDD, )=T.

Sea 8,=(v ,». 3} (que es
conjunto independiente).

I L es una
trayectoria dirigida de
longitud mixima.Por lo gue

se cumple la siguiente de-
sigualdad:

M(D,~8,)=5 < T=x(D,).




Wo.v, sV, ) eB una

trayectoria dirigida de
longitud mixisa
aD,)=4 .

Sea S,={v v, .,v,} (que

es conjunto indepen—
diente).

vy, . v, ) es una travecto-

ria dirigids de longltud
mixima y se cumple que:

MD,~5,)=3 < 4= (D,).

(0 5, P00, w2, by 0,0 )
es una trayectoria diri-
gida de longitud wmaxima

- « 2D, )=8.
e Gea & =(v .2 .} (un con-
Junto independiente).
(I N N L
es una trayectoria
NI dirigida de longi-

tud maxima y por
lo tanto, se cumple

que:
(D, -5, ,)=6<B=A(D, ).




(¢4 L ST PTLPT y

¥,) es una trayectoria dirigida de lon-
situd mixima, por lo que X(Du)=9. Sea S“={v‘ Wty (que es un

conjunto independiente), entonces obtenemos D‘ ‘~S‘ T

1w
o” 28’ g0’

» 10
v, a9 - w
o__,__,.-—-o—-— o
v
ht H 10
D, 1 St 1
1%
k4
w
a

Observamos que (v, ,» .V ., ) es una trayectoria dirigida

de longitud mixima. De donde se cumple la desigualdad sigulente:
A(Dll—sll )=6 < 9:?‘“)11 ).

En el desarrollo de este trabajo se haré <Snfasis en la
conjetura C1 y en algunas de sus consecuenclas, asimismo se
presentarin algunas condlciones suficlentes para gque una digrifica
satisfada dicha condetura.

Con la finalidad de tener claridad en la conjetura C 1 cabe
aclarar que las grificas conslderadas son finitas, dirigidas y sin
lazos (i.e. digrafilcas), y que aceptamos como una (di)grifica, a
la grifica vacia.

Se¢ recomienda consultar los términos no definidos y/o0
definlcloned relevantes en Berge [ 2 ] yv/0 remltirse a [ 3 3.

10
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DESARROLLO DE TEOREMAS COROLARIOS Y CONJETURAS

Eate apartado contiene lae demostraciones de los 10 Teoremas,
de loa 3 Corolarios, y de las 4 Observaciones,  asimliemo aparecen
una serie de digraficas que ejemplifican cada Teorema, Corolario u
Observaci®n, y en espectal se incluyen algunos ejemplos para las
3 Conjeturas.

TEOREMA 1. Si D tiene un nicleo S, entonces A(D-S) < A (D).
Por lo tanto D satisface C 1.

Demgatracion Esta demontracion se realizari por reduccidn
al absurdo: Sea D-CV(D A(D)) una digrafica tal que X (D)= es el
nimero de vertices de la trayectoria dirigida de longitud wméxima
en D. Suponemos que A (D-S§)=A (D).

Sea « x , X X,» --- s X, una trayectoria dirigida en D-S,

p 0
entonces como 5 es nicleo de D exiate un vértice x < §, tal que,
(x, ,%,) = A(D). Por lo tanto hemos obtenido (X, ,X,.X »...:% »X,);

trayectoria dirigida con A+l wvértices en D, esto contradice que
AMD)=x. Por lo tanto concluimos gque : A (D-8) < AM(D). +

Ejemplos:

S,={v v w0 .Y, ) es nu-
cleo de D ,ya que, (v, ,v.),
W, 2 ), W ) ¥y (0 )
e A ).

A(D,)=B

(un,v‘,vz IS LI X} v,

a®* "2

»
T4 a"'-)

es una trayectoria dirigida
de longitud maxima en D,.

b, 0 o A(D,-S,) = 1 v
A(D,-8,)=1 < B8=A (D,)



v v v 5,={v, ,v,.0 } nicleo de D,
va que (v .. ), ¥ (¥, .t'F)
n: e AMD,_ ), ademis X(D,) = 8
s ’ (0,20 51, 2 50, ) e8 una
trayectoria dirigida de

longitud mixima en D, .

»

D,-S,: &’v *(D,-8,)=2 ¥ (v ,»_) es una tra-
v yvectoria dirigida de longitud ms-
xima en D, -5, vy se cumple que:

M(D,-8§,)=2 < 5=\(D, ).

OBSERVACION 1 : Para digrificas simftricas ( o equivalente-
mente, grificas ein direccién) es ficil ver gue un conjunto inde-
pendlente mAximo es un ndgleo.

Demogtracion: Sea D(V,A) una digrifica eimttrica, entonces
(v,2) < AMD) 8l y s5lo 81 (v,v) € A(D).
Sea S={x .x,.x,,. «+»X_} un conjunto independiente wiximo en D, en-

Lonces ¥ v & (D-§) se tiene que v es adyacente con algin ® para
v =1,2,...,n, es decir, {(v,x;} < A(D). Como D es simttrica, enton-
ces (v,x ), (x ,v) « A(D). For lo que se concluye que V v « (D-§)
ae tiene que (v,x ) « A(D) para algin x < 5 por lo tanto 5 ens

nicleo de D. .

Ejemplos:
™ v
1 2 vu
§, = v, 2wv,} es un
conjunto 1independiente
D, : miximo, por lo que S
Ya es micleo de D‘ .
v
¥ ?

I2



S ={v ,»v ,v , v } es un
z 17 a8y
conjunto independiente
niximo, = Sz es ndcleo
de Dz.

8, :{v, », } es un conjunto

independiente w®iximo, 8,

es nicleo de D,.

COROLARIO 1 : S1 S es un conjunto independiente miximo de
una digrifica sim*trica D, entoncea A (D-8) < M(D).

Demostracisn i Como S es conjunto independiente miximo de wuna
digrafica simttrica D, entonces § es nicleo en D (por observacién
1), por lo tanto A(D-5) < A(D) (aplicando el teorema 1). ,

Ejemplos:

13

§,={v, ., } conjunto inde -

pendiente miximo -Donde
(» LI S B

s MYy et sv,) es una

trayectoria dirigida de
longitud mixima .. h(D‘ )=6.



V] v, v X(D‘—S‘) = 2 donde
(v, »¥ ) es una tra-

yectoria dirigida de
longitud mixima . Y
A(D,-8,)=2 < 6=A(D, ).

§,=0v ,» ,¥,} e8 un con-

D,: to independiente mAximo ¥
[P i L N ) una
trayectoria dirigida de

Yy longitud mixima, -~ A(D,)=7.
*(D,-6,)=4 ¥ una tra-
Dz ~Sz :

yvectoria dirigida de
longitud wmaxima es
¥, 00,2, .Y )

)\.(Da—Sz )1=4 < T=2(D, ).

De hecho, cuando se procede con digraficas sim®tricas,
posible mejorar la afirmacicén del Corolaric 1. Para lo ocual se
plantea el Teoremn siguiente:

14



TEOREMA 2 : Sea D una digrifica sim®trica conexa diferente de
K . Entonces existe un conjunto independiente § tal due se cumple
A{D-S) < A (D)-2.

Demonatracion i La demostracion se realizaré por reduccidn al ab-~
surdo. Supongamos dque para todo conjunto independiente S
A(D-8) > M(D)-2.

Puesto que D no es completa, podemos tomar S un conjunto in-
dependiente siximo con |§| = 2, como § es nicleo, entonces X (D-5)2
A-1 ¥ por la hipSteals A (D-5)=A-1, entonces 3 (X .X .....X, ) una

trayectoria dirigida de longitud mixima en D-§ (A(D)=r).

u

Como § es un conjunto independlente miximo, se tlene que x,
dede cer adyacente a algin wrtlce x, = 5, entonces (x,,x,) « A(D).
Por ls misma razsn x, ., debe ser adyacente a algin vértice en S, y
preclsamente a x ., entonces (x, _ .X ) < A(D). Porque &ai no , como
D es sim*trica, entoncea (x,.X,.X,,...,%, _ ,X ), @8 una trayecto—

ria dirlgida de D con A+1 vertices contradiciendo que X(D)=\.
Puesto que |S| = 2 hay en S un vértice x*x . Ademis como D es co-

nexa, entonces hay una trayectoris de x hasta algin x; (Os53=h-1).
Eato da origen a una trayectoria dirigida (x1 EPET TS ST L %
ceeeE e X . »X) con al menos A+l wrtices. 51 la trayectoria de
X a (x .x,,...,x, ) pasa por x , entonces obtenemos una trayecto-
ria dirigida (X,...;X,.X,,%,,...,% _, ) con al menos A+l vértices.
Contradiciendo que »(D)=:. Por lo tanto M (D-85) < M(D)-2. ,

EJEMPIOS:
L v, S,=(v, ., v .} e8 un conjun-—
to independiente y )\.(D‘ )»=7.
D :
* R S P I
una trayectoria dirigida de
v longitud mixima.
v
o
¥ »
< v

15



e (v,,»,) es una trayectoria

D -8 : dirigida de longitud maxi-
sVt ma, .- K(D‘-S‘) =2 4
A(D, ‘S. )=2 < 5=T7-2=22(D, )-2.
a .

Sa =(v. Wy eV e, .vp) es un
conjunto independiente

~ A (D, )=10 y una trayec-
toria dirigids de longitud
mixima es: (vp A L%

v,

- R L

10

,A(Dz—sz )=2 ya que
. (v, ,w,) es una trayec-
toria dirigida de lon-
gltud mixima. Y se
cumple que :

A(D,~8,)=2 < B=10-2=
A(D,)-2,

T o

16



TEOREMA 3 :Sea D una digrifica sisftrica. Entonces para todo
x ¢ I(D) existe un conjunto independiente 8 con las propiedades
eiguientes:

iy e §

ii) 8§ IKD)

iii) M(D-8) = A(D)-1.

Desoatracicn : La demostraci®n se realizarsa por induccisn
sobre ol nisero n des vrtices en D.

Base de la induccidn: a) Demontracion para n=1, ([(A(D)=11.
Sea D una digrifica simttrica con un &5lo wrtice, es declr,
V(D) = {x}, ademis esea x <« (D), entonces -3
consideramos 5={x} conjunto independiente se cumplen:
iyxe 8
ti) 8=(x} £ I(D)
L1i ) A(D=8)=n(D-x)=A (8)=0=1-1=A(D)-1.

b) Demostracién para n=2.
Caso 1) Sea D una digrifica simétrica con dos wrtices
sin flecha, entonces A(D)=1. Sea xe I(D), ¥
S§={x,¥} conjunto independiente, por lo tanto:
L) x € 8 =(x,¥}
i) S={x,¥} & (D)
Lie) AM(D-8)=n(D-{x,¥})=2(2)=0=1-1=A(D)~-1.

Capo 2) Sea D una digrifica sim*trica con dos
virtices adyacenten, entonces A(D)=2 (D: x oft—gmo y)
sea x € I(D) y sea 5={x) conjunto independiente por
lo tanto:

i) x e 8={x}
ii) 8={x} & I(D)
Lit) A(D-8)=n(D-x)=1=2~1=A (D)-1

HipSteals de la Induccidn: Sea D’ una digrifica sim*trica con nd-—
mero de vértices menor que n, entonces para todo x € I(D°) existe
un conjunto independiente 5° con las siguientes propledades:

i) x e 8§

i) 87 s I(D7)

iie) A(D°=-87)=n(D")-1.

IIX. Demostracicn para una digrafica esimttrica con n wertices.
Sea D una digrafica sim*trica con un numero de vértices 1gual
a n, sea x <€ I(D).
Consideremos (D-x) la cual tiene menos de n wrtices y se
le aplica la hipstesis de 1induccidn. Como A (D)=A, entonces
debe suceder una de las dos cosas: A(D-x) < A(D)=x o 8i no,
entonces A (D-x)=A(D)=r.

Caso 1) Demostracién para cuando A(D-X) < A{(D)=r.
Sea D una digrafica asimétrica con n wrticea, sea
x ¢ I(D). 81 A(D-x) < A(D)=r, entonces la afirmaci®n
eB vilida para S={x} conjunto 21independiente y por
lo tanto =
i) @ 8 ={x}
ti) 8={x} = I(D)
Pt ) A(D-8)=A(D-x) < A(D)=A £ A(D)-1=n-1,

17



Caso 2) Demostracisn para cuando A (D-x)=n(D)=x

hip.
Ind.

Elemploa:

- x e I(D).

Sea D una digriafica simttrica con n vértices Yy 6Bea

Consideremos (D-x) digrifica simitrica con ®menos de

n wrticea, entonces cumple con la hipd teais de indu-

ocion por lo tanto para todo y € I(D-x) existo un con-
Junto igdependlente T con las siguientes propledades:

iYvya

Le) TS I(D-x)

tet) A € (D-x) - T 3 =A(D-x)-1

S8ea T v {x} un conJunto. Por demostrar que
T W {x} es un conjunto Iindependiente. La demostraci®n
se realizari por reducciodn al absurdo.

Suponemos que T U {x} no es conjunto independiente,
entonces existe x, « T adyacente a x, es decir, tal

que (x,x ). (x, ,x) son flechas en D. Comox «T <
I(D-x), (hip. Ind.) , entonces x, es un wértice

inicial de una trayectoria dirigida de longitud mixi-
ma on (D-x). (Recordemos que A (D-x)=A(D)=A ), por lo
tanto exlste una trayectoria dirigida de longitud
mixima "A" contenida en (D-x) donde X, es punto ini-

¢lal. La trayectoria (X, X, +X 50> +X, ) es con S

wvértices en (D-x) ¥ no pasa por x. Por 1o tanto 1la
podemos extender: (x,xl,xz,...,x,\), de tal manera que

se obtiene una trayectoria con A+l wvErtices en D.
Esto cuntradice que la truveetoria dirigida de longi-
tud mixima es 2(D)=xn. .~ TW {x}) es un conjunto
independiente , donde:
i) xe [ Tu {x} ]
ii) Por demostrar que [ T U {x} 1< I(D).
Dado que A (D-x)=A (D)=A 3 I(D-x) =
T € I(D-x) s I(D) (hip.de Ind.)
x « I(D), entonces T W {x} = I(D).
tii) Por demostrar que Al D-(T U {x}) ] = a(H-1.
ALl DAT U {x}) 1= A[D- T-(x} 1= A[ (D-x)-T] =

=(hip.de Ind.) A (D-x)-1 = A(D)-1. +

I(M) v como
¥y ademis

i
g
3

v

TR RIS SN

O T S
ason

v v » LA A
v 2,0 0,)

trayectorias dirigidas
con 5 veérticesa.

A(D, )=r=5.
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En la digréfica anterior obmervamos que I(D )={v,.v .0 }
ademts I(D,) esti contenido en tod las trayectorias dirigidas de
longitud mixima. '

Sean: S‘=(v‘ 3, Sz-:{ua }y v s’=(v5 } conjuntos independi-
entes contenidos en I(DlL ). A partir de estos conjuntos obtenemon
las digrMficas siguientes:

v, A(D,~8, )=4=5-1=A(D, )-1

D -8 :=D ~{v }:

¥ v
. 5
v »
2
— (D, -8, )=4=5-1=2(D, )-1
1 2
D ~{v, }:
v v
L3 -3
» v
1 2
(D, -5, )=4=5—11(D‘ -1
D, -8,= a ’
D —{¥ }:
v



LR P T E T 1
R ST AL % B
LRI S P s e .
(2, o0, 002 50 0¥ W0 WV )
[CLINL L L LR LD R
¥ ,0, WP L0 L WY 5P, ) son

trayectorias dirigidas con
7 wértices .~ (D, )=T7.

Observamos que I(D, L LIPS B ademi s I(D,) estas con-
tenido en todas las trayectories dirigidas de longitud mixima.
Sean s‘z(v‘), sz=(uz}. sa={v’} ¥ 5} conjuntos independientes
contenidos en I(D,). Con base on estos conjuntos tenemos las di-
araficas siguientes:

Ejemplos:

(D, -5, )=6=T-1=(D, )-1.
D,-8,=

D, —{v, }:

20



MD, -8, )=8=T-1=x(D, )-1.

1N (Dz -8, )=6=T-1=N (D, )-1.
D —Sﬂ:
D, -{v  }:

Dl —54 =

D,-{v, }: M(D, -8, )=6=T—1=A(D, )-1.

21



Con base en la conjetura C 1 se propone la conjetura
siguiente:

CONJETURA C 2. Para toda digrifica D, existe un conjunto
independiente S tal gque :

i) 8s I(D)
it) AN(D-8)=2(D)-1
Ejemplos:
vn vz (v‘ W, AL e ,v‘ )
o8 una trayectoria di-
rigida con 7 wvértices
D, : v, ~ A(D)=T.
Vs Sea S={v,} un conjunto
independiente <
s:(u‘) < I(D.).
v »
-] ?
A (D, -8)=6=T-1=A (D, )-1
D -8 =
! v
D, -{» }: ]

(L T R LRL TS
es una  trayectoria

dirigida de longitud
maixima . A(D,)=7.

Sea §=(v,} un conjunto

independiente, donde
§=(v,} € (D, ).

22



A(D,~8)=6=T-1=2(D, )-1.

[C PR AL R R T
[ e e »¥ ) eon

trayectorias dirigidas con
7 vértices .~ M(D)=T e

(D )={»} .

Sea S={v ,} un conjunto in-
dependiente =

§=(»,} £ I(D,).

(G S ST i)

D,~8= una trayectoria diri -
D, -4, )z gida con 6 wvartices
» o A(D -8)=6=T-1=0(D, )-1

2
¥ Y2 @, 1,50, 0 ) (B, 20,00, ,0,) ¥
(v, w2, ., ,»,) son trayectorias
D,z dirigidas con 4 veértices

« AD)=4 e ID)=(v, v, v}
Sean §,=(v,}, §,=(v,} ¥ 5,=(v,}

» v conjuntos independientes.
Observamos que S5, < I(D,) ,

§,c (D) ¥y 5,c I(D,).

23



v (., ., ) es una trayecto-
ria dirigida con 3 werti-

cea.
D,-8,= A(D,~8, )=3=4-1=A(D, )~1.
D,~{v, )2
v v
a -+
Yy w, v, ,,) 88 una trayecto-
. rle dirigida con 3 wérti-
\ cesa
D,-8,= ‘ A(D,-§, )=3=4-1=1(D, }-1.
Dd_{vz }: \’
v v
a3 -+
L Y2 (v, .»,,»,) es una tra-
yectoria dirigida con
3 vértices .-
D,-8,= AMD, -5, )=3=4-1=A (D, )-1.
2 R
v
4
(vi LR T T L LP ),
[CORL LI S 2
(LN N SN LIS 4
(vs We ¥V 0 s ).
son trayectorias
D : dirigidas de longi-
Cch tud mixima
A (Dy)=5 e

(D)=, v, ).
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En la digr4fica anterior 5={v, .~} es un conjunto indepen-
diente. Entonces 8 < I(D,), por lo que D -6 es:

2 (v‘ RCRLPPL L™ )
D -8= as una trayecto-
s v, vy ria dirigida de
Dy-{v ¥, )z longitud maxima.
A (D, -5)=4=b-1=

v A(D,)~1.

vﬂd

e 2T CIS VI ¥ | VI Y] » S T VI Y 1) v v
¢ 5 8" 139" 147 18° 1a’ £7)' ¢ 83”2 p" 13" 18" 20° 25)’

v Lp TSN ¥ S TS P ¥ [ LY S S 1) v -
¢ a3’ 32" 28’ 22' 18’ 10" 17) v ( 25"V 30 Y27 Y24 Pea” zo'vs) eon
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trayectorian dirigidas de longitud maxima, -~ A(D s y=7 : (]

I(D,)={V, Wy Py, s} B0A  B=(v,,0,,v,, .2, } Un conjunto inde-

pendionte. Entonces S5 < I(D ), de donde obtenexos la digrafica
D -S.
N-J

D ~8=D (v v v o, ) donde (v .0, 0.0 00 L. a0, ) es una tra-

yectoria dirigida de longitud mixima .. A (D d—S):S ¥y se ocumple que
A (D, -8)=68=T-1=-2(D )-1.

{ vy Wy ,v‘ ). (1-?z Wa sy o

)

W 02y 50, ) vv 0 0,0 )

[ .

son trayectorias dirigidas
de longitud maxima, ..
AMD )= e T(D )=, v, 2,0 )

Por 1o que-—

26



en la digeifica D7 tenemon S=(v‘ o, ,vs} conjunto independiente.
Entonces 5 S I(D,). Obtenemos la digrafica D ;8:

] (v,.v,.v,) es una

D -8=
? . v trayectoria diri-
D -(v, ¥, W ) ? gida do longitud
mixima. Y
» A(D,-8)=3=4-1=

nD,)-1.

Hasta el momento podemos afirmar lo siguiente:

OBSERVACION 2 : Claremente, 81 y es un wrtice en
I(D) n F: (x), entonces toda trayectoria dirigida de longitud
mixima con origen en y contiene a x .

Demoptraci®n : Esta demostracidn se realizart: por reducci®n
al absurdo. Sea y & I(D) N l':(x). entonces:

Suponemos que existe una trayectoria dirigida de longitud mdxima
(A(D)=») con origen en y que no contiene a x .
Ses (¥,X ,X,:..-,X ,....X, ) una trayectoria dirigida en D

de longitud mixima (A (D)=\) con origen en ¥y, qQue no contiene a x.
Por lo tanto X # x, para (15i=X-1),

E y
x
1
®
B 2
'0 )(l_‘

Por 1lo anterior y no es vecino externo de x de donde
vye ID) N F:(x) lo que contradice la afirmacion. Ya que sl y fuera

vecino externo de x, entonces (x.y¥) < A(D), lo cual nos permitiria
extender la trayectoria de tal forma (x,¥,x, 1K, 500X, _ ) serla una

trayectoria dirigida con origen en X, y de longitud *+1 en D.
Contradiciendo que A es el numero miximo de wertices en las
trayectorias dirigidas en D. Por lo tanto se puede concluir que
toda trayeotoria dirigida de longitud mixima con origen en y
contiens a x. +

Ejemplos.
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(G N

5'"a vy »¥,) e8 una  trayectoria dirigida de longi-

PR

tud mixima =8-1 -~ A(D,)=B Yy Ty (v,)=(v,} ademin:
1

vee LD )N l‘: (v, )] ; obssrvamos que la trayectoria dirigida de
1

longitud mixima con origen en v - contiene a L

V‘ V‘

B0 2 00,0 ) 7 (v, 0, 2,0, ,¥, ) son dos trayectorias dirigidas

de longitud mixisa .. AD =5 e I(D)={v ,v,) ademis ;

v.'e [I(D,) n l‘: (O )1 ; obpervamos que la trayectoria dirigida de
) 2

longitud wixlma con origen en ©, contiene a v .+ También 3

vy ® LUD) AT 1 v, & [1D,) 0 Ta ()] ¥ observamos gue

la trayectoria dirigida de longitud mixiea con origen en v,
contiene a v, ¥, .

Conviene hacer la observacion siguiente:
En general, si y pertenece a I(D) n l";(x), entonces mno es

oclierto que “Toda trayectoria dirigida de longitud maxima con ori-
den en ¥ contiene a x".

EJemplo:
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v A(D)=b

v, s (D) n P;(u‘)

Nota: La trayectoria diri-
gida (v, .0 00 0000 ) de

longitud mixima no contie—
ne av, .

CONJETURA C 3 : Para toda digrifica D, existe un wértice x
con las siguientes propiedades:
i) x e I(D) -
i)V yeI(D) NI (x), toda trayectoria dirigida de longi-
tud mixima con origen en ¥y contiene a x .
As!, la Conjetura C 3 implica la Conjetura C 2.
Ejemplos:

v
s

@ 2,00y (0, ,0) eon trayectorias dirigidas de longitud
mixima - A(D,)=3 , I(D,)={v ,»,} ¥y se cumple que:
t)yv e IMD)

tv) v, € KDY n l'; (v, ), nos damos cuenta que la trayectoria
1

dirigida de longitud mixima con origen en ¥, contiene a
Yo
1

Observacion : La Conjetura C 3 tambis#n se cumple con el wer-
tice v_ .
z

t)v, « I(D‘)
iv)v, @ I(D,) N l"; (v,), nos damoe cuenta que la trayecto-
1
ria dirigida de longitud mixima con origen en v, con-

tiene a L
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W, .0 .0, .0, .0 ) 68 una trayectoria dirigida de longitud maxima
A(D,)=5. Y se oumplen las rropiedades:
i) v, & I(D‘)
ti) Obssrvacién I(D,) N r;a(v:) =@, C3ii) ass cumple por

vacuidad.

w
<

(0,50 ) (V0,00 ), (B2 ,0 )Y (B0, .0 ) son trayectorias
dirigidas de longitud maxima - A(D,)=3 e I(D,)={r,,» ,», .V} ¥
ae cumplon las propledad alguient con v, .
i) v, « I(D,) '
i) v, € I(D.) 2] r;-(v

) donde la trayectoria dirigida de

longitud mixima con origen en ¥ contiene a L

Nos damon cuenta que también se cumple con v .
i) v, e (D)
L)y e I(D.) 2] r; (vd ) donde la trayectoria dirigida de
k:

longitud mixima con origen en v, contiene a v s *

\
Observamos que oon el vértice » tambi¢n se cumplen las propleda-

des:
v, e D))

i)y v, @ (D) N l‘; (v,) donde la trayectoria dirigida de
2

longitud maxima con origen en v, contiene a v, -
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Asiaiomo las propiedades ss cumplen para el wrtice v, .
' i) 'vu < ID,)
tiyv, e ID)n l‘; (»,) donde la trayectoria dirigida de
o T » Y

longitud mixima con origen en v contiens a v .

D) N Iy ()50, 0, ) donde M(D,)=8. ya Que, (2,0, .0, .0, 2700, ).

(V40,2 sV ¥ WP ) ¥ (V0 00 L e 0, ) Bon trayectorlas dirigl-
das de longitud mixima ¥y se oumplen las propiedades con el wrtice
v,
.
V) v, € (D)

ti)yv, « (D) N l‘; (v,), donde la trayectoria dirigide de
-

longitud wAxima con origen en v, contiens a
Aaimismo las propledades sigulentes se cumplen:
L) v, & I(D,)
tv) v, & (D) N r‘; W), donde la trayectoria dirigida de
-

longitud mixima con origen en v contiens a v .

a



I(Dg) n l‘na(ue)=(v‘ o, .L*p} donde A(05 )=1_1. ya que, las si-

duientes son trayectorias dirigidas de longitud mixima :
(”o ,v5 ,v, ,v‘ ,Dz ,v‘ P 2 ¥ v_) .,

1070
(“. s"“ -V‘ :V‘ -V., i -v.‘ -"‘. 'va'vs) s
(D4 EE AL 11°Va e Vs Yy Vs )
UL et Wy WP e
oo

.
2V
10 °
RIS

o .
R IPR I
1170 WtV iVy P WV, WV 00, ) Hon trayectorias dirigidas
de longitud mixima.
Las propledades siguientes se cumplen para los vértices » a® Vg
Vo VU respectivamente.
Ve, e I(D‘)
i) v, € D) N r; (v.), donde la trayeotoria diriaida de
-

longitud sixtma con origen en v, contiens a »_ .

Nos damos cuenta que tambi®n se cumplen:
tyv, € I(D)

(R ] v, € I(Dﬂ) [a] r; (v,), donde la trayectoria dirigida de
-]

longitud mixima con origen en v, contiene a v .

Ademis se satisfacen las propiedades siguientes:
i) v, e I(D 5)
L vy @ (D) N r‘; ), donde la trayectoria dirigida de
3
longitud méxima con origen en v, contiene a v .
Asimismo se cumplen i) y ii) para:
i) v € I(Du)
ie) v, & I(D,) N, (v,), donde la trayectoria dirigida de
-1

longitud mixisa con origen en v o, contiene a v .

*
[}
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(P ¥, 0500, ) ¥ (v, 0,0,V ¢, ) 8on traysctorian dirigidas de
longitud mixiwa . - A(D,)=5 e I(D,)={",,~, } Donde se quaplen las
propledadas siguient para v, .

t) v, & I(D,)

iv) v, @« DY N r;:;(v’)' donde la trayectoria dirigida de

longitud mixima con origen en . contiene a v, .

Tambi¢n se cumple para el wértice v, :
t) v, « I(D) )
ti) v, « I(D ) N r; w, ), donde la trayectoria dirigida Qe
: L]
longitud ﬁxlln con origen en v, ocontiene a » .

o (i\BSERVAcION 3 : La Conjetura C 3 implica la Conjetura C 2,

es decir:

(C 3) 8% ma toda dimtion D, existe un wrtice x ocon las
tes propi

i) xea I(D) -

i) ¥V ye I(D) n T (x), toda trayectoria dirigida de longi-

sigul

tud mAxima con origen en y contiene a x .
Entonces (C 2) existe un conjunto independiente § tal que :
tii) 8 I(D)
i) AM(D-8)=n(D)-1.
do D Damontrapisn : Por induccién mobre el nimero n de wvertices
e D.

I. a) Demostracié¢n para n=1.
1 D es una digrifica con un s5lo wrtice, entonces V(D)={(x}
¥ A(D)=1. Se tiene que existe un wértice x tal que:
) x @ I(D) _
)Y ¥y e I(D) n M j(x), toda trayectoria dirigida de longi-

tud mAxima con origen en y contiene a x .
Entonces oxiste S tal que:
Sea S8={x} conjunto independiente.

vii) B={x} € I(D)

Lv) A(D-8)=A (D-{n})=N (9)=0=1-1=A(D)~-1

b) Demostracién para n=2.
Sea D una digrifica asim*trica con dos vértices.
Caso 1) Sea D una digréfica con dos vertices adyacentes XJ,
entonces A(D)—Z y existe un wrtice x tal gue:
i) x e I(D
tit)Vya (I(D) [al l" (x))=0, toda trayectoria du-inldn
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II.

III.

Por

de longitud sixima con origen en ¥y contiene a

x.

Y existe 5 tal que:

Sea §={x) {(conjunto independiente).
i) S8=(x} & (D)
iv) AMD-8) A (D-{x})=1=2-1=A(D)-1.

Caso 2) Sea D una digrafica con dos vértices no adyacentes
( A(D)=1 ).
Y existe § tal gque:
Sea B={(x,y) conjunto independiente.
itn) B={x,¥} S (D)
iv) AM(D-8)=AL D-{x,¥} 1=A(@)=0=1-1=A(D)-1.

Caso 3) Sea D una digrafice sim*trica con dos vwrtices ad-
yacentes y \(D)=2, Sea S=(x ). conjunto Iindepen-
diente
Lit) 8 (D)
tw) A(D-5) =aA(D-x)=1=A(D)~-1.

Suponer para menos de n vértices , es decir:

Para toda digrafica D’ con menos de n wértices, existe un
vértice =x tal que:

i) xe I(D°)

ti) vV y& (DY N r‘ .(x), toda trayectoria dirigida de longi-

tud sixima con origen en y contiene a x

Entonces existe un conjunto independiente 5> tal que:
tiv) 8 s I(D)
1) A(D*-8")=2(D")-1.

Demostracitn para n  vértices.

Sea D una digrafica con n wertices ( A(D)=\ ), existe un
vértice x tal que:

i) xe I(D)

i) ¥ y e I(D) n I (x) toda trayectoria dirigida de longitud

mAxima con origen en y contiene a x .

Consideremos la digrafica (D-x) con menos de n
wrtices, entonces existe un vértice x° tal que:
i) ®° e I(D-x)

hipstenis i) vV ye I(D-x)n T, _ (x°), toda trayectoria
‘i’:duc,,mn dirigida de longitud mixima con origen en

y contiene a x° .
Entonces existe un conjunto Iindependiente R tal
que:
iii) Rs I(D-x)
tv») X [ (D-x)-R ] =2 (D-x)-1.
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Cuando quitamos a D el vértloe x debs sucedor uno de los dos
casos sigulenten:

_ Caso 1) A(D-x) < A (D) o
Como M (D)=2 » [ Caso 2) A(D-x) = A(D)

Caso 1) Demostracisn para AD-x) < A(D).
Existe 5 tal que
Sea B=(x) oona\mto independiente <
tit) §={x) = I(D)
tr) A(D-8)=2(D-x) < A (D)
» R(D-S)—A(D—x) £ AD)-1
como X = I(D) » XA(D-x)=A(D)-1
% A(D-8)=A(D)~1

Caso 2) Demostraci®n para *(D-x)=(D)
Existe R U {x}, por lo tanto:
Por demostrar que R U {(x} es un conjunto indepen-
diente.
Demostracidn por reduccisn al absurdo .

Suponemos gue R U {x)} no es conjunto Iindepen-
diente (R es conjunto independiente por hipitesis de
induociSn ), entonces hay un vértice x < R que en
adyacente a x, es decir (x ,x) o (x.,x ) es una fle-
cha en D. Como x, < R < I(D-x) (por hipStenis de
induccién), entonces x  es wrtice inicial de una
trayectoria dirigida de longitud wixima en
(D-x), [ puesto que M (D-x)=A(D) 1. Hea (x ,X ,...X,)
dicha trayectoria.

a) Si (x.,x ) es una flecha en D.

Consideremos (X,X ) U (X .X, ,...,X, ) "
asi hemos obtenido (X.X, ,X,.....X,) *2
x

una trayectoria con M+1 wrtices .
en D. Lo cual contradice gque A(D)=A. :
Por 10 que se concluye que R U (x} S x
es conjunto independiente. x

b) i (x,,x) es una flecha en D, es decir, x € I (x)
Como X <Rs I(D-x), entonces x, es

x
punto mloml de una trwectoria di— x'
rigida de longitud wixima x 2
(D-x).
Sea (x‘ WX eenn »X, ) dicha travectoria. :
Puesto que A (D-x)=\ (D)= entonces re- E "

sulta que I(D-x) € I(D) ¥ x € I(D) ,
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¥ también (x. R ,xx) es una trayectoria diri-
@ida de longitud mixima en D (A (D)=\).
Dicha trayectoria no contiene a x . [o anterior

contradice a gque en D existe un wvértice x tal
qQque:

L) x e« I(D) _

L) v x e D) n [, (x), toda trayectoria diri-

@gida de longitud mixima con origen en
x, contiene a x .

se concluye qua R U (x)} es conjunto
independiente.

iii) Por demostrar que ( Ru (x} ) € I(D).
Por hipstesis de induccién R = I(D-x)
como A(D-x)=2 (D) > I(D-x) & I(D) =
RS I(D) v xe I(D) » RV (x} € I(D).

iv) Por demostrar quse A [ D-(RuU {x}) 1=A(D)-1

AID-(RU({x})>1 = XN[DR-{x}] =
A [ (D-x)-R 1 =2 (D-x)-122(D)-1. ,

Para ver qus la Conjetura C 3 implica la Conjetura C 2. Con-
sideremos nuevamente las digrificaes D‘ .DS.D‘.DS. vyD ), las cuales

ejeaplificaron la Conjetura C 3. Y ahora ejemplificarin que C 3
implica C 2.

Ejemplos.

Sea S={vl) S I(D, ) conjunto independiente.

D,-S: A (D, -5)=2=3-1=A (D, )-1.

1

Sea S=(vz Wyl s I(Da) conjunto independiente, entonces
con base en este conjunto obtenemns la siguiente digrifica:
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(,Zi' ﬁ -
//
D, -8z
* v
?
v
L]

Donds X (D,-5)=2=3-1=A(D, )-1.

Sea B={v } = o) un conjunto independiente, entonces:

[CAPLN Wy av, ) es una trayectoria dirigide de longitud mixima
A (D, -8)=5=6-1=A(D, )-1.

Sea 8={+,} S I(D;) un conjunto independiente, entonces:

(LN T AL »¥,) es una trayectoria dirigida de

v v v
2% 40% 0" 11

longitud mixima - A (D ,-5)=10=11~1=A (D )-1.
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Sea 3"‘”.} un conjunto ind diente , ent :

D, -&:

(v, 2w w, 2, ) 68 una trayectoria dirigida de longitud mAxima
K(Dd—5)=4=5—1ﬂ(l)¢)-1.

TEOREMA 4 : Sea D una digrifica tal que todo vértice tiene
arado £ 3. Entonces D satimface la Conjetura C 3 ( y entonces C 2
¥y C1).

TEOREMA 4 : Sea D una digrafica tal que todo wvértice tiene
grado = 3. Entonces existe un vértice x con las siguientes
propiedades :

i) x e I(D) -
it) VvV ¥y« I(D) n T (x), toda trayectoria dirigida de longitud

mixima con origen en y contiene a X .

Damoptracicn i Por reducoisn al absurdo. Suponemos que 1a
afirmacisdn es falea , es decir, suponemos que para cada x < I(D)
existe y < I(D) n I''(x) v una trayectoria dirigida de longitud
mAXima con origen en y que no contiene a x . Y sea x un wr-

tice en I(D), entonces hay un vértice y  I(D) n I'[(x) el cual es

origen de una trayectoria dirigida de longitud mAxima que no
contiens a x .
Por otra parte y € 1(D), entonces hay un

virtice 2 € I(D) M T (¥) el cual es origen
de una trayectoria dirigida de longltud mixima oﬁ’;‘J

que no contiene a y. Continuando ente " *
procedimiento construimos un ciclo dirigido

(x.,xz.....xp) tal que , para todo ¢ (mod. p),
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hay una trayectoria dirigida de longitud wsixima con origen en
%, que no contiene a L P Ya que-

s,(x.) = 8T (x, ) + 8J(x ) = 3, esto implica \’/r.\c/
que, para todo i ( 15 L S p ) 6:(xi)=2 u:. '?"
v 6 x)=1. -
..
Como la trayectoria dirigida de lon- »
@itud wixims con origen en X, no d

contiene a x, . aentonces tampoco contiene

a8 x, . vaque sl x estuviese en dicha

trayectoria , t la trayectoria con origen en x, tendria
que llegar a al@n x; ( 3= 3 < p ). Esto implicaria que & (x;)=2
» & (xj )=4 , lo cual contradice que S ("j) <3 .

Por 1o gus se concluye que efectivamente la travectoria diri-
fgida de 1longitud wmixima con origen en X, no contiene a x,

tampoco contiene a xp . Entonces agregando la flecha (x ,x‘) a

dicha trayectoria se obtiene una nueva trayectoria de con M+l
viértices en D, lo cual contradice gque A(D)=: .

Entonces la afirsmacién del Teorema 4 es verdadera -

Elemplons:

6D‘ (u‘ =2 . 6". (l)z =1,
5, w,)=3, 5, =1y
4 [y

o

S, (Wg)=3 .
4

(AL I N L g ,v‘) son trayectorias dirigidas de lon-

ditud wanima - A(D,)=4 e I(D, )={v ,v } , se cumplen:
i) Existe v, € I(D‘)
i)y », @ D) NI (v ), la trayectoria dirigida de longitud
.

mixima con origen en v , contiene a v . -
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5, )72, 5, (v,)=2,
2 2

5, (4178, 6, (+,)=3,
2 2

8, (¥,)=2, &, (W,)=2,
2 2

5, v =2
2

(CHE R S TN PR LR NP SRS I

E S

(0, W2 a2, 0V Vo0, 50 ) Bon trayectorlas dirigidas de longitud mé-~
Xima .. A(Da)=1 e I(Da )=(v‘ W, Py ,v‘,vu,vc,u_,) . Por lo tanto
se cumplen:
i) Existe v, = (D)
Li) v, @ I(Dz) [a} r; (v‘). La trayectoria dirigida con origen en
2
vy contiene av, .
ity v e I(D) n I (v ). La trayectoria dirigida con origen en
2

v
. contiens a v . "

2 = -
v, & (v,)52. 6, ,)=3,

6° (v’ =3, 60 (v‘ )=2.
» L)

(P 0,00 ) (2,0 2 00 ), (00, 00 )y (v, v e ) son
trayectorias dirigidas de longitud wixima .. K(D‘ )= 4 ]
(D, )=t >, 2,0} Por lo tanto se cumplen:

i) Exiaste v e I(D,)
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“4)v, e KD,) A Iy (v ). La trayectoria dirigida de longitud
. ]

wixisa con origen en v, contiene a v

Kl Teorema 4 implica C 3, ¥y C 3 implica C2y C 2 1implica

Por demsostrar que C 2 implica C 1. Es deoir:
Conjetura C 2 .Para toda digrifica D, existe un conjunto
independiente § tal que :
i) 8< I(D)
ii) A (D-8) = (D)-1.

Conjetura C 1 . Para toda digrafica D sin lazos, existe un conjun—
to independiente § tal que :

AMD-8) < M(D) .
Por lo tanto:

OBSERVACION 4 : 81 para toda digrafica D, existe un conjunto
independiente § tal que :

() 8 (D)
iu) AM(D-8) = A(D)-1.

Entonces para una digrifica D sein lazos se tiene que
AMD-8) < A(D).
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(@ L1 L2 0 2 ) ¥ (¥ L v 2 ) son trayectorias dirigidas
174 s a 117 978" 107 e

de longitud mixima . -~ A(D)=6 ¥y SB=(» ., 2 '} < I(D, ) donde
S=(u‘.n“} es un conjunto independiente .. obtenamos D- -8:

D -8= - *o

D -v v, 12

.0 .2 ., ) 5 una trayeotoria dirigida de longitud mixima.

Donde se cumplen las propledades siguientes:
i) 8% I(D,)
tit) A(D,~8) = 4 =86 -1 =D, )1
D, esuna digrafica eain lazos .
Ademis se cumple:
i) A(D‘-s ) =4<5b6= A(D‘) .

A continuacicon se denota por T(D) el conjunto de wvertices
terminales de las trayectorias dirigidas de longitud mAxima de D.

D:
0-
¥
-
N ) v . N .
(D)=(_ 2, ), 2 ?(D)_{Pz.f‘, :u\d‘} .
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TEOREMA 6 . Sea € < V(D)-T(D). S& D-C tiene un ncleo S,
entonces X(D-5) < A (D).

Damgatracion i Se realizars por reduccidn al absurdo spor lo
tanto suponemos que en D existe, una trayectoria dirigida de
longitud wmixima que no pasa por el nicleo § ds D-C,
para C = [ WD) - (D) ). Sea T dicha trayectoria,
denotamos por =, el punto terminal de T. Entoncesn

5, = T(D) implica 2z, & [ V(D) - T(D) ] por hipstesis
C= ([ V(D)-T(D) ], entoncen 3 « C de donde obtenemos que
%z, € { V(D)-C }. Como la trayectoria 7 no pasa por el mileo 5 en-
tonces V(r) m §=9 implioa que 3z, « § entonces 2 « [ V(D)-5 ]. Por
lo tanto hemos encontrado que 2z, e [ V(D)-C 1 n [ V(D)-8 1, dado

que el vértice terminal esti en la interaseccicn se deduce que
z, = [ W(D)-C-8 1=( (V(D)-C)-S ]. Pero por hipdStesis S em nicleo

en D-C, por lo tanto hay un vértice vy < B tal que (2,.¥) € A(D-C)
como A(D-C) € A(D) entoncen (3z,.¥) = A(D).

Consideremos la trayectoria dirigida 7°=T U (3,,¥) donde

Z{r ") > Z(t) lo cual contradice que T es una trayectoria dirigida
de longitud méxima, por lo tanto toda trayectoria dirigida de
longitud mixima en D pasa por el nucleo § ,entonces A (D-5) < K(D);

Elemplos:

Sea m(v‘ DAL SR } = (V(D‘ )—T(D‘ » entonces V(l)l )»-C =

v
s 2 e Yo Y0 “.vu.vn.v“}. Claramente ee observa que
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8= W
12
D -C.

r:(u‘ ,v‘ ,v7 o

u.v“) es un conjunto independiente y un natcleo de

otV,g) ©8 una trayectoria dirigida de longitud mixi-

ma, entonces A (D )=5, consideremcs a D, -8.

T E RV LY, ,) es una trayectoria dirigida de longitud mixima en
n‘—s. Entonces k(l)‘—-8)=4 < 5=A(D.).

TE(V, L2 0 G )e Y T =R v, ,¥ ) son trayectorias dirigidas de

t2]
8’ a’
longitud mixima - A(D,)=4 ademis T(D, )={» .V, }.

Sea C={v ,u )< 4 V(Dz )-T¢(D,) ) , claramente observamos que

8=(»,.»_} es un conjunto independiente ¥ es micleo de D-C. A con-
tinuaci®n consideremos la digréifica de D :-S.
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v a
?

T R L0, W0, 2, ) es una trayectoria dirigida de longitud maxima
pror lo tanto A(D)=6 ¥y T(D)=(~ ., }.

Sea C=(»_,v > .0 . } € (V(D )-T(D,)) donde D -C={v ,» ,» }
Sea S=(u’ .va) el cual ea micleo en Danc ¥y se cumple la desigualdad
en D, -5:

D, -8:

?
A(D, -5)=4 . Por lo tanto A (D, -5)=4 < 5=2(D ).
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TEOREMA 5 * ( DUAL DEL TROREMA 5) : Sea C S (V(D)-I(D)). 81 6§ es
un contcleo en D-C, entonces A(D-S) < A(D).

Debemon demostrar que ai D tiene un condcleo §, entonces todas
las trayectorias dirigidas de longitud mixima pasan por §.

Domoptracicn i Por reduccidn al absurdo .

Suponemos qQue en D existe una trayectoria dirigida de
longitud mixima gque no pasa por el condcleo §. Sea 7 dicha
trayoctoria , denotemos por 2, el wrtice inilcial de 7 , entonces

2, € I(D), por lo tanto 3, # [ V(D)-I(D) ], pero por hipdtesie
del teorema C < [ V(D)-I(D) ] de donde 2, = C, de aqul que
z, € [ W(D)-C ]. Ademis como la trayectoria T no pasa por 6l con'-
cleo § entonces V(7) M §0 de donde 3, # § por lo que deducimos
que 2z, € [ V(D)-8 J. Hemos encontrado dos conjuntos que tienen a
2, ocomo elemento , por lo tanto & <[ V(D)-C 1N [ WD)-B] =

[ ( V(D)-C )-§ ]. Por hipdtesis § ea un conicleo en D-C, de donde
hay un wrtice y = § tal que (¥,3,) s A(D-C) S A(D) entonces

7.2,) « A(D).

Consideremos la trayectoria r =(y,3,) U T donde £(7°) > #(7),

lo cual contradice que T sea una trayectoria dirigida de longitud
mixima . Por lo tanto podemos concluir que toda trayectoria
dirigida de longitud mixima en D pasa por el conicleo S , entonces
A(D-8) < A (D).,

Ejemplon:

T =(v, L ¥, ) es una trayectoria dirigida con longitud mwixima.

Por lo tanto 7\-(Dl )=4 .
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8ea C={v v ,v } S (WD, }-I(D, )), ademis I(D ) = {» . .0 ).
Consideremos 8={' ,» } un condcleo en D, —~C. Por lo que al repre-
sentar D‘—S se obtiens:

»

1 v,
[+] o oY
D, -8: A(D -8)=2<42(D, ).
w
/\m
v ¥
7 [ ]

Obaservamos que I(Dt )=(v‘ W) mesto que , 'r=(v‘ WV sy ,'uz)

€8s una trayectoria dirigida de longitud mixima . Asl se obtiene
que A(D_)=5.

Sea C=(v ,v, > v } € (V(D,)-I(D,)), entonces:
Consideremos S={v )} ea& un contucleo en D-C, a1 quitamos el oon-

Junto 8 a la digrifica Dz. t es bt la digréfica
asiguiente:
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Se satusface la demigualdad A (D, -5)=2 < 5=A(D, ).

COROLARIO 2 : Sea D una digrafica . S1 D[ T(D) ] tiene un
nicleo §, entonces X (D-5) < A (D)

Damontracisn 2 Sea § un nicleo en D[ T(D) ]. Ademis,
DE T(D) 1 = Df WD)-C VW(D)-T(D) ) ] = DI W(D)-C1 = D-C cuando

c:V(D)—tED). entonces S también es nucleo en D-C, por el Teorema 5
(81 C ¢ (V(D)-T(D)] ¥y 81 § es nicleo en D-C, entonces A(D-8) <

A(D)> concluimos que A(D-5) < A(D). +

Ejemplo:

Observamos que T(D) ={v_,»_,» } ¥ A(D)=3.
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DL T(D) 3:
v:j’

En esta subdigrifica §={v ,» } es un micleo.

D-§=
D-{vy.00 3

En esta subhdigrafica se cumple que X (D-5) =2 < 3=A(D).

COROLARIO 2™': Sea D una digrafica . S1 D[ I(D) ] tlens un
condoleo 8, entonces A (D-8) < A (D)

Damosteacion : Sea § conucleo en DL (D) 1. Ademis
Df I(D) 1=Di V(D)-¢( V(D)-I(D) 31 = DI V(D)-C 1=D-C, siempre que
C=V(D)--I(D) .

Por lo tanto § es también comicleo en D-C, aplicando el Tao-

rema 6 ( Sea C <= [V(D)-I(D)}, 81 S es comicleo en D-C, entonces
A (D-8) < 2(D) ) rodemos concluir que A(D-8) < M(D). ,

EJemplo:
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Nos damos cuenta que I(D)=(v ,v,.0,} ¥y A(D)=4.

DL L(D) 1: o P Vs 0y,

1

Aqul B={v v } o8 un condcleo.

Podemos concluir
qQue:

A(D-8)=3 < 4=\ (D)

En [10] fue demostrado que cualquier digrafica que tiene up
nicleo satisface la Conjetura 1. Claramente los Teoremas 6 y 5
son una generalizacién de este resultado.

Lae condiciones suficlentes para gque una digrafica tenga un
ndcleo han sido investigadas por varios autores ( Por ejemplo ver
[4). €51, (8] ).

PROPIEDAD »*  :

Se dira que un wrtice x ¢ I(D) satinface la propledad », ol

para cada (y,x) € Asym D[ I(D) ] por lo menos una de las condi-
ciones siguientes se cumple:

t) Toda trayactoria dirigida de longitud mixima de D con
origen en y contiene a x.

iit) Toda trayectoria dirigida de longitud mixima de D
conteniendo & x y no iniciando en x también contiene a y.

A continuacién se presentan dos digraficas para ejemplificar
la propiedad .Pn » en las cualee se ldentifica el cumplimiento de
los dos incisos.

Ejemplos:
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TR G0 WYL ) VT, S(TLRLY LY, LY ) Bon trayeoto-
rias dirigidas de longitud mixima . Por lo tanto A (D, »=7.

I(D, )=(x,7}. Ademisn observamos que 7, tiene como wértice iniclal a
¥ v contiene a x.

Tambi¢n (y.x) ¢ Asym D [ I(D‘) 1.

Por lo tanto x satisface la propledad L
s 'y

T TR WP, ) T,=(FL Kby o, ) ¥ 745 (v, ,7,X.2,) son trayectorias
dirigidas de longitud mixima, entonces A(D,)=4.
I(Dz )={x.y.v'}, por lo tanto (v,x) <« Acym Dz[ I(Dz) J.

En eata digrifica observamos que se cumplen las condicilones sigui-
enten:

L) 7, =(¥.X,u, .0, ) tiene como origen a y vy contiene a x .

it) 1’:(1;' 'V'x'”z) esta trayectoria contiene a X y no empleza

en x, pero tambi¢én contiene a vy .
Por lo anterior el wvértic e x e I(D,) satisface la

propledad -‘PD .
2
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Toeorema 6 : Sea D una digrafica . Si cada subdigrafica H
inducida de D tiene un wertice x <« I(H) satisfaciendo la
propiedad -‘!’", entonces exiate un conjunto independiente § = I(D)

tal que A(D-S) < A(D).

TREOREMA 6 : Sea D una digrafica . 51 cada subdigrafica H in-
ducida de D tiens un vértice x ¢ I(H), tal gue para cada (y¥.X) €
Asym H [ I(H) 1 por lo menos una de las condicionss siguientes se
cuaple :

¢) Toda trayectoria dirigida de longitud wixima de H con

origen en y contiens a x .

ii) Toda trayectoria dirigida de longitud wixima de H con-
teniendo a x y no iniclando en x tambi¢n contiene a y.

Entonces exiate un conjunto independiente 8 < I(D) tal que
A (D-8) < A(D).

Demostracisn ;. Por induccisén sobre ol numemro n  de wertices
en una digrifica D.

I. Demonstracién para n=1.
Suponemos que D es una digrifica con un wrtice , es declr
D=(x}, M(D)=1. Y cada subdigrifica H inducida de D tiene un
wirtice x < I(H) que satisface la propiedad ’H .

Como la hipdtesie me cumple para toda subdigrafica H inducida
de D. Consideremos la subdigrafica H=(x}=D inducida de D={x},
la cual tiene un wortice x < I(D) tal que para cada (¥,X) <
Asym D[ XI(D) )=2 se cumple la condicidn (i) gue para toda tra-
vectoria dirigida de longitud mixima de D con origen en y
contiene a x.

Entonces existe un conjunto independiente 85={x} < I(D)

tal que A (D-8)=2( {x}-{x} )=A(®)=0 < 1=x (D).

II. Hipdtesis de inducci®n. Suponemos que el teorema es valido
para digraficas con n-1 w:rtices.
Sea D° una digrafica con n-1 wrticea . Si cada subdigrafica
H* inducida de D° tiene un vértice " « I(H°) tal gque para
cada (¥ ,x") « Asym H'[ I(H’) ] por 10 menos una de las
condiclones siguientes se cumple:
i) Para toda trayectoria dirigida de longitud mixima de H’
con origen en y° contiene a x° .
tv) Para toda trayectoria dirigida de longitud maxima de H”
conteniendo a x° y no iniciando en x° tambisn contiene
a y° .

Entonces existe un conjunto independiente §° < I(D°) tal que
A(D°~8") < A(D°) .

III. Demostramos el teorema para digraficas con n wertices.

Por demostrar que sl D es una digrifica con n wertices y si
cada subdigrafica H inducida de D tiene un wrtice x <« I(H) que
satisface la propledad » . Entonces existe un conjunto indepen-

diente S = I(D) tal que A(D-S5) < A(D).
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Damostracitn . Como la hipStesis se ocumple para cada
subdigrafica H inducida de D. Coneideremos H=D. Por 1lo  tanto D
tiene un vértice x € I(D) tal que para cada (y,x) € Asym D[ I(D) ]
por lo menos una des las condiciones sigulentes se cuaple:

t) Para toda trayectoria dirigida de longitud mixima de D con

origen en y contiens a x.

ti» Para toda trayectoria dirigida de longitud méxima deo D
conteniendo s X y no iniclando en x tambidn contiene a ¥y .

Considaremos D-x . Como D-x es una digrafica con n-1
vértices entonoes satiaface la hipStesis de induccién , por lo
tanto y como cada subdigrifica inducida de D-x 1lo es tambidn de
D, entoncea existe un conjunto independiente J = I(D-x) tal que
AL (D—x)~J } < A (D-x).

Concluimos que el conjunto independiente J intersecta todas
las traysctorias dirigidas de longitud sixima en D-x.

(a) gque A(D-x) < M (D) o
(b) que M (D-x)= A(D)

Hay dos posibilidades

a) 51 A (D-x) < A(D).

Entonces §={x} € I(D) es un conjunto Iindependiente tal
que A(D-8) A (D-{x})=A(D-x) < A(D). De donde E={x} intorsecta
todas las trayeactorias dirigidas de longitud séxima de D.

b) 81 M(D-x) = A(D) entoncene I(D-x) S I(D).

Consideremos J U {x)}. Entonces existen dos posibilidades
(caso 1) que J U {x} sea un conjunto independiente o, (caso 2)
que J U {x} no sea un conjunto independiente .

Caso 1. 81 J U {x) es un conjunto independiente entonces por
hipttesis de induccisn J S I(D-x) S I(D), ademip
xe I(D). Por lo tanto S= J U {(x} S I(D) es un
conjunto independiente , tal que M (D-8)=A[D-(J U (x})]=
AL D-({x}-J) 1 = AL (D-x)~J ] < A (D-x)= X (D).

Caso 2. 61 J U {x} no ea un conjunto independiente, entonces
J = I(D-x) es un conjunto
independiente, entonces hay un wrtice ¥y € J, que
es adyacente a x, de donde {(x,¥).(¥,X)} N A(D) = ©,
Como ¥ e J < I(D-x) entonces y es un wrtice iniclal
de una trayectoria dirigida de longitud maixima de D-x
que no pasa por X. Pero I(D-x) = I(D) entonces y e8
un punto inicial de la trayectoria dirigida de longitud
pixima en D que no contiene a x . 8sa T dicha
traysotoria entonces T no pasa por X. Sea 7T =(x,¥y) U T
con ¢(t7) mayor que {(v)=2(D)=X, ya que A (D-x)=A(D) ~
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Eleaplo:

contradioiendo la eleccisn de 7. Por lo tanto (x,y) =
A(D). Conoluimos entonces que (y.X) < A(D) ademis
x€ I(D), y e I(D-x) € I(D). Ds donds (¥y.x) & Asym
DL I(D) ] por la hipitesis del Teorema 6 por lo wmwenos
una de las condiciones siguientes se cumple:
i) Toda trayectoria dirigida de longitud mixima
ds D con origen en y ocontiene a x.
ii) Toda trayectoria dirigida de longitud wixima
de D conteniendo a x, mo iniciando en x, también
contiene a y .

La oondicién (i) no me oumple debido a que T o8 una
trayectoria dirigida des longitud mAxima de D con
origen en y que no contiens a x .

Sea § = J £ I(D-x) € I(D), por hipdtesis J es un
conjunto independiente que intersecta todas las
trayectorias dirigidas de longitud mixima en D-x.

Ademin ge oumple la condicidén (ii), de donde
deducimos que {y¥} <= J intersecta todas las
trayectorias dirigidas de longitud mixima que contlenen
a X vy donde x no es punto inicial.

Como (v.x) € A(D), se cumple qgue toda trayectoria
dirigida de longitud mixima de D con origen en X
contiens a y , ya que de lo ocontrario podriamos
extender la trayectoria con la flecha (y,x). Por 1lo
tanto (¥} S J Antersecta todas lam trayectorias
dirigidas de longitud mixima ocon origen en X .

Entonces §=Jd = I(D) en un conjunto
independiente que intersecta todas las trayectorias
dirigidas de longitud sixima en D. Y se cumple que
AMD-8) = MD-J) <M (D).

D: x0

Conasideremos H=D=(x)}.Observamos que I(H)=(x} » x « I(H).
Por lo tanto el wrtice x satisface la propledad -P“ por vacuidad.

S8e tiene que, A(D)=-A{x}=1. Por lo tanto existe 5=(x)} con-

Junto independiente , donde A (D-5)=A(D-{x})=A(2)=0 + se cumple la
desigualdad , AD-8) < A (D).

D: x 0 oy

Sea H=D, I(H)={x,¥)} <+ x & I(H).
El wrtice "x" satieface la propiedad J’“ por vacuidad.

A (D)=L

Existe S={x,y} conjunto independiente donde:
A(D-5)=2A( D-{x,¥} )2 (2)=0 A(D-8) < A (D).
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Un resultado similar al Teo 6 fue demostradoc en (101 y
como una ia se o cualquier digrafica D con

max { 5, (x)= E3(x) +5(x) / x e V(D) } £ 3 eatisface la Conjetu-

ra 1. Aplicando ¢l Teorema 6 obtenemos los Teoremas 7 y 8 los
cuales generalizan este resultado.

TEOREMA 7 : Sea D una digrifica tal que todo ociclo dirigido
contenido en Asym D tiene un wrtice x que satisface:

S7(x) 5 1 o Sy(x) = 1. Eutonces existe un conjunto independiente
S = I(D) tal gque *(D-§) < A(D).

Por el Teorema 8,para demostrar el Teorema 7 basta demostrar que:

81 D es wuna digrafica
contenido en Asym D  tiene
Sy = 1 o 6:(3) % 1, entonces

que para cada (y.,x) <= Asym D
las condicliones sigulentes se ¢

tal que todo oiclo dirigido
vertice x gque satisface

tiene un wrtice x & I(D), tal

I(D) 1 por lo menos una de
le:

t) Toda trayectoria dirigida
origen en y contiens a x |.

ii) Toda trayectoria dirigida | de 1longitud mixima de D , que
ocontenga a x y no inicle ¢én x , también contiene a y .

e longitud mixima de D con

Demostracion ;. Por reduccitn al absurdo. 8 )8 que la
proposicion anterior es falsa, e decir, que en D para todo
vértice x € I(D), hay una flecha| (y,x) < Asym D { I(D) ], tal
que sé cumplen las dos condiciones siguientes:

i) Existe una trayectoria dirigida de longitud maxims de D con
origen en y que no contie a x .

ti) Existe una trayectoria dirigida de longitud mixima de D que
contiene a x vy no inicia #n x , pero no contiene a y .

Sea x < I(D) , entonces hay un \Trtloe vy = l‘;(x) n  I(D) con

(v,x) = Asym D tal gque
i) y es origen de una trayecto:
D que no contiene a x, vy
ti) Existe una trayectoria dir ‘glda de longitud maixima de D que
no inicia en x, que contiene o x pero no contiene a y.

71& dirigida de longitud mixima de
1

Y como y = I(D) , entonces hay wvrtice 2z = [r‘;(y) n I(D)] con
(z,y) ¢« Aeym D tal que
t) z es origen de una trayectoria dirigida

de longitud waxima de D que no con-
tiene a y .,

it) Existe una trayectoria ddirigida de
longitud mixima de D quel no inicla
en ¥y, que contiene a ¥ pero -
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no contiene a a2 .
Como z = I(D), se puede aplicar nuevamente el procedimiento ante-~

rior. Continuando dicho procedimiento obtenemos un ciclo dirigido
C":=(x‘.xz.....xn) tal que para cada 1 X it < n hay :

i) Una traysctoria dirigida do longitud mixima de D con origen
en X que no contiene a x .. (notacin mod. n ) v,

ti) Una trayeotoria dirigida de longitud miaxima de D que no
inicia en x, la cual contiene a X, ., bero no contiene a x

(Y
{notaci‘n mod. n ) .

Por lo tanto c: es un ciclo dirigido contenido en Asym D , (i) im—

plica que &3(x,) 2 2 ¥ (1i) implica 6 (x,) = 2 para todo
1.2+ ¥ n, contesdiclendo la hipstesis ( tedo ciclo dirigido

contenido en Asym D tiene un vértice x tal que 5 (Xx) 51 o

Splm) < 1.

Riemplos:

ISP T T PRI IR P IR L ST TP INLI I

Ta =(v7 ,vd ,v3 ,v‘ ,vz .vs ,v‘ ). son trayectorias dirigidas de longitud
wixiwa en D entonces ™ (D )=7, observamoa que I(D ) LA PR B
sea §={v ,v ,» } € I(D) un conjunto independiente, entonces la
digrafica D -5 es la algulente:
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D, -6z v, »MD -8)=2 < T= A (D, ).
v 1 v 2

D,:
v v
4 3

[CL .v‘i es un oiclo dirigido contonido en Asya D,

6; ‘(v‘) 21 ¥y (.2, ,0,) es un ciclo dirigido contenido en
2

Asym D, donde 5} (v ) < 1.
2
_Observamos que 7 =(I .V, .V V50, ) ¥ T SV, ,0, 0, 0, ) son
dos trayectorias dirigidas de longitud maxima en D,, .- X(D,)=5,
Observamos que I(D, )={(v ,» }.

Sea 8=(v ,v,} s I(D,) un conjunto independiente ,entonces la
digrifica D -86-D,-(v, ,”,} es la siguiente:

2 Donde T =v,,v, v, ) €8 una

D, -85: trayectoria dirigida de
longitud mixima en Dz-—s.

2 < A(D,-5)=3 ¥ se cumple la
desigualdad:

*(D -8)=3 < 5=2(D ).
. &/ . 2 2
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TEOREMA 8 : Sea D una digrafica tal gque todo ciclo dirigido
contenido en Asym D tiene un wrtice x que satisface:

Dl T (x) ) l:“, o Dl l‘:(x) 1 = !:m“. Entonces exiaste un

conjunto indepondiente S S I(D) tal que A(D-8) < A(D).

Demostraremos que la hipstesis del Teorema 8 implica la
hipsteais del Teorema 6.

Sea D una digrafica tal gue todo ciclo dirigido contenido en
Asym D tiene un wvértice X que oatisface:

ST I o o M ;1 =k

n( X mexy T
un wrtice x < I(D), tal que para cada (y,x) < Asym D{ I(D) ]
por lo menos una de las condiclones sigulentes ae cumple:

Entoncea D tiene

i) Toda trayectoria dirigida de Jlongitud mixima de D con
origen en y contiene a x .

1i) Toda +trayectoria dirigida de longitud miximoa de D que
no inicis en x, tal que contiene a x, tarbién contiene a vy.

La demostracién se realizara por reducoci¢n al absurdo, por lo
tanto suponemos qQue la hipétesis del Teorema 6 no se cumple, es
decir , gsuponemos que para todo wrtice x € I(D) hay una flecha
(¥.x) « Aoym DI I(D) ] que cumple las dos condiciones sigulentes:
(<) Hay una trayectoria dirigida de longitud mixima de D con
origen en y gque no contiene a x . (ii) Hay wuna trayectoria
dirigida de longitud maxima de D gque no inicia en x, tal aque
contiene a x pero no contiene a y.

Domestracion i Sea x ¢ I(D), hay un vértice ¥y & {I_(x) n I(D)] con

(V.Xx) « Asym D (i) el cual es el vértice inicial de una tra-
vectoria dirigida de longitud mixima de D que no contiene a x,
ademts (Li) hay una trayectoria dirigida de longitud mixima de D
que no inicia en x, tal gque contiene a x , pero no contiense a y.

Nuevamente como ¥y < I(D) , hay un wrtice 2z e [l‘;(v) n I(D)]

con (2,¥) € Asym (D) , (i) el cual es un vortice 1inicial de una
trayectoria dirigids de longitud mixima de D que no contiene a vy,
(ii) ademis hay una trayectoria dirigida de longitud mixima de D
que no inlcla en y, tal que contiene a y pero no contiene a z.

m
X Z

Nuevamente z € KDY , aiguiendo este procedimiento-
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sucesivamente obtenemos un ciclo dirigido C:=(x° K aX e X )

n-4

contenido en Asym D tal que para cada x con ( O £ i £ n-1) hay

(i) Una trayectoria dirigida de longitud mixima de D que inicia en
x v no contiene a x , ( noteci®n mod. n ) vy (ii) Hay una tra-

yectoria dirigida de longltud séxima de D que no inicla en x. »

tal que contiene a x, . Pero no contiens a x _

, (notao. mod. n).

Ahora ee analizaran los dos casos posibles:

Caso 1.

c: tiene un vértice x, que satisface

D rox )l = * Puesto que x = C:. entonces

‘n(xk) *
(ti) hay una trayectoria dirigida de longitud maxima de D,
que no inicia en X, la cual contiene a X , Pero no
contiene a x, . (notaci‘n mod. n ). Sea o = (2 *x .2, ,..
L TIRT L e ....zp) dicha trayectorias, por lo tanto

. X, ¥ 2; para (1= 3= p) de donde a = (zo,zt,....zj_‘,xk,

Zj4y>-r-0Z,), observamos que (z,_, .Xx ) € A(a) € A(D).

Ademis  (x, % ) e MC)) = A(D), entonces { (Z_ &),

(x,_,» %) } S A(D) con { LIPIPRL P r;(xk)_ Puesto
awo M 1w KR,
k

163 % _)e(x,_ .3, )} S MD), como a no contlene

ae tiene

& x _, » entonces LT Considéremos 1la ei-

guiente trayectoria o° donde -
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a’ = (za.z‘.....zj_‘.x,‘_‘.xk.zu‘....,z ) es una trayeo-

toria dirigida con <{(a’)=1+f{(a) contradiciendo que o es
de longitud mixima.

Caso 2. C) . tiene un wertice x, que satisface

HT:(xk)] = g ,+ Puesto que x, e ¢’

n

entonces (i) hay una trayectoria dirigide de

longitud mixima de D con origen en x, que no contiens a
X, 4, (notacion mod. n). Sea A=(y,=x,, ‘.....yq) diocha
trayoctoria , entonces (xk.v‘) € A(A) € A(D), ademis

(x,.x ) e AT c AD) de donde { v,.x,,, } § TFo(x).

Como por hipdtemis I l": (x) ] = K:‘ x ae tiene
k
quse {,.x 0. (x, .,¥)} SAD). Como 7 es una

trayectoria gue no contiene a Xy 4 entonces X, PR AN

consideremos [ =(¥ =X X, . ¥, rx.. ,vq) una trayectoria

dirigida con <¢(3°)=1+I(;3), contradiciendo que [ es de
longitud wAxima.

+

Ejemplo:

(v‘ W, ’v:’ es un ciclo dirigido contenido en Asym D, . Dicho —
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qQque aatisface lo siguilente:

ciclo tiene un vértice v,

DIy )1z = x¥, donde 257 ()

Y 4

Ademis 7 =(v, 0 0 0, ) 5 T,E00, 0 0 00 ), ToE0 0 e, 0 )
v T.Elv v e V) son trayectorlas dirigidas do longitud wixi-
ma on D. “~ MD )4 e I(D‘ =, W, eV, )

‘Entonces, existe S={v sV E I(D.) conjunto indspendiente

tal gque :
MD, -8)=2 < 4=2(D, ) puesto que:

LR UL T

(CR R R ST .
(v, vy 2,0, ) aon
dos ciclos diri-

gidos contentidos
en Asym D.




El olclo (v,,v ,v,.v,) tiens el wrtice v, que satinface:

¥z

DL I, s B
A :

, - donde z=6;:(v.).
1

- Asimismo el oiclo (v, ,0,s75:v,) tlone el wrtice v, que
satisface:

LASUCR RS

x!. donde 2=, (0,).

T ‘=(vz ,v‘ ¥y eV, ,v‘ ) 11:(11’ Wy W, ,v‘ wy Y ¥ -r'=(v‘ ,v‘ Wy ,vz ,v‘ )
son trayectorias dirigidas de longitud mixima en l).. - MD,)=5,
(D, )={v,.v, ,¥, }.  Por lo tanto existe S={v_,v )} = (D, ) conjunto
independiente tal que 2D, -8)=3 < 5x(D, ), pussto que

\J

D ~-8=

v
D,~{v_,v )=
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El teoroma siguiente se puede considerar como una sxtensicn
del Teorema 5.

TEOREMA O : SeaC S [ W(D)-T(D) ] U {xe V(D) / [ (x) =
l‘u), donde n(x):é;(x) }. 51 D-C tiens un micleo, entonces

existe un conjunto independiente £ s V(D) tal gqus A (D-8) < x (D).

Damomtracion : Denotemos C°=Cn{xeWD) /T (x) =
S

LIS}

Para la demostracién se procedera por 1induccidsn sobre la
cardinalidad de C°.

I. Por demostrar que el teorema se cumple cuando 1la ocardinalidad
de C° es igual a cero, es decir C~ = @.
51 C’=0 entonces en C no existe ningdn elemento del condunto

eiguiente { x & V(D) / T (x) = = .n(x)=5,(x) } . entonces

LLXE 3]
C & [V(D)- T(D)]. Por hipdStesis D-C tiene un nicleo . Aplicando
el Teorema 5, [ 61 C s [(V(D)-T(D)] ¥ a1 D-C tiene un miocleo 8§,

entonces A(D-8) < A(D) ], obtenemos que 81 § es el nicleo en
D-C, entonces A (D-§) < A (D).

I1. Suponemos que el teorema sc oumple cuando la cardinalidad de
C° es n-1 , es decir, en C hay n-1 vértices del conjunto
»

siguiente { x @ V(D) / F(x) & K . m(x)=5,(x) }. Sea
= ot - > g*

C‘ = [ V(D‘) T(D.)] u A x, EV(D‘)/FD‘(xl)n-lmx‘, }.

Suponemns qQue la cardinalidad de c; es n-1.

54 D,-C, tiene un nicleo, entonces existe un conjunto
independiente 5 < V(D ) tal que » (D -5 ) <2 (D,).

III. Demostramos que el teorema se cumple cuando la cardinalidad
de C” es n > 0.

Sea C S ( V(D)-T(D) ) U { x e V(D) / Io(x) = K* .

nExy

n(x)=6;(x) }. Donde la cardinalidad de C° es n, es decir ,

C tiene n vértices del conjunto siguiente { xe V(D) /
ro(x) EK: n(x)=5_(x) }. Suponemos que D-C tiene un

nicleo.
Puento que C° tiene cardinalidad n, entonces C° = O,

twy?
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Por hipdtesis D-C tiene un ndcleo . Sea N dicho micleo,
entonces N es un conjunto independiente.

t) §1 N intersecta a todas las trayectorias dirigidas de
longitud mixima de D. Entonces existe un oconjunto
- independiente N = V(D) tal que A(D-N) < A(D).

ti) B1 N no intersecta a todas las trayectorias dirigidas de
longitud mixima de D , entonces hay una trayectoria
dirigida de longitud mixima de D que o8 ajena a N . Sea
T dicha  trayectoria de donde NN T =80 con
T8y 28, »e -2, ). Pued Pr tarse dos » uno

q\want-JD—Cyocroquoznec.

Caso 1. 51 2z = (D-C) ocomo Nnr =9, entoncen a3 & N
por lo tanto 2 & ( V(D)-N ) de donde 2 = ( V(D)-C ) n
( V(D)-N ) de aqut que 2z < [ V(D-C)-N 1. For hipstesis
N o8 nicleo en D-C, entonces existe un wrtice y < N
tal que (z ,¥) ¢ A(D), como NN 7 = 9, entonces y & 7
Por lo que 8l consideramos T =7 U (a3 .y¥) es una trayec-

toria dirigida de D con (7 )=1+f(v) contradiciendo
que T o8 una trayectoria dirigida de longitud mixima.
Por lo tanto si 3 € D-C entonces el nicleo N atraviesa

todas las trayectorias dirigidas de longitud sixima de
D, de donde A(D-N) < A(D).

Cago 2. §1 2 « C.
Dado qua z e C = ( WD-T(D) ) v { x= WD) /
Fo(x) 2 Ki ., donde n(x)=5;(x) } y coma z & T(D)

implica que 3« ( V(D)-T(D) ) de donde z < {x e V(D)/

ro(x) = K, ,. n(x) =6 (x)}, entonces z & C N
txev /rjm =K |, ax0=6]00 } . se deduce

qmznec‘.

Por demostrar que N U { z 1} es un conjunto independiente.

La demoatracién se realizars por rveduccisn al absurdo , por 1o
tanto suponemos que N U (z } no es un conjunto independiente, por

lo tanto como N ea un conjunto independiente, entonces z o8
adyacente a algin vertice s « N de donde { (zn.e). (s,z") }y n
A(D) = 0, 81 (2 ,8) < A(D), entonces como en el caso 1, 1llega—

nos a una contradicclén extendiendo la trayectoria 7. Lo que-
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implica que (z ,s) = A(D). De esta afirmacl®n se deduce que
n

(8,2 ) € A(D) ds aQqu! qus s el (3 ), ademin 8 _ < T_(a); como

2 e C°, por hipbtesis se ocumple que l‘;(:h) E] l:(a"). donde

(s )=5_(z ), 1o que implica { (8,3 _ ), (% _ ,8) } = A(D). Co-

w0 s=NyNnT =0, entonces o« 7 por lo tanto podemos exten-
der la trayectoria T , conslderemos 7T °=(Z,,3,....,%, _,.8.,3 ) o8

una trayectoria dirigida de D con £(r)=1+{(7). Contradiciendo que
T es una trayectoria dirigida de longlitud mixima de D. Por lo
tanto N v {z_ )} o8 un conjunto independiente .

Por hip>tesis N es nicleo en D-C, como 2z = C, entonces
NU {z}) es nicleo en (D-C)U (z )} =D-( C-3 ¥=D-C, donde
C,=C~{3 ).

Por hipStesis la cardinalidad de C° es n, como 2 € C°,
entonces la cardinalidad de c;:c'—(an) es igual a n-1. Aplican-—
do la hipdteeis de induccién el teorema ee cumple cuando la
cardinalidad de c; es igual a n-1, es decir ., cuando en C, hay
n-1 wértices del conjunto saigulente { xe V(D) /I (x) =

” R
K ., »B(x)=6 (x) .

Por lo tanto : 81 C=C-a = ( V(D)-T(D) ) u { xe WD) /
ro(xy l:u)' n(X)=5_(x) }. Como D-C, tiene como mnicleo a
N U {2}, entonces existe un conjunto independiente 5 S V(D) tal
e A (D-8) < A(D). ,

Ejomplos:
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Soa  C=v,.0,),
T(D, )={v } donde: )
Cel DH-TMH 1 U{xe VD) /T, =K . 0@z, 0 )
[}

nix>d .
D,~C={v, >}
¥=0: } es ndocleo en D -C.
(Vg o¥ 0, o, ) o8 una traysotoria diridida de longitud mixima
(D, )=4.
1

Bxiste B8=(v_ } < V(D) condunto independiente tal que
M(D, -8)=2 < 4=A(D‘) ., puesto que:

(Vg0 o1, 0¥, sP, ) e8 una trayectoris dirigida’ de longitud mixima
~ AM(D,)=6 . Bea C={v ,»,} ; D ~C={ v ,v, ,»}, entonces N={" } es

ndcleo en nz—c y ademis:

Cc [V(b)—T(D)] Ul xe WD)/ T‘;(x) = x:“”. n(x)’—'ﬁ;(x) }.
Sea S=(v: e} un conjunto independiente , donde § s VD, ),

entonces A(D,-5)=2 < 5-2(D) puesto gue :
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COROLARIO 3 : Sea D una digrafica . S1 existe un conjunto

C= (VDT } U {xeVD) / M(m) = Lo
interasectando cada ciclo mu' dn-inido de D, entonces existe un
conjunto iundependiente S < tal que M (D-B6) < A (D).

Demontracidn i Como C interpecta cada ciclo impar dirigido
de D, entonces D-C es una digrafida sin ciclos impares dirigidos,
( Teoresa: cualquier digrifica in ciclos impares dirigidos
tiene un ndclec ), entonces D-C tions un micleo.

Ahora wlicu\do el Teorewa 9 ( Sem C s [ V(D)-T(D) } ]
{ X & V(D) / T (%) 2 lh“” » n(X)=6_(x) }. 61 D-C tiene un nucleo,

entonces exi.at.e un conjunto independiente 8§ € V(D) tal que
AMD-B) < A (D) ), entonces existe un conjunto independiente
8 s V(D) tal que A(D-8) < A (D). *

Eleaplos:

T 12 184 v » v ¥ v =
am(p s 17748 6" 2" 1w VT, (va,vv,v

a? Waa ¥,

V10 -
Wgal’; 40,00, ) son trayectorias dirigidas de longltud mixima en D,

< AMD_ )=10 , como 'I(D. )=(u‘.v“}. entonces sea c=(v9.vm}.

(8, 00,00 0P 00, ) ¥ (B 0,0, L s L, v ) son dos ci-
clos impares dirigidos de D,. &Se observa que C intersacta cada
ciclo impar dirigido de D .

Entonces existe S={v,,»_} 5 V(D,) conjunto independiente tal
que la digrifica D‘—S es 1la sigulente:
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D -S:

(U, g W0, 0¥, YY)  e8 una trayectoria dirigida de longitud
mixima en D -8 -~ M(D, -5)=6 y se cumple : AMD, -8)=6 < 10=24D, ).

TV 21,2V o0 ¥, 50, ) €8 una trayectoria dirigida de longitud
mixina en D, = MDD, )=6.

T(D,)=(v, }, ademia (2 .00 ) ¥ (¥ 2,0 .20 0 .0 0) son
ciclos impares dirigidos de D,. Por lo tanto exiate C={v ,v . .
BN vl cual intersecta cada ciclo impar dirigido de Dz.

El vertice terminal »_  tiene la propiedad siguiente:

r;z @) = K}, donde '4!=n(x)=6","z ).

Entonces existe un conjunto independiente S§=(v ,» )} = V(Dz)
tal que la digrifica D,-S5 es la siguiente :
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‘Donde A(D,-5)=3 y se cumple que : A(D,-8)=3 < 6=(D,).

- TEOREMA 10 : sea D una digrafica . 51 D es una digrafica
B, -orientada, entonces todo conjunto independiente nAximo

intersecta a cada trayectoria dirigida de longitud mixima.

Degoptracién i Se realizard por reducci®n al  absurdo.
Supongamos que exiut.e una digrifica D, B -orientada. tal que hay

un  conjunto independiente miximo que no intersecta a todas las
trayectorias dirigidas de longitud wmixima.

Sea S un conjunto independiente miximo de y B8ea
TE(X 4R, 2.-+2X ) Una trayectoria dirigida de longitud mxim de D,

con S r= . Como S es un conjunto independiente miximo en D,
entonces existe un vértice y < S tal que y es adyacente a X .

por lo tanto ( (y,x ), (x ,¥) } " A(D) »0 .
81 (x ,¥) ¢« AMD), como SN7T =0 y ye§, entonces y & 7,
conuidere-oa T (X, »X, 5. .., 5¥) Que e una trayectoria dirigida

de D con {(7°)=14{(7), contradiciendo que T una trayectoria
dirigida de longitud mixima de D, entonces (x .v) # A(D), por lo

aue (y.x ) € A(D).
Ahora demostraremos que sl (¥,.x ) < A(D), entonces (V.x

A(D) para todo 15izn.
Suponewos que (y,x ) = A(D), ademis (x _ .x ) & A(D), Por

hipsteais D o8 una digrafica B, ~orientada, entonces
L X _ ) (X _.¥) } " A(DY # @ ; Cuando (x,_, .¥y) s A(D), como
YyeB8, vy SnT =0, entonces ¥y # 7, oconsideremos T =k, X X peens
K _ VX K L s.--5X ) €8 una trayectoria dirlgida de D con

(—a) €

{(r 7")=1el(7) contradiciendo que T es una trayectoria dirigida de
longitud mixima , por lo tanto tenemvs (% _, .¥) & A(D), de donde
deducimos que (v,x _ ) < A(D).
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Con lo terior d d trado que sl (¥.x ) = AD),
entoncen (v,x, _ ) = A(D) para todo 1si=n.

Como (%, .x ) & A(T) S A(D) ademis acabamos de demostrar que
(v,x,) 2 MD) ¥ por hipStesie D es una digréfica B, -orientada
entonces { (x,,¥), (v,%,}) } N AD) » &, @l (¥,X,) € A(D), como
yesS vy SnrT0, entonces ¥y # 7, conslderemod T =(¥,X ,X X, ,.-
<-+»% ) es una trayectoria dirigida de D, con &(r )=1#f(7r) contra-

diciendo otra vez que 7 es una treyectoria dirigida deo longitud
®mixima, lo que implica que (¥.x ) = A(D), entonces (x ,¥) = A(D),

como ¥y« § y §n 7=0, por lo tanto y # 7, conslderemos T, =(x .V,
'R, X, ,...,% ) o8 una trayectoria dirigida de D con (v, )=1+i(T)

contrad‘!’.cilo’ndo que T o8 una trayectoria dirigida de longitud
e D.

Al suponer que existe una trayectoria dirigida de longitud
wixima de D y un conjunto independiente miximo , tal que §n 7=0
llegamos a una contradiocci®n . Por lo que podemos concluir que
todo conjunto ind diente miximo intersecta a cada trayectoria

dirigida de longitud mixima de D, olempre y ocuando D sea una
A4

digrifica B y -orientada.

Ejemplosa:

D, o8 una digrafica B‘-orlentada -
"=(1’ﬂ [ T L s, ) es una trayectorla dirigida de longitud ms-—
xima -+ X(D )=6.

Los conjuntos 5 =(v gl B (v e}y S'=(va .v‘} aon algu-

nos conjunt ind dient miximos y se cumple que:
S‘h'ri‘ﬂ, Szﬁ'ri‘ﬂ, v S.n'r#e_
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D, es una digrafica B -orientada ¥ 71 =(& .0 .0, 0 .0, 0,)

Taa v, a0 0V VWY W0, ) W T SR, 0 0 a0 e ) son trayectorias
dirigidas de longitud mixima .

Ademis 5 =(, v, )} , 5,50 .»,) ¥ 5=, 2, } son ejemplos de
conjuntos indespendientes miximos .

Se cumple lo siguiente: S n 7 *» @, § nrT, *#B, 5N O,
Sz noT 0, 5'.z n rz#e, sz n TB#B, s' [} ‘r’ﬂﬂ, {;3 [a] 'rzﬂﬂ v
Ss fal 'r"ﬂa.

TEOREMA 10 ': Sea D una digrafica . 51 D es una digrafica
B, -orientada entonces, todo conjunte independiente waiximo inter-

secta a cada trayectoria dirigida de longitud mAxiaa .

Damaptragisn i Se realizard por reduccisn al absurdo .
Supongamos que existe una digrafica D, B,-orientada tal que hay

un conjunto independiente m*ximo que no interseocta a todas 1las
trayectorian dirigidas de longltud sAxima .

Sea § un conjunto independiente wiximo de D y
T=(X,9X, 25X ) una trayectoria dirigida de longitud mxm de
D, con 8N T=H,

Como S es un conjunto independiente miximo de D, entonces
existe un vértice y ¢ 5 tal que y es adyacente a x,, por 1lo

tanto { (¥,x,). (x,,¥) } N AD) = o,
61 (V2 ) €« A(D) como ye€5 y §Sn7=9, entonces y & 1,
consideremos 7° =(y,x,) U 7 que es una trayectoria dirigida de D

con {{t “)=1+{(7) contradiclendo gue * es una trayectoria dirigida
(Za longitud mixima de D, entonces (¥,x,) = A(D), por lo tanto
x,,¥) € AMD).
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Ahora demostraremos que sl (x. .y) € A(D), entonces (x,‘ “.v) [
A(D) para. todo 0 = i % n-1.

Suponewos que (x ,¥) € A(D), adentn (x ,x ) = A(D) , por
hipttesis D es una digréfica B, -orientada, entonces { (v.x . ),
(x ,,.v) I n D) » @, Cuando (¥,x . ) < A(D), como yeS§ v
SN 7=¢ entonces ¥ £ T, consideremon 77 =X ,X ,....% VK L. »
X 42 vesesX ) OB URR trayectoria dirigida de D con I(rt°°)=14i(7)

contradiciendo que T es una trayectoria dirigida de Ilongitud
wixima de D, por lo tanto tenemos quea (v.,x ) A(D), de donde

deducimos que (x . .¥) « A(D).

Con lo anterior da demostrado que 81 (X ,¥) € A(D), enton-
ces (x, . .¥) € MD) para todo 0 = { = n-i.

Como (x _ .x ) e A(T) S MD), adembt s b de d trar
qus (x _ .¥) € A(D) y por hipstesis D es una digrafica B, -orien-
tada, entonces { (X .y¥), (¥.x ) } 0 A(D) = O.

61 (% ,¥) < AMD), como vy €5 vy 8N T=0, entonces y & T,
consideremos T 5T U (x ,¥) es una trayectoria dirigids de D con
£(7,)=14i(r) contradiclendo que v es una trayectoria dirigida de
longitud méxima de D, por lo tanto (x .v) # A(D), entonces
(¥,x ) = MD) como ye8 vy §Mn 1M por lo tanto ye T ,
ademis (x __ .¥) = A(D), consideremos 7 ,3(xX .X X, ,..-,X _ 2¥>X )

n—g

es una trayectoria dirigida con ({(7,)=1+{(7) contradiciendo que
7 es una trayectoria dirigida de longitud mixima de D.

Al suponer que existe una trayectoria dirigida de longitud
maxima de D vy un conjunto indspendiente miximo, tal que S5 =@

lleganos a una contradiccion . Por lo que podemos concluir gque
en una digrsfica B, -orientada todo conjunto independiente mwiximo

interaccta a cada trayectoria dirigida de longitud méixiwa . +

Ejemploa:
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(v‘ ,u"‘ W, WY, Y. (uz >, VeV WV, ), (vs >, ,vo,u‘ ,vt o, )
[CHTL L L L B (PS LR IR R B AL SR A SRS I
trayactorias dirigidas de longitud mixima en D, 1la cual es
B, -orientada .

Los conjuntos B ={v_ ,* ), § =, 2 } ¥ 8= .} son algu-
nos eojemplos de conjunt ind di Wi ximos.

S0 pueda concluir que todo conjunto independiente wiximo
intersecta todas las trayectorias dirigidas de longltud maxima.

La digrafica D, es B ,-orientada y la trayectoria
TR, 2w 42 WP Y, ) 68 una trayectoria diriglida de longitud mtxima.

Los conduntos S =(v_ ), 8B =@ .»_ 20}y 5=, v 2w v} son

ejemplos de conjuntos independientes wiximos.
§o concluye que todo conjunto independiente miximo intersecta
a la trayectoria dirigida de longitud mixime en D,.

NOTA 1 : Sea D la digrifica definida como sigue :
V(D)={x, . x, ,X,.x,} ., AD={(x .%x,). (x,,X,), (X ,x,) } . Conside-

rando la digrifica D podemos ver que la hipdStenis de exiatencia
B -orlentada o Bz ~orientada no puede ser omitida en los teore-

mas 10 y 10°.
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Rjemplo:

5,={x .x }. 5,={x,,x,} ¥ 5,={x,,x,} eon conjuntoa independientes

miximos .
T =(x, WX )y TR, x, ) ¥ T, =X, .xz) son trayeotorias dirigidas

de longitud sixima. .

S‘ N T x) . S‘ n 72:9 . S‘ n 'rg=(x‘) .
5, nr ={x} . 5, nT,={x) ., 5, n T, =(x} ,
5, nT =(x} ., 8, nr ={x} ., 5§ n LR €

Encontramos el conjunto independiente S‘=(x°,xs} que es
ajeno a la trayectoria 7 =(x, ,x,), es decir, § N 7,79, por lo
tanto encontramos un conjunto independiente mwiximo gue no
intersecta a cada trayectoria dirigida de longitud sixima .

Lo anterior Justifica que en loa Teoreamas 10 ¥ 10° no puede
ser omitida la hipdtesis de que la digrifica D es B -orientada
o B, -orientada.

NOTA 2 : Claramente una digrifica D satisface la Conjetura 1

o y s'lo st D' la cumple. ( D° denota la digrafica inversa
de D, obtenida de D asignando la direccién contraria a cada
flecha ). Por lo tanto, aplicando el principio de Dualidad Di-
recclonal , tenemos gque para cada Teorema , Corolario o Conde-
tura , hay un Teorema, Corolario o Conjetura correspondiente .
Obtenido por el reeaplazamiento de “nicleo” por “conmiucleo”, "I(D)”

por "T(D)", "6;(x)" por "6;(x)", "F:(x)" por "l";(x)" y
"B‘ -orientada” por "Bz ~orientada”.

Ejemplos:

Para ejemplificar la afirmacion anterior recordemos la Conjetura
1. "Para toda digrifica D sin lazos , existe un conjunto
independiente S tal gue A(D-S) < A(D) “ .

T4



(0 0,0 0, ,0,) o8 una trayectoria dirigida de longitud mAxima
do D, , por lo tanto A (D )=5 .
8ea 8={v ,’ )} un conjunto Independiente .. D -§ es:

D ~§:

LCHRY +'Va) €8 una trayectoria dirigida de longitud mixima de
D -8, entonces X(D,-5)=3 < 5 =\(D,) .

(B .0 20,0, ) es una trayectoria dirigida de longitud msaxima

de D' , entonces A(D,')=5.
Sea S=(v ,~,} un conjunto independiente entonces se obtiene

la digrafica D[*-S.

1



(g ¥, ¢, ) a5 una trayectoria dirigida de longitud mixima de

D*-5, entonces MD*-0=3 < B =(D,*) .

(0 sty P g d¥ (3, s Wy s¥, ) €8 una trayectoria dirigida de longitud
wixima de D , por lo tanto >~(Dg )=8. Gea 8=(v_ ,».} un conjunto
independiente entonces D, -5 es la sigulente digrafica.

v
2

v
'.._a vd
D _-S:
> » /‘ ﬂ
1 54
L .
v
L]
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(B0 0, 5050 o0, ) @8 una trayectoria dirigida de longitud mAxisa
de D,-5, por lo tanto M (D,-5) = 6 < 8 = MD,) .

il |
D :

("’. R LA L LI L L ) es una trayectoria dirigida de longitud

wixima de D;'. ento implica que A(D;')=B. Sea S§={v ,v.} un ocon-
Junto independiente , ent D;'-6 es la sigulente digrifica.

I N

-8
D" -5: [
kd

<

Observamos que M(D)'-8)=6 < 8a¢D;*>.
En esta digrafica observamos que se ocumple la desigualdad

propuesta en la Conjetura 1 , la cual ha resultado de suma
importancia en todo el desarrollo de este trabajo.
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(V00,52 sy, ) €8 una trayectoria dirigida de longitud méxima
con A (D, )=B .

Sea S={v ,2_,} un conjunto independiente entonces a partir da “ote
se obtiens D.—S.

Yy

Observamos que A (D,~8)=3 < 65=*(D, ). Esta desigualdad implica que
la Conjetura 1 8o cumple con la digrafica D'.

Ahora conaideremos la digrafica inversa de D, .

Dt
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(0,050 o P, ) es una trayectoria dirigida de longitud mixima
por lo tanto ~ ACD")=5 .
En eata digrafica oconsideramos uuevamente S={(» ,»_,} un conjunto

independiente y observamos que 1la digrafica siguiente tambitn
cumple la desigualdad.

¥
]
Se obtiene que A(D;'—S)‘:S < 5:::\(D;‘) .

Como se menciond anteriormente la Conjetura 1 es de susa
importancia para las afirmaciones que se presentan en todo el
desarrollo de este tabajo.

o W R
sm\ a%ﬁ%a pRLATER
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DUALIDAD

A ovontinuacitn ee considera cada Teorema, Corolario,
Conjeturn ¥ Observaci®n con su correspondiente Teorema, Corolario,
Conjetura y Observacion DUAL obtenido despu¢s de aplicar el
principio de dualidad direccional.

En ol apartado correspondiente al desarrollo , =se msencion®
que el principio de dualidad direccivnal se aplica por el
reemplazamiento de “micleo” por “contcleo”, “I(D)" por “T(D",

"6:(:()" por "5;(1)". "l':(x)" por "F;(x)" y "B, -orientada’ por
"B, ~orientada” .

El orden en que se presentan corresponde al miemo que tienen
dentro del apartado del DESARROLLO de la tesis.

Se representa al dual correspondiente con ( ' ) .

CONJETURA 1 : Para toda digrafica sin lazos D, existe un
conjunto independiente S tal que A(D-5) < A(D).

CONJETURA 17':(Autodual) Para toda digrafica sin lazos D,
existe un conjunto independiente § tal que A(D-S) < A (D).

TROREMA 1 : S§1 la digrifica D tiene un MNicleo S, entonces
AM(D-8) < M(D).

TEORRMA 17*: Si 1a digrifica D tiene un Comiclec §, entonces
A(D-8) < A(D).

OBSERVACION 1 : Para digrificas simétricas ( o
equivalentemente, graficas sin direccion ) un conjunto

independiente wiximo es un Nicleo.

OBSERVACION 17' :Para digraficas  eimétricas < o
equivalentemente, graficas eain direceisn ) un conjunto
independiente miximo es un Contcleo.

COROLARIO 1 : Si S es un conjunto independiente »iximo de una
digrifica sim*trica D, entonoes A (D-§) < A(D).

COROLARIO 1—'_: (Autodual) S1 § es un conjunto independiente
e ximo de una digrifica simétrica D, entonces A{(D-S) < A(D).
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TROREMA 2 : Sea D una digréfica sisftrica conoxa diferente de
K. Entonces existe un conjunto independiente ] al que

A(D-8) £ A(D) - 2 .

THOREMA 2 ': (Autodual) Sea D una digrifica simttrica conexa
diferente de ln. Entonces existe un conjunto independisnte S5 tal

que A (D-8) ¥ AM(D)-2.

TEOREMA 3 : Sea D una digrafica simtrica , entonces para
todo x & I(D hay conjunto independiente 8 con las propiedades
siguientes:

i) xe§
L) s < I(D
tit) A(D-8) = A(D) -1 .

3': Sea D una digrifica simétrica . Entonces para

TROREMA
todo x e T(D) hay un conjunto independiente 5 con las propiedades
sigulentes:
. i) xe §
ti) § € ™(D)
wii) A(D-8) = M(D)-1 .

CONJETURA 2 : Para toda digrafica D , existe un conjunto
independienf.o S tal que:
t) 8s I(D
i) A(D—S) A(D)—l .

CONJETURA 27 ': Para toda digrafica D , existe un oconjunto
independlente § tal que :
1) 8s (D)
i) MD—-S) = A(D)-1.

OBSFRVACION 2 : §1 ¥ es un wértice en I(D) n IFix),

entoncea toda trayectoria dirigida de longitud saxima con origen
"y contiens a =x.

OBSERVACION 2™': 51 ¥ es un wértice en T(D) n o(x),

entonoes toda trayectoria dirigida de longitud sixima con origen
en b4 contiene a =x.

CONJETUBA 3 : Para toda digrifica D , existe un virtice x
con las siguientes propiedades:
i) xe I(D)
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Lti) ¥ ye { I(D) NI_(x) ), toda travectoria dirigida de lon-

gitud wAxima con origen en y contiene a x.

CONJETURA 3™*: Para toda digrifica D, existe un wertice x con
las eiguientss propiedades:
i) x'e T(D) +
i)V ye(T(D) NI (x)), toda trayectoria dirigida de longl-

tud mixima con punto final en y contiene a x .

OBSERVACION 3 : ( C 3 implica C 2 ) §i para toda digrifica D,
existe un wertice x con las siguientes propiedades :
ity xe I(D) -
L)V ye ( I(D)n I''(x) ). toda trayectoria dirigida de

longitud mixima con origen en y contiene a x .
Entonces para toda digrdafica D, existe un conjunto independiente
S tal que :
i) 8 I(D)
i) MD-6) = A(D)-1 .

OBSERVACION 3™: ( C 3™ implica C 2™* ) 51 para toda
digrdfica D, ;xiste un vértice x con las siguientes propledades:
i) x € (D)
L)Y ye ( (D) N r‘ (x) ), toda trayectoria dirigida de

longitud mixima con punto final en y contiene a x .
Entonces para toda digréfica D, existe un conjunto independiente
5 tal que :

1) § s T(D)
i) AM(D-8) = A(D)-1.

TEOREMA 4 :Sea D una digréfica tal que todo wrtice tiene
grado ¥ 3. Entonces D satieface (C 3) que para toda digrafica D,
exiat.? un v:ﬁ;)%ce x con las siguientes propiledades:

V) e

i)Y ye ( (D) N l';(x) ), toda trayectoria dirigida de
longitud maxima con origen en y contiene a x .
( ¥ entonces la Conjetura 2 y la Conjetura 1 ) .
TEOREMA 4 ' :Sea D una digrafica tal que todo wértice tiene

@rado = 3 . Entonces D satisface (C 37') que para toda digrafica D,
existe un vértice x con las siguientes propiedades:

i) x a (D)
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L)Y y e TN FYx) ). toda trayectoria dirigida de
) lomitud mixima con punto final en ¥y ocontiene a x . ‘
( ¥ entonoes la Conjetura 2~ y la Conjetura 1) .

OBSERVACION 4 : ( C 2 implica C 1 ) Si para toda digrafica D,
existe un conjunto independiente S tal que:
i) 8 s (D)
- ii) A(D-8) = N(D)-1
Entonces a1 D es una digrafica sin lazos A(D-§) < A(D).

OBSERVACION 47': ( C 2™* implica C 1™') 81 para toda digra-—
D , existe un conjunto independiente § tal que :
1) 8 T(D)
i) A(D-8) = A(D)-1
Entonces si D es una digrafica sin lazos A(D-8) < A(D).

. TEOREMA & : Sea C = ( VW(D)-T(D) ), 81 D-C tiene un ndoleo §,
entonces A (D-8) < A(D).

TEORRMA 67': S8ea C < (¢ V(D)-I(D) ), 64 D-C tiene un
condcleo 8§, entonces A (D-5) < A(D).

COROLARIO 2 : Sea D una digrafica . S1 D[ T(D) 1 tiene un
nicleo §, entonces A(D-8) < M(D).

COROLARIO 27': Sea D una digrafica . 51 D[ I(D) 1 tiene un
contcleo S, entonces A(D-S) < A (D).

PROPIEDAD »_ : Se dird que un vértice x < I(D) satisface la
propiedad »  si para cada (¥,x) = Asym D[ I(D) ] por lo menos una

de las condiclones siguientes se cumple:
i) Para toda trayectoria dirigids de longitud mixima de D con
origen en y contiene a x .
ti) Para toda trayectoria dirigida de longitud wixima de
D conteniendo a x vy no iniclando en x tambi¢n contiene
a y .

PROPIEDAD :P;' : Se diré gue un w'rtice x ¢ T(D) satimface la
propiedad ?;‘ 8l para cada (x,¥) € Asym D{ T(D) ] por 1lo menos

una de lae condiciones sigulentes se cumple:
i) Para toda trayectoria dirigida de longitud mixima de D con
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punto final en y contiens a x .

«i ) Para toda trayeotoria dirigida de longitud mAixima de D
conteniendo a x vy no terminando en x también contiene
ay .

TEOREMA 6 : Sea D una digrafica . &1 ocada subdigrifica H
inducida de D tiens un wrtice x « I(H) satisfaciendo 1la
piopiodnd' ¥4+ entonces existe un conjunto independiente 8§ s I(D)
tal que A (D-8) < A(D).

TEOREMA 6™': Sea D una digrafica . Si cada subdigrafica H
inducida de D tiene un vértice x e T(H) satisfaciendo la propie-
dad P;' . entonces existe un conjunto independiente S = (D) tal
Que A(D-8) < (D) .

TEOREMA 7 : Sea D una digrafica tal que todo ciclo dirigido
contenido en Asym D tiene un wrtice x que satisface: 6;(x) =1 o

6:(::) % 1. Entonces existe un conjunto independiente § = I(D) tal
que A(D-§) < (D) .

TEOREMA 7 ': Sea D una digrafica tal que todo ciclo dirigido
contenido en Asym D tiene un vértice x que satisface: 6 _(x) < 1 o

6:(5),'.5- 1. Entonces existe un conjunto independiente S = T(D) tal
que A(D-8) < A (D).

TEOREMA 8 : Sea D una digréfica tal que todo ciclo dirigido
contenido en Asym D tiene un wvertice x el ocual eatisface :

D rixy 1 = K* donde n(x)=5;(x) o Dl Fr(x) } =K' .

YRS Mt
[ 14 x)=6: (x). Entonces existe wun conjunto independiente S < I(D)
tal que A (D-8) < A(D) .

TEOREMA 87 : Sea D una digrafica tal que todo ciclo
dirigido contenido en Aaym D tiene un vértice x el cual satisface:

- o p¥* e + o~ ¥
Di M (x)]1 =K .. donde n(x)=5 (x) o N Pb(x)) ] Km“” .
donde n(x)=6:(x). Entonces existe un conjunto independiente
S S T(D) tal que A(D-5) < A(D) .

[
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TEOREMA © : Sea CS ( V(D)-T(D) ) Y { xe V(D) / r;(:) B

x:“” B 18 31 6;(1) }. 81 D-C tiene un nicleo, entonces existe un

conjunto independiente § € V(D) tal que A(D-8) < X(D)-

TEOREMA 97': Sea CS ( V(D)-I(D) D U { x & V(D) / Th(x) =

l:““. l(x)ﬁ:(x) }. 81 D-C tiene un conicleo, entoncse exlste
un conjunto independiente S§ = V(D) tal que A(D-8) < A(D).

COROLARIO 3 : Sea D una digrafica. Si existe un conjunto
C & CWUD»-T(D)) W { xa V(D)/ F;(x) £ K:‘“. n(x)'—‘c‘i;(x) 3
intersectando a cada ciclo impar dirigido de D, entonces existe
un conjunto independiente S S V(D) tal que M(D-8) < MN(D).

COROLARIO 3™*: BSea D una digrafica. si existe un conjunto
C £ CVD»-I(D)) U { xe V(D) / r:(x) =K -(x)ﬁ:(x) ¥

intersectando a cada clclo impar dirigido de D, entonces existe
un conjunto independlente S < V(D) tal gque X (D-S) < A (D).

TEOREMA 10 : Sea D una digrafica . 84 D es una digrafica
B, -orientada, entonces todo conjunto indepondiente maximo

intersecta a cada trayectoria dirigida de longitud mixima.

TEOREMA 10™“: Sea D una digrifica. S1 D es una digrafica
B,-orientada, entonces todo conjunto independiente wWwiximo

intersecta a cada trayectoria dirigida de longitud mixima.
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CONCLUSIONES

En la intreoducoi‘n ae hizo mencidn que @
ROY (11] e 1ind dient nte GALLAI (8) demostraron que
¥(D) = A(D). Donde (D) es el nimero cromitico y A(D) es ol
nimero de veprtices de una trayeotoria dirigida de longitud mixima,
de una digrafica D sin lazos.

En este apartado ee concluye Qque el Teorema de GALLAI-ROY
puede aser expresado como sigue :

"El conjunto ds vertices en cualguier digrafica pueds ser

partido en X conjuntos independientes (donde A es el nimero de
wvéprtices de una trayectoria dirigida de longitud sixima ).

Ejemplos:

@ 0,0 0, 0w, .0, ) es una trayectoria dirigida de longitud maxi-
ma . M(D, )=6.
V(D' =0 AR ST TP LA C ,va) =] (vz} w (u’} u (v‘} v {us}

W {v,} = Union de 6 conjuntos independientes.

?
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(v, 2, ,», ) e8 una trayectoria dirigida de longitud méxima -
A (D, )=3.

V(D,)={v ,v,,
LRSS I Union de 3 conjuntos independientes.

= ) P2 ¥
UINOTRTREE IR TR SLIE O35 ST (0 SRVIRY (RN S

(», 0, .,57,) o8 una trayectoria dirigida de longitud mixima -
A(D,)=4 .
V(D )={ W 0 .0, ) = (0,30 2,2 U (v} U ()} = UniSn de 4 con-
juntos independient
D,:

vﬂ
AD, )=2.

VD )= (40, o0y ¥ sy g, 3 3 00,3 U 2, 00,00,00,00,,9,) = Unisn

de 2 cunjuntos independientes.
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D,:

(D, )=2.

V(Dn )::(v‘ LA P } = v, [ yu @, W, ¥y } = Unidn
de 2 ) ind dient

Alternativamente los conceptos involucrados en el Teorema
anterior de Gallai-Roy estan dados por el aiguiente Teorema de
Gallai-Milgram [8]:

"El conjunto de wértices de cualquier digrifica puede ser
partido en « trayectorias dirigidas ( donde ¢ es el nimero de
wvértices de un conjunto independiente miximo )" .

Ejemplos:

0,00 0 20,0 0 g ) . e w,) ¥ (v, ) e

conjuntos independientes maximos .
s a=3,

De donde:
v(D, L

RIS |
-] 4 ) a 7
SICNEINRYS WU SR RIS |

=Unisn de 3J trayectorias dirigidas.
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(v, .0, 57,57, 42457} @8 un conjunto independiente miximo, .. u=6.
V(D: ):(pl A AT L } =(v‘ R (v. P u (v‘ U (vu} 5] (v“}

U {v.} = Unin de 6 trayectorias dirigidas.

 COTIRTRS S (PSR ISS SR (SN TSRS SR Y

{

SRR

;P45 rPe}  8o0n conjuntos independientes miximos W o= 3.

V(DB )= (u" ,vz',v. B G RN W) o= {va L } U v L } U

2"
{7, } = Unidn de tres trayectorias dirigidas .

Los dos resultados anteriores pueden considerarse como
existencia “dual” ,"doble". En este sentido , pueden originarse
muchas preguntas , pero no es el objeto de este trabajo.
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A continuaci®n conaideremos D una grifica sin direccion
( digrsfica eisttrica ) . Ent 68e pr la conjetura
siguiente:

CONJETURA : Si AD)=p, + p,, entonces existe una particitn
de su conjunto de vrtices en dos subconjuntos XK, v X tal
que > DIX. 1) =p Yy MDKI)=EPp, .

Obssrvamos que para p‘=1 entonces la Conjetura coincide
con el Teorema 3.

Para valores pequefios de (P £5), la respuesta en
afirmativa.

Eleomplosa:

(0, .0 ,,) es una trayectoria dirigida de longitud m:xima.
AMD )= 56 = 1+4 = 243,

Caso 1. 51 X (D,) = 144 =p, +p, -
Sean x‘=[u. RIS ¥y &:(u‘.vz ,v.}. entonces obtenemon
las dos digrificas siguientes:

D X 1: 0 A( D (X 1 )=1=p,
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D, (X,3: MOD,IK,] )=2 < 4=p,

Caso 2. B X(D,) =2+ 3 =p + P, .
Sean X ={v ..} v x‘=(v’ S entonces a partir de
entos conjuntos obtenemos las digraficas siguilentes:

Ov‘

D, [X,1: A D, X,] )=1 < 2=p,

D, (X, 3: - (D, [X,] )=3=p,

(Vg o 2000 P, 00 0V P, ) es una trayectoria dirigida de .lonﬁitud

sixima.
Donde obtenemos la alguiente igualdad.
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?»(Dz)=8=1+7=2+6=3+6=4+4.

Caso 1. 81 A(D,) =1+ 7 entonces p, =1, B, =7.

Sean X ={v_} ¥ LI L R LA T S Pt }

D,[X,1: .0 A(D, K] )=1=p,

D, X, 1: M D,IX,] )=T=p,

Donde (1 .1 v .2, % W .0, ) es una trayectoria dirigida de lon-
#itud mixima,

Caso 2. 81 M(D,) =2 + 6 entonces Sea ©p, =2, p, = 6.

Sean X =(v ,v )} v I LI L LU L |

D,_(x,]: t A D:[x’] )= =p,

En los ejemplos anteriores hemos podido comprobar que la conjetura
se cumple para los distintos casos en los cuales P, ¥V P toman

diferentes valores, a continuacidn consideremaos el ejemplo para

p‘-s.
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D, (X, 1= AC D (X ] )=6=p,
v
k-]
Donde ¢ Uasl o, WVl »¥,) es una trayectoria dirigida de longi-
tud mixima.

Caso 3 . 81 A(D,) = 3+ 5 entonces Sea p, =3 y p, = 5.
Sean X ={v ,v .V} b4 e CORPL SR AT JIPL S S

D, [X,): A( D,[X1 )=3=p,

D, [X_1: A D,[X ] )=Bp,
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_Cabol.Slk(D:)=4+4 entoncea p = 4 ¥y p =4.

*
Bean X ={v ,¥ . .V} y D S LN S
.
» )
1
v

s

D,IX,1: ' A D, [X,1 )=4=p,
v
]
©
2
D, (X,): v, 0 Ve A D IX] )=4=p,
v

D,:

18

(-]
MD,) =3 =142 - Sea p, =1 Yy p, =2
Sean X‘=(l»*I } b4 xlz(vz R LA
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DX, 1 ) (D, (X1 )=1=p,

D,(X,]: A( DX, 1 )=1<2=p,

(0 o0 5V, oPy st o0 0¥ ) @8 una trayectoria dirigida de longitud
mixima . Por lo tanto A(D,) =7 =1+68=2+565=3+4.

Caso 1 . 61 (D) =1+ 6 Sea p, =1 4 p, =6

) 2
Sean x. =(v‘ PN v xz=(u‘ L L )
¥ »
1 o 2 0 V- o
DX, ]: A D LX) )=1<6=p,
w © v 0 w O v O
L] ° i0
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D, (X, 3:

A D IX 1 )=1=p

Caso 2 . A(D,)=2+5=p, +p, .

D (X 1:

D, [X,]1:

Caso 3 .

D IX,1:

Sean X =(v ., } y

=y _v_,»v £ S L. 1
b S LIPS S TR e |

A D,IX,1 )=2=p,

A( D[R 1 )=b=p,

MD,)=3+4=p, +p, .
Sean XB=(D‘ RETLOLIN

Yooy XK=, 00 v 0 s )

vd
\ A( D (X,] )=2¢<3=p,

»
10

[+

v A D,[X,} )=3cd=p,
b v
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RESUMEN

En este trabajo se presentan algunas condiciones suficientes
para qQque una digrifica satisfaga la Conjetura 1 , propuesta por
J. M. Laborde , C. Payan y N. H. Huang (1982) .

En el apartado correspondiente al desarrollo se incluyen las
demostraciones de los 10 Teoremas , 3 Corolarios }'4 4
observaciones, cada uno se presenta con una serie de ejemplos .
Asimiemo en dicho apartado se 1incluyen 3 Conjeturas con su
respectiva ejemplificacisn .

Para eate trabajo tambi¢n ae considerd pertinente incluir un
apartado correspondiente a la DUALIDAD ., ya que, a partir de cada
Teorema y Corolario se puede obtener su Teorema dual y Corolario
dual aplicando el principio de dualidad direccional.

Es fundamental enfatizar que todea los Teoremas , Corolarios,
Conjeturas y Observaciones giraron al rededor de la Conjetura 1.
La cual se prementa a continuacién:

CONJETURA : Toda digrifica D tiene un conjunto independiente
§ intersectando toda trayectoria dirigida de longitud mixima.

Ejemplon:

Sea S=(v ,v, 3 un conjunto independiente .
Sea T=(v v, R B R ] una trayvectoria dirigida de longi-—

e’z
tud mAxima.
Se cumple que S T =Y . 0}
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Sea  8={»_} un conjunto independiente.
Sean -rl=(v7 LTSl LI LN L e ). Tz=(D7 HoPa Vs P Y ) ’
Te® (Du APPLLECLPLLCE L L > ¥ ‘r‘=(v“

trayectorias dirigidas de longitud m4xima.

, LRI S L
g WPt o sY,) son

Se cumple qua § N T =E8nT =ENT =8BNT =¥, }.

D,:
v
4
Sean T =(1, L0 0 GV PG00, ) b TSV G0 0 0 Y SY ) v
TRV, 50, 00 5P Y 00, wP)  travectorias dirigides de longitud
Bixima.

Sea S=(» _,v } un conjunto independiente .

Sec\mplequasnr‘=sn-rz=snrn=(pd,v. } .



={v _Z¥_ b p P R & SIS TN T e T =3(v_,»
Boan 7 =0 0,00 by et ) s TLEB L0 ) e T, e,

1 » ={v v v e v T_=(P v 1 v .
2P e TEEL P B ) TR, 0,0 )

T E LI E R R R T _=(u_ v ,p v Y I & > e I L © . A
B T T TR T T T O )

t* 3 5% s
trayectorian dirigidas de longitud mAxima.
Sea 8={v_,» ,,} un conjunto independiente.

Entonces se satisface gque SN T, = §nr, = Bnr, = NT =
Sn‘ru::sr‘r‘roz:sn'r?:sn'r'=(vt,u',v’}_
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GLOSARIO

HIENA COTLORACION DE VERTICES de una digrafica D. Ea una
colorm.:l.bn do los veptices con n colores de manera que wvertices

dy asi do distinto color.
0 1 1 1 1 s
Z_'o M, : )
2 13 2 E)
D‘ D, D, D. D

CICLO DIRIGIDO ( €. ) en una digrafica D. C'={v .»,, ..., }
es una sucesiSn de vértices (v .» , ) = A(D), 15 i =n, not. mod. n
de’ una digréifica D ( i.e. los vértices no se repiten ). Un ciclo

de longitud n es un n-ciclo. Un ciclo de longitud 3 es un
3—-clclo-trisngulo ' c es un c¢lclo de longitud n.

» v
1 1 D‘ v.
& & > >
C C: C, : C :
» £ ’ 4 s 'S [}
v 1 u v
2 a8 2 a

124

CICLO IMPAR , C  os ciclo impar si y s5lo e1 el nimero de
vértices “n” es impar .

w
1
c,: A es olclo fmpar porque 3 es
impar.

v ¥ un nomero

CONJUNTO DE FLECGHAS ( A(D) ) de una digrafica D, es el conjunto
de pares ordenados (v‘.vj) con i®j tal que », es vertice

adyacente a “',--

¥
N 1
D: A w AMDISE (0,00, (B, 00,), (0,0 )

» »,
2 3
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. COMIUATY) IMDEPEMDIENTE DE VERTICES en una digrifica D , en
un conjunto de vértices , en donde cada dose wertices mon no
adyacentes (wson independientes).

(D) representa el nimero de wirtices independientes y es igual a
la mixima cardinaliad entre los conjuntos independientes de
wirtices de D.

o vy R “a Ve LA e B
D: Wy, o },
0,2, 0,0, )

. v, v, v v, ' 2.

v, .9,) ¥ (.7, ..} son conjuntos 1independientes de wrtices
donde A(D)=4 .

CONJUNTO INDEPENDIENTE MAXIMO de wertlces en una digrafica
D es cuando 4ste no est: contenido propiamente en algin otro
conjunto independiente de vértices .

Los siguientes son conjuntos independientes de w'rticea
@3 o), v ), 03, 02 v, BT S C N ST B
[CPPLANL TS FIR CONL N SR M LR ,. v}y L v,.», .2} pero
de todons ¢stos los unicos conjuntos 1independientes maximos son:
| CORL L PR CPLLAT APLUD PR CR AP e (CHRL LS I 25 PSS B

CONJUNTO DE VERTICES ( V(D) ) de una digrifica D.
Corresponden a los puntos de la digrifica .

Dl
D‘ ° L"
D: v Vs i V(D)=(Hl T T e 'vd)
v B
2 B
v
o

10X



’ COMUCLED .. Un conjunto independiente S de una digréfica D ,
se dice que es un conicleo de D, si para todo x e ( V(D)-§) hay
¥ = 5 tal qua (¥.x) € A(D) .

S8=(y ,¥,.¥,} es un conjunto independiente. Nos damos cuenta que
§ es un conicleo de D, va que ,{(y,,x ), (¥,.X,), (¥,.%X. ), (¥,.X )}
< A(D) .

DIGRAFICA (D) o arsfica finita dirigida sin lazos, es un
conjunto finito V (de wv*rtices) Junto con un conjunto A
{posiblessnte vacio) (separado de V) de pares ordenados de
distintos elementos de V. (En este caso nos referimos a 1los
elementos de A como flechas) .

V(D)=(v 22, .2 ae.eov w1 = El conjunto de wértices de D.

AD) =  (v,.0,), (v .2 ), (0 0 )eeas® w2 ) } = Conjunto  de

flechas de D.
Soa D=( V(D), A(D) ) una digrifica , entonces D es sin lazos
el para todo ¥ e V(D) se tlene que (v,») & A(D).

DIGBAFICA B -QRIENTADA . Una digrifica D se dice que es
B, -orientada ,ai { (¥,x), (z.,x) } £ A(D) implica que { (¥,2) ,
(Z,9) )" AD) » O |

b 4 4 1 4
D esa B -orientada si : ° ° x
L P4 z P4

DIGRAFICA B, -ORIENTADA . Una digrafica D se dice que es
B,-orientada , a1 { (x,¥), (x,2) } £ A(D) 1implica que { (v.2) ,
(z,9) JnAD) = O
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. e y 14 R4
D es B,-orientada si: [ o x
z . & =

DIGBAFICA COMPLETA (K ) . Una digrifice completa ocon n
vértices es tal que K ( V(K )., A(K ) ) donde V(K )=(v .,V ,...,0 },
K es completa si ¥V v , v ;< V(K ) entonces v, , », m=mon adyacen—
tos.

A P o=

i

DIGBAFICAS ISOMORFAS (D, = D) Una digrdfica D, es isomorfa
a la digrafica D, =1 existe una funcifn biyectiva ( uno a uno )
f: V(D ) » V(D,) tal que (v,») € A(D,) at ¥y 85lo a1 (£f(»),f(»)) =
A(,) .

v, £, y £ )
"‘: &» o E
. £vy) ) £, )

12
a

[It4

DIGRAFICA (D‘) 6s una grifica sin direceién. Si
para cada flecha (v,”) de una digrifica D se cumple gque , (¥,v) €
A(D) entonces D es ei.-bt.ricn. Entonces las dos flechas (v,») y
(v,v) de D pued denotadas juntas como {v,»}. Por lo tanto en
este sentido una mtica es una digrafica aimétrica.
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D: - es nimttrica .

DIGBAFICA SIMETRICA COMPLETA (K') con n vértices.

DIGRAFICA (p.q) o una (p.q) digrafica e aguella que tiene
P vértices y q aristas.

AL LR P I L | v AD=E (v ), ().
g ) (Bga? 0s (P )y (V02 ), (L v ) (0 00 ), (0 2 ),
[P I N

D=(V,A) es una digrafica o grafica dirigida. con :

p=8 , es el orden de la digrifica.

q=10 , es el tamafo de la digrafica.
. 68 una (8,10) digré fica.

DIGRAFICA DUAL O INVERSA ( D' ) de una digrafica D. Es
aquella que se obtiene asignando la direccidn contraria a cada
flecha.

S¢ observa que en la digrifica dual cambia el “nvcleo “ por
“concleo”, "I(D)" por “T(D)", "6:(!()" por "6;(1)", ‘T:(x)" Por

“T,{x)” y "B, ~orlentada” por "B,-orientada”.
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4
D: v, Dt v,
s vﬂ v v
-3
D=, . TDE(,) LD =}, T =)
r¥w =0} | r:,, )=, w2 )
I‘;(v” )=(v1 w Vpl . r‘__l (1", =) .
o

EXGBADO ( 6)(v) ) do un wertice » on una digrafica D , es el

nimero de wertlces de D que son adyacentes dosde v. = Cardinalidad
{vecinos externos de v} .

| FLEGHA (v, .»,) en una digréfica D. Sea D=( V(D). A(D) ) una
digrifica entonces (vl.vj) es una flecha , si ("'i""j) e MD).

D: », v - (v, ,v) es una flecha
en D.

ELECHA ASIMETRICA . Una flecha (v, .» ) € A(D) es llamada
asiwttrica sl (v, .2 ) « A(D).

l)‘ vz
flechas asimétricas.

GBADO DE UN VERTICE ( 5,(») ) en una digréfica D . El grado
de un vértice 1 es el nimero de aristas gue inciden en el vértice v.
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5, (=2

6, (v)=4
- -

6D (w)=3
x v : Sq (%)=3
S5, {¥v)=4

GRAFICA FINITA (G) . Una griafica es una pareja ordenada
formada por un oconjunto finito, V Junto con un conjunto
(posiblemente vacio) A (separado de V) de subconjuntos de doa
elementos (distintos) de wrtices de V.

Conjunto de wrrtices de G =V(G)={u,v,w,X,¥,Z,)}.
({km.‘ll}mto de aristas de G=A(G)={ {u,v}, {v,w}, {w,x}. {x,¥}, (¥.,2z},
z,u} }

Q(V,A) e8 un grifica
finita.

INGRADO DE UM VEBTICE » ( 6, () ), es el nimero de vértices
de D, adyacentes hacla ». = Cardinalidad { vecinos internos de » },

- 6;(1)):5

IONGITUD DE UNA TRAYECTORIA dirigida 7 ¢ {(r) ), a8 el
nimero de wvértices sobre la trayectoria T menos 1.

W 1) 5] » v v hd ™ (”n Wa Vg ¥ sty 'va) es una

trayectoria dirigida donde
L(T)=5.

DE UNA DIGRAFICA D . Un conjunto independiente S de
una digrafica D se dice que es un nicleo de D el para todo
x & V(D-S) hay y = § tal que (x,v) = A(D) .
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S=(y,.¥,.¥,} es un conjunto independiente .
Observamos que 8 es un nicleo de D , porque { (x .¥,), (x,,¥ ),
(x,.9), (X,.7,) } <AD) .

NMEHO CHOMATIOQ (¢ (D) ) de una digrafica D. Es el minimo
nimero n para el cual una digréifica tiene una buena coloraci®n
con n colores. 81 »(D) = n, entoncea la digrifica se llama
n-crowitica.

N P B =

r{D, )=1 - D, es l-cromitica
(D, )=2 - D, es 2-oromitica
¥ (D, )=2 > D, es 2-cromitica
YD, )=3 -+ D, es 3-cromitica
¥(D,)=3 - D, es 3-cromitica

NUMERQ DE YERTICES DE UNA TRAYECTORIA de longitud
wixima de una digrafica D sin lazos ( A (D)=x ).

LTS T R e T CORE I SR SR S0 TR C I S S S e I

B
(v ,v,), son trayectorias dirigidas .

La nica trayectoria dirigida de longitud mixima en D es

L PR - A(D)=6 .
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’ DE UNA DIGRAFICA D (p). El nimero de elementos en ol
conjunto V(D) es llamado el orden de D. = Cardinalidad de V(D) .-

D: v > p=5.
v, G puesto que
v VID)=(v, ,», 0 .0 0, )

PABTE ASIMETRICA DE D ( Asym (D) ) es 1la subdigrafica
goneoradora de D cuyas flechas son las flechas asimétricas de D . Y
los vértices son todos los vertices de la digeafica D .

» v v v
[} 2 1 0 2

PARTICION DEL CONJUNIO DE VERTICES EN CQONJUNTOS
INDEPENDIENTES en una digrifica D. Dado V(D) una particién del
aismo es una divisién en eubconjuntos V., V,,..., V , tal que
() AMD) © veV ,ve Vj para i*). (1,e, V. esun con-

Junto Independiente, ya que, cada dos wortices no son adyacentea).
Adeséa V UV U, ... UV =W(D) . Y VAV, N,eeo,rV =0 .

D: LN

N Yie

10
e e v v e by (2L v b 0 ) es una particisn de V(D)
en dos conjunt ind dientes.

PASEQ DE UNA DIGRAFICA D. un v—» paseo es una suceslsn de
vérticea (v, ,», ) € AD), I5i=n, not.mod.n donde » =v ¥y v =,
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EROPIEDAD , . So dice gue un wrtice x @ L(D) satisface la
propledad # 81 para cada (¥,x) € Asym D [ I(D) 1 por lo menos
una do las condiclones siguientes se cumple :

t) Para toda trayectoria dirigida de longitud mixima de D con

origen en y contiene a x .
it) Para toda trayectoria dirigida de longitud mixima de D
conteniendo a X y no iniclando en x también contiene a y.

(D)=, ¥.0, 2,0, } y (¥,x) « Asym DL I(D) ] .
L) T =V.x0, 0,0, ) , e8 una trayectoria dirigida de longitud
mxima de D gque tiene origen en “y” y contiene a x .
) T GV GV Ve KD T, SV, 2 W VLXV )y T S, L VLRY 0, ) Bon
trayectorias dirigidas de longitud sixima de D que contienen a
% , no inician en x vy también contienen a ¥y . Por lo tanto
t('rl):t (tg):t(ra)zt(r.)=5 .
En consecuencia x gatisface la propieded Py -

SUBDIGRAFICA DE D INIXICIDA POR 8 ( D[S} ) . Sea D una
digrafica , V(D) ¥ A(D) denotaran el conjunto de wvertices y
flechas de D respootivasente . Para cualquier subconjunto § <
V(D). Entonces la subdigrafica de D inducida (generada) por § es
aguella cuyo conjunto de vertices es igual al conjunto 8 y el
conjunto de flechas esta constitutdo por las flechas que tienen
como wrtices a los elementos de S.

Sea S={v,.,’,,v } , entonces la subdigrafica de D inducida por S es
la siguiente:

v
s
DIED: . 4
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TAMANO DE INA nxmm D ( q ) corremnde a la cardinalidad
del conjunto dn flechas de D = cardinalidad de A(D).

D: . 3 -» Q=86 -

JHAYRCTORIA DIRIGIDA DE UMA DIGRAFICA R ( * ). Una v-v
trayeotoria dirigida es un v- paneo en ol cual los wertices no se
repiten ( por lo tanto, tampoco me repiten las flechas ). Adomis
las flechas deben t la miama direccitn , es decir, ®1 los
vértices v , v, estan en la treyectoria entonces la flecha

o L) 2 M) Com TE( L2, Y 00, e IR

v
[ % 7Y

w=
s

v
2

v~y  es una t.rmct.oua dirigida donde se sigue la secuencia ai-
muonte TR UR VDY Y )

TRAYECTORIA DIRIGIDA OON OBIGEN EN v. es un v-¥ paseo
cuya primer flecha es (v,v ) en el que no se repitem vértices vy

por lo tanto tampoco se replton flechas . Todas las flechas tienen
el miemo sentido .

T 2 0,00 )  es una trayeotoria dirigida con origen en v ..

T, W 0, )  es una trayectoria dirigida con origen en v,o.

'r9=(vz 2,50 ) 68 una trayectoria dirigida con origen en vy -

¢ » CAMECT DIRIGIDA DE LONGITUD MAXIMA EM UNA DIGRAFICA D

Sea D¢ V(D),A(D) ) una digrifica . Entonces se dice que T es una
trayectoria dirigida de longitud wixima cuando, la longltud de
cualgquier otra trayectoria dirigida en D es menor o igual gque la
longitud de la trayectoria v .
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T =P, ,Y,) es una trayectoria dirigids de longitud
T E v W) es una trayectoria dirigida de longitud
Te=Q2 ¥ Wl s ) es una trayectoria dirigida de longitud
1200 MR ¢, )  es una trayectoria dirigida de  longitud

Por lo tento 7, es una trayectoria dirigida de longitud
sixima o igual a 5 .

e N

YECINDAD EXTERIOR € r}(v) > de un wrtice v en la digrafica

D. 81 2 es un wrtice de uns digrifica D, entonces la vecindad
extorior del vértice ¥ es el conjunto de wrtices adyacentes desde

v, gor 1o tanto FY@)={ v, & V(D) / ,» ) & A(D) b .

rhe=e e,y v, )

p: v, b - v, es adyacente des-—
v A de v.

VECINDAD INTERIOR ( T (») ) de un vértice v en la digrafica

D. 81 » es un vertice de una digrifica D, entonces 1la vecindad
interlor del wv¢riice » es el conjunto de verticea adyacentes hacia

v, por lo tanto T (v) ={ » & V(D) / (v ,») = A(D) }.

" v roe) = {v v, v0)
D: v, » L es adyacente
a v.
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YERTICES ADYACENTRS EN DIGHAFICA D . Dos vértices v y ¥
son adyacentes sl { (v,»'), (»,4) } N A(D) » & , es deoir , 61 al
menos existe una flecha entre a8 vwrtices.

81 (v,v) € A(D) entonces se dice que v es adyacente hacia v y que
v es adyacente desde v.

4 2
V(D)=0r, 2, 00 .0 2 ) Y los wrtices adyacentes son » con v,

1’4 » » w
‘—‘. con vu. ’-’5 aon PRI con 2 » con 1"‘. Vs con p’ ¥y V‘ con Uu.

YERTICES INICIALES ( I(D) ) de las trayectorias dirigidas
de longitud sixima deo una digrdfica D. Es el conjunto de los
vérticen que dan origen a las trayectorias dirigidas de longitud
mixima . - oy={» 7/ 1,=(vl.....vn) es una trayectoria diri-

aida de longitud séxima de D } |.

- L=, )

YERTICEG TEBMINALES ( T(D) ) de las trayectorias dirigidas
de longitud mixima de una digrifica D . Es el conjunto de los

mixima, o TME v, /1= ..., ) es una trayectoria diri-

> T, .,)
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