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Resumen 
Los autómatas celulares (ACs) son mapeos de un espacio discreto en sí 

mismo que han sido usados ampliamente como modelos de sistemas físicos, 
biológicos y químicos. Esto es debido a la sencillez en la definición del modelo 
complemeutada por la complejidad de su evolucióu. Por ello, el interés en 
los ACs tiene dos vertientes importantes, por un lado tratar de entender ó 
al menos clasificar su complejidad, y por el otro usarlos como modelos. En 
esta tesis discutimos ambas vertientes. Respecto a la primera presentamos 
los resultados de los trabajos: 

o F. Dagnoli, R. Rechtman, S. Ruffo, Sorne Facts of Life, Physica A 171 
(1991) 249. 

o F. Dagnoli, R. Rechtman, S. R.uffo, General Algorithm for Totalistic Cellu
lar Automata, Journal ofComputational Physics, 101(1992)176-184. 

o F. Dagnoli, R. Rechtman, S. Ruffo, Damage Spreading ami Lya.punov 
Exponents in Cellular Automata, Physics Letters A 172 ( 1992) 34-38. 

El Juego de la Vida es un AC bidimensional totalístico que ha. gozado de 
gran popularidad y que muestra un comportamiento complejo. En el primer 
trabajo discutimos sus propiedades asintóticas y presentamos una. teoría sen 
cilla. que tra.ta ele explicar dichas propiedades. Los resultados que presenta
mos requirieron por una parte de simulaciones en computadoras dedicadas 
y por otra de 1111 algoritmo rápido para computadoras de uso general. En el 
segundo trabajo describimos el algoritmo desarrollaclo. En el tercer tra.hajo 
presentamos una ma11era: de extender el concepto de expouentes de Lya.punov 
de sistemas dimímicos.wnti1111os a ACs y mostramos queJos' Aes u'nidirnen
sionales que muestr~r.:i1na evolución espacio temporal .~on;pfejá.: poseen uri. 

exponente. de Lyapüíl:ov1i;bsitivo. .. . .. •· .. • .. ·.. . . · .. · .. ·. < . , 
En c~anto aJas 'ápli¿ádones/presen tamos .Jgsresultaclos(Jd;t:~~baJo·: ·• 

o R [~1!~i~;t~~\1f ~~:~~!~~~i;t~?f :;s:~~~¡~;~~~~ 
En est1i,.trk.haN.us.a'.~1W~.u4!A.q bidimensional que puede ·m~defa.r ~1i gas 

bidimensionaJ Y;Siniulamos StÍ difusión en modelos de medios poros9s, . ' 

' .... ' 
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Capítulo 1 

Complejidad y Autómatas. 
Celulares 

1.1 Introducción 

Los autómatas celulares (AC) son mapeos de un es¡íaciodiscreto en sí mismo 
que se pueden definir de manera senciÜa us~~do ÍJ1;a regla local y que a ve
ces muestran un comport.;imiento en el espacio y en .el tiempo sumamente 
complejo.[l, 2, 3) El atractivo ele los ACs radica por una parte, en tratar de 
entender, ó por lo menos tratar ele clasificar; su complejidad. y por otra, 
en usarlos como modelos,simpJes·.c!~.~~~tp,!i;i_ascomplejos .con1.1 pueden ser 
fluidos,[4, 5, 6, 7, 8] fenómenos de .re3:CS~~n;~i.fu~ión,[9) dinámica de lsing y 
de Potts,[10, 11, 12, 74) agregaciónj(solic]ificación,[14) gases de Lorentz en 
redes,[15, Hi, 17, 18, 19]; terreuíi:it()~,[20);\>ér,c(;iaciÓn,(21, 22) y también for-
mación de galaxias.[23] · •1; ··" ;:. :,:,: .. , ' , , . 

De acuerdo al Diccionario:Ilustr11cltj de la;Lengua: Es,pañolaun autómata 
es una máquina que imita.lafigura;yJos_;nfopim~entos de 1m.se1· animado. El 
análisis y la formalización del cónéept{) de';AC es debida a John.von N~umann 
al inicio de los años cincuenta.(24] P.árá~f;:iÓs A:c;,debÍan mostra~ resist,encia 
al medio, reproducción y euolució11 ·de form.as;.éompléja.s y í:oi1struy6 uno en 
una red cuadrada en la que el ,estado eií;cada[~itio'puede tomar 29 valo~es 
e interacciona con sus cuatro; ve~i~o; má.ii:c;~¿~~a"s qtie saÜ~face )~~ tres 
requisitos anteriores.(25) .·· . ·, , .'.::_:::·:;;~·;. ;· .::' .,'·" ,, ''. · · .· ' 

En 1970 .John Conway (26] propu~·~-~~; A'c';~o~6cid~ ~~~~-·eÍ .. )~~;~· de 
la Vida, que discutiremos más adelante, que sati~fac~ 1.;~',;~q~~~Í~Íe~'tos' de 
von Neumann, pero es más sencillo. Graci~ ·¡;: M~rtl~· Gardn~r '¡27¡''),; ~u 

• • ' • , _, ~ .... ' ·.• ~ ". i .'· .' •• ' .. ¡ 
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columna en Scientific American este juego alcanzó gran popularidad.(28, 29] 
Wolfram en 1983 atrajo el interés de una parte de la comunidad científica con 
la publicación de un artículo con el sugestivo título de "Mecánica Estadística 
de Autómatas Celulares" [30] al grado tal que un año más tarde el interés 
de la comunidad había crecido enormemente y se presentaban las primeras 
aplicaciones.(1] La cantidad de temas y aplicaciones de ACs hacen difícil 
continuar co11 un esbozo histórico a partir de 1984. 

Por otra parte, en 1973 Hardy, Pomeau y de Pazzis presentaron un mo
delo, conocido como HPP, de un gas en dos dimensiones usando un AC.(4] El 
modelo tiene fuertes limitaciones y no fue hasta 1986 con la presentación del 
modelo FHP que se extendió el uso de ACs en hidrodinámica.(5, 8] El atrac
tivo de estos modelos, es que pretenden ser modelos mínimos en el mismo 
sentido que el modelo de Ising es el modelo mínimo del ferromagnetismo. 

En este trabajo presentamos dos trabajos que tienen que ver con el 
análisis de la complejidad de los ACs y uno que utiliza un AC para modelar 
un fluido bidimensional en un modelo de medio poroso como describimos 
brevemente e11 Ja. la sección 1.2.(31, 32, 33, 34] Presentamos también un al
goritmo rápido para autómatas totalísticos que fue usado en varios de los 
experimentos computacionales que reportamos.[35] 

1.2 Plan de la tesis 

En la sección que sigue definimos los ACs.[36] Como mencionamos al prin
'ci'pio; es interesante estudiar por una parte, la complejidad de los ACs y por 
· o'tra, .usarlos 'como modelos de sistemas complejos. Como ejemplo del primer. 
;t5pcét6', di~cutimos en esta. tesis la estadística de la evolución temporal del 
.Juego de Ja. Vida en la sección 1.4 que es un resumen del trabajo reproducido 

'en 'el apcndiCe B.[3l]i El estudio de los ACs descanSlL en experimentos com-
o pu th:Cioí1ales j>of: lo que es necesario emplear técnicas y algoritmos rápidos. 
''.Eú·.'el_'·apéndice'A aparece un artículo :en el que discutimos un algoritmo 
·:rápido p'ára ACs totalísiicos y totalísticos externos.[35] Este algoritmo está 
'
1hásáélo::eíi Ja: técnica de multibit; 
·.·. ·Una m6tiva~ión constante en la literatura acerca de ACs es la búsqueda 
' de úl1a clasificació11 de Jos mismos con el objetivo de tratar de entender el 
origen de la. complejidad en distintos sistemas.[37, 38, 39, 40, 41] La clasifi
cación de Wolfram' en cuatro clases basada en una analogía con el compor

. iamiento de sistemas dinámicos es la más usada y criticada (ver ·secc. :1.3). 
Dada la importancia de los exponentes de Lyapunov en el estudio de siste-
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mas dinámicos continuos,[42, 43] intentamos extender dicho concepto a los 
ACs .. Esto lo logramos utilizando la derivada booleana [44, 45] y una ex
tensió11 del concepto de crecimiento del daño. En la sección 1.5 presentamos 
una manera de definir exponentes de Lyapunov para ACs y en el apéndice C 
aparece un trabajo con los primeros resultados para ACs elementales. En los 
experimentos computacionales que reportamos, así como los de la sección 1.3 
usamos la técnica de multibit pero el algoritmo empleado para codificar la 
regla fue la expansión de la misma en la fórmula de Maclaurin.[45] 

Por otra parte, presentamos algunos resultados acerca de un AC usado 
en la simulación de fenómenos hidrodinámicos en dos dimensiones cono
cido como el modelo de nueve velocidades. Los modelos de hidrodinámica 
usando ACs conocidos como "gases en redes usando autómatas celulares" 
han sido estudiados ampliamente.[8, 46, 47) En estos modelos el comporta
miento hidrodinámico es el resultado de las colisiones de un gran número de 
"partículas" que se mueven de manera sencilla.[6) 

En el modelo de nueve velocidades en cada sitio de una red cuadrada 
puede haber no más de nueve partículas, una en reposo, cuatro moviéndose 
en la. dirección de los ejes coordenados hacia los primeros vecinos más cer
canos y cuatro más en la dirección de los segundos vecinos más cercanos. 
Este es el modt>lo más sencillo en el cual la conservación de la energía en las 
colisiones es independiente de la conservación de la masa. Los modelos de 
ACs para hidrodinámica satisfacen una estadística de Fermi-Dirac y en el 
modelo de nueve velocidades el espectro de energía está acotado por abajo y 
por arriba por lo que el comportamiento termodinámico no es normal en el 
sentido de que la entropía no es una función no decreciente de la energía. En 
la sección 1.6 presentamos el modelo mencionado y discutimos brevemente 
su termodinámica. 

En la sección 1.7 y el apéndice D estudiamos la auto difusión del modelo 
de nueve velocidades e11 modelos de medios porosos. Los gases e11 redes 
usando ACs son una herramienta. útil para estudiar flujos en medios porosos 
pues es faéil implementar las condiciones a la frontera. En la. 1íltirna secció1r 
de este capítulo se incluyen algunas conclusiones. ''' 

El estudio de los ACs descansa fuertemente en el uscí.de co'mputador~s. 
y aún cuando estos son en principio sencillos, es 11ecesario·tisar' técnicas: de' 
programación que hagan un uso eficiente de los recursos. Para poder obtener 
los resultados que reportamos para el .luego de la Vida fue· necesario recurrir 
a computadoras dedicadas [48, 49] y también a las de uso general. Para éstas 
desarrollamos un algoritmo rápido basado en la técnica de multibit en la cual· 
se usan todos los bits de una palabra y todos son igualmente significativos. 
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En un AC booleano· el estado de cada sitio ocupa un bit. Como veremos en 
la sección 1.3 un AC queda totalmente definido por una tabla de verdad que 
es equivalente a una expresión lógica. En la técnica de multibit se usa una 
expresión lógica pues las computadoras implementan las operaciones lógicas 
bit a bit. Si queremos hacer un uso eficiente, dicha expresión lógica debe 
ser Jo más co.mpacta posible. En Ja búsqueda de una simplificación para el 
.Juego de la Vida e11contramos un algoritmo basado en el uso extensivo de la 
disyunción exclusiva (XOR) que permite una reducción significativa de las 
expresiones lógicas de los ACs totalísticos y totalísticos externos. 

En el estudio de la evolución temporal del Juego de la Vida encontramos 
que partiendo de una condición inicial al azar con una densidad {la fracción 
de sitios vivos respecto al total de sitios) que no sea demasiado pequeña ó 
demasiado grande, el sistema alcanza un estado final con densidad cercana 
a 0.028. Con un modelo estocástico sencillo podernos predecir el valor de 
la densidad final. Además encontramos que la evolución temporal a partir 
de un estado inicial al azar puede separarse en tres regímenes de los cuales 
el más interesante es el que se establece a tiempos largos y que llamarnos 
regimen de planeadores. Conjeturamos que en el límite termodinámico este 
regirnen se mantiene por lo que decimos que el sistema posee criticalidad 
auto organizada.(50] Si cambiarnos un poco la regla que define el ,Juego de 
la Vida, el cambio en la evolución es impredecible por lo que el análisis que 
presentamos no se puede generalizar a otro tipo de autómata celular. 

Para sistemas dinámicos continuos la sensibilidad respecto a condiciones 
iniciales, ó lo que es lo mismo, la. positividad del exponente de Lyapunov 
máximo, es una condición necesaria para que el sistema sea caótico.[51, 52] 
El exponente de Lyapunov máximo es la tasa de separación exponencial en 
el espacio tangente de dos trayectorias inicialmente muy cercanas, pero en el 
caso discreto, la separación en el espacio de configuración está dada por la 
distancia de Hamming, que puede crecer a lo más linealmente con el tiempo. 
Es más, algunos autores definieron la tasa de crecimiento li11eal de dicha 
distancia como el exponente de Lyapunov.[53] Encontramos que una forma 
eficiente de medir la. distancia de Hamming es usando Ja. expansión en serie 
de Taylor del AC y que al truncar la expansión a orden lineal y cambiar las 
operaciones booleanas por operaciones algebraícas, se llega a una cantidad 
que expresa la. capacidad de que un daño inicial crezca. Dicha cantidad 
puede crecer exponencialmente y definimos el exponente de Lyapunov de 
AC como la tasa de expansión exponencial de ella. También definimos un 
parámetro µ que mide de alguna manera la tasa de cambio promedio del AC 
y concluimos que si este parámetro es suficientemente grande, el exponente 
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de Lyapunov es positivo y el AC es de clase 3. Encontramos además una 
relación interesante con un problema de percolación dirigida que a su vez es 
equivalente al producto de una clase de matrices aleatorias. 

El estudio de la termodinámica del modelo de nueve velocidades fue 
motivado por la incompatibilidad en la literatura entre la afirmación de que 
los gases en redes satisfacen por un lado la estadística de Fermi-Dirac y por 
el otro la ecuación de estado de un gas ideal clásico.(55, 56) Encontramos que 
la ecuación de estado es la de un gas ideal cuántico en el cual la temperatura 
como función de la energía puede ser infinita y también negativa de la misma 
manera que en sistemas de spines.(66] Para un número de ocupación fijo, hay 
una cota inferior y una cota superior a la energía por sitio y en estas dos 
cotas el sistema se encuentra ordenado. 

Existe gran interés en usar los gases en redes para simular flujos a través 
de medios porosos motivado por las aplicaciones prácticas como la recu
peración secundaria del petróleo y el secado de granos y porque los métodos 
de solución numérica de la ecuación de Navier Stokes no pueden usarse con 
condiciones a la frontera tan complejas como lo son las paredes del medio 
poroso.(58, 5!J, 60, 61] La auto difusión es un fenómeno dominado por las 
fluctuaciones alrededor del equilibrio termodinámico que conocemos bien 
para el modelo de nueve velocidades por lo que intentamos encontrar corno 
depende el coeficiente de auto difusión D de la energía y de la densidad a 
distintas porosidades. Para esto fue necesario construir un modelo de medio 
poroso en el cual se pudiera mover el fluido con poros lo suficientemente 
grandes para que el movimiento y la colisión de las partículas entre sí diera 
lugar a. un comportamiento hidrodinámico. Dicho medio es similar al modelo 
del queso suizo usado en teoría de la percolación.(62] Definimos la porosi
dad p como la fracción de sitios ocupada por el .. cúmulo infinito por lo que 
Pe ::; p ::; 1 donde Pe es la. percolación crítica. Encontramos experimental
mente que a densidad constante D .es ,una función creciente de la energía y 
a energía constante y porosidades.alt'a's.:·.n~decre¿e con n, pero este compor
tamiento cambia a medida que el:quép'dÍsmitii1ye. 

ij ¡ ·~.tt .,.. ,·.;··;, 

1.3 Definiciones 
' ¡ ~ -· ~.- '::_J_i· --

'· '. V <"'. 
···i -· r 

Un a~tómat; celular es un rrÍ~peo,l~e ~n¡,espad¡i~Viscreto discreto en sí mismo 
F: Bk --. Bk con Bk ={O, 1, ;~. ,,k:.:..: ff y . ..c; 11n'.entero. Se' introduce un 
tiempo discreto t de maner~'.q'ue l.' ;:/ '¡ ; r .. 

·. x(t_+))._=c.~(x(t)L; (1.1) 
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con x(t) = (xo(t),. .. ,XL-i(t)), x; E Bk, i =O,. . .,L- l. El conjunto Bf se 
conoce como el espacio de configuración y x(t) como el estado ó configuración 
al tiempo t. Si k = 2 hablamos de un AC booleano. 

Usualmente asociamos al AC una red discreta de L sitios en un espacio 
de.d dimensiones y decimos que X¡ es el estado en el sitio i. En este caso, la 
función F puede definirse usando las funciones locales /¡, 

x¡(t + 1) = /¡ (x;(t) 1 j E V¡) (1.2) 

donde V¡ es una vecindad del sitio i, i = O, ... , L - l. Los casos más estudia
dos son aquellos en que las funciones locales y las vecindades son las mismas 
en toda la red y son los que nos interesan en este trabajo. Además es usual 
usar vecindades centradas en el sitio, por lo cual es importante especificar las 
vecindades en los puntos extremos de la red. En todo lo que sigue usaremos 
condiciones periódicas en las fronteras a menos que especifiquemos otras. 

En una dimensión se acostumbra definir la vecindad de un sitio como el 
ci:injunto de sitios que incluyen al sitio mismo y a sus r vecinos cercanos a 
la izquierda y la derecha y se habla de un AC unidimensional de alcance r. 
En 2 dimensiones en una red cuadrada las vecindades más usadas son la de 
von Neumann que contiene a los cuatro vecinos más cercanos y la de Moore 
que contiene además a los siguientes vecinos más cercanos. 

Los ACs unidimensionales elementales (ACEs) tienen r = l y k = 2. La 
función local f puede definirse por una tabla de verdad corno en la Tabla 
L La columna debajo de fes un número binario de 8 bits (el bit menos 
significativo está en el primer renglón), por lo que hay 28 = 25ü ACEs. 
s·igu,iendo la notación de Wolfram [30] el número de la últiin·a colurnna de la 
.t'.t~la. de,".erdad leídoen base 10 da nor,nbre.aJ.-¡\C~},a Tabl~ i muestra la 
tabla de. verdad del ACE 22. . . .·· . . .. · · ·. · . · 

• 'f . ' .. •. ~ l : ·, . ' 

·.1 ¡ 

".' '·.· ·• Cf . . J.:.·~. ~:.:. : : , t 

t'----r-11_a_b,..la_._1_. -,-...,·,.-1" • ,,.,.,. . ,. , , :> . 
.x¡:...1 1 Xi"' . Xi+t, f, '...'~'i:, ;;1' 

o· o· o o·· 
o o 
o 1 

·_;¡, o :· r: 

.· 1 

o. 
.l 

)~?;., !~:;~ :'.i1 c.:•.J :• ~: ~ )~·' . ~ l,: •i ,.,,·~~~' 

i· •. º·' ·· '.:·v·· écí•· :; • 
r 1 ·•· ·• o·~:· 10·:,• ).'\\•. · • 

_-¡.!.-; .... , :i'f',. <·L: .. ;O 

.. ···. 

.J 

\; .'.' 
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En las figs. 1.1 y 1.2 se muestra Ja evolución espacio temporal del ACE 22 
partiendo de diferentes condiciones iniciales. En Ja primera la configuración 
inicial es 1 en el sitio central y O en los demás y se observa que el patrón 
generado es (en el límite en que t --. oo) un triángulo de Sierpinski. En 
en la segunda se escogió una condición inicial al azar con densidad p(O) = 
0.5. La densidad se define como la fración de sitios donde el estado vale l. 
Vemos como una regla sencilla puede generar patrones espacio temporales 
complejos. 

La conjugación (cambio de l' s por O' s y viceversa) y Ja reflexión (inter
cambio de la primera columna con la tercera en la tabla de verdad) gen
eran una partición con 88 elementos en el conjunto de ACs elementales. Si 
tomamos el ACE con el número más pequeño tenemos el conjunto de las 88 
reglas mínimas que es más fácil de estudiar que todo el conjunto de los 256 
ACEs (ver el apéndice de [lJ). 

En general, hay 

ACs unidimensionales de alcance r y k estados. Parar= 2, k = 2 son aprox
imadamente 4.295 x 109 reglas. Ante Ja imposibilidad de estudiar todo este 
conjunto, es usual limitarse a Jos autómatas totalísticos (ACTs) definidos 
por 

:c¡(t + 1) = f(h;(t)) 

cou 

hi<ü =<IS :z:;(t). 
· · <'iev¡:: ··. : .. 

·• ":¡.-: .~ -~ . " • : . -. 
:··::::··· ·,·,'<¡. . '· .. 

Es claro qu~ o::;,;.¡::; {2r +'i) x'(k- 1). Ig11~l qt1~ CO~I Jos ACEs se puede 
definir un.ACT por una; tabla de verdad y el número en base k en la columna 
de la función f leído en base 10 da nombre al AC. ¡,~~ ACTs legales son 
aquellos para. los cuales f(h; =O) = O. Hay 32 ACTs legale~ co11 r · = · 2 
y k = 2 a los que corresponden los números pares del O al 62. En la tabla 
siguiente mostramos el ACT 28 como un ejemplo y en la fig. 1.3 su evolución 
espacio temporal. 
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.',:-.. .·,.¡,: ; it_-! 

'\ -'---· 

. ;, ,; ,.., 

Figura 1.1: E\•olución espacio temporal del ACE 22 a partir de la condición 
i'líidal x(O) = (O, ... ,O, 1,0, ... , O) con L = 256, T = 128, (T es el tiempo 
¡;;áxiino) . 

. . ~,. ~ '~ ' > .. 

Figura 1.2: Evolución espacio temporal del ACE 22 a partir de una. condií:ión 
inicial al azar con p(O) = 0.5, L = 256, T = 128. 

:.:·:· 

.j' 
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Figura 1.3: Evolución espacio temporal del ACT 2~ a partir de una condición 
inicial aleatoria con po = 0.5, L = 256 y T = 128. 

Tabla 2 
h¡ f 
o o 
1 o 
2 1 
3 1 

.,.._,:. 4 1 ... ".5 º· 
iit:i:.; :"; '! 

Partiendo de un análisis cuali~<1:tivo de, la .. (l\'.O_lución espacio temporal de 
los 32'ACTs legales con.r•= 2,y•k,1::='.2, (!mpezando con.una configura.ción 
aleatoria, Wolfram propuso .una.: c,\a~i~c'.1ció1i ,el! a11¡ilogía con los sistemas 
dinámicos continuos.[37) Dicl1¡¡,,clil,sificac,ió,n,,s!lpara .. a esos ACTs en cuatro 
da.Ses: ;·, ;' .. _;·:,,.~:í1:;;ü/i~~,~~'T~.(::· :_·.; ·:: \!.'... - . 

Clase l. La evolución va a un e~tado horrió~éiieo,· ACTs O, 4, 16; '32, 36, 
48, 54, 60 Y.62.:' :. ··,_: ,;·>· -.. r\ ~;l.·.~ .. 5i'.- ·.;.:; ~:. :, -_,/!y '·· . ;. : ;; :• ·' 

·_~::;~·!''.·;~1~;.~.: .... ,; l:::.:.:1-« '•''\ ,_. --- - . -' ....... ; ., 

Clase 2 La evolución va a un conjunto.de1estru.ctur¡¡,s:s,ep¡irad_as,~impl~s y 
estables ó periódicas, ACTs.,8,·24, AO, ~6 Y:i~8,¡; . , ;:,,., 1,,, 1,_, ,., .· ·_ ·. 

Clase 3 La evolucifon va a un·p~t~ó~i-¿~¡5fiéo;A.{Sr~;2;"6,'io,'l2;·1·4;'18, 22, 

· 26, 28, 30, 34, 38, 42, 44, .·~~ .Y'1P-.:ii;f.':'t1~.~;;;J~'lL':.')L~t:'·:::.','.;~;·.· ··· · -
Clase 4 La evolución va a estructura; :1ocaliz3:cia.STC:bmplejas ;qtle .. pueden, 

algunas veces, vivir durante un tiempo'i~rgo¡;A.C'J1s·:20•y.52 .•. : . : 
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Figura 1.4: Evolución espacio temporal del ACT 24 de clase 2 a partir de 
una condición inicial al azar con p{O) = 0.5, L = 256, T = 128. 

Las reglas de clase 1 no son interesantes, el estado homogéneo e11 el que 
caen tiene solamente O' s ó solamente 11 s. E11 las figs. 1.4, 1.3 y 1.5 mostramos 
ejemplos de ACTs de clases 2, S y 4 respectivamente. 

La clasificación de Wolfram es la más utilizada y también la más criticada 
por lo que es necesario hacer algunas aclaraciones. Para las primeras tres 
clases la analogía con sistemas dinámicos es más o menos clara: la. trayecto
ria en el espacio fase tiende a un punto fijo, a un ciclo límite ó a un atractor 
extraño respectivamente. Los miembros de la clase 4 no tienen una contra
parte e11 los sistema.~ di11<irnicos conti11uos lo que hace a.1í11 más atractiva la 
clasificación. Se ha especulado (ref. [37] p.:n) que los ACTs de clase 4 so11 
capaces de computació11 1111iversal al igual qne el .luego de la Vida. La uni
'versii.lidad computacional implica que una configuració11 inicial bien escogida 
pue.de especificar un procedimiento algorítmico arbitrario. En principio el 
sistema puede usarse como una. computadora de uso general capaz de evaluar 
.c;ualquier fu11ción (computable). 

En la definició11 de la clase .'J se habla de "u11 patrón caótico" pero aparte 
de ofrecer una evidencia visual totalmente cualitativa como la de la fig. 1.3 

'n'ci ·h.áy' una definición' cuantitativa de caos para autómatas celulares. Hay 
evidencias numéricas de que los ACs de clase 3 poseen ciertas cualidades que 
los separa11 de I~ otras clases, como el hecho de qne la evolución temporal a 

· partir de un estádo inicial al azar alcanza estados con una densidad constante 
independiente de la densidad inicial si es que ésta no es demasiado pequeña 
ó demasiado grande. Todos los ACTs de clase 3 poseen el comportamiento 
mencionado pero también algunos de clase 2. En la sección 1.5 presentamos 



... ~A· 
& 
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Figura 1.5: Evolución espacio temporal de la regla 52 de clase 4 a partir de 
una condición inicial al a.zar con p(O) = 0.5, L = 256, T = 128. 

1111a ma.nera de definir exponentes de Lyapunov para ACs con el objetivo de 
contar con una cantidad que permita discernir entre las clases. 

1.4 Cosas de la Vida 

En esta sección presentamos un resumen de los resultados del apéndice B. 
Los resultados computacionales requirieron del uso de computadoras dedi
cadas y del desarrollo de un algoritmo rápido que reproducimos en el apén
dice A. El .Juego de la. Vida es sin lugar a dudas el AC más conocido y posee 
propiedades sorprendentes que lo hacen sumamente atractivo. En particu
lar, fue uno de los primeros modelos de ctriticalidad auto organizada [50] y 
también se propuso como 1111 modelo de mecánica. estadística.[29] El Juego 
de la Vida es un AC totalístico de 2 estados en dos dimensiones definido 
en una vecindad de Moore (que incluye al sitio y sus primeros y segundos 
vecinos más cercanos). La regla de evolución puede expresarse como 

x;,j(t + 1) = ó'(S;,j(t),3) + x;,j(t)ó'(S;,j(t), 2) (1.3) 

donde x;,j = O, 1 es el estado en el sitio ( i, j), ó'( m, n) es 1.il: delta de Kron~cker 
de m y n y.S;,j _es la suma de los estados en la ~e.~indad del,sitio(i,j) 
excluyendo.al,si_tio mismo. En otras palabras_ ,,,_ :,. ,-, -

i+l j+t ' . ';~_ '· - . 

S;,j(t) = .E .E xk,1(t + 1)-- xi;i(t) · (L4) 
k=i-l l="j.:..1 ,,_, --- .,, ,;.:"(: ;_:, 
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con O :::; S;,j :::; 8. 
La simplicidad de la regla esconde un comportamiento complejo. Comen

zando con una configuración aleatoria de sitios vivos y muertos la evolución 
del sistema tiende a islas de vivos con estructuras simétricas que son per
turbadas por las estructuras vecinas y por los planeadores que son emitidos 
por otras islas. Después de un tiempo largo la evolución es dominada por 
las colisiones de planeadores con islas de actividad para terminar en una. 
configuración estable de sitios vivos que puede ser periódica. Mostramos en 
la fig.1.6 una posible configuración final que muestra el tipo de estructuras 
que persisten, y que llamamos animales en analogía con los cúmulos de la 
teoría de la percolación. En la fig. 1 del apéndice B mostramos la fracción de 
veces que se observan las estructuras más comunes. El estado final tiene una 
densidad (fracción de sitios vivos respecto al total de sitios) que siempre está 
cercana a 0.0285. Siendo un poco más precisos, si la red no es demasiado 
pequeña (más de 128 X 128 sitios) y la densidad del estado inicial aleatorio 
no es muy pequeña (mayor que 0.1) y tampoco muy grande (menor ele 0.8) 
el estado final tiene una densidad cercana a 0.028 como mostramos eu la 
fig. 3 apéndice B. 

Otro aspecto interesante es la evolución temporal hacia el estado final. 
La primera parte de la evolución que incluye unos 10 ó 20 pasos depende 
de la condición inicial y es un relajamiento a un comportamiento que ya 
no depende de la misma y que dura. unos 2000 pasos. En este intervalo, la 
densidad puede ajustarse por la ley de potencia 

con Pbc) "' 0.4 y {J ,..: o.3.. Para t, >. 2000 l1a.y un ~ar;;hio ;;1 v~Í~r asÍrit~Ú~~ 
p~ que comentamos anterior;;¡~~te~orno'irib~fr~;J¡d5'.cii;Í~fi{ s'.d~lJ~é~i<lÍ1i~ 
B. El valor de p~e) e.s si mil.ar aLqiie predi~c ~na t~otÍa1d~ .;c~rn'ÍJ~:r~~di'o.'{<i~;~. 
presentamos en el apéudimB) la cual es váli_ga;duralite,1.C>s priirieros.~j>asos 
temporales antes de que se. impongari correfaciones. La: evóluéió11 tcmporál 
tiene un cambio alrededor de t.; ;..;'2000,\.:i 3000 .• La. h1sl;ec¿ióri visÚal del AC 
muestra que para t < te la evolució1i ~~ causada por isl~~;de actividad que 
cambian continuamente,· miéiÍtrá~ q~é'iJ>'ai'afr;>.~tJ':IÍ'~f:;pbcas"'islas .•r~lativá~ 
mente estables que cambian'aÍ"s~r/at"ai:~dild?p'~iiuií;¡i1aneadÓr'emitido •. por 
alguna otra isla lejana. El comi;'i>rtii:hüent'i:í'a!{te~ ·<leiiilo llam'am~s él re~iinen 
act.ivo, y después de te regimen éie.planea.dores,-,,Eventualménie los plan~a
dores desaparecen y se llega al e,s,~.~~o-_:Íi~al '·i~1;, úll.a:,de~si_dad pl:,l "' 0.028. 
El comportamiento mencionado no pa:ré~e.;depender del ta:máño de la red 
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Figura 1.6: Una configuración final en una red pcquciia. de i5 X 96 sitios 
partien·do de "tina config11ració11 inicial aL azar con densidad 0.5. · '" .. ,.,: ,- · 

-:¡:· 
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por lo que el valor de te debe alcanzar un valor asintótico finito al aumentar 
el tamaño de la red. En una red de tamaño infinito la probabilidad de que 
haya planeadores debe ser distinta de cero por lo que se ha especulado que 
el regimen de planeadores se mantendría indefinidamente en un estado de 
criticalidad auto organizada.(50] 

Finalmente presentamos un modelo estocástico sencillo que trata de ex
plicar el regimen de los planeadores y que confirma el valor de la densidad 
final si sabemos cuales son los animales que permanecen en dicho estado. 
El modelo está definido en el continuo. Empezando con un plano vacío se 
dejan caer discos de radio variable determinado al azar entre los radios de 
los animales que sobreviven en el estado final. Si dos discos se traslapan son 
removidos. Este proceso continúa indefinidamente hasta que se alcanza un 
estado estacionario. Podemos entonces saber cuantos discos permanecen y 
de )os valores reportados en la fig. 1 del apéndice D cuantos sitios vivos hay 
en promedio en cada disco. De estos datos se sigue un valor de la densidad 
en dicho estado que concuerda. con la densidad calculada. 

En conclusión, mostramos algunas propiedades esta.dísticas del .Juego de 
la. Vida. Encontramos que la evolución temporal se separa en tres regímenes: 
el primero dominado por la ausencia de correlaciones que dl' pocos pasos 
y puede describirse por una teoría de campo medio mejor· . .. . En el reg
imen de actividad la. densidad decae siguiendo una ley de potencias que 
indica el dominio de )as correlaciones. Esta ley de potencia se pierde para 
te "" 2000 - 3000 para dar paso al regimen de los planeadores en el cual la 
actividad se produce por interacciones entre animales distantes mediada por 
los planeadores. Conjeturamos que este regimen permanece en una red de 
infinita. Sin embargo, en redes finitas, la. actividad termina en un esta.do 
cuya densidad es independiente ~e Ja densidad inicial. 

1.5 Exponentes de Lyapunov para ACs 

Presentamos una definición de exponentes de Lyapunov parnACs unidimen
sionales booleanos elementales que indica como crece el número de maneras 
en que un defecto inicial se puede propagar. También evaluamos el ex
ponente de Lyapunov máximo (ELM) para ACs elementales y de alcance 
r = 2, 3 y mostramos una analogía entre el crecimiento de maneras en que 
un defecto se puede propagar en dichos ACs con una clase de problemas 
de percolación dirigida. La evaluación de los ELMs de ACs elementales se 
publicaron eri.(32] que aparece en el apéndice C, mientras que los resultados 
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para ACs unidimensionales totalísticos de alcance r = 2,3 se presentaron 
en [63] y los relativos a los espectros de Lyapunov para ACs elementales se 
presentaron en [64]. Toda la discusión de esta sección puede extenderse de 
manera inmediata a ACs booleanos en más dimensiones. 

1.5.1 Definiciones 

En sistemas dinámicos continuos, el exponente de Lyapunov máximo (ELM) 
indica la tasa de separación exponencial entre dos trayectorias inicialmemte 
muy cercanas donde la distancia se mide en el espacio tangente. En el 
caso en que el ELM sea positivo se dice que hay sensibilidad respecto a las 
condiciones iniciales y puede haber caos. En esta secci'on mostramos como 
se pueden definir los exponentes de Lyapunov para ACs. 

Sean x, y E Bf dos configuraciones cualesquiera y sea z su diferencia 
definida como z = x 131 y donde la operación E!) es la disyunción exclusiva 
sitio a sitio. En otras palabras, z¡ toma el valor 1 si y solo si x¡ ,¡: y¡. La 
distancia de Hamming H entre x y y se define como 

H(x,y) = lzl = :Ez¡. 
i 

(1.6) 

La distancia de Hamming es el punto de partida para estudiar la sen
sibilidad respecto a condiciones iniciales, considerando la evolución tempo
ral a partir de dos configuraciones x(O) y y(O) cercanas, la primera una 
configuración aleatoria y la segunda cercana a la primera de manera que 
y¡= x¡'Vi ,¡:O, Ye= Xc 131 l,i = ... ,-1,0,1, ... donde el sitio e es el sitio cen
tral. 1 La distancia de Hamming a t = O es 1 y al tiempo t puede calcularse 
usando la ec. (1.6) Sin embargo, hacerlo así es dispendioso ya que hay que 
computar tanto x(t) como y(t). Usando la expansión de la función f en 
serie de Taylor [45] es posible conocer la distancia de llamming siguiendo 
la evolución temporal de x(O) y además es posible definir exponentes de 
Lyapunov como veremos más adelante. 

Para ACEs tenemos que 

x¡(t + 1) = f(x¡_¡,f¡,X¡+J) (1.7) 

y expandiendo en serie de Taylor alrededor de ( x¡_ 1 , x¡, x;+1) 

y¡(t + 1), ,;,,, f(~i-1,:'i;i,:í:;:¡_~)°131[j.'.. /\ (x;~1ffiYi..:1)]131 
• • ' . . ' • ,. ¡ ' ' ! ~ .' ·. : . ' ' '. • . . ~ " , . . r ' ' . . '. . ' ' . : ; -

1 El sitio central e puede' ser .:cualqu.iera·· yá :que·'estamos considerando condiciones 

d
periódicas a la frontera. Por o~~ªJP":~t~¡:z:_,Elll¡.".';.'?:Z:,·Y :z:.Ell.p =. :z;. con -.:z; la negación 

e :z:. 
i' •· 
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[/~ 1\'(x¡ E17·y¡)).El1 (l~1l\.(~¡.f.l ED Yi+1 )) Ea · . 

·' g~~ _A.rx¡.~i::ED~.vei:~.;~·:s~i !¡Ji}l.~ · · • .. · .... · u~+" (xi~í 'Ea yi.::.1 )tí (iiú.Eaí1i+1 )J Ea 

[!~'+ /\ (x¡ E9 '!)¡)/\ (x;+1 El1Y;+1)),El1, . 

[/~~+ /\ (x;-:-1 El1 Yi-~) /\ {~; El1 y¡)/\ (xi+I E9 Yi+1)) (1.8) 

Enla expresión anterior /!... es la primera derivada booleana de f respecto a 
la variable de la izquierda valuada en (xi-i. x;, Xi+J) definida como 

. /!._(x¡_1, x¡, x;+1) = !( Xi-1 ':z:¡, Xj+J) E9 /(Xi-1 Ea 1, :z:¡, Xi+J ). (1.9) 

Esta derivada es 1 si la función es sensible al cambio de Xi-1 y O en caso 
contrario. Las primeras derivadas booleanas respecto a la variable del centro 
f~ y respecto a la variable de la derecha f!+. se definen de manera análoga. 
También J'.!. 0 es la segunda derivada booleana de f respecto a las variables de 
la izquierda y del centro valuada en ( :z:¡_ 1, :z:;, :z:;+1) definida corno la derivada 
respecto a :z:¡_1 de la derivada de f respecto a :z:¡. Es decir, 

f~0(x;-1,x;,x;+1) = f(x¡_¡,x¡,x;+1) El1 J(x;-1,Xi E9 l,:z:;+i)E9 

J(x;~1Eal,x;,x;+i)E11 '· ·• ; 

J(xi-'1.E11,_1;,f~,~:hih\~,: . .,,· · · " cuo) 
Vernos que el orden de la derivación es irreÍeya~tc/ La.~·otrii.~ do_s segundas 
derivadas booleanas !'.!.+·y lff+ se, deffnmi_ df ¡¡¡,·:ii{i~_iri~:iria~iera'. \Ü tilizando 
la·ec. (1.10) puede verse facilriuint<l _cjueiJa:•·seg1ilida:,deriv¡ida''rcspcC:to a la 
misma variable es siempre O .. · L;Í, tercera cl~rivád{h:b

1

ólliii~a\f.{'.~¡~ ,que aparece 
en la ec. (1.8) es la derivada respecto'a: x';'-í 'deh1/dcrivádá respecto ax¡ .de 
lá derivada respecto ax¡:f¡ dej:\1ri.lu.atl;i!éi'1'.(xit)ij~'xli~i:;'.[)JEsta'es hdnica 
tércera derivadapárcial; de épqticú>~1eile'~cr .ili~tintá' d'Ei· o/dado que el orderi 
de hL derivación es irrelevante y la~egtikJ~'deri'Vit'd:~•'<lif ~es¡lecto a,·la·misma 
variable es O. Por la misma razan:t~dÜI~~ clerÍ'Vi<l~~~~-lf;dci.órdeu superior 
son O y la expansión. e11 serié· de ,Táyl~r:<leJa.ec:.(i;~) e~-exá~ta: ·La. expansión 
. · • - ·:·e-:::.~·:•· .. ,•:"o;.I;·<·.;7.=>:.-l::.--:--:'y.:-~~'·\'J;:-;:-.-r,c_ 1;·~;~,~--~, ::. ''<~"···:;'. ,. .. , 

en sene de Taylor de un AC booleano u111duneus1onal ·de alcance rcont1ene 
las ·primeras 2r+.ld~riva_d~s' pa'.rcf~Jes:J:~ií,g~-rierai,· ~i;j¡.; veci1{dád contiene m 
sitios, la expansión en séri~cie:Taylor Íermi~;(e-nlam~~;¡¡j¡a, dcirivadaparcial. 

·.· : ' . ':-.·· l.i.\;-;.: •. ;·.i' ·,·~ •f·::' :"· ·~· ··-. ·--~· :,;. :/4:·· ·. ~-"'""!'.'-" .... '! :· " _-- -~- ·_..... _,,.,._ ¡ {.. '·· :· ;_ ·.· • 

Por otra parte,':t.anibiéníis'~p'ósibl~'('!ricoritrar'fa;Tórmtila de Maclaúrin de un 

·~9,:~~:dtó~r~;~1t1k~~J¡~~rJte;i~;~;,fexj¡fu~JJq~Ji~!:~;:,;'.;-~:P:~~~,;;T :, ::.····. ... . 
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Figura 1.7: Evolución de la configuración z a partir de la configuración z(O) 
que se menciona en el texto para la regla 22 con T = 150. 

[!.'._ /\ Zi-1] $ [!ó /\ Z¡] $ [/~ /\ Zi+1] E9 

[/~o/\ (z;-1 ffi z;)) $ [/~+ /\ (zi-1 EfJ z;+1)] $ 

[!~'+ /\ (z¡ E9 Z;+1 )] E9 

. [/~ri+ /\ ( Zi-1 ,ffi Z¡ E9 Zi+l )) (1.11) 

Vemos de la última ecuación que basta con conocer x(t) para conocer z(t) 
y también la distancia de lliurimin'g,•'ec. (1'.6). En la fig. 1.7 mostramos 
u11 ejemplo de como creée li1i' deféeto· inicial para la regla 22, es decir, la 
evolución de z. 'Es'cláro que ¡>ara un AC de .alcance r, JI (t) ::; (2r + l)t. 
Se ha: propuesto llamar á. la tasa• de cre'dmiénto de lI como el exponente de 
Lyapuuov~(54) Sicii'do. u·u poco'm'M•esj)ei:íficós;·se repite el cálculo de z un 
gran JÍlÍJhefo ele veces, se grá!icit"cl rlisúltaclci promedio que se ni algo parecido 
a un triánguló c~ii~b.cird~s'.u)Í;yocoi'frregulamy se define el exponente de 
Lyapunov porJa izqiÍierd¡;,c(ÍÍcf.~~liii) ¡;omcl,ht:pcndiente del lado izquierdo 
(derecho) del ÚiángúI9.:~ Ei1· ~l ~:pé;1dic~: de)a'ref. (37) aparecen los valores 
cie estas carítid~d~s'para lo~:gs:·ACEs riiíniiiÍoso'Sin embargo, esta definición 
no toma en;:cú~~tií:,:Ü1',;éstfu~iúrii: dlf~r~;;~f~J:;

0

d~ l~s ACs y e~presa •la tasa 
' dé 'credmieiito~:lineaFéle:c~unw cierfa::distantia'(y i1'0Ja,.i.a5á. de, crecimiento 
· cX~~Jie'~·(:¡'~i°{f;~.{:i~~·:. \~1¡)~:::\/~·;~·.i~~~~.;~~~~;_· :·:~·~~;~./{: ;\:i::;'.~:.~>:f.f f~~-·~~~j ~;Ó ~<-~ .:·i~:;':~·;:'.~/:~)/ ::·:>{;; >"1 t .·1·. ,~.e.: :~ ..... · 

En la búsqueda ·de' los· exp~11entes, del Lyap':1no~,;_coi;ta:inps,la ,se~ie de 
Taylor ec.-(1.8) á1primer·órden' por ló que podemos escribir.".- , . 

L~ .. ~.:.f ;:,;.~i~~~~;~~~~J;y~:~~;~Eiñ:~1JJ.~¡tvd;~E2~:~:1 
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Figura 1.8: Evolución temporal del vector N para el ACE 150 ha.Sta t ::::,· 2. 
Los números son los valores de Nj(t). 

rivadas booleanas parciales. Para ACEs la matriz jacobiana es.·uria ma-
triz de Jacobi con Ff,j = O si. li-: il >, ,1 Y,f/,¡.:.:1 =f~(x¡_i;x¡,x¡+1), 
Ff,¡ = !Mx¡_¡ ,x¡,x;+1) y Ff,i+1 = J.¡:(xi:.:],x¡;:i:i+1)c_on i =o;,:. ,L-L En 

· 1a ec. (1.12) la multiplicación deLvec.t().r z(q),.P.O,~}il'.~.il:t!.i.~J~!ct~~J><?,gl~~~·,a:.(Ia 
. suma y.producto de la multipli~acJR~.Y.SUii;l.\\!,n.~r~,)l.ri.,\~?,~}.?~¡}; ~-'.13:P~<l.~~iz,son 
reemplazados por la conjunción .y:¡lá.,disyuriciól1 exclúsi.va.)espcctiyart1!Jn~e) . 
. La norma. de z .usando la:ec. Ú·:~~).~~~~:i~i'.~;~t.á:~i1'~~E~~.~:~?.!'.(füt .. i)t,., . 
. Sea N(O) = '(N1(0),.\i;'N{_j(O))icóri;UV,i,;ii.Ai;ciAL!~Ju.r!!;i,ór,1:,~cltade 
Kronecker y c el sitió c~ntral :é!e la;;rsd;(qüe}ptj~d1(~#if:u.r1J~itj() c~.~lquiera 

. pues •trabá.jámoscon .:concliciqnes bpcriódiCas;~;1.,ta.~frcnúerit).' ':oefi.nirríos, el 

m ·:~• •• : : •••··· '· .···;.····:t;~\~'f Il{$:ñ¡¡1~ii ¡]:.;~. ;~,·~; ii( · .· .. , ('·'') 
coll' una: multiplicación·aJg~braica•usual·de·una una matriz•¡19run, vector ... La 
cantidacFNi(t) 'iííclié¡;_sd~ c1~;;,;t~iri11~1i~~a~'.¡J1l~d¿.1iab~r:~í1°d~ño· e;· •. ~1. sÍtio 

• • i ái'tienípo·•'t. 0A11xiliildo~:d~·:Ja;fig.il,8''q~e n:i~esira la.;evolucÍón <l~l·.vector 
N.en el. tiempo para:~I. AC eÍe~en.taI iso; 1iotamosqu~ N;(t) ;~s.~1.,número 

'dé' faininÓs'(indicados¡}éir Jas' lírieas;•Óscurás)::que'.van.··del siti.óJ.al tiempo' t 
con los sitios dañ'a:dos iríiciahilentLEste·ejeí;}pioespartii:~larmerite simple 
ya que las tres primeras derivadá'.s0.?ar~ial~s 'soii siempr~ r'y l~s segu~das y 
ierceras derivadas parcial¿~· rcin'¿i~mp'r~ Ü (Íá ~eglal50. es aditiva):. Lo que 
es interesante, es. que la normá:.dé,N,,p,uede.crecer exponencialmente. . . 

, · . ···· '' ... ':' '":~1·.·:·· .: .. ·:'.~_:'::·:~'-·!'.~'.: r:·r~:_;_, 1 ,,,,· ,;_:.· ':·: !:r,- •;_ ,-(·{:C<,: 



19 

Definirnos el exponente de;Lyapunov máximo (ELM) .>.para ACs como 

, = ·1. '· l.·, . [IN(T)I] 
" T!...m"" .T n ·¡N(O)I 

. 1 T [ IN(t)I ] 
= 7'.~.!n"" T ~In jN(t - 1)1 (1.14) 

donde 
INl=EN¡. (1.15) 

i 

V~mos de la fig. 1.8 que para el AC elemental 150 IN(t)I = 31 por lo que 
>. = ln(3). Para el mapeo (1.13) hay otros L - 1 exponentes que forman el 
llamado espectro de Lyapunov. En orden decreciente la suma de los primeros 
dos representa la tasa de crecimiento exponencial de un elemento de área, la 
suma de los primeros tres, la tasa de crecimiento de un elemento de volumen, 
etc.[42] 

Un defecto en un sitio i al tiempo t puede extenderse al tiempo t + 1 si al 
menos una de las primeras derivadas booleanas parciales es distinta de O. Se 
ocurre entonces que puede haber alguna relación con un tipo de percolación 
dirigida. de enlaces en donde un sitio i mojado al tiempo t puede mojar a 
cada uno de sus ~ vecinos cercanos al tiempo t + 1 con probabilidad p. Sea 
x(t) = (xo, ... , XL-1 eón x¡(t) = 1 (xj(t) =O) si el sitio est<i mojado (seco) 
al tiempo t entonces · · · · · · · 

x(i+ 1) = Mp(t)x(t) ·· . ·.• '(fúff 
donde Mp es unarn.a.triz aleatoria con componentes .rnii de la forma 

Eu la ;;,f /~iLi;J(j~~li~~1f~~jJ~~~~tL~j;~i:~~~· 
un: ~i~io:que:·~~~!11.C?j~.;'.·d.?s~ .. ~·:·~~ás_:;_y~~~s, ~.~~o·.:es~á·~~Oj~.dO'~ -. ;·1.L. ·~~·~:·:, :i:_,..:>.¡ <-~.·_::; .. <; ~ ·.:: · 

Se~ N(t)·~ (N~·~ .';'/, !{¡_'¡) :cÍ;;nd{Nj(if ~Í 'ri'tl~~;o· él'~ ;;;:;~;;e~~~ e~ que 
el sitio j puede estar. mojado al tiempo t,. ó 1<> que es lo lnismi>; el núfuero 
de caminos que van delos sitios inicialmente mojados ~¡ ~iti~')af tie~pc:; ·t'. 
Dicho· vector 'evoluei~na en· el 'tiempo de acliérdo a.;:,.,;/ \i .. ·· · 

'·· ::», _··.< ;·,-.if.r;I/ "".·· J.'.. ·.· 1 ·~; ·-:~:r~. 

.•.. :- ~ i 1 ' i ·· ,, u.is) 
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con multiplicación algebraica de un vector por una matriz. Al igual que 
antes, se puede definir un ELM por (1.14) y todo el espectro de Lyapunov. 
Por otra parte, es f'acil ver que lo anterior también es v'alido cuando un 
sitio mojado puede mojarse a sí mismo y a cualquiera de sus r vecinos m'as 
cercanos a la izquierda y a la derecha. 

Para p < Pe con Pe la percolación crítica, la fración de sitios mojados 
a tiempos largos es O, mientras que es positiva para Pe < p. Los valores 
que se encontraron n11mericamente para la percolación crítica se muestran 
en la tabla siguiente en la cual el número entre paréntesis indica el error en 
la última cifra significativa.[32, 63] Una aproximación de tipo campo medio 
consiste en reemplazar la matriz Mp con una matriz constante cuyos ele
mentos en las 2r + 1 diagonales principales sean p. Entonces el exponente 
de Lyapunov máximo es,\= ln((2r + l)p) que es positivo si p > l/(2r + 1). 
Las simulaciones numéricas están de acuerdo con este resultado si p no está 
cerca de Pe· Por ejemplo, para r = 1 el error es menor a 1 % para p > 0.5. 

Tabla 3 
T Pe 
1 0.441(1) 
2 0.257(1) 
3 0.179(1). 

P~ra poder hacer la analogía entr~ el ~reci¡niento de( os def~ctos ~¡¡• AC~°.V 
la perccilación dirigida discutida brev~m~nt~; irÍiCrpr~ta~6s ii fa pr~b'a:bllidai 

' : ·. . ·_' . ' ..... ··:·-~ /' ,,: ¡ '. ".. {'J''. \.•.:-.¡ ¡ '~; 

p como la media. geométrica para tiempos. largo_s ¡i. de la· fraC.Ció1i de.'l's eii. 
F'. Es decir, ; · · ......... ,. .. , .. '"''''" " · · 

• ~ ;~~ rg w f :1~:~'.~;~:;.<9r;:·,, ,, ,: ,, (::::; 
En la subsección 1.5.2 m6stráiriosJos,ELMs p~ra los;ás,Ac¿·;¡.;~iirnos yios 
ACTs de alcance r ~. 2, 3 así ~omo;pá;á la p~r~ó1ii:~ió1i '(H~igida; ó)~'.qu'e es 

~~~::~:~·,!~t~=~~~~~·~t~~·~~~~f;~·~iEf4tty~'.i~r~¿i:i~ri~j¡~1t~~l!~'~:~~····. 
1.s.2 Resultados··' '1 .;, '; .,¡,;,r_,: .• :, ·>\ (<;>;:,.; '.,;,;./r:, 

. ·.- - ' . . :<'-.'~· .-.1~_ .. )~·-?,> -~;1·~:'.~:·:}·i~:i_~··~;·~ .. :·~!.;-.>;/>;:·:~i-.:. 
La clasificación de Wolfram :válida para ACTs puede.extenderse;á:Jos,88 
ACEs mínimos con algunas modificacion~s. Los ACEs mínimos n6 son ne~e
sariamente simétricos, por lo qi.ie la clase 2 debe eictendérse para comprender 
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a quellos ACs que caen en una órbita periódica admitiendo corrimientos a la 
derecha o a la izquierda. Aceptando esta extensión, en la fig. 1 del apéndice C 
mostrarnos los ELMs y los correspondientes valores de µ para los ACs ele
mentales de clase 3 y para el producto de matrices aleatorias tridiagonales 
Mp. En la fig. 2 del apéndice C mostramos las mismas cantidades para los 
ACs elementales mínimos con ELM no-negativo en presencia de una pequeña 
cantidad de ruido. Para ACs con O < µ < Pe• el valor del ELM depende del 
estado inicial. Esto sugiere la inestabilidad del estado asintótico(..\> O) ó su 
inestabilidad marginal (..\ = O). Dada la naturaleza discreta del espacio de 
configuración BL puede no haber estados "cercanos" que permitan el paso 
a un estado más estable por lo que Ja intoducción de una pequeña cantidad 
de ruido puede proveer el camino a dicho estado. El ruido se introdujo in
tercambiando un número pequeño de pares de sitios s elegidos al azar en 
cada paso temporal. Notamos que los ACs de clase 3 no se ven afectados 
por el ruido y que los valores encontrados están cerca de Jos encontrados 
para el producto de matrices aleatorias. El mismo comportamiento cuali
tativo se observa para ACTs de alcance r = 2, 3 como se muestra en las 
figs. 1.9 y 1.10.[63] 

Podernos notar en las figs. 1 y 2 del apéndice C que todos Jos ACEs de 
clase 3 tienen un ELM positivo pero también algunos ACs de clase 2 como 
por ejemplo la regla 57. Esto significa que >. > O es una condición necesaria 
pero no suficiente para que un AC pertenezca a la clase 3. Pero, la regla 57, 
y las otras que poseen un ELM positivo son reglas complejas que no caen 
simplemente en la clase 2 pues pueden mostrar transientes largos, zonas de 
caos limitado por barreras, ó atractores periódicos (salvo por corrimientos) 
de período grande. Tal vez la clasificación de vVolfram no sea adecuada para. 
los 88 ACEs mínimos. · 

Para autómatas éefoliires fotalísiicos booleanos de alcance r = 2 y r = 
;¡ los resultados numéricos soti siri1ilares com'o 'mostramos en las figs. 1.9 
y 1.10.[63] ; . ,;,:\;\,_!·'' ('/ ?\')•;;•¡ • '! 

Otro aspecto interesante de lc>s,fACs ,es s~ espectro de Lyapunov que 
mostramos en las figs.:'que'sig~é'1í'. E1'i lafig._Llimostramos el espectro de 
Lyapunov del prodúétó'.,de inátric~es aleáf.ori~s tridiagonales para diferentes 
valores de p donde >.( i);i= 'o,<;;·; L':..:.:1:se müe~'tran en orden decreciente. 
Las porciones verticales d~ las c~~~a.S iiÍdlcán el ~alor de i/(L - 1) donde el 
espectro de Lyapunov va a -:-cio. - .·,- ., -. ' _ /·- . · 

En las figs. 1.12 y 1.13 aparecen fos ~sp~étr~s de Lyapunov de los ACs 
elementales de clase 3 y en la fig. 1:14.aparecen los espectros de Lyapunov de 
algunos ACs elementales que no son de clase '3 y.tienen un ELM positivo y 
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Figurá 1·.9: :La: curya:müestra,\ cómoJuncióno ·~· p ~~rri. T~~ri~~ol~ci6i1 'éllrigi'da 
de alcance r .·:: · 2 ~11 j;i:, ~pr~~in1~~Íóu.d~ ¿ ;ri¡;o-~ni~~i.ó.~(,'.~j:;;_.~1€~· '.s~ít.i_~i> 
Pe' =. 0.257. ,se. reporta. enJaJínca puntead¡¡, •:Los diamantes: rñúestrºan ··las 
valores de1,\,y¡t1p

0

ara:lo~ 1 AC.Ts de alca1~c.~ ·~ =7 2,.~;1'~ú~~;;~'ia'.:~·e~u.id~:·Y Jos 
círculos con un pequeño ruido. Los r~~últad s se.bb'tu~¡¿~6h''~ori"i~. 5hy 

··T.·=.•500;•·. . . . . , ............. . 
e •; <·: •'•',_; 1'· :-:.~.':. 1 ¡.; "" ·~' ij ·.¡ \ 

\ ; ~ ·,··,_: 

~ ' 1 • : . ~ . 
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Figura 1.10: Presentamos resultados similares a los de la fig. anterior para 
ACTs con r. =.3. En este caso Pe= 0.179. .. 

·:· ... , 

1 
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~ .. .._ 

·'.•f<•·' ·-2:-.... 
-3 

-4 

···o· ó.5 

i/(L-1) 

1 

,,: ,··. ·, 

Figura Lll: .Espectros d~ Lyapunov para el producto de 1, 000 matrices. 
a.leatorias.tridiagon~les con L =:' .256. 

; -~. : ' ; : · .. · . 
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Fig.ura 1.12: Espeé:tro·de Lyapunov para Jos ACEs de clase :J 18, 22, 30, 
41, '45, 54 y 6~·'.· n~.n:\estos experimentos se empezó con Ull estado inicial 
aleatÓrió con p~ ~ o:s·c~n L;, 512 que se dejó evoluciouar durante 500 pasos 
terriporalés~ ·Lainátriz Jacobiana F' se evaluó eu los 128 sitios centrales de 
la red;. . < . ' , . 

·-.---·, 
·.'::; :·_:\.~\¿_¡~ .. ~.~ ·--~- \',_ . .:,- - .-. : . ,! i_i ,¡ ~ -~-- ~; ¡ .'..:).~l :; 

JL >p~.;NCi~~rnos que_estos últimos espectros se ven más frregulares,qué'.'105· 
de _las figuras precedentes que a su vez semejan los del producto.dé mafrices. 
aleatorias áún cuando lá diferencia 110 es tau coutundente com'o,qÚisiérarnos: 

- -- .· . . _,..i·:' .. ·'':.-:~· 7.-":~.;,,~.t':tF~- "'?f~· /:'~;::· ..... , 
Por'..aúalogíacon los .sistemas. dinámicos é:onÚnú6s. est1idiahí()~.);;-!;·:'pro~ 

piedadés'éle~xjiiuí;i'ón;~del mapeo· ( LÚ) qué.describefaposibiliaá;í"é!~I .'c~~'¿-. 
imiento de los defo'ctos dado que las i:ompouentesldé N.ctlént'íi:;(eL.ri'iin~tr6 · 
de maneras.e1í'que IÓs defectos inicial~s puedeu afe¿tar ¡~u.u siti;; ¡¡~do e1tu11 
instant~ d~do;¡ VimÓs que ¿n el caso.~;1 que dicho 'm~peo expandé~s~ pu-~de 
hacer una comparadón con:un problema ci~ percolación dirigida y podemos 
concluir qué los ACs de clase ,'J poseeÍ1 un ELM positivo. . . 

1.6 El modelo de 9 velocidades y su termodiná
mica 

En la sección 1.7 estudiamos la auto difusión de un gas bidimensional mod
elado por el ··modelo de 9 velocidades en un modelo de medio poroso, por 
lo que en esta sección presentamos el modelo y discutimos brevemente su 
comportamiento termodinámico. 
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Figura 1.13: Espectro de Lyapunov para los ACEs de clase 3 9 , 105, 106, 
110, 122, 126, 146 y 150 bajo las mismas condiciones de la figur· anterior. 
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y 154:b~j.o las'Ínismas·éóndiciones de las figuras anteriores. 
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Los ACs para simular flujos son caricaturas del fluido a nivel microscópico 
en los cuales las partículas son puntuales y se mueven sobre una red en 
unas cuantas direcciones sincronicamente. Por construcción, en estos mo
delos se satisface un principio de exclusión que impone una estadística de 
Fermi-Dirac. Cuando dos ó más partículas coinciden en un sitio cualquiera 
de Ja. red chocan ronservando la masa, la cantidad de movimiento y la. 
energía.[4, 5, 6, 8) Los primeros modelos consideraban que todas las par
tículas se movían con la misma rapidez (modelos HPP y FHP) por lo que la 
conservación de la energía es una consecuencia de la conservación de la masa. 
Los modelos con más de una rapidez [65, 55) hacen que la conservación de la 
energía sea independiente de la de la masa por lo que hay una. distribución 
de velocidades y puede definirse de manera unívoca la temperatura. El prin
cipio de exclusión impone una cota superior al espectro de energía. Las 
consecuencias termodinámicas de esto son previsibles: el sistema no es nor
mal en el sentido que la entropía no es una función no decreciente do la 
energía y por lo tanto la temperatura puede ser infinita y negativa. Esto 
ocurre también en los sistemas de spines.[66] Sin embargo, hay autores que 
no reconocen esto y suponen que el modelo se comporta como un gas ideal 
clásico.(55] Por ello, decidirnos estudiar la termoclimimica. de equilibrio del 
modelo de nueve velocidades que es el modelo más sencillo en el cual se 
puede definir la temperatura.[33] El objetivo principal del estudio de la auto 
difusión en un medio poroso es el de poder encontrar la dependencia del coe
ficiente de auto difusión repccto a los parámetros termodinámicos y por ello 
discutimos brevemente en esta sección el comportamiento termodinámico del 
modelo. También se puede encontrar el comportamiento ele modelos con un 
ntímero finito ele velocidades y por ello de rapideces en las estadísticas de 
Base-Einstein y de Boltzmann como se hizo en.[ü7) 

El modelo de nueve velocidades es un AC de 29 estados definido en una 
red cuadrada. El estado: en el;sitio·r.al tiempo .1 puede escribirse:como 

:~~;(;,ift{;~(~,tj','.:.:X~~foi)) '· (1.20) 

donde Sk(r, t), k ~.O;.'·. i 8 es una' vaii~bl~ li'ool~Xna. ,que. toma e] valor 1 
(O) en .. presenciá. {ausencia) déhniá;';¡}artí~ula ~n el sitio r.:. al tiempciLcon. 
velocidadvJ,. Los véctores. v( apa~ecen en Ja fig:Í)~: Lá dir~~ciónO;~s el. 
reposo;;f.as. : ¡ni.rtículas•qÍJe'se/rnúeven: eiidas;diré¡;Clcii1és., de,Jci{~jes ;lo,: hacen . .· . . . , - . .. · ... ~. ··- ,··. ·. - _., ·' ... •. ·-J-· ··.* ··- ·:"' .-- '. ··:'. -: 

con rapidez) ·yenergía 1/2, las,que.se mueven enJas,:dir~cc::i.on.es:~i~gonales 
lo hacen con rapidez V2 y energía 1 (la masa, la scparáció1i dela red y .el 
paso temporal son 1). · 
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~l/' ...... /º!""' :: 
X V7 ~ 

__ !igura ~-15: Las 9 velocidades del modelo de 9 velocidades. 

Lá evoluhión temporal está dada por una regla local que actúa en paralelo 
en todós los sitios de la red y simula la traslación T y colisi~n C de acuerdo 
a 

s(r, t + 1) = TC( {s(r', t)}r•evr)· (1.21) 

donde Vr es una vecindad de Moore de r que contiene al sitio núsíno y a 
sus primeros-y segundos vecinos más cercanos. Eh'la fig·. 1.16 mostramos 
una configuración de una red pequeña. En la colisión el ·estado en cada. sitio 
cambia:· a otro con el mismo mí mero de partículas;" la :misma cantidad de 
movimiento yhi. niisma energía. En caso de que liaya má~ de un estado que 
satisface estás tres constricciones, se escoge uno al aza'r. En la traslación, 
cada. partíc~la se ,mueve al sitio al cual está apuntando. Se puede encon
trar úna~ecu~ción~de evolución microscópica.explícita como una ecuación 
de balar{_ce en la que se enumeren todos aquellos estados en los cuales se 
ganáuna partícula en la dirección iy todos aquellos en los cuales~ pierde, 
i;;,; o',;:';:; 8:[55,'t>S) A j)'artit' de é~ta:,· se puede.obtener la ecuación de tr~ns
porte de Bóltzmann introduciendo promedios sobre un conjunto representa
tivo y la hipótesis de caos mofocular. 

En equilibrio, sea n = . N / L el ntlmero de ocupación medio con N el 
número total de partícúlas y L el número de sitios de. Ía red, e'= E/ L 
la densidad de energía con E la energía total y nk =>ivk/L el número de 
ocupación medio en la dirección k con. N k el· número medio de partículas 
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en la dirección k, k = O, ... , 8. Se debe cumplir que Ni = Na = Ns = N1 
y N2 = N 4 = N 6 = N8 por lo que la conservación de la masa y Ja energía 
pueden escribirse como 

8 

n = L n¡, = no + 4n1 + 4n2 
k=D 

8 

e = L e¡,n¡, = 2n1 + 4n2 
k=O 

(1.22) 

(1.23) 

con e¡, Ja enegía cinética de una partícula que se mueve en la dirección k con 
los valores e0 =O, e¡,= 1/2 para k = 1,3,5, 7 y e¡,= 1parak=2,4,6,8. 

Para un valor de n fijo existen cotas inferior y superior a e que llamamos 
la energía de Fermi eF y la energía máxima eM respectivamente dadas por 

{ 

o o:::;n::;1 
ep= n;I l:::;n$5, (1.24) 

n-3 s:::;n:::;9 

n 
.!!.±i 

2 
6 

o::;n:::;4 
4 :S n:::; 8. 
s:::;n,:59 

(1.25) 

Por· ejemplo, si n = 3, ep = 1 con una partícula· en reposo y las otras dos 
en· las direcciones de los ejes, mientras que EM = 3 con las tres partículas en 
las direcciones diagonales. · '· 

La densidad de entropías para un sistema de fermiones está dada por 

s = - 2: [nk ln(n1:)+'(1..:.:nk) ln'(i•:.,.:,.nnJ. 
k 

(1.26) 

' ,,, ... "•é':1 .•. , •'" . '. ' • 

Para n y e fijos, los números de ocupación ·medios ni; pueden· éi1contrarse 
maximizando a (1.26) sujeta a las cónstricCioíie~'{ú2)'y (1.23). Esto. puede 
hacerse numericamente y Jos valores enc~ntra'.do~ co~cuerdan con los resul
tad.os experimentales.[33] Lo que es importante ré'éaléár es que para una n 
fija, el sistema se encuentra en un estado'.ord.en'aao'taittó' para e= eF como 
para e= eM por lo que la entropía no pilede'ser u~'á, furición' credente de la 
densidad de energía. . · ··>.'' ·' ':. • .. ··' •·· ' 

. Usando la ecuación de Euler en~ontÚmiJs'i'ái5 ecuaciones de estado para 
el inverso de la temperatura (3, la presióh' P ·ye ~1 pót~riciál químico Ji.: 

(3 = 2ln [(·,.~~L·:·)···_ .. ,(·;:;r~_:_·-··)· J.···· ··. 
1- n1 1 - n2 . 

(1.27) 
r•' 
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'8 ,, ··' ' .. ..:;· 

P{j = - E ln(l::.. n1:) , (L28) 

µ{3 = In 171 :1
ñ 1 r (i : 2ñJ] (1.29) 

Para n fijo, la densidad de entropía s es creciente para e E'(eF,e•), 
con eF dado parla ec. (1.24), tiene un máximo en e• y es decreciente para 
e E (e-, eM) con eM dado por ( 1.25). El valor e• = 23n corresponde al caso 
en que las 9 velocidades son igualmente probables. La temperatura se de
fine como el inverso de la derivada de s respecto a e, por lo que es positiva 
para e E ( eF, e•), infinita en e• y negativa para e E (e•, eM ). Por otra parte, 
las cantidades termodinámicas mencionadas anteriormente están expresadas 
en términos de los números de ocupación medios que pueden calcularse y 
también medirse facilmente en el experimento. Además, es posible calcular 
las demás cantidades termodinámicas y comprobar que 

( 1.30) 

Concluimos que el modelo de 9 velocidades se comporta en equilibrio 
como un gas ideal de Fermi pero no es normal dado que el espectro de en
ergías está acotado por arriba. Además, esto es válido para cualquier modelo 
con varias velocidades y debe tomarse en cuenta al considerar situaciones 
fuera de equilibrio. 

1.7 Auto difusión en el modelo de 9 velocidades 

Los modelos de gases en redes pueden emplearse con éxito para estudiar el 
flujo a través de medios porosos pues las condiciones a la frontera son imposi
bles de implementar con métodos numéricos de solución de las ecuaciones 
de Navier Stokes y además la solución no debe depender de los detalles de 
dichas fronteras, sino de algún parámetro medio que defina de algún modo 
las características del rnedio.[58, 59, 61, 60] Por otra parte, la difusión es un 
fenómeno gobernado por las fluctuaciones alrededor del equilibrio, por lo que 
resulta interesante tratar de calcular el coeficiente de difusión como función 
de cantidades termodinámicas. en el vacío y en un medio poroso. En esta 
sección presentarnos un resumen del trabajo que aparece en el apéndice D 
en el cual presentarnos los primeros resultados de un proyecto que pretende 
lo mencionado. 
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Estudiamos el flujo del gas en redes de 9 velocidades a través de un 
modelo de medio poroso y medimos experimentalmente la dependencia del 
coeficiente de auto difusión respecto a la densidad de energía y el número 
de ocupación n. Los medios porosos (MP) representan un reto debido a 
su complejidad y lo primero que viene a la mente es que dicho medio debe 
percolar, en el sentido de que el fluido debe ser capaz de pasar de un lado 
a otro del medio. Sin embargo, no está claro si la naturaleza fractal del 
cúmulo infinito en el umbral de percolación tiene que ver con medios porosos 
reales.[69] Por otra parte, nuestro modelo está definido en 2 dimensiones por 
lo que lo primero que tenemos que hacer es encontrar un modelo de medio 
poroso adecuado. 

En un modelo de medio poroso bidimensional los obstáculos deben ser lo 
suficientemente grandes para ser considerados macroscópicos pero pequeños 
para que tener un número grande de ellos en una red de tamaño razonable y 
los espacios vacíos deben ser lo suficientemente grandes para que las partícu
las que se muevan en ellos muestren un comportamiento hidrodinámico. El 
primer modelo que consideramos fue el de percolación de sitios a primeros 
y segundos vecinos más cercanos. Encontramos que en el cúmulo percolante 
con Pe < p < 0.8 la gran mayoría de los sitios pertenecen a la frontera por lo 
que las partículas del gas se pasarían más tiempo chocando con las fronteras 
que entre ellas (ver fig. 2 del apéndice D). Un sitio del cúmulo percolante 
está en la frontera si al menos uno de sus primeros ó segundos vecinos más 
cercanos pertenece a un obstáculo. Por esta razón este no es un modelo 
adecuado de medio poroso. 

El modelo de medio poroso que consideramos consiste de una fracción 1-
p de obstáculos circulares de radio aleatorio entre un radio mÍllimo de 2 y uno 
máximo Tma:z:· Este es similar al modelo del queso suizo.[70, 71] Encontramos 
experimentalmente <1ue el umbral de percolación Pe se encuentra entre 0.31 
y 0.42 para distintos valores de Tmax· Vemos que los puntos de la frontera no 
contribuyen de manera significativa a la masa total del cúmulo percolante 
por lo que el modelo parece ser adecuado para estudiar la auto difusión (ver 
fig. 3 del apéndice D). Además, por lo mencionado anteriormente, nuestros 
experimentos se llevaron a cabo lejos del umbral de percolación con el objeto 
de simplificar el análisis. 

El interés inicial fue el de realizar experimentos en los que se pudiera 
medir el coeficiente de auto difusión. Para ello usamos una red de 200 X 200 
sitios en los cuales una fracción 1 - p de sitios está ocupada por obstáculos 
que son círculos de radio aleatorio mayor que 2 y menor que 10. Luego 
colocamos un gas de 9 velocidades con valores fijos de e y nen una situación 
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de equilibrio. Esto se puede lograr dado que conocemos la distribución de 
equilibrio dadas por las ñk como mencionamos en la sección 1.6 y para ase-

, gurar que estamos en el estado de equilibrio, lo dejamos relajar durante unos 
200 pasos temporales. Luego tomamos un círculo de radio 10 en el centro 
del espacio libre (ó tan cercano al centro como lo permitan los obstáculos) y 
marcamos un número pequeño de partículas ("' 200) dentro de él y dejamos 
que el gas evolucione. En el caso en que una partícula marcada participe en 
una colisión se asigna el estado de salida como mencionamos en la sección 1.6 
y se marca al a.zar una. de las partí culas del estado de salida. Cuando las 
partículas chocan contra los obstáculos invierten su velocidad. El coeficiente 
de auto difusión D se calcula a partir de la relación 

< r2 (t) >= 4Dt ( 1.31) 

donde t es el tiempo y < · > es una media sobre el conjunto represen
tativo que en nuestro caso correspondió a una. media sobre 20 repeticiones 
del experimento y sobre todas las partículas marcadas. El valor de D se 
obtuvo de ajustar una recta a los valores experimentales de < r 2(t) > con 
100 < t < tmax escogiendo tmao: de manera que las partículas no llegaran a. los 
extremos de la red. Dado que las partículas son \ndistinguibles, suponemos 
que todas las marcadas parten del centro del círculo en el cual se encuentran 
inicialmente. Por otra parte, si estamos lejos del umbral de percolación es 
correcto pensar que la difusión es normal y puede describirse por (1.31). 

· Los resultados experimentales se encuentran reportados en las figs. 4,5 
y 6 del apéndice D. Para e fija encontramos que para. valores graneles de 
]J (pocos obstáculos) D disminuye con 11, pero para valores ele 71 pequeños 
(pero lejos ele Pe) este comportamiento se invierte. Paran y p pequeil~s. las 
partículas marcadas quedan atrapadas por los obst¡Í.culos y difunden lenta-

. mente,·· pero• al aumentar: n: Ja.:. probabilidad, de colisión aumenta. y. por lo 
tanto las 'pá~tículas marc¡idas. difunden rapidamente. Es posible que exista . 

.. ·un .valÓr ;cle'p parúl cuál :·D. r10 cl~penda; de ri~. 
· ,:, .' Po(otfa·.parte;itornando n:fijo ei1cóntra1nos D:p,ara e.con eF. :=;,~ $:,eivt y 
disti~tos valores.de p .. Conocidos ,n;y;c;podemos,<conocer cuaJquier;'carÍtidad 

1 termo'dinámka'dado .q1ieel si~temá ~e ·.~'ncu~rítra':eiileq~1illbriÓ-,c1~:'~é~~~do 
a lo que encontramos en la s~cci,ón r.(i: · Es ;1.mt?n'ces(pó~ibl~:,dJ~-;;~~~.;1a 

· dependencia· de D respecto a· cualqüiera'ide es.tas ciintidades:c;;mopúede ser 
·· 1~ tériiP'e!a.tUra. '. · ·:. - ··. ·: . __ ,,:; '. ': ... '.::,~ú~:~:~//~\?·~~):-~~~t,~f;~;:~/)~~-~{·:.<~~,~ ·~~~~.:~<:~L>~.;:~~~,~<( (~ · .J ,;. , .. ·:·,:,: 

' ' :En conclusión, mostramos'.como ~e puedé,,ínodelár 1m·. medio: poroso.en 
·.dos dimensiones y medir.el coeffcienté,dé°idifusióíi\D. Debe,ser posible en
contrar una expresión teórica para :D:aLmenós·,en el; caso .en .que p = 1 
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y luego extrapolar dicha solución a valores más pequeños de p invocando 
algún argumento de campo medio. Para ello se podría extender la teoría de 
Green-Kubo para el cálculo de los coeficientes de transporte al modelo que 
hemos considerado.[72, 68] 

1.8 Conclusiones 

Como ya hemos mencionado anteriormente, los ACs son interesantes por 
ser sistemas sencillos que muestran un comportamiento complejo y por ello 
pueden ser utilizados para modelar sistemas físicos, biológicos ó químicos. 
Respecto al primer aspecto, estudiamos el Juego de la Vida como prototipo 
de AC que muestra un comportamiento sumamente complejo y también lo
gramos definir exponentes de Lyapunov para ACs. Respecto al segundo 
aspecto logramos modelar el flujo de un gas en un medio poroso bidimen
sional. 

Para estudiar el Juego de la Vida fue necesario desarrollar un algo
ritmo rápido para reducir la forma canónica disyuntiva de ACs totaüsticos 
y totalísticos externos. Usando este algoritmo y la técnica de multibit se 
pudieron hacer experimentos que pusieron de manifiesto el comportamiento 
complejo del Juego. Más adelante encontramos que la expansión en serie de 
Maclaurin resulta ser una forma más eficiente de reducir el número de op
eraciones booleanas del AC que no está limitada a ACs totalísticos. Usamps 
estas expansiones, y también expansiones en series de Taylor en el estudio de 
los exponentes de Lyapunov para A Cs. El usar la serie de Taylor tiene la ven
taja extra de que al estudiar la propagación del daño no es necesario seguir 
la evolución de dos configuraciones inicialmente cercanas como es evidente 
de la ec. ( 1.11 ). El laboratorio para estudiar los ACs es la computadora, los 
dispositivos experimentales son los algoritmos y programas. 

El estudio de los exponentes de Lyapunov para ACs fue motivado por 
nuestra insatisfacción con los usos en la literatura de tasas de expansión 
lineales. A diferencia del Juego de la Vida, nuestro interés fue el de poder 
estudiar todos los ACs. Mostramos en el camino, una relación interesante 
entre estos y la percolación dirigida ó lo que es lo mismo el producto de ma
trices aleatorias de un cierto tipo. Podemos concluir que si un AC pertenece 
a la ciase 3, entonces posee un exponente de Lyapunov positivo y un espectro 
de Lyapunov con una parte positiva y otra negativa como mostramos en las 
figs. 1.12 y 1.13. Lo que no podemos mostrar es la proposición conversa que 
es mucho más interesante. Entonces, los exponentes de Lyapunov son una 
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cantidad más como lo son la densidad a tiempos largos ó la entropía de blo
ques. La positividad del exponente de Lyapunov es una condición necesaria 
pero·no suficiente para que el sistema pertenezca a la clase 3. Una posible 
línea de investigación sería la de buscar las condiciones necesarias en ACs lo 
cual tal vez sea posible usando las derivadas booleanas. 

íluscando una manera diferente de medir exponentes de Lyapunov em
pezamos a explorar la sincronización de ACs.(73] No logramos encontrar di
chos exponentes, pero si una relación interesante entre autómatas celulares 
probabiüsticos y criticalidad auto organizada. Sabemos que si dos sistemas 
dinámicos caóticos continuos se mezclan de la forma 

z(t + 1) = 
x(t + 1) = 

f(z) 

(1-l)f(x)+lf(z) 

con O :S e :S 1 existe un valor Ce abajo del cual h,,, = lx -zl es distinta de cero 
y arriba es cero. También se sabe que se puede conocer el exponente de Lya
punov de J a partir de Ce. Lo que observamos cuando fes el mapeo logístico 
es una aparente transición de fase de segundo orden para hz:z· Como una al
ternativa a medir el exponente de Lyapuno\• como lo hicimos en este trabajo, 
intentamos hacerlo a partir de la medición de ce cuando mezclamos dos ACs 
en analogía con la ec. (1.32). Hay que hacer la mezcla con cuidado para que 
el resultado siga siendo un AC y la manera de hacerlo no es única. Nosotros 
encontramos que la mezcla es un AC probabilístico; con probabilidad 1 - e 
el valor en un sitio dado i está dado por J(x;-1i x;, x;+i) y con probabilidad 
e por f(::;_¡, ::;, Zi+t ). Encontramos también que podemos mapear dicho AC 
probabilístico en un modelo abstracto di' rriticalidad auto organizada con 
lo cual mostramos que la sincronización es en efecto una transición de fase. 
Lo que resulta sumamente interesante es que el mapeo que nos lleva de un 
AC probabilístico a un modelo dl' criticalidad auto organizada es completa
mente general y puede aplicarse por ejemplo al modelo Domany-1\:inzcl de 
percolación dirigida o al modelo de lsing con cualquier dinámica.(74] 

En el estudio de la difusión en medios porosos, mostramos la dependencia 
experimental del coeficiente de difusión respecto de la energía interna y de 
la temperatura. El paso siguiente es el de tratar de dar una explicación 
teórica de los resultados obtenidos. Hasta ahora, los intentos han fracasado 
pues la ecuación de transporte para la mezcla de partículas coloreadas en el 
modelo de 9 velocidades es muy complicada. Por ello, empezamos con un 
gas HPP en el cual las partículas se mueven en una red en las direcciones 
de los ejes y la única colisión interesante es cuando dos partículas chocan 
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de frente. Entonces la ecuación de transporte de la mezcla contiene unos 8 
términos. Como la difusión es un fenómeno que depende de las fluctuaciones 
alrededor del equilibrio, expandemos en las fluctuaciones de las partículas 
que difunden y se obtiene una ecuación de transporte linealizada. Podemos 
demostrar que, en la aproximación de Boltzmann, el coeficiente de difusión 
está dado por una expresión de Green-Kubo y depende de los eigenvalores 
y eigenvectores de la matriz de la ecuación de transporte linealizada. El 
resultado obtenido está de acuerdo con los experimentos que hemos llevado 
a cabo con el modelo HPP. El paso siguiente consiste en repetir el cálculo 
para el modelo de 9 velocidades que tiene una ecuación de transporte con 
muchos má.~ términos. 
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A.1 Técnica de multibit 

· Como mencionarnos en la sección 1.3 un AC Booleano queda definido por su 
tabla de verdad. A partir de ésta se puede construir una expresión lógica que 
lo represente ya sea con la forma canónica disyuntiva ó con la forma canónica 
conjuntiva. Estas están construidas con la negación(-.), la conjunción (/\) 
y la disyunción {V). Cualquiera de las dos formas canónicas es el punto de 
partida de la reducción que discutimos en el trabajo que presentarnos en este 
apéndice y que logramos con el uso extensivo de la disyunción exclusiva($). 

La técnica de multibit (también conocida como de multispin ó de mul
tisitio) se basa en que las operaciones lógicas son operaciones de bajo nivel 
en los lenguajes de computación y en que se llevan a cabo bit a bit. En el 
programa de un AC unidimensional la configuración x es un arreglo en el 
lenguaje e de la forma 

unsigned x[LJ; 

donde L es el número de sitios de la red y unsigned son enteros positivos, 
es decir palabras de NB bits con NB=16 ,32 ó 64 dependiendo de la computa
dora. Como consideramos ACs Booleanos, x[iJ es O ó 1 y si por ejemplo 
efectuamos la disyunción exclusiva - entre las variables de estado de tres 
sitios consecutivos (AC elemental 150 ó regla de suma módulo 2) 

x[i-1] - x[i] - x[i+l]; 

la computadora implementa la operación bit a bit entre los NB bits de los 
tres argumentos. Esto significa que con el mismo esfuerzo computacional, 
se pueden hacer operaciones lógicas si los NB de x están llenos. Esta es la 
esencia de la técnica de multibit. 

Tomamos a L como un múltiplo entero de NB y ahora una configuración 
del AC se guarda en el arreglo 

unsigned x[NW]; 

donde L=NW•NB. U na manera de acomodar la configuración del AC se muestra 
en la fig. A.l donde por simplicidad pusimos NB=4 y NW=S. Para O<k<NW-1, 
x(k-1] contiene a los vecinos cercanos del lado izquierdo de x[k] y x[k+l] 
a los vecinos cercanos del lado derecho. Ahora la operación 

x[k-1] - x[k] - x[k+l]; 
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>c(O)= 
JC11J• 
IC(3J. 
JCl4). 
>cl5J. 

Figura A.l: El primer renglón muestra los sitios de Ja red, Jos cinco siguientes 
muestran como se construyen las palabras. 

actualiza NB sitios. Es fácil ver que Ja palabra que contiene los sitios a Ja 
izquierda de x [O] es un shift circular de un bit a Ja derecha de x [NW-1] y 
que la palabra que contiene a los sitios a la derecha de x [NW-1] es un shift 
circular a la izquierda de un bit de x (O]. Las operaciones de shift circular 
se pueden definir facilmente, por lo que con Ja técnica de multispin logramos 
reducir el uso de memoria en un factor de NB y aumentar la velocidad de 
cómputo en un factor cercano a NB. 

·' _; 
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Mul11·s11e coding techniQues a/low f111 1imul111ons of ca/fular 
automata 1hat are ~onom1cal 1n ltle use of memory. In !hase techmquas 
1h• trans11ron rule mus1 be expressed using on1v b1tw1se ocera11ons. Wa 
prHent an algor11hm fer th• 11mulauon of g1ner1c 101ali•ric and ourer 
toralis11c cellular au1om11a which ulH ,11 multi·1ire coding 1ec:hn1que. 
The afgorirhm is bued on the careful use or (a) imDrovemen11 º"" 
1h1 canonical forms bv u1ing th• exclus1ve-or ooeration. (b) ootimill 
storage of the configurar1on in uie comcut1r memory, and 
(e) acorooria1e consrruct1on ot srochas11c rules. lt•ms (b) and (e) of 
the melhod c>1n be also apghec:J to non•1oralisric: automara in anv 
dimension. e: 1Hl "ºª'"''e"''"· 1nc:: 

l. 1:-.'TROOL'CTIO:-' 

Among the various automata, totaJistic ones seem to 
reprcsent a subset oí limired exic:nsion (in two dimensions 
and with a ivfoore neichborhood thcre are 512 diíl'erent 
totalistic rules with res~ct to:?"'~ ~encral ruJes) that retains 
the comple.<ity o( the whole ser [ 2). The transition rule Cor 
totalistic cellular automata depends only on che sum of rhe 
cc:ll values in the neighborhood. The cJass oí toralistic rules 
is equivalenr to th.lt of rhe rules symmetric in ali the 
argument~ [3]. The transition rule for outer totalistic 
ccllufar automata depcnds scparately on the valuc ofthcccll 
itself and on thc sum oí those in the neighborhood. 
Examples of such rules are Conway's Oame oí Life [4], 
biascd m.ljority rules that simulare interface motions [S]. 
solidifications and aggregations modcls (6 ], and lsing 

Thc study of ccllul3r automata bc:ha\'ior. both of'detcr· dynamics (7, S, 10]. 
ministic and probabilisti.: enes. is a subjcct of grcat intercst Jn studying thc statistical propcriies of these automata, 
nowoldays (J ]. CclJular a u toma ta are: úynamical systcms in long simulatians of Jargr: arrays are: oftcn nccclcd, rcquiring 
which time. spacc, and dynamical variables are discrete. The both powcrful computers and big mcmory scorage. Thc 
space is• (regular) laitice, and each site (cell) takcs a value. · Muili·Site Coding technique {MSC) allows a gain in 
in a discretc set. In this paper \\.·é rciarict 1his set ·10 ·{O, J }, -~emory .rcquircmcnts and in cxccution spced (9, 10). Thc 
i.e., we consider only Boolean .cellular. auiomata. AU rh.e ·:·maiíi'ii!íiá óf.MSC is to pack se\'eral variables in to a single 
ccJls in the sysrcm cvoJve sync:hronously' aC.c~fO.iñ!i"" t~·;an '~;)~~CñíOYY :V.·ord o( the computer (a word can hold <rom 16 10 

uniform shorr-ranged law. Thc law gi\'es thé futuro state of .· 6.\'bííS, depending on lhe machinc) and to elaborare their 
a ccll acc.ording 10 the prcsent statc of the CelJs bclonging ~o· :'Juturc yali.J~ ·as a. who)c. In such a way a ccrtain degrec of 
a ceru1in neighborhood. In a squarc Jattice·a widcly u.s~d :~P'á.~~.11~1.isln Cail.bé achievcd even on a serial compulcr. Thc 
neighborhood is formcd by the ccll itscJt. the rO~r ñc8rcs·1 .. ' 1 dr'a\.\·baCk'.Otth·i~ tCchnique is how to implemcnt a gencric 
neighbor oncs, and the four next~to-ncarest: oncs~··ThiS. is' 'ira.nsition illle. : · . : 
often calJed the Moore neighborhood. lt ca·n riJso be.dividcd 'S1orin·g a· ceJJ val u e: irlto·· a sin8,le word alJows its easy 
in to an ouler ncighborhood. formed'_- by: 1he "Cight..:cells, .· manipuJa~iotj'~rid the description of 1he rule ":''hh high·Je.vcl 
surrounding thc cenrraJ one, and the cclJ itsclf,:-:,~t~;'.,:id·:'.::-'.t ' l~nSuo.ge; s~·~h :i~:' 111he s11i11 uf tluhreighhorS Is 1/JrÚ, 1/,en .... 

00:? 1·9991,~:? U.00 176 

Copyn,hl ·'C 1991 b?' AcaMmic Pren, lnc. 
Ali n¡h11 or rcpt0d1.1c11on m any Jonn tnctvcd. 
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Alternatively the cells values con be combined and used as 
an address in a precompiled look-up table. On the other 
hand MSC is rully exploited ir the transition rule is 
expressed by meons or operations actins .over the packed 
variables as a whole. This con be achie,.ed using 1he bitwisc 
operations NOT, dND. OR, and eXclusive OR (XORJ. The 
stanins point is the canonicol disjunctive fonn built directly 
rrom the truth table [ 11 ]. The canonical íonn ror to1alistic 
ccllular automarn. contains :i gre3t number oí opcr3tions. 
The reducuon of this form to a minimal one (in thc sense of 
the number or operations required) is notan easy tosk. In 
ract the problem oí findins the minimal fonn is believed to 
be a NP one [ll]. 

In this paper we discuss severa! aspects related to 1he 
simulaiion of cellular automata usins the MSC technique. 
In Section 2 we present an algorithm that allows us to 
cons1ruct a generic 1wo .. dimensional tatalistic and ourer 
lotaliSEic Boolean cellular automaton rule. The Boolean 
expressions obtaincd in this way improve significantly the 
canonicol fonn. In Section 3 we discuss the problem or 
optimal storage or the confisuration in the computer 
memory. The technique there exposed can be olso applied to 
non·totalisric and non·Boolean cellular autom;ua in any 
dimension. Section 4 brieny discusses the extension ar the 
merhod to probabilistic rules: once more the results can be 
applied to the simulation of a ¡eneric stochastic cellular 
au1oma1on. The subscquent scciion presents benchmarks 
amon1 various implcmentations o( thc code and onc 
application to the Game of Liíe. Section 6 pments sorne 
applications oí these methods to physics, and the final 
section contains some conclusions. 

:?. THE ALGORITHM 

Given a site and its Moore neighborhood, the spin oíthe 
center is usually denoted by e and the spins oí the neighbon 
by nw, n, n1, tt.', r, sw, J, sr. The noratioo rccalls north, wcst. 
east, and south directions. In the previous notation e is ·"J.i• 
nw is x1_ 1. ,_a. etc. F0Uowin1 Vichniac's notarían [7], wc 
write 

Ir •nw+n+nt+ w+1+.rw+1+st 

m=lr+c. 

Any totalistic cvolution rule can be wrinen as 

• 
c'(m)• r '• ·m· ·-· 

and any outer totalistic rule as 

• 
c'(h.c)• r h.·[c·r,,.+(1-c)·ro.•l· ... 

(1) 

(2) 

(3) 

In these expressions e' is the updated value oí the central 
site, m,, is 1 if m • k and O otherwise aad similarly Cor h,,. 
wilh m and h given by ( 1 ). Thus only one tenn contnbutes 
in the sums or Eqs. (2) and (3). The quantities '• and '•·•· 
(e• O, 1) take the value O or 1 and define the au1omaton 
rule. 

As mentioned earlier it is advantaseous to use MSC. In 
order to peñonn operations on ali the bits in a word at once 
we need 10 use only bitwise operations. In the following we 
use the upper bar ror the bit by bit negation, and the e./\. 
and V symbols, respectively, fer the bitwise .'<OR, AND, 
and OR operations. Let C denote a word that contains Nb 

In thc following .t,,. indicatcs the spin (ccll value} at thc spin variables. For the moment it is not imponant what the 
site located at row j and column i in a squarc 20 latticc. correspondence among the spins in C and the sites in the 
Spins can take the values O and 1, so each si te variable can ~ Jattice is, as long as it is one-to-one. Wilh the neighbors nK', 
be HOred in a bit. Memory words are indicated with upper- n, ne, k", e, SK', s, se oC cach sitc stored in C. thc ncighbors 
case letters, as W, and arrays of words by l~~ ... Ali the array words NW, N, NE, W, E. SW, S, SE can be constructed. 
indices start from O. The bits in a word are indicated with Then, any totalistic rule may be wrinen usins MSC as 
lowcrcasi: leucrs, thus 

SY= lw.vb-1 • ... , , •. ,, Wol. 

where Nb is the number of bits in a word ( 16, 32, or 64 ). 
Note that the order <;>f the bits in a word is that requircd to 
rcad them as a numbcr in bose 2 in thc standard lert to'nght 
way. · · · · 

. Thc numbcr oí rcquired words 10 store a ·row oí the 
configuration is denoted by Nw and thc number ofsites fo 
a row by Ns. Then · 

Ns=Nb 0 Nll'; 

thc number oí rows rcquircd is indicatcd by:Nr. 

' e- V R•" M •• (4) ·-· 
. an~ anr o·u_t~~ tolalistic rule as 

-. .. .... ~ '" ~ . 
·''',,,, ... e= v H." ce,.. R,,. ve,.. R ... J. (SJ ·. ·. '::·, -,,,. . •-o 

:Wh.erc R1r and Rr,l are words whose bias are aJI cqual to rA. 
' and rr.•• resj>ectively. The words Al, and ·H, contain in thc 

ith.bit (i=O, ... ;Nb-1) the values or m, and "• íorthe 
neighborhood oí the ith site packed in the word C. · 
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The problem is now reduced ro rhat or contrucring !he 
quanrities m• and h• usin¡ only Boolean operarions out or 
thc spin e of the central sitc ando( thc spins nw • ... , s~ o(the 
nci1hbon. Tben, as mentione<I above, rhc same Boolean 
exprcssion may be applied in a bitwise rashion to 
c . .'VW, .... SE. In what foUows these expreuions are can· 
structed explicitly for 101.tlistic rules and they are reported 
in rabie I; tbe case of autor totalistic rules is similar, and the 
corrcsponding expressions are summarizcd in Table 11. 

negations of ali the spins will yield expressions for the other 
m• with k • -'· ... ,O. As an caample. m9 takes the- value_ 1 
only if ali rhe spins are 1, while m0 is 1 only if all the spins 
are O. Thcn 

• 
m,•(\y, ·-· • 
mo• /\y¡. 

1-0 
To simplify the notations Jet y0 , y1 , ·~ y1 denote the 

spins c,nw, ... , se. lfin a cenain configuration (;·0 , y, •... , y1 ) 

the sum of the spins is m, the sum of the neaarions of the 
spins wiU be 9 - m. This means thar if expressions are found 
for "'•· k • 5, .... 9, then the same fonnulas applied ro the 

For k•S we have 

TABLE 1 

Equivalent Confi¡uraüons and Characterisdc Functions íor Tot:ali1dc Nciahborhood-: 

Jndtptndczu con!. Codc 

111111111 "' 
011111111 2"5 
001111111 1:?7 

Ch1niaeri1tic func:tion 

Yo" .~·1 A Y:" YJ AJ'•" )'JA>'•" y,;.. y 1•.:'.: · 
(.vo6)'1)" .V2" JIJ ">'•" Jl1" Y1'A y,_ 1\ >'• 

-.::;·.,_,--

(6) 

(7) 

010111111 191 
011011111 121 ·(y

0
ey1) ... <J·:e,;;>· .... -:r~~~-~J~h·)t.4~-,,;~·»1~ .,.,~ ·"- '--·~ ':" 

011.101111 239 _ ()'ofB}'r~-"~~": ~-.<:-!'·-~~~~t'.i'.!~.~·~·-~·,>'.i'~ .. J'.• 
Tol&.I (107/39.5): <YoEiJ'1)" [()':$)',)"Y• v Yi"' (y,ey.)J" ;,, ">'•""' 
001011111 95 
001101111 111 
001111101 125 
001111011 12) 
010101111 175 
010110111 . 183 
010111011 187 

:::~:!: 1 !~ cY~e»··.)A(>·2EBY~)';...;;j~,.>,..~.~y,Ay, 
011011011 219 .. :~- ,<>·o.e~_1 ) "-~=" (~~~ ~·?. -~~~·~".·~"y,~>'• 

T0ul (161/1007): (J10S,v1) .... {[()':9)'1) 1\ (y.e y,) v. (Y:fBY.>: .... (yj$y,)]A Y• y)': A (y,ey,) A c.v. e y.)} .... y, .... y,· 
' -. ~ '! - - .. , ~· .. ':' '; . ' 

. ¡ ~ ... 

'001010111 
001011011 
001011101 
001100111 
001101011 
001101101' 

~~:~~~~: Ü'o~)'¡) ~ (Y:~i•;;~:~;::~;,) A (;,~y,) A; .• 
. 001001111 . :~-. ()'1tBi1) A (J'2E9J•2). ')<; (J'•~J'1) A ()'1$i1)-,\ 1·1 

~~:::: ,. ··. "''·-~u. 
000110111 . ~~. -_.r~;:·;~;:~1>.· 
:::::~~: ' .. ·' ·.•. 61 • < ; (;.,19;,¡',,¡J:,$;,¡;i(}ii'J'o)A(J',f!l~,}A)'¡ 

Tollll .(17D/IC5l7): CJ•oe1,> ,. {C>·i e y,,-~- ce.;.-~;;~ "':_(Y~~f!J~·;>'..~:c~·.;~~).h:~~.(J{afr,_).1.:Yj>~~-~-~;f.~.·~.~'.;~ ~~~ ~.'.cY~ ~,.,)) ~ -,., 
No11. The t•) at 1hc cnd of thi: charac11:ris1ic .tun~llorl fo~ ni~~ íñeán·s'1h.i1.ihé-iufn COR) ~\·C(all ~.hf'~yélic ii1ñs1a1io-'1's il ·~nnmss1ry; ToÜI cap~. 

1ion1 ue no1 rcporlc'CI lorm•!i •nd nt• 8, where onlY i:m"c ch~r11:1eriS1ic !Uncti(;Q·¡, Prncnt. The ñumbCii"ir1 tirackCtS bcsidé 1he.101al upreu!~ns are -
1he requirrd opcrations -.ith rnpcct lo 1he canonical form. · · · · · · '· 
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where 1he OR opcratian is taken aver the possible nin• 
cyclic translations oí the indices oí the spins y 0 , y 1 , ·-• >'•· 
Each tenn in the sum contains only one negated spin. 
Exprnsian (8) may be rewrinen as 

is equal 10 1 ror 1he classes deno1ed by 127, 191, and 223 
(eventually af1er a cyclic translation). The class 239 can be 
represented by · 

ma• V (J1ofi>Y1)/\)12/\>'J/\J'4A)'J/\.J'1AY1"Y1• 
<1.e1,>" ,, "<.v,e.v.>" ,, "1." y,",,. 

.,.,k 
(9) 

Then 

wbere e dena1es the exclusive OR(XOR) opcratian. There 
is some redundancy in the last espression, as a e b = 
á " b v a /\ 5, so that cach term in the sum already contains 
part ar the subscquent term, but this saves one compute< 
opcratinn pcr term. 

m,-v (yoE!lY1)"((y:E!lYi)"Y•vy,11(y,E!l.v,)] 
CJdk 

(IO) 

Tbe confi¡urations with scven spin variables equal to 1 
ra11 in1a four classcs. The elemenls ar each class are equiva
lent under cyclic transl:uions. Each class may be iden1ilied 
by the conligura1ion 1hat has 1he minimum code when read 
as a binary number. The equivalence classes and their code 
are shown in Table l. In this case 1he expression 

This expression contains a total or 107 Boolean opera: 
1ians, campared 10 the canonical íortn 1h1t cantains 395. 
These numbcn are alsa reponed in Table l. 

<1oe y¡)" (y,e y,¡" y," y,".••" y," Y• 

Tbe exprcssions íor m1 and m, are obtained in a similar 
way and are sbown in Table l. The efficicncy ar the algo· 
ri1hm increases with lhe number or canfi¡urations invalved. 
The expressions for m& contain 161 operaúons in com
parison 10 the canonical form 1ha1 contains 1007. For m,' 
the numbers are 170 and 1637, respectively. In arder to 

TABLE 11 

Equiv:ilcni Confi¡ur:nions and Characierisdc Functions íor Ouu:r Totalisdc Nei¡hborhood 

Iadependeat coof'. Ccd• 

llllllll 2'5 Yo""Y1AY2AY)AyiÁ"Ys"Y•""11• 
01111111 1::!:7 (yo$Y1) A Y!"' Y1 /\Y• A Yi "Y•" Y1 
00111111 63 
01011111 95 '·'".' 

. 01101111 111 (y0 EBY1) "'(J'1EBY1) ;;,·-,,¡"y," Y•" Yt 
0111011 l 119 . -... • (YoEBY1)" Y:" (.y,EB"y.)" Y1 "'y.,y, 
-To_Lll (171219"): ÚoeJ'."1> A,[(Y:E9Y1)"' Y•~:;,>:. (~,éy~)]';..,, ~ .... !:~/,7;~~·. 

·>~ :-OOío11 íi : -·..: .. ;_i .:.I ·:'.::,:;.:. ,. ·r::' . 1 J>ffi/.~·\;': : 
· · ~·:.\t. , r ;:· < ~~·.,~1 

,.;E¡¡fü¡::·>f:·;.;· ;fa; ~L· ''·'');,., 
~-¡: .. ··,~OJOIOIJl¡I•"• f".'\·.:·{.:=:-1 ~·"·~·!\ _, _ _,. ' ' :\,.-~·::;.:-,-·:,'' .. :_tc;::}';.i·"·, ·~¡~,o-

. 01011011 <1.ey,)..: <f:ey,) "·c,.e is>" Y•"' y; 
00011111-·. ·- .. ·-.31_~··. · ... :.-:··. '(>·o9Y1)A(J129:•:.r,..'tyJ9)'J)A'Jl•ÁYt 

Ta~1 (96161s>: üo9Yi> "'t(_,:;·e,.1,-~ tyi·éy~,-.~·-(,:~eJ·.>,., <·y~e'J,~úi~-;tJ::-';~ · 
E:~m: · .. ·. ··~~ . .· .. . ... ·.. .r.i·!r;I1~~. 
00110101 (·";-> .. >::~>·SJ _..~ ~-.'.';_. ··.: . .":..J.~',~:~:~;~t~.~~~~." .> .... ·-, 

.·:::~~:~::,·,~,,f;, .. F-.'·"'"'·' SS. (y,9y,)A(J'J9Y».~_ly,9y,)A(>'•9Y,) 
00001111 

.·;~ c,·,e,.,¡A¡,.,e.r»~J>:•e1·.>,A<Y•EBY!>· 

00010111 23 ;,·:l.:~;',:~-~::;;· 
00011011' ,'·. -.-·;_ : ... :' 21... ··=·>~~~.:;.,¡;.;:.:~~:';-< 
~~-11~1_. _'\ .-.·~-.;-:.·.,-~:-::\~- 29"_ ··.- _': ·. _.<~·0EiU•1)~.<Y1~~·,)A.~J's.~~:·>~_<1 •. eJ•,~ 

. ~olal < 11s/.J9):-<Yo$ »~) ;.: {cYJ_~ ~J~, ."; '[l~~-~ ~::{ ~,~~-~e ,.;,_
0
v. <~:.:~ J .• ·f~j>:s ~_,·~)1 .~J~·:_e.·,_:~~,~- ~~.;~-~~)·~)_ ~. <~;.·~ ;;; ) :;· .... ~,:;: 
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achieve thc maximum execution specd. the sum over the 
cyclic translations in the expressions reported in Table l 
shauld be explic:itly develapcd. 

In a 1eneral algarithm ali thc quantities M, have ra be 
¡cncrated, as rhe sclectian ar th• rule is perfarmed by th• 
R •. lt is possiblc to savc thc task or gcncradng m, and m, 
usia¡ the p1ri1y p or the sum "'· givcn by 

pis 0( 1) if nr is even (odd ). Obviausly 

p•m 1 vm 3 vm,vm 7 vm,, 

and since 

ir ,.,.j, 
we 1et 

m5 -pt\ m 1 v mJ vm 7 v m,.- (12) 
.' -~. • ; . ~ -· ", ·-.. 1:: i.t :· •• 

The expression far · 1!14. may·.·· ¡,;,· · ~b'tainéél' fram the 
condi1ion .:' ... · , .... ~ .-- · .. -,,, --:.:/~! :.; .. o~·.L 

. r . :.-. ,.·,.." ~ .. -·:. :· :·.:· '" , "." 

·v_¡;~i~ ;,_~-~'. p:~~f-::?:·, 

then 

m,•jJ/\m0 vm:vm6 vm.. (13) 

The expmsions (JI), (12), and (13) imply only 19 opera
tions, wi1h respect 10 the 3274 or the canonical form and or 
the 340orthe reduced formar Table l. In thc actual writing 
of the :ilgorithm in a computcr code one can further reduce 
the number of operations by taking into account thc 
prcsence of common patterns in the exprcssions in Tables J 
and 11 ond obscrving 1ha1 aft)b = iíf!>b. In tola! the number 
or operations required to implement a gc:ncric totalistic 
automutun is about 600 bitwisc opcrations per word. 

Rcasoning in a similar íashion, one may find eompact 
cxprcssions far outcr totalistic ccllular automa1a. Thcsc are 
presenred in Toblc 11. 

J. IMPLEMENTING THE ALGORITlll\1 

The foil power orthe algori1hm is devclopcd when opplied 
to fulJ WL1rds. Thcrc are severa! ways in which one may assign 
thcspinsor1hcsi1esx1.1(j=0, .. ., Nr-1; i =O, ... , Ns - 1) 
in thc l:iuice 10 thc words X; . .t{k-0, .... Nw-1 ); howevcr, 
!he task or building lhe neighborhood or the siles slorcd in 
the woril C =X,. must be as economical as possible. Thc 
final go:il is to ha ve the vaJucs or lhc cells belonging to lho 

neighborhood oí a ccll stored in a certain posilion oí the 
word C in rhe correspoodiog birs or thc words .VW, ...• SE. 
This can be obroined ""ilhou1 oay shifr operatioos by 
assi¡ning thc first spin in a row to thc first bit oí the first 
word, the sccond spin to thc first bir of thc sccond word, and 
so on far thc first .VW spios. The previous opcr:uion is 
repc:ued .Vb rimes in arder to storc the first Nw spins in thc 
first bits of the words contoinicg the row, the íollowin¡ .Viv 
spins in the second bils ar the wards. and so on. Far a 
generic row j we have 

X¡,o-= J.YJ.l.\'b-11··'··· ···~ .l'¡.: v.·, ·"1 .. v .. , .1'¡.ol 

.YJ.I - fxJ.fNt-11·.\"• ... , • •••• . T:,,:•.Yw• I • ·'"J .. 'V•• 1 • .t'¡,1f (14) 

X¡,N.,.-1 • l.l'¡ .. Yb·.\'••-1 t •••• ,\"J.J• Vw-lt•"C¡,J .• Yw- lt .l'J,N•'' 

For Nw;. 3 and opart rrom boundary conditions, the 
spins or the neighbors or the sitos in .Y, .• are stored in thc 
corresponding bits or rhe words 

(

NW1., .V1., .\"E1.•) 

W1 ... C1.,,. E, .• 

SW,.• S~, SE1.• 

(IS) 

In arder to implemect periodic boundary condilions on 
the horizontol border, au the operaiions on thc indexj are to 
be considercd modulus the numbcr or the rows Nr. Vertical 
periodic boundary cocdilions are imposed by observing 
that lhe west neighbors or the siles in the lirst word X,. 0 are 
containcd in the last word .\) .. , ... _ 1 circularly shitted onc bit 
to thc Jcft, and thc e3.st neip:hbors oíthe spins in ..tJ.tv•- I are 
in .r,,o circularly shiftcd ene bit to the right. This storage 
schcme can be used in any dimcnsion and even far 
non·Boolean automata such as lauicc gases (sec Section 6); 
with a few modificaticns it Ciln also be adaptcd to larHcr 
neighborhoods. 

4. PROBABILISTICTOTALISTIC CELLULAR AUTOMATA 

Probabilistic cellular au1oma1a moy be implemenled by 
allowing real vaJues betwecn O and 1 for thc cocfficicnts r, 
or Eq. (2) and interpre1ing e' asthc probability that the spin 
of the central site assumes thc \'alue 1 al the ncxt time step. 
Thcn r, is 1he probability thal rhisspin is 1 ir mis cqual to k. 

These probabilis1ic concepls may be inlroduced in 
thé: bi1wisc evolution rule (4) filling lhe bit masks R, wi1h 
bits having the value J with probobility r,. A largo numbcr 
Nm of samples of lhc words R •.. 1 is cons1ruc1ed wirh 
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·"•O, .;:~· lv;,, ~ t: Í"hen. gi\·cn ~- ~and.~m numbCr .~· bttween 
O and ;vm - 1; the ovolution rulo for thcsitos in a word C is 
1ivon by · · · . 

C'= V R •..• " M .. (16) ·-· 
In practico it is possiblo to reduce the numbor .Vm of the 

indcpendcnt random masks by pcrforming. 3 random cir
cular shift ovor R •.• boforo introducing it in Eq. ( 161. Thc 
so.me argumcnts apply to outcr totalistic cellular automata. 
Once again, tho uso of random masks can easily bo adaptod 
to othor evolution rulos. An advantago in using prodofinod 
random masks is that tho probability can bo fixod with a 
arc:u prccision. and corrclations are further dcpressed by 
shuffiing tho random masks. 

5. PERFOR~IA:"'CES 

[n ordcr to obtain an ::iccurate estimatc: ar thc time 
rcquirc:J pcr site update, wc: propase: an approximatc: 
expression for thc running time: T oí a program, 

T-11 + t, ·L+ 1., · l •N¡¡• (17) 

where Lis the number oí lattice sitcs, N., is thc number oí 
¡lobal updatcs or thc lanicc, and t1, 111 tu are constants: t1 
reprcsonts tho loading timo, which could also involvo tho 
compilatioo time: 11 is thc time rcqucsted to initializc thc 
lattice and luis the updatc time pcr site."Thc time nec:ded to 
implcment the periodic boundary conditions is not con· 
sidered, but tho linoarity of tho law with rospoct to L with 
fixcd N u has bcen tcstcd for lattice sizcs ranging from 
64 x 64 to 512 x 512 sitos, ovor a varioty of machinos. Tho 
quantity used to compare the perfonnanccs oí the various 
imp1cmentations is the number ~· of sites updatc:d in a 
second. and it is obrnined by 

V= --- (IS) 

and no dirty tricks. Vectorialization on the CRA Y was 
exp1icitly avoided. sincc: we werc: intcrested in testing the 
sain obtained with the roduced rule on difforcnt machines. 
Th• central loop containing the sum (OR) over tho oi¡ht 
cyclic translations of the indices was not explicitly 
dc:veloped, and the variables x0 •• t 1, ... , .t1 were translated 
by explicit assignmeot (temp •.t0 , x0 •x 1, •••• • t 1 - temp). 

In order to show tho advantago roprescnted by usin11 the 
algorithm describod abovo with rcspect to tho canonical 
form, cight difforont program~ wore wrinen using tho e 
lan11uago and run on tho HP computor (Tablo 111). Thc 
tablo shows the difforcncos in the numbor oí spins updatcd 
in a second, between the canonical expressions and our 
algorithm in constructing ali the quantities m• and h •. The 
peñonnances are reponed fer inline cede and for a 
structured cill to a subroutinc. Our alsorithm is about 
throe timos fastor than tho canonical form, depending on tho 
comple~ity of thc: calculation. · 

The algorithm may bo applíod to many intorosting 
modols. Tho efficicncy is discussod brieOy in two cases: 
Conway's Oamo of Lifo [:?], which is a classic•I tcsting 
ground. anda gonoral probabilistic outcr totalistic rule. For 
outer totalistic rulos, and in panicular for tho Gamo of Lifo, 
we should c:c.pect smaller improvements with rcspect to the 
canonical form duo to tho simplicity of the rule (see 
Table 11). Whcn not oxplicitly indicatod, tho followin¡ 
programs wore writton in FORTRAN 77. 

The Gamc o( Lifc is 3 two-dimensional outcr totalistic 
ccllular automaton whose evolution rule is ¡ivcn by 

if c=Oandh•J, 

if c• I andh=2or3, 

otherwise, 

whor~ h is.the sum of tho noighbors of tho central cell .<1./ as 
dofinod in ( 1 ). lt should bo notod from oxprossion ( 18) that · 
only.n1~ and m 3 are requircd in arder to calcul:ue e'. · · ' 
;,Wc ~rote thrce diffcrent programs: 

,l.'-. High~lcL·~I. :i tr:sdition:il cede with one spin pcr word (
L ·A.V") 

di • 
·.·: :. ~ .:··' ª-~~,·t~e rule imi;>~emcntcd wi.1h if. .. 1hrn ... statcmcnts; 

wherc .JNu and '1t rcprcscnt thc diITcrcnccs .in,:latticc. 
updatos and in running timo of two sainplcs of ih"C' iiimo :· TABLE 111 
program on the same machine ro~ diffcrcnt- N.,'s.""The-
anguJa.r brackcts ¡.cprescnt lhc a"w·c~age . ove~ ,);i.)Oi.-~.~~.-~t. , Number ,. oísitcs updated in a sccond in kHz (fonnula (18)) for 

1 
· · - the construction of m6 (totalistic) and Ir, (outcr totalistic) usin& C 

samp cs. . · · -:~ < ' ... _~ ~· · langua¡e on a HP 9000/840 computcr · 
Thc computcrs uscd for the bcnchmarks, '~éic'/8_n:~ --------------------

IBM PS/280 with a clock specd of 16MHz,(using.OOS. 
operating systom tho words aro 16 bits IOngf;'a· SUN 386i: 
workstation al 25 MHz, a VAX 3580 (32 bits per O:•ord); :in ... 

To1•liHte Ouu:r 101aliuic 

~ ... Pr~s~~ Subrou1ine lnlinr Subrou1inc Jnlinc -d' 

HP9000/840(32 bits porword), and a.CRAY.IXMP,,(64:: ------------------
bits per word). All thc programs woro ""itícn inahig\i.'1c\oc¡:: 
languagc andina clcar stylc with man)• calls tO. sUbiOu'li'nCs ·· ----------------------

-Canonical 13.0 172.0 177.! 3iú. 
·"Rcduccd 301.6 -Mt.B -M7.I 6l9.5 
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TABLE IV 

Number v ofsi1cs updarcd in a sccand in kHz (íormúla ( 1si> 
for the Ciamc of Lifc 

CcmPuter Hiah·l-1 Canonk:al !Uduced 

PS 2/10 18.9 l.5 22.5 
SUNJ161 32.B l0.4 174,5 
V...XBJlO .14.9 117.! lJ7.: 

HP 9000/8"0 101.9 175.1 lll.I 
CRAYIX."IP l91..l 303.a.t "~"·' 

2. Canonical. using MSC and 1he rule implemcnted via 
the c:anonic~I disjunctive !orm; 

3. RtduC'd. using MSC and thc compact expressions 
reponed in T3ble 11. 

The values of v obt3ined running the three differenr 
programs are reponed in Table IV. Thc rcduccd pro@ram 
always runs (aster than the other two. Wc observe that when 
the number of bits per word is small, as in the case oí thc: 
PS/2. the use of MSC does not neccssarily imply bener 
pcríormances. For computers with more bits per word the 
1ain oí MSC increases, but still one ge1s signilicant 
improvements usin¡ our atgorithm. 

Finally. wc implemcnted a code for the simulation of a 
¡eneral outer totalistic probabilistic rule. The results for v 
are rcported in Table V. The gain with mpect to the 
hish·lcvet program is less than abo ve ( apart the results 
for the HP computer), even ir 11o·ith MSC only one random 
numbcr has to be extracted for every Nb spins. This is due 
to the larser number oí operations needed to generate all 
the M. in (S) with respect to the Game of liíe. 

In order to evaluate the influence oí thc Janguagc used, a 
program that implcmcnts a general outer rotalistic 
probabilistic ruJe was wrinen in C language fer the HP 
~omputer. The update rate obtained was 257.2 kHz, which 
IS ncnrly 1.5 times lhe speed oí the corresponding 
~ORTRAN program. This result cannot be generalized, but 
1t shows that se\•eral factors should contribute in order to 
achicvc 1he bcst pcrformances. 

A preliminary study ofprobabilistic mixtures oí 1otalistic 
automata has bccn undertaken. An C;(ample is 1hc mixture 

TABLE V 

Number v ofsitcs updalcd in a second in kHz (fonnula (18)) 
for a general probabilis1ic outer 101alis1ic rule 

Compu1cr 

PS2/IO 
SUN316/ 
VA.'<8350 

HP 9000/l'O 
CRAYIXMP 

High·lcvel 

9.t 
16.6 
41.4 
Jl.2 

:!61.2 

9.5 
73.1 
93.1 

t76.J7 
2239J 

-----+_¡_....¡.__..¡._.._¡,_: LJ 
1J 

0.7 0.1 0.9 

FIG. l. A1ymp101icden1ilyd., orlivectlla rara r.andom mia1urcoí1hc 
Gime or liíe .and iu conju~1ion wich probabilil)' a varyin1rromO10 l .icp 
0.0.2. We plo11he mull or eompu1cr simulauons fdi1mond1) 1nd or mun 
ticld .:appraJ1imation [lo&] 1con1inous fine). Al e•O. which corrc1pond110 
1hc G;ame of lifc. 1hcasymp101ic deruit)' il J • • 0.0=1. 

of thc Gome of Liíe with its conjusute that assumes the 
value O( 1), whereas the Game of Lüe takes the value 1(0). 
A t any si te the Lile rule is applied with probability • and its 
conjuga te with probability 1 - r (0"' r"' 1 ), as described in 
Section 4. In Fig. 1 the asymptotic density oílive sites (rotio 
of sitos having spin equal to 1 to the total number oí si tes) 
is shown as a function of <, together with a meon field 
approximotion [ 14 ]. These simulations wcre carried out on 
a 256 x 256 lattice. The graph shows SO points, each being 
the averoge O\'er 10 simulations performed on the SUN 386í 
with a program wrinen in C. The total CPU time was 
roughly 36 h. Thc update speed was 161.6 kHz. which is 
smallcr than the value reponed in Table IV due to the 
lo:iding time, the initializntion time, :ind the (rel::uively 
smaJIJ slowing down due 10 the caJcuJation oí the density 
evcry 100 updatcs pcrformcd to monitor the rclaxation oí 
the Janice. The algorilhm here describcd wns aJso uscd to 
study thc rclaxation and the critica! properties oí thc Game 
of Lifc in Reí. [ 1 S ]. 

6. SOME PH\'SICAL APPLICATIONS 

As a first physical example Jet us consider lhc simple 
model _of interface motion developed in Ref. [S], bosed en 
a marginal majority dcterministic rule. Thc central sitc e 
:1.ssumes 1he valuc lhat is most prcvalcnl in its Meare 

·. neighborhood only if the majority is strong (nr;;. 6, see 
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Eq. '<i )),.or in case of3 morginal minority (m = 4). In terms 
o_r Eq. (2) the rule is defined as 

;r km4, 6, 1,8,9 

otherwise. 
(19) 

The twist in the majority provides a kind oí írustration that 
simulates • mobile interface according to the Allen-Cahn 
equation. 

Rule ( 19) can be ceded wilh the general algorithm 
described in Section 2, building the R, or Eq. (4) and then 
using the expression for 1he m, oí Table 1 and oí Eqs. ( 11 ), 
(12), ond (13). or course, for this given rule, onc can íurther 
reduce the number oí requircd operations using ad hoc 
tricks: in the case oí rule (19) we were able to derive an 
exprcssion containing 42 operatioas. 

The íull power of 1he algorithm is developed when 
applied to probabilistic cellular automata. 

Lct us fint discuss as a simple examplc thc application oí 
the method to a porallel Monte·Carlo simulation of an lsing 
model with ncarest and next·to .. ocarcst ncishbors equal 
intcractions and zcro ma!f1etic ficld Thc Hamiltonian Jt' is 

.Jlf' • I-J",.•(( r ª•··)- "1.•]· 
J,I l•)-1,),J•I 

t•l-1,1,,l•I 

where a1•1 • ± 1 and J;. O is a ferromagnetic coupling. 
Passin¡ to Boolean variables (a1• 1 ~2x1• 1 - I), the local 
energy H is given by 

H(c,h)• -2J(2c- l)(h-4), 

Whcrc C • XJ,I is thc Sl&tC OÍ a gcJicric S.ÍlC and h is dcfincd as 
in Eq. (1). . '... ... · 

The variation of 1he local energy with .thc llip of e is 

.JH(c,h)=H(C,h)-H(c,h)a :¡:4J(h..:.4),' 

case observing that .JH is olways on integer multiple of 4J, 
so that thc rr.• are intcgcr powers oí p-cxp-4J/kT. 
A word A whosc bits are onc with probability p~ can 
be obtaincd from 1wo independent random word5 B aod C 
whose bits are one with probability p just períorrning a 
bitwise .~ND among them: A• B" C. 

The implement>tion oí a parallel version of the 
Metropolis Monte-Cario sampling tcchniquc must be very 
cau1ious, as the full parallelism can load the system towards 
a maximum of the ener1y, as discusscd in Ref. (7]. A 
detailed discussion oí the simulations or thc lsing model 
with cellular automata can be íound in Reí. (16]. Tbe same 
scheme can be used to simulate lsin1 models in spaces oí 
hi¡her dimensions, for instance in three dimensions with 
nearest nei¡¡hbors interactions (six nei1hbors). 

The stora¡e scheme described in Section 3 and the intro
duction of probabilistic evolu1ion rules or Section 4 can be 
also 3pplicd to non-totalistic cellular automat3 such as 
latticc gas models ( 17]. For example, to model diffusion 
as suggested in [18], ono nceds a 4-bit per sito cellular 
automaton. To this aim lct us considcr four Boolcan cellular 
automata lattices stacked one over tbe othcr. Wc refer to 
the four lattices (planes) as UP(subscriptl). LEFT(-), 
DOW.V(l), and R/GHT(-). lf,forinstance, at site (j, i) the 
bit .'t1 is set to one, it mea.ns that therc is a panicle travellin1 
from site (j, /) to (.}- 1, i). DilTusion is controlled by 1wo 
parameters p and q, which ¡¡ive the probability of a common 
counter-clockwise rotation oí ali the particlcs in a gcneric 
site according to the scheme of Table VI. The random 
masks P. and Q. are built accordin¡ to the parameters p 
and q. 

The evolution rule for a word C 1 that contains Nb si tes of 
the U P plano is 

Cf=Q,.A'P:;I\ S1 v"Q;"P•"" W_vQ. 

"P;" E_ v Q .. I\ P." N1, 

where N, Jf', S, E denote the words that contain thc ne3rest 
neighbors of the spins in C. The expressions for the other 

where 1hc minus (plus) sign holds for the tra~sition of e . , " TABLE VI 

from O(!) to 1(0). . ·.:. , . · - ; .,Counter-clockwise rotations or the velocities oí thc particles in a 
Wc can now define thc coefficicnt '~.•Oí Eq.' (3) 'so that sil~ ror ~ pr?babilis1ic Janicc 1as, acc:ording to the parametersp, q 

the transition prob3bilities satisry dctai~ed bala_nce, ~ ., ~<·-'-..;......;..;.,_ _______________ _ 

¡I . if dH .. O, · 

'•·•= exp-§. if· ,u'/~o.'· .... :'· ,, · 
kT .. · .·. 

' .. -.. · ...... ,,, .. . 1 

ftoution 

. 
''" l 

Thc random masks aro buili as.dcscrÍ~d'fn Sccilon 4. Th~ ·.·. ·· · · ' 
numbcr of rcquircd random riiaskS can be" fCdúe:Cd.in this·'.::·------------------·--··_-·.•_._--_·._. __ 



184 BAGNOLl.JUOCHTMAN,ANDRUFFO . SS 

planes are obtained by perfonning a cyclic pennutalion o( 
the ¡, -. ¡, - and S, E, N, W symbols. 

7. CONCLl.ISIONS 

A general alsorithm far totalistic and outer totalistic 
ccllular automata using MSC has beco developed that 
allows sipificant reduction jn e:c:ecution times wiEh respcct 
to the canonical fonn. We have conccntrarcd our efTorrs 
mainly in simplifying the rule, disrcMarding the problem of 
vcc1orization and of special implementations on parallel 
machines. A complementary approach dealing with these 
problems may be found in Ref. (13]. In general, the main 
drawback of MSC is the serialization needed to pcrfonn 
calculations; on the other hand, a great advantage is the 
emcienr use of the memory. Our algorithm is applicable to 
aoy totalistic rule and may still be improved in specific 
applications. We havo also discussed the problem oí optima! 
1tora1e of the configurarion in the computer memory and 
the extension of thc results to stochastic modeJs. Thcse Jast 
copies can be also applied ro non .. rotalistic auromata in any 
dimension. Finally, examples or physical applications are 
¡iven. We have shown how to apply the algorithm to a 
detenninistic totalistic rule that simulares interface motion 
between two Ouids, to a Metropolis Monte-Cario lsing 
model (a probabilistic outer totalistic rule). and ro a 
stochastic lattice gas. 

No,,oddldinproof. Oncot1hc1u1hon CF.B}hu íunhcrdncloped 1hc 
1J1ori1hm prcun1cd hcrc In "Boolun dcriv11ives 1nd c:ompuiation o( 

ceUuJar 1urom111; '"'·J. Mod. PlrJ'· C. in prcu. 
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SOME FACTS OF LIFE 

Franco BAGNOLI'·•. Raúl RE<¡HTMAN' 1nd Srelano RUFfo•·• 
•unfrmi1¡, Ji lirtJC~. Oit-r.imtNo ~ F"uica. úrp E. Ftrml 1, SOl!S Fv-.~. I~ 
"INF.11(, Sniont tli Fun:t. t111(r 
•otpto. rlt Fi1ic11. FQld-Lt Cttntial. U.VAM. A1'o. IOJllll 10-JJ!. OUJO,WJlct1 
D.F .• '1trico 
•uf!kmiti idt• aaillasta. Dipsni"""'° 41 Chimia, to«w.:..1""1 

· R«<i•od S Sq.Cftlbcr 1990 

Wc s.tud~· 1he 1111istits ol 1hc lime C\'Olution o( lhe (jame or Life. We rrrogaize lhrte 
di«cmir 1imc ttsifnn ol •tiid\ 1ht llKtll intera1in1 °"S is lht Ion¡ dme Jlidtt rctimc. •hich 
has PfOpCnirs lypiQI al a ai1icl a:ate. We introdu« 111ean ficld approsimilÍOlll <11bfc EO Pt"c 
SDmC iftM&hn. °" &he riMc' ct'Olu~ or 1ht density of rima cdfs. E.trtnded timu!Miafts an: 
ttpontd -.itith dral •idt tht n'Olutioft of thc dc~17. ~1e sp~adinJ and lhe mtaJUtt· 
mcalS of 1 &ni~ tllc cxpooc111. A Vmpk d)~al tnodc:I upbinl soaw; Mpc'Cti ol lk 
11ymptolic ¡!ider rt¡irne. We 11ud,. l1so die depcnlltnce of lht as)'lnptlllic dcn!.ity on l!le. 
inili&I de1uit1bolh1nal)tical1 Md ~rialfy. 

J. lnlroduclion 

The Game of Lile. due ro Conway oand popularized by G;udner. is probably 
1he most ramous eellular aurom•lon !l. 2). 11 is 1 solil?!)" gamo 1ha1 can be 
pfoyed wirh chips on a ••ry largc board divided in """11 squares ofrhc size of 
rhc chips. In onlcr ro play 1he Gamc ol Lile one SlarlS by punin.g sorne chips 
on lhe board. 11 • square is ocaJpied by • chip 1hcre is lile on !he square. 
01herwise the square is dead. ure cvolves in time according to a simple rute. 
Firsr, al11hc li•·c squ•res lh31 have 2 or 3 lh·e squarcs in 1heir neighborhood 
(which includ<s 8 squares) and all rhe dcad squares 1har ba•« 3 li\-e nei!hbors 
1re marked. Then ali lhc unm•rked lfr~ squares die and 1he markcd dead 
squares bocome ali-.. The evoluiion ol Lile is givcn by 1he rcpeared applita· 
tion of this simple rule. 

In more 1cchnical remas, Life is a 2·stalc outer tot:1fis1ic cellular autonulon 
defined on a square Jwo-dimensional l•rrice 1nd 1 Moore nei¡hborlrood 
(ne•resl and ncxMo·nearesl neighbors). In each eell there is 1 s!Jle variable 
lhal c:in ••ke 1he ...tue 1 (live) or O (dead). The evolu1ion rule depcnds on lhc "' IO 
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sum of 1hc s1;a1e variables on 1he neighborhood (and nol on lheir precise 
Joca1ion) and on 1hc s1a1c vt1rfablcs in 1he central ccll. lndic;iting "'.i•h .(¡ the 
s1<1tc of 1he cell ::u rime t in rhc locadon (i. j), 1hc rule can be upresscd as 

s!.~ 1 =8(H;.1 ,3) + s;,,a(H;.1• 2). (1.la) 

wherc 

/•I f'"'I 

H' a L L s;_.-s:.¡• 
f.j .t•1-l l•1-I 

(l.lb) 

wi1h º'" H',_1 .;S a 1emporary •-.riable represenling lhe ou1cr 1oialis1ic 110igh
borhood of lho cell ( 1 and 3 lhe Kronecker symbol, 3(m, ri) s 1 ir man, O 
01hcm·isc. 

Whik lile can be played manually (as il w¡u played in 1he bcginning) ÍIS 
ou:r;ill behavior is bcncr oapprcei&ued using a general purposc or a dcdicaccd 

compu1<r such :is CAM or CAG (3, 4). The simplici1y of lhe rule hides a •·ery 
comple:< bcha\·ior thilt justifics its namc. Starring from an inirial random 
condition of dcad and Uve cclls thc Game of Lifc ..shows births (lransiiions 
0-1) and dealhs (1<ansi1ions 1 .... 0¡, and 1he global impression ol 1he lime 
C\tolurion rccalls thc auto-0rganization typical of Jio..·ing organisms. \Vhat is lcft 
af1er a very long lime, a1 leas1 far fini1e lanices. is a ·configur.11ion u.i1h S13ble 
or periodic isl~nds of li\·ing cclls. Sorne typical c;,:amples of thcse are shown in 
fig. l. V<ry large s1able configura1ions may be buih by careful inves1iga1ion (see 
for cumple rd. (2]), but are not significant from '1 st;11is1ical point of vicw if 
onie st:ins thc fauice from random initial conditions. Lifc alio allows for 
mO\'Íng objccts; lhc simplcst and most common ene is callcd a glider and is 
also shown in fig. l. h ad\·ances diagonally onc cell rcproducing itsclC c\•cry 4 
time steps. Since the ma.,;imum spced at which an objea may tra,·cJ in the 
autom;u~n i.) onc ci:ll pcr time stcp, this is called thc spttd of light and 1-lidcn 
rno"e "ilh ! ol 1hc spoed of lighl. Glidm may h• produced ai a uable ra1e by 
glider guns (s<c ror. (2), ch. 21). 

Why is thc Game of Life so intercsting'? A ccJI survives (a 1r1:1nsi1ion 1-1) if 
it h;:is 2 or 3 lh·c ncighbors. This is ;in cs~nlfol kuurc for forming ch3ins and 
sm01tl ag~rcsatcs. Di,g clus1crs are gcncraJJy no1 stablc, as a straight lin~ of 3 or 
more lhe cdls will orisin:11c orhcrs li\'c cells du~ 10 rhc rule 1ha1 prometes 
binhs <ll ..:c::lls wilh 3 li•e ncighbors. Thc rule (rus1r;;1tcs indc:finiu: gro"lh by 
rcquiring 3 ccll to die from ovcrcrowding (more 1han 3 lh·c ncighbors). Thc 
sub1lc balance achic•·ed ;llows che formation o( thc stablc. pcriodic and 

0 
mo.-ing objccts mcnlioncd abovc which Ytill be rdcrred 10 as animals in 

..o analogy wi1h lhe dusien of percoL>1ion 1heory (SJ. Objecrs like 1he rra!fic lighu 

F. •roli «•l. I SO'M /•CU o/ Li/~ 

...•.....•.........•... 

. ······· ..•..•.. ·•·•· ....•.. : : :e: : : : :•: : : :•:•: : :•:•:•: : 
• blinker • tub • block • • boat • 
• (0.JJJ • (d.DSJ • (D.JlJ • • (0.05) • .................... . . ····· ...•. •.• .•...•. •.• .•... ..•...•....•..•...•...•... 
: : :•:•: : : : : :•: : : : :•:•: : : : 
• beehive • • loar • • • pond • • • . 
• 10.1s1. • • (0.06J • • • 1.0.0;¡ • • • • ·e· •••••••••••••.••• 
• "_§: ·e'. ~ • • ;g ·e· • • • ;e;._.· 
:e:~ : :tl!.i11 :e: ,~ : 1§0: : ,7í3J: • ..••• e .••• e •.• e"fS.-: .s.·.e. 
• • • • •. • • • glider • • • • • • • • . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ~ 
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fi¡. l. Thc most common :anim.:i.ls found in Lifc. Ho111 af1c'n thcy ::ippc.:i.r in thc 1Jymp101ic rc¡im: 
is intf.c:ucd in p:ircn1hcsn. Clidcn a1c c1~r1ion;il anim.als in 1hc ~mp101ic st.:i.u: 11 finitc sitc. 

or lhe /1011ey farms (2) will be considerod lo be formed by se1·eral individual 
anim3ls. More prccisely 1hc 1crm anim01I will denote a stabl:: or oscillating 
intcracring group of livc cclls (modulo a translation). 

Starling from an inilial random configuration che Game of Life cvoh·es aftcr 
a long time to a stablc configur;nion with a scarce popul3tion of lh·c cells 
organized in animali. Thc tirs1 stagc of 1his evolu1ion (sorne tenths of time
sicps) is charac1erized b}' clouds ofliving cells th•U grow and shrink chaotkally. 
Afcer sorne 1000 time-stcps 1hc clouds (acth··ity zoncs) are wcll scparatcd from 
onc another. smallcr in sizc: and somc animals are e¡tsily distinguished. Latcr 
on, acrh·ily zoncs fadc 3\\'JY cven1ually creating somc gliders, u~1il a final 
configuration is reachcd, which is made of animals. lf onc penurbs this state, 
c.g. adding a glidcr, 1hcn ncw activhy can appcar, and onc has 10 wail anothcr 
hundrcd or lhousand time-stcps bcforc Life rcachcs another \'cry similo1r final 
s1are. Surprisingly cnou~h. rhis kind o( bcha\·ior is peculiar of Lifc:: if wie 

gcr.crically ch:mgc slightly lhc rule, c.g. :illowing more: bir1hs or more d.:aths. 
che rel;isa1ion 1imc is drasricall~· rc:duced, and thc final slóUI! is simplcr and 
more prcdictablc on 1hc basis of mean fidd thcory (sce scction 2). Howevcr, 
1hcre are cxccptions: if thc rule allows more binhs or survivals far lcss 
proboble local configura1ions (for inslance lhÓse wi1h 7 or S live cells in lhe 
neighborhood), 1hen 1ho ovorall'evolulion cf 1he la11ice is similar 10 1hai oflhe 
Game of Life [6). 
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Although a lot al eflo<t h•s be en dcvoted to the undentanding o! the details 
o( scabtc finitc configuritlons. mu.:::h less ls known on thc statittlcal properties 
ar th< Game oí Life. · 
Smn~ numcric~tl simubtíons and mean fictd (MF) mcthods are disc:usscd in 

(7J. mainly cor1cerning ihe c.tisrence oían as)·mptotic a\·erage numbcr of live 
cclls (thc densi1y). A further rcfinement oí the Mf prediction al the aympto1ic 
density w:is obmined in (8). More rcccntly a powcr·law decay of sevenl 
statistil::il quantitics was interpretcd as an C\·idence that LiCe is an cxamp1c of 
sclf·organiZ<d criticality {9, 10¡. 

In 1his pJpcr wc discuss scme propcrties (lf the G:imc of Lifc. which are 
rcle\·ant from the stJtistica1 poin: of •oiew. In panicubr ''e study some fcomucs 
of the 3s~·mp101k st::ih: and of the relax::ilion to it. In rel<ltion 10 thr: question of 
the crítítality o[ this modct, we ínvestig:ue finite sízr::: effects. 

In section 2, we discuu :i me::in fü:fd appro::ich to the probJem :ind its 
limít3tions and in section J. somc simuladons and their rcsuhs. Secrion 4 
discusses critic.iJitf and some unsoh·cd qucsrióñs. Seccion S is di:vorcd to a 
dyoamiC'ill modcl rh01r rc?pruduccs thc as)·mptoric srarc. 

. 2. lmproved moon field 
'-: ~ ·:• J 

:;Thc .fi~t ·aod simpkr approxim3tÍon for lhe C'l1olution OÍ Li!c is 10 disregard 
éorr~laiions. Thís.l<•ds to the following evolution cquation (7} for 1he density p 
of. li•e cells,· ,;hich is defined os the i.uio of living tells 10 the total number al 
eells in. the l>tÚcc: .. 

-~. p··~iSp'(I ~'p)'(3-.p); (2.1) 

: wtleÍ .. thc.pri~e denotestheupdotCd denshy. The J.P (2.1).is shown ín fi~. 2. 
Lcl ú~:obsen1c.1hat 1his equ<ltion givcs thc e:c<1ci v;il~c o~th~.:dcns~ty ill time 1 
if \he initial configuration al time O is r:indom with 'no' correi~titms .. _ · 

·Wé would likc to flnd a MF techniquc whieh aUowS ·ª-~tÜÚ forcC~sting of 
thc, time cVolurion. · ' ;, , ·: - ,· · '· . · 

Ás thc spccd or .líglll is 1, rhc Sl3h~ uf a ccll ar 1imi: 1 ~kpcnds :u niost on 1he · 
Sl:Ue al t = 0 of 1hc ccU.s bc1onging lo a ndghborhood Oí size r J:; (21 + l f. 
Therc are 2· diffaent con?i,g:urations whhín thís neíghborhood. and rhey can be 
!abekd with •n integcr i which gocs from O to 2· - l. An cxact lonnula lar 1he 
dcnshy p(r} at time t is thcn obcained averaginz thc \'>true c{1) of thc: central ccll -
at tlme t ovcr atl these: initi:il configurations. For an initfal density Po· the 
prabobili1y p(i) o! having thc conflgumion i dcpends only on the number n(i) 

F.lopoli.,fl. l S.-f«S1e{Uf• ID 

... 
0.1. 

G.1 

·:a.s 

,.~,~,; 
.·,.o.•· 

.,._;: 

t.I 0.1 O.J 0.1 O., j-S U D.I U 1 

.p 
fiJ. 2: .n. MF NP cq. (2.11 (lull li .. ) ond die im"'°'cd MF />(?) (Ice cq. (U}) (dasllcd Uac) -· . 

of li•c cclls, 

p(iJ= P:'"c1-,.r-·1'1. 
This gi<es for thc density at time t 

,._, 
p(1) • L c{rJp:"'(I - P.r-"'''. 

/el 

For t R 1, , is equal ID 9 and formula (2.3) e educes to the m•p (2.1 J. 

(2.2) 

(2.3) 

lt is con~cnient to rewritc formula (2.3) grouping 1-:rms wiib 1he s:ime n(i). 
le• us define •• as the number or distinct configumions with n(i} = k. then 

p(I) o ¿ a,p!(J - p,,)1'-". (2.4) ... 
An elficicnr ,.,!'ro perlorm this sum for largc neighborhoods is ID code cach 

initi•I configumian in an integcr word and then compute .. ith a multi-spin 
toding aleorilhm (ste, e.g. re(. (11)) thc smc ol the central ccH at 1ime 1. <:t< 
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W~ h.:wc computcd 1hc codricients o, Corta 2 (i •O •...• 2!3 -1): thcy are 
r<poried in rabie l. The eorresponding funcrion p(2) versus Po is also shown in 
fig. 2. This second approximarion taL:cs into account corrclations one stcp 
bad:.w:ud in time and is simil:tr to 1hc n·trcc approxima1ion introduccd in rcf. 
(l?J for direa<d polymers. 

The mbk fixed poinr p"' = 0.37017 of rhe MF map (2.1) gives rhe first 
approxim:uion for che asymptork densiry p •• Morcovcr the unst:ible fixed point 
pM = 0.192-17 separatcs rhc b:uin of anraction of the formcr fixcd point from 
rhar of rhe slable fixed poinr in zero. Therefore, rhe firsl arder MF rheory 
prc:dicts a discontinuity in th~ depcndencc of thc asymptotic dcnsity with 
rcSP'!Cl to the initial dcnshy at p 1111 and at 1he other prc-imagc p = O.S6-i2 of the 
unmtble fb.:cd poinl. 

The only stable fixed point o[ thc transformation obtaincd in 1he sccond· 
ordcr MF is in zero. Thcrcíorc this second appro:.:imation prcdicts a vanishing 
&1S\r:1ptotic dcnsit)". Howc\·er, Jooldng ar fig. 2. it js e.,,·ident 1hat Cor initial 
de.:isi1ies in the range (0.263.J, 0.4945) thei; is a rransient near the point 
p = 0.263.J wherc: thc 1ransformation is almos1 1angent 10 rhe bisectrix. 

Approximarions of higher arder are hard 10 compure analyrical!y as rhc next 
step \\OUld in\"Of\"C the summation º"·er 2~'-10" .. configurations. A possible 
way is to explore Monte-Cario simul3tions. However, ir is easy ro derive that in 
any high~r-ordcr approiimation the firs1 rhrcc .coeCficienlS ª•· k"" 0, J,2, of 
formulo (2.4) are zero far rhe cff<c1 of isolarion Of·live cel!s, rhis enrai!s 1ha1 
rhe trar.sformation hJS alw~ys a stable fixcd point in zero. One can also pro,·e 
rhat at Je.;m thc last fivc coeffkien1s ª~-t· k =O, •.. , 4, which determine thc 
beh\·ior near p = 1 are zc:ro due to the efCcct of overcrowding. 

Tabkl 
Codftcicnts •, of lhe p.ilynomW ,(2) of fonnul.a (?.o&) fpe lhc 
sccond-onlcr MF appro,;ima1fon. •. • .. 
o o ll 1487120 
1 o 1• IUJSO 
l o u lllSJS 
l 22·~ (6 . 49156 • 1119.2 ·- 17' .. 3962 
s 1090! .. ·. ·' í; .. ·~ :1 l:C ' 7? 
6 .. , '?SUS [9 o 
7 1'9$3?. lfl o 
a Jl?lll:! : 21 .. o 
9 66:!83J 2! 

10 l IJ6S52 2J 

" 16Sl"6 ." '.:2J ·: 
(? IS«l96 . 'll ... 
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lf the curve m<1intains its betl shape, and this b consistcnt with the abovc 
quotcd propenics of thc cocfficients, it can happcn 1hat at intermcdiate values 
of 1hc density thcre is no othcr füed point, 1 couple of stable and unstable 
fixcd points or a m:i.rginatly stable (u1ngent) fixcd point. Simufations suggest 
that these bifurcarions should happen ciase 10 iero dcnsity. 

As we shal! see in rhe fo!lowing secrion. rhese MF approñma1ions are very 
useíul fer studying the shon rime evolution. 

J. Simulations 

The compurer 51udy of !he Game of Life requires heavy simulations. In 
arder to reduce computing time and mcmory storage on general purpose 
c~mputers, optimized algorithms using muhi-sitc coding were explicidy de· 
velopcd (11). Thcy are based on a reduction of the boolcan cxprcssion of the 
rule (1.1) using, 1he bhwise XOR function and on the oplimal memary coding 
or lhe lanice. Also, sorne simulaiions were carried out on rhe special purpose 
compurers CAG and CAM (3,4). \Ve ha<e chosen periodic boundary condi
tions on squ:uc and rectangular fauiccs of size up to 512 x 512 cells. 

\Ve hJvc inl"csrigali:d thc dcpendcnce of rhc asymptotic di:nsity p. on thc 
dcnsily p!J of a r<mdom uncorrclated inicial configura1ion of size 256 x 256. The 
rcsults or the simulations are sho~n fo fig. 3; cach c.tpcrimcntal poin1 rcsults 
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from an avcrJ.g.: O\'C.C three indcpendcn( initiaJ COnfiguralions Of the santC 
d<nsit)". One con obmvc that p. isroughly const•nt in thc p0 rango (O.t,0.7), 
nnd lhilt h gocs smoothry to zcro as p.,, approaches ::c:ro or one. 

Thc shapc of p. versus PiJ can be jus1itied using MF arg:umcnts. 1n foct. bo1h 
~tF :ippro:ti1mui1'ns discusscd in scction 2 gi'.'e a beU-shaped form ror thc 
updatcd dc:ns\1y. This mcans th:n any density smallcr lhan tht' m:i:;.imum ofthe 
íunction (Z.4) has two prc·imagcs, on opposite sidos of the abscissa o! the . 
ma:dmum. So. ncgli:c1íng the shori rJ.nie corrdarions that escablish. in thc ftrst 
fl!'w time srcps. one can argue thilt configur:nions h;J\"ing densiries on the right 
side of rh~ abscissa oí che m:t.'Cimum ha;,,·e their equh·alent on the left side, 
i;h·ing rhc s:ime updar~d densír~·. This e:<plains the symmetñc behavior of p. 
ncar Zl!ro and one obsér,·ed in fig. 2. lt is abo surprisin,g: that both MF 
approxim>Ltíons pr<:dkt an asymmetry betwecn thc imall and thc brge initiat 
dc!nSity b~ha\·ior • dut:! lO the fo.et lhill ht zero Only thc first lWO derh·ati\'CS o( 
tite tranifarmations. are zero, \\'hile in one also hi$hc:r~order dc:rh·ouh·es \·anish. 
This beha,ior is wcll rcproduccd in che numcric:d e.tperimcnts. 

ihis fact nUows s;:wing computcr time in the ln\·cstig:nions of thc dcpendcncc 
of thc final d1rnsíty on tht inilial den:;ily bccausc onc can límit thc numerica1 
cx¡xrimcms ro ª·ª int::r\'al slightly largcr thcn 1hc ab;cissa o! thc ma,;imum o( 
che bcst MF. say, in our case. (0,0.5). 

Th\s dc!pendcnc~ is shown- in fi$. 4 for díCCercr.t l.:micc sizcs: cach point 
rcsu1ts from a,·eraging 100 sa:np1es. Onc can observe that the as)'mptotíc 
dcnsity rcaches the common· voi1uc P~' = 0.0285(5) if die initinl density is large 
cnough.,whilC n~ar ~., ~0.1he;a~\·m~to1íc ·d~~Si~Y g~~s-to ~~ro"smooihly. This is 

· 1hc ~~:u:t _ ~~lue ·o~ p.·, ~t. ~~~.?. ~.b~l: '~-i::~;·~~~-~~~~~--~cm~i~s~ O_pcn whethcr -~~~ 
asymptoric _d.!niil~: r~:ichcs. l~~s. ~·al~~ 'S"'Oo~h~)~. i~:·~~-e ·1hc~m~d);n_nmi.c: limit, or 
'if thcr~_iS ~ disc~ñá~·u~~s ~ra~~iriO~~ ~.~'.fid!1~'.~~~.ú~, Or't.~C ·~c:ns~i)-.:~~ Picdicred 
.bY thC: firs.1 ~rd~r ~JF (se.e sCC~~~~· .2J·~··º~·'.flr1~n~{~.f l~~~·-~iscOn!in~1JuS·r_raÓsi1~on 
h~PpCri.S . ar.; zer.~. d~~sir}·: _ ~~r~~~gh·:~als~ _·.~~~ :.~~.r·~?.\~~f:l.~'.~tf:'.'·~~s~l.-~S :~cCm- ro 
u~tu~~ ~.~.is t.íSt. ~s!~il,!'Y: :?:-~¿;~ ·'.>:/; ~>;}<;:; . .:;:)}!~~'.¡~~- '.'..~1~~ .. ;~s.~·/\_{·:· 

. A~~t~cdm¡:)ortan.t 3spc~t or .Li.k í_s-~1s'.1c·n~·~.r.t1,~~h:Í~·io~;tJñC. tiinC eVOru. 
~io~. ór·~(~~ ~~~ils. :s1~di~d_ oi~ a·: ~2~ ·x ~oo ~:1itl~e:· St~íti~f~:¡~,,~ r~n~ónl; '¡ñ¡~¡3¡ 
conri~~~~,~~~~ ?~~~~SitY'.b(~~e~~~-:-!í'.12 ;\~d,~~-~- ($~~--~g·'.?' .'~.~~ .~'"~~:ig~'.~.~ ~~cr 
2~ ~~m~les. For tin~cs .sm~Uer.tJí;m 20;.1hc:bch:w1c:r ~~.P~i:ids· on ~he 1~111al 

. dc~S:í~f tlnd)t· iS·'.~Oi' fepo·~li:d .in·. fie .. ~- Fo<.•im~ gren•.ei-, t~~n .20.':l~d 'S1n~ll~r . 
1hiin_róJghly looO dcmit¡: is w~ll fincd by 1hc powor lnw:t: " · ":':;', •· · · 

·.~Crl~f~:·?~.,:. (J.I) 

wirh p~·•.io.4 and (J:.., 0.3. !'or t > 2000 th"• is a thonge in lhc curve t~ot 
a~~o~~ .. •h¿ · con;,,~:~g~~CC_ ·,ó~''.a~~s rhe asymptolic ,·alue p ~' • . The \'3luc of the 
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fil, ... At?mptotic dtmity cr ""' etllt. (• .. ) 'IC~ lhc ínitial ckr\\\t7 (,..) Cor thrte d ffereM laldcc 
sizn: 96 X 30 (brokca line); lf() X 100 (dnhcd tinc) and no lt ?00 (CWI liM). Statl\t ul ut'Oft lt.t 

not indialtd, bul ha"f' bttn compukd fO be lcss 1h•n JO.. 

consl3nt p~'' in eq. {l.t) is ctosc to thc non·•<ro >table fixed point o! the MF 
m>p (Z.l). This m>p shoutd model th< carly time evolulion: tho dif!orences in 
initial configurations :trc last in a short dme and aU the subsequenr lime 
C\'Olution appears as it started from an initial denshy p~•l - p"~ 

The time cvolution changes dranic:atly around t'" -2000-3000. A vis•al 
ínspection of thc ::iutomaton shO\'iS that for r <re thc lime evotution is 
dominattd by ac1i'vhy zones 1hat ch;mge continuousty, while for l >te large 
paus or the 13.níce :ue sparscty popu1atcd by animals and the activi1y zones are 
lew and isolot<d. In this regime lhe propagation of .; •ity is carri:d out by 
occ:uional gtiders creared in the acth·e zones tha.1 ~entu:i11y co'.lidc with 
quicscent :mim3ls. The behavíor befare /e may be c:t11ed aclfrt ttJime :md after 
t, glidtr rtgimt. 

The indcpendence of th• time •"olu1ion o! thc deniil)" on thc siro o! the 
lauice in the ~tlive regimc is shown in fig. 6 far two di!!erent lattice 1izes with 
an ;i'íera¡e over five s:smplcs. This sccms to india.te also that the \Jtue of 'ª 
reaches a finiie asymptolic valuc witR. the latlicc size. 

The propag>1ion oí informotion in the two regimos is completel)" ditrerenr. "' ~ 
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In an acth-ity zone a damagc (IJJ sprc;ids at a finite fr;iction of rhe spccd of 
ligh1. Preliminory rcsuhs on a lauioe 256 x 256 (CAM machinc) show lhot 
staning with two idcntical randpm configurations, a small pcnurb:nion (a 
glidcr) oddcd 01 r =O sprcods with • prop•go1ion spced o( -0.4. The samc 
pcr1urba1ion adllcd al time t s 100 sprcads on lhe whole lauice whh a velocity 
o( -0.25, and 1he sprcoding still continucs 011imc r = 500, cvcn ir 1hc oddcd 
glidc:r. collidcs wi1h an animal and lhC}" convcrt in anorhcr animal ror so.me 
timi:. This means 1ha1 in 1his regime al11hc cclls are affcctcd, earlier or later, 
by ihe ac1h·i1y, so thal ev.:n a quiescent :inimal can change thc starc of 1hc 
wholc unh·crsc. At 1ime 1- 1000-2000 lhc damagc can sprend only if it is 
produccd into an acfü·ity zone. For times lnrger than 3000 s1i:ps a damagc. 
l!\'Cn if prnduccd in an ac1ivc zonc. docs no1 sprc::id O\'Ct 1hc whok laUice and 
iu spccd is'<!)' smoll. Probably in an infini1c lauice, a damogc sprc>d wi1h • 
,·~ry sm;ill vcloci1y. 

Finally, we rcport in fig. 1 also thc probability of finc!ing a gi".:n animal in 
thc tina! configurouion normaliz~d to lhc numbcr of sampl.:s and to lhc number 
o( &lnimals in a chos.:n collccllon. As may be noticcd, the asymptolic statc 
contains almos1 cxclusivcly sm::ill animals such as bcchivcs. blocks and blinkcrs. 

4. Tht a5Jmplotic slate 

"" r' 
_:· .JVe h•"• seco lhot 1hc 1emporal bchavior oí Liíe undcrgoes o quite suddon 

. ;'cha'~gc;.a_t :i ccrrn.in time t,. For limes t lcss 1han t, the dcnsity of livc_ccllíí 
>.-·.:~olla~~~ .a. power-law dctn}', ,._hile for times biggc:r lhan 1, the dcnsity p(t) 

·' · ¡ c_ann~t.bc i~cntificd wi1h a wcll·dcfincd Jaw, and finall\• thc confi:;ur;uion di.:s 
'· :'Oúí ·in 3. Ümit cyck. In reí. (9J it has bc:cn illus11.11cd "numcrically ~hat if o'~c 

. per1urb_s l_hc quic:sccn1 asymptotic Sli11C with a loc:ilizcd pcrturb;uion, as. far 
instancc a g!idc:r. the dura1ion ar th~ pcnurba1ion and other quantitics show a 
p~~~·c_r·J~,~ dccay. This beh:n·ior recalls 1hat of a sysrem at a. crilic•rl point. At 
,vaí~ancc \\:i1h a standard cri:ic:il poinl. Lifo doc:s not ha\·c a crilical paramcter 
_lo. adjus.t. and 1his sec:ms 10 suggcst that Life is :m c."<ample of "' system \n a 
stati~nafy critic;il statc, a fcaturc illustrat:d with lhe nilmc of sdf·orgarii:td 
.criticulily (10). li this sccn:1rio holds, \\C: C:\pcct that in the rhcrmodyn&lmic 
limir. thc ~lidcr rcgirne is the sta1i1.1n;iry one. 

To in\·cs1igati: t~cse 01Spcc1s wc pcrfor01ed simul~ttions on squarc latticcs o( 

32. 6-1. 118 nnd 256 cells pcr sidc: L. Wc hJ\"~ mcnsurcd 1he 1imc tahn by each 
initial configuration to rcl::::~ into a limit cycli:, th;i;t we call d~cay time 14• The 
di~1ribu1ion of dccay times P(r.a) has beco· oblaincd avcrilging O\•er SOOO 
somplcs 01 most ond is rcportcd ip fig. ·1. P(r,) sh01vs • m••imum •t 1 ... •nd an 
cxponcntial IJÍI. The e1ponentia1 di:cay indicatcs lhat thc rclax:uion process is 
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a prob11bilistic one. wirh a ch:aQcteristic 1imc r thit depcnds on lhe size of 1he 
l:mice. Thc m:uimum o( P(t,) indicares thc time at u-hich 1hc probabilistic 
process 1;ilr;cs O\'Cr. thus ch:1nging the J3w ruling the rcl .. i:uion process. Borh 
thc choirJclcristic time T ind '"'u incrcasc wi1h lhc size of thi: hmice. One can 
fü a powcr-foi,· i:1crc:isc of '"'•' wi1h an cxponenr z-0.76 {'SCc fig. 8). atrhough 
invc:i.1ig;11ion º'·er largcr lauica \\-Ould be ncedcd 10 improve 1his tesuh. 
Howcvcr '"e observe lhal this simul:Uion tóok: atmos1 one monlh or use o( lhe 
CAM ma::hine. 

The divergence or bolh T ond ·-·indicares 1har the glider regime "1111 longer 
and lougcr as the lanicc size incteilSeS. lis mean dcnsity is the reported \-:tlue 
P"' .. 

S. A simple mode' for tht :llS)mplotic sr:i:re 

Jn this: section wc describe a simple S?OChilStic modcl th:i.t mimics rhc g1idcr 
rcgimc. In rhe g.lidcr rc_gimc lhc lanice is pop.ulaccd with sorne isolared 1nd 
quiesccnt anim;ds. sorne aaMry zone ;nd glidCrs or othcr lr.l\"t'lling pcrrurOO· 
rions. Whcn a glider collides wirh on onimal they an simply disoppe;ir, bul 
somc::rimcs an acridt)" zone is íormed. w~ich c;.n C\"Cnlun:Hy emir othcr !liden 
and produce other anima!s . 

\Ve first assume that the distribution or rhe 1nimals does nor hide some 
ordering. bur simply obeys <ome s1ochoS1io rule. We remembcr 1hoi Life i< 
intrinsically dererminisric, rherefore the only soun;e or randomness is the iniria1 
random configurmion. 

The modcl is dcfincd in lhe continuum. Sraning with an empty space, 
anima1s. random1y chosen wirhin the coHccrion of the most probable onrs are 
rondon1ly tossed on10 the surCace of orea A one al a time. 1( 1hey o<erlap (a 
collision) rhcy are bo1h removed. This proccn conrinucs indefinireJy until 1n 
cquilibrium situOJtion is rtached. 

Two simptifications are immcdiarely introduced. first rhc \-arious animals are 
repfocrd by disk< or common r.idius R (1he finol mult i5 independent or R in 
lhe oppro•im:olion wc shall adora). Triple and high<r ord<r collisions are 
ncglec1ed. 

In analogi· with problcms of r.mdom sequenriat od!iOrprion (l~I we define 1he 
C.'tclusion circlc ha,·in_g radius 2R. rr only onc dist is prcscnt on the l:utic:t:. thc 
cullision probaliili1y or an incoming disk. ;, proporiion•I ro 1he •reo of 1he 
uclusion cirde. In 1encr:JI. if N disks are preRnl, 1he tollision prob:1biliry 
P,(N) is defincd by 1he r.11io ol lhe are~ covered by 1he .. c1usion tirclcs ro 1he .,_ 
101>1 area A. Neglec1ing lhe overfap omong 1he e•dusion clrctes, lhis probobili· V1 
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ty is givcn by 

/',(.V)= 4N-r;R'IA. . .. (S.1) 

This :appro:dm31ion is correct in 1hc low density limit, il coí,rCs~~d.s. ~o thc 
fim l~rm in a cumutant exp:msion 114). . · . ' 

Le< P(N, 1) denoie the probability o! ~nding N disks at time 1; The 'master 
·. ~ cqua1ion for Pis · '· · ·' 

P(N,1+1) = P.(N+ l)P(N + l, 1)+(l -P,(.V-l))P(N- J, 1). '(S.2a) 

/'(O,r+ l)=P,(l)P(l,1). . (5.2b) 

is 
Thc s1a1ionary solution for the probability Pe.V) in lhe approximation (5.1) 

•'. 
P(O) = <>P(I), (5.Jo) 

- ~;.~l~'·c·7~ }jaª P(N + JJ. (S.Jb) 

···,.·iih ,;·..;4~R'IA. 
·::'ir .V>) ·¡;.ilh N much Jess 1hon the maximum number or allowed disks on 
llu: ·givcn arca), .we can ncglcct 1 wi1h rcspcct to N and ob1ain 

'.',·:·.·.:~ . . '•. ·. .· ''. 

·.' "·-:·. Na -
· P(•'!)=~P(N+I). (S.4) 

'.wherc~Na is four limes lhc r.uio or CO\"Cred arca 10 A, and it is S~<1ll in our 
:' ~ppro~imal~on. Thus P{N) dcpends only on thc ratio R:IA·. Thi.s indi~ii1~<i.~at 
dhc · rc:sults or che model are no1 100 sensidve 10 1hc incluSio~ or diSb or 
· diUc:r!!nl radius. . 

\Ve con solve eq. (5.4) by approximating N wi1h a conÚnuous vodabie: a 
concfüion ~lisfic:d in 1hc: lin1i1 A-x. Dcfining Jx Na/4 we Obrairí .: '·: 

P(d)= Cd"'''exp(-2d). (s:s1 

whh Ca normalization consl;mt. __ ·:· , 
This is all what wc nccd or thc: modcl 10 con1inue on lhc spccu~alif?Rs. on ~IS 

conscquenccs on 1h• study or thc glider regime or thc Gome or Lile. Since the 
consic.lcrcd approximation or thc modc:I is valid only ií the covcrag~ Or the 

:g surfaco is small, we c:annol trust lhe probobility dimibution (4.S) al farg~ ·d. 

·-·! 
.;_ 

' 
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Thcrcforc wc prdcr to obtain an estimare o[ the có\·eragc considcring thc most 
proboble volue or thc distribution (S.S), dm., = ¡. 

\Ve ha..-c now 10 relate thc sizc of 3 disk (ami 1hus d ... ) to 1hc numbcr of 
lh·c tells in ª" animal (and lhus co lhC dC'nsity p ). Thc r.idius or thc suríace 
occupicd by ;;:m .inimal is one cdl biggcr than the radius of thc animal, due 10 
the intcraction range oí thc rule or Liíc .. Thc Cractions o( numbcr of cclls 
occupied wirh rcspecl 10 the numbcr of lh·c cells for 1hc various animals can 
also be eosily compu1ed. For 1he most common animals (see fig. 1) this !roction 
is bctwcen 1 and j . 

This gh·cs a lowcr and an uppcr bound Cor lhe asymptodc denshy o( Liíc. 

. ~<p.<n. (3.6) 

to be coníronted with the resull or simularions p~) = 0.0285. 
":'- bener approximmion c;in be ;ichie\•ed ir wc mcasurc the asymptotic r;itio 

bc:rwecn 1he Jhc cells and thc con11te1ed ones, that is thosc that havc at lcast a 
Jh·c ,ci:ll .in thc neighborhood. This ralio w:is rneo1surcd in nume:rical e~pcri· 

·· · m.Cri1s: lhc rc:sult bcing 0.23 • 0.01. Using 1his ~:iluc wc gct 

·p~··=0.029:0.001. (S.7) 

··:.\v~ corisidcr thi:i rcsult as a confirmation oflhc hypothcscs bchind the mod.:l 
rathcr lh:tn a prc:diction or thc dcnsity. 

.. ;":. :: ~'!~ h~\:4 ifl\·bs1iga1cd somc statistical propcrties ar thc G<1mc or Lirc. Some 
·: résú1ts''aió .. oti1iin<d. bo1h analy1ically and numcricolly, on the d<p<ndence ol 
:.t~.~ itS}:mp,~·iic -~~Ílsity P. o( li\"C cclls with rcspcct 10 lhe dcnsity Pil oran initial 

·: .. ':,· rañdOnl. ·conli!!~ratian. \\'is: ha\·c obtaincd impro1.-cd numcñcal cstimatcs or p. 

· : .,_::.a'nd··r~~.c~l~d 1he p~cs.cncc: ora tr;;1nsition as Pu g.ocs 10 zc:ro or 10 one. 
,.,.:: ... :'~:dciailc:~ ahitly~i> Or thc 1cmporal bt:hil\'ÍOr ar Lifo shows that it may be 

~'dh·idcd.in10·-1hrce differcnt bc:haviors. The first onc: (\·011id during thc firSI 
· ·¡¡~~~~t.i:pS) is d'nminah:d by thc abscnc.: oí corrclations :ind 1hereforc íollows 

·: closclr th;, mc:in ficld 1h<or¡· prcdic1ions. Tho ahsoncc al corrcl:uions is exacdy 
·,'Ir.u-e· d~r~ng. .rhc first lime s1cp. and Í:i lcss so as time ad\·ancl!s. A bcncr rcsull 
::··.1han· 1h;i.t' gh·cn by pure mc;m ticld thcory w;i.s prcsented. 

. :-Thc ~ sccond p3rt shows :i powcr·Jaw dcc;iy o( thc: dc:nsity (considc:red 

. Cé¡ui~·~l~nl fO. thc m3gni:1iz:-i1ion ora spin model) lha1 implics thc: dominante or 
·r,, •• .1c,~r~c}.a1i~ns. Up.liL:c a crilical phent?mcnon in magnetic systcms. this power·faw 

· does not con\'ergo IOl\'ards the asymp101ic value, and hence breaks down at 
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'° I = 1, -2000-3000, whcrc anothcr cvolution mcchanism takcs ovcr. This pan 
of 1hc e\·olu1ion is 1ermed activiey rcgime sincc it is dominared by acti\·i1y zones 
whc:rc it is suggestcd that informalion is exchangcd at a fast rate. 

Thc lhird pan of thc time cvolution bcgins afrcr 1, and it is conjccturcd that 
i1 go~s on forc,·cr in the thcrmodynamic Jimi1. This bch:l\ior is 1ermcd glidcr 
rcgimc since thc activity and inform:uion transpon is due ro the rclativcly slow 
motion or t~c glidcrs. This glidcr rcgimc sccms to rcspond to pcnurbations 
with the powcr-law propcrtics or a systcm al thc critica( point. Wc ha\'C 
charactcrized this critica! rcgimc measuring a finitc:·size e:<poncnt. 

The simulations for various lauiccs show that thc time bcha\'Íor is indcpcn· 
dem on rhc inilial densiry, as long as h is not too small or too large. 

A simple model allows the dcrh·;uion of the "·aJuc of 1he asymptotic dcnsity, 
whcn the mcasurcd percentagc of rcmaining animals is takcn into account. 
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Damage spreading and Lyapunov exponents in cellular automata 
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Rcccivcd 10 August 1992: acccptcd for publication 27 October 1992 
Communicatcd by A.R. Bishop 

Using thc conccpt oflhc Boolcan dcrivativc wc study local da~agc Sprcadini:; for.o~c"·dimcn~iona.1 'ctcrricntary~cllU!arauu:im:ua 
and define thcir maximal Lyapunov uponcnt. A random m:urix approxim:uion describes quite wcll thc bchavior of.~'chaotic" 
ccllular automa1a and prcdic1s a dircctcd pcrcola1ion-1ypc phasc transition. Ancr thc in1roductíon of a small amoun1 oí noisc 
clcmcntary ccllular automata rcvcal thc samc typc oítransition. · · 

l. lntroduclion 

The bchavior of thc distancc betwccn two config· 
urations submittcd to thc samc dynamics (damagc 
sprcading) is considercd to be a good tool lo inves
ligate thc crgodic propenics of 1hc dynamics of dis· 
crctc stalistical modcls [ 1 ). Allhough the rclation 
bctwccn thcsc propcnics and .. chaotic .. bchavior is 
still unclcar. thcrc is an intuitivc conncction bctwccn 
"chaos" and damagc sprcading on one sidc. and be· 
twccn a pcriodic attractor and damagc collapsing on 
.. he olhcr. For continuous dynamical syslems a pos· 
ilivc maximal Lyapunov exponen! ( MLE) implics 
·haotic molion. The MLE is roughly dcfined as the 
ratc oflhe cxponential divcrgcncc ofthc dislancc be· 
lwecn two initially close lrajcctories in 1hc limit of 
long limes and vanishing ini1ial distanccs. In what 
follows wc show how Boolcan dcrivativcs may be 
used to define the MLE of a ccllular automalon. 

A Boolean onc-dimcnsional ccllular au1omaton 
(CA) is a discrc1e dynamical syslcm dcfincd on a 
lattice. The slale of lhe syslem is rcprcsented by a 
configuration .l'= (.\·1 ...... \"1, •••• x,J of Boolcan vari
ables. where Lis the size ofthc lattice. Wc always use 

1 On sabbatical lcave from: Dcpanamcnto de Física, Facultad 
de Ciencias. Univcnidad Nacional Autónoma de México, 
Apdo. Po511l 7~S42, 04510 Mellico D.F .. Mcxico. 

periodic boundary condilions (x,+ 1.=x1). Thc time 
evolulion of the syslem is givcn by a Boolcan func· 
tion F. 

.r(t+l)=f(i-(1)). (1) 

which is in lUrn dcfined locally by a uniform rule/. 

x,(r+I )=./tx,_,(1) ..... x,(i) ..... :~,.,(1)) •. (2) 

where r is 1he rangc of lhc function f. Therc are 
221

'"" differem CA of rangc r. In what follows wc 
reslricl our study 10 clcmcnlary CA for which r= 1 
and use Wolfram"s labcling convcnlion ( 2 ) . 

In lhe conlext of CA wherc time. space and dy· 
namical variables are discrclc. we cannot cxtend di· 
rcctly lhe dcfini1ion of Lyapunov exponcnls [ 3,4). 
Duc to thc finitc intcraction ~angc r and to the finitc 
numbcr of Slatcs of the variables x,, the dislancc be· 
tween two initially clase configurations can increase 
at most lincarly for long limes. 

lns1cad oflooking at lhc long time behavior ofthe 
distancc bctwccn two contigurations. wc can use sorne 
hints from the thcory of continuous dynamical sys· 
lems and study lhc local s1abili1y of a single trajee· 
lory wilh respcct to a small penurba1ion (a damage 
or dcfccl in lhc configuration ). This defcct can be 
rcadily rccovcrcd. or ít can frcczc bcing rcplicatcd 
withoul changc. or finally il can propagate increasing 
lhe dislance between the configurations. 

34 0375-9601/92/S05.00 © t 992 Elscvier Scicncc Publishers B.V. Ali rights rcscrvcd. 
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.. In. scction 2. we show that thc distance bctwccn 
1,;,o configurations aflcr 1hc introduction of a dcfcct 
is givcn by the Boolean Jacobian matrix of thc. cvo
lulion function F [ 5,6 J. Whilc in thc actual evolu- · 
tion of thc automaton thc dcfccts can interact and 
annihilatc thcmsclvcs. wc are intcrcstcd in thc sla
bility ofa single trajcctory, and wc rcstricl to thc case 
of non-intcracting dcfccts which is equivalent to 
considcring a product of Boolcan Jacobian matrices 
on a trajcclory. For thc elemcntary CA il is a Jacobi 
matrix with clcmcnts cqual to zcro ar onc on thc thrcc 
main diagonals. This in turn suggcsts a rclation with 
thc product ofrandom matrices ofthc samc type. Thc 
MLE ofthe product ofthcsc random matrices shows 
a transition rclated 10 1ha1 of dircctcd pcrcolation 
[7,8 J. 

As reponed in scction 3. !he resuhs ofsimulations 
of"chaotic" CA (whosc spacc-lime pattcrns. stan
ing from a random configuration, are disordcred and 
aperiodic) agrce quite well with the prcdictions of 
the random matrix approximation. Adding a small 
amount of noisc to thc cvolution of thc automaton, 
our approach rcveals thc existcncc of a transition in 
thc spacc of CA from a "frozcn phase" whcrc dam
agc docs nol sprcad. 10 a phase whcrc damagc sprcads 
locally with a positivc MLE closc to thc one given by 
thc product of random matrices. 

2. Boolean derlvatives, deíects and random matrices 

We are intcrcsted in thc local stability with respcct 
to a small pcnurbation, ofthc time evolution ( 1) of 
the configuration z. Lct us denote by t"' a defect at 
sitc i as thc configuration with clcmcnts =; =c5,.¡,j= l. 
.... L, and &,, !he usual Kroncckcr symbol. Thc con
figuration y(/) =Jt(l)Ell:'" differs fromz(I) only al 
sile i ( the XOR opcration Ell is pcrformcd si te by 
sitc ). Oepending on F and on thc configuration z, 
thc defcct ; "' can origina te in onc time stcp up lo 
thrcc defects in sitcs i-1, i and i+ l. Thcn · 

z(t+l)Elly(t+I) 

=F:,,_, "t''-' 'EBF;,, ";WEBF:,,+Í."t.''+1 > ' •• • 

whcrc F;,=O, 1 and thc ANO opcration·." is·pcr' 
formcd bctwecn the numbcr Fí,; and cach clcmcnt 
of thc dcfect ;u•. The quantilics 

F' -~ ax1(1+ 1 l 
'·' - . :ax,(I) · 

ár~ "iiic ~idlll~n1s ~r the Ba~lcan Jac~bian matrix F' 
of F. Thcsc árc dcfincd in tcrms of thc Boolean dc
riva1ivcóf 1hc locatcvolution rulcfofeq. (2); for 
instanCC .;. · 

ax,<1+1 l 
iJX,+1 (1) 

=f(x,_,, x,,x,+ 1 )Ell./lx,_,, x,,x,+1 $1). 

Since f has range I, iJx,(t+ 1 )/élx,(I) vanishcs if 
1 i-jl > I, and F' is aJacobi matrix. lfthc local evo
lution rule is expresscd in tcrms of ANO and XOR 
operations ( ring sum expansion ), the Boolean de
rivatives extrae! the linear pan off. 

We are intcrested in thc limit ofa small initial pcr
turbation 10 a given trajectory. This limit corre· 
sponds in discrete dynamics to thc presence of only 
one point dcfcct. lf, during the evolution, m dcfccts 
appcar, wc consider m replicas of the system and as
sign one of the defects 10 cach onc. We indica te with 
N,(t) thc number ofreplicas carrying the defcct i'" 
al time t. lf for instance, we stan al lime zero with 
only one dcfect at sorne sitc i (N,(0}= 1 ), and the 
rule allows the spreading of the defccts to the siles of 
the ncighborhood al cach time step; at I= 1, 
N,_ 1=N,=N1+1=I: at 1=2, N,_2=N1+2=I, 
N,_ 1=N1+ 1=2, N,=3. cte. 

Thc timcevolution ofthe numbcrofdefcctsat sitc 
i is given by 

N,(I+ 1 ¡;; L F,;,,(l)N,(t). 
J 

or. in matfix for_m, 

N(,t+i l,=;t~(t),, (3) 

whe~~-lh{·cle.;:,ents of F' are not interpreted as in
, tcger numlicrs. lt is wonh noting that N,(I) is also 
the numbcr of paths in defect space thal reaeh thc 
site fat Íimc t staning from any dcfect at time t=O. 
·' We define the finite-time MLE .l( T) of thc map 
(3) as 

·. 1 ,. 
.l(T)= T,~1 log1¡(1), 
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where the local expansion ratc of defccts 11 is defined 
as 

11(1)=JN(t+l)J/JN(1)J, 

and JNJ ='r1 N1• In the following .l(oo) will be de· 
noted simply by.<. This definition is meaningful be· 
cause the number J N( 1) J can diverge exponentially. 

lf .<.¿O the n umber of defects ( the damage) de· 
creases exponentially 10 zero. while if .l>O the dam· 
age spreads. Let us give sorne simple examples. Rule 
O that maps ali the configurations 10 lhe configura
tion {O}L, has .l= -oo because the Jacobian is zero. 
The "chaotic" rule 150 has.<= log J. because ali its 
Boolean derivatives are equal to one. A marginal case 
is rule 204. for which F' is the identity matrix and 
.< =0. The dcrivatives of thc 88 "mini mal" elemcn
tary CA may be found in ref. [ S]. 

In the spreadlng case. a reasonable approximation 
to the dynamics of defects ( J) consists in substitut· 
ing the deterministic matrix F' with a random ma· 
trix of thc same form. We thercfore consider the 
product ofrandom tridiagonal matrices M(p) hav
ing a fraction p of clemcnts on thc three principal 
diagonals equal to one. The quantily p is naturally 
intel'J)reted as the gcometric meanµ ofthederivative 
on the CA configuration for largc T. i.e .. 

( T )llT 
µ(T)= ,l]fi(I) 

and 

J L 1 

jl(I)= JL,~, .I:_, F;,,.,. •. 

The evolution of the number of defec1s in lhe ran· 
dom matrix approximation defines a directed bond 
percolation problem with control parameter p, as· 
suming thal a site at Jocation i at time t is ºwet" if 
N,(1)>0. Observe that N,(1) gives the numberofdi· 
rcctcd paths that reach site i at time 1 inside the per· 
colating cluster. Therefore we expect a second-order 
phase transition at p=p, with ordcr parameter the 
density ofwet sitesp(/). 

Wc havc fir<t localizcd 1he percola1ion 1hrcshold 
at p,=0.441 ( 1) (where thc number in parenthcsis 
is the error on the last signilicant digit) by looking 
at the asymptotic behavior of the order parameter. 
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Then, staning with an initial condition where ali the 
sitesare wet, we have verified thatp(IJ-i-"" atp" 
with P/111=0.155 ( J) the usual exponen Is of directed 
percolation. 

The results of 1he random matrix approximation 
are reponed in lig. 1. where lhe curve shows the de· 
pendence of the MLE .< for lhe producl of random 
matrices M(p) as a func1ion of p. For p<p, l= 
-oo. Al p" for sufficienily large T. 

.<( T) =.l+aT-•. 

with .l=0.237(2 l.x=0.68(4) and a>O. This shows 
thal al 1he cri1ical poi ni 1he number ofwalks on 1he 
percolalion clus1er grows exponentially with time, 
wilh an e1Tec1ive coordina1ion exp(}.). The exponen! 
x. which is no1 usually defined in percolation, might 
be related to the critica! exponents fordirectcd walks 
[ 9 I. Thc data at the percolation threshold were ob· 
tained by letting a JO' X 104 random tridiagonal ma• 
trix evolve during 4000 time steps for JO realizations. 

We obtain a mean field approximation replacing 
M with a constant tridiagonal matrix with elcments 
equal top. The corresponding MLE is.l=log 3p which 

t.2 

t.t IOJ: UD 

0.9 "' 
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Fig.· J. Thc curve shows 1he MLE .4. ofa random lndiaaonal ma-. 
1rix as a function.of p. The diamonds show lhe asymptotic vaJue 
of A f0r .. chaolic .. CA~ Resuhs far the CA were obtained wi1h 
T=SOOO, L=Sl2 and a0 =0.5. 
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iS Posiíive for p~ J. Our numcrical simulations agrce 
well with this mean field approach for p ~ p" with a 
maxiínum deviation of 18% at P=p,. 

In the numerical calculation of the Lyapunov ex· 
ponent;. one needs to renormalize N( t) [ 1 O]. This 
is impossible if Nis defined over the integers. How
ever, since the Lyapunov exponents are indepcndcnt 
of the choice of the initial vector and of the norm in 
the ergodic case [ 11 ), we let F' (or MJ act on some 
abstract ··1angent" space in IRL. using thc usual Eu
clidcan norm. Applying standard mcthods onc ob
tains the Lyapunov cxponcnts rclatcd to thc cxpo
ncntial divcrgcncc of thc norm of thc product of F'. 

J. Elemental')' cellular automata 

We computed the mean number of ones µ( T) in 
the Jacobian matrix and the finite-time MLE .t( T) 
for ali the 88 "minimal" elementary CA for l = 2S6 
and l=SI 2 and SOOO.; T.; ISOOO staning from ran
dom initial configurations with fixed fraction a 0 of 
live sites. ao=L - 0í: x,(0). The quantiticsµ( T} and 
A( T) are gcnerally already asymptotic for T- 5000; 
moreover they show a very weak dependence on a 0 

for 0.2.;a0 .;0.8 (only rules 6. 25. 38, 73, 134 and 
154 vary bctween 10% and 20%). 

We note that 
(i) CA with constan! F' independent ofthe con

figuration (rules O. 15, 51. 60, 90, tos. 1 SO. 170 and 
204) have A=log3µ withµ=O, l. i or l. 

( ii) CA for which ali configurations are mapped 
to a homogeneous state (rules O, 8, 32, 40, 128, 136, 
160and 168) haveA=-oo. Thecontrol parameter 
µ is zcro. Thcse are class 1 CA in Wolfram's classi
fication [ 3 J. 

(iii) "Chaotic" class 3 CA with nonconstant F' 
(rules 18, 22, 30, 41, 45, S4, 106, 110, 122, 126 and 
146) havc µ > p" A> O and the damage spreads. 

The values of the MLE for the "chaotic" CA of 
cases (i) and (iii) agree well with the random ma
trix approximation, as shown in fig. 1. This is also 
trivially true for the automata of case (ii ). 

Forthe CA with O<Jt<p" A depends on the initial 
condition: this is revealcd by choosing a special ini
tial condition N(O) hnving only nnc nonzcro rom
ponent in the map (3 ). For those automata whose 
evolution leads to a nonhomogeneous periodic space 

pattern (class 2 CA), the MLE is the logarithm of 
the largest eigenvalue ofthe product oftheJacobian 
matrices over the periodic state. The measured value 
of ;. is always nonnegative. This suggests that the 
asymptotic state is unstable (A> O) or marginally 
stable (A =0 ). One can think that the "freezing" of 
the cvolution occurs bccause therc are no ºclose" 
configurations which can be used asan intermediate 
state towards a more stable state. Therefore, we 
"heated" the cvolution by cxchanging the states of 
a small numbcr s of pairs of randomly chosen sites 
at each time step. In fig. 2, we show the values of µ 
and A for ali thc mínima! CA for which .<~O staning 
with a 0 =0.5 in the prescnce of a small amount of 
noisc. 

After the introduction of noise the CA can be di
vided roughly in threc groups. In the first group with 
A= -oo, we find ali class 1 CA and sorne class 2 CA 
(rules 1, 3, 5, 7, 11, 13, 14, 19, 23, 43, 50, 72, 77, 
104, 142, 178, 200 and 232). Rules 50, 77 and 178 
show very long transients ofthe order of 15000 time 
steps. The CA in this group ha ve a small ¡t in the ab· 
senceofnoise (µ<0.373). Rule 232, a majorityrule, 
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0.7 

~ o.e 

o.s 

I05:UD 

'"' µ.•·•\ ;,;·-. -
Fia. 2. The curve ·is thc sa~c a~ thc o~C .shoW~·in tig. 1 ~ The dia·· 
ruunt.ls !ihow lhc .\.'aluCs uf:U and;. for all lhc- minimal CA wilh 
A> O in thc prcscnce of a· small amOunt of nOise s= 2 and T =5000, 
l=Sl.2,0:o=:O~s~·.-~~::: ·,·' ,
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illustrates well a typical bchavior. Configurations {O ¡L 
and { 1 ¡L are fixed points for this CA. A single defect 
in thesc configurations is rccovcrcd in onc time stcp. 
On the other hand. an arbitrary initial configuration 
will relax in a few time s1eps to a pattern of strips. 
By adding a noise as described above. the bordcrs of 
1he strips peñorm a son of random molion, 1hus al
lowing their merging. Finally, one of lhc two fixcd 
points is rcached. according to 1he initial density of 
1he configuralion. 

The sccond group of CA has a positivc MLE. lt 
contains thc class 3 CA and rules 6, 9. 25, 26. 28. 33. 
37, 38. 57, 62, 73, 94, 134. 154 and 156 which are 
not class 3 but show local damagc spreading. Thc 
values of µ and ). are slighlly afTeclcd by thc noise. 
The CA in this group havc ¡1>p, and .1clase10 the 
curve of thc random malrix approximation. 

CA in the third group havc..!-0, a value which is 
ne ver found in lhe prod uc1 of random matrices •. The 
CA in this group have an intermediale value of 11 
(0.281 <Jl<0.54 withoul noise and J <11<p, in the 
presence of noise ). Contrary to the prcdiction of the 
random matrix approximation N does not vanish for 
long times. The CA in this group are rules 2, 4, 1 O. 
12. 15, 24. 27, 29. 34. 35, 36. 42, 44. 5 l. 56. 58, 74. 
76, 78, 108. 1 JO. 132, 138, 140. 152. 162, 164, 170, 
172, 184 and 204. Moreovcr, rules 4, 1 O, 12. 15, 34. 
42. 51. 76, 138, 140, 170 and 204 havc conserved 
additive quantilies [ 12J. 

In this Lctter we have shown how the MLE can be 
defined for CA using the Boolean derivative. A pos
itive Lyapunov exponen! is associalcd to local dam
age spreading and on the olher hand reílcc1s 1he ex
ponenti2I growth of paths on directed percola1ion 
clusters. For CA with O<µ<p, which do not spread 
damage but havc a positivc Lyapunov cxponcm thc 
introduction ofa small noisc produces a collapse 10 
..!=0 or ..!= -oo. A random ma1rix model is direclly 
sugges1ed by the CA dynamics and displays a di
rec1ed percolation phase transition. The same phase 
transition is observed in thc CA rule space in the 
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presencc of a small amount of noise. The extension 
of our definition of Lyapunov exponen! to other dis
crete systems, and possibly 10 probabilistic dynamics 
will be the subject of future investigations. 
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Abstract 

A ninc vclocities lattice gas on a square two dimensional latticc is tbe 
simples\ modcl wherc conservation of energy is a constraint indcpendent of 
conscrvatiou of mass. Wc prescut compnter cxpcriments of sclf diffusion of 
this latticc gas in a model random porous mcdium aud find thc dcpeudence 
of lhc diffusiou cocfficieut wilh energy deusity a11<l lemperaturc. 



t," 

80 

1 Introduction 
Lattice gas automata where particles move with more than one speed are used 
in the simulation of heat flow phenomena. [l, 2, 3, 4, 5, 6, 7) In contrast to the 
classical llPP [B) a!lll FIIP [!J) gases with particlcs 111oving with thc same spee<l, 
the conservation of energy is a constraint on the collisions independent of mass 
conservation. 

The thermodynamic equilibrium properties of multi-speed models are not 
normal meaning that the entropy is not an always increasing function of the en
ergy. [10) Since the energy spectrum per site has a lower and an upper bound, the 
system has a large degree of arder near these bounds and the entropy increases 
for small energies and decreases when the energy is large. This behavior is sim
ilar to that of nuclear spins.[11) The temperature assumes positive and negative 
values and has an infinite discontinuity in the maximum of the entropy. The 
simplest lattice gas that cxhibits this t.ype of behavior is a nine velocities model 
defined on a square two dimensional lattice where particles are cither at rest, 
traveling along the axes to their nearcst neighbors or on the diagonals to their 
next-nearest neighbors. For other multi-speed models, for example an hexag
onal lattice where particles may travel with <lifferent speeds, the same type of 
thermodynamic behavior holds. In section 2 we define the rnodel and present 
its thermodynamic equilibrium properties. 

From the knowledge of the equilibrium behavior of the nine velocities lattice 
gas we attempt the study of self-diffusion in an ernpty container an<l through 
a ran<lom porous medium. l\lodcl porous media bring to mind percolation 
theory but it is not yct clear that porous media occur only uear the percolation 
threshold.[12) Flows through rando111 porous media have becn studied using 
lattice gases with spccial attention to t.l1c rneasurerncnt of porosity an<l Darcy's 
law using mainly FIIP models. [13, 14, 15, 16) l'orous media have been modeled 
by random obstacles such as circles, dia111onds ar squares. ln this papcr we chose 
as obstacles circles of random radius where thc area of the pares, that is the 
space occupicd by the gas is far from the pcrcolation thrcshold. This is discusse<l 
in section 3. In section 4 we prescnt our results, mainly thc dependcnce of the 
diffusion cocflicient on encrgy density and tcmperature. \Ve end with some 
conclusions. 

2 Equilibrium thermodynamics 

Wc considcr a square two-dimensional latticc containing V sites. The state of 
the system at time t is specilied by the set of occupation numbers { n(q, i·, t)} 
where n(c¡,, i·, t) is 1 if there is a particle at sitc r with velocity e¡, and O otherwise. 
The set of ninc velocities is labeled in such a way that k = O corresponds to a 
particle at rest, k = 1, ... , 4 to thc slow particles rnoving along the axes and 
k = I ', ... , 41 corresponds to thc fast particles moving along the diagonals. That 

2 



81 

is, 
k;O 
k=l, ... ,4 (1) 
k = l', ... ,4'. 

Slow particlcs havc an encrgy ek = 1/2 whilc fast ones have an cnergy ek' = 1. 
The equilibrium thermodynamics of this rnodcl has been discussed else

wherc [10) so wc brielly present sorne results in thc microcanonical ensemble 
wherc the total cnergy E and thc total numbcr of particles N are fixed. The to
tal momentum is zero. Lct n = N /V be the occupation numbcr, nk = Nk/V thc 
occupation number in dircction k where Nk is thc number of particles moving 
in dircction k and e = E/V the encrgy dcnsity. Then 

(2) 

The particles abey a Fcrmi exclusion principie. For a fixed average occupation 
numbcr n = N /V therc exists a lower and an uppcr bound on the energy density 
e dcnoted by eF (Fermi energy density) and el\f respectively givcn by 

eF = { [.2c~J";¡ 1 OSnSl 
1Sn::;5, (3) 

[.2cm)n -3 5SnS9 

e,.,= { 
n 0SnS4 

[.2cm)~ 4 S n S 8. (4) 
[.2cm)6 s s 1is o 

For cxnmplc if n. = :i lh~ 111Í1;im11111 ~;1crgy conflg11r~Ú611 ,has a p~rticlc.at :~~si:. 
and thc other. two moving ,nlong the -axes. so that :eF·,=,J an~: Íhe .maiéimüm 
energy configurntionshas thrée fast particles so ,thát,c,\f.~ 3.• ,:, . , '. ... : 

The cntropy dcnsit.y s.is given. by. · · '. : · "'.i: , 
.. s,=~.::..s [;•k Íi1(nk) +(l :_ flk)t1i(i ~ ~lk)] :·.¡:. ·: :•: ,,.,., 

.; .·. 1: . ; ··!·:' ,; • .., ·.;.:_;5. :...;,~:,;· 

For e and n fixed the cquilibrium occupation numbcrs {n,i;f~rc"f~~rid by:~ri~x;;' 
imizing 's'subjecÍ. to (2) .. Thc equntions of state forjfihé iii\·~rse temp~rat'urc, 
P/{3 P tlie_príissÚrc al1d ¡1/{3, ¡t thc chemiéal potenÚal'foilo'\1•:¡ l1i:figúre 1 we 
show the cquilibrium occupation numbcrs for ri :· 2: ';• ''.': '' " -::,, · '" ·. : 
. , · Fór'n fixed the entropy densit.y s has a· makimuin at'e•;:·,2n/3 is'án increas
ing rúiiction for e E (ef.;e") anda deéréa5iiig funCtion fór'é'e'(é;eA1): Jlenci:; 
the'tcmperaturc is positivc for e E (ef;,e~), negali~e for'e E (é",elll) an~ goes 
to• infinit.y at e = e• (sef'.' ref. [1~]). ,>· ¡:.. :··.= ')". • ' ! ' 

- . ~- _,. '.. ! ';, i : .;: ' 
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Figure 1: Equilibrium occupation numbers for n =· 2 as .. a,funi:tion .of e;· 
eF <e< e,.,. The curves labeled by O, 1, 2 correspond to iio, ii1'and ii2; 

3 Model porous media 

Porous media (Pl\I) are a great challenge due to their complexity.(17] When 
discussing flows through Pl\I, percolation theory seems to be relcvant since the 
fluid must be ablc to pass through the media, yet it is not clear if the fractal 
nature of the infinitc cluster at thc percolation t.11reshold determines the prop
erties of Pl\I. [12] Flow through porous media is esscntially a thrcc dimensional 
problcm, thereforc modeliug a tWO dimensional p J\I requires SOllle irnaginatiOll. 
For lattice gas flows in t.\\'o di111ensions Pl\I have bcen simulat.cd with pictures of 
cuts of three dimensional natural porous rocks. [15] Also, in order to have a well
defiued and reproducible modcl random obstacles like overlapping squares [13), 
ovcrlapping circles [14] and rhombi [IG] have becn used. 

The obstacles in thesc modcl Pl\I must be large cnough to be considered as 
macroscopic, small enough so·that a large number of them may lit in a lattice 
of reasonable size and the void spaccs sufficiently large to allow the lattice gas 
to behave as a continuum. 

As candidates for a modcl porous mcdium we chose differcnt types of clus
tcrs. The first is site percolation on a square lattice where clusters are formed 
by nearest and next-nearcst neighbor sites, the others are variants of the Swiss 
cheese model of continuum percolation.[20, l!l) Percolation theory studies the 
number and distribution o(sizes of clusters of marked sitcs for a given fraction 
of randomly marked sites p .. ·For. site percolatiou we find that the percola
tion threshold Pe is Pe~ 0.400(2) in 1000 x 1000 lattices where the number in 
parenthesis is the error in the last significant digit in agrcement with previous 
calculations.[20) The set of sites in the percolation cluster M may be decom-
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Figure 2: Sitc pcrcolation. Thc full squarcs show m, thc open ones b and the 
full diamonds i ali as functiou of p. The dotted line is thc identity function. 
These simulations were pcrformed on a 1, 000 x 1, 000 sites lattice. 

posed as M = B U I where B is the set of siles on the border and ] the set 
of interior siles. Then m = b + i wherc m, b and i are the fractions of siles 
011 the percolation cluster, on its border aud on its interior respectively. Near 
the pcrcolation threshold i is close to O and increases slowly as p increases. 
This behavior is shown in figure 2. This modcl is n:>t suitable for our purposes 
since there is hardly any interior whcrc thc latt.icc gas can be considered as a 
continuum, cxcept for p closc to 1. 

111 the next two mo<lcls, a fraction 1 - ¡J of sites is filled with circles of radius 
r, the first with r coustaut au<l small compared to thc sidc of thc Jattice and 
the sccon<l onc with r choscn at random betweeu 2 and sorne value rmar again 
small with respect to thc side of the Jattice. These circles are the obstacles of 
the modcl PM. For thesc models we find from simulations that 0.31 <Pe < 0.42 
for dilfcrent rm•r· lf p >Pe thc gas mny flow around the obstacles. In figure 3 
we show thc values of m, b an<l i for thc latter modcl. The border docs not 
contribute significantly to the rnass m of thc percolating cluster. This seems to 
be a better model sincc the space occupicd by the fluid may be considered as a 
coutinuum. The same qualitative result is found for circlcs of coustant radius. 

The last two mo<lels are thc inversc of thosc mentioncd before, that is, the 
gas flows through the circles of radius r, onc with constant r the other one with 
ran<lomly chosen r smallcr than sorne rmar· A fraction of sites p is occupied 
by these circles. We foun<l from sirnulatious that 0.58 < Pe < 0.69 for dilferent 
rmar . Again, the border <loes not contribute significantly to the total mass m. 
Obstacles of any shapc may be considered. In the simulations that follow we 
chose the thir<l rnodel; the obstacles are circles of random radius. 
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Figure 3: Percolation on a square latticc with circles of random radius r as 
obstacles with 2 < r < 20. The full squares show m, thc open ones b and the 
full diamonds i ali as function of p. Thc dotted linc is the identit.y function. 
Thesc simulations were performed on a 1, 000 x 1, 000 si tes lattice 

4 Diffusion in a model porous medium 
111 the experimcnts we used a 200 x 200 sites lattice in which a fraction p of 
sites is occupied by circlcs of random radius r with 2 < r < 10. Ali expcriments 
werc performed at fixed valucs of the average cncrgy pcr sitc e and occupation 
number n that define a thermodynarnic equilibriu111 statc characterizcd by the 
occupation numbers of rcst., slow and fast particles Ji0 , Ji1 ami 7í2 as mcntioned 
in section 2. In thc initial stat.c the particles are thrown at randorn in sucl1 
an equilibrium statc. A small nurnber of tagged particlcs (- 200) are initially 
inside a small circle of radius JO which is (obstacles permit.ting) more or less 
in thc centcr of the lattice. The latticc gas evolves as usual, ali collisions are 
considered. Jf a tagged particlc participates in a collision one of thc possible 
outcomes is chosen and the taggcd particlc is assigncd at random to any one of 
the outcoming particles. Particlcs invert their velocities upon a collision with 
an obstaclc. 

Thc diffusion cocflicicnt D was calculatcd from the relation 

< r2 (t) >= 4Dt (6) 

wliere t is time and < · > is an ensemble average over the displacement of the 
tagge<l particles. Experimentally the ensemble consisted of twent.y repetitions 
and D was estimated by fitting a straight !ine to the experimental data with 
100 < t < tma:c, and tma:c chosen in su ch a way that thc tagged par ti eles do not 
reach the sides of the lattice (for n = 2 and p = 1, tm.., = 700). 
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Figure 5: Dependence of D on e for different values of p and n = 2. Thc bottom · 
curve corresponds to p = 0.5, tbe next ones increment p by 0.1 up to the top 
curve for p = 1.0. Tbe lines are included to guide the eye. 
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Figure 6: Depcndence of D on /3 for different values of p and n = 2·. Again tbe 
bottom curve correspnds to p = O.ú, the next one top = 0.6 up to the tbe top 
curve tbat corresponds to p = 1.0. The lines are inclu<le<l to guide the eye. 
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circles of random radius and random position as obstacles. The fraction of si tes 
where the gas can How, p was chosen sufficiently far from the percolation thresh
old where the relation between the mass of the infinite cluster and p is linear as 
shown in figure 3. We expect normal diffusion so that the diffusion coefficient 
can be determined from equ. (6). The knowledge of the equilibrium properties 
of the lattice gas allows us to measure D with respect to the thermodynarnic 
parameters as shown in figure 6. 

For p = 1 the diffusion coefficient D may be found theoretically using linear 
response theory.(21, 22, 2:!, 7] The evaluation oftbe transport coefficients follows 
from the knowledge of the linearized Boltzmann collision term which depends 
on the type of collisions taken into account. In the experiments we reported 
above ali the possible collisions occur and hence the evaluation of the linearized 
Boltzmann collision term is a complex task. A preliminary calculation consider
ing only two-body collisions between tagged and untagged particles and T = oo 
leads to a value of D smaller than the experimental values. On the other hand, 
a simple mean field type calculation does not seern to explain the results for 
different values of p. 
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