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1. INTRODUCCION

La conceptualizacion del término hewristica tiene importantes interpretaciones
y tiene sentido hablar de él cuando tenemos preguntas (problemas) cuya res-
puesta (seeuencia finita de pasos) no podemos encontrar con suficiente rapidez,
por la naturaleza de la pregunta,

Las interpretaciones que mencionaremos tienen sn uso respectivo en In-
vestigueion de Operaciones (10) e Inteligencia Artificial (IA), en la primera,
el térinino se puede interpretar como todo aguélle que venga a la mente para
resolver un problema; micntras que en TA ¢l sentido de heuristica se utiliza
a un problema lo podemos plantear mediante no espacio de estados, repre-
sentado por nna grifica, donde cada vértice (estado) representa la evolucion
hacia la solucién del problema por medio de todo aquélla que venga a la
mente (porlo reqular se usan operadares que modifican a los estados gencrando
implicitamente @ sus estados adyncentes hasta encontrar un estado que repre-
sente la solucidn); en este contexo la heuristica es una estimacion que nos indica
qué tan promisaria serfa la bisqueda en o espacio de estdos, si consideramos
un estatdo determinado para aleanzar un estado que represente la solucion del
problema,

Fs importante hacer notar gne of término insteueia no tiene la debida co-
rrespondencia con su significado en espaiol; sin embargo, por costnmbre lo
nsarcmos en ugar de easo partienlar o ejemplo.

La principal idea de este trabajo es relactonar los métodos de bisqueda
hewristicos de TA como posibles métodos de solueién para problemas que
tipicamente son estudiados en IO, Parva esta, primero, se definiran claramente
los coneeptos de problema y algoritmo (con la relacidn vaturad que a cada
prablema le asigna an algoritine que lo resuelva), para despuds, definir es-
pecilicamente qué tipo de problemas nos interesard resolver; particnlarmente,
aquéllos para los que no existe un algoritino eficiente que los resuelva pues
pertenceen a la clase de problemas conacidos como No delerministicamente
Polineminles (NP); esdecir, problemas en los que la cantidad de operaciones
gue tiene que realizar of algoritmo astrondmica, lo que significa que no se podrd
aleanzar en un tiempo razonable.

Los métodos que se utilizarin para solucionar este tipo de problemas fueron
tomados de IA y se les conace como mélodos de bisqueda heurislicos, de los
cales el que sobresale es o A®. Este método explota el posible conocimiento
que se tenga del problema que se pretende resolver; ademis es un algoritmo que
bajo circunstancis especificas es conocido Ledricamente, lo que le da ventajas
sobre los otros, En el Capitulo IT se definen los conceptos de problema en
general y problema de optimizacién combinatoria, ademids de dirse la relacion
eptre algoritmos y problemas,  Luego se define con qué hevramientas de la
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Tearfa de la Computacidn se representard a los problemas de optimizacidn,
estas herramientas se conocen como esquemas de codificacidn y son capaces de
representar a un problema con nn lengnaje formal determinado,

i el Capfitulo III, se definen claramente los coneeptos de algoritmos de-
terministicos y no deterministicos, los cuales implicitamente diferencian las
clases de problemas, Ademds, en este capitnlo se meaciona la clase de proble-
mas NP-C (a la cual pertenecen la mayorfa de los problemas de 10) funda-
mentdndose lo necesario para su estudio tedrico,

En el Capitulo IV, se muestran inicialmente, tres estrategias para el diseiio
de algoritmos: Divide y vencerds, Algoritmos Glolonesy Biisqueda Local; poste-
riormente se definen los problemas de biisqueda y las primeras estrategias para
solucionarlos, conocidas en TA como du fuerza bruta: Estrategio de Bisqueda
alo ancho y Estralegin de Bisqueda en profundidad, las cuales se basan en los
algoritinos de explovacion en grdficas que se mencionan en el Apéndice A,

En el Capitulo V, despuds de que se mostrd la uecesidad de huscar en
un espacio de estados, se analizordn los métodos de bisqueda henristicos y se
propondrdn algunas funciones heuristicas que satisfagan las condiciones para
garantizar fa optimalidad del procedimiento A®, puds tambidn se verd que para
algnnos casos ol procedimiento se comporta exponencialmente,

Silverio David Meneses,
Cd. Universitaria 1995,
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2. PROBLEMAS Y ALGORITMOS
/

En este capitulo se analizard detalladamente el coneepto de problema dan-

dose dos puntos de vista cldsicos: la de [Garey, Johnson (1979)] y la [Me-

Naughton(1982)], posteriormente, se definirdn los probleinas de Optimizacion

Combinatoria y se dard una introduecién breve al concepto de algoritmo, Final-
mente se definirdn a los Problemas de Decision y los esquemas de codificacion,
estos (ltimos nos servirdn para representar las instanseias de los problemas de
decision como lenguajes formales sobre algin alfabeto particular,

2.1 Conceptos Basicos

Un Problema 11, segin [Garey, Johnson (1979)] es una pregunta gencral, nor-
malmente con varios pardmetros (o variables libres) que no tienen valores es-
pecificos.

Un problema se describe dando:
1. Una descripeion general de todos sus pardinetros, e

2, Un enunciado especificando las propiedades que debe satisfacer ln res-
puesta o solucion,

Una [nstancia del problema 1 se obtendrd especificando valores particn-
lares para todos los parametros,

Sin embargo, (McNaughton(1982)] da una definicién en la que no se consi-
deran explicitamente los parimelros, (o incluso variables)

Definicion 1 Un problema Il ¢s una clase de preguntas, donde cada pregunta
de la clase es una instancia del prablema,

Generalmente, un problema es una clase finita de preguntas que pueden ex-
; presarse por una oracion interrogativi, Por ¢jemplo, consideremos una coleceidn
| C de conjuntos finitos y un entero positivo k <| € |, ;Ciial es el entero positivo
" ky tal que C contione al menos & subconjuntos ajenos?, En este caso la oracion
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el enlero positivo k indica que o pregunta estd determinada sélo cudndo se
especifica un entero positivo. Alora biew, si tomamos

C=MmUAUA3U LU A,

con A # @y k=100 < n, tenemos la sighionte pregunta: jC contiene al
menos 100 subconjuntos mutupmente ajenos?, dicha pregunta representa una
instancia para el prablema (a este problema se le conoce como set packing)

MeNanghton clasifica a los problemas de matemdticas en dos tipos: los
printeros son los que obticnen algin valor de una funcidn que es evaluvada por
un argnmento dade, donde no siempre la funcidn es numérica, El segundo tipo
de problemas es aquel donde las posibles respuestas pueden ser si o ne.

La clasifieacidn de MeNaughton hace referencia a los problemas de decision
-que veremos mas adelante- los enales de cierta manera pueden representar a
problemas que estin en fa primera clase,

Bl tipo de problemas que nos interesardan son los Problonas de Optimizacidn
Combinatoria (POC), que pertenencen a lu primera elase de la clasificacién
de McNaughton, Y [Papadimitrion, Steiglitz(1982)] los definen como:

Definicidn 2 Un problema de optimizacidn combinatoria es un problema de
mazimizacidn o minimizacidn y se especifica por un conjunlo de instancias,
donde una inslancie cs une parcja (U, k), donde el espacio de soluciones T’
denola al conjunto finite de todus las posibles soluciones y una funcidn de
coslo k, que a cada salueidn le asocia un wimero veal, definida comn;

k=R

donde, de manera usual ® denole ol conjunto de los wimeros reales,
Denotaremos a y* € ' eomo la solucidn dptima global y en caso de mini-
mizacidn y* debe cuapliv:

ky*) S k(7), vy el
In ol caso de mazimizacion, ¥~ debe ewmpli:

k(") 2 k(y), ¥y el

Considerando lo anterior, la pregunta natural que surge es jedino se pueden
resolver esos prablemas? Bs deciy, § Bxiste un método que resuelva ef problema
para cualquier instaneia de dste y ademds cada vez que consideremos la misina
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instancia nos de el mismo resultado?,

En general a un método que sarisfaga los requerimientos de la pregunta an-
tevior lo denominaremos Algoriting; este concepto se formalizard mds adelante.

De esta manera se puede pensar que un algoribmo es un procedimiento

computacional bien definido que toma algiin conjunto de valores como entrada

y produce algin valor o conjunto de valores como salida, ver [Rawlins(1991)).

, Ademis, debe dar lasolucién a problenmas mas generales y tener una estructura

, ©que se pueda modifiear fdcitmente, Por lo que un algortimo debe enmplir con
| las siguientes propiedades [Rawlins(1991)}:

o Entrada; Se debe especificar la informacidn necesaria de la fnstancia
f o Salida: Especeifica los resultados obtenidos para una instancia

o Definido: Cada paso estard bien definido,

e Finito: Puede ser deserito en un witmero finito de pasos,

e Correcto: Debe cucontrar la pespresta correcta del problema.

e Completo: B algoritimo termina.,

o Predecible: Siempre encnentra el ismo resultado i se le da fa misma
cutrada,

’

r ‘e v . + 3
Fambién existen otras propiedades que considerar cuando el algoritmo se
implauta en algin lenguaje de programacion:

o Factibilidad: El algoritmo debe ser realizable,

e Claridad: Los algoritmos elaros son faciles de codificar y de probar que
son correctos,

¢ Brevedad: Los algoritimos cortos yeprosentan menos cddigo, y confianza
en la denosteacién de su desemperio,

Continnando con los caneeptos de MeNanghton, considérese la signiente
i definicion,

Definicién 3 Un algoritmo pare un problema 1, cs wn canjunlo organizado de
instrueciones yue responden una pregunla planteada, la cual es una instancia
de 11, sujelo a las signienles condicionis:

; CONCEPTOS BASICOS 7



1. Bl algoritmo estd realmente eserita (es posible que empiece a ser escrito
como una cxpresion A finita de algin lenguaje).

2, Dada una entrada la ejecucion del algorilino deberd responder la pregunta
del problema que se prelende vesponder con esle,

3. Es posible obscrvar la cjecucidn de un algoritmo como un proceso que se
realiza paso @ puso, dondr Ins acciones que se vealizan de un puso a otro
son simples,

La accion de cada paso, incluyendo posiblemente una aecidn para ter-
minar y los resultados de esta accidn, con respeelo a la cjecucion, son
estrictamente determinadas por lu eserituva de una expresion A, a partir
de las ealradas y ol resullado de los pasos anleriores.

b

Después del tdvmina la respuesta se espeeifica cleramente,

v

6. Para lodos las posibles valares de las cutradas, la ejecncidn finalizard
despuds de un wiimero finito de pasas,

Laidea de Algaritma Eficiente siempre dependerd del tipo de problema que
se esté analizando, de esta manera wn problema puede ser solucionado usando
diferontes algoritmos, de los enales algnnos pueden ser mds eficientes que otros
con respecto al tempo de ejeencidn, que es ol tiompo que tarda en resolver el
problema, y al cspacin que se oenpe.

Se supondrd que el ticmpo de gjecucidn de nn algortimo es proporcional al
nimero de operaciones clementales que reatiza al ejecutarse (Hamado también
desempeiio Computacional). Llamaremos tiempo o complgjidad temporal de
un algoritmo a su desempeio computacional, Asf niismo, se le Hamard espacio
de abnacenamicnlo al mimero de loealidades elementales de almacenamiento
que ntiliza,

El desempeiio computacional y of espacio de almacenamiento dependen de
la cantidad de datos de entrada (Hamado también tanatio del problema),

Ademis se ha hecho na distineidn que facilita la cavacterizacion con res-
pecto al desempeno compntacional de los algoritmaos, la cual los clasifica como
polinomiales y expaneneiales en funcidn al tamaio de ky entrada,

Lo anterior serd inds claro si consideramos la signiente definicion, gue re-
presenta of eveciimiento asintético dewna funcidn (1), donde O(s(n)) denota
la clase de fanciones cuya funcidn asintdtica es ¢ - s(n) para alguna ¢ € R,
usualmente a O(s(n)) se le eanoce como el Orden de complejidad s.
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Definicion 4 Dircmos que [ cs de Orvden de Complejidad s con respeeto a la
entrada de tamaio n y lo denolarcmos como

I(n) € O(s(n))

si Je € R tal que
Hn) < e s(n).

De tal manera, los algoritmos de ticmpo polinomial se definen como aquéllos
cuya funcidn de complejidad es O(p(n)), para alghn polinomio p, donde n es
el tamado de la instancia del problema; O(s(n)) representa solo el peor de los
casos del comportamiento del algoritino para la instancia de tamario n,

Cnalguier algoritmo enya funcidn de compljidad no pueda ser acotada de
esta inanera se lamarid algoriting de ticimpo ceponencial. (esta definicion in-
cluye funciones de complejidad no polinomiales como nlesn),

La distineidn entre los dos tipos de algoritmos tiene nn siguificado particn-
lar enando se considera la solucién de instancias grandes, pues se sabe que la
razou de erechmiento de las funciones exponenciales es mucho mayor que en las
polinomiales,

Esto hace pensar que los algoritmos de tiempo exponencial no son buenos
(considerando s6lo el peor de los casos). Sin embargo, un ejemplo que lo con-
tradice es ol algoritmo simplex, el enal, Ledricamente, en ol peor de los casos es
de tiempo exponencial pero en la prictica es un algoritmo de tiempo poline-
mial, ver [Fang,Puthcupnra (1993)].

De tal forma que acordaremos que un problema no estia bien resuello hasta
que no se conozea un algoritmo de tiempo polinomial que lo resnelva, Por lo
tanto, se considerard un problema como ntralable si el mejor algoritie cono-
cido que lo resnelve lo hice en tiempo exponencial,

2.2 Problemas de Decisién

Yava contintar, consideremos alora, of segnndo Lipo de problemas de la clasi-

ficacion de MeNanghton, los enales nos servivin para formalizar la Teorfa de
la Complejidad. A estos problemas se les conoce como problemas de decision
(pd) y s6lo tiene dos posibles respuestas: la respuesta 7o la respuesta no,

PROBLEMAS DE DECISION 9
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La forma usnal que se considerari para la especificacion de problemas con-
siste de dos partes: la primera parte especifica ana Instancia Gendriea del
problema en términos de varios componentes, los enales pueden ser conjuntos,
graficas, funciones y nimeros, entre otros, La segnnda parte responde una
preguata del tipo si-no en téeminos de la instancia genérica,

Para fjar ideas, consideremos como ejemplo el Problema del Agente Via-
jero. [Garey, Johnson (1979)).

Problema 1 PROBLEMA DEL AGENTE VIAIERO (pav)

Sea un confunto finilo de cindudes
Al
O= {("l Y 62 Gy 0oy "vl}»
d wna funcidn definida como:

d:CxC— R
(uy0) = d(n,v)

y ademds una constante I3 cn el conjunto de los mimeros enleros 2.

Pregunta ;Lriste un recorvido gue pase por todus las ciudades una y sdlo
una vez, enya distuneia sea menor o igual a 3 ¢
Es decir, 4Bxiste wn conjuuto ordenado de cindades de la forma

((fp(l)q Cp(2)s Cp(ia)s ores ('p(u))

tal que

ne|

3 d(eyys Cpgign) + d(Cpupreuny) < B?
£

Lste ejemplo en particnlar muestra como de i problema de optimizacion
se puede derivar un problema de decision,

Si en el prohlema de optimizacidn se preginta por una estructura de cierto
tipo, que tenga un costo minimo de entre todas las demds estractiras que
lo solucionan, se puede asociar & este problema el problema de decision que
incluya una cota numérica I3, conto un pardmetro adicional y que pregunte si
existe nna estruetura del tipo requerido con un costo no mayor a . (Los pro-
blemas de decision tambicn se pueden construir de problemas de inaximizacion
en forma andloga, reemplazando no wds por al menos).

Por lo dicho en el parralo anterior, nos interesara poder representar a los
problemas de decision de manera conveniente para su estudio tedrico,

La representacion que haremos de los problemas de decision se basa en que
la correspondencia entre un lenguaje formal y un problema de decision estd
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dada por los esquemas de codificacidn, los enales se usan para representar las
instancias de un problema.

Para tener una idea clara de la corvespondencia de los problemas con los
lenguajes formales y los esquemas de codificacion, ciertos Lérminos deben estar
bien especificados,

Epezaremos dicienda gue i simbolo es an tédrmio primitivo que forma parte
de un alfabeto,

Un alfaheto £ es un conjunto finito de simbolos, Una cadena es una stcesion
finita de clementos de £, St 2 y y son cadenas, entonees la concatenacién de a
con y os la cadena ay. Ahora bien, si xyz os una cadena, entonees ln subeadena
x es ol prefijo, y os ana subeadena y la subeadena 2 os ol sufijo; a la cadena
vacta la representareimos por €, Se denotard la longitad de la cadena @ como
[, ¢ indicard el mimero de sinbolos que tiene . La fougitnd de la cadena
vacia estd dada por | ¢ |= 0.

Un lenguaje sobre X es ai conjunto de cadenas formadas por simbolos de
X. Sean Ly y Ly dos lengnajes, of lenguaje Ly Ly, Hamado s la concatenacion
de Ly con Ly cs ¢l conjunto

Ly Ly ={ay | € Ly € Ly}

Explicaremos ahora otro concepto importante; sea L un lengnaje, entonces
definimos Lo ={e} y Li = L+ Lioy parad = 1,2, La Cervadura de Kleene de

L se denota por 7 = Y Li. Bs decir, L7 es o} conjinto de todas las cadenas
=0
finitas que se pueden forman a partiv de L.

Ahora bien, st L C L* diremos que L os un Lenguaje formal sonbre el
alfabeto ¥

Por cjemplo, si L = {00, 11} entonces

L= &, 00, 11,0000, 11O, YEEL,0011,000000, 110000,
©OTL LELID0, 00011, 00001, THO0T T, PHELEL 000 0, .. |

De tal manera que L* es ol conjunto de todas las cadenas que Lepen suce-
siones de fongitnd par de cevos y /o mios y vieeversa, inchiyendo ¢ por ejemplo,
las cadenas 1010,0101 ¢ L, porgne sus sucesiones de ceros y/o mos son de
longitud impar,

De da wisma manera si $es on alfabeto, £ es of conjunto de todas las
cadenas de simbolos do ¥,

Por cjemplo, si X = {0,1}, entonces £* cansiste de §a cadena vaeia ¢, las
cadenns 0, 1, 00, 11, 000, 001 y las cadenas linitas que se puedan formar con
combinaciones de coros y nnos,
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La correspondencia entre un lenguaje y un problema de decisidn esti dado
por los esquemas de codificacidn, los cuales se usan para representar las instan-
cias de nn problema,

En general, un esquema de codifieacion para un problema de decisian 11,
se ntiliza para describiv cada instancia de 11, con mia cadena apropiada de
stmbolos sobre algin alfabeto L € E* fijo.

Entonces, como los esquemas de codificacion son capaces de distingnir las
instancias de un problema, con base en las cadenas de algun lengnaje L, nece-
sarfamente generan una particion (relacidn de equivadencia) sobre L, cuyas
clases se distingnen como:

1. Aquéllas que no son codificaciones de instancias de I,
2, Aquellas que codifican instancias enya respuesta es no,

3. Aquéllas que codifican instancias cuya respiesta os s A esta clase la
denotaremos conto Y.

Esta tercera clase de cadenas reprosenta un lenguaje asociado con el pro-
blema I y vl esquema de cadilicacion e, y esti dado por:

¥ es un alfabeto nsado pore y @ es nna

Lille]={2e X" v . \ \
[N, e] codificacion bajo e de una instancia / € ¥y

s este lengnaje formal el que nos servied para poder representar todas las
instancias vilidas de un problema I, es deciv, si algin resultado se cumple para
el lengnaje LI, e), entonces s enmple para el problema 11 bajo ¢} esquema e.

Sinembargo, el principal problema que se enenentra en esta parte es jedmo
podemos construir un esquema de codificacion para un problema 1, que sea
simple (considerando el niimero de simbolos de an posible alfabeto)?, La res-
puesti a esta cnestion se puede encontrar si somos capaces de hacer que un
esquema de codificacion asocie instancias de [T con eadenas estructuradas de
un alfabeto definido por W = {1,0,—,(,),[,]} de la siguicate manera:

1. La representacion hinaria de an entero & como una cadena de ceros y
nios (precedidos por = si & < 0) es una cadeni estructurada para &

2. St es moa cadena estrncturada para & € N, entonees [£] es una cadena
estrncturada, que puede ser nsada como un nombre (por cjemplo para
nn vértice de nna gralica o algim elemento de an conjunto)

o

Siaery g,y e, g son cadenas estrictiradas que representan a los ob-
. 4 7

Jetos Xy, Xy, Xa, o Noy entonees (g, w2y 2y 00 290) 08 1ma cadena estiie-
turada que representa ala secuencia <X, Xo, Xy, oy Xon>
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Para encontrar un esquema de codificacion para un pd, con el lenguaje
especificado en el formato anterior, primero, se tiene que especificar como se
construye la representacién para cada tipo de objelo, Despuds, se Liene que
construir una representacion para cada objeto eu la instancia como una cadena
estructurada, La representacion de la instancia completa estd determinada por
la regla 3.

Para hacer mis explicita la relacidn entre los lenguajes y los problemas
harcinos una representacion, a la que le llamaremos la representacion usual de
un problema, En gencral hareinos lus sigiientes suposiciones:

). Counsideraremos la representacion en decimal de Jos enteros (o como se
menciono antes la representacion binaria, segin sea conveniente)

2, Los vértices de nna grifica los tendrdn represeutados por los enteros 1, 2,
3,4, .oy cadificados segiin lasoposicion 1. Una arista serd representada
por la cadena (4, §) donde iy j son las yepresentaciones de los vértices,

-

Las expresiones ldgicas con n variables proposicionales se representarin
por cadenas en las enales Jos simbolas:

a). *representa lu conjuncidu,

h). + representa la disyuneidng

¢). = la negacidng

d). los paréutesis ),( serdn usados si ex necesario enfatizar algin pardmetro

¢). loslos enteros 1,2,3,4, ., 0 representan las variables proposicionales,

Problema 2 PROBLEMA DEL CLIQUE (pc)
Sea una G una grdfica no divigida. Un k-clique es una subgrdfica completa
de G con ke vértices, donde cada parcja de vértiees estdn concelados por nna
arisla, La question cs:

gdada wna grifica Gy wn calero b, G contien wn k-cligue?

Suponyamos como instancin In gedfiea de la figuea 2-1, y b = 3, la enal
puede scr codificada por lu radena:

3(1,2 (I,‘l)('.'.,3)(2,4)(3,4)(3,5)(‘],5)

Ll primer catero represeata ol valor de ki y las siguicnles parejas representan
aristas, donde v; es representado pori,
El lenguaje L que vepreseata el problema de eligne es el conjunto de cadenas
de la forma
I"(lh.’l)(L'b]2)("3‘].’l)v'-(lnnjm)

tal que la grifica con avistas (iy, j,) para | < v <o licne un k-cligue,

PROBLEMAS DE DECISION b}
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figura 2-1  Una grifica no dirigida

Otros lenguajes Lambidn son capaces de vepresentar ¢ problema de clique,
pav cjemple, la canstanle bopuede estar ol final de la representacion de la
grifica, o cn tambicn se podide nsar la vepreseptacidn decimal para los enteros.

Fav el signiente capitulo seri mids elaza la correspondencia que guardan los
esepienias e codificacion y los lengnajes e los problemas de decisién, ademas
seasavan para definie ol coneepto de algoritiio, asi como las diferentes clases
die problemas: polinominles (P), o deterministicamente polinomiales (NP) y
no determindsticament e polinomiales completos (NP-C),
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3. TEORIA DE LA COMPLEJIDAD

Laidea principal de este capitulo es dar las hases suficientes para poder susten-
tar formalimente el coneepto de algoritmo y la teoria de las clases de problemas,
Empezaremos definiendo de maneriy general ¢l concepto mds importante para
la representacidn de wn algoritimo, la cual se conoce como mdquina de Turing
(MT). Continuaremos con la deseripeion de dos modelos equivalentes de ln MT
propuiestos por [Garey, Johuson (1979)], que nos servivan para definir las clases
de problemas polinomiales (P), wo determinfsticamente polinomiales (NP)
y no detepministicainente polinomiales completos (NP-C), Finalmente men-
ciomareros algunos prohlemas de optimizacion combinatoria que pertenecen a
esta ltima cluse,

3.1 Madquina de Turing

Liv mignina de Turing es una estenetura: matemitica gue Ine propuesta por
Alan Turing en 1936, [Brookshear (1989)).

Bl propasito de su constrneeeion fue desarrollar nna estruetura matenidtica
en la cual se pudiera modelar caalquier proceso que pudiera considerarse como
cilenlo,

El modelo propuesto por Turing es mds general que las computadoras ac-
tuales, porgie una MT no esti vestringida por espacio de almacenamiento
(esto se verd mids adelante), mientras que la compuotadora puede agotar su ca-
pacidad de almacenamienta. Ademds la Tesis de Turing que se refiere a que
el poder de cileulo de una MT es tan grande como el de enalquier posible
sistomi de compitto, en general os aceptada por los especialistas de ciencing de
la computacion, ver [Brookshear (1989)].

A contimtacion se davi ia definicion de ima MT-deterministica (MTD)
tomada de [Papadimitrion (1994)], la enal se especilica como signe:

Definicion 5 Una nuiquina de Twving deterministica es una cuartcta
1‘/ - ((,,), .\:,(S'. {/n)
donde:

1. Q cs un congunlo finito cuyos clementos son denominados estados

2 qu € Q cs el estado juicial

TEORIA DE LA COMPLEJIDAD 15
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Y es un congualo fintlo de stmbolos y se Hama alfabeto de la miquina M.
Ademds ¥ conlicie a los clewienlos espeeiales b y O; el stnbolo blanco y
el siuholo inicial, vespectivamente,

‘

Una funcidu de transicidn /

§:Q XX = (QU {grgn}) x £ x {—, e, -}

=

Donde gy es el estado de aceptaciin y gy es el estado de rechazo, odemds
las dirveceiones del cursor se cspecifican como — para derccha, «— para
izquicrda y — paramovimientonulo, Se supondvd también que los sibolos
- ¢ XUQ.

Generalmente la lieion § os ol programa de Ta miquina, y especifica para
cada parcja de estado-stabolo wna y s6lo una tripleta de la siguiente manera

g o) = (¢'sp, D)

donde ¢’ os algiin estado, p os el simbolo que sustitnivi a ay D € {—, —, —}
es L direecion en a enal ol enrsor se ioverd,
Yara las parcjas de la forma (¢, Q) se deberd enmplir que

6(q,0) = (¢,0, —)

es decir, O siempre divige ol enrsor ala derecha y mmea es horrado, Diremos
tamnbién que § es una fuacidn de transicidn deterministica, Mds concretamente
a M se e Namard mdguing de Turing delerministica,

La ejecucion de la mdquina M cimpieza con el estado g, se inicinliza una
cadena finita de simbolos w € (L = {h})* precedida del simbolo inicial ©.
Diremos que w es la entrada de le mdquina, ‘

De esta manera siempre tendremos una configuracion inicial para 8, la cual
se especifica como

gy @) = (4,0, =) (1)

A partir de esta confignracion inicial, M realiza las opernciones que corres-
poudiun con la definicicn de 8. Como 8 es i fincion completamente definida y
el cursor nunea regresa a la izgnierda, siempre empicza con (1), por lo que sélo
hay una razén para que la cjecucion del programa termine: que se encuentre
uno delos dos estados de paro, gy o qy.

Stla miquina M termina y enenentra ol estado gy se dird que la méquina
acepla lo entrada, si ol estado que se encontrd fue gy se divd que la entrada se
rechaza. Tambicn existe la posibilidad de que para algunas entradas la maquina
M no se detenga,

Las méquinas de Tring pueden ser pensadas como algoritinos que resuclven
problemas expresados con cadenas de simbolos que vepresentan inslancias de
cualguier problema, (bajo algin esquema de codificacion)

TEORIA DE LA COMPLEJIDAD



El modelo gue a continmacion se espeeifica, tivne como hase el concepto de
no delermninisma, el cual tene uni interpretacién especifica en la teorfa de la
cotputacion, con base en la Tuneidn de transicion 8, porque en esta ocasion
fa funcidn vo le asocta a las parjas formadas por Q x Sigma un elemento del
conjito

R =(QU {araw)) x £ x {=, =, =}

sina con un subcanjunto £ € (R), donde p(R) denota al conjunto potencia
de R. Lo que significa que no se podrd especificar cual di los elementos de R
es 1a tripleta indicada para encontrar un estado de paro, depuds de un nitmero
finito de ileraciones,

Definicién 6 Une miquina de Turing ne determindstien bf (MTND) ¢s una
mdyuing de Turing con une funcicn de lronsicide wo delermindstice definida
como:

0 XE~RCp{QUiprgn}) x L x {=,~,~})

Este concepto considers of caso de fa maquinas deterministicas, povque
cualguier tripleta definida por Ja funcién de transicion deterministica esta con-
tentida en p(R).

Lo anterior hace pensar gne la idea de no determinfsmo es mds general
que faidea de determingsmo, porgae todo Jo que se pueda representar en un
modelo deterministico siempre se poded representar en uno no deterministico,
esto serfa siempre que existiora un lengaajos admitido por nna MIND que no
fuera admintido por nna MTD. Sin embhargo, se puede demostear qne Ja clase
de lenguajes que son aceptados por una maquina deterministica es equivalente
ala clase de Iegnajes reconocidos por nna no deterministica, (ver [Brookshear
(1989)))

El Tuncionandento usual de nna nidquina no determinislica es semejante al
de una niiquina deterministicn, para toda cadena e, con Ja salvedad de que en
cada pase se escage de 2 una tripleta de manera arhitraria (en algunos casos se
pueden verificar todas las tripletas que estén en R, para cada pareja (¢,0) que
intervenga), y si de esta manera se encnentraam estado de pivro gy, entonces se
dird que la maquina no deterministica N acepta a la cadena 2, de lo contrario
se dira que la maquina N orechaza a la cadena .

Para fijar ideas, necesitamos una notacion que nos permita analizar cdmo
la mdquina ejecuta las instrueciones de la funcidn de transiciones pasa a paso.

Definicion 7 Sea M = (Q. 2,0, qu) nua mdquina de Turing y scan v,y € %,
entonees wna deseripeicn instintinea (i) os wna cadena

g e N QN
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Donde zy = wyx y 23 = ywy, ademds si 2 = & enlonecs wy =€ ye =b. i
a=cenloncesuwy=¢ yy =

Bl paso de la actnal di a la signiente di, representada por sgg'sy, se denota
como:
MRS + .1]([’.‘.‘2

debienddse compliv nua de las signientes condiciones:
Losi 8(gy) = (¢, 1", =), entonees wyeqyioy B wyay'y'uy;
2,81 8(q, 1) = (¢, ¥y &), entonces wyaqying By

3. st 8(q,u) = (¢, ¥, =), entonees wyarqymg & owyieg'y'w,,

Con base en la notacion anterior denotaremos al lenguaje aceptado por una

MT coma:

Definicion 8 Sea M = (Q), £, 8,qu) wna mdquina de Tuving, el lenguaje acep-
tado por M, denaotado Loy, la vepresenta ol signicnle conjunto:

Ly = {: EX| Ju,m €X tal que quz b o F 2yqy 2 }

Es deeir, lo mdquine M aceplord o o cadena z siempre y enando después
de un cievlo niimero de pusos se aleauza el estadao de aceplacién,

Consideremos ahora, ef ejemplo de una midquina de Turing que sume dos
mimeros enteros positivos,

Ejemplo 1 Scu Z+ ol conjunto de los mimeros enleros posilivos, y sean.

NR¥ Al

Pregunta ;l2iste una MY que sca capoz de calenlar e 4 y?

Para conleslar la pregunla, peanero debemos Lener una vepresculucion con-
venicnle del conjunlo 2,

El esqpema de eodificocidn que wlilizarcmos en esla ocasidn cs la repre-
senlacidn wnarin pava los culeros, es deeir, cansideraremos al alfabeto ¥ = {1},
entonees {1} es ol confunlo de eadenos finilos formadas por 1's o ¢,

12— {1}

Sea In funeidn:
vl funid @ ()
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tal que

| w(x) |= .

Supongamos ahora, que la concalenacion de las cadenas w(e) y w(y) estd
separada sdlo por el simbolo ), cs deciv, lus cadenas de cutrada pura la mdquina
M son del lipo w(x)0w(y). Despuds de lerminar con los edlenlos se desea que

en lu cinla de M este la cadena wia +y), y que ol cstado sea gy,

Eu olras palabras, wsando deseripeiones inslanldneas, tenemos que encon-
trar un programe pura le wdquine M que sca capaz de Hevarnos en wna se-

cuencia finile de pasos de la cadena gow(x)0w(y)  le cadena gyw(x + y)0.

Porla mancra co que estin represcutados los wimeros en la mdquina M es
Jdcil ver que su swma s simplemente la concalenacidn de sus eodificaciones,
La mdquina que se propone es lu siguicale:

Sea M = (Q = {qug g9 )L = {1,0),8,q0) donde & sc define en

sequida:

=~ D e L —

ﬁ((/.,, l) = ('/U! =)
g, 0) = (g1, 1, )
g, 1) = ('/l! I, =)
(g1, 0) = (92,0, )
6((/2\ l) - ('/.'h”\ “')
Mgy 1) = (g3, "‘-)
(g3 ) = (v, 1,>)

Para eaplicar o funcionamicnlo de la mdquina supingase la siguicnte cadena
de entrada (fuslancia);
=4 yy =3, culoces wie) =111 yw(y) = L. Es claro que
la eadena que se quicre cocontrar es w(e + y) = L0, Usando las di’s
tenemos que:

Sea x

../ﬂ/nl LHIgLE .. Lad]
I gl 01 ED. vy
O g LD, oy
SOV gL h,, iy
/)l l l l l![:gl “)ll.. [an 11
WL THLLOD., g

Dl LIOELTD., =,
A gL D,
ST gy L, oy
U H g 10Dy, g
SO g VELOD., g
WDl HELELOb,, =g

0l l(/()l 10111, Lo
WO g D, g
RUIRRR AR R UTY e
DU g 110D, g
g LELTOD, by
..{l(/:;l l ’ l l l l(],ﬁ,. [aa T8

Wb LVLENI0b.. = gy LEELELIOD., g

Donde v denola ol i-dsimo paso del algoritmo definido por la funcidn de
transicidn de la mdquina,

Es importante observar qie en este easo la midquina de Turing estd transfoy-
mando una cadena de entrada, que representa una instaneia de un problema,

en ina caslena de salida, la cual representa la solueidn de la instancia,
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1o fas signientes seeciones nsavernos i los indguinas de Turing pava definir
s |
las clases de problemas: Py NPy NP-C, al ignal gue el coneeplo de algaritimo

cfivientr.

3.2 Modelos Deterministicos y la Clase P

En L parcte anterior se habld de las propiedades que deben Lener Tas mdquinas
de Turing en general y se dicron algnas ideas de lo gue son, sin divigivlas
hacia wn punto en particular; Jo que se pretende hacer aquies nostear un
iadelo equivadente de fas wagninas de Taring, al que vimos anleriormente,
que nos permita constenire s clases de problemas mis importantes,

EI maodelo utilizadu sevi el prapuesto por [Garey, Johoson (1979)), ¢l enal
seerefiere a la Magnina de Paring, Determimstica de wua Cinba (determinis-
Ue ane-lope Turving wachine), v se denotaeii MED, Lo enal esti representada

esyueniibicamente en la figuea 21,

Cublrul de
Eutado Finite

Cwhery de
Lseritury-lectury

figura 3-1  Mdiquina de Turing Deterministica

La MED consiste deun Control de estido linito, wia Caboza de oseritura-
leetura y i Cinta Tornsdi por una sneesion infinika de coldas en ambos
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sentidos, etiquetadas con =322 1,001,238,
Dado un allabeto £ wn programa para una MTD especifica la siguiente
informacidn:

1. Un conjunto finito ¥ de simbolos de la cinta, incliyendo un subconjunto
Y c ¥ de simbolos de entrada y una distineidn de simbolos blancos
he ¥ -X%

2. Un coujunto finito de estados Q que inclnye un estado inicial g9 y dos
estados de paro qy y gn.

3. Una luneidn de transicion

8 (Q = {gyvan}) xX) = (@ x X x {=,¢})

La operacion de un programa se da como signes la entrada de una MTD es
una cadena e € =, la cual os colocada en la cinta, un simbolo por celda, desde
la celda 1 hasta la colda | o |, v todas las demids celdas son inicializadas con
el simbolo blaneo, el programa empiezi sns operaciones en el estado inicial gy,
con la cabezi de eseritura-loctnra en Lo eeldic 1Y tenemos que en ol i — ésima
paso la funcidn de transicion puede estar definidad comos 8(q,s) = (¢, 4, D)
lo cual se interpreta de la signiente nmaneric

La cabeza de leetnrva-eseritura horra ol simholo s, eseribe ol stmbolo s’ en la
misma celda de s se mneve una celda a la derecha, si D ==, o wna celda
a la izquierda, si 1) =—. Fn cse momento of control de estado finito
cambio del estado ¢ al estado ¢/, y se actnalizo nuevainente la funcién
de transicion a 8(y', s') = (py !, 1) este paso se repite hasta que ol estado
actual g es gy 6 gy, los cdlenlos tepminan con la respnesta si, si g = gy
0 1o, St g =N
En otro caso ol estado actual ¢ pertencee a Q = {gy, qn} y algin simbolo
8 € T que esté en lacinti os considerada, y el valor 6(q,s) se voelve a
definir,
Se dira que mn progeana A pavaoma MTD conun alfabeto de entrada B
acepta a sty sélo si AL se detiene en nnesticdo gy enando a2 es T entrada,

Ademds ol Tenguaje Ly veconocido por ol pragriuna M estd dado por:

Lap = {0 € X | M aceptaa )

MODELOS DETERMINISTICOS Y LA CLASE P 21
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Observacidn: Siz € (X*~ Luy), entonces los célculos en z pueden
parar en el estado gn o pueden continuar para siempre,

~

Definicidn 8 Un algoritmo es una mdquina de Turing la cual tiene que parar
en lodas las posibles cadenas sobre su alfabeto de entrada.

También se dird que el programa M de la MTD resuelve el problema de
decisién I1 bajo el esquemna de codificacién e, si M se detiene para todas las
cadenas de entrada sobre su alfabeto y Ly = L[I1,e). Es decir, €l lenguaje que
representa al problema I1 bajo el esquema de codificacién e (Ly = L[Il, e}, ver
cap [I) es el lenguaje que debe ser aceptado por 1a miquina M.

El tiempo usado en los calculos de un programa M de una MTD con una
entrada & € £* es el niimero de pasos ocurridos hasta que se introduce algin
estado de paro (gy o qn).

Para un programa M de una MTD que termine para una entrada z € X*,
la funcién de trabajo (la funcién que mide la complejidad del programa con
respecto al tiempo) Tas : Z — Z estd dada por:

Iz € £*, |2 = n tal que los calculos en M
para la entrada z toman tiempo m

Trm(n) = {m

donde Z es el conjunto de los niimeros enteros,

El programa M es llamado programa para una MTD de tiempo polinomial
si eziste un polinomio p tal que, T p(n) < p(n).

De lo anterior se desprende la formalizacién de la clase de lenguajes P, la
cual se define como:

P={L

Diremos que el lenguaje L[I1, €] que representa a un problema de decisién
IT bajo el esquema de codificacion e estd en la clase P si hay un programa en
tiempo polinomial para una MTD M que acepta al lenguaje, es decir, para
toda cadena z en L[I1,e] la miquina M debe detenerse en el estado gy.

Un aspecto importante de aclarar esque cuando tengamos el lenguaje

L[ll,ejC P,

3IM para una MTD de tiempo polinomial
para la cual L = Ly

abusando de la notacion escribiremos Il € P y diremos que el problema IT estd
en la clase de problemas polinomiales, aunque realmente quién esta es L1, e}.
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3.3

Modelos no Deterministicos y la Clase NP

En esta seccion se estudiara el modelo de conputacion correspondiente a la
mdquina no deterministica de Turing,

Para iniciar con la presentacidn, pensemos en una instancia para el pro-
blema del agente viajero (pav) mencionado en la seccidn 2.2 y supongamos
que adivinamos (de manera completamente arbitraria) una posible sucesion de
ciudades, y como sabemos el valor de las distancias entre cada par de ciudades,
bastard con sumar aquellas que estén en el paseo propuesto, Esto se puede
hacer con un algoritino simple con complejidad en tiempo de O(p(rn)), donde
n es el nimero de ciudades,

El hecho que se pueda adivinar, de alguna forma, una posible solucidn para
algin problema y lnego a esta solucién poderla verificar en tiempo polinomial
hace a un procedimiento no deterministico,

Informalinente se pnede definir a Ja clase de problemas NP con el concepto
que se llamard algorilmo no deterministico. Un algoritmo de esta clase estd
compuesto de dos fases.

o Fase no-determinislica o adivinadora: Alguna cadena z completamente
arbitraria de simbolos se escribe en la cinta.

o Fase deterministica o verificadora; Esta fase funciona como una MTD
usual,

El niimero de pasos ocupados durante el tiempo de ejecucion de un algo-
ritmo no deterministico es la suma de los pasos requeridos en las dos fases;
es decir, e} nimero de pasos que toma escribir la cadena x més el nimero de
pasos ejecutados por la fase deterministica.

Con esto, la clase NP se puede definir como la clase de todos los proble-
mas de decision que pueden ser resueltos por algoritmos no deterministicos en
tiempo polinomial. La formalizacién de lo anterior es posible con la definicion
de lenguaje y mdquinas de Turing no deterministicas de una cinta denotada
MTND.

El modelo MTND que se describird tiene la misma estructura que la
MTD, excepto que esta tiene un médulo adivinador que tiene su propia cabeza
de escritura, como se ve en la figura 3-2. Esta cabeza suministra el significado
del valor adivinado para ser escrito en la cinta, y el médulo adivinador serd
usado solamente para este propdsito,

Un programa N para una MTND se especifica de la misma manera que en
una MTD, incluyendo el alfabeto ¥ de la cinta, el alfabeto de entrada X, el
simbolo blanco b, el conjunto de estados Q, el estado inicial gg, los estados de
paro gy ¥ gy, y la funcidn de transicion definida como:

MODELOS NO DETERMINISTICOS Y LA CLASE NP 2
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Mdadulo Control de
Adivinador Estado Finlto

Cabery de Cabezs de
EFscritury Escritura-lecturs
-1 0 1

figura 3-2 Mdquina de Turing no Deterministica

8:Q—{gryan} x T2 p(@ x T x {—,¢})

El ciculo de wna cadena de entrada £ € £* en un programa para una
M'TND difiere de una MTD en que se realiza en dos fases,

La primera fase es adivinadora. Inicialmente la cadena de entrada z se
cscribe en la cinta de la celdas | a | 2 | (nientras todas las demds celdas son
inicializadas con el simbolo b), 1a cabeza de escritura-lectura esta explorando
la celda 1, la cabeza eseritora esta posicionada en la celda -1, y el control de
estado finilo estd desactivado. Entonces el modulo adivinador dirige, en un
paso tauto a la cabeza de escritura para que también escriba algin simbolo de
¥ en la celda de la cinta, que estd siendo explorada, y se mueve una celda a
la izquierda, o para, con lo que el mddilo adivinador se desactiva, mientras el
control de estado finito se activa en el estado qo.

Pero el mddulo adivinador puede seguir activado, y de ser asialgin sfimbolo
de ¥ puede ser escrito en la cinta, esto se hace de manera arbitraria por
¢l mddulo adivinador, De esta manera el médulo adivinador puede escribir
cualquicr cadena & € X* antes de terminar o nunca parar,

La fase verificadora empieza cuando el control de estado finito es activado
en el estado goj a partir de aqui los cdleulos se realizan bajo la direccion de un
programa MTND de acuerdo con una MTD.

I‘I ’ T . . ’
3 médulo adivinador y su cabeza escritora no son involucrados mds, ha-
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biendo terminado su labor de escribir la cadena adivinada en la cinta. La ca-
dena adivinada puede ser examinada durante la fase verificadora y los cdlculos
terminan si el control de estado finito introduce uno de los dos estados de paro
(gv,gn). Entonces se dice que acepta un cilculo si el estado de paro es gy,
Los demds cdlculos pueden parar o no y son considerados como cdlculos no
aceptados.

Con lo que respecta al tiempo requerido por un programa N, para una
MTND que acepta una cadena z € [, estd definido como el miximo sobre
todos los cdlculos aceptados por N para la entrada = y el nimero de pasos
ocurridos en las fases adivinadora y verificadora hasta que se introduce el estado
de paro gy,

La funcién de trabajo Ty : Z — Z estd dada como:

3z € L,|z| = n tal que el tiempo
que ocupa N para aceptar z es m

Trn(n) = max{{l} u {m

Note que la funcién de trabajo para N depende solamente del niimero de
pasos ocurridos en calculos aceptados; y por convencidn, T(n) = 1 cada vez
que las entradas de longitud n no son aceptadas por N,

El programa N de la MTND es un programa de tiempo polinomial si existe
un polinomio p tal que T(n) < p(n) para todo n.

Por dltimo la clase NP estard formalmente definida como:

3N para una MTND de tiempo polinomial
NP ={L
para la cual L = Ly

De nueva cuenta es importante aclarar que si el leguaje L[Il, €] estd con-
tenido en NP, diremos que es el problema es NP.

Otra definicion alternativa de esta clase de problemas, propuesta por [Pa-
padimitriou, Steiglitz (1981)].

Definicidn 10 Sea e un esquema de codificacion sobre el alfabeto X, para el
problemall, Il € NP si eziste un polinomio p(n) y una mdguina de Turing N
tal que se cumple lo siguiente;

La cadena = € Yy si y sdlo si existe una cadena de simbolos, c(z) de £*,
tal que |c(z)| < p(|z]) con la propiedad de que si en N se introduce la cadena
zbe(z), entonces se encuentra el estado de paro gy después de a lo mds p(|z|)
pasos.
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3.4 Relacién entre P y NP
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La primera observacién es que P C NP y se debe a que cualquier problema
de decisién que pueda ser resuelto por un algoritmo deterministico en tiempo
polinomial también podra ser resuelto por un algoritmo no deterministico en
tiempo polinomial. Es decir, si el leguaje puede ser aceptado por una MTD,
necesariamente sera aceptado por una MTND, por como estan construidas
sus funciones de transicion,

Observacidn: Si un problema I € P y A es un algoritmo de
tiempo polinomial para una MTD que resuelve a IT podemos cons-
truir un algoritmo no deterministico que resuelve I simplemente u-
sando A como la fase de verificacidn e ignorando la fase adivinadora.
Luego entonces se tiene que:

MNeP=1eNPD

Sin embargo, el punto interesante es: [P = NP o P ¢ NP?, esto es, [la
nocion de no determinismo es mas poderosa que la de determinismo? Es decir,
el sentido de que algunos problemas pueden ser resueltos en tiempo polinomial
con un algoritmo no deterministico pero no se sabe si pueden ser resueltos en
tiempo polinomial por un aigoritmo deterministico.

En esta parte debemos notar que no es suficiente que la clase de lenguajes
que aceptan las MTD sea la misma que la que aceptan las para aseverar
que su capacidad para resolver problemas es la misma. Esto se debe a que
dentro de la misma clase de lenguajes podemos hacer una distincidn simple,
pues si tenemos un problema IT representado por un cierto lenguaje LT, e]
bajo un esquema de codificacién e (supongamos que e es el mejor esquema
que representa a [1) y ademnds L[ll,e] es aceptado por una MTD, entonces
L{l,e] € P, lo que significaria que IT puede ser resuelto por un algortimo en
tiempo polinomial, Sin embargo, si L[I1,e] es aceptado en tiempo polinomial
por una MTND, para mostrar que L{Il,e] € P tendriamos que simular ia
ejecucion de la MTND con una MTD, lo que en general es méds costoso con
respecto al tiempo de ejecucion que 1a misma MTND, pue como veremos mas
adelante cuando un problema Il es resuelto por una MTND bajo un esquema
de codificacion e, entances existira un algortimo de orden esponencial que lo
resuelva,

Si algiin problema IT estd contenido en la clase NP y se puede resolver en
tiempo polinomial, se puede dar (en forma deterministica) una respuesta (si o
no) si se verifican todas las cadenas de a lo mas p(n), es decir, correr la segunda
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fase de un algoritmo no deterministico para cada cadena a la vez. Pero si cada
cadena contiene ¢ sfmbolos, entonces hay c?(") cadenas de longitud p(n), donde
el nimero de cadenas es exponencial y no polinomial con resprcto a n. De
donde se tiene el siguiente resultado, $

Teorema 1 Sill € NP, entonces eziste un polinomio p tal que Il puede ser re-
suelto por un un algoritmo deterministico con complejidad en tiempo O(2°(M),

Demostracién: La prueba se obtiene con lo que se argumentd anterior-
mente, considerando que si eziste un algoritmo A no deterministico de tiempo
polinomial que resuelve Il, entonces el tiempo de ejecucidn de A estd dado por
un polinomio g(n). Ademds podemos construir un algoritmo no deterministico
A’ tal que pruebe cada una de las ¢ posibilidades hasta que encuentre una ca-
dena cuya respucsta sea si.

Por lo tanto, el tiempo de ejecucidn de A’ es

g(n) - ™ € O(2r™)
para algiin p(n) adecuado O

Se cree que la clase NP es mds grande que la clase P, pues no hay un
sélo problema I1 € NP para el cual se haya probado que esté en P, es decir,
no existe, hasta ahora, un algoritmo deterministico de tiempo polinomial que
resuelva a I,

Sin embargo, la conjetura de que NP # P es mds razonable; si conside-
ramos que si P = NP, significaria que existe un algoritmo en tiempo polinomial
para cada problema que estuviera en la clase NP,

Pero como diclio algoritmo no ha sido encontrado se tiene la conjetura
NP #P.

Asi, para todas las proposiciones o propiedades que tengan que usar la
relacion entre los problemas NP y P se supondra que NP # P,

3.5 Clase de Problemas NP-Completos

Hablar de problemas NP-Completos (NP-C) es hablar de los posibles pro-
blemas contenidos en NP — P, los cuales tienen la propiedad que si alguno de
ellos tiene un algoritmo deterministico de tiempo polinomial que lo resuelva,
entonces todos los problemas en NP-C podrian ser resueltos en tiempo poli-
nomial por un algoritmo deterministico.

Para formalizar estas ideas necesitamos considerar lo siguiente. Supon-
gamos que se quiere resolver un problema Il y se tiene ademas un algoritmo para
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un problema IV, supongamos que tenemos una funcién que a cada instancia
I del conjunto de instancia D le asocia una instancia /I’ del conjunto de
instancias Dy, especificada de la siguiente manera:

T:Dﬂ—ODn:

tal que Yz € Dp la respuesta correcta de Il en z es si' (es claro que z € Yj)
si y solamente si la respuesta correcta de I’ con T'(z) es si es decir T'(z) € Yi.

De esta manera con el algoritmo de I’ y la composicién T se tiene un al-
goritmo para I1. Para fijar ideas consideremos la siguiente definicion,

Definicidn 11 Sea la funcidn T como se definid anteriormente. T es una
reduccion polinomial (transformacidn polinomial) de Il a IV’ si:

1. T puede ser acotada en tiempo polinomial, es decir el tiempo que ocupa la
transformacidn es menor o igual a algin polinomio y se denotard como

T(z) < p(n), |zl = n

2, Yz € Dy la respuesta correcta en Il con x s la misma para IV bajo T'(z).

Definicidn 12 Sean I1; y I1; dos problemas de decisidn. I, es reducible poli-
nomialmente a I, si eziste una transformacion polinomial de 1l; a I; y se
escribe Iy oc I1;.

La definicidn 12 indica que Iy es al menos tan dificil de resolver como I1;.

Si IT; tuviera un algoritmo en tiempo polinomial que lo resolviera significaria
que [Ty serfa también soluble en tiempo polinomial, por lo que se considera el
siguiente teorema.

Teorema 2 Sean Il; y I1; dos problemas de decision, si Il o« I1; y I1; €P,
entonces I, €P.

Demostracién: Como Il o I3, entonces eziste T : Dy, — Dy, y por
definicion se cumple que

T(x) < p(n), parar € Dp,donde |z |=n

para algin polinomio p.

Ademds eziste un polinomio q que acota a Il; y como = es la respuesta
correcta para 11, si y sdlo si T'(z) lo es para I;, tenemos por las propiedades
de los polinomios que q(T'(z)) < q(p(n)). De esta manera el costo total del
algoritmo que resuelve I, bajo T es

p(n) + q(p(n)) O
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Otro resultado que serd de utlidad para seguir demostrando mds propiedades
de las reducciones polinomiales es:

Definicién 18 Sean I1, y I1; problemas de decisidn, si Il; o< Iz y 11z o< 1T,
entonces se dice que son problemas polinomialmente equivalentes,

Dentro de las propiedades que destacan en las reducciones polinomiales estd
aquélla que considera a o« como una relacion de orden parcial, lo anterior se
verifica con el proximo teorema.

Teorema 38 (¥, ) induce una relacidn de orden parcial, donde W cs el con-
junto de los problemas de decisidn.

Demostracién: Se debe probar que o es refleziva, antisimélrica y transi-
tiva, Supongamos que Il; € W;i € {0,1,2,3} son escogidos arbitrariamente.

(a) Reflezividad: Ty o My,
' Se debe mostrar que eziste T : Dp, — Dy, tal que

Vz € Dp,,z € Vi, si y sdlo si T(z) € Yn,

es decir, z es la respuesta correcta para Iy si y solo si T(z) lo es
también para Iy, entonces sea T la funcion identica

I: Dy, - Dy,

donde
Hz)=1=
(b) Antisimetria: Sean Iy y Il; dos problemas de decision, sill; oc I,
y Iy oc I

Porla polinomialmente equivalentes, lo que significa que ambos tienen
el mismo grado de dificullad.

(¢) Transitividad: Sean I1,,113, 115 problemas de decision;

st Iy o< Il y Mz o< I3 entonces Iy o Il

Por hipdlesis sabemos que como Iy o I1;, entonces
E 37, : Dy, — Dn,

tal que x € ¥y, si y solo si Ty(z) € Yy,
Andlogamente, como Il o I3 se liene que

aTz H Dﬂz — Dn_,
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tal que y € Yy, si y solo si Ty(y) € Yn,

Por demostrar que
ar: Dy, — Dp,

tal que Yz € Y, si y sdlo si T(z) € Ya,.

Como z € Y, si y solo si

T (.’L‘) €Wy
y ademds sabemos que
Tl("') €,
si y adlo si
TZ(Tl (.’l.')) € yﬂ:

Entonces sea T la composicion T30 Ty O

Alora ya estamos preparados para dar una definicion formal de los proble-
mas NP-C, la cual es:

Definicidn 14 Sea I1 un problema de decision, el leguaje L[Il,€] que repre-
senta a Il bajo el esquema de codificacion e estd en la clase de problemas

NP-C, si L[Il,e] € NP y ademds VL[Il',e] € NP, II' o II.

De la misma manera, como en los casos anteriores para las clases de pro-
blemas P y NP, diremos que cualquier problema de decision Il que cumpla
con la defincién anterior est4 en la clase NP-C, en lugar de decir que es L[I1, ¢]
quien efectivamente pertenece a esa clase,

Es importante notar que el posible inconveniente de esta definicion, es que
dado un problema serfa dificil demostrar 1a segunda parte de la definicién, de
hecho esta parte es considerada por algunos autores como la parte dura de un
problema NP-C. [Baase(1988)]

Se ha visté que una manera ficil de demostrar si un problema es NP-C es
utilizando la propiedad de transitividad de la relacion o la cual se puede ver
a partir del siguiente resultado:

Corolario 1 Sean Il y Il dos problemasde decision. El problemall € NP ~ C
st

1. MeNP
2, 3IV eNP-C tal Il' « I
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3.6 Teorema de Cook

Demostracién: Como 1, €NP-C entonces para todo Il; ENP eziste
una transformacion en tiempo polinomial tal que I1; o< I1;, y por transitividad
I; o< I, ademds como 11 ENP, entonces se cumple que 11 ENP-C O

De esta manera, la situacion que se nos presenta es encontrar un problema
IT1 € NP — C del cual se pueda empezar, para demostrar que la clase NP-C
no es vacia, y posteriormente explorar estd clase.

El primer problema NP ~ C fue un problema de decisién de l6gica booleana lla-
mado Problema de Satisfaccion de clasisulas (Satisfiability problem) para abre-
viar sat. [Cook(1971)]. Para hacer un planteamiento formal de este problema
necesitamos las siguientes definciones.

Definicién 18 Un alfabeto para ldgica proposicional consta de:

1. Un conjunto contable de simbolos proposicionales, SP = { Py, P3,...P,}

2. Los concctivos logicos usuales, V,A,=>, - y el simbolo L que tiene el valor
de verdad de falso.

3. Simbolos auziliares, ”)","(”.

A continuacion definiremos el conjunto de todas las formulas proposicionales
(proposiciones) que pueden ser formadas por SP, usando el concepto de ce-
rradura inductiva®, del conjunto de la definicidn 15

Definicién 18 E! conjunto PROP dc formulas proposicionales es la cerradura
inductiva del conjunto SP U {1} bajo las funciones siguientes:

1. C(A)=-4

2. C(A,B)=AV B

1Sea A un conjunto, X C A, F = {f| f: A® — A,n > 0}. Ditemos que Y es inductivo en
X sl ysdlosi X CY y Y es cerrado bajo las funciones de F\, i.e. Vf € F,Vy;,y2,¥3, ., ¥n €

Y = f(yi,¥2: 45, ..4¥n) € Y. La interseccién de todos los conjuntos inductivos en X son
también cerrados bajo F y se llaman cerradura inductiva de X bajo F.
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3. CA(A,B)= AAB
4 Co(AB)=A=B

La definicién 16 puede interpretarse recursivamente como sigue, ver [Gal-
lier(1986)):

El conjunto PROP es el conjunto mas pequeiio de cadenas sobre
el alfabeto de la definicidn 15 tal que;

1. Todo simbolo proposicional F, € PROP y L € PROP

2. Si A € PROP, entonces ~A € PROP

3. Si A,B € PROP, entonces AV B € PROP , AAB € PROP ,
A= B€ PROP

4. A € PROP sélosi A esta formada por las reglas anteriores,

Considerando la vilidez sintictica de las expresiones formadas por la definicion

anterior, lo siguiente que se dehe tener son las definiciones de cuindo una
proposicion estd satisfecha y la de cuando una proposicién es tautologia .

Definicién 17 Sea B = {T, F} el conjunto de valores de verdad. Se supone,
ademds, que B es un conjunto totalmente ordenado, F < T. (lo que mds ade-
lante nos permitird asociar0 con F y 1 con T).

A continuacidn daremos la definicién de los conectivos ldgicos: V,A,=> y
-, que serdn interpretados como una funcién H, con * € {V,A,=>} definida
como:

H.:SPxSP— B,

y para la negacidn se tiene
H.:SP—- B

Definicién 18 Las relaciones de los conectivos ldgicos se representan con la
siguiente tabla: '

P Q H-(P) IN(P,Q) HAP,Q) Ha(PQ)
TT F T T T
T F F T F F
FT T T F T
FF T F F T

la constante ldgica L se interpreta como F.
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Ahora definiremos la semantica de las formulas de PROP,

\ Definicién 19 Una asignacién de verdad o evaluacion es una funcion
v:SP—- B

que asigna un valor de verdad a todos los simbolos proposicionales, y como
PROP es libremente generado? por SP, ver [Gallier (1986)], todas las evalu-
aciones de v se extienden a una unica funcion

v: PROP - B

tal que satisface las siguientes condiciones para lodo A, B € PROP :
(a) 8(L)=F
(b) 6(P) =v(P),VP € SP
(¢) 5(=A) = H.(6())
(d) 5(Ax B) = H.(5(A),5(B)),» € {V,A,=}

De esta manera podemos definir el concepto de tautologia como sigue,

Definicién 20 Una propoesicidn A es una tautologia si y sdlo si 6(A) = T para
toda evaluacidn v,y se abrevia como = A.

Diremos que una proposicién se puede satisfacer si existe una evaluacion v
tal que 5(A) =T, de lo contrario se dird que no se puede satisfacer,

También un concepto importante es el de consecuencia logica a partir de
un conjunto de proposiciones, el cual lo podremos plantear como:

X € PROP

diremos que A es una consecuencia seméntica (o consecuencia l6gica) de X ,
denotada como X |= A, si para todas las evaluaciones v,5(A’) = T para toda
A’ € X implica que 5(A) = T.

2Sea A un conjunto, X C A, F es un cojunto de funciones de A y X, es la cerradura
inductiva de X bajo F. Se dice que X, es libremente generado para X y F si se cumple:

l. f Ix»:: A™ — A€ F es inyectiva
2. Vf: A = A,g: A" — A€ F J(XT]) es disjunta de g(X7) siempre y cuando [ # ¢

.Y/ : A™ — A € F y para todo (2y,23,23,..,2m) € X se ticne que [
(‘quzul':!.m.l'm)ex
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El problema de determinar si una proposicion se puede satisfacer es a lo que
llamaremos el problema del sat. El tipo de proposiciones que se tomaran
en cuenta para plantear el sat, serin aquellas que esten en forma normal con-
juntiva, concepto que se definird mds adelante, pero antes necesitamos de las
siguientes definiciones.

Definicién 21 Una literal es un simbolo proposicional o su negacion. Dada
una literal £ su conjugada es T y se define como sigue:

1. Sixz =P, entoncesT = -P
2. Six=-P, entoncesT = P
Ademds, una proposicion de la forma
Ci= B,V B3V BiagV..V By

donde cada B; ; es una literal se llama claisula,

Definicién 22 Una proposicion A esta en forma norinal conjuntiva (fnc) si
es una conjuncion de claisulas,

Restringir el problema del sat a proposiciones en fnc no debe causar ninguna
inconsistencia pues para toda proposicion A’ € PROP existe una proposicion
A en fnc equivalente a A, es decir, podemos enunciar el siguiente teorema,

Teorema 4 Para toda proposicicn A' € PROP, eziste una proposicion A en
fnc ta que = A' = A.

Demostracién. La demostracion se hard en forma constructiva, donde se
dard un procedimiento general para transformar una férmula A’ € PROP, en
una férmula en fnc,

Paso 1. Usar los siguientes aziomas

P&Q=(P=Q)A(Q=P)
P=3Q=-PVQ

Paso 2. Usar repetidamente los siguientes aziomas

-1(-1P) =P
~(PVQ)=-PA-Q

Paso 8. Usar repetidamente las leyes distributivas
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PANQVR)=(PAQ)V(PAR)
PVIQARY=(PVQ)AN(PV R)

Como una proposicion de PROP es una cadena finita de simbolos proposi-
cionales semdnlica y sintdcticamente correclos, necesariamente en un niimero
finito de pasos se debe encontrar una solucidn., Para ver con mds detalle la
demostracidn consultar [Gallier (1986)]0

Ejemplo 2 Considere la siguiente proposicidn;

A=(-P=Q)=(~R=>S5)

por el paso | se tiene que:

A'=~(-P=3Q)V(~-R=S8)
A'=~((P)VQ)V (~(-R)V $)
, por el paso 2 se tiene gue:
i A'=-(PVQ)V(RVS)
A'=(~PA-Q)V(RVS)
por el paso 3 se liene que:

A=(-PA-Q)V(RVS)=(RVS)V(-P A-Q))
A=((RVS)V-P)A((RVS)V-Q)
A'=(RVSV-P)ARV SV Q)

Donde es claro que A’ estd en fnc,

Dado lo anterior podemos plantear el sat como un problema de decision de
la siguiente manera:

Problema 3 EL SAT (sat)
Sea L conjunto de lilerales
L= {.’l?], T2y T3y enry zm}

y sea

o={c,-|c.»= V z;}

ziel

TEOREMA DE C00 © 35



36

ademds con el conjunto & formamos proposiciones de la forma

Av= A G

Cied

Pregunta: ;Para toda propocision Ay eziste una evaluacidn v tal que
6(Ae)=T ¢

Usualmente a v se le llama asignacion de verdad satisfactoria.

Continuemos con el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3 Ses
C=(z;VT3Va3)

C =T bajo v, es decir, 5(C) =T

si y sdlo si
v(y) = v(zg) = v(zs) = F

Si contamos el mimero de posibles asignaciones de verdad de C bajo v,
tendrfamos que es 2 para el caso anterior, pués cada literal puede tener dos
valores de verdad y en el caso en que | C |= r tenemos que el nimero posible
de asignaciones es de 2",

Ejemplo 4 Sca
$ = (m, VaaVaz)A(x VE)A ((t| V'ia) A (12 \ '5:'3) AzzV 52)

Si
v(zy) = T,v(23) = Fyv(z3) = F

entonces v es una asignacion de verdad salisfactoria.

Ejemplo 5 Si consideramos ahora la nueva proposicion
$, A {5] VZ; Via}
veremos que no eziste una asignacion de verdad satisfactoria.
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Podemos interpretar las proposiciones en fnc como expresiones de algebra
booleana. Asi, cuando tengamos una asignacion verdadera la consideraremos
como 1, y 0 en el otro caso. Ademas las literales tendran las siguiente inter-
pretacion

z
-2

& 8

Como para que una proposicién en fne sea verdadera se tiene que cumplir
ﬁ(A) = 5(01 ACI3AC3A . A Ck) =T

entonces

8(C)) = T,Vi € {1.k)

i.e. cada claisula debe de ser verdadera, lo que implica que debe existir por lo
menos para cada claisula una literal que tenga un valor de verdad verdadero,
por lo que para cada C; se debe cumplir que

Y+ Y (1-2)21
2€C;  %€Ci
Continuando con el ejemplo anterior podemos hacer el siguiente planteamiento:
Si=(@mVaa V) Ay VE) A (21 VE) A (23 VE) A (23 V Ta)
es equivalente a
@) = (1 + 23+ 23) (21 + F3) - (21 + Fa) * (22 + Fa) * (20 + Fa)

pero 3(®) = T si y solamente si se cumplen las siguientes desigualdades para

o
ntr+r>l
n+l-221
n4l-2321
+l-z321
3+l -2321

también podemos transformar el conjunto anterior de ecuaciones como un pro-
blema de programacion lineal entera 0-1 (pple01) modificando la primera res-
triccion para tenerla de la forma

ntaeztea2y

y agregando una funcion objetivo z = y que trate de maximizar el valor de y,
finalmente el problema queda como

maxz =y
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ittty

ntl—221
sntl-2321
Tt l—-2321
3+ l—z;21

T, 23,23 € {0,1}

lo relevante de esta transformacion, que ademas es de tiempo polinomial, es que
muestra una reduccién del sat a un pple01, lo que nos indica que el pple01
es tan dificil de resolver como el sat.

De lo anterior se sigue que cualquier problema que sea planteado como un
pple01 y no se le puedan relajar sus restricciones serd tan dificil de resolver
como el sat,

A continuacion demostraremos un resultado importante para la clase NP-
C. Este teoremna muestra que la clase de problemas NP-C es no vacia, la
demostracion que se propone esta basada en la que se encuentra en [Papadim-
itriou, Stiglitz (1982)),

Teorema 8§ sat € NP - C

Demostracién, Se tienen que probar dos cosas: la primera es que sat € NP
y la segunda es que para todo Il € NP se cumple que 11 o sat.

Para demostrar que el sat € NP, propondremos un algoritmo no deter-
ministico que resuelva el problema en tiempo polinomial, especificado como
sigue;

1. for i =1 to n do 2; « escoger({T, F})
2. if Ay =T then ézito
3. else falla

Notemos que el algorilmo tiene una complejidad O(n), con esto es suficiente
para decir que el sat es NP,

Para demostrar la segunda parte, tenemos que probar que para toda cadena
T eziste una férmula en fnc F(z) (usando sdlo el hecho de que 11 € NP) tal
que € Ly, para alguna MT si y sdlo si F(z) se puede satisfacer. Como
I1 € NP, entonces eziste una MTND Nque acepta a = en tiempo polinomial,
es decir eziste un polinomio p tal T(n) < p(n), donde | z |=n

Para construir la formula F consideraremos las siguientes literales:

1. Una literal 2;;, para todo 0 < i,j < p(n) y o € E. El significado
para esta literal es: en el momentot la j-€sima posicion de la cadena
z contiene al simbolo o,
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2, Una literal yij; para todo 0 < i < p(n), 0 <j<pn)+1yl1 <
I <| N |, donde | N | es el nimero de instrucciones de N. Esta
literal tiene el siguiente significado: en el momento i se busca en la
Jj-€sima posicion y se empieza a ejecutar la l-ésima instruccion. Si
J=004j = p(n)+1, quiere decir que se ha recorrido toda la cadena,
entonces se tiene que el cdleulo es iniitil.

Lo que haremos en seguida es combinar las literales en una formula F(z),
tal que F(z) se puede salisfacer si z € Yy es decir, la mdquina N termina con
el estado qy, para la cadena z. Si las literales que se especificaron lienen el
significado indicado, F(z) garantizard que la la mdquina N empezard, escen-
cialmente, con la cadena r en su parte mds izquierda, que puede ser eventual-
mente aceptada por N, Construiremos la formula F(z) como la conjuncidn de
cuatro férmulas de la siguiente manera

TEOREMA DE CO0

F(z) =U(z)A S(z) AW(z) A E(z)

1. El propdsito de U(x) es asegurar que cada vez que en el momento
i, para 0 < i < p(n), cada posicion de la cadena contiene un Unico
simbolo, la cabeza busca una posicidn tinica dentro de los limites de
la cadena, y el programa ejecuta una sola declaracion

U(z) = Tijo VT, Toor V ss A
(=) 0gij< Pﬂ)( b V i) | A osé\r(n) (y"' yu"‘)
oo’ ks o igi!
A Uu AT, A
OS"<AP(!? Yiot N Y, p(n)+1
1<V

A Ziio | A y
OsisAp(n) (ls:'é\n(n)ﬂ\E/E "’) 'sj;/":(ﬁ) il

2. Una formula S(z) declara que la operacion de N empieza correc-
tamente, es decir, en el momento inicial los n + 1 sémbolos mds a
la izquierda de la cadena x se ven xb, la cabeza de escritura-lectura
busca el simbolo mds a la izquierda de la cadena, y las primeras
instrucciones de N estdn a punto de ser ejecutadas

o
= (/\ "Oiz(i)) A Zomtis A Yorr
=

donde la posicidn z(j) es para el j-ésimo simbolo de la cadena z.

3. La férmula W(z) afirma que N se desempeiia bien, de acuerdo
con las instrucciones del programa, W(z) es la conjuncidn de las
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formulas Wijoi, una para cada 0 < < p(n), 1 <j<p(n), 0 € L,
1 <1 < |N|, tal que la l-ésima instruccidn de N es

l:if o then (o';0;!')
La formual Wi;o) se define como:

Wijor1 = (i.',-a ViV -Ti+l,j,a') A (i.','u ViaV y.'+|.j+o.u) A
’4\0 (@e v v Zittir) A (@iie VT V !h'+l.j.l+l))

Esto significa que siempre que Zi;, y yiji son ambas verdaderas, en el
siguiente momento, en el instante en que las variablesz y y declaran
que N realiza el movimiento correcto, estas deben ser ciertas. Para
la wltima instruccion de N se tiene para cada i, j, 0

Wijoin) = (iajo V¥in Vv z.-+|,,-,a)

asegurando que una vez que el eslado de aceplacion es encontrado
el proceso termina. Finalmente, W(z) contiene las clatisulas

A (i VBiju V zisrio)
0<i<p(n)
o€
o<I<IN|
J#s
lo que significa que siempre que N busca una posicicn diferente de
la j-ésima, el simbolo de la j-€sima posicion permanece sin cambios.

4. La iltima parte de F(z) garantiza que las operaciones de N termi-

nan correctamente, esta parte consiste de una sola claisula

p(n)
E(z) = \/l Yo(n).iuIN|
Jj=

Eslo completa la construccidn de F(z), primero observemos que esta cons-
truccion requiere sdlo de una canlidad de liempo polinomial con respecto al
tamasio de la cadena z. Esto se tiene por el hecho de que de la longitud to-
tal (nimero de ocurrencias de las lilerales mulliplicado por la longitud de los
subindices de estas literales en la férmula F) es

O(p’(n) - log p(n))

Enlonces para probar que la construccion es una transformacion en tiempo
polinomial de 11 al sat, se tiene que probar lo siguiente:

o F(z) se puede satisfacer si y sdlo si z es una instancia que estd en
Ya
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Para demostrar la parte sdlo si, supongamos que F(z) es satisfacible, en-
tonces se salisfacen también

U(z), S(z), W(z) y E(z)

con la misma asignacidn de verdad v. Como v satisface a U(z), debe haber
pam todo i, j ezactamenle una variable z;;, que sea verdadera, lo que significa
que la j — ésima celda contiene a o en el instante i. También para todo i
una de las literales y;j; es verdadera, lo que significa que en el momento i, la
Jj-€sima posicidn de la cadena es ezplorada y la instruccion | es ejecutada por
N. Finalmente ninguna variable de la forma

Yip(my+14 O Yiot

puede ser verdadera, lo que se interpreta como que la cabeza nunca cae en la
cadena. La asignacion de verdad v, ademds, describe algunas secuencias de
las cadenas, posiciones de la cabeza ¢ instrucciones. Ahora demostraremos que
esta secuencia es, de hecho, un cdlculo vilido, aceptado por N para una entrada
zbe(z), donde c(z) es como en la definicion 8.

Como S(z) debe ser satisfecha por v, significa que la secuencia empieza
correctamente, con los primerosn + 1 lugares ocupados por la cadena z, y con
el primer simbolo de x explorado mientras la primera instruccidn es ejecutada.

Elhecho de que W(z) sea también satisfecha porv, significa que la secuencia
cambia de acuerdo con las reglas de la funcién §. Finalmente, v satisface a E(z)
sdlo si N termina aceplando a x. Consecuentemente, si F(z) es satisfacible,
eziste una cadena c(z) de longitud finita menor que n tal que N acepta zbe(z),
porlo tanto z € Yj.

Para demostrar la parte si, supongamos que * € Y. Entonces existe una
cadena c(z) de longitud p(n)—n—1 tal que N acepta zbe(z). Esto quiere decir
que ezisten una sucesidn de p(n) cadenas (cuyo elemento inicial es zbe(z)), los
ntimeros de instrucciones y posiciones ezploradas que son legales de acuerdo
con N y que terminan con la aceptacidn de zbe(z). Esta sucesidn define una
asignacidn de verdad v que necesariamente satisface a F(z). Mostramos una
transformacion polinomial de 1l al sat, y como 1l fue tomado arbitrariamente
de NP, el teorema se ha demostrado.D)

La importancia de los problemas NP-C, ademds de su transfondo tedrico,
es que algunos de los problemas de optimizacién por ejemplo, el problema
del agente viajero o el problema de clique, el problema de progrmacion lineal
entera, entre otros, pertenecen a esta clase. Una compilacidn detallada de
la relacién que guardan los problemas NP-C fue dada por Garey, Jonhson
(1979), en la cual destacan la relacién de los problemas que se muestran en la
figura 3-8,

En la figura el sentido de las flechas indica que existe una transformacién de
tiempo polinomial de un problema a otro, es decir existe una transformacién de
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tiempo polinomial, por ejemplo, del sat al 3-sat. Se muestra el planteamiento
de los problemas de la figura 3-8 como problemas de decisién , y se dice ademas,
para cada problema cdmo son las transformaciones que los relacionan con los
problemas adyacentes,

figura 3-3  Relacién de los principales problemas NP-C

La manera en que explicaremos cada caso sera la siguiente: para demostrar
que un problema, por ejemplo, el 3-SAT csta en NP-C sec usard el resultado
del corolario 1, es decir, se demuestra que el 3 — SAT € NP y mostramos
explicitamente que existe Type en tiempo polinomial, tal que sat oc 8 — sat
bajo Tyq. La proposicion 3 — SAT € NP — C es realmente un teorema; sin
embargo sélo mostraremos céimo es la transformacion, para consultar la de-
mostracion detallada de las transformaciones de la figura 3-3 ver [Garey, Jhon-
son (1979)] o [Papadimitrion(1994)]. Para los demas casos se puede consullar
la transformacion en las referencias anteriores,

Problema 4 3-SAT

Sea C = {e1,¢3,€3, ...y €m} una coleccion de claisulas de un conjunto
Jfinito de variables U, tales que | ¢ |=3 paral <i<m,

Pregunta: ;Ezisle una signacion de verdad para U que sattsjaga
todus las clmisnlas en C¢
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Transformacién y
La transformacidn T,y en tiempo polinomial, tal que sat o 3 — sat se

construye de la sigusenle manera;
Sea L conjunto de literales

L= (z),23,23,.,2m)}

y sea
¢, = {CaIC.'= \Y) xa}
zi€l
ademds con el conjunio ® formamos proposiciones de la forma

Av= A\ G
Cied

que son instancias arbitrarias del sat.
Construiremos una proposicion Ag,, a partir de un conjunto de literales L',
que especificaremos mds adelante,

donde

®reselcon juntodeclatisulascontresliteralesquesepueden formarconl!, tal que
90, =T siysdlosiody, =T,

La construccidn de Ag,,, se hard reemplazando cada cladsula C; de Ad,
por una conjuncion de clade Ires lilerales C}, las literales de estas cladsulas
serdn del conjunto L y algunas literales adicionales L; cuyo uso se limitard en
la 5 clatsulas C}.

De esta manera la cladsula C' estard formada de la siguienie manera:

m
U=1Lu { U L;}
y=0
ademds
m
c'=\cl
i=t
Para completar la iransformacion es necesario decir cémo tienen que ser
construidos C] y L}, con respecto a una claisula C; € 9.
Sea Cj = 5V V23V Vz;, donde 2; € L. Lamanera en que se construirdn
C} y L} depende del valor que tenga i:

Caso 1: i =1
L;={y;vy}}
Ci=(nVy VEYA A VY VIDA (VI VI A(a v VE))

Caso 2: =2
L = {y})
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C; =(21V23V!I})A(zl VZQV:';})

Qso.?:i::!!
L_',-=O
Ci=C;

Caso 4: k>3
L= {y}|1 < klegi ~ 3}
C} = (aVaVI IMFVaa Vi) | 1 < Klegi-4)A®F>V41Va)

La demostracion de que la transformacion es vdlida y de tiempo
polinomial se puede ver en [Garey, Jhonson (1979)].

Problema 3 ACOPLAMIENTOS TRIDIMENSIONALES DE VERTICES
(atv)

SeaM CWxXxY, donde W,X yY son conjuntos ajenos tales
que |[W[=| X |=| YV |=q
Pregunta: ;M contiene un acoplamiento, tal que un subconjunto

M' C M, donde | M' |= q y dos elementos de M' no estdn en una
misma coordenadaf

Problema 6 CUBIERTA DE VERTICES (cv)

Sea G = (V,A) una grdfica y k <| V | un entero positivo.

Pregunta: jEziste una cubieria de vertices menor o igual a k en
G, es decir, eziste V' C V tal que | V' |< k y para cada arista
(u,v) € A, al menosu € A ove Af

Problema 7 PARTICION (par)

Sea A un conjunto, definimos una funcion

t:A—Zt
a+— ia)

Pregunta: ;Ezriste un subconjunto A' C A tal que

Ya)= Y Ya)?

€A aEA-A
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Problema 8 CIRCUITO HAMILTONIANO (ch)

Sea G = (A,V) una grdfica

Pregunta: ;Contiene G un Circuito Hamiltoniano, es decir, eziste
un ordenamineto <vy,v3,v3, ..., v,> de vértices de G, donde |V |=
n, tal que {v,, 0y} € A y {vi,vis1) € A paratodoi, 1 < i< n?

Problema®  BIN PACKING (bp)

Sea U = {uy, ug,ua, ..., 4.} un conjunto de objetos, definimos una
Juncion

s: U2t

u — s(u)

ademds una constante fija B € Z* y una variable k € 2+
Pregunta: jEziste una particion Uy, Uy, Us,...,Uy de U tal que

Y Y s(w) < B?

Ui uel;

Problema 10 PROBLEMA DE LA MOCHILA (pm)

Sea U = {uy,u3,u3,..,14y,} un conjunlo objetos, definimos una
Juncion

s:U 2%

u — s(u)

también definimos una funcion

v:U -2
u — v(u)

y dos constantes B,k € Z*.
Pregunta: jEziste un subconjunto U’ C U tal que

Y sw<By Y v(u) > k?

uel’ ey’
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Problema 12

Problema 11 PROGRAMACION LINEAL ENTERA (ple)

Sean m,n enteros positivos, b € Z™, ¢ € Z", A es una matriz de
m X n con elementos a;; € &, Sea S el conjunto de vectores

S={z|zel Az < bz 20}
y una funcidn objetivo definida de la siguiente manera:

2:(S,c)—~ 2
(2,¢) — z(z,¢) = cz
también una constante B en 2
Pregunta: jEziste x € S tal que cx < B?

Sea T = {ty,13,13,..,, 25} un conjunto de tareas, donde cada tarea
t; tiene asignanda una duracion I(t;), un nimero m € Z+ de proce-
sadores, un orden parcial < en T y un plazo D € T+,

Pregunta: ;Eriste una asignacion o de trabajos en los proce-
sadores para T, tal que no ezceda el plazo y ademds no se viole
la restriccion de precedencia, i.e. si tt', entonces

o(t') > a(t) + 1{t) yoft) + 1(t) < D?

TEORIA DE LA COMPLEJIDAD
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4. PROBLEMAS DE BUSQUEDA

En esta parte mostraremos algunas de las técnicas para el disefio de algorit-
mos, con el fin de mostrar lo importante que esto puede ser para encontrar
exitosamente la solucién de un problema, y ademas, porque en estas técnicas
se basan los procedimientos que se mostraran en el capitulo cinco. Posterior-
mente introduciremos el concepto de problemas de bisqueda (pb), el cual lo
tomaremos de [Garey, Johnson(1979)]. La propuesta que desarrollaremos es
que cualquier problema de decisién se puede plantear como un problema de
bdsqueda, lo que también implicard que cualquier problema de optimizacidn
combinatoria se podra plantear de esta manera; para terminar se daran las
primeras aproximaciones (consideradas de fuerza bruta) de como resolver éste
tipo de problemas.

4.1 Algunos Intentos

A través de los aiios se han generado diferentes técnicas para diseiiar algoritmos
que sean capaces de resolver una variedad grande de problemas. Algunas de
las mds importantes son: divide y venceras (dv), algoritmos glotones (ag) y
bisqueda local (bl). Pero cuando se quiere resolver un problema es importante
responder jqué tipo de solucidn nos darin las diferentes técnicas mencionadas?,
Ademis, también es iinportante saber que tipo de problema es el que estamos
tratando de resolver, es decir, si el problema es de la clase P, NP-C o ninguno
de los anteriores.

Sin embargo, hemos visto que para problemas NP-C no es posible (todavia)
encontrar en tiempo polinomial soluciones para toda instancia del problema,
por lo que es conveniente determinar si la instancia del problema tiene carac-
teristicas especiales que puedan ser explotadas para poder obtener una solucién
o, en dado momento, una solucién aproximada que pueda ser usada en lugar
de la solucién 6ptima.

4.1.1 Divide y venceras

Es una técnica donde se resuelve un problema dividiendolo en problemas pe-
queiios e indepedientes, resolviendo cada subproblema de manera recursiva
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para finalmente hacer una combinacion de las soluciones y obtener una solucion
del problema original. La aplicacion efectiva de esta técnica depende de la
habilidad que se tenga para combinar eficientemente las soluciones de los sub-
problemas,

En esta técnica se resalta la diferencia entre que el algoritmo sea correcto
y eficiente, si el método para combinar la solucién no se afecta con la forma en
que el problema se dividié en subproblemas, entonces cualquier particion de la
instancia original tiene como resultado un algoritmo correcto. Sin embargo, los
diferentes métodos para particionar un problema dan como resultado diferentes
tiempos de corrida. La eficiencia del paso de combinacidn estd en funcién del
tamafio de la solucién de los subproblemas, la cual, tipicamente, toma un
tiempo lineal,

Pero también existen problemas, tales como el pav, para el cual, la combi-
nacién de las soluciones de los subproblemas de la instancia original no es tan
simple como lo serfa tratar de resolver el probleina por algin método de fuerza
bruta, ver mas adelante. En tales casos es coveniente intercambiar optimalidad
por eficiencia y tratar de recombinar las soluciones para obtener una solucién
global aproxiinada.

Esta forma de disefiar algoritmos nos puede ser de utilidad para construir
heurfsticas (de momento diremos que una heuristica es un algoritmo que no
encuentra necesariamente una solucién ptima de un problema, pero que es ca-
paz de encontrar una buena solucién en tiempo polinomial, para aclarar mejor
esto ver capitulo cinco) para los problemas NP-C, aunque lo que estarfamos
haciendo realmente serfa diseiiar algoritmos que nos dan una solucién aproxi-

mada,

Ejemplo 8 Consideremos el problema del agente viajero euclidiano pave, en
el cual las ciudades son puntos del plano bidimensional y el objetivo es encon-
trar un recorrido que pase por cada uno de los puntos una sola vez y sea de
longitud minima,

La figura §-1 muestra la técnica de divide y vencerdz, considerando parti-
ciones de cuatro,

En este problema el paso de la combinacidn de las soluciones locales es
Jundamental, incluso con una buena divisidn del problema. Los pasos bdsicos
del algoritmo son:

1. Particionar el rectdngulo (el cual debe ser el mds pequerio que con-
tenga todos los puntos, incluso en su frontera, de la instancia del pave, y que
cumpla con que sus aristas son pararelas a los ejes) horizontal y verticalmente
en dos subconjuntos tales que:

i. la direccidn de la linea divisora es paralela al lado mds corto,
ii. la linea divisora pasa a través de un punto, localizado en dos
subproblemas que contienen un nimero igual de puntos.

PROBLEMAS DE BUSQUEDA



—

figura 4-1 a) El conjunto de puntos, b) La dltima particién hecha por el
algoritmo, c) El recorrido final

2. Resolver las dos mitades recursivamente,
3. Combinar los dos subpaseos, los cuales se deben inlersectar en un
sdlo punto. ’

Sin embargo, si la unidn de dos subpascos se quiere hacer optimamente
serd necesario que la combinacion requiera la substitucidn de la mayoria de los
dos subpaseos, como se muestra en la figura {-2. Pero, para tralar de evitar
en lo posible este problema, usaremos una heuristica simple para unir a dos
subpascos,

Como se muestra en la figura 4.3 para cada uno de los pares de segmen-
tos (ey,€}), (€1, €), (e3,€}) y (€3, €y) considérese el efecto de cambiarlos por los
segmentos Py P}, Iy P}, PP 0o Py P}, La transformacidn anterior se usd para la
construccion de los pascos de la figura 4.1.

4.12 Algoritmos Glotones .

Un algoritmo glotén trata de obtener una solucién éptima de un problema
de optimizacién combinatoria (POC), ver capitulo dos, por medio de una
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figura 4-2 a) Dos subpaseos vecinos, b) La posible unién de dos subpaseos, c)
El paseo ptimo

figura 4-3 Una posible combinacién
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secuencia de elecciones. En cada paso de decision del algoritino se hace la
mejor eleccion de ese momento.

Sin embargo, esta estrategia heuristica no siempre obtiene la solucidn dptima
de un problema, por lo que no necesariamente se obtiene una solucién factible.
Pero hay dos caractenisticas de los problemas que se pueden resolver con esta
estrategia; ver [Cormen, Leiserson, Rivest(1992)]

Propiedad de Eleccidn Avida: Esta caracteristica se basa en la posibilidad
de encontrar una solucién dptima a partir de elegir en cada momento
la mejor opcién que se presente; esta eleccion depende de las elecciones
previas y no depende de Jas préximas elecciones,

Subestructura dptima: Un problema exhibe esta subestructura si la solucién
dptima de un problema estd formada por la secuencia de las mejores
elecciones que se hicieron en el transcurso del algoritmo.

Estas propiedades serdn inds claras con el siguiente ejemplo, el cual es una
variante del ph.

Ejemplo 7 El lipo de ph que se muesira tiene por objeto realizar la mayor
cantidad de tareas, sin violar la restriccion de precedencia (de hecho a este pro-
blema se le puede llamar de programacion de tareas), Sea T = {t,,t3,¢3, ..y 1y}
un conjunto de n tareas, donde cada tarea t; tiene un tiempo de incicio s; y un
tiempo de término f; fijos, donde s; < f;. La duracidn de la i-€sima tarea estd
definida como el intervalo semiabierio [s;, f;).

La precedencia de dos actividades, t; y t;, no se viola si sus intervalos de
duracidn no se intersectan, es decir, si s; > f; 0 8; 2 [;; a las tareas que
cumplan con la condicidn de precedencia se les llamard compatibles.

En estos términos el problema consiste en encontrar el conjunto mds grande
de tareas compatibles,

El algoritmo glotén que proponen [Cormen et al.] supone que las tareas
estdn ordenadas en forma decreciente con respecto a su iempo de término, es
decir, fy < fa < f3 < ... < fu (si las tareas no estuvieran ordenadas como se
menciond, se pueden ordenar en O(nlogn) con el quicksort, [Aho, Hoperoft,
Ullman (1974)]; ademds se rompen los empates arbitrariamente).

Las estructuras de datos que usa el algoritmo son dos arreglos que contienen -

los tiempos de inicio y término s y f para cada tarea, el pseudo cddigo del al-
goritmo se presenta en seguida:

ag-tareas(s, f)
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01, n := length{s)

02, A:= {1}

03. j:=

04, fori=2to ndo

05. if s; > f; then
06, A:= AU {j}

07, ji=t
08. return A

La operacion del algoritmo se muestra en la figura §-4. El conjunto A
esta formado por las tareas seleccionadas. La variable j especifica la Gltima
tarea agregada al conjunto A, ademds como las tareas se ordenaron de manera
decreciente, con respecto al tiempo de término, entonces f; siempre serd el
mdximo tiempo de cualquier tarea de A, es decir

f; = max{fi | k € A)

Las lineas 02-03 seleccionan a la tarea 1 (por lo que inicialmente el conjunte
A sdlo contiene a esta) y se inicializa a j con la tarea 1. Las hneas 04-07
consideran a toda tarea i e incluyen a i en A siempre y cuando ésta tltima sea
compatible con todas las otras tareas que estin en A, esto se hace en el paso
05 comparando el tiempo de inicio de la tarea i con el tiempo de término de la
iltima tarea j introducida en A. Sila tarea i es compatible con las demds, los
pasos 06-07 introduciran a ¢ en A y actualizaran a j con i.

Este algoritmo es eficiente en el sentido que para n tareas encuentra una
solucién en tiempo O(n + nlogn)

413 Bisqueda Local

El algoritme de biisqueda local (b)l necesita del concepto de vecindad de una
solucidn, el cual lo podemos definir como:

Definicién 23 Sea(I', k), una instancia de un POC I, dondeT es el conjunto
de soluciones de Tl yk es una funcidn que a cada solucidn y € Gamma le asocia
un nuimero real, una estructura de vecindad es una funcidn

V:il-pl)

1— V()T
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figura 4-4 La ejecucion del algoritmo glotén con un, conjunto de 11 tareas,

9
10
I

mostradas a la izquierda. Cada columna de la figura corresponde a una iteracién
del for en las lineas 04-07. Las actividades que estin en A estin sombreadas,

mientras que las actividades en blanco estén siendo consideradas. Si el tiempo
inicial s; de la tarea ¢ es mayor que el tiempo de término f; de la tarea seleccionada

Jj (1a flecha apunta a la izquierda) la tarea i es rechazada en caso contrario (la

flecha apunta a la derecha) la tarea es incluida en A
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El sentido que toman los elementos del conjunto V(v) con respecto a la
solucidn 4, es el de que son soluciones cercanas con respecto a alguna métrica.

El conjunto V(¥) es lamado vecindad de la solucidn v, y para todo v’ €
V(9) se le lama solucidn vecina de 4; obviamente se tiene que cumplir que

7eV() e reV(H)

Bajo este contexto, lo que nos interesard es poder escoger un vecino para
4 € T' que sea de cierta manera el adecuado; sin embargo para poder lograrlo
tenemos que generar la vecindad de V(v), por lo que nos serd 1itil la siguiente
definicion:

Definicion 24 Sea (I, f) una instancia de un POC y sea V() una vecindad
para la solucidn 4, un mecanismo de generacion serd aguel que selecciona una
solucidn o' de la vecindad V(vy)

Se puede argumentar que, dada una instancia de un POC y una estructura
de vecindad, un algoritmo de bisqueda local itera en un nimero finito de
soluciones, empezando con una solucién inicial (que puede ser escogida de
acuerdo al problema, o tal vez en forma aleatoria) y, con la aplicacién de un
mecanismo de generacidn trata de encontrar una solucién mejor (de menor o
mayor costo, segin sea el caso) buscando en la vecindad de la solucidn actual,
Sise encuentra una solucién mejor, la solucién actual se reemplaza por esa, En
caso contrario, €l algoritmo debe continuar con la solucién actual. El algoritmo
termina si no encuentra mejoras que sean estrictas,

Usando pseudocidigo el algoritmo se puede escribir como:

Loyi=9%
2. repeat
este procedimieto genera 4’ € V(v)

3. generarly']

4. if f(v') < f(v) then
5 qi=+
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until f(7') > f(v) para todo v’ € V(I')

€
&

N

Para aplicar éste método a un problema partiMlar se tienen que considerar
varios aspectos. Primero, se debe de decidir cémo ohtener una solucidn inicial
factible; en ocasiones es bueno ejecutar el algoritmo bl desde varios puntos
iniciales y escoger el mejor resultado y en este caso se tiene que decidir cuantos
puntos iniciales se pneden utilizar y cémo se deben de elegir, ver [Papadi-
mitriou, Stiglitz (1982)].

Segundo, se tiene que seleccionar una vecindad adecuada para el problema
y un criterio para elegir un elemento de ésta. La eleccién usualmente se gufa
por la intuicién y las caracteristicas del problema, porque no cxiste teoria que
esté disponible para cualquier tipo de problemas de optimizacion combinatoria.

Consideremos en seguida la ejecucién del bl para una instancia del pav que
s¢ muestraen la figura -5

oy

figura 4-5 Una instancia del pav

Ejemplo 8 Supdngase que se encontrd una solncién para la instancia del pav
de la figura 4-5 la cual es representada por la figura §-6(a). Podemos reemplazar
las aristas (a,e) y (¢c,d) con un costo total de 12 por las aristas (a,d) y (c,e),
con un costo total de 10, esta opemcion se muestra en la figura 4-6(b).
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figura 4-6 La optimizacién de la instancia del pav

Si ademds reemplazamos las aristas (a,b) y (c,€) por (a,c) y (be), ten-
dremas como resullada la solucidn dptima que se muestra en la figura {-6(c).
Se pucede verificar que ningiin par de aristas se pueden quitar de la figura 4-6(c),
para mejorar la solucidn.,

En la signiente seccion def trabajo se definira a los problemas de bisqueda,
que scran las estructuras con las que se trabajarad en el resto del mismo,
también se mostrardn las primeras aproximaciones que los intentan resolver
basandose en los algoritinos de biisqueda en grdficas.

4.2 Problemas de Blsqueda

Para poder empezar a hacer un andlisis de los métodos de bisqueda, tenemos
que considerar primero que existen diferentes tipos de problemas que abor-
daremos aqui. Por un lado los problemas que surgen de las aplicaciones de
Ia Teorfa de las Grificas, los cuales tivnen en forma implicita un recorrido (o
exploracion) en su estructura, y los problemas de hisqueda que pueden ser
representados por medio de wna grafica,

Del tipo de problemas, que se acaban de meucionar, sélo consideraremos los
problemas que sean NP-C o Intratables. En este tipo de problemnas se puede
hacer un recorrido para legar a un_estado conveniente o final (i.e. un estado
que represente una solucion o que cumpla con las condiciones requeridas), este
estado estard representado por un vértice, mientras las relaciones de costo o
dificullad que se tengan de un estado a otro serdn representadas por arcos o
aristas.
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Uno de los métodos bisicos de la representacion de problemas es la cons-
truccion de un espacio de soluciones en forma de una gréfica, dende los nodos
o vértices representan estados y los arcos o aristas representan operadores que
transforman cierto estado en otro dentro del mismo espacio de estados.

La idea general es ir buscando una secuencia de estados que bajo alguna
operacion nos Heven de un estado inicial a un estado final. En este punto, el
hecho de que e} problema sea NP-C o NP implica que el nimero de posibles
estados puede ser muy grande,

Si la solucién de un problema se basa en encontrar una sucesion de ope-
radores que transformen un estado inicial a un estado final, entonces esto cor-
responde al problema de grificas de hallar un camino de un vértice vy a otro
v

Como ejemplode la representacidn de problemas de biisqueda, consideremos
el caso para el problema de programacion lineal entera pple, definido también
por

minz = cz
Az<b (2)
zed"

Denotemos el conjunto de soluciones factibles como

I'={z| Az < b,2; 20,Vi =1..n}

Una manera para resolver el problema de manera directa sobre el conjunto
I, es particiondndolo sucesivamente en subconjuntos cada vez mas pequefios
con la propiedad de que cualquier solucién dptima estd dada en al menos uno
de los subconjuntos.

Esta divisidn se puede ilustrar por unt drbol numerado comoen la figura 4-7,
donde cada vértice del drbol corresponde a un subproblema de (2), es decir,
para el vértice k tenemos:

minz,z € I'x (8)

donde
r,cr

Como la numeracidn de los vértices procede de arriba hacia abajo del drbol,
los conjuntos I'j,j = 1,...,m se hacen mas pequefios en forma progresiva hasta
que es posible resolver (3) o al menos determinar si contiene soluciones poten-
ciales, este método tiene el nombre de ramificacidn y acotamiento, el cual se
especificard mas adelante.
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La nnmeracidn procede hasta alcanzar el minimo de (2) pero esto puede tar-
dar demasiado, pués este tipo de problemas son NP-C, ver [Neunhauser(1988)].

figura 4-7 Representacién del d1bol generado por la division del conjunto de
soluciones factibles

Con todo esto, el objetivo de las estrategias de biisqueda es decidir cual de
los operadores (aristas de la grifica) deben ser incluidos en el camino que da
la solucion,

La clase de problemas que definiremos incluye las ideas que se han men-
cionado, y a los elemnetos de esta clase de problemas se denominara de bisqueda
(pb).

Un pb I consiste de un conjunto Dy de instancias y para toda I € Dy
existe un conjunto I'yjl] de objetos finitos llamados soluciones de I1. Diremos
que un algoritino resuclve un pb I1 si para algnna instancia I € Dy dada,
se obticne la respuesta no siempre y cuando Py[l] es vacio, en otro caso, se
obtiene como salida una solucion v que pertenece al conjunto I'y(1].

Por cjemplo, el conjunto de soluciones para una instancia del pav consiste
de todos los recorridos que tengan el menor costo. Por lo que un algoritmo que
pretenda resolver la instancia solo debe de encontrar una de estas soluciones,

Es importante observar que un problema de decision Il se puede formular
coto un problema de bisqueda tomando la siguiente relacidn:

si I € Y1, entonces I'y[l) = {si}
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si I ¢ Y, entonces I'n[l] =9

En el capitulo dos habfamos visto que era posible interpretar a los problemas
de optimizacién combinatoria como problemas de decision, por lo que se infiere
que un problema de optimizacidn combinatoria se puede caracterizar como
problema de bisqueda.

Sabemos que para los problemas NP no existe un algoritmo deterministico
de tiempo polinomial que sea capaz de resolverlo; sin embargo, lo que haremos
a lo largo de esta exposicidn es tratar de aprovechar las caracteristicas que
surgen al representar un POC como un problema de biisqueda, para tratar
de obtener buenas soluciones en un tiempo razonable. Lo anterior puede ser
considerado como nuestra heuristica para atacar a los problemas NP.

Ahora que sabemos que lo que se tiene entre manos son problemas de
biisqueda, debemos pensar:

1. jcémo hacer una representacion del problema?

2. [cémo buscar una buena solucién v en esta representacién?.

Nuestra propuesta para responder la primer pregunata es la siguiente: si a
un POC Il se le asocia implicitamente una grafica conexa, a la que llamaremos
espacio de estados o grdfica del problema, la cual se caracteriza de la siguiente
manera:

Gn = (En, An)

con un vértice vp € En que denominaremos eslado inicial, donde
En = {z | z es un estado de I}

y las aristas se obtienen usando la estructura de vecindad sobre los posibles
estados del problema

V : En - p(En) tal que

2+ V(z) € p(En)

de esta manera todas las aristas de Gy son de la siguiente manera:
Ap = {(-'l'.y) l z€ Enye€ V(.’l‘)}

Ademas denotaremos a 4 € En como un estado final, el cual representard una
solucién del problema.

Si existe un camino de v a 4 en la grdfica Gy, entonces ese camino es una
secuencia de pasos (o iteraciones) que nos llevard a una solucion de I1.

Sin embargo, de todos los caminos que generan una solucién para el pro-
blema I, necesitamos tomar el minimo (pues necesitamos llegar a una solucién
en el menor nimero de iteraciones posibles), para ello necesitamos las siguientes
definiciones:
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Sea ' = {7 | v es una solucién de 1} y Cr = {zy-camino | y € T,z € Eg}.
Definimos la signiente métrica que nos da la distancia (costo) de un zy-camino

k:Cpr— R

zy-camino v k(zvy-camino)

Usualmente el cilculo que se hace de k(zy-camino) se logra por medio de
una funcion de costo ¢ para cada arista de la grifica, es decir:

¢: Ag— Rt

De esta manera k(zy-camino) se define como:

k(zy-camina) = Y cfu)

(wv)Esy—camino
necesitamos encontrar
min{k(zvy-camino) | z = vo},
es decir, queremos encontrar un vyy*-camine que cumpla con,
k(voy* —camino) < k(voy—camino);Vy € T

Lo que acabamos de mostrar que un problema de biisqueda se puede reducir
a un problema de optimizacidn combinatoria, lo que significa que tenemos una
equivalencia entre los tres diferentes tipos de problemas, los de optimizacién
combinatoria, los de decision y los de bisqueda.

Una vez que se tiene esta estructura (el espacio de estados), podemos pasar
a la respuesta de la segunda pregunata, (;cdmo buscar en la representacidn?),
Las estrategias de biisqueda difieren en la cantidad de conocimiento que usan,
Se examinaran estrategias las cuales no usan informacién (primero en amplitud
y primero en profundidad), y algunas consideradas heuristicas,

Supongamos el siguiente ejemplo en el cual queremos encontrar el camino
mas corto en un espacio de estados del estado s al estado g, ver figura 4-8.

Entonces podemos representar su espacio de bisqueda como lo muestra la
figura 4-9.

En este espacio de bisqueda de todos los caminos de s a g s6lo nos interesard
el camino cuya distancia sea la minima.,

4.3 Estrategias de Fuerza Bruta

En la formulacién de los espacios de estado de los problemas, una solucién
es obtenida por la aplicacion de operadores a los estados hasta que una ex-
presion describa algiin estado terminal. En general las estrategias (métodos)
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figura 4-8  Un espacio de estados

de bisqueda para los espacios de estados deben de poder considerar los si-
guientes aspectos.

Un vértice inicial asociado con una descripcion del estado inicial,

2. Los sucesores de un estado v son calculados usando el operador que es
aplicable para la descripcion del estado asociado con v. Sea V el operador
especial que calenla todos los sucesores de v (los estados que esten en la

vecindad de v). Al proceso de aplicar V se le llamara erpandir el estado.

&3

Un conjunto de apuntadores de cada sucesor hacia su predecesor. Estos
apuntadores indican el camino de regreso hacia el estado inicial, cuando
el estado meta se ha encontrado,

-

Los estados sucesores son examinados para ver si son estados terminales,
Y esto se hace hasta encontrar uno. Cuando un estado terminal es en-
| contrado los apuntadores son trazados de regreso hasta el estado inicial
para producir el camino que da la solucién.

Las caracteristicas anteriores solo describen la mayoria de los elementos de
las estrategias de bisqueda, Una descripcion completa de una estrategia de
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figura 4-9 Representacién de el espacio de bisqueda

bisqueda debe describir el orden en el cual los estados deben ser expandidos.
La manera inmediata es considerar la idea de los algoritmos de BP y BA (ver
Anexo 1) para la exploracién de gréficas,

Consideraremos en nuestras estrategias de biisqueda, la caracterizacién de
los estados en dos clases, que es similar a la que tienen los algoritmos de
brisqueda en grificas, ya que a los vértices que Hamaremos abiertos y cerrados
son semejantes a los vértices pintados de gris y negro de los algortimos de
isqueda.

o Abierlos: Son los estados que ya han sido generados (y para algunos
algoritmos heuristicos ya les fué aplicada la funcion heuristica), pero que
todavia no han sido considerados (examinados). Esta lista en realidad es
una cola de prioridades (en esta cola los elementos con mayor prioridad
son aquellos que tienen un valor mds promisorio obtenido por la funcién
heuristica).

o Cerrados: Los estados que ya han sido examinados.
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43.1 Estrategia de Bisqueda Primero en Amplitud.

Esta estrategia de bisqueda expande los estados en el orden en el cual ellos
son generados. La estrategia consiste de los siguientes pasos.

1. Colocar el estado inicial en abiertos
2. Si abiertos esta vacia, salir con una falla

3. Remover el primer estado de abiertos y ponerlo en cerrados, llamar a este
estado v

4. Expandir v, generando todos sus sucesores; si no tiene sucesores, ir a (2).
Sino, poner los sucesores al final de abiertosy colocar los apuntadores de
estos sucesores hacia v,

5. Si alguno de sus sucesores es un estado terminal (meta) salir con la
solucidn, obteniéndola a través de los apuntadores, en caso contrario ir a

@).

Este algoritmo supone que el estado inicial no es terminal (meta). Se puede
garantizar que esta estrategia encuentra un camino solucidn, si es que existe,
de vo a un estado terminal, porque en el peor de los casos explorara todo el
espacio de estados.

43.2 Estrategia de Bisqueda Primero en Profundidad.

En este tipo de estrategia se expande el primero de los estados generados re-
cientemente. Ademds como en el BP se define la profundidad de los estados
como sigue:

La profundidad del estado inicial es cero, La profundidad de cualquier otro
estado diferente al estado inicial es uno mas la profundidad de su predecesor
(padre).

Para seleccionar un estado del espacio se tomara en cuenta el estado que
tenga mayor profundidad. Realizandose siempre y cuando se esté en un camino
que resulte fructifero, de lo contrario, es necesario regresar al predecesor de este
estado y continuar con la biisqueda.,

También puede considerarse el criterio de que si un estado sobrepasa alguna
cota de profundidad y no se ha encontrado hasta ese momento una solucién
se continuara la bisqueda con otro estado que no la sobre pase, pero en caso
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contrario la bisqueda se detiene, Este criterio resta el sentido exhaustivo que
tiene este método, e incluso se puede ver como un método heuristico, A con-
tinuacion se define la estrategia;

1. Colocar e} estado inicial en abiertos
2, Si abiertos esta vacia, salir con una falla

3. Remover el primer estado de abiertos y ponerlo en cerrados, llamar a esta
estado v

4. Si la profundidad de v es igual a la cota de profundidad ir a (2)

5. Expandir v, generando todos sus sucesores; poner los sucesores al inicio
de abiertos y colocar los apnntadores de estos sucesores hacia v,

6. Si alguno de sus sucesores es un estado terminal (meta) salir con la
solucidn obteniéndola a través de los apuntadores; en caso contrarioir (2).

Notemos que el algoritmo numera los estados en el orden en que los ex-
pandid, También la estrategia biisca en un camino hasta encontrar una solucion
o llegar a la cota de profundidad; en tal caso empieza a consideras caminos al-
ternativos de la misma o menor profundidad con respecto al paso anterior, si
tampoco aquiencuentra una solucion, entonces busca en el predecesor de su
predecesor y asi sucesivamente.

Los métodos expuestos son especializaciones de los algoritmos BA y BP los
cuales exploraban cualquier tipo de grifica. De tal manera el comportamiento
de las estrategias especificas es semejante.

Pero a pesar de que las estrategias de bisqueda son eficientes porque en-
cuentran una solucion, si es que existe, de un problema I, estas pueden ser
muy costosas si la representacion de Il necesita de una cantidad suficiente-
mente grande de estados; o también si se tiene que buscar en todo un espacio
de soluciones. Un problema ad hoc que muestra lo anterior, es el problema de
encontrar una estrategia optima para el juego de ajedrez, en el cual se ha visto,
que e} nimero promedio de posibles movimientos por tirada para cada jugador
es de 35 y el nimero promedio de posibles tiradas en una partida completa es
de 50 para cada jugador, ver [Winston(1977)], por lo que si quisieramos con-
struir el espacio de estado para este problema nos encontrariamos con un drbol
95-regular de 100 niveles (50 para cada jugador), y haciendo cuentas tenemos
que el espacio de busqueda constaria de 35'% estados, lo que se considera como
un problema intrtatable,

PROBLEMAS DE BUSQUEDA



4.3.3 Estrategia de Bisqueda Optima

Cuando se ve la verdadera magnitud de las cantidades anteriores, se debe de
pensar en métodos que sean capaces de dar una buena solucion sin que tengan
que explorar todo ese espacio, por lo que se requiere de un método capaz de
buscar en las opciones que garanticen una solucién del espacio de hisqueda.

El primer método de este tipo es el conocido con el nombre de Estrate-
gia de Bisquda Optima (BO), el cual sigue la estrategia de los algoritmos de
biisqueda local. Este método a pesar de ser considerado en la literatura cldsica
de Inteliegencia Artificial como de fuerza bruta no lo es estrictamente, porque
esta estrategia no tiene que realizar una biisqueda en todo el espacio, ya que
usa una fancién de evaluacidn que genera un costo por obtener a cada sucesor
de todos los estados del espacio; avanzaré en la bisqueda tomando el estado
sucesor que tenga menor costo, De esta manera en el camino que se va con-
struyendo, para cada estado v que este en él, se podra garantizar que el costo
de v al estado inicial vg es el menor,

Considérese el problema, II,, de encontrar el camino de costo minimo del
estado inicial vg a un estado final 4 para el caso en el que una grafica representa
un espacio de estados con los costos de los operadores determinados para todas
las aristas por una funcién definida como:

c: Ay, - Rt
(u,v) — c(u,v)

donde
An, € {(u,v) | u € Ep,,v € V(u)}

El costo del camino del estado vy a un estado v se calculard con una funcién
recursiva que se define como:

9(v) =0
9(v) = g(u) + ¢(u,v)

El algoritmo usa también las lista de abiertos y la lista de cerrados y se
define a continuacion:

1. Meter a vg en abiertos y g(v) =0
2. Si abiertos = 0, salir con falla
3. encuentrar v tal que g(v) = min{g(u) | u € abiertos}’

4. Si v € T terminar con éxito
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5, Sacar a v de abiertos y meterlo a cerrados
6. Obtener V(n)
7. Para todo w € V(v) calcular g(w)

(a) Si w ¢ abicrtos y w ¢ cerrados, entonces v meterlo a abiertos,
Asignarle g(w) a el estado w,

(b) Si w € abiertos o w € cerrados, comparar el nuevo valor g(w)
asignado a w con el valor previamente asignado, que llamamos g'(w)

i. Si ¢'(w) < g(w), entonces no cambiar nada,

ii. Sig'(w) > g(w), entonces, substituir g(w) por ¢'(w) y actualizar
el apuntador hacia v,

8 iral.

Se puede onbservar que si el costo de todas las aristas es constante este
método es equivalente a la estrategia de Bisqueda en Amplitud,

Ejemplo 9 Supongamos cl siguiente espacio de estados:

figura 4-10  El espacio de estados

’n la tabla se muestran las operaciones del BO sobre la instancia de la
Jigura 9-10
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vérlice adyacencia

e — a0 —+ be — ce — de b nil
o — go —+ nil

e ae — nil

e — ae — be — nil

o — ae — be — ce — nil

e — nil

F“a_hﬂ'ﬁh

1: s = v, g(s) =0, ablertos = {s}, cerrados = §
— v v#g ablertos cerrados V(v) g(V(v))

o(a) = 11, 4,(b) = 9,
2: 8 - $ {s} {ab,¢,d} gﬂfzz)=6';(d)=l

3d dfg {abd  (sd)  {abe = Ta)=6
4: ¢ c#¥g {ab} {s,d,c} {a,8) gc(a) = 5,9.(b) =3
5: b b # g {a} {8, d,b, c} {a} 90(“) =4

6: a a¢g & {sdcba} (g} 9(8) = 22

7: ! ! = ! - — - —

Notemos que el camino minimo estd dado por s —~d —c—b—a —g con un
peso total de 22.

Sélo falta demostrar que el algoritmo encuentra la solucién 6ptima, y para
poderlo hacer consideremos el siguiente teorema.

Teorema 8 Sea G = (En,An) un espacio de estados de un problema de
busqueda 11, supongamos que eziste un voy-camino en Gp, entonces el método
de busqueda dptima terminard con ezito,

Demostracién. Supongise que el procedimiento falla, entonces por el paso
(2) la lista de abiertos estd vacia, mientras la lista de cerrados contiene a todos
los vértices ezplorados hasla ese momento. Pero como ezisle vyy-camino, el
cual puede ser representado lezicogrificamente como vg, vy, vy, ..., v, entonces
debe de haber un v; € vgy-camino, ademds también v; € cerrados y fue el viltimo
vértice ezplorado por el algoritmo antes de fallar, entonces vy, ¢ cerrados y
Vis1 ¢ abiertos, Como v; estd en cerrados por el paso (06) tuvo que haber sido
ezpandido, entonces por el paso (07) vi4y tiene que estar en la lista de abiertos
al menos una vez y tuvo que ser ezaminado antes de que la lista de abiertos se
vaciara, por lo que se tienen dos casos:

(a) Si viyy € T tuvo que haber terminado con ezito, lo cual es una
contradiccidn,

(5) Siviyy ¢ T debio de meterse a la lista de cerrados y continuar y
como Gy es finita tendria que terminar hasta que se reduciria al
caso anterior, lo cual es una contradiccidn
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La contradiccion viene de suponer que el procedimiento falla, Por lo tanto
el procedimiento si termina con la solucidn O

Sin embargo, en general no se puede tener la especificacion de los costos
en un problema, y para estos casos la estrategia BO no es efectiva. Con este
antecedente en el préximo capitulo se estudiaran procedimientos de biisqueda
leuristicos que logran en la mayoria de los casos mejorara la eficiencia en la
exploracién de un espacio de estados,
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5. METODOS DE BUSQUEDA HEURISTICOS

Inicialmente en este capitulo se dard un ejemplo que muestre una representacion
del pav como problema de bisqueda, resuelto por el método de ramificacién
y acotamiento. Posteriormente entraremos mas a detalle en los métodos de
bisqueda heuristicos, empezando con el Primero Mejor, y posteriormente con
el A*, el cual es una especializacion del anterior,

2.1 Heuristica |

La nocion de la bisqueda leuristica aparecié en los afios 60's. Inicialmente
se trataba de aumentar la efectividad de los procesos solucionadores de pro-
blemas. Esta herramienta permitia eliminar soluciones del conjunto de todas
las posibles, usando el conocimiento disponible acerca del problema para dirigir
la biisqueda. Posteriormente las reglas de la bisqueda heuristica fueron formal-
izadas por [Newell(1969)] y [Pearl(1983)]. Lo que se hard en este capitulo es
estudiar estos procesos y tratar de enfocarlos para poder aproximar soluciones
de problemas NP.

Cuando un problema tiene una representacién por un espacio de estados,
1a bisqueda en el espacio de estados puede hacerse més eficiente si se usa in-
formacién (o conocimiento) referente al problema.

Diferentes autores definen la buisqueda heuristica de varias formas, algunas
de ellas son:

o Es una estrategia prictica que incrementa la eficiencia para resolver un
problema complejo. [Feigenbaum, Feldman (1963)].

o Llega a una solucién a lo largo del camino més probable, omitiendo el
menos promisorio. [Alcksander, Ferreny, Ghallab (1986)], [Amarel(1968)].

¢ Da un simple criterio para seleccionar la direccion de un curso de accién
sin determinar de manera definitiva los estados convenientes o inconve-
nientes [Guida, Somalvico (1979)].

o Es una técnica que mejora la eficiencia de un proceso de bisqueda posi-
blemente sacrificando la completez. [Rich(1983)].

o Son algoritmos que no tratan de encontrar una solucién optima sino una
buena solucidn en un tiempo aceptable, [Garey, Johnson(1979)].

METODOS DE BUSQUEDA HEURISTICOS 69



o Al conocimiento que no garantiza estar completamente correcto, pero que
es 1til para resolver un problema en la mayona de los casos, se le Hlama
conocimiento heuristico, Un método de biisqueda que usa conocimiento
heuristico se llama método de biisqueda heuristica, [Shirai, Tsujii (1982)]

El uso de heuristicas para incrementar la eficiencia en la bisqueda ha sido
estudiado en {nteligencia Artificial (IA) y en Investigacion de Operaciones
(10). En IO la representacidn mas comiin para esta informacién han sido las
funciones de acotamiento que intervicnen en la bisqueda con ramificacidn y
acotamiento, principalmente para los problemas de programacién lineal entera.
En IA los métodos de biisqueda heuristicos son aplicados a una variedad di-
versa de problemas, sobre todo en problemas de juegos (o puzzles), planeacién
de caminos en rohdtica, o en la obtencién de soliciones dadas por sistemas
expertos (en campos como la medicina, la biologia, la arqueologia, entre otros)
cuando el espacio de busqueda es muy amplio, [Jackson(199)], [Pearl(1984)],
[Latombe()1991]. [Lin (1965)] propuso el uso de una funcién de evaluacion
para dirigir la biisqueda en grificas y la aplicd para el problema del agente
viajero,

Para hacer mas concretas estas ideas consideremos el siguiente ejemplo, con
el viejo problema del agente viajero:

figura 5-1 Una instancia del pav

Ejemplo 10 Supogamos que tenemos la instancia representada por la grdfica
G = (Va,Ag) mostrada en la figura 5.1; la manera en que tralaremos de

METODOS DE BUSQUEDA HEURISTICOS

v e o — o p—— - o e am— s———



HEURISTICA

determinar una soluciin aprozimada para el pav, es plantedndolo como un
problema de bisqueda,

El espacio de hisqueda pam el problema estard representado en un drbol
cuyo estado inicial representand todos los pascos (recorridos) hamiltonianos.
Cada estado lendrd dos hijos, uno de los cuales representard un paseo que
contenga una arista determinada, mientras que el paseo del otro estado no la
contiene,

todos los
* recorridos
~__
recorridns - gecorridos
con ' . v 8in
(@, b) (a,d) .
i N e >~
recarridos vecarridos . tecorridos recotridos
.con con con (a, ¢). sin )
@, y(a,c) (a, ) sin (a, c)| | sin (a, ) (a, b) ni (a, c)
| 1 g | |
. recorridos con recorridos con fgcorridos
"ig"l:;h‘:uc’;' (a, b) sin (a, ©) sin sin
L ‘}, ' {(a, c) ni (a, b) ni (a, b), (a, ¢)
sIn (a, (a, d) (o, d) ni (a, d)
recorridas con rccorridos con reconi{!os con
(a,b)y (a,c)y . (a.d)m.n
(a, d) sin (a, d) sin {a, b) ni
{0, c) {a, b) {a, c)

figura 5-2 Principio de un rbol de solucién para la instancia del pav

Por las caracter'sticas particulares del pav podremos eliminar a los hijos
de alpin estado que no represente paseos hamiltonianos; por ejemplo no deben
cxislir estados que representen paseos que contengan a las aristas (a,b), (a,c) y
(a,d) porque a tendria grado 3 y una de las propiedades de los paseos hamilto-
ninnos ¢s que todns sus vértices (o cindades) scan de grado dos; similarmente,
podremos también eliminar cstados en los que alguna ciudad tenga grado menor
a dos, por ejemplo no se debe enconlrar un estado que represente un recorrido
sin las siguientes aristas: (a,b),(a,c) o (a,d) pues sélo se podria llegar a a por
(n,¢), lo que indicaria que a tiene grado uno. (ver figura 5.2)

La informacidn que necesitamos para poder usar la técnica de ramificacion
y acolamiento es una cota inferior del conjunto de soluciones del pav.

Consideremos a I’ como el conjunto de soluciones factibles del pav, obsérvemos

que ¥ € I es un paseo hamiltoniano que no necesariamente es el de longitud
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(costo) minima; definimos
‘ z:T = RtU (0}
7 2(2)
de la siguiente manera
L (d(u,v) +d(u,w))

2)= ¥ d(u,v) = Himecedl]
()€ 2

Esta funcion es el costo del ciclo hamiltoniano, donde d(u,v) es la funcién
que determina la distancia entre los vértices u y v y los vecinos de u estdn
representados por:

adylu] = {z4 € Vg | (4,2.;) € Ag)

Observemos que en la ltima relacion los costos de las aristas se cuentan dos
veces, por eso dividimos entre dos. Esta igualdad nos serd 1til para encontrar
una cota inferior para el pav.

E'sto es, sea u € 4 un vérlice de G, agruparemos a los vecinos de u en orden
ascendente con respecto a la distancia con u en la siguiente manera

d(u,24;) S d(u,2uin )i =1,2,...

para

Tuir Ty 41 € ady[u]

eslo quiere decir que ady[u] es un conjunto ordenado. Entonces

d(uvzu.l) + d(“g zu,?) < d(“y zu.i) + d(“y zu.j)

donde d(u,z.;) y d(u,2.;) estdn en el paseo v y d(u,z,,),d(u,z,3) son
las dos aristas incidentes a u de menor costo,

Como lo anterior se cumple para todos los vértices del paseo tenemos que

u%(d(u,zu.n) + d(u, z43)) ) ‘u};'(d(u. 2u) + d(u, 24,5))
2 = 2

De esta manera la cota inferior para el costo de los paseos del pav estd
dada por '
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u%(d(“,fu.l) + d(“’xuﬂ))
2

En concreto para la instancia del pav que estamos considerando tenemos
que:

vértice aristas costo  total
a (ayb)(a,d) 3+2 5
b (b,a),(be) 3+3
¢ (c,a)(c,d) 4+4
d (dya),(dyc) 245
e  (eb),(e,d) 346

© -3 oo M

)
=
3
14
Rl
Il
—
-3
on

Por lo que ningiin paseo serd menor a 17.5. Es necesario observar que la
cola se construyd sin considerar las restricciones del pav, es decir, la suma
total (17.5) puede no ser el costo de ningin paseo.

Ahora, para calcular una cola inferior del costo de los recorridos definidos
para algin estado del espacio es necesario considerar que la seleccidn de las dos
aristas adyacentes a un vérice u de G se hard de la siguiente manera: como
construimos el drbol de tal manera que cada uno de los estados representa
recorridos definidos por un conjunto de aristas que deben estar en ¢l paseo
y otro conjunto de aristas que no estén, es claro que una arista obligada a
permanecer en cualquier paseo debe incluirse entre las dos aristas seleccionadas,
sin importar si no es una de las dos aristas de menor costo incidentes a u. Asi
mismo, una arista restringida a estar fuera de un paseo no puede seleccionarse,
aungue su coslo sea menor.,

Por ejemplo, si eziste la restriccion de incluir la arista (a,b) y ezcluir (a,d)
y (a,¢€), las dos aristas para el vértice a son (a,b) y (a,c), con un costo total de
7. Para b se seleccionan (a,b) y (b,e), con costo de 6. Para c se eligen (a,c)
y (¢,b), con costo de 8. Para d se seleccionan (d,c) y (d,e), con un costo de
11, mientras que para e se deben escoger (e, b) y (e,d) con un costo de 9, La
cola inferior para los costos de los paseos que cumplen estas restricciones es
1464841149 = 90,5,

Para la construccion del drbol de bisqueda a partir de lo que hemos venido
mencionando, tenemos que cada vez que se ramifica al considerar los dos hijos
de un estado se intenta inferir decisiones adicionales sobre las aristas que deben
incluirse o ezcluirse de los paseos . Las reglas para estas inferencias son:

1, Sila ezclusidn de una arista (u,v) hiciera imposible para u o v tener dos
aristas adyacentes en el recorrido, entonces debe incluirse (u,v).
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2, Si incluir (u,v) hace que u o v tengan mds de dos aristas adyacentes en
¢l recorrido, o que se complele un ciclo que no sea hamiltoniano con las aristas
ya ineluidas, entonces se debe excluir a (u,v),

Al ramificar, después de hacer todas las inferencias posibles, se calculan las
colas inferiores de ambos hijos. Si la cola inferior de un hijo es mayor o igual
que el pasco de menor costo encontrado hasta el momento, entonces ya no se
explora cse hijo y no se construyen sus descendientes (usualmente a esto se le
conace como podar).

A115
restricciones
B11.5 N ciss
ab ah
DS k18 J18.8 K2
ac_; ad ac ac ac ad ae
a
poda N\ [
después de FI8_ 23 L IB‘Q_ M 215
descubrir 7 | ad  aé ad ac ad ___ac ad__ac
N\ poda / poda
I ] despuds fic N P
be bd B cd| descubrir | e W bd
be  ce e hd ! ce Il be ce
de cd de  bhe de  be de o
recorrido recorrido recorrido recorrido
ahc eda abe cda acb cda ace bda
costo = 23 costo = 2| costo = |9 costo = 23

figura 5-3 Arbol de solucién para la instancia del pav

Si no es posible podar ningiin hijo, como regla heuristica se considerard
primero al hijo (estado) que tenga la menor cola inferior, con la suerte de
alcanzar mds rdpido una solucion de menor costo gue la encontrada hasta ese
momento. Después de considerar un hijo, se debe de evaluar si puede podarse
su hermano, ya que pudo haberse encontrado una solucién de menor costo.

Para el caso de nuestra instancia del pav el drbol de bisqueda se muestra
en la figura 5-3. Para interpretar los estados del drbol, se debe aclarar que las
lctras mayrisculas son los nombres de los estados, los nimeros son las cotas
inferiores y se listan las restriceiones aplicadas al estado, escribiendo uv si la
arista (u,v) debe ineluirse y v si la arista (u,v) no debe incluirse. Observemos
tambicn gue las restricciones introducidas en un estado se aplican a todos sus
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descendientes, Asi, para oblener todas las restricciones aplicables en un estado
debe seguirse el camino de ese estado al estado ineial.

El ejemplo anterior nos muestra dos cosas importantes: una representacion
del pav como problema de biisqueda, usando la filosofia de ramificacion y aco-
tamiento, y la necesidad de tener buenos métodos de biisqueda que consideren
esta filosofia. Es importante notar que la bisqueda que se hizo en el espacio
de estados de la figura 5-8 s6lo se expandieron los estados mas prometedores
con respecto al valor de sus cotas; este método es el primero del que se hablard
en la siguiente seccion,

Considerando la definicion que da [Shirai, Tsujii (1982)] para encontrar
la solucién del problema en cuestion, necesitamos una funcion que para cada
estado nos diga, a partir del conocimiento considerado, qué tan fructifera seria
la bisqueda si lo consideramos. En este punto es importante mencionar que
existen problemas de biisqueda en los cuales una solucién se va construyendo
en una secuencia de estados, como veremos mas adelante, por lo que la con-
struccion de la funcién, a la cual llamaremos funcidn heuristica, dependera de
cémo es el tipo de espacio de biisqueda, Por ejemplo, para el espacio de estados
del pav que acabamos de ver, lo que vendria siendo la funcién heuristica es el
valor que tenemos de las cotas inferiores en los estados,

Para el caso en el que la solucion se va construyendo a través de una secuen-
cia de estados, la funcién heuristica debe generar una aproximacin del costo
del zv°-camino, para todo z € Ey. Dicha funcion se definird de la siguiente
manera;

h: En — Rt U {0}
v +— h(v)

Esta funcién serd usada por todos los métodos heuristicos que se verdn.
Ademas notemos que para los estados v, que representen una solucién factible
de un problema I, h(y) = 0. Esta igualdad es clara por la definicién de .

Los métodos de buisqueda que se analizardn en seguida son métodos de
ramificacién y acotamiento con una estimacion proporcionada por la funcion
heuristica en cada estado, siguiendo una modificacion del algoritmo de biisqueda
local.
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Esta estrategia se usa con la filosofia de ramificacion y acotamiento y usan las
listas de abiertos y cerrados definidas en el capitulo anterior, El método es muy
natural para los problemas de biisqueda, en el sentido de que para cualquier
estado podemos obtener a sus sucesores (hijos), y de los hijos de todos los
estados considerar sélo el mds conveniente con respecto al valor de la funcién
heuristica h; es decir, aquél que cumpla:

h(y) = min{h(z) | = € abiertos}.

De esta manera, s6lo el estado mas prometedor se ramifica de tal manera que
la solucién se encontrard, si es que existe.

La estrategia PM se describe a continuacidn,

Sea vy el estado inicial del problema Il planteade como un problema de
bisqueda sobre un espacio de estados G=(En, An)

1

poner vg en la lista abiertos, y hacer h(vy) = 0;
2. sila lista de abiertos es vacia terminar con falla;
3. sacar de abiertos al estado v que cumpla con
h(v) = min{h(u) | u € abiertos}
y meter v a cerrados;

4. si v € I' terminar con éxito;

&

determinar V(v)
6. para todo w € V(v) calcular A(w)

(a) si w ¢ abiertosy w ¢ cerrados, entonces meterlo a abiertos,

(b) si w € abiertos o w € cerrados, comparar el nuevo valor h(w) asig-
nado a w con el valor previamente asigando, que llamamos h’(w)

i. Si A'(w) < h(w), entonces no cambiar nada,
il. Si h'(w) > h(w), entonce substituir A(w) por A'(1w) y actualizar
el apuntador hacia v,

7. ira 2.
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Este algoritmo garantiza en el paso (4) que terminard con éxito siempre y
cuando algiin estado cumpla con ser el minimo de todos los estados que estan en
abiertos. Pero este estado puede que no esté necesariamente cerca del éptimo,
lo que implica que de esta manera no sc puede garantizar la optimalidad de la
solucién, Sin embargo, tenemos que garantizar primero que el algoritmo sea
completo, es decir, termina con una solucidn, si es que ésta existe.

La razdn por la que el algoritmo PM no termine con una solucidn es que la
lista de abiertos se vacie en un paso intermedio, lo que significa que no existe
un camino de vy a alginy €T,

Para que la lista de abiertos se vacie tiene que pasar que a partir de cierto
momento no se metan nuevos estados a la lista, de este modo de todos los
estados que estén en la lista de abiertos en el paso (3) el algoritmo escogera al
que tenga una mejor estimacion y luego en el paso (4) se tendra que verificar
8i es un vértice meta,

Ademas para que no se incremente la lista de abiertos es necesario que el
conjunto de sucesores sea vacio, asi, cada vez que se saque un estado de abiertos
en el paso (3) se metera una séla vez a la lista de cerrados, y como las listas son
finitas, entonces el algoritmo encontrard que no existe solucién, Sin embargo,
8i existe un vyy-camino el algoritmo sera capaz de encontrarlo en tiempo finito,
por lo que se puede enunciar el siguiente teorema:

Teorema 7 Sea Gy = (En, An) un espacio de estados para el problema ; s se
corre el algoritmo PM sobre Gy, entonces PM encontrard la solucion.

Demostracién: La demostracion de este teorema es semejante a la de-
mostracion del teorema que garanliza que el algoritmo de BO encuentra la
solucidn, y con lo que se argumentd anleriormente sobre las operaciones de las
listas de abiertos y cerrados, O

Para darnos una idea de la manera en que funciona este método, considere-
mos a la funcion heuristica come una funcién obejetivo, definada por el criterio
de Metropolis, propuesto en [Metropolss, et al. (1953)]

PraT

donde AF es el incremento positivo del nivel de energia del estado E; al estado
Ej, T es la temperatura, y kg es la constante de Boltzmann, en un sistema
fisico de multiparticulas,

Supondremos que podemos usar el algoritmo de recocido simulado (rs)
(simulated annealing), propuesto por [Kirkpatrick, Gellatt, Vecchi (1983)], para
generar una solucién de un problema de optimizacion combinatoria (POC) Il
por la analogia de un sistema fisico de multiparticulas con un (POC), basado
en las siguientes relaciones:

BUSQUEDA PRIMERO MEJOR (PM) 7
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1. La soluciones del POC son equivalentes a estados del sistema fisico

2. El costo de la solucion es equivalente a la energia del estado

Se introducird un pardmetro el cual tendré el sentido de la temperatura, al
cual llamaremos pardmetro de control, y supondremos que existen una estruc-
tura de vecindad, definida en el capitulo cuatro, y un mecanismo de generacion.
Consideremos la siguiente definicion:

Definicién 38 Sea (T,k) una instancia de un POC I1, 4;,v; € T dos solu-
ciones de Il, con k(v;), k(v;) sus costos respectivos, el criterio de aceptacion
determinard si y; es aceptado a parlir de «; con la siguiente funcidn de proba-
bilidad, la cual consideraremos como la funcién heuristica:

R si k(v;)legk(y;)
©F\ exp HUH) g k() > k()

donde ¢ € R* denota el pardmetro de control,

Con lo anterior se puede plantear el algoritmo rs, mas detalles en [Aarts,
Laarhoven (1988)], para resolver un POC. Sin embargo, lo que haremos en
seguida es modificar el algoritmo rs para que funcione como un algoritmo
heuristico para problemas de bisqueda.

La modificacién se basa en el método primero mejor PM, en el cual se
guardan en la lista abiertos todos los posibles estados encontradoes por la
biisqueda en el espacio de estados, y se escoge aquel que tenga la minima
evaluacion heuristica (calculada con el criterio de Metroplis) de la lista, lo que
garantiza que en cada seleccién se escoge dvidamente el mejor estado, pero
teniendo la posibilidad de volver a algin estado previamente encontrado, si
s que el encontrado no es menor a este. Este aspecto que se adaptara a la
version usual del rs permite movernos de un estado a otro que tenga una mejor
evaluacion heuristica, ya que el algortimo usual puede caer en minimos locales.

En seguida se muestra la modificacién del algoritmo rs. Sea v, el estado
inicial del problema II planteado como un problema de bisqueda sobre un
espacio de estados G=(Ep, An)

1. poner vy en la lista PM, h(vo) = 0,co = 0,k :=0;
2. si la lista de PM es vacia terminar con falla;
3. sacar de PM al estado v que cumpla con
h(v) = min{h(u) | u € PM}
y meter v a cerrados; ‘

4, si v € T terminar con éxito;
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5. determinar V(v) con el mecanismo de generacién

6. para todo w € V(v) calcular
AE = h(v) - h(w)

(a) si w ¢ aPMy w ¢ cerrados, entonces meterlo a PM,
(b) si w € PMo w € cerrados
i. Si h(w) < h(v), entonces , vi=w, meter w a PM
ii. Si A(w) > A(v), entonces,
si E
ezp (:.) > random[0,1),v = w

7. ira2,

Es importante hacer notar que para algunos planteamientos la funcién
heurfstica h puede ser considerada como la funcién k del problema de opti-
mizacién combinatoria,

Con esto terminamos la exposicion del PM. En seguida veremos una es-
pecializacién de éste conocido como A*, el cual usa una funcién de estimacién
compuesta,

5.3 Estrategia A*

A* es una de las versiones de estrategias heuristicas de rutas mis cortas, la
cual fue introducida por varios investigadores: [Michie, Ross (1970)], [Sla-
gle, Bursky (1968)], [Pohi(1970)] y [Nilsson(1980)]. Ademds, a finales de los
60's Hart, Nilsson y Rafael replantearon la estrategia para problemas de opti-
mizacion cuando las estimaciones son optimistas y establecieron las propiedades
basicas de la estrategia A*.

Este procedimiento combina las funciones de evaluacion vistas para la
aproximacion de una solucion; de esta manera se tiene para cada estado v
la estimacion del costo del camino de él hacia un estado meta y proporcionada
por k(v) y el costo que se ha acumulado hasta ese estado empezando desde el
estado inicial proporcionado por la funcion g(v). De esta manera, la funcién
de evaluacion del procedimiento A* se definira:

J(v) = g(v) + h(v)

donde
‘ 9(w) =
g(v) = y(u) +¢(u,v)
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donde c(u, v) representa el costo (o dificultad) del estado u al estado v,
Observemos que la funcién f(v) proporciona una aproximacién del costo
del camino del estado inicial vy hasta un posible estado meta 7.
Es importante notar que para el estado inicial vo por la construccién de
la funcion tenemos que f(vo) = g(ve) + h(vo) pero como g(vg) = 0 se cumple
que f(vo) = h(vo). Analogamente con el estado final ¥ se debe cumplir que

f(7) = 9(7) porque h(y) =0.
El procedimiento A* se describe a continuacién; supongamos que vg es el

estado inicial,

Sea Gy = (En, An) la grafica que representa un espacio de estados para el
probela :

1. poner vp en la lista abiertos, y hacer f(vp) = h(vo);

2. si la lista abiertos es vacia terminar con falla;

3. sacar de la lista abiertos al estado v que cumpla con
f(v) = min{f(w) | w € adiertos}

y meter v a cerrados;

4. si v € I terminar con éxito;

5. Determinar V(v)

6. para todo w € V(v) calcular f(w)

(a) Si w ¢ abiertos y w ¢ cerrados, entonces v meterlo a abiertos,
calcular f(w),

(b) Si w € abiertos w € cerrados, comparar el nuevo valor f(w) asig-
nado a w con el valor previamente asignado, que llamamos f'(w)

i. 8i f'(w) < f(w), entonces no cambiar nada,
il Si f/(w) > f(w), entonces, substituir f(w) por f'(w) y ac-
tualizar el apuntador hacia v,

7. ira(2).

Notemos que cuando h(v) = 0 el procedimiento A* es semejante al proce-
dimiento de biisqueda optima.

Para analizar el comportamiento del método debemos considerar los sigu-
ientes conceptos:
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g°(w) = min{k(vow-camino) | Yvow-camino,Yw € E)
h*(w) = min{k(wy-camino) | Ywy-camino € Gp,v € I'n,Yw € Ey}
I = {v* | 3vy*-camino}

J*(v) = h*(v) + g*(v) = k(vov®-camino) + k(vy*-camino) = k(voy*-camino).
representa el costo dptimo sobre todo los vyy-caminos que pasan por el
estado v,

Por definicién se cumplen las siguientes desigualdades:

g"(v) < g(v)Vve E

k(v) < h(v),VvE E

Para los estados vy y 7 se tiene la siguiente relacidn:

S (w) = b*(vo) = [*(7) = 9°(7)

Lo interesante que falta por analizar del procedimiento A* es que es com-
pleto y ademas es capaz de encontrar una solucién dptima.

Para poder garantizar que el procedimiento termina y ademas encuentra
una solucidn éptima utilizaremos el concepto de heuristica admisible que se
define como:

Definicién 26 Sea Gyy = (En,an) un espacio de estados y h una funcidn
heuristica definida para ese espacio, h es admisible si

Vv e Eq, h(v) < h*(v)

Es decir, una heuristica serd admisible en el estado v si es una cota inferior
de la estimacién minima del estado v a 4.

Una aclaracién necesaria es que algunos autores de inteligencia artificial
como [Shirai, Tsujii (1982)); le dan el nombre de A* al procedimiento anterior
sélo cuando este iiltimo usa una funcion heuristica admisible.
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En primera instancia una heuristica admisible seria cuando A(v) = 0 para
todo v, pero eso convertiria al procedimiento de A* en un procedimiento de
fuerza bruta.

Lo que se demostrara mas adelante es que si el algoritmo A* usa heuristicas
admisibles siempre encontrard la solucion dptima, pero antes se demostraran
propiedades importantes del método A*.

Lema 1 Sea Gy = (En,An) un espacio de bisqueda para un problema Il y
sea h una heuristica admisidle Vv € Ey, entonces en algiin momento anles de
que termine A* se cumple que para todo vgy*-camino eziste w € abiertos,w €
v07Y*— camino y cumple con f(w) < f*(vo).
Demostracién. Sea
v0Y"—CAMING == Vg, V), V3, U3, vssy Wy Vi 1y Vig2y o0y 7'

Como el procedimiento lodavia no termina, entonces debe ezislir un vértice
del voy*-camino que estd en la lista de abiertos.
Sea w el vértice que esld en abiertos, enlonces

S(w) = h(w) + g(w)

pero notemos que
9°(w) = g(w)
y como h es una funcidn admisible se cumple que

h(w) < h*(w)
por lo que tenemos
f(w) = h(w) + g(w) < K*(w) + ¢*(w) = f*(w)

pero como

S*(w) = f*(v0)
se cumple que
f(w) < f*(w)

0

El lema anterior sera de mucha utilidad para demostrar la completez y la
optimalidad del algoritmo A*. Consideremos a continuacidn otro resultado util,
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Lema 2 Sea Gy = (En, An) un espacio de estados para un problemall. Y sea
ademds d(v) que denota la longitud minima con repecto al niimero de aristas
del vov-camino , entonces ‘
9°(v) 2 d(v) - *(z,y)
donde
¢*(z,y) = min{c(w, z) | (w, z) € vv-camino)
Demostracién. Denotemos el camino de longitud minima de vy a v como
Uoy Wiy Wy vvey W3, Wiy
donde
Wiy =V
nolemos que
dv) =k
Sea el camino de costo minimo de vy a v
U0y U1y Y3y 144y Up =y Un-y
donde
Upg =V
es claro que la longitud de este camino es de n aristas.

Obsérvemos que se debe cumplir que k < n, puesto que si no fuera asi,
es decir que n < k, entonces el camino de longitud minima valdria n, lo que
conlradiria el hecho de que d(v) fuera la longitud minima del vov — camino,
Ademds como se cumple que

Y(w,2) € An,e(w,2) >0
se cumple la siguiente relacion
g'(v) = Y dw2)2n2k=dy)
(w,2)Evgu—~camino
Denotemos
¢ = ¢(vi, Vi), Vi = 0,..,n - 2

entonces la siguiente propiedad se cumple

n=l 1+14+1+4..4+1
zc‘.=(.{)+c‘+cz+”.+cﬂ_32“
i=0 k - veces

Sea c* = min{c;}, entonces tenemos que
":’ g+t +ct 4.+

€2
i=0 k — veces

=k.c"=d(v) ¢

& g*(v) 2d(v) ¢t 0
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El siguiente resultado nos garantiza la terminacion del algoritmo A*®, basandose
en el concepto de heuristica admisible,

Teorema 8 Sea G = (En, An) un espacio de estados de un problemall y h
una heuristica admisible para A®. Si eziste un vgy-camino€ G, entonces A*
siempre o podrd encontrar,

Demostracién. Supongamos que el algoritmo A® no termina.

Como el nimero de ramificaciones para cada vértice es finito y el proceso
de bisqueda continua se tiene que

Vv € abiertos

se cumple que

dv)>M
para M suficientemente grande. Por el lema 2 tenemos que
g'(v) 2 d(v) ¢’

pero como

9(v) 2 ¢*(v)
y

J(v) 2 g(v)
entonces

J(v) 2 d(v)-¢*

i y sdlo si

o) 2 d)- o )
si y sdlo si
14} 2 d(v)- f—‘—l - i‘,_él’— (o)
Sea .
M= Jo(vo)
c
y como
div)>M
se cumple que i)
v
—M—- >1

Por lo tanto tenemos
102 2. () > o)
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Lo que contradice el lema 1. La conlradiccion viene de suponer que A* no
termina. Por lo tanto si eziste un vyy-camino€ G, A* lo encuentra D

El siguiente teorema garantiza la optimalidad del algoritmo A® sobre un
espacio de bisqueda,

Teorema 9 Sea Gy = (En, An) un espacio de bisqueda de un problema I,
y h es una funcion heuristica admisible, entonces A® encuentra una solucidn
dptima, si es que eziste,
Demostracién, Supongamos que A* no encuenim una solucidn éptima.
Por el teorema 8, sabemos que A* efcctwammte encuentra una solucidn,
por lo que se debe cumplir que

W =b()+9()=9(v) > f*(4)y7€T

Pero cuando v fue sacado de la lista de abiertos debid de haber cumplido
con

J(7) < f(v),Vv € abiertos

y como v ¢ I'* se debe cumplir

() < J(¥) < f(v),Vv € abiertos

después de la terminacidn de A* se tiene que
(1) = [*(v0) < f(v),Vv € abiertos

lo que es una contradiccion al lema 1. La contradiccidn viene de suponer que
A* no encuentra la solucidn dptima.

Por lo tanto A* siempre encontarard la solucidn dptima de I1 O

Sin embargo, si observamos el procedimiento A* podremos notar que los
vértices considerados para la expansion pueden ser metidos varias veces a las
listas de cerradosy abiertos respectivamente.
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figura 5-4  Un espacio de estados

s a b e d oy
A - = - = =
20« 12 13 14 16 -~
20« 12+ 13 14 15 29
06 11 By 4 18029
20¢ 11+« 13+ 14 15 28
20« 10 11 14%x 15 28
2 10 1L M 1B 27
20¢ 0 1k 14x 15 27
20+ 9 Il M 15 26
20« 8 9 10 b 26
20« 8« 9 10 15% 20
e T 9% 10 15+ 25
20 T+ 9 10 15+ 24
206 6 7 10« 15x 2
20+ G+ T 10 1ok 23
20« 65 T+ 10s 15+ 23
2046 Bk T 10+ 15e 22
206 5 Tx 10« 15x 22

figura 5-5 Fn la tabla se muestra el nimero de veces que un estado fue metido
a la lista cerrados con ¥
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Por ejemplo si considerenios el espacio de estados de Ia figura 5-4 notaremos
que el total de veces que el vértice A fue metido y sacado de las listas es de
17, como se muestra en la figura 5-5y en la figura 5-6 , lo que implicaria que
el orden de complejidad estimado para el procedimiento seria O(2"), donde n
es el wimero de vértices del espacio de estados, ver [Martelli(1977)).

figura 5-5 Representacién de la bisqueda en el espacio de estados

Es importante notar que la iayona de los vértices del cjemplo anterior
cumplen con la propiedad que

h(v) > h{w) 4 c(v, w)

lo cual es equivalente a

h(v) ~ h(w) > (v w)

eg decir, si consideramos h(v) -~ h(w) = Ak como el incremento de la estimacién
de w con respecto a v, entonces tendriamos que

Ah —c(vyw) >0

lo que significaria que la estimacion del costo k(wy—camino) aumentarfa en al
menos Ah — ¢(v,w).
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Pero si sucediera lo contrario para todos los vértices, es decir
h(v) < h(w) + (v ,w),Yv € E, y w € V(v)

entonces tendriamos que
Ah < c(v,w)

Ah - e(v,w) <O

Con esta relacion anmentana la certeza en la estimacion, como se de-
mostrard mas adelante; de esta manera tenemos la siguiente definicién,

Definicién 27 Sea Gn = (En,An) un espacio de estados para
un problema Il, y sea h una funcidn heuristica, se dice que h es
mondtona si cumple que

h(v) < h(w) + c(v,w),Yv € En, yw € V(v)

Por lo anterior, lo deseable siempre serd encontrar heuristicas que sean
mondtonas, pues en caso contrario la complejidad del algoritmo A® se vuelve
exponencial en el peor de los casos, [Passino, Panos (1994)]. Desafortunada-
mente no es facil especificar funciones henristicas que sean monétonas,

Lo que se proprondra enseguida es el uso de espacios métricos para encontar
heuristicas monétonas y admisibles.
Para empezar consideraremos un conjunto arbitrario no vacio S y sea ¢ :
S x S — R, donde ¢ tiene las signientes propiedades:
(a) ¢(z,y) = 0, para todo z,y€ S,y ¢(z,y) =0,si ysblosiz =y
(b) ¢(=,y) = p(y, ) para todo z,y € §
() #(2,9) 2 ¢(z,2) + ¢(2,y), para todo z,y,z € §

Usualmente a ¢ se le llama metrica y a la pareja {S, ) se le llama espacio
métrico. Consideremos ahora que z € §'y definimos

d(z,S) = inf{p(z,2") | ' € §)

El valor de d(z,S) se le llama la distancia enlre z y el conjunto S,

El primer resultado que se mencionara, es que si la funcién heurfstica es
escogida como la distancia entreel estado v y el conjunto I, de manera similar a
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como definimos un espacio métrico, y la métrica cumple con ciertas condiciones,
entonces la heuristica serd admisible y mondtona.

Teorema 10 Sea I1 un pb, y G = (En, An) la grdfica que lo re-

presenta, si
h(z) = inf{p(v,7) |7 €T}

y ¢ es un métrica en En con
¥(z,y) < c(z,y), para toda (2,y) € An

entonces la métrica es admisible y mondtona.

Demostracién. Para probar que la heurisitca h(z) es admisidle
seq
xv-camino, donde v € Ep

y sean u,v dos estados conseculivos en zv-camino.
Por la desigualdad del tridngulo se tiene que:

p(u, w) 2 p(u,v) + (v, w)

donde v,w son conseculivos en xy-camino, Usando de manera
repetida la desigualdad a lo largo del x~y-camino tenemos que

ez, Y pluv)

(u,v)€zy-camino

y como por hipdlesis se tiene que p(u,v) < c(u,v), para toda
(u,v) € An, entonces

0< Z plu,v) < Z ¢(u,v) = k(zy-camino)
(u/v)€Exy-camino (uv)€xy-camino

y como esta desigualdad es verdadera para todos los posibles zv-
camino’s, en particular lo es para z4*-camino entonces se cumple
que

0 3 pmv)=hz)s ¥ duv)=kay

(uw)Exy-camino (u,v)E€xy-comino

Para demostrar que h(z) es mondtona, sea xy-camino de Gy, sabemos que para
todo u,v € zy-camino, se les asigna la evaluacion h(v) = inf{p(v,7) |7y € T}
y h(w) = inf{p(w,¥) | ¥ €'}, Donde, para cada evaluacidn se tiene que

h(z) = inf{p(v,7) | v € T} = inf Y eln s)}

(r.0) Exy-camino
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Y como v y w, son dos estados conseculivos se tiene que

h(v) = inf { Y, eln s)}

(r,0)Evy-camino

h(v) = inf {v(”’w) + E ‘P(rﬂ‘)}

{r,s)Ewry-camino

h(v>=so(v,w>+inf{ )» tp(m)}

{ri0)Ewy-comino
h(v) = p(v,w) + h(w) < e(v,w) + h(w).

Como se escagid un camino arbitrario de Gy, compuesto por estados tambicn
arbitrarios, se tiene que h(z) es una heuristica mondtona O

El resultado siguiente nos garantiza que no es necesario usar la nocion de
distancia de un espacio métrico para las heuristicas,

Teorema 11 Sea © : Ey x Ey — Rt U {0}, suponga que
O(u,v) < c(u,v),¥(u,v) € An
entonces para Il eziste una funcidn heuristica
h(z) = inf{B(z,7) | y €T}

tal que © no es una métrica para Eyy, que es admisible y mondtona.
Demostracién: Supongamos que 8(u,v) = 0, para toda u,v € Ey, en-

tonces © no es una métrica, pero cuando © es usada como funcidn heuristica se

tiene que h(z) = 0 para toda = € Ey, es una funcidn admisible y monotona D

Consideremos ahora, las siguientes métricas sobre Ey; definidas como sigue

(u,v)

Pl = I )

donde
B = inf{c(u,v) | (u,v) € Ap}

Sea pp una métrica acotada en Ep, es decir

para toda (u,v) € A existe A > 0
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tal que
wo(u,v) S A

Sea ¢.(u,v) una métrica en Ep y supongamos que
VC(“’”) = ac(“v ”)

para toda (u,v) € Ap y para alguna a > 0. Ademas, sea @p(u,v) una métrica

en Ep tal que
_ | Bsiugv
Soﬂ(“vv) = { Osiu=v

para toda (u,v) € Ap.

Teorema 12 Para un pb I1 las siguientes funciones heuristicas
son admisibles y mondtonas:

1. hi(z) = inf{ypa(2,7) | 7 €T}
2, hy(z) = inf{?‘pb(%“/) |y € [‘}
3. ha(z) = inf {Lyp(z,7) |y €T}
4. hy(z) = inf {pp(z,7) | Y €T}

Demostracién. La demostracion se sigue del teorema 100

El teorema anterior nos dice como podemos plantear funciones heuristicas
que sean admisibles y monétonas y con los resultados anteriores, cada vez que
se use una de estas funciones se podra garantizar la optimalidad del algoritmo
At

Consideremos ahora el ejemplo de una variante del probelam de asinacién
de horarios ((ph)) al que denominaremos problema de asignacién de tareas

(pt)

Ejemplo 11 Supongamos una coleccion de tareas, ty, 13, ... con tiempos de eje-
cucion dy, dy, ... respectivamente. Las lareas serdn ejecutadas por un conjunto
de m procesadores idénticos. En general, todas las tareas pueden ser ejecutadas
por algiin procesador, pero cada procesador sdlo puede ejecutar una tarea a la
vez. Ademds, eziste una relacidn de precedencia entre las tareas, la cual nos
indica qué tarea debe ser terminada antes de que olra larea empiece.

En este caso se pretende asignar las tareas a los procesadores de tal forma
que la relacidn de precedencia no sea violada y que todas las tareas sean proce-
sadas en el menor tiempo posible. Lo que se quiere es minimizar el tiempo que
lleva procesar todas las tareas.
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figura 5-6 Problema de asignacion de siete tareas y tres procesadores; en la parte
de arriba se muestra la relacién de precedencia y la duracién de las tareas. Por
ejemplo la tarea ¢; tiene una duracién de 20 unidades de tiempo, y su ejecucién
sélo puede empezar después de que las tareas ¢y,{; y {3 sean realizadas. Se
muestran dos asignaciones factibles; la primera es una asignacién suboptimal con
un tiempo de duracién de 33 unidades de tiempo,la segunda es la asignacién
6ptima con un tiempo de término de 23 unidades de tiempo. En este problema
las asiganaciones éptimas pueden tener un tarea ficticia de retraso

La manera en que construiremos un horario es la siguiente. Primero em-
pezaremos con un horario vacio, donde cada procesador no tiene asignada
ninguna tarea; gradualmente se insertardn tareas una por una en un posible
horario hasta que todas las tareas sean insertadas. En general Imbni alternati-
vas en cada insercion porgue habrd varios candidatos.

El planteamiento gque propondremos parg el ph es el .ngumate:

1. Los horarios parciales serdn representados por eatadéa,
2, El estado inicial es el horario vario,

3. Un estado sucesor de algun horario parcial se obtiene agregando una tarea
no asignada al horario; otra posibilidad es dejar libre un procesador que
haya completado una tarea ficticia actual.

4. Cualguier horario que incluya todas las tareas en el problema es un estado

final,
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5, FEl costo de la solucidn es el tiempo total de un estado final,

6. El costo de una transicion entre dos horarios (parciales), los cuales tienen
un tiempo final f, y f; respeclivamente, es la diferencia f; — f;.

Para hacer la representacion de los horarios parciales, necesitamos la sigu-
iente informacion.

o una lista de las tareas en espera con sus tiempos de ejecucion
o la asignacidna actual para cada procesador
Ademds agregaremos, por conveniencia:

o ¢l tiempo que ocupa el horario (pamial), es decir el tiempo total de la
asignacidn actual,

Consideremos ahora la funcidn heuristica, la funcidn que se propondrd
es una heuristica admisible, lo que implicard que enconlraremos un horario
dptimo,

La funcidn serd una estimacion oplimista del tiempo de finalizacién de un
horario parcial, acompariado de las tareas en espera restantes, Esta estimacidn
serd calculada bajo la suposicidn que dos restricciones del horario real son re.
lajadas:

1. Se removeran las restricciones de precedencia

2. se colocard (ficticiamente) una larea que pueda ser ejecutada de manera
distribuida en varios procesadores, y que la suma de los tiempos de eje-
cucidn de esta larea sobre todos los procesadores sea igual a el tiempo de
ejecucidn originalmente especificado por un sdlo procesador.

Sean los tiempos de ejecucion de las tareas actuales dy,d;... y los tiempos
de término de las asignaciones actuales de los procesadores son fy, fi... tal que
la estimacidn para las tareas en espera es

(;ds+§:""j)

m

F

Donde m es el nimero de procesadores. Sea el tiempo final de el horario
actual
Fin = m)gx(F,-)

entonces la estimacidn heuristica h es
Si F > Fin entonces h = F — Fin sinoh =0

Proponemos también un programa hecho en PROLOG que resuelve el pro-
blema, ver Apéndice B.
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Hemos venido mostrando las posibles estrategias que se pueden usar para
la resolucién de problemas provenientes, tipicamente, de la Inteligencia Ar-
tificial (IA), las cuales por ser de esa drea dgh conocimiento han sido poco
consideradas, por la habitual creencia de que WIA es una parte de la ciencias
computacioneles dedicada a tratar de hacer que las maquinas realicen activi-
dades que los humanos consideramos inteligentes. Sin embargo, los problemas
existenciales de la IA estan siendo superados y ahora se le puede considerar
como una parte de las ciencias computacionales que se especializa en rosolver
problemas, que por su naturaleza no tienen un procedimiento (algoritmo) que
sea eficiente o que incluso ni siquiera exista (es decir que el problema sea inde-
cidible).

Por lo anterior, el objetivo del presente trabajo fue mostrar, precesiamente,
otro enfoque para la resolucién de problemas en optimizacié combinatoria.
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6. CONCLUSIONES

Durante el trahajo mostramaos que un primer paso para resolver uan instancia de un
problema 11 es saber si el lengnaje que representa a I bajo el esquenia de cadificacian
e, L[ll, e}, estd en P, NP o NP-C,

Si el lenguaje L{IT, €] estd en la elase P, tenemos que buscar una buena estrategia
para encontrar la solucién dptima de 1l (si somos afortunados, podremos plantear a 1l
como algin modelo conocido, programacivn lineal, problemas de redes o programacidn
dindmica entre otros).

Si ¢l lenguaje L{Il,€] estd en NP o NP-C, sabemos que existe un algoritmo on
tiempo exponencial que resuelva a I, y ademds como hemas supuesto que NP # P,
entonces ¢l problema Il no puede ser resuelto en tiempo polinomial. Sin ecmbargo, como
queremos resolver 11, en un tiempo razonable, debemos pensar en posibles alternativas:
el Recocido Simulado, 1a Bisqueda Pabi, Algoritinos Gensticos o Algoritmos Glotanes,
entreotros, pues estas son opciones que, en general, han demostrado uy buen desempeiio
en Investigacion de Operaciones,

Los métodos provenientes de la Inteligencia Artificial, presentados en este trabajo,
tienen la caracteristica de poder representar al problema Il en un espacio de estados y
por medio de su exploracidn, poder encontrar una solucién, La bisyueda en los espacios
de estados se guia por la funcion heuristica h, fa cual, al tener las caracteristicas de ser
admisible y mondtona, garantizari que el algoritmo de bisqueda heurfstico (PM o A®)
tendrd un buen desempeiio y ademds encontrard una solucion, st es que existo,

1. Algunas reflexiones finales

Un aspecto importante de los tipos de problemas que se estudiaron es que dadlo ini-
cialmente un Problema de Optiwizacidn Cowbinatoria 1, a este lo podemos plantear
conto un Problema de Decisidn, pdyq, similarmente a pdy lo podemos piantear coma un
Prablema de Bisqueda phyy, y finalmete, a phyy lo podemos plantear como un problema
de optimizacién combinatosia, es decir el signiente diagrama conmuta
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En el diagrama anterlor se muostra la relacidn de los tipos de probletas estudiados
y ¢} drea de conockiniento a la que pertenecen;

o 10: luvestigacion de Operaciones,
o IA: Inteligencia Artificial,
s TC: Teoria de la Computacion)

Cansideremos como referencia inicial a los problemas de de decision, La versidn de
11 como problema de decision necesita de un lengnaje y un esquema de codilicacion e, Si
1{I1, €] estd contenido en alguna clase arbitraria de problemas IT € {P,NP,NP - C},
la versién de T como problema de hisqueda también estard en T1, andlogamente, lu
version del problema de bisqueda planteado cono problema de optimizacion combi-
natoria estard tambien en Il y finalmente, ¢l problema de optimizacion combinatoria
expresado como un problema de decision estard en TI, lo que implica que fa complejidad
de Tl se preserva, sin importar la forma en que sea planteado,

Supongamos nuevamente, gue queremos resolver una isntancia de I1 € NP, también
supongamos por un moinento que somos capaces de construir unalgoritmo heurfstico I/
(ya sea en ol sentido de la investigacidn de Operaciones o en of de Inteligencia Artili-
cial) que sea lo sufientemente potente para resolver cualquier jnstancia de 1T en tiempo
polinomial, y con base en la caracteristicn del parrafo anterior pava las diferentes clases
de problemas, podemos formular la siguiente proposicién:

Sea Il € NP y H un algortimo como se especifico anterosmente, si*H resuleve a 1l on
tiewpo polinomial, entonces P = NP

La demostracién de la proposicién anterior se lograria por la existencia de H y de
nuestra capacidad para encontrarla; sin cmbargo, fa bisqueda de H finalizard si s logra
demostrar que P # NP,



7. APENDICE A

L1 Tabla de Simbolos

APENDICE A

n

Un problema
(PoOC) Problemas de Optimizacién Combinatoria
(pd) problema de decision
(pb) problema de biisqueda
(k) Instancia de un POC
r Es el conjunto de soluciones de un POC
v €r solucién dptima de un POC
5 solucion de un POC
k:I'- R funcion de costo
R El conjunto de los niimeros reales
Rt El conjunto de los niimeros reales positivos
N el conjunto de los niimeros naturales
Z el conjunto de los niimeros enteros
zt el conjunto de los nimeros enteros positivos
|C| Cardinalidad del conjunte C
) en alfabeto
Py la cerradura de Kleene
2| longitud de una la cadena z
€

Lcy

Dy Conjunto de instancias del problema I1

Ync Dy instancias cuya respuesta es s’ para el problema Il

e esquema de codificacién

L{ll,e]  lenguaje asociado con el pro-blema Il y el esquema de codifi-

cacion e,

MT mdquina de Turing

MTD mdquina de Turing deterministica

MUna MTD

MTND mdquina de Turing no deterministica

N Una MTND

qy es el estado de aceptacidn en una MT

qN es el estado de rechazo en una MT

0O(s(n)) se le conoce como el Orden de complejidad s
p(n)  polinomio p

P clase de problemas polinomiales

NP clase de problemas no determinfsticamente polinomiales

97



L2 _Grificas

98

NP-C clase de problemas no determinfsticamente polinomiales com-
pletos

Se ha mencionado acerca de la Teoria de las Graficas sin establecer una especi-
ficacidn, por lo que con este precedente, es necesario considerar la siguiente
definicion de [Harary (1971)].

Definicidn 38 Una grifica G = (Vg,Ag) consiste de un conjunto no vacio Vg
cuyos elementos se llaman vértices y de un conjunto Ag de pares no ordenados
de elementos distintos de Vg. Cada pareja en Ag es llamada arista.

Sin embargo, también existen otros tipos de estructuras donde el orden
de las parejas (aristas) es vilido. Ese tipo de estructuras se les conoce como
Digrdficas 6 Grdficas Dirigidas. Formalmente diremos:

Definicién 230 Una digrdfica D = (Np, Ep) , donde Np es un conjunio de
nodos no vacio y Ep C NpxNp; los elementos de Fp son denominados arcos.

Con la caracterizacion dada de arcos, podemos decir que para toda pareja
(u,v), u es el vértice inicial y v es el vértice final.

También diremos que dos vértices (nodos) son adyacentes si existe una
arista (arco) que los une. Asi mismo, se aceptara que los vértices v y w son
incidentes a la arista (v,w).

En ocasiones, algiin tipo de problemas sélo requerird de una " parte” de una
grafica o digrafica y entonces podemos proponer:

Definicién 30 SeaG = (Vg, Ag) una grdfica, Gy(V,, A,) es una grifica parcial
si, V,C Va y A, C Aq.

Definicién 81 Sea G = (Vg, Ag) una grifica, Gs = (Vs, As) es unasubgrifica
8i, Vs CV y As={(v,w) | v,w € Vs).
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GRAFICAS

También son necesarios los siguientes conceptos:

Definicién 32 Sea G = (Va, Ag) una grdfica y sea I : Vg — R una funcidn
biyectiva que a cada vértice le asocia una y sélo una etiqueta.

Una sucesion de la forma:
V;vn-camine = v;(v;, v;)J0;(vj, vi)vr * * » U (Vmy Un )

o simplemente
Vil =CAMEND == Vi, U, Uky ooy Upny Un

es un camino de v; a v, en la grifica G.
Si v; = vy, enfonces se dird que es un ciclo, y diremos que el v;v,it -camino
es elemental si ningin vértice del camino aparece mds de una vez en la sucesidn

Definicién 33 Sea G = (Vg, Ag) una grdfica, G es una grdfica coneza si para
todo par de vértices eziste un camino que los une,

Notése que estas definiciones también son validas para digraficas, Una con-
sideracién importantees que, dada una gréfica G = (Vg, Ag); 1 Cémo puede ser
representada en una forma conveniente, de tal manera que no ocupe demasiado
espacio?,

Para este problema se pueden encontrar dos tipos de representaciones usuales,
que se verdn a continuacion, y ambas suponen que:

G=(V,A)con |V]|=n,|Al=myV = {v,v,vs,..,0,}

1. Matrices de Adyacencia. G puede ser representada por una matriz E,x,
donde E(a;;) estd definida como:

@ = 1 8i (v;,v;) € Ag
Y71 0en otro caso

Esta representacion es conveniente para algoritmos en grificas, los cuales
frecuentemente necesitan conocimiento de las aristas que estan presentes,
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Pero la principal desventaja es que requiere de espacio de O(n?), a pesar
de que m sea un niimero mucho menor que n, lo que significaria que el
nimero de 1's en la matriz seria menor al de 0's.

Aunado a esto, la inicializacién de la matriz de manera directa requiere
de O(n?) operaciones, lo que superaria a algoritmos cuya complejidad
fuera menor a esta.

2. Listas de Adyacencia. La otra posible representacidn para una gréifica
esta dada por listas. En ésta representacidn cada vértice v tiene una lista
de todos los vértices w adyacentes a él. Por lo que una gréfica puede
ser representada por n listas de adyacencias, una por cada vértice, ver
figura 7-1. Note que el espacio que ocupa una lista de adyacencia es
proporcional a n + m. En general la lista de adyacencia es muy usada
cuando m << n,

Es necesario observar que cuando se consideran gréficas la matriz de adya-
cencia tiene la propiedad de ser simétrica (situacion que no se presenta con
digraficas, ver figura 7-1), mientras que en las listas de adyacencias, cada
(v,w) € Ag es representada dos veces, una vez en la lista de v y la otra
en la lista de w,

Un concepto importante que debe aclararse es cuando se dice que una
grafica puede representar un espacio de estados para un problema dado (no
necesa-riamente de decision) si el problema se puede representar en términos
de un vértice (nodo) inicial y un vértice (nodo) meta.

Esto significa que este problema puede ser construido como un problema
de biisqueda a través de los vértices,
vértice adyacencias
o — 30 —> v — nil
o —re — we — nil
o — 0 b u® — we — nil
o — 10— yo — nil
o — ro — nil
0 — 50— 10— 20— nil
o — 10— we +— yo — nil
0 — ue > 20 — nil (b)

U B

r s tu v wzy

APENDICE A



r(-01001000\
s|J]10000100
t]J]00010110
u)J00100001 ()
v |[10000000
w|[01 100010
z|0010010)
yLOOOlOOlO}

figura 7-1 Una grifica dirigida con sus respectivas representaciones. (a) Grifica
no dirigida, (b) Matriz de adyacencia, (c) Lista de adyacencias

7.3 Bisqueda en Gréficas

j La solucion de problemas practicos con técnicas de teoria de grificas consideran
el andlisis en graficas subyacentes para probar alguna propiedad. En el anélisis
de una grifica G es necesario en ocasiones examinar todas las aristas (o arcos).
| Las dos maneras usuales para esto son:

(a) Para todo v € Vg, se examinan todas las aristas incidentes a v, y se
pasa a otro vértice de G el cual es adyacente a v,

(b) Para todo v € Vg se examina una sola arista incidente a v y se pasa
a otro vértice de G, el cual es incidente a v.
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El primer método se conoce como Biisqueda Primero en Amplitud (Breadth-
first search, BA), el segundo es Biisqueda Primero en Profundidad (Depth-first
search BP).

7.3.1 Biisqueda Primero en Amplitud (BA)

El método de BA es usado generalmente para identificar conexidad, ciclos y
caminos més cortos con respecto al nimero de aristas. En general el proceso
de examinacién de las aristas puede ser representado por un irbol de bisqueda
T, donde cada vértice del drbol es un vértice de la grafica que serd analizado.

En el inicio, un vértice vp de la grafica es elegido, representando a su vez el
vértice inicial de T'y el nivel 0 del arbol. Cada una de sus aristas incidentes
son examinadas, una a la vez, y son representadas por aristas incidentes a v
en T, Luego, los nuevos vértices incidentes a esta arista representan el primer
nivel de 7',

Para la implantacion del BA se necesitan las siguientes estructuras de datos:

(a) Lista de adyacencia para cada vértice ady[v].

(b) color{v] : (negro, gris,blanco). Al vértice v le asigna un coler, ini-
cialmente es vacio,

(c) #[u]: padre de u (es decir, el vértice que fue explorado antes que u)
enT 6 nil

(d) dfu): la distancia de vo a u, con respecto al niimero de aristas.

() una cola Q de vértices grises, para la cual se tienen la funciones:
mete(v,Q) y saca(v,Q), las cuales meten elementos a la cola y
extraen elementos de la cola, respectivamente.También tenemos la
funcién frente[Q] que indica cual es el elemento de Q que esta al
frente de la cola,

ALGORITMO BA
Entrada: Una gréfica y un vértice inicial vy, (G, vg)
Salida: Las distancias de vy a todos los vértices y T

0l. forve Vdo

02. color(v] := blanco
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03. djv} :=0

04, xfv}:=nil

03. color{vg) := gris
06. dfv) :=0

07. #fv} := nil

08. mete(vo,Q)

09. while Q # # do

10. u := frente{Q]
11, for v € ady|u] do

12, if color{v] = blanco then
13. colorfv] = gris

14. djv) = djv} + 1

15. 7fv)=u

16. mete[Q, v)

17. sacafu, Q]

18. color{u} := negro

En la figura 7-1 se muestra un ejemplo de la ejecucidn de BA.

Complejidad

La inicializacion es de O(n). Los vértices se pintan de gris a lo mas una séla
vez, por lo que las lineas (13) y (16) aseguran que cada vértice se mete una
sola vez a la cola, Y las operaciones de meter y sacar toman O(1).

El tiempo total de manejo de la cola es O(n).

La lista de adyacencia de un vértice se revisa una sola vez antes de sacaslo,
esto es por el paso (11), entonces el tiempo total en una lista de adyacencia es
O(m).

Por lo tanto la complejidad total es O(n + m).
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figura 7-2  Operaciones del BA sobre una grifica

Verificacién de que el BA es Correcto

Para demostrar el funcionamiento del algoritmo,demostraremos que despues de
que termine e] algoritmo, tendremos las distancias mas cortas entre un vértice
inicial vo y los vertices w para los cuales exista un vow-camino,

Consideremos la funcién

§:VxV R

tal que si v,u € V, §(v, u) es el mimero minimo de aristas de un camino entre
vy u.

Si no existe un camino la funcién toma un valor suficientemente grande,
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Lema 3 Y(u,v) € 4,
8(vo,v) < 6(vo,u) +1
Demostracion: Supongamos que
§(vo,v) > 6(vg,u) +1

Ademds como
(uyv) € A y &(u,v) =1

entonces
6(vo,v) > 6(”0au) + 8(u,v)

lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto
8(vo,v) < 8(vg,u)+1 0

Lema 4 Sea G una grdfica sobre la cual se ha corrido BA a partir

de vo. Al terminar
d[v] 2 6(vo,v)

Demostracion: Por induccion sobre el nimero de vérlices que se
han metido a la cola Q.

Base: Para vg
6(00, vo) =0= d[vo]

para todos los demas
d[v] 2 8(vo, v)

Induccién: Consideremos un vértice v descubierto desde u, por la
asignacion del paso (14) y el lema 1 tenemos

dv] = d[u] + 1 > 8(ve,u) + 1 2 &(v,v) O

Lema § Supongamos que durante la ejecucion de BA la cola
Q =< vy, U3, U3y 000y Vg >
entonces
i dvag) S dlvg] + 1
i, d[vi] < d[vig)

BUSQUEDA EN GRAFICAS
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Demostracién: Por induccién sobre el mimero de operaciones de la

cola Q.
Base: Al inicio sélo s esta en Q.
Induccidn: Al sacar elementos de la cola no hay problema.

Se inserta un nuevo elemento en @ cuando se esta examinando vy,
€| cual es vy . Por el paso (16)

d[vpsa] = dlwa] +1

con lo que se cumple (1).

Ademas
dvy) < dve] +1

y por hipétesis de induccion
dvi] < d[vi] + 1 = dfvr4]
lo que prueba la parte (11) O

Teorema 13 Supongase que se ha ejecutado BA sobre una grdfica

G a partir de s, enlonces

i. Durante su ejecucion BA alcanza todos los vértices w para los
que existe un camino de vy a w
ii. Al terminar d[v] = 8(s,v);
iti. Yv € V,v # vy, un camino més corto desde v a v es el camino
maés corto desde v a #(v] seguido de la arista (x[v),v).

Demostracion: Sea el conjunto
V= {v eV |bsv) =k}

Por hipétesis tenemos que para cada v € Vj, existe un sélo momento
en el cual:

(a) v es pintado de gris;
(b) a d[v] se le asigna el valor k;
(c) si v # s, entonces 7[v] = u tal que u € Vj-,.

Por induccion sobre k
Base: k=0, V = (s}

Induccion: Consideremos v € V}. Si vse mete a @, entonces se mete
después de todos los vértices en Vi-;, ademas todos los vértices de
Vi estan dentro de la cola. Esto es porque por el lema 2 los vértices
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de V; tienen que entrar después que los de Vi_; ya que por el lema
3 sabemos que d[v] = k.

Debido a que v € V,, existe u € Vi, con (u,v) € A, Sea u el
primer vértice pintado de gris en Vi~ con (u,v) € A, entonces u
debe ser metido ala cola. Porhipétesis de induccion, eventualmente
u debe aparecer al frente de la cola. Y en el momento en que llegue
al frente de la cola por el paso (11) se revisardn todas sus aristas
incidentes, y se seguird el siguiente orden:

i. En lalinea (13) se pinta v de gris;

ii. En la linea (14) se hace d[v] = d[u] + 1 = k;
iii. En la linea (15) se hace #[v] = u € Viy;
iv. En la linea (16) se mete v en Q.

Para concluir; si v € V;, 7[v] € Vi), entonces podemos encontrar
un camino mas corto de s a v utilizando las aristas de #[v) a v O

Con esto se demuestra que el algoritmo es correcto,

Arboles de Expansién de BA

Como se dijo al iniciar este apartado, BA genera un arbol, el cual se puede
caracterizar a partir de una grifica G = (Vg, Ag) de la siguiente manera:

Sea Ty = (Vg, 4y)
donde
Ay = {(x]v},v) € Ag| v € Vg - {v}}
y las aristas de A, son llamadas aristas de drbol,

La gréfica Gy es un arbol BA, si V, consiste de todos los vértices alcanzables
desde vg. Y para todo v € V, existe un vinico camino elemental de vo a v en
G| el cual ademds es el mds corto (con respecto al niimero de aristas) en G.

La estructura del arbol BA tiene caracteristicas bien detalladas con re-
specto a las aristas que no pertenecen al drbol, como son:

(a) Y(u,v) € Ay, d[v] = du] + 1.
(b) V(u,v) € Ag, que van de una rama a otra en T, (aristas de cruce)
estd en el mismo nivel d[v] = d[u] o cumplen con d[v] = d[u] + 1.
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7.3.2 Busqueda Primero en Profundidad (BP)

En la estrategia de busqueda en profundidad, las aristas de una grafica son
exploradas a partir del dltimo vértice v que se haya encontrado en la bisqueda,
de esta manera, cuando todas las aristas incidentes a v han sido exploradas
la biisqueda regresa por el vértice a partir del cual se encontro a v. Este
procedimiento continua hasta que se han descubierto todos los vértices que
sean alcanzables a partir de algin vértice inicial, Si existen vértices que no
fueran alcanzables entonces, uno de ellos se escoge y a partir de este se continua
con la bisqueda, hasta que todos los vértices de la grafica sean explorados.

Aligual que el BA, siempre que algiin vértice v ha sido descubierto durante
la exploracién de la lista de adyacencia de otro vértice u, el algoritmo registra
con el apuntador #(v] = u, lo cual indica también, que u es preedecesor de v,
Adeinds con el BP la subgrafica de precedencias (es decir el drbol generado
por el algoritmo) no es dnico como el de BA, porque la biisqueda, después de
haber sido empezada, en el BP puede iniciarse a partir de varios vértices.

La subgréfica de precedencias T' = (Vg, A») se caracteriza de la siguiente
manera:

Sea G = (Vg, Ag) una grafica (o incluso una digréfica), entonces la aristas de
T se especifican como:

Ay = {(7[v),v) | v € Va,x[v] # nil}

donde las aristas de A, son llamdas aristas de arbol.

Como en BA los vértices son coloreados durante la bisqueda para indicar
sus estados , Cada vértice inicialmente es blanco, se pinta de gris cuando es
descubierto en la bisqueda y se pinta de negro cuando es abandonado, es decir,
cuando su lista de adyacencia se termina de explorar.

Cada vértice tendrd dos etiquetas, la primera d[v) registra cuando v fue
descubierto por primera vez (y fue pintado de gris) y la segunda f[v] registra
cuando se termina de examinar la lista de adyacencia de v (y fue pintado de
negro),

Ademés para todos los vértice se tien que

dv] < f[v]

porque el vértice v es blanco antes del momento d[v), es gris entre los instantes
d[v] y f[v], y finalmente es negro,
Parala implantacidn del BP se necesitan las siguientes estructuras de datos:

(a) Lista de adyacencia para cada vértice ady[v).
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(b) color[v): Se usa para determinar si un vértice fue 6 no visitado (sus
elementos son blanco, gris y negro).

ALGORITMO BP ,

Entrada: Una grifica G ( o digrdfica, la cual puede ser conexa o no, en
caso de que no lo sea se hablard de bosques)

Salida : Una subgrifica de precedencias

procedure BP-busca(u}
01. color(u] := gris
02. dlu]:=t+1
03. for v € ady[u] do

04. if color{v] = blanco then
05, xfv):=u
06. BP-buscajv]

07. color{u] := negro

08. f[u] =i41

BP(Q)
0l. forueVdo

02. color{u] := blanco
03. xfu):= nil

04.t:=0
05. foru € V do

06. if color{u] = blanco then
07. BP-buscalu)

La figura 7-§ muestra el progreso del algortimo BP para la grifica de la
figura 7-8.
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figura 7-3

Complejidad

Las instrucciones de las lineas 1-2 y 5-7 del BP se realizan para cada vértice,
entonces tenemos un tiempo de | V |= n, que ademis también es el nimero de
llamadas al procedimiento BP-busca. El procedimiento BP-bysca es llamado
exactamente una vez para cada vértice v € Vg, BP-busca se invoca solamente
en los vértices blancos y lo primero que hace es pintar al vértice de gris. Durante
la ejecucion de BP-busca(v), los pasos 3-6 son ejecutados | ady(v) | veces, como

§ | adylv} |=| A |=m

entonces el nimero total de ejecuciones de las lineas 2-5 en BP-busca es m.
Por lo que el tiempo total que ocupa el BP es de m + n.

Verificacién de que BP es Correcto

En las lineas ]-3 se pintan todos los vértices de blanco y se inicializa el apun-
tador 7 con nil. En la linea 4 se inicializa la variable global ¢ . Las lineas
5-7 revisan cad vértice de V' y cuando encuentran un vértice blanco el algo-
ritmo lo visita usando el procedimiento BP-busca. Cada vez que se llama a
BP-busca(v) por la linea 7, el vértice u se convierte en la rafz de un nuevo
arbol en la arborescencia BP.

Cuando el algortimo BP termina de explorar a un vértice v tiene las eti-

quetas dp) y flo}
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En cada llamada de BP-busca(u), el vértice u inicialmente es blanco, y
por la linea 1 se pinta a u de gris; la linea 2 registra el momento de su de-
scubrimiento incrementando y fijando la variable t. Las lineas 3-6 examinan
cada vértice v gdyacente a u y recursivamente visitar a v si este es blanco.
Como cada vérle v € ady|u] es considerado por las linea 3, decimos que Ia
arista (u,v) ha sido explorada por BP, finalmente, después de que todas las
aristas incidentes a u han sido exploradas, las lineas 7-8 pintan a u de negro y
registran el tiempo de abandono con f{u.
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Programa que resuelve el problema de programacion de tareas por medio del
algoritmo A*

/* El algortimo A* esta inicializado por el predicado a-star(Start, Solution)
donde Solution es el camino del estado inicial Start al estado final goal */

a-star(Start, Sol) :-
expand([}, 1(sart, 0/0), 999999, ., yes, Sol). /* suponemos que
999999 es mds grande que cualquier valor de f */

/* expand(Path, Tree, Bound, Treel, Solved, Solution)
Path es el camino entre el estado inicial de la bisqueda y el subarbo Tree.
Treel es el drbol que se expande por ser el més cercano a la cota Bound, Si
el estado meta se alcanza, Solution es el camino que se encuentra del estado
inicial hasta ese estado y Solved = yes. */

[* caso 1: el estado meta es una hoja del espacio de bisqueda */
expand(P, I(N, -), -, - yes, [N| P]): ~goal(N).
/* caso2: el valor de f es menor que la cota generamos sus sucesores */

expand(P, I(N, F/G), Bound, Treel, Solved, S) :-
F <= Bound,
( bagof( M/C, ( s(N, M, C), not member(M, P)), Succ),
!,  /*emelestado N tiene sucesores */
succlist{ G, Suce, Ts), /* se construyen los arbarboles Ts */
bestf( Ts, F1),  /* el valor de f es del mejor sucesor */
expand( P, t(N, F1/G, Ts), Bound, Treel, Solved, S)
i /* el estado N no tiene sucesores */
Solved = never).

/* caso 3: los estados no son hojas en el espacio de estados,
se expande el estado mas promisorio */

expand(P, ¢(N, F/G, [T1 | Ts}), Bound, Treel, Solved, S) :-
F=< Bound,
bestf( Ts, BF), min( Bound, BF, Bound1),
expand([N | P}, T, Boundl, T1, Solvedl, §),
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continue( P, t(N, F/G, [T1 | Ts)), Bound, Treel, Solvedl, Solved, S).

/* caso 4: los estados interiores del espacio no son configuraciones del prob-
lema, estos estados son podados y nunca se expandiran */

expand(-, t(-, 5 [}), - - never, ) :- 1,
/¥ caso 5: el valor de f es mds grande que la cota */

expand(., Tree, Bound, Tree, no, .) :-
f( Tree, F), F { Bound.

/* continue(Path, Tree, Bound, NewTree, SubtreeSolved, TreeSolved, So-
lution) */
continue(, -, -, -, yes, yes, S).

continue(P, t(N, F/G, [T1 | Ts]), Bound, Treel, no, Solved,S) :-
inserta(T!, Ts, NTs),
best{(Ts, F1),
expand(P, t(N, F/G, Ts), Bound, Treel, Solved, S).

continue(P, t(N, F/G, [- | Ts]), Bound, Treel, never, Solved, S) :-
bestf(Ts, F1), ‘
expand(P, t(N, F1/G, Ts), Bound, Treel, never, Solved, S).

/* succlist( GO, [Nodel /Ccost,...), [|(BestNode, BestF/G),...]): se construte
una lista ordenada con respecto al valor de la funcion f de los estados encon-
trandos */

succlist(-, ], []).

succlist( GO, [N/C | NCs), Ts) :-

GisGo+ C,

h(N,H),  /* el valor de la funcién heuristica para N */
succlist(G0, NCs, Tsl),

inserta(I(N, F/G), Ts, Tsl),

/* se inserta T en la lista de arboles Ts preservando el orden con respecto
al valor de la funcion f */
inserta(T, Ts, [T | Tsl)) :-
f(T, F), best(Ts, F1),
F=<F1L L

inserta(T, [T1 | Ts], [T | Tsl]) :- inserta(T, Ts, Ts1).

/* calculo del valor de la funcion f */

f(1(- F/.), F). /* valor de f en un estado hoja */
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f( t(-, F/- ), F). /* €l valor de f para un arbol */

bestf([T | J, F) - |
f(T,F) /* mejor valor de f para la lista de drboles */

bestf([], 999999). /* no existen arboles */

min(X, Y, X) - X=<Y, 1.
min(X, Y, Y).

/* la siguiente parte muestra la especificacion del espacio de estados para
el problema de programacidn de tareas, la cual tiene en la base de datos la
instancia particular del ejemplo 13 de la seccién 5.3.

Los estados en el espacio de estados son asignaciones de actividades par-
ciales especificadas de la signiente manera:

[WaitingTask1/D1, WaitingTask2/D2,...] * [Task1/F1, Task2/F2,..] * Fin-
Time

La primera lista especifica las tareas en espera y sus duraciones, la segunda
lista especifica las tareas que estdn siendo actualmente realizadas as{ como
sus tiempos de duracidn y las tareas son oredenadas de la siguiente manera:
F1< F2 < F3 < ... el tiempo final es el menor tiempo de duracién dela actual
asignacion de tareas en los procesadores */

/* (Nodo, FinallNodo, Cost) */

8( Taskl * [./F | Active] * Finl, Task2 * Active2 * Fin2, Cost) :-
del(Task/D, Task1, Task2), /* tomamos una tarea en espera */
not ( member( T/, Task2), before( T, Task) ), /* verificacién de

precedencias */
not { member( T1/F1, Activel),
F<Fl,
before( T1, Task) ), /* activacién de una tarea */
Timeis F + D,
insert( Task/Time, Activel, Active2, Finl, Fin2), /* tiempo de
de ejcucion de una tarea activada */
Cost is Fin2 - Finl.

/* insercién de una tarea ficticia */

8( Tasks * [./F | Activel] * Fin, Task * Active2 * Fin, 0) :-
insertidle( F, Activel, Active2).
/* abandonamos una proceso inactivo */

before( T1, T2):-
prec(T1, T2). /* 1a tarea T1 precede a la tarea T2 */

before(T1, T2) :-
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prec(T, T2),
before(T1, T).

insert( S/A, [T/B | L), [S/A, T/B| L], F, F):- A =< B, !,
/* lista de tareas oredenada */
insert( S/A, [T/B | L), [T/B | L1), F1, F2) :-
insert(S/A, L, L1, F1, F2),

insert(S/A, [}, [S/A), -, A).
insertidle( A, [T/B | L), lidle/B | L1]):- A < B, L.
insertidle(A, (T/B | L], [T/B | L1]) :-
insertidle(A, L, L1).
del( A,[A|L],L).  /* borra un elemento de la lista */
del( A, [B | L], [B | L1])
del( A, L, L1).
goal(f] * - * ). [* el estado meta no es una tarea en espera */

/*
La estimacion heuristica de la asignacion parcial de tareas se basa en una es-
timacién optimista del tiempo de término */

h( Task * Proccesor * Fin, H) :-
totaltime(Tasks, Tottime), - /* duracién total de las tareas en es-
pera */
sumnum( Processor, Ftime, N),

/* El tiempo F es la suma de los tiempos que tardan los N procesadores en
realizar las tareas asignadas */
Finall is (Tottime + Ftime)/N,
(Finall > Fin, !, H is Finall - Fin

H=0)

totaltime([), 0).

totaltime([./D | Tasks), T) :-
totaltime(Tasks, T1),
Tis Tl +D.

sumnum([}, 0, 0).

sumnum([-/T | Procs), FT, N) :-
sumnum(Procs, FT1, N1),
NisN+1,
Ftis FT1 4+ T.
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/¥ la gréfica de precedencias de la instancia del problema 13 de la seccién

5.3%/

prec(tl, t4), prec(tl, t5).

prec(t2, t4), prec(t2, t5),

prec(t3, t5). prec(t3, t6).

prec(t3, t7).

/* un estado inicial */

start([t1/4, £2/2, 13/2, t4/20, t5/20, t6/11, t7/11] *
[idle/0, idle/0, idle/0) * 0)

/* ejemplo de una pregunata */
start(Problem), a-star(Problem, Sol).
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