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INTRODUCCIÓN. 

El conjunto de teoremas c¡uc es llamado generalmente Teorema dt LDwenllf'.im -

8Jwle111 es un grupo de resultados que conciernen al tamatio (en el sentido de car· 

diualidad) de dominios de intcrprctacion"" que satisfacen conjuntos de fórmulas {o 

de enunciados) y los cuales tienen esquemáticamente la forma: Si existe una inter· 

pretación con la propiedad (semántica) *, entonces hay una interpretación con la 

propiedad (semántica) •• cuyo dominio tiene cierta cardinalidad. 

Este tipo de teorema aparece por primera vez en 1915 publicado por Lcopold 

LOwenheim en lasiguienteforma: Si e:r.iste una inter11rctación en la cual un enunciado 

u e.s verdadero, entonces existe una intf.rpretacicin en la cual u es verdadero, cuyo 

dominio es contable. La aparición <le este resultado marc.ó el principio de una nueva 

fase en el desarrollo de la Lógica Matemática al no sólo llevar a. cabo los traba.jos 

de "formalización,, de la Matemática utilizando Sistemas Formales sino además el 

poder demostrar resultados acerca de <•stos tíltimo.s (Recordemos q•1c los "Principia 

Mathematica" de Whitehead y Russell aparecieron en 1913). 

En 1919 Thoralí Skolem cxt.,ndió el resultado de Lowenheim a un conjunto r de 

enunciados posihlemcntc infinito (en un lenguaje contable). Con esto, Skolcm in

tentaba demostrar la inutilidad dí' estructuras con dominios incontables; asf que. 

rcahncnh•, Skolem ja1nái; rr<•y<) t'll la parle asc·<'ntlcntc drl Teorema de J..Owt.•uhcim

Skolcm dehida a Tnrski y In cual recibe rslC' Hombre prt.•1·ii:¡u11c11le porque el l'srpu•ma 

de la afirmación es tfpiro de esta clase de teoremas. 

En la actualidad el Teorema <l<• LOwcnheirn-Skolcm está <munriado de tantas formas 



difcnrntes en los diversos textos que uno de los principales propósitos de esta tesis 

es revisar las diferencias e implicaciones enlrC" las distintas formas en que aparece 

enunciado dicho teorema para la Lógica de Primer Orden, lo cual será tratado en el 

Capitulo Dos. 

En el Capitulo Tres revisaremos dentro de los lenguajes infinitarios (lenguajes en los 

cuales se admiten expresiones de longitud infinita y la.s cuales tienen un impresiouante 

poder de expresión) algunas generalizaciones del Teorema de Lowenheim-Skolcm las 

cuales necesitan una gran cantidad de hipótesis para poder cumplirse. 



CAPÍTULO 1,- PRELIMINARES. 

En este Capitulo desarrollaremos las definiciones básicas de Tooria ~e Conjuntos 

y Lógica necesarias para poder trabajar con el Teorema ele Lüwcnheirn·Skolcm en 

lenguajes infinitarios y además revisaremos algunos teoremas de In Lógica de Primer 

Ordeu que se utilizan para la demostración de dicho teorema en ésta Lógica. La 

mayor parte de las demostraciones no se darán aquÍ pero pueden ser encontradas en 

textos de introducción a la Lógica Matemática y de Tcorfa de Conjuntos. 

l.1.- CARDINALES. 

DEFINICIÓN.- o es un (mírn<ro) ordinal si y sólo si 

i) a es transitivo. 

ii) (o, E) es nn ronjunto bien ordenado. 

Denotaremos como OR a la cl•se dl' todos los ordinales. OR es una rlase propia 

hicn ordenada por la n•lación E . 

DEFINICIÓN.- o eOR "'un ordinal .,,cr,sor si y sólo si existe d eOR tal r¡ue 

a= ¡I U {/3} = P + l. 
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DEFINICIÓN.- o eOR es un ordinal límite (en símbolos lim{o)) si y sólo si 

a ,¡,O y para todo ¡J eOR a ¡ 11 + 1. 

DEFINICIÓN.- o eOR es un ordinal inicial si y sólo si a no puede ser puesto 

en correspondencia biunlvoca con un ordinal {J tal que ¡j <o. 

'.'iosotros identificaremos cardinales con ordinales iniciales. Utilizando el Axioma de 

Elección se puede probar que para r.ualquier conjunto x cxish• un ordinal inicial único 

que puede ser puesto en correspondencia. biunfvoca con x. A éste lo denotaremos con 

JxJ y lo llamaremos el ntímero cardinal de x. 

Denotaremos como CAR a la clase de todos los cardinales infinitos y como CAR' 

a la de todos los cardinales. 

DEFINICIÓN.- Si /< ECAR', ic+ denotará el mÍnimo cardinal mayor que ic. 

DEFINICIÓN.- w0 es definido por recursión transfinita sobre o E OR como: 

i) ia.'o ="'-'· 

iii) w, = sup{w0 Jo < ·1} si lim( ")'). 

Donde "' E OR es el conjunto de m'uneros naturales definido a la Von Neumann. 

A"'º lo denotaremos también romo N0 , 



DEFINICIÓN.-" eCAR es un cardinal sucesor si y sólo si es de la forma wo.+1; 

en otro caso es un cardinal limite. 

DEFINICIÓN.- Sean a, (J E OR y f : a -+ 8, / mapea o co/irialmrnte si y 

sólo si ran(f) no está acotado en (J. 

DEFINICIÓN.· Dado (J E OR Ja cofinnlidad de (J (en sfmbolos cf(8)) es el 

rnfnimo o tal que existe un mapro desde o cofiualmentc en 8. 

DEFINICIÓN.· " eCAR es singular si y sólo si cf(1<) < "· Si cí(1<) = "• "es 

llamado regular. Sing y Reg denotarán las clases respecli\'amcnte. 

DEFINICIÓN.· Sea " E CAH. "es un cardinal inaccesible si y sólo si " EReg y 

para todo.\ < /C se til"ne 2.\ < 1\, K es un cardinal dé.bilmen.te inacce ... ible si y sólo 

si K EReg y K es un cardinal limite. In y \Vln d~notarán las clases respectivamente. 

Dados "•A ECAR, al cardinal 

lo denotaremos como ,,_.<\ 

E ". 
veCAR' 
• < > 
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1.2.-DESCRIPCIÓN DEL LENGUAJE E INTEBPRETACIONES. 

DEFINICIÓN.· Un tipo de seni<jan:a p es el conjunto de sÍmholos: 

p = LJ Pn U LJ F. U C. 
new• ne1o1• 

y donde para cada n E w• = w \ {O} 

i) Si x E Pn, x es un símbolo llamado letra predicativa de aridad n. 

ii) Si x E F0 , x es un símbolo llamado lelra J1mcio11al de aridad n. 

iii) Si X E e' X es un símbolo llamado constante inditoidual. 

DEFINICIÓN.· Un lenguaje (Jormal de Primer Orden) de tipo p, es el siguiente 

conjunto de sfmbolos: 

L,=pU {v./ uew} U {::o} U hV} U {3} U{),(,•}. 

Denotaremos como VAR al conjunto { v0 1 11 E w} de todas las variables. 

DEFINICIÓN.· Una p-er¡1resión es una sucesión finita de símbolos de L,. 

DEFINICIÓN.· Al conjunto de p·cxpresiones lo denotaremos E,. 

DEFINICIÓN.- TERM,, es el menor conjunto A~E, tal que 
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i){v.J 11Ew}UC~A. 

ii) Si fe F.,11 Ew" y r1, ••• ,r,. E A,entonccsf(r1 ..... r.) E A. 

DEFINICIÓN.- r <·s un p-lérmino si y sólo si r E TERM, 

DEFINICIÓN.- r E TERM, rs cerrado si y sólo si en r no aparecen variables; 

en otro caso r es abfrrto. 

DEFINICIÓN.- Si PE P,, y r1 ... ., r. E TERM, entonces tanto (r1 ""'r2) como 

P(T11 ... , Tn) son fórmulas atómicas. 

DEFINICIÓN.- El conjunto de las fórmulas (bien formarlas) rle tipo p, FORM,, 

es el menor conjunto A ~EP tal que 

i) {o Jo es una fórmula atómica}~A. 

ii) Si o, ¡JEA entonces (~o), (n V ¡J) EA. 

iii) Si n EA y 1•; E{ v., 1 11 E w} entonces (3 v;a) EA. 

Sea p un tipo de semejanza. 

DEFINICIÓN.- ~es una intuprclación dr L, o simplemente p-interpretación si 

y sólo si Jl = (A,l) donde 

i) A es un conjunto no vado. 



ii) 1 es una función con dominio p y tal que: 

a) Si x E Pn entonces l(x) ~A". 

b) Si x E F0 entonces l(x) : A"-+ A. 

c) Si x E C entonces l(x) E A. 

Sea R = (A,1) una p-interpretación, algunas notaciones que usaremos son: 

i) x E p, x• ,.. l(x). 

ii) Si la imagen de 1 es finita, por ejemplo {xf, ... ,x~} entonces 

(A,xf, ... ,~),.. (A,I). 

iii) ~A= {s 1 s: w-+ A}. 

h•) Sis E ~A, s¡"" s(i) donde i E w. 

DEFINICIÓN.· Sis E ~A y a E A, sédeline la sucesión s(i/a) como 

s. 



DEFINICIÓN.- La interpretación de 1111 término r en una estructura ll bajo una 

asignación S denotada por rll[s] se define n•cursivamente romo: 

o r E VARUC 

i) Si r = v, eVAR. r•[s] = "r!s] = s;. 

ii) Si T =e E C \;;;p. r"[s] = c11 [s] = c11 • 

• Si T = F(r, .... ,r.) donde 11 ew·. FE F. y r,, ... ,r. eTERM, entonces 

r"[s] = F"( r1
11[s] , ... , r,:'[s] ). 

DEFINICIÓN.- Dados p un tipo de semejanza, iR=(A,I} una p-intcrpretación, 

s E ~A y o el'ORM., definimos la relación !R satisface a la fórmula o COll la 

.~uc<.sión .'i, R f= o[sJ, en forma rccursi\'a como siguP: 

• Sean T1 ••••• T,. eTERM. 

i) :R I= ( r1 "' r2 )[s] si y sólo si rf'[s] = rf[s]. 

ii) :R I= P(r¡, ... , r.)[s] si y sólo si (r¡'1[s], •.• , r,!'[s]} eP11 • 

o Sean ;¡:.~·E FOR~I, 

i) :R I= (~~")[•]si y sólo si !R ~ (~·lf~]: 
ii) :R I= (<p V t/•)[s] si y sólo si :R I= <p(s] ó :R I= r/![s]. 

iii) !R I= (3v,.,ol[s] si~· sólo si hay a EA tal qU<' .:R ¡,,; (.,:.}[s{i/a)J. 
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DEFINICIÓN.- Sean o eFORMP y rR una p-interprelación 

o es verdadera en R, en símbolos R )= o, si y sólo si cualquiera sea s E "'A 1e tiene 

:R J= o[s]. 

o es falsa en :R si y sólo si cualquiera seas E ~A se tiene rR ¡.¡, o[s]. 

DEFINICIÓN.- Sea a eFORMP 

o es l'nit•ersalmcntc Verdadt.ra, en símbolos l= o, si y sólo si cualquiera sea R 

una p-interpretación, o es verdadera en. R. 

n es lfniversalmcntc Falsa si y sólo si rualc¡uicra sea Runa p·interpreladón. o es 

falsa en R. 

DEFINICIÓN.- Sean o eFORMP e i E w. En la fórmula (3v¡o) a la fórmula a le 

llamaremos el alcance del cuantificador 3v¡. 

DEFINICIÓN.- Sea o eFORM,. Diremos que una ocurrencia de la variable V¡ en 

o es acotada si y sólo si tal ocurrenci11 

i) Es la variable de un cuantificador 3 ó 

ii} Está dentro del alcance de un cuantifirador 3\'¡. 

en otro caso diremos que In ocurrcucia l'S libre. VL(o) denotará el conjunto de 

todas las \'ariabll~s libres en la fórmula o 
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DEFINICIÓN;- Si.;, EFORM,entonces,:>(\'1, .... v.) denotarác¡ue VL(I") = {v,, .. .,v.}. 

DEFINICIÓN.- Sea o EFORM,,o es un p-cnunciado si~· sólo si o no tiene 

ocurrrndas libres dr \'ariahJes. Al conjunto de todos los p-enunciados lo <lenotaremos 

por L~. 

PROPOSICIÓN 1.1.- Se• r E TERM,. o E FORM, •. lfl = (A.1) una p·interprctación 

ys. s' E ""'A 

i) Sis¡ = s¡' para toda i, tal que v1 ocurre en r entonces r•{s] = r•[s'J. 

ii) Sis¡= s¡' para toda i. tal qur. \'¡ocurre libre en a entonces 

R I= (o)[s) si y sólo si !R I= (o)[s']. 

COROLARIO.- Sea cr un p·enunriado y R una p·estructura, entonces 

i) Para cualesquiera s, s' E ~A. R I= (cr)[s] si y sólo si R I= (cr)[s']. 

ii) lfl I= cr si y sólo si hay s E wA tal que 't I= (crl[s]. 

iii) R I= eró RI= (~cr). 

DEFINICIÓN.- Sean ro. r E TER~(,.·v.EVAR. La suslit11ció11 de r en lugar de 

cada ur.urrencia df la L'ariublr v e;~·.·;~;·( !"o)~ .se define recursÍ\•amcntc como 

• Si ro=\'¡,(\';)~,,,·{: r 
\'¡ 

t•·:= \'¡ 
!: 

si .t' :/: \'¡ 
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Si To= c. (el~ =c. 

• Si To = F( T" ... , Tn) donde 11 >0. F E Fn y Ti, ••• , Tn ETERM, entonces 

(f(T1 ..... T,.))~ = F((T1);, ... ,(~.);). 

DEFINICIÓN.- Sea T E TERM"' v EVAR y 'f' E FORM,. La sualilución 

de T en lugar de cada ocurrencia libre de la variable v en '{), en sfmbolos ('{'); ó 

'{)(u/ T ), se define recursh:amente como 

• Sean Ti, ••• , Tn ETERM, 

i) (T1:::: T2 )¡ = ((Ti);"" (T2 )¡). 

ii) (P(T,. ... ,Tn))¡ = P((Ti)¡, .•• ,(Tn)¡). 

• Sean o, ¡J E FORM, 

i) (~o)¡= (~(o)~). 

ii) (o V ¡J)¡ = ((o);v(B)¡) 

l (3t.,a) si 1• = v, 

iii) (3v;o); = (3t•,((o)¡) si " ol t•; y u; no ocurre en T 

(3.:t(o )~· )~) si t' ::/; t•¡ y l'¡ ocurre en T 

rlondc en el tilt imo caso :: t'S una \'ariahle nurva que no ocurr<' en a ui en T y t·~ 

distinta de tt y de l',. 

TEOREMA DE SUSTITUCIÓN.- Sean To.TE TER~!,. o E FOR~I,. Jl una 

p·t·~trurturn y~ E""'..\ enlonct•s 

I~ 



i) rJ'[s(i/r11[s])] = ((r0)~·)"[s]. 

ii) '.R I= o[s(i/r"[s])] si y sólo si !R I= ((o):•)[s]. 

El Teorema de Sustitución nos da la posibilidad de realizar sustituciones sintáctica• 

siempre y cuando se realicen sustituciones semánticas y vicc,·ersa. 

Como notaciones tendremos que r(!R) denotará el tipo de semejanza de !R; si E !;;; 

FORMp entonces r(E) denotará el tipo de semejanza definido por todos los símbolos 

de p que ocurren en fórmulas de E. Si E= {e,:>} escribiremos r(o;) en lugar de r({.,,}). 

DEFINICIÓN.- Sean !R = (A.l) y 9 = (B,J) dos p-estructuras, decimos que !R 

es una s11Mslruclura de 9, lo qur denotaremos '.t !;;; 9 si y sólo si 

i) A!;;; B. 

ii) Si PE Rn !;;; p entonces p• = Pº n 1\". 

iii) Si F E Fm !;;; p entonces F" = Fº IAm . 

iv) Si e E C !;;; p entonces c• = c~. 

DEFINICIÓN.- Sean !R = (A,I) una p·estructura y 9 = (B,J) una p'-estructura, 

decimos que !Res el reducto de 9 a p o birn que 9 es una expansión de !R a p' si y 

sólo si 
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i)p<;;p'. 

ii)A =B. 

iiil 1 = J\, 

DEFINICIÓN.- Sean !R = (A.1) y '1 = (B,J) dos p·estruduras, decimos que hes 

un homomorfismo de R en \l si y sólo si 

i) bes ~na función de A en B; _h: A-+B. 

ii) Para cada PE Rn <;; p y cada a1 .... ,a., E A, (a,,. . .,a,,) E P11 si y sólo si 

(h(a,), .. .,b(a,,)) E P". 

iii) Para cada FE Fm <;; p y cada a,, .. .,a,,, EA, 

h(~11 (a,, .. .,a,,,)) = F"(h(a1),. •• ,h(a,,,)). 

h·) Para cada e E C <;; p, h(cº)= e". 

DEFINICIÓN.- Sea h un homomorfismo de !R en '1. entonces 

i) hes un monumor/ismo si y sólo si hes inycctÍ\'a. 

ii) hes un cpimo,.fismo si y sólo si h t'S sobre. 
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iii) hes un isomorfismo si y sólo si hes biyectiva. 

TEOREMA DEL HOMOMORFISMO.- Sea h un homomorfismo de R = (A ,1) 

cu U = (B,J) y s E "'A, hos E "'B denota la composición de funciones. Entonces para 

todo término T y toda fórmula a se tiene: 

i) h( r"[s]) = r"[hos]. 

ii) Si n no tiene ruantificadort's ni sÍmbolo:::::. entonces 

R I= o[s] si y sólo si "1 J= o[h os]. 

iii) Si h es un monomorfismo y a no tirne cuantificadores, entonces 

IR 1= o[s] si y sólo si U 1= o[h os]. 

h·} Si h es un eJ>imorfismo y o no tiene sfmbolo ~entonces 

IR 1= o[s] si y sólo si U J= o[h os]. 

v) Si hes un isomorfismo entonces 

IR 1= o[s] si y sólo si il I= o[h os]. 

Veamos la razón de las rL•stricciones: 

Sean R = (N,<,0) y U = (Z,<,0). Es fácil checar que i : N-+Z (la función 

indusión del conjunto de números naturales Nen el conjunto de números enteros Z) 

es un monomorfismo. Tomando u = 31•( r• <O) tenemos que R ~o pero U I= o. 

¡.¡ 



Sean R = (Z,<.0) y \l' = (N, .O). Tomemos h : Z-+N tal que h(z) = izl tenemo< 

que hes un epimorfismo y ad más que lR I= ~(v; "' t•;)[s(i/5,j/-5)] pero ;) ¡.¡, 
~(v;"' v;) [h o s(i/5,j/ - .5)j. 

DEFINICIÓN.- Si para cu lquier p-enunciado a sucede que R I= a si y sólo •i 

\l' I= a, decimos entonces que R y \) son elementalmente equivalentes y lo denotamos 

R;:Q, 

DEFINICIÓN.- Sea lR = (1 ,I) una p-estruct.ura. la teoría de :t, es d ronjunto 

Th(lR) = { 1 a es uu p-cnunciado y R I= a), 

DEFINICIÓN,- Sea E ~ L y R una p-cstructura. Res un modelo de E si y sólo 

si para toda a E E, R I= a y lo denotaremos como R I= E ó como RE Mod(:!:). 

DEFINICIÓN.- a) Sea E .. L~. E es .<ati.•faciblc si y sólo si existe lR una 1•

est ructura tal que R I= :!:. 

h) ~es /irlilamcnfe saftr¡faciblc si y sólo si cualquiera sea r ~ !:. r finito, sr 

tiCtll' C)tll' r CS Satisfacible. 

DEFINICIÓN.- Sean :!: ~ 1: y u E L: 

a) q e.s consecuencia (ló icn) de~. t•n sfmbolos E Fu. gj ~·sólo si para <"ada 

p-<•structnra R tal que R I= E. s. tiene R I= a. 

b) a es consrrucncia (ló¡ica) finita de E. en sÍmholos E F/ u. si y sólo si 

hay f ~ E finito tal que f I= a. 



Observación.~ Se pueden dar definiciones análogas a las anteriores que no sólo con~ 

sideren conjuntos de enunciados sino inclusive conjuntos de fórmulas. 

DEFINICIÓN.- Sea E~ L~ 

DEFINICIÓN.- Sea T ~ 1.: 

T es teoria si y sólo si T = TF. 

T es f - leo ria si y sólo si T = TF 1. 

DEFINICIÓN.- Sea E~ L:, E teorÍa 

E es completa si y sólo si para toda a E L~ E I= a ó E l=.(~a). 

E es f-completa si y sólo si para toda a EL: E F/ u ó E F/ (~u). 

J .3.-SKOLEMIZACIÓN. 
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DEFINICIÓN.- a) Sea;. <;>. ~· E FORM,, u E VAR y f E F,.H, n + k E w" tal 

<111e f no ocurre en 1/1, La fórmula 

es un paso de Skolemización de rp si !/•es una fórmula de la forma 

y w., ... ,w. E VL(l/•), con A· ;::o. " 2::0 pero 11 + k ;iO. 

b) Si ,¡,tiene la forma 3119(11) y e E C .tal que e no ocurre en ef• entonces (I')~ es 

un paso de skolemización de ,¡,, 

DEFINICIÓN.- Sean ,¡, E FORM, y I' una fórmula en forma normal prenex tal 

que!/•= I' es decir FNP(ib) = 'f': dada .p1 , ••• ,.,,,. una suresión de fórmulas tal <1ue 

.,,1 = ..¡;, 'Pn es una fórmu);¡ universal pura y 'r't+i es un paso de skolemi~adón de 

'r'i para i = 1, ... , n-1, entonces decimos que iy,1 es una.· fórmula en forma normal de 

Skolem para satisfacción de!/>,"" símbolos, FNSS(l/J). 

LEMA DE EXPANSIÓN.- Sea I' E FORM, entonces 

a) Para toda !JI = (A,I) existe una expansión '.) = (A,J) tal <¡m• para cualc¡uier 

s E *A 

:R I= .,:o[s] si y sólo si '1 I= FNSS(..,)[s]. 

b) Para toda~ del tipo de FNSS(I-') y todas E "'A si !JI I= FNSS(<,'l[s] entonres 
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R F= 'r'[s]. 

Demostración.- Sean .,,,, ••••'r'm tal qur .Pm = FNSS(r,o) con <p = .p1 en forma 

prenex. Dada .p1 con i = { t. .... m-1} tene1Uos los siguienl<'s casos posibles: 

i) Si 'r'• = 'v'v1 ••• \lv.,3v8; con p, E FORM,, w,, ... ,w., E VL(op;) y n;+k, >0. 

entonces 

'Yi+I = Vv,,,.V\•n,(fl¡)/,c,.1, .. .,t1n 1,w1, ... ,wa:,) 

donde/¡ es un símbolo funcional de aridad n¡+ki que no ocurre no sólo en i.p¡ como 

lo habíamos tomado para la definición de "paso de Skolcmización", sino que/¡ no 

pertenece tampoco a r(Rs) ya que nosotros desearnos darle una interpretación nut•va 

(R1 = R y R;+ 1 la definiremos a partir de R; como en la demostración de a) abajo). 

ii) Si .¡i; = 31•;j; y VL('r';) = 0 entonce• 

nuevamentr.. a C"¡ le qlwrrmos dar una interpretación nuc\'a de •lande C'i será un 

sÍmholl) de cnnstantC' que no pertenezca a T('.i¡). 

a) Por lo dicho ant<'riormrntc pollrmos suponer :R¡ de') tipo i(í,'¡). Para cada 

ii €:\'~.+k .. definimos 

x, = {cleA\ :R, t= J,[cl.n]} ~ .-\. 

Xo = (dEA\ R, f= .B,[cl]} ~,\.(Parad <•so n;+k,=0) 

'l!I 

': ," ·.·.,,. 



Si n,+k; >0 definimos (AE) ¡,''." : :\'·0+k, ->A tal que 

11 

{ 

llll 1•lemt•ntn d.- x't 
f, "'(ii) = 

1111 t>leml'llto df' A 

si X,# 0 

si X, =0 

Si 11;+Á·; =0 definimos (AE) 

c.1+1 = 11 { un l'lcmento <le Xo si Xo # 0 (AE) 
1 

un elcmu.•11to de A si Xo = 0 

Sea 'R;+t = ('R;,!;°'1"') si 11;+Á·; >0 y r('R;+t) = r(:R;) U{/;} ó 

:R;+1 = ('R;,c~•+•) si 11,+k;=O y r('R;+tl = r(?R;) U {e;}. 

Dadas E -'A entonces para ambos <'aso~ tenemos 

'R; J= ;;[s] si ~· sólo si 'R;+1 J= l';+t[s]. 

de donde, por la transitividad riel "si y sólo si .. tenemos 

'Rt 1= \"I [s] si y S<Ílo si 'Rm I= l'm [s]. 

Como 3?1 = 3l tomando U como R,,. obtenemos 

'R J= l'[s] si y sólo si ::l I= FNSS(<,0)[s]. 

L) S<•a :R <lcl tipo F:'>SS(;l ). s ¿ •A. Si u;+ k; >O suponemos que 'R I= ,:';+tl•J. 
ti<· dond<" para rual<"M¡uiern a1 ..... a,,, EA 

. ,. '· 

(du11dL~ s(wJ} dPnotnrri <i sr, PU 1•l.caso ¡,t_f <¡111' .wi ~·Yr, ). 
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Si y sólo si (por el Teorema de Sustitución) 

lR I= (¡l;)[s(v•/a•,w;/s(w; ), 11/fl'(ii,s(w;)))] 

es decir. para cualesquiera a1 .... ,a,. EA, existe deA tal que 

lR I= (;l;)[s(v•/a•,w;/s(w;), u/d)] 

por lo tanto 

es decir 

lR I= <¡>;[s]. 

Si ri; + k; =O suponemos lR I= l";+t[s]. Entonces lR I= (o;)~.[•] y por el Teorema d1• 

Su•titución lR I= ¡1,[s(t1/cFlJ, es decir existe •IEA tal qu<" lR I= 8;[s(11/d)] por lo tanto 

lR J= 3utl;[s] de donde tenemos :R J= l";[s].0 

J.4 .. TEOREMA DE COMPLETUD. 

Para la llemust radón dd Tc"Orema de Completud utilizaremos el Sistema. Form"' ! 

para la Lógica de Primer Orden desarrollado cn lllelllldson, Bridgr ó Rojas y ,\mor 

cuyos axiomas son: 

'.!I 



A,, ={(a-+ (/1-+ o) 1 o,¡J E FORM,} 

A,,= {((a-+ (¡J-+ 1)) ..... ((o-+ 13)--> (o-+ 1))) 1 o./1,y E FORM,} 

A,, ={(((~o) .... (~¡J)) .... (((~o)-+ ¡J) ..... o)) 1a.8 E FORM,} 

A,, = {lf\'O(vi .... (o)~ 1 o E FORM,. 1· E \'AR} 

A,, = {'fr(o -+ 8) -->(o .... lfv¡J) 1 n. ¡JE FOR.M,. 1· E \'AR\ VL(o)} 

A,, = {lf1'(v "' vi 1 v E VAR} 

A,,= {\lu\lv(u "' v--> (o(u) _, 0(1·))) 1 o E FORM,,u, 1· E VAR} 

donde 0(1·) denota la sustitución de 1· por algunas ocurrencias de u en o(u). 

Utilizando las reglas de inferencia MP y GEN: 

MP: o,o _, ¡J 

¡J 

GEN: 
0 

\fva 

LEMA 1.1.- 1- (o_, a) 

1: (a-> ((o--> o)-> o)) .... ((a --> (o-+ o))-+ (o-> o)) 

2: (o-> ((o-> o) .... a)) 

3: ((o-> (a-> a))--> (o-> o)) 

·l: (o-> (o--> o)) 

5: (o-> o) 

E A,, 

E A,, 

.MP(l,2) 

E Az1 

:'llP(3,4) 

LEMA DE FINITUD.-. Sean r ~FORM, y a EFORM,. r 1- o si y sólo si existe 

un subconjunto finito ~ de r tal que ~ 1- o. 

Demostración ... =>) Sea n 1 ••••• n" una drducción dl, o a partir deo r. Tomemos al 

conjunto 
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~={o; \o; Eí ron i= l ... .,11) 

obviamente o 1, ••• , On es una deducción de o a partir de ~ y ~ es finito. 

<=) es t.ri\'ial.a 

TEOREMA DE LA DEDUCCIÓN.- Sea r un conjunto de p-enundaclos, o y 
f:I p-cnunciados y supongamos que r, a 1- /3 entonces r 1- Q - f:I, 

Demostración.- Sea ¡31,.:.,fJ. una deducción de p a partir ele fU{o} donde {J.= {J. 

Demostraremos utilizando indU<"CÍÓn sobre i qut:' r 1- o ~ /J¡ para 1 $ i ~ "· 

Supongamos que r 1- a -t í1k para toda l..· < i, asi .1¡ t!'S un axioma ó ¡J¡ E r ó J¡ e~ 

a ó /3; se obtuvo en v!rtud de MP a partir de Jl, y /3m para algunas 1 :S j, m < i 

donde sin pérdida de generalidad 13", tiene la forma fJ; -> {J; ó /3; ... obtuvo en virtud 

de GEN a partir de i3r para al¡!;una 1 :S p < i. 

i) Si /J¡ es un axioma ó {J, e r, se tiene que JJ¡-+ (a-+ {J¡) e~ un axioma 

del tipo A,1 y usando l\IP tenemos r 1- u -> (1,. 

ii) Si /J; =o, utilizando d Lema 1.1obtencmos1- a-> {J; y, por lo tanto 

rl-o-+¡3;. 

iii) Si J¡ se obtuvo t.~n \"irtud de MP, tt~íicmos por hipótesis dP inc.lucción 

qne r 1- n __, d; y r 1- o __, (¡J, -. /3; ). Pero por A,,. se tiene lo siguient<• 

1- (o__, (13; __, {J;)) __,((o__, ¡3;)--+ (n __, .8;)). Por tanto. obtenemos en 

virtud de l\IP r 1- n __, iJ;. 



iv) Si 8; se obtuvo en virtud de GEN a partir de fJ, para alguna 1:5 p < i, 
entonces fl¡ es de la forma V\'/J.,, y, por hipótesis de inducción tenemos 

Aplicando GEN tenemos 

r 1- l;lv(o __, fJ,) 

Y en virtud del axioma A:r..,: 

1- l;lv(o __, {J,) __,(ar__, \lvfJ,) 

(\'no ocurre libre en cr pues n es un enunciado). Aplicando MP: 

Asf, tenemos que Pl\Ta toda i, l~ i $ n. r 1- a-+ ¡j¡ por Jo tanto r ro-+ dna 

LEMA 1.2.- Sir 1- I' y e es un símbolo de constante que no orurre en r, entonces 

existe una variable y que no ocurre en I' tal que r 1- l;ly( 'I' )~. 

Demostración.- Sea· oa, ... ,On una deducción de~ a partir de r. Sea y la pritner 

varial1lc (según la enumeración v0 , .... vn .... ) tal que no ocurre en las fórmula::; o¡. 

Entonces 

(1) (01)~, .. .,(nn)~ 

es una dcrlurción de (<.p)~ a pai-tir d .. r puesto que 

i) Si o, E r entonces e no ocurre en n, pues e no ocurre en f: por lo tanto 

(n;)~ =o¡ E r. 



ii) Si o¡ es axioma entonces (a;)~ es también un axioma ya que la variable .,y,, no 

ormTe en o¡. e introducir una 11uc~va \'ariablr transforma un axioma en otro ya que 

los flxiomas :,On csque111as. 

iii) Si o¡ se obtiene rn virtud de ~IP a partir de o; y n., = (oj __, n,) con j.i· <; 

entonces (o.)~ =((a;)~-> (o;)~)~· por lo tanto (o;)~ se obtietie en ,·irtud de MP a 

partir de (o;)~ y (o0 )~. 

iv) Sin, se obtiene en vil"tud de la regla de inferenria GEN a. partir de O:; ron j < i 

entonces o; <'S de la forma Vva;. Asi (o;)~= (\lvo;n = \lv(a;)~ se obtiem• en virtud 

de la regla GEN a partir de (o;)~ con la ,·ariable ,·la cual es distinta Je y pues y uo 

ocurre en o¡. 

Así r ¡.. (,:>)~ y. aplirando GEN ll'n<'lllUS qU<' r ... \/¡¡(<;)~o 

DEFINICIÓN.- K es la potencia del tipo de semejanza p. denotada por 11 p 11 si 

y sólo si "=max{I p 1, llo}. 

PROPOSICIÓN 1.2.- La cardiualidad del conjunto de fórmulas de tipo p cs 

1m•cisamentc 11P11 • 

Demostración.- Sea" =11p11 · Para cada n E w definimos 

A, = {o E FOH~I, 1 u tiet1<' longitud n} 

Ya qu<' hay menor o igual qm• K Plcrcioucs po!i=ihlcs para cada simholo, 1 A,1 1 5 K"'. 

Asi 



1 FORM, 1=1 LJ An 1$ L 1 An 1= No·" = K. 
nEw "e .... 

Que existen al menos "se sigue del hecho de que ó hay " letras predicativas distiatas 

ó li términos distintos de tipo p.o 

DEFINICIÓN.- S"n E <;; L:, E"' completo si y sólo si cr e E ó ~cr e E para 

toda" E 1.:. 

DEFINICIÓN.- Sea E <;; L:. ~e• cerrado bojo te.<tigos si y sólo si !'ara cada 

enunciado (31';<r') E E hay e E(' tal que ('i')~· E E. 

J.os siguientes lemas nos proporcionarán c>xtt:nsiones J.c un conjunto !: de cnun

cia<los consistente que, además 1lP Sl'r ellas mismas consistL'nlcs, son cerrada~ bajo 

testigos (Lema 1.3) o completas (Lema 1.5). Utilizando esto. construiremos una ex· 

tcusiót~ df" E que sea compl1•ta, consi~tenlr. y cerrada. La.jo testigo~. dicha <!Xlcnshíu 

ten eirá un mmtelo el cual S<'rá. usado para dl1 1TIOf.trar d Trorcma de Completud. 

LEMA 1.3.- Sea E 1111 conjunto consistente dr t•tmncictclos dt:" tipo p, entonces 

existe un conjunto .l. de enunciados tal que 

i) E<;; A, r(E) <;; r(~) y 11 r(E) 11=11rp)11 · 

ii) .l L•:, Cl~rrarlo bajo testigo3, 

iii) ~ es consistente. 

De1nostradón.- Sea K 11 r(E) 11. para c•da .1 < ~. se• c.1 un sfmbolo de 
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constante que no ocurre en T(E) y tal que cp # c, si 8 < 1 < "· Sea C = {cp 1 fJ < h'} 

y p' = T(E)U C. Claramente 11 p'll = "· Tonwmos 

E1 = {c,o E l'ORM, I VL('f'l = {v~J y 3,·,.,o(v.,) E E) 

y sea (.,01)«• una sucesióu de fórmula• de E1 (AE). Es trivial que 

es una extensión ,fe E cerrada bajo testigos. 

Afirmamos además que Q. es consistente. La demostración Ja haremos por con· 

tradirción: Supongamos que Á es inconsistente, entonces para alguna 1/• E FORMT(Al 

ocurre que Á 1- t/J y Á 1- ,,¡,; como. las deducciones de ,¡, y ,ú, desde Á son 

de longitud finita, existe entonces un subconjunto finito {l'¡.(c¡, ), .. .,c,o¡.(r¡.)) de 

{<pi(c¡) l 'f'I E E,} tal que 

De donde tenemos que el conjunto 

es inconsistente y, denotando l'¡,(r¡, )/\ ... /\l'¡.,(c¡.) como ql, tenemos EU{<i>} 1- ,'í>· 

Utilizando el Teorema de la Deducción obtenemos que E 1- ,¡, --> ,q1 y de la tautologÍI\ 

(4'-+ ...,</>) ~ ...,q, podemos deducir -.o desde E. Las constantes c<1 ,. •• ,c(,. no ocurren en 

E ya r1ue por construrción no cstau en T(~). Asf, en '"'deducción de ...,O desde E. cada 

ocurrencia de C(, puede ser reemplazarla por una variable y¡ distinta no ocurriendo en 

la deducción por el Lt•ma 1.2. de aqui qm' 



y mediante la regla de inferencia GEN obtenemos 

por lo que 

ya que y; no ocurre en 'r'<; (11;) si i f j pues y; #- 11; si i 1' j se tiene 

poro puesto que 

I: 1- 3y;( l'(.(Y;)) 

para i = 1 .... , n pues i;,_, E E1 obtenemos una contradicC"ión con la consistencia dt• 

E. Asf A rrsulta consistente.e 

LEMA 1.4.- Supongamos que I:U {'r'} <;;L~ y que no es el caso de que I: 1- ~.p. 

Entonces I: U{.,,) es consistente. 

Den1ostración.- Ya que- -.._; no e~ dedurihle dcsdt• !:, entonces E es consistente. 

Supongamos QUC' ~u{.;} e:-o iucunsistcntc, cutonccs Eu {.,:} r ...... ..,,. Usando el Teorema 

<l<" la Deducción~ t- i;-+ -i..p y por la tautologia (<,' - -.ip) - -.ip ohtcncmos ~ 1- -...¡ 

lo cual contra1lirc la hipótesis del Lema. Asl I:. U {I'} es coosistcnlc.0 
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LEMA 1.5 .. Sea !: un conjunto consistente de enunciados entonces <'Xiste ~ tal 

que: 

i) E; ..l.. T(E1 = T(..l.). 

ii) ..l. l'S completo. 

iii) Á '-'"consistente. 

Demostraci6n.- Utilizando A E tenemos que el conjunto de enunciados L~ puede 

'cr bien ordenado: {.,,,, 1 o < 8) donde Bes un ordinal de la misma cardinalidad que 

11 p 11· Definimos la siguiente sucesión de subconjuntos de L~: 

Eo =E 

'f' - { I:. u {<p.) 
.... 0+1-

I:. 
Si lim( -y), entonces 

si no ocurre que En r -iiyn 

en otro caso 

E.,= U !:o 
•<• 

se sigue del Lema 1..1 que si Ea es consistente entonce.e¡ Ea+t también lo es. Para 

lÍmh ), si !:.,. es inconsistente y suponemos que E0 es consistente para toda o < 1 1 

tenemos que hay <,: eFORM, tal qu<> 

Por el Lema dc Fiuit ud existen ll.0 ~ ~' y ..l.1 ~ ~. finitos tales que 

Así Áo U ..l.1 es finito por lo que existo a'< 1 tnl que 

Por lo tanto 
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de donde.Ea• es inconsistente lo cual contradice nuestra suposición de que !:a era 

consistente para todo o < "'(, por lo tanto ~.., es consistente. 

Tomando ~ = Ua<O' ~º tenemos que tl es consistente por una demostración com· 

pletamcnte análoga a la anterior en el caso lim(7). 

A es completo pues para cada a eL: existen o, 0
1< fJ tales que a= Y'a y -.a= l'a•; 

asf si Ear f- ...,'Pa entonces Ea•+• = !:a•U{-.i.;0 } ya que oocs el ca."M>deque ~es· 1- -,(-,r.p0 ) 

pues entonces A f- ~(~epa) y A f- ~'Po lo cual es una contradicción; y si no ocurre 

que Ea J- -,'Yo entonces 'Po E Ea+1 e;: ol..a 

TEOREMA 1.1.- Supongamos que E ~L:. E es consistente y 11p11= "entonces 

E tiene un modelo de cardinalidad $ "· 

Demo1tración.- Sean Po = p, E0 = E = fo. Una vez definidos p0 , f., ~· E,, 

definimos r nti como la exl<nsión cerrada bajo testigos dada por el Lema l .3 de E,,, 

Pn+1 = T(r n+l) y l:,,+I como la cxtensióu de r,~+• completa dada por el Lema 1.5. 

Sea ahora p•= UnewPn y E*= Unew ~n· E• es claramente una extensión de E r 

p ~ p•, por construcción cada En es consistente y, por lo tanto, E•~ consistentC'. 

Si u E L~. entonces para alguna 1l E .... •. u EL~.1 y a~f ó u E Eri Ó -,u E ~n• As¡'~" 

<'S complrto. Para mostrar que ~ .. rs (·errado bajo l rsl igus :-;11ponC'mos <111e 3\·..,:( v) 

E E" donde<,: eFORM.· y VL(.,.•) ={•·)entonces para alguna ni 3v<p(v) E'.'::., y así 

existe una constante e E Prn+I la) que y:i{c) E r,,1+1 ~ ~·. 
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Los conjuntos En' r n para n E w tienen rardinalidad $ K y asi E· puede ser 

rnnatruido en un lenguaje de tipo p* tal que JI p*ll$ "·No='" 

En lo que sigut' obtendremos la estructura !R construyendo su dominio de inter· 

¡>relación y dando las relacionc>s. constanter-o y funciones en~ de tal n1anera que esta 

estructura así definida rumpla lo deseado. 

Sea e· el conjunto de símbolos <l<' constante de p•. ParacualesquiPra rlos constantes 

e, d E C*, definimos la reladón - de tal manera que e - d si y sólo si (e::= d) E E'. 

Ya que E"' es completo y consistente•, tcuemos qrn• para e, d E C ... 

i)c-c. 

ii) Si e - d entonces d - c. 

iii) Si e - d y d - e entonces<' - c. 

Asf ..... es una relación dC' equivalencia sobr<' e•. Para ca.da e .e e• sea· . 

i' = {d E e• 1 d - e}'. 

la dasc de equivalencia de l', 

Drfinimos 

A={c Ir E e<} 
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Ahora definimos las relaciones, constantes y funciones de ll: 

i) Para cada letra predica~iva de aridad n, P en p•, definimos la relación n-aria 

R sobre el conjunto A de tal manera que para todo c1 , ••• ,c0 E A 

(c., •.. ,C.) E R si y sólo si P(c., ... ,c,.) E E*. 

ii) Consideremos un símbolo de constaulc individual d E p
0

• Ya que E* es 

completo y consistente tenemos que (3vo)(d ""v0 ) E E* y ya que E* es cerrado bajo 

testigos, l11•y una constan le e E e• <¡ue cumple ( d "" e) E E*. Asi la constante d es 

interpretada en el moddo !R por el elemento i: de A .. . , 
iii) Sea F una. letra. funciona) de aridad m y sean c11 ... ,cm E C*; Je donde se 

tiene que (3v0 )(F(c1 , .•• rm) "'v0 ) E E* y ya que E* es cerrado bajo testigos, hay e E 

C* tal que (F(c1, ••• cm).,. e) E E*. As{, definimos la función F• como 

Con lo cual la definición del modelo !R queda complc•lnda. 

Pwbarcmos ahora que~ es un modelo de ~·. ütilizandn in<lucción se demuestra 

fácilmente que 

( 1 ) .......... Para todo T E TERM, sin variables y toda constante e E e· 

Usando el hecho de qm~ C* es un ronjunto de testigos para E* obtcnc.•mos 

(2) .......... Para cualesquiera dos términos cl'rrados r19 T:1 de p. 
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r,• = r: •i y sólo si (r1 ""r3) E E•, 

(3) .......... Para toda fórmula de la forma P(r., ... ,r.) sin variables con P 

una letra predicativa de aridad n y r,, ... ,r. E TERM, 

!R I= P(r,, ... ,r.) si y sólo si P(r1, .... r.) E E*. 

l1tilizando (2) y (3) se prueba usando inducción sobre la longitud del enunciado 

.p que 

!R I= .p si y sólo si <p E E•. 

de la siguiente manera 

i) R I= ~;>si y sólo si.pes falsa en R ;i y sólo si <p tJ E' si y sólo si (~,>)E 

E* pues E" es completo y consistente. 

ii) RI= (<pVI/') si y sólo si 1111=(,:) ó!RI=(~·) si y sólo si>' E E' ó .PE E' 

si y sólo si (E• es completo y consistente) (cp V ,P) E E*. 

iii) Supongamos que,> = 3v,.p. Si :R I= .p, entonces para alguna e EA, R I= 

rb[s(i/c)) si y sólo si R 1= (,P)~·· Asf (.P)~· E E' y ya que 

1- (,P)~· -+ 3v;rb 

tenemos qm.• 'F E E*. Por otra parte, si ..; E ~·,entonces ra qu«:' E• es cerrado hajo 

testigos, hay una constante e E e• tal que (rb)~· E E*. Asf :R I= (,P)~· lo cual implica 

111 I= ~· [s(i/<')) y así R I= <p. 

Por lo tanto Res modelo de E•.a 
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TEOREMA DE COMPLETUD.- Sea E un conjunto de p-enunciados. En· 

tonces E es consistente si y sólo si E. tiene un modelo. 

Demostración.- La consistencia de E si E tiene modelo es directa. Supongamos 

que E es un conjunto consistente de enunciados. por los Lemas 1.3 y 1.5 (págs. 26 

y 29), tenemos extensiones E' de E y p' de p (!! p'll=ll p ID tal que E' es completo. 

consistente y cerrado bajo testigos en p'. Por el Teorema 1.1 (pág. 30) sea R un 

modelo de :!::'. R es un modelo para el lenguaje expan•lido definido por el tipo de 

semejanza p', asi, sea 9 el reducto de R a p. Ya que los enunciados de E no involucran 

a las constantes de p' que no se eucuentran en p. vemos que O- es un modelo de E.e 

TEOREMA DE COMPACIDAD.- Sea E un conjunto de p-enunciados E tiene 

un modelo si y só1o si todo subconjunto finito de E tiene un mat.lclo. 

Demostración.- *) Es trivial. 

<=) Supongamos que todo subconjunto finito ele E tiene un modelo. por el 

Teorema de Completud. lodo subcoujunto finito de !: es consistente. de aquf, por el 

Lema de Finitud E es consistente y por el Teorema de Completud E tiene un modelo.a 

:J.1 

,:-
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CAPÍTULO 2.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. 

2.1.- EL TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM(!). 

DEFINICIÓN.· R = (A,I) es una .•11bt«lr11clurn ehmrntal de J = {B.J) (ó '1 es 

una extensión elemental de 'l), en sÍmhofo:; R -< ~ si y sólo si 

i) iR ~ \l (IR os subestructura elemental de O). 

ii) Para todas E ~A y toda '1' E FORM., 

iR I= '1'[s] si y sólo si \) 1= '1'[s] ..................... (J ). 

El siguiente Teorema es 1111 criterio bastanteo útil para saber ruando una subestruc

tura. es en realidad una subestructura elemental y, ya qur muchas de las versiones 

del Teor<'ma de LOwcnheim-Skolcm proporcionan una snbestmdura elemental, será 

utilizado con bastante frecuencia. 

TEOREMA 2.1.- Criterio de Tarski-Vaught para subestructuras elemen

talea. 

Sean iR = (A,l) y \) = (U,J) dos p-estrucluras tales q11<0 R ~ O. Entonces las 

siguiL·ntes afirmaciones son rquivakntcs: 

i)iR~\1. 

ii) Para toda s E ~A .V toda ,: E FORM,. tal qur \) J= 3v;.,,[s] existen E A 

para Ja rual \) J= .. ·[s(i/a)]. 

:n 



Demostración.- =?) Seau s E ~A y op eFORM, tales que <l I= 3v,.,,(s] entonces 

!R I= 3v;l'(s] (pues !R -< U) si y sólo si existe aEA tal que !R I= op(s(i/a)J si y sólo si 

existe a para la cual U I= l'[•(i/a)J. 

~) [Inducción] 

• Para op fórmula atómica se cumple claramente que !R I= 'P[sJ si y sólo si () I= l'[sJ 

pues !R !;;; U. 

• Supongamos que .¡, satisface (1) y sea op = ~.¡,. Entonces R I= 'P(s] si y sólo si 

R I= ~\l)[s] si y sólo si R ¡,¡. th[s] si y sólo si () Y, r.'•[s] si y sólo si J I= ~v•[sJ si ." 

sólo si U I= l"[s]. 

• Supongamos que l/•1 y ti•, satisfarcn (I) y I' = (!/•1 V.¡,,). Entonces !R I= .,:[s] si." 

sólo si !R I= (<'1 V ~·,)[s] si y sólo si !R I= !/•1[s] ó !R I= i,;,[s] si y sólo si U I= <".[•] 

ó U i= if"[sj si y sólo si U I= (!/•1 V ·~·,)[sj si y solo si JI= ;p[sj. 

• Supongamos que !/' satisface ( i l ~; oria'·~· ,;,'3,:,~ •• Si ~ 1= ,:. [s] ···nto~ccs para 

alguna u E A. !R I= <•[s(i/a)j: ya que·<:. s~tisfa~~:(l) 0se'ticne c¡u(• existr a€:.-\ 

tal Cj\IC J I= .P(s(i/a)j. A•i' J I= ;¡~]. si () ~ ~(s] ~;ttonces para alguna a E .\. 

J I= t'•[,(i/a)j (por hipótesis). asf '" ¡¡,.;,. qu~ t•xi;¡¡; d E Al al que !R I= l'[s(i /ali 
y por lo tanto :R I= .;[s].o 

.. _.,_. .. 
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TEOREMA 2.2.- Sean '1 = (B .. J) una 11-e<lructura y X !:;; B. Entonce• las si· 

gui1 ntl's afirmari11ne:. .;011 t>(Jt1i\'ale11trs: 

i) X =A para alguna R =(A.Ji que• •imple '!l !:;; J. 

ii) Para toda e E C !:;; ¡>, e> E X: y para toda 11 > O. toda letra funrional de 

arit.1ad n, FE p y cualesquiera a1 ..... a,. E X. Fil(a 11 •••• a,i.) E X. 

Demostración .... =>) Supongamos i ). entonces para toda coustante e E p. C"a = 
rfl pues Jl es suhestrurtura de "'1. pero e» E A = X. de donde eª E X. De la misma 

manera, si Fes una lc-tra funcional de aridad n en p y ª"""'ª" E X = A. se tiene 

f9(a 1,. .. ,a,.) = F•(a1 ..... n,.) E A= X (pues !R ~ !l). 

~) Supongamos ii), entonce. podemos definir !R = (A,1) haciendo A = X, e" = 
eº (l(c) = c9 ) para toda e con•tante en p, r• = F9 lx· para cada letra funcional de 

aridad n y Rlf = Rª lxnpara cada letra pre,licath·a de aridad 11, :\!'f. ~ ~ J.a 

Dado .J = (B1J) y Y ~ H. podemos concluir del Tt•orema 2.2 que exisfC' una 1inica 

sulwslntctura mínima :R d(' :.'l ron .'R = (:\.1) till que Y~ A. ~osotros llamaremos a 

R la sulll'slr11ctura dr Q gcnl'rada por Y. en si'mbolos (Y).J. 

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM.(Versión 1).- Sea J = (B .. J) una 

fJ·e,trurlma y X\;;B. Entonces h•Y una p·estructura !R = (A.1) tal que X~A. !R...;;:} 

~· IAI ~ IXI + "" 11· 

Demostración.- Sea < un buen ordt•nainÍento del cól1i~iii~: If {A°E')/'pa'ra ~ada 
fórmula 3,·;.; _,. cacla ' E ~Jl tal que J F 3,:¡.,;¡sjtÓ1i1eli1hs g(~;sl 'font;,:~lprinwr h 

(ron respecto a<) t<tl qm• JI= ,;(s(i/h)J,_.: ··., . . . '.; · . . . . . . . 



Ahora definimos 

i) Ao=X. 

ii) An+I = A,, U {g(.,,,s) 1 s E• An y U I= 3v;r,:[s]} 

Ahora sea A = UnewAn. Además tl•nf•rnos '(Uf' si e E p entonces c9 E A , 

puesto que 9 I= 3v,(v; "' e). Tarnbi1'1i. si ª•·····"•-• E A y F E Fn ~ r(~>) 

entonces F"(ao, ... ,a,,.1) E A puesto que si <l; E A;, y rn = max{j; 1 i < ri} 

entonces ao 1 .... ªn-1 E Am, ya que A¡ f;. A1 para toda Ir :5 I < w J,' adcmris 

9 I= 3v(F(vo •..• ,v •. i),,,,·)[s(i/a; )]. De clonclt• 

F"(ao • ... ,a •• i) = g((F(vo .... , , .• _,):::: v),s(i/a;)} e Am+• ~A. 

Asf por el Teorema 2.2 hay una suhestructura 3? ~ u con Jl = (A,I). Claramcnlc 

X ~ A. Además para cada 11 E ..., 

1 A. 1 $ 1X1 + 11P11 • 

De donde 

1 A 1 $ 1 X 1 + 11 P 11 • 
" · .... ' . ',: .... ' . 

Supongamos que r; l'~ una fórmuln de iipo. p C.~-~n\'Lt;) =·{v~\'01···•''n-il·. Seas E 

-A y supongamos r¡ue u I= 3,·,:[s) . .Ya r¡Í1r ¡;i•I i ~-iJ. ... ;,,;...; i)cs finlt~. h~y m 101 

qm.• c-st<• conjunto C'stá contenido cn A~u·· :~·si J.~-,~ {~¡~.'jg(~·.s J)] ~~ (.~) t•J~rl1 ... ~;ll,) g\y.::-) 

E Am+I• por lo tanto g(i;,s) E A. ,\sf. p~r el Tt'OremlÍ 2:1; ~e tiene R ·.:.: ~.~ 

·,. 



Asi; el Teorema afirma que podemos obtener una subestructura elemental ~11yo 

dominio de interpretación til'ne la misma cardinalidad que X si IXI ~ JI p 11, y si 

IXI < 11 p 11 la cardinalidad ele! universo dr interprrlación está entre la cardinalidad 

dt• X y la poh'ncia dC' p. 

TEOREMA 2.3.- Sea '1 = (B .. I) una p-1•structura ,\'Y un coujuntu de drmentos 

•le B, •i (\'), = (A,I) rutonr.•s 

1.\ 1 ::: 1Y1+11 r il. 

Demostración ... Sea X = Umei.1 Y m donde' Y m está definido como sigue: 

Yo = \'U { c0 1 c E C ~ p ). 

Y,.+1=Y,,. U {Fº(a,,. ... a,. l 1 FE/~,~ p." a, ..... a. E Y,.} 

Ya que X satisface ii) <lcl T<'orema 2.2, entonces existe una tiniCa subestructura 

mlnima ~= {.-\,1) el<'~ con Y~ A= X. Parn Jemostrar que es la mfnima, supongamos 

4ue ~· rs tina sube!-ltructura el<'~ 1n cual contiene a Y,~'= (A'.I') cntonres por 

ind11cciúu sohrc rn se d<•m11est ra (1m~ todn Y111 ~ _.\ 
1 y asi A = X ~ ,\ ', En co11secu(!11<·ia 

Para estimar In cnrdinalidacl ele A. Sea"= IYI + 11p11. Claramcntr ! Yo 1 :5 "· 

Para cada n fijo1 si Z ~ B es de ~ar~~in.aÚct~d· ·~, h" ~;1¡~,l~·ce~:cl. conjltnlo 
" : .'. .. ; '; ' ... ·_' :·' • - ·, .~: - ',.::'. .. ~.: . ~! .,,.... ·. · .. ' .. ·. ' 

{F~(a,, .... n,;¡ 1 FE F,, ~p.\: (u;.: ... n,;.) ~ Z~Í 

tit•ne cardinalidad e lo. n~á~- h"" ~¡, ·~:h" ~·t<<~.u~"~~::~.~(~·.1~fi·~¡·,.~<~~(si f\·,~; {5 N·.cnt.ont·es 

'•.:_:.;.." ·. . . .... ~· . 



J Y ... +1 1 $ " + " = ,. 

y por lo tanto IXI $ w: ·" = "· es dt'cir IAJ $ "·~ 

DEFINICIÓN.· Supongamos que T <;; L~ es una l1'0rÍa. Entonces una sA·o/<mizadón 

de Tes una teoría T' <;; L~. con T <;; T' y p <;; p' tal que 

i) Toda p-cstrurtura <1uc es un modelo de T tit>ne una expansión a un modelo 

de T'. 

ii) Para toda\" E FORM,·ron VL('I') = {'"'º•·····'ºn-1_}. n >1 existe un término 

T tal que T'!= Vvo ... V\·n-1(3\'!f'(V,\'o, ... ,\'n-d-+ t,'(T,\'u, .... Vn-d) y "º''"''°n-1 son la~ 

\·aria.bles <1uc aparecen en r. 

DEFINICIÓN.- T tiene /w1cio11e; dr Sko/cm si)' sólo si Tes una skolemización 

<le él mismo. 

Los !'Ígnicntcs Tt•urcma::: nos proporriona11. cl;\da una estructura ~. uua expansió11 

rn la ('lli\I l"Halq11h•r s11hestr11rt11ra gPnrrnda por alg{111 subcunj1111to d1•) dominio df' 

interpretación de~ resulta ~er untt subestructura drmrntal de(}' (Teoremt12.i). El 

T<•orcma 2..1 es una gt•nernlización (a un conjuulo ~) del l.cma de Expansión: f"ll rl 

T<•orcma :!}j se tlcmuf'Stra q1w dirlia t•xpansióu e!' un modelo tif' dt•rto ronjunto de 

t•111111ci1ulo.¡ t¡tJ que parn rada fórmula rius pruporl'Íuna•tt•stigus (funcione~ y con!i<lilfltes 

,11• Skoll'rnJ. y cu11 el Tron•nrn 2.ti sr vohl'fri a r.xpaudir dkhaL'Structura tlt• tal mant_•ra 

c¡uc el ronjunto de enm1riados ~t·a Hllít teorfa dt• Skolcm. 

TEOREMA 2.4.· Sea :tl = (A.f) una p-r•tructura y sra 



E= {'r' E FORM, IR I= l'[s] para algunas E 'A} 

1~nto11cei; hay una ex¡ian~ióu R" de R tal que para toda .,: E ~y totla s t=: '"'º.·\ 

!R I= ,:[s] si y sólo si ¡¡· I= F:'<JSS(,:)[>). 

Demostración.- Tome01os .,,0 ,.,,1 •••• ; 0 •••• : con n < 11p11, nn buen ord••narniento 

de la> fórmulas de tipo p ( AE) talrs c¡ue JI I= ,:>[•) para alguna s E NA. Sea !Ro la 

expansión de !R tal que :JI I= (,:o)[so) sir sólo si :Ro i= tF:>ISS('r'u))(.¡,j. 

Supongamos definida ~"' <'nton<'<'S '.R0+1 es la expansión de 'Ra tal que .R0 I= 
'Yn+t[•.] si y sólo si 1!10 +1 I= (FNSS(l"n+1 llh.) para algnn.1 s., (:•A. 

Supongamos lim( o) y supongamos c¡uc han sido definidas t"das las !R( = (A,I¡) 

para[. < o. cutonce:- definimos i~ = (A.U(<)<). Sen ahora ~,.., la exprtn::>itin de R~. 

tal que 111; I"' (1'0 l[s0 ] si y •Ólo si R0 I= (FNSS(,:0 )J[s.,). 

To1las las anteriorrs PXpansiones "°'I drfiniclns a tra\'cls ciel LPma de Expan:-ión 

d1nlo en el Capftulo l. 

Sea !R" la estructura <lefiuida por JI• = ( A,I) donde 1 "' Ut<ll•lll¡. Demostraremos 

por caso• que para toda n < i 1 p 11 s<• t ienc <¡U<' 

111 I= .,:0 [s] si )'sólo si 111" I= F~SS(.,,0 )[s]. 

• u= O) !R 1= yo[s] si y sólo si :Ro I= F:'\SS(,,ol[s] (por el Lcnrn d•• Expansiún.¡ si 

)' sólo si ,¡¡• I= F:"\SS( r"u l[s] (purs 'JI• '" <'Xpansión d<• ,'Ro). 

I 



• !R != >"•+1(s] si y sólo si R. I= >"•+1(s] si y sólo si -'la+i I= FNSS(\00+1)(•] (por 

el Lema de Expansión.) si y a6lo si R' I= FNSS(l"a+ill•J (pues Ji• es expansión 

de R.+1). 

• R 1= l"a[s] si y sólo si:!!~ I= <p0 (s} si)' sólo si R. I= FNSS(l'o)(s] si y sólo si JI• F 
F'NSS( I'• )[s]o 

TEOREMA 2.5.- Para cada \O una fórmula de. tipo p en forma normal prcnex 

tal que {v,, .... v.,,) = Vl,(<p). se tiene que toda p-estructura R = (A.I} puede ser 

expandida a un modelo (dado por el Teorema 2..1) de 

Demostración.- Sea R' la expansión de R definida por el 'fcorema 2.4 de 1 al 

manera lJUC R I= I'(•] si y sólo si R' I= FNSS(.,,l(sJ para toda I' E FORM, y todas E 

wA c.on..,, en íorma normaJ prt•nex y tal que { v1 .... ,vri.,} = VL(iy}. 

Afirmación.- R' es un modelo de E(p). 

Supongamos que no, es dcdr 1•xist~ cr = Vv1 ... 'o'v.,,(1'-. FNSS(.,,)) E E(p) tal <¡ue 

Jl' ~ cr(s] para algnua s E•,\ si;· sól<> si 'R' ~ 1¡,.,, .. \"1·,.,(,:: - F:'\SS(1'))(sJ si y 

sólo si no SUC'f!de <1ue para <"Ualrsquiera ~,, .... a,1 .. · E A 

!R' I= (I'-. F:'\SS(,,))[s(i/ri;)] 

si .r sólo si f'Xistt•n a1 ..... a,. •. E A talN> que 
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R" 1" ('r'-+ FNSS(<p))[s(i/01)] 

:.i y sólo si existen 11., .... u,i.,.· E A talPs <fU<' 

lR' I= <p[s(i/a;)j y :R" ~ Fl'\SS(<p)[s(i/00)] ..................................................... (I) 

Pero ya qu<• R- es expansión de R y..; sólo co11tic11<' símbolos de p, entouces. 

iR" I= <p(s(i/a,)] ~ lR I= <p[s(i/a¡)J si y sólo si lR" 1= FNSS(<p)[s(i/a;)] ..•........ (2) 

Obteniéndose una contradicdc:n <le• ( 1) y dr (2). 

Por lo tanto Jl" es 1111 modelo dr ~( p ).o 

TEOREMA 2.6.- Sea p un tipo de '>enwjnnza, entonces existeu un tipo de seme

janza p*, con p ~ p* y E un conjunto de cnund1&dos ele tipo p•, tal que 

i} Toda ¡>-estructura. :R pucdl• ser <'Xpandida a un modelo RE de E. 

ii) E es una teorfa dr Skol<'lll ~n el tipo dC" st>mejanza. p•. 

iii) 11p'll=11p11 · 

Demostración.- Definamos las siguientes cadt>nal" de tipos tic semejanza, teorías 

.\' <>slructuras: 



Po.= p Eo=0 <lo = (A.Jo) = R. 

Donde (p.)' consiste de Pn junto con las letras funcionales y de constantes de Skolern 

ai1adidos para las fórmulas de tipo p,11 

E(p.)={\lv1 ... \11·.,(1"-+ FNSS(I')) 11" E FORM,., {vi, .. .,v.,}=VL(l"ll· 

y()~ es la expansión de <i. definida en el Teorema 2.4. 

Finalmente definimos 

y tR~ = (A,J) donde J = UnewJ,.. 

Ya que se hicieron expansiones repetidas. tcnemo~ que se cumple i). Para ii) saL<'

mos que to<la fórmula i.p de tipo p• con { v1, ... ,\'n,.} = VL('P) se cncucritra en algún 

E,, , asÍ \11·1 ... Yv •• (I" -+FNSS(I")) E E,.+1. Por lo tanto E es una t<'OrÍa de Skolem en 

el lipo p*. 

iii) se cumpl<" pues 

11 p• 11 = 11 U p,, 11 $ L 11 p,. 11 = L 11 P 11 = No· 11 P 11 = 11 P JI •O 
ne.... ne... ne .... 

TEOREMA 2. 7.- Supongamos que T rs una tcorÍa de Skolem ~n L, y qur ;) = 

(11,.1) <'• una p-estructurn ron \) I= T; sea X ~B de tal manrrn que (X)!l es no l'a<Ío. 

Entonn•s (X)3 es una subestructura elemental de \l. 

·l·I 
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Demostración.- Sean :R = (X)o, :R = (A,l) , <,:>(\·1 ,. .. ,v.,v) E FORM, tal que 

cumple !) I= 3vl"[s(i/b;)], donde b1, .... h. eA. rntonces existe un término T (por ser 

teoría de Skolem) tal que !l I= l"[•(i/b,,v/r"( b1 ..... b•) )]. Pero el elemento r"(b, • .... b,) E 

A ya que A <>s rerrado Oaju la!> fondones para cada lrt ra funcional en p. Por el ('riterio 

dt• Tarski-\ºaught se sigue que R t•s una subestructura clrmeutal <le J.a 

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versión 2).· ,Sea !l = (8.J) 

una p·estructura. X~B y.\ un cardinal tal que 11p11 + [X[ $ .1 $ IB[. Entonces hay 

1111a subestructura elemental :R = (A.I) dr (\ de cardinalidad .1 ron X~A. 

Demostración .... t.Tsando la notación del Teon•ma 2.6 expandimos Q a un ntodelo 

.JE dr E dr tipo p*. Sea Y un conjunto de A rlemrntos de 8, con X~Y. St•a !ll' = 

(Y)0 " y sea :R el p-reduclo de !ll'. Por el Teorema 2.3 

[A [ $ [ Y [ + 11 P* 11 = .1 + 11P11 = Á = [ Y 1 :5 1 A 1 • 

Ya c¡ue E es una trorfa de Skolem, :JI'-< :JE por 1•1Teorema2.7, de 1londt• iR-< '1.o 

Como se verá en el siguie.nlf• Teorf'mrt. la VNsión 2 del Teorema de Lüwcnheim

Skolem se desprende fácilmentl' de> la \'ersión 1 ¡ sin embargo. se intentó dar una 

demostración difcrcntr la cual es muy parecida a la demostración da.da por Skolem. 

TEOREMA 2.8.- La Ver>ión 1 dl'I Tl'Drcma dr Lowenhcim-Skolrm implirn la 

Vt>rsión 2. 

Demostración.- St•11 \) = (11.J) .1· .\ ui1 cardinal tal qu<• 11 p !I .+ /X/ $ .1 $ [8/ 

dondr X~B. Sra Y~U tal qnt• IYI =.\ron X~Y. litiliza1;;1.;1a·Versi.ón l.del Teorenm. 

l<'lll'lllOS <¡111' l'Xist<' !ll = (A.I) tul <¡lit' Y~A. ill -<_'J .l:. IA('~"fri ~ "'' 11: Peri> /YI = 

.j;j' 



Á;::: 11p11. 

Por lo tanto X~A y IAI = Á.a 

TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM. (Versión S).- Sean Jl = (A,I) 

y J = (B,J) dos p·estructuras. entonces para cada f: A-+B existen Jt = (U.K) 

g: A-+l' y h :· ll-+U tales que f = hog y IUI 5 max{I A 1.11 p llJ (donde hes un 

monomorfismo ). 

Demostración.- Sea '3" la expansión de ~ dada por el Teorema 2.6 ¡· sea R· 

el p·reducto de (l{A])a• (la mínima subestructura de \l" que contient• a f(A]). Por 

el Teorema 2.7 tenemos c¡ue (f[A])\l• ~ Q•. AsÍ :J?• ~ J puesto que si JI= 3v;<;[sj 

entonces \l" I= ('r')i' donde c"" E B, así (f!A]).,. I= (,..)¡•y, por lo tanto, por el Teorema 

de Sustitución, (f!A])\l• I="' [s(i/c""J] donrle cª" E U, de aquí que \l I="' [s(i/c·'"I] 

(Aquí g = f y h = i la función inrlusión ).0 

TEOREMA 2.9.- Las Versiones ( 1) y (3) del Teorema de Lówenheim-Skolcm son 

<'r¡Ui\•a),•ntl'S, 

Demostración.· ( 1 )=>(3): Sen f : A-+11 mn '.R = (A.I) y J = (H •. I) dos µ

estrurturas y consideremos al conjunto f(A]. Por (1), existe una estructura R'" = 

(U.I\) tal que l{A] ~U. R' ~ ü y 

JU l 5 1f!AJ1 + JI P 11 

dondt• g = f y h = i (In función inrlusión). 

(:1)=>(1 ): Se~ J = (B.J) una ¡.'.~structura y X~B."l'omemos R = (A,I) romo la 

lli 
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su~estruclura de \l' generada por X, es decir lR = (X),.. Por el Teorema 2 . .1 se tiene 

que 

1 A : :5 'X 1 + 11P11 

Tomando f como la función inclusión tcnC'mos qui• <'Xisten lR" = (l'.K) g: A->l' Y 

h : p_, B tal que f = hog y 

l l'I :5 nrnx{IA l·llfll} :5max{I X 1.111>11}· 

Rr\·isando la demostración dC' la Versión :J tcncmf>S que se tomaron g = r y h = 
i de donde X!:;U y lR" --< \l'.a 

Las siguientes \'crsiones del Teorema d<' Lüwcnlicim-Skolcm (·l. 5, 6 y 7) sola· 

mente proporcionan un modelo (no una subestructura elemental) cuyo dominio de 

intcrpretadón li<.'ne cierti\ cardinalidad. 

TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM. (Versión 4).· Sea T~L~ una 

tt"Orfa consistente entonces T ticnr 1111 modelo~= (A,I) tal que 

1 A 1:5ll11 ll · 

Demostración.- T licor un modC'lo :R <le cardinalidad :511p11 por el Teorema de 

C'ompl<•tud.a 

TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM. (Versión 5).- Sea ~ ~ l.~. tal 

que~ til•n<> uu modelo. rntonrrs ~ tirm• un modelo :R = (A.I) tal qtl<' IAI :511p11, 

De1nostración.- S1'a ~ i; l.;,. ron 1 ~ 1 = " y tal que~ ticrw un mOdclo.li = 
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(A.1) • Sabemos que '.R I= El= y por el Teorema de Completud El= es una teorfa 

ronsistcnte. Por la Versión ·1 del Teorema rll' Lüwenheim-Skolem. EF tiene un modelo 

'1 de cardinalidad a lo miis 11 p 11· de donde ~ I= E.a 

TEOREMA DE LOWENHEIM-S?COLEM. (Versión 6).- Sea f un conjunto 

f.&tisfaciblc de fórmulas <le tipo p, entonces r CS satisfacib}e Cll alguna estructura 

'1 = (A,I) tal <¡ue 

l A 1 :5 11P11 • 

Demostración ... La dcmostradón será, csencialmcnlc, convertir el conjunto <l(· 

fórmulas r a un conjunto dl• enunciados (en alguna expansión) que tenga un mmldo. 

aplicar la Versión ,) del Teorema de tñwcuhC'im-Skolrm, tomar PI reducto al tipo <ll' 

semejanza original y 1nostr.ir 1¡uc res satisfocible en dicho reducto: 

Sea r un conjunto satisíacihle d" fórmulas de tipo p. tal qnr 11 p 11 = '" es decir. 

hay Ulll\ p-estructnra '-' = (B,.J) tal que para <'ada 'i' E r existes• E we cumpliendo 

JI=>'[.']. 

Para catlct .¡E r s11pongí11l10Sql1t' {\º¡ ..... \'n.,} = \'L(.,;) :r tonu.•mo ... c .... :..:;; {1·¡· ..... 1:~) 

un Coujnuto de nuevas constantes d<> tal marwra. que C"' n C\1• = 0 :;il'mpre que l' -:/: 1..'. 

Tomemo• p' =pu C donde C = U~erC, ~·sea !R la expansión ele~ a p' tal que (cf )• = 

sf para i E { l •.•.• n~} para cada..; E r. Ahora definimo!O d conjunto dL· p'·('JllUll"ÍiHlus 

r'={'Y'lr;Er} 

tlonde para cada,, e r, ,,· =,<~>;:· co.n 'i, e {J,; ... nJ. 



Además tenemos que R 1= í'. 

Por otra parte i) 1< = 11 p \1 $ 11 p'll· 

ii) i pºI = 'p I + ICI $ " + I U,.erC, I $ " + L:,er I e, I $ " + "·Na " 

de Jorule 11 p'll $ "· 

Por lo tanto 11 p"ll = 1<. 

lit.ilizanclo la Versión 5 del Teon~ma de LOwenheim·Skolem obtenemos que r'' tiene 

un modelo JI'= (A· ,J') de cardinalidad $ "· Tomando !R• el mlucto de R' a p, se 

tiene r¡ue para toda <y E í t•xiste s E •A' que cumples';= (cf)"' con i E {l, .... n~}. 

Como res satisfaciblc por la p·estrurtura \l, entonces sea lf) E r. <.:) I= >'[s] si y sólo 

si (pues s~ = tcf)•) 

si y sólo si 

si~· sólo si (por el Lctna de Sustituciún) 

~i ~· sólo si (por dcfini"Mn) 
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lo cual implica que 

l' I= ip' 

•i y sólo si (por definición) 

1' I= (<;):: 

'i y •Ólo si (por d Lema dr Sustitución) 

lo cual implica que (pues 'i' sólo tiene simbolos de tipo p y s'; = (cf)11') 

R" l= ,:>[s'(i/(c;')11')] 

•i y sólo si (por dcfi.nición d<' s ') 

R" I= <f![s'j. 

Y la cardinalidad dr I• es ::'. "·e 

TEOREMA 2.10.· Las Vcrsimll's (-1). (5) y (6) son e<¡ui\'alcnl<'s. 

Demostración.-(-!)=?(¡;) y (5)=?(6) •on precisamente las demostraciones dadas 

para las vrrsiom•s (.5) y (6) drl Teorema <11• Lñwenheim-Skolcm. AsÍ. hasta demostrar 

que (61=H4). 

St•a Ts;·L~ una teorfa consistente, por el Tcorc1na de Cmnp1t'turl T es satisfacih1t• 

y por la Versión (6) .st• tiene c¡ur. l'S satisfariblc en al~una estruclura dt" car1li11alidad 

::; h'.o 

:;n 

/ 



TEOREMA 2.11.· La Versión J del teorema de Lüwenhcim-Skolem implica la 

Versión 5. 

Demostración.- Sea E <;; L~ tal que E tiene nn modelo \l = (8,.1); Tomemos < 
como un buen orden de B (AE). Para cada enunciado 3v;I' E E sea g(I') el primer 

heB (con respecto a < ) tal que 

(} I= 'r'[•(i/h)] para algunas E JB 

Sea X = {g('P)/ 3v;"' E E} t•ntonces X<;;B y por la Versión 1 del Teorema existe 

Jl = (.\.1) tal que X<;;A. Jl-< J y /A/ :5 IX/+ 11p11 . 

iJ /A/ :5 11p11 ya que /XI :5 1 E 1 :5 11P11. 

ii) W I= E pues si u E E entonces ~ I= u lo cual implica que W I= u )'a que 

Jl-< G.c 

TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM. (Versión 7).- Sea E un conjunto 

de enunriados de cardinalidad n ron un modelo iufinito de cardinal J ~o. Entoucci: 

~ tiC'nr un mo<lrlo <le r11alquif•r rardinal infinito 1 tal que n S ¡ ~ ,:J, 

Demostración.- Supongamos <111<' !: es un C'01Jjunto de p-rnunciados dC" carcfi· 

ualida<l o nm un modelo infinito Ji dP rartlinalidad fJ ~ a. Tomando X= 0. por 

la •·crsión (2) del Teorema de L1iwenhri111-Skolr111 tenemos que para cada ¡ tal <1ue 

11p11:5 ·, :5 il, Ji tirn<' una •t1hrsln11·tur<1 rl<'mPntal J de cardinalida•I ;. 

1\sf .J t•s un modelo dP E. Siu l1mbargu hay un modl'lo par.;1 Citda ¡ tal que 1111 llS 

iil 



") s; ;-J y no.sotros queremos tener un modelo para cada ; infinito tal que o $ -1 $ .1: 

(,. Si o :S No cntonres 11p11 = N0 pero "( debe ser infinito, de donde 

o$,::; fJ. 

11.· Si o > No cntonrr• o = 11 p 11 y por lo tanto 

o :S 1 :S fJ.o 

COROLARIO 1.- (Skolem, 1919).· Si E es 1111 ronjunto contable de enunciado< 

que tiene un modelo, entonces E tirnc un modelo contable. 

Demostración.- Como E r> un conjunto contablr de e1111nriados, entonces 11f111 

= No y a\sf, aplica Ja Versión 5 del Tcorc>ma dt• LOwenheim·Skolcrn.c 

Al aplicar este tiltimo Corolario a la Tf'ori'a de lo:-. Ntimcros Rc>alL•s (formalizada 

en uu lenguaje coutaLJc) apart•rc 1111 resultado el rual no deja de chocar cou nuestra 

iut.ukión, a saber ... Hay un modelo 11tm1crablf para fo Tt>oria de lo" .Vrlmr1·oi

Hcalr.~,.": dicho resultado cae en apar<•ntr cunlradkción r011 el Lt..'Orcma dr la Teor¡'a 

de los Ntímcros Reales que afirma qui• estos líhimos sou uo flUlllC'ralJl<·i.:. :\ éstlt 

aparcnlP contradiccióu se I<' denomina Paradoja ,Je. Slwle111. 

La Pt1,.adojt1 de Sko/cm ~t· ft'!"Ucl\'c al oLSl'f\'flr qut• el conjunto que enumera a los 

clcmcutus <ld uni\'crso de iutcrpri.•tación d1•I modrlo numL~rablc de la Tt:orÍa de los 

N'1íuwros ltt~alcs no c.~stá en dkho 1111i\'erso de iulerprt~tación y. por lo tanto, dkho 

unÍ\•crso no puede sc>r .. C'llUllH'rado ... 

.;:? 



COROLARIO 2.- (Lowenheim. 1915).- Si u E L~ es tal que· existe R f= tr 

entonces cxi•te U= (8,J) tal que () f= tr y JBJ :5 tlu. 

Demostración.- T<'.itnesC' ~ = {a} t'll d Corolario l.u 

2.2.- EL TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM-TARSKI(j). 

DEFINICIÓN.- Sea :R = (A,I) una p-c'Structura y sea p'= p U {e, J a E AJ con 

c., ::/:.: Ceo para a ::/:.: e. Si ~ es una µ'-expansión dl' R tal c¡ue ~~ = " cntonn•s definimos 

el diagrama de lit, en símbolos O(R). de tal manera que 

Y'(V1/c, 1,. . .,,·,/c,,,) E D(!R) 

si y sólo si ..; es una fórmula atómir•1 o una fórmula atómka negada <le tipo p. 

Jonde 

VL(,:)~{•·1 ..... \',,} y JI= ,:[s(i/a,)j. 

TEOREMA 2.12.- :Res i•omorfo a una sub ... •tructura de \J ( r(R) = TI J)) si y 

SlÍ!o si alguna cxpani;ión de J l .. S 1111 moddo de 6(~). 

Demostración ... =>) Supongamos que g C's un isomorlismo de R = (A.I) sobre~·~ 

J. Sea ~+ la <"Xpansión <lC' R tal que rada a E A es la intcrpretarión dt> una constante 

('~+ Pil Jl+. Sl·a ;,)+ = (';J,c~·).,eA dorult·.c~· = g(r~· ). Para C'a<la R. r E r3l teuemo!I 

(11, ..... 11,.¡ E R,,. ... si y ~tilo si \gt111 } ..... A(11,,J·· ~ H..l ~¡,\"sólo si (t·~'1+ ..... e~'.;) ¿ H·'+ .\· 

rJl• l"1·····"··) = "u :-.i y sólo si f·'cg1r11 ) ..... g(11,, )) = g(no 1 ~¡y sólo si r.:.+ (l'~ ......... r;"+) = 



c-;
0
'*. También e:.+ = r:z ... si y sólo~¡ g(c~t) = g(C"~3+) si y sólo si c~1• =e:~.:. Por lo 

tanlu ;)~ E ModO(R). 

<=) Supongamos que '1+ rs una expansión de \.) = (B .. l) y ~+ E Mod8(!R). Para 

cada a E A sea e, el •i'mbolo en rB(!R) d<•notando a. Afirmamos que la función g. 

definida por gf•I) = e;'. es un isomorfismo ele A sobre Ran(gJ y que Ran(g) r> d 

<lominio de una subestruC"turd dl' ~. 

i) Ran(g) rs el unh·<•rso <le una subestructura de ()". Debemos mostrar <pie 

Ran(g) ,,. cerrado bajo f" ¡iara toda f E rJ. Sean h1 ... .,b0 E Ran(g), digamos h, 

= e~:•. Sea a = fR(ai, ... ,lln}• Entonces Ca :::::: f(cu 11 .... ca,.) E B(R) y por lo tanto es 

\·crdílcfora f'n a+ 1 c•s decir, e~'* = (Jt ('~:~····e~:). Asf e~'* = (->{h., ... ,hn). 

ii) ges i11yectiva. Si a1 #a,, entonces ~(e,, "'e,,) E 8(!11), asÍ U+ I= ~(e,, "'

e,,) es decir e~,+ #e';;, de dondt• g(n1) # g(<12). 

iii) (11 1,. . .,a.,) E R11 si y sólo si R(<,, , .. .,c,,) E O(!R) si y sólo si >Jo+ I= R(c,1 ... .,c,,) 

si y sólo si (e~,+ ..... e~:) E R"+ si y sólo si (g(111),. .• ,g(110)) E R"+. 

i\') f"(a 1 ..... 11 0 ) = a si y sólo si (f(c., 1,. ... c,,) O: r,J E 0(:11} si ~·sólo si .;)+ I= 
(f(c, 1 ,. .. ,c,,) "'e,) si y sólo <i f"'(c~,+ ,. ... e~:)= e~+ si y sólo si f"(g(ai}, .... g(a0 )) = 
g(a). AsÍ g(f"(a¡, .. .,a,.)) = fl+(g(ai) ... .,g(a0 )).o. 

DEFINICIÓN.- S1•a11 !R = .. \.1), ;l = (!R,c~),eA· do1id1; e~ ~··.ª: . Entonces Th\'l 

es un di11_qr1rn1<1 cnmp/d,• el" 1?. l'll :-;fmholos 8~.~~.l.\:'. \ ;; . :>.<~.;:~:~.·~--~~·:·~; ,;--.,'·'. 
: .. < '" : ~~:· · .. :·~}/;\~·'._, ... ·: 

TEOREMA 2.13.- :R = íA.I) es isomo.rfoa uua s1~~est,r~.~.1ur.áde,nientnl de >:l = 

,;¡ 



... ·.··;·:·· 

(B,J) si y sólo si hay una expansión \)+ de \) tal que \)+ E lllod 8°(R). 

Demostración.- Sea R ~. \l'-< U . Sea ~ = (R,c~'l.e.\ donde e~• = a para 

cada a EA. Ahora tomamos u+ = (U,c~• ), donde e~• = g(o). Mostraremos que 

u+eMod8°(R). Supongamos que <p(c.,. .. .,c, •• ,) E 8°(R) con T(l'(c.,. .... c,.,_,)) \ 

Entonces :R F <p(ao,. . .,a0 .,). Como ges isomorfismo, U't= <p(g(ao) ... .,g(a •• i)). Ya 

<1ue U'-< t'l.;} F <p(g(ao),. ... g(a •. 1)). Así U"+t= l'(c., ... .,c,.,_, ). de donde Q+eModB'(!R). 

Conversamente, sea U+ una expansión de \l tal que U'+e Mod(Th~), donde :Jl+ = 
(R,cr)aeA y cr =a. Definimos una función g de A en B por g(a) =e~•. Tomemos 

Ran(g) como el universo de interpretación de '3'. Ya qm• B(ill) ~ 8'('.R), tenemos que 

R ~. U'!; U (por el Trorema 2.12). 

Ahora •ea I' una fórmula tal qm• VL(,:>) = {v1,. ... v.). s E ~Ran(g) y g" 1(sf\',)) = 

Entonces \l't= l'[s) si y sólo si !R J= .,:[g"1o s] si y oólo si )R+ J= l'(c,.,. ... c,,_,) si)' 

sólo si :)+ F I'( c,0 ,. • .,e,,_,) (ya que \)+ E!lloJB'( !R)) si y sólo si '3 J= ,:>[s]. Asi "1 '-< ..l.o 

En lo que sigue podremos escribir R -: ~ C"uando tengamos que para algún ~·. 

R ~ \l'-< ..'l 

TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM-TARSKI. (Versión I).· s,.,, 
!R = (A.1) una p-estructura tal <JUC IAI ;:: No y st•a " 1111 cardinal tal q1w •· ;:: 

IAI + 11p11· Entonces l'Xiste 3 = (B.J) tal qU<' IBI =•·y :R-< '1. 

;j;) 



. Demoatración ... Con W y r: (orno ('JI las hipótesis, st•a R+ = ( ~,c~+ )a EA. donde 

c~+ =a. 

Sea {d. 1 o < " } un conjunto dt• símbolos dt• constanll's disjunto de T;R+, 

tal que d0 # d0 para o < .8 < "· Sea r = Th~+ u {~(d. ""do)I n < ;J < ,,¡, 
claramente cada subcoujunto finito Je r es satisfecho en alguna expansión de ~+, 

Así, por compacidad, r tiene un modelo;)+ de cardinalidad'" Por el Teorema 2. l:J. 

~ ~ Q donde ~es el p-reducto de ·;¡+ .0 

TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM-TARSKI. (Versión 2).- Sea E 

un coujuuto de p-euuncia<los, si!: t.it•ne un modelo infinito Pntonces E tiene un modelo 

de cualquier cardinalidad" tal que" ~ 11p11· 

Demostración.- Sl'a " ~ 11p11, y tomemos un conjunto e clf' co1_1sta11lt'.S, tal CjlU' 

Cnp = 0 y ICI= " . 

Si p'= pUC clefinimos ahora el siguienh• cu11ju11to d<' p'·c1111nciados: 

~ = E U {~(e "' d)J e, d E C y e /. <I) 

Afirmación.~ ~ es fiuitamenk satisfacible. 

Sea r ~ a, finito y sea C0 = {e E C 1 e E r(I')), es daro que Cu es finito. Por 

hipótesis t•xistt• nna p-estrurtura ~ = (A,l) tal que :R J= E y IAI ;o: N0 • Como A es 

infinito, para cada e E Ca. hny a,.. E A. de tal manera que si e, d E Ca y e 1:- d ruton('rs 

"· "' ... 

·.,.;.:,· -' -~ .. :. ·:;.:;: ·: .. --·.· '..;',;,·:;; 
.· . '.,.·.,• 
_-:\ ... ~~'J>;t 



Sea \l' = (R,{cn \e e Co}> donde cu= a,, para toda e e C0 : asi ~ Í= E. Si 

~(e ::i: d) E r, entonces c.d E Coy e f d, por lo que e~= a,# •J = P y. por lo tanto 

;.)'\=~(e"' d). De donde se tiene que :a \= r, r•s decir.res satisfacihle y, por lo tanto . 

...1 es finitamentr satisfacible; utilizando d Teorema de C'ompacidarl. trncmos que A 

es satisfacible por alguna estructura fR• = (A',I') tal qut• \A"\$\ A\=\\ rA 11· Ya qur 

\ ~ 1 ::; 11 p 11 ::; K tenemos <¡ue 1 A \ :5 1 ~ 1 + " = K. Y. ya que Jl• I= ~(e"" d) 

para to<la e, d E C con e f <l t•ntonc<' I,\"\ <: IC\ = K. AsÍ l.\'\= ~.o 

TEOREMA DE LÓWENHEl!\1-SKOLEM-TARSKI. (Versión 3).: Sra r 
nn conjunto de fórmulas en un lcnguajl~ de cardina1ida<l ". y supongamos que r es 

satidacihlc en alguna estructura infinita. Entonces para todo cardinal ,\ ~ ,.. existe 

una cstrur.tura de cardinalidad ). en la que sr satisface r. 

Demo1tración.- Sea r un ronjunto de fórmulas en algún lenguaje de cardinalidad 

li y supongamos qur res satisfaciblc en alguna estructura infinita R = (A.1). AsL 

para cada.; E l' sea s• E •A tal qur 'R \= 'r'(•'J. 

Tumemos 

e= {cf 1 •'E r. \'¡E VL(<;)) 

un roujunto de nucva.s constantes y sea. ~ la expam;ión rle R al tipo p' = p .u ('de 

tal manrra que (rf)3 = sf. Dr dondt• '11 \= 'r'(•'I si y sólo si \l \=(l'l~r." 

Sea E= {(I")~~ 11' E r}. Ya qur \ r 1:5 ~ ><' ticne \C\::; No·~.='" As;' 11 p'\\ = ~. 
Adrmá.s Q l's infinito put•s 1•s la t•xpansiún al tipo p' d1~ una estructura infinita. Por 

la Vc>r~ió11 ~ del Teorema dr LOwt•11heim·Skolt·m· TRrski. ~ tiene un modrlo J"., par¡, 

todo cardinal .\ tal que.\<: 11 p'll = 11 p \\ . 

;¡7 
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Tomando \l.1' el reducto de \l.1 a p se tiene que r se satisface en 9,' puest.o que si 

... E r, entonces 9, F (\Ol;¡. para i = {l, .. .,n,.} donde VL(,:>) = {v; 1 i = l, ... ,n,}. 

Asf, si tl.\ = (B.\,J,,) tomemos af e D., de manera que ar= (cf)ª" para i = I ..... n.: 

y sea s E we.1' tal que 

{ 
a~ 

s(i) = ' 
a E DA' en otro caso 

si v¡ E VL(<p) 

entonces \l,'f= <pfs].c 

TEOREMA 2.14.- Las Versiones (2) y (3) drl Trorema de Lowenbeim-Skolem· 

Tarski son equivalentes. 

Demostración.- (2)=>(3) es precisamente la dcmoslradón de (3). Así. basta de· 

mostrar que (3)=>(2): 

Sea E ~ L~. Supougarnos que E tiene un modelo infinito. Tomemos " = 11 p 1!. 

Por (3) 1 tcnc>mos qur para todo cardinal.\ ~ K, exislr una. t~structura de c;udinalida<l 

.\ t¡uc es modelo de E.o 

TEOREMA 2.15.- La Versión ( 1) del Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski im· 

plica a !;1 Versión (2) del mismo. 

Demostración.- Sea E ~ l.~ tal qlll' existe una p-cstructura ~ = (A.1) qm• ,., 

modelo de E. con !Al ;::: No y sea"<: !Al+ 11p11 

.;s 



i) Si !Al$ 11p11. tenemos por la Versión (1) que existe ::l' = (B,J) tal que IBI 
=,..,.y :R-< ~.con lo cual se tienr la \·rrsión (2) del Teorema. 

ii) Si !Al> 11p11. Por la Versión (2) del Trorema de Lowenheim-Skolem (!) 

tenemos que ~ tiene una subestructura t'lemmtal "1 = (B,J) dt' cardiualidad 11 f' 11. 

con lo cual "1 I= E y a ésta última le aplicamos el iuciso i).a 

TEOREMA DE LOWENHEIM·SKOLEM-TARSKI. (Versión 4)-· S•·a ~: 

un conjuuto de p-enunciados de cardinalidad o. si E tiene un modelo de cardinalidad 

tJ ~Na entonces~ tiene un mod~lo de cualqui<'r cardinal 2:: max{cr,,d}. 

Demostradón.- Sea E un conjunto de p-enuncinclos dt• Ct'lrdinalidad o y ~npon~ 

gamos que E licue un modelo de carrlinalidad í1. Por la Versión (2) del Teorema do• 

LOwenheim-Skolem-Tarski tenemos que E tiene un moo\elo de cualquier cardinalidad 

K tal que K ?: 11 p 11· 

l.· Si a ~ No cntonct·s /\ p 11 = No pues hay solamente un nl1mero finito 6 numcrabk• 

de sfmholos <'O p. Asi ~ tie1w un modl•lo dt• cualquier cardinal " 2:: Nu en particular 

de cualquier cardinal K?: max{o. ¡1} "= N0 • 

11.- Si o > No entonces 11 p 11 = o pues hay o sÍmholos en p. Asl E tiene un modelo 

de cualquier cardinal " ?: o en particular de cualquier cardinal" ?: max{o . .1} .u 

t,, anterior d(•n10st ración prm•ba Hdcmás (llll' la v~rsión (2) dt•l Teort•ma dr Lüwcnhl'im

Skolem-Tarski impticil a la \'Cf!->ÍÓ11 (·I) dt·l mismo. 

La siguiente es una Vrrsión muy restringida (parR una. l .. ógica Rin identidad) dl'I 



Trorema de LOwenheim-Skolem-Tarski cuya demostración es muy sencilla y no nece

sita del Teorema de Compacidad: 

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI PARA LÓGICA SIN 

IDENTIDAD.· Si ~es un conjunto de enunciados sin símbolo:::: que tiene un mode· 

lo R = (A,I) de cardinalidad "• entonces !: tiene un modelo <l' = (B,J) de cualquier 

cardinalidad Á > ". 

Demostración.- Sea.\>"· Si.\ es un cardinal finito. tomemos E un conjunto tal 

que EnA=0 y IEI + IAI = .\; y si .\ es infinito, sea E un conjunto de cardinalidad.\. 

Sea B=EUA, no EA y h : B-+A tal que 

h(x)= { x s'. x E A !'.; 8 
aosixEB\A 

Definimos la estructura ~ ron universo de interpretación B como sigue: 

•) (e, ... .,en) E P~ si y sólo •i (h(e1 ) ..... h(c.)) E P~. 

b) f'l(c,, .. .,e.,) = f"(h(eo), .... h(c,.)). 

e) e' = cR. 

Ob\'iamente hes un homomorfismo df• H <"O A que además es suprayectivo,es decir. 

h es un epimorfismo. Ya que para todo <T E ~. u no tiene el simbolo ~entonces por 

el inciso h• del Teorema del Homomorfismo. tenemos que 

J I= O' [s] •i y •Ólo si R I= rr [h os] 

pt>ro ya que a es 1111 «'llut1<'iRllo. tt'rwmos que 
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'1 I= u si y sólo si R I= O' 

y la <'oudin•lidad de Bes Ác 

a,3.- EL AXIOMA DE ELECCIÓN. 

tas siguientes son proposiciones de la Teorfa e.le Conjuntos que se pueden prohar 

sin necesidad de utilizar el Axioma de Elección. Apoyándonos en ellas podrrmos 

demostrar que cualquiera de las versiones dadas del Teorema de Lowenheim-Skolern 

o del Teorema de Lowenheim-Skolcm-Tarski implica al Axioma de Elección. 

TEOREMA(CANTOR).· Para todo conjunto A 

,\ f p(A) 

donde p( A) es el conjunto potencia dr A. 

Demostración.- Sea f: A.:_, p( A) y tomemos 

B = fr E A 1 y !t f(y)) 

afirmamos que B ~ f[AJ, pues si B = f(z) para alg1in zEA tenemos que 

si z E A => z ot f(z) :¡; z <t, B 

si z \t U ~ z ¡! f(~j => z E B 

(il• .: 



de donde 

zeB=z~B 

lo cual es obviamente una contradicción, por lo tanto f no puede scr'suprayectiva.0 

AFIRMACIÓN.- A:! p(A). 

Demostración.- Sea f: A-> p(A) la función dada por 

f(x) = {x} 

entonces se puede demostrar que res inyectiva y por lo tanto 

A :!r p(A)o 

Por el Teorema de Cantor y la Afirmación tenemos que 

A -<r p{A) - A2.o 

Las siguicntt•s proposiciones st• cumplen para cualesquiera. l'ardinalcs r y ó. 

PROPOSICIÓN 2.1.- •1 $ 1 ·No. 

Demostración.- Sean IKI= 1 y A· E K, cl<'finimo• In función f como 

f(A·) = (k,0; 

asf 
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ya que f es una fundón inyec-th·a tenrmos entonces <¡ue 

K~rKxw 

y. poi· Jo tanto 

"r $1 ·No.a 

PROPOSICIÓN 2.2.- Si 1 $ 6 entone<'• 2' $ 26• 

Demostración.- Sean IMI= 1 y ILI= 6 ya que "r $ 6 se tiene que existe r: M ...... L 

tal que fes inyectiva¡ nosotros queremos drmostrar quP M2 ~ L2. 

Sea x0 E 2. Definimos la función G tal que 

de tal manera que para toda he M2 

{ 
h(y) si z = f(y) para alguna y E M 

G(h)lz) = 
Xo cu otro cnso, 

t•omo G es iny(•rtiw1. l<'m•mos qut• 

y. por lo tanto 

PROPOSICIÓN 2.3.- ·, ~ ~'. 

ti:) 



Demostración.- Sea l!\11= -1• por el Teorema de Cantor~· la Afirmarión tenemos 

que 

asi 

i < :f'.c 

PROPOSICIÓN 2.4.- l;s)• = ¡" .. 

Demostración.- Sean IMI= 1 y ILI= 6 entoncPS l1Pfinimos la función r tal que 

y de manera que si z1 E 2 y z2 E L entonces 

í(h)(z1,z,) = g(z2 ) 

tlon<ll' 

:·'.'• 

r(I;; )(z.z');,. g;{z'l f. g,(z') = f(h,l(z.z') 

r e:o ~upra~·t .. cti'"a.: Se~ .r·· ~ 2;· 1~.~~f~1e.·~11.8.i.1e~!l qú~· · : .. 
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y entouces 

es ¡lccir f(h) = r·. 

De donde 

f"(O,z) = g(z} para todo z E L ~· 

f"(l.z) = w(z) para todo z E L. 

h(zi} = { g 
w 

si Zt = 0 

si Z1 =) 

{ 

g( z) si Z1 = O 
f(h)(z 1 ,z) = 

w(z) si z1 = 1 

y. por lo tanto se tiene que 

PROPOSICIÓN 2.5.- 1· · No·2 = ·, · No. 

Demostración ... Tenemos que 

pt•ro 
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No· 2 :5 No· No = No :5 Nn · 2 

por lo tanto. 

En la anterior proposición se utilizó que la función 

F:wxw-+w 

dada por 

1 
F(m.n) = 2((m+n)'+3m+nl 

e~ una fnncióu biyectiva lo cual se pucdl' clrmostrar sin utilizar t>1 Axioma t.11• 

Elección. 

LEMA 2.1.- Para cada rardinal" t•xisk 1111 cardinal ,3 tal que o< J y J' = J: 

Esto ocurre sin necesidad del Axioma de El<.•<·ción. 

De111ostración.- Supongamos •ttu' o t:s cualquiPr caulinal y tomemo~ .J como 1·' !'<-,_ 

Por la Pro)losicióu 2.1 tenernos 

·Utilizando la Proposición '.!.2: 

P<'ro por ¡,, Proposición 2.3 ohtrnC'mo .. 
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De aquf. por la Proposición 2.~ 

D<" lo r11al por la Proposición 2Ji rrsuJta que 

TEOREMA 2.16.- El Teorema dr Léiwcnheim-Skolcm (!)(Versiones l. 2. 3 ó il 

implica el Axioma de Elcccicín. 

Demostración.- Supongamos que el Teorema de Lowenhcim-Skolrm ( ¡) es ver

da.dero. S<'a o un cardinal i11fi11ito. Por PI Lema 2.1 t•xistC' un carcliual j tal qut• 

podemos demostrar que fl2 = .J dondl• n < iJ sin utilizar el Axioma de Elección. 

Sea u c>I enunciado 

y,.1;1u3wl/x(l'(\·.u.x) <--+ w =:: x) /\ \lz3u3v\lx\ly(P(x.y.z) <--+ x =::u/\~·:::\º) 

Al interpn•tarla letra pri>dicatÍ\'n P rc:-.ulta una relación la cual indexa a la colerrión 

de todos lus p.u<•s ordt'nados de elt•mt>nlos <lel dominio con elementos del dominio. 

Ya que .P = .:J. t•xistt• una funchin bi~·rctirn ó de .J x !i sobre ¡J, Claramente si 

ll = { (x.y.z) E .f' 1 o(_X.)"l = z} 
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entonces al iuterprt>tar P como R se tienr 1111 modf'lo df' 11. Por la. vrrsión (ji del 

T<.>0re111a de LOwenhcim-Skolrm se sigue <1ue cr tiem· un modelo de cardinalidad n. 

digamos~= (A,1). Definimos i•: AxA->A como l/•(x.y) = z si y sólo si (x,y,z) EP•. 

Ya que Res un modelo de a. é1 es una función hiyecth·a. En cousecucncia l.-\ xAl=IA 1• 

esto es, o 2 = a. 

As{ hemos demostrado que, para todo cardinal infinito a. o 2 =o. PPro estt.• úh imo 

resu1tado es equivalente al Axioma d<' Elección.o 

TEOREMA 2.JT.- El Trorcma de Lowcuheim-Skolem (ll (Versiones ol • .5 ó 61 

implica el Axioma de Elección. 

Demostración.- Supongamos que <'I Teorema dr Liiwo•nhcim-Skolem U) es ver· 

daclero. Sea n un cardinal infinitu. Por el Lema :.!. I 1•xi,!o,lc un carclinal J tal q111• 

podemos demostrar qll<' ,f1· = J do11<le o < d sin utilizar el Axioma de Elf'rdón. 

Sea ('f el enunciado 

\l\'\lu3w\lx(P(\',u.x) ...__, w:::. x) /\ \lz3u3,·\lx\ly(P(x.y.z) ,_..... x"' u /\y:::.\') 

Sea e= {r, 1-r $a} un conjunto de o llUC\'as constantes tal que e, f.·c, para 

-, <lt5o ysL~a 

~={~(e,=:: e,) ll <: li ~o} U {u}. 

'. - ·.. ' 

Ya ·,1uc 31 = a. eXi~t(' una f~inc!ón l!i):~~Ctf~·::; ? ~·h'. ,~X j sobre·"'· A~f hay un mo<le1o 
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de cardinalidad J de E pues o < ,3 y, por lo tanto podemos obtener interpretaciones 

distintas para las distintas constantes de C . 

.-\~f. por la versión .'j tlel Tc:'orcma dr Liiwenhl'im-Skolem. !: tiene un m(Jddo ~ = · 
(A.I} tal que IAI $ il p 11 donde 

p={P}UC 

ele aquÍ que IAI $ o 

Sin embargo. ya que :R I= E se tiene que e~ # e~ siempre que 'Y < 6 $ o. AsÍ 

o $ IAI 

Asi, tenemos que para todo cardinal o, o1 =a.a 

TEOREMA 2.18.- El Tromna clr Lüwenlwim·Skolem-Ta .. ki (Tl (Versiones l. 2. 

3 ó .¡) implica el Axiotna de Elección. 

Demostración ... Sin utilizar el .\xioma ele Elección podemos demostrar que No x 

No = No. En efecto. la función f definida por 

í(m,n) = ~llm+nl'+:1111+nl 
resulto l'C'f una fo11ció11 biye('ti\'a de..,..• x ·..:sobre .JJ. De ésta ntan('ra el enunciado CT 

del Teorema 2.16 tiem• un mocldo (té ranÜi1~lidád N0 .' En ccinsecuencia. utilizando la 

Ver.ión (.1) (la Versión má.• débil) dei·f.,.;rema de Lowenh~ini·Skolem-Tarski tenemos 

que a til•nP un mocldo dt• c~~lqnier ·r~~~i~\¡'~I i'¡,fi;~ÍtO ~~ Eri 'ron~·t"cuencia. como antl'~. 
' - . ·, ,:;·,'-:<··::'".:._-_;. ,.· ..... ··. 

para cada t•ardina) i~finito o. o" ·= ~ y:as1 -~~.nru~as ftm• el Tt-·on•ma· de. LOwenhrim· 

Skul<•111-Tarski (T) implica,.¡ .\siomil. de f.¡,;~dó1;:~',; 
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Estos. tres úhimos resultados explican el hecho de qur en todas las demostracione~ 
dados aquí de cualquiera de las Versiones dadas de los Teoremas de Lowenheim

Skolem apareda siempre inmiscuido el Axioma de Elecrión. Además, tent>moi- que 

las vcrsionl's 1. 2, 3, .¡, 5. 6 y 7 dd Toorf'ma dl• LOwcnhcim·Skolem (!)y las \'ersiu1ws 

J. 2, 3 y -1 del Trorema de Lowenheim-Skolm1-Tarski !Tl son e<1nh·alente•. 

Los siguientes son diagramas de las implicaciones y equivalencias de las Versiones 

dadas del Teorema de Lowenheim-Skolem: 

Teorema. de LOwenbcjm-Sko)rm. 

Vf'rsión 5 <=> Vl•rsióu 6 ~ Versión ·I 

Versión 3 = \'<!rsión 1 <= AE 

Versión 2 ==> Versión 7 

]'eort'ma de LOwcnhejm-Skokm-Tarski. 

Versión 1 <= -, ___ ._AE..:· _.1. 

Vt~rsión :) <=> \'ersión :! => .. Versióri 4 

iO 
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CAPÍTULO 3.- EL TEOREMA DE LÓWENHEIM-SKOLEM PARA 

LENGUAJES INFINITARIOS. 

3.1.- DESCRIPCIÓN DE LOS LENGUAJES L., E INTERPRETACIONES. 

DEFINICIÓN.- Dados"· Á eCAR con ti~ Á el lenguaje {formal) L •. , dt ti¡io 

pes f') siguiente conjunto de ~imbolos: 

L.,(p) = pU ¡, . ., 1 r¡ < t<} U {=::) U b¡\} U {3} U {),(: ). 

Seaµ E CAR' conµ < K, entonces denotaremos con vi,,. a la sucesión 

< v., I ~ < µ >. 

VAR denotará al conjunto { '"• 1 ~ < "} de !.ocia• la.• \'ariablcs. 

DEFINICIÓN.· l'na P•"-t.r¡in.;ió11 es una surrsión < x., 1 r¡ < ~ > <lnndr 

6 < •· y tal c¡uc "• EL • .1(p) para toda ~ < 6. ·Al ronjunto de p •. ,.exprcsiom" lo 

dc11olaremos Er ...... 

El conjunto d~ los térniinos de tipó p y·<"t d~ fórmulas atómicas para loi-: lenguajes 

LdlP) Sl" drfinl'n ele la mh;;ma ma.n<"ra que para la Ji,gica d<.' Primer Orc.lt•11. la rual. 

utilizando esta notación se llcnota como L""'"'. 
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DEFINICIÓN.- El conjunto de las fórmufo.• l'rimiliva.• para un lenguaje L.>(p) 

es t>1 menor conjunto A~EP,..\ tal c¡ut> 

i) 14' 14' es una fórmula atómica)s;A. 

ii) Si 4' EA entonces ~4' EA. 

iii) Si I' < '" y ¡,ant cada t¡ < I' ~t· t it.·lll' liUl' cl»r¡ O::.\ r11tu11Cl.'S 

(A 4'04'1 ... 4', ... ) EA. 

iv) Si f. < .l. 4' EA y < v01 1 ~ < 6 > e• una sucesión de variables (donde 

O(< 1< para cada~< 6) ••ntouces (3v,,\'0 , ... vo1 ... 4')EA. 

Fórmulas primitivas tales romo 

(/\ cl>ocl>1 ... 4'., ... ). 

srrán abrl'viadn~ c.-omo siguc•: 

Cou ohjL•to de simplificar la notaci~n. utilizaremos las siguientes reglas: 

Si 11/ es un conjunto;,º \'aC¡'O' de f;;rn;u
0

las tle. l. •. dp) de cardinalidad llll'llOl' 'llll'" • 
. .,, . '., ' 

A 11/ denota Ja coujuución ·;¡~ tod~~ las fón;;ulas primitivas en 11/. 

. . .. :·: ,: :-, : 

Si X '"un (onj~nto n~ ;;a'~fod<'\'ariahle• dr rmliunlirlad nll'nor que,\ y.,: i-s 111111 

f1'1r111ula p~iinith·~ ,¡¡.·'i;;;dX)'•:,;·inucc.; (3Xl~· d1•nutará la fórmula primith·a defiuhla 
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en h·. 

DEFINICIÓN.- Sea 4' una fór111ula primitiva de L •. 1(p}. Eu la fórmula primitÍ\·a 

a la fórmula• le llamaremos el alcanct dd cuantificador 3v00 \",-. 1 ••• v"C"' 

DEFINICIÓN.- Sea 4' una fórmula primitirn de L.,(p). Diremos que una ocu

rrencia de la \"ariable \'11 l'un 11 < f, < ). en• es acotada si y sólo si tal ocurrencia 

í) Es alguna de las \'ariables de un cuantifiratlor 3. 

ii) Está dentro del alcance dr un c-uantificadur 3\'a0 V01 ... v""" 

en otro caso dirc>mos <pu~ la orurrenria es libre. VL(:;i) denotará el conjunto cll• 

todas las variable• Jihrcs en Ja fórmula .¡. 

DEFINICIÓN.· C'ualqui1•r fórmula primitÍ\·a 111• L •. dp} con uwnos de,\ \'arial1les 

libres será llamada una fórmula (hien formada) de L..1(p}. FOR.\f( L •. dp) } denota 

el coujunto di' todas las fórmulas (bien formadas} de L •. 1 (p) • 

Do!'> le11~11ajrs relacionados a lo!' lr111?:1Utjcs Lo<.\ :mn frt•l'llenh.•mrntl• ronsiderados. El 

primero cJ., dios 1•< llamado L~.1 (,\ El.'AR); la clase de las fórmulas es definida por: 

FOl!~liLx.1(p)I = LJ FORM1l. •. 1(p)J . .. ~.\ 
El :.l•gundo ll'ngunje es llamado Li:-c:x. y la dase de sus f<>rmulas l>Stá ddinida romo: 

j;j 



FORM(Loo~(p)) = LJ FORM(L.,.1(p)) . 
.\ECAR 

DEFINICIÓN.· Sean X, Y!;;VAR, ~ = (A,I) una estructura. Sean f: X-+A, 

g: Y -->A dos funciones arhitrarias, entonces la función rg: XUY-->A está definida 

por: 

{ 

f(z) 
(f"g)(z) = 

g(z) 

si z E X \ Y 

si z E Y 

DEFINICIÓN.· La interpretación dt• un término r en una estructura~ bajo una 

función dP asignación f: VAR--+A denotada por rR[~ St" ddine recursivamente como: 

•SireVARUC 

i) Si r = x eVAR. rR[~ = f(x). 

• Sean 11 e w•, fe F. y r1 •. ,., r, _eTEllMp. 

Sir= F(r1 ... ., r,,) ei1lonres 

-...... ':;' 

DEFINICIÓN.· Sea p un.tipo de semejanza,·~=(A,I) una p-inll'rprctación, f: 

X-->.\ y i el'Oll~I( l.,.1(p) ), defitihnos la relación·~ •ali.•ft1re n In fórmula<¡¡ ro11 

1n función r. J? F .,,{ij. rerursi\"atm·nte como sigur: 
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• Si r, • .... r., E TERM, entonces 

i) R 1= ( r 1 :::: r2l[f] si ,\' sólo si rr[f] = rj'[f]. 

ii) R I= P(T1, ... ,r.)[f] si y sólo si (Tr(fJ, ... ,r,!'[f]) eP•. 

• Si</, l/J E FORM,, 'i' ~ FORM, entonces 

i) R != {~ef•)[f] si y sólo si no ocurre que R != ~·[f]. 

ii) R !={A 'i')(f] ron l 'i' I< ~si y sólo si para toda u E 'i', R != u[f]. 

iii) R != (3Xl''l[f] si y sólo si hay nna función g: X--+A con X!;;VAR tal 

que 

R I= <r?'[f*!!I· 

DEFINICIÓN.· La clase Qf., de las fórmulas de L., libres de cuantificador es 

la c~se más pcquei1a de fórmulas de este lenguaje contenic>ndo todas las fórnmli1S 

atómicas y cerrada bajo negación y bajo C"onjuncionrs y disyunciones <lr longitud 

menor qut> "'· 

En lo <1uc sigur. ~ puede ser un <'ar<linal infinito ó oo. 

DEFINICIÓN.- Sea r una clase de fórmulas infinitarias de tipo p, :R = (A.I) y 

U= (B,J) <los p-estrncturas. Una función f: A--+B es llamada un r-morfismu <ir 

sólo si para iodo .,o E r y tuda g E ,\ \'LM 

R != l'[g] '* :.'l != .,o[f o g]. 

LEMA 3.1.- (1) Si r !;; ..l. y fes un ~-morfismo entonces f '"'un r-morfismo. 
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(2) Si x, y EVAR con .x#)'. ~(x"'y) E r y Ces un r-morfismo. entoncei1 Ces 

uno a uno. 

(3) Sir rs un r-rnorfismo y r <'S cerrado bajo n<'garión entonces 

para toda g E AVL(•ly toda"' E r. 

PROPOSICIÓN 3.1.- Sean R = (A,I) y J = (B,.J) dos p·rstructura• tales que A 

~By supongamos que ida.o dcuota la función idrntidad d<' A en D entonces~ ~ .J si 

y sólo si idw,o es un Qf«..i(P)·morfismo. 

DEFINICIÓN.- Sean R = (A,I) y '1" = (B,J) dos p-cstructuras, 

(1) Un Qf~~(p)-morfismo de A e11 Bes llamado un monomorfismo. 

(2) Un At(p)-morfismo de A en B r' llamado un homomorfismo. 

(3) Un monomorfismo de A sohrr B t•s llamado un isomorfismo. 

(·I) lln FORM( t.,(p) )-morfismo ••llamarlo un L,.1-morfismo. 

( 5) Si A S B e id,,,3 es un r -morfismo. ji será llamado una f-suh<-structura 

de \l: "" símbolos R s;r '1" • 

Si r=L"·' lR es una L"·'·~mhestrncturn cfls J. en ~fmbolos R --< ... , U. ~lás gerwral· 

mt·ntc ~ t•s L"·'·<•nrajahlt• rn ;J si y s<ilo si hay un l."·'·morfismo r tal q11<' 
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r: A-B. 

Observarkin.· Para N = .\ = w obtenemos los C'onrcptos de mapco rlcmrntal y 

subestructura elt•111C'ntal. 

PROPOSICIÓN 3.2.· Sean R = (A,I) y '1 = (B.J). Las siguicnt~s comlicionr.s 

son cquh•alentes para una función 

f: A ..... B 

i) fes un LIC.\ ·morfismo. 

ii) Para toda :p eFORM( L.~(p) ) y toda g E A VLM 

3.2.· EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM PARA LENGUAJES L,,. 

Sea ~ = (B,J). Dado Yi;;B denotaremos por cl(Y) al 111f11imo subconjunto d1• B 

<'011teniemlo a Y y cerrado bajo todas lai; operaciones (y ronstantes) del tipo dL• 

st•111t•janzn p de J. 
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ObSt'rvación.· cl(Y) <'Sel universo de interpretación de (Y),. la mínima subestrur

tura de a cuyo clominio de interpretación rontienr. a Y. 

En el Capitulo 2 (Teorema 2.3) demostramos que lcl!Yll :5 IY!"+ 11p11 • 

Los siguientes Lemas (3.2 y 3.3) proporcionan una sucesión de subconjuntos del clo

minio df' interpretación d<" una estructura infinit.a ~; al tomar la unión de los elenll'11-

tos de dicha sucesión ohtcndr<'mos el dominio de interpretación de una subc•struclura 

el~mental de Sl con la cual demostraremos d Teorema de Lówe-nhcim-Skolcm para 

lenguajl's infinitarios. 

Lt1MA 3.2.· Sea 9 = (8.J) una. p-t•strul"tura infinita. i;ca X~U y sea r un ronjuntu 

d<· L.,.fórmulas tal qur Shf(r)~ r; sea,, = sup{Nn.IVL(yJl I <; E r¡. V un cardinill 

~ 2 y T un cardinal ~ µ. Supongamos que 

max{ 1 X 1 , ¡ p 1 , ¡ r l l :5 v' :5 1 B 1 

entonces cxistl' una sucesión (Dn)n<i,+t de subcoujuutos de H tales c111c: 

i) ID. 1 = v' para toda o < ¡1 +l. 

ii) D. ~ D~ para cualrsquiera n :5 ¡J < ¡1 +l. 

iii) D0 es cerrado par• toda o< ¡1 + 1 (d(D0 l = D0 ). 

i\') Para toda n < ¡1 + 1, y E r, Z ~VI.(,,) y f E D~ se rumplc que: >i 

r'"(Z.f,.) # 0. cnlonrcs hay g E o;º(Z.f.-) tal que Ran(g) ~ Do+I· 



Donde 1>ara I' E r, Z ~ VL(I') y f E ez. se define: 

,,u(Z.f •. l = {g E 0vL1~11z 1 .,) I= .,:>[rg]) 

Demostración.- Sea Do cualquier suhC"onjunto cerrado de B de rardinalidad ,,, 

incluyendo X. el cual existe pues v' :5 181 y, por tanto existe U tal que X~l'\;;B y llll 

= v'. Tomando Do como cl(U). tenemos que IDo 1 :5 ll'I + 11p11, pero por hipótesis 

ll'I ~ 1P1 Y además IUI ? 2' ? 2"0 > No. de donde lt'I ? 11p11· Por lo tanto IDo 1 

Suponiendo que D. ha siclo definido para toda o < ~ < µ + 1 tenemos 

A) Si {es un ordinal sucesor. 

Sean: G una función de elerción para la familia 

LJ(p(D') \ {0} 1 Z~VARyD\;; B} 

Te f"l siguiC'ntc conjunto de Índices: 

r¡ = {(,:.Z.f) 11' E r, Z \;;VI.(,,). f E Df_,} · 

Rcstringienrlo G a 0<\{0) unó ob1iÓnr1in Ína1wi> (lau;hién llamadoG) clrfini<lu 

suhrc T( y tal <¡ue para lodo (l".Z,f) ·e T( ' .. · 

¡9 
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Donde para I' E r, Z !; VL(I') y CE ez. se define: 

,,º¡z.r .. ) = {g E 9Vl.(•llZ 1;) I= ,,¡rg)} 

Demostración ... SC'a Do cualquier subronjuuto c<>rrado de B de C'arclinalidad ,,, 

incluyendo X. el <ual existe pues v' $ IBI y, por tanto existe U tal que X!;ll!;B y llll 

= v'. Tomando Do como cl(U). tenemos que IDo 1$ll'I+11p11, pero por hipótPsis 

IUJ ;:::: 1 p 1 y además IUI ;:::: 2' ;:::: 2"' > No, de donde ll'I ;:::: 11p11· Por lo tanto IDo 1 

Suponiendo que D0 ha sido definido para toda o < { < µ + 1 tenemos 

A) Si (es uu ordinal sucesor. 

Sean: G una función de l"lcr.ción para la familia 

UMDZ) \ {0} 1 z !; VARy D !;; B} 

T( el siguit•utc conjunto de 'ndices: 

r< = {(,:.Z,f) l 'r' e r. z !; VLr.,,¡. r e.Df~,) . . . ' . 

Rt•stringicnrlo G a 0<\{0} m10.1btil"ne 1111111~pro (también llamadoG) definido 

sobre T( y tal que para todo (l'.Z.t) E r¡ 
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S." U! DE LA 8\atlOTECA 



Gf,:.Z,f): VL('r') \ Z __, B. 

\1 i= ,:[f"G(,:.Z.f)]. 

Definimos entonC'es 

De' De-• u U Ran(G(t)). 
•Ere 

y 

De = cl(D¡ '). 

8) Si lim(e) definimos simplemente 

De LJ D" 
(<( 

Por 1leml>strar qm• la sucrsión nsf dt•fiuhla rumple il ~ iv) [Inducción Transfinila) 

• Para e= O. 

iil D,;~D~ . 

• -. ' • "~.~ •••• : ~' .. • • .... • .. : •• • < 

· iii). Po t•s ~i:r~~do· Po~··coust·~_ticción. 
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iv) ,. cumplo por la forma de n,. 

• Para~+ 1 un ordinal Mltesor. Supongamos que i) - iv) se cumplen para ~ 

i) Para demostrar este inriso usaremos que: 

i') Para toda t E T(+to IRan(G(t))i :S µ 

i") lr1+1 I = v' 

Así 

1 U Ran(G(t)) 1 :S E 1Ran(G(t))1 :S w I rw.I :S µ • ,,, = v' 
'ET(+I IE'c+1 

además 

1 Dw 1 :S 1 D1+1' 1 + 11 P 11 

Pero 

1D<+1'1 :S 1D11 + 1 U Ran(G(t)) 1 = v' · 
c.erc~1 

Dcmóstradóu 1lc i") 

1Ran(G(.,:.Z.f))1 :S 1 Dom(G(.,,.Z,í)) 1 = 1VL(~')\Z1 :S ·.l. VL(,:) i :S /' 

$1 



Demostración de i") Analizando la definición dr T(·H 5<' tif'ne 

1 T¡+1 15 E E 1 Dl 1 . 
.:er ZEvfVL(i.;)) 

>' E r )' Z~\'Ll,>l implirnn <¡nr IZI$ µ y 1 p(VL(,:>J)i 5 2". así. por 

l1i¡>ótesis dt> indul"rión: 

Atlcmás. para carla 'r' E f 

de donde 

E 1 Dt 1 $ v' · 2" = v'; 
ze,.¡v1.1•ll 

1 Ti+1 1 ::; 1 r I · v' = v' 'º 

ii) y iii) son ob,•ias de la dcfinidón de D(+t. 

i\') Si ,:-.Z.f son como especifica la tripleta (.,,.Z,f) ei1 T(+1 y .,,~(Z.f,.)~ 0. 

entonces g = G('r'1Z.f) f:"R el mapt'O rl"<¡tll~rido en 'iv), 

• Si lim(~). 

ii) es oh\'ia. 

~·J 



iii) S•a f E F., y a1 ••••• a, E D, entonces hay (<e tal que a,, ... ,a,, E De y, 

por lo t1111to f"(a,, .... a,, l E De+• ~O" 

LEMA 3.3.· Sea J = (B,J) una /M'Slructura infinita. sea Xs;;B )'sea r Ull conjunto 

de L.,.fórmulas tal qu<' Shf(f)~ r: seaµ = •Up{No.JVL(<p)J Jo; E f}," un cardinal 

;::2 ,1· T "" rardinal ;:: µ. Supongamos qu• /1 > IVI.(.,, ll para tocia .,, E r. µ 5 cf( T) ~· 

max{ 1 X 1 • 1 p 1 , 1 r 1 } :S ,,<, :S 1 B 1 

t.'lltonces existe una sucr.i;;ióu {D0 }ª<"' rle subconjuntos de B {"')· PS un cardinal qut' ~erá 

lljado má• tardd tales que: 

i) JO. J = ,,<•para tocia o< 1· 

ii) D. ~ Do para cualesquiera o :S 8 :S ')'. 

iii) D0 es cNraclo para toda o<')' (r!(D0 ) = 0 0 ). 

ivl P1tra toda o< 'Y· r E r. Z ~ Vl.(.p) y f E D~ "'cumple que: si ,:»(Z.f.·) 

1' 0. entonres hay g E >1º(Z.f,.) tal que Han(g} !;; 0 0 +1· 

Oliserrnddn.· ¡1 > JVL(l"li para toda<; E r implica que /t l'S un cardinal limite. 

Den1ostración ... St~a Do cu¡1l<¡11ier ~uhrnnjunlo rrrrado de 8 dt• ('arriiualidad ,,r 

i11d11.\ ·ndo X. 

s:i 



Dado { 1111 ordinal surrsor ó un orfiiual limlt~ tal qur o < { < -,. la definirión d,. 

Dt S.l'á análoga a la dada en el Lema :U. 

Por demostrar que la sucesión asi definida cumple i) . iv) !Inducción Transfinita) 

• Para {=O. 

Do cumple i) -iv) trivialmente . 

• Para e+ 1 un ordinal sucesor. Supon~alJloS qut• il. iv).., cumplen para { 

i) Para demm1trar PStl' in~iso usarfmios que: 

i') Para toda t E r¡+h IRan(G(t))i < 11 

Así. 

1 U Han(G{tl)I :5 
tE1c+1 

~: 1Ran(G(t))1 :5 11· 1 '<+• F. :5 µ • µ<' = 1.<' 
IErf+I 

adcmáS ·· 

' 
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Pero 

/ D,+1' / 5 / D< 1 + 1 LJ Rau(G(t)) 1 = 1P 
tETc-tl 

Por lo tanto JD(+t ¡ = ,,<r.o 

Demostración de¡•) 

1Rau(G(..,,Z,f))1 5 1 Dom(G(.,:,Z.f)) 1 1VL(cp)\Z1 5 1 VL('r") 1 < µ 

Demostración de i") Analizamlu la definición de T(+t se tierw 

1 T(+I 15 E E 1 on 
.,,er Zep(VL(<o'IJ 

.,: E r ,\' Z!;\'L(\.') irnplkau que IZI< ,, y 1 ¡i(\'L(l"lll :5 2<1'. así. por 

hipótc~is de indurción: 

Además, paro rn<la I" E r 

de doude 

E 1D'f1 :5 ,,<•. 2° = ,,<•, 
ZEp(l'L(,IJ 



iv) Sh,o.Z.f son como cspecifira la tripleta (\O.Z.I) <'n r1+1 y l'ª(Z,í,.)# e. 
entonces g = G(.,,,Z,() es t'I mapeo requerido en iv). 

• Silim<e). 

i) v<• :5IDc1 :5 L(« ID( 1 = I{ I · v<• ::;,.,,<• = v« (donde; =µ+I 

siµ< r y ¡ =µsi µ = r). 

ii) es obvia. 

iii) Sea (E F. y a,,. .. ,a. E D¡ entonces hay ( < {tal qu.· a, ..... a,, E De )'. 

por lo tanto f"(a., .. .,a.) E D(+I ~D¡. 

iv) es vacua.o 

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM.- Sra U= (B,J) una p·cstrurtura 

infinita, sea X~B y sea r un conjunto de L_,-fórmulas tal que Sbí(r)~ r: sea ¡1 = 

sup{No.IVL(l'll I \O E r). ,, un cardinal <:: 2 y r un cardinal ;::: ¡1. Supongamos que 

uirn de la."I siguientes altcrnath•as suc<'de: 

1) max{IXl.I p ¡, ¡ r I} :5 11' :5 IDI 

11) ,, > IVL(.,:ll 1lilra tuda" E r, I' :5 rí(r) y 

max{I X 1.1 p 1, I r I} :5 1~<· :5 I B 1 

sr. 



Entonces hay una estructura :R = (A.I) tal que X~A. R -<~.\ '1 y, en el caso 1) IAI 

= 11', (en particular existe un modelo de cardinalidad v•), y en el caso 11) IAI = 11<'. 

Además. R puede ser ~scogido tal qu« 

para toda r E r ~· toda g E .\ \'Lt•l 

Den1ostración.- Si ocurtl· () L·11to11ccs por el Lema :J.2 existe la sucesión {D,.,)::a<µ+I 

tal que cumpl~ i} • h·). S1•a D = Uo«.+10 0 ." !R =¡:¡ID. Claramente X~D ." 

v' :51A1 = 1 D 1 :5 L 1 Dn 1 = (µ + 1) • v' = v' 
co(µ+I 

Ya quP D t'S un subconjunto rcrrado de 8, ~ ~ J. 

Afirmación.- !l --<~.\ J. Por demostrar que id~,;) es un f~morfismo. ~ ~ ~ implira 

qlll' 

(•) R I=,: [gj.,. ,1 1=.,, [g] (dundt• g E A \'L(•i¡, 

surL•dt~ para tuda fórmula atómica. (,..) será probada por iu<lucción. Supongnmos qur 

la fórmula .p rumple ( • ), cntonf'c~ 

• R I= ~,:[g] si)' sólo >i 'R li' r[g] 'i ~·sólo si [11.1.] .J ~ ;:>[g] si y sólo si\) I= -,:[gj. 

• S11po11gamm <1111· para luda 1¡ <.\'<"ti>,, rumpl" l•) cntonres •.R l=[/\,...v 4>.,]lg) 

'i ."sólo si ·'R I= tl>;(gj para 1oda i <.\'si." •Ólci si \'l I= tl>;[g] para lmla i <X >i 

y sólo si ;) I=[/\,,<\' .P,, Jlg] 

Si 



• Supongamos que ~· cumple (•I y que .,: =(3Z)v• donde Z~VAR, IZI < .\ ·" · 

VL(v)=VL(l"]UZ; podemos además asumir que ZnVL(l"l =e. En eslt' caso la 

implicación de izquierda a dNccha es trh·ial. Supongamos que existe f1 EB2 

lal que 9 J= v(g*ft], cnlon<es f1 E..._,~ (VL(;:>),g,]. Obs.r\·e que~· E í. ya c¡ue 

i' E r y ya que 

1 llan(g) i $ 1Dom(g)1 = 1 VL(l"l I $ 11 < µ+J. 

existe o < µ + 1 tal que llan(g)~D.. Por h·) hay f, E ~·ª(VL(.,,),g,) tal qur 

!Un(f,)~D.+ 1 ~A. Entonces 9 I= ,P(g*fal y por hipótesis de inducción 9 I= v•(g"f,]. 

AsÍ !! I= 'l'[g]o 

Si ocurre (11), por el Lema a.a existe una sucesión (D.).<, tal que cumple i) -iv). 

Definimos cJ universo de !len la misma forma que en el caso (1). Teniendo r11 cuenta 

que 1 $ T se ti~ue 

,,<• $ 1 A 1 = 1D1 $ L 1 D. 1 = 1 · ,,« = ,,<•, 
•<> 

Ahorrt tenemos dos subcasos: 

1) µ < r. En este caso hacemos 1 = µ + I, asi 1' $ r. La demostración el•• que 

~ -<~.\ (): es como antes. 

2) ¡1 = r =d(r). Hacemos 1 =µ,ya queµ es un cardinal IÍmitc y res regular. 

¡1 EWln. Además ,,<• !! ¡1, y asf !Al= 11<•. El punto crucial de la prueba es qu•• •i 

'i' E r y gEAVL(•J, hay una o < ¡1 lal qut• Ran(g)~D •• Pero esto sucede ya que I' rs 

regular y IVL(.¡)I < ¡1. Asf !Ran(g)i < ¡1.0 

-. 

' 

l 
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Los siguientes corolarios son en rt>alidad distintas versiones {restringidas) del Teo· 

rema de Lowenbeim-Skolem para lenguajes infinitarios que se desprenden íádlmentr 

del Teorema anterior. 

COROLARIO 1.- Sea '1 (B •. I) una p·rstrurtura infinita. X~B ¡· "'ª" "· .\ 
cardinales infinitos tales que 

max( 1 X 1 , J P 1 } $ .1 = .I" $ 1 B 1 

entonce• hay una estructura '11 = (A.I) tal que '11 -< •• 9, X~A y IAJ = Á. Además si 

"es regular el Teorema sucede bajo la hipótesis m;is débil Á = Á<o. 

Demostración.- Sra r 7 FOllM(L •• (p)) y.\ de la forma prrsnita (• < .I¡ 

J r 1 = J l'ORM(L •• (p)) 1 

donde iJ = max{t<, 1 p I}. También 

{ 
a si"= o+ 

¡1 = . 
" sÍKt•slimitr 

!iÍ K es regular 

si /\ es singular 

F.11 consPcuencia. si "=o• entonrí's" >µy. por el raso (1) del Teort•rna. rxis1l" 

'11-<~. 9 (es decir '11-< •• J) tal que X~A ¡· JAJ = Á" = .\º = .1<• =.l. 

Si" es IÍmite y singular ¡1 = ''- También Á" = .\implica .1 <': 1<; ya que Á ;::rnax{ J p ¡, 

JXJ) por hipótesis ohtencmus .1;:: .1 y .1 = .\• <': .J• == J r J." Entonces 1111 modelo R 

C'oll la~ propicdadl's descrita~ c•xiste por el caso (ll clt•I mismo TL'Orema. 



Sea " límite y regular: ,\<- = ,\ implica,\ ~ cf(.\) ~ " . Asf otra \'eZ .\ ~ /l y 

.\ = ,\<• ~ ;¡<- =1 r l. \'a qu<• ¡• = " = cf(•), el caso (11) del Tmrema aplica (con 

.r = "• v =.\)y obtenemos 1111 mod..Jo :R de potencia,\<•= ,\con las propir.dadrs 

deseadas.o 

ÜhM•r\·adóu.- Para lo!' l<•nguajes L1e.\ ron ,\ < ,; no podt•mos nwjorar la rundusicin 

del Corolario ya que 

1 FORl\l(L.,{p)J 1 I FORM(L •• (p)) le 

COROLARIO 2 (HCG).· Sea \1 = (R,J) una p-cstrurtura infinita. X~B ~· 1< • .\ 

cardinalc• infinitos tal<•s c¡u<• max{IXl.I p IJ :5 .\ :S IBI y "= l'f(.\). Entonces PXistc 

"'"' estructura :R = (A,I) tal que :R -< •• \}, X~A y IAI = .\, 

·oemoatración.·" :Se((,\) implica,\«=.\ y"< rf(.\) implirn ,\' = ,\ (llC'G1. 

Asf si " es regular la proposirión st• sigue cfp la segunda parte del Corolario prt>ccdl'ute. 

Si /\ es singular. entonces 1\ < d(.\l ya c¡uc cf(~) f'S sicmprr un rardinaJ regular. asf. 

d res11ltt1do sigue de la prinwra partt· <lel Corolario anterior.a 

COROLARIO 3.· St'iHl ", .\ rarrliualcs infinitos regulan•• tales que ,\ < " y 

o, .JE <'AH'. o < "~· ~ < .\ q o" < "· 

Entonces todo enunciado ~ de• L"·' el cual tient' un modelo ~ tambiéu til"nc• un 

modelo Jl' dt• rardinalidad < ,,.., ~¡ ;uh•rnás. / p 1 < t1·. entonn•s il p1wdr ser 101rnulo 

romo una s11hC"slrurtura clr.;;) (a1i11rontn1m11 snht'structura elemental). 
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Demootración.- Sea r = Sbf(.,,). Primero calcularemos 1r1 yµ 

. (a) 1 r 1 < ":· Esto ea probado por inducción sobre '(1. Es obvio si .,, .. una 

fórmula atómica. una negación ó una íórmula existencial. Si 1,1 = /\iel 1.:i;. 111 < tí 

cntonct's 

Sbf(\.') = LJ Sbf(~·;) u (.;); 
iEI 

Así 

¡ r 1 s E 1Sbf(~··>1 + 1 .. , 
Ya que" es regular. III <"y por hipótesis de inducción /Sbf(~'o)/ < "·la suma 

indicada es < "· 

(h) µ 5 ,\ = cf(,\), De hecho, por la propiedad de fórmulas. IVL(t.:')1 <,\para 

todas las fórmulas~· de L •. ,(p). 

Notemos que (a) y las hipótesis implican que / J' /'< " para todo cardinal 1 < .l. 

Ya que. adt>más. 1' es regular y A < ,; , l<'nrmos: 

/ r /<'= E ¡ r /'< "· 
"1€.\ 

"IEC'AR' 

Despu~s nosotros mostrart>mos que sin pérdida clr gf'rwralidacl podemos resl ringirr1os 

a prohar rl Trorrma bajo las hipótesis adicionales dr que /BI;::: "• p s;; T(.,,). (Asi que 

1P1:;; 1rIJr/r1 ;::: 2. 
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En efecto, si IBI < n entonces el Teorema está ya probado. Si 1 p 1 < K añadiendo 

a ; una apropiada conjunción de fórmulas podt>mos asumir tjUe todos los símbolos 

dr p ocurren en Ir': si ! p 1 ;::: /\ nosotros prohamos rl TC"Orema para 1(,:) y definimos 

arbitrariamentt• la denotación en R de símbolos p \ r(.,:). Finalm .. nte. si 1 r ! = 1. 

entonces r ={.;}y.,: es un t"nttnriado atómico: así..¡ E L:,)p) y ya quf' K > ~\ > 

N0 el Teorema de LOwenhl'im-Skolem para L..,,., ast~gura que ..,: tiene un modelo de 

cardinalidad < .\. 

Bajo c•tas hipótesis adicionales aplira el raso (11) del Teorema para X= (l. V = 

1 r 1 y T = .\,obteniendo una e'tructura R = (A,I) tal que IAI = 1 r ¡<• y teniendo 

la propit.--dad mrncionada al final del Trorema: en particular 

entone~ es daro qur IAI < ,._ . .V ;R F.¡;. Para probar la tíltima afirmación df'I Teorema 

se repite el argumento pren•denlt• t'Ollll'nzando con r = Shf(,:)UFOH~l(L.,(p)). d 

cual también tiene cardinalidad< h".c 

COROLARIO 4.- St•a <¡> E L:.(p) ron un mod1•lo y n un cardinal rogular > -·: 

erllonce!'> -r tit'lll• 1111 modl'lo de rardinalidad < ,.,., En partkular. si " = .\+. t"ntonccs 

..,: ti<-•11c un modl•lo ele canlinalidacl :S. ,\. 

Demostración.-" y ... ~t1n ambos regulares, y /\ > .... :por hipótC'sis: además. T" = ·T 

para toda 11 E ... y .... : ~ T < ,., .. r\sÍ las hipótesis del rorolario an.terior son satisfechas 

y d r~ultado sigul• instantáru.'"amenh'".o 

COROLARIO 5.- Todo enunciado de L;a con un modelo .. tit•nr 1111 11101!<'10 rl<• 

carJiuali<latl <O para O inacn'"~ihlt.• > .. ·. 



···.:..~--··.,:.;:. ::.-.:._ :.~ --

·Demostración.· Todo enunciado de L,. está en Lo; para alguna ~ < 9. Aplique 

el Corolario 3.a 

Los siguientes ejemplos mueAtran qul' las rotas para la cardinalidad del modelo: :!" 

rn el raso 1 y 2<,. en el caso 11 del Teor<'ma 1Jc- LOwcnheim-Skolem ~on las mejorl'~ 

posibles. 

EJEMPLO l.· Consideraremos la Teoría de los Ordenes Lineales Drusos siu Ex· 

tremas. SeA (X,<) un conjunto lincalmentt' ordenado, denso y sin extremos. A y 

B subc.onjuntos dr X; nosotros escribiremos A < B si y sólo si para todo aEA y 

todo heD. a < h. De la misma mant'ra escribiremos A < e < H si a < e < b para 

cualesquiera a E A y ben. 

Sea K un cardinal, decimos que (X.<) es Un 'lr1-conjunlo si y sólo si para cada par 

A. B de subconjuntos de X de cardinalidaJ :5 ~ tal <¡ue A < B hay una reX tal <¡ue 

A< e< B. 

Daremos ahora un ejrmplo de r¡,.-r.onjuntos: 

Para cada ordinal infinito n. sea Ucll el conjunto lexirográficameutc ordenado dc

todas las succsionl's de O's y 1 ·~de longitud o. 11., ronsistP de' todas aquellas sucesiones 

s: n --.:? tenirndo un t'tltimo 1. es decir. t-xiste un .. , < n till que s., = 1 y SJ =0 siempre• 

que 1 < J < n. 

Algunas dr las propicdaclrs de' estos 1íltimos i.:onjuntos de succsion~ son: 

!1:1 



i) Cada H.+ es un ~.+-conjunto, (evidentemente de cardinalidad 2•. donde" es un 

cardinal). 

ii) 'Cada ""+·conjunto contiene una copia isomorfa a tT"'. y aún de 11"+. De donde 

st• tiene que cada 'l'(+·coujunto es <le cardinalidad~:!"'. 

Sea i,: el L,\+ \+{<)·enunciado axiomatizando Ja noción dr '1.\+-conjunto. ~ e3 Ja 

conjunción de: 

(1) "<es un orden lineal". 

(2) (Vvl .\)(\fwl ,\l[J\ •. J<.1(v. < w,¡__, 3x/\.,¡J<> (\'0 < x < wo)] 

(3) (Vvl .\)(3xy)J\.<.l(x < 1·. <y). 

Sea r = Sbf(<;); entonces 1 r 1 = .\ y µ = .\. Por otra parte ii) implica <¡Ue lodo 

mod("lo dt" ..; tiene cardinalidad ~ :!·' = :l¡.¡. En cousrcuencia 2" es la menor cota 

posible para el caso (1) dd T<'<>rcma de Lowruhcim·Skolem. 

Para el segundo ejemplo m•rc!"itaremos algunas dl'finiciom•s y teoremas que serán 

dados en lo que sigue: 

DEFINICIÓN.- Sea A uun clase y H una relación binaria sobre A. 

a J R l'S bit' u frmdada i;j y sólo~¡ 

i) Cada subconjunto no \•ado de A tiene un elemento R-minimal. 

ii) Para cada aEA el St'gmento iuidal {x E A 1 xRa} •• uu conjunto. · 

·' ' 

h) R ••s t.tlr11 ... ional ~¡y sOlo ~¡ para t't1alrsquit-ra:x.yeA:or1;~re.c1l~t• Sr pará 10·t1á'· 



uEA. uRx si y sólo si uRy. entoncf's x=y. 

PRINCIPIO DE INDUCCIÓN PARA RELACIONALES BIEN FUNDADAS.-

Sea Runa rrlacional, A=c:amp(R) y supongamos que R bien-funda a A. entonce• para 

cuale•quirra x. )'EA. si )'n = {z E,\ 1 zR)·) ~"implica qur ,vex. entonc<'s A=x. 

Deniostración ... Supongamos lo f·ontrario. f's dc·cir. existe b un coujunto tal <111c 

1mra l'Ualquirr yEA :-.i ru \;;h entu11C"es yEb pero qm.• A~b. Fijémonos en el cohjunto 

A\b ("I rnal es Oistiuto del \"aci'o r l'stá co11l<'11ido en A. Como R bien-funda a.\ 

<'ntonces existt" un conjunto x"' tal qm• x"'EA \by no existe zeA \b tal que zRx· lo 

cual es equh·alf'ntc a qur para toda z. si zRx* rntoncrs zeb, es decir. x·n ~h. A!if 

x·eb Jo cual contradice el hecho dr que x"EA\b.a 

ESQUEMA GENERAL DE RECURSIÓN PARA RELACIONALES BIEN 

FUNDADAS.- Sran R uua relacio11al birn-fundada. A=carup(H) y x 1111 co11ju11to. 

Si H ~ una funcional 

JI: V-. V 

(dondr \'es cl uni\'l•rso dr co11j11t1tos) t•ntonres se pm•de fll'flnir en forma únic'tt una 

funrional 

F: .\-+ \' 

tal <Jtll• ¡rara tod• xEA- F(x)=H(F/xn). 

TEOREMA DE SHEPHERDSON-MOSTOWSKI.- Sea ll 111111 u•laciu1111l 

t•X:lt•n .. ioual y liicn·fuuclrula ~ohrt• la cln!Ot• J\. Entunrrs PXistl' una 1i11i<;"a da~~ transiti~·~-
1
.i 

~I tal qm· (1\.1!) ;;; (~l.¿/~I). ;\.J,•nuis rl isomorfismo es 1i11ico y satisface Ja rcuaci<;ro , 



F(x) = \F(ul 1 uRx} para x E K 

Demostración.- Apliquemos el Esquema General de Recursión para Rdacionalrs 

Dit•n·Fundadas con 11 = idv: V--+V el ma11eo itlrntidatl univer~a.I. para ohtrnl•r una 

funrión F : K-+ V tal que 

F(x) = F 1{uEK1 uRx) = {F(u) 1 uRx) para x E K 

Sea M=Rang(F). Ya que 

(*) .'·Rx # F(y) E F(x) para y.x E K 

entonces 

(K,R) ~F (.M, El M). 

Yo que cualquier otro isomorfismo t•ntre (K.ll) y (M.EIM) necesariamente satisfan· 

(* ), F está únicamente determinada. 

NotC"mos que M t•s transitivo: J>tll'S si yEx y xEM enfonn•s x=F(t),para alguna tEI\. 

x = F{t) = {F(u) 1 uRt) 
' ' ; 

así y=F(u) paraalguna u tal que uR; y, "".c?11sec~en~ia yeM. 

finalmentt' proha~l·mo~ la uni<'.i~ad· 1ic. :\1, l'S dt-~ir. si X·c•s una dasr transitiva 

y (!·»R) ~ (X.EIX) entonm X=~I. Séa .C: un i•inn~rfi,.no •ntie (K,IÍ) y (X.EIX); 



mostraremos utilizando inducción sobre R' que F(x)=G(x) para xEK. Si x es R

minimal, entonces F(x)= 0: si G(x);o! 0 entonces"ª yeG(x). ya que X es transitivo. 

yEX y y=G(u) para alg1111a uel\: ya qui• G es 1111 isomorfismo. uRx. rontradicit>ndo 

qtw x es R-minimal. Ahora a•umamos que {u E K l uRx}? 0 y qur F(u)=G(u) para 

toda ueh: t·on uRx. entuun•s yEF(xl si y sólo si y=F(u) para alguna u tal que uRx 

(ddlnkión <lt> f) si y sólo~¡ y=G(u) para algu1rn u tal c¡ue uRx (por l'I Principio 

de indurción) si y sólo si y=G(u) para alguna u tal que G(u)EG(xl (porcpw G c·s 

isomorfismo) si y sólo si yEG(xl (por drfiniciú11 dr 0). 

En particular tenemos X=Ha11g(G¡=Ra11g(F)=~l.o 

EJEMPLO 2.- Si h' <'S un t'ar<linal i11fitiito y x es 1111 (·onjuuto. X es ltucditn1'iumrnlc 

de cardi11nlidad t\ ,.¡ y sólo si lxl < t\ ,\' tmht y satisfaciendo. ( +) tienr f'ardinalirlad 

< R: 

(+) lla~· una u E""'',\' una cadl•11a su ..... sn-1 tnl que y Esu e ... es11 _ 1 Ex 

Sc•a A 1111 c:arrlinal inlinito > ... :. Si~\ uo rs rll~liil11ll'llll' ina.·resible. el co11jt1nlo JJt.\J 

de tmlos lo~ conjuntos hPrcditarinnwntt• rlr potcnciu < .\ purde ~er caracterizado ím•ra 

deo isomorfi~mos por el l'.'llUnciado O'.\ de l...\\(E) donde E es un sÍmholo de relacicin 

binaria. Para ..\ = ,..+ tal em111cindo <"S 

!li' 



Si.\ f'S u1a cardinal singular. sea (.\ni 1 o <cf(.\)) una sucesión 1•strictamentecrccit·11lt' 

df' rardinales com•ergicndo a .\. Entoncrs 11(.\) í's cararterizado fuera de isomorfismo 

por la c:onjunción ª>. de los <'nundaclos 01 • 02 y 

( 1 ) 3x\ly ~(yEx) 

Claramente este cnunciaclo eslfí <"11 L,\.\ . ..\dl·má~ 11(.\)EMod(u.d. ConversamC'111l'. 

si (A,E) E ll.lod(u,) <•ntonces por O,. O, y t•I Trorema Shephcrdson-~lostowski. l1ay 

un conjn11to transili\'o M tal que (A.E; :.t ( M.EIM). El ••nunciado (3) prucha cpt<' 

todo xEM ticnl' cardinalidad<.\, ya qu<' Mes transiti\'o se sigue r¡uc M~ll(.\J. :'\olr 

q11<' ( 1) implira r¡nr '1 EM. Finíllmrntr una simplC' in1lurdón snhrc 1•1 rangn df• los 

mi<•mbros dt• 11(.\), usando <tlll' (2) surt•dl' <'U (~1.El~I) muestra <¡uc 11(.\)~~I. :\sÍ 

11(.\) = M y (:\,E) es isomorfo a (11(.IJ.EIH(.\)). 

Si .\es dPbiln1l~n1c• inacct>sihle > "*" t•ntunc<'s hay uu euundadu O'.\ d<" l.v ,(E1 1•1 

rual r;irat·tt•riza H(..\) f1lt'ra d1• Ífümorfis1110. Eslt• es la t·onjuución dt- 01• OJ. ( 1 l ~· 



Xote que ,\<·1 :::; JH(.\)J. En efecto. es fácilmenfl• \'(•rifica<lo r¡ur si"<,\ entonres 

algún mapeo f: < - ,\es 1111 miembro ele lf(A ): así Uo<.I Á" ~ 11( A)~·. en consecuencia. 

A<'::; ilf(All. 

J)4•spués lrnr<'mos r = Sbf(y). Asf si.\=,...+ t>ntonces µ = "r si..\ es un cardinal 

límite entonces ¡1 =.\y J\'L(,;)J < ¡1 para toda,; E r. 

Ahora S<"a .\ un cardinal beth. lfmite. singular. es decir Á =:10 dond<' o es un 

ordinal IÍmite y cf(u) < n. Asf ,\<-1 =:Jn+1= 2-'. AsÍ Jll(A)J ;::: 21 y el Teorema caso 

(11) (para 11 = 2. r = ,\+).muestra c¡ue <T.\ ti~1w un modelo de cardinalidad 2·'. C'omo 

antes esto implica qut• llf(.\)I = 2·1 y muestra que el resultado del Teorema. caso (11) 

es el mejor posible también ruando,\ es singular. 

Finalmcnlf" cuando ..\ e& d(~bilmrnte inacn•sible 1111 argumento similar al anterior 

m1wstra que el único modelo de u.1. ll(A). es de cardinalidad 2\ ~· que elresultndo 

del Tl"Orema caso (11) es l"I mt.•jor posible> tamhirn cuando ..\ es un cardinal regular 

.Jfmill>. 

3.3.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI PARA LENGUAJES L. 

D<'hido a fjllr ('I Tt-ort•ma dr C'ompaddad no es \0 álido para lf'11gu,1jt•s infinitario!" y a 

11ut• la dl111tostradón <ll'I Trort•IJUl ti<' l.O\\'enheim~Skoll'm-Tan;ki <'n t•I ca!"o dr lt>ugunjt·~ 

con t•xprrsio111's finitas hasa su dC'mostrttdó11 en dicho Toon•ma. la ~rm•ralizaddn dl'I 



Teorema de LOwenheim·Skolem-Tarski a lenguajes infinitarios no resulta trivial y se 

obtiene al ra.kular el mímcro de Hauf para cada coujunto espcrffiro de C'ntmciados. 

Esto último se encuentra fue~a de los alcances de esta tesis y nos limitaremos a dar 

condiciones muy generales para la exi~tencia de riichos números. 

DEFINICIÓN.· Para r.ada conjunto X de enunciados t'll u11 IC'nguajc arbi1r;1riu 

L, el Número de Han/ de X, en símbolos h(X). es el mÍ11ir110 cardi11al A tal que ¡Jiu• 

cualquier enunciado (1 de X ocurre lo siguiente': 

Si u tiene un modelo de potencia ~ A, entonces a tiene modelos de cardinalidadl's 

arbitrariamente grandes. Siempre que esté definido b(L:(L)) será denotado por h(L). 

LEMA. {Hanf).- Para cualquier nmjunt.o X dr cmrndados en un h•nguaje arhi

trario L, h(X) existe. En particular h(L) rxistc para cualquier lenguaje Len el cual 

L~(L) ·lu dase de todos los enunciados de L- es un ronjunto. 

Demostración.- Para cada euunriado u de X no tP11iendo modelos Je• polC'ncias 

arbitrariamente grandes. nosotros asociamos 1111 cardi11nl. "" cumo sigu1..•: "'." es 1•) 

mismo .\ tal c¡ue u no tiene morf Plos de potrncia ~ .\. La mfnima rota supPrior µ dr 

tocias las N.(I 's <.'Xistc porque X es tlll conjuulo. r ob\'i&Jlll'llh' µ ~ h(X).o 
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