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INTRODUCCION.

El conjun(o de teoremas que cs llamado generalmente T'corema de Léwenheim —
Skolen es un grupo de resultados que conciernen al tamaiio {en el sentido de car-
dinalidad) de dominios de interpretaciones que satisfacen conjuntos de férmulas (o
de enunciados) y los cuales tienen esquematicamente la forma: Si existe una inter-
pretacion con la propiedad (semantica) *, entonces hay una interpretacién con la

propiedad (semantica) ** cuyo dominio tiene cierta cardinalidad.

Este tipo de teorema aparece por primera vez en 1915 publicado por Leopold
Léwenheim en la siguienteforma: Si existe una interpretacion en la cual un enunciado
o es verdadero, enlonees existe una interpretacion en la cual o es verdadero, cuyo
dominio e3 contable. La aparicidn de este resultado marcé el principio de una nueva
fase en cl desarrollo de Ja Logica Matemdtica al no sélo llevar a cabo los trabajos
de "formalizacidn” de la Matematica utilizando Sistemas Formales sino ademds el
poder demostrar resultados acerca de estos ltimos (Recordemos que los "Principia

Mathematica™ de Whitehead y Russell aparecieron en 1913).

En 1919 Thoralfl Skolem extendié el resultado de Lowenheim a un conjunto I’ de
enunciados posiblemente infinito (en un lenguaje contable). Con esto, Skolem in-
tentaba demostrar la inutilidad de estructuras con dominios incontables; asi que,
realmente, Skolem jamds creyd en la parte ascendente del Teorema de Léwenheim-
Skolem debida a Tarski y la cual recibe este nombre precisamente porque el esquema

s . £ .
de la afirmacidn es tipico de esta clase de teoremas,

En la actualidad el Teorema de Léwenheim-Skolem estd enunciado de tantas formas



diferentes en los diversos textos que uno de los principales propdsitos de esta tesis
es revisar las diferencias e implicaciones entre las distintas formas en que aparece
enunciado dicho teorema para la Légica de Primer Orden, lo cual serd tratado en el

Capftulo Dos.

En el Capitulo Tres revisaremos dentro de los lenguajes infinitarios (lenguajes en los
cuales se admiten expresiones de longitud infinita y las cuales ticnen un impresionante
poder de expresion) algunas generalizaciones del Teoreina de Léwenheim-Skolem las

cuales necesitan una gran cantidad de hipdtesis para poder cumplirse.



CAPITULO 1.- PRELIMINARES. 3

-

in este Capitulo desarrollaremos las definiciones bisicas de Teoria de Conjuntos
y Ldgica necesarias para poder trabajar coun el Teorema de Léwenheim-Skolem en
lenguajes infinitarios y ademds revisaremos algunos teoremas de la Légica de Primer
Orden que se utilizan para la demostracion de dicho teorema en ésta Légica, La -
mayor parte de las demostraciones no se daran aqui pero pueden ser encontradas en

textos de introduccién a la Légica Matemitica y de Teorfa de Conjuntos.

DEFINICION.- a es un (mimero) ordinal si y sélo si
i) o es transitivo.
i) {a, €} es un conjunto bien ordenado.
Denotaremos como OR a la clase de todos los ordinales. OR cs una clase p.ropin

bien ordenada por la relacién € .
DEFINICION. a €OR s un ardinal sucesor si y sélo si existe 4 €OR tal que
a=gu{B}=4+1

3



DEFINICION .- a €OR es un ordinal limite {en simbolos lim{a)) si y sdlo si
.a#0y paratodo 3 €ORa # 3+ 1. '

DEFINICION.- a €OR es un ordinal inicial si y sélo si a no puede ser puesto
en correspondencia biunivoca con un ordinal 3 tal que g < a.

Nosotros identificaremos cardinales con ordinales iniciales. Utilizando ¢l Axioma de
Eleccion se puede probar que para cualquier conjunto x existe un ordinal inicial 1inico
que pucde ser puesto en correspondencia biunivoca con x. A éste lo denotaremos con

|x| ¥ lo Namaremeos el niimero cardinal de x.

Denotaremos como CAR a la clase de todos los cardinales infinitos y como CAR’

a la de todos los cardinales.
DEFINICION.- Si « €CAR’ , «* denotard ¢l minimo cardinal mayor que x.
DEFINICION.- w, cs definido por recursién transfinita sobre o € OR como:
i) wo = w.
it} wayr = (wo)*.
i) wy = sup{wa | @ < 4} st lim{y).

Donde u € OR es el conjunto de niimeros naturales definido a la Von Neumann.

A W, lo denotaremos tambicén como R,.



DEFINICION.- x €CAR es un cardinal sucesor si y sélo si es de la forma wp4y ;

en otro caso es un cardinal limite.

DEFINICION .- Scan o, 3eORy f:a— 3, f mapca a cafmalmcntc siy

solo si ran(f) no estd acotado en g.

DEFINICION.- Dado 8 € OR la cofinalidad de 3 (en simbolos cf(3)) es el

minimo a tal que existe un mapeo desde a cofinalmente en 3,

DEFINICION.. x €CAR es singular si y sblo si cf(x) < k. Si cf(k) = &, x es

lamado regular. Sing y Reg denotardn las clases respectivamente.
DEFINICION .- Sea « € CAR. & es un cardinal inaccesible si y sélo si « €Regy

para todo A < & se tiene 2* < x. & es un cardinal débilmente inaccesible si y sélo

si & €Reg y & es un cardinal limite. In y Win denotarin las clases respectivamente.
Dados x, A €CAR, al cardinal

veCAR'
v <

lo denotaremos como x<*.



DEFINICION.- Un tipo de semejanza p es el conjunto de simholos:

= UPRVURFRUC

new* new*

y donde para cadan € w* =w \ {0}
i) Si x € Pa, x es un simbolo lamado letra predicativa de aridad n.
ii) Si x € F,, x es un simbolo lamado letra funcionel de aridad n.
iii) Si x € C, x es un simbolo llamado conslan;c individual.

DEFINICION.- Un lenguaje (formal Jc Primer Orden) de tipo p, es el siguiente

. z
conjunto de simbolos:

Ly=pU {va| new} U {=} U {~Vv} U {3} U {)()

Denotaremos como VAR al conjunto {v. | n € w} de todas las variables.
DEFINICION.. Una p-erpresion es una sucesién finita de simbolos de L,.
DEFINICION.- Al conjunto de p-expresiones lo denotaremos E,,.

DEFINICION.- TERM,, es el menor conjunto ACE, tal que



i} {va] new}UCCA.
ii)Sif€ Fuyn €Ew"y Tiys T € A, entonces f(rr. ..., 7)) € A
DEFINICION.- 7 cs un p-término si 'y sélo si + € TERM,

DEFINICION.- + € TERM, es cerrado si y solo si en T no aparecen variables;

en otro caso T es abicrto.

DEFINICION.- Si P € P, y 11,...,7» € TERM, entonces tanto (r, = ;) como

P(my,....Ts) son férmulas atomicas.

DEFINICION.- El conjunto de las férmulas (bien formadas) de lipo p, FORM,,

cs el menor conjunto ACE, tal que
i) {a | & es una férmula atémica}CA.
ii) Si o, 3 €A entonces (~a), (a V 3) €A.
i) Si a €A yvi €{ vi| n €w} entonces (3 via) €A.
Sea p un tipo de semejanza.

DEFINICION.- R s una interpretacion de L, o simplemente p-interpretacién si
¥ sélo si ® = (A,1) donde

i) A es un conjunto no vacio.

-1



i‘i) 1 es una funcién con dominio p y tal que:
‘ a) Si x € P, entonces I(x) C A",
b) Si x € F, entonces I(x) : A" — A.
¢) Si x € C entonces I(x) € A.
" Sea R = (A,]) una p-interpretacion, algunas notaciones que usaremos son:
i) x € p, x® = I(x).
ii) Si la imagen de I es finita, por ejemplo {x¥,...,x®} entonces
(A, xF, o x®) = (AD.

fi)“A={s]s:w— A}
V) Sis € “A,si = i) donde i € w. :

DEFINICION.- Si s € “A y a €A, 56 define la sucesion s(i/a) como

Ngren et e g




DEFINICION .- La interpretacién de un término 7 en una estructura ® bajo una

asignacion s denotada por r¥[s] se define recursivamente como:

‘ e re VARUC
i) Si 7 = v; €VAR. 7®[8] = v¥[s] = si.

i)Sir=ceC Cp s = c®[s) = c*.
o Sit=F(n....,7)donde n €w™, F € F, y n,..., 7n ETERM, entonces

™[] =F*(rls] .o 7l8] ).

DEFINICION.- Dados p un tipo de semejanza, R=(A,I) una p-interpretacion,
s € YAy a €EFORM,, definimos la relacién R satisface a la formula a con la

sucesion s, R |= afs], en forma recursiva como sigue:.

e Sean my.....7, €TERM,
) R = (n = n)fs] st y sdlo si if¥s] = 7} Ms). -
i) R = Py, r,.)[s] si y solo si (r¥(s),..73[s]) €PF. "

Sean .y € l‘OR\T
DR ()l snysolosﬂ?bé . ,
R = (o P2l sy flo Rk bl 6 R Gl

i) R 1= Brap)ls] 5 v s6lo s hay @ €A tal que R (= (G)(i/a))s




DEFINICION.- Sean a €FORM, v R una p-interpretacién
a es verdadera en R, en simbolos R |= a, si y sélo si cualquicra sea s € “A se tiene

R |= afs].
a ¢s falsa en R si y sélo si cualquiera sea s € “A se tiene R £ afs].
DEFINICION.- Sea a €FORM,
a es Universalmentc Verdadera, en simbolos = a, si y sdlo si cualquiera sea R

una p-interpretacion, a es verdadera en R,

a es Universalmente Falsa si y sélo si cualquiera sea ® una p-interpretacion, o es

falsa en R.

DEFINICION .- Sean o €FORM, ¢ i € w. En la férmula (3v;a) a la formula a le

llamarcmos el alcance del cuanti ficador Iv;,

DEFINICION.- Seaa €FORM,. Diremos que una ocurrencia de la variable v; en

o es acolada si y solo si tal ocurrencia
i) Es la variable de un cuantificador 36
it} Estd dentro del alcanee de un cuantificador Jv;.

en otro caso diremos que la ocurrencia es libre. VL{a) denotard el conjunto de

todas las variables libres en la férmula o




DEFINICION - Si >» €FORM, entonces (v1.....vn) denotara que VL(y) = {v1.....Va}.
DEFINICION .- Sea o €FORM,,a es un p-cnunciado si y sélo si a no tiene
ocurrencias libres de variables. Al conjunto de todos los p-enunciados lo denotaremos

por L.

PROPOSICION 1.1.- Sca r € TERM,. o € FORM,. R = (A.1) una p-interpretacién
ys. s €YA

i} Si s; = s;’ para toda i, tal que v, ocurrc en 7 entonces T®[s} = T®[s’].
i) Si 8; = s;" para toda i. tal que v; ocurre libre en o entonces

RE (a)s]siy sélovsi RE (a)fs).

COROLARIO. Sea o un p-enunciado y R una p-estructura, entonces
i) Para cualesquiera s, s' € YA, R |= (o)[s] si y s6lo si R = (0)[s"].

ii) R |= o si v solo si hay s € “A tal que R |= (o)[s].

iii)*l= 06*}: ("0).‘  \:: : B

DEFINICION.- Sean 7.7 € TE ; e\'AR La sustitucion de T en lugar de

cada venrrencia de la variable v e (70)? se define recursivamente como

o Siremvi (v ={



Sirp=c. {c)t=c

e Sita= F(r1,.n ) donde n 50.F € Fo ¥ 11,....7 €TERM, entonces

(Flrowem))s = F{m)7 v (7))
DEFINICION.- Sea 7 € TERM,, v €VAR y p € FORM,. La sustitucion
de 7 en lugar de cada ocurrencia libre de la variable v en ¢, en simbolos {p)t &

¢(v/7), se define recursivamente como

o Sean 7,...,1, ETERM,
i}y  (n=n)k= ((n)i=(m))

ii) (P(r1, ey T))2 = P({73)20enn(T0)2).

e Sean a,7 € FORM,
i) (-a)y = (~{(a)}).
i) (avB)y=((a)v(5))
(3wva) stz
iii) (Fvia)i = ¢ (vi({a)¥)  siv # v v v no ocurrcen v

(32({a)2)E) siv # v yviocurreen 7

donde en el iltimo caso = es una variable nueva que no ocurre en a nien 7y o3

distinta de v ¥ de v,.

TEOREMA DE SUSTITUCION.- Sean 70,7 € TERM,. a € FORM,. R una

p-estructura y s € “A entonces




i) 18s(i/7R{8])] = ((7o)¥)R[s).
i) R |= als(i/7®(s])] si y solo si R }= ((a)?)]s].

El Teorema de Sustitucién nos da la posibilidad de realizar sustituciones sintdcticas

siempre v cuando se realicen sustituciones semanticas y viceversa.

Como notaciones tendremos que 7{R) denotard ¢l tipo de semejanza de R; si X C
FORMp entonces 7(X) denotars el tipo de semejanza definido por todos los simbolos

de p que ocurren en férmulas de £. §i £ = {} escribiremos 7(¢) en lugar de r({}).

DEFINICION.- Scan R = (Al) y § = (B,J) dos p-estructuras, decimos que R

es una subestructura de 3, lo que denotaremos R € D si y sélo si
i)ACB.
ii) Si P € R, C p entonces P? = P¥ N An,
iii) Si F € Fy € p catonces F® = F? lam .
iv) Si ¢ € C C p entonces c‘f =% )
bEFINlCION.- Scan R = (A,l} una p-estructura y I = (B,J) una p™-estructura,

decimos que R cs el reducto de D a p o bien que Q es una expansion de Ra p’ siy

sélo si




iYpCp\.
i) A =B.
iYL= J),

DEFINICION.- Sean R = (A.l) y S = (B,J) dos p-estructuras, decimos que h es

un homomorfismo de R en S si y sélo si

i) hes una funcién de A en B;h: A-B.

ii) Paracada P € R, C py cada aj....,a; € A, (81,...,20) € P¥ 3 y. s6lo si
(h(ay),....h(an)) € P,

ili) Para cada Fe F,, .§_ py cada aj,...,an €A,

h(F¥(a11018m)) = FI(h(a ) hi(am)).
iv) Paracadac € C € p, h(c®)=c®.
DEFINICION.- Sea h un homomorfismo de R en . cnténccs

i} h es un monomorfismo si y sélo si h es inyectiva,

ii) h es un epimorfisnmo si y sélo si h es sobre.




iii) h es un isomorfismo si y sélo si h es biyectiva.

TEOREMA DEL HOMOMORFISMO.- Sea h un homomorfismode R = (A,l)
en § = (B,J) ys € “A, hos € “B denota la composicién de funciones. Entonces para

todo término 7 y toda férmula a se tiene:
i) h(r®fs]) = r%hos].
ii) §i a no ticne cuantificadores ni simbolo % entonces

R |=als] si y s6losi I =alhos].

iti) St h es un monomorfismo y a no tiene cuantificadores, entonces

R |= afs] si ¥ s6losi Q =alhos].

iv) Si h es un epimorfismo y a no tiene simbolo = entonces

R |= afs] si y sélosi 3 = afho u].-

v) §i h es un isomorfismo entonces

R I=als]si y sélosi 3 = alhos).
Veamos la razén de las restricciones:

Sean ® = (N,<,0) ¥ 8 = (Z,<,0). Es ficil checar que i : N—Z (la funcion
inclusion del conjunto de nimeros naturales N en el conjunto de niimeros enteros Z)

es un monomorfismo. Tomando o = Jv(r < 0) tenemos que R ¢ a pero S = a.

15



Sean R = (Z,<.0) y § = (N,
que h es un epimorfismo y ade
=(vi = vj) [hos(i/5.5/ = 5)].

DEFINICION .- Si para cuf
9 k= o, decimos entonces que R
R=9.

DEFINICION.- Sea R = (/

Th(R) = {

DEFINICION.. Sea £ € L
siparatodac €, Rl=oylo

DEFINICION.- a) Sea &
estructura tal que R = 2.

b) £ es finitamente sali

tiene que T es satisfacible,

DEFINICION.- Sean £ C |
a) o es consecuencia (log

p-estructura R tal que R = L. s

1) o es consccuencia (14

hay ' C £ finito tal que T f=o.

¢ L

.0). Tomemos h : Z—N tal que h(z) = |z| tenemos
tmds que R | —(v; & v;)[s(i/5,j/ — 5)} pero I |~

aquier p-enunciado o sucede que R |= o si y sdlo si

y 9 son clementalmente equivalentes ¥ lo denotamos

J) una p-estructura. la teoria de R, es ¢l conjunto

| o es un p-enunciadoy R =o'},
¥ R una p-estructura. R es un modelo de £ si y sélo

denotaremos como R = £ 6 como R € Mod(E).

e T
(Al

es salisfacible si y sdlo si existe R una p-

s facible si y sélo st cualquicra sea I' € Y. T finito, se

L3 e

pyo L]

. ~ 's . - I’

ica) de ¥, en simbolos £ |= o, si y slo si para cada
r tiene R 0.

yica) finita de E. en simholos T 2y 0. si y sélo si




Observacion.- Se pueden dar definici Al a las anteriores que no sélo con-

{3

sideren conjuntos de enunciados sino inclusive conjuntos de férmulas.
D‘EFINICI(SN.- Sea L C L¢
SF={celil ZFEo)
Sk ={cel:| B0}
DEFINICION.- sea'f < L;‘
T es teoriasi y solosi T = TF.
T es f — teoria si y sélosi T = TF/,
DEFINICION.. Sea £ C L, £ teoria
T es completa si y sélosi paratoda 0 €L L =06 = (-0).

£ es f-completa si y sélo si paratodaoc € LS Ef=,06 E =y (o). v

1.3-SKQLEMIZACION,



DEFINICION - a) Sean ¢, ¥ € FORM,, u € VAR y { € Fupzy n+k € 1al

que f no ocurre en 1. La formula

YV VRV 1 e Vi W Wi ) VL Vi W e W)

es un paso de Skolemizacion de v si ¢ es una férmula de la forma

V1.0 Vv (U, Ve Vi s Wi s Wee )

¥ WipeoWi € VL(3), con & 20, n 20 pero n + k #£0.

b) Si ¢ tiene la forma 3up(u) y ¢ € C tal que ¢ no ocurre en ¢ entonces (p)} es

un paso de skolemizacidn de 1.

DEFINICION.- Sean ¢ € FORM, y y una férmula en forma normal prenex tal
que §» = ¢ es decir FNP() = i dada o1, ..., una sucesién de férmulas tal que
P1 = ¢ o s una férmula universal pura ¥ 41 es un paso de skolemizacién de
i para i = 1,..., n-1, entonces decimos que i, es una férmula en forma normal de

Skolem para satisfaccidn de ¢, en simbolos, FNSS(v).
LEMA DE EXPANSION.- Sea > € FORM, entonces

a) Para toda R = (A.]) existe una expansion 3 = (A, J) tal que para cualquier

s EYA

R |= p[s] si y s6lo si 3 = FNSS(p)[s).

b) Para toda R del tipo de FNSS5(y2) v toda s € “A si R |= FNSS(+)[s] entonces




R k= pls).
Demostracién.— Sean 1, ..o tal que pm = FNSS(¢) con ¢ = i, en forma

prenex. Dada y; con i = {1,...m-1} tenemos los siguientes casos posibles:

1) Si i = Vv Vv, 308 con 3 € FORM,, wy,..,wi, € VL{pi) y nitki >0,

entonces

Pist = Y.y, (ﬁ-)j. (40 vosestin, 03 oot }

s . 0 -
donde f; es un simbolo funcional de aridad n;+k; que no ocurre no sélo en ; como

Is PR v .. o
lo habiamos tomado para la definicion de "paso de Skolemizacion”, sino que f; no
pertenece tampoco a 7(R;) ya que nosotres deseamos darle una interpretacién nueva

(R1 = Ry Ry la definiremos a partir de R; como en la demostracién de a) abajo).
i1) Si pi = Jv3; y VL(yi) = @ entonces
wiv1 = (B )‘c},
nuevamente, a ¢; le queremos dar una interpretacion nueva de donde ¢; serd un

!
simbolo de constante que no pertenczca a 7 (R)).

a) Por lo dicho anteriormente podemos suponer R; del tipo 7(p;). Para cada

i €A™tk definimos
Na = {deA| R; = 4fdd]} € A,

Xo = {deA| R, |= 8,[d]} € A. (Para cl caso ni+k,=0)

w19




Si n+ki >0 definimos (AE) SE s Antb A al que

f,_“(‘_’) _ { un clemento de Xy si Xz #0

un clemento de A si Xy =0

Si n;+k; =0 definimos (AE)

Rors un elemento de Xg si Xo # 0 (AE)
¢ =
un elementode A st Xo=0

Sea Rivy = (Ri SR1) si nith S0y r(Riga) = r(R)U{Si)} 6
Ripr = (Ric®*) si nitki=0 y r(Rig) = (R U {c)-

Dada s € YA cntonces para ambos casos tenemos

R = pils] si ¥ sélo si Rigy = @igals).

de donde, por la transitividad del "si y sélo si” tencmos

Ry |= 24(s] si v sdlo si R = y2unls).

Como R, = R tomando S como R, obtenemos

R = pls] si v sdlosi 3 b= FNSS{w)fs}.

b) Sea R del tipo FNSS(y2) v s € AL Si n; 4+ ki > 0 suponemos que R |= pisfs].

de donde para cualesquiera ag....ay, €A




Si y sélo si (por el Teorema de Sustitucion)

R k= (8)s(ve/an,ws/5(w;), v/ (@,s(w;)))]

es decir, para cualesquiera aj,...,an €A, existe d€A tal que

R |= (3i)s(ve/oe,w;/s(w;), 0/d))

por lo tanto

R Yvi. Vv Juhils)

s decir

R = oils].
Sin; + ki = 0 suponemos R |= p;41[s]. Entonces R |= (3:),[s] y por el Teorema de
Sustitucién R = fi[s(v/c®)), es decir existe d€A tal que R |= Gi[s{v/d)] por lo tanto
R |= Jufis] de donde tencmos R = ois).o

Para la demostracion del Teorema de Completud utilizaremos el Sistema Forma!
para la Ldgica de Primer Orden desarrollado en Mendelson, Bridge 6 Rojas y Amor

cuyos axiomas son:



Az, = {{a— (A= a)|a,8 € FORM,}

Ay = {({a = (1)) = ((a = 3) = (@~ 7)) | 0.8,y € FORM,}
Asy = {({(ma) = (=8)) = {((-a) = B) —~ a)} | a. B € FORM.}

Az = {Vva(v) = (a)! |0 € FORM,. v € VAR}

Ar = {¥v(a = 8) > (a = W3} | n.3 € FORM,. v € VAR\VL{a)}
A;, = (Vv = v}|veE VAR)

Ar = {Yu¥v(u = v o (a(u) > a(v)))|a € FORM,,u, v € VAR}

donde o(v) denota la sustitucion de v por algunas ocurrencias de u en a{u).
Utilizando las reglas de inferencia MP y GEN:

mp; 2023
B
GEN: %

VYva

LEMA 1.1.- F (a — a)

(a— ((a~a) = a)) = (0 — (a - a)) = (a = a)) €A

1:

2: (o = ((a — a) > a)) €A,

3 ((a—(a—a))>(a—a) ‘ MP(1,2)
i: (a—(a—a)) : €A;,

5 {a - a) MP(3.4)

LEMA DE FINITUD.- Sean ' CFORM, y a €FORM,. T I a si y sélo si existe

un subconjunto finito A de I tal que A k- a.

Demostracidn.- =) Sea a;..... a,, una deduccidn de a a partir de I'. Tomemos al

conjunto



"A={aila;eT coni=1..,n}

obviamente a, ...,an €s una deduccién de o a partir de A y A es finito.
<) es trivial.g

TEOREMA DE LA DEDUCCION.- Sea I un conjunto de p-enunciades, a y

B p-enunciados y supongamos que I,a b 8 entonces T+ a — 8.

Demostracién.- Sea 3y,....8, una deduccidn de 3 a partir de TU{a} donde f, = .
Demostraremos utilizando induccién sobre i quu T'F a« — Bipara 1l € i < n.
Supongamos que I'+ a — J; para toda k < i, asi 3; es un axioma & 3 €' J; es
a 6 f; se abtuvo en virtud de MP a partir de g; y 8, para algunas 1 £ j, m <1
donde sin pérdida de generalidad 3, tienc la forma 8; — £ 6 B; se obtuvo en virtud

de GEN a partir de 3, para algunal € p <.

i) Si B; es un axioma é f, € T, se tiene que §; — (a - f;) s un axioma

del tipo Az, v usando MP tenemos I'F a — .

ii) Si 4; = a, utilizando ¢} Lcﬁm l.l‘oBte'lrxcm‘os ta —v Bi ¥, por lo tanto
Mt-a— 5. v ’ ' )

iii} Si J; se obtuvo en virtud de'MP, tetiemos por hipétesis de induccidn
quelta—giylFra— (Ij, - B.-‘). Pero por A, se tiene lo siguiente
F{a = (B; = B)) = ({0 = 3;) — (n'—vo 5)). Por tanto, oblenemos en
virtudde MP TF a — 4;. |



iv) Si B; se abtuvo en virtud de GEN a partir de 8, para alguna 1< p < 4,

entonces f; es de la forma Vv, y, por hipétesis de induccién tenemos

rl-n—~ﬂ,

Aplicando GEN tenemos

I+ V(o — 5,)

Y en virtud del axioma A,,:

F Vv(a — ) = (a — YvE,)

(v no ocurre libre en o pues a es un enunciado). Aplicando MP:

Tk(a—8)

Asi, tencmos queparatodai, 1€i<n,T'Fa— §iporlotanto T+ a — fun

LEMA 1.2.- Si TF y y ¢ es un simbolo de constante que no ocurre en T, entouces

existe una variable y que no ocurre en ¢ tal que I' F Vy(p)5.

Demostracién.- Sea ay,...,a, una deduccion de  a partir de I'. Sea y la primer
variable (segin la enumeracion vg,....vn....) tal que tio ocurre en las férmulas ay.

Entonces

(1) B G2 ) Ve (29 4
es una deduccidn de ()5 a partir de T puesto que

i} 5i a, € I' entonces ¢ no ocurre en a; pues ¢ no ocurre en I'; por lo tanto

(i) =a; €.



ii) Si a; s axioma entonces (a;) es también un axioma ya que la variable "y" no
ocurre en a;. e introducir una nueva variable transforma un axioma en otro ya que

los axiomas son esquetnas.

iii) i a; se obtiene en virtud de MP a partir de a; y ag = (a; — a,) con j bk < i
entonces (ai); = ((a;); — (@)) ¥ por lo tanto (;); se ubtiene en virtud de MP a

partir de (a;); v (o)

iv) Si a, se obtiene en virtud de la regla de inferencia GEN a partir de o, con j < i
entonces a; es de la forma Vva;. Ast {0}y = (Yvay); = Yv(a;); se obtienc en virtud
de la regla GEN a partir de (0;); con la variable v la cual cs distinta de y pues y no

ocurre en a.
AsiTF () v. aplicando GEN tenemos que '+~ Vy(p)ia

DEFINICION.- « cs la potencia del tipo de semejanza p. denotada por el si

v sélo si x =max{{ p|, No}.

PROPOSICION 1.2.- La cardinalidad del conjunto de férmulas de tipu p es

precisamente || p || .
Demostracidn.- Sea & =[{ p || . Para cada n € w definimos

An = {0 € FORM, | o tiene longitud n}

Ya que hay menor o igual que & elecciones posibles para cada simbole, | A, | < ",

Asi
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| FORM, |=} J An IS | Anl=WRo-n=x.
n€w nEw

Que existen al menos « se sigue del hecho de que 6 hay « letras predicativas distintas

6 & términos distintos de tipo p.o

DEFINICION.- Sea £ C Le, £ es completo si v sélosi o € £ 6 —~o € ¥ para

toda o € LS.

DEFINICION.- Sea £ C L¢, U es cerrado bajo tesligos si y slo si para cada

4
enunciado (Jrip) € £ hay ¢ € C tal que (p) € .

Los siguientes lemas nos proporcionardn extensiones de un conjunto T de enus-
ciados consistente que, ademds de ser ellas misinas consistentes, son cerradas bajo
testigos (Lema 1.3) o completas (Lema 1.5). Utilizando esto. construiremos una ex-
tension de T que sea completa, consistente ¥ cerrada bajo testigos. dicha extension

tendrd un modelo ¢l cual serd usado para demostrar ¢l Trorema de Completud.

LEMA 1.3.- Sca ¥ un conjunto consistente de cnunciados de tipo p, entonces

existe un conjunto A de enunciados tal que
NECA, 7(S)Sr(A) y [ 7(Z) li=ll (A}
i1) A s cerrado bajo testigos,
iit) A es consistente,

‘s o s
Demostracidn.- Sea & = || #(E) ||, para cada I < &, sea c3 un simbolo de
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constante que no ocurre en 7(X) y tal que cg # ¢, 8i 3 <7 < &, Sea C = {cg | B < &}

y ¢ = 7(E)U C. Claramente || p'|| = . Tomemos

S1 = { € FORM, | VL{g) = {v,} ¥ .p(v.) € T}
y sea (p¢)e<n una sucesion de formulas de £, (AE). Es trivial que

A =YU{plce) |9 € Ta)

es una extension de £ cerrada bajo testigos.

Afirmamos ademas que A es ¢ e. Lad tracion la haremos por con-
tradiccién: Supongamos que A es inconsistente, entonces para alguna » € FORM .y
ocurre que A F ¢ y A + —p; como. las deducciones de ¥ y -th desde A son
de longitud finita, existe entonces un subconjunto finito {yg, (c¢, )v e (ce)} de

{welce) | pe € 1} tal que

U {pelce)liny F O ¥ BU {pg (e}, b e

De donde tenemos que el conjunte

BU e (ca) A Apg,(cen)}

s inconsistente y, denotando wg, (cg, ) A ... Ag,(ce, ) como @, tenemos U {¢} - -,
Utilizando el Teorema de la Deduccién obtenemos que E+ ¢ — ¢ y de la tautologia
(¢ — —~¢) — ~¢ podemos deducir ¢ desde . Las constantes cg, ,....C¢, N0 ocurren en
¥ yaque por construccidn no estan en (). Asi, en 1a deduccion de =6 desde I, cada
ocurrencia de cg, puede ser reemplazada por una variable y; distinta no ocurriendo en ‘

la deduccion por el Lema 1.2. de aqui que

13
-1



S (e, (1) A A g (yn))

y mediante la regla de inferencia GEN obtenemos

L b Yy Yy =leg (y) A - Apea(ya))

" por lo que

L+ =3y 3ynleg () A oo Apea (Un))

ya que y; no ocurre en ¢, (y;) si { 7 j pues y; # y; si i # j se tienc

Bt =(3yi(pe, (1) A o A Synpga (n)))

pero puesto que

F Jyi(ee(v:))

para i = 1,..,n pues ¢, € ¥ obtenemos una contradiccidn con la consistencia de

£. Asf A resulta consistente.n

LEMA 1.4.- Supongamos que XU {¢} CLS y que no es ¢} caso de que ¥ F -p.

Entonces U {¢} es consistente.

Demostracidn.- Ya que - no es deducible desde £, entonces £ es consistente.
Supongamos que LU {7} es inconsistente, entonces ZU {2} + =, Usando el Teorema
de la Deduccion S+ ¢ — - y por la tautologi'a (v = ;-gp) — =~ obtenemos ¥k =

lo cual contradice la hipétesis del Lema, Asn’S U {y} es consistente.q

a8



. LEMA 1.5.- Sea ¥ un conjunto consistente de enunciados entonces cxiste A tal
que:

i) TZA (E=rd)
ii) A es completo,
iii} A es consistente.

Demostracién.- Utilizando AE tenemos que el conjunto de enunciados L? puede
ser bien ordenado: {y, | e < 8} donde 4 es un ordina! de la misma cardinalidad que
|l £ ||. Definimos la siguiente sucesién de subconjuntos de L: ’

D=
TaU{pa} sino ocurre que E, + -,
Ta41 = {

p N en otro caso
Si lim(7), entonces

=%
a<y

se sigue del Lema 1.4 que si £, es consistente entonces £,4, también lo es. Para
lin(4), si T, es inconsistente y suponemos que £, ¢s consistente para toda a < v,
tenemos que hay ¢ €FORM, tal que

Ty Sik-p

Por ¢l Lema de Finitud existen Ay € £, y .\ € £, finitos tales que

Aok ypy Ak -p

Asi AgU A, es finito por lo que existe a’< 4 tal que

AU A € Ep

Por lo tanto
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Tarb @y Sak

de donde £, es inconsistente lo cnal contradice nuestra suposicién de que £, era
consistente para todo a < v, por lo tanto £, es consistente.
Tomando A = Jocs ¥a tenemos que A es consistente por una demostracion com-

" pletamente andloga a la anterior en el caso lim(7).

A es completo pues para cada o €L existen a, a'< flalesque g = p, y ~0 = par;
asisi T, —~pa entonces Loy = BaU{=2a} ya que no es el caso de que Sy F ~(~i0,)
pues entonces A F —(—pa) ¥ A F -, 1o cual es una contradiccidn; y si no ocurre

que X, F —p, entonces p, € 41 € Ao

TEOREMA 1.1.- Supongamos que £ CLf, £ es consistente y || p }|= « entonces

¥ tiene un modelo de cardinalidad < &.

Demostracién.- Sean py = p, £y = £ = [g. Una vez definidos p,,, I, v &,
definimos 'nyy como la extensién cerrada bajo testigos dada por el Lema 1.3 de T,,,

Pt = T(Cuy1) ¥ Losr como la extension de Ty completa dada por el Lema 1.5.

Sea ahora p*= UpneuPn ¥ Z*= Unew Ln- L* es claramente una extension de T y

p S p, por construccion cada £, es consistente y, por lo tanto, X* es consistente.

Si ¢ € LZ. entonces para alguna n € »*. 0 €LY, yasi6 0 € 8,6 0 € Ky Asi ®

es completo. Para mostrar que L= es cerrado bajo testigos suponemnos que 3vg(v)
€ £ donde ¢ EFORM,+ y VL(y) = {v} entonces para alguna m Ivp(v) € L., y asi

existe una constante ¢ € pmyg tal que p(c) € Ny €7
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Los conjuntos E,, I', para n € w tienen cardinalidad < x y asi o puede ser

construido en un lenguaje de tipo p* tal que || p*[|< x - Vo = &,
En lo que siguc obtendremos la estructura ® construyendo su dominio de inter-
pretacidn ¥ dando las relaciones, constantes ¥ funciones en R de tal manera que esta

!’ .
estructura asi definida cumpla lo deseado.

Sea (' el conjunto de siinbolos de constante de p”. Para cualesquicra dos constantes

¢, d € C*, definimos la relacién ~ de tal manera que ¢ ~ d si y sélo si (c = d) € E”.
Ya que £* es completo y consistente. tenemnos que parac,d € C*
iJe~e
ii) Si ¢ ~ d entonces d ~ c.
jiii) Sic~dyd~ eentoncesc ~ e.
Asf ~ es una relacién de equivalencia sobre C*. Para ;E‘;\u‘i‘ja‘c‘e C*sea

d={deC*|d~¢e). "

Ia clase de equivalencia de c.

o

Definimos

Asfejreci}
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Alora definimos las relaciones, constantes y funciones de R :

i) Para cada letra predicn.tiva de aridad n, P en p*, definimos la relacidn n-aria

R sobre el conjunto A de tal manera que para todo &,...,.64 € A

{€1,1En} € R i y sblo si P(cy,....c0) € B*.

ii) Considercinos un simbolo de constante individual d € p*. Ya que £* es

completo y istente ¢ que (Ivo)(d = vp) € X* y ya que T es cerrado bajo
testigos, hay una constante ¢ € C* que cumple (d & c) € £*. Asi la constante d es
interpretada en ¢l maodclo R por el clemento & de A.
o
iii) Sea F una letra funcional de aridad m y sean c,....,c,, € C*; de donde se¢
tiene que (3vo}(F(cy,...0m) & vo) € E* y ya que S* es cerrado bajo testigos, hay ¢ €

C* tal que (F(c1,...€n) ® €) € B*. As, definimos la funcién F® como

F*(&,0fm) = € 81 v s6lo si (F(cjoom) > €) € T
Con lo cual la definicién del modelo R queda completada.
Probaremos ahora que R s un medelo de =, Utilizando induccion se demuestra
facilmente que
(1)eveeeeens Para todo 1 € TERM, sin variables y toda constante ¢ € C*

F=c¥siysdlosi (m= c)elm

Usando el hiecho de que C* es un conjunto de testigos para £* obtenemos

(2)..cser....Para cualesquiera dos térinos cerrados 7y, 73 de p.



¥ = 1 siysolosi (nxm) € X",

(3)...

una letra predicativa de aridad n y 7,...,7, € TERM,

..Para toda férmula de la forma P(ry,...,7,,) sin variables con P

R = P(ni....,7) 8i y sélo si P(ry,....7,) € B*.

Utilizando (2) y (3) se prueba usando induccién sobre la longitud del enunciado

# que

R = psiysdlosipe Ex.
de la siguiente manera
i) R = ~p si'y sdlo si v s falsa en R si y sélo si p ¢ £* si v solo si (~y) €

X* pues £” es completo y consistente.

W RE(pVy)siysélosiRiE= ()6 RE(v)siysilosipe S*6ype T

si y s6lo si (S* es completo y consistente) (p V /) € %,

iii) Supongamos que p = Juih. Si R = p, entonces para alguna & €A, R |=
#[s(if&)) si y sélo si R b= (¥)2. Asf (¥)2 € Ty ya que

F ()2 — vy

tencmos que ¢ € E*. Por otra parte, si ¢ € Y7, entonces ya que £ es cerrado bajo
testigos, hay una constante ¢ € C* tal que ($) € *. Asi R = ($)% lo cual implica
RIEO[s(if)) y asi R |= . ' '

Por lo tanto R ¢s modelo de £*.g




TEOREMA DE COMPLETUD.- Sea £ un conjunto de p- iados. En-

tonces £ ¢s consistente si y sélo si £ tienc un modelo,

Demostracién.- La consistencia de ¥ si £ tiene modelo es directa. Supongamos

que £ es un conjunto consistente de fados. por los Lemas 1.3 y 1.5 (pdgs. 26
¥ 29), tenemos extensiones &' de £ y p’ de p (1} p'li=|| p I]) tal que £’ es completo,
consistente y cerrado bajo testigos en p’. Por el Teorema 1.1 (pig. 30) sea R un
modelo de £’. R es un modelo para el lenguaje expandido definido por el tipo de
semejanza p’, asi, sea S ¢l reducto de R a p. Ya que los enunciados de ¥ no involucran

a las constantes de p' que no se encuentran en p, vemos que S es un modelo de ¥.n

TEOREMA DE COMPACIDAD.- Sea E un conjunto de p iados I tiene

un modelo si y sélo si todo subeconjunto finito de £ tiene un modelo.
Demostracién.- =) Es trivial.
<=) Supongamos que todo subconjunto finito de T tiene un modelo. por el

Teorcma de Completud, todo subconjunto finito de £ es consistente, de aqui, por el

Lema de Finitud X es consistente y por el Teorema de Completud ¥ tiene un modelo.q
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CAPITULO 2.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM.

2.1.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM(}).

DEFINICION.- R = (A,l) es una subestructura elemental de 3 = (B.J) (6 3 es
una extension clemental de R), en simbolos ® < Q si y sélo si
i) R € 3 (R es subestructura elemental de §).
ii) Para todas € “A y toda p € FORM,,

(1),

R |= p[s] si y s6lo si S k= p[s).

El siguiente Teorema es un criterio bastante titil para saber cuando una subestruc-
tura es en realidad una subestructura clemental y, ya que muchas de las versiones
del Teorema de Lowenheim-Skolem proporcionan una subestructura elemental, sera

utilizado con bastante frecuencia.

TEOREMA 2.1.- Criterio de Tarski- Vaught para subestructuras el

tales.

Sean R = (AI) ¥ 3 = (B,J) dos p-estructuras tales que R € 3. Entonces las
sigujventes afirmaciones son equivalentes:
HR=<S
ii) Para toda s € A y toda ;- € FORM,. tal que 9 |= v p[s] existea € A
para la cual Q |= 2[s(i/a)].



Demostracién.- =) Sean ; € “A 'y p €FORM, 1ales que 3 |= 3v;p[s] entonces
R = Ivipls] (pues R < ) si y sélo si existe acA tal que R = pfs(i/a)] si y sdlo si
existe a para la cual  |= p[s(i/a)).

<) [Induccion]

o Para ¢ f6rmula atdmica se cumple claramente que R = fs] si y sélosi S = ¢ls}
pucs ® C Q.

Supongainos que v satisface (1) y sca p = -, Entonces R |= ¢[s] si ¥ sdlo si
R |= ~pls] si y sélo si R p& ¢[s] si y solo si I ¥ ¢'[s) si y sélo si I = —~ifs] si v
s6lo si S |= ¢(s].

Supongamos que ¥ y ¥, satisfacen (1) ¥ o = (¥4 V). Entonces R |= 2[s] si v
solo si R = (11 V ¢a)]s] si y sélo si R k= yufs] 6 R |= s8] si y s6lo si S f=a4[s]
6 9 |= als] si y sélo si O |= (¥ V vn)fs] si y sdlosi 3 = pls).

Sr *? }= ,:[s] cntonccs para

Supongamos que ¢ satisface (‘H y.§
alguna a € A, R |= fs(i/a)): va que v s sfncc (l) se’ ncnc quo cuslo agd
tal que 3 f= wfs(i/a)l. Asi 3 |= ,:[s] S| 3 I= s}[s] (‘ulouces para alguna a€ N
Q |= v{s(i/a)] (por hlpotcsls). asi se tmnc quc v‘(ls(e a e A tal que éR }: L-[s(r/a))

y por o tanto R |= ,[s] o




TEOREMA 2.2.- Sean 9 = {B.J) una p-estructura ¥ X € B. Entonces las si-
guicntes aﬁrn;arinnes <on equivalentes:
i) X = A para alguna R = {A.l} que cumple R € 3.
i) Para toda ¢ € C C p, ¢ € X: y para toda n > 0. toda letra funcional de

atidad n, F € p y cualesquiera ay.....a, € X. F¥(ay,....as) € X.

Demostracién.- =) Supongamos i). entonces para toda constante ¢ € p. ¢@ =
% pues R es subestructura de 3, pero c® € A = X. de donde ¢® € X. De la misma
manera, si F es una letra funcional de aridad n en p y aj...an € X = A. se tiene

F3(aj..,as) = F®{ay....an) € A = X (pues R C Q).

<=) Supongamos ii), entonces podemos definir R = (A,I) haciendo A = X, c® =
c® (I(c) = c?) para toda ¢ constante en p, F¥ = F¥ |x« para cada letra funcional de

aridad n y R® = R? |xnpara cada letra predicativa de aridad n. Asi, 8 C 3.q
Dado 3 = (B,J} ¥ Y C B. podemos concluir del Teorema 2.2 que existe una tinica
subestructura minima R de 3 con R = (A.I) tal que Y € A. Nosotros llamaremos a

R la subestructura de S generada por Y. en simbolos (Y),.

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versién 1).- Sea 3 = (B.J) una

p-estructura ¥y XCB. Entonces hay una p-estructura ® = (A} 1al que XCA, R <3

v Al IXI+ el

Demostracién.- Sea < un buen ordenaimiento del conju '(AE). Para cada

formula v,y v cada s € B tal que 3|5 Iipls] tomemos o

(con respecto a <) tal que 3 = '.,:;[s',(i/l




Ahora definimos . .
i) Ao =X
i) Angr = AU {8lps) | s €~ An vy 9 = Bvigs]}

Ahora sea A = Unewdn.  Ademds tenemos que si ¢ € p entonces c® € A
pucsto que Q@ = Ivi(v; ® ¢). También. si goyittney € Ay F € F, C 7(9)
entonces F¥(ag,...,a,-1) € A puesto que si @; € A;, y m = max{j; | i < n}
entonces a;;,....a,.-. € Am, ya que Ay € A para toda k € | < w y ademas

I |= IV(F(VoeernVnor)32v)[s(i/a;)]. De donde

F?(ag. .-y @n-1) = E((F(Va. o0y ¥not) = v),5(/2;)) € Amgr € AL

Asi por ¢l Teorema 2.2 hay una subestructura ® C 3 con ® = (A,I). Claramente

X € A. Ademds para cadan € w

| Al < IXI+1pl1

De donde

|-§'l,,s |>«|+upn




Asi, el Teorema afirma que podemos obtener una subestructura elemental cuyo
dominio de interpretacion ticne Ja misma cardinalidad que X si |X| 2 || p ||, ¥ si
|X| < |t p |l 1a cardinalidad de! universo de interpretacidn est entre la cardinalidad

de X y la potencia de p.

TEOREMA 2.3.- Sea 3 = (B.J) nna p-estructura ¥ Y un conjunto de elementos

de B, si {Y)s = (A} entonees

FAl < 1Y [+lieil.

Demostracién.- Sea X = Ue.Ym donde Y, estd definido como sigue:
Yo=YU{c®jcre CCp})

Vis1=Ym U {F(@1,etin) | FEF Cpy aranty € Vi)

Ya que X satisface ii) del Teurema 2.2, entonces existe una tnica subestructura
minima R= {A,1) de 3 con Y € A = X. Para demostrar que es la minima, supongamos
que R es una subestructnra de I la cual contiene a Y, ' = (A".I'} entonces por
induceidn sobre m se demvuestra que toda ¥, € Ay ast A = X € A’ En consecuencia
R = (Y)a.

Para estimar la cardinalidad de A. Sea v = |Y| + || p ||. Claramente ! Yu.l < K.

Para cada n fijo,si Z C Bes (lq cardinalidad < & eritonces el conjunto : ; o E

['< ¥ entonies




I\’m-o-l'S K4+ K=~

y por lo tanto [X] € w - & = n; es decir JA] € x.0

DEFINICION.- Supongamos que T C L¢ esuna teoria. Entonces una skolemizacién
de.T es una teoria T' C Liicon T S Ty p C p tal que

i) Toda p-estructura que es un modelo de T tiene una expansién a un modelo

de T'.

ii) Para toda yp € FORM, con VL(p) =

T tal que T'l= Yo Vv, i (va(vivae o Wiami) = @(T V0 Vin=1}) ¥ VosesVaor Son las

' Ve Vo1 }. 1 >1 existe un término

variables que aparecen en .

DEFINICION.- T tiene funciones dc Skolem si y sélo si T es una skolemizacion

de él mismo.

Los signientes Teoremas nos proporcionan., dada una estructura S, una expansion
en la cual enalguier subestructura generada por algin subconjunto del dominio de
interpretacidn de S resulta ser una subestructura clemental de 3 (Teorema 2.7). El
‘Teorema 2.4 es una generalizacidn (a un conjunto L) del Lema de Expansion: en ol
Teorema 2.5 se demuestra que dicha expansion es un modelo de cierto conjunto de
eanciados tal que para cada [Srmula nos proporcionadestigos (funciones y constantes

de Skolemy, ¥ con el Teorema 2.6 se volverd a expandir dicha estructura de tal manera

que ¢f conjunto de enunciados sea una teoria de Skolem.

TEOREMA 2.4.- Sca R = (A.l} una p-estructura y sea

- 10




® = {¢ € FORM, | R |= y[s] para algunas € “A}

entonces hay una expansion R* de R tal que para toda - € £y toda s € “A

R = 2[s] si y sélosi R” = FNSS(¢)[s).

Demostracién.- Tomemos @g, 9y. ...fas .: con a < || p ||, un buen ordenamiento
de las férmulas de tipo p (AE) tales que ® |= [s] para alguna s € A, Sea Ro la
expansién de R tal que R |= (,20)[s0] si v sélo si Ra = (FNSS(v0))(s0)-

Supongamos definida R,,, entonces Ray1 es la expansion de R, tal que R, =

Pa+1180] i ¥ 8610 5i Ras1 = (FNSS(ras1))lse) para alguna s, € “A,
Supongamos lim(a) y supongamos que han sido definidas todas las Re = (A,l¢)
para § < a. entonces definimos R; = (AU, le). Sea ahora R, la expansion de R,

tal que R |= (Ya){sa] 8i ¥ sdlo si R, = (FNSS(,))[s.)

Todas las anteriores expansiones son definidas a travis del Lema de Expansién

dado en el Capitulo 1.

Sea R* la estructura definida por R* = (A.l) donde | = Ugpyls- Demostraremnos

por casos que para toda a < {| p || se tiene que

R [= als] si y sélosi R |= FNSS(wa)ls].

e o = 0) R |= y20fs] si ¥ sélo si Ro b= FNSS(¢0){s] (por el Lema de Expansion. ) si
y s6lo si R* |= FNSS(,2)[s] (pues R* es expansion de Ro).
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o R = varis] si ¥ s6lo si Ry b= papifs) sty s6lo si Rayr k= FNSS(pa+1)fs] (por
" el Lemna de Expansion.) si y s6lo si R* |= FNSS(a+1){s] (pues R* es expansion
de Ry 41)-

o R = pals]siy solosi R, |= w,ls] si v solosi Ry (= FNSS(pa)s] si v sélosi R* =
FNSS{a )8l

TEOREMA 2.5.- Para cada ¢ una formula de tipo p en forma normal prenex
tal que {vy,...vn.} = VL{p). se ticne que toda p-estructura R = (A.J} puede ser

expandida a un modclo (dado por el Teorema 2.4) de

T{p)={Vv;.. ¥\ (v — FNSS(p)} | ¢ € FORM,)}.

Demostracién.- Sea R° la cxpausion de R definida por el Teorema 2.4 de tal
manera que R = pfs} si y s6lo si R* = FNSS(p){s] para toda » € FORM, y todas €

“A con y en forima normal prenex y tal que {\*......v,.,} = VL(p).
Afirmacion.- ®* es un modelo de X(p).

Supongamos que no, es decir existe 0 = Yvy...¥v,, (> — FNSS()) € E(p) tal q;xe
R JE ols] para alguna s € YA si y sélo si R* B Vv Vv, (@ — FNSS{p))[s] si »

s6lo si no sucede que para cualesquiera aq,...dn, € A

R = (o — FNSS(o)lsti/a]
si ¥ s6lo si existen ay...an, € A tales que
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R £ (' — FNSS(p)){s(i/a;)]

si y sélo si existen ay,....uy, € A tales que

= lsli/ail] y R FNSS(@)[s(i/ai)] ol 1)

.o . . ‘ e '
Pero ya que R* es expansion de R y ¢ sélo contiene simbolos de p, entonces

R pfs(ifa,)] = R = ¢ls(i/a;)] si y s6lo si R* = FNSS(p)[s(i/a;)]...

Obteniéndose una rontradiccidn de (1) y de (2).
Por lo tanto R* es un modelo de S(p).0

TEOREMA 2.6.- Sea p un tipo de semejanza, entonces existen un tipo de seme-

janza p*, con p C p* y ¥ un conjunto de cnunciados de tipo p*, tal que
i} Toda p-estructura ® puede ser expandida a un modelo RE de X.
ii) £ es una teorfa de Skolem en el tipo de serejanza p*.

i) el =1leoll.

D tracién.- Defi las siguicntes cadenas de tipos de semejanza, teorias

A\ estructuras:



po=p =0 Q= (Ad}=%R
Prt1 = (pn)’ Ent1 = EaUZ(pn) D1 = {(Adnps) =,

Donde (p,)’ consiste de p,, junto con las letras funcionales y de constantes de Skolem

anadidos para las férmulas de tipo p,,

B(pn)={Vv1..¥v0,(p = FNS5(¢)) | ¢ € FORM,,, {v1,....vn,}=VL(p)}.

y 97, es la expansion de S, definida en el Teorema 2.4.

Finalmente definimos

2*= Unew fn: L = UnewZu. ¥ RE = (A,J) donde J = Upneudu-

Ya que se hicieron expansiones repetidas. tenemos que se cumple i). Para ii) sabe-
mos que toda fdrmula ¢ de tipo p™ con {v.,....\',,',} = VL{p) se encuentra en algiin
%, , asi Vv Wi, (0 —FNSS(p)} € £,41. Porlo tanto T es una teoria de Skolem en
el tipa p*.

iii) se cumple pues

Terll=lUmlls S llanll= X llell= R llpti=lpllo
nEw nEw ngw

TEOREMA 2.7.- Supongamos que T es una teoria de Skolem .(r_n L,yqueJ=

(BJJ) es una p-estructura con 9 |= T sea X €B de tal manera que (X)g es no vacio.

Entonces {X)y es una subestructura elemental de 9.




Demostracién.- Sean ® = (X)g, R = (AD} , ¢(v1y..svi,v) € FORM, tal que
cmnple Q |= vp[s(i/b;)], donde by,....bi €A, entonces existe un término 7 (por ser
teoria de Skolem) tal que S f= 2[s(i/bi.v/7(by. ... bi))). Perocl clemento r%(by. ... b) €
A ya que A es cerrado bajo las funciones para cada letra funcional en p. Por el criterio

de Tarski-Vaught se sigue que R ¢s una subestructura elemental de 3.0

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versidn 2).- Sea & = (B.J)
una p-estructura, XCB v A un cardinal tal que || p || + |X| £ A < |B|. Entonces hay

una subestructura clemental ® = (A1) de 3 de cardinalidad A con XCA.

Demostracién.- U'sando la notacién del Teorema 2.6 expandimos 3 a un modelo
3E de X de tipo p*. Sea Y un conjunto de A elementos de B, con XCY. Sca R' =
{Y)as y sea R e! p-reducto de R'. Por el Teorema 2.3

[AL S IVI+Hip =2+ Jlell=A=[Y]<]Al.

Ya que I es una teoria de Skolem, ®' < S por ¢l Teorema 2.7, de donde R < 3.0

Como se vera en el siguiente Teorena. la Version 2 del Teorema de Lowenheim-
Skolem se desprende facilmente de la Versidn 13 sin embargo. se intentd dar una

demostracion diferente la cual es muy parecida a la demostracion dada por Skolem.

TEOREMA 2.8.- La Version | del Teorema de Léwenheim-Skolem implica la
Version 2. R
Demostracién.- Sea 3 = (B.J) v A un cardinal tal que || o HY+FIX| <A< B)
donde XTB. Sea YCB tal que |Y] = A con XGY. Gtilizando I
tenemos que existe ® = (ALI) tal que YCA! 3!‘. ~<3 y

sion | del Teorema,

lo

AIS Y+ 11 Al Pero V)= .




Azlell.
Por lo tanto XCA y |A| = A

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versién 38).- Sean R = (Al)
¥y 3 = (B.J) dos p-estructuras, entonces para cada f : A—B cxisten ® = (U.K)
g: A=Uy h: U—B tales que f = hog y {U} < max{] A |.|| p]|} (donde h s un

monomorfismo).

Demostracion.- Sea 3* la expansion de I dada por el Teorema 2.6 y sca R*
el p-reducto de (ffA])a. (la minima subestructura de 9* que contiene a f[A]). Por
¢l Teorema 2.7 tenemos que {{[A])a. < I°. Asi R* < 3 puesto que si 3 |= v [s]
entonces Q* |= ()t donde c®* € B, asi {f[A]}as k= (@) v, por lo tanto, por el Teorema
de Sustitucién, (f[A])es = ¢ [s(i/c"")] donde €2 € U, de aqui que S [= ¢ [s(i/c"')]

{Aqui g = fy h =i la funcién inclusién).q

TEOREMA 2.9.- Las Versiones (1) y {3) del Teorema de Lowenheim-Skolem son

cquivalentes,

Demostracién.- {1)=(3): Sea [: A—B con ® = (Al}) y 3 = (B.J) dos p-
estructuras ¥ consideremos al conjunte {[A]. Por (1), existc nna estructura R* =
(U.K} tal que fJA] CU. R* < I v

ursifal+ el
dondeg=fyh=i (’In funcién inclusion).
(3)=>(1): Sea 3 = (B.J} una }x-éstruéturu _\ XCB. Tomemos R = (.»\,l) como la

T



subestructura de S generada por X, es decir R = (X)a. Por el Teorema 2.3 se tiene

que

[AL S XY+ 1nll
Tomando f como la funcién inclusidn tenemos que existen ®* = (LK) g: A—Uy
h: U~sBtal que f = hog y
[UTS max (AL pll} Smax{I X il pll}.
Revisando la demostracion de la Version 3 tenemos que se tomaron g = [y h =

i de donde XCU y R < Q.p

Las siguientes Versiones del Teorema de Liwenheim-Skolem (4. 5, 6 y 7) sola-
mente proporcionan un modelo (no una subestructura elemental) cuyo dominio de

interpretacion tiene cierta cardinalidad.

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versién 4).- Sea TCL, una

teorfa consistente entonces T tiene un modelo R = (A1) tal que

IAIS el
Demostracién.- T tiene un modelo R de cardinalidad < {| p {| por el Teorema de’

Completud.g

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versidn 5).- Sca £ G Lg, tal

que ¥ tiene un modclo. entonces ¥ tiene un modelo R = (A0} tal que JA] < |l pff. 0
Demostracién.- Sea ¥ C L. con [ ¥ | = & y tal que ¥ tiene un'modelo R =

7




(A.D) . Sabemos que R j= TF y por el Teorema de Completud £F es una teoria
consistente. Por la Version 4 del Teorema de Lowenheim-Skolem. EF tiene un modelo

3 de cardinalidad a lo més || p {}. de donde S = S.0

YTEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Versién 6).- Sea T un cdnjnn!o
ratisfacible de férmulas de tipo p, entonces I es satisfacible en alguna estructura

R = (A} 1al que

IAL<llell.

Demostracién.- La demostracidn serd, esencialimente, convertir el conjunto de
férmulas T' a un conjunto de enunciados {en alguna expansidn) que tenga un modelo,
aplicar la Versidn 5 del Teorema de Lawenheinm-Skolem, tomar el reducto al tipo de

semejanuza original y mostrar que 1’ cs satisfacible en dicho reducto.

Sea I' un conjunto satisfacible de férmulas de tipo p. tal que || p || = &, es decir,

hay una p-estructura § = (B,J) tal que para vada ¢ € I" existe s¢ € “B cumpliendo

= v}
Paracada ¢ € I supongamos que {vy..vn, } = VL{¢) y tomemos C, = {¢f e}
un conjunto de nuevas constantes de tal manera que C. N Cy. = @ sicmpre que  # v,

Tomemos p' = pU Cdonde C = C. v sea R la expansidn de Q a p' tal que (¢ )% =
PEl e & i

s¥ parai € {I...n.} paracada > € I'. Ahora definimos ¢l conjunto de p'-enunciadus

P={ellpen)
donde para cada p € I'y 9" = (ip s con’i € {1ie02).




Ademds tenemos que R |= 1",
Por otra parte i) x = 1t p || < |l oIl

W) a1 =01+ 101 Sk + [UserCo | S 5 + Sper | Co S 5 + 1 Rg = &
de donde || p'|} < &.

Por lo tanto || p’|| = ».
Gtilizando 1a Versidn 5 del Teorema de Lowenheim-Skolem obtenemos que 1" tiene
un tmodelo R'= (A",J") de cardinalidad < . Tomando R* ¢l reducto de R' a p, se

tiene que para toda » € T existe s € YA’ que cumple 8'; = (¢f)¥ coni € {l...n,}.

Como I es satisfacible por la p-estructura Q, entonces sea p € T, D |= p[s] si v sélo

si (pues 87 = {¢])%)

3 b= sl /()R

si v s6lo si

R s/ (ef)"

si ¥ sdlo si (por el Lema de Sustitncion)

Ri= (o))

si v s6lo si (por definieiin)



lo cual implica que

ey
si v sélo si (por definicién}
R (ol
si y sélo si (por ¢l Lema de Sustitucidn)
R pls /(0¥

lo cual implica que (pues @ sSlo tiene simbolos de tipo p y 8% = (¢f)¥)

R | o8 /()]

si y solo si (por definicion de s")

R = ols)

Y la cardinalidad de R* es < x.g
TEOREMA 2.10.- Las Versiones (4), (3) y {6) son equivalentes.

Demostracion.- (4)=+{5) ¥ (5)=(6) son precisamente las demostraciones dadas
para las versiones (5) y (6) del Teorema de Lowenheim-Skolem. Asi. basta demostrar

que (6)=>{4).

Sea TCL una teoria consistente, por ¢} Teorema de Completud T es satisfacible
¥ por la Versidn (6) se tiene que os satisfacible en alguna estructura de cardinalidad

<Ko



TEOREMA 2.11.- La Version | del teorema de Lowenheim-Skolem implica la

Version 3.

Demostracion.- Sea & C LS tal que £ tiene un modelo I = (B.)). Tomemos <
como un buen orden de B (AE). Para cada enunciado 3v;p € ¥ sea g(i) el primer

heB (con respecto a < ) tal que

S = pls(i/b)] para algunas € “B

Sea X = {g(p)] Ivip € T} entonces XCB y po‘r la Versién | del Teorema existe
R= (AN talque XCA. R <3y Al < X]+ -

Al llollyaque XIS <lpll.

ii) ® |= T pues si 0 € ¥ entonces Q = o lo cual implica que R |= o va que
R < Qo

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM. (Version 7).- Sea £ un conjunto
de enunciados de cardinalidad a con un modelo infinito de cardinal 3 > o. Entonces

¥ tiene un modelo de enalquicr cardinal infinito ¥ tal que o <4 < J.

Demostracién.- Supongamos que ¥ es un conjunto de p-enunciados de cardi-
nalidad a con un modelo infinito ® de cardinalidad 8 2 a. Tomando X= 8. por
la version (2) del Teorema de Lowenheim-Skolem tenemos que para cada 4 tal que
Il p 1l 4 < 4. R tiene una subestructura clemental 3 de cardinalidad 4.

Asi 3 es un modelo de X, Sin embargo hay un modelo para cada 4 tal que || p ||<

Al



1 < 4 ¥ nosotros queremos tener un modelo para cada 4 infinito tal que a < 5 £ :

1.- Si a < Ry entonces |} p ]| = Ro pero ¥ debe ser infinito, de donde

o<y <4

IL.- Si a > Ng entonces a = {{ p || ¥ por lo tanto
a<7< 8o

COROLARIO 1.- (Skolem, 1919).- Si X es un conjunto contable de enunciados

que tiene un modelo, entonces X tiene un modelo contable.

Demostracién.- Como L es un conjunto contable de enunciados, entonces |} o}

0 . . - - . v
= Ny y asi, aplica la Version 5 del Teorema de Lowenheim-Skolem.o

Al aplicar este iiltimo Corolariv a la Teoria de los Niimeros Reales (formalizada
en un lenguaje contable) aparece nu resultado el enal no deja de chocar con nuestra
intuicién, a saber, “Hay un modelo numcrable para la T'eoria dc los Nimeros
Reales™: dicho resultado cac en aparente cuntradiccion con el teorema de la Teoria
de los Nimeros Reales que afirma que estos Gltimos son no numerables. A ésta

aparente contradiccion se le denomina Paradoja de Skolemn.

La Paradoju de Skolem se resuelve al observar que el conjunto que enumera a los

. . e k3
elementos del universo de interpretacion del modelo nunicrable de la Teoria de los
Nimeros Reales no esta en dicho universo de interpretacion v, por lo tanto, dicho

universo no puede ser “cnumerado”.



COROLARIO 2.- (Léwenheim. 1815).- Si ¢ € L] es tal que-existe R |= o
entonces existe 3 = (B.J) tal que S = y |B] < Ro.

Demostracién.- Tomese ¥ = {o} en el Corolario 1.4

2.2.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI(1).

DEFINICION.- Sea R = (A.l) una p-estructura y sea p'=pU {c, | @ € A} con
¢4 7 €. para a # ¢. Si I es una p-expansion de R tal que c:;’ = «a entonces definimos

cl diagrama de R, en simbalos 8(R), de tal manera que

v(v‘/c,.,....,\'r./c,.,.) € ﬂ(*)

si y solo si ¢ es una formula atémica o una férmula atémica negada de tipo p.

donde

VL ={vieavn} ¥ 3 k= 2ls(i/a)].
TEOREMA 2.12.- R cs isomorfo a una subestructura de 3 (r(R) = 7(3))si v

solo si alguna expansion de 3 es un modelo de B(R).

Demostracién.- =) Supongamos que g es un isomortismo de ® = (A.I) sobre 3" ¢
3. Sea R* la expansion de R tal que cada a € A es la interpretacion de una constante

¥ on R+, Sea I+ = (.03 )aea dondecd = g(c®). Paracada R.f € TR tenemos

{@reeestrj € RY iy solo si glaheeglan i’ £ RY iy sélosi (o] ol @ R v
P (dyem,) = ag ai ¥ s6lo si P(glay)glun,)) = glag) siy solo i BHed’cd) =
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a+
Caq

tanto 3* € ModB(R).

. También c¥' = c®* si v sdlo si g(c¥') = g(c®') si y solosi ¢’ = ¢2'. Porlo

<) Supongamos que St es una expansion de I = (B.J} y 3* € ModB(R). Para
cada a € A sea c, el simbolo en T8(R) denotando . Afirmamos que la funcién g.
definida por g(a} = ¢*. es un isomorfismo de A sobre Ran(g) y que Ran(g) es ol

dominio de una subestructura de Q.

i} Ran(g) es el universo de una subestructura de §. Debemos mostrar que
Ran(g) vs cerrado bajo 2 para toda f € 73. Sean by...,b, € Ran(g), digamos b,
= ¢, Sea a = f*(a;.,...1n). Entonces ¢, = f{cqy,.ni€a,) € B(R)} y por lo tanto es
verdadera en 3+, os decir, ¢* = P'(c?f,....c,f:). Asi €@ = Plhy,..b,).

i) g es inyectiva. Si @y # a,, entonces —~(c,, = cq,) € B(R), asf I* & ~(ca, =
cay) €5 decir <3 # ¢, de donde glar) # glaz).

iii) {t14.0@n) € R® siy s6losi R(ca,y000i€0,) € B(R) si y s6losi S f= R(cayveirCay)

si y s6lo si {c2*...c3?) € R®* si y solo si {gar),..g(un)) € RO,

iv) PR(ar.an) = asiy sélosi (f{cyca,) = ca) €.8(R) si v sélo si Q* E

(f(CayrerCan } 2 o) 8 3 s6lo si 19 (e ,....0

30) = 3" siy sélosi £7* (g(ay),... &lan)) =

gla). Asi g(f®(aty@n)) = 2 (g(a1)verrgl@n))a - R

DEFINICION.- Scan ® =AY, 3 = (R,c?),e,‘; d.dli(ll"’CQ Entonces Th‘;}‘

es wn diagrama completo de R, en simbolos §7(R).

TEOREMA 2.13.- R = {A.l) es isomorfo a ‘gvmva_gubesl‘r clura lellnemnl.(‘le I=



{B.J) si‘y s6lo si hay una expansion 3* de 9 tal que I+ € Mod B5(R).

Demostracién.- Sea ® =, I'< Y . Sea R+ = (R,c¥"),c, donde ** = a para
cada a €A. Ahora tomamos I+ = (2,¢3*), donde c?* = g(a). Mostraremos que
QteModBs(R). Supongamos que Y(CagyriiCany) € B(R) con T{P(Cagreri€a 1)) \

TR = {CagreresCany }-

Entonces R |= p(ap,...,a4-1). Como g es isomorfismo, Q' ¢(glas).....g(an-1)). Ya
que X'< . I = p(2(a0)y Blan-1)). Asi It = @(CagerensCan_, ). de donde I+ EModBe(R).

Conversamente, sea 3% una expansion de S tal que t€ Mod(ThR*), donde R* =
(R.c™)sea y ® = a. Definimos una funcion g de A en B por g(a) = ¢2*. - Tomemos
Ran(g) como ¢l nniverso de interpretacion de 8°. Ya que 8(R) € 8(R), tenemos que
R =, ¥'C S (por el Teorema 2.12).

Ahora sea y una fénnula tal que VL{p) = {v;.....vo}. s € “Ran(g) ¥ g~'(s(v,)) =

a;.

Entonces 3'f= [s] si y s6lo si R f= pig="0 s] si y s6lo 8i R* |= @(CagreriiCan.,) Si ¥
8610 81 I+ = (CagrerniCanny ) (Y2 que IHEModB(R)) si y solosi T = pfs] Asi $'< Jo

En lo que sigue podremos escribir R < 3 cuando tengamos que para algin 3°.

R=JI'<3
TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI. (Versién 1). Sca

R = (A) una p-estructura tal que |A} > Ro y sea & un cardinal tal que & >

|A] + || 2 lI. Entonces existe 3 = (BJ) tal que |B] =» y R < 3.
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Demostracidn.- Con R y & como en las hipStesis, sea Rt = !_!R,c:" Jaea. donde

®Y
¥ =a

Sea {do | @ < & } un conjunto de simbolos de constantes disjunto de TR*,
tal que dy # dppara @ < 3 < x. Sea ' = ThR* U {~(da = dg)| 0 < 3 < &},
claramente cada subconjunto finito de T es satisfecho en alguna expansién de R*,
Asi, por compacidad, I' tiene un modelo I+ de cardinalidad ». Por el Teorema 2.13.

R < 3 donde  es el p-reducto de I+.o
TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI. (Version 2).- Sea £
un conjunto de p-cnunciados, si T tiene un modelo infinito entonces X tiene un modelo

de cualquier cardinalidad & tal que s > || p ||

Demostracion.- Sca & 2 || p ||, ¥y tomemos un conjunto C de coustantes, tal gue

Crp=0yICl=+.
Si p'= pUC defininos ahora el siguiente conjunto de p-enunciados:

A=SU{~{cx d)jcdeCyc # d)

Afirmacion.- A es finitamente satisfacible,

Sea I' C A, finito y sea Cp = {c € C | ¢ € (')}, es claro que Cy es finito. Por
hipdtesis existe una p-estructura R = (A1) tal que R = £y JA| 2 Ry, Como A es

infinito, para cada ¢ € Cq, hay a- € A. de tal manera que si ¢,d € Co'y ¢ # d entonces

a. # aq.




. Sea Q = (R,{c"’ je € Co}) donde ¢® = a,, para toda ¢ € Cp: asi § }= .85
- =(c=-d) €T, entonces c.d € Cy ¥ ¢ # d, por lo que ® = a; # ay = d? y. por lo tanto
3 [= ~(c = d). De donde se tiene que 3 |= T, es decir. T es satisfacible y, por lo tanto.
A es finitamente satisfacible; utilizando ¢l Teorema de Compacidad, tenemos que A
es satisfacible por alguna estructura ®* = (A"I') tal que |A'|<] A |=]] 7A ||, Ya que
1S <Hlpll € ntenemosque | A S |S] + x5 = & Y.yaque R = ~(c = d)

para toda ¢, d € C con ¢ # d entonces [A] 2 |C] = #. Asf |A'|=r.0

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI. (Versién 3).- Sca I
un conjunto de férmulas en un lenguaje de cardinalidad v y supongamos que I' es
satisfacible en alguna estructura infinita. Entonces para todo cardinal A 2 » existe

una estructura de cardinalidad A en la que se satisface I'.

Demostracién.- Sea I' ur conjunto de férmulas en algin lenguaje de cardinalidad
» y supongamos que I* es satisfacible en alguna cstructura infinita ® = (AJ). Asi.

para cada y € I’ sea s¥ € *A tal que R |= p[s7).
Tumemos

C= {cf|peTl, vie VL{g)}}
un conjunto de nucvas constantes v sea 3 la expansidn de R al tipo p’ = p U (' de

tal manera que (c7)® = s7. De donde R = s?] si y sélo si 3 I=(‘¢):."s.‘

Sea ¥ = {(¢) |¢ €T}, Ya que | I'|S x se tiene [C| S No -k = . Asi ) o'l = ».
Ademads Q es infinito pues es la expansion al tipo p* de una estructura infinita. Por
la Version 2 del Teorema de Lawenheim-Skolem-Tarski. ¥ tiene un modelo I, para

todo cardinal A tal que A2 [ p'll = || p |l .

A




Tomando I," el reducto de 3y a p se tiene que I se satisface en ' puesto que si

¢ € I', entonces O |= (w):.', para i = {l,..,ny} donde VL(p) = {v; | i = l,....n.}.

Asi, si @) = (B,,J)) tomemos a7 € By de manera que af = (cf)¥ parai = l....n,

y sea s € “B,’" tal que

R ay si v; € VL(g)
s(i) =
a € B, enotrocaso

entonces 3,'k= pls].a

TEOREMA 2.14.- Las Versionces (2) y (3) del Teorema de Lowenheim-Skolem-

Tarski son equivalentcs.

Demostracion.- (2)=>(3) es precisamente la demostracidn de (3). Asi. basta de-

mostrar que (3)=(2):

Sea £ C Lg. Supongamos que T tiene un modelo infinito. Tomemos & = |} p Il
Por (3), tenemos que para todo cardinal A > , existe una estructura de cardinalidad

A que es modelo de £.0

TEOREMA 2.15.- La Versicu (1) dcl Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski im-

plica a la Version (2) del mismo.

Demostracidn.- Sea £ C L] tal que existe una p-estructura R = (A1) que ¢s

modelode &, con JA| = Roysean 2 JA|+ || p |

o
A



i} Si |A] € 1} p 1|, tenemos por la Version (1) que existe I = (B,J) tal que |B{

=xy R < 3. con lo cual se tiene la Versién (2) del Teorema.

ii) 8i |A| > {| p || . Porla Version (2) del Teorema de Liwenheim-Skolem (1)
tenemos que R tiene una subestructura elemental ¥ = (B.J) de cardinalidad || 5 .

_con lo cual F |= £ y a ésta dltima le aplicamos el inciso i).0

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI. (Versién 4).- Sca !
un conjunto de p-enunciados de cardinalidad a. si E tiene un modelo de cardinalidad

8 2 R entonces ¥ tiene un modelo de cualquier cardinal > max{e, 3}.

Demostracién.- Sca £ un conjunto de p-enunciados de cardinalidad a y supon-
gamos que X tiene un modelo de cardinalidad 3. Por la Versidn (2) del Teorema de
Léwenheim-Skolem-Tarski tencmos que ¥ tiene un modelo de cualquier cardinalidad

stalques 2||p|l
L- Sia < Rpentonces || p || = o pues hay solamente un niémero finito 6 numerable
de simbolos en P Asi ¥ tiene un modelo de cualquier cardinal x 2 Ry en particular

de cualquier cardinal & 2 max{a.f} > Rq.

IL- Si a > Rp entonces || p || = a pues hay a simbolos en p. Asi T tienc un modelo

de cualquier cardinal x 2 a en particular de cualquier cardinal £ 2 max{a. 3} .y

La anterior demost racién prueba ademas que 1a version (2) del Teorema de Lowenheim-

Skolem-Tarski implica a la versidn (1) del mismo.
La siguiente es una Versién muy restringida (para una. Logica sin identidad) del
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" Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski cuya demostracién es muy sencilla y no nece-

sita del Teorema de Compacidad:

TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI PARA LOGICA SIN
IDENTIDAD.- Si X ¢s un conjunto de enunciados sin simbolo = que tiene un mode-
lo R = (A,l) de cardinalidad », entonces ¥ tiene un modelo I = (B,J) de cualquier

cardinalidad A > .

Demostracién.- Sea A > &. Si A es un cardinal finito. tomemos E un conjunto tal

que ENA=0y [E| + |A| = vA: y si A es infinito, sea E un conjunto de cardinalidad A.

Sea B=FUA, ap €A y h: B—A tal que

i c
h(x)= x six € ACB
ap six € B\ A

Definimos la estructura & con universo de interpretacion B como sigue:

8) (€100} € PY si y sélo si (h(e)....i{en)) € PR,
b) 2 (ey,.ven) = ®R(h(e ). hife,)).

c)c? =c®

Obviamente h es un homomorfismo de B en A que ademds es suprayectivo, es decir,
h es un epimorfismo. Ya que para todo o € ¥, o no tiene el simbolo & entonces por

¢l inciso iv del Teorema del Homomorfismo, tenemos que

ol sivsilosi Ri=afhoy)

pero ya que g es un enunciado. tenetnos que
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SFEosiysdlosiRl=o -

¥ la cardinalidad de B es Ag

Las siguientes son proposiciones de la Teorla de Conjuntos que se pueden probar
sin necesidad de utilizar el Axioma de Eleccién. Apoydndonos en ellas podremos
demostrar que cualquiera de las versiones dadas del Teorema de Lowenheim-Skolem

o del Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski implica al Axioma de Eleccidn.
TEOREMA(CANTOR).- Para todo conjunto A

A % p(A)

donde p(A) es el conjunto potencia de A,
Demostracidn.- Sea f; A= p{A) ¥ tomemos

B={rea|rgily)}

afirmamos que B ¢ f{A], pues si B = [(z) para algin zEA tenemos que

siz€B =>zV€I'{§‘).—f>¥:z¢‘B
sizgB=ugfz)szeB

I



de donde

zeEBe«=z¢B

lo cual es obviamente una contradiccidn, por lo tanto { no puede ser suprayectiva.g
AFIRMACION.- A< o(A).
Demostracidon.- Sea f: A— gp(A) la funcién dada por

f(x) = {x}

entonces se puede demostrar que f es inyectiva y por lo tanto

A ZrplA)o

Por el Teorema de Cantor y la Afirmacién tenemos que

A< p(A) ~ 29

Las siguicntes proposiciones se¢ cumplen para cualesquiera cardinales ¢ y 6.
PROPOSICION 2.1.- 5 < - Ny.
Demostracién.- Sean |K|= 1 y & € K, definimos la funcién f como

f(k) = (k.0;
ll.\‘i’
fitRK=aKvw
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va que f es una funcién inyectiva tenemos entonces que

K%Kxw

y. por lo tanto

759 Roa

PROPOSICION 2.2.. Si 4 < 6 entonces 2 < 26,

Demostracién.- Sean [M|= 9 y |L]= 6§ ya que ¥ < § se tiene que existe f : M-l
tal que f s inyectiva; nosotros queremos demostrar que M2 < L2,
Sea xg € 2. Definimos la funcién G tal que
G:M2— L2

de tal manera que para toda he M2

b)) = { h(y) siz=1{(y) para alguna y € M

Xo en otro caso,

como G es inyeetiva, tenemos que

My <o b2

v. por lotanto

2 < 2

PROPOSICION 2.3.- 4 < I,



Demostracién.- Sea |M|= <, por el Teorema de Cantor y la Afirtnacién tenemos

que

M < (M) ~ M2,

asi
1<
PROPOSICION 2.4.- (18)? = 1%,
Demostracién.- Sean |M{= v v |L|= § entonces dr;ﬁnimos la funcién f tal que

f:3(EM) - 4M

© ydemaneraquesizy €2yz €L entonces -

f(h)(z,‘,zﬂ = g(z2) o

donde




'(0,z) = g(z) paratodo z€ L
{'(1.z) = w(2) para todo z € L.

A

hun={5 sz =0

w osizg=1

y entonces

mmnm={gm stz =0

w(z) sizy=1
es decir f(h) = 1.

De donde

2( LM ) o~ xLpg

¥. por lo tanto se tiene que )

PROPOSICION 2.5.- 7+ o2 =3 - No. !
Demostracidn.- Tenemos que

e Rge 2= (Ko 2

pero
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Ro 2 Mo Ry =Ro € Ny -2

por lo tanto
Y Ro2=7Noa
En la anterior proposicién se utilizé que la funcidn .
Filuxw-ow

dada por

F(m.n) = %((m+ll)’+3m+n)

es una funcion biyectiva lo cual se puede demostrar sin utilizar e} Axioma de

Eleccion,

LEMA 2.1.- Para cada cardinal a existe un cardinal Jtalquea < 3y 3* = 4;

Esto ocurre sin necesidad del Axioma de Eleccién.

Demostracién.- Supongamos que a es cualquier cardinal y tomenios .J como 2 .

Por 1a Proposicion 2.1 tenenos

a<aNg

Utilizando la Proposicidn 2.2:

90 < gt
Pero por la Proposicién 2.3 obtenemos

(1Y



. a < 2% =4

De aqui. por la Proposicién 2.4

P = (.P-No);' = (z‘lm-Na)

De to cual por la Proposicion 2.5 resulta que

= (2FRe) = (29R0y = g

TEOREMA 2.16.- El Tecorema dc Lowenheim-Skolem (]) (Versiones 1, 2. 36 7)

implica el Axioma de Eleccidn.

D tracion.- Sup que ¢l Teorema de Lowenheim-Skolem () es ver-

14
dadero. Sea a un cardinal infinito. Por el Lema 2.1 existe un cardinal J tal que

podemos demostrar que 32 = J donde a < 3 sin utilizar el Axioma de Eleccidn.
Sea o cl enunciado

ViVudwVx(P(v.au.x) —— w = x) A VzIudwvy(P(xy2) s x = u Ay = v)

Alinterpretarla letra predicativa P resulta una relacion la cual indexa a la coleccion

de todos los pares ordenados de elementos del dominio con elementos del dominio.

Ya que 3% = J. existe una funcion biyectivi ¢ de 3 x 8 sobre 4. Claramente si




entonces al interpretar P como R se tiene un modelo de . Por la versidn {7+ del
Teorema de Léwenheim-Skolem se sigue que o tiene un modelo de cardinalidad o,

digamos R = (A,I). Definimos v*: AxA—A como ¥i(x.y) = z si y solo si (x,y,z) €P®,

Ya que R es un modelo de o. ¢! es una funcién bhiyectiva. En consecuencia |A ¥ A|=]A .

esto es, a? = a.

Asi hemos demostrado que, para todo cardinal infinito a, a? = a. Pero este dltimo

resultado es equivalente al Axioma de Eleccidn.a

TEOREMA 2.17.- El Teorema de Lowenheim-Skolem () (Versiones 4. 5 6 61

implica el Axioma de Eleccidn.

que ¢] Teorema de Lowenheim-Skolem () es ver-

dadero. Sea a uun cardinal infinitu. Por ¢l Lema 2.1 cxiste un cardinal J tal que

podemos demostrar que 3% = J donde a < 3 sin utilizar el Axioma de Eleccidn.

Sea ¢ el enunciado

VWudwVx(P(va,x) —— w = x) A VzIudvVxVy(P(x.y2) e x = u Ay = v)

Sea C = {r | v < a} un conjunto de a nuevas constantes la]*q\lcn{ #:¢s para

.4 <é<aysea

{7},

S={~e =) |1<65a}u

Yayue 3% = d. existe una funcion biyectivy 4 de 3% 3 sobre 4. \sf hay un modelo




de cardinalidad 3 de ¥ pucs a < 3 y, por lo tanto podemos obtener interpretaciones

distintas para las distintas constantes de C.

Asi, por la versign 3 del Teorema de Liwenheim-Skolem. £ tiene un modelo ® =

{A.1} tal que jA| < | p |] donde

p={PjucC

de aqui que |[A] € o

Sin embargo. ya que R |= T se tiene que ¢f # cff siempre que ¥ < § < a. Asi
a <Al

Asi, tenemos que para todo cardinal a, a® = a.g

TEOREMA 2.18.- El Teoreina de Lowenheim-Skolem-Tarski (1) (Versiones 1.2

3 6 1) implica el Axioma de Eleccidn.

Demostracién.- Sin utilizar el Axioma de Eleccion podemos demostrar que o x

Ry = Ro. En efecto. la funcién { definida por

f(inn) = l((m+n\’+3m+u)

resulta ser una funcion blvccmd de WX w sohre w, De cam manora ¢l enunciado o

del Teorema 2.16 tiene un modelo de ra'd' mhdad Ry En cunsecuencm. utilizando la

Versidn (1) (la Versidn mas dcbll) del Teoruna de Lowenhenn Sko]em Tarski tenemos

que @ tiene un nodelo de cualqmer mnluml mﬁmm a. En ¢ond ccucucm como antes.

para cada mrdmal mfmlo a. ol n \ asi tene os

e el Teotema’ de‘ Léwenheim-

Skolem-Tarski (1) implica o} .\moma e Fleccigr
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Estgs' tres tltimos resultados explican el hecho de que en todas las demostraciones
dadas aqui de cualquiera de las Versiones dadas de los Teoremas de Lawenheim-
Skolem aparecia siempre inmiscuido el Axioma de Eleccion. Ademas, tenemos que
las versiones 1, 2, 3, 4, 5. 6 y 7 del Teorema de Lowenheim-Skolem (1) y las versiones

1. 2,3 y 1 del Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski (1) son equivalentes.

Los siguientes son diagramas de las implicaciones y equivalencias de las Versiones

dadas del Teorema de Lowenheim-Skolem:

Version 5 <= Version 6 <> Versidn 4

f 3
Version 3 <= Versidn 1 <= AE
4 ft

Version 2 == Version T

o - . .




CAPITULO 3.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM PARA
LENGUAJES INFINITARIOS.

3.1.- DESCRIPCION DE LOS LENGUAJES L., E INTERPRETACIONES.

DEFINICION.- Dados #. A €CAR con & 2 A el lenguaje (formal) L.y de tipo

p es el siguiente conjunto de simbolos:

Lale) = pU (o] 1< 8} U {=} U {=A) U (3] U DuL0).

Sea u € CAR' con g < &, entonces denotaremos con v, a la sucesién

< wvlnp<p>.

VAR denotara al conjunto {v, | n < v} de todas las variables.

DEFINICION.- Una paa-ecpresion s una sucesion < xq )} n < & > donde
§ < & ytal que xyn EL.(p) para toda’ n <6, ‘Al conjunto de p,\-expresiones lo

denotaremos E,,_,.

El conjunto de los términos de tiiu‘: pyel de férmulas atémicas para los lenguajes
L.a(p) se definen de la misma mancra que para la Ligica de Primer Orden. la cual.

utilizando esta notacion se denota como L.




DEFINICION.- El conjunto de las férmulas primitivas para un lenguaje Lo (p)

es ¢l menor conjunto ACE,_, tal que
i) {® | ¢ es una férmula atémica}CA.
ii) Si ® €A entonces ~§ €A,

iii) Si p < & y para cada y < g se tiene que @, N entunces

Aoy 9,.) €A,

iv)Si § <A ®EAY <V, | £ < 8> es una sucesion de variables (donde
ag < & para cada § < 8) entonces (Ivayva, - Vo P)EA.

Férmulas primitivas tales como

(/\ Gody... 0,0 (3\',.,\'“,...\',,‘...?)
seran abreviadas como sigue:

(A ®)- T (Bvag )0)

n<u . s .
Cou objeto de simplificar la nolacu_in_ utilizaremos las siguientes reglas:

SiWoes un cmuun!o no \acm de l'ormuhu de l.,(\(p) de cardinalidad mehor q\w [

AV denom la tmuunclou de todas Ins formulas pnmm\as en W,

Si X es un conjunto 1o vacio de variables de cardinalidad menor que A’y 65 una

formula primitis iva’ definida



en iv.
DEFlNICION,- Sea ¢ una férmula primitiva de L.y(p). En la férmula primitiva

(Iva,Va, e Vag®)

a la férmula @ le lamaremos el alcance del cuanti ficador Ivg,va,. Vo

DEFINICION.- Sea ® una formula primitiva de Lea(p). Diremos que una ocu-

rrencia de la variable v, con 7 < & < A en ® es acotada si y sélo si tal ocurrencia
i) Es alguna de las variables de un cuantificador 3.
ii) Esta dentro del alcance de un cuantificador IvayVay .o Ve

en otro caso dircmos que la ocurrencia es libre. VL(yp) denotard el conjunto de

todas las variables libres en la formula ¢,
DEFINICION.- Cualquier formula primitiva de Lcy(p) con menos de A variables
libres sera llamada una formula (bien formada) de Laa(p). FORM( Ley(p) ) denota

el conjunto de todas las férmulas (bien formadas) de L. (p) .

Dos lenguajes relacionados a Jos lenguajes L.y son frecuentemente considerados, K]

primero de ellos es lamado Loy (A €CARY); la clase de las férmulas es definida por:

FORM(Lxx(p) = | FORM{L.a(p)).
' A2\

El segundo lenguaje es Hamado Lo« v 1a clase de sus férmulas esta definida como:
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FORM(Locc{p)) = {J FORM(Lan(p)).
A€CAR

DEFINICION.- Sean X, YCVAR, ® = (A.]} una estructura. Sean f: X——A.
g: Y—A dos funcioncs arbitrarias, entonces la funcién f*g : XUY-—A esta definida

por:

fz) size X\Y

fg)(z) =
(Fe)=) {g(z) siz € Y

DEFINICION.- La interpretacion de un (érmino 7 en una cstructura R bajo una

funcién de asignacion [ : VAR—A denotada por 7%(f] se define recursivamente como:

e Sit € VARUC

i) Si 7 = x €VAR. 7%[f] = f(x).

ii)Sir=ceCCp, i =c*

® Scan n € w*, fE F,! ) ‘rl.‘.,.r,. GTERM,

Sir=F(n..

DEFINICION.- Sea p un. tipo de semcja‘nn.lﬂ—(/\ I} una p-interpretacion, f:. '

X— Ay 2 eFORM( Lx\(ﬂ) ) defnunos la’ relacmn ‘Rsatisfaceala jormula 2 cuu‘v" ey

In funcion §, R k= olf]. recursivamente como sigue: .




o Sir.....7,. € TERM, entonces

i) R = (n = n)lf] si y solosi 1] = r¥f].
i) R = P(ny,.... 7)[f] si y slo si (v*{f], ..., 7X[f]) eP™.

e Si ', ¥ € FORM,, ¥ C FORM, entonces

i) R |= (—~)[f] si y sélo si no ocurre que R = [f}.
Cii) R (AW)f] con | W |< & siy sélo si paratodac € W, R |= off].
iii) R f= (3X")f] si y sélo si hay una funcidn g : X— A con XCVAR tal

que
R o'ifg]

DEFINICION.- La clase Qf,y de las férmulas de L,y libres de cuantificador es
la clase mas pequeila de formulas de cste lenguaje conteniendo todas las férmulas
atémicas y cerrada bajo negacion y bajo conjunciones y disyunciones de longitud

menor que K.
En lo que sigue & puede ser un cardinal infinito é oo.

DEFINICION.- Sca T una clase de férmulas infinitarias de tipo p, ® = {(A.l) y
S = (B,J) dos p-estructuras. Una funcién f : A—B s lamada un I-morfismo si y

s6lo si para todo p € T y toda g € AVHY)

Ri= vlgl =3 slfog)

LEMA 38.1.- (1) Si I'C A ¥ f es un A-morfismo entonces f es un -morfistno,

=



(2) Si x, ¥y €VAR con x#y, ~(x=y) € T' y [ es un Imorfismo. entonces { es

uno a uno.

(3) Si f es un T-morfismo y I’ ¢s cerrado bajo negacion entonces

RE lgle Ik ofiog)

para toda g € AVH)y toda ¢ € T,

PROPOSICION 3.1.- Sean R = {Al) y 3 = (B,J) dos p-cstructuras tales que A
C B y supongamos que idgo denota la funcidn identidad de A en B entonces ® € 3 si
¥y solo si ide,g es un Qfc.(p)-morfismo.

DEFINICION.- Sean ® = (A,l) y S = (B,J) dos p-estructuras,

(1) Un Qfx.(p)-morfismo de A en B es llamado un monomorfisimo.
(2) Un At(p)-morfisto de A en B es llamado un homomorfismo.
(3) Un monamorfismo de A sobre B es llamado un isomorfismo.

() Un FORM( L.x(p) )-morfismo es llamado un L.y-morfismo.

(3) 81 A C B e idgys es un I'-morfismo. R serd llamado una [-subestructura

de 3: en simbolos R CT & .

$i I'=L.y R es una Lyy-subestructura de 3. en simbolos ® <.\ 9. Mds general-

mente R s Ly-encajable en 3 si-v solo si hay un Lyy-morfismo f tal que
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f: A— B,

Observacion.: Para x = A = w abtenemos los conceptos de mapeo elemental y

subestructura elemental.

PROPOSICION 3.2.- Sean ® = (AI) y 3 = (B.J). Las siguientes condiciones

son equivalentes para una funcién

f:A—-B

i) f es un Lxy-morfismo,
it) Para toda v €FORM( L.(p) ) y toda g € AVi#)

RE= ¢lgl @ Q= plfog).

3.2.. EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM PARA LENGUAJES L,,.

Sea 3 = (BJ). Dado YCB denotaremos por cl(Y) al minimo subconjunto de B
conteniendo a Y y cerrado bajo todas las operaciones (v constantes) del tipo de

semejanza p de 3.




. Qbservacion.- c(Y) es el universo de interpretacién de (Y)a. la minima subestruc-

tura de 3 cuyo dominio de interpretacidn contienea Y.

En el Capitulo 2 (Teorema 2.3) demostramos que |cl(Y)] < Y} + || ol .

Los siguientes Lemas (3.2 y 3.3) proporcionan una sucesién de subconjuntos del do-
minio de interpretacion de una estructura infinita S; al tomar la unién de los elemen-
tos de dicha sucesién obtendremos el dominio de interpretacidn de una subestructura
elemental de S con la cual demostraremos el Teorema de Lowenheim-Skolem para
lenguajes infinitarios.

LEMA 3.2.- Sea S = (B.J) una p-estructura infinita, sea XCB y sea [ un conjunto
de Lyy-férmulas tal que Sh(T)C T sea p = sup{N.[VL{y}| | ¢ € T}, v un cardinal

2 2y 7 un cardinal > g, Supongamos que

max{ | X|,|p|.[T|}<v s |B]

entonces existe una sucesion (Do)acus1 de subconjuntos de B tales que:
i) [Da | = v" para toda o < pt + 1.
ii} Do € Dy para cualesquieraa < J < p+ 1.
iti} D, ¢s cerrado paratoda o < i+ | (rI(D;.\ = D,).

ivyParatodan < p+ 1l peNLZC VL{p)y (e Df'sq _rup\plc que: si
¥2(ZL-) # O emonces hay g € ¢ (Z.£.-) tal que Ran(g) & D‘,+V|A.‘ - :

-1
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‘Donde para ¢ € T', Z © VL(p) y { € BZ, se define:

PHUZE ) = (g € BYMN [ 3 = olfg)}

Demostracién.- Sea Dy cualquier subconjunto cerrado de B de cardinalidad "
incluyendo X, el cual existe pues v™ < [B| y, por tanto existe U tal que XCUCB y |U}
= v", Tomando Do como cl{U). tenemos que [Do | < (U} + (] p ||, pero por hipétesis
Ul 2 | p| ¥ ademas |U| 2 27 > 2% > Ry, de donde {U] 2 || p || Por lo tanto Do |

=,
Suponiendo que D, ha sido definido para toda a < £ < ps ++ | tenemos
A) §i £ ¢s un ordinal sucesor.
Sean: G una funcién de eleccion para la familia

U{e(D?) \ {9} | ZC VARy D C B}

7e €l siguicnte conjunto de indices:

Te"((rlf)lvﬂl‘ ZCVHP) feDf 1)

0 = {°(ZL.) |' (w§z.r )j'.é i

Restringiendo G a ©,\{0} uno nbllcno iin map« ) (lmnlncn lldumdo (‘) definido

sobre 7y ¥ tal que para todo {p. Z.f) € Tg

§is WO DEBE
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Donde para ¢ € T, Z € VL(p) y { € B2, se define:

A(2f) = (g € BV Q| offg)}

Demostracién.- Sca Dy cualquier subconjunto cerrado de B de cardinalidad »*
incluyendo X. el cual existe pues v < |B] v, por tanto existe U tal que XCUCB y jU]
= v". Tomando Dq como cl{U). tenemos que [Do | < |U] + || p I, pero por hipétesis
U] 2 | p| ¥ ademds [U] > 27 > 2% > Ry, de donde |U| > )| p|]. Porlo tanto |Dg |

=0,
Suponiendo que D, ha sido definido para toda a < £ < g + 1 tenemos
A) Si € es un ordinal sucesar.
Sean: G una funcién de cleccidn para la familia

U{p(D?) \ {8} ] ZE VARy D C B}

N n . T
7 el siguiente conjunto de indices:

re={(¢20) |p €T ZEVLIpLTEDE,)

Restringiendo G a 0\ {8} una obt ién‘o‘u‘uvl im{p@ ((alvlilxién llamado G) definide

sobre 7¢ ¥ tal que para todo (#.2.0) € 7¢ R

I3}
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GlpZaf): VL(p) \ Z = B.
9 = p[Gle. Z0))
Definimos entonces

D¢ = De. U |J Ran(G(t)).
€7

<

D, = c(Dg).

B) Si lim(¢) definimos simplemente

D = UD<.
¢<¢

Por demvstrar que la sucesion asf definida cumple i} - iv) [Induccién Transfinita)
e Paraé=0.

1) |Dqg | = " "por construccion de Do

DG Do, T

'iii)._Do es cerrado por consiruccion, .. -




iv) se cutnple por la forma de D,.

e Para £ + | un ordinal sucesor. Supongamos que i) - iv) se cumplen para £
I
i) Para demostrar este inciso usaremos que:
i') Para toda t € 744, [Ran{G(t)}| < p

" regaj=v"

Ast

| U Ran(GUN| € ¥ [Ran(G)| € wrlrees ] Suen” =

SE€Te 1€7g41

ademads

[De| S 1D’ 1+ Mnll

Pero . C : '.

IDear’ ] € (Dl 3 1 Ran(GEN L = w7
Sl _‘lev“.l . R

Por l(‘)‘ Lamd:iDg{. |=v'g" .

Demostracion de i')

| Ran(G(. 2N | - < ‘ID«%m(G‘(;o,.z;n') | = IVLE\Z] S VLG < g

Sl



Demostracidn de i") Analizando la definicion de Tear S0 tiene

LM 3 | DZ |

<& Zep(VLie))
¢ € T y ZCVL(p) implican que |Z|< p y | p(VL(;))I 2, asi. por

lupoteﬂs de induccion:

IDE] < Dl = @y =o'
Ademds. patacada p €T
IDE1 v 2o =,

ZepIVL{Y)
de donde

[teesl < |ITp"=v"g

ii) v iii) son obvias de Ia definicion de Dej,

iv) St p.2.f son como especifica la tripleta (0.Z,0) e 7e41 ¥ @V Z0V# O,

entonces g = Glp,Z.f) es el mapeo tequerido en'iv),
e Silim($).

D e ID) S Seee D¢ = €1 0" S v =",

ii} es obvia,

)
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iii) Sea £ € Fyy ¥ a1.....8y € D¢ entonces hay ¢ < £ tal que aj....aq € D¢ ¥,
por lo tanto f2(ay,....an) € Dgyr SDg.

iv) es vacua.g
LEMA 3.3.- Sea J = (B,J) una p-estructura infinita, sea XCB v sea I un conjunto
de L.y -formulas tal que SH(I)C T sea u = sup{Re.JVL{p)| | ¢ € T}, v un cardinal

2 ¥ r un cardinal > . Supongamos que j¢ > |VL{;2}} para tada p € I, g < cf(r)y

max{{X|.]p{ |T{} <v<" < | B]

entonces existe una sucesion {D,}q<, de subconjuntos de B (4 es un cardinal que serd

fijado mas tarde) tales que:
i) |Da | = v<" para toda o < 4.
ii) Do © Dy para cualesquicra a 5 8<y.
.

iii) Do cs cerrado para toada a <9 (cl{D,) = D,).

ivl Paratoda a < 7. ¢ € I, Z € VI(y) y { € DZ se cumple que: si o¥(Z.1.)
# @. entonces hay g € ¢ (Z.1,) tal que Ran(g) C Day.

Ohservacion.- 1 > VL(y)| para toda ¢ € T implica que p es un cardinal limite.

Demostracién.- Sca Do cualquier subconjunto cerrado de B de cardinalidad »”

incluy qudo X



Dado ¢ un ordinal sucesor 6 un ordinal limite tal que a < £ < 7 la definicién de

D¢ sera andloga a la dada en e} Lenia 3.2,

Por demostrar que la sucesidn asf definida cumple i) - iv) [Induccisn Transfinita)
e Para £ =0.
Dy cumple i) -iv) trivialmente.
e Para £ 4 | un ordinal sucesor. Supongamos que i) - iv) se cumplen para §

i) Para demostrar este inciso usaremos que:
i') Para toda t € 1y, [Ran{G(t))] < 4
Y I renl S wer

CAs

1 U Ran(G() |

Erggr o

(G =g ll “{{1 IS u ‘ii{<":= l"‘<" o

<% R

- UETe4) B

", ademds

ADesr | s 1 De’ 1+ N Nl

gy



Pcr(_)
IDega’ | D] + I'U Ran(G(1))] =
tE€Te4) .

Por lo tanto [Diegq | = #<".q

Demostracion de i')
|Ran(G(e,Zf)} | < | Dom(G(vZf))] = [VL{e)\Z] < [VLp)] < 4

Demostracidn de i) Analizando la definicién de 74y se tiene

lrem |3 3 IDE|.

»€T Zep(VL(w))
¢ € I' ¥y ZCVL(y) implican que [Z|< p y | ¢{VL{p))] < 2<¥, asi, por

hipétesis de induccién:

IDFl < iDE") = (ven)< =ve,

Ademds, para cadag €’

D] Swsr.asi= s,
Zep(VL(<)) .
de donde

[ren| S IT [ wmpsng i

i) ¥ iii) son obvias de la definicién de Deyy; - g

33




iv) Si'w.Z.f son como especifica la tripleta {p.2.f) en 1e4y ¥ 9¥(Z.()# 0.

entonces g = G(g.Z.f) es ¢l mapeo requerido en iv).
e Si lim(¢).

) U<7 S 1D | S Toeg D¢ | = 1€ 1+ 9<7 9+9%7 = u<* (donde 4 = p+ 1
sip<ryy=pusip=r1) :

ii) es obvia,

iii) Sea f € F, y a1y..,an € D¢ entonces hay ¢ < £ tal que ay....a, € De ¥,
por lo tanto 2(a;,...,8,) € Deyy SN,

iv) es vacua.g
TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM.. §ra § = (B,J) una p-estructura
infinita, sea XCB y sca I’ un conjunto de L.y-férmulas tal que Sbf(T')C I'; sea 4 =
sup{Re,[VL(#)| | @ € T}, » un cardinal 2 2 y 1 un cardinal 2 p. Supong&mos que
una de las siguientes alternativas sucede:
D) max{|X|Jp}, Il |} <vr < B

I p > |VL{y) para toda o €T, g S ef(r) y

Cmax{IX Lo IT[YSusT<|Bl
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- Entonces hay una estructura R = (A.I) tal que XSA, R <F, Q y, en el caso 1) |A|
= p7, (en particular existe un modelo de cardinalidad v#), y en el caso I1) {A| = v<".

Ademas, R puede ser escagido tal que

R lgl & 3 =2le)

para toda p € I' v toda g € AVLH

Demostracién.- Si ocurre [) entonces por el Lema 3.2 existe la sucesion {DDa}acu41

tal que cumple i) - iv). Sea D = Uae,s1 Do ¥ R = 3 |D. Claramente XCD ¥

v EIAl = D} £ % [Da| =(u+l)vT=v"

o<+l
Ya que D es un subconjunto cerrado de B, ® C 3.

Afirmacidn.- ® <5, 3. Por demostrar que idgg es un Mmorfismo. R €'J implica

que

(D Ry lg e 3=y [g] (donde g € AVH,

sucede para toda férmula atémica. (+) serd probada por induccion. Supongamos que

la formula ¢ cumple (+), entonces

o RI= —ylg] siysolosi R & zfg) si v sélosi [HL] 3 ¥ [g] siy solosi S = (g

* Supongamos que para toda § < \'< & @, cumple (+) entonces R Ef{Acer ®)lg]
sy solo si R = ifg] paratada i < A'sivsdlosi Q= &;[g} para toda 7 < A8~
¥ sélosi 3 =A@, J[g] ‘
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e Supongamos que ¢ cumple (#) ¥ que ¢ =(3Z)y donde 2_C_VAR. 2l < Ay
VL{v)=VL(p)UZ; podemos ademas asumir que ZNVL{(y) = @. En este caso la
implicacidn de izquierda a derecha es trivial. Suponganmios que existe f; €B?
tal que S |= vig*fi], entonces f; € v (VL{;2),g,'). Observe que v € T. ya que
¥ Ell‘ ¥y ya que

|Ran(g)i < |Dom(g)] = |VL(g)| € s < pu+1.
existe a < u + 1 tal que Ran(g)CD,. Por iv) hay £, € ¢¥(VL(p).g+) tal que
Ran(fz)CDa4: CA. Entonces I k= ¢[g*fy] y por hipdtesis de induccidn Q = w(g™f).
Asi R = plga

Si ocurre (11}, por ¢} Lema 3.3 existe una sucesién (D }ac- tal que cumple i) -iv).
Definimos ¢l universo de R en la misma forma que en el caso (1). Teniendo en cuenta

que ¥ < 7 se tiene

v JAL = D] SX D) =0-sST=wsn

acy

Ahora tenemos dos subcasos:

1) # < 7. En este caso hacemos y = pr+ 1, asi y S 7. La demol«ylmcid_l; de que

R <L\ 3 es como antes.

2} g = 7 =ci(r). Hacemos 9 = g, ya que yt es un cardinal li'xhile ¥ 7 es regular,
# €WIn. Ademds v<" > . y ast {Al= v<". El punto crucial de la prueba cs que si
w € [y geAYL) hay una a <y tal que Ran(g)SD,. Pero esto sucede ya que j es
regular IVL(,:*)I < . Ast [Ran(g)} < p.0

W



Los siguientes corolarios son en realidad distintas versiones (restringidas) del Teo-
rema de Lowenheim-Skolem para lenguajes infinitarios que se desprenden facilmente

del Teorema anterior.

COROLARIO 1.- Sea = (B,]) una p-estructura infinita. XCB v scan .\

cardinales infinitos tales que

max{1X].]p| } SA=M< B

entonces hay una estructura ® = (A.[l) tal que R < S, XCA y JA] = A Adewnds si

« es regular el Teorema sucede bajo la hipotesis mis débil A = A<»,

Demostracién.- Sea I' = FORM(L..(p)) y A de la forina prescrita (v < )

3<% sk es t
IF] = | FORM(Lu(m)| = { si & es regular

3% si & es singular

donde 3 = max{x, | p ]}. Tambiéu

a six=at
H=

K si & s limite

Fn consecuencia. si & = a* entonces & > p v, por el caso (I) del Teorema. existe

R <l O (es decir R <4 3) tal que XCA v A s M =0 = A<=\,

Si x eslimiite y singular g = x. También A* = A implica A 2. x;vaque A 2max{}p|.
IX|} por hipétesis obtenemos A 2 3y A= A* > 3* = | T |." Entonces un modelo ®

con las propicdades descritas existe por el caso (I} del mismo Teorema.



TSR S e TANIEY T

Sea & limite v regular: A<* = X implica A > cf(A) 2 x . Asiotravez A > gy
A= A%k > 3<% =|T'|. Yaque g = & = cf(x), el caso (1I) del Teorema aplica (con
.7 =k, ¥ = A} ¥ obtenemos un modelo R de potencia A<* = A con las propiedades

deseadas.o

Observacion.- Para los lenguajes Ley con A < & no podemos mejorar la conclusiin

del Corolario ya que

FFORM(Lo{p)) | = | FORM(Lux(p)) o

COROLARIO 2 (HCG).- Sea I = (B,J) una p-estructura infinita, XCB y #.A
cardinales infinitos 1ales que max{|X].| p |} € A € |B} ¥ & = cf(A). Entonces existe

una estructura R = (AI) tal que ® <., 3. XCSAy |A| = A

‘Demostracién.- & < of(A) implica A" = A vy v < cf(A) implica A* = A (HCG).
Asi si « ¢s regular la proposicion se sigue de la segunda parte del Corolario precedente,
Si  es singular, entonces & < ¢f{A) ya que cf(A) es siempre un cardinal regular. asi.
el resultado sigue de la primera parte del Corolario anterior.g

COROLARIO 3.- Sean «, A cardinales infinitos regulares tales que A< s y

ot.ie(‘:\l('.n<~}'d<,\»a"<~.

Entonces todo enunciado o dv L.y ¢l cual tiene un modelo Q@ tambicn tienc un
modelo R dv cardinalidad < ». 5i ademds, | p | < &, entonces R puede ser tomaido

vomo una subestructura de 3 (ain como una subestructura elemental).
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Demostracién.- Sea I' = Sbf(y). Primero calcularemos | I' | y u

- . (8} ] I'{ < s. Esto es probado por induccién sobre w. Es obvio si p es una
" férmula atémica. una negacidn ¢ una férmula existencial. Si o = Aigvi 1] < &

cntonces

Sbf(p) = J Sbitw) U {vk
i€l

T} < XIShig) | +1
€l

Ya que & es regular. |1} < & y por hipétesis de induccidn |Sbf(y )] < «. la suma

indicada es < &,

(b) ¢ < A = cf(A). De hecho, por la propiedad de formulas, [VL(C)] < A para

todas las férmulas v de Laa(p).

Notemos que (a) y las hipotesis implican que | I' [*< & para todo cardinal 4 < A,

Ya que. ademas, » es regular y A < «, tenemos:

IT['= ¥ irp<s.
€N
“€CAR' .
Despudés nosotros mostraremos que sin pérdida de generalidad podemos restringirnos
a probar el Teorema bajo las hipdtesis adicionales de que |B| = &, p C (). (Asf que
fplirPyir|z2
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En efecto, si |B| < & entonces ¢l Teorema esta ya probado. Si | p | < x afiadiendo
a ¢ una apropiada conjuncién de férmulas podemos asumir que todos los simbolos
de p ocurren en y: si | p | = & nosotros probamos ¢l Teorema para () ¥ definimos
arbitrariamente la denotacidn en R de simbolos p\ 7(y). Finalmente,si { | = 1.
entonces I' = {y} ¥ v es un enunciado atémico: asi. y € LS {p) ¥ vaque 5 > A >
No ¢l Teorema de Lowenheim-Skolem para L., asegura que 4 tiene un modelo de

cardinalidad < A\,

Bajo estas hipdtesis adicionales aplica el caso (I} del Teorema para X= 0. v =
| T |y 7= A obteniendo una estructura R = (A,l) tal que |A| = | T |<~ y teniendo

la propiedad mencionada al final del Teorema: en particular

REredk=y
entonces ¢s claro que [A| < # ¥ R |= p. Para probar lailtima afirmacidn del Teorema
se repite el argumento precedente comenzando con I = Shi(,:)UFORM(L,.(p)}. e}

cual también tiene cardinalidad < x.g

COROLARIO 4.- Sea ¢ € Lf_(p) con un modelo ¥ & un cardinal regular >
entonces o tiene un modelo de cardinalidad < ». En particular. si & = A*, entonces

v tiene unt modelo de cardinalidad < A,

Demostracién.- x y w son ambos regulares, y & > w por hipdtesis: ademds, v
paratoda n € w ¥ w < 7 < A. Asi las hipdtesis del corolario anterior son satisfechas

v el resultado sigue instantaneamente.g

COROLARIO 5.- Todo enunciado de Ly con un modelo._liéur ut modelo de

cardinalidad < @ para 0 inaccesible > w.
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-Demostracidn.- Todo enunciado de Ly estd en Ly, para alguna A < 6. r\pliduv

el Corolario 3.0

Los siguientes ejemplos muestran que las cotas para la cardinalidad del modelo: 2
en el caso 'y 2<% en el caso 11 del Teorema de Léwenheim-Skolem son las mejores

|‘)osibles.

EJEMPLO 1.- Consideraremos la Teoria de los Ordenes Lineales Densos sin Ex-
tremos. Sea (X,<) un conjunto linealmente ordenado, denso y sin extremos. A y
B subconjuntos de X; nosotros escribiremnos A < B si y sélo si para todo a€A y
todo beB, a < b. De la misma manera escribiremos A < ¢ < Bsia < ¢ < b para

cualesquicra a€A y beB.

Sea & un cardinal, decimos que (X.<) es un n,-conjunto si y sdlo si para cada par
A. B de subconjuntos de X de cardinalidad < « tal que A < B hay una c€X tal que
A<c<B

Daremos ahora un ejemplo de 51.-conjuntos:

Para cada ordinal infinito a. sea U, el conjunto lexicogrdficamente ordenado de
todas las sucesiones de 0's y 1's de longitud a. H, consiste de todas aquellas sucesiones
s: a —2teniendo un 1iltimo 1. es decir, existe un 4 < atal que s, =1 y s3 =0 siempre

que 7 < <.

Algunas de las propiedades de estos 1iltinos conjuntos de sucesiones son:
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i) Cada Hy+ es un Na+-conjunto, (evid te de cardinalidad 2*. donde & ¢s un
cardinal).
ii) Cada n.s+-conjunto contiene una copia isomorfa a U,. v aiin de Hqe. De donde

se tiene que cada 5.+ -conjunto es de cardinalidad >2%,

Sea ¢ el Lys\+{<)-enunciado axiomatizando la nocién de nye-conjunto, ¢ es la

conjunéidn de:

(1) "< es un orden lineal”.

(2) (Vo] AW MAaacr(Ve < wa)— IxAapcr (Va < X < wg)]

(3) (Vv M)(Fxy)Aacalx < va < ¥).

Sea T' = Sbf(¢); entonces | ' | = A y g = A. Por otra parte ii) implica que todo
modelo de ¢ tiene cardinalidad > 2' = 24, En cousccuencia 2* es la menor cota

posible para el caso (I) de] Teorema de Léwenheim-Skolem.

Para el segundo cjemplo necesitaremos algunas definiciones ¥ teoremas que seran

dados en lo que sigue:

DEFINICION.- Sea A una clase y R nna relacion binaria sobre A.
a) R cs bien fundada si y solo si
i} Cada subconjunto no vacio de A tiene un elemento R-minimal.”

ii) Para cada acA el segmento inicial {x € A | xRa} es uu conjunto:. "

b} R es eatensional si y sdlo si para cualesquiera'x.yE€A ocurre, que si para toda-




n€A, uRx si y sélo si uRy, entonces x=y.

PRINCIPIO DE INDUCCION PARA RELACIONALES BIEN FUNDADAS.-
Sea R una relacional, A=camp(R) ¥ supongamos que R bien-funda a A, entonces para

cualesquicra x. y€A. si yp = {z € A | zRy} Cx implica que y€x. entonces A=x.

Demostracidén.- Supongamos lo contrario. es decir. existe b un counjunto tal que
para cualquier y€A »i vi Cb entonces yé€b pero que AZb. Fijémonos en el coujunto
A\b el cnal es distinto del vacio v estda contenido en A. Como R bien-funda a .\
entonces existe un conjunto x™ tal que x*€A\b y no existe z€A\b tal que 2Rx* lo
cual es equivalente a que para toda z. si zZRx™ entonces zeb, es decir. x*s Ch. Asi

x”"€b lo cual contradice el hecho de que x*€A\b.g

ESQUEMA GENERAL DE RECURSION PARA RELACIONALES BIEN
FUNDADAS.- Scan R una relacional bien-fundada. A=camp(R) ¥ ¥ un conjunto.

Si H es una funcional

H:VaV
{donde V es el universo de conjuntus) entonces se puede definir en forma tinica una

funcional

F:A=V

tal que para toda x€A. F(x)=H(Fixg).

TEOREMA DE SHEPHERDSON-MOSTOWSKI.- Sea R mm_»r,vlar‘iuufnl_.4" ’

extensjonal y bien-fundada sobre la clase K. Entonces existe una vinica clase transiti

M tal que (K.R) = (M.gIM). Ademds el isomorfismo es sinico ¥ satisfagé Ia céﬁacix}n RURS
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F(x) = {F(u} | uRx} para x € K

Demostracién.- Apliquemos el Esquema General de Recursion para Rcl#cionnles
Bien-Fundadas con H = id, : V—V el mapeo identidad universal. para obtener una

funcién F : KoV tal que

F(x) = F | {u € K |uRx} = {F(n) | uRx) parax € K

Sea M=Rang(F). Ya que

(*) vRx & F(y) € F(x) para y.x € K

entonces

(K.R) =F (M, €] M),

Ya'que cualquier otro isomorfismo entre (K.R} y (M.€|M) necesariamente satisface

(*). F esta iinicamente determinada.

Notemos que M es transitivo: pues si y€x v x€M éntonces x=F(t) para alguna tK

x= l(t) = (F(u)|uRt)

" ast v-—l‘(u) parn nlguna u lul quc an y en co ecucncm yel\l.

I‘nmlmcnto prolmrcmos la umcndml dc \l o dvcxr. st \ os una clase transitiva

¥ (!\.R) (X.€lX) cntom‘ow x \l bca G un momor[‘ﬂno entte (l\ R) (N, EI’S) .
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mostraremos utilizando induccién sobre R que F(x)=G(x) para x€K. Si x es R-
minimal, entonces F(x)= 8: si G(x)# 0 entonces sea y€G(x). ya que X es transitivo,
vEX y y=G(u} para alguna u€K: ya que G es un isomorfismo. uRx. contradiciendo
que x es R-minimal. Ahora asumamos que {u € K | uRx} # 8 y que F(n)=G(u) para
toda u€K con uRx. entonces y€F(x) si ¥ sdlo si y=F(u) para alguna u tal que uRx
{definicién de F) si y sélo si y=GCG(u) para alguna u tal que uRx {por el Principio
de induccion) si ¥ sélo si y=G(u) para alguna u tal que G(u)€G(x) (porque G cs

isomorfismo} si y sélo si y€G(x) (por definicidn de G).

En particular tenemos X=Rang(G)=Rang(F)}=M.q

EJEMPLO 2.- Si # s un cardinal infinito ¥ X es un conjunto. x es hereditariamrnic
de cardinalidad & <i y sdlo si x| < & ¥ toda y satisfaciendo (4) tiene cardinalidad
< K

(+) Hay una n € w ¥ unta cadena sgoaSu~q tal que y €sy €...€5,-) €X

Sea A un cardinal infinito > w. $i A 1o es diébilmente inaccesible. el conjunto H(A)
de todos los conjuntos hereditariamente de potencia < A puede ser caracterizado fucra
de isomorfismos por ¢l enunciado oy de L.\y(E) donde E es un simbholo de relacion
binaria, Para A = #¥ tal enunciado es

0 = Vxy[va{zExeszEy)—xxy]

0 = (Vo] W~V Evy)

0y = (W] K)3¥ValzEy — Veculzave))
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8y = Vy{Fz(zEy)—(3v| K WV2[zEye— Vo dzmeve)])

Si A es un cardinal singular. sea (A, | 0 <cf(A)) una sucesién estrictamente creciente
de cardinales convergiendo a A. Entonces H{A) es caracterizado fuera de isomorfisimo

por la conjuncidn o) de los enunciados fy . 8; v
(1) IxVy ~{yEx)
(2) Aacern (v} Aa 1 VY (yExe— Vye, (vRvg))
(3) Yx[IY(VEx~ Vacet){ V] A WHIVExe— Voo, (y2va))]

Claramente este enunciado estd en Ly, . Ademds H{(A)eMod(a,). Conversamente,
si (A,E) € Mod(e.) entonces por 8y, 8; y el Teorema Shepherdson-Mostowski. hay
un conjunto transitivo M tal que {A.E; 2 ( M.€|M). El enunciado (3) prueba que
todo x€M tient cardinalidad < A, ya que M es transitivo se sigue que MCH(A). Note
que (1) implica que § €M. Finalmente una simple induceidn sobre ol rango de los
miembros de H{A), usando que (2) sucede en {M,E[M) muestra que H{A)CM. Asi
H(A) = M y {AE) es isomorfo a (H{A).€[H{A)).

Si A es débilmente inaccesible > w. entonces hay un enunciado oy de Lye(Er el
cual caracteriza H(A) fuera de isomorfisino. Este es la vonjuncidn de @5, 05, (11 ¥

() _ggy, (941 #IIRVS(YER= Vipealeeva)

(3) VX[BV(YEX)= V sy (35] KIVS(YER— Vicalsmval)) -
w€CAR

s



Note que A<* < [H(A)]. En efecto. es facilmente verificado que st 8 < A entonces
algin mapeof: & — A es un miembro de H{A): ast U A® € H(A) y. en consecuencia.

A<V < H()

Después hacemos T = Sbf(,7). Asisi A = &+ entonces g = & v si A es un cardinal

timite entonces pr = A y |VL{y;)| < ¢ para toda » € T,

Alora sea A un cardinal beth, limite, singular. es decir A =3, donde a es un
ordinal limite v cf(a) < a. As{ A<Y =T,,0= 2%, Asi [H(A)] = 2" ¥ ¢l Teorema caso
(1) {para » = 2.7 = \*). muestra gue @ tiene un modelo de cardinalidad 2. Como
antes esto implica que [H(A)| = 2% y muestra que el resultado del Teorema. caso (1)

es el mejor posible también cuando A es singular.

Finalmente cuando A es débilmente inaccesible nn argumento similar al anterior
muestra que el tinico modelo de gy, H(A). es de cardinalidad 2%, v que el resultado
del Teorema caso (11) es el mejor posible también cuando A es un cardinal regular

- Hmiite,

3.3.- EL TEOREMA DE LOWENHEIM-SKOLEM-TARSKI PARA LENGUAJES L.

Debido a gue el Teorema de Compacidad no es valido para lenguajes infinitarios v a
que la demostracion del Teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski en el caso de lenguajes

con expresiones finitas hasa su demostracion en dicho Teorema. la generalizacion del
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Teorema de Léwenheim-Skolem-Tarski a lenguajes infinitarios no resulta trivial y se
abtiene al calcular el nimero de Hanf para cada conjunto especifico de enunciados.
Esto dltimo se encuentra fuera de los alcances de esta tesis y nos limitaremos a dar

condiciones muy generales para la existencia de dichos nimeros.

DEFINICION.- Para cada conjunto X de enunciados ¢u un lenguaje arbitrario
L, ¢l Numero de Hanf de X, en simbolos h{X). es el minimo cardinal A tal que para

cualquier enunciado ¢ de X ocurre lo siguiente:

Si o tiene un modelo de potencia > A, entonces o tiene modelos de cardinalidades

arbitrariamente grandes. Siempre que esté definido h{L¢(L)) serd denotado por h(L}).

LEMA. (Hanf).- Para cualquier conjunte X de enunciados en un lenguaje arhi-
trario L, h(X) existe. En particular h(L) existe para cualquier lenguaje L en el cual

Lt(L) -l1a clase de todos los enunciados de L- es un ronjunto.

Demostracién.- Para cada cnunciado o de X uo teniendo modelos de potencias
arbitrariamente grandes, nosotros asociamos un cardinal x. como sigue: &, es el
mismo ) tal que o no tiene modelos de potencia 2 A. La minina cota superior u de

todas las x,'s existe porque X es un conjunto. ¥ obviamente g 2 h(X).o

100



BIBLIOGRAFfA

1- ‘Amor, J. A. "Compacidad en Ldgica de Primer Orden y sui Relacidn con el

" Teorema de Completud”, Facultad de Ciencias, UNAM.
2.- Barwise (Ed) "Handbook of Mathematica! Logic", Ed. North Holland, Ams-
: v
terdam, 1971,
3.- Bell, J. L. and Slomson, A. B. "Models and Ultraproducts: an Introduc-

tion”, Ed. North Holland, Amsterdam. 3a. impresion 1974,

4.- Bridge, J. "Beginning Model Theory. The Completeness Theorem and Some
Consequences”. Ed, Oxford University, 1978.

3.- Chang, Ch. and Keisler, H. Jerome "Model Theory™. Ed. North Holland.

Amsterdam, 3a. edicion, 1990,

6.- Dickmann, M. A, "Large Infinitary Languages. Model Theory™. Ed. North

liolland, Amsterdam, 1975.

7.- Enderton, H. B. "Una Introduccion Matematica a la Légica”™. Ed. Universi-

dad Nacional Auténoma de México, 1987,

8.« Ershov, Yu; Paliutin, E. "Ldégica Matematica™, Ed. Mir, Mosci, 1990,

104



8.- Hodges, Wilfrid. "Model Theory™. Encyclopedia of Mathematies and its
Applications Vol. 42, Ed. Cambridge University Press. 1993,

10.- Malitz, J. "Introduction to Mathematical Logic™. Ed. Springer Verlag, 1979,

11.- Mendelson, Elliot. "Introduction to Mathematical Logic”. Ed. Van Nos-

trand, 1964.

12.- Rojas, R. y Amor, J. A, "Sistemas Formales™ Comunicaciones Internas

No. 149, 3a. edicién, Dpto. de Matemdticas, Fac. de Ciencias. UNAM, 1991,

13.- Sacks, Gerald E. "Saturated Model Theory™, Ed. W. A. Benjamin,
Inc.,1972.

14.- Schoenfield, Joseph R. “.\Iathcmatirql Logic™. Ed. Addison-Wesley, 1967,



Impresiones Aries al Instante, S.A. de C.V.
Rep. de Colombia No. 5, Col. Centro
06020 México, D, F.

52604 72, 52629 13, Fax 52629 06



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. El Teorema de Löwenheim-Skolem
	Capítulo 3. El Teorema de Löwenheim-Skolem para Lenguajes Infinitarios
	Bibliografía



