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PROLOGO (EXISTENCIAL)

" La matem&tica cl&sica -la que estamos acostumbrados a
es‘tuqiar-, y que utiliza la légica "cl&sica” para sustentar sus
argumentos, incluye muchos aspectos conceptuales que rebasan
sobradamente lo que nuestra .intuicién nos permite intdrprecar con
precisién o justificar de alguna manera valiéndonos de nuestro
“sentido comGn®. A principios de este siglo, Hilbert, tratindo de
remediar esta situacifn tan incémoda para el matemdtico riguroso,
bropuﬁo que la matemftica cl&sica se. formulara como una teorfa
axiomitica formal, y que luego se tratara de probar que tal teorfa
estaba libre de contradicciones. Por supuesto que la pretendida
demostracién de consistencia quedarfia necesariamente condicionada
-limitada- .por la naturaleza y rigor de los wmétodos
(metamatem&ticos) usados en ella. No resulta sorpresivo, pues, que
otros matem&ticos (Brower, principalmente) rechazaran todas
aquellas partes que se demﬁestran utilizando conceptos "poco
claros" y sustituyéndolos por "mé&todos que la intuicién aceptan.

Los objetos matemiticos -segGn esta escuela "INTUICIONISTA"-
deben generarse por métodos constructivos y nunca a partir de
."algin conjunto cuya existencia se presupone y en el que se
cumplen a priori ciertas condiciones". No se acepta la calidad

existencial del conjunto N de los nimeros naturales como un todo



dado de antemano. )
Se pone en duda la validez de las leyes de la l6gica clédsica,
‘que tradicionalmente se han tomado como ciertas universalmente
-con  independencia del contexto en el que  se apliquen-.
Explicitamente, se rechaza la "ley del tercero excluido".} Para un
conjunto finito S y una condici6n P : S — {si,no}, es claro qué
-potencialmente- puede probarse que "existe x € S tal que P(x)" o
que "no existe x € S tal que P(x)", y en este cago "P v P " ‘se
cumple, pero para conjuntos infinitos, ®i no sucede que pueda
encontrarse una x € S tal que P(x), y de ahi se pretenda concluir
que entonces debe ser clerto que no existe x ¢ S tal q;ue P(x), es
porque se estf utilizando un argumento que no es justificable
bajo ninguna razén légica y no se vale extrapolar a partir de lo
que en los conjuntos finitos Bi sucede.

BEntre los teoremas mi&s fuertes y también mis "polémicos" de la
matemftica, merecen un lugar distinguido los de "existencia" -los
teoremas que afirman que "algo" existe- que cuando se demuestran
de una manera constructiva se aceptan, en general, sin objecién.
Tal es el caso, por ejemplo, de los teoremas que afirman que:
"Bxiste un método para resolver por radicales las ecuaciones de

2°, 3°, y 4° grado"; "Existe la bisectriz de un 4&ngulo cualquiera
en el plano"; "Si M(x,y)dx+N(x,y)dy es una forma diferencial
exacta, entonces existe una funcién potencial i.e. existe ¢(x,y)
tal que dp = M(x,v)dx+N{(x,y)dy "; "Para cada z € € existe w € C
tal que v' = z ¥, v"Cuando AX¥ = K representa un sistema de m

ecuaciones lineales con n incégnitas, y el rango de la matriz A



coincide con el rango de la matriz aumentada A" (llamémosle r),
entonces existe una variedad lineal "solucién" de n-r par&mé:xos";
y wuchos otros mis cuyas demostraciones (genéticas o
constructivas) pueden hacerse diseflando algoritmos que produzcan
lo que los teoremas aseguran que existe. .

La cosa es diferente cuando la multimencionada existencia se
pretende demostrar por reduccifén al absurdo, es decir, cuando al
supolier que tal objeto no existe se llega a una contradiccién.
Concluir que entonces el mencionado ente debe exigtir no es un
argumento que todos acepten.

Para ejemplificar este tipo de teoremas mencionamos agqui la
demostracitn. -elegantisima- del teorema fundamental del &lgebra
que asegura que todo polinomio complejo f(2) tiene al menos un
cero complejo; demostracién que consiste en suponer que tal no es
el caso y que entonces la funcién 1/f(2) estd definida (y acotada)
en todo el plano y que por lo tanto tiene que ser constante. f(z)
constante y f(Z) no constante es una contradiccién que prueba que
la hip6tesis de que f(2) no se anula en C es absurda y que por lo
tanto f(z) tiene que tener al menos un cero complejo.

Existe toda una coleccién.de "teoremas existenciales" que se
derivan del teorema de compacidad de ‘la l6gica matemitica que
asegura que si (m}‘N es una familia de axiomas tal que cada
subconjunto finito de ellos es consistente, entonces debe existir

un modelo' para la familia completa de axiomas.
P

1:En una teorla axiomatlca, un modela e una coleccion de
conjuntom que pueden interpretarse como los objetos y las
relaciones de la teorla, ¥y en los que, dada osa interpreatacion,
todos Tom axiomas resultan verdaderos, Uno de los tooreman de

Gode] asegura que “una teorja es consistente ml! tiene un madelo”.
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La "hipbtesis de que cada coleccién finita de ax_:'.ou\asv ‘en
consistente implica la imposibilidad de derivar una contradiccién
a partir de la familia completa, ya que tal contradiccién tendria
que construirse con un nGmero finito de proposiciones, y por 1lo
tanto con un nimero finito de axiomas. Rsto contradirfa el h.echo
de que tal coleccién, por ser finita, es necesariamente
consistente. Aplicado al caso de 1os nGmeros reales, y a la
familia {A:)m" A1 : "Bxiste un campo que contiene a R con un
positivo menor que 1/) " produce el sorprendente resultado de que
deben existir campos ordenados que contengan a R, en los que todos
los axiomas de la familia anterior son v&lidos, es decir, en los.
que existen "infinité&simos", y por lo tanto, sus inversos,
rinfinitos", (ver capitulo 13).

Por supuesto que este teorema -de existencia- estd avalado por
métodos constructivos que exhiben campos de "super reales" que son
el habitat natural del "andlisis no-estdndar" creado en 1960 por
Robinson y sus seguidores. En esta tesis se construye uno de tales
campos que no tiene la pretensidén de permitir en &1 el desarrollo
completo del an#lisis, sino que se limita a mostrar cémo pueden
interpretarse en un contexto sumamente familiar los infinitésimos
de diferentes 6rdenes de magnitud, sus distinguidos inversos
infinitos, infinitotes e infinitigimos, junto con una métrica
"extrafia" que permite la existencia de "auras" y "galaxias".

El trabajo comienza con un recordatorio de lo que es un anillo,
siguiendo con las condiciones necesarias para gue éste sea un

dominio entero, y un campo; mencionando especificamente, lo que es



una clase positiva, y un orden definido a partir de é&sta.
Posteriormente, se mencionan algunos resultados relativos a
elementos primos, irreducibles, ideales principales, e ideales
méximos.

Bn los siguientes capitulos, se "construye" el campo de los
ndmeros racionales a partir de el dominio entero de los nimeros
enteros; y siguiendo esta congstruccién como modelo, se construye,
en géneral, el campo de cocientes de un dominio entero.

Después, se habla de los polinimios en una indeterminada x con
coeficientes en un campo, con la suma y el producto que se ensefia
en la secundaria, y se ve que es un dominio entero. Se definen las
funciones polinomiales; y para todo esto se mencionan algunos
resultados acerca de las extensiones de campos, y, en particular,
dé las extensiones algebraicas.

Recordando la construccién del campo de cocientes de un dominio
entero, se expone, en particular, el campo de cocientes del
dominio entero de los polinomios en una indeterminada x con
coeficientes en un campo.

La primera parte de este trabajo termina con un teorema acerca
de los campos finitos.

La segunda esg relativa a la légica. Primero se define lo que es
una teorfa formal, y después se ve c6mo la existencia de
infinitésimos e infinitos se sigue del teorema de compacidad.

Finalmente, se exhibe un campo extraflo.



DOMINIOS ENTEROS

Sea D un ‘conjunto, ye : DxD » D; o : .DxD -+ D dos operaciones
binarias 'detinida‘s en D.Sabemos que {D,e,0} es un anillo si D, e}

es un grupo abeliano, y o se distribuye sobre ¢ por ambos lados.

NOTACION: eo{a,b) = aob, ola,b) = ach.

A ¢ le llamaremos suma, al neutro aditivo lo denotaremos o, Y
al inverso aditivo de a « D lo denotaremos a'. A © le llamaremos
productc o multiplicacién, al neutro multiplicativo (si existe) lo
denotaremos e, y si existe el inverso multiplicativo de a € ' 1o

denotaremos a', donde D' = D - {e}.

Si adem&s el producto conmuta, tiene neutro, y Vv a,b € D,
ach = e « a =6 v b = o; entonces la terna {D,e,0} es un dominio
entero. A

Por ejemplo, {Z,+,*} con los neutros 0 y 1 respectivamente es

un dominio entero.

DEFINICION: Vv n € N, a ¢ D dominio entero, definimos na por

recursién:



‘i) oa = o.
i1) (n+l)a = naea. . )
Con objeto de extender la definiciéon a 2, definimos

iii) (-nla = (na)".

MOTA: Si se quiere demostrar una propiedad F para todo 1
utilizando induccifén, se procede de la siguiente manera:
i) Se demuestra F(0).
: Induccibén en N,

ii) Se demuestra [V n e N, F(n) » F(n+1)].

iij) Se demuestra [V n € N, F(n) » F(-n)}.- Generalizacién a 2.
CARACTERISTICA DE UN DONINIO ENTERO

DEFINICION: Sea D un dominio entero. Decimos que D es de
"caracteristica 0" (cero), si V a ¢ D', melIZ; ma =o0»m=0,
Decimos que D es de "caracteristica finita" si no es de

caracteristica 0, es decir, 3 a ¢ D', meZ tales que ma = o.

AFIRNACION Si existen a e D',m e 7' tales que ma = o, entonces
VbeD, mb=o.

Dem: Demostraremos primero, por induccién sobre Z, que

YVmelI, VabeD; (ma)ob = ao(mb).



i) m = 0 » (ma)ob = cob = © = 300 = go(mb) , -
i1) Supongamos que (na)ob = ac(nb); n € N.
P.d. [(n+1)alob = aol(n+1)b].
[(n+1)a)ob = ([nasaleb = [(na)eblelach] = [ac(nb)]elach] =
= ao[nbed] = ao{(n+1)b].
ii1i) Supongamos que (na)ob = ac(nb); n € N.
P.d. [(-n)a)ob = acl(-n)b]. .
[{-n)alob = {(na)"leb = [(na)eb]® = [ac(nb)]® = aol(nb)] =
= aol(-n)b). ‘
De lo anterior, tenemos que si a e D', m e 2° son tales que
ma =5, entonces Vb €« D', mb = e, pues o = (ma)ob = ao(mb). Como

ncD',-b-e.

+.

DEFINICION: Sea D un dominio entero. Si D es de caracteristica
finita, decimos que D es de "caracteristica p" si p es el minimo

entero positivo tal que Vv a € D, pa = o.

AFIRMACION: Si D es de caracteristica p, entonces p es primo.

Dem: Supongamos que p = q,q,; 4,.9, € A
Entonces, e = pa = (q,q,)a = q,(q,a). g, = p, g,a €D.

~q =PAQ =1 6 g, =1A4q,=Pp.
+.



Con objeto de definir un orden en un dominio. entero que sea
compatible con las operaciones, daremos a continuacién la

definicién de clase positiva,

DEFINICION: D*

« D dominio entero es una "clase positiva" sii:
i) a,b € D* » aeb, acb « D*.( Cerradura bajo las operaciones ).
ii) v a € D, Bucede uno y sélo uno de los siguientes incisos:

a) a e D* b) a=e c) a” e,

Por ejemplo, en {Z,+,*}) con 0 y 1, tenemos * = W, es decir,

% - {0} es una clase positiva en Z.

ORDEN EN UN DOMINIO ENTERO

Sea D un dominio entero. Si existe b* c D clase positiva, esta
induce automiticamente un orden < c DxD definido de la siguiente

manera:

DEFINICION: V a,b € D, a < b «+ b-a € D*, ( donde b-a = bea" y

a<bm= (a,b) € < ).

OBS: a € D' e o < a.



Un orden definido asi es cd’npntible con las operaciones, es
decir: - ‘ ) ‘ e
L - asc < bec

YabceD;, a<be .
. . acc < boc, si c € D,

De aqui se deducen algunas propiedades, por ejemplo:

i) a <bAc €D 4 boc < acc

ii) vaeDd, a®«D',puecs aeD" » aeD* v a ep*; entonces:
aeD* 4o cavo=coacaca=a’, .a b,
2" «D* v acoso oo aca=a’ .aeD.

Por consiguiente, (e » 0 A e’ s e) » ¢ € D',

Como ¢ € D*, 8i a « D' entonces ase € D*; por lo tanto toda
clase positiva contiene a un subconjunto con tantos elementos como

N, y por lo tanto debe ser infinita.

De lo anterior vemos que:
i) Ninglin dominio entero finito es "ordenable".
1i) € no es ordenable, ya que si lo fuera; 1 = 0 » i e c',

pero i2 = -1, y por lo tanto 1y -1 e ¢* 1.

10



NOTA: Cuando hablamos de orden en un dominio entero, hacemos
" referencia'a un orden compatibhle con las operaciones, es decir, un
dominio entero se considera un dominio entero ordenado sii tiene

clase positiva, y el orden es el que se deriva de ella.

11



CANPOS

Sea {D,e,0] un dominio entero. Si ademfs {b",0} es un grupo

abeliano, entonces {D,e,0} es un campo.

EJIENPLOS:
!2 = {0,1} con la suma y producto mod. 2 es un campo.

®,C con la suma y producto usuales, son campos.

Z no es campo con la suma y producto usuales.

Siendo los campos un caso particular de los dominios enteros,
podemos extender la definicién de caracterfstica de manera

natural, as{ como las definiciones de clase positiva y orden.

OBS: Sea K un campo, x* e K, clase poeitiva. Entonces:

a ekt = a® e kY, pues aca” = e € k*.

Como ya Be dijo, no en todos los campos se puede definir una

clase pogitiva y un orden compatible, por ejemplo, en 2z, , si

hubiera 2,* clase positiva, tendifamos:

12
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IDEALES MAXIMOS, PRIMOS, Y PRINCIPALES

Para poder precisar algunas de las cosas que se usarén
después, conviene definir ideales mfximos, ideales primos, e

ideales principales.

DEFINICION 1: Sea A un anillo conmutativo. N un ideal propio de
A es "méximo" sii vV I ideal de 2, MSISA » M = I v M = A.

DEFINICION 2: Sea 4 un anillo conmutativo. P un ideal propio de

A es "primo" gsii va,be A, abeP+aePvbelP.

DEFINICION 3: Sea A un anillo conmutativo. R un ideal de A es
vprincipal" sii 3 r, € A tal qua R = (¢ }; donde (r,) es el ideal

generado por r,, es decir, r A,

DEFINICION 4: A es un "anillo principal® sii todo ideal de A es

ideal principal.

El concepto de ideal miximo es importante per se, Yy en nuestro

14



caso, el siguiente teorema resulta relevante:

TEOREMA: Sea A un anillo conmutativo con 1. M ideal de aes’
miximo sii A/M es campo.

Dem: =») Sea M ideal maximo de A. Dada la correspondencia
biunfvoca que existe entre los ideales de A/n y los ideales de A
que contienen a M, tenemos que A/N tiene s6lo dos ideales, el
total y el trivial. ‘Ademds, como A es conmutativo y tiene 1, A/M
‘cumple con estas condicioneé. Por lo tanto, A/N es campo. ]

‘.)v Sea M ideal de A tal que A/N es campo. Entonces, los {inicos
ideales de A/N son el trivial y el total. Por la correspondencia
ya mencionada, existen solamente dos ideales de A que con;ienen a
M. Como A y N cumplen con esta condicién, sdn todos. Por lo tanto,

M es miximo.

Si A es Z, es facil ver que los ideales maximos se corresponden
biyectivamente con los nimeros primos, ( pZ es midximo sii pe P ),

( Aclaramos aqui{ que ? es el conjunto de los nimeros primos ).

otra correspondencia bonita es la que hay entre los ideales
méximos de A = (f:(a,b] — R / f es continua}, y los puntos de

[a,b). En efecto, se cumplen los siguientes teoremas:

15



TEOREMA: Sea A = {f:(a,b) — R / f es continua}, y c e [a,b].
Se detine M_ = {f « 4 / f(c) = 0). Entonces, N_ es miximo. ’

‘ng: Sea I ideal de A tal que nc < I propiamente. Sea f € I-M ..

Bntonces, f(c) = a » 0. Sea g » «. Tenemos éue (f-g) (c) = 0. Es

décir, f-geN_cI, ex’n:onces g € I; pero g & u‘ , por lo tanto,
I = A4, es decir, "c es mixima.
. n
TEOREMA: Para cada ideal mdximo N de 4, existe c¢ € [a,d] tal
que M = "c .

Dem: Sea N ideal méximo de 4. Supongamos que no existe tal c,
es decir, v x € [(a,b), 3 f o eH tal que t‘.(x) = 0, y por lo tanto

es diferente de cero en una vecindad abierta v, de x, ( por ser
continua ). El conjunto de estas vecindades es una cubierta

abierta de [a,b], que por ser cerrado y acotado es compacto. Por

lo tanto, la cubierta tiene una subcubierta finita ({v_,...,v, }
1 n

que corresponde a las funciones t" +eoo.f . Los productos finitos
1 n

y las sumas finitas de funciones de N est&n en N, por lo tanto

f = (t'x )2+...+(t‘x )% e M, y como no se anula en ningin punto de
1 n

fa,b), es invertible, es decir, f € u, !

+.

COROLARIO: La relacién entre los ideales miximos de A, y los

puntos de [a,b] es 1-1.

16



El Lema de Zorn se utiliza en la demostracién de los dos'.

siguientes .teorémas:

TEOREMA: Si un anillo conmutativo tiene idéntico, entonces

tiene ideales miximos.

Dem: Sea A un anillo conmutativo con 1. Sea 8 = {I c 4/ I es
ideal propio}. 8 * o, pues {0} « 8. Ordenamos g por contencién, y
tenemos un conjunto parcialmente ordenado. Sea € una cadena en 8.
Consideremos uC. uC es ideal de 4, pues la unién de subgrupos es
subgrupo, y &i tomamos & € 4, ¢ € VW, tenemos que 3 I € C tal que
c € I, entonces ac € I, y por lo tanto ac € uC. Ademds, V I € 8,
Y n'I =0, por lo tanto W€ n Y =, es decir, uC es ideal propio
de A, o sgea, W € B8; 'y claramente es cota superior de C.
Satisfechas todas las condiciones del Lema de Zorn, tenemos que en
A hay elementogs maximos, gque e\'ridentement:e resultan, ideales

maximales.

TEOREMA: En un anillo conmutativo con 1, todo ideal propio esta

contenido en un miximo.

Dem: Sean A un anillo conmutativo con 1, e I un ideal propio de
A. Sea B = (M c A/ M es ideal propio de A, y contiene a I}.
Ordenando # por contencifn, es un conjunto parcialmente oxdenado,

Sea C una cadena en B. Consideremos uC. Como se vi6 anteriormente,

17



uC es ideal propio de A, ademds, Vv N € C, ¥ contiene a I, pqr,‘lo
tanto uC contiene a I. Bs decir, uC € 8, y es cota superior de C.-
Por el Lema de Zorn, en A hay elementos maximales, es decir, I

estd contenido en un ideal miximo.

TEOREMA: Sea A4 un anillo conmutativo con 1. Entonces, ‘P un

ideal propio de & es primo sii A/P es dominio entero.

Dem: +) Sea P un ideal propio de A primo. Sean a,b € A/P tales
que a-b = 0 = ab. Entonces ab ¢ P, pero como P es primo, a « P 6
b e P, esg decir, a = 0 6 b = 0; por 1o tanto A/P es dominio
entero.

«) Sea P un ideal propio de A tal que 4/P es dominio entero.
Sean a,b ¢ A tales que ab € P. Entonces, ab = ab = 0, pero como
A/P es dominio entero, tenemos que‘i =0vb =20, es decir, a e P

6 b € P; por lo tanto, P es primo.

COROLARIO: En todo anillo conmutativo con 1, si M es ideal

méximo, entonces es primo.

A continuacién, daremos un ejemplo de un ideal m&ximo que no es
primo, ( aqui es relevante la existencia del 1 ); y un ideal primo

que no es miaximo.

18



umno l; Sea A=, ps?P, y definimos el pro_duct:o'er; 4 como
sigue: Vv ‘a,b €« A, ab = 0. Bvidentemente, todo subgrupo de Zp es
ideal de Zp, pero los (nicos subgrupos son {0} y Zp; pbtllo tanto
{0} es méximo, y 1°1 = 0 € {0}, pero‘1 ¢« {0}, por lo tanto {0} no

es primo.

EJENPLO 2: Sea 4 = Z[x]. P = (x) = {axsax’s. . .+ax" / a « )
es primo. N = (aonlxm..unx" / a €2, a =0 (2)} es ideal de

A, Ademfs, PcMcA, y ambas contenciones son propias; por lo tanto P

no es miximo.

Terminamos aqui con una visién panordmica:

DOMINIOS ENTEROS Z[V5il,Z({2i] Op

FACTORIALES Z([x]

PRINCIPALES Z[a), con
a = {1/2)+(Vi9/2)4

EUCLIDIANOS Z,R([x)

CAMPOS R,C.
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ELEMENTOS IRREDUCIBLES Y ELEMENTOS niuos N

Sea A un anillo conmutativo con 1; y U4 sus unidades. p e A'-'u‘
eg "irreducible" sii:

DEFINICION: YV mn € A, p = mn » (me'u‘) v (nc‘uA).

En otras palabras, p es un elemento irreducible si no siendo
cero ni unidad, s6lo tiene factorizaciones triviales. Se puede

demostrar que en Z, la definici6én anterior es equivalente a

cualquiera de las tres siguientes:
DEFINICION: V a,b € A, plab » pla v p|b.
DEFINICION: Vv a ¢ 4, pla v (p,a) = 1.

DEFINICION: Va e A, 1 <a <p=» (p,a) = 1.

Se da sin demostracién el siguiente:

TEOREMA: En Z, 1las cuatro definiciones anteriores son

equivalentes.
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TEOREMA: p &« P* o p = 2 A pl(p-1)1+1. Es decir, un entero. no
cero ni unidad es primo positivo sii (p-1)! ®» -1 (p), que en. un
sentido (+) es el Lema de Wilson. .

Rem: ») Sea p « #*. Consideremos Z; = {1,...,p-1}. supongamoa‘
que 1 « 1; es tal que i* ®» 1 (p). Bs decir, pli*-1 = ({+1) (4-1),
esto” eii pli+l v pii-1, 8ii 1 = p-1 v i = 1. Entonces
{(p-1)! = (p-1) (p), y por lo tanto (p-1)! s -1 (p).

«) Supongamos que p «¢ P, entonces existen m,n € T tales que
p = mn, con 2 s m <p, 2 s n < p. Si plip-1)1+1l, tenemos gue

mi(p-1) 141, pero como m < p, mi{p-1)t, por lo tanto mii!

Aun cuando en I coincide el concepto de "primo" con el de
*irreducible”, { que se usan indistintamente ), en la teoria
general de anillos no es asi. Conviene definir como "ndmero" primo

a un elemento p en 4 tal que (p) es un ideal primo.

Se mencionan, a continuaéién, algunos teoremas relativos a

"primos” e “irreducibles".

TEOREMA: Si A es un dominio entero, entonces, Vv p € A4, p primo

= p irreducible.

Dem: Sea A un dominio entero. Sea p € A tal que (p) es primo.
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supongmi qué p = mn. Entonces mn € (p), pero como (b)' e® primo,
tenemos que m ¢« (p), v n « (P). me (p) » plm » n & Y. Del wmismo

modo, ne (p) + pln+me Y.

+.

Hacemos ver que la contencién es propia con el sgiguiente

ejemplo:

Sea A = Z{V5i) = {a+bv5i / a,b € Z } que es un subanillo de C,
Y por lo tanto es un dominio entero, (led). Se define en 4 una
"norma” de la manera siguiente: N(z) = a®+5b% si z = a+bv8i. Es
decir, N(2) = 22, y por 1o tanto es "multiplicativa®:

N(2Vv) = ZvZv = ZwvZ'¥ = 2ZvWw = N(Z)N(v). Bsto permite identificar
a las unidades de 4 como los elementos de tamafio 1, o sea
Y, = {1,-1}.

Sea z = 2+V5i, entonces N(2) = 9. z es irreducible, 8i z = xy,
N(x)N(y) = 9; por lo tanto N(x) = 1,3,6 9, pero Bi x = c+dvii,
N(X) = 3 » c®+5d° = 3; que no tiene solucién en Z. Por lo tanto,

N(x)-1Axe‘u‘,6N(x)=9Aye‘u‘.sinembatgo,znoes

primo, ya que 9 = 3:3 = 2Z € (Iz), pero 3 ¢ (z).

TEOREMA: Si A es dominio principal, entonces V p € 4, p

irreducible » p primo, ( y por lo tanto "primo"™ o "irreducible® es

equivalente
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"'Dem: Sea 4 dominio principal, p € A irreducible. SUpong;ubl que
ab e (p)'. Entonces plab. Como A es principal_, pla. v pib; enﬂdncer

ae (p) vb e (p).
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CONSTRUCCION DE ©

‘considetémos la ecuacién a = br; a,b € Z. Bsta ecuacién :1eﬁe .
solugibn en Z sii bla. Queremos construir el conjunto de
soluciones a estas ecuaciones ain cuando bla. A este conjunto,
ademis, le queremos dar estructura de anillo. Bsto nos 1leva

inmediatamente a un problema: ¢ Qué pasa si b = 0 ?

8i b = 0 ya = 0, entonces x puede ser cualquier elemento del
conjunto, y no llegamos a ningin lado. Si b = 0 y a » 0, entonces
tompemoé la estructura de anillo, pues en un anillo no puede
suceder que Ox = 0.

Por lo anterior, para conservar la estructura, y la unicidad
de las soluciones, consideraremos s6lo aquellas ecuaciones en las
que b e 0,

Como la solucién ('!e la ecuacién a = bx est& unicamente en
funcién de a y b, la representaremos con la pareja ordenada (a,b),

¢ Cuéndo son iguales dos ‘elemem:os del conjunto ? Bs decir,

¢ Cufindo dos ecuaciones tienen la misma solucifn ?

Supongamos que & = bx,, ¢ = de; a,b,c,d « 2; b,d » 0. Entonces

ad = bdx,, bc = bdx;; - ad = bc.
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Bs decir, para. que un elemento sea solucién de dos écuac’iones X
(q,bi.‘ {c,d); es necesario que ad = bc, Esta condicibn, ¢ Seré

suficiente ?

. sﬁppngamos Qque a = bx, ¢ =dy, y ad = bc; b,d @+ 0. Entonces,
ad.-b&x,'bc-bdy. Como ad =« bc, bdx = bdy. b,d # O « bd » 0 »
» X =y, . )

. Las ecuaciones a = bx, ¢ = dy tienen la misma solucién sii

ad = bc.

Con este resultado, podemos entonces definir una relaci@n de

equivalencia en el conjunto:

DEFINICION: Sean a,b,c,d € Z, b,d » 0. Decimos que (a,b) es
equivalente a (c¢,d) sii ad = bc. O sea, (a,b) ~ (c,d) «s ad = bc.

Es decir, si dos ecuaciones tienen la misma solucibén, entonces
las representaciones de esta, en funcién de las diferentes
ecuaciones, las consideramos equivalentes; lo que coincide con
nuestro propésito ya que, en ese caso, ambas ecuaciones son
representaciones del mismo elemento que queremos construir; a

saber, su solucién. .
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De esta  manera, conlidetireubl a las soluciones ‘de las

‘ecuaciones como las clases de equivalencia; ( a la clase de (a,b) -

la denotaremos (&,5)).

Tenemos ahora un conjunto, conocemos sus elementos, y queremos

que.sea un anillo. ¢ CSmo sumamos ? ¢ Cémo multiplicamos ?

Supongamos que x = (a,b), y = (c,d). Queremos encontrar un
elemento x+y que sea solucién de alguna ecuacién. Entonces:

X = (a,b) »a = bx » ad = bdx.

¥y = (6,d) » c = dy » bc = bdy. :

» ad+bc = bd(x+y) . x+y = (ad+bc,bd). Bsto estd en el conjunto,
pues a,b,c,d € Z; b,d* 0 « bd « 0. Bs decir, x+y es solucifén de
la ecuaci6n ad+bc = bdz.

¢ Y la multiplicacién ? Queremos encontrar una ecuacién cuya
golucién gea xy.

a = bx, ¢ =dy; . ac = (bd){(xy) - xy = (ac,bd), que también

estd en nuestro conjunto. O sea, Xy es solucifn de ac = bdz.

Ya tenemos nuestro cénjum:o, y las dés operaciones binarias que
en vista de lo anterior quedan definidas como sigue:

(a,b)+(c,d) = (ad+bc,Bbd) .

(a,b) (c,d) = (ac,Bd).
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A este conjunto, . le 1lamaremos ©.

Dadas las definiciones anteriores, se puedé"demostrpkf“'que '

{0,+,-) es campo, con o = (0;B), e = (T;1); be 2.

A

0BS: Podemos pedir b > 0, pues (a,b) = (-3,-B); y entonces no
perdemos nada considerando @ = {{a,b] / a e Z, b e Z*}; lo que

haremos en 10 sucesivo, y en donde [a,b] = (a,b) 8i b > 0.

Recordemos que una inmersién de un conjunto 4 en un conjunto B
es una funcién inyectiva L : A — B, ( es como ver a 4 dentro
de B ) tal que preserva la estructura de A en su imagen.

Bs fécil ver que ¢ : Z — @ definida por ((a) = [a,1] Ya &« Z

es una inmersién.

OBS: En vista de que Z es de caracteristica cero, 0 es de

caracteristica cero.

En 0 podemos definir una clase positiva @' a partir de Z°, Y

asi extender el orden de Z a 0.

+

DEFINICION: ©* = {(a,b] ¢ 0 / a ¢ 2%},
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TEORRMA: 0% es clase positiva. '

Dem: Sean [a,b], [c,d] € @*. Entonces a,b,c.d € 2*. Por lo tanto,
ad+bc,ac,bd € Z*. . [ad+bc,bd]l, lac,bd] « @*. )
Sea [a,b] « 0. Si a « 2* entonces [a,b] « ©*. Si a = 0 entonces

[a,b} =o. Si -a € 2* entonces [-a,b] = -[a,b] « @".

DEFINICION: Sean [a,b], [c,d) € @. Entonces:

{a,b) < [c,d) e [c,d] - la,b] € 0. i.e. ad < bc.

Como consecuencia de que o' sea una clase positiva, y de la
definicién anterior; tenemos que el orden est& bien definido, es -
compatible con las coperaciones de @, y extiende al de Z.
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CANPO DE COCIENTES DE UN DOMINIO ENTERO ‘

‘De’ 1a misma manera en la que se construy$ @ a partir de Z, se
construye el campo de cocientes de un dominio entero arbitrario.

Sea D un dominio entero. Decimos que X es su campo de“cocient;sv
8L K = {(@PB) / a,b. € D, b » 0}, con la siguiente relacién de

equivalencia: (a,b) ~ (c,d) « ad = bc,

La suma y el producto se dan, de manera natural, { ver
construccién de @ ); como sigue:

(a7h)e(c,d) = (ad+bc,bd).

(@ B)o(G;d) = (aC,Bd).

Los neutros, los inversos:
o= (0,1), e = (T,T), (@B = (F&.B), (@B)* = (6,a), (a=0),

Tenemos, por supuesto, la inmersidn:
L :D-— K

a - (a,1)

Si D es ordenado,su orden induce el correspondiente en K.
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POLINOMIOS

Sea K. un campo. Como primer intento de definicién de K([x],( los
polinomios en una indeterminada x con coeficientes en K ), tenemos

la giguiente, ( que es la que nos dan en secundaria ):

Kix] = {a+ax+...+ax" /neN, a €KV 1 =0,...,n).

Ahora bien, ¢ Qué es x ? Es algo cuya naturaleza no se ha
precisado hasta aqui, pero lo ‘elevamos a una potencia natural.
¢ C6mo ? Luego resulta que 1as potencias de x B8e pueden
multiplicar por elementos de K. ¢ Qué ? Y no s6lo eso, 8ino que
estos productos, que quién sabe dénde andan, se suman; pero,
¢ Como es esta guma ?

Digamos que esta definicién no nos deja nada claro, asi que

defindmoslo de otra manera:

DEFINICION: Kix] = {s : N — K / s es casi nula}, aclarando que
las sucesiones casi nulas son aquellas en las que s6lo un nimero

finito de términos son distintos de cero.
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OBS:-Si 8 : N — K es casi nula, entonces 3 n, €« N tal. que

yno> .rl;,, &(n) = 0.

Habiendo definido asf Kix], tenemos que V f,9 € Kix), .
f =ge £f(n) = gin) VneN. )

La suma de polinomios la definiremos tal como la suma de
funciones, es decir; (feg)(n) = f(n)+g(n), lo que resulta e‘n una
suma término a término. Co

e : K{x) — Klx] es la suma definida as{:

si f = {a}, .y 9 = (bl)neu e K[x], entonces e(f,g) = fog =

= {a+b,}, on

Hasta aqui, tenemos un conjunto en el que los elementos son
iguales sii coinciden término a término, y una operacién binaria
definida en este conjunto. Se puede ver que {K(x],e} es un grupo

abeliano, con e = (0,0,...), y 8i £ = {a} g £ = -f = {-a}

El producto de polinomios no es el producto de im&genes, sino
que se define de manera conveniente para obtener un homomorfismo
de anillos entre K(x] y las funciones polinomiales sobre K. { Ver
mas adelante). La definicién, que es la conocemos desde secundaria

es:
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. DEFINICION: Sean f = {a) ., . 0 = (b,)..“ « K(xl. lnéonceqé

i
[a’bl_’ 5

fog = {c} , donde ¢, =
17 1eN Bt oy

Es decir, ¢, = ab+ab _ +...+a _b+ab, .

Bntonces, tenemos que {K(x],e,0} es un anillo conmutativo con

uno, .en el que e = (1,0,...).

DEFINICION: El grado de un polinomio es una funcién
d: K[x]' —» N definida como sigue:

VE = {a)ycKIx], dif) anewa v0ya =-0Vvm>n.

1N

{ Pedimos £ » @, ya que la definicién no tiene sentido para

f = (0,0,...), y declaramos al polinomio cero "degradado" ).

A partir de la definicién, podemos ver que el grado de la suma
y producto de polinomios satisface:

1) vV £, € Kix]", fog = o 6 difeg) s max {d(f),d(g)}, ( ya que
en la suma pudieran cancelarse algunos o todos los términos ). Si
d(f) = d(g), entonces difeg) = mix {d(f),d(g}}.

ii) v r,g e xix1°, difog} = d{f)+d(g). Es decir, el producto de
polinomios distintos de cero tiene grado, por lo tanto es distinto

de cero.
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COROLARIO: ({K([x]),o,0} es un dominio entero.

"Podemos ver al campo K dentro de K(x] bajo 1la siguigntef'
inmersién:
i: K— Kix]

a — (a,0,0,...)

Esto nos permite escribir simplemente a en vez de (&,0,0,...); :

lo que haremos cuando sea conveniente.

Ahora, definamos x :
x = (0,1,0,0,...).
Entonces, con el producto definido, tenemos:

x* = xox = (0,1,0,0,...)0(0,1,0,0,...) = (0,0,1,0,0,...).

x* = x%rx = (0,0,1,0,0,...) o (0,2,0,0,...) = (0,0,0,1,0,...)"
En general:
x" =« (0,0,...,1,0,0,...).E1 1 est& en el n-&simo lugar,
contando los lugares desde 0.
Ahora si, podemos ver:
a"x" = (a",0,...)0(0,...,1,0,...) = (0,...,8"0,...).
Entonces:

a, = (ao, 0,0,...)
ax = (0,a,0,0,...)
ax" = (0,0,...,8,0,0,,..).
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0 sea que nouln...mnz“ = (a,a,...,a,00,...), lo que nos

permite . recuperar las extrafias. sumas formales con las. gque
empezamos, pero sin obscqt_idades ni indeterminaciones. Las ”ﬂulllll";

gon sumas en K(x], y los "'productos"' son productos en Kixj).



EXTENSIONES DE CANPOS

a continuacién, veremos algunos resultados Gtiles para ‘el

estudio de los polinomios y eus raices.

DEFINICION: Sea F un campo. Se dice que un campo K es una
extensién de F si F es subcampo de K.

OBS: Si K es una extensién de F, entonces bajo las operaciones
usuales de campo en K; K es un espacio vectorial sobre F.

Bsta observacién, da lugar a la siguiente

DEFINICION: E1 grado de 1la extensién de K sobre F, que
denotamos [K:F), es la dimensién de X como espacio vectorial sobre
F. '

Por ejemplo, € es una extensidn de R de grado 2.

TEOREMA: Si L es una extensi6n finita de X, y K es una
- extensién finita de F, entonces L es una extensién finita de F; y

ademis, {L:F] = [L:Kl[K:F].
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Aunqﬁe no daremos la demostracién completa, 1la 1dea' es la

siguiente:

Si [L:K) = m, y [K:F] = n; tomamos {v,...,u} c L base de L
sobre K, y {»,...,s )} c K bage de K sobre F. Se demuestra que
(nle " c L es una base de L sobre F. De este modo, tenemos que

1§=1

[L:F] = mn, es decir, la extensién es finita, y es [L:K)[K:F].

COROLARIO: Si L es una extensién finita de F, y X ¢ L es-un

subcampo tal que F c K; entonces [K:F1 | [L:F}.
Bsto nos lleva a la siguiente

oBS: Si [L:F] es primo, entonces no existen subcampos propios

‘de L que contengan propiamente a F.

Por ejemplo, R no es subcampo propioc de algin subcampo propio
de C.
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FUNCIONES POLINOMIALES

Sean F & K campos. Consideremos el mapeo:
n: Flx] — {f : K — K / f es funcién}, donde si

fi{x) = (a,a,...,a,0,...) € Flx], entonces n(f(x)) = : K —K

es la funcién definida de la manera siguiente:

Vaek, fla) =aq+aas.. .+ana".
f(x) se llama la imagen de a bajo f, o el valor de f cuando

X = a.

OBS: Dado que las definiciones ,de suma y producto en Fix] se

hicieron convenientemente, n resulta un homomorfismo de anillos.

Si K es infinito, 7 es inyectivo, como se verd degspués. ( En

particular, car(K) = 0 » K infinito ).

TEOREMA ( del residuo ): 51 fix) € Flx], y K es una extensién
de F, entonces v b ¢ K, f(x) = (x-b)g{x)+f(b}), donde g(x) e K|[x],

y 8i qg{(x) » e, entonces d(q(x)) = d(f(x))-1.
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Dem: Dado que F s K, podemos considerar a f(x) en Kl(x}]. Poz"‘el
algoritmo de la divisién, tenemos que exisﬁén . unicos
qix),rix) be K[x] tales que f(x) = (x-b)g(x)+r(x), donde r(x) = o,
6dir(x)) <d{x-p) =1. . r =0, 6d(r) =0, ~r Kk,

Utilizando ahora el homomorfismo w; 8i f(x) = (x-blq(x)+r,
entonces £(b) = (b-b)q(b)+r =r. . r = £(b).

N6tese que 8i r # 0, entonces d(r) = 0, y por lo tanto si
dif(x)) =z 1, d(f(x)) = d[(x-lb)q(x)] = d(x-b}+d(q(x)) = 1l+d{(q(x)}.
A d(gix)) = d(£(x))-1. ‘

COROLARIO ( factor ): Sea @ € K, y f(x) € K(x). Entonces a es

rafz de £(x) e (x-a) | f{x).

Dem: ») fix) = (x-a)g(x)+f(a), pero a es rafz de f(x), entonces
f(a) = 0. Por lo tanto {(x-a) | f(x), pues f(x) = (x-a)g(x).
«) Si (x-a) | fi{x), entonces f(x) = (x-alq(x) = (x-a)g(x)+0 y por

la unicidad del residuo, f£(8) = 0. - a es rafz de f(x).
DEFINICION: Sea a ¢ K, f(x) € Flx]. Se dice que a es raiz de
f(x) de multiplicidad m si (x-2)" | £(x), y (x-a)™' | £(x).
Se puede demostrar ahora el siguiente

TEOREMA: Un polinomio f(x) € Flx] de grado n, tiene a lo m&s n

raices en cualquier extensién de F.
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NOTA: Si a el,_uiz.dc multiplicidad m, se cuenta como m raices.

“ distintas.

" podemos justificar ahora, la observacién anterior relacionada
con n:

Sea F infinito. Entonces n: Flx] — 5, es isomorfismo:
F .

(!P & Funciones polinomiales sobre F ).
F .

Sea f(x) € ker{(n). Entonces, Vv a € K, fla) = O, de aqui qﬁe en
K, f tiene un nfimero infinito de raices, por lo tanto f£{x) = é.
~» M es monomorfismo.
Por definicién de 1', , 7 es epimorfismo.
F

+.

Obgérvese que la condici6n " F campo " es indispensable en 1la
demostracién del teorema que se refiere al nimero de raices de un
polinomio, ( misma que aquf{ no se hizo ). Bn particular, se
requiere de la conmutatividad del producto. Esto se puede ver
considerando los cuaternios reales, cuyas operaciones tienen todas
las propiedades de 1las operaciones de campo, excepto la
conmutatividad del producto; y en los que el polinomio de grado 2
x°+1 tiene un nimero infinito de rafces, ya que la falta de
conmutatividad del producto ocasiona que las factorizaciones de
los polinomios con coeficientes cuaternios no sean (inicas. En

efecto, X°+1 = (x+1)(x-i) = ... = (x+z)(x-2), Z = bi+cj+dk tales
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que bz;czi’d" - 1. Nétese que‘ en particular £*+1 coincide con
(x+1) (X-1) como producto de pvolinoinios,‘ pero no como"producté de
funciones. En efecto, x°+1 valuado en k es k'+1 = 0, pero
(ko) (k-1) = “2j = 0. '

- Cabe aclarar, ademfs, que si se consideran diferentes
extensiones de F, puede suceder que en ellas existan polinomios
con "juegos de raices" diferentes; aunque cada juego con el nimero
adeciado de raices, a saber, s d(f).

A continuacitn, mostramos un ejemplo de un polinomio de grado 2

en 12(:], con pares de rafces diferentes en cada una de dos

extensiones diferentes:

Sean K = lz, £(x) = 2P+x+l Kolx) = la[x] . f(x) no tiene
raices en Z,. Sea o una rafz de f(x).

Sea K, = K (a) = {a+ba / a,b € K, a = l+a}. l+a también es

1
rafz de f(x):

(1+a) %4 (14a) +1 = 1+a’+l+a+l = a’+a+l = 0 en lz. l+a € K . Por
lo tanto, K, es una extensibén de K, en la que f(x) tiene las dos

rafces {a,l+a}.

Ahora consideremos p(x) = x'+x+1 en z, [x]. p(x) no tiene raices
en 12. Sea 8 una raiz de p(x).

Sea K, = K (B) = [a+bp+cR®+dp® / a,b,c,d € I, B' = B+1}. si

consideramos el grupo multiplicativo Kz', todos los elementos son

de orden 1,3,5, 6 15, ( ya que K, tiene 16 elementos ). Dado que
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B° = g+f® ¢ 1, (B) > 5, por lo tanto o(f) = 15. Es decir, g° y '
( que son diferentes de 1 ) satisfacen el polinomio x“ol, pero
2241 = (x+1) (x®+x+1); por lo tanto B° = B+8° y B'° = 1+p+8° son

raices de x*+x+1. Es decir,K, es una extensién de K en la que

£(x) tiene las dos raices {°+8,8°+8+1}.

Por supuesto, K, * K., ya que [K:K] =2, y [K;:K] = 4.

Se mencioné, que un polinomio de grado n no puede tener mis de
n rafices en cualquier extensién del campo de sus coeficientes;
ahora nos preguntamos: ¢ Existe una extensién en la que tenga al

menos una rafz ? ¢ Y todas ?

TEOREMA: Sea f(x) € F(x] irreducible, de grado n = 1. Entonces,
existe una extensién E de F tal que [E:F] = n, y en E f(x) tiene

al menos una raiz.

Aunque no se dard la demostracién completa, el campo que se

Flx)
se considera es E = T . Dado que f(x) es irreducible en F[x],
(£ix))
. Flx]
(£(x)) es un ideal méximo, por lo que ——— es campo, ( ver cap.
. (f(x))
3 ), isomorfo a la extensién requerida, en la que la imager;'ﬁde x
Fix]
bajo el epimorfismo canénico ¢ : F[X] — ——— e85 raiz de f(x).
(£ (x))
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' COROLARIO: Si f(x) e F(x], entonces existe una extensién finita
E de F en la que f(x) tiene una ra{z, es més, [E:F] = d{f(x)).

pDem: Sea p(x) un factor irreducible de f(x). Entonces, .
d(p(x)) s d(f(x)), y existe E extensién de F en la que p(z) tiene
una rafz, y [E:F] = d(p(x));pero una raiz de p(x) es raiz de f(x);

por lo tanto f(x) tiene una raiz en E, y [E:F] = d(p(x) s d{f(x)).

TEOREMA: Sea f(x) € Flx] de grado n = 1. Entonces existe una
extensién E de F en 1la que f(x) tieme n rafces, ( un juego
completo ), y [E:F] s n!.

Se omite la demostracién, que puede hacerse por induccién sobre

DEFINICION: Sea f(x) € Fix]. Una extensién E de F es un "campo
de descomposici6n de f{(x) sobre F" si en E[x] f(x) se puede
factorizar como producto de factores lineales; y no en cualquier

subcampo propio de E, que contenga a F,

Se puede probar, finalmente, que todos 1los campos de

descomposicién de un mismo polinomio sobre un campo fijo son
»

igsomorfos; por eso podemos hablar "del" campo de descomposicién de

£(x) sobre F.
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EXTENSIONES ALGEBRAICAS

DEFINICION: Un elemento a ¢ K es algebraico sobre F, ei existen

en F oa,...,a no todos cero, tales que o +a.a 0...4::"5" = 0; es

decir', a € K es algebraico scbre F Bi es raiz de algin polinomio

distinto de cero en Flx].

Dado un campo K, un subcampo F, y un elemento a € K,
definiremos F(a) como el menor campo, ( en el sentido de la
contencién ), tal que F s F(a), y a € F(a). Se puede ver que
F(a) = nC, donde ¢ = {L € K / L es subcampo de K, F s L, ae L }.

TEOREMA: a € K es algebraico sobre F e (F(a):F] es finito.

Una parte de la demotracién es muy sencilla:

«) {F(a):F] es finito. Supongamos que [(F(a):F) = m, entonces
consideremos 1,a,...,a" € F(a), son m+l elementos, por lo tanto
son linealmente dependientes; es decir, existen a,....a € F, no

todos cero, tales que a°+a‘a+...m_a' = 0. Entonces, a es rafz del
polinomio a +a x+.. .+a_x' en Flx). . a es algebraico sobre F.

La otra parte de la demostracién es mis tediosa, y se omite,
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DEFINICION: a ¢ K es algebraico scbre  F de gfa&o ‘n, si
satisface un polinomio de grado n en Fix), y ningdn polinomio ‘en

f[x] de grado menor que n, -

Por ejemplo, i € € es algebraico de grado 2 sobre R, pues
satisface x°+1 en RIx], y ningGn polinomio en R[x] de la forma

ax+b; a,beR, a» 0 6 b=0.

Bnunciamos ahora tres teoremas que se dejan aqui sin
demostracién:

TEOREMA: Si a €« XK es algebraico sobre F de grado n, entonces
[F(a) :F] = n.

TEOREMA: Si a,b € K son algebraicos sobre F de grados m y n
respectivamente, entonces atb, ab, y ab™ (b0); son algebraicos

sobre F de grado a lo mis mn.

COROLARIO: Los elementos de K algebraicos sobre F forman un

subcampo de K.

DEFINICION: K es una extensién algebraica sobre F si todo

elemento de XK es algebraico sobre F.

Por ejemplo, € es algebraico sobre R, y en general toda extensién

finita XK de F, es algebraica sobre F (la demostracién es idéntica
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a la primera parte de la demostracién del primer teorema de esta
seccién) .- La reciproca no es cierta, existen extensiones infinitas

de 0 que son algebraicas sobre ©.

TEOREMA: Si L es extensién algebraica sobre K, y K es extensién

algebraica sobre F, entonces L es extensi6n algebraica sobre F.
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K(x), EL CAMPO DE COCIENTES DE K(x)

Como se vié anteriormente, si K es campo, entonces K[x] es un
dominio entero; de tal manera que podemos construir su campo de

cocientes, K(x).

De esta construccién resulta:

K(x) = {{fx),g(x)) / £(x),g(x) e Kle], gl«) = 0}, con 1la
siguiente relacién de equivalencia:

(£(x),g(x}) - (hi{x}, ki(x)) e £ix)k(x) = g(x)hi{x).

Las operaciones se definen como ya se hizo anteriormente, o

gea:

(F(x),g(x})e(h(x) kix)) = (F(x)k(x)+h(x)}g(x),g(x)k(x)).

(F(x),g(x))olh(x), k(X)) = (F(x)h(x),g(x)k{x)).

En el caso particular de 0, se vi6é de qué manera se puede
extender el orden de Z a un orden en @; esto siempre se puede

hacer si el dominio entero es ordenado.

Veamos qué pasa en el casc de K(x):



Supongamos que K es un campo ordenado, y por lo tanto tiene una
clase positiva K*, Definamos ahora la clase positiva K(x1* de .
K[x]):

Si f{x} = (a,a,...,a,0,...) «Klx], entonces:

£(x) e Kix1" e a e x*.

"'Bs 'decir, un polinomio de K[x] es "positivo®, s8ii  su

‘coeticiente principal, ( el que le da el grado ), es positivo.
Resulta inmediato de aqui que Kix)* ¢ Klx) es una clase

positiva, y con ella definimos el orden en K(x] de la forma

canénica, es decir; f{x) < g(x) e g(x)-fix) e Kt

Una vez ordenado el dominio K{x]), calcamos el procedimiento que
ge usbd en 0, para extender el oxden del dominio a un orden en el
campo de cocientes; haciendo notaf que tal como se hizo en @,
podemos tomar siempre representantes de cada clase que tengan
fdenominador" positiveo, y as{:

Kx)* = (1£(x),g(x)] € K(x) / £ix) e Kx]*}.

Teniendo definida la clase positiva en el campo de cocientes,
86lo queda mencionar que el orden, como es natural, quéda definido
de la siguiente manera:

(£(x),g(x)] < (h(x),H(x)] == [h(x),kix)]-[£(x),g(x)] € Kix)*,
que es compatible con las operaciones, y que extiende el de K[x) y

por lo tanto el de K. Bs decir, K* ¢ K{x1* c K(x)*.
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CAMPOS FINITOS

Los campos con un nimero finito de elementos se llaman campos

finitos, y con objeto de caracterizarlos, enunciamos el siguiente

TEOREMA: Dados n € Z¥,p € P; existe un Gnico campo K, ( excepto
por isomorfismos ), tal que o(K) = p". La caracterfstica de K

resulta ser p, y ademds, cualquier campo finito es de esta forma.

n
Dem: Sean p € P, n ¢ 2*. Consideremos f(x) = x* -x en z,lx].
Sabemos que existe F campo de descomposicién de f(x) sobre lv. Sea

R = (rl,...,rpn / res raiz de f(x) v 1 = 1,...,p"} ¢ F. Dado

n
que x* -x € Z,[x], £'(x} = -1, de manera que (£{x),£'(x}) =1, y

por lo tanto todas las raices de f(x) son de multiplicidad 1, es

decir, r = r, gi 1 » 3V 1,3 =1,...,p".

Por lo tanto R tiene p" elementos.
Veamos que R es campo:
i) 0,1 € R, pues son raices de f{x).

o
ii) Sean r,r, € R. Como son rafces de f(x), rl" =r, rj" =
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Bntonces:

N n n n .
P P P
(r‘+rj) =roery o= rperg, por lo tanto "."'J € R.

n n n ' '
P PP _
(".",) =r r’ =rr, por lo tanto rpr e R.
n n
iii) sea r € R, (-r})® = -(r®) = -r,, por lo tanto -r e R.
( Sip=2). 8L p=2, entonces, r, = -r,, Y pox lo tanto -r, € R.

n n |
1 -1 -1 -1
»¥o= = r.

eF, y (r '

Sea r, * 0, entonces r"

Por lo tanto, r™" R.

Ya que en R est&n los neutros y los inversos aditivos y
multliplicativos, y las operaciones son cerradas; R es campo.

Por lo tanto R es campo con p" elementos.

Reciprocamente, sea K un campo finito. Entonces existe p € P
tal que car(K) = p. Sea q € P tal que q | o(K). Entonces existe
a € K tal que ofa)= q, es decir, qa = 0.

Por otra parte, por el algoritl‘no de la divisién, tenemos que
q = bp+r; b,r € ﬁ, 0 =r < p. Entonces, 0 =qgqa = (bp+r)a = ra,
peror < p, o sea que r = 0. *

De lo anterior tenemos que q = bp, es decir, p | g. Como p y q@
son primos, tenemos que p = q. Bs decir que no existe ningin primo

distinto de p que divida al orden de K, por lo tanto o(K) = p'.
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LR ) © 7 TRORIA FORMAL

DEFINICION: Una = teorfa “axiomética" formal es una teoria

‘axiomitica que tiene explicitamente incorporado un sistema 1légico.

En una teoria formal se consideran varios aspectos. Se
establece un .conjunto a lo m&s numerable de simbolos. Las
sucesiones finitas de simbolos seran, por definicién, expresiones.

Al conjunto de expresiones lo denotaremos E.

Se determina un subconjunto de E, cuyos elementos son las
f6rmulas; y al que denotaremos F.

Para determinar este subconjunto, es conveniente establecer un
criterio que en un nimero finito de pasos nos permita decidir si
una expresién es o no una férmula. A este criterio le llamaremos

procedimiento efectivo.

Del conjunto de férmulas se selecciona un subconjunto, que

denotaremos A, cuyos elementos son los axiomas de la teoria,

Se establece, adem&s, un conjunto finito de relaciones a las

que llamaremos reglas de inferencia. A este conjunto 1lo
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denotaremos 8. .

si 8 = {R .,R-),_entonces R, 3 = 1,...,k es una relacién

R

n()+i-aria, es decir, R, c ¥"V'xF.

si [(P,,‘..,an) G] € R,, diremos que F‘,...,F"m son las
premisas; y € la conclusién, o 1la consecuencia inmediata de

F‘, N ,an bajo R,'

Cabe mencionar, que el orden de las premisas es irrelevante,
es decir:

({F,....,F )Gl € R e [I(F

atp ) et Py 1061 € RV 5 e 5;

donde S es el conjunto de las permutaciones de n elementos.

DENOSTRACIONES

DEFINICION: En una teorfa formal, una demostraci6n de una

férmula F € F es una lista finita de férmulas F‘,...,F‘n € F tal

que:
i) F a F
n

iy vi=1,...,n; F‘ es;

a) un axioma, 6
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... b}l.1la conclusibén de una regla vé4lida de inferencia cuyas

premipas aparecen anteriormente en la lista.

Si en una teorfia ¥, una f6tmula F.e F tiene. demostracién,
diremos que F es demostrable, y lo denotaremos ¥ +— F, ( en T, se
demuestra F )., Si no hay duda acerca de qué teoria se trata,

abreviamos: +— F.

Por supuesto que s8i una férmula F es demostrable; 1la

demostracién, en general, no es Gnica.
DEFINICIONM: En una teorfa ¥, un teorema es una férmula que
tiene demostracién.
DEDUCCIONES A PARTIR DE HIPOTESIS “I*

Sea I' ¢ F, a cuyos elementos H,...,H 1llamaremos hipétesis; y

sea F e F.

DEFINICION: Una deduccién de F en ¥, a partir de I', es una

lista finita de f6rmulas F,...F ef tal que:
iy F_ = F.
n
ii) v 1 = 1,...,n; se cumple una de las siguientes condiciones:
a) F, e A,

b} F, es consecuencia inmediata de una regla wvdlida d
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inferencia cuyas hipétesis apareceh anteriormente en la lista.

c) F eT.

En general, las deducciones completas est&n formadas por listas
muy largas de proposiciones, y se acostumbra suprimir aléunas
cuando son obvias, y no representa problema alguno incluirlas en
cago de ser requerido; o cuando son la demostracién de algin
teorema, y en su lugar se incluye solamente el teorema. { Por
ejemplo, s8i en una deduccién se utiliza el teorema de Pitagoraé,
no se escribe su demostracién, sino que solamente se enuncia, y se

aclara que se estd haciendo referencia a é1 ).

Si una férmula F € F tiene en ¥ una deduccién a partir de I,
escribimog: En T, I' — F, ( en ¥, de I se deduce F ). Si no hay

duda de la teoria, abreviamos: ' — F.

‘Al conjunto de deducciones de F a partir de ' lo denotamos
D(I',F) .

Obviamente, si para una f6rmula F € F tenemos I' — F, y I' = o,
entonces la deduccién es una demostracién. De aqui que toda

demostracién es una deduccién.

Mencionamos tres propiedades importantes relativas al concepto
de deduccién: i
1) Sea T el conjunto de hipétesis de una deduccién, y H e I,

Entonces, I' — H, y la deduccién tiene un sélo paso: H.
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i1) Sea G un conj‘um:o de férmulas. Si ' ~— G, y G +— F,
entonces I' — F; donde '~ G significa que toda f6rmula de G .se
deduce de .

14i) Si T — F, yT' s G, entonces G +— F,

DEFINICION: Sea T una teorfia tormai, F‘, Fz € F. Decimos que 'F‘
y F, son equivalentes en T, (F, s F, en T); 8i en ¥ F, —F,, vy

F, ~ F,. Si no hay duda de la teoria, abreviamos F, = F,

TEORIAS AXIOMATICAS INTUITIVAS

Por lo general, una teoria se desarrolla y se utiliza para
formalizar y dar cierta estructura a un conocimiento que ya se
tiene de manera intuitiva, y en ese caso, las f6rmulas son las
expresiones que "tienen sentido", y los axiomas estdn inspirados
por las propiedades que se desean para los objetos de la parte del
conocimiento que se guiere formalizar. Cuando este es el caso, si
en una teorfa existe un procedimiento efectivo para determinar si
una f6rmula es © no un axioma, entonces la teorfa se llama "teoria

axiomatica formal".

Si en una teoria formal existe un procedimiento efectivo para
determinar si una f6rmula es teorema, entonces la teorfa es

"decidible”. En general, las teorias decidibles no son de mayor



interés.

. Bl célculo proposicional es decidible, el cdlculo de predicados
no lo es. En el céllculo proposicional. las f&rmulas son. las
proposiciones, y su definicién nos da un procedimiento efectivo

para determinar cGales expresiones son férmulas.

Partimos de un conjunto no vacio cuyos elementos 1llamamos

"proposiciones simples", y definimos:

DEFINICION: P es una proposicién sii P « P, &N, donde:
i) P, = {p e E / p es proposicién simple}.
i1) P = {r € €E / r es de la forma pvq, PAd, P«q, Peqd, D,

n
donde p,q € U P }.
1=0

Existen teorias formales en las que se define la negacién de

una £4rmula. (Como en el ca&lculo proposicional, por ejemplo).

DEFINICION: Una teoria formal es completa respecto a la
negacién, si vV F € F, F es teorema, o la negacién de F es teorema.
Una teoria formal con negacién es simplemente consistente si no

existe F € F tal que F y su negacién sean teoremas.

En una teoria formal con negacién en la que vale "modus ponens"
como regla vidlida de inferencia, si una f6zrmula y su negacién son

teoremas, entonces toda f6xrmula es teorema.
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‘Bs decir, en una l:eoz;ia inconsistente, ( que no es simplemente
consistente ), con modus ponens como regla vAlida de inferencia;
toda fOrmula es demostrable. Como consecuencia, en un sistema
formal con modus ponens como régla vilida de inferencia; si existe
una férmula que no sea teorema; entonces el sistema no puede ser

inconsistente,

Cuando una teorfa se desarrolla para formalizar algin
conocimiento, generalmente hay ciertas propiedades de los objetos
que se est&n estudiando que son de interés. (Por ejemplo, en el
c8lculo proposicional nos interesa saber si una proposicién es o
no verdadera, es decir, si tiene o no la propiedad de ser
verdadera) .

Cuando este es el caso, se define una funcién que 1llamamos

funcién propiedad, como sigue:

Sean 7 una teoria formal, y ¥ el conjunto de férmulas de T, Sea
p: F — { 0,1 ) una funci6én. Entonces a p la llamamos funcién
propiedad, y diremos que si para F € F, p(F) = 1, entonces "F
tiene la propiedad p"; y si p(F) = 0, entonces "F no tiene la
propiedad p". Se suele convenir en llamar a "1" y a "0" de alguna
manera, por ejemplo "verdadero" y "falso".Bn este caso, si p(F) = 1
entonces decimos que la férmula F es "verdadera", y si p(F) = 0,

decimos que F es "falsa".



DEFINICION: Sea T una teoria formal, F el conjunto de £6qnu1as
de T, H = {F € ¥ / F es teorema}, p una propiedad, y por -Gltimo
K = {FeF / p(F = 1}. Entonces:

i) T es consistente con respecto a p 8i H s K, es decir, si
toda férmula que es teorema tiene la propiedad p.

ii) T es completo con respecto a p 8i K € H, es decir, s8i toda

£6rmula que tiene la propiedad p es teorema.

Claramente, T es consistente y completo con respecto a p sii

Cuando la teorfa se utiliza para estudiar alguna propiedad p,
eg deseable escoger como axiomas f&rmulas que tengan la propiedad
p. Si ademds, cada regla vilida de inferencia preserva la
propiedad p; es decir, que siempre que todas las premisas tengan
la propiedad p, la conclusién también necesariamente tenga la
propiedad p; entonces, obviamente, la teoria resulta consistente

con respecto a la propiedad p.

Por ejemplo, en el cdlculo proposicional, en el que se estudia
la propiedad de ser "tautologfa", todos los axiomas tienen esa
propiedad, y ademds, la regla vdlida de inferencia, que es "modus
ponens" preserva la propiedad de ser "tautologfa", de manera tal
que el cdlculo proposicional es consistente con respecto a la
propiedad de ser verdadero; es decir, en el calculo proposicional,

todo teorema es "tautolégico". Dado que hay proposiciones que no
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. son  tautologfas, ( y que por tanto no son demostrables ), el
c&lculo _proposiciongl es simplemente consistente y se puede
- probar ademds, que puesto que todo renglén de las tablas de verﬁad
"basicas", ( la de -+, A, v, € » ), es demostrable, entonces toda
tautologia -es demostrable, y en este. gentido el cédlculo
. proposicional es completo ( con respecto a la propiedad de ser
tautologia ).

A continuacién, se da un par de 1o que se afirma aqui:

Ej.1: En la tabla de la implicacifn, el tercer renglén se lee:

, y entonces, de acuerdo con lo que se asegurd,

Pl @ | PoQ
1] 0 |

veremos que P,2Q +— (P -+ Q).

Dem ( Reduccién al absurdo ): Supongamos, ( hip6tesis adicional )

P » Q, que es lo contrario a 1o que se quiere demostrar. Entonces:

1) P2 Q ...Hip. ad.

2) P © ...Hip.

3) Q ...M.P.(2,1)

4) Q ...Hip.

S?QAﬂo ...(3,4) 1
+.

Habiendo mostrado come se puede probar un renglén de la tabla
de 1la implii:acién, y aceptando que de igual modo pueden p-robarse

todos los demis, dado que la tabla de una proposicién se construye



aplicando iteradamente las tablas bésicas, ( demostrables ),
aceptemos que todo renglén de toda tabla es igualmente demostrable

Yy pasemos al

Bj.2: Sea T una tautologfa que est& formada por férmulas P, Q.

y R. Bntonces, su tabla es:

ojr|o|r|olm|lelr]w
o|loj{m|im|lo|lolm]|r]|o
ojo|loje|r|r|lr|m|n
Sl lprielesiew]|slrla

De los renglones 1 y 2 se obtiene:

PQR +—~T

“P,QR+~T :(PVvAP),QR—T QR —T (yaque — Pv aP).
Anflogamente, de 3,4 se obtiene:

QR +~—T B +—T,
Haciendo lo mismo con los Gltimos cuatro renglones, se llega a:

“R+—T +(RVAR) —T . +—T.

+.

Remarquemos pues que, como consecuencia de los péarrafos

anteriores, el célculo proposicional es consistente y completo.
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INFINITESINOS B INFINITOS

Kurt Godel demostrSs que una teorfa axiomética es consistente,
es' decix‘, que de los axiomas no se puede deducir una
contradiccién; @i y 86lo si tiene un modelo, es decir, si y s6lo
'si existe un 'univer.so de interpretacién de las fSrmulas" en el
que todos los axiomas son verdaderos.

Como consecuencia, tenemos el siguiente "teorema de compacidad":

TEOREMA: Si en una teoria ¥ existe una coleccién numerable de
axiomas tal que para cada subcoleccién finita existe un 'modelo,-

entonces existe un modelo para la coleccidén completa.

Bs facil ver que el teorema de compacidad se deriva del
resultado anterior; pues si toda subcoleccién finita de 1la
coleccién numerable de axiomas tiene un modelo, entonces toda
subcoleccidn tilnica es lé6gicamente consistente. De aquf se sigue
que la coleccién completa tiene que ser consistente, ya que
cualquier deduccién se da en un nimero finito de pasos, que por
tanto utilizan un nimero finito de axiomas; 1luego cualquier
inconsistencia contradiria la hipétesis que asegura que toda

subcoleccidén finita de axiomas es consistente. Siendo congistente



la coleccién completa, tiene que tener un modelo.

Demo-trarémos ahora que la existencia de infinitésimos es

consecuencia directa del teorema de compacidad:

DEFINICION: Sea K un campo ordenado tal que R ¢ K. ( Bl orden
‘de K'extiende al de R ). c € K es un "infinitésimo positivo" sii
vVneN 0 cc < 1/n. (Nétese que este no es un enunciado de
existencia, simplemente dice qué caracterfsticas debe tener un

infinicésimo, Bi es que tal cosa existe).

Consideremos la coleccién de axiomas' (Jl)mn . donde:
A. ® 3 & en alguna extensién orednada de R tal que 0<ac 1/,

Bn el "universo" R, cada subcoleccién finita de los axiomas
anteriores es verdadera, pues en cada subcoleccidén finita C de la

coleccién de axiomas existe k € N tal que A ecC, vy A, eCv) > k.
Si tomamos a = 1/2k, tenemos 0 < 1/2k < 1/1 ¥ 1 tal que A e c.

Ademds, a € R. .

Sin embargo, en R la coleccién completa no es verdadera. Por el
teorema de compacidad debe existir un universo en el que la
coleccién completa sea verdadera; es decir, debe existir un campo
ordenado X, con un elemento ¢, tal que 0 < c < 1/nV ne N'; Y que

de acuerdo con la definicién, es un infinitésimo.
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A continuacién, daremos un ejemplo de un campo que contiene a
R, en el que existen los infinitésimos; o sea, un modelo para la

coleccitn (A|)“N .



UR CANPO EXTRARO

Siendo este un caso particular de K(x), en el que el campo es
R, podémos aplicar todas las definiciones anteriores.

Ténemos entonces:
R(x) = { [(f(x),g(x)] / £(x), g(x) € RIx), g(x) » 0 }/R

La relacién R de equivalencia, que ya ha sido mencionada en

capitulos anteriores, es:
[t(i).q(x)l-[h(x) JR(x)] e £(x)k(x) = glx)h(x).

Dado que {R,+,'} es un campo ordenado, R{x] es un dominio
entero ordenable, y por lo tanto podemos hablar de orden en R(x);

( este orden, por supuesto, extiende al orden de R ). Repetimos:

DEFINICION: R[x]*=(t‘(x) e Rlx) / cplfix)) € R’), donde cp{f(x)) -

es el coeficiente principal de f(x).
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Como se vié anteriormente, RIx])* es una  clase positiva, -y

definimos el orden en R(x] como sigue:
£(X) < g(x) = gix)-£(x) € R(x]"*.
Ahora, extendemos lo anterior a R(x):
DEFINICION: R(x)* = {[£(x),g(x)]) € R(x) / £{x) e R[x}*}.

Damos por hecho que g(x) e Rix}*, pues ya vimos que si el'

dominio est& ordenado, siempre se pueden tomar representantes con

"denaominador" positivo.

WOTACION: Por comedidad, para f(x) € R([x] escribiremos f, y

. £
para [f(x),g(x)] € R(x) escribiremos -
g

R(x)* resulta entonces ser una clase positiva. Definimos el
orden:

A
E -4
1
'

e RUO*.

Q-
Q'™



Como conclusién de las observaciones anteriores, se tiene que R

es un subcampo de R(x), y que en R(x) hemos definido un orden que

- extiende al de R.

Ahora, definimos
Rix):
r
DEFINICION: Sea -
g
f
£ g
15112
g

la

€ R(x).

si

si

QI™m Q1™

"norma*®,

o

*camafio”

de los elementos de

que es la definicién de siempre, ( la canénica ), y por lo tanto en

ella se cumple el siguiente teorema, cuya demostracién se omite:

TEORENA:
£
i) - e 0;
g
£
ii) - =
g
£
111) -+ -
g

Qi
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o5

v Repetimos 1la

COROLARIO: Si definimos D : R(x) x R(x) — R(x) como sigue:
’ f n

g k

, entonces D es una métrica.

DEFINICION: « € R(x) es un infinitésimo positivo sii :

.1 .
Oca < - vnel.
n

Denotamos al conjunto de los infinitésimos positivos por inf.,

y nos referiremos exclusivamente a estos.

TEOREMA: inf. = o,

1
Dem: Sea a = — , n e 2*. x e R(x]*, entonces x” € R(x]*, por 1o
x

1
tanto — € R(x)*, puesto que 1 ¢ R*. . 0 < «a.

x

) . 1 1 x" - m
Por otra parte, sea me I . - -~ - f 0 Y como
m x mx"

" eRIXI'meZ' = m" cRIx]'; yx" - m eRix]1"; tenemos que
1 . 1 1
- = — € R{x) ", y por 1lo tanto o < — , Resumiendo, 0 < a < -
m x m m

vmez', es decir, « € inf.



DEFIMICION: Sean a,f8 « inf.’

. «
o es de oredn superior a 8 e - "€ inf.
. B8

1 1 -
Por ejemplo, -~ es de orden superior a ;_—- e N > MW, pues:
x

1
x" x* - ' .
2 = m X = €einf. ew Nn-me 1 e n > m,
:r ' x5 S
‘I

4
TEOREMA: - € R(x) n inf. « d(f) < d(g).
g

Dem: «) Supongamos que d{f) = a < b = dlg). Sea n « Z*,

1 r g - nf N
- - = = ng € Riz]”, y cplg - nf) = cpl{g) > 0.
n g .
1 £ . } 4 1
Entonces, - - - € R(x) ", de donde - < - , ademas,
n g g n
. .

obviamente 0 > - , y por lo tanto est4 en inf.
g

=) Supongamos que d{g) < d(f). Sea n = 1.

f g-rf +
1 - - = . cplg - £} = -cpi{f); entonces g - f ¢ R(x1", por
g g
f
lo tanto; - ¢ inf.
g
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Ahora supongamos que d(f) = d(g); cp(f) = a, cpl(g) = b.

. BEntonces existe n, €N tal que b < na, entonces:

1 4 ,9'"of
— - = ———-—.cp(q-nof)sb- na < 0, por
N 9 B9

£ t
- ¢ inf., entonces - € inf. e d(f) < d(g).
g g +

lo tant_o,v

OBSERVACION: Como R(x) es campo, V a € inf., 3 o' € R(x).

" pefinimos entonces: Inf. = {(AeR(X) /A =a" p.-a. a €

Inf. es el conjunto de los "infinitos" positivos.

£
COROLARIO: - € Inf. « d(g) < d(f).
g

DEFINICION: Si A,B ¢ Inf.:

A
A es de orden superior a B « - ¢ Inf,
B

ing.}.

TEOREMA: Sea a € R(x¥). Entonces a < ¢ ¥ ¢ ¢ R e a € inf.,

1

Dem:=») Seanel*.zcoen’talquec°<-,perou<c°<-,-
n n

por lo tanto o € inf..

N LI

1



Lo

. 1 ’
«) Sem-c ¢ R*. 30, « 2! tal que — < &.
‘ n
1]

Lo Tl : - : 1
a«inf, =~ & < -¥nez*, por lo tanto a <« — < ¢,

n
+.

n o

TROREMA: inf. e8 cerrado bajo sumas y productos.

o £ hn
Rem: Sean - , - € inf.. Bntonces, d(f) < d(g), y d{(h) < d(k).
g k .
f h fthk o+ gh ’
-4 - = . Como d(f} « d(g), tenemos que d{fk) « digk),
g k gk
como d(h) < d(k), digh) < d(gk). Por 1o tanto difkegh) < digk).
f h
>~ + - € inf,,
g
r h fg fg
Ademds; - + - = -~ . Claramente, d{fg) < d(hk); . — € inf..
g k hk hk

Por lo tante, inf. es cerrado bajo sumas y productos.

COROLARIO: Inf. es cerrado bajo sumas y productos.

TEOREMA: Sean a,8 € inf., t ¢ R*, Entonces, ta € inf..

y



. : ‘ N -
Dem: € inf. = x < €, V¢ € R*; entonces, «a < — , ¥V n ¢ Z2°.
. v [ : nt

. 1
Por lo tanto, ta. '« -, eg decir; ta € inf..
n

COROLARIO: Sean A4 € Inf., t € R'. Entonces. tA & Inf..

A continuacién, daremos algunas definiciones:

.Sean P,Q € R{x).

i) s8i D(P,Q) € R v inf., entonces P y Q estin en la misma
rgalaxia".

11) si D(P,Q) e inf., entonces P Yy Q estdn en la misma
"aura®, { infinitamente préximos ).

i1i1) si D(P,Q) € Inf., entonces P y @ est&n en diferentes

“"galaxias", (infinitamente separados ).

RECTAS

.

DEFINICION: Sean P,Q,R € R(X) tales que P+Q° > 0. Llamamos
“RECTA" al conjunto £ = {{t,u) e R({x}xR(x) / Pt+Qu+R = O}.

Asi, por ejemplo, las rectas t = cte, son las verticales, y las

rectas U = cte. son las horizontales. Cuando este no es el caso, y
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u = u(t), entonces Vv t € R(x), £(t) es el punto (t,u(t)) de la
recta £; y, de igual manera, si u ¢ R(x), y t = tlu), 2(u) es el

' punto (t(u),u) de la recta £.

DEFINICION: Sean £,2, dos rectas no verticales. Decimos que £
Yy !2 estSn infinitamente cercanas en una galaxia G, sii vt e G,
D(g (t),2,(t)) e inf. v {o}.
( Recordemos que D : '(R (X)xR(x) I x[R(x)xR(x)) — Ri{x) estd definida
por: D [(a,b), (c,d)] = (D*(b,d)+D*(a,c))'?).

si al menos una es vertical, son infinitamente cercanas en G

sii v u e G, DL, L(u) inf. v {0},

DEFINICION: Sean £ y £, rectas no verticales. Decimos que ¥

es "casi paralela" a 22 en G, si v i‘,tz € G:

Dle (ty), 2,(ty))-Di2 (£,),2,(t,)) € inf. v {0}.

Si al menos una es vertical, entonces son "casi paralelas" en @
si v u,.u, € G:

Dit,(u,) £, u,))-Di¥, (u), 2,(u)) € inf. v {0}.

A continuacién veremos un ejemplo de dos rectas paralelas, y
otras dos que son "casi paralelas" a ellas ( y entre si ), en una
galaxia, pero se intersectan en otra galaxia. Adem&s conclufmos
que toda recta en R(x)xR(x), tiene puntos en un nimero infinito de

galaxias.
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"Sean'?, = {(¢;0) / t eR(x}}, 2, = {(t,1) / ¢t a R(®)}, dos

reétas pavralelan,‘ (‘ horizontales ).

Construfmos 2 = {(t,t/x) / t « R(D)),
£, - {(t,1-t/x) / t « R(x)}. Entonces:
z| y 2‘ pasan por {(0,0), y son "casi paralelas"™. Lo mismo sucede
con las rectas 22 b4 2. y el punto (0,1).
At:\em&s, !‘ y 22 son "casi paralelas"; pero Se intersectan en el

punto (x/2,1/2) que no est& en la galaxia de (0,0) y (0,1).
Sea @G, la galaxia en la que est&n (0,0) y (0,1); ¥y G, 1la

galaxia en la que est& (x/2,1/2).

{ N6tese que estamos en R{x)xR(x), y por supuesto que at;;ui )
decimos que dos puntos (a,b), (c,d) € R(x)xR(x) estdn en diferentes

galaxias si D((a,b), (c,d)) € Inf.),

En cada galaxia "intermedia" entre Gn Yy G, !‘ Yy 22 se acercan
"infinitamente poco", de donde concluimos que entre G y G, hay

un némero infinito de galaxias.

Esto se ve claramente del hecho de que si P y Q son puntos de

P+ Q
Ri{x) = R(x)x{0} que est&n en diferentes galaxias, entonces

estd en una galaxia intermedia, lo gque wmuestra que ¥ G.G
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galaxias diferentes, siempre hay puntos de una tercera galaxia -
intermedia, (en la misma recta); y por lo tanto, hay al menos

aleph cero de ellas.
A continuacién, veremos un ejemplo del uso de infinitésimos:

Sea M = {(t,t?) / t « R(x)) una paribola en R(Xx)xR(x). ¢ Cémo
calculamos su tangente en un punto P € RxR usando infinitésimos ?
Por supuesto, estamos considerando que 1la pendiente de esta

tangente sea un nimero real,

Sea P = (1,1) € M, y sea o € inf.. Consideremos los puntos
Q= (1 + a,(1 + a)?), YyR= (1 - afr - a)z); ambos en A. La
pendiente de la recta tangente a # por el punto P estd entre las
pendientes de las rectas PQ, y PR. -

(1 +a)? -1 al2 + a)

La pendiente de la recta PQ es = = 2 + .
l+a -1 o
(1 -3 -1 ala - 2)
La pendiente de la recta PR es a =2 - a.
l1-a-1 -a

Como buscamos un nimero real entre 2+a, y 2-a, concluimos que
la pendiente de la recta tangente a M en P es 2; pues es el {nico

nimerc real en ese intervalo.
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ALGUNAS OBSERVACIONKS flilbls

OBSERVACION: En R(x)', existen subconjuntos no vacios y acotados

por arriba que no tienen supremo. M es uno de ellos.

Se sabe, que N no tiene supremo en R(x). ( Si L, € R(x) fuera
t, =- sup N, entonces dada ¢ = 1/2, existen, € N tal que

t°-1/2 <n s t°~1/2, y por lo tanto n +1 € N resultarfa L, < N+l

lo cual es absurdo );y sin embargo x € R(Xx) es cota superior de N.

COROLARXO: El orden en R(x) no es arquimediano.

Por supuesto que la observacién anterior es redundante en vista
del caricter categbrico de la definicién de R como el Gnico campo
ordenado en el que vale el Teorema de Dedekind, que implica,.entre
otras cosas, que el orden de R es arquimediano, y que por lo

tanto, en un campo tal, no existen los infinitésimos.

Resumiendo: En todo campo ordenado:
Teorema de Dedekind == Orden Arquimediano - No Infinitésimos;
y por lo tanto, por contrapuesta:

Infinitésimos == Orden NO Arquimediano == No Teo. de Dedekind;

es decir que en todo campo ordenade en el que haya infinitésimos,
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TIENEN que existir conjuntos no vacios acotados por arriba y sin
supremo, como N; acotados por abajo sin infimo, como Z; y'
conjuntos cerrados y acotados no compactos, como N, que es cerrado
y acotado por X, pero la cubierta abierta {(n-1/4,n+1/4)) aeN MO
tiene una subcubierta finita.

En este trabajo se demostrd gque existe, y se construyd
explicitamente, un campo que contiene a R, y ademds tiene
infinitésimos. Sin embargo, no es un campo de "Super-Reales", pues
entre otras cosas no vale el Principio de Transferencia, es decir,
. que las propiedades de R se puedan extrapolar a €l. Bn este campo
no sucede que cualquier elemento tiene raices n-é&simas dentro de
€1. Por ejemplo, no existe a € R{x) tal que aPax; pues todos los
elementos de R{x) son de la forma f(x)/g(x), y ninguna potencia
mayor que 1 de ellos puede dejarlos con grado 1. Bs decir, este
trabajo no tiene m&s pretensiones que ilustrar un campo con

infinitésimos.
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