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INTRODUCCION,

Una de las principales herramientas que se han desarrollado para el estudio y controt de la
contaminacion atmosférica s la modelacion de los fendomenos de transporte v dispersion de contaminantes.
Existen diversos modelos matemiticos para simular dindimica de flwidos en gencral vy dispersion de
contaminantes cn particular: modelos Gaussianos, soluciones numéricas de fas cataciones de Navier-Stokes
simplificadas, ete. Recientenente han sido desarrolladas las técnicas que podriamos Hamar “modclos de
gases en redes”. Este concepto abarcaria dos tipos dv estrategias afternativas estrechamente relacionadas: por
un lado, los modelos de automatas celulares (“Lattice Gas™), por el otro, fas técnicas conocidas como
*Lattice Boltzmann Equation™ (cuya mejor traduccion seria quiza la de “ecuacion de Boltzmann modelada
sobre una red”).

Una serie de caracteristicas de los modelos de gases en redes (tales como su ficil implementacion
computacional y s capacidad de tratar problemas con condiciones inicinles y de frontera complejas)
sugicren que estas (écnicas podrian ser sutmamente Btiles en ¢l estudio de fos fenomenos de contaminacion
atmosferica, ya sea en fa simutacion directa de Ia dispersion de cantaminantes o, por cjemplo, en el problema
de la reconstruccion de campos de viento (Ver capitulo 4). En este trabajo nos hemos proguesto explorar las
posibilidades y limitaciones de los modclos de gases en redes cn la simutacion de la dindmica de fuidos y de
la contaminacion atmosfcrica.

Los automatas celulares son sistemas dindmicos totalmente discretos que ticnen lugar enina red
discreta de variables booleanas que evoluciona en pasos de tiempo discretos. Los clementos de la red (las
vartables boaleanas) representan las moléculas de un “gas™ en un micromundo ficticio. Imponiendo cierlas
reglas de evolucion temporal, se “fuerza” al sistema @ que se comporte de acuerdo 4 las leyes bisicas de 1a
microfisica de los gases “reales” ((ales como 1o conservacion de mtasa, thoniento v energia o como la
isotropia del espacio) y s espera obtener indirectumente €l comportamicento macroscopico de an fluido
“real”™ mediante algiin tipo de promedio sobre las moldculas del “gas modelo™.

Los modelos *Lattice Boltzmann” se derivaron de kuinvestigacion sobre los modelos de antoniatas
celulares, Sin embargo. hay diferencias importantes entre ambas téenicas. La principal es que los modelos
“Lattice Boltzmann” no tratan propinmente con las moléculas individuates del gas sino con las funciones de
distribucion de éstas. Scintenta, por to tanto, modclar no fas leyes de las colisiones microscopicas sino las
cctacionies macroscopicas de Navier-Stokes @i través de un enfoque inspirado en a teoria cinética de los
gases. Enfatizamos a lo fargo del trabajo que, por las razones mencionadas, pucde considerarse cu alguna
medida a los modelos “Lattice Boltzmann™ como sistentas “nucroscapicos” (si bien con cicrtas
caricteristicas discretas).

Con ¢l propdsito de que sirva de guia para la lectura de Sste trabajo, vamos a dar una iden del
contenido de sus diversos capitulos,

En el capitido 1 exponemos brevemente Ly importancia de la modelacion nuteniitica del transporte
y dispersion de contaminantes cn Lt atmasfera v esbozamos lus diversas técnicas que han sido desarrolladas
con este proposito. En ¢l paragrafo 1.5 del mismo capitulo se discitte la lilosofia detrds de los modelos de
gases en redes.

En el capitulo 2 prescntamos un breve andlisis de los factores fisicos involucrados en la dindmica
de la capa frontera planctaria (PBL) que ¢s ¢! sistema cn que el fendmeno de la contaminacion atmosférica
ticne fugar. Por csta razén muestros modelos estin orienticlos hacia 1a simulacion de fenémenos
micrometeoroldgicos (es decir, al estudio de la capa frontera planetaria bajo diferentes condiciones fisicas)



In el capitulo 3 se resumen los aspectos bisicos de la mecinica de Jos fuidos v de L teoria cindlica
de los gases vi que representan el principal punto de comparacion con ¢l desarrollo teonco de muestros
modelos de gases en redes.

En ¢l capitulo 4 se expone ¢l modelo ARIANNA. un modelo de autématas celutares de nueve
velacidades ovientailo a Ia reconstruecion de campos de viento sobre terrenos complejos desarrollado por
Alcjandro Saleido, investigador del Instituto de Investigaciones Eléetricas (LLE.). A diferencia de otros
modelos de outomatas cehulares, ARIANNA penmite simular fenomenos térmicos y no exclusivamente
dindmicos (cen ¢ pardgrafo 4.3 sc analizan las propiedades termodindmicas del equilibrio en ¢l modelo
ARIANNA). Sc han desarrollado diversas simulaciones con dicho modelo con dos intenciones. £n primer
lugar, 1a de estudiar st comportamicnto ¢n problemas de dindmica de fluidos con soluciones conacidas a las
cuales se ha llegido ya sea empiricamente o a partir de la resolucion de las ccuaciones de Navier-Stokes
(flujos de Couctte y de Poisenille, recuperacion del perfil logaritmico de la velocidad de) viento bajo
condiciones neutras de estabilidad atmosférica) y, en segundo lugar, con fa intencion de aplicar el modelo al
problemi de la reconstruccion de campos de viento en ¢l valle de México En ambos casos los resultados son
prometedores.

En el capitulo 5 se analizan tedricamente las propicdades de un modelo Lattice Boltzmann que
fue planteado originalmente en un articulo de R.D. Ringdon o @) [7] v cuyo analisis, implementacion
computaciomil ¥ extension tearica representa el niicleo mas original del trabajo de tesis. Nuevamente se
representa al Muido mediante una red discreti que evoluciona en pasos de tiempo discretos, pero ahora no se
trata de variables booleanis sino reales dado que representan no a las particulas sino a sus funciones de
distribucion correspondientes. La traslicion de las moléeulas y Ins colisiones entre ellas no se introducen
directamente sino mediante una actualizacion de las funciones de distribucion en cada paso de tiempo. Cabe
destacar que e este modelo (a diferencia de la mayorin de los modelos Lattice Gas) et tensor de esfuerzos
resulta ser isotropico ¢ invariante de Galilco y que los coclicientes de viscosidad son introducidos sin
referencia a tipos de colision especificos. Es, sin embargo, incapaz de simular fendmenos ténmicos dado que,
conto se muestra en esic capitulo, In energia no jucgn un rol importante y de hecho ni siquicra se conserva.
El modelo ha sido implementado en un programa de computacion en lengiinje C y ha sido probado
simulando flujos bidimensionales estacionarios y no-estacionarios 4 través de canales planos. Nucstras
simnlaciones estin sotisfactoriamente de acuerdo con las soluciones analiticas de las ccnaciones de Navier-
Stokes.

Finalmente, en ¢l capitulo 6 se exticnde el modelo Lattice Bolizmiann del capitulo anterior
incluyendo nuevos “niveles de energia™ con ¢l proposito de que cumpla con la ley de conservacion de
cnergia y permita simular fendmenos 1érmicos. Sin embargo, csta extension no ha sido sometid ain a
“pricbas experimentales”™ (es decir, o una simulacion computacional de situaciones conocidis).



CAPITULO L. . . .
INTRODUCCION: LA MODELACION DEL TRANSPORTE Y DISPERSION DE
CONTAMINANTES,

L1 IMPORTANCIA Y LIMITACIONES DE LA MODELACION DE LA CONTAMINACION
ATMOSFERICA,

£in fa mayoria de Jos estudios de cafidad ded aire, w de fas principales herramientas es ta
modelacion de la contaminacion atmostéiica. Estos modelos han sido desarroliados para cstudiar todos los
aspectos del problemia: evahiar tasas de cmision, describiv los fendmenos de transpurte v dispersion de
contaniinantes que ticnen Tugar cn In atmosfera. evaluar los diferentes efectos perjudiciales que tiene fa
contaminacion atmosfrica cn cada region determinada.ete. Ademas pueden ser de paturade < muy diferente:
modelos de hiboratorio en pequeiia escala (como son Tas simulaciones con tineles de viemo) o bien modelos
matcmiticos (analiticos o, was frocucntemente, nwméricos) que intentan describiv los aspectos fisicos v
quimicos de!l problema. En este trabajo solo nos interesa discutir los modelos matenidticos diseiados para
estudiar los fendmenos de transporte v dispersion de comtaminantes.

Los resiltados de fa modedacion de Ia contaminacion atmosférica son de gran importancin va que
ayudan tanta @ conocer ¢l impicto que tienen sobre ¢l wedio wmbiente diferentes fuentes cwisoras de
contaminantes como a proponer cstrategins de control, mejoramicnta v conservacion de la calidad del aire.
Podrismos hablar (en ténninos mas explicitosy de fas siguientes aplicaciones principafes de la modefacion
del transporte y dispersion de contaminintes:

(1) avuda a diseiiar legistacion de control de emisiones, determinanda las tasas mixiutas de eniisian
(asi cotno otras caracteristicas de la emision: altura de las chimencas, por cjemplo) que permitan arantencr
las concentraciones de comaminantes en 1 atmostera por abajo de los valores permitidos por fas normas
establecidas,

(2) permite evaluar propuestas de téenicas v estrategias de control de la contaminacion atnosiérica;

(3) ayuda a seleccionar fos lugares mis apropiados para las Iuras instalaciones de thentes emisoras
de contaminantes;

(1) ayuda g definir estrategias de ttervencion inmediata en casos de emergenciit producidos por
concentraciones excesivas de contaminantes en alguna repsion determinada,

(5) permite destindar responsabilidades por los niveles de contuninacidn attmos(rica existentes (esto
cs. evahiar ¢l peso relativo de cada fente emisora en cualquier repion determinada):

Una distineion importante debe ser beeha entre fit miodelacion de fa contaminacion atmostésica y ol
monitorco de Ly calidad def aire (es decir, L recoleecion de mediciones experimentales de ki catidad det aire
en alguna locatidad). Dentro del marco de Ly investigacion cientifica, 1a creacion de teorias v modelos no
neceesita ser justificada; cs lo inico que permite comprender realmente los fenomenos fisicos y quimicos
teniendo lugar en I atmdslera. Pera hav gue remarcar que Ty modelacion matematica constituye tambicn
uma necesidad prdctica que la pura recoleccion de datos experimentales no permite satisfacer. Los datos
obtenidos mediante ol monitoreo son tndispensables para inferir teorias y para calibrar o validar los swodetos
de contaminacion atmosférica. Pero su resolucion espacial y temporal s totalmeme insuficiente para
peritic uha bitena representacion de la complicada estenctura de los fendmenos atmostéricos invelucrados
en la difusion de contaminantes.



Debe distinguirse también cutre modelos “estadisticos™ (basados en rektciones semiempiricas estadisticas
entre diferentes medidas disponibles proporcionadas por e monitoreo) y modelos “deterministicos™ (hasados
en descripciones matematicas de fos procesos atmosféricos involucrados, por cjemple ka ecuacion de
difusion). Un cjemplo de modelo “estadistico™ scria uno que pronosticara los niveles de concentracion de
comtaminanies para las proximas horas como una funcion estadistica tanto de las medidas disponibles
proporcionadas por ¢l menitorco como por las pasadas correlaciones cntre estas medidas y los niveles de
concentracion. La denominacion de modelos “deterministicos™ v “estadistivos” cs dada por P Zannetti [1]
pero quiza sea mejor Mamarlos modelos “anto-cansistentes™ y “tofalmente dependientes del monitoreo”
respectivamente dado que, por ejemplo, los modelos Lattice Gas conticnent clententos probabilisticos pero no
son “estadisticos” cn el sentido definido arriba. Los modelos “deterministicos™ serian aquellos donde 1a
dindmica del modelo es independicnte del monitareo, el cndl (nicamente proporcionaria valores iniciales o
villores de cicitos pardmetros. Por el contrario, la dininmiica de los modelos “estadisticos™ estaria deterinada
(al menos cn parte) por el monitoreo. Hay que destacar que sélo fos modelos ~deterministicos™ proporcionan
(si son bien disenados y calibrados) un claro (no-ambigiio) deslindamiento de Ia responsabilidad de cada
Fuente cmisora en la concentracion de contaminantes en cada drea receptora.

El andlisis de fa contaminacion atmosférica involicra el estudio de ki compleja interrelacion entre
nhitnd de fendnienos Fisicos y qnimicos. Pero ain en situaciones muy simplificadas (por cjemplo,
dispersion de gases contaminantes no-reactivos cn fa atmasfera bajo condiciones de vienio ¢stacionario v
harizontal sobre unit orogralfa simple) Ja modelacidn enfrenta scrios problemas. El mis destacado cs el
fenomceno de la difusion tutbulenta, Las situaciones tipicas de la capa limite planctaria estiin asociadus con
escalas de movitniento turbmlento que van desde 300 m hasta | mm. Es, por lo tanto, muy dificil resolver
dircctamente las ccuaciones de movimiento e dicha capa frontera aun con las grandes y ripidas
camputadoras modernas. Una “red mumérica™ que representara una region de a atmosfera de 10 km x 10 ki
de area superficial y | km de altura requeriria alrededor de 10 puntos de la red para tener alguna
esperanza (en el mejor de los casos) de resolver todas las Ructuaciones. Mis aun, las condiciones iniciales v
de frontera con su dependencia temporal deben ser especificadas exactamente. Y, sin embargo, son
precismncente los flnjos turbulentos los mecanismos fundamentales de ka dispersion de contaminantes en
atmosfera. Debido i esto, el fendimeno de dispersion turbnlenta suele verse como un proceso estocistica: su
dindmica cs tan complicuda que solo puede ser tratada como si fucra afectada por componentes aleatorios.
Examinaremos un poco mas esta cuestion en fos pardgrafos siguientes.

Los modelos de contaminacion atmostérica varian grandemente en cuanto a su complejidad. Algunos
tilizan solamente unos pocos parimetros, otros por ¢l contritrio utilizan umy gran cantidad de clos. Debido
a su alto niimero de parimetros, los modelos complejos pueden Ficilmente ser calibrados para ajustarse de
modo mis preciso al conjunto de datos disponibles proporcionados por ¢l monitoreo. Pesalortunadaniente,
mientrds mids grande sca el mhnero de parimetros de entrada cuya especificacion cf madelo necesita, mayor
seran los crrores en los datos de salidit. Hay un nimero dptimo de pardmetros que minimizan la
incertidumbre total del modelo. Por estas razones, un modelo simple puede tener mgjores resultados que uno
complejo cuando es aplicado sobre una base de datos diferente de la utilizada pata su calibracion (es decir, ¢l
heeho de que el modelo complejo pued:t ajustarse mejor a los datos que el modelo simple no significa que
puede pronosticar mejor que ésle).



1.2 FACTORES IMPORTANTES EN LA DISPERSION DE CONTAMINANTE S,

No nos preocuparemos por fendmenos de contaminacion en gran escala tpor ejemplo, la acunuttacion
de didxido de carbono en Ja superficie terresire) dado que la contaminacion atmostérica causada por una
fuente finica o pequeios grpos de fuentes ¢s un problema local. Las concentraciones elevadas ocnrren
generalmente desde la vecindad inmediata de Ia Tuente emisora hasta una distancia de varios kilometros en
la direccion del viento. Curiosamente hay uny diferencia importante entre ¢l efecto combinado de wna serie
de fiuemes emisoras con respecto @ producido por una tnica fuente. Iin este caso (nudtitud de fuenles
cmisoras distribuidas sobre un drea pequena) se pueden producir wltas concentraciones o muche mayor
distancia. [1].

La mayoria de los fendmenos de contiuminacion atmosiérica ocurren dentro de la capa limite planetaria
(tambicén Hamada el PBL). Esta ¢s la capa mis baja de la atmosfers en donde se producen los efectos de
superficie de la interface tierra-aire (relacionados con intercambios de momento.calor y humedad entre la
atmasfera y la superficie terrestre) La estructura del PBL, dividido en diversas subcapas™. no serd descrila
aqui. Sin embargo, podemos sefialar que en I subcapa mds cercana a fa superficie terrestre (la Subcapa
laminar” a “tapa de rugosidad” que se extiende desde la superficic hasta una distancia caracteristica 2, la
Honguitud de rugosidad™) Ia trbulencia ¢s intermitente o no completamente desarroblada y, por lo tanto, el
movimiento moléeular puede jugar un rol relevante en fa transferencia de masa y de energia. Desde 2, (cuyo

orden de magnitud puede variar desde unos 10 * metros para superficies lisas como ¢l hiclo hasta
alrededor de 10 wictros para zonas residenciales en cindades inodernas) lasta ¢l tope del PBL. (la distancia
caracteristica 2,) los fendmenos de flujo turbulento prevalecen v las (ransferencias de masa y de energia
asociadas o éstos resultan ser por varios ordencs de magnitud mayores que las asociadas a fendnicnos
moléculares. Estos wltinos pueden, por lo tanto, ser despreciados.La turbulencia tiene uny fuerte capacidad
de mezctado, dado gue los remolinos (cuyas dimensiones varian desde 1 mm hasta el tamano del PBLY) son
capaces de separar pareclas de aire muy proximas. Asi. por cjemplo, la transferencia de cnergia térmica
entre Jas dilerentes partes del PBL estd dominada por fendnienos convectivos v no de conduccion de calor.
Estos fendmenos de movimiento convectivo son inducidos por am gradiente de temperatura vertical que
puede ser positivo o negativo dependiendo de lu direccion de la transterencia de calor en la superficie
terrestre (esto es, de la tierra hacia of aire 0 a la inversa). Las caracteristicas s esencinles de Ja dispersion
de la pham enitidi por alguna fuente contaminante estin relacionadas fucrtemente con el gradieme vertical
de b temperatura. Ls esencialmente la especificacion de este gradiente de temperaturas o que detenmina fa
“clase de estabilidad” de i atmoslera.

El cambio de la temperatura con Ly elevacion es, en la mayor pate de la biaja atmosfera,
aproximadamente lincal. Ocurren desviaciones importantes de la linealidad cerca de la superficic v en
regiones influenciadas por variaciones superficinles bruscas (como las cindades con sus edificios) o por
variaciones en las caracleristicas topogrificas. En la nayoria de los casos fa no-linealidad de la temperatuea
como funcidn de la clevacion es simplemente despreciada.

Suponganos que un pequedo voldnten de aire sufre un cambio pequedio en la clevacion debido a la
dindmica del movimiento. Este cambio puede ser negativo o positivo (es decir, ¢l "elemento de voltunen”
pucde clevarse o ‘taer” por una pequeda cantidad). Dado que se lraty de un movimiento rapido a coras
distancias, se puede considerar al ‘tlemento de voliumen™ como térmicamente aistado en su movimicnlo. El
“tlemento de volimien” suftid entonces un proceso adidbatico y se alierd su temperatura debido a dicho
proceso (se enfrio y s expandio si se movia en la direccion de menor presion, hacia arribi, mientris que se
calentd y se contrijo si se movio en la dircecion de mayor presion, hacia abajo). Supongamos que
atgsfera tiewe 1 gradiente adidhatico (esto es. que i parcela de aire que se eleva una distancia de 2, a

sttt intercambiar calor con sus alrededores sufre el misnio cambio en la temperatura que la diferencia de

2
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TEMPERATURA FORMA DE LA PLUMA

Figura 1.1. Diversos péifiles de temperatura (Ja linea punteada es ¢l pérlil adidhatico) y las plumas
correspondientes a dichas diferentes condiciones de estabilidad anmosférica.

temperaturas itmosféricas entre 2, vy 2,). Eneste caso, el medio ambiente del “elemento de vohimen” tendrd
las mismas caracteristicas rermodindmicas que aquél del que partio al comenzar su movimicnto. El
“tlemento de volimen” permanecerd en su shio y fa ‘Muctuacion™ no serd ni amplificada i removida. Asi,
ua gradiente cercano al adidbatico determina lo que se Hama “condiciones neutras de estabilicad”. (El
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pradiente adidbitica del aire seco tiene el valor numérico de ~0.986" "/ 100 m que frecuentemente es

aproximado por una caida de un grado por cada 100 m de elevacion). Si. por ¢l comtrario, fa atmosfera tiene
un gradiente no-adiabatico el “tlementa de volitmen” sufrird una fucrza debida a fa boyancia (ya sea positiva
0 negativa) gue incrementard o reducind su alejamiento del punto de partida. En cf caso de que el gradiente
de tempertura sea menos negativo que ol gradiente adiabatico. o positivo (nwversion térmica). ¢l
movimtiento es suprimida y ol "elemento de volimen™ tenderd a regresar a su altura original: tenemos
entonees condiciones atmosféricas estables. Las condiciones inestables ocurien cuando el pradiente ¢s niis
gegativo que el adiabatico: el imovimiento inicial ded “elemento de volimen™ es amplificado v diverge del
equidibrio, praducienda un fendmeno de turblencia conveetiva.

Las condiciones de estabilidad atmosférica juegan un paped importante para identificar el tipo de phima
que s desprende de una Tuente emisora de comtaminanics (VER Figra £ 1) En ausencia de efectas
ermicns, ¢l gradieme de temperatura atmostérico tiende a ser adidbatico. Bajo estas condiciones newtras de
estabilidad, Ly plumsa tiene una forma coniea cuya seccion transversal es aproximadamente eliptica (con ¢l
eje horizontal gencralmente mds fargo quie el verticat) (Figura 1.1h) Si tenenios condiciones inestables (un
gradiente de temperaturas niny negativo conto ¢l que se prodisce duramte el dia debido a que el sol calienta la
tierra directwmente y ¢l calentamiento de Ly atmdsfera ¢s indirecto o través de la soperficic terrestre),
antienta L intensidad de T tarbutencia y fa dispersion de ta phana. Coando los vortices son nxis grandes
que 1a seecion transversal de la phona. esia adguiere una forasa como la de la figura 1l En el caso de
condicianes estables co {a aundslfera tenenios nna supresion de la tutbulencia en la direccion vertical
produciendn nwna phama semejante i fa de Ia figura e donde e cje horizontal (de fa seccion transversal)
suele ser mucho mds grande que el cje vertical. Las atras tres plamas que aparecen en la figura 1 son
producidas bajo gradicutes de temperatira no-uniformes teniendo discantinuidades que separan cypas de
diferente clase de estabilidad. Las phumas de las figuras 1.0e y 11 son peneraliente las mds criticas en lo
que respecta a altas concentraciones de contaminantes al mvel ded suclo. La capa superior (t(érmicaniente
estable) suprime ka dispersion hacia arriba wnentrids que esta es amplificada bacia abajo debido 4 wna capa
nentra o hnestabte que convienza a la alera de fa pluma o wis abajo. Estas condiciones atmosléricas son
cansadas (por cjemplo) por el calentamiento de la superficie terrestre en las prisucras horas de la madasa
después de haber imperado condiciones estables durante la noche, Tambicn pueden ser causadas por
transferencia de calor a través del aire entre regiones de ki superficie terrestre o iciperaturas marcadamente
diferentes (como, par ejemplo, entre ¢l agoa v 1 tierra o entre regiones rurales v urbanasy. Finahinente, fas
condiciones atmasféricas de ki Ggora §id ccapa inestable desde Ja altura aprosimada de da plima hacia
arriba: Ta capa superficial en condiciones estables) son lias mas Favocables en 1o que respects 4 fos indices de
concentracion de contaminantes a nivel det sucto.

El movimicnto del aire en un lugar determinado se caracleriza mediante b suma de dos términos: un
valor "promedio” de fa velocidad (que es al gue se refieren usualmente cando se habla de ta velocidad del
viento™) miis una componente turbulenta. La wrrbulencia, que os el mecanismo Jundamental de L dispersion
de contaminantes en fa atmosfera, puede ser inducida érmicamente (conveceion) o puede ser producida por
ta fricciGn mecinica entre diferentes pareelas de aire con movimiento rebiativo (o entre ob aire v a superficic
terrestye), Ustalmente a uni elevacion mayor la intensidad de la turbalencia decrece pero as esealas de los
vartices se hacen cada vez mayores. Como se explico cn et parigrata LU I turbulencia os muy dificit tano
de natar tesricamente como de determinar expeninientalmente, L mavoria de fos cateolos de la difusion
depienden de especilicaciones indirectas de ky turbulencia mediante fos pérfiles de temperatura y de velocidad
del viento,

En muchos casos suele hacerse la simplificacion de considerar a la velocidad del viento (el wérmino
“protedio” deb que hablamos arriba) como dependiente dnicamente de fa clevacion en general, desde
hiego. o campo de velocidades es muchio mas complicado). Existe una serie de Tormulas yue los
meteorotogos suclen utilizar como pérfites de velocidad del viento “ustandar” (tales como ot périil
Logaritntica.por ciemplo, ded que se hablard con ntds detenimiento en o) capitila ) fos cuiles han sido



obtenidos ya sea cmpiricamente o mediante el andlisis de situaciones fisicas sumamente simplificadas.

En muchas situaciones. sin cmbargo, ¢s de gran importancia considerar los cambios en Ia direccian del
vienta con I elevacion ya que producen un incremento en la dispersion horizontal de la pluma debida a la
friccion. La capa planetaria entera sufre grandes cambios en Ly direccion del viento con b elevicion debido a
I dinamica del movimiento de gran escala, principalmente por la fucrza de Coriolis causada por la rotacion
de Ia tierra. Sin embargo, excepto para cnormes fuentes emisoras, las dimensiones de phiana no son
generalinente tan grandes como para que estos cambias se vuelvan un factor importante en ¢l transporte y
dispersion de los contaminantes.
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Figura 1.2.- Aspecto cualitativo que toma un flujo alrededor de un edificio de
forma cibica.

Por ¢l contrario, si fa emision de fa pluma se realiza dentro de la “tapa de ragosidad™ como fite definida
mis arriba (esto es, 1o capa cercani a la superficie terrestre Tuertemente influenciada por las caracterislicas
de dicha superficie) no podrin despreciarse los cambios en la direccion del viento con la elevacion. Cambios
fuertes de la dircecion del viento con fa altura se producirin por cjiemiplo en regiones imontanosas o cn las
ciudades debido al irregular terreno cubierto de edificios. El movimicnto del aire alrededor de un edificio
aislado tiene un aspecto cualitativo mas o menos general (ilustrado en la figura £.2). Las propicdades
cuantitativas varian uupliamente con la geomctiia del edilicio v [a direccion del viento. El prinier efecto de
un edificio sobre una corricnte que tolisiona” con ¢l es la deflexion de la carriente de aire moviéndose hacia
dentro de una “region de desplazamiento™. La velocidad arriba del edificio incrementa su miignitud pero no
hay cambios en la turbulencia preexistente. En La region por debajo de la corriente de aire y por encima del
edificio se origina una estela, una region de umt gran intensidad de turbulencin. Las dimensiones
(horizontales ¥ verticales) de los vortices de 1 estela se incrementan en la dircceion del viento pero
intensidad de fa wrbulencia decrece. Eventualmente, a una distancia de alrededor de 10 veees la altura del
cdificio, la estela se vuelve indistinguible del medio que a rodea. Se distingue también una region dentro de
la estela, Namada la cavidad, que tiene aan mids altos niveles de turbulencia que producen variaciones
warcadas en ly direccidn del viento, inclusive la total inversion de dicha direccion. Si una phuna




os emitida dentro de la estela tendrid una mucho mayor dispersion que en el medio cavendante pero se
moveri continuamente en la direccion de la corriente del viento. Por ¢l contrario. si I plunn es emitida
dentro de la cavidad tiende a dispersarse dentio de la region.

Lste mismo tipo de dindmica crea distribuciones de concentracidn y de velacidad del viento altamente
asimdétricas en 1a vecindad inmediata de 1a fuente cmisora. Exceplo bajo cicrtas condiciones, esta asimetria
ticnde a suavizarse y ¢l comportamiento posterior de la plima es esencialmente independicnte de la
asimetria inicial. Sin embargo, la pluma puede ser fuertemente alteradit st se produce una condicion de
“‘Jownwash” donde partes significativas del gas emitido caen dentro de b estela vecina o la luente emisora:
por un Jado la pluma dejard 1a region alrededor de a fucnte a clevaciones mucho mids bajas que las
normales; por ¢l otro, se producira una mucho mayor dispersion del gas contaminante (se incrementara 1a
seccion transversal de ta pluma y, con esto, disminuird la clevacion de (a plima). Las caracteristicas de la
seccion transversat de la pluma y de la forma de L finea central de la pluma cerca de la fuente emisora no
son predichas por las ecuaciones usuales de la ascension de fa pluma. Estas son aplicables exclusivamente a
grandes distancias (como quedard mds ctaro en ¢l parigralo (.4). Como un resultado. la ascension de la
pluma predichi en la mayor parte de los modelos resulta siempre mayor que la ascension reat.

Desde luego, las fendinenos micrometeorologicos involucrados en ¢l transporte v fa dispersion de
contaminantes son mucho mas complejos que lo que este breve v sobresimplificado esbozo pucde haber
sugerido. Intervicnen también, por cjemplo. los vientos meteoroldgicos locales (tales como brisas marinas,
vientos de montafiaete), ta clevacion de la inversion de o temperatura que (imita a 2, los movimicntos
verticates atinosféricos debidos a sistemas de diferencias de presion, elc.

1.3, MODELACION MATEMATICA DE LA MICROMETEOROLOGHA,

Los modetos matemiticos que intentan simular las condiciones micromcteorologicas ¢n una region
determinada pucden ser diseiiados tanto para estudiar los fendmenos meteoroldgicos ¢n si copo para
proporcionar tos datos de entradiy necesarios que requicre cualquicr modelo de transporte y dispersion de
contaminantes en la atmosfera.

PZannetti hace (a siguiente distincion  entre modelos  matemiticos  disedados  para  estudiar
micrometeorologia: modelos de diagnostico y modelos de prondstico. Los modelos de diagnastico estin
basados ¢n un andtisis de datos meteorologicos disponibles. Generahuente incluyen poca informacion lisica
(en muchas ocasiones ninguna). Los datos de entradi son valores lociles del camipo de velocidades (o de
cualquicr otro parinictro meteoroldgico, como ki temperatira) obtenidos mediante medicion directa en las
estaciones meteoroldgicas. La informacién de salida es ¢l campo de velocidad (0 de temperatura,elc)
evaluado i todo et espacio (o en una red tridimensional) mediante una extrapobacion de tos vatores locales
de entrada. Estos modelos no intentan predecir Ty evolucion de la micrometeorologia sino proporcionar b
mejor estimacion de un supuesto ‘estado estacionario” meteorologico. Un cempto ny sencillo de este tipo
de modelos es el IBMAQ-2 [este estima 1 velocidad det viento en todos los puntos de vna red computacional
mediante los sipuicnies pasos: (1) una velocidad inicial es estimada en cada punto como la velocidad medida
o la estacion de observacion mas cercana, (2) estos vatores son corregidos mediante un prowedio pesado de
la velacidad en los puntos adyacentes at punto de interés, (3) se realiza esto hasta obtenerse un estado
estacionario del campo de velocidades). Orras modelos algo mis solisticados introducen mis infornacion
fisica, por ¢jemplo aproximan la ecuncion de conservacion de o masa para fujos incompresibles, Vi = 0.



Los modelos de pronostico meteorofdgico intean desceribir Ly evolucion def sistema atmosférico a pattiy
de Jas condiciones iniciales a traves de Ia integracion espacio-tempor) de bos conacianes de conservacion de
In masa, In energin, ¢ momento. la humedad.ete, bajo algunas condictones de frontera preescritas. Desde
luego se utiliza solo algun conjunta restringido de estas ecuaciones, un sistema de ecuaciones que a la ves
sea completo (esto es, que permitt que todas las variables dependientes que aparecen en el sistema pucden
obtenerse mediante |2 integracion como funciones del tiempo y del cspacio) y describa spficientemente bicn
la complejidad del fenomeno estudiado. La integracion de las ecuaciones tiene, sin embirgo, una dificultad
de principio ligada a las caracteristicas intrinsecas de los fenomenos turbulentos que se trata de modelar. En
este trabajo inicamente vamos a dar una explicacion sobresimplificada y muy breve de la tarnlencia con ¢l
propasito de exponer (lambicy de mancta muy simple) las limitaciones de los modelos de pronostico
meteorologico y Ja manera aproximada en que muchos han tratado de resolver estas dificultades,

A primera vista ¢l movimiento turbulento de un Muido pnede ser visto como nna coleccidn cadlica de
diferentes movimicntos. Sin embargo, pnede ser idealizada como un movimiento compuesto por una
variedad de remolinos (o vortices) de diferentes tamaiios. Frecuentemente los (isicos representan [a
turbulencia mediante un espectro de encrgias correspondicntes a fas diferentes escalas de los vortices. La
friccion cntre parcelas de aire Hevando # cabo un movimiento de gran escala origina remolinos de nienor
tamanio v éslos a su vez gencran remeolinos mids pequeiios atin. Esta transferencia de energia de remolimos
“grandes™ a “pequeiios” es conocida usualmente como la “cascada de energia”™. En los remaolinos de Ja escala
menor, fa cascada de energia es disipada v transformada en encrgia térmica debido o la viscosidad
molécular. En fa modelizacion munérica de los fendmenos turbulenlos se utilizan redes computacionales
tales que cl espaciamicnto de los puntos de ka red ¢s mucho mayor que las escalas correspondientes o una
amplia region del espectro de la turbulencin. Esto significa que solo los movimientos de gran escala pueden
ser modelados directamente. Por ¢l contrario, fos movimientos de pequeiia escala tienen que ser aproximados
mediante wna deseripeion estadistica (aproximada).

Se puede definir ol “valor medio™ de ta velocidad del vienta coma la parte del movimicnta fque s
resoluble (o “detectable”) utilizando mediciones o modelos meteoroldgicos. Llamaremos a cste “valor
medio® de In velocidad i, Ia “velocidad del vien(o™. La “desviacion” i1’ de ka velocidad real del aire con
respecto a dicho “valor medio® es n componente turbulenta de la velocidad del aire. De este modo, podemos
eseribir:

V=i+i,

donde 'V cs la velocidad real del aire cn ¢l punto en cucstion.
Es claro que los movimientos frecuentemente causan variaciones en la temperatura, fa humedad, las
concentraciones de contaminantes o de cualquicr componente de la atmosfera (esta sucede generalmente
cuando hay gradientes medios de cstas variables a través de la region atmosférica de que se trata),

Necesitamos, cntonces, descomponer a su vez cslas variables en un término “medio” y un término
tutbuiento™.

Hay que remarcar que hay muy diversas interpretaciones de 1a descomposicion del campo de velocidades
en términos “medio™ y “turbulento”. No tratarentos ese problema aqui.

Consideremos la ccuacion de conservacion del momento en la mecinica de fluidos:
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s a1
donde {)j = E'L 7V sl campo de aceletaciones v los otres Erminos son respeciivamente s
Dt a1
densidades de fucrza debidas a las diferencias espaciales de la presion, ¢l campo gravitaicionnl de [a ticrra y
Ia fuerza de Corinlis (causada por Ta rotacion de I tierra). Para tratar ¢l problema de Ix turbalencin se sucle
promediar fa ccuacion. En ténninos vagos, este pramedio se Heva a cabo sobre un conjunto representativo
que toma cn ctienta todas fas posibles “realizaciones” del fendmicna bajo las mismas condiciones. De esta

manera, 1a conacion 1.1 puede ser transformada en una ecuacion donde no aparece 'V sino 1 = <V>‘ Sin
embargo, la componente turbnlenta no puede ser eliminada de las ecuaciones ni siquiera despues de reatizar
/

! !
esta operacion. En las ecuaciones aparecen términos que dependen de fas contidades Qll, ", > Estas
(¢érminos provienen de realizar ¢l promedio de! término convectivo V-VV en Ia ccuacion (1). Las

! !
cantidades <II, ", > no son nulas porque las diversas componentes turbmlentas no son independientes

cstadisticamente. Pero In aparicidn de estas nnevas variables (los fijos turbudentos ) provoca que cf sistemi
de ccuaciones ya no sca completo. Necesitamos entonces escribir Tas Nujos tirbulentos en funcian de fas
variables medias. Como no hay ningin principio basico que nos penmita hacer csio, se realiza mediante
suposiciones semicmpiricas. A estas suposiciones se les conoce en 1a lheratur como hipitesis de cerradura.
La mas simple de todas es a “teoria K" que relaciona los flnjos turbulentos con los gradientes de las
variables promedio a través de términos de proporcionalidad Hamados ‘toeficientes de transporte
turbulento”.

La introduccion de fa hipdtesis de cerradura nos permite describir af sistema meteoroldgico mediante un
sistema de conaciones diferenciales compieto. Solo en casos excepcionales muy sencitlos puede obtenerse
una sofucion anatitica de este sistema de ecuaciones. En el caso mas general s¢ debe obtener la solucion de
las ccuaciones mediante métodos nuiméricos (los cudles preden estar basados en téenicas mmy diferentes
como métodos de diferencin linita, métodos cspectrales, pseuda-cspectrales, métodos de clemento finito,
esquentas de interpolacion, ete). Finalmente, hay que destacar que hay cicrtas objeciones a la conlrontacion
directa de los resultados de Ta integracion con el experimento ya que son estimaciones de un promedio sobre

un conjunto representativo de la velocidad hidrodindmica 'V, mientrds que los datos obtenidos por
monitorco son promedios sobre algin periodo de ticmpo (y ambos promedios no son necesarianente
idénticos).

14. LA MODELACION DEL TRANSPORTE Y LA DISPERSION DE CONTAMINANTES EN
LA ATMOSFERA.

Aunque en et mundo real la ascension de la pluma y 1a dispersian afrededor de la linea centeal de ésta
son fendmenos interrelacionados, en las modelaciones mids usuales de la contaminacion atmosférica se
analizan independientemente uno del otro. En estas técnicas, ta pluma completa cs formada por una
superposicidn de las dos caracteristicas.

La altura efectiva de Ia pluma h‘, (elevacidu de Ia linea central relativa al nivel det suelo) es Ia suma de
Ia altura de la ‘thimenca” (o de Ia fuente emisors, en general) /1, y la *ascension de la pluma” A/ Los
valores de la ascension de Ia phuma varfan firetemente con las caracteristicas de Ia dindmica prosima a la
fuente eisora, asf cono de las variables atmosféricas. Por cl contrario, la dispersion de la pluma depende
primariamente de Ia turbulencia atmosférica. Debido a esto hay una cierta “justificacion” de la separacion
del problemia del transporte y dispersion de contaminantes en dos problemas separados ¢ independicates.
(Ver figura 1.3).



EI problema de 1a “ascension de Ia pluma” es entonces el de desciibira Al como Tuncion de 1a distancia
en la direccion del viento. Es decir, cf problema de describir la 1inena central de ta pluma” Existen vartas
definiciones no equivalentes de fa "linca central de la pluma” pero no discutiremos ese problema aqui. La
mayoria de las ecuaciones de ascension de fa pluma han sido desarrolladas para caracteristicas atmosféricas
que son uniformes o que varian suavemente. La ascension de Ia pluma s dependiente del crecimiento de I
pluma causado a su vez por la turbulencia atmosférica. Esta no es introducidi en las modelos dircctamente
sino a través de algunos pardmetros. En general, cstos modelos no pueden ser aplicados a regiones de
grandes variaciones en la turtbulencia como las que son causadas por los edificios v otras irregnlaridades de
superficie (Ver pardgrafo 1.2).

Deben distinguirse dos tipos de factores en las caracteristicas de Ins variables iniciales (Jas que detenninan
las caracteristicas de 1o pluma en ¢l momento de la emision): las factores que influyen en of momento de la
plumit y los que influyen en su boyancia.  La ripidez de la ascension inducida por ¢l momento es
inicialmente alta y decrece rapidamente con la distancia. Las fuerzas debidas a 1a boyancia no producen una
gran ripidez inicial pero continuan actuando durante un periodo amplio de tiempo. En la mayar parte de tas
plumas producidas por cwisiones industriales o domésticas, Ia ascension estd dominada por lu boyancia
Generalmende, las ecuaciones de ascension de Fa pluma desprecian totaliente el momento inicial. Tal pluma
es Itannada una “pluma boyante™.
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Figura £.3.- La evolicion de la plunia contaminante es descompucesta et dos procesos supuestamente
independicntes: La ascension de la pluma hasta J,, y 1a dispersion de 1 pluma si se supone que la linea
central es horizontal y de altura 41,.

En comtraste con las relativamente pocas ccuaciones wtilizadas para deseribir la dispersion de los
contaminantes, existe una multitud de ccuaciones ¥ téenicas desarrolladas para estudiar 1a ascension de I
plima. Puede haber variaciones significativas entre las couaciones de diferentes investigadores aplicadas a
los misnios datos debido « las difercucias de interpretacion v énfasis en los diversos faclores fisicos
involucrados [1].



Hay que remarcar que la mayor parte de los modelos y teenicas wilizadas para I ascension de I phima
o dan como resultade ninguna especificacian de la linea central de la plumia. Algunas caaciones permiten
obtener 1o altura como fancion de fa distancia en T dircecion del viente pero I gran mmyoria simplemente
da wn valor constante gue o pluna aleanza o grandes distancias en a dircecion del viento. Tedricamente,
wna phama bajo condiciones atmosféricas nentras o inestables ascenderd indefinidamente. En fa reatidad
perderd eventualmente su identidad debido a la continna dispersian. Por el contrario, bajo condiciones de
estabililad atmoslerica Fa phuma aleanzard vaa altura donde su boyancia se anula v alcanza wn equilibrio
énnico con sus alrededores. [Pucde pasar que debido a su inercia exceda esta altora v retome
posteriornente). Pero lo que nos interesa aqui es que esta altura h, cs imroducida como un valor constante
en los modcelos mas nsuates de dispersion de comaminantes, los modcelos gaussianos.

Si una plun es entitida dentro de una atmésfera de urbulencia relativamente uniforme, la dispersion
es en todas direcciones v ticne propiedades de geometria y distribucion de concentraciones que puede ser
predicha mediante métodos analiticos. 1.as ceuaciones de dispersion she plimas resubtando de uniformidad de
la twbulencia (siendo diferentes, sin embargo, sus componentes y ¢ 2) producen nua distribucion de
concentriciones gaussiona aliededor de fa linea central, Est forma de Fv dispersion de [a phaina es fostrada
en la figura L3 Deben hacerse, ademis dle Ta uniformidad de Ja turbulencia, otras  suposicioncs
simplificadoras para obtener una distribucion de concentracion gaussiana: fay emisiones proceden de un solo
punto, wna Tuente virtual™ (lo cudl evidentemente no es realista en Ja region cercna a la fuente entisora);
adenids Iy phuma no ticne momento ni boyvancia indcial (a linea central e harizontal elevada a la altura

h,).

Evidentemente estas condiclaties et muchas casos sobresismplifican el problemi: no es posible describir
Tenomenns atmosféricos donde el gradiente de temperatura se modilique notablemente en la region de
interds (v. en general, condiciones atmos(éricas difercntes de as estables), tampoco pueden describirse
fenomenos de dispersion de contaminantes donde 1as condiciones iniciales de emision sean importantes
(cama en ¢l fendmeno de Yownwash) ni dande bays cambios sigmificativos en la direccion det viento
debidos, por cjemplo, a irrcgutarigades cn Lo superficic terrestre (picasese iy um ciudad con sus multiples
edificios). A pesar de estas limitaciones. fa ceuacion de b plama ganssiana encuentra aplicaciones fructileras
cn un amplio range de condiciones atmosféricas. En machos casos, aunque Ias concentraciones instamancas
de la pluma scan muy irregulares, una promediacion para wn tiempa sulicientemente largo (altededor de una
bora) penera distribuciones muy proximas a Ja campana de Gauss (con smenor aproximacion en lo que
respecta a la dirceeion vertical).

Concretamente o ecuacion de by pluma gaussizna (en su Forni mas siaiple) es la siguicnte:
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F) es la concentracion en ta posicion F debida a las cmisiones en &1 Q ¢s Ia tasa de

o, o,

£} —

donde ¢ = ¢(¥,

emision, @ (], )y o, (],,d) sonlas desviaciones estandar vertical ¥ horizons| respectivinnente de la
digtribucion de concentracion espacial de ta plima como Nuncicn de las componentes tusbulentas de la
vetocidad jv Yy j, asi coma de I distancia d a {o fargo de la direccion det viento entre ¢l receptos v a
fuente; A es ta distancia transversal al vicnto entre Ia fuente v ¢f receplor; 2
ubicado ¢l receptor.

, LS 1o altura en (Jie S¢ eacnentir

Bsta ecuacidn puede ser geheralizada muy faciinente para ncluir reflexion (total o parcial) en la
superficie terrestre o en ¢l tope det PBLL.

13



La ecuacion de pluma ganssiana. tal como fue escrita arriba, se refiere claramiente a un estado estacionario
[c es independiente del tiempo). Utiliza condiciones metcorologicas (viento y estados turbalentos) que deben
considerarse homogencas y estacionarias en el area modelada. No puede trabijar en condiciones de calma
donde fll =), Hay. sin embargo, generalizaciones de la ccuacion de pluma gaussiana que pucden madelar
cfectos de fumigacion, de “downwash” y otros fendmenos (L2xisten algunos pocos modelos gaussianos que
modelan efectos producides por terrenos complejos).

Uno de los mayores desafios de los modelos gaussianos es ef cdlenlo de las desviaciones estindar 6, ¥

o, . Diversas formulas han sido propucstas para caleular dichas varianzas en funcion de la turbulencia
atmosférica, la ntayoria de ellas con una justificacion semicnipirica.

Aunque en su actividad prictica los meteorélogos utilizan mis frecuenteiente los modelos gaussianos,
se han claborado modelos matentiticos de la dispersion de contimminantes que intentan ser mas flexibles y
contener mayor informacion fisic. De vn modo mids o menos simplificado, estos modelos pueden ser
divididos en modelos enlerianos v lagrangianos. En los modelos culerianos, ¢l sistema de referencia
permanece fijo y el movimiento del aire tanto como la concentracion de contaminantes y las variables
termodindmicis representan “tampos culerianos” (definidos conto el valor de T propiedad en cuestion que
tiene ¢l clemento de fluido que estd pasando en un deterntinado tiempo t por una detenminada posician ).

Por el contrario. los modclos lagrangianos describen a los elementas de vohimen desde nn sistema de
referencia que sigue ¢l novimicmo medio local instantanco. Sin embargo, ¢l término fagrangiano” se ha
extendido para describir todos los modelos en que a pluma es descontpuesta en “tlementos” de manera que
el comportamiento de cadit uno es independiente del de los demis.

Un cjemplo de modelo euleriano es el que se basa en la integracion de la ccuacion de conservacion de la
masa de Tt especie ¢ (el contaminante estudiado):

de . .
=z - Ve b DV e+ S,
ot

donde D es la difusividad molécular y S Lt razon de omisian,

Nuevantente para superar ¢l problema de 1a tarbulencia se promedia li ecuacion sobre el conjunto
representativo (constituido por todos tos experimentos” realizables bajo las mismas circunstancias). Aqui
también hay que introducir una hipdtesis de cerradwa que nos lleva a una ccuacion no sobre la
concentracion sino sobre su promedio <c>. La ccuacion de difusion debe ser completada por apropiadas
condiciones de frontera.

Es interesante la siguicnte observacion [1]: Considercimos la ecuacion de difusion (promediada)
. de de _
uhidimensional —;’- = =it —— Para modelar esta ecuwicion niméricamente hay que discretizarla. Sucede
o ey

sin embargo que el anilisis de los términos truncidos en un esquenia simple de diferencia finita mestra que
P
. ‘? -“ . . . .
el error generada es proporcional a 377 (e es un término de tipo difusivo que facilmente puede generar
oX

una difusidn artilicial a través de la red monérica del mismo orden de magnitud de la difusion real . Este
tipo de limitaciones parccen ser la desventaja mayor de este lipo de modelos]




Un cjemplo de modelos lagrangianos cs el modelo gaussiano de pluma segmentada. Este os una
extension del modelo ganssiano que exuende sn aplicabilidad a condiciones atmosféricas no-csiicionarias
no-homogéneas (especialmente permite modelar cnbios en fa direccion del viento). La phuna e
descompuesta en clementos  independientes  cuyas  caracteristicas  son funcion de las  condiciones
meteorologicas locales y temporales encontradas por los elementos de phuma a o largo de sn recorrido. Cada
sSCgICnto, por su parte. genera ut catnpo de concentracion de contaninantes de pérlit ganssinne.

1.5 LOS MODELOS DE GASES EN REDES.

Como se analizard en farma mis detallady en of capitulo 3 substancias con iy diferentes estricturas
microscapiens pueden comportiarse de acuerdo a las ntismas feves macrascopicas. Los liquidos v los gases lo
ficen asi v es precisamente por sty ra20n gue pueden ser agrupados ambos bajo o eategoria finica de
Maidos” En realidad, fas caracteristicas  csenciales de las ecuaciones  tmacrosedpicas  dependen
principadments de Jas leyes de conservacion microscopicas (ki conservacion del mimero de moléeulas. del
momenio, de la energin) v de fas simetnas propias del sistema o nivel moléeudar (desde uego podemos
postular gue un uida simple” es isotropico. os decit que tiene kis mismas prapiedades tisicas en todas fas
direcciones).  Generalmente los detalles microscopicos (Iales como o naturaleza exacty de 1as fnerzas
intermoléentaresy influyen en los valores de los “toelicientes de transporte”™ pero no on a forma de Ias
ccuactones diferenciales que gobicrnan ¢l comportanticnto de los fluidos.

Este tipa de observaciones permten justificar una nueva estrategia de simulacion de fenomenos de
dindgmica de floidos que ha producido mucho intercs dentro de as mis diversas comutidades cientificas.
Esta cstrategia estd basada en fa creacion de madelox de micromundos ficticios. Nos referimos 2 Jos modelos
de gases e redes. tales como los madelos de wutonuias celufares ¢Lattice Gas') v 1y (denica conocida como
‘Lattice Boltznsinn Equation™ (que podria quizi tradncirse como “eenacion de Boltzmann modelada sobre
i red”) a da cudl nos estaremos reliniendo a fo largo de todo el rabajo cuando hablemos de tos modelos
Lattice Boltzngm,

Los antosmnas celufares fueron introducidos on 103 atos cinenenta por dos matemitices de primer nivel,
Johwy von Newmanu y- Stanistaw Ulam. Coasistent de ana red. cada sitio de fa enal puede hallarse en afguno
de unonimero finito de estadus (nsuahmente codificados por variables booleanas)y. Bl amémata evoluciona en
pases discretos, siendo actmatizados los sitios simltancamente por medio de alpuna regla predetenmmads
(esta pucde ser de tipo determinisiica o bien no-detersninistica, esto es, estar swjets a alguna clase de
mecanismo aleatorio). Los estados actuales en un sitio dependerin enteramente de los estados precedentes en
ek sitin et cuestidn v en un conjunto finito de vecivos de éste (ientrds mds pequeio sea of pimero de
vecinos que cjereen influencin sobre el valor actualizado del estado en uu sitio. el algoritmo resubtard wis
eficiente). Comio pucde observarse va de esta breve descripeion, uni notable caracteristica de los modelos de
autdmatas cehlares es que son atgoritmos mherentemente paraletos [4 {5].

La idea de que tos autdmatas cellares pudicran ser atiles para wodelar tas ecuaciones de
hidrodindmica (esto s, aproximar sus solnciones) fué propucsta por Hardy, de Pazzis y Pomeau en 1973 y
desarratlada por Uriel Frisch, Brosl Hasslacher ¢ Yves Pomeay en su astico "Lattice-Gas Anlomita for the
Navier-Stokes Equation”, publicado e 1986 [4]. A partir de oste articulo se desarrollo toda wna corriente de
investigacion que busca explorar Jas posibitidades v Yimitacion < que tienen los modelos de gases en redes
(comio se conoce a todos los modelos derivados det modeto original de Frisch, Hasslacher v Pomean) para
estudiar una gran diversidad de problemas de la fisica tales como utagnetohidrodindmica, cfectos de



bovancia, modelos de reaccion-dilusion, fendmenos de interfaces v combustion cntre otros. Muy
destacadamente los modelos de gases en redes han resultado ser Lo téenica ideal para el cstudio del
movimiento de Nuidos a través de medios porosos.

Los modelos de gases en redes se definen sobre nmi red regular cadi uno de cuyos sitios esta caracterizado
por un conjunto finito de posibles direcciones del movimiento de una particula que se encuentre et dicho
sitio en un paso de tiempo determinado. En cada direccion de movimiento pucde o no haber nna motécula
moviéndose en ¢l sitio en cuestion. E1 sistemi evoluciona en pasos temporales discretos signiendo una serie
de reglas qque gobicrnan Li propagacion y las colisiones de las particulas del gas de mancra cansisiente con
las leyes de conservacion de la masa, ¢l momento y la energin. Esta breve descripeion serd analizada con
mis detenimiento en el capitito 4.

Hay que destacar que aun no han sido analizadas rigurosamente fas limitaciones de aplicacion de los
modelos de gases en redes. Frisch, Hasslacher v Pomeau demostraron su aplicabilidad a Mijos
incompresibles de bajo velocidad cerca del equilibrio. Sin embargo no se sabia qué podria ocurrir en fujos
bajo condiciones muy diferentes. Por otra parte. en tos modelos que penmiten incluir propicdades
termodindmicas {como ¢l modelo ARIANNA que exaninaremos nxis tarde). dstas presentan wi aspecto iy
peculiar (Ver parigrafo 4.3. capitulo 4). La justificacion de cstas téenicas descansa entonces solo en forma
parciat en fa teoria. Ciertamente tos icromundos ficticios™ propios de cstos modelos buscan precisamente
cumplir con las leves microseipicas de conservacion v de simetrin que determinan la forma de las
ccuaciones generales de la hidrodindamica sy esta es linica razon imrinseca a Ja definicion de fa dindmica
de ¢stos modelos que nos permite establecer una relacion entre estos "gases booleanos'™ y los fnidos reales.
En realidid. no se trana de estudiar directamente ¢l comportamicato de fos fluidos propiamente dichos (o
cuando menos de los fluidos reafes ), sino de sistenis en algin sentido “undlogos™a éstos (en ef caso de los
modelos de gases en redes, L anatogin esti e kas leyes microscdpicas de conservacion y simietria; en el caso
de los inétodas de Lattice Boltzmann, Fa aualogin esti en el comportanticnto estadistico det sisiema).

Por otro Tado, las principales razones del éxito en fa promocion de los modelos de gases en redes han
sido los resultados obtenidos directamente cit las simulaciones comtiputacionales (al margen de fa 1coria). A
partir del articulo ya citado de 1986 sc escribieron nnchos cadigos computacionales para determinar fa
region de vilidez de estas 1enicas. El resultado obtenido en la mayoria de los casos ¢s que fos antdmatas
celulares se comportan realmente como flidos, enando menos desde el prnto de vista cualitativo,

Los modcelos de gases en redes tienen una serie de ventajas sobre los métodos tradicionales de modetacion
de fa dindmica de luidos (basados en ta solucion mumérica o wmalitica de as ecuaciones de la hidrodindmica
bajo diferemtes condiciones). En primer lugar son un medio para cvitar enfrentarse al “prablema de b
cerradura” asociado al comportamicnto turbulemo de tos fluidos. Esta “virtud” puede resuttar al mismo
lichipo nit ricsgo puesto que en el planteamictto de fos modelos de awtomatas celulares no se hace nna
distincion imtrinseca entre Nujo "nedio™ y “hrbulento”. Por el contrario, se supone que ¢l comportamicnto
turbulerto del "gas™ se presentara en las simulaciones por si miswo sin necesidad de haber sido introducido
"h priori”. Quizas pudicra hablarse de que se trata de un procedimiento “experimental” donde el objeto de
experimenticion no son los fluidos reales sino tos propios modelos computacionales de “gases boolcanos”.

Otra caracteristica simhamente ventajosa de las (enicas de autdmatas celulaves es su extrema simplicidad.
Ticnen ademids una buena cantidad de ventajas de implementacion (¢l algontmo ¢s inherentemente paralelo;
no hay problemas de inestabilidad momérica-es usual que I niiguina se detenga en cileulos con métodos
numéricos- la encrgia v el momento sc conservan sin errores de redondeo; todos los bits son aprovechados
igualmente). Varios grupos han estudiado incluse Ja posibilidad de construir wdquinas diseiadas
especialmente para calculos de modelos de gases en redes. Scgiin los mids entusiastas estas
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técnicas poadrian ser aplicables a cualqnicr citado: adicionando mds particolas por sitio. mis direcciones de
particulas. més velocidades, mds variedad de reglas de colision se pueden obtew i cada ver mejores
aproxiniaciones. Sin embargo, esto llevard claramente un costa compntacional (por ¢jemplo, en memorid o
en tiempo de corrida). Este problema no ha sido todavia muy bien analizado.

Hay, sin embargo, también una serie de limitaciones importantes de los modcelos de gases en redes.
Algunas de lns mis signilicativas son: el rango de velocidades es muy limitado: el tensor de esfuerzos propio
del “gas” no es isotropico ni es invariante de Galileo (esto es. depende de la velocidad macrascapicay.para
modelos que asumen una sofa rapides para todas las particulas Ia velocidad def sonido resulta ser de

2
aproximadamente ‘5 de fa rapidez por porticida (o cudl implica que no puedan ser simulados flujos con

grandes nimeros de Mach). Otro problema es que se produce mido ¢n fos resultados debido a las
caracteristicas “discretas” de estos modelos. Una manera de “Suavizar™ los resultados es promediar sobre ¢l
espacio v/o el tiempo. (La promediacion sobre ¢l tiempo solo tiene sentido pary Nujos estacionarios). i cl
modelo ¢s no-deterministico puede utilizarse un método mejor que consiste en hacer un promedio sobre nna
muestra de experintentos” realizados bajo las mismas condiciones. Otro problemia de buena parte de Jos
modelos de antématas celulares es que cumpler con algunas feyes de conservacion espitreas que afectan la
dinamica de los automatas en ¢ nivel macroscopico. Sin cmbarga. existen muchas reglas de colisidn
especialmente diseadas para remover estas feves de conservacion (Ver capitnio 4).

Una ventaja de los modelos de gases en redes de a que no hemos lablado v gue, sin cmbargo, ¢s wna
de lax eruciales, cs 1a facilidad de implementar en ollos condiciones iniciales ) de frontera complejas. En
este aspecto ticne una indudable superioridad sobre los métodos tradicianales de simuliacion de ta dindmica
de fluidos. Es precisamente por esta razon que han residtado de particular utifidad en el estudio del
movimicnto de fluidos a través de medios porosos v es también una de las razones principales por las que
nosotros consideramos que estos modelos podrian ser muy apropiados tinto para la reconstruccion de
campos de viento sobre terrenos complejos (con cf fin de obtener campos de entrada para modelos de
dispersion y tansporte de contininantes) como para el estudio de la contaminacion propiamente dicha.

De hecho, I aplicacion de los modelos de gases en redes para ki simulacion de los fenomenos de
transporte v dispersion de contaminantes en a atmasfera fue una propuesta original presentada por los
investigadores del LLE. durante la International Conference AIR POLLUTION 93 Hevada a cabo en
Monterrey, NL cn febrero de 1993 y en el International Symposinm on Heat and mass Transfer in Energy
Systems and Environmental Effects reafizado en Canciin, Q.Roo en agosta de 1993, Uno de los resuftados
del trabajo de investigacion realizado sobre esta linca desde aguellas fechas es ARTANNA. un modelo de
gases en redes bidimensionad (ue presentaremos en ¢l capitulo 4 (donde serid analizada con cierto detalle).
El modelo ARIANNA csti orientado precisnmente a ta aplicacion de las téenicas de autonatas celulares al
problema del diagnestico de campos de viento,

Una posible objecion contra los ntodelas de gases en redes es que consiste en un nmero de particulas
(del orden de 10° ) enormemente pequeio cn relacion con ¢f de nn sistema fisico como los que nos
proponemos sinwlar, Otra mancra de pensar el caracter wicroscopico de estos modelos ¢s comparar ¢l valor
del cociente entre ef camino tibre miedio y fas ditensiones de fa red en ¢l "gas modelo” con ¢l valor de dicho
cociente para el sistenia fisico a simwlar. Si se deseara sinudar un sistema con ¢l mismo valor de dicho
cociente T red entera del modelo representaria  aprosimadamente un centimetro cuadrado. Podria quizi
utilizarse la teoria de similaridad para extrapolar los cilewdos a tos de un sistemia mayor, pero seria necesario
tener nna teoria nuty completa de las ‘feyes macroscopicas” que cumple ol “gas modelo™ (por cjemplo, si
aproxima suficicnteniente bien las ccuaciones de Navier-Stokes). Aqui se ha optado por seguir un enfoque
puramceite empirico. Es decir, se considera que el niodelo finciona si logra simular con



razonable aproximacion lo que el sistema fisico realiza clectivamente. Asic por cjemiplo. los valores
mniéricos cn metros v segundos dque se les asignan a las distancias y dempos naturales del modelo en varias
de las simulaciones con ARIANNA se cligicron arbitrariamente para realtzar nna mgjor comparacion con ¢l
sistenia a simular. De cualquier manera, una de las principales ventajas de los modelos Lattice Boltzmann
quie describiremos @ continnacion (y cuvo anidlisis es ¢l nucleo del trabajo de tesis) es gue no es un modelo
microscopico v que aproxima bastante bien las ccuaciones macroseopicas que gobiernan el compartaniento
de los fluidos.

La teenica de Jos modelos Lattice Boltzmann se origing como un subproducto de La investigacion sobyre
los modelos de awomatas celnbitres [6] [7] Hay, sin embargo. diferencias inportantes entre ambos tipos de
modclos. Mientris los madelos de gases en redes trabajan con variables hooleanas (os decir, can variables
cuyos unicos valores posilifes sort *0” o "I que cn los modelos significan respectivamente “hay uia
particula en esc estado” o "mo la hay™), los modelos Lattice Boltznann lo hacen con variables reales que
representan a las fimciones de distribucion de las particulas (Ver capitulos 4y 5). Desde luego con esta
modificacion sc picrden algunas de las ventajas de fos modelos de antainatas celnlares tales como Ly ansencia
de errores de redondeo (resultante del uso casi exclusivo de aritinética binari) o colw la extretua cficiencia
en ¢l uso de la memoria computacional.

Por otro Lido, esti técnica pernute vincular mis facilimente la dehnicion del modelo a las ccuaciones de
la mecinica de los fuidos (el enfoque de estos modelos esti directamente relacionado con el de L teoria
cinética de los gases). En el articulo "A Lattice Boltzniann modet for the sinwlation of fluid flow™
(1992.[7h. R.D. Kingdon, P. Schofick! v L.WNhite presentan vn madelo Lattice Boltzmann que qrermite
modclar las caraciones de Navier-Stokes para flujos bidimenstonales. Cabe destacar que. dentro de este
maodelo, ol tensor de esfuerzas ¢s isotrapico ¢ invariante de Galilea, v que los cocficientes de viscosidad son
introducidos cn ¢l sin referencia a tipos de colision especificos.

Otra ventyja adicional del modelo (con respecto a los modelos de antomitas celulares) es que no ¢s
necesario “Swavizar” sus resultados dado que se camporta can buena aproxinicion como un “Sistema
nacrascopico” como mostraremos en ¢l capitulo § medianie los resultados de nuestras simulaciones (no
necesitamos entonces realizar promedios de los resultados de las simuliciones ya sea sobre una muestra de
experintentos, sobre ¢l espacio o sobre el tiempo).

En este trabajo de tesis estamos interesados en explorar fas pasibilidades y limitaciones de los madelos
de gases en redes, en particular de los madelos tipo Lattice Boltzmann, para si aplicacion cn el estudio de
cortaminacion atmosfCrica, ya sei en la reconstruecion de campos de viento sobre terrenos complejos o
dircctamente e fa madefacion de la dispersion y fransporte de contaminantes en la atmosfera. En ¢l capitulo
§ serd analizado con detalle ¢l modelo presentado por Kingdon, Schoficld y Whilte, y se presentaran diversas
pruchas a las que fie sometido por nosotros dicho modelo. En el capitulo 6 desarrallames teoricamente una
extension del modelo de manera que sea capaz de simular efectos térmicos (ausentes en el modelo original
de Kingdon ct al). El contenida de estos capitulos representa la parte nuis original del presente trabajo.



CAPITULO 2,
MICROMETEOROLOGIA.

La capa limite planctaria (PBL es 1 capa mis baja de la atmosfera, aquella que sufre directamente Ja
influencia de la superficie terrestre (ya sea mediante ¢ Nujo de energia. la friccion o cualquicr otro
mecanismo). La altura de csta capa frontera varia dentra de un rango my amplio de valores
(apraximadamente desde 100 mtos. hasta 3 Km sobre la superficic terrestre).

f.a capa limite planctaria ¢s en realidad una parte de la troposfera (una capa atmosférica cuyo espesor
varia entre ocho kins. en los polos a 16 en el ccuador). El iire tropostérico es pesade y, a pesar de que solo
representa una pequeia fraccion del espesor total de la atmoéslera. conticne el 80% de todo el peso
atmosférico. En la troposfera la tempertura disnimiye can la altura a una razan media de 2°C" por cada
300 metras (Evidentemente la temperantra disminuye a medida que aumenta L distancia con respecto a la
principal fuente del calor atmostérico, la superficie terrestre). La troposfera entera puede canmbiar en
respuesta a caracteristicas de superficie, pero esta respuesta s relativamente lenta fuera del PBL.
Precisamente una de las caracteristicas principales del PRL sobre tierra cs 1o variacion dinrna de Ia
temperatura que va no es evidente a otras alturas.

El movimicnto del aire atmosférico pucde ser considerado come una superposicion de remolinos de
diversas dimensiones (desde alrededor de U mm hasta varios kilometros). La yicroescila™ osGt asociada con
remolinos de dimensiones menores que (aproximadamente) 3 Km. Son es(os movimientos turbulentos de la
“microescala™ los que determinan los cambios ¢n las condiciones clitadticas de la capa frontera planetaria.

La micrometeorologii (esta cs. el estudio del PBL) ha descansado fundamentalmente sobre experinientos
de campo. La alternativa son. como se remarcd cn el capitulo 1 respecto al mis restringido campo de la
contaminacion atmosferica, fas simulaciones numéricas v de lahoratorio. Las mis comunes son las
simulaciones numéricas v en si mayoria se basan en ¢l método estocistico de modelar dindmica de fluidos.
Estos modelos s¢ han tenido que enfrentar at dificil problema de Ia “terradura™ que hia limitado fuertemente
su aplicacion prictica. Hay que destacar que el interés de la simulacion de fendmenos micrometeorologicos
rebasa et dmbito del problema del transporte y dispersion de contaminantes en la atmosfera dado que cs de
suma importancia en campos tales como la agricuttura, ks aviacion v la obtencion de energia mediante ¢l
viento.

Dcbido a que ¢l PBL ¢s cl sistema fisico que nos interesa modelar en altima instancia (dado que es en
clli donde, cn Ia mayoria de los casos, son cmitidos 1os contamminantes) trataremos de examinar brevemente
algunas de sus caracteristicas y de Jos problemas que surgen al intentar estudiar dicho sistema,

2.1. ESTRUCTURA DE LA CAPA FRONTERA PLANETARIA (PBL).

Sobre la superficic terrestre (en regiones de alta presion) la capa frontera ticne una estructura bien
definida quc evoluciona con ¢l ciclo diurno. Las camponentes de esta estructor son la capa de mezelado, 1a
capa residial 'y Ta capa frontera estable. (VER Figura 2.1). Se debe afadir a estas una delgada capa
superficial en donde los flujos turbulentos no varian mucho durante el dia (varian gencralmente por menos
de 10% de su magnitud). Debido a esto Ia capa superficial puede ser estudiada sin necesidad de explicitar si
es parte derna capa de mezclado diurna o de una capa estable nocturna. Finalmente existe una ‘icrocapa”
(de apenas unos pocos centinietros sobre la supierficic terrestre) donde el transporte molécular domina
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sobre cl transporte turbulento. Evidentemente ¢l problemia se complica st hay formacion de nubes en fa capa
de mezclado. En este caso la capa de mezclado se subdivide en una “capa de nubes™ y una “capa por debajo
de las nubes”. No explicaremos esto con mads detalle.

Antes de describir brevemente [a estructura del PBL vamos a definir ¢l concepto de temperatitra potencial
virtual.

La temperatura potencial 0 en un punto cuglesquiera se define como aquella temperatura que tendri
una parcela de aire si sufre una compresion (o expansion) adidbatica a partir def estado termodingntico en ¢l
punto ¢n cuestion hasta que la presion adquiera un valor determinado Po, la presion de referencia.
Generalmente suele considerarse como la presion de referencia ¢l valor de la presion a la alura de la
superficie terrestre. Bajo condiciones de equilibrio mecinico (y considerando al aire atmosférico regido por
la ceuacion de estado del gas ideal en su comportamicnto termodindmico) ¢! pérfil adiabitico de la

. Lo E _ o .
temperatura con la altura debe ser fineal y el gradiente adidbatico es ' = — = ~ 1" C7100 mts. Debido a
p
esto, se ve claramente que se cumple la siguicnte refacion entre Lt temperatura absotuta T v 1a temperatura
potencial O
§=1+Tz

donde, desde liego, 2 cs Ta altura del sitio en cuestién sobre la superficie terrestre.  (Desde Tuego, estamos
tratando exclusivamente con una aproximacion a pnmer orden).

Precisantente es esta Oltima relacion la que permite que sea mis significativa una grifica det pérfil de
temperatura potencial que una del de la temperatura absoluta y que Jos metcorologos la utilicen con mucha
frecuencia en of estudio del PBL.. Una clase de estabilidad nentra caracterizada por un perfil de temperaturis
adiabitico se representa en la grafica de 0 con la altura por wna finea vertical. Esto permite identificar
rapidamente a partir de la grafica lus diferentes capas que componen la estructura del PBL. (Unu linca de
pendiente positivie representa una capa estable, una de pendiente negativi representa una capa incstable y
uia linca vertical representa una zona neutra)

Por su parte, la temperatura potencial virtual s Ja temperatura potencial que ¢l aire seco debe tener para
igualar Ia densidad del aire homedo a la misma presion. Para aire saturado, Ia temperatura potencial virtual

se define por I formula: 0, = 0-(1 +006tr, -r, ) donde »,

” e €8 1a razon de miescla de vapor de
agwit en el aire atmosférico saturado mientrds que £, es la razon de mezeta del agua liquida con respecto al
agua presente en ¢l aire atmosférico. En el caso de aire no-saturado la formula se reduce a

0, =6. (l +0.61 r) - (El vapor de agua es menos denso que ¢l aire scco y, por lo tanto, es mds boyante,
Esto implica que la temperatura potencial virtual del aire seca es sicmpre mds grande que la temperatura
potencial a sceas que se refiere al aire himedo)

Hiremos ahora una breve descripeion de las caracteristicas de los componentes de 1a estructura de fa capa
frontera planctaria:

La capa de mezelada domina durante toda Ja maiana, Su crecimiento es producido por ef calentamicnto
solar de la superficic terrestre (a partir de un dia inicialmente sin nubes). Su extension se realiza a costa de
las zonas de aire menos turbulento por encima de fa propia capa de mezclado. Alcanza su altura maxima en
clatardecer. Excepto por la capa de nubes inmediatamente superior, la capa de mezclado abarca toda la capa
limite planctaria durante Ja mafiana,
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La wrbulencia domtinante en la capa de mezelado es convectiva, Las fuentes de turbulencia convectiva
inchiyen tanto la transferencin de cator desde fa superficie terrestre hasta ef enfriamiento radiativo inducido
desde ¢l tope de la "vona de nubes™ En la zona media de I capa de mezclada ¢l pérfil de temperatura
potencial vintual tiende o tener un gradiente aproximadimente adiabitico. Par ¢l contrario, fa zona adyacente
al suelo tiende a tener un pérfil de temperatura potencial virieal con un gradicnte mis negativo que cl
adiabdtica produciendo condiciones de inestabilidad atmostérica. En ¢l tope de la capa de mezclado sc
encientri una zong donde ¢l gradiente de 8. penmite condiciones de estabilidad. Esta capa estable opera
como wna pared para fa trbulencia convectiva restringiendo de esta manera ly proliferacién de la
turbutencia anun nis alld. La distancia desde la superficic teirestre hasta ¢l tope de da capa de mezclado se
suele denotar por 2,
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Figura 2.1 Estructura ded PBL 2 lo Yargo del ciclo divrno ("Convective Mixed Layer™= capa de mezclado
conveetiva; “Surface Layer"=capa superficial; “Residunl Layer”=capa residwal;, “Stable (Nocturnal)
Boundary Layer"=capa esiable (nocturna), “Height =altra; “Local Time =ticmpo local, “Noon"=mediodi
“Sunset"=puesta del sol; "Miduigth”= mediodia; “Sunrise”=amanccer).

Por lo general cn la zona media de a capa de mezclado domina un viento medio de magnitud y
dircecion muy aproximadamente constante. La direccion de ta velocidad del viento solo forma dngulos muy
pequeiios cow las isobaras (esto s, las superficies de idéitica presion) con Ia punta dirigida hacia las
regiones de wds baja presion. Estos dngulos se incrementan cundo nos aproximamos a In superficic
terrestre. En ko zona adyacente al suelo T velocidad decvece o cero debido a b friccion con la superficic de 1a
tierra. siendo ¢ resultado un pérfil de velocidades casi-logaritmico como luncidn de Ja aliura en toda la capa
superficial.

La fucnte principal de la dispersion de comtaminantes s la turbulencia. En condiciones de fuerte
convectividad como las que predominan en la capa de mezclado esta dispersion es particularmiente
favorecidi. Sin cubargo, la capa estable en el tope de la capa de mezclado (frecuentementte conocida como
eapa de inversion”) cs tanto uma pared par Ta fusbudencian convectiva como para los contaminantes
transpoitados por ésta impidiendo la dispersion s alld de 1a propia capa de mezelado.
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La capa de mesctado comicnza a transformarse en wna capa residual aproximadamente media hora
despucs de Ia puesta del sol. A estas horas deja de operar ¢l mecanismo convectivo produciendose un brusco
decaimiento en fa turbulencia dentro de ta capa de merclado. A diferencia de sus partes wrbulemas, las
magnitudes medias de ta temperatura, velocidad del viento, presian, ctc tienen wn valor muy semcjante que
las de ta situacion inmediatamente anterior. (Esta es precisamente a razén por la que se conoce la capa
resultante como ‘tapa residual’). La capa residual no tienc muinca contacto con la superficic terrestre:
durante 1a noche la inicialmente muy delgada capa estable vi creciendo lentamente invadiendo los terrenas
de la capa residual; al comenzar ¢l nuevo dia aiin existe una capa residual que (funto con la capa estable) se
transforma rapidamente en la capa de mezclado en unas cuantas horas después del amanecer.

Sl G2 S
.t ‘ ' z
FA | Fa
—_ — FA
ML L PL
e FB
SBL
i, i,
S5 S6
z4 z
FA
FA — —
CL
PL ML SCL
ML
‘V av av

Figura 2.2.- Pérfiles de 1a temperatura potencial virtnal que muestran la evolucion de la capa limite
planetaria durante ¢l ciclo dinrno. Las horas en que estin evaluados estos pérfiles (S1-56) estan indicadas en
la figura 2.1, (FA,ML RL,SBL, CL y SCL significan Atmosfera libre, Capa de mezctado, Capa residual,
Capa estable, Capa de nubes y Capa por debajo de las nubes).

En ta capa residuat Iy turbulencia tiene Ia misma intensidad en todas las direcciones (a diferencia de In
capa de mesclado, donde domina la trbulencia en ka direecion vertical). Por esta raz6m, si una fuente emite
contaminantes dentro de la capa residual la forma de la pluma sera conica. Un fendmeno importante en lo
que respectit a la contaminacion atmosférica cs que es principalmente durante 1a noche en ta capa residual
donde las diversos contaminantes primutios (es decir, los emitidos dircetamente por alguna fuente)
reaccionan quimicamente entre si (o con los clementos atmosféricos) creando contaminantes secundarios.
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Ademus en las promeeas horas de Ta munana (Quando ta capa residual ane existe) kv eadiacion puede
producir reacciones fotoquimicas entre tos diversos contaminantes dispersos dentro de b capo residual

En Ya capa estable propia de Ly pacte baja del PBL nocturne ki tibulencia es debil v se presenta solo
ocasionafmente. Esta capa no tiene un tope bien definido sino que se va diluyendo gradnalmente con ta
altura confundiendose al principio con fa capa residual. Los cantaminantes enntidos dentro de Ty capa
estable se dispersan mucho mas ripido en fa direccion horizental que en 1a vertical (aun cuando los vientos
suelen tambicn ser generalmente mds catmos que durante la mafana) Hay que destacar que también durante
el dia preden suegir en el foudo de la PBL zonas de estabilidiad atmosierica si se presenta una adveceion de
abre caliente sobre una superficie (rta

Debemos decir tambicn que T estructurs deserita arriba es solo vilida cuando 1a superticie es tierra y no
mar. Sobre Jos ocednos L capa fronters varia en forma relativamente suave tanto en el ticinpo conto ¢n el
espacio. Bsto es debido a que el agua tiene wia gean capacidad calorifico y absorbe una pran cmtidad de
calor sofar st incrementar en fornut importante s temperaturg

Las meteordlogos estin en disposicion de obtener experimentaliente pérftles de la temperitura potencial

virtual - O a tewpos diferentes durante el ciclo diumo (En Iy figura 2.2 aparecen los pésfiles de Oy en
los horrios ST,82,....56 sefialados en I figura 2.1). La ventaja que tienen estos pérfiles es que muestran de
forma iy nitida by distincion entre fas diversis capos componentes del PB..

2.2- TURBULENCIA Y TECNICAS DE CERRADURA.

La figira 2.3 mueston lo que se enticnde por turbudencia Se trata de mediciones de b velocidad ceren de
la superficic de a tierra durante un periodo de 2 horas y media (desde las 1200 a.m hasta fas 230 pwy La
prafich muestra un pateon sunkimeote iregoular gue sin embargo o es totalmente alentotio. Se puede
tdealizar wnovalor medio (o tipico) alrededor del cudl oscila el vitlor real de o velocidad del viento sabre un
rango limitado de velocidades (El tamano de este rango de velocidades estd relactonado con lo que
podriamios Lanmar witensidad de turbulencia: como puede verse en I grilicn osta intensidad tiende a
disminuir despucs del mediodia, 12:00 2.0, evidentemente debido i que ol sol calients menos intensamiente
li superficic terrestre v, por lo tanta, hay una reduccion de L conveccion). Otra caractetistica yue se hace
evidente si sc analiza con cuidado esta grafica es que aparecen superpuestas diversas escabas temporates de
variacion de fa velocidad. Asi, por cjemplo, e periodo de tiempo entre cada pequeiio “pico” es
aproximadamente de un minwo. Los ‘picos” altos cstin separadus cntre si por unos § minutos.Las
varnaciones detectables mids pequenas ticnen un petiodo de alrededor de 10 sep.

A partir de grificas como fa de fa figura 23 puede obtenerse, mediante andlisis matematico. el espectro
de L turbulencia que representa la contribueion o 11 energin cinéticn de tarbubencia correspondiente a los
rerolinos de los diferentes tamaitos. (May que decir que las dimensiones de los rentolinos estin relacionadas
cont ¢l periodo de tiempo de las variaciones producidas en la velocidad del viento debidas a dichos
remolinos: a los remolinos pequenios corresponden periodos de tiempo cortos micntrds que a los remolinos
grandes canresponden periodos de tiempo largos). La hipura 2.4 ¢s un cjempla det espectio de T velocidad
del viento medida cerea de ta superficee terrestre. Hay dos "Wontatias™ que sobresalen en este espectio v
entre ehas un fargo “wbisma™ Uno de tos mitximos corresponde a wn periodo de cerca de 100 hrs y el otro
abarca periodos de tiempo de entre 1 seg v 10 i (la grifica estd en wna csealn logaritmicn). Bl “ubismo
espectral™ permite, de hecho, Racer una separicion no-ambigia entee los movimicentos
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correspondientes a fos diversos periados de tiempo. Frecuenteniente se consideras que T zonaa la izquicrda
del centro del abismo espectral (que corresponde a un periodo de aproximadamente una hora) esta asociada
con el flujo medio micatras que la zona o fa derecha del centro del abisma espectral se considera asociad.yal
flujo aerhulento. Esta separacion cs bastante arbitearia dado que la mrbalencia e un fenomeno de todos los
“sistenas.fuidos™ v el abismo espeetral s una caracteristica de ki capa lintite tipica,
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Figura 2.3.- Mediciones de la velocidad del vieato durante las primeras horas de {a tarde.

Es muy usnal que ¢l abisino espectral sea utilizado para definir la capa limite planctaria. De hecho, se
define Ia capa limitecomo aquella parte de o tropdsfera quce responde a los efectos de superficie (tales como
Ta friccion, transferencia de calor o contaminantes, modificaciones del flujo debido al terreno,ete) con un
‘tiempo de respuesta” de menos de una hora aproximadamente (esto no significa que la capa frontera
aleance un equilibrio en ¢se tiempo sino exclusivameote que el sistema comienza a sulrir sus primeras
madificaciones). En otras palabras, In capa limite es aquella zona de la troposfera donde la twbulencia juega
un papel mis dominante.

En ¢l capitulo | se insistio cn da insuficicote resolucion de cualquier “Yed mumérica” que intente
representar un fluido turbudento. Sélo una parte de fa velocidad del viento es “vesoluble™ mediante métodos
numéricos. Usnalmente se escribe la velocidad del viento en I forma: V= {i+ 4’ donde 'V esla
velocidad total, U es la velocidad “media™ y i#” ¢s la velocidad “turbulenta”.

La mterpretacion de esta separacidn de la velacidad en dos térmigos varia segim los autores.
Frecuentemente se considera que el valor "wiedio” es el promedio sobre un conjunto representativo de
experimentos idénticos. Si, por ¢jemplo, M(F,t) ¢s una funcion del espacio y def tiempo su “promedio



N . . .
=Y M, (7, l) Cdaa . N esel mamero de
yasvray

sabre conjunto representativo” seria igual a: (l\’I}(i",l) =

N

experimentos v A es of valor obtenido para M en el experimenito i-ésimo.

La wtitidad de los promedios sobre conjnntos representativos s esencialmente feorfea. Para experimentos
de laboratorio puede ser practicable (v es de hecho la mas conveniente) pero la atmésfera estd fuera de
nuestro control ¥ 1o podemos desarrollar “experimentos idénticos™ a nuestra voluntad. Por estas razones cn
Ia prictica suclen sustituirse fos promedios sobre un conjustto representativa par un promedio sobre un
perindo de tieppo (0 on algunos casos por un promedio en el espicio). Los promedios temporates son muy
pricticos
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Figura 2.4.- Espectro “tipico” de Ya velocidad del vienta cerca de I superficie terrestre. (Estimado de un
estudio de Van der Hoven, 1957).

tado ue puede ser obtenidia a partir de sensores montados sobre uma plataforma Nja. Haciendo uso de Ia
existenciz def “wbismo espectral” suele ser conveniente hacer un promedio de los datos oblenidos por los
sensores (por cjemplo, para la velocidad del viento) sabre v periado de entre 30 minutos y ura hora. Bajo
ciertas circunstancias (rbwlencia estacionariay el promedio sobre un conjuto representativo coincide con
¢l promedio temporal. Esta condicidn s conocida como la “tondicion ergodica”, by cual es frecnentemente
utitizada para simplificar ¢l problema.
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Asi como la velocidad del viento puede separarse en una parte media y otra turbulenta, puede
realizarse lo mismo para todas las deniis variables relevantes en lo descripeion del sistema: asi hay
temperatura potencial virtual media y tohulenta, vazon de hamedad media v twrhulenta, concentracion de
algiin componente del aire (o de algin contaminanie) media y turbutenta, eteetera. Todo esto debido o que
los propios movimientos turbulentos producen variaciones en estas viriables ¢ hav algin gradiente medio
de dichas variahles a traves del “domin nobulento”.

Es importante volver a destacar que ain cuando haya viento calmo (o incluso velocidad media del
viento igual a cero) 1a tubulencia puede producir flujos importantes de momento. cafor, contantinaites, ¢le.
Para poner un cjemplo considérese un peguieiio remoline cerca de la superficie terrestre durante un dia
caluroso (euando el pérfil de temperatura es superadiibatico; esta ¢s, ticne un gradiente mis negativo que
adidbatico). Si una determinada parcela dentro det remolino se nmeve con una velocidad vertical rurlndenta
w'onegativa (es decir, hacia la tierra) debido 3 su movimiento aproximadamente adidbatico disminuira
rapidamente su temperatura por 0 (o, por ¢l conttario un decremento en fa temperatura implica un
decremento en a velocidad vertical debido a I bovancin). De la misma mancra velocidades verticales
turbulentas positivas cstdn asociadas o temperaturas tirbulentas positivas. De lo anterior se deduce que ¢l
promedio (temporal o sobre un conjunto representativa) de W8 es siempre positivo. Esto implica un
transporte neto de calor hacia arriba ain cuando no laya transporte ueto de masa. Durante la noche 1a
turbulencia produce precisamente lo contrario. nn transporte de calor hacia {a superficic terrestre (cs
interesante que debido a este fenameno los agricullores producen remolinos turbulentos durante la nache
para impedir ¢l congelamicnto de sus frulas).

La resohucion numérica de las ecuaciones que gobicrnan el comportamicnto de fa capa frontera
encuentra muy serios obsticulos debido a los efectos turbulentos. No analizarcinos con detalle esta
problematica sino que haremos un breve esbozo de algunas téenicas que se han desarrolado para tratar de
superar cste problema como la teoria Ky la teorfa de similaridad. Por otra parle, estas técnicas nos
permiticin justificar una expresion semicmpirica para el pérfil de velocidades en la capa superficial tipica.

Las ccuaciones fundamentales que describen nuestro sistema (fa capa limite planctaria) son cuando
menos cineo: la ecuacion de estado termodindmico (usialmente se considera al aire atmosférico como un gas
ideal) y las ceuaciones de conservacion de Ja masa, momento, calor y humedad. Generalmente se utitiza solo
algiin conjunto restringido de dichas ceuaciones (v en forma aproximada) en cualquicr modelacion
numérica.

Dado que los términos turbulentos no son resolubles en ninguna red numérica cs indispensable
dividir las diversas variables en sus partes media y turbulenta y promediar las ecuaciones sobre un conjunto
representativo adecuado. Asi, por cjemplo, la ecuacian de conservacion de algin constituyente atmosférico
cuya concentracion cs c se transforma mediante este pracedimiento de una ccuacion para ¢ (ecuacion 2.1) cn
U Ceuacion para <L> {ecuacion 2.2),

de " dc v 62C+S )
a1 TR @

2

XC 3 : - ,
)20 s 2 ).
d1 o x, o x/

20



donde v cs ka difusividad del constituyente ¢ mientris que S, es el término de produccian (o destruccion)
de! constituyente cn cuestion.

Unta ves obtenidas las nuevas ecuaciones surge ¢f problema de fa cerradura: el mitmero de incognitas
en el conjunto de ccuaciones para el flujo turbulento es mas grande que b niero de ecuaciones. (Sc
entiende por incagnita cuslquier variable para fa que no teherios una ccuacion de prondstico o de
diagnostico que ta defing). Asi, por cjemplo, la ecuacion 2.2 (que es fa cenacion de evolucion para (('))

!
requicre conocer <Il} L"> que son tres variables de las cuales #o sabemos nadi Una ecuacion que definiera
' ’ r
la evolucion de <u} c’> requeriria a su vez conocer cl valor de <u} u, c’> (ue representit un Kmcro ann
mayor de incognitas. De esta manera, la descripeion estadistica completa de la turbulencia requiere un
conjunto infinito de ceuaciones con i niniero siempre creciente de incognitas.

Un intento de evadir cf problema de i cerradura” (como se ha dado en Hamar a {a dificil situacion
expuesta arribi) es aproximar las incognitas restates en términos de cantidades conocidas (o gradientes de
cantidades conocidas) mediante alguna expresion semicmpirica (‘parametrizacion”). No hay una manera

'
obyia de parametrizar nma incognity cwitlesquicra tal como <Il} c’>. De hecho, hay tantas parametrizaciones
conto principiles investigadores hay trabajando en este problema (o mas :in) [3]. sin embargo, se puede
hablar de it serie de criterios generales que deben cumplir estas paruetrizaciones para ser consideradas
“aceptables” Lales como:

1) tener fas mismas dimensiones que ka incognita parametrizada;
2) tener las mismas propicdades tensoriates y de simetria que la incognita;
3) ser invariante bajo transformaciones de sistemias coordenados;
1) ser invariante bajo transformaciones de Galileo (es decir, debe tener el mismo valor para
cualquicr sistema de referencia inercial) si la variable a parametrizar lo cs.
(Ademis de estos criterios, habrd nuevas constricciones para Jias parametrizaciones fisicamente
razonables™ dependiendo del problema especifico de que se trate).

Una de las téenicas mds usuales de “paranietrizacion” es considerar que ¢l “flujo turbutento” de una
variable & cs praporcional al gradiente de Ja misma variable. Esto puede ser expresado por fa siguicnle
formuta:

(11}’5’> = —Ké(—‘:—Z 2.3)

17 X,

A Ta suposicidn anterior se le conoce como feorfa K o bien como “teoria del transporte por medio del
gradiente”. Examinemos superficialmente las bases de esta hipolesis de cerradura ntediante un arginento
heuristico.

Pensentos ch una atmosfera de estabilidad neutra (esto es, con un pérfil de temperatura adiabatico).
Supongantos que a una cicrta altura respecto de fa superficic terrestre se encuentra un pequeiio remolino
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turbulento. La velocidad del viento media U = (u) a distancias considerables de la superlicie terresire
sucle estar dominada por la maquinaria atmosférica global ¥ representa un movimiento en una direccion

csencialmente horizontal. Asi pues, supongamos que la velocidad media del viento U sdlo tiene
componctte en i direccion x. Consideremas una parcela de aire que sea removida por una componente
vertical de T velocidad turtbudenta W', Supongamos que este movimierto turbulento traslada la parcela de
aire una pequeia altura Az, Debido a esto, Ta parcela de aire tendrd una diferencia en su velocidad con
f 7 ﬁ\
respecto a la velocidad media de la nueva abwra alcanzada A w = —L;-*;*)Az. De la misma mancra, st &
cs una propiedad atmosférica cualesquicra sufrird un cambio cn su valor medio de aproximadamente
2&
Aé = ~k'—- Az. Estas diferencias en el valor medio de u y de & son aproximadamente iguales o sus

d:z
respectivos términos turbulentos (es decir, A =1'y A ¢ = £ ).

Ahora bien, dijimos ya que la atmasfera tiene condiciones de estabilidad newtra. En esta situacion no
sc presenta la conveccion y cl principal mecanismo de produccion de turbulencia es el mecanico (por
friccion). Cuando fa turbulencia mecanica cs la dominante suele suceder que la componente vertical W' de

) ) ) o ' ou -
1a velocidad turbulenta es proporcional a Ia componente horizontal &', Si ¢l gradiente ~3 cs positivo
(2864
tendremos que velocidades verticales turbulentas W' positivas estarin asociadas con diferencias en la
velocidad media A 1w (y, por lo tamto, #') negativas micntrds que W' negalivas estarin asociadas con 1’
positivas. Conviene entonces eseribir W’ = ~cu’ donde ¢ es una constante de praporcionalidad. De fa
ouU .
57 es negativo las cotponentes urbulentas w' y 1’

(%4

misma manera puede verse gue cnando el gradiente

tienden a tener el mismo sigho y convienc escribir W' = c¢u’. Por tanto, el caso general puede ser expresado

ol
de la signiente manera: w'= ¢ I Az. Finalmente pucde obtencrse una expresion para el flujo
oz

turbulento de la propiedad € :
—_ TN U|[E €

W = ~~c(A :)' 7\ 24

Si definimos la “longuitad de mezclado” como 12 = C(Az) (la cudl es una medida de Ia capacidad

—m__p|20(2s

de la turbulencin para producir mezclado) la ecuacidn (3.4) se transforma en w'E = -7 |

dz|\:
lo cudl es andlogo o Ia expresion (3.3) si aceptamos que;
U
K=1— 25
P (2.5)
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Hay que reniarcar que la woria K sota es aplicable cuando fa velocidud media U varia en forma
aproximadamente finead dentro de fas dimensiones de los remolinos tusbulentos. Por esta tzon se trata de
una técnica aplicable exclusivamente a renalinos pequenos.

Esta expresion nos permite hacer una analogia con a tension viscasa (que representa wit transporte de
au
momento i nivel woléoular). La tension viscosa pucde escribirse como T=pv T donde p oes la
0z
densidad de masa, v es ¢l cooliciente de viscasidad woléenlar y u s la velocidad uierascopica (o
“hidrodindamicn™). Desde huego, esta formuta ¢s valida solo para los lamados “Muidos newtonianos™. Por su
lado, la “tension de Reynolds” T, (que representa un flujo turbulento de momento autque no es

,0U ) . .
propiamente una “tension”) es igwala T, = p l\«jm—v. Como se ve anui K ¢s algo ast como wu “cocficiente
0z

de viscosidad de tusbulencia”,

Dado que fa turbulencia es mucha mids eficaz gue la viscosidad moléaular para producir mezclado lo
que se expresa en que K sea de un valor de un orden de magnitud enormeniente mis grande que v (El

. $ 1.1 . ' , ; N
valor tipico de v es de alrededor de 10 " m"s™ micntris que K varia aproxintadamente entre

107" m%s! y 10° mzs"). Hay ademds una diferencia fundnmental entre ambos “cocficientes de
viscosidad™ v depende exclusivamente de fa naturaleza del fhiido en cuestion (sn composician quisaica y
su estido termodindmico) micntrds que K (comao se desprende de k ecuacion 2 5) es una funcion del flijo
que fequicre ser parametrizada a st vez en términos de otras variables metcorologicis.

2.3 EL PERFIL LOGARITMICO DE VELOCIDADES.

En general, para anadizar f transporte y dispersion de contaninantes en la capa frontera planctaria un
factor muy importante que debe ser conocido es ¢ pérdil de L velacidad media del viento con I altura (aqui
estamaos supaniendo que 1 velocidad media del viento s en vna dircccion horizontal). En realidnd esta
informacion cs indispensable para muchos otros problemas pricticos: por ciemplo, para el disefio de fa
estructura de edificios, puentes o maquinas diseniadas para explotar al viento como fueute de energia.

En cste parigrafo vamos a analizar brevernente el périt de velocidades en la capa superlicial tipica. Desde
Tucpo cs en la capa superficial donde pasamos o mayor parte de miestra vida, donde son emitidos la mayoria
de los gases comaminantes y donde las mediciones meteorologicis son nids frecuentes y nuis confiables.

Debido al contacto con la superficic terrestre en el fondo de la capa superficial la velocidad media se
anula. L velocidad es cero hasta aproximadamente una altura 2, (It “longuited de rigosidad™) que depende
del tipo de terreno (asi por cjemplo los valores tipicos de 2, en zonas dominadas por el hiclo son de un
orden de magnitud de aproximadamente 10 * tn wiientras que los correspondientes a tos centros de las
grandes ciudades son de alrededor de | metro). Para alturas mayores que 2, con respecto a la superficie
terrestre la velocidad media se incrementa cn forma continua. Para distancias considerables de Ia tierra cl
viento estid dominado por las luerzas producidas por diferencias de presion con las regiones vecinas, Bajo

condiciones “normales™ ¢ pérfil de velocidades resultante es pricticimente logarimico. (como el que se
muestra en la figura 2.5).
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U manera de derivar esto es mediante §a teorin K que analizamos en of pardgrafo anterior.

P : y 2 .
Si en fa cauncion (2.4) sustituimos L7 = c(z_\ :) por k7= (donde k es fa constante de von Karman v
2 ladistancia a fa snperficic terrestre) para tomar eh cuenta que fa presencia de fa tierrn fimita el tamano de
— . eulle
. - ; F
los remotinos turbulentos podemos escribir: w/'n' = -k"z A

oz

Ahara bien, w'’ represcata la tension de Reynolds™ por unidad de masa y podemos suponer que es

aprosimadamente igual a lo largo de la capa superficial. Por tanto, w' ' = w' H'(.‘.’ = z(,} =~ donde
n, eos la Namada “velocidad de friccion™ (notese que efectivamente tiene dimensiones de velocidad).
N , Lol ot o al o,
Podemos entonces eseribir: 1,” = k27 =] = | lv cudl implica que RTET
dz\c:z 2z ke

— (u z )
Integrando desde 2z, hasta 2 obtenemos que U = ( ') Lnl —1 que representa precisamente ef
< Z()

pérfil de velocidades logartimico.

Es importante destacar que este resultado solo es vilido st la atmasfera tiene condiciones de estabilidad
neutras dado que este ¢s e rango de aplicacion de la teoria K. Un andlisis mas generat del problema puede
realizarse mediante ina combinacion de la teoria de similatidad y de informacion empirica.

La teoria de simifaridad estudia las propiedades dimensionales de las variables que intervicnen ¢n un
problema fisico cualesquiera. Las variables que determinan ¢f comportamicnto de un sistema fisico son
organizadas en una scric de “gmpos adimensionales”. Esto significa que las variables que en principio se
consideran importantes para la resolucion de! problenta pueden ser sustituidas por vu grupo de cantidades
adimensionales s reducido (ol wimcero de grupos adimensionales pertinentes es igual al mimero de
‘Himensiones fundmmentales™ donde fas dimensiones fundamentafes son aquellas que al mismo tiempo son
jndependicates entre s y combinadas generan las dimensiones de todas Ias "Vawiables clave” def problema).
Todo este procedimicnto cstid fundamentado cn ¢l Hamado Teorema PP de Buckingham (el cudl no serd
examinado aqui). Unit vez obtenidos los grupos adimensionales refevanies en el problema fas ccuaciones que
los relacionan cntre si deben ser obtenidas mediante un estndio experimental (Generalmente para obtener
estas relacioucs se wiiliza alguna ‘intuicion (isica™ o alguna téenica para seleceionar a formia que “parece
mejor” dejando un grupo de coeficientes desconocidos a ser evaluados empiricamente). En resumen, la teoria
de similaridad proporcioma wi manera de organizar las variables para nuestra maxiou ventaja,

En el problema del pérfil de velucidades en fa capa superfictal pueden considerarse conto las ‘variables
clave” I propia velocidad media Uy Ja altusa 2 ademds de Ta tension superficial (que puede ser
representada por fa velocidad de friccion #,) y Ta fonguitud de rugosidad 2, De cualquier manera s mala
scleccion de las *variables clave” aparcceria posteriomtente  1a Tuz dado que el propio wétado de Lt tearia
de simitaridad nos informa del error. Mediante las variables seleccionadas arriba pueden crearse los dos

v =

sigicntes dos grapos adintensionales: — y . El resto del método ¢s, por consiguiente, buscar relaciones
5
. 0

empiricas entre ambis camtidades.
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z U
En la figura 2.5 se muestra una grifica semi-log (so gritica /Lo *J Vs '["") obtenidi
“0

. .

c.\'pcrinlcnl;tlmcnlc[3]. Conto puede verse, bajo condiciones de estabilidad neutra se obtiene una linea recta
correspondiente al pérfit de velocidades fogaritmico que deducimos anteriormente. Bajo condiciones estables
o inestables hay una ligera desviacion del péifil logaritmico (la eurva cs ligeraniente concava hacia abajo ¢n
¢l primer caso y concava hacia arriba en el segundo caso).

1'"‘ e T T T T T

A Neutra
%wam- ]
u
R
A 10’“ r
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im}
Inestable
10cm
1em 2 ]
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ileloé‘ldad del viento ("l!b?

Figura 2.5. Perfil de fa velocidad del viento en la capa superficial “tipica™ (en una escala semilogaritivica).
La linea rectat corresponde al perfil de la velocidad bajo condiciones neutras de estabilidad atmosférica. Las
otras dos curvas corresponden it condiciones estables o inestables.

En general, para incluir el efecto de las condiciones de estabilidad sobre ¢l perfil vertical de In velocidad

del viento scintroduce una funcion (T) . modificando el perfil logaritmico it fa forma:

-

u= i‘—L.l n| = -y (1)
k “ 2 P L/

5]

Hemos analizado v justificado con cierto detalle f perfil de velocidades logaritmico en la capa superficial
debido & que su modelacion resultt una importante pruebi o la que somcter fos diversos modelos que
infenten simular la dindiica de los sisteinas nicrometeoroldgicos. De hecho, como se veri posteriormente,
los modelos de antomatas celulares discitados para simular la dispersion de contaminantes atmostéricos
fucron sonmeetidos precisamente a esta pruchi,
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CAPITULO 3. ) . .
BREVE RESUMEN DE MECANICA DE FLUIDOS Y TEORIA CINETICA.

3.1, EL PUNTO DE VISTA DEL MEDIO CONTINUQ,

Un Nuido (concepto que abarca tanto a los liquidos como it los gases) se diferencia de un solido en
facilidad con que puede ser deformado. Un fluido “simple” puede ser defimdo como ni materiat tal que se
puede producir un cambio significativo en Lis posiciones relativas de sus partes constituyentes mediante wn
cambio pequeno en las fuerzas que actian sobre ¢l Los fluidos pueden ofrecer resistencia a las fuerzas de
deformacién pero esta resistencia no puede prevenir que Iy deformacidn ocurra. Tanto el aire como el agua,
entre otros materiales comunes, se comportan muy aproximadamente coma Nuidos “simples™.

Desde lucgo, los sistemas macroscopicos tipicos contienen nn niinero enornte de dtomos o moléculas

(del orden de magnitid del nimero de Avogadro, aproximadamente N~ 107} ). Bajo estas condiciones, un
anilisis detatlado del comportamiento micrascopico del sistema no sélo es materinlmente imposible sino
incluso absolutamente initil desde el punto de vista del estudio de los fendmenos macroscapicos
invotucrados. Una manera de superar este problema es ignorar i estructura discreta de la materia y
considerarla como un medio continye |, ¢s decir suponer que Hena completamente 1a region del espacio que
ocupa. Ef fluido se considera dividido en “pequedos clementos de volimen™ a partir de cuyo comportamiento
sc describe al sistema. Estos “clementos de voliinen™ son sulicientemente pequedios comparidos con las
dimensiones que caracterizan al fendineno macroscopico pero al mismo ticmpo suficientemente grandes
como para contener un clevado numero de moléenlas en su interior. Fste es tambicn cl sentido que tivne un
“punto material del Nuido”. Una vez establecida esta hipotesis de continuidad, s¢ describe a las substancias
materiales biajo consideracion exclusivamente en términos de propiedades fisicas que puedan medirse
dircctamente en el laboratorio mediante los instrumentos apropiados (propiedades tales cono Ia presion, la
densidad, 1a temperatura, fa velocidad hidrodindmica.cte).

Afortunadamente a pesar de ta gran complejidad de los sistemas fluidos (y de 1a gran variedad de cstos),
cuando son observados desde el punto de vista molécular, su comportamiento macroscopico puede ser
descrito generalmente en térntinos de las niismas leyes, ccuaciones diferenciales ue expresan los principios
de conservacion de fa masa, momento, energia, momento angular, cte. Asi, por ¢jempla, un liquido y un gas
ticnen una estructura microscopica radicalmente dilerente: en los gases las moléculas pricticamente estin
libres de influencia mutwt excepto en las raras ocasiones en que dos o mas moléculas se aproximan
demasiado, en el caso de los liquidos las moléculas estin “empadquetadas™ tan cerca unas de otras como las
fucrzas de repulsion intermoléeular lo permiten (cn lo que respecta al arden de magnitud de tales fucrzas v
de ta separacion promedio entre las motéculas un liquido esti ncho mis cerca de un salido que de un gas).
Y. sin embargo, ambos tipos de materiates ticnen wn comportamicnto que puede ser descrito csencialmente
por las mismas leyes macroscopicas.

El movimicnto del fluido s¢ describe tradicionalmente en ténminos del ilamado campo de velocidides
euleriano ¥ = ¥i(# 1), et cudl estd definido como la velocidad del “punto material” que se encuentra de
paso en la posicion F en ¢l instante de tiempo (. Ademis son necesarias dos magnitudes termodindmicas
que pueden scr, por cjemplo, ta distribucion de densidad y de presion sobre todo ¢l espacio. (Dadas dos
magnitudes termodindmicas independientes ¢l resto de ellas estan determinadas mediante wna ccuacidn de
estado). Los campos ¥(F, 1), p(F,1) y p(F,t) determinan completamente ¢t estado del frido para
cualquicr tiempo.
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En ¢l caso en que los esfuerzos cortantes (esto es. las fuerzas tngencides cjercidas  bre Lo superficic
de un “elemento de volamen”™ debidas o T friccion con el resto del fluido que le rodea) sean nutos. se prede
demostrar que la presion ¢s isotrdpica (es decir. que su valor s ¢l mismo en todas direcciones). En el caso
en gue los esfierzos cortantes es decir, T viscosidad) estin presentes ¢l tensor de esfuerzos (como serd
definido posteriormente) tendra una forma en general nxis complicada.

En 1o mecinica de fluidos. ¢l principio de conservacion de fa masa es expresado mediante la siguichie
eelacion:

;jljp dV = —f ) v dg
(

Cabe destacar que el érmino de la izquicrda de la conacion es la razon de cambio en I masa (otal
contenidi en un cierto volimen V del liido micniris que o (érmino de la derecha es ¢ Mijo de masa hacia
dentro de dicho volinien a través de i superficie que lo contiene,

En su forma diferencial la eenacion pucde escribirse como:
2

P
- +div(p ¥) =0 (3.9

2

Si consideramos que 1a Goica fuerza actuando sobre un clemento de Mnido estd representada por la
presion superficial cjercida por los elemientos de fluido vecinos puede ser deducida la siguiente cowacion
diferencial (conocida coma fa ecnaciin de Euler):.

di - [av 0 e v
=z | 1 VT = =V,
P di / L(?t !
(Caino puede verse ~Vp representa la fucrza por unidad de voltimen resultado de fa accion de la

v
presion sobre toda la superficie de un “clemento de vohimen™, Por su parte _II— es 1a dertvada tatal de la
«

velocidad respecto al tiempo. ¢s decir el canipo de aceleraciones culeriano).

Mediante la cenacidn de continuidad de la masa y 1a ecuacion de Euler puede deducirse wna ecuacion de
conscrvacion del momento lincal:
2
J all,
S (pv) =, (1.2)
[2y) ¢
donde T1,, = pd,, + p vy, es cl tensor de densidad de flyjo de momento lineal (representa la

componente /- del momento que fuye por unidad de tiempu en un drea unidad perpendicular al gje X,

Lar ecuacion 3.2 representa una transferencia de momento completamente reversible debida simpiemente
al transporte de las particulas de un lugar a otro y a las fuerzis de presion que actdan en el Quido Hay que
aitadir un término al (ensor n,k que nos represente el efecto producido por la disipacion de energia debida a

ta friccton interna ded luido (viscosidad). Asi,

M,=-0,+pry; 0,=-pi, +a),

donde o, csclicnsor decsficrzosy G, es el término viscoso del tensor de esfucrzos.
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Abora bien, cstos procesos de rozamicnto interno se presentan debido al movimicnto relativo entre s
diferentes partes ded fwido en contacto. Por esto, simiplificando ¢l problema pueden hicerse las siguicntes
suposiciones:

(1) Bl término viscoso del tensor de estuerzos s una funcion tineal de tos gradientes espaciates ded campo
de velocidades,
(2) Para un cmupo de velocidades nnitorate, o), =0,

(3) Para una ratacian uniforme del fluido en su totalidad, el término viscoso del tensor de estierzos debe
ser nulo también:

Supucsto esto, pucde deducirse una forma general para este (rmino viscoso:
0 \‘r (‘ vk 2 0 vm ﬁ Vm ~
0, = | ot b o e S G 3.3
ox, ax, 3 U ox, 0X,

(v 2 se conocen en Iy ligeratura como el coeliciente de viscosidad v of cocliciente de viscosidad voliumétrica

respectivamente. Anbos son cantidades independientes del campo de velacidades).

La ecuacion 3.2 con ef tensor de eslierzos completado por el término viscoso dado por 1 expresion 3.3 cs
conocidi como la ecuacion de Navier-Stokes, En ol caso relativamente seitcillo de wn flujo e e que I
densidad s uniforme sobre todo ¢l espacio la conacion pucde ser transtornitda en ofra que solo conticne ol
campo de velocidades (y no al campo de presiones). comicion que deterthinaria en principio al campo de
velocidades en todo tiempo o partir del campo de velocidades inicial. En of caso general, sin embargo, hay
que completar las ceuaciones de Navier-Stokes con un andlisis termodindmico del sistema.

CASO ESPECIAL: FLUIO L TRAVES DE CANALES PLANOS

Vamos a estudinr un problema especial que pucde ser resuclto en forma exacta mediante 1as ccuaciones de
Navier-Stokes. Se trata del Mujo bidimensional a través de un canal plano de tal manera que la pared
superior s¢ mueve con respecto a 1a pared inferior (Fujo de Conette). Este fendmeno resulta idonco para ser
simulado por wn modelo de antomatas celulares como cf que presentitmos ¢n este trabijo y €5 por esta raz0n
quic lo exponeinos en esta seccion.

Supongamos que sc ha establecido una corriente de chorro a través de un canal cilindrico lurgo de
manera quc 1a velocidad del Miido es completamente independiente de I distancia sobre ¢l eje del cilindro
{digamos, ¢l cje X). El movimiento cn ¢l plano de la seccion transversil del cilindro no podra sostenerse
debido a 1a disipacion viscosa de Ia cucrgia si ito hay vina Miente contini de energin proporcionada al flwido
por tensiones fangenciales cjercidas en una porcion de Ia frontera. Pero si la frontera s rigida v se mueve en
Ia direccion del cje X csta tensidn tangencial es nula y eventialmiente ol movimiento serd estrictaniente
unidireccionl en la direccion del ¢je X.

Una de tas dificultades principates de ta solucion analitica de 1as ecuaciones de Navier-Stokes es la no-
tinealidad producida por el término de 1a razdn de cambio convectiva de a velocidad 7~ Vii . En of caso
simple que estamos diseutiendo (conto el vector velocidad tiene la misma direccion dondequicrs v ¢
independiente de I distancia en I direccidn del flujo) este rniino es nilo y s comaciones de Navier-
Stokes ticnen wna solucidn exacta sencilla Para nn Nuido incompresible sujeto a todas Tus condiciones
mencionadas arriba as eeuaciones de Navier-Stokes se reducen a la signiente ecuacion diferoncial:

du  dp [ot o)
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3
o p ) ) . . . A . . ) .

donde ~5-— = ~{5(1) s independicnte de la distancia en la direceion X. En fos casos &2 Tujo estacianario
X

au g )
——=0,y -G es un gradiente de presiones independiente del tiempo.La ccuacion que deterimina el estado

at

del flujo ¢s, entonces:
A Sn G
4 =: -
Ayt 8y

Si tratamos con un flujo bidimensional a través de un canal plano con fas mismas caraeteristicas del flujo
tridimensional analizado arriba, fa ccuacion diferencial que describird los estados eslacionarios es la
siguiente;

d’v G

ay’ q

Si suponeinos que ¢l flujo toma lugar cutre las lincus y=0 ¢ y=d (moviendose las lineas respectivamente a
las velocidades 0 y U) la solucion exacta de esta ecuacion cs:

G Uy
"= —5]‘ y((l' - )') + :’7 (34)

Cuando Ias lineas rigida s no estin cn movimicnto relativo tenentos un pérfil de velocidades parabolico
(Myjo de Poisenille); mientrds que cn el caso de que ef gradiente de presiones G sea nulo ienentos un {lijo
mny simple con un pérfif de velocidades lincal.(flujo de Couetie).

Finalmente hay que remarcar que la mayoria de los flujos estacionarios unidireccionales que son solucion
de las ccuaciones de fn mecinica de fluidos son en fa prictica inestables bajo ciertas condiciones. Para ¢l
flujo a través de canales planos camo el que hemos analizado aqui los estados estacionarios son estables sofo
si la velocidad de flujo es relativamente pequeny; a mayores velocidades ¢l finjo evoluciona hacia un esiado
peruianenteniente no-cstaciondrio y fuertemente aregufar ( situacion catacteristict del fendmeno de la
turbulencia). Las condiciones de fa estabilidad del estado de flujo estacionario no son conocidas cont
precision, pero se utiliza generalnente ef criterio de que para valores suficienteniente pequerios del nimero
adimensionat Ud/n (el Hamado mimero de Reynolds) estos tljos estacionarios son reatizables (es decir. son
estables). EI valor eritico del mimero de Reynolds (estimado experimentabiente) a partir del cudl ¢l flujo se
couvierte en inestable es de alrededor de 6,400,

3.2 EL PUNTO DE VISTA DE LA TEORIA CINETICA.

La Teoria cinética de la materia v la Fisica Estadistica csencialmente no dificren de lias teorias
fenomenaldgicas ( tales como I termodindmica o {a hidrodinamica ) en cuanto a sus abjetos de estudio sino
en cuanto i su enfoque metodoldgico. Al contrario de fa fenomenalogin que pate de feyes cmpiricas que
describen fas propicdades de los sisteas macroscopicos, las teorfas de la fisica estadistica intentan
recuperar cstas propicdades deduciéndolas de hipatesis acerca de s feyes que gobiernan a los dtomos y « las
molcenlas.
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Como se vio en ¢l pardgrafo anterior, la mecinica de tluidos supera el prablema de analicar las
propicdades macroscépicas de un sistema que consta de un namero cnorme de particulas haciendo la
aproximacion de considerar al flnide como continuo y olviddndose totalmente de su estmctura moléenlar
discreta. Una allernativa a este enfoque es, como ya dijimos, los métodos de la Mecdnica Estadistica y de fa
Tearia Cinética. Aqui no se abandona la imagen molécular sino que s estudia el sistema microscdpico desde
un punto de vista prabahilisticn, es decir estudiando ¢l comportamiento colectivo (no detallado) de los
dtomos o moléculas del sistema,

La Teoria Cindtica (que se distingue de fa Mecanica Estadistica por estudiar sistemas que estan en
general fuera del equilibrio termodindmico) ha dado sus mejores frutos en el estudio del estado gascose,
especialmente cuando sc trata de gascs ligeros y dituidos. Por esto se la sucle caracterizac como “Teoria
Cinctica de los Gases™.

En principio el tratamicnto estadistico requicre conocer mds o menos precisamente I estructura o forma
de las moléculos del gas, asi como la naturaleza de las fuerzas intermolcenlares.Sin embargo, esto no cs
mnchas veces necesario debido al hecho notable de que ef comportanticnto como un todo det gas no depende
en sus caracteristicas mis csenciales mas que de afgunas leyes simples de Ia dindmica de las moléeulas en
general (tales como la ley de conservacion del momento lineal y 1a ley de conscrvacion de la energia),
caracteristica que ya fue subrayada en el pardgrafo anterior. La cstructura detatlada de las moléculas y Ia
natnraleza precisa de fas fuerzas intermoléceulares (mids alla de requisitos vagos como el de ser “fuerzas de
corto alcance™) interviene generalmente en fa especificacion de los valores de los llamados “cocficientes de
transportc™ pero no en la forma general de las ccuaciones diferenciales que gobiernan ¢l comportatuiento
del gas. Es nolable que un modelo henrdstico extremadamente sencito como es el de considerar a lus
moléculas del gas como csferas rigidas moviendose en todas direcciones sin cesar y colisionando
chisticamente con fas otras de cuando en cuando funciona (al parccer) en mubtitud de ocasiones [12){15).

Dado que en la modelacion de dindmica de fluidos desarrollada en el presente trabajo utilizarcmas i
eafoque esencialmente cinético, vale la pena hiacer un breve esbozo de los fundamentos de la Tearia Cinética
de los Gases que cs bisicamente el contenido de este capitulo.

Para simplificar ¢ problema, a lo fargo de este capitulo vamos a considerar que las moléculas colisionan
cn forma conipletantente clistica, es decir que no considerarcmos la energia de vibracion de las moléculas
sino exclusivamente la energia del centro de masa de cada una de ellas. Como la encrgia potencial de
interaccion cs practicamente nula (cxcepto en ¢l womento misino de ka colision entre las moléeulas)
consideraremos sdlo dos térninos de 1a energia: 1a energfa cinética del centro de masi de cada moléeula y Ia
encrgia potencial externa (es decir, a coergia potencial debida a algiin campo de fuerzas externo).

En la introduccion de este capitulo ya seifalamos que considerarcmos a un gas como un chorme
contglonierado (digamos un nimero N muy grande) de moléenlas que sc mucven libremente en el vacio
colisionando de vez en cuando unas con otras,

Un sistema microscopico de este tipo esta completamente deterninado en todo instante de ticsmpo por las
coordenadas espaciales de cada una de las N moléeulas (en total, 3N coontenadas) y por las 3 coordenadas
de velocidad (o de momento) igualmente de cada molécula. (gue son, en total, otras IN coordenadas). Si
canocetnos estis ON cantidades en un determinado instante (y conocentos asimismio cl tipo de fuerzas
tntermoléculares que estan e accion) podemios escribir las ecuaciones de nwovimicnto que determinan el
estado del sistema en cualquicr ticinpo. Podemos considerar entonces un microestado como un punts e un
espacio de 6N dimensiones enyos ejes representan las coordenadas espaciales y de velocidad de todas y cada
una de las motécnlas del gas. Definireinos a este espacio como ¢l “espacio ™.



Suponganios que nosotros tehemos caracterizado un sistema macroscipico mediante algunas propiedades
que puedan medirse en un Jaboratorio (por cjemplo. la energia total del gas vy el voltunen al que esta
circunscrite). Desde luego existe una infinidad de microestados que serian congrentes con los valores de
estas propicdades. Podemos, sin embargo, asignar mentaimente una distribucion de probabilidad sobre Jos
microestados en ¢l espacio I determinada por el macracstado (o estado macroscapico) del sistema. Esta
distribucion seria constroida idealmente imaginando un ensamble de sistenas macroscopicos con Los mismos
valores de las propiedades macroscépicas que nos interesan, identificando ¢l microestado de cada wno de
cstos sistemas y asignando a cada region del espacio 1" una frecuencia correspondiente al niucro de veces
que aparece un microcstido de esta region en el ensamble.

Iista distribucion de probabilidad asi delinida poede describirse en términos de vna funcion densidad de

probabitidad F dependiente de las posiciones y las velocidades de todas las moléculas. Podenios delinir
cntonces el nimero probable de moléeulas en uma cierta posicion y con una cierta velocidad comio sigue:

FE Ty 0 G Fo T T 0 d ' dEd T A

[Donde 1 = H(i",l) ¢s Ja densidad de noléenlas en In posicion r).

Con basc en esta funcion podemos definir ma seric de propiedirdes del sistema. Asi, por cjemplo, ¢l
promiedio focal de una cierta propiedad dependicnte de la velocidad moléeular (¥ ¢) estaria definido
como:;

O@F 1) = (;',—)jd)(if, 0f(F 6 0d (3.5)

En particular, Ia velocidad macroscopica (o velocidad hidrodindmica) seria definida como la velocidad
molécular promedio:

l
Bi(F 1) = (;)jiy(F,ﬁ,l)d‘i’ (3.6)

De hecho, Ta mayoria de las propicdades macroscopicas que caracterizan al sistema pueden ser vistas
como promedios de cantidades microscopicas mediante la funcion /(¥ ,v,1).

St suponemos que en un cierto intervalo de tiempo At no hay colisiones en el gas, ¢s claro que podemos
considerar a cada moléeula del gas como s fuera un sistema completamente aislado, cuyo estado estaria
caracterizado en todo instante por su posicion v velocidad. Podemos imaginas wn ensamble que represente a
este sistema (el cudl podria ser ¢l conjunto de las moléeulus del pas) y asignar probabilidades a Jas regiones
del espacio I correspondiente i una sola moléenla (cuya distribucion seria la fancion € definida arriba),

Debido a Ia increia de su movimiento v a la accion de las fuerzas externas, las moléenlas que ocupaban
ima region del espacio I en un tiempo t ocuparan otra diferente cn un instante t+At Pl teorema de Liouville
(que es vilido si no hay colisiones entre molécutas) afirma que ol volinien de esta region del espacio I se
conservard durante ¢l proceso. Esto puede ser traducido en la signiente ¢cuacion:

b ar o or I af
dai o0 et

[ En esta couacion DAL significa “derivada total respecto del tiempo™ Por su parte, /¥ representa cl

=0; 3.7
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campo de fucrzas externo)
Desde luego, en ¢t caso de que se den colisiones en cf gas 7“()", ¥,1) va no serd mas ignal a cero sino
[4

que serd igual a un término que involucre ¢f niimero de moléculas que adquicren fa velocidad ¥ despues de
Ja colision y e} mimero de los que la pierden. Lit Jorma general de este (érmino fué encoptrada por
L. Boltzmann v aqui la deduciremos para el caso especial de las esferis rigidas.

Supongamos que nma esfera con velocidad ¥y otra cop velocidad ¥, colisionan en un mamento dado. de

manera que 1o finea que wne los centros tiene fa direccion del vector unitario %, (Cudmto valen las
velocidades resultantes de la colision?

Por la ley de conservicion de la energia tenemos que:

Moy M e
2(\) +2(1f3) = 2(\:) + 2(l )
= (V) 04 =0 Y ey (3.8)

13
(Evidenteniente, v'y v, son las velocidades resultantes de lis moléculas colisionantes).

Def mismo modo, aplicando Ia fey de conscrvacion def momento sabemos que:

'

V¥, =0+, (3.9

Y, dado que estamos pensando en colisiones entre esferas duras inclnimos la hipotesis adicional de que la
fiucrza vi o [y direccion de la linea de los contros dada por 1,
Asi,
’

¥, =¥, =—(V"~ ) = A, paralgtn ) real. (3.1
. - s ’ .
Las ecuaciones 3.8, 3.9 y 3.18 constituyen un sistenn de 7 ccuaciones con 7 incogritas (W, 7, ,4) ,
por lo tanto, lenemos ina tnica sohicion.

Vamos a calenlar ahora cuantas moléculas, de las que se encuentran en un instante dado en un elemento
de voltimen del “espacio de velocidades para una moléenla”d iy (Hamemoslas “molécnlas clase A™), safen
de este volimen debido a una colisidn perdiendo de este nodo su velocidad. Supsngamos que tenemos Jnia
moldeula especifica de esta clase, (Cuantas colisiones tendrd con moléeulas de otra elase particular (digamos
con aquellas que tienen su velocidad en ¢l clemento de volimen d‘i;_,, “moléeulas clase B”) en un intervalo
de tiempo dt de manera que la velocidad resultante osté asimismo en algdn clemento de velocidad
determinado o ‘57 {Se entiende que se trata de una “expectativa” porqué solo puede sufrir kna colision
antes de cambiar de velocidad)
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Figura 3.1 - Representacion del cilindro donde el centre de 1a moléeula B debe hallarse para que ésta
calisione con nuestea moléeula A durante ¢l intervalo de tiempa dt.

Si cada moldcula tiene didmetro o, estd claro que para que colisionen un par de moléculas A v B ol centro
de 1o moléenda clase B debe estar xohre una superficic eslérica de radio o5 centrada en o moiéeula clase A.
Adenis, para que fa velacidad resultante sea fa descada, of centro de L moléeula clase B debe estar en una
cierta drea definida & *dQ de dicha superficie esférica.

Para que 1 colisién octirra en of tiempo dt. ¢t centro de 1a moléeuta clase B debe encontrarse dentro de un
“cilindro”™ que se profonga a partir del drea ¢ “d€Q en fa direccion contraria a (a de Ia velocidad relativa
V=¥, ~V (prolongacion precisamente por wna cantidad Vdt).Exclusivamente las moléeulas clase B

contenidas en este cilindro colisionarin con nuestra moléeuta en el tiempo dt, produciendo fa velocidad
resultante descada (Ver figura 3.1).

Ef volimen del cilindro en cuestion es (Veos@dt) ¢ a°d€)), donde © es cl dngulo entre V y Ia direccion
de 1 Tinca de centros 17, Podriamos decir que e wimero probable de colisiones de nuestra moléeuda clase A
con moléculas clase B en ¢l sepmento de superficic o7d€ es ignal a f(, )(I'i’2 mulliplicado por cf
volinien del cilindro ya referido. Es decir, igual a

( o’dQ) £ (7, I cos@ird v 310



Sin embargo. aqui estamos haciendo uso de una hipotests muy sutil pero no anto-evidente, la Hamada
Ihipitesis de caos moléenlar: estamos suponiendo que L probabilidad de hallar una moldenta clase B enun
cierto volimen es independiente de que este voltinen hava o no sico elegado come woa vecindad de mna
molécnla clase A dada, ¢s decir suponemos una total independencia estadistica entre las moléeulas clase A
v las clase B.

Una vez hecha esta aclaracion, encontramos que si ¢l intervalo dt es suficientemente pequeiio como para
ue cada moléeula no colisione miis de una vez entonces el nimero totad de colisiones entre motécwtas clase

) , ) . i ey £ @7

A y otro tipo cualesquicra de moléculas serfa o/l \IIHU LA(¥) £ (0, ) cos@d ¥.d€) | (3.12)), o
cuil seriat interpretado coma el total de moléculas clase A que colisionan y pierden su velocidad en ef ticipo
dt.

Mediante un método similar puede caleularse el mimero de moléculas que pasan a formar parte de ki clase
A después de una colision ¢n el periodo de tiempo considerado. Al resultado de esta operacion s¢ e resta la
expresion 3.12 para obtener el cambio total en e miniero de moléculas cliase A (en ¢l tiempo db) a causa de
las colisiones. Finalmente, este cileuto (que no haremos aqui) nos lleva a una formula andloga a 1a ecoacion
3.7 pero donde si se toma en cuenta la existencia de colisiones binarias (es decir, entre dos particulas cada
vez) Esta fornda es la Hamada Kenacion de Transparte de Boltzmann:

br_al 2L Afffor cos@] S (7 £ (1) ~ () f (5 )]d ¥, dd

m ov

3.13)
(Hay que aclarar que f(V,) v £ (V) son en realidad funciones de V5 € va que las velacidades
resultantes de 1a colision Vz,ffz’ estin determinadas exclusivamente por las velocidades originales y la
direccidn de fa linca de los centros).

La ecuacion de transporte de Boltzmann determing fa ¢volucion de 1a funcion de distribucion de
velocidades de las moléculas f(F, V') en el tiempo conocida dicha funcion (en su totalidad) para un tiempo
determinado. Desgraciadamente se trata de una ecuacion imtegro-diferencial no-lineal sumamente dificil de
resolver excepto en casos nnry simples y haciendo fuertes aproximaciones.En este trabajo. sin embargo, no
nos preocuparcmos por csta cucstion, dado que salo nos interesa ¢l enfoque metodologico de la teoria
cinélica (que seri ntilizado posteriormente en el andlisis del modelo de Lattice Boltzmann, capitulos)
ademis de cicrtos resultados tedricos que se derivan de fa ecnacion 3.13.

A partir de Ja ecuacion 3.13 pueden deducirse varios resultados importantes. Uno de cllos cs que si qﬁ(\’)

es una cantidad asociada a cada moléeula que depende de su velocidad y que se conserva durante las
colisiones entonces se sigue ka siguicnte ley de conservacion:

(3.14)

c o - e nlb
(7’(n¢)+dn(n¢\)~ o ( :

( Evidentemente, ¢ cs el valor medio de ¢ obtenido mediante fas funciones de distribucion).

Si aplicamos Ta ccuacion 3.14 para el caso en que ¢ sea la masa molécular, ¢l momento lineal y 1 energia
cindtica respectivamente obtendremos la ccuacion de continuidad de la masa, la ccuacion de transponte de
momento y la ccuacion de transporte de encrgia:
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S0t div( pii)=0 3150

2 (piy i) =S sy
—=(pu)t—-—(pvyv)=J (3150
at f ex, PEYE=.

O ps. DO p— a

(v )by )= 3.15¢
TR ax, 2 = (13

donde g = mn, f = 1l son las densidades de masa y de fuerza respectivamente.

(En fa ccuniciones 3.15by 3.15¢ se hizo uso de la notacion de Einstein para los indices repetidos).

—— Y e

. ) . . . 027
De las ceuaciones 3,13 vewos que tas cantidades medias pv, v,y ;\ v, representun los tensores de
Nujo de momento y energiz respectivanente
. N . o Py . .. }.. .
Definamos la signiente propiedad Jocal det gas: H(F 1) = _f”/ (F 6,0 og f(F,V,0d v la cuil
depende exchusivamente de fa ley de distribucian de tas velocidades moleadares f(F,1,1). Algunos autores
consideran esto conmo nna definicion de Iy entropia e La teorfa cinética [S= -kH, donde k ¢s Fa constante de
Boltzmaun]; otros la distinguen Hamandola simplemente “funcion H de Boltzmann”. De cualquier forma,

dado que esta funcion estid relacionada con fa entropia tocal del sistema, convienc saber como varia con cl
tiempo.

Un segundo resultado tedrico importante de la couacidn 3.13 ¢s el “Teorema H de Boltzmann™ que

describe precisamente Ya variacion temporal de Ia funcion H. Aunque no expondremos aqui In demostracion
del teoremia. viumos a resumir ¢l resultado mediante L siguicnte expresion:

%’% +divs = G(7.1) (3.16),
donde GIi1) :-% [ilvcosefions 1o -10es° 2 (74 - r R)as @i

micntras que §= ”_fﬁf(ﬁ) log f (¥)d’*V es el vector de Nijo asociado con H.

Desde buego. £ = f().S= FNS2 = FE)S = S ),

Ahora bien, Ia diferencia de Jogaritmos que apiarece entre paréntesis cuadrados cn 1a ecuacion 3.14 tiene
¢l signo opuesto que ol término que aparece entre Javes debido a gque Ia funcidn logarittica es mondtoni
creciente. Esto implica que of argumento de 1a integral es, bajo cualquicr circunstancin, negitivo y por o

tinto también lo es siempre fa funcidn G (F, 1) Sc conchuye, por fo tanto, que:

JH .
iy <0, 3.18)
at
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Cono sc ve. esta ceuacion tiene Ta forma de una ley de conservacton excepto porgue en este ¢aso se trata
de una desigualdad. Para un sistema aislado 1 ccuacion implica que M puede Nuir en una dircecion o en
atra dentro del sistema, pero en ténninas globales la funcion H es monotonamente decrectente para todo
tiempo.

La desigualdad 3.18 solo se transforma en igualdad si G=0, o cudl ¢s sdlo posible si la funcidn de
distribucion cumple con la sigmente propiedad:

log f+log f'=1log f, + los./}' (3.19)

Pari un sistemn aislado ¢l flujo de 1 serin mutlo ¥ a funcion de distribucion que conmpliers la ccuacion 3.19
representania claramente Ya correspondicnte a una situacion de equilibrio local.

Asi pues, ef logaritmo de la funcion de distribucion es una cantidad dependiente de la velocudmd que se
conserva durante cualquier colision en las condiciones de un estado de equilibrio ¢ v a la inversa: si
log f(V) s un invariante de colision entonces el estado del sistema es de equilibrio) Es decir, es wna
cantidad que puede distribyirse entre las moléenlas colisionantes pero que es tal que su suma total se
muntiene inalterable despuds de 1a colision. Conocemos cineo cantidades que se conservan durante las
colisiones y que son independientes entre si, 1o masa, kaenergia cinética y las tres contponentes del momento
lineal. Por o, ¢l Jogaritmo de fa funcion de distribucion debe ser (bajo condicianes de cquilibrio
ermodindmico) una combinacion lincal de estas enatro cantidades conservadas:

X mo,oos
log/=a 5V +p (mP)+a  m (3.20)

donde |, B, , son Runciones unicamente de In posicion y ¢l tiempo (relacionadas, desde licgo, con
valores de propiedades macrosedpicas).

La expresidn 3.20 puede escribirse en ku forma mds conocida:
f=4 exp{~h(i:~ii)z} (.21

donde A,ln, 4 son funciones de la posicion y del ticmpo. Se puede demostrar que vstas funciones estin
directamente relacionadas con las cantidades conservativas globales. Asi, i es ka velocidad macroscopica (cs

el m |7

, . . . "
deciy, e promedio de las velocidades moléeutares). Por otra parte, /t = ==y oA = =] =—~=—1 donde
2k1 w\2m kil

£ esladensidad de masa, k Fa constante de Boltzmann y T fa temperatura absoluta.

La distribucién de equilibrio abtenida en la ecuacian 3.21 ¢s conocida en la literatura como Ja distribucion
maxwelliana de velocidades molécutares. A partir de ella puede deducirse el Tearema de la equiparticion de

Ia energia seghn el cudl Lo energia cinética promedio por grado de libertad cs igual a ;;k'l' dondc k es [a

) 1 7S O(-kH)
constante de Boltzmamn y T es 1a temperatura absolnta definida como: =7 = TR [Eesha
r ok ok
energfa interna local total por wnidad de volinien: E=n(r,0s(rt) ] La distribucion maxwellianay fue
deducida en el caso de un equilibrio global del sistema pero pucde utilizarse asimismo para describir un



estado de cquilibrio Jocal en donde los parametros de ta funcion (tales como ¥ y b serian funciones del
espacio y del ticmpo

Finalmente cabe destacar que Jos momentos de la funcion de distribucion maxwelliana son ficiles de
determinar: Como se trata de una distribucion simétrica con respecto al valor medio de I velocidad todos los

, =4, Por atro lado, como la

momentos intpares son nulos: ¢, = 0,¢, ¢, ¢, = 0,erc, donde ¢,

distribucion maxwellinna es invariante con respecto a reflexiones de espejo y rotaciones tenemos que:

2

- P Ce e e e
G, = L()‘ ; e, e 0= —7—2((5,, 48,0, 40,0, ); (3.22)
/ i)

donde pes la presiony - es la funcion delta de Kronecker

Mediante estos valores de los momentos de la distnibucion puede caleularse ¢l Qujo de momento
“molécular™ ey decir, relativa al centro de masas local) visto desde ¢l sistemia de referencia del centro de
masas tocal. Este fnjo. considerado en sus diversas direcciones de propagacion, constituve ¢l tensor de
esfuerzos definido en ¢ pardgrafo 3.1 v corresponde cn ¢l enfoque cinético al valor promedio de las
cantidades micrascapicas (4, v, }n, - v,) nwliplicada por la densidad de masa p. Camo se pucde
probar, en ¢l caso de una distribucion maxwelliana de velocidades (estado de equilibrio localy este tensor de

’

esfuerzos es isotropico e igual a ~pd . donde p = p = Esta situacion corresponde 2 la del Mujo de nn
n
“Muido ideal” cuyo comportamienio cs descrito por las ccuaciones de Euler (ceuacion 3.2). Tambidn se puede
! 2
mostrar que el Mujo de calor (dado por el promedio de I cantidad microscopica —2-(v — i) (V-ii)

nuiltiplicado por Ia densidad de masa p) es igual a cero en un estado de equilibrio local. Este ¢s un estado de
flujo “adiabitica” (o isoentrdpico) donde no hay transferencia irreversible de calor.

Finalmente hay que subrayar que ln fornta del tensor de esfuerzos de Navier-Stokes puede obtenerse a
partir dec la ccuacion 3.13 afadiendo una pequeia “pertatbacion” a la funcion de distribucion de las
velocidades moléculares correspondiente al estado de equilibrio local (la maxweltian)[ 12} Hay que
subrayar que un método andlogo u éste seri utilizado también en el modelo Lattice Baltzmann que serd
descrito en ¢l capitulo §.
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CAPITULO 4,
LOS MODELOS DE GASES EN REDES,

En ¢l capitulo | (pardgrafo 1.5) analizamos brevemente la {ilosolia detris de los modelos de gases en
redes v hablamos de sus ventajas v lhmitaciones. Aqui vamos a hacer una descripcion mis detallada de
algunos modelos pertenccientes a esta corriente de investigacion,

E1 antecedente nids directo de los modelos de gases en redes fue uno propucsto por Hardy, de Paszis v
Pomean en 1976, Este, ef llamado modelo HPP, era completamente deterministico y trataba ya con ticipo,
posiciones y velocidades discretas. Fuc introducido para anahizar, en el marco mas simple posible, cuestiones
fundamentales de la mecdnica estadistica tales como la crgodicidad v la divergencia de los cocficicates de
trausporte en dos dimensiones. Era, por lo lanto, un modelo de objetivos puramente académicos. Aunque no
sinndaba una completa dindmica de fluidos aparccian ya cn cste modelo algunos clementos niy
interesantes, como la presencia de ondas sonoras.

Frisch, Hasslacher y Pomeau superaron muchas dificultades det modelo HPP y presentaron et 1986 un
madclo de gases en redes conocido en la literatura como modelo FHE. Este es, de hecho, ¢ mds simple de
los modelos de autamatas celutares que repraduce ¢l compartamicnto colectivo predicho por las ecuaciones
de Navier-Stokes cn dos dimensiones. Las particulas se mueven todas con 1a misma rapidez moviéndose en
cada paso de tiempo a los sitios adyicentes sobre una red hexdgonal bidimensional. En ia actualidad este
modelo es considerado como un sistema eficiente para la simulacion de lujos viscosos para mimeros de
Mach moderados y bajo sitaciones que involucren condiciones de frontera complejas. Pero el modelo FHP
no pucde ser utilizado para ks cousideracion de efectos (énmicos debido a que todas fas particulss se mueven
con la misma rapidez.  Cabe destacar también que se ha cousegnido extender ¢l modelo FHP al caso
tridimensionat, to cud! fise realizado por d'Humiéres, Laltentand v Frisch {4d] .

E} mis sencillo de fos modelos de gases en redes con propiedades térmicas es un modelo de uyeve
velocidades definido sobre una red cuadrada donde las particulas pueden estar en reposo o moviéndose hacia
sus primeros o segundos veeinos en un paso de tiempo. Ei modelo ARIANNA, que fue mencionado en ¢l
pardgrafo 1§, es un modelo de éste tipo.

A continnacion vamos a describir algnnos de estos modelos con cierto detalle.

4.1, MODELO HPP (HARDY,DE PAZZIS ¥ POMEALU, 1976),

El modelo HPP consta de wna red cundrada (figura 4.1), Las particulas son de masa v de rapides
unidad y se localizan en los nodos de 1a red a tiewpos enteros. La distancia entre un nodo v otro advacente cs
también de wna unidad y, por o tanto, cadi particula se nweve en un pase de tiempo desde nn sitio a alguno
de sus primeros vecinos. Esto significa que cada particula solo puede tener una de cuatro posibles
velocidades (sefialadas en a figura 4.1 con los niimeros 12,3 y 4).

Es hmportante seialar que se cumple un principio de exclusion que sefiala que no mas de w particula
s¢ encuontra en un tempo y un nodo determinado, moviendose en una direccion determinada. Bste
principio sucle ser comiin a todos los modelos de gases en redes v tiene cousecucncias de importancia en ol
comportamiento dindmivo del sistema en sy totalidad. Reswmiendo, el estado de 1a red en cuniquier sitio
determinado 7 e un instante de ticwpo dado t puede representirse por cuatro variables booleanas
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Tiempo 1, Tiempo t, +1

Figura 4.1a.- Representacion de Ia red cuadrada del modelo HPP y de su evolucion en ¢l tiempo.

I

-

Figura 4.1b.- Un esquema de las velocidades peritidas para las particulas.

n, (f’ ,I) donde et subtndice / sefala una de las cumro velocidades posibles a tas que denotaremos por €. El
valorde i .1) esigual a *17si hay una particula en of sitio F al tiempo t moviéndase con ka velocidad
¢, y esigual a 0" en caso contrario,

Cuando dos y exactamente dos particulas Hlegan o un nodo teniendo velocidades exactamente opuestas
inmediatamente dejan el nodo con tas otras dos direcciones posibles, previamente desocupadas. (figura 4.2).
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Esta es ki onica regla de colision ¢n ¢! modele PP, Estas reglas de colision obviunente conservan ¢l
nimero de particulas (o I nasa) y el momento siendo, de hecho, estas reglas las tinicas no-triviales con ¢sta
caracteristica (También se conservat la energfa cmdéica en las colisiones pero no es ésta una ley
independicnte sino una cansecuencia trivial de la conservacion del mimero de particulas).

L evolucion del sisteny consta de dos pasos. Ef primer paso es fa colision con fa regla mencionada: si
en cualquier sitio se presenta ef estado (1,0,1,0) es transformada en e estado (0,1,0.1) y viceversa: todos los
demis cstados permanccen igual, El segundo paso s $a propagacian de cada particula al vecino miis
cercana en I direccian que seiala sn velocidad: es decir, n (F,t+1)=n (F-¢,t) . Ambos son
aplicados en cada paso de tiempo entero

Figura 4.2.- Reglas de colision en ¢! modelo HPP,

Hay que sefialar que, en este madelo, ¢l mometo o do largo de cada linca (vertical u horizontal) de la
red es conservado en fas reglas de colision v de propagacion. Esto produce un verdadero exceso de
cantidades conservadas para la modelacion tisica,

La dindmica del modelo HPP ¢s invariuite bajo todas fas transformaciones discretus que conservan Ia

V4
red cuadrada: traslaciones discretas, rotaciones por —i sintetrias de espejo. Ademids, 1a dindamica cs

invariante bijo dualidad (esto es, intercaumbio entre particulas y “huccos”).

4.2.- LOS MODELOS FIP, (FRISCH, HASSLACHER Y POMEAU, 1986).

Los modclos FHP son una variante del modelo HPP descrito arriba. Tenemos ahora una red hexdgonal
(hecho que, como sc verd en el andlisis del modelo Lattice Bottzmumne del capitdo 5. pucde tener
tmportatiies consecuencias en cuanto a la isotropia del sistemn). Cada nodo cstd conectado a sus seis
primeros vecinos mediante vectores unitarios €, (con 7 definido médulo seis). La red hexigonal y su
evolucion cn el ticutpo estd representada en la figura 4.3, mientrds que las velocidades permitidas ¢, estin
representadas en 1a figura 5.1 (capituio §).
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El modelo tiene fas mismas reglas que et HPP excepto en to que concierne a tas reglas de colision. Para
utii coliston entre dos particutas cun velocidades exactamente opuestas donde las direcciones de entrada son
(i,i + 3) hay dos posibles "velocidades de salida” de mancra que se conserven la masa v ¢l monmento: estas
son (i+ 1,1+ 4) y (i-1,i—-4) . Ambas posibilidades estin representacas en fa figura 4.4 Sc puede
decidir clegir bajo cualquicr circunstancia alguna de las dos opeiones. En este caso tendrinmos una regla

WAVAVAYA
"ﬁ""%

VAN,
IVAVAVAVAVAVA
VAVAVAYATAVAY
AVYAYAYAY
VAVAVAVAY;

>

Flgura 4.3.- Representacion de la red hexagonal del modeto FHP y su evelucion
temporal.

deterministica que tendria el inconveniente de o ser imariante bajo “Simetrias de espejo”. Como una
alternativa, podemos hacer una cleccion alestoria sicmpre que se presente Lt disynntiva con iguales
probubifidades para ambas opciones (restiurando de osta manera ta simetria de espejo) o bien una cleccion
seudo-afeatoria dependiente, por ejemplo, de Ja paridad def ticmpo.

Hay que sedalar que nuevamente se presentan aqui leyes de conservacion expiireas. Ademds del ntimero
de particulas se conscrva la diferencia de niimeros de particulas en cualquier par de direcciones opuestas
(i,i + 3) . El momento es una combinacion de estas Glimas cantidades, no asi el nimero de particulas. Por
to tanto, resulta un total de cnafro cantidades escatares conservadas. Bsto significa que, alemas del
moniento y masa, hay una ley de conscrvacion espitrea. Si esta ley no es remavida o resultado serd que ta
dindimica a grim cscala ded sistema diferird dridsticamente de Ja hidrodinamica ordinaria.Una forma de
remaverla ¢s introduciendo colisiones triples (es decir, entre tres pareulas). Las replas de colisiones triples
serian las siguientes: (l i+ 20+ 4) (l + Li+3,i H) repla que es ilustrada ou ta figura 44 (b)

Las reglas de colision descritas hasta aqui no son invariantes bajo “dualidad” (intercambiv de particnlas
¥ "huecos™) pero pueden hacerse ash si s les ataden tos “dobles™ de las colisiones binarias ya definidas
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(Ver figura 4.4 (¢)). Finalmente puede saturarse ¢f conjunto de reglas de colision anadicndo colisiones
binarias con wn “espectador” (es decir. una particl que no interviene en by colision) como ¢s itustrado en la
figura 4.4 (d)

El modelo FHP-H es una variante del modelo FHP que inchiye particulas “en reposo™ que preden
encontrarse e ¢l centro de cada hexigono. Adennis se afade nna regla de colision adicional que s 1a
presentada en la figura 4.4 (c). Estas colisiones binarias que involucran particulas en reposo constituyen un
medio mas eficiente de remover fas leves de conservicion espareas. especialmente cudndo sc trabaja con
sgases” a bajas densidades.
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Figura 4.4.- Reglas de colision del modelo FHP.

No hablarcmos ahora de las versiones Uidimensionales [4d/] del modelo FIP sino que nos
concentrarenios en ¢l problena que lleva a la formulacion de modelos del tipo de ARIANNA. Como ya
hemos viste. tanto en ¢l modclo HPP como cn el FHP Ia conservacion de a energia es nna consecnencia
trivial de la conservacion del ninnero de particulas (excepto en of modelo FHP-H donde las reglas d¢ colision
no conservan la energia) y. de hecho, ta energia cinética por particula es sictupre en todas partes y cn todo
ticmpo ka misnia. Por estas razones, es imposible simular cn estos modelos fendmenos termodindmicos conto
podria ser, por ejemiplo. el de la conveccion. Si queremos aplicar modelos de gases en redes al estudio de 1t
comtaminacion atmosférica o. en general. de cualquier fenomeno mieteorologico tenemos que modificar el
modelo de manera que las particulas puedan tener rapideces diferentes y existan reglas de colision que
conserven b energia de un modo no-trivial,
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4.3. EL. MODELO ARIANNA. DESCRIPCION.

El mas sencillo de los modelos de gases en redes que pernute sinlbar tendmenos térmicas es an maodeto
de nueve velocidades definido sobre una red cuadrada, de manera que las particulas pueden tanto estar vn
reposo como moviéndose hacia sus priticros o segindos vecinos en e paso de tiempo [9][10] Por estas
rizones, las particulas del “gas™ pueden tener diversas velocidades v adquicren significado propicdades tales
como la temperatura, la entropia o los calores especificos. El modelo de nieve velocidades Tue presentado
por S. Chen ct al ¢n el articulo "A Lattice Gas Model with Temperature™ (1989). En ¢l Instituto de
Investigaciones Eléctricas (LLE) ha sido desarrollado un maedelo de diagnostico de campos de vientos
(denominado ARIANNA) inspirado en el modcelo de nueve velocidades que cuenta cont replas espectficas de
implementacion de las condiciones iniciales y de frontera, interaccion diatérmica entre sistemas separados v
otros mecanismos especiales

->
>
te)
>

4>

(24 4

Figura 4.5.- Las direcciones permitidas para las particulas en el

modelo ARIANNA,

Este modelo constituye un cjemplo de ta aplicacion de las técnicas de automatas celnlares al problema
de L reconstruccion de campos de viento sobre terrenos complejas y, por estas razones, vamos a describirlo
con cierto detalle a continuacion. (De hecho. el gnieso de este capitulo esti dedicado a analizar tanto In
teotia del modelo ARIANNA como las simulactones realizadas con él).

El modelo de nueve velocidades consiste b un sisterma de particulas indistingnibles de nisa unitaria
que se desplazan sobre una red cuadrada bidimensional, [a cual conticne N, sitios a lo Largo del ¢je X del



sisterint de coordenadas y N, sitios a lo largo del cje Y. Las particulas pueden moverse en las siguicntes
direcciones (que son, por otro lado. las imicas permitidas)

ny. Ty, , .
R cos(a J i, +sen [a E) u, sioa =01234506,7

]
[

0 ¥ oa=8§

donde 1, v i, son los vectores unttarias en las direcclones de las ejes X e ¥ respectivamente. Es evidenie
que ¢, representa la direccion” de las particulas en reposo, wienirds que Ja direccion indicadat por el resto
de tos vectores ¢, estd esquematizada en b figura 4.5

Del mismo modo que en fos modelos HPP y FHP se cumple uny principio de exclusian que prohibe guc
haya mes de wi pavticula en wn sitio dado en wn tiempo determinado movicndose en algina divéceion
determinada ¢, .

Como va dijimos, ¢l tiempo estd discretizado y en eada paso de tiempa las particulas se d«:spl:w.zul desde
¢l centro del cundrado en el que se encuentran it centro del cuadrado nids proxima en ba direccion ¢, que
fes corresponde. (Desde Inego, esto venrrird solo con las particulas que o estan en reposo. Las particulis
que se encuentran en la “direceion” ¢, permenceerdn en su lugar). Esto significa gue ks anicas magnitudes
de fa velocidad ¢, y las iinicas energias cindticas &, permitidas a fas particulus del “gas™ son las siguienies:

o]

5N oa=8
] sioa=02406

- SMoa=0240
V2w oa=1357

@

j() M a =8

2 | —
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i
[ N

sioa=1357

(ATt}

Para resumit, el estado del sistent en un instante cuathquticra t puede represeutiarse par nueve campos
booleanos S, (¥.t), (@ = 0,...,8) que se definen de Ia mancra siguiente: S, (1) =1 sien ol sitio 7 al
tiempo 1 se encucntra una particuls movicadose en la direccidn ¢, (v, por lo tanto, con wna sapidez ¢, v con

ut cnergia cinética &, ), mientrds que S, (#,1) = 0 si no hay una particula e csa situacion.

La evolucion del sistema se define mediante tres operadores focales que establecen el valor de los campos
boaleanas S, en it sitio cualquiera al ticwpo thb a parter del valor de cstas mismos canpos boateanas al
ticmpo t en una vecindad del sitio en cuestion que incloye tanto al propio sitio como a sus prameros y
segundos veeinos, (Desde luego. se entiende por primeros vecinos aquellos sitios cuyo centro dista del sitio
centrad por una distancia de 1 micntrds gue los segrndos vecinos son aquellos que distan del punta central
por una distancia de \/'2_ ). Estos operadares (que se aplican conseculivamente uno (ris atro para cada paso
de tiempo) son ef operador de trastacion de las particulus (T), el operador de colisiones de las particias
entre xi (C) y, finalmiente, ef operador de colisiones de las particulas con lay fronteras soliday (B). La
delinicion de los operadores Jocales s la siguiente:
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(1) Operadarle trastacion de las particulas (). El operador T representt. como su nombre lo indica
¢l desplazamiento ibre™ de las particulas desde o sitio en que se etcuentran g ig-icd sitio vecino quy
indica Ia direccion [',, asociada a L particula. EE proceso s of siguiente: en cada sitio 7 de 1o ved. v cada
tiempo t. ¢l aperador T explora todos los sitios contenidos cn su vecindad (que como ya se explicd incluye a
sus primeros v segundos vecinos) y miueve hacta el sitio central a todas Jas particulas cuya velocidad apunte
directamente hacia ese sitio. En simbolos, estia operacion puede expresarse de fa siguiente manera

T S, (f1) - S.(f+)=8,(F-c.2,.1)

Colisiones de Dos Pariculas Colisiones de Tres Partimulas

| - | P

RV SN

Figura 4.6.- Tabla de colisiones de dos y tres particulas que define at operador €.

(2) Operador de colisinnes de Jas particulas entre si (C). El operador C actia sicmpre inmediatamente
despuds del operador T (es decir, ef operador C actia sobic los campos booleanos 8§, que resnbtaron de la
aplicacion del operador T). Cuando dos o mis particulas han alcanzado ¢l centro de un



mismo sitio colisionan entre si de manera que se modifican sus velocidades respectivas pero no asi of
ndmera de particulas ni el momento fotal de lds particulas colisionantes ni su energia cindtica total. Este ¢s
precisantente ¢l proceso representado por ¢l operador ¢ Este se implementa mediante una tabla de
actualizacion en la que cada posible estado de entrada tiene asociado todos los posibles estados de salids que
cumplen con fas leyes de conservacion de la masa. ¢l momento v Ly energia cindtica. La cleecion entreestos
posibles “tstados de salida” se lleva o cabo mediante un mecanismo aleatorio con idénticas probabilidades
para tados ellos. En di figura 4.6 se muestra Lt tabla de colisiones para das v tres particulas.

(3) Opcerador de calisiones e Jas particnlas con Jas fronteras sodidas (B). - A los campos booleanos
S, (?,l) aadimos un campo booleano adicional no dependiente ded tiempo B(F) con el proposito de
sinmular la presencia de obsticulos fijos (i se desea que las fronderas solidas sean moviles, este campo
boolcano adicional x7 tendria que depender del tiempa: es decir, tendria que ser actualizado a cada pasoy. El
valor de A{F) seria igual a0 si el sitio seiadado por F pertenece a la frontera salida que limita al gas, v
serfigual a 71" en caso contrario. Ll operador B, que simuka las colisiones de las particulis que componen
el “gas” con las fronteras sélidas que lo rodean, hice nso precisamente del csmpo A7), La accion del
operador B es Ja siguiente: cuando wa particnla Slega a algon sitio donde A(7°) =0, sulve una colision con ¢l
obsticulo solido existente en cse sitio; of resultado es que mvierte su velocidad, ste proceso conserva cl
mimero de particulas y fa energfa cinética pero no ¢l momento. Este modelo de colision con las ‘paredes”
permite simutar, a nivel colectivo, ¢l efecto de adherencia del fluido a kus pavedes solidas debido a la
viscosidad (lo que en inglés s¢ expresaria como ho-slip condition”). Reglas alternativas a ta de la inversidn
de fa velocidad son da reflexion de la direccion del movimiento de las particudas al entrar a un sitio que
represente una frontera solida (regla que permitiria simalar, a nivel colectivo, deslizamiento det fuido por
sobre las parcdes), o bien también T absorcion de 1a particula af entrar en el sitio cn cuestion (regla que
permitiria ka simwlacion del efecto de deposicidin en el suelo de las particulas del gas).

Las caracteristicas “discretas” del - modelo provocan que la informacion recabada por una Gnica
simulacién no sea muy confiable v que ls propiedades locates del sistema varien bruscamente de un sitio a
otro, dificnitando el obtener relaciones cuantitativas continwas que sean sugeridas por los resultados del
modelo y puedan ser comparadas facilmente con los datos obtenidos en jos monitoreos meteoroldgicos. Para
“Suavizar” fos resuftados de la simulacidn se necesita alguna clase de promedio sobre los datos obtenidos.
Una utanera de hacer csto (que requicre que ki red tenga muy grandes dimensiones) seria ¢l agrupar los
sitios en ‘teldas™ (por cjemplo, cada 989 sitios formarian una “telda”) y promediar todas Jas propiedades
microsedpicas (momento, energia cinética, ete) de Jas particudas comtenidas a un tiempo dado en wna celd
para obtener valores estimados de variables macroscopicas. Otra mancra, que sélo tiene sentido si ¢f flujo
estudindo cs estacionario (esto es, tal que las propiedades macroscapicas del fuido “tasi” no cambian con el
ticmpo), seria realizor un promedio sobre ol Giempo. Sin embargo, ¢l procedimiento ideal  es hacer
promedios sobre nma muestra de experimientos™ lo cwdl se lMevaria o cabo de fa manera descrita a
contimacion.

Supdngase que, bajo las nismas condiciones inicintes (ntacroseopicas) v de frontern se realiza un ninhcro
grande, N. de simukiciones con el gas modelo, registrindose, para cada tiempo t v en cada sitio 7, ef vabor

y - ar N ) e N -
de los campos booleanos S, (F,1). Si denotamos por 8§, (r,l) el valor de 8, (,¢) en el iésima

experimento (o simivlacion) cntonces podemos definir el niimero promedio de particulas par sitio que se
mueven en ky direccion ¢, en ¢l sitio £ al tiempo 1, como:

o VN i
(60 =5 T8 () )
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La funcidn 0, ('l’, t) cs fa nada fimceiin de distribuctan de fas velocidades pucrascapieax y con el
se pueden calenlar jodas las variables ncroscopicas relovantes como promedios de alguna cantidad
microscopica.

Cabe destacar que ¢l promedio sobre una mucstra de experimentos es solo posible porque el modelo no
ex deferminista sino que estd provisto de diversos mecanismos aleatorios tales como la eleccion al azar entre
los posibles resultados de una colision {tal como esta ilustrado en Ia tabla de colisiones de fa figura 4.6) o
como la determinacion de las condiciones iniciales microscapicas a partir de las macroscopicas (lo cuil
puede ser también un procedintiento aleatorio).

A partir de fa funcidn de distribucion sc abtiesten ¢l nimero promedio de particulas por sitio u(?, t) .

L energia cinética promedia por sitio e(F,t) v a velocidad macroscopica (o “velocidad hidrodindmica™)

G(F.1) delasigoiente manera:

e(f,1) = Z:Us: Sa(F0) “.3)
e *—;)Z' Je8un (F.1) (4.4)

Antes de abordar brevemente un analisis terntadindmiico del modelo agreguemos que, ademis de las
fronteras solidas representadas por los sitios donde h{F)=n, podemos anadir sitios de cantrol donde pueden
fijarse condiciones estacionarias locales que permitan “forzar™ al sistema para que cumpla cicrtas
condiciones especiales. Esta serd tratado con mayor detalle cuindo hablemos de las diversas prucbas a tas
que ha sido sometido ¢f modelo ARIANNA.

ANALISIS TERMODINAMICO DEL MODELO.

Obsérvese que, @ consecuencia del principio de exclusion y del espectro limitado de la velocidad de las
particulas, ka encrgia promedio por sitio (J(i’,t) tieie una cota taferior, ¢, , ¥ olra superior, Gy, . CUV0S
vitlares dependent del nimero promedio de particnlas. Los valores de estas cotas son los siguicntes:

(0 sio 0sn<l {n si 0sn<d
(n-1) ! n+4)

Cpun = 3 s TEngs Cpne = b 5 Sodan<y
lan si S<n<9 16 st 8=ng9

.5

Las grificas de ¢, ¥ ¢, son presentadas en fa figra 4.7, Bl iirea sombreada que se encuentra cntre

ambas curvas representa al conjunta de todos los estados pertnitidos al “gas™,



Puede caleularse 1a entropia por sitio del sistema como funcion de Lis Tunciones de distribucton 11 (que

representa el nimero de posibles estados de wna red que son compatibles con los valores dados (_lc las
funciones de distribucian dividido por el mimero de sitios de Ia red). EI resultado es la siguicnte expresion:

§= ~kZ:0[n‘an(n‘L)+ (1=nJLn(l--n, )] (4.6)

(Par:a wna demostracion del resultado pueden verse las referencios [lO] [l 7] ).
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Fignra 4.7 - Encrglas minima y maxtma en funcion del nimero de particulas por sitio.

Si quercinos analizar las condiciones de equilibrio tanto 1wecinico conio termodinamico debemos
naximizar la expresion 4.6 sujeta a las constricciones 4.2 y 4.3 (v suponiendo que a velocidad macroscopica
debe ser nula y, por lo tanto, ¢l valor de fa funcion de distribucion para velocidades de la imisma magnitmd
debe ser el mismo). No realizaremos estos cilenlos aqui pero vamos a escribiir sus resultados. que son las
expresiones de equilibrio para las funciones de distribucion v las ecuaciones de estado:

Hy = , (4.8)
£ - /
1+exp kT
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dande g2 T v pson. respectivaunente, ¢l potencial quimico, It temperatura absoluta y la presion del gas. k.
la canstante de Boltzmany, es aqui cousiderada igual a la unidad
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Figura 4.8 - Entropia promedio por sitio para n=1.

En condiciones fuera de equilibrio pueden utihizarse tos nusmos resultados suponiendo una pertirthacion
alrededor de uina sitacton de equilibrio Jocal dv mancra que se sttisfagan I condicion de que Iy velocidad
lacal sca fa descada

En las figuras 8. 49 y 410 se wuestran, respectivamente, las gedlficas para la entropia por sitiv. las
finciones de distribucion y fa temperatura absoluta como fanciones de 1a encigia por sitio para el caso n=1.
De gran interés son las grificas 4.8 y .10 donde sc omestra v comportamients musval de Ta entiopia v de
la temperatra absolnta Como pucde abservarse en Las figueas, [ tempesatars pueds tomar valores tio solo
pasitivos sino lambicn negatrvos dado yue la entropia dcrece con la energia (para ciertos valores de la
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encrgia) cn Jugar del tipico comportamicnto de crecimicnto mondtona con la energin que presenta la
entropia en fa cnorme mayoria de los sistemas fisicas. Estas propicdades "Yaras™ pertenecen a tado ol campo
de los modelos de gases en redes y son una consecnencia de la naturalesza acotada de los espectros de energia
de estos modelos v del principio de exclusion.
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Figura 4.9.- Funciones de Distribucion para n=1.

La presion, por sn lado, también puede prescntar vajores positivos v negalivos y presenta umi
discontinuidad infinita para ¢ = (%) . A pesar de este comportamiento atipico de la presion en el
modelo, cs importante destacar que i bajas densidades of gas se comporta como coalquicr otro gas, esti s,
como un "gay ideal”. Supongamos que tencmos un flujo del gas en condiciones de baja densidad. Como

n, <<| podemos aproximar: I,Il(l ~-n, ) = -n, y la canacion 4.11 sc transforma en:

-L):k}__‘,H n, = p=nkl

A TR

que cs precisamicnte la ecuacion de estado del gas ideal, lo cuidl sugicre que ¢l gas modelo presentard un
comportamicnto termodindmico nonnal en el limite de bajas densidades y bajus cnergias.

| AR

Hay que aclarar ue 1o temperatura didaa por Ia expresion 4. 11t esta definida por Ia relicion =7 = EW

de

¥ 2o corresponde al promedio de la energia cinética por grado de libertad o que, por otra parte. ¢s evidente

dado que puede tomar valores negativos. Por tanto, no s¢ cumple el teorema de Ia equiparticion de Ia
energii.
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Figura 4.10.« Temperatura absoluta para n=1.

Es importante destacar que no hay cn fa actualidad una reovia tesmodinamica fuera de equitibrio para
los modelos de gases en redes y no ha sido demaostrado de manera rigurosa que las ecunciones que gobicrnan
¢l comportamicnto colective de los modelos de gases en redes se reduzean (cuando menos en et caso limite
de baja densidad) a Tas ecuaciones de Navier-Stokes. Como dijimos en ef parigrafo 1.5, et mejor argimuiento
en apoyo de estos modelos incluso para simuldar sitmaciones fuera de equilibrio es fa experimentacion
compitacional. Tl modelo ARIANNA ha demostrado ser capas de reproducir fenémenos de Nujo
Newtoniano (bajo condiciones estacionarias y no estacionarias, asi conto laminares y turbulentas) para los
cuitles hay soluciones bien conocidas du tipo va sea tedrico o expenimental, al menos en ef limite de bajas
densidades v bajas energias. (s evidente que, al menos en condiciones en gue puede tomar valores
negativos, la temperatura del “gas modelo™ no puede ser identificada directomente con la temperatara del
sistenia fisico que se desea simular).

4.4 EL MODELO ARIANNA, SIMULACIONES Y RESULTADOS.

Antes de describir alganas de las diversas pruchas a fas que ha sido sometido el modelo ARIANNA
hiablemos un poco de fa implementacion de las condiciones iniciales en el modelo. Antes que nada son
calculadas las funciones de distribucion para una situacion de cquilibrio focal mecinico y termodindmico
mediante 1a resolucion de fas ecuaciones 4.8, 4.9, 4.10 y 4.11 (Evidentemente, los valores en cada sitio de la
temperatura absoluta, de la presion y de la velocidad macroscopica son asignados por el usuario o calculados
mediante algin otro algoritmo dependicndo del problema que se esté estudiando). Pasteriormente se calculan
las funciones de distribucion fhera de equilibrio a partir de los valores de

o
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cquilibrio de estas funciones correspondientes o fa misma presion v emperatura, wiilizando no metedo de
pevtisbiiciones constrefiida por fa velocidad local deseida
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Figitra 4. 1= Flujo de Poiscuille tsofucion analirica de fas ecuaciones de Navier-Stokes). En el eje vertical se
grafica ¢l cociente de ta distancia r al cje central del tubo entre fa distancia a entre dicho eje v las paredes

¥

Ga

solidas. En cl eje horizontal se gralica | -, donde v es la velocidad correspondiente u la distancia r det
du

cje central. G la diferencia de presiones en los extrentos del taboy ¢ ¢l cocficiente de viscosidad del fluida.

. . v . .
Cadia cinva corresponde a uu valor diferente del cociente 4; . donde t ¢s ¢l tiempo transcurridoy 1V ¢s

el coeliciente de viscosidad cinemitivo.

EF modclo ARIANNA ha sido sometido a prucbas de diversos tipos para su validacion. Estas podrian
ser agrupadas cn dos conjumtos. Por una parte. las praebas orientadas a mostrar que ¢f modelo es capaz de
reproducir situaciones de flujo (estacionarias v no estacionaruas, laminares v turbulentas) que han sido bicn
estuchiadas, sca mediante ki solcion analitica o mimérica de fas ecuaciones de Nawier-Stokes o sea mediante
mctados experituentales. Por otro Tado, fas pruchas que intentan mostrar T utifidad prictica del modelo
como hertmmicota en ¢l diagnéstico de campos de viento en situaciones de importancia practica (por
cjemplo, dentro del estudio del transporte y dispersion de contanminantes en Ia atmosfery Del primer tipo
son las sinuilaciones de flujos planos de Poiseuille y Couette, tanto estacionatios como na-c-tacionarios.



asi commo [ reconstruceion del pérfil aproxunadamente togaritmico que prosenta Trvelon 0 P hviento en la
capit supesticial de fa atmasfer @ consecuencin de T trbulencia (Ver capifula 2 Como pruchas dul
sepmndo tipo se considers ¢ problema de ta reconstruceion del catpo de vientos en Ta cona del Valle de
Mévico v sus alrededores. bos valores mumdsicos que s bes astpnan a - Jas longuitndes y trempas naturates
del modelo i términos de menos y segundos han sido elegidos, desde hsego. en forma arbitraria con ¢ fin
de comparar os resultades del modclo con tos sistemas fisicos que se dosean simukar A continuacion una
breve deseripeion de estas pruchas.

1.00

0.80 -

0.60 —
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0.00 I 1 T T

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
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Figura .12 Flujo de Poiseuifle (simuliacion con ¢f ntodelo ARIANNA). Se gralica % donde Y ¢s la

attura y L la fonguitud del tubo bidimensional (a distancia entic las pareries), contra %/ , donde Vesta

velocidad correspondiente i Ta aftura Y micntris que U es fa velocidad comgne cf fluido se mueve
inicialmente.

FLUIO DE POISEUILLE. Heros analizado brevemente este prablema e el capitulo 3. Se trata de uno de
los pocos problemas para los cuidles existen soltctones analiticas de lis ecuaciones de Navier-Stokes, un flujo
viscoso incompresible o (raves de un tubo plano que evolyciona desde ef reposo debido o wna diferencia de
presiones entre Jos extremos del tubo. B flujo afcanza una condicion estacionaria de manera que ¢l pirfif de
fa velocidad ¢s parabolico y simétrico con respecto af vje del tubo (en readickad, durante todo ¢l periodo
transitorio no-estacionaria esta ¢s la forma del pérfil de L velocidad). En fa grifica 4,41 se presentan pérfifes
de velocidad del fhyjo de Poiscuitle o diterentos viempos a partis del reposo at tiempo +-0



(enque es introducida la diferencia de presiones). Estos pértiles fueron obtenidos redricamente mediante 1
resolucion de las ccuaciones de Navier-Stokes.

En Ia sinulacion con el modelo ARIANNA del Nujo de Poiscuille, se considerd una version diferente
del problema aqui planteado, a saber: 1a relajacion al cquilibrio de un Mujo (viscoso ¢ incompresible)
inicialmente uniforme moviéndose 2 lo lurgo de un tubo bidimensiona!l recto con condiciones de frontera
periddicas. No tenemos aqui una diferencia de presiones pero el pérfil de velocidades debe ser igualmente
parabolico dado que cllo depende exclusivamente de Ia naturaleza newtoniana de los esfucrzos viscosos y de
{a simetria de las condiciones de frontera del sistema. Lo que debemos esperar aqui es lo siguiente: un flujo
uniforme cn ¢l tiempo (=0 que bruscamente se anula en dos lados superior ¢ inferior de la red (que
representarin las paredes del tubo) debido a Ta adherencia del fluido en Ias paredes solidas; gradualmente ol
pérfil de velocidades se transformari en une parabalico y simétrico con respecto al ¢je del tubo. Sc Tlevé a
cibo la simulacion del problema inverso en vez del original debido a que, por un lado, su realizacion
computacional resultaba considerablemente mis simple v, par el otro, permitiria verificar un aspecto
importante de los efectos disipativos de la viscosidad.

LU LU b L L P o
0.8
0.6
yld
0.4
0.2
2]
L A

0.2 0.6 8. 1.0

ufu

0 0.4

Figura 4.13.- Flujo de Couette (solucion analitica de Jas ecuaciones de Navier-Stokes). Se gralica %

(donde y ¢s la attura mientrds que d cs la distancia entre las paredes) contra %/ (donde u ¢s la velocidad
correspondiente a fa altura y mientris que U es i velocidad de la placa de arriba).
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Caracteristicas de Ja simulacion: sc utilizo una red de 207 x 207 sitios: se marcaron los lados superior ¢
nferior de Ja red como Tronteras solidas estacionarias, micmtras que cn los Jados izquierdo v derecho se
fijaron condiciones de frontera periddicas: las funciones de distribucion iniciales fucron calenladas
sponicndo un fujo inicial uniforme de velocidad ignal a 0.15, un mimero promedio de particulas por sitio
igual a 2.5 y una temperatura igual a 10 (todo esto en las unidades naturales del modelo). para fas niismas
condiciones iniciales y de frontera se repitio a simulacion 10 veces con una dwacion de 15000 pasos
temporales cada wna. registrandose los valores de fas funciones de distribucion sobre to 1 ced para los
tiempos 0, 200, 600, 1000, 5000, 10000 y 13000, para los ticapos niencionidos fueron calculados los
promedios de s funciones de distribucion sobre la iuestra de simulacianes.

Resultatus : EJ pérfi) de velocidades caleulado mediante fos promedios de las funciones de distribucion
sobre muesiras de simulaciones aparece en 1a figura 4.12. Como se puede ver en la figura, la simulacion
reprodugo todas 1as caracteristicas (cuando menos las cualitativas) del problema del ujo de Poiscuille )
como lo habizumos descrito mds aribi.

TIEMPO |SIMBOLO
0
1000
5000
10000
15000
20000
25000
30000
35000

PO OD<ChHPoOme +

Figura 4.14.- Flujo de Couette (simulacion con ARIANNA).

FLUJO DI COUETTEE. También se habld en el capinilo 3 acerea del problema del flujo de Couctre, para cl
que también cxiste solucién analitica de Jas ccuaciones de Navier-Stokes. Tenentos aqui un Jlujo
bidimensianal Jaminar de un fluido viscoso incompresible cntre dos placas paralelas, una de las cuafes
(digamos, la de abajo) sc encuentra en reposo mientrds que Ja otra se mucve con una velocidad constante U
en direccion horizontal (digantos, hacia la derecha). El fluido esta inicialmente en reposo y evoluciona hasta
alcanzaruma situacion estacionaria en la cual el pérfil de velocidades presenta una dependencia tineal en Ja
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coordenadi Y. con s valor minmo en L placa en reposo v st valor st el 2 U en i placa sapeti
(Ean o figara 4 E 3 apareee graficada fa solucion amalitica del perdit de selocidades en ol fligo de Conettey

Cavacteristicas de n simudacion s nttheo ung red de 207 5 207 simoss lis condiviones de fronteta e
los Tadow derecho ¢ vzguierdo se comsideron penadicas: ¢f fado mferion (Y . a diferenaa det problema
arigindmente planteadea, no se constdero pertectamente platio, Sino que se ey o an sinesion de pegucii
Torres obstaculo” con alturas elegidas al azar para simular una tapostdad superticial ded 3w dela lougitd
de an lado de Trred ¢ 720 = 1035) 0 en o lado supenor (Y107} se consideraton Tos prvros cineo
renglones como sittos de control. imponiendo al gas una velocidad horzontad uniforine U013 en esa
fronteray durante todo o) nempo de simubacion, fax funciones de distnbucion mmcales se calenlaron
suporenda que todo ¢l s se encontrabicen reposo conur tumero pramedio de pasticulias pos sito de 205 «
wna temperabira gaal a 10 wevamente expresadas taday Tas contidades cn las umidades natwrales det
wmadeloy, para s misias condiciones nciales v de fronter se Hevaona cabio Yo stimolacones conun
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Figura 415 - Perfil Logaritmico de Velocidad det Viento.

duracion de 35000 pasos temporales cada wna de ellas, registrindose los valores de Tas funciones de
distribucton e toda la red pary los tiermpos 0, 1000, 5000, {0000, 20000, 25000, 30000 v 35000; s
caleulitron los pramedios de las funciones de distribucion sobre el ensimble de las 10 simulaciones v i partir
de ¢stos se obtuvicron los pérfiles transversales de fa veltocidad
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Resubtados Lo i figura 104 aparecen los perfiles de B veloadad obiemdos ot oheeparse e
sisbeni sbamza un estado estacimano, gue o périid de veloadades correspondiesite st e esticiona i es

Imeal v que Ta velocidad det viento se anulia ne en Y0 5100 ey cerea (pars ‘)// 0 O058) debudo al

etecty de o rugosidad superticial. Puede obsenvarse adanids que ke esolucion del pedtil de velocidades tene
ol musmo comportannento gpic e teanco tlustrada en b fgara 415

PERFTD  TOGARFINECC DE L4 VRIOUCHY 8 TN i Pt NEPRREG
ATMOSEFRICD Parne probar - capacidad del miodelo ARTANNA pura simnndae of comportaniento
wrhilento que se presenta en la capa superfical atmesfencn s eimo reproduct el partil de velocidades
fopantmico (o cuast-foganitimicoy on da capa superfioal tipicy Comn seodygo en o capinio 20 esta
caractenistic de b vetocidad del viento e L capa superfical o sido detwostiada medonte mdtados semi-
cempiticas. por otro Tado. of perlit de faoveloadad del viesto o5 mas aprosinadamente Toparinpeo s tas
condistones de estabtlidad soncaproxomadaniente neutias oy dectrs s el pradicnte de T temiperdura s
aproxtadamente adiabancor EL pertil de T veloadad dod viento puede escribirse on gereral, de a
siguichie winer

b 5o ] (+12)

donde mes By velovdad e dol siente ) es Lo veloadad de focin boos By constante de von kamum, 2
es Jaalwra sobre by saperticie terrestre. ool longwnd deoeostdnd, Loes L Joneiud de Monn-Obakhos
Vo0 es ama fuecion universal que o eocuenta e correcciones al perlil locaritnnco debidas a las

condicionges de estabilidad atmosférica existentis

Caracteristicas de Lt simulacion - Las simulacioney se electiran esaetunente de louisma nuner gue
an el caso ded Nujo de Conette, pero consideranda diterentes valores para s clocidad honzonta) constante U
tmpucst i los canco renglones supetiores. Los vidores constdetudos Tucron U001 03, 0.5 0.7 09

Resultadas - 1o T figurs 4 15 aparecen Jos resultados do las sinmlaciones (pérfites de fa v cloadad para
iversos valores de Uy 1=35000). Se puede observar en o fgaea ques a partr de U=05, ¢l péefil de
veloedades comienza o presentay desviaoiones von tespecto al comportamento fineal tipieo de la situacion
lannnarky que pata U-0 9 se ha desarroliado un perfil de velacidnd predaminantemente fogatitmica (tipico
de do sitaacion trbulentay. Pary propasitos de comparacion fue dibujada una curva contingg que
cartesponde o Ly conacion 412, donde

con '\“K) =0.299308, %, 1047, 4=, 200422 y b1 015957

DIAGNOSTICO DEL CAMPO DE VIENTOS EN L TALLE DE MENICO 1V SUS JLRENEDORES.
Como se expreso anterinrmente. una de fas principales ventagas que tienen los modelos de antamalas
celulires (rente a sus rivades en e simufacion de fepdmenos de dinamica de Miidos o T capacidad de tratar
con gian factldad con condiciones de frontera complegas, Precisamente estn caracleristica sugire suuso en
Ia sulucion de problenias miciometeoraldgicos tales como o} diagnostico de campos de viento on uia reaion



seogralica deternunada. P problema del diagnostico del campo de vientos puede ser plamteado de fa
stprente nger Considerese pa red deomoenitoreo metoorologn o extablecida sobre wna regiei
veagrafica de oragratia complepa Supongase giic by red consiste de N ostactones anetcaorolagnoas de
superficie e registran, a aervalos egudares deotepipe, Tox valores delas prosion aiiosfersca,
femaeratura almosfirica s laovelocadad del viento con graenicmd v oon Joeccion el prabiema exs et ea,
etz o vedoosdoad del viento e loy sitios hospengtoreaddon” de la revion deonteres okt hora
determinadea, partendi de la base de Jox datos experimeplates abiontbos por Las oo s aexa iz
Joora, S1 pccpia Ta supoxecion deogne ol e i ierico secRcre iy i i st o ot

RAYA IRy EY)

Segnn el plantcaniento clasieo & e mectimen de fimdos, ol problema arrba Gtado sera resuelto de e
sipiicnie punera se resolverian Jas evmactones de Navier-stohes bijo Brs constoiectones impuestas por I
orogratia complopt de Laregiaiestudiede Tovalores de Tveloadad ded viento en Bis trontees dol domnme
du cilenlo s dae condictones temporales rintoticas defimdas por Jos valotes
medidos experientalitente on by estciones micteorolosicas St embaren cste ne o el metadee utidioado
realmente on e practiva Generabmente seonthzan metodos natenstioos deony pobre base fisioa qen
ocastones, a1 wineumd; Do ostos modelos de disgrdstice de caumpos deovento sise b habLudo brevenente
en el capituto 1 Ui cemplo mny senofo es of modelo IS A Ve parigrat 14 capindo 1) Fremplos
s safishcades son certos alvorines demterpobiciin v extrapolacion gie penesin wi primer simpo e
vientos gue o uocontinuacton sotichde o procesa deo st il con T vondicenn e
meompresibilidad coma constricaion. para obtener an canipo Jo viciios cansistente con i onservacion de
I masa. Como cpemplo conereta de oste tipo de modelos podria darse of modelo MATHEW desarroblado o

¢ L aeloadad del vienio

of Lawrence Livermare Natonal Laboratary de b Universidad dv Calioran [ 1

{1 mudelo ARTANNA ha sido ntitizado i unomtento de resolver problemas de diagnostico de campos de
viento et regiones dooorogralin complepr En oconereto ha sido ubiltzado para reconstruer a componente
hortzontal (g altora de 2400 mtos sobre el mivel del man de un compo de vientos estacionario
correspondiente a Ly cona del valle de MNeésico v sus alrededores paga los dias 31 de jolio v 26 de agosto de
1994 a {as D00 15:00 v 21:00 hirs

Hay que hacer diversas aclaraciones aceren de darealizacion de esta simulacion Tos datos topograficos
introducidos en el madelo fueron obtenidos a partir de los maodelos digitales de clevacian distribuidos por la
Diveceion General de Geogratia del INEGLE Esta mstatucion praporciona Jos datos de elevacion del terreno
de una zonma dada en archivos binarios correspondientes a un grado de Lititud por un grado de longitnd con
una resolucion espacial de tres segundos de arco. De estos datos se extracn fas coordenadas horizontiles de
los obsticiilos solidos de Ly region consuderada coyas elevaciones son weyores o iguales a la altura por L que
se estid inferesado ten este caso, 2400 mtos SNM). San Ias coordenadis de estos siltas 1as que. escaladas a Lis
dimensiotics de la red del gas modelo, definen en donae se encuentran las fronteras solidas introducidas en
la stmulacion. 20 Ta figura 408 aparece la ubicacion de dichas Tronteras sabdas dentro de wna red de 394 x
468 sitios que representa una region bidimensional de 100 Kmox 100 K aproxinadamente. Como
estitcioties metcorologicas se utihizaron las cuatro estaciones micronicteorologicas (que el LLE ticne
instaladas en fa ciudad de México (y que se encuentran en fa ENEP-lzuicala, en el Vaso de Tescoco, en ¢
Centro de Ciencias de {a Atmdsfera de In UNAM v oen fa UAM-lzapalapi). Las ubicaciones de estis
estaciones dentro de a red se presentan en fa figura 4.16. Para las horas v fechas anoladas arriha, se
registran fos datos de presion, temperatura v velocidad del viento en dichas estaciones. En fos sitios de {a red
que no representan ni estaciones metcorologicas ni fronteras de la red se caleulan funcianes de distribucion
correspondientes @ una siluacion de equilibrio local (imecinico v térmico) utilizando valores promiedio de la
presion v {a temperatnra en la zona. Estas son las condiciones iniciales en dichos sitios. En los sitios que
representan cstaciones meteorologicis se instalan sitios de control donde los valores de las propicdades
macroscapicas (presion, tewmpreratura, velocidad del viento)
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Figura +.16.- Posiciones geogrificas de las estaciones de control utilizadas para simular ¢l campo de vientos
en el valle de México.
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Figura 4.17.- Posiciones geograficas de las estaciones de referencia wtilizadas para comparar las velocidades
del viento estimadas por ARIANNA.

05



pernmatecerin identicos a o dargo de toda Y osimulacion tignates. desde Inegos o jos vadores obtenudos
evpottnentdmente on dichas estacionesd Tamsbicn en b fronteras qo-solidas de eed oo mstal

sitmes de cantrol Aqui, tos valores de fas lnnciones de distribucion se deternuman spediant. dotos histar o
do previon tenpernnry vveloodad del viemto regrsiradon o ostmaion. © erenis (51 gue s iy on vaso
de aue no basa tdes estaciones se utilizan los vatores proedio de Jos datoss disponibles eo L cstacrones do
L red anereoreddicn de control Una ves preparado hage bas condicienes micales v desont oo se dea
s sobre e cudd actan fas aociones constctiva praducidas Gate por b fronters sobidas

evoliaonat of w
cotlo por s condiciones ampaestes on fos sitios e controll Lasta gque seo aleance e estado

aptosineidiomente estwcionano. K resuliado de o simlaci e seras cn princpr o i cotecimary

lovatend proy Loy coedictanes de froidera presortay g e st e O Lalisos el vanitare

arcterobotes e que fue Jorzado a hucerdo

Figura L8~ Stmulacion det Campo de Viewto e o vable de Meéxivo v sus aliededures (Altuea: 2500 mtos
sobre el nivel del mar. Dia: 26 de Agosto de 1994 4 las 2:00 hiy)

Lit evolacion del gas modeto a una situacion de fujo estacionario requirio SO0 pasos temporales v una
promediacion de fos resuitados sobre cinca sinmdaciones en cada caso. Bt campo de velocidades obtenido (en
cuinto a su direccion) para ¢l dia 26 de Agosto de 1994 a las 900 hrs. se muestra en fa figura 418, Estos
resulindos se muestran fisicamente azomables e I¢ominos cualiltativos, mastrando claramente fos efectos de
la topogratin modificando ta direecidn det viento v geticranda zonas de recircutacion
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Tabla 4.22.- Comparacion entre las velocidades del viento medidas enpiricamente y las estimadas por
modelo ARIANNA (las del lado izquicrdo corresponden al dia 31 de julio de 1994 3 las 9:00, 15:640y 21:00
hes, snientras que las del lado dereebo corresponden al dia 26 de agosto de 1994 a las mismas horas).
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Cn las figaras 4 19 3 420 se presentan fas gralicas de Ja siulacion e Lo ragion do capeciit mteres g
rodea a ta cndad de México para fos dias 31 de Julioy 26 de Agosto a Lis a0 1300y 2100 haras

Para evaluar cuantitativinnente los datos obtenidus de T simulacion. se witizaron diatos obtenidos por
una serie de cstaciones meteorologicas de la Red Automitica de NMonitoreo Ambicntal (RANAY del
Depintamento del Distrito Federal (DDF). La ubicacion de dichas estaciones se presenta oh b figura 417,

La evoluctin del gas modelo a una sitnacion de o estacionario requirio 3000 pascs temporales voina
promediacion de los resultados sobre cinco simulaciones en cada caso, B arupo de velocidides obtenido (en
cuante a su direccion) pari ¢l dia 26 do Agosto de 19944 o Las 9.00 Tns se muestia on B fura 1S Bstos
resultados se mestran fsicamente razonables en témunos cuabiftatvos. mostrinde chinymente fos electos de
ta topogralia modiicando la direcoion del viento v generando 2onas de recirculacion

En Las figoeas 4 19y 420 5¢ presentan bas gralicas de b stmbacion en Ta regron de especial anterds que
rode a b cindad de México pana los dias 51 de Julio v 20 de Agostoa fas 9000 1300y 2100 horis

Para evaluar cuantitativamente los datos obtenidos de Ta simulacion. se utiharon datos obtemdos por
una serie deoestaciones metcorologicas de la Red Automatica de Monitoreo Ambiental (RANIA)Y del
Departatnento del Distrito Federal (DI, La ubicacion de dichas estaciones se presenta en i fignra 417

El anilisis comparativo de los datos caimados por el modelo ARIANNA v los obtemidos
experimentalmente por ln RAMA se preseati en bas tablas 3.21, La direccion de 1 velocidad del viento esta
expresada por el dngulo entre Iy direccidn de pravenioncia del viento con la direccion Norte, La
comparacion muestra un acuerdo razonable (al menos en el nivel cualitativo) entre ambos conjintos de
datos. Generalmente, las peores estimaciones e Ly velocidad del viento han ocurtido cerca de las fronteras
sotidas, y pensamos que esto es debido a las condiciones de frontera que se han impuesto alli (tas particulas
que Hegan a las frouteras solidas simpleniette invierten su direccion de movimicnto). Se esta actualmente
explorindo fos efectos de otras posibnlidades para Las condiciones de frontera

Para finalizar la descripeion de las posibilidades del modelo ARTANNA, habria que decir que una ligera
modilicacion de éste permite simular fenomenos de transporte v dispersion de contaminantes il menos desde
¢l punto de vista cnalitativo. Para realizar esto se ntilizan dos especies de particnlas las cudles se representan
mediante dos ciumpos boolcanos carrespondicntes o cada direccion vilida de movimienta de las particulas
uno de estos campos baokeanos dirdy si luy una particula moviéndose en esa direccion v ¢l segundo campo
nos dird a qué especic pertencee dicha particuls. ts necesario adenvis anadic un cuarto operador (Hamemosle
F) alos operadores T, C y B descritos en el parigrafo 4.3, Este operador simularia clectos debidos a la
gravedad vy operaria de la omanera siguiente: para cada sitio de la red se ealenlaria la diferencia,

dn= (n‘J n,), de las densidades de masa de las especies O (aire) v I (contaminante). si On >0 la
contponcnte vertical del momento en el sitio serd incrementada por 1 con una probabilidad proporcional al
vitlor aboluto de 8 0v: si. por el contrario. S es negativa dicha componsnte serd disnrinuida ¢n ls misama
medida. Esta reghy conduce a un compartamicnto colectivo de las particulas que simuta efectos de boyancia
(al menos, cualitativamentc). La fignra 422 muestra una simulacion de ascension de wna pluma
contaminante mediante una red de 300 x 300 sitios. Las condiciones iniciales fucron prescritas aswmiendo
condiciones de estabilidad nentras (con una temperatura superficial igual i 295 K) v un pérfil de velocidades
dado por la formula;
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donde v, = 1.0m/ 5 v zo=10 mtos. El paso temporal del antémata es equivalente a 0.3 segundos v la
distancia entre dos sitios de la red es cquivalente a 4.0 mtos. Se permite evolicionar af sistema durante 500
pasos anteriores aj comienzo de las emisiones. La altura de fa chimenca es de 100.0 ny, 1a velocidad de salida
es de 7.0 m/s vy la temperatura de salida de unos 423 K. La masa molar del contaminanie fuc 28 Se
establecion un vicnto cstacionario en ¢f tope v el fado izquierdo de fa red v los obsticulos solidos fueron
introducidos en cf fondo stmudando un terreno citadino.

Tiempo: 0 s Tiempo: 50s

45 4 14 f‘s-.-; g 0 kol AALIEE g8a o &1 3] AL TR, DL TR I A I T R A D WL TRTY
Tiempo: 150 s Tiempo: 200 s

Figura 4.22.- Simulacioncs de ascencion y dispersion de una pluma contaminante.
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CAPITULOS, )
ANALISIS DE LOS MODELOS DE LATTICE BOLTZMANN PARA LA SIMULACION DE
LA DINAMICA DE FLUIDOS,

5.1 ESBOZO DEL MODELO.

En este capitulo, analizarcmos ef modelo Lattice Boltzmann presentado por R.D. Kingdon, P Schofield
y L. White en ¢l articulo “A Lattice Boltzmann model for the simulation of fluid flow™ (| 7). 1992) v
prescutaremos una serie de prucbas del modclo ante situaciones de Mujo conocidas.

Para modelar ¢l movimiento de un fluido en un espacio bidimensional, considerareios wna red de
poligonos idémticos que cubren todo cl plano (exactamente como en el caso del modela Lattice Gas) y
asociaremos al centro de cada poligono wn determinado niimero de “particulas” (es decir un aimero real y
no, como en ol modelo Lattice Gas, wna “variable booleana™). Estas panticulus ticnen wha cierta velocidad
que csta restringida a un conjunto discreto y finito de valores posibles. Estas naicas velocidades posibles que
denotaremos por ¢, (i = 0,..., N) son, esencialmente. aquellas que necesita la particula para wrasladarse
al centro de alguno de fos poligonas vecinos et el siguiente paso de ticmpo.

Vamos & suponer que todas las velocidades ¢, (i = 1,..., N') de nucstra red de poligonos idénticos
tienen exactamentc la misma magnitud L (que necesitan las particulas en un sitio para trasladarse a alguno
de sus “primeros vecinos” cn el siguiente paso de tiempo). Como s red estd formada por poligonos
regularcs, ¢s nawral saponer due las arientaciones de las ¢, cstin igualmente espaciadas. En pacas palabras,
podemos escribir fos valores permisibles de las velocidades microscopicas de ki signiente manera:

i )
¢ = I,c(xs{L:%/,-r-].\%L I.sel{l*;v—”*lf'. i=1..,N 51

De lo dicho se desprende que el estado del fluido en un deterswinado “sitic” © vy en un determinado
instanic de tiempo { cstd completamente especificado por una funcion de distribucion de velocidades
f (F,t) que indique el namero de particulas que se mzeven con cada una de Jas velocidades permitidas .

Esta claro que si A es el drca de cada wno de los poligonos. podemos definir Ia densidad de particulas
en un “sitio” como la cantidad p (T,1) tal que:

— N
pPEDA=Y " (1) 5.2
Desde lucgo si consideramos que la masa de cada una de las particulas es m=1 (Hasta ahora estamos

pensando en particulas idénticas), p (F,t) serd a la vez Ia densidad de masa como funcion de fa posicion
y del tiempo.

Del misio miodo podenios definir fa velocidad macroscopica (o velocidad hidrodindmicay U(F.t) yla
encrgla media por panticula Z(F 1) como las cantidades que cumpicn To siguicate:

pENEENA =Y &f (1) 5.3

2
o (P OE(F, DA = Z:G%-f, ) 5.4
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fEvidemtemente. para poder eseribar Ia expresion 34 tenemos que despreciar coalquier tipo de energra
potencial de mteraccidn entre tas particutas y considerar de becho b sistenia como una especte de "gas
ideal”™. Sin embargo, si queremas atadir al madeto efectos debidos @ algan campo externo, ¢omo el
gravitacional, podsiamos agregar otros térninos a la expresion 5.4 1.

Si en vez del mimero de particulas con velocidad ¢, consideramos a f, (7, 1) como by densidad de
particulas con tal velocidad dentro del poligono correspondiente, podresnos prescindie del drea A en fs
ecticianes 3.3 v 5.4,

El modelo. muy simple en principio, consiste sencillamente en esta. en cada paso de tiempa tadas s
particulas se trastadurdn al sitio vecino indicado por sus correspondientes velocidades y, una ves alli.
“interactuardn” de alguna manera con las demds particutas ubicadas en el mismo sitia, cansenandase
durasie kit imeraccion tnto ¢l ntwnero de pitrticulas como ¢l momento v kit energiit (Aunque en el modelo
mis simple, ef del articwdo de R.D.Kingdon ot al, kx energia de hecho no se conserva). Esperamos ademis
“forzar” al sistema para que on ostas iuleracciones entre pastionlas” e satisfigan las ccuaciones
usacroseopicas de Ja niecinica de los ufdos.

5.2 LA FORMA GEOMETRICA DEL MODELOQ,

En principio a velocidad macrascapica puede tener una direccion arbitraria v, dado que ésta representa
un prouedio de las velocidades de las particulas ubicadas en el sitio en cuestion | es convenicnte gue fas
velocidades ¢, (que son Fas misntas en todas paries ¥ cn tode tiempo) no privilegion alguny direccion en
particutar,

Consideremos una funcion de distribucion de velocidades (consideremoski momentaneasmenie como
continua) f(F,V,¢) que sea simétrica con respecto al valor medio de fa distribucion {cs decir. que tenga el
misma valoy para ¥ =4 — [, donde i es la velocidad macroscapica, que para V' = i + ). Supongamos
que fa Ancion de disiribucion tiene propiedades de simetria mis fucrtes adn: que tiene 1anto simetria de
espejo (con respecto a los planos en el espacio de velocidades que pasan o (raves de Ia velocidad micdia)
camio sistietria de rotacion itrededor de tal valor medio. Estas propicdades imitan los valores posibles de Tos
momentos de 1 distnbucion,

St se trata de un espacio bidimensional los momentos de ka distribucion son de In forma:
I 0y =1))" (v =) f VY
Debido o fas simetrias o fas que aludimos arriba, en el caso en que uno de los exponentes m y n (o
ambos) sea impar el nomento correspondicnte serd necesariasmente nule. Ademds ¢l mewenta en que los

exponentes sean n y m valdrd fo niismo que ¢t monento en donde los exponentes sean ey s,

Exel caso de la fincion de distribucion maxwetliana (ccuacion 3.21) los womenios tienen la siguientc
formu:

U=0, UU =85 : TUU, =0,
p

DTU:-U"‘U]: :-»[2'2—[61& 6mp +‘6”“ 6Lp +5||~ Bkml; 3.5
P

X



Supongamos que en alglhn punto Fde nuestra red discreta of mimero de pasticulas con cada vina de las
velocidades, f, (F,1). cs el misma para todas cllas. Si los poligonaes que constituyen ta red son poligonos
regulares, I velocidad hidrodindmica cs mula y los momentos de la distribucion son proparcionales a

N o} N X . ()] 2)
Z, e )" (¢.””")" {Desde luego, en estas expresiones v en las que siguen ¢V y ¢ denotan las

coordenadas horizontal y vertical respectivamente del vector L" }

Para que el comportamiento del Nuido sea isotropico en las condiciones de igoal mimero de particulas
en todas Ias direcciones parmitidas se necesita que los momentos (cuando menos, fos monentos de orden
1,2,3 v 4y estén dades por s expresian de fa forma 3.5, {Es clro que In sitmacion de igual nimero de
panticulas en todas las direcciones deberia corresponder en nuestro modclo a un estado de equilibrio local de
velocidad media aula v, por lo tanto, ta funcion de distribucion discreta debe tener propicdades de simetria
sewngjantes a las de la maxwelliana) Necesitanios entonces que:

e =0

Nt :
Z,]‘ﬁ c\ :Mauﬁ'

N BT L.
ZLILI G Gy “O'
L R - s s 1
e e = R[8. D, 5+, 0y +8,:0y, |1 Sead

{donde M y R son constantes niuéricas]

Sc puede ver ficilmente que si N=3 sc cumplen 5.6a y 5.6b pero no 5.0¢ ni 5.6d. Si N=4 [es decir. si lt
red es wa red cuadradal, se cumplen 5.6a-c pero no ast S.6d. Si N=5 o N=6 s cumplen todas las
propicdades 5.6a-d.

Dado que no puede cubrirse ¢l plano con peatigonos idénticos, ¢l modelo mis simple que podemos
utilizar con propiedades “razonables” de isotropia es wna red hexagonal con seis velocidades “moléculares™

pertuitidas:
: iz . im |, .
C, = Lcos Y X+ Iser{—a—lv i=1..0 57

Adoptarentos entonces para ¢l modelo una red hexagonal pero anadiendo wna séptima velocidad que
represente a lis particulas en reposo, ¢, = 0 feuya introduccion cvidentemente no altera la isotropia de!
modelo]. Una ilustracion de kv red hexdgonal y de las velocidades permitidas para las particulas aparcce en
fa figura 5.1,

En el pardgralo anterior se hablo de que en cada paso de tiempo of modela realiva dos operaciones sobre
fos clementos de tared: se deja flvir libremente a las particutas y, Incgo, éstas interaccioman entre si destro
de cadu poligona. Esta “interaccion” consiste en una recombinacion de las velocidades de las particulas que
modilica la funcion f, (F 1) en cada sitio de modo que se cumplan ciertas propiedades fisicas. La forma de
Ia nueva Tuncion de distribucion serd deducida en of parigrafo 5.3 y, como se veri cutonces, no dependerd en
cuanto a by forma geométrica de ki red mis que de fas propiedades de simetria S.6a-d. Es pracias a que sc
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Figura 5.1.- Una de las ccldas de la red hexigonal y sn imuediata vecindad. En la ilustracion aparccen todas
las velocidades penmitidas a ias “moléculas” del “gas”. En e centro del hexagono puede haber ademis una
particula en reposo {correspondiente a la velocidad ¢, = 0).

cuuplen estas ccuaciones que pucde “forzarse™ al tensar de esfuerzos correspondiente a una situicion de
cquilibrio Tocal (producida por colisiones) a satisfacer las propiedades de isotropia ¢ inavariancia galileana
ascgurando quc ¢l comportamicito “macroscdpico” del “fluido discreto™ sca una buena aproximtacion del
mavimicnto de un fMuido bidimensional descrito por fas ecuaciones de Euler.

5.3, DESARROLLO TEORICO DEL MODELO.,

En ¢} pardgrafo 5.1 se definicron diversas funciones de la posicién en fa red v del ticmpo (ambos variables
discretas) tales como p (P, 1), i (F 0y y E(F,1) .

Desde luego podemos pensir en todas ellis conto funciones de variables continuas (la posicién en el
“espacio bidimensional continuo” y ¢l “tiempo continun), pero evaluadas en punios discretos especiales y en
una sucesién de instantes de tictpo iguatmente discreta. Tal interpretacion nos permite bhablar del gradiente
y la derivada teniporal de tales funciones,

Unia aproximacion razonable a Ja derivada temporal de una cicrta funcion @ (F,1) seria su incremento
on
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un paso de ticimpo ya que cstamos supenicndo pasos de tiempo unitarios. Asi,
a¢ . . .
L F 2 g+ b ()

w
x

o . . B,
o, can la misma vilidez, j"‘(l,l) =g(F,0)-¢p (F,1-1).
¢
Una aproximacion plausible de las derivadas espaciales podria ser obtenida con las siguicntes relaciones:

Tz ¢ 4e-4 6.0 y

(para todas las velocidades moléculares ¢)).

,a
!

~

[Aqui ¢l subindice « seiala la coordenada de que s¢ trata y, signiendo la notacion de Einstein, su doble
aparicion cn un mismo t¢rmino indica Ia suma sobre todos los valores que puede tomar o],

Ahora bien, las relacianes 5.9 ticnen el inconveniente de que no nos dan directamente las parciales

a¢ . ] ) o _
———(F,1) ademis de que no son compatibles entre si. Por esto convienc utilizar 5.9 para “deducir” lo

dx,
signiente;
6 “« {7 ¢ () f - o -
Zx:lcl C‘/, = ,_-|ci (¢ ("+C‘,’)—‘¢(",I)]

{? '\‘l 1

lo que nos conduce a:

¢ 6 P o 4_xw A . "
35::;- :)_ alfl -;_;,;_ "lcl cl = ZA~1L' [¢ (’. +Ll‘l) - ¢ (’ ")]
?¢ I 5.10,
( o o -
N 7 =EZHC, [¢ Gvé,n-¢ 7))

la cual es una expresion que ya no depende de alguna direccion particular elegida para su evaluacion.

De lo dicho en e parigrafo 5.1 estd claro que las particulas en un “sitio” F, al tiempo t+1 y con wna
velocidad ¢, son las mismas que estaban en cl “sitio” ¥ - ¢, al tiempo t con la misma velucidad excepto por
una “modilicacion” debida a la interaccion entre las particulas ubicadas en ¢l mismo sitio. Si lamamos A, a
esta “modificacion” podemos escribir fa siguiente couacion;

SiG )= f(F-E,0+A, 5.1
De hecho, ésta es (en nuestro modelo) la ecuacion analoga a la Ecuacién de transporte de Boltzmann.

Dado que es necesario que se conserven ¢l mimero de particulas, ¢l momento totad v la energia total
durante las colisiones, cvidentemente debien scr vélidas todas las ecuaciones siguicntes:
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Z°,,0/‘<f,r+l)=Z“.,f(w‘,)
Z 26 f(r 1+1) = Z‘” . j(, ) “n

P ,f(r 1+1)= Z“ &.1)

Estas ecuaciones (que deben cumplirse en nuestra modelacion de las “colisiones moléculares™) son
aproximaciones a las ecuaciones gencrales de 1a mecanica de los fluidos, como se niucsira & continnacion:

De 5.12a se sigue que:
6 - - 3 - . o
2 ME - L EN 2 AL ED-1F -8} =0 513
El primer término de 5.13 puede claramente expresarse como:

XA TS FD = p @)~ p F0=SLE )

El segundo término puede reducirse a la siguicnte forma:

o MEN-1F-é0)=2 ¢ m(r r)———Z. G r)~

J -
Por tanto, la ecuacién 5.12a es andloga a la ecuacion de balance de masa —5{—) +V.(pi)=0
De 5.12b se sigue que:

PN TAGRES B A ) ED I c“{j(F r)-,:(r‘-—z-,,l)}=o
= 2.6 ~—-(r:)+2 '~~(r:) 0

Aplicando la ecuacion de balance de masa podemos escribir:

AP e p p O e n OP s

a’(pu) "[(9I+?x (pu )] {pu o, +u'n 5 ~u
a . #

'+c?x,, 26:1‘3 ¢, [, =0

au’ Py’ J <
P pu - ;ﬁ “":;};Zix(c'a -u“)(c," ~u”)f,.(i",l)

) louwr  ,ou] o
— = 4 - afi
= p Dr" p[ 57 c?x,,Jn (?x,,a

n
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que puede ser interpretado como las ecuaciones de Navier-Stokes st “forsamos™ al i toma par g

" -~ n : >
g“l'= }_‘No(c u")(c," -y ) J,(F,1) scaigual al tensor de esfuerzos de Navier-Stokes:
o ampb,,+ n(V"u" +V -8, VO J+¢ 5,V

Desde luego, cottio ett la teorla cinéticn, a®/ puede también ser interpretado como la contponente |} del
flujo de monicnto molécular en la direccién o™,

LA que nas lleva la dltima ecuacién, 5.12¢?

'-02[f'(””) ~SEn)+ Z,Oz[f(r 0~ f(F~E.0] =0

V7 : C,2 f o
= Sl it Z,Dz fi=0
s (6 2)_ .
(pE)+0,,xZ (¢ —u')f + ‘02“./".
2.6 (c,’~u’)f, =0
._a__ y g A 9 fy G 6 (E'*i;)zl‘r ¥ -
= FylpEyru ax,(”E)“‘ ox,° "oy Xy Ae -0

LA S U B GRS PSR (@-a, , _
= [)’(p J) (pl)+ur ax! (pl‘): N P X, al’ 4y iy 2 (": “7)./;

El término de 14 izquicrda cs ¢l cambio cn cl tiempo de la energia total (interua mas cinética) para un
elemento de fluido”. E) primer término de la derecha cs el flujo de cnergla molécular que se “traduce

macroscopicamente en el trabajo sobre ¢l clemento de fluido realizado por sus alrededores. Finalmente, cl
ultimo término s ¢ flujo de calor,

Esta eouacion de balance de cnergia no es valida en el madelo que presentaron R.D . Kingdon et al {como
vercmos mds tarde) dado que alli no se conserva la cuergia en las “interacciones wmoléculares
s .

éculares”. En nuestra
extension posterior tomarcmos cn cucnta ka conscrvacion de L energia, pero sélo tendremos un control muy

limitado sobre et vector Mjo de calor Z L_.__zﬂ)__(g.‘ - ﬁ)f ..

{ Desde el punto de vista de 1a teoria cinética este vecior se interpreta como el flujo de energia 1érmic
visto desde ¢l sistemna de referencia del centro de masas local]

Ahora bien, vamos a pensar que las funciones de distribucion de velocidades moléculares que resian de
1as “colisiones™ s¢ pucden escribir como la suma de dos érannos: el prisnero de éstos representa ta funcian
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de distribucién que tendriamos si el sistein alcanza un equilibrio local tras las colisiones; ¢l segundo
representa $a desviacion del estado de equilibrio tocal, el “término viscoso”. [En of capitulo 3 mencionamos
que en fcoria cinética puede obtencrse wna funcion de distribucion £, que describa electos viscosos
(recuperando las ccuaciones de Navier-Stokes) anadiendo una “perturbacion” & f, a la funcion de

distribucion correspondiente al estado de equilibrio local. Ia maxwellisna £, Vamos a hacer algo miuy
semejante en ¢l planteamiento tedrico del madelo). Asi,

f=f 46 f,.

Si hemos de forzar al sisteroa para que cumpla las ccuaciones de Navier-Stokes, esti claro que debe
cumplirse:

—Z:ﬁ o( ~ )(C ! ’""ﬂ)f ==p 6.,/1 )
“ZG( “")(" -u')§ f, = ')[V"ll” VO =8,V [+ 8,V

516

5.3.1. EL TERMINO DE EQUILIBRIO.
Antes que nada vanos a recordar que Jas “interacciones molécutares” que producen a modificacion de
las funciones de distribucion se realizan en cl interior de cada poligono y que de Ia forma geométrica de I
red de polfponos no se utilizara en nuestros cdleulos mds que las ccuaciones 5.61-d (pardgrafo 5.2). Para

nuestra red hexdgonal (siendo fa distancia enire los centros de los hexdgonos igual a 1) las ecuaciones 5.6a-d
se convierten eh las siguientes:

Z,gr = ) Z,ocl cl ""3611/1;
Zloc, C, c =0,

;3
Y B 5 N .
Z) 0 | "l c')'c' = 4[5a/lby-5 +5uy()[h5' +§u&§[ly] »

E término de ba funcién de distribucion de velocidades que corresponde al estado de equilibrio local seri
propucsto comao una maxwelliana de Ia siguiente forma:

Tz )= p Clie yexpl-ale )(é - i)’) 517

donde C'(ii,&) y M(g) son funciones idéuticas para todas las velocidades permisibles.

Podeos escribir, entonces, evaluando 5,17 en i1 = 0

J0,e)=p{0e )expl~M(s )cf}
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Estd claro que f, (0,£)= f(0,&) cs la misma luncion para todo iz0 [Es decir, para todas las
velocidades excepto &, = 0 ] dado que cuando la velacidad macroscopica se anula tudas las direcciones
estan e las mistras circunstancias. (esto se milizo en ¢l pardgrafo 5.2 para deducir las ccuaciones 5.6a-d).

Después de esto podemos escribir:

Sie )= /)(")(EO )f(O ) exp{}f iie } i#0,
folile )= /)(,,)ﬁ,__l/ (0,6);
ALK C0.6)" 9
. o . f(u
Vamos a trabajar con la funcion de distribucion normalizada ¢, (ll I - lo que nos permite
P

escribir lo signiente:

(0,6 )exp{7 (ii,&) - & |

7, (0,6 ) +7(0,) D expl7 (i, 6 ).¢,}’
10 5.18
,(0,¢)

iy (0,6) +71(0,6 ) D exply (7.6 ) - &} ;

n(ie)= i#0,

INURAE

En realidad, en el modclo de R.D Kingdon ct al no se considera en absoluto la energia interna £ ya que
no hay conservacion de la energia en las colisiones moléaulares. Por tanto, podemos simplilicar la expresion
3 18:

Tz(O)exp{f(ﬁ) -C, }

R O 2 N
i, (i) = 7,(0) :
’ n,(0) Hz(O)Zuply (i) c}

Ahota hagatmos I suposicion dc que ‘}' (i) ¢ lr:-:l (s tarde verenos que implicaciones tiene). Esto
nos permitiria hacer la siguicnic aproximacion:

0Xp{ff,}5|+(f~* A L
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fl g 3 3
= Dexp{y&fz6+p” DA Z—~~;-—Zc,"c,” =0 5y

120 120

Al+(7é)+ Y

(7"-?'.):}

: 3

= TI,(I?)E;T(O)[H(}'"-E;)-r-——,;—*—:,—ﬁ(o)y‘ 5.19a
Un desarrollo absolutamente andlogo nos permitiria escribir:
[ 3u(0) ,]1

(i) = (1-6mo) 1- ==y * | 5,19

[En ambos desarrollos utilizamos el hecha de que il'o(()) +6i(0) =1, lo cudl se signe directamente de
que ii',(fi) ¢s la funcian de distribucion normalizada)

Ahora vamos a forzar a la distribucion para que cumpla con dos condiciones:

(DEI promedio de las velocidades moléeulares (desde huego pesadas por ta funcion de distribucion) nos
debe dar por resultado precisamente el valor de la velocidad macroscpica i anterior al momento en que las
“colisiones entre lay particulas™ tienen lugar. En nuestro modelo esto es equivalente a que la velocidad
media (v el momentoanedio, dado que se trata de particulas idénticas con masa=1) se conserve en las
interacciones e lay moléculas dentro de cada lhexdgono de la red.

(2) El “tensor dc esfucrzos” debe ser isotrdpico y. ademds, invariante de Galileo. [es decir,
N[ 7 AN ; io
P ‘;O(C,” - u")(c,/ —II/)H, debe ser proporcional a o puesto que es una funcion de las
velocidades relativas al centro de masas (recordamos aqui que nuestra funcion de distribucién solo depende
de 1a velocidad macroscopica y de fa densidad pero no de la cnergla interna)). Estas son claramente las

propicdades del tensor de esfucrzos correspondiente @t una situacion de equilibrio local que permita una
aproximacion del modelo a Las ecuaciones de Euler

; ; - , , . 6 o
Examincmos la primera condicion. El promedio de las velocidades moléculares es Z,-o".”.(") y st
resultado debe ser i . Veamos:

-~

Z(’ .ﬂ (-),_—(G) ,,Zd La __7:_}_’6 6w pS . P
i=0Ci M= Y WL “Z‘"!(-, ¢, ::3”(0)}/

2

#

Esto debe serigual a 47 'y, por tanto, esti claro que debe ocurrir:

81



o i
70 =S

L
1)

Vamos a exigir ahora que 1a energia interna-por particula (o por unidad de masa, ya que la masa de cada
particula es unitiria) sea un invariante de Galilco.

- R 6 f .. R
El doble de esta energia interna miedia por particula, <(¢', ~ll) >= Z ”(C, —u) N,(ll), es el

a

— ) ,
romedio de una funcion de las velocidades relativas /" ={¢ =i} de las moléenlas respecto al centro
! 1

local de masa. Dado que las velocidades  no dependen del sistema de referencia clegido, tampoco debe
depender de csto una funcidn de tales velocidades relativas ni su promedio.

- - )2 2 L —-— —
Aliora bien, en ¢l caso enque # = 0 sucede que <(c, -—H) > = <c,'>u, 0= Z ¢, ' (0) = 67i(0)

=0 121
— -~ 2 -_— . .
y, como se trata de un invariante de Galileo, <(c, - ll) > debe resultar siempre 671(0) independientemente

de cual sea la velocidad macroscaopica.

<(E, - 17)1> = (cf)—u:

pero (¢2) = 2 7 (if) = 2 w(ii) = V=7, (if) = 1= (1 - 6)7(0))[1 —3—7--y ZJ

Yeamos:

2
" .

= <c,2> = 6ii( Q) + 5;_;_(“67* "

= <(Z', -17)1> = 67i(0) + "2[85%5)'* 2]

5

De ddnde se sigue que para que <(5, - ii) > sea invariante de Galileo ¢ igual a 6/1(0) dcbe ocurrir

. (Y la energin interna media por particula resulta ser

1 I
7(0) = Y por tanto, 77,(0) = 1-6ii(0) = 2

- I
iguala £=3n(0) = —).
4
La funcion de distribucién normalizada cs (bajo cstas condiciones) igual a:
SN v oa) of . )2 ,
i (if) = Tz-[l + 4(:/ ~cr,) + 8(11 -c,) - 21/'], para iz,
ﬁo(ﬁ):i[l-mﬂ]:l—u?; 5.21
2 2

Desde luego, como 77, es la funcion de distribucion normalizada, la funcion que da la densidad de
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particulas por cada velocidad mokécular serd f, = pF,.

Antes de mostrar el segundo término de ta funcion de distribucion de velocidades, el érmino viscoso,
vamos @ hacer algunos comentarios:

(Comentario A)La segunda condicion que pedimas cuaplicra 7, {#) era que e correspandiente tensor de
esfuerzos fucra isotrapico ¢ invariante de Galileo. Lo que hicimos en realidad fuc “forzar al sistema”™ para
que Ta cnergia interna fucra un invariante de Galilco. Es, sin embargo, fiicil de mostrar que pracias a esta
condicidn y a las ceuaciones (VDa-d [prapias de la forma hexigonal de fa red} el tensor de esfuerzos
cfectivamente resulta invariante de Galileo ¢ isotrdpico.

Salo necesita cumplirse que:

26 V= Zf__ﬁo(q“’ _”m)z'__,'(r) = Zin(c,”’ - u“)):ﬁ,(ﬁ) =26, 522
Z,b,-;o(c»“) - Nln)(q(:) - I((Z))rll(r) =0 523

Es evidente que cumplicndose 5.22 y 5.234 of tensor de esfuerzos resnlta invariante de Galileo ya que las
| ) 2 A Zﬁ (,(n u))( L(2) (z))—-(»)
entradas del tensorson @ =0 7= 2, A6 w0 fle, T T [ ) [que por 5.23 es mlo y, por
fanto, independiente de 7]y o Bz2p Wz e Wz g {Peracomo & =¢ Wipg Vg Ve y
. . . . 2 v
como & ¢s invariante galileano, se sigue que @ B y g 2 también lo son).

La isotropia inplica que si rotamos los cjes X e Y undngulo © y expresamos las velocidades moldeulares

¢, respecto de los nuevos cjes X7 ¢ V7 abtendremos exactantente el miswio teusor de esfuerzos.
’

!
Es facil demostrar que ocuere esto. St c,(” y c,m son las caordenadas de &, respecto a los gjes X' ¢ Y?
respectivamente tenemos catonces que:
!
¢ =M eos®+c, sen®;
1
2 (
¢V =~ sen®+ ¢, cos®,

1

De donde,
2 1AY
2 2 2 7\2 3
<(cx“’ —u'”) >:cos’®<(c,“)—u“’) >+sen'(~)<(c“"-u(") >+25en(~)cos@<(c,“’—u‘”)(c,“’ —zt“’))

Peto ((c,“’ ~ ") vu‘“» =0y <(c,“’ ~u“’):> = <(c,“’ - u”’)z) por (1) y (2), de donde se

concluye que:
U N\ N
<(c,.“’ __“m) =<(c‘m_“m) )

De mode absolutanente simifar puede mostrarse que

! t ’ t
<(C,(“ " X(,'m Y )):((c,“’-—u“‘)(c',“’~u“’)>
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Por Lo tanto, si se cuplen tas condiciones 5.22 y 5.23 ¢l tensor de esfuerzos es isotropico. Ahorir vamos a
camprobar que s cumplen estas condiciones cuanda la funcian de distribucion es o de L expresian 5,21

(2= <(C.m __"lll)2> - <c‘m’—>__"u)z

Figura 5.2

2 6 2 2 1
Pero <c,‘” >= <V, ~-[1 24° ]Z‘ - (1 r-——-u u"Z e Peae!

u*

1 1- 207 4 —— (S‘a 28 08 L0 ‘ 1-2u® +~l—‘+u“lz
y 4 «t® g Ty 2

1 2 2 l (
= “’3[:{ 4 u'” - ”(\) = Z =g. Como £=¢& Vi g ) , SC sigue que

M
eV=g"

@ <(q“’ ~“m)(qm _ u”’)) - <c“”c‘”’>~u“’u“’

It
Pera (Ve ) Z i (i) = — u ' e = u iy

De esto s¢ puede concluir que efectivamente la funcion de distribucion 5.21 da como resultado un tensor de
esfucrzos isotropico ¢ invariante de Galileo.

{Comsentario B). Cuando una seric de “moléonlas” se reunen en un palipono, ka energia media de dichas
molcculas antes de entrar en accion las “interacciones moleculares” puede tener una gran variedad de
alores pasibles (de hecho, un contimo de valores posibles). Bl valar concreto de 1o energia media (par
parlicula), E, claramente no estd determinada por fa velocidad mwacroscopica, dado que hay muchas
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configuraciones can la misma energia y diferente velacidad, y también a Ja inversa. Pensemos. por ciemplo
en Jas dos configuraciones dibujadas en la figura 5.2, Estas conliguraciones tienen la misma velocidad
macrascapicat v el mistio ndmero de particulas pero tienen diferente energia media.

Sin cibargo, una vez que han entrado cn juego las “colisiones™ v es vilida la funcion de distribucion 5.21,
¢l valor de E estd dado por I siguicnte expresidn:

2k = (c,2> = <(i’. - i?):>+ w2+t = £+ W 5.24

donde E ¢s la energin media después de las “colisiones” micntris que ii es la velocidad media anfes de las
colisiones (mnque se conserva durante ¢stas).

Asl pucs, la expresion 5.24 implica que la energia media de las particalas despuds de las colisiones no
depende de su valor antes de las colisiones, sino exclusivamente del valor de la velocidad niedia. Por
¢jcmplo, las dos configuraciones de la figura 5.2 evolucionarian hacia una misma configuracion tras lay
colisiones. Estd claro entonces que yo Ay conservacidn de la energla en este modelo y no ¢s posible
stniular feudmenos térmicas mediante ¢l

(Comentario C). Para poder escribir las expresiones 5.19 se imvo que aproximar una exponencial con un
desarrollo en serie. Como ya dijimos entonces, part que esta aproximacion sea valida hecesitanios que s¢
cumpla que ly(t/) : C‘,|<<l. Como esto debe ser cierto para toda i y toda €, se sigue que debe oewrir que

[)7(17)!« I
i

= J ., . . L .
Alor:t bien, por 5.20, ¥ (i) = -3_:(65:4” . Por tanto, debe cumplirse gue la velocidad macrosedpica sea
H

-
“bastante pequeda” [l Ml<<z] para que nuestro desarrollo tenga justificacion. Se nos presenta agui un

problema; Como lograr que se mantengh cierta esta condicion durante ¢f moviniento de! "flnido™ en la red?

(En nuestras simulaciones no wtilizamos ningnn mecanisimo para asegurasnos de que esto se mantuviera
cicrto; solo hicimos “suficientemente pequenas” lus velocidades medias implicadas en las condiciones
iniciales y de frantera).

(Comtentario D) Es necesario comprobar que cfectivamente 17‘.(17) 2 0 para todo i. Si ocurricra otra cosa,
estit claro que la expresion 5.21 wo podria corresponder a una verdadera funcion de distribucion de

probabilidades. Esta prapicdad no sc sigue de tas condiciones (3) v (2) y. por tamto, hay que examinarla
aparie.

En ¢l caso en que i=1), {a propiedad cs obvia: Como W

o 3
(de hecho 7, (1) debe ser siempre mayor que g).

(ver comemtaria C) s¢ sigue que ﬁﬂ(ﬁ) >0

[

Vamos ahora a demostrarlo para £ # 0. Supongamos que |c" “COS{X | > donde & escl dngulo entre

1
’ 17
C» 27 :>8(:7~é",)’ > 20,

¢,y ii . Entouces, 8(17' E‘) = 8!12[(:, HCOS(X
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Ademis, 4!17 : i",il = 4fiil < dado que |ii

B )
s s e me - 5 B N .
Esto implica que -+ ‘I(II'L“)~I-8(II'L',) - 21" >0 porque los términos que pueden ser negativos.
4(ii~f',) v 20", son respectivamente menores en valor absotuto que los términos positives 1 y 8(17 . L,)

De aqui claramente 77, (#7) = 0.

1
Si suponemos lo comtrario (es decir que ‘c,|cosa | < 5 ) entonees s¢ sigue que:

2
;2 .
2!1" < e Como ta suma de los

3

valores absolutos de los términos que pueden ser negativos, 4(ii~ F,) y —2u°, ¢s menor que ;‘—, estd claro

- il a4
|4(17 °C, )} = 4|ll]|(', Hcosa < 2lii] « -é ¥, por otro lado, sabemos que

que +4(ii-¢)+ 8(17-6",)2 =2 > 0= ifi) 2 0.

De ¢sto se concluye que Ia funcion de distribucion serd siempre positiva micntrds se respete que ]ﬁ] <

&

5.3.2, EL. “TERMINO VISCOSO™,

Los efectos viscosos en la dindmica de nuestro Muido van a ser simulados mediante una “perturbacion” de
Ia funcion de distribucion de velocidades moléeulares correspondiente al estado de equilibrio local, Ia cudl
fué obtenida e ¢l pardgrafo anterior.(5.3.1).

Siguicndo los pasos de [a exposicion de R.D.Kingdon et al en el articulo de Ia referencia # 7, vantos a
proponer un “ténuino viscoso” de Ia siguicnte forma;

) /; — AV}»“)' + B(.',"U‘/‘V/' " .
S =0V

o
]
w

Esta es una expresion que no depende de la velocidad macroscopica i, sino exclusivamente de sus
derivadas espaciales. A, B y C son constantes que scran cncantradas después de imponer una scric de
condiciones sobre ¢/ que son las sigaientes:

(1) Es neeesario que Ia fincion de distribucion completa f, = f: +d [, esté normalizada a 1a densidad
de particulas en 1 posicion correspondiente (Ia cnal, desde luego, debe ser la misma antes que después de las

I . . 6 . . Lo
cotisiones). Es decir, debe cumplirse que Z‘ nf, = p . Ahora bien. como impusimos la condicion de

86



g

6 T ) ) 6o, . A .
que Z,h”f, =p Z’ ot = P sesigue que debe cumplirse Z, W00 = 0 . Uiilizando las ccuaciones
5.25 tenemos que:

2 S L= AV A BV Y e e OV
= Z’ﬁ_“(‘i S =0A+COV W 1388 V" =B +6A+C)V 0

Como csto debe ser nulo cualesquicra que sea la velocidad # como funcion de ka posicion en el plano (o

cn nuestra red discreta), se sigue qie
6A+3IB+C=1) 526

(2) Necesitamos que ¢l promedio de Fas velocidades moléculares para la Funcion de distribucion completa
S, sea it la velocidad macroscopica. Como ya exigimos csto tltimo para f, la funcién de distribucion de
equilibrio lacal, el término viscoso debe ser tal que Z,». LG8 [ =0,

6 . 6 . " 6 . . ) )
Pero Z,__,Oc.‘, Of =4V’ Z,-o“'r + BV " Z,,n ¢ ¢”¢,” 1o cudl se mula sin necesidad de
imponer ninguna condicion adicional.

(3) Falta imponer la condicion de quc ¢l tensor de esfuerzos tenga la forma del de Navier-Stokes. segun
mostramos al comienzo del paragrafo 4.3, esto significa que debe cumplirse:

6 AYS @, g P S oy
> les —uNeh -u")s f =g [V‘u’ + V7 —15‘,/,\7’11"] t6 8,V

Por las condiciones (1) y (2),
t a a\ o . L R
I EAEA) X L A SR

SR
=AW ) - BV(S 0848 L8 8,8,

=38 “!(V"u’)~§—b’5 ,,AV’H")—%B(V"H" + V)

wy

Comparando lo anterior con el tensor de Navier-Stokes, queda claro que B= -

3
s [ "3

Utilizando estas dos ecuaciones mis fa ccuacion 5.26 encontrada al imponer la condicion (1), podemos
expresar las constantes A,B,C en términos de los coeficientcs de viscosidad 17y ¢ :

n y que

w |

Az%(g—i}); B::—%q , O=2¢;
De donde, la forma del “término viscoso” de la funcién de distiibucion cs:
5f =—;—(2r]~g)V’u’ ~§r}c,"c,”\7"u" ;
8§ fy =2V,

527
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Es necesario hacer un comentario adicional. Como ya dijimos. Ta swina de todos los términos O /, s
mla. Esto implica que al menos algunos de estos términos san negativos, pero hay ine recordar que S
representa wia “desviacion™ de fa funcion de distribucion de velocidades f; respecto a la correspondicnte o
una sitacion de cquitibrio local f). Por lo tanto, hay que asegurarse de que los témminos S, continuan

sicndo positivos a pesar de esta modificacion.
Consideremos todos {os posibles valores de ﬁ,(ﬁ) (obtenidos a partir de todas las opciones aceptables de
¢, yde i y calenlemos ef valor minima. Para esto escribamos fili) = lz(|17|,r), donde |7 es o magnitud
de # micenttis que T ¢s el producto de l(" por ¢l cosenn del dngulo formado por €, y i . (~-l 272 l).
. l . ) d w2 I
asi. Wi, 7) = l—;[l + difr + 8| ¢ 2 25l ] sii# 0.
Ly i ] ah ali
Como 7 2~ yu|< 7 sesigieque 7 —= “"’[ ]
YIS g St e ™ 12

De donde /1(|l7|, T) es siempre creciente con ¥ alcanza su valor minimo (para cualquier velocidad)
cuando 7 =1,

+ 1 6lii

:r]>k;—||l—4|ii|]:>()

ah . ] . o | o |
Ahora bien, == (il =1) = =~ 12114 -4 = |u| — =20 cuando |ll| ==
(?M( ) 12[ l 3 3
o o |
Queda claro que el valor minimo complety de n,(ll) es cuando 7 =-1 y |u|—3* donde
] ) 1 - YY) " .
alin) =M= 1= => 0, 4) = = paratoda ¢ ytoda i .
(i) »{3 Jege= Tpid) =2z )
Por to tanto, para ascgurarnos que no habra valores negativos de la funcion de distribucion convendria
| ‘6 /. | 0
comprobar quie === < == por {o menos pira £ # 0.
| | p 36 p p

( & 7, podria ser considerablemente mis grande sin correr ese riesgo).

]
Como I de que i} << —‘; csta condicion debe cumplirse no solo en ka inicializacion de la red sino

durante todo ¢f movimienta del “fluido™ ( y tampaco para esta condicion tenemos un mecanismo regilatorio

para ascguramos que en ka evolucion del sistema no pueda modificarse csta situacion, Nos reducimos a
considerar en las condiciones iniciales un 1érmina viscoso bastante menar que ek término de cquilibrio).

§.3.3 BREVE RESUMEN DEL MODELQ.

A continuacion se cnumeran lodos los pasos det algoritmo que realiza ¢f modelo en cada paso de tiempo:

(1) Utilizando los datos del paso de tiemipo anterior se calculan los valores de la densidad de particnlas
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P (F ,I) v de ta velocidad macroscopica i (i",l) en cada hexigono de T red. Este cilenlo se realiza
wilizando las ecuaciones 5.2y 3.3:

plFa) =20 A7)
p(FAi(F 1) = 20 & £(F.1),

{2) Se calenlan los gradientes de la velocidad macrascdpica mediante la formula 5.10 deducida ol
comienzo del parigrafo 5.3
du, .
—=(F1)

S K '”[u_‘_(FH”', ‘I) - u“_(i"t)] :

!
3 S

ax

du, g 2 T e
“(T)‘;(I',/) = 521(':001 [ll_l,(r +C, ,I) —-III(I ,I)] ,
7w, - .
‘((_7":\;“-“(’?»{) = EZ,(.;UUI m[u-"(r + ") - Uy(l',{)] ’

au, s @ o -
S0 =1 Ze (e -u (7],

(3) se caleutan las nuevas funciones f, (F ,() v /£, (F ,I) (resubtante de kas “interacciones moléeulares”
dentso de cada poligono) wilizande las ecuaciones 5.21 y 5.26:

AGOE -ﬁ[l +4(c,‘”u_‘_ + c,“’n_‘,) + 8(q‘”u_l +c,”’u_‘,) - 2(1/__2 + u“,:)J

12

l(z )Ju‘ Au,) 4 L, LB au, *!7"\))
+=2y ~g = =Tyl Pt e S e |
3Ry oy ) TR G Ty T ey Tt T T ey

() Una vez caleuladas las funciones de distribucion f, (F ,t) se permite que las moléculas se trasladen
al cetro de alguna de los poligonos vecinos (dependiendo de cual sea su velocidad molécular £, ) en el
siguiente paso de ticmpo.

§.3.4.- SIMULACIONES Y RESULTADOS.

Antes de describir las prucbas a las que ha sido somctido ¢! modelo Lattice Boltzmann que hemos
descrito tedricamente en este capitulo, analicemos ch términos gencrales cf problema de fa implementacion
de las condiciones iniciales y de frontera en ¢ modelo.

Respecta a las condiciones iniciales en los sitios del dominio de cileulo que no petenceen a la frontera
no hay mucho mds que aadir: ¢l usuario asigaa (ya sca a su gusto o mediante algan algoritmo adicional
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ajeno al madelo propiamente dicho) los vidares de fas propiedades macroscopicas que deterninan la funcion
de distribucion (esto es, las dos componentes de Ta velocidad macroscapica ¥ 1a densidad de particulas a de
masa) y. i partir de ¢stos, el modelo comicenza o operar desde ef paso 2 del pardgialo 5.3.3,

Por su parte, las fronteras solidas son implementadas de manera mias complicada que e el modelo
ARIANNA (descrito en ¢l capitulo 4). Del mismo modo que alli, los sities que representan un obsticulo
solido (gencratmente se considera que son los mismos 4 lo targo de fa simulacion, aungue esto no cs una
necesidad inherente al modelo) son sealados mediante un campo boolcano H(F). Si esta variable cs iguat
"1™ en un sitio determinado, considerimos que en ¢sa posicion hay un obstaculo solida, y si es ignal o "0" se
considera que se trata de un sitio “permitido al gas™. Si analizamos la deseripcion resumida de la evatucion
del madelo que dimos en ¢ parigralo 4.3.3., podriamos decir que las reglas de colision de tas particulas en
¢l inodelo son “estadisticas™ o “macroscopicas”™ micntris que fas reglas de propagacion son “microscopicas”
(cl camino libre medio parece ser considerablemente largo). También ta accidn de las fronteras solidus en cl
modelo ticne este dobie caricter. De 1o misma manera que en ¢l modelo ARIANNA las particulas (o quizi
sea s correcto decir en este caso las “corrientes de particntas™) colisionan con fas fronteras invirtiendo
completamente su velocidad. Esto permitiria a un modelo “microscopica™ (tad como los modelos de gases en
redes) simular tay adhesion del fnido a fas paredes solidas cuando se observa no ¢l comportamiento
individual sino ¢l colectivo de las particulas. Sin embargo, en nuestro caso las “corrientes de particulas™
deben corresponder ya @ un sistema “macroscopica”. Por esta razon debemos anadir un segnndo efecto de las
parcdes solidas: instalamos en los sitios adyacentes a las paredes que si son permilidos al gas celdas de
control donde las dos componcentes de b velacidad macroscopica perminecen rdes o lo fargo de toda
Ia simmlacion.

Finalmente, en fas fronteras no-solidas del doniinio de cileulo pucden establecerse ya sea sitios de
control o bien condiciones periodicas dependiendo def fendmeno que sc desea modelar.

Se ha desarroflado un programa en lengiiaje C que permite realizar sinurlaciones mediante ef modelo
que hemos descrito a o Jargo de este caplindo. Los principales procedimicatos de que estd compuesto nuestro
programa corresponden al flujo de las particulas, al cifeulo de los 1Wmiinos de equilibrio vy de
“perturbicion” viscosa de a Nuncion de distribucién sobre toda ta red y finalmente a la implementacion de
sitios de comrol desde fos que cs “forzado™ ¢l sistema o lo largo de Ja simulacion. Hay que destacar que las
colisiones de las particulas con las paredes (esto cs. L inversion de Las velocidades de fas particulas que se
“dirigen” en un momento dado hacia un obsticulo sdlido) se incluyen en el procedimicnto de Nujo de las
particulas y no se trata de dos procedimicntos independientes (como en ¢l caso del modelo ARIANNA con
los operadores T v B). Otro aspecto problemitico de nuestro programa de computacion es la gron cantidad
de memoria computacional que ocupa constantemente durante una simulacion: a cada sitio de Ja red
corresponden sicte variables reales (este problema se complica con ¢l modclo extendido presentado en ¢l
capitlo 6). Las simulaciones presentadas aqui fucron desarrolladas con redes muy pequeiins (en ambos
casos, se Wlilizo una red de 1400 sitios, que es de hecho una red wnidunensional) obleniéndose a pesar de
cllo resultados de muy buena “resolucion”™ que permiten conclnir que el “gas” modelo es muy
aproximadamente un sistemir “macroscopico”™ que no presenta saltos bruscamente discontinuos e sus
propicdades, de una celda a otra. Sin embarge, una simutacion de tipo prictico (tal camo las realizadas con
cf modelo ARIANNA en fa reconstruccion det campo de vientos en el valle de México y sus alrededores)
neeesitaria una red considerablemente mas grande. (Este problema de tipo estrictaimentc computacional esta
atm en estudio)

El modelo Lattice Boltzmann analizado en este capitulo Tue sometido a dos pruchas para comprobar
que es capirz de simutar condiciones de Mujo para las que existen solnciones analiticas de las ccuaciones de
Navicr-Stokes. Los resultados oblenidos mediante estas prucbas nos permiten afirmar que ¢ modelo parcce
simular de mancra adecuada sitwaciones de Mujo Jaminar (tanto estacionarias como na-estacionaring).
Aungue se fun encontrado algunos problemas. no se han estudiado con sificiente detalle las posibilidades
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Velocdad

del modelo para simudar fujos turbulentos. Es posible que las dificultaces encontradas se deban a Ia
violacion de f fey de conservacion de Ia encrgia (i cuil estamos intentando recuperar mediante Ia extension
del madelo que es expuesta en el capitulo 6). No hay que olvidar que en los modelos de autdmatas celulares
la turbulencia se ba presentado sicmpre de manera “espoutanea”™ sin ser introducida " prioni” en a
definicion del modelo y que, por lo tanto, ¢l procedimienty ¢s (en gran medida) “experimental”. Sin
cmbargo, en vista de los muy buenos resubtados obtenidos con respecto a Ia simulacion de fendmenos
turbufentos mediante ¢l modelo ARIANNA y otros modelos de gases en redes (fuentemente emparentados:
con tos modelos Lattice Boltzmann), nos permitintos ser optimistas. Bl problema espera an ser anafizado
con detatle tanta tearica como cmpiricamente.

FLUJO DE POISEUILLE "A LA INVERSA" (ETA=10.0; F1=0.0: Velacidad uniforme
original=(,18; Densidad=10000)

01 — g

o1l
0124

0

A0 100 %0 X0 X0 an 34 40

002

Altura

Figura 5.3.- Pertiles de velocidad resultantes de micstra simulacidn para ¢l Qujo de Poiseuille.

FLUJO DE POISEUILLE.

Las condiciones impuestas para simular el flujo de Poiseuilie sc parecen en gran medida a fas utilizadas
e el ntodelo ARIANNA. De la iisma ntanera que entonces, no sintstamos el problema clisico de un Muido
i un canal plano sometido a una diferencia de presiones fija entre fos extremos del canal sino ¢l problemi
inverso det relajamiento al equilibrio de un fuido inicialmente uniforme moviéndose a través de diclio canat
plano (en ausencia de una diferencis de presioncs entre los extremos). Desde luego, se espera que para cf
tieimpo t=1 La velocidad se anule bruscamente en Tas parcdes ded canal. Con cierta rapides el pérfil de
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veloctdades debe transformarse en uno parabolico que se hari de dimensiones cida vez menores o medida
que ¢ Mo vir “deteniéndose™ lentamente debido a la friccion.

Comparacion entre los resultados de la simulacién y una pardbola.

Qi

01

Veloadad
2

008
304
sy
0 + + - t t+ ~t +
0 L] ol 194 200 ot 00 2450 400
Altura

Figura 5.4 - (La tinen infenior es ¢t perfil de velocidad resultante para ol Najo de Poiseutlle al lientpo
t=35000: Ja liney superior ¢s una parabola ajustadiy).

Utilizamos una red de bx 00 celdas. Se trala, pues, de una red unidimensional, esto es de uno fila
vertical. Los sitios superior ¢ inferior de La fili se consideran como obstiacnlos solidos mientrds que 1os sitios
adyacentes son considerados coma sitios de contiol donde 1o velocidad mactoscdpica es igual a cero Se
implantaron condiciones periodicas e las fronteras na-solidas de Ta red. Las funciones de distribucion
iniciales se caleularon con una densidad de particulas iguat a 10000, una \clocidad honzotal a lo targo del
canal igual @ 018 v nua velocidad vertical igual a 0.0, Estas condiciones son untlormes ¢n ¢l ticnpo =0
sobre todit 1a red (excepto en los sitios de control superior ¢ inferior). Se uhlizaron los siguentes volores para
los cocficienles de viscosidad: 17 =10y ¢ =0,

Resultados de 1a simulacion: En las figuras 5.3 y 5.4 se presentan los resultados obtenidos mediante
fa simulacion. En la primera figura se presentan una serie de curvas ue repyesentan los pértiles de la
velocidad obtenidos para diferentes tiempos de corrida: 5000, 15000, 25000 y 33000 pasos de ticmpo
respectivinente. La evolucion ded sistema cs precisamente la misma gue Ly predicha tedricamente (al mienos
en térinos cualitativos). La primera curva (correspondiente al tiempo 5000) ¢s todavia v flyjo unifornie
en ¢l centro del canal que se va a cero solo en la vecindad de las paredes. Poco a poco fa curva se va
transtormando e un pérlil parabolico (tal como erir se esperaba). En fa figura 54 se muestra una
comparacion entre ki curva obtenida al ticmpo 35000 y una pardbola gue fe hemos ajustada. Se puede
ohseryar que el pérfit obtenido por fa simulucion es nay aproximadamente parabolico.
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FLUJO DE COURTTE,

La simulacion de! flujo de Couette (evolucion a una situacion de flujo estacionario a partir de una
situacion de reposo de un fluido que ocupa el espacio entre una placa inmovil y otra movil) se Heva a cabo
también de mancra muy semejante a la que hemos descrito en el capitulo 4 ol hablar de las simulaciones con
¢l modelo ARIANNA. Canio entonces, esperamos que el sisteina evolucione asintaticaniente hacia una
situacion de flujo estacionario en la que ¢} pérfil de velocidades sca lineal (1l como es posible deducir
amaliticamente de 13 solucion de las ccuaciones de Navier-Stokes bajo las condiciones de frontera descritas).
En la figura 5.4 sc muestran las curvas teoricas obfenidas para diferentes valores del pardmctro

i , Nt
adimcnsional dependiente del tiempo 77~ P IR

FLUJO DE COUETTE. (ETA=10.0: FI=0.0; Velocidad de la placa=0.18:
Densidad=10000: ). Tiempos de corrida= 10000, 50000, 150000, 350000 y
500000,

218

018

0 i

Veloctdad

008 §

004

0c2

&0 100 150 A0 M0 A0 50 A4

Qm

Altura

Figura 5.5« Perfiles de velocidad resultantes de nucstra simulacion con fluje de Couette
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Para la sinudacion se utilizo una red de 1x400 dadoe que se trata de un problema unidimensional. Se¢
consideran condiciones periddicas en los extrenos del “canal™. En ¢l lado superior de Ia red (y=400) sc
coloca un obsticulo solido donde 1a velocidad macroscdpic se mantiene constante (“farzando™ al sistema) o
lo largo de toda 1a simulacién (la componente horizontal s siempre ignal a 0.18 mientrids gue la
componente vertical es siempre nula). En el lado inferior (y=1) también colocamos un absticulo sélido pero
con ambas componentes de {a velocidad macroscopica manteniéndose nulas en todo momento. Las funciones
de distribucion inicinles en las demis celdas son calculadas con una densidad de particulas igual a 10000 y
con las dos componentes de la velocidad macroscapica iguales a cero.

Resultatlos de la simulacion: En la figura 5.5 se muestran fos pérfiles de la velocidad obtenidos
mediante 1a simulacion a diferentes tiempos: 10000, 50000, F50000, 350000 y 500000 pasos d¢ tiempo
respectivamente. Como puede observarse, la evolucion del sistemia es exactamente a predicha al menos
desde ¢l punto de vista cualitativo.

Los resultados de las dos simulaciones descritas arriba nos permiten concluir que este modelo ¢s un
cficiente medio para estudiar flujos laminares (estacionarios ¥ no-estacionarios) donde no se presenten
cfectos ténmicos o de difosion, al menos desde el punto de vista cualitativo. Otro indudable mérito que hemos
descubicrto en nuestro modelo ¢s que sc comporkit como un sistema “macroscopico” de manera casi perfecta:
los resultados obtenidos varian suavemente en el espracio v ¢l caricter discreto de la red sobre f1 que cstd
modelido nuestro "gas™ pricticamente desaparece en dichos resultados. No se han obtenido aim resultados
semejantes & ¢stos en lo que respecta al comportamiento turbulento del NMuido para valores grandes del
niimero de Reynolds. En ¢l modelo ARIANNA se obtuvo una buena aproximacion al pérfil logaritmico de la
capa superlicial realizando simulaciones del flujo de Couette aumentando progresivamente la velocidad de la
placa de arriba. En nuestras simulaciones con el modelo Lattice Boltzmann hemos cncontrado hasta el
momento, incluso para velocidades grandes de fa placah moévil (dentro de los limites permitidos por cl
modclo), un comportamicnto predominantemente laminar. Hemos de sefialar, sin embargo, que falta mucho
trabajo por hacer en este aspecto y fas posibilidades del modelo para simular [Injos torbulentos estd ain en
estdio. Como sefialamos anteriormente una de las posibles cansas de fas dilicultades encontradas hasta el
momento resida en la no-validez en wnestro modelo del principio de conservacion de fa energia (problemia
que csperamas corregir con la implementacion de ln extension del modelo expuesta en ¢! proximo cupitulo,
1a cudl ha sido desarrollada tan sélo en el terreno tedrico).

En cl capitulo 4 describimos fas aplicaciones al problema de la reconstruccion del campo de vientos que
sc ha llevado o cabo con el modelo ARIANNA. Nucstro modelo Lattice Boltzmann cstd ya en condiciones
para ser utilizado con cste mismo proposito. El procedimiento a llevar a cabo seria completamente similar al
rcalizado con ¢l modelo ARIANNA. (Ver capitulo 4, pardgrafo 4.4).
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CAPITULO 6.

EXTENSION DEL. MODELO DE LATTICE BOLTZMANN PARA LA SIMULACION DE
FENOMENOS TERMICOS.

Aunque no todas las consideraciones que estuvimos comentando en ef capitulo anterior estin presentes
en ¢l articulo de R.D. Kingdon et al (Referencia # 7) , el modelo que hewos expuesta hasta aqui
(excepciones hecha de las simulaciones y sus resultados) esta desarrollado en su parte fundamental en dicho
articulo. Tiste modelo, como se menciond cn el capitulo 5, no toma en cuenta la conservacion de la energia,
Independientemente de cualesquicra condiciones, Ia energia interna por particula (en unit situacion de
cquilibrio local) es siempre v en todas partes igual a 0.25. Esto significa que hiay una conservacion global de
1a encrgia interna. Sin embargo, las “interacciones moléculares™ no conservan localmente la energia total.
De esta manera, cada uno de los sitios s¢ comporta ya sea como sumidero si la energia cinéica promedio por
particula (correspondiente a las moléculas que entran al sitio cn un momento dado) excede a 0.25, o como
una fuente de cnergia si sucede {o contrario. Esto hace que el modelo sea imitil para la simulacion de
fenomenos en fluidos dentro de los cudles las diferencias espaciales de la temperatura jueguen wun rol
importante. En particular no resulta ittil para el estudio de fendmenos atmosféricos. que es lo que en ultima
instancia nos proponemos abordar. Nuestro propdsito serd, pues, extender el modelo para que la energia
interna por particula sea uno mas de los parinictros independientes (como la densidad o, fa velocidad
macroscopica i y los coeficientes de viscosidad 7y &) que determinen 1a nueva forma de la funcion de
distribucion de las velocidades ‘inoléculares” f,  después de las ‘Interaccianes moléculares”, Otra
motivacion sumamente importante para levar a cabo esta extension es el estudiar si es posible, mediante ia
incorporacion del principio de conservacion de la energia, desarrollar simulaciones de flujos turbulentos en
ntiestro wodelo.

Hay quc remarcar que este modcio extendido ha sido desarrollado exclusivamente en ¢l terreno tegrico y
que, por lo tanto, se presenta aqui sin haber sido ain implementado para el desarrolo de simulaciones de
problemas de dindmica de fluidos.

Para poder levar a cabo ¢l objetivo que nos proponemos tenemos quc permitir nuevos valores para las
velocidades moléculares ¢, . En concreto, tendremos que afadir las velocidades necesarias para que en cf
siguicnte paso de tiempo una molccula pueda transportarse al centro de alpuno de sus segundos vecinos en la
red.

Para poder trabajar mejor vamos a introducir la siguiente notacién: a las velocidades moléculares
corrc_§pomlicmcs aviajes de las moléculas a primeros vecinos despuds de un paso de tiempo las denotaremas
por ¢, (i=1....,6) mientrds que a {as velocidades molécuiares correspondientes a viajes de las molcéenlas a
segundos vecinos despucs de un paso de tiempo los denotaremos por ¢, (k=7,..,12). En la figura 6.1 sc
ilustra 1a situacion,

Hay que aitadir que (ademds de las velacidades que aparecen en la figura 6.1) también estd permitido
que las “moléculas” tengan la velocidad &, = 0.

Las velocidades ('.’,r (k=7,...,12) tienen todas la mismia magnitud. Es ficil deducir que si la velocidad
¢, (i =1,..,6) cs unitaria y cs precisamente fa necesaria para llegar al centro del poligono vecino en una

unidad de tiempo entonces la correspondiente magnitud de las ¢, es /. = \[:f . Es claro que las velocidades
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. ) . . 2r 7w .
¢, son precisamente las ¢, sélo que rotadas por undngulo = ——- = "(- v multiplicadas por /. = \/5
]

12

Figura 6.1.-Esquema de las velocidades permitidas a las particulas en ¢l modelo Lattice Boltzmann
extendido. Ademds de las velocidades que aparecen en la figura, las particulas pueden tener la velocidad
g, =0.

En ¢l pardgrafo 5.2 demostramos que un grupo de seis velocidades de la forma:

. ilmy, 27},
¢, = Lcos 5 ¥+ /L sen )y =6

cumplian con una serie de propiedades (ecuaciones Vla-d) que consideramos necesarias para la isotropia del

- , n ,
problema. Las velocidades ¢, son de este tipo pero rotadas por _6- Veamos, sin embargo, que las

propiedades no dejan de cumplirse porque:

2r
si ==——1y @ csuningulo constante cntonces

N
6
Z,_|C°5(’9 ta)=0;

Zi,sen(ié? +a)=0;
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e 4

6 2 JNY i)
Z,,.CUS (i0+a) ~Z‘ ,cos” (i0) ;

D0 sen’(i0+a) =) sen’ (i6)

etcetera...

Por lo tanto podemos concluir que Ia forma geométrica del modelo extendido también cumple con las
propicdades de isotropia. Escribamos estas propiedades explicitamente para nuestro caso concreto:

1] f
Y ¥
,—.—1(‘: ¢ _301111 )

S et ed =35 5 4 .
Z,_.lt': ('I ('1 L: - 4 Ou ) é)’.)‘ +buy 6/[()’ +§u§ 5/!7 A

12w 12 ;o 9xd .
. A 08 . N R R R B\ o > o .
k-.'l('k ck _géuﬂ » Zkg(‘k ('k ('k ('k - 4 (ou/l byuf +‘)ay o/hi +ba:§" fArl>
6" e 6 LT " 8 _q-
Z,;]L: - Zk:?"l’ _Z;,]LI L, “Zkﬂ‘k Ck —0: (6'”

Vamos ahora a calcular Ia funcidn de distribucidn correspondiente a una sitwacion de equilibrio local

— X 12— R .. - . - ..
/[, con una densidad p = ZM, S, «una velocidad macroscopica i = Z,=g", N,y una energia interna
2
(¢ - i)

12
por particula € = Z“:O—-—-’)__"-“'

ra

(Como antes, /4, es la funcion de distribucion normalizada: 4, =5

Mediante un razonamicnto absolntamente sinsilar al llevade a cabo en ¢l capitulo 5. podemos deducir
que:

si Z =;E(O,€)+I—IT(O,6')ZL exp{f(ﬁ,&‘)'i‘,}4-17;(0,6‘)21,2:7exp{f(ﬁ,e)-i"‘.} entonces:

RUN ———;—exp{}?(ti,g)-é,} (i=1,...6)

)T(“ ) ’—’7(0,5)

— (0,
n‘,(ﬁ,e)=L—"%—€)exp{}7(ﬁ,£)'i’,} (k=7,...,l2) (6.2)

— n, (0
"U(.. 6‘) “0(7’8) :

(Aqui n, =n, (0, 8) ¢s ¢l misio para toda i =1,...,6 mientrds que 1, =n, (0, a‘) es ¢l mismo para
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toda k= 7,...,12. También denotaremos H,,(O e,') por ;l.‘ ).

7 (i &) 'i’,] << podemos escribir:

a)

ely-3) 21407 2) L

Mediame la aproximacion '

w4 a, )
S S A Ly A A < LI 3
= Z= (n(, +06n, +6n, ) 1, 5 Z‘_ A e N -;)-[n, + 3, ]7 :

Y finalmente podewos aproxintr [a funcion de distribucion normializadi como:

(r-e)’

(i e) :E,"{I 7 &)+

I

R [ T

]

.
%
~
Lnd
R

Y
Emw:rh4¢a+k$l~ﬂzuxw=

|

Utilizanda el fiechio de que debe ocurrir que cuando 77 = O ¢l promedio de ¢ ? valga 2& s sigue que:
2= ,(0,¢) £ (0,6) =6[n, +3n, ] (6.3)

Y con este resultado expresamos /7, (ﬁ. b‘) de la siguiente mancri:

AN
;Z.(ﬁ,E):;EI‘H»(f-E,)-f(y ) —Zzi'

(i=l,...6)
| 2 |
;7:(:7,5)=ﬁ:{l+(f.a,)+(—{-'—§~)‘-~7—oﬁ} (k=7...12)
'7;(""|6‘)=Z[|--‘}::';_'EJ; (6.4

Vawmos ithora a imponerle a la funcion una serie de condiciones:



(1) Necesitameos que ¢ promedio de las velocidades moléeutares sea igual a a velocidad hidrodinimic:

if . Utilizando las propiedades de isotropia (6.1)
L Ty Ny
Z, NS n,(u,e) =y, o 0 =3yt
0 —

: ./ . " ¢ "o "o
Z‘ 260N (u £ -‘nk}' Zk %% ¢,. =%y ",
> nos dé la velocidad

Lo que implica que <i’,> = (311, + 9, )}7 =g Por 1o tanto, para que <
(6.5)

-
=

macroscopica 4 cs necesario que

7 (i) =

!‘.

(2) Necesitamos que ¢l promedio del cuadrado de la velocidad molécutar relativa al centro local de
sea igual a2 veces o cnergia interna por particula £ v que sca. por tanto, un

niasas, <({'5, —ll)

invariante

de Galilco.
Veamos; <( ¢, - 17 > = <c',: >- T

=" i liie) +32 i g)=...
a 12 . '/’

Pero <‘, !
- ) iyl 5 rle) r'y
- A P A N " A A A o,
=1406]1 5 t 5 GG 3611 ; p G0

H I 2

=26~ 0¥ +=—+9n, —;

2e kgt

Y N TR
= (¢ - u) =220+ ok Oy
2e¢ Yt

a velocidad macroscopica particular ¢s

(En este desarrollo se hizo uso de I ccuacion 6.3)
I.

Para que <( - H) > alga 2e independientemente de

n,

19
£

<= =0, lo cual a su vez implica que
(6.6)

b

neeesario que ~2 -+
7}'
(42 - &)

’—"(()'ﬂ') = 18

l)()



—— £ —— ( 3g -

= n{0¢) SR ©.7)

Finalmente. cono 7, (O‘f:) ¢s {a funcion de distribucion normalizada debe ocurrir que:

n,(0,) +6n,(0,£) +61,(0.) = |

(8286 +3)

= n(0.6)=1-6[n +n]= — (6.8)

Utilizando Ias ecuaciones 6.4, 6.5, 6.6 y 6.7 podemos darle o fa fimcidn de distribucion una forma
definitiva:

— e -4s’ [ i ¢, :
nlii,e) = —-i»'-g-f— l 1+ (":') ¢(—’;;') é’-{—j, (i=1..0)

(85 -8+ 3) w

nyii &) = ~~~~~~*3~—~--{l 5 6.9

)

Antes de escribir cf ténmino "viscoso” de la funcion de distribucion - & f, . vamos a discutir diversas
cuestiones acerca de la expresién 6.9:

(a) Es fcil comprobar que 1a formula 6.8 satisface las propiedades de isotropia ¢ invariancia
galileana del correspondicnte tensor de csfuerzos.

(™)) =32 (e i) + T2 e 7, 0)

, 2 m)? . . z L
- <(C,m)'>=(l—~'2‘~g-]e+%(~’%;)—-[n, +9n,(]+§-£~5—[u, +9n‘,]

2 3° 2
{(e)) =(1 - '2—'5)8 +3 (“X :) [ +om, ]+ ;—:—'—[n o]
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— (3 -4 ) {de "—e:) de
Como Il +9n, = T +9 T Ty sigue que:

01
02 9
GER !

044

(36 -4¢?)

Figura 6.2 - Grifica de I(O, &)= p

Falta ver que <( .V M“')( @t ’)> 0 lo cual demostramos a continuacion:
<c,“'c,‘”>: Zflc,‘” @y (i, &) Z Ve n (i, e) = PR
= <(c,"’—um)(c,“ l_“(:’.)» =0
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(/3’) Como vimos en ol parigrafo 4.3.1 (Comentario C) es necesario ascgurarse de que 1, (ﬁ,é‘) =0
paratoda i y toda £. Ascguremonos de esto pritero en ¢l caso 7 = 0.

(3645 °)

En la figura 6.2 presentamos una grafica de ll,(O,a) = -—-——6—«-—— como funcion de la cnerpia

cinética promedio por partfenla €. En clla s aprecia claramente que no es posible considerar valores de &
]
Jd —
mayores que — porque si lo hicieranios Ia formuta 6.9 nos davia wn valor negativo para & ((), f)
\ 4 f

0 02 04 08 08 1 12 14 18

. - (8 2-81+3)
Figura 6.4 Grilica de la funcion H(,(O,&‘) = e

3
_ o , . — (457 -8)
Mediante un métouo similar podemos encontrar las graficas aproximadas de Hk(O, E) = T y
— (8e2-854+3)
de n\._‘((),g) - ~——-5-——— Dichas grificas estdn represcntadas respectivamente cn las figuras 6.3 y

0.4
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vuelve negativa. Afortunadamente, HH(O,&‘) no nos da problemas

La conclusion es que aunque en principio la energia interna promedio por particula cuando if = 0

3
podria variar en ¢l imervalo O,j’- , en la realidad tenemos que forzar al sistema para que € varic

13
estrictamente dentro del intervalo L‘—l'l—J si queremos que fas expresiones 6.9 tengan algin significado
#
Esto 1os plantea un problema porque ¢l “flujo libre™ en nuestra red hexigonal podria provocar que en algim
I
poligono cn algin instante tivieraios una energia £ fuera del intervalo :1,-1 . Tenernos Ta esperanza
¥

de que, bajo un rango amplio de condicioncs iniciales y de frontern adecuadas, no se presemtard este
problema en nuestras simulaciones. Si esti esperanza estd justificada o no tendria que resolverse entonces en
el terreno empirico.

Ahora dcbemos comprobar que si [7 E,] = —~{ << | (como supnsimos para obtener

13
muestras ccuaciones 6.9) y si adeinds Ia energia £ se manticne dentro del intervalo LZ'Z entonces las

u,(l?, l,‘) (i=1....,12) son todas cllas estrictamente positivas independientemente del valor particular de la
velocidad macroscopica .

(-8 .
Pero antes que esto observemos que si es cierto que === x< | paratoda # vy toda ¢ cntonces

es conveniente exigir — 3 << | yu que \/3 ¢s ¢ valor mdximo que pucde tener i ¢ Cosal (donde
£

Cs

L Wl 1 ;
el dngulo entre 1 y ¢, ). De esto se sigue que —— < -5, Como & estid en [, . ¢l valor de la
' PR 4]

velocidad wacroscopica # debe ser en tode momento menor (en valor absoluto) que ~l . (Esto involucra
e

una dificultad semejante a T expresada arriba para la energia: Como haceimos para que clectivamente se
mantenga “sulicientemente pequeta’ la velocidad macroscopica durante ¢l “flujo libre” en la red?).

_ V3
Hagamos la suposicion de que (c, cosa[ <

2

) l(ff(‘,)‘ il IE, cosa‘ il 3
Entonces, por un lado, I = <
& <

1
5

£ &

104



w |l [_} 4 1(,1)-_1_
Y, por ¢l otro, i ey < ﬁ 276 “a\6)78

. - 2 aad
u-c,) (u'c,) " _ , (u»c,)
De dondg 1+ +~——5~=—> 0 porque los t1érminos que pucden ser ncgativos, -
& 265 2 £
s
u- 5
Y- son tales quc sus valores absolutos sumados nos dan menos que g

“

3
Si, por el contrario, suponemos que (¢, cosa| > s sigue que:

W
I < 4 728 € < 4? <l
- p 2 " Ty Sk
[, cosal” 3 0¢)/  [cosaf 3
/2
. )2
u? (u~c,)
= T
26 2!
- - -, e e 2 -
‘ u-c,)| ) (“"’.) (“"',) n .
Ademids *=-—= <1 . Por lo tanto se sigue que 1+~——=+ YR > 0 lo cual implica
£ £’ £

7

claramente que fas )I,(ﬁ,l:) son estrictunente positivas. En cf caso de M“(ii,e) ¢s nis charo atm porque:

YL i £) 1

e s & s

2 2J3 83 8

= -0 n,(ii &) = 0,

fo cual serd cierto siempre que se cumplan fas condiciones restrictivas sobre £ y sobre Iiil .

(}' ) En general, cf vector de flujo de energia pucde escribirse como:

Y
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El primer término, 5 representa el fljo de la energla cinética wacrascapica. Bl segundo término.

£ 17, representa el flujo de energfa interna debide al movintiento wmacrascopico del fluido, lo que sucle
. . . fe o _— NI A ) " I
denominarse “flujo comvectivo de energia”. E1 terces término. 1’ <(L, =i )(c, = dt)), es un flujo de
cnergia moléeular relacionado con lo que macroscapicamente se abserva camo el trabajo realizado por unas
)
(@-i),
partes del (uido sobre otras. Finalmente, el cuarto término ¢s el flujo de calor | = . "““(c, u)

-

De acuerdo a las ccuaciones 6.8, el Mujo de euergia en wuestro modelo ¢s:

-

1 n - ¢
v.2-: - Ao . A N §
-2'<c, L,)-—Z"l S 6n, fzk__7 5 ¢
3 e
o u" (n, + gllk) =2en"

b

De dande, ¢! flujo de calor queda como:

a2 _a) 2
—(—L~—-—-—' 2”) (c," —u") =2eu" -E;‘u" -eu” -y ((c'," -y )(c," -u" ))

o =)? 2
N &”'Tl!')""(c"‘ _”u) =, (6.10)

4 ~

Esta altima relacién nos introduce un probfema. Como explicamos cn el capitulo 3 cuplquicr funcion
de las velocidades moléeulares relativas al centra lacal de masas (v ¢l flujo de calor es una funcion de cste
lipa) deberia scr un invarianle de Galileo. Pero cotsio se ve en [a formula 6,10 resulta que en nuestro niodelo
¢! flujo de calor sf es dependicnte del sistema de referencia inercial clegido. Esta podria no ser una dificultad

~ 3 ;
demasiado grave: Henos estado suponiendo ]ll] << T y ol flujo de calor s del orten de magnt tud de Illl

por lo que podemos esperar que sea sulicienternente pequeio para no afectar los resultados de nuestras
simulaciones. En tal caso nuestro miodelo serviria para simular fendenos adidbaticos; esto es. fendimeias et
los nuc el fntercambio de calor no jucgue un papel relevante. Podria ser i) fundamentalinente para estudiar
el fenomeno de la conveccion.

Utilizanda las ccuaciones 6.9 y 6.10 podemos escribir el fluju de encrgia de la siguienle manera:

”

i:;c”, =gli+n’ <(c, oy ) (¢ —ﬁ)) .10

~

Uni cuestion interesante acerca de la expresion 6.11 ¢s que ¢! término det fiujo de 1a energia cinética
nuacroscapica y el flijo de calor sou exaclantente iguales pevo de signo conirario, desapareciendo

1o



amboy de la expresion final para el flujo de encrgia. Los Onicos términos que influyen entonces sobre el
flujo de cnergia son ¢l (érmino de “trabajo” y el término de “flujo convectivo™,

SOBRE EL TERMINO VISCOSO,
Volvamos a proponer una forma del (érmino viscoso de Ta funcion de distribucion similar a la

propucsta en ¢l modelo Lattice Boltzmann sin cfectos ténmicos analizado en el capitulo 5. De esta manera
& f,, el iérmino viscoso de la funcién de distribucion, puede escribirse como:

8 f = AV )+ Bele) (V)
6.12)
Sf,=CVu,
donde A, By C son constantes a determinar,

El término viscoso dehe cuplir una scrie de restricciones (a partir de las cuales podemos determinar
los valores de ABy C).

) (FI 1 (= .

(1) En prinicr lugar puestoque 2/, = Z‘:ﬂp M = p oy, porotro lado, Z‘;‘)(f‘ +0 /,) =p

se sigue que el término viscoso debe ser solo una perturbacion del término de equilibrio que sélo modifique
el valor de la funcién de distribucion total para cada velocidad admisible pero no ¢l nimcero total de

- L . 1.
particulas en el sitio cn cuestion. Es, pucs, necesario que Z, 20 [ =0

1o ery p e 12,
bero 2,° 8 f, =CVu! +124(V7 0 )+ BV u (Z’ ¢ e+ s ")

! [':7cl '

L=CH124+ 2BV 07

= 124+12B+C=0 (6.13)

(2) Tambicn ¢l incremento en la velocidad macroscapica introducido por el término viscoso debe ser
. 12 a
milo (Es decir, ZI_“( §f=0)

Pero 4 (V’u")[Zi_]c," + Z:f)?c,"] + B(v” u’)[z‘“ AR ZLZC," ¢ c,’] =0

o cual es siempre cierto independicntemente de las constantes A,B y C.

(3) Quercmos finalmente que el tensor de esfiterzos tengh precisamente la forma necesaria para que se
cumplan las ecuacionies de Navier-Stokes. Necesitamos entonces que:

12 ] i o - " — ~
—ZLD(c," - u")(c,’ - ),5 f=1 (V" w' Vs, AV ) +g 8,V

pero ~~Z:i)(u,“ - u")(c,/’ -’ )b' [ = —-z:?nc',"c,/'(? /

{07



gy

] .
= __12,1(Vr”r )(y ., /,——l;;i/)’(V’ ”r)‘)‘u .- 17 B[vu”/l Ve

R L
= 1) =- 2 p R = - s )
15 2-¢)
Como nt/; -+ g' = —IZA - ';- ’f = "IZ/’ + 0 = A - (,._II.;)«..

. 2
Yopor613, C==12(A+8) =g -5y

Estos son los valores de A, By C que se deben utilizar en ¢l modelo. Un amilisis mis detallado de las
implicaciones de este término viscoso (por cjeriplo, como cs se modifica ¢l vector flujo de calor debido i Ia
introduccion de este término) seria, desde liego, de gran importancia pero no se leva a cabo en cste trabajo
de tesis.

RESUMEN DEL MODELO., CONCLUSIONES.

De mancra andloga a como se hizo en el capitulo anterior, vamos a cnumerar todos los pasos del
algoritmo que realiza ¢l modelo extendido en cada paso de tiempo.

(1) Wtilizando los datos del paso de tiempo anterior se calculan los valores de I densidad de particulas
p (F,I) , de la velocidad macroscopica i (7,1) v de Ta densidad de energia F{F 1) en cada hexigono de
la red. Este cilculo se realiza wilizando 1as ccuaciones 5.2 y 5.3,

p(F0)= 20, A7 1);
p (F0)ili o) = 20 & £i{id);

p(FOEFL) = Z””%; JAGROE

(2) Sc calenlan los gradientes de la velocidad macroscopics medinnte la formula 5.10 ¢
-
on, ., Ivz -
7?;-(",1):5 o [ul,(r-o-c,,l)—u.\.(r,l)];

Ll (p) = 1 20 il 4 2,0) - )]

ay 3 b0

Z .

%}%«(F‘,) = %L’"l)c,m[uv(z’ +d, ,I) - uy(F,l)] ;
T, .12

i‘{’;—'(l",t) = EIZ,' W6 ("[u,,(i’ +é .I) - u_l,(l"'.l)] ;
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(3) se calenlan fas nuevas funciones f, (F.I) v [, (i",l) (resultante de Lis “integacciones matéeuntares”™
dentra de cada poligono) utitizanda las ccuaciones 6.9y 6.12

() Unat vez caleuladas las funciones de distribucion f, (i’,l) se peritite que las moléentas se trasladen
al centro de alguno de los poligonos vecinos (dependicndo de cual sea su velocidad moléeular & ) en el
siguiente paso de tiempo.

El modelo que hemos presentido en este capitulo no ha sido todaviy implementado computacionalmente
Nas parece, sin embargo, muy impartante destacar que la cuergia ahora si se conserva y ademds jucpa un rol
importante en I dissinica del modelo.Es de esperar, por lo tano, que sei capaz de simular fendmenos
térmicos en forma bastante aproximada. Puede verse en el andlisis tedrico presentado agui que, por cjemplo,
sc cumple en eb iadelo L ley de equipartician de kuencrgia. Esto na es saeprendente puesta que fa funcion
de distribucion de las particulas es una bucna aprosimacion de la distribucion maxwelliana. Pero nos
muestra que ¢l comportamicnto termadindmica del “gas modelo” es en alguna wedida “normal”. Algo que
si puede producir serias problemas en la evolucion computacional del modelo es el rango limitado de valores
nue pucile tomar Ta energia para que las fnciones de distribucion de las particutas se mantengin positivas
Como ya mencionnnos, esperans que esle problema no se preseate en uuestras simuliciones si s
condiciones iniciales y de frontera estan elegidas adecwadamente,

Hay que sertalar también que el madelo no es capas de sinular fendmenus de canduccion de calor puesio
que ¢l finjo de calor es despreciable y sc anula exactamente con el «érmino de Nujo de la cnergia cindtica
wmacrascdpica. Sin embargo, esperanos que pennita reproducit trnsporte convective de energia que os of
motor fundamental de 1a evolucion érmica de los sistemas metcoralogicos.
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CONCLUSIONTS.

A o Largo de este trabajo hamos descrito los modelos de gases en redes (Lanto de antdmatas
celuliares como de tipo “Lattice Boltzmann™) ¢ intentado explorar la posibilidad de aplicar estos modclos
para ¢l estudio de 11 contaminacion atnostérica y de prablemas relacionados (en especial, la reconstruccion
de campos de viento), En ocasiones nuestro anilisis ha sido teorico basado en Ja definicidn de los prapios
todelos, otras veces ha sido puramente prictico (esto e¢s, basado en simulaciones realizadas con
implementaciones computacianaies de los modelos). Vamos a tratar ahora de resumir los resultados mis
destacables de nnestra exploracion.

En ¢l capitulo 4 analizamos con algiin detalle los modelas de automatas cehulares, en especial
cl modclo ARIANNA. Respecto a este modelo en particular podemos hacer los signicntes comentarios;

(@) ARIANNA ha demastrado ser capaz de reprroduciy situaciones bien conocidas de flujos
laminares v turbulentos, estacionarios v no-estacionarios. En particular, ¢s de destacar que reproduce cl
perfil cuasi-logaritmico de 1o velocidad del viento en la capa superficial tipica. Aunque solo scan
prefiminares, estos resultados sugieren que ARIANNA podria ser itil come modelo micrometeorologico
alternativo.

(b) Las simulaciones que reproducen el campo de vientos bidimensional en el valle de México
(para horas tanto del dia como de la noche) estin en razonable acucrdo con los datos experimentales de fa
RAMA. Con estas stmulaciones se muestra también una de Tas principales ventajas de los modelos de
autdmatas celulares que es Ia capacidad de tratar con condicionces iniciales v de fronteria complejas. Hay que
decir, sin cibargo, que el modela aun esti en 1a étapa de vahidacion y calibracion.

( ¢ ) Hay que sefialar que para que ARTANNA pucda funcionar como un modelo meteorologico
realista debe ser extendido a tres dimensiones (para tomar en cuenta, por cjemyplo, ¢l perfil vertical de
temperatura).

() Como hemos recalcado @ la largo del trabajo, hace (alta aon una “teoria cincética” rigurosa y
bicn fundamentada de cstos “gases de autématas celulares™. Fedricanente sabemos que existen ciertos
problemas: cstos sisteruas no  prescitan isotropia ni o invariancia palileana y el comportamicnto
ternodimimico puede ser muy “anormal™ bajo determinadas condiciones (Ver ¢l andlisis tennadindimico de
ARIANNA presentado en el capitulo 4). Adenids, lo que quizd es s importante, se trata do sistemas
“microscopicos” que pretenden simutar fendmenos “macroscopicos™ (asi, por cjemplo, fo que en las
resultados o5 interpretado conto un transporte tusbulento de maomento, energia, ctc. ¢s en realidad un
transporte “molécular” realizado por fas “moléculas™ de nuestro “gas™). Sin embargo, no tcnemos atn una
idea suficientemente precisa de las conscenencias que pudieran tener estos problentas en los resultados
computacionales delos madelos.

Hablemos ahors del modelo Lattice Boltzmann presentado cn el capitulo 5, v de su extension
desarrollada cn of capitulo siguiente.

Desde et punta de vista tedrico (que s ¢t que mis ha sido desarrollado en este caso) podemos
concluir de nuestro anitisis del modelo Lattice Boltziann del capituto 35 que, gracias a su uso de un enfoque
estadistico, ¢l modelo aproxima suficientemente bien las ccuaciones macroscapicas de Navier-Stokes.
Representa un sistema "macroscdpico” en donde los parimetros fisicos que se miden empiricamiente (tales
como los cacficientes de viscosidad) pueden ser introducidos sin referencia a tipos de colisién especificos. Es
de destacar tanbicn que ef tensor de esfuerzos presenta las propiedades de isotropia ¢ invariancia galileana,
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Encontrmos, sin embargo. dos probleras en el plano teorico que nos parece importante
exponer aqui Por un parte, como insistimos reiteradamente en los capitulos 3 v 6, ¢l modeio no conservi la
energia (ni siquicra trivialmente como lo hacen los modelos HPP y 1P v, por lo tanto, no cs postble
utilizarlo para sinular fendmenos térmicos. Hemos intentado resolver esta hmitacion mediante la extension
del modelo presentada en o capitulo 6. Una segunda cuestidn s que. a pesar de los aspectos
“macroscopicos” del modclo, éste presenta ain caracterisiicas discretas tmportanies. Por cjemplo, ¢l camino
libre entre colisiones resnita notablemente grande comparado con la escals ¢n la que ocancn los 1emolinos
turbulentos de fos Muidos reales. Es posible que para simular de mancra efectiva fenomenos tnrbulentos sea
necesario aftadir una coniponenie aleatoria al modelo. Este problema no ha sido witn estudiado

Las simuiaciones llevadas a cabo con ¢l modelo muestran que ¢éste es capaz de reproducir
flujos laminares estacionarios y no-cstacionarios con resuliados en muy buen acuerdo con las soluciones
analfticas de las ccuaciones de Navier-Stokes. Otro aspecto a destacar de dichas simlaciones ¢s la
“suavidad” o “continuidad” de fos resultados experimentales que sugicren que clectivamentle estamos
tratando con un sistema “nicroscopico”. Ain cuando el modelo debe ser sometido aan a nwichias pruchas,
creemos que puede comenzar 4 ser aplicado al problema de la reconstruccion de campos de viento de un
modo similar a coino se i hecho con ARTANNA,

El modelo Lattice Bolizynann extendido presentado en el capitulo o no ha sido ain
implamentado  computacionalmente v solo presentamos en este trabajo un anabisis teorico de sus
propiedades. En cste modelo. Ia cnergia es un pardmetro fisico independiente que se conserva en las
colisioncs y esto nos permite esperar que penita simular fendmenos (énmicos. Algo que puede producir
scrios problemas en Ia evolucion computacional del modelo es ef rango limitado de valores gne puede tomar
la energia para que fas tfunciones de distribucion de las panticulas se mantengan positivas. Es posible que
tengn que violarse la conservacidn de la energia en ¢l caso de que. durante b evolucion det “gas™. Ta energia
abandonc este “rango permitido”. Por otro lado, hay que decir que e modelo no paede simular conduccion
de calor puesto que ¢f Nujo de calor es de magnitid despreciable Pero esperamos, sin enbarga, que sca
capaz. de reproducir transporte convectivo de encrgia que es ¢l motor fundamental de Ta evolucion térmica de
los sistemas metcorologicos.

Crecmos finstimente que esta linea de nvestigacion st bien justificada y que los

modelos de gases en redes promcten ser una herramicnta uiil en el estudio de fepomenos
micrometeoroldgicos relacionados cou ¢l transporte y dispersion de cantaminantes en Ly atmasfera
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