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INTRODUCCIÓN 

Un Espacio-Tiempo como modelo matemático en una pareja (M, g), 
donde M es una variedad de dimensión cuatro, conexa, Hausdorff y de 
clase C00 y g es una métrica de Lorentz, i.e. una forma bilineal simétrica 
no degenerada de índice l. En nuestro caso, las parejas en cuestión son 
(!R', g). 

La pregunta que nos hacemos es: dados dos puntos a y b en el 
espacio-tiempo (!R4, g) ¿existirá una geodésica que los una? Esto en 
general no es cierto y los Espacios Anti de Sitter son un ejemplo; sin 
embargo, recientemente (1990) V. Benci y D. Fortunato demostraron 
la existencia de trayectorias geodésicas bajo ciertas hipótesis. Una de 
ellas, la más restrictiva, es que el campo gravitacional -i.e. la métrica 
de Lorentz - sea estacionario. 

Los métodos que se usan para la demostración del teorema de Benci­
Fortunato son interesantes en sí mismos: se traduce el problema a uno 
variacional donde la funcional correspondiente (la funcional energía) 
es fuertemente indefinida, se usa el teorema de punto silla de A. Am­
brosetti y P.H. Rabinowitz (1973) aplicándolo cuidadosamente a sube­
spacios de adecuados de dimensión finita de HA(I, !R4) de modo que 
los puntos críticos de la funcional restringida a dichos subespacios con­
verjan a un punto crítico e• de la funcional sobre todo el espacio en 
cuestión. Así 

a+(b-a)t+(" 

será la geodésica buscada. 



Capítulo 1 

.··.Preliminares 

1.1 Formas bilineales 

En esta sección enunciaremos algunas definiciones y resultados de 
caracter algebraico que pondremos en la base de la definición de métrica 
semi-Riemanniana. Esta sección cobra sentido por el hecho de que la 
primera diferencia entre una métrica riemanniana y una semi-riema­
nniana es que, mientras la primera está representada, en cada punto de 
la variedad, por una forma bilineal positiva definida, la segunda lo está 
por un producto escalar. Pasemos a ver lo que esto significa. 

DEFINICIÓN 1.1 
Sea V un espacio vectorial sobre ~. Una forma bilineal simétrica b 
sobre V es una función bilineal b:VxV --+ ~ tal que b(v, w) = b(w, v) 
V v, w E V. Una forma bilineal simétrica b sobre V es: 
1) positiva (negativa] definida si v ,,¡,.O => b(v, v) >O [<O] 
2} indefinida si existen v,w en V tales que b(v, v) >O y b(w, w) <O 
9) no degenerada si b(v, w) =O V w E V=> v =O 

De aquí, cuando b satisface ser no degenerada se dice que b es un 
producto escalar, si además es positiva definida se le llama producto 
interior. Es claro que un producto interior es a su vez un producto es­
calar, sin embargo cuando digamos que g es un producto escalar vamos 
a pensar que se trata de una forma bilineal indefinida. 

3 



4 CAPíTULO l. PRELIMINARES 

EJEMPLO: 
. i)Sea !R4 el espacio vectorial de dimensión 4. 

g(x, y) := XoYo - X1Y1 - X2Y2 - X3y3 

con x = (x0, Xi> x2, x3), y = (yo, Yl> Y2, ya) define una forma bilineal 
simétrica indefinida y no degenerada en !R4. 
Dem: Es claro que es una forma bilineal simétrica. g(x, y) =0 V y E !R4 

=> g(x, e¡)= O para i = O, ... , 3 => X;= O V i = O, ... , 3; por lo tanto g 
es no degenerada. g es indefinida porque g(eo, e0} = 1 y g(e¡, e;) = .:..1, 
para i = 1, 2,3. 

o 

Veamos que una forma bilineal siempre se pÚede representar por 
medio de una matriz. 

DEFINICIÓN 1.2 
Dáda una base /3 = {e¡, e2, ... ,en} de V y b una forma bilineal sobre el 

· espacio, la matriz de nxn con entradas b;; := b(e;, e;) se llama la matriz 
de b asociada a /3. 

Claramente, si b es simétrica su matriz asociada a cualquier base 
/3 lo es también y determina a b pues dados v, w E V, v = :E~1 v;e; 
w = Ej=1 w;e; con V¡, w; E R y e¡ E /3 Vi = 1, 2, ... , n, sucede 

n 

b(v, w) = E b;;v;w; = vt(b;;)w 
i,j=l 

En adelante con g denotaremos un producto escalar a menos que se 
especifique lo contrario. Ahora un teorema para matrices simétricas que 
traducido a formas bilineales tendrá algunas consecuencias importantes. 

TEOREMA 1.3 
Si V es un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre !n, entonces 
toda forma bilineal simétrica sobre V es diagonaliza/Jle. [Fr, 7.34] 
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Por otro lado se dice que ves ortogonal a w en (V, g) si g(v; w) =O . 
. En vista de esto, diagonalizar una matriz simétrica equivale a encon­
. trar una base ortogonal con respecto a la forma bilineal . definida por 
dicha matriz¡ así, el teorema (1.3) nos garantiza que siempre es posi­
ble encontrar, para un espacio de dimensión finita sobre !R, una base 
g-ortogonal. 

El siguiente lema va a caracterizar a las formas bilineales no dege­
neradas vía el hecho de que cualquier matriz asociada sea invertible. 

LEMA 1.4 
g es un producto escalar si y sólo si su matriz relativa a una base 
cualquiera es invertible. 

Demostración 
Sea {J = {e1, e2, ... , en} una base de V. Sea v E V v :/:O; b(v, w) =O V 
w e V <=>O= b(v,e¡) = Ei'=1b11v; Vi= 1, 2, ... , n <=>las columnas de 
(b1¡) son linealmente dependientes lo que equivale a decir que (b11) es 
singular. 

o 

Así, para una base y.ortogonal se obtiene inmediatamente el siguien-
te 

CORÓLARJO 1.5 
· Si{J '=. {e¡, e2, ... , en} es una base g-ortogonal de V, entonces g(e1, e¡) :/: 
· O V f= 1, 2, ... , n. O bien, diCho de otro forma, la matriz asociada a g 
con respecto a {J no tiene ceros en la diagonal . 

. ,· ,' .. , . ' 

Es.claro que si para v,w E V g(v,v) <O y, g(w,w) <O entonces 
para cualquier elemento u del subespacio generado por v y w se cumple 
que g(u, u)< O. Entonces a todo producto escalar podemos asociar un 

·;único número que enseguida definimos . 

. DEFINICIÓN 1.6 
El (ndice v .. de g sobre V es la dimensión del máximo subespacio W e 

:,y en .. el cuálulw es negativa definida. 
~\ ;'~i.:'. : ;~ :':'· ,'.\:. ,. l '' • 1 . ' ' ·.. . . ' . 

z':X> >', ·;: ''\(, ~erotlUJlbiénes po8ibJe asociar a cada producto escalar un vector. 

:~i1:;;i~;('.h> . .. . ' ' 
:',:· .: ·~-- ~~ ~- .. , \:. 

··,-'.' ,· 
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DEFINICIÓN l. 7 
Se.a /3 = {ei. e2, ••• ,en} una base g-ortogonal de V. Se define para /3 el 
vector signatura · · ' · 

(e¡, é2, ... , En) 

donde e;= 1 si A;> O y e;= -1 si A;< O con A;= g(e;,e¡) .. 

El siguiente lema relaciona los dos anteriores conceptos. 

LEMA 1.8 
Para una base g-ortogonal f3 =· {e1 , e2, ... , en} de V el número' de signos 
negativos en el vector signatura (e1, e:2, ... , En) es el (ndice de g sobre V. 
{O'N, 2.26} 

Sobre cada punto de una variedad semi-riemanniana vamos a tener 
un producto escalar definido sobre el espacio tangente a la variedad en 
ese punto, el cuál, en general, va a variar con el punto, sin embargo 
vamos a pedir que el vector signatura sea una constante sobre toda la 
variedad. 

1.2 Variedades Semi-Riemannianas 
Como hemos dicho antes, la primera diferencia entre geometría rie­

manniana y semi-riemanniana se encuentra en las características de la 
forma bilineal, i.e. en la manera de medir. Mientras en una variedad 
riemanniana para cada uno de sus puntos teníamos una forma bili­
neal simétrica positiva definida sobre el espacio tangente en ese punto, 
ahora vamos a permitir que la forma bilineal sea indefinida, i.e. que 
sobre algún subespacio del espacio tangente, en cada punto de la varie­
dad, sea negativa definida; justo lo que en Ja primera parte llamamos 
un producto escalar. Pasemos pues a definir con toda formalidad lo 
que esto significa. 

DEFINICIÓN 1.9 
Una métrica semi-Riemmaniana sobre una variedad diferenciable M 
es una correspondencia que asocia a cada punto p de M un producto 
escalar Up[, ) sobre el espacio tangente T pM, de índice constante 11 r¡ue 
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vana diferenciablemente en el siguiente sentido: si X : u e !Rn ~ M 
es una carta alrededor de p, con q = (q¡, ... , qn), x(q) =p E x(U) y· 

'entonces 

8x 
,.-(q) = dx9(0, ... , 1, ... ,O), 
vU¡ · 

gp [!: (q), ~ (q)] = g¡;(p) 

es una funci6n diferenciable. 
Una variedad semi-riemmaniana es una variedad suave equipada 

con una métrica semi-riemmaniana. 

Nota: Siempre vamos a trabajar con variedades de dimensión finita. 
Al valor v del índice de gp, que se mantiene constante sobre toda 

.. la variedad semi-riemanniana M, se le suele llamar el índice de M. Si 
,v = 1 entonces gp es una forma bilineal simétrica positiva definida y M 
es una variedad riemanniana. Si v = 1 y la dimensión de la variedad 
M es n ;:::: 2, entonces se dice que gp es una métrica de Lorentz y M 
una variedad de Lorentz. Para los casos particulares en que M = !Rn y 
gp es una métrica de Lorentz se dice que (!Rn, g) es un espacio-tiempo. 

Pasemos ahora a recordar el importante concepto de conexi6n afín. 
Como en el caso de geometría riemanniana, para métricas semi-riema­
nnianas también se tiene un teorema de Levi-Civita que nos garantiza la 
existencia de una conexión afín simétrica y compatible con la métrica. 

DEFINICIÓN 1.10 
Denotemos con X(M) al conjunto de todos los campos vectoriales sobre 
una variedad M que son diferenciables. Una conexión afín V sobre M 
es un mapeo 

V: X(M)xX(M) -t X(M) 

que se denota V(X, Y) = Vx Y y que satisface las siguientes propie-
dades: · 

i) V¡x+gYZ = /VxZ + gVyZ. 

ii) Vx(Y + Z) = Vx Y+ VxZ. 

iii) Vx/Y = /Vx Y+ X(/)Y, 
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para X, Y, z en X(M) y f, g : M -+ R funciones diferenciables. 
{O'N, 9.9/ 

TEOREMA 1.11 (LEVl-CIVITA) 
Dada una variedad semi-riemanniana M, existe una única conexión 
af{n V sobre M que satisface ser simétrica y ser compatible con la 
métrica g, i. e. si satisface 

(a) (V, W] = VxY-VyX. 

(b) Xg(V, W] =g(VxV, W] +g(V, VxW]. 

para [ , ] el paréntesis de Lie. A es'ta conexión se le llama· conexión 
semi-Riemanniana. {O'N, 9.11/ 

Cuando lo que se tiene es un campo vectorial V a lo largo de una 
curva &(t) : I -+ M, i.e. una función que a cada t E I 1.e asocia 
suavemente un vector tangente a M en el punto &(t), hay una manera 
natural de definir la velocidad de cambio de V y es la que anunciamos 
en la siguiente 

PROPOSICIÓN 1.12 
. Sea M una variedad diferenciable con una conexión afán V. Existe una 

única correspondencia que asocia a cada campo vectorial V, a lo largo 
de una curva &(t) : I-+ M, otro campo vectorial ~Y a lo largo de&, 
llamado la derivada covariante de V a lo largo de &, tal que para W 
otro campo vectorial a lo largo de a y f es una función diferenciable 
sobre 1: 

a) *(aV + bW) = a~Y +bDJ! a,b E lR. 

b) *(!V)= ~V+ J°.J'{. 

e) Si V es inducido por un campo vectorial Y E X(M), es decir V (t)= 
Y(&(t)), entonces ~Y= Vda./dtY. 

Donde, con respecto a la métrica satisface la ec':lación 

d [DY ] [DW ] dtga.(t> [Y, WJ = ga.(t> --¡¡¡-• W + ga.(t> dt' Y (1.1) 

{O'N, 3.18] 
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Una consecuencia de la simetría de la conexión es el siguiente 

LEMA 1.13 
Si M es una variedad diferenciable con una conexión simétrica y si 
S(t, h) : IxJ-... M es una superficie parametrizada, entonces 

[DoC, 9.-'J 

Das vas 
dh at = dtoh 

(1.2) 

El paso siguiente es llegar a la definición de geodésica sobre una variedad 
semi-riemanniana. 

DEFINICIÓN 1.14 
Si &(t) es tal que la derivada covariante de su campo de velocidades es 
cero, .i. e. si 

Da'(t) =O 
dt ' 

entonces &(t) es una geodésica. {O'N] 

1.3 Espacios-Tiempo 

El ejemplo más simple de una variedad riemanniana es el espacio eu­
clideano !R~ donde su producto punto le hereda una métrica riemannia­
na (i.e. una forma bilineal simétrica de índice 11 = O) con el cual Y 
v, w e T.,!Rn ~ !ffR y para toda X e !JlR 

n 

Uz(v, wJ = L V¡W¡ 

i=l 

Si para un entero 11, O < 11 ~ n, cambiamos los primeros 11 signos 
positivos por negativos 

" n 
g,,(v, wJ = - L V¡W¡ + L V¡W¡ 

i=l i=v+l 

obtenemos un producto escalar de índice 11. El resultante es el espacio 
semi-euclideano lR~. Para 11 = 1 y n = 4 obtenemos el ejemplo más 
simple de un espacio-tiempo relativista. 
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Diremos que v E !R4 es 
-espacial si g[v, v] > O 
-nulo si g[v, v] =O 
-temporal si g[v, v] < O. 
EJEMPLO: 

CAPITULO l. PRELIMINARES 

Veamos quienes son las geodésicas en el espacio-tiempo (!R4
, g) cuan­

do consideramos la métrica constante 

g[v, v] = -V~ +V~+ V~ +V~ 

Como Jos coeficientes de la métrica son constantes Jos símbolos . de 
Christoffel se anulan y Ja derivada covariante coincide con Ja derivada 
usual y por lo tanto una curva a(t) es geodésica si y sólo si es' una línea 
recta; 

EL siguiente ejemplo ilustra Ja existencia de espacios-tiempo para 
Jos cuales no es cierto que para cualesquiera dos puntos a, b existe una 
geodésica que los una. 

ESPACIOS ANTI-DE-SITTER 
Consideremos Ja función 

7r(t,x) = ( Jl + llxll!R•-1 cost +Ji+ llxll!Rn-1 si~t,x) 
Esta función enrolla a R1x!Rn-t sobre una hipersuperficie de revolución 
que llamaremos Hr. Si le damos a !R2x!Rn-l la métrica constante de 
índice 2 para obtener !R~+i, esta métrica induce una métrica en Hr de 
índice l. H~ se llama pseudo-espacio hiperbólico. 

Tomando el pullback de la métrica en H~, se obtiene una métrica de 
índice 1 en !R1x!Rn- 1, i.e. 

g(z)[v, w] := g(7r(z))[D7r(z)v, D7r(z)w], 

donde g es la métrica de Hj e lJ?~+ 1 . Entonces (!R1xinn-t, g) se denota 
por Ílj y se llama el espacio anti-de Sitter. Ílj es difeomorfo a ¡nn pero 
la métrica obtenida es distinta de la del ejemplo anterior. 

En particular, existen pares de puntos p, q E iir que no están conec­
tados por trayectoria geodéska alguna [Haw, 5.2]. 
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Rf (cumdina1et1 .,u.,,•) 

•• (Cl't1rJima1t:~ 
.,: ........ , 

Figura 1.1: nr en R~+l. 
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·"Capítulo 2 

Trayectorias geodésicas y 
pulltos críticos 

2.1 El Espacio de Sobolev H 1(J, ~4) 

Para el estudio de las geodésicas en Ja variedad a la que se refiere este 
trabajo :- !R4 con una métrica de Lorentz - se requiere de un espacio 

. de curvas que sea completo y es más, de uno' que sea Ja completación 
del· espado de curvas suaves en !R4• El espacio adecuado es el Espacio 
de Sobolev H 1(J, !R4). Los primeros resultados nos presentan algunas 
propilÍ<lades de este espacio y su subespacio HA(J, !R4}, así como en qué 
otros espacios están contenidos y de qué forma, qué conjuntos densos 
tienen, etc .. Al final viene el teorema más importante de este capítulo 
donde se demuestra que las geodésicas son puntos críticos de una cierta 
funcional. 

Vamos a dar dos definiciones del espacio H 1• Una de ellas está 
dada en términos de funciones que son de clase C1 y que tienen soporte 
compacto . 

. . DEFINICIÓN 2.1 
Sea/ : 1 -+ !R una función real y continua en 1 = (O, 1). Se define 
el soporte de /, que se denota Supp /, como la cerradura del conjunto 

.formado por las X e I tales que f(x) :! o. Al espacio de las funciones 
·. 'eontinuaa en J'con soporte compacto se les representa por Ce(!). 

13 
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Para el desarrollo de algunas demostraciones será funda~ental t~ner 
presente el siguiente 

TEOREMA 2.2 
Cc(I) y C~(I) = Cc(I) n C1(J) son densos en C.2(1, !R), el espacio de las 
funciones f : 1 -t !R que son cuadrado integrables respecto a la medida 
de Lebesgue.[Br, cor. IV.23} 

Una función de clase C1 en 1 si cumple ser continua con soporte com­
pacto en 1, entonces se pega al cero antes de llegar a los extremos y su · 
derivada .resulta ser también un elemento de C.2(1, !R). 

PROPOSICIÓN 2.3 
Si (G, ip)c.• =0 V tp e D e C.2(1, !R}, con D un subconjunto denso en 
C.2(1, !R), entonces 

(G,/)c.o =O V fe C.2(1,!R} 

Demostración 
'11a(.) = (., G)c.• 

es una funcional lineal continua, por lo tanto manda sucesiones conver­
gentes en sucesiones convergentes. Así 

si lim ll'Pn - file.• =O 
n->oo 

=> 

pero si 'Pn E D Vn EN, entonces (ipn, G)c.2 =O V n EN por lo tanto 

(f,G)c.2 =O 

o 

DEFINICIÓN 2.4 
Se dice que una función real f definida sobre el intervalo [O, l] es ab­
solutamente continua, lo que se denota f e AC(l), si a cada t:: > O le 
corres¡ionde una ó > O tal que 

n 

L lf(,8¡) - f(a¡)I < t:: V n 
i=l 



2.1. EL ESPACIO DE SOBOLEV H 1 15 

y para toda colección disjunta de segmentos (a¡, {J¡) en l cuyas longi­
tudes satisfagan 

n 

L({J; - a;) < 6 
i=l 

[Ru, 7.17} 
Es fácil ver que si / es absolutamente continua en l, entonces es 

continua en l. Pero ádemás tenemos la siguiente 

PROPOSICIÓN 2.5 
Toda función absolutamente continu~ posee derivada finita en casi todos 
los puntos. 

Para su demostración puede verse [Kol2, teo. 1, p.368], [Kol2, teo. 1, 
p.278] y [Kol2, 2, p.368]. 

PROPOSICIÓN 2.6 
Si / E J:.2 (1, !R), entonces 

F(t) = 1• f(s)ds 

es una función absolutamente continua. 

Demostración 
Tenemos dos casos: si ll!llt:2 = O ~ f = O casi donde quiera, ~ 
F(t) = O, donde F(t) = O claramente es una función absolutamente 
continua. 

Supongamos ahora que ll!llt:2 > O. Sea e > O, 6 = e/11/llv y 
{(a¡, {J¡)}~1 una colección disjunta de segmentos arbitraria tal que 

n 

L(fJ¡ - O¡) < 6. 
i=l 

Entonces 

n n 11/J¡ 1 tt IF({J¡) - F(a;)I = tt 
01 

f(s)ds 

n 

$ L ll!llt:2 IP1 - a¡j < llfllt:•6 =e 
i=l 

Por lo tanto F(t) es absolutamente continua en l. 
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o 

TEOREMA 2.7 (Definición del espacio de Sobolev) 

H1 ={u: l ~ !RI u E ÁC(l) y ü e .C2(J, !R)} 

H 1 es un espacio de Hilbert con et siguiente producto interior 

{u, v}u, = u(O)v(O) + {ú, il},2 (2.1) 

NOTA:De hecho estamos concibiendo a H 1 como el conjunto de las 
clases de equivalencia de funciones que son iguales casi donde sea en 
l. 

Demostración 
Sea {un} C H 1 una sucesión ll llu1-Cauchy, entonces V e> O 3 NEN 
tal que Y n, m ~ N 

llun - Umll~1 = llun(O) - Um(O)ll~ + lltin - timll~2 < é 

Por lo tanto {Un} y { Ún} son sucesiones de Caucby en !R y .C2 respec­
tivamente. Esto implica que existe p E !R y g E .C2 tales que 

lim llun(O) - Pll~ =O y lim llun - Yi1~2 = O 
n-+oo n-too 

Sea 

u(t) = lt g(s)ds + p 

por (2.6) u(t) es absolutamente continua en l, u(t) = g(t) casi donde 
sea en 1 ( ver[Ru, 7.11] ) y además u(O) =p. Esto implica que u e H 1, 

un(O) --t u(O) en !R y Ün --t ti en .C2• Por lo tanto (H1, ( , }H') es de 
Hilbert. 

PROPOSICIÓN 2.8 (Segunda definición del espacio de Sobolev) 
Sea .C2 = C.2(1, !R). Consideremos el siguiente conjunto 

H 1(J,!R) = {ue.C2
: 3gEC2 talque 

o 

[ wpdt = - l gl{!dt Vr.p E C! (J)} (2.2) 

Entonces H 1 = H 1 
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En· adelante se pondrá ü en vez de g. A ú se le llama la derivada 
d~bil de u. 

Antes de pasar a la demostración de esta proposición veamos que· 
la derivada débil es única salvo por un conjunto de medida cero. 

Supongamos que g y h, elementos de t,2, satisfacen 

J, ucp' dt = - J, gcpdt = -1 hcpdt Vcp E e: 
entonces 

- /,<u - h)cpdt =o 
Por la proposición (2.3) esto implica 

llu - hll.c• = o, 
i.e. g = h casi donde sea en J. 

Vcp e e:. 

Ahora sí, pasemos a demostrar la proposición anterior. 
Demostraci6n 

• (H1 e H1) 

o 

Sea u E H 11 por ser continua sobre un compacto es claro que 
uel.2 Cl.1• 

f ucp'dt = ucp li-f úcpdt = -1 ii.cpdt 

Por lo tanto u E H 1• 

• (H1 e H1) 

Sea u E H 1 y ü su derivada débil. Consideremos 

h(t) = fo1 

üdt t E [O, 1] 

por (2.6) h(t) es absolutamente continua en l y por el teorema 
[Ru, 7.11] 

h'(t) = ú(t) c.d. en l 
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además 

11 

hcp'dt = hcp IA -11 

h'cpdt 

= -11 

h'cpdt = -11 

ücpdt 

= fo1

ucp'dt Vcp E C!(J). 

Esto implica 

fo1 

(h - u)cp'dt =O 

y por el corolario (2.3) 

Vcp E e:(/) 

i.e. h = u casi donde quiera en /. Concluimos entonces que 
módulo clases de equivalencias u E H1. 

D 

Por otro lado sabemos que para dos espacios de Hilbert (E, (, )E) 
Y (F, (, }F) 

H =E EB F ={(e,!) 1 e E E, f E F} 

con el producto interior 

constituye a su vez un espacio de Hilbert. 
Entonces 

ffl (/, !R4) = ffl (/' lR) EB 4 ~~~es $HI (I' !R) 
~ 

es un espacio de Hilbert con su repectivo producto interior (2.3). 
Recordemos ahora que nuestro interés es, dados dos puntos fijos a y 

b E !R4, un espacio-tiempo, garantizar la existencia de un geod~sica que 
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· los una. Entonces podemos restringir nuestro estudio a la familia de 
curvas que unen a a con by que pertenecen a H 1(/, R'). Claramente, 
si z(t) es una de esas curvas entonces se puede escribir como 

z(t) = z(t) + <(t) 

~Ónd~ {(t) es un lazo en R', i.e. ((O)= <(l) =O, y 

z(t) =a+ (b - a)t te [O, l]. 

Definimos entonces 

· H~ = {{E H1(1, !R4
) 1 ((O)= O= ((1)} (2.4) 

'· ·. Sobre este co~unto temenos el siguiente 

TEOREMA2.9 

H~ = {<E H 1
(/, !R4

) 1 ((O)= O= ((l)} 

ea un atJbespacio cerrodo de H 1 

Demoatración 
Sea {(,.}:'~1 e HA una sucesión que converge con la norma 11 llH1 a 
'(E H 1, i.e. dada e> O 3 NE .N tal que 

, ,11(,. -{llk1 = 11(,.(0) -((O)ll~ + 11(,. -(11~2 

Sea 

= ll((O)ll~ + 11(,. - (11~2 <e 'Vn ~ N 

((t) = r ((s)ds 
Ío · 

por la proposición (2.8) ((t) es un representante absolutamente con­
tinuo en 1 de la clase de ((t) y cumple que en t = O vale O. Vía la 

.. , desigualdad d~ Holder .se tiene 

· ... IC~(l): ,(Ú)I, = 11• (,.(s)ds - [ ((s)dsl 

= IL1 

((~(s)- ((8)ldsl 

· s · 11<~<8> - ((s)llc1 
.S' U(1a(a)- ((a)llc2 ~O ·. n -+.oo 
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esto implica O = (n(l) = ((1). Pol' lo tanto ((t) E HA, i.e. HA es un 
subespacio cerrado de H 1• 

o 

De hecho, en vista de que HA es un subespacio lineal de H1
, HA 

constituye en sf mismo un espacio de Hilbert con el producto interior 
inducido 

(u, v)HA = (u, v)H1 = (ú, v)ci. 

Más adelante necesitaremos trabajar con subespacios cerrados de 
HA de dimensión finita, por lo cuál es conveniente darle una base de 
Hilbert y definir dichos espacios como los generados por los primeros k 
elementos de la base. Demostremos entonces la siguiente 

PROPOSICIÓN 2.10 
Denotemos por 

V1c = gen{eosin l1Tt : e= 1, ... , k} 
W1c = gen{e;sini1Tt: i=l, ... ,k; i=l,2,3.} 

E1c = V1c$W1c . (2.5) 

Entonces HA(J,!R4
) es la cerradura, con repecto a la norma 11 llHA• 

de la unión de los E1c sobre todos los k E N, o lo que es lo mismo 

{e¡ sin krrt : i = O, ... , 3; k E N} 

es una base de Hilbert para HA. Además E1c es un subespacio cerrado 
de HA de dimensión 4k. 

Demostración 
Para la demostración de esta proposición nos restringiremos a una co­
ordenada, i.e. si denotamos por V y por W a la cerradura, con respc!cto 
a la norma 11 llHA• de la unión de los V1c y de los W1c respectivamente, 
con k corriendo sobre todos los naturales, entonces bastará demostrar 
el teorema para V pues HA(J. 314 ) =V e w. 

Consideremos los siguientes conjuntos 

{sin k1Tt, k ;:::: 1} y {cosk7Tt, k;:::: O} 
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·. Ambos contituyen una base ortogonal de Hilbert para el espacio 
J:.2(1 ¡ !R) (ver. (Kol2, p.436) ), donde 

11 si~ k~tll.c2 = ~ = 11 cos kntllci 

Veremos que la familia de los senos es también una base de Hilbert 
de HA. Sea · 

rp1c = J2 sin k7rt y 

·entonces {cp1c}~1 y {~}~1 U{v'2} son dos sistemas ortonormales com­
pletos de J:.2 , con 0:1c = k'll'. Veamos cuanto mide rp,. en HA 

ll1P1cll~ = llchll~2 

fo1 

(k71'.J2 cos k7rt)2dt 

= k27í2 =o:~ 

.·.Por lo tanto 0:1c = llcp1cllHA = k7r, entonces {~} es un sistema 
ortonormal en HA. Veamos ahora quienes son los coeficientes de Fourier 
de u e HA con respecto a { ~}. Sea c1c el k-ésimo coeficiente de Fourier 
de u · · · · • 

C1c = < 1P1c) (' ~le) u,- = u,-
0!1c H' 0:1c ci o 

v'2br 11. = -- u cos k'll't dt 
ª" o 

k21í211 
= -- wp,.dt 

ª" o 
= o:,.(u, cp1c) .c2 

= a1cc1c 

donde c1c es k-ésimo coeficiente de Fourier de u en C.2 • Ahora, para 
demostrar que { ~} es un sistema ortonormal completo en HA hay que 
ver que la serie de Fourier de u E H~ converge a u en HA. Para ello 

.... ·, 
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calculemos·antes el k-ésimo coeficiente de Fourier de iL como elemento 
de C,2 con respecte a su segundo sistema ortogonal completo. 

Parak~l 

= a,.Ci.· 

·· Y para k = O es fácil ver que es cero. De aquí que 

Por lo tanto 

lim llu - E c1c 'Pk 11 = lim llü - E ai.c1c rp1c 11 = O n-+oo Olk n-+oo 011c 
k=l HA k=l c.• 

i.e. { ~} es una base de Hilbert para HA. 
Ahora veamos que V k E .N V /c es un subespacio cerrado de HA, o 

bien, que en sí mismos son espacios de Hilbert con el producto interior 
heredado por HA. 

Sea {Sm} una sucesión en Vn que es IJ llH~-Cauchy. 

n 

Sm = (/3í", .. ., /3::'} = L /3k" sin krrt 
k=I 

Entonces V é > O existe N E .N tal que para toda i, j ~ N 

2 •. 2 ../2~ 2 . ·2 
llS; - Sillni = llS; - SilJc• = 2 L..,,nk(/3~ - .Bk) <E 

claramente esto ocurre si y sólo si 

l/3~ - fiÍI < i;' < é 

k=I 

V k = 1, ... n. 
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esto implica que {,Bí}~1 es una sucesión de Cauchy en !R para toda 
k= l, ... ,n. . . 

, Sea ,8., el límite cuando '¡ 4 o0 de /11. y 
:·¡;1, '. ··:' ' ·.·.;. .'. . '. ! :.· '·· 

:, .. l•,• n 

·, ~ ; ;' ·; ' ' : ) S = E p., sin k1rt 

·•=• 
, Dada é > O existe N e N tal que para toda m ?:. N 

; . , J2 n . , 

llSm -Slla¿ = T Eo~(,8;'-,8.,)2 <e 
'l:=l ' 

Por lo tanto Sm converge a S e V"' i.e. V n es un espacio de Hilbert 
de dimemJión n. · · 

.'ti.' 

.O 

Una concecuencia inmediata de este resultado es' el siguiente 

COROLARIO 2.11 
HA,está.,enr;tJjado de manera continua en t.2• 

Demostraci6n 
Sea i la inclusión i : H& ~ J:.2 definida como 

i(u) =u V ue H~ 

de la proposición anterior 

00 00 

llull~2 ~ E<u, cp.,)~, = Ec~ 
' k=l k=l, 

; :._·:' 

es claro que 

''·:\'' '·" - ' 

;¡;¡;¡¡¡...-.;.;¡,;;¡,;¡¡;¡,¡ __ ....,....,. ..... ....,;;;m;,:;....,......,....,.,.....,,..,;,,,~;,miM.i;""""_,W&"JTh..~~~~~~~ 
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D 

Para nuestro estudio va a ser conveniente pensar a las curvas que 
unen a los puntos fijos a y b E !R4 dentro de un espacio más grande 
y con otra topología, éste es C.00

, el espacio de las funciones que son 
esencialemte acotadas. Del teorema (2. 7) es claro que, como conjuntos, 
Hl e t:,00 ; pero además, como espacios topológicos tenemos el siguiente 

TEOREMA 2.12 
El espacio· de Sobolev H 1 está encajado en C.00 con inyección continua 
y compacta. En particular, existe una constante M tal que 

llulloo:::; Mllullu• Vu E H 1
. 

Para su demostración consúltese [Br, teo.VIII.7]. 
Antes de pasar a la siguiente sección un poco de herramienta. 

PROPOSICIÓN 2.13 
Sea f : !R4 -t !Runa función continua y {xn} una sucesión de elementos 
de C.00 (l,!R4), i.e. Xn : [O, l] -t lR4, tal que Xn converge en C.00 ax, 
entonces J(xn) -t f(x) con la norma 11 lloo· 

Demostración 
Por la convergencia tenemos que dada t > O 3 N E .N tal que Vn > N 
llxn - xlloo < f, Sea 

M > max{llxdloo, llx2lloo1 ... , llxNll001 llxlloo - f, llxlloo + t} 

claramente llxnlloo < M Vn E .N. Esto significa que Vt E l y Vn E ..N 
llxn(t)llR• < M y llxll!R• < M, o lo que es lo mismo, todo este conjunto 
de puntos se encuentra dentro de la bola de radio M y centrada en O, 
subconjunto de !R". Llamemos J( a la cerradura de esta bola (con la 
norma en !ll4), J( resulta ser un compacto como subconjunto de R4, 
entonces, usando el teorema 23.3 del Bartle ([Ba]) tenemos que f es 
uniformemente continua sobre K. Asf, dada E > O 3 c5 > O tal que V 
y, z E K con llY- zll!R• < c5 => l/(y)- /(z)I < E/2. Por la convergencia 
de la sucesión, para esta c5 3 N E .N tal que V n ~ N llxn - xlloo < c5 
donde esto significa que 'rlt E l llxn(t) - x(t)ll!R• < cS, y esto implica que 
'r/t E j y 'r/n ~ N 

l/(xn(t)) - /(x(t))I < E/2 
:::} sup{ l/(xn(t)) - /(x(t))I : t E l} $ E/2 < f 
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Por lo tanto,·dada t: >O 3 NEN tal que 'Vn ~ N. 

11/(xn) - /(x)lloo < f: 

. 25 

o 

2.2. La.Funcional Energía de un Espacio­
Tiempo (~4,g) 

.. Una vez establecidas las propiedades anterioi-es de H1 y H~, podemos 
pasar a traducir el problema de garantizar la existencia de una geodésica 

. . que una a. a con b (para a, b E !R4 un espacio-tiempo) a un problema 
· _variacional. Comencemos con describir la funcional que usaremos, no 
. sin antes especificar que en adelante a y b serán cualesquiera dos puntos 

.. en !R4 fijo&.' 

. '' DEFINICIÓN 2.14 ' 
' Llamomóa Funcional Energía a ~ : HA -+ R definida por 

·,:·1,1f ...... .'< ·,·." ' ·:' ' • ' ¡ . ' . . 

,':; ~(() = ~ fo1 

9(z(c))[z(t), z(t))dt (2.6) 
·, ·:·-,,.:,• , .. , 

;_H::L: ' .. :·:· ' dónde g u la m~trica.semi-riemanniana, z(t) = z(t).+ ((t), con ((t) E 
........ .,,..... .. HA·.~·-·. 

;,J~~:~{;{i.\'.Y;;M?.:·i.1,·:·5:_<··i ·;·.· .· . i= a+(b-a)t e•· .. ·.·• .· ·.· (2.7) 
í;.'U•.\;.r;;:'p~:.¡; ·::_'':; '.';, ?IJOTA:es claro que en esta .definición ~ depende de fos puntos a y 

:~~i~~JE~~f¡i¿~i.:'.'Í=~~·~º~~~~¡~· ~-un d_o~inio más genera~, los vamos a 

,:~'''·'::,1; 0·L·'·i• '·'·:·Como' ·anunCiamos antes ··nos estamos restringiendo. al estudio de 
····'.¡~¡:9#;~)~.\~):oi¡:-~;:-.~iéhient~ 'de 111, q~~ s,ie~~re son a­
··";c1~\>lt!l:.pc>1t·:rU11i:lónes.dlferenciables con ·sc>porte compacto en 1 . 

. ,d_, .. tK~~~i~i¡f~t~~,·,%iúl 
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z(t) - z(t) es un punto crítico de <li; e inversamente, si ((t) E HA es un 
punto crítico de <I>, entonces z(t) = z(t)+((t) también es una geodésica 
que une a a con b. 

Pero para poder hablar de puntos críticos de la funcional energía es 
indispensable demostrar primero el siguiente: 

TEOREMA 2.15 
La funcional energía es diferenciable en todo HA. 
Demostración 
Procederemos en el siguiente orden · 

-Obtendremos la derivada de <li en la dirección de {) para {) arbi­
traria. 

-Demostraremos que la derivada de Gateaux de <I> en ( es una fun­
cional lineal acotada. 

-Demostraremos también que la transformación (.--+ D<I>, es con­
tinua. 

-Con todo lo anterior estaremos en posibilidad de aplicar el coro­
lario [Ma, 2.4.10] que dice: Si J: U e e--+ :Fes C1-Gateaux, entonces 
es C1-Frechet y las dos derivadas coinciden. Así terminaremos la de­
mostración. 

Recordemos que 
z = z+(. 
Z; es la i-ésima coordenada de la derivada de z : 1 --+ lR4. 
ÍJ; es la i-ésima coordenada de la derivada de {) : 1 --+ lR4. 
La derivada de Gateaux se define como el siguiente límite, para h 

un parámetro . 

.i.<I>{( + hiJ) 1 = lim <li(( + hiJ) - <I>(() 
dh h=O h~O h 

lim !. ~ 1· g;j(Z + hiJ)(z¡ + hÍJ¡)(zj + hÍJj) - 9ij(Z)Z;Zj dt 
h~O 2 .~0 o h 

t,J= 
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= lim ! E ¡1 (g;1(z + !?) - Y;1(z))Z;z; dt 
h-+0 2 iJ=O Jo h . · 

+ l~(:t f' g;;(z + h )z;D;dt + E 1' g;;(z + hiJ)h-h;-b;dt) 
iJ=O Jo i,j=O O 

Vamos a considerar a cada u o de los anteriores sumando como una 
$ucesión1 para lo cual vamos tomar h = l/n. Además nos conviene 
escribirlas en t~rminos del pr ucto interior en C2(I, !R). Así 

',, · 11 (g;;(z +. *fJ) ~- Y~;(z))z;z dt = ( Y1;(z + *i- g;;(z), Z¡z;) e' 

·,,. . . 'fo-1 

911 (z+;i7) Z;d dt. = (911 ( z + ~!?) ,z,-h; )e, 
,., . ¡: ;fo>~j ( z + ~17) ~J,J dt. = (Y1; ( z + ;n) ;. J;J;dt) e', 

entonces para cada i, j lo las integrales correspondientes son. evalua­
ciones de funcionales lineales ontinuas en J:,2 en los términos de una 
sucesión .. Además es claro q e z + *fJ converge uniformemente a z 
cuando n tiende a infinito, en onces, usando la proposición (2.13) 

""1· 

y por otro lado 

.. l' . g;;(z + ~!? ....;. g;;(z) _ (V .. ( ) fJ) 
n!.~ . . . - - . g,, Z ' R4 

' n 

donde, en nuestr~ .c~o, co~~e gencia unifor.me implica converg~ncia en 
J:.2. Por 10 tanto · · · . 

= ((Vg;;(z), i?)R4, z;i;)c2 
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de donde 

El paso siguiente es demostrar que la derivada de Gateaux, que en 
adelante denotaremos como D~,, satisface, para cada z E Mab, ser 
lineal y continua. La linealidad de D~, es consecuencia inmediata de 
la linealidad de: la métrica g, la integral de Lebesgue y del producto 
interior en !R4 • 

Veamos que es una funcional acotada, para esto nos apoyaremos en 
una notación que nos permita ver a la derivada de Gáteaux en términos 
del producto interior en C.2• 

Hacemos primero la siguiente observación 

3 

9(z¡[z, J] = E 9ii(z)z;Ji 
i,j=O 

3 3 

= Jo Ez;g¡o(z) + ... +Ja Ez¡g;a(z) 
i=O i=O 

= f (tz¡g;0(z), ... ,tz;g¡3(z}) ,J) 
\ i=O 1=0 JR4 

Denotemos con Z al vector 

( t t;g;o(z}, ... , t z;g;3(z)) 
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Entonces podemos escribir 

ID~c(i?)I = 1~ t f1 (z,i:;Vg¡;(z), iJ)R4dt + f1 (Z,d)R4dtl 
iJ=OJo lo 

1
1 

3 
¡1 . 1 = '2 ¡:Jo (i:¡i:;V9¡;(z),iJ)R•dt+(Z,iJ)c2 

tJ=O O 

(2.8) 

d~nde la expresión 

. . 1~ t 11 (i:¡i:;Vo;;(z), iJ)Rtdtl 
•J=O O 

se puede descomponer en términos del producto interior de C.2(1, R) en· 

I ~ t t ¡1i:¡i:;8:'i (z)iJtl 
;,;=o t=O lo Ut 

S ~ t t llz,i:; ::; (z)ll 1 ¡1 iJt(t)dtl 
1,j=D l=D t oo lo 

s te, 111 

i?t(t)dtl (2.9) 

donde 

e 
1 ~-, 11 · . og¡; ( >11 t = - L,, Z¡Z;- Z 
2 i,j=D OUt 00 

Integrando por partes, usando el hecho de que {} E HA y con la ayuda 
de la desigualdad de HOider obtenemos 

111 

i?t(t)dtl ~ lt{}t 1~ -11 

ti9t(t)dtl 

:5 11 

ltdt(t)ldt 

:5 (1
1

~2dt)
112

1ii9t(t)llc• 
V3 . 

= 31i{}t(t)llc• (2.10) 
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entonces, sustituyendo (2.10) en (2.9) 

1
-
2

1 E E11 

z,z; ~'i(z)tJ,¡ :s E ¿c,11'1,nc•., · 
l,j=D l=O O Ut l=O 

.¡a~ . . 
:S 43 L.J CtlltJllc• = Cll19llc• 

l=O 

(2.11) 

para e = 4Yf E:=O e,. Sustituimos (2.11) en (2.8) pai:a llegar a que 

ID~,(tJ)I :S Cll'111eo + l(Z, J}c•I 
:S CllJllc• + llZ1lc2 i1Ji1c2 

= KllJllc. = KlltJllifA · 
con K = C + llZllc• < oo pues la métrica g, sus parciales y z son 
elementos de J:.00 por ser continuas sobre l y z E C.2• Como K no 
depende de {) se tiene que D~, : HA -+ !R es una funcional lineal y 
acotada. Nos resta demostrar que la transformación ( --+ D~, 
es continua en(, con ( arbitrario, y lo vamos a hacer vía sucesiones, 
i.e.vamos a demostrar que para toda {(n} sucesión en HA, que converge 

. a ( E HA, D~cn converge a tJ~, en el dual de HA, i.e. 

Recordemos que la norma del espacio dual, que hemos denotado con 
1111· se define como 

llT(!?)ll. = inf{A :SO : IT(i9)1 :S All!?llHA ViJ E HB (2.12) 

En los cálculos siguientes vamos a considerar 

Zn(t) 
z(t) 

z 

z(t) + C:n(t) Zn(t) E Mab 
z(t) + ((t) z(t) E Mab 

( t(z~ );g;o(zn), ... , ~(in)1g;3(z,.)) 

( t(z);Ym(z), ... , t(z)¡g¡3(z)) (2.13) 
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La idea de la demostración será encontrar una A como la de la definición 
(2.12), que dependerá de n - en sentido estricto encontrar una An - y 
que al tomar el límite cuando n tiende a infinito tienda a cero. 

Sea iJ e Hi arbitraria 

ID~"'(fJ) - D,(iJ)I 

= tt ((i,.)¡(i,.)iV'g¡;{Zn) - (i)¡{z)¡Vg¡;(z), iJ)c2 + (Zn - Z, J)c2 I 
3 

$ E ll(in)1(in)jVg¡;(zn) - (z)¡(z)¡Vg¡;(z)llc2llfJllc2 
iJ=O 

+ llZn - Zllc2ll'9llc• 

$ et ll{in)¡(z;.);Vg¡;(Zn)(z)¡(z)¡Vg¡;(z)llc2) (lliJllv + 1!'9llc2) 

+ · llZn - Zllc2{11fJllc2 + ll'9llc2) {2.14) 

Ahora una observación fundamental, es claro que 

lliJllH~ $ llDllc2 + llt?llc2 

Por otro lado Ja desigualdad de Poicaré [Br, prop. VIII.12] nos dice: Si 
I es acotado, entonces existe una constante K, que depende sólo de la 
medida de /, tal que 

ViJ EH~ 

· Dicho de otra forma, Ja norma en Hi es equivalente a la que aparece 
del lado izquierdo de la anterior desigualdad. Pero Jo que nos interesa 
de este resultado es que al sustituir en {2.14) obtenemos una cota An, 
que es lo que buscabamos. 

con 
3 

An = K E ll(Z..);(Z..);Vg;;(Zn)- {z);(z);Vg;;(z)llc2 +llZn - Zllc" 
i,j=O 
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Recordemos que partimos de una sucesión {(n} en H~ que converge a 
( E .HA, esto tiene las siguientes implicaciones 

Zn converge a z en H 1 

Zn converge a z en C/'", esto por el teorema 2.12. 
Zn converge z en C2• 

Con esto en mente, apoyandonos en lá proposición 2.13 y en la 
continuidad de la norma ll 1l.c2 tenemos 

lim An 
n-+oo 

3 

lim K" il(z'n);(z~);Vg;j(z,.) - (z);(z);Vg,;(z)ll.c• 
n-too L-J 

i,j=O 

+ lim llZn - Zll.c• 
n-+oo 

3 

= J(" 11 lim (in);(in);Vg¡;(zn) - (z)¡(z);Vg;;(z)ll.c• L.J n-+oo 
i,j=O 

+ llJ~~ (t(in);Y;o(Zn), · · ·' t(in);g¡3(Zn)) - zll 
1=0 •=O c,2 

3 

= K E ll(z)¡(z);Vg¡;(z) - (i)¡(Z)¡'Vg;;(z)llc• 
i,j=O 

Por lo tanto el operador DCl! : H~ -t (HA)• es continuo. 
En resumen, hasta aquí hemos demostrado que la funcional ener­

gía es C1-Gateaux, entonces por [Ma, 2.4.10) cI> es C1-Frechet y ambas 
derivadas coinciden. 

o 

Enunciemos ahora el teorema mas importante de este capítulo. Des­
pués de concluir su demostración mudaremos la búsqueda de geodésicas 
en un campo gravitacional estacionario con una métrica de Lorentz a 
la de puntos críticos de la funcional energía. 

TEOREMA 2.16 
Sea (!R4, g) un espacio-tiempo, toda geodésica .::(t) = z(t) +((t) que une 
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a a con b con-esponde a un punto critico de la Funcional Energía 

~(() : Hi --+ !R¡ 

~((} = ~ fo1 

9(r+,)[i + (, i + (]dt 

Rec(procamente, si ((t} E HA es un punto critico de~. entonces z(t) = 
z(t) + ((t) es una geodésica que una a a con b. 

Demostroci6n 
E~ la demostración del teorema anterior llegamos a que la derivada de 
Frechet de ~ coincide con la de Gateaux, i.e., que 

D~,(1?) = :h «)({ + ht'J) 1 b=O 

y de hecho 

h E (-e,e) = J 

111 
( d . . , ) D4'.ic( 1?) = 2 

0 
dh 9(z+M) [ Z + h{J 1 Z + MJ] b=O dt (2.15) 

donde S(t, h) = z(t) + MJ(t) resulta ser una superficie parametrizada 
que contiene ala curva z(t) E Mab• Podemos entonces aplicar las ecua­
ciones (1.2) y (1.1} para obtener 

d . · 1 dh9(z+Ml[z + ht'J,z + M] h=D = 29c•+M> [~!s(t,h),z+hd] 1 b=º 

= 29(.+M) [~ :h S(t, h), z + hd] 1 b=O 

= 29(z+M) [~ 1?, Z + hd] 1 h=O 

= 29¡.¡ [~1?,z] 
Si z(t) es.diferenciable, entonces 

. [D ·] (d9cz> [·º '] [ DZ]) . 29(•) dt 1?, z = 2 dt v, z - 9(•) 1?, dt 
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Sustituyendo (2.16} en la expresión (2.15} 

DiI>,(19) = ~ fo1

2(:t9<•>[19,i]-9C•l [19, ~z]) dt 

= 9(•(t))[19(t),i(t)]I: -L
1

9c·i[19.~z]dt 
=· - l 9(•) [19, ~:] dt . (2.16} 

De modo que11i i(t) es diferenciable tenemos las siguientes equivalencias 
· · z(t) es geodésica si y sólo si 

D z = O <=> Dil>d 19) = O W E H~ 
dt 

Sólo nos falta ver que si ( es un punto crítico de '1>, entonces z(t) = 
E(t) + <(t) es diferenciable. Para ello requerimos cambiar nuevamente 
nuestra expresión de la derivada de la funcional energía. Observemos 
el siguiente hecho: 

3 

E z,z;<v 9ij(z), 19)!R• 
i,;=O 

3 3 
.o ""' • • 89¡; ( ) .o ""' • • 8g¡; ( ) = VQ L.J Z¡Z;-¡¡- z + ... + ·ua L.J Z¡Zja z 

i,j=O Uo i,j=.O U3 

( (t z;i; :Yii (z), ... , t z;z; :Yii (z)) , 19) 
w~ ~ i.J~ ~ ~ 

= ( ( ::
0 
(z)[z, z], ... , ::

3 
(z)[z, z]) , {)) 

914 

(D9(zl [z, z], 19)!R• 

donde 

Dg,[z, z] = ( ::
0 
(z)[Z, t], ... , ::

3 
(z)[Z, t]) 

es un vector en !R4 para cada t E J, pues cada entrada es una aplicación 
cuadrática. Por otro lado 

g,[t, J] = (Z, b)n• 
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con Z como lo d~finiinos en (2.13) Entonces la expresión de la derivada · 
de la funcional energla queda 

v~,(fi) = [<z, iJ)R4dt + ~ J<vg.[z, .z], n)112dt 

Supongamos que ( es un punto crítico de la funcional energla, esto 
significa que para toda 19 E HA 

v~,(19) = J<z,iJ)~dt + ~ J<v9.[z,z],'l?)t12dt =o 

f (Z, d)11.dt = _!_ 1(Dg,(z, .Z], !9)112dt 
}, 2 1 

V!9 EH~ 

en particular, para toda 19 E e:, entonces, por la segunda definición del 
espacio de Sobolev H 1 (2.8) 

Z = ( t(.Z)¡g¡o(z), ... , t(.Z)¡g¡3(z)) 

pertenece al espacio de Sobolev H 1 (I, !R4), de hecho su derivada débil 
de acuerdo a (2.8) es Dg,[z, z) e .C2(J, !R4). Pero lo importante es que 

( 

9oo(z(t)) · · · 903(z(t)) ) 

z = (.Zo, ... 'ZJ) g4o(~(t)) : : ·. g33(~(t)) = Y(z)Z 

donde por definición de métrica semi-riemanniana la matriz con en­
tradas g;J(z(t)), i, j = O, ... , 3 es invertible para toda t E J, además 
como la inversa está dada en términos de los coeficientes de la matriz 
original entonces sus coeficientes son a su vez de clase C1, en particular 
gii(z(t)) E H 1(1, !R), esto nos lleva a que 

g-1(z)g(z)z = z E H 1(I,!R4
) 

i.e. tiene sentido hablar de la derivada covariante de z(t). 

o 



36 GAPíTULO 2. GEODÉSICAS Y PUNTOS CRfTIGOS 



Capítulo 3 -. 

Teoría de puntos críticos 
. . . ( . 

Esta sección·estará dedicada a dar condiciones para que una funcional 
~ : H -+ R de clase C1 sobre un espacio de Hilbert H tenga un punto 
critico. 

En primer lugar requerimos una condición de compacidad que se 
, t;onoce _con el nombre de Condición de Palais Smale (3.1, [P] y en [St]). 
-. Esta condición tiene la siguiente implicación: si para todo é > O el con­

junto subnivel ~c+r ={u EH: ~(u) :5 c+é} no se puede deformar 
en~·-•, entonces ces un valor critico de de~ (Lema de Deformación, 
(3.5). El Teorema del Punto Silla (3.6, [Rl]; [R2]) da condiciones que 

- periniten encontrar un valor e tal que fl>c+• no se puede deformar en 
~·-•.·Dicho valor se obtiene a través del principio de minimaz aplicado 
adecuadamente. · 

__ JlEFil'lIClÓN-3.1 (Condición de Palais-Smale) 
Sea H un esjiacio de Hilbert y ~ : H -+ R una /unción de clase C1• Se 
dice que~ satisface la condición de Palais-Smale (PS) si toda sucesión 
{Un}neN' CH, con {'l>(un)} acotada y lim V'l>(ttn)=O, tiene una sub-

: . . n-+oo 
' auceaión: éonvergente. ' 

. Recordemos. que la derivada de una funcional ~ : H -+ !R, con H 
un espacio de Hilbert, es un operador que denotamos D'l> : H -+ H tal 

· · · : , :·q~~ pa~a cad~ u~ H .O~u es uiia funcional .lineal continua s~bre H, i.e. 
.. . · ? un eleinent~ def dual. Por el teorema. de representación de Riesz existe 

·;·:_'tinél~~ell~o-eA H qÚe Jlarllaremos V~(u) tal que para toda V e_H 

, "•;[i~;Í;~iJ~:;~;,,~ ~ ' . v•.M = :•(u),.)H· 
;~ '!'.:·; '~.·.: 

~~~i~r~{:¡n,~·;§~ . . · · · --
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Con esto claro· pasemos a enunciar una con.secuencia in.mediata ·'ét'e la 
anterior definición. 

PROPOSICIÓN 3.2 
Se,a el> como en la definición anterior y tal que satisface (PS). Entonces 

Kc=°{ueHjcI>(u)=c y VcI>(u)=O} 

es compacto. 

Demostración 
Sea {u,,} una sucesión en Kc, entonces cI>(un) = c y VcI>(u,.) =O Ir/ 
n EN y por (PS) {un} tiene un punto de acumulación, el cual, por 
la continuidad de el> y VcI>, pertenence a Kc . Por lo tanto Kc es 
secuencialemente compacto y esto, en espacios de Hilbert, equivale a 
ser compacto. 

D 

Recordemos brevemente lo que significa que una función satisfaga 
la condición de Lipschitz que n:iás tarde usaremos. 

DEFINICIÓN 3.3 
Se dice que una función f : H -t H es localmente Lipschitz si para cada 
u E H 3 una vecindad U de u y una constante M tal que V v, w E U 

llf(v) - f(w)llu ~ Mllv - wlla 

f es Lipschitz si existe una constante M tal que la desigualdad anterior 
se cumple para todos los v, w E H. · 

PROPOSICIÓN 3.4 
Si j : H -t H es de clase C1, entonces f es localmente Lipschitz {Ma, 
2.4.1¡. 

TEOREMA 3.5 
Sea H un espacio de Hilbert sobre los reales y el> : H -t lR una función 
de clase 0 2 que satisface (PS). Sean c E lR, t > O y V una vecindad 
de Kc (Re como en la proposición 9.1), entonces existe una$ E (O,E) 
y r¡ : [O, l ]xH -t H continua tal que: 



. ":!'. 

·.": 

.......... ~? 

- -.,, 

(a) 71(0, u)= u Vu E H 

(b) 71(t, ti}= u Vt E [O, l] si 4>(u) f!. (e - g, e+ e) 
~ . .; ._, . 

(e) 711(u) es un homeomorfismo de H en H para cada t E (O, l] 

(d) · Jl71(t, u) - ulla :$ l. V.t E (O, l] y u E H 

(e). 4>(~ct; u)) :$~(u} Vt E [O, 1] y u E H 

(f) 71(1, 41c+< \V) e 4>0
-•, donde 4>' ={u EH 14>(u) :$ s} 

. (g) Si Kc = 0, 71(1, 4>0H) e ti)M 

Antes de demostrar el teorema analicemos sus implicaciones. 

39 

La afirmación que nosotros usaremos será (g). Esta dice que si 
e E R no es valor critico, entonces existe e > O tal que ~e+< se puede 
deformar en 4>0

-• • 

. . . · Dicho de otro modo: si 4)0+• no se puede deformar en 4>0
-• para 

ninguna e. > O, entonces 4> tiene un punto critico con valor c. Para 
ilustrar esto vease la figura (3.1). 

Demostración· del teorema 9.5 
Consideremos el conjunto 

N, = {u e H 1 llu - KcllH < 6} 

donde llu .;,;. KcllH ;::;min {llu - ;z:lla 1 :z: E Kc}· Claramente Kc e 
Na V6 > O; por ló tanto· 3 · 6 > O, sufiCientemente pequeña, para la 
cual. Kc e Na e V; AfirlJlamOs·que existen constantes b, € > O que 
satisfacen · · · 

llV4>(u)llH 2: b . Vu E ~c+f\(4>0-tuN.s¡s) (3.1) 

(V~e figura 3.2). . . . . . . ·· · . 
• Si no, queriia deeir. que existen suces.iones p0sitivas {b,,}, {€nl con- · 

vergentes a cero, y Un e i)c~t.;_\(i)":-'"~Na¡a) tales que. ·· . . . . 
:, •1··,· '• ·-

•' 
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Figura 3.1: Consideremos~ : !R2 ~ !R, ~(x, y) = x2 - y2• Observemos 
que ~ satisface (PS). Para toda e > O, ~-· no es conexo mientras ~· si 
lo es, de modo que el Teorema de Deformación asegura que O es valor 
crítico de <I>, lo cual es inmediato verificar en este ejemplo. 

Figur~ 3.2:. Para <I>: !R2 ~ !R definida por <I>(x, y) = x2 -y2 y O un valor 
crítico de <I> ilustramos las curvas de nivel <I>", <I>-• y N6¡8 vecindad de 
1(.. 
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Por·(PS) {u,.} ti~ne una s~bsucesión convergente a u, y de la con-
tinuidad de .~·Y V~ obtenemos que · 

~(u)= e y V~(u) =0 i.e, u E K., 
• .. 

pero V n E JI {u,,} está en el complemento de Na¡s, que es cerrado en 
H; por lo tanto.u no pertenece a Na¡8• ,Esto es una contradicción pues 
K. e N6¡s. 

s.i pedimos además 

. { b6 b2 b} 
€<mm é' 16'2'2 

seguimos teniendo (3.1). 
Sea e E (O, €), definimos 

A= {uEHl<I>(u)$c-€}U{uEHl<I>(u)~c+€} 
B = {u E H le - e $ <I>( u) ::;; e+ e} 

e = H\Nat• 
D = Na¡s 

(Vease la figura 3.3.) 
Observemos que A n B = C n D = 0. Definimos 

g(u) = llu -Alla 
llu - Alla + llu - Blla 

f(u) = ·llu - Olla 
llu-Clla+ llu- Diia 

Es claro que jg(u)j $ 1, lf(u)I $ 1 V u E H. 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

Veamos que /('u) y g(u) = ~' con A(u) = llu - Alla y B(u) = 
A(u)+ llu-BIJa, son localmente Lipschitz. Sea u EH, 3ru >O tal que 
B(v) ~ ru Vv E Br.(u). (Razón: sea {rn} C lR una sucesión de reales 
positivos convergente a cero. Si la afimación no fuera cierta, V n E .N 
existiría Vn E Brn(u) tal que B(vn) < rn; pero Vn converge a u y la 
continuidad de la norma implica que B(u) =O =>u E A n B = 0 !). 

,_',•,,, ..... ,. 
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. . ,. . 
mi,;t.,)• -e 
f1;o;.)•-E. . e 
Ni/~ = c. 

=-- N &/g ,.. 1> 

. ·¡e,.;):.~ 

~g.,)=.t 

Figura 3.3: La figura representa a las regiones A, B, C y D para el caso 
de ~ : !R2 --t !R, <I>(x, y) = x2 - y2. 

Sean v,w E B,.(u), 

lu(v) - g(w)I 
I

A(v) _ A(w)¡ 
B(v) B(w) 

= 1 ( )B(w)- B(v) A(v)-A(w)¡ 
g v B(w) + B(w) 

:5 1211v- wllH + llv -wllul 
fu fu 

= ~llv-wllH 
fu 

Por lo tanto g( u) es localmente Lipschitz. De manera análoga se obtiene 
la demostración para f(u). Ahora dtifinimos h: !Jl+ --t (O, l] por 

h(s) = { 1 s~ s E [O, l] (3.5) 
l/s SI S 2:: 1 

y W : H --t H por 

W(u) = -/(u)g(u)h(llV'~(u)llH)V'<I>(u) (3.6) 

W(u) es localmente Lipschitz ya que <l> es de clase C2 1 y llW(u)llH :5 
1 Vu E H. Entonces, por el teorema general de existencia y unicidad 

1 Para la demostración de este teorema de hecho basta con que el> sea de <"iase C 1 
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para ecuaciones diferenciales ordinarias, la ecuación 

d11 dt == W(11(t, ~)) (3.7) 

con condición inicial 
11(0,u) =u (3.8) 

tiene solución única definida sobre un intervalo maximal (a, /3) y la 
si;>lución depende continuamente de la condición inicial [Ma, 4.1.6]. 
Afirmamos que para cada u E H la solución. se extiende a todo !R. 
Si no, sea tn --+ f3 < oo ·con tn < f3 V· n E .N, integrando la ecuación 
(3.7). (con la integral de Bo~hner[Hil, cor. del Teo. 3.6.5]) 

l111(t,;+1 1 u) - 11(tn1 u)lls = llLi..+i W(11(r, u))dr t 
:5 11

"+i l1W(11(r, u))lludr [Hit, teo.3.5.4) 
1,. ' 

:5, ltn+1 - tnl 

;, ~ 11(t~, u) es 11 lls - Catichy ~ 3 ü E H tal que 

.ü = lim 11(tn. u) ;,, 11( lim tn, u) =' r¡(/3, u) 
. n-+ao n-too , 

. . ,l.· 

. Entonces 11(t, u) se puede extender a un intervalo con valores de t > {3. 

. '·· 
' .. _;. 

Por lo tanto (a, /3) =R. ·· · 

• De la dependencia continua de la solución de la condición inicial 
se tiene que· r¡ E C([O, l]xH, H) 

• Por ser 11 solución de (3.7), (3.8) r¡(O, u) = u V u E H y se tiene 
. (a). 

··,, 

• [c...;t1c+€) e [c-e,c+E]. Si~(u)' [c-e;i:H] => 3unavecindad 
abierta Uu de u tal que para toda V E Uu ~(u)' [e-:- l, e+ e] lo 
cual implica Uu e A => g(u) =O => W(u) = O => la solución a 

:;:'·,;."('(;'{ • (3.7), (3.8) e8 11(t, u):::::u. V t E !R y obtenemos (b). 

~;,~-~·;,;~;'.~"'" ::'.:, :. ':PÚ.- ~;re 'ei. posible ~ltrúir una fUnciÍSn, á I& que tie le llama paeudogrudiente 
~:·;;:. ;'.:¡qf;<:·;·:::.,; ele.•• que Atilface la concJiciól! .de Lipscbltsz¡ acerca de esto puede ronsultarse (Rl) 
. :;.::t,~f;~~~·~·.:.:·;t:::::::)>~\·:··/··:/: :' '. , .. ,,: _.': . ". < ' .·-. ,·.' '. • • 

-::.. ·:r 

}(t,;f ¡;~~f l~,4[.i~ .. 
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• Llamemos 'IJu(t) : !R ~ H a la solución de (3.7), ;(3.8) y 
71 .. (u) : H ~ H; con u fijo, a la función que a cada u en H 
la manda a 71(t, u) valuada en el tiempo t = u. Veamos que 
711+a(u) = 11t • 11 .. (u) V t,u E !R. Sea u. EH y u E !R fija y 

w = 11 .. (u.) = 11(t, u) lt=a 
Se tiene también 

w = 11(t,w) lc=o= 71(0,71 .. (u)). 

Consideremos la reparametrización T = t + <i 

d dr 
dt'IJ(T, u)= W(r, 11(r, u)) dt = W(r, 71(r, u)) y 71(r; u) IT=o= u 

Por lo tantb 71(r1 u) es solución de (3.7), (3.8} 

11(t +u, u) lt=o= w = 11(t, w) lt=O 

entonces, por la unicidad de la solución 

71(t +u, u)= 71(t, w) = 71(t, 71 .. (u)) V t, u E lR 

i.e 11i+a(u) = 1/t • 71 .. (u) 

De aquí se sigue que r¡" es homeomorfismo con inverso 11-a· 

• V t E [O, 1) y u EH 

ll'11u(t} - ull = 1!71u(t) - T/u(O)ll 

= 111' W(r¡u(s})dsll 5 l llW(71u(t))llds 

5 t 51 
Y se tiene (d). 

(3.9) 

• En adelante nos restringiremos a valores de ten el intervalo [O, 1]. 
Para toda u EH 

d 
dt <I>(71u(t}) 

d 
(V'<I>(r¡u(t)), dtr¡u(t))H 

= (V'<I>(77 .. (t)), -W(77u(t)))H 
= - J (11u (t) )g(r¡u(t) )h(llV'<I>( 1Ju (t))ll) llV<I>(77u (t))ll 2 

~ o 
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, ~·. tli(11,.(t)) es decreciente para t e [0, 1] y por tanto su máximo 
... 'Valor lo toma en t = O, i.e 

,,r ,¡, 

t1>(11 .. (t)) !:; ~(11,.(0)} = tli(u) V te [O, 1] 

• Para ver (f) notemos que (>•-• e (>e+• y si u E (>•-•, entonces, 
por (e), t1>(11(t1 u}) $ tli(11(01 u)) $e - E. Por lo tanto requerimos 
mostrar solamente que 

71(1 1 t1>•+• \ ( tlic-r U V)) e t1>0
-• 

y para esto basta ver que 71(11 Y) e (>•-•, pues 

t1>0 +"\(«I>0-•uv) e Y= «I>"+'\(tliº-•uN6) e z = t1>0 +•\t1>0-•uN6/2· 

Buscaremos demostrar que para alguna te {0, 1) 11 .. (t) !/. Z, i.e, 
que 

71,.(t) e Zº = ( t1>0+•)0 U t1>0
-• U N6/2· 

Por (e) es claro que 71u(t) !/. («1>•+•)• V t e [0, 1]. Sea u e Y, 
afirmamos que 'l(t, u) rF «1>•-t V t e [0, 1]. Razón: si para 
to E [O, 1] «1>(71,.(to)) =e-€, entonces, como «l>('lu(t)) es decreciente 
en lR, V te [to, oo) 71u(t) e A.-t 

d 
=> dt 1Ju(t) =O V te [t0, oo) 

Seat' e (to,oo), V= 7/u(t') e <t>•-f y 'lv(t) la solución de (3.7) con 
condición inicial v. Por (3.9) 

11t+t' (u)= 11t • 11i1 (u) = 11t(v) =V V te !R 

~ u=vetli•-t ! 

Por lo tanto, V t E [O, 1] <Ii(71 .. (t)) >e-€ y como <Ii(u) $ c+c se 
tiene 

<1>(71 .. (0)) - <1>(71 .. (t)) $e+ f.< 2€ V te [O, 1] 

;, .·· ... ,. 
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Supongamos que para t E [O, s], con s < 1, 1/u(t) E Z. ·Por (3.3), 
(3.4) /(71u(t)) = g(r¡u(t)) = l. Por otro lado cI>(r¡u(t)): [O, 1) -+ lR 
es una función continua, diferenciable y acotada por e+ e porque 
u E ()•+<, por lo tanto vale el teorema fundamental del cálculo 
diferencial e integral, i.e 

2€ ~ C)(r¡u(O)) - cI>(71u(t)) 

= iº (VcI>(71u( r)), -W(r¡u(r)))udr 

- l h(llVcI>(r¡u(r))ll)llVcI>(71u(7') )lli.dr 

~ b l h(llVcI>(r¡u(r))ll)llVcI>(71u(7'))i1dr 

2'. b lll h(llV<l>(71u(r})ll)VcI>(71u(7'))drll 

= b lll W(11u(r))drll 

= bll11u(t) - ull 

y de (3.2) 

2€ cS 
i111u(t) - ull $ b < B V t E [O, s] 

Supongamos que existe t• E (s, 1) tal que 71u(t•) E N5 , i.e 

ll77u(t') - J(.11 < ~ 
por la continuidad de 71u(t) existe t•• e [O, s] tal que 

1!71u(t .. ) - 71u(t•)I! < ~ 
de donde obtenemos 

cS 
2 $ ll11u(t•) - ull $ i111uW) -11u(t .. )1! + l111uW•) - uil $ 2(ó/8) ! 
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Por lo tanto 'lu(t) no abandona Z para entrar a N1¡2• 'En con­
secuencia, si abandona Z debe entrar a <J>•-~. Entonces solo nos 
falta ver que para alguna t E (O, 1) 71u(t) '/. Z. Pero si fuera as( 
querría decir, por (3.4) y (3.3), qu~ 

. ! ~('lu(t)) = -h(1lV<I>(11u(t))llH)1lV<I>(f7,.(t))1lh :5 O. (3.10} 

Notemos que Z e <1>•+1 \ (<1>•-1 U N6¡8) y que si para alguna 
t E (O, 1) 

llV<I>(11u(t))llL :::; 1 

=> por (3.5) h(llV<I>('lu(t))llh) = 1 
d 

Y por· (3.1} Y (3.10} dt <I>(11u(t)} = -llV<I>(11u(t))ll~ :S '-b2 

por otro lado, si para alguna te (O, 1) 

llV<I>(11u(t))llL > 1 

por (3.5) 
1 

y por (3.1) y (3.10} d 
dt <I>(77u(t}} = -llV<I>(71u(t)}llH :S -b 

Consecuentemente, V t E (O, l} 

! <I>(r¡u(t)) :5 - min{b2
, b} 

Integrando esta última desigualdad 

por (3.2) min{b2,b} > 2€ 

~ -[ ! <I>(77u(t)) 

~ <I>(r¡u(O)) - <I>(77u(l)) 
~ min{b2

, b} ! 

Por lo tanto 71u(t) abandona Z para entrar a <1>•-e en alguna t e 
(O, 1) y por (e) 

<I>(r¡u(l)) :5 <I>(77u(t)) :S C - é 
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• . (g) se sigue de lo anterior tomando N6 = 0. 
'.\'. 

o 

TEOREMA 3.6 (del punto silla) 
Sea H un espacio de Hilbert tal que H = V~ W con W de dimensión 
ftnita. Sea iJ! : H -t lR de clase C1 que satisface (PS). Sean a < (3 tales 
que 

i) existe p > O tal que 

<J!(x) ::5 a 'Ir/ x E W .con Uxlln = p 

ii) <f!(x) ~ ,B V x E V 

Entonces 

c = inf max{ <I>(h(x)) 1 llxlln ::5 p, x E W}, 
hEI' 

donde 

r = {h: W-> H 1 hes continua y h(x) = x si llxllu = p} 

satisface 
(3 .'.5 c ::5 max{<I>(x) 1 x E W y llxlln ::5 p} (3.11) 

y c es un punto crítico de 4>. 
NOTA:c está bien definido porque BpW es compacto en H y una 

función continua sobre un compacto siempre alcanza su máximo. 

Demostración 
Llamemos 

BpW = {x E W 1 llxlln ::5 P} 

Afirmamos que V h E r 3 x E BpW tal que h(x) E V. 

(3.12) 

Razón: sea?r: H -t W la proyección ortogonal, si h(BpW)nV = 0, 
entonces 7l" • h(x) ::/=O V x E BpW y obtenem'os una retracción 

1' 

r(x) 

Bpll'-> SpW 
7l" • h(x) 

pll7i · '1(x)ll 
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Figura 3.4: Ejemplo: Gráfica de <Ii : lR2 -t 9?, <Ii(x, y) = x2 - y2 , La 
silla de montar. 
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Figura 3.5: Para que r(x) fuera una retracción la curva debería trun-
' carse y no cruzar por V, cosa imposible debido a la continuidad de las 

h(t) E r. 

i.e, una función continua tal que r(x) = x V x E SpW, lo cual es 
imposible (no se puede deformar continuamente a la bola en su frontera 
[Mas, III.2.3]) De la hipótesis ii) obtenemos {J $ c. 

Supongamos que e es un valor regular, por el teorema de defor­
mación (g), dada g <e - a 

3 O<e<t<c-a 

y un homeomorfismo r¡ : H ~ H tal que 

r¡(<J><+•) e <J><-< y 1J(x) = x si <I>(x) $a 

Por definición de ínfimo 3 ho E r tal que 

max{<I>(ho(x)) 1 x E BpW} $ c+e 

entonces h = 1/ • ho .lwE r pues ho E r 
=> ho(x) = x V x E SpW 

=> h(x) = 7) • ho(x) = r¡(x) = x V x E SpW por i) 

y como ho(BpW) e <J><+< obtenemos, del teorema de deformación 

r¡(ho(BpW)) .e <J>C-E 

i.e <l>(7J • ho(x)) $ e - e 

=> max{<I>(h(x)) 1 x E BpW} $ e - e 

pero e$ max{<I>(h(x)) 1 x E BpW} $ e- e 

por lo tanto e es un valor crítico de <I>. 
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Figura 3.6: Gráfica de '1!. 

D 

EJEMPLO: 
El siguiente ejemplo muestra que la condición de Palais-Smale es 

necesaria para el teorema del punto silla. Sea '1!: !R2 --t !R, '1.t(x, y) = 
-x2 + eY, '1t satisface: 

l. '1t(x, O)= -x2 ~ -1 =o: para toda x E !R con !xi = p =l. 

2. '1t(O, y) = eY > O para toda y E !R. 

Sin embargo '1! no tiene puntos críticos: 

V'1!(x, y) = (-:-2x, eY) :¡l: O 

¿Contradice ésto a (3.6)? 
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La respuesta es no y la razón es que '11 no satisface la condición de 
(PS). Consideremos la sucesión {(O, -n)} e R2, su imagen bajo '11 es 
acotada 

'11(0, -n) = e-n $ 1 

y bajo V'll. 
lim V'll(O, -n) = lim (O, e-n) = O 

n-+oo n-+oo 

sin embargo trivialmente se ve que {(O, -n)} no tiene ninguna sub~ 
sucesión convergente. · · ' 
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Capítulo 4 

Existencia de trayectorias 
geodésicas en 
espacios-tiempo 

Ya vimos en la sección 1.3 que en los espacios Anti-de-Sitter dados dos 
puntos a y b del espacio-tiempo no siempre existe una geodésica que 
los una. Sin embargo, en 1990 Vieri Benci y Donato Fortunato (ver 
[B-F]) demostraron que bajo ciertas condiciones es posible garantizar 
la existencia de una geodésica que una a a con b; una caracterlstica 
que se le va a pedir a la métrica g es que sea un campo gravitacional 
estacionario, donde esto significa que los g¡; no dependan del tiempo, 
i.e.- que no dependan de la primera coordenada de un vector en !R4• Por 
otro lado, en el capítulo 2 tradujimos el problema de existencia de una 
geodésica que una a a con b a un problema variacional cuya solución 
consiste en garantizar la existencia de un punto critico sobre ei para la 
funcional energía. La demostración de esto último es larga y la hemos 
dividido en algunos lemas, corolarios y proposiciones. 

Comencemos con el enunciado del Teorema de Benci-Fortunato y 
con un esquema de su demostración, la cual quedará cubierta en el resto 
del capítulo. 

T~OREMA 4.1 (Benci - Fortunato) 
Denotemos por g¡; ( i, j = O, ... , 3) a los componentes del tensor métrico 
g. Supongamos que g satisface las siguientes condiciones: 

53 
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B-F.1 g,; e C 1 (3?4, !R) (i,j =O, ... ,3) 

B-F .2 goo(z) 2! 11 > O para toda z E R' 

B~F .3 Existe µ > O tal que 

3 

- E g,j(Z ){,{; ~ µ1{1 2 

i.i=l 

y toda 

B-F .4 Las funciones go; (i = O, ... , 3} son acotadas 

B-F.5 ~(z) =O 'v' z E !R4 

Entonces para cualesquiera dos puntos a, b E !R4 existe una geodésica, 
con respecto a la métrica g, que une a a con b. 

Antes de pasar a la demostración de este teorema es con~iene recordar 
. que 

4'(()= ! J~ g(z(t})[z(t), z(t)Jdt es la funcional energía. 
HA = {z E H 1(J, !Jl4) 1 z(O} =O== z(l)} es el dominio de ~. 
(u, v)a• = (u(O}, v(O)}R4 + (ú, v)i::2 HA= V e W, con V y W la 
cerradura de la unión, sobre todos los naturales, de V 1c y W 1c 
respectivamente. 
(u, v)H,\ ~ (ú, il}i::2 V1c = gen{e0sinl7ít : e= 1, ... , k} 
W1c = gen{e¡sinbrt : f= l,. . .,k; i= 1,2,3.} 
E1c=V1cE&W1c 

Además, en adelante usaremos la siguiente notación: 
(Tn, {n) = C:n con Tn E V1c Y {n = (({n)i, (€nh. ({n)a) E Wi: V n EN 
í =a+ (b- a)t para a y ben R" fijos, 
É = c = co + é = (é'o, é¡, é2, éa) 
Zn = í + (n = (sn, Xn) con Sn E í + Vi:, Xri E í + lV1: 
(zn); es la i-ésima entrada de í + (n 
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Esquema de la demostración 

La idea de la demostración es probar lo siguiente: 

• La funcional energla restringida a los E,. e HA, que son de di­
. mensión finita, satisface (PS). 

• La existencia de dos constantes a= sup4> lsnw y f3 = inf4> lv, 
para alguna R, con las cuales 4> cumplirá las hipóteis i) y ii) del 
teorema del punto silla. 

• La existencia de (n e E,. Vn E .N tal que (n es un punto crítico 
de 4>,. = 4> le.. Y a :5 4>((n) :5 /3. . 

• La sucesión de puntos cdticos es fuertemente acotada en H 1• · 

• La sucesión de puntos críticos (,. t.iene una subsucesión que con-
. verge fuertemente a un t;•. . 

• t;• es un punto crítico de 4> : HA ~ R. 

Observemos que el teorema del punto silla requiere que la dimensión 
de W sea < oo. Esto no sucede en nuestro caso, por ello es necesario 
aplicar dicho teorema a cada uno de los subespacios En = V,.$ W,. para 
obtener un punto critico (,. en cada E,. y después es necesario checar 
que la sucesión { (,.} converge a un punto crítico e;• de <I> en HA. 

Notemos que si g satisface las condiciones del Teorema de Benci­
Fortunato, entonces por (B-F.4) existen constantes positivas 11:¡, con 
i = O, .. ., 3, que cumplen 

Sea K- = 4 max{ K-;, i =O, ... 3}. Se tiene entonces 

3 

l9m(z)I < K- y L lg¡o(z)I < K-. 

i=O 

La segunda parte del siguiente lema será útil para demostrar que la 
funcional energía está acotada sobre ciertos conjuntos y con ello después 
garantizar también el acotamiento de la sucesión de puntos críticos. 
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LEMA 4.2 
. Consideremos la función real de uariable real 

f(x) = ax2 + bx + c con a ':/= O 

i) f (x) tiene un único punto critico en x0 = ;! , donde J(xo) es el ualor 
mínimo de la funci6n si a > O y es el valor má:cimo ~¡ a < O. 

ii) Si a > O y m es una constante, entonces 

{x E !R 1 f(x) $ m} 

· es de la forma [a, ,B) con a, ,B E !R ó bien es el vac(o si 
m < /(;:>=~~·+c. 

Demostración 
Del cálculo elemental sabemos que x0 es punto crítico de f(xLsi y sólo 
si la derivada de f(x) valuada en x0 es cero. Ahora 

f'(xo) =O 2axo+b=O. 
-b 

xo = 2a 

Por lo tanto x0 es único. Además f"(x) = 2a, lo que significa que f (xo) 
es el valor máximo de la función si a < O y es mínimo si a > O. ' 

Para ii) tomemos i(x) = ax2+bx+c-m y supongamos m ~ 4~ +c, 
como a> O se tii:_ne que 4am ~-Ir+ 4ac, i.e. O$ b2 -' 4a(c - m), lo 
que implica que f (x) = O en 

-b- ..jb2 - 4a(c- m) 
a = --------'----'-2a 

,B = _-_b _+_..¡,_b2_-_4_a..:.(c_-_m..:.) 
2a 

con a y ,B E !R y como a > O j(x) alcanza su mínimo en x0 = ;! E 
(a, ,B). Por lo tanto 

{x E !R li(x)::; O} = {x E !R 1 ax2 + bx + c $ m} =[a, ,B) 

o 

TEOREMA 4.3 
Si g satisface las hipótesis del teorema (4.1), entonces 

<l>A: = iI> IE.: Ek -+ !R 

satisface (PS) V k EN. 
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Demostración ' 
Sea{(,.} e E,., para k arbitraria y fija, tal que {'1>1c((,.)} está acotada 
y lim V'1>1c((n) =O, demo8traremos que la sucesión real {11(,.llH•}neN 

n-+oo · · ' 
está acotada, de donde se sigue que la sucesión{(,.} unión sus puntos 
límites· constituyen un cerrado y acotado en Ei., . i.e un compacto ya 
que Ei.: es un espacio de Hilbert de dimensión finita; por Jo tanto, por 

. Bolzano-Weierstra/3, existe una subsucesión 11 llH•-convergente. 
· De la hipótesis sobre { (n} y de la definición de producto interior 

lim D«I>cn( = lim (V«I>((n), ()H• 
n-+oo n-+oo 

$ lim llV«I>((n)lla• !l(llH• =O 
n-+oo •--o 

= lime,.ll(lln•=O'v'(EEi.: (4.1) 
n->oo 

donde e,. depende de Ja norma de Vil>((,.). Por otro lado, de Ja expresión 
para D~ dada en (2.8) y de B-F .5, obtenemos 

= J .(Y(•nJ[z,., (] + ~ t(Z,.);(Z..); t ~;; (z,.)~1) dt 2.8 
I ij=O l=l X¡ 

::; enll(lln• V (e HA . por 4.1 

En particular, para ( = (rn, O) 

Consideremos Ja siguiente transformación lineal T : !R4 -t !R4 dada por 

T(s,x) = (s, -x) (4.3) 

Así, 

(4.4) 
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"" ¡··· 

· · j 9Cz..J(Z.., (fn, O)Jdt 

•·· - · 19(~) [zn,~(Z..-c+T(Z,.-c))ldt 

= ~ 1 (Y(•nJ(Zn, Z..J ·~ 9(•n;[i,,, e+ T(c}]) dt+.~ /, 9(•nlfzn1T(i,,')Jdt 

$ enl1(rn1 O)llH1 

Por hipótesis existe di > O tal que 

Reacornodando y usando ( 4.5) 

~ /, YC•nJ[Z.., T(zn)]dt 

$ -~ /, 9(•n)[Zn, Z.,]dt + ~ 19(•n)[~, e+ T(c)]dt + enll(rn, O)llH1 

$di+~ /,Y(zn)[in, e+ T(c)]dt + E:ni1(rn1 O}i1H1 

=di+~/, 9(zn)[Zn1 C + T(c)]dt + énll(rn1 O)llH1 (4.6) 

donde e+ T(c) = (2c0 , O), entonces 

9(zn) [zn, e+ T( e)] 

por B-F.4 

3 

2co L 9i0(zn)(zn)i 
i=O 

3 

$ 2lcol L jg¡o(zn)ll(zn);j 
i=O 

3 

$ 2lé'olK L l(zn)d 
i=O 

(4.7) 

:·. i.j· 

·~ 
·J 

:.1 



Por lo tanto, de (4.6} y. (4:7) · 

[9<•nl[Z..; T(Z..)] 
3 

~ 2d1+4lé'ol11: L 1l(zn)il1t:1 + 2enll(rni O}llH' 
i=O 

~ 2d1+16lé'olt1:1lZ..1lt:2 + 2enll(rn, O}l!H' 
~ 2d1 + d21lznl1H1 + 2enl!Znl!H' 
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~ 2d1 + d21lznl1H• + 2l!Znl!H• (4.8} 

pues ll(Z..};llt:• ~ 1l(Z..);1it:2 ~ 41lznllt:2 y d2 = 16lcol11: + 21. Por otro 
lado 

. /, 9(•ni[Z.., T(Z..}]dt 

= /, (g(•nl[(sn, :i:,.), (sn, O}] - 9(zn)[(sn, :i:n), (O, :i:n)])dt 

- 1 (9oo(zn)s~ + t9;o(zn)(:i:n);sn) dt 
. 1 •=1 

- /, (t9o;(Zn)(:i:n);sn + tg;;(zn)(:i:n);(:i:n)3) dt 
1 i=l ij=I 

= l (goo(zn)s~ -t9;;(zn)(:i:n);(:i:n);) dt (4.9) 

de B-F.2 tenemos que g00(Zn) ~ 11 >O y de B-F.3 que 
3 

- L9;;(Zn)(:i:n);(:i:n)j ~ µli:i:nll~ con µ>O 
ij=l 

Comparando con (4.9) 

l 9zn[zn, T(Zii)]dt ~ 1 (118~ + µll:i:nll~•) dt 

· ~ 1 Pllznll~dt = Pllznll~• 
p(llznlli.• - llal1~4) (4.10) 

1en es. una sucesión com•crgente a cero, por lo tanto podemos suponer que la 
sucesión empieza con n suficientemente grande de tal forma que E:n < l. 
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con p = min{v, µ}>O 

Uniendo (4.8) con (4.10) obtenemos la siguiente desigualdad 

p(llz,.llif, - llalli) $ 2d1 + d211ZnllH• 
. i.e. Pllz..11~1 $ d3 +.d21iZnl!H• 

··con d3 = 2d1 + pllalli, para finalmente 

p1lz,.1lif1 - d211Znlls• - 2EnllznllH• $ d3 

Ahora, por el lema (4.2} el lado izquierdo, visto como una función 
de la forma px2 - d2x, tiene un valor mínimo en el punto x = ~ y 

{x E lR 1 px2 
- d2x $da}= [x1,x2] 

Por lo tanto llz..lln• es ll lls1-acotada y se sigue el teorema 2 • 

o 

LEMA 4.4 
Si g satisface las hipótesis del teorema (4.1) de Benci-Fortunato, 
entonces 

i) inf el> lv> sup i1' lsnw para R suficientemente grande, donde 

SnW = {x E W l llxl!H• = R} 

ii) sup<Ii IBnw< oo, donde 

BnW = {x E W i llxl!Hl $ R} 

Demostración 
Para i) basta ver dos cosas: 

• /3 = inf <1'(() lv> -oo 
2 Notese que para demostrar que la sucesión { Zn} es 11 llH• -acotada no se uso que 

la dimensión del espacio fuera finita y si fue fundamental suponer { cf>k (Cn)} acotada 
y "¡~~ v<I>(Cn) =O, las hipótesis para la condición de (PS). 



• 4>(() ---t '."."C?" cuando llC:lle• -:+ oc con (E W., 

Veamos que {1 > -oo. Sea CE V, C := (r,0,0,0). 

4>(() = ~ 19(.HC)[c +(,e+ (]dt 
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donde, p~r la hipótesis B-F.5, 9(z + () = 9(z) si ( e. V. Usando la 
li'1eal!dad de lii: métrica 

11 . . 4>(() = '2 /<.r[c+(,c+(]dt 

= ~ 19(11) [e, c]dt + 19(11) [e, (]dt + ~ 19(.r) ¡¿' (Jdt ( 4.11) 

"donde 

3 

9(1)[c,c]. = E Y;J(z)C;c1 no depende de ( 
ij=O 

9(11)[(,(J = 9oo(z)f2 ?. vf2 por B-F.2 
3 

9(1)[c, (] = Ee;t 
i=O 

Tomemos ki = ~ f19(1)[c, cJdt, k1 es una constante pues no depende de 
·•la C en V. que elijamos. De aquí que · · · 

. 4>(() ?.l (~11t2 + tY;o(z)C;f+k1) dt 

. ,·.3 ' . 

'Y(t) = Eu;o(z(t})c¡ 
·i=O 

sea~~ ~(t) y x ';::= f(t}. Por el lema (4.2) 
·~·j. :A~¡'. ,•,'- ,:·:.;: ·¡,t :·: --..:., .. · · · · 

' .. 1' 
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i 
alcanza su mínimo en -; ya que 11 ·> O. Por lo tanto 

11 2 .. l 2 
2:z: + "f:Z: ~ - 211 'Y 

es decir 

para toda t E I. Entonces 

il1((} ~ k1 + k2 = k =constante 

con k2 = --Jv f1 (E~=0 g¡o(z)C;)
2 

dt que no depende de la (E V elegida. 
Por lo tanto · · 

inf{i11(() 1 (E V}~ k > -oo 

Veamos ahora que CJ1 lw cumple: ~(() ---t -oo cuando 11<;11 ~ oo. 
Sea ( E W, ( = (O, {1 1 6, {3). 

1 /, . . 
if1(() = 2 /C•i[eo+c+(,co+c+(J 

~ [ 9(z)[Co, co)dt + l 9(z)[co, e+ (]dt 

1 /, . . + 2 /C•i[c+<,;,c+<,;)dt \ (4.12) 

Identifiquemos a los integrandos de ( 4.12) 

9(.¡(co, coJ = Yoo(z)c~ ::; Kc~ por B-F.4 ( 4.13) · 
3 

9(z)[C +¿,e+(] = LY;;(z}(c;+ ~;)(e;+~;} 
ij=l 

por B-F.3 (4.14} 
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" 

3 

9(aJ[co,c+() = Eg1o(z)éo(c+Ó1 
i=l 

3 

$ lcol E l91o(z)!l(C; + {1)1 
1=1 

3 

$ KICol ¿ l(C¡ + {1)1 
1=1 

(4.15) 

Combinando (4.13), (4.14), (4.15) con la expresión (4.12) obtenemos la 
siguiente desigualdad 

dónde 
3 3 

E 1ce; + e1>1 s E l(é1+e,)¡+1eo1 
i=l i=l 

y la desigualdad de HOider llevan (U6) a 

(>(() $ ~~ - ~lle+ (11~· + Kléolllzllc• 

$ -~,.~ - ~(llzllL· - e~ - llall~) + Kléolllzllc• 

- . _, -•. - / ·. $ ~~ -~ ~llzllit1 + Klcolllzllu• - i<&o - llall~·) (4.17) 

·-· .. •·. do~de (4:11) es una expresión de la forma 

-K1t
2 + ~2t + K3 

~--.----· varlable ~éal po~itiva y K¡. > O. Vista as( es claro sus valores 
'T.1 .. ·nn.,•n a -00 cuando t tiende a. infinito, entonces dada f3 > -~. 

existe t ;:::: O suficientemente grande, tal que (4.17) toma un 
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valor menor que fJ, en particular existe t = R suficientemente grande 
tal que si llClln• = R, entonces 

<I>(() lsnw!S f3 

=> sup<I>(() lsnw!S fJ !5 inf<I>(() lv 
Para ii) partimos de la desigualdad (4.17) y usando la proposición 

4.2 tenemos que el lado derecho de (4.17) alcanza su máximo en 
R = ~ (recordemos que µ > O), ·i.e. 

<I>(() < 00 

y 

o 

COROLARIO 4.5 
Si g satisface las hip6tesis del teorema 4.1, entonces existe una sucesi6n 
{(n} e Hi tal que . 

(a) (n es un punto crítico de <I> IHn: Hn-+ !R 

(b) inf<I> lv!S <I>((n) !5 sup<I> IBnW 

Demostraci6n 
E1c = V1c E9 W1c con W1c tiene dimensión finita V k E N. 

Por el lema 4.3 tenemos que <I> IEk: E1c ~ !R satisface (PS) V k EN 
y <I> IEk es de clase C1 porque es la restricción de una función de clase 
c1. 

Sean 

y 

f3 = inf<I> lv > -oo 

con R la del lema 4.4. Para dicha R ocurre: 
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• 4>(T) '?:. f3 V r e Vt 
Entonces, por el teorema del punto silla (3.6} 

e,.= infmax{4>(h({}} l llellu1 ~ R, {e W,.} 
Mr . . . . . 

donde 

r = {h: W,.-+ E1c 1 hes continua y h({} = {si llellu• = R} 

satisface 

y c1c es un valiir crítico de 4> IE., con lo que obtenemos (a). 
Adem~s, por definición dt;! ínfimo 

V h e r, en particular para la inclusión h : W1c ---+ E1c dada por 

h({) =(O,{} 

que claramente es una función que pertenece a f'. Esto implica 

=> (3 ~ Ci. ~ max4> lsRwt~ sup4i lsRw 

con lo que obtenemos el inciso (b) 

o 

COROLARJO 4.6 
La sucesi6n de puntos críticos {(n}, encontrada en (-1.5), satisface ser 
11 llu1 -acotada. 

Demostraci6n 
Siguiendo con nuestra notación, Zn = z + (rn,en) con (rn,en) e Hi. 
Dado que Zn es un punto crítico de 4>n = 4>IEn ocurre 
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Tomemos Ja sucesión {(rniO)} de elementos de HA, que denotaremos 
simplemente {rn}· Para esta sucesión también pasa que 

VneN 

a Ja vez que, valuando en la expresión de Ja derivada 

D<I>n((n}(Tn) = 19(z.)(Z,., fn)dt 
. 1 

Si sustituimos ahora la expresión ( 4.4) 

19(Zn}[Zn, fn]dt = 19(zn)(Zn, ~(tn - e+ T(zn - c))]dt :::, º., 
Por la linealidad de T y Ja de Ja métrica g podemos des¿omponer 

esta última expresión en dos sumandos que al despejar nos dejan Ja 
siguiente ecuación 

~ f, Yez.¡[Z,., T(Z..)]dt = ~ 19(•n)[Z.., e+ T(c)]dt - <l>((n) 

Por el inciso (b) del corolario (4.5) sabemos 

-[3 < -<l>(Zn) < -a V n E .N, 

a partir de este hecho obtenemos la siguiente desigualdad 

El resto de la demostración de continua de manera análoga a la del 
lema (4.3). 

D 

Recordemos ahora que en un espacio de Hilbert separable toda 
sucesión fuertemente acotada (i.e. acotada con la norma del espacio 
de Hilbert) tiene una subsucesión convergente con la topología débil 
(ver [Kol, p.202]}. Llamemos igualmente {zn}, por mera comodiclad 
notacional. a esta subsucesión existente. Sea z• e H 1 el límite dí!hil de 
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esta sucesión. Dado que H 1 está encajado dé manera compacta en C.00
, 

{zn} posee una subsucesión convergente a algún zen C.00
• Claramente 

esta< subsucesión también convérge debilmente a z•. Con base en este 
hecho insistimos en denotar a la subsuccsión como {z,.}. La siguiente 
proposición nos dice que relación guardan z• y z 

PROPOSICIÓN 4. 7 
Sea z• = z + i;· el l(mite débil de { Zn = z + (n}, la sucesión de puntos 
l<mites encontrada en (4.5), y sea z el límite de la misma sucesión en 
C.00

• Entonces z• y z coinciden (salvo en un conjunto de medida cero). 

Demostración 
Consideremos las sucesiones Xn = z,, - z• y Yn = Zn - z. Se tiene 
entonces que Xn converge débilmente a O y Yn converge a O en C.00

• Ob­
servemos además que Xn E HA. Tomemos (semrkt, O, O, O), un elemento 
de H 1 

(4.18) 

Es claro que algo análogo ocurre si tomamos (cos11"kt, O, O, O). Con 
esta ecuación podemos pasar del producto interior en H 1 al producto 
interior en t:.2 multiplicando sólo por una constante. 
Por otro lado, como z• está en H~, entonces está en J:,00 y, en vista de 
que el dual de C.1 es C.00

, se tiene 

llzº - zl!oo = sup {1 t/;(zº - z)dt j t/; E C}} 
Dada E > O existe un polinomio trigonométrico t/; tal que 

llz• - zlloo < E+ 1 t/J(z• - z)dt 

pero 

11 t/;(z• - z)dtl ~ 11 t/;(z• - Zn)dtl + IJ, tf;(zn - z)dtl 

~ llt/Jlloollz• - Znlloo + IJ,t/J(z,. - z)dtl 
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. donde. el iado derecho es una sucesión de reales que converge .a· cero, 
pues .,P(t) .es combinación lineal finita de funciones seno y coseno y, 
por la. ecuación (4.18), equivale a tener una .combinación lineal finita 

. de expresiones de la forma (xn, semrkt)H1, (xn, cos7rkt)e1 que pueden 
verse como elementos del dual de H 1 valuadas en Xni que es una sucesión 
que converge debilmente a O. Por lo tanto, para toda E > O 

llzº - zlloo <E i.e. llzº - zll00 =O 

PROPOSICIÓN 4.8 
Se.a {(n} la sucesi6n de puntos críticos encontrada en el corolari~ (4.5). 
Entonces: · 

(a) {(n} tiene una subsucesi6n que converge fuertemente en H 1 a(º, 
donde(º es el l<mite débil de {(n} 

(b) (° es un punto crítico de~: HA~ !R. 

Demostraci6n 
Sea Pn la proyección ortogonal sobre En y(~::":: Pn(C). De la expresión 
para la derivada de la funcional energía, ecuación (2.8), tenemos 

(V~((n}, T((n - (~})H1 = ¡• g(xn}[Zn, T((n - (~}]dt 

-¡1 t t ~Yii (xnHen - e~)e(zn);(zn)jdt =o 
O i,j=O f=l Xt 

(4.19} 

donde T(s, x) = (s, -x) es la transformación que se definió en la 
ecuación (4.3} y Zn = (sn, x11). Por hipótesis del teorema (4.1), 

E el ('°4 '°} · !!J!ii. m4 "' f • • • 9i; :11 , :n , 1.e. ax, : :11 ~ :11 es una unc1on contmua, para 
toda i, j, e= O, ... , 3. Podemos usar entonces la proposición (2.13} para 

• Og;; ( ) " lly .. ( giuanttzar que ti.r, Xn converge en ,_,oo a ~ x• ). Esto aunado 11 las 
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:: :'·, :·· . ....... ,·, 

siguientes desigualdades 
·_·,;; l \.·. ,, ' 

ll~(xn)({n -e:>,IL, 

~ 11 :: (xn>IL (ll({n - e·),1100 + ll(e· - e:>,n;,.,> · 

~ 11 :~: (xn>IL (ll({n - {')tlloo + Mll(e· - e:>tllH1) 

nos garantiza que 

para i, j =O, ... , 3 y l = 1, 2, 3. Además, dadas las siguientes desigual­
dades (que se derivan de la desigualdad de HOider) 

1
1 °!¡1 (xn)(e" - e:MZ..);(Z..);dt 

O uXt 

~ ll(Z..);llc•ll(zn);ll.c• ll::(xn)({n -e:),1100 
~ ll(zn);llu• llCZnMu• 11:: (xn)(en - e:>,IL 

obtenemos, usando la proposición (2.13), que el segundo sumando del 
lado derecho de la ecuación (4.19) es una sucesión convergente a cero, 
lo que denotaremos como 0(1), por lo tanto también 

[1 g(xn)[Zn 1 T(Cn - (:)Jdt = 0(1) 
Ío · 

(4.20) 

De aquí, el lado izquierdo de ( 4.20) lo podemos separar en doitSumandos 
dada la linealidad de g y que Zn = z + (n, i.e. 

11 

g(xn)[i, T((n - (:)Jdt + 11 

g(xn)[Cn, T(Cn - (:)Jdt = 0(1) (4.21) 

... 
• 
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Como (~ converge fuertemente en H 1 a (* y (n converge débilmente 
en H 1 a (*, entonces para toda f en el dual de H 1 se tiene . · 

lim J((:) = f ((*) = lim /((n) . 
n-+oo n-+oo . 

o lo que es lo mismo 
lim !((: - (n) =O 

n-100 

es decir, (~ - (n converge a cero débilmente en H 1
, lo que en términos 

del producto interior de H 1 significa · 

Hm (!',e: - Cn}c• =o 
n-100 

veamos que esto nos neva a que e: - <" converge a cero débilmente en 
C2 , para esto basta ver que para toda f E C2 

· lim (!,(: - Cn}t::• =O 
n-+oo · 

Para f E C2 sea 

F(t) = l f(r)dr +/(O) 

F(t) resulta ser absolutamente continua, F'(t) = /(t) casi en todos 
lados (ver [Ru, 7.ll]}y /(t) E C2, entonces F(t) E H1 y 

lim (F, (: - (n)H' = O 
n-100 

=> nm u. e: - Cn}c• =o 
n->oo 

(4.22} 

i.e. (: - Cn converge a cero débilmente en C2
• 

Por otro lado, para los 9ii usamos la proposición (2.13) para concluir 
que g;j(zn)(z); (donde z; es una constante) converge fuertemente en C,

00 

a g¡i(z*)(z)¡, en particular está acotada; de esto y de (4.22) obtenemos 

lim 111 

g(x,,)(z, T((,, - (;,)]dtl 
n-+oo 0 

:5 J~~ t llY;j(Xn)(Zn);\Joo 111 

(((n - (;.)Jdtl =O 
u=O O 



Entonces, de (4.21}; .. " ~ : ; i 

11 
g(~n}((n, T((n - (;})dt = 0(1} . (4.23) 

d~~d~, agregando simple~ente un cero de manera -~ecuada, a la ex­
presión (4.23) la podemos reescribir como 

,..,, ', . . . 

1~ g(xn>lCn - e;. T((n '.':- (;})dt 

+ 11 

g(Xn}[(:, T((n - (;))dt = 0(1) (4.24} 

Por otro lado se ~emuestra fácilmente que g;1(xn}((;); converge en 
t.2, veamos . 

cuando n --.· oo · 
Esto nos lleva a que 91J(Zn)((:)1 está acotada en t.2, por lo cuál 

. . . , . : 111 g(~n.}[(;; T((~ - (;}]dtl 

·''·~ ""' ': ;;;.· 'lt f\~;(z~}((;);T(((n~ (;);)dtl 
iJ=OJo 

~ t ·¡¡g;~(xn)((;)1llc~11· 1'T(((n - (;);)dtl 
i,J=O O 

~~1¿';,C:' , . ,, . ·s. f!<·!Jxrr~~(;>,>"'I .. 
~?¡YYYJ•;;·s.:+.•: donde el último ténnino iiende a cero cuando n tiende a infinito. iPor · 

.·• .. ¡;¡;:;¡S~t~~;~r~~!~j;~;.T;(i:_;ll"'.·. =_ .. _ o<•> ... · ., (us1 

.,. ' . ., \ ·'. 

'if '7~jJ~~f;.;0,.) f :i : •. > 
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Finalmente veamos que 

3 

E 91J(Xn)(Cn - (:),T(((,; - c:)J) 
i,j=O 

3 

Yoo(xnHCn - (:>~ - E 9iJ(xnH(n - (:)¡((,¡ - c:>J' '' 
i,j=l 

~ v((n - (:)~ + µIJ(~ - (:IJR3 por B-F.2, B-F.3 

~ plJ(n - c:llR' 
con p = min{v, µ}. Por lo tanto 

y con (4.25) concluimos 

~ 11 

PllCn - (:!IR•. 

= PllCn - c:llv 
= Pll(n - (~llHI 

o lo que es lo mismo, { (n} converge fuertemente a(* en H 1• Así queda 
demostrado el inciso (a) de esta proposición. 

Pasemos ahora a demostrar la parte (b). Usando el inciso anterior 
tenemos que para todo {) elemento de HA 

(V<l>((n), iJ)u1 --t (V<l>((º), iJ)ffl cuando n ~ oo (4.26) 

Por otro lado 

donde {)n = Pn(iJ). 
Como (n es un punto crítico de '1>1En y {)n E E,., entonces 

(V<I>((n), t9,.)H1 =O. 
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Además 

cuando n ~ oo. Por lo tanto 

(V~((n), d)H• = 0(1) 

Donde esto aunado a (4.26} nos lleva a que 

para toda 19 E HA, i.e. (º es un punto crítico de ~ sobre todo H&. 

D 
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