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INTRODUCCION

Un Espacio-Tiempo como modelo matemadtico en una pareja (M, g),
donde M es una variedad de dimensién cuatro, conexa, Hausdorff y de
clase C*® y g es una métrica de Lorentz, i.e. una forma bilineal simétrica
no degenerada de indice 1. En nuestro caso, las parejas en cuestion son
(®4, 9).

La pregunta que nos hacemos es: dados dos puntos a y b en el
espacio-tiempo (R*, g) jexistir4 una geodésica que los una? Esto en
general no es cierto y los Espacios Anti de Sitter son un ejemplo; sin
embargo, recientemente (1990) V. Benci y D. Fortunato demostraron
la existencia de trayectorias geodésicas bajo ciertas hipétesis. Una de
ellas, la mds restrictiva, es que el campo gravitacional —i.e. la métrica
de Lorentz — sea estacionario.

Los métados que se usan para la demostracion del teorema de Benci-
Fortunato son interesantes en sf mismos: se traduce el problema a uno
variacional donde la funcional correspondiente (la funcional energia)
es fuertemente indefinida, se usa el teorema de punto silla de A. Am-
brosetti y P.H. Rabinowitz (1973) aplicdndolo cuidadosamente a sube-
spacios de adecuados de dimensién finita de H)(I,R*) de modo que
los puntos criticos de la funcional restringida a dichos subespacios con-
verjan a un punto critico ¢* de la funcional sobre todo el espacio en
cuestién. Asi

a+(b—a)t+¢*

serd la geodésica buscada.



) Capftulo 1
‘Preliminares

] 11 | Formas bilineales

En esta seccién enunciaremos algunas definiciones y resultados de
caracter algebraico que pondremos en la base de la definicién de métrica
semi-Riemanniana. Esta seccién cobra sentido por el hecho de que la
primera diferencia entre una métrica riemanniana y una semi-riema-
nniana es que, mientras la primera estad representada, en cada punto de
la variedad, por una forma bilineal positiva definida, la segunda lo estd
por un producto escalar. Pasemos a ver lo que esto significa.

DEFINICION 1.1 :

Sea V un espacio vectorial sobre R. Una forma bilineal simétrica b
sobre V es una funcion bilineal b:>-VXV — R tal que b(v, w) = b(w, v)
VY v,w € V. Una forma bilineal simétrica b sobre V es:

1) positiva [negativa] definida siv #0 = b(v,v) > 0 [< 0]

2) indefinida si ezisten v,w en V tales que b(v,v) > 0 y b(w,w) <0
3) no degenerada sib(v,w)=0VweV =>v=0

De aqui, cuando b satisface ser no degenerada se dice que b es un
producto escalar; si ademds es positiva definida se le lama producto
interior. Es claro que un producto interior es a su vez un producto es-
.calar, sin embargo cuando digamos que g es un producto escalar vamos
a pensar que se trata de una forma bilineal indefinida.

3
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. EJEMPLO:
_ i)Sea R* el espacio vectorial de dimensién 4.

9(z,y) 1= Zoyo — T1ys — T2z ~ Taya

con £ = (Zg,Z1,%2,T3), ¥ = (yo, ¥, Y2, Y3) deﬁne una forma bllmeal
simétrica indefinida y no degenerada en R*.

~ Dem: Es claro que es una forma bilineal simétrica. g( ,y) oV ye Rt
= g(r,e;)=0parai=0,..,3 = z;=0Vi=0,..,3; por lo tanto g
es no degenerada. g es indeﬁnida porque ‘g{eg, eo) = 1 y 9(ei, €)= -1,
parai=1,2,3.

o

Veamos que una forma bilineal snempre se puede representar por
medio de ‘una matriz.

DEFINICION 1.2 ‘ .

_Dada una base § = {e),e3,...,e,} de V y b una forma bilineal sobre el

" espacio, la matriz de nxn con entradas b; := b(e;, €;) se llama la matriz
de b asociada a f.

Claramente, si b es simétrica su matriz asociada a cualquier base
B lo es también y determina a b pues dados v,w € V, v = 3 vie;
w= 2 awiejconv,w; €ERye; €8 Vi=1,2,..,n, sucede

b(v,w) = Z bijviw; = vt(b;)w

i,j=1

En adelante con g denotaremos un producto escalar a menos que se
especifique lo contrario. Ahora un teorema para matrices simétricas que
traducido a formas bilineales tendrd algunas consecuencias importantes.

TEOREMA 1.3 ‘
Si'V es un espacio vectorial dimensionalmente finito sobre R, entonces
toda forma bilineal simdtrica sobre V es diagonalizable. [Fr, 7.34]



. 1.1. FORMAS BILINEALES 5

Por otro lado se dice que v es ortogonal a w en (V, g) si g(v, w) =
En vista de esto, diagonalizar una matriz simétrica equivale a encon-

trar una base ortogonal con respecto a la forma bilineal definida por
dicha matriz; asf, el teorema (1.3) nos garantiza que siempre es posi-
ble encontrar, para un espacio de dimensién finita sobre R, una base
g-ortogonal.

El siguiente lema va a caracterizar a las formas bilineales no dege-
neradas'v(a el hecho de que cualquier matriz asociada sea invertible.

LEMA 14
g es un producto escalar si y sdlo si su matriz relativa a una base
cualqmera es invertible.

Demostracidn
Sea 8 = {e1,€2,...,,} una base de V. Seav € V v # 0; b(v,w) =0V
weEV & 0=Dbve)=Xbyv;Vi=12..n ¢ las columnas de
(bi7) son linealmente dependientes lo que equivale a decir que (b;) es
--singular. .

-0

Asi,. para una base g-ortogonal se obtiene inmediatamente el siguien-
te

. _COROLARIO 1.5

© S B= {e1, €2, ...,e,} es una base g-ortogonal de V, entonces g(e;, e .) ;é
"0V i=12,..,n O bien, dicho de otra forma, la matriz asociade a g
can respecto a B no tiene ceros en la diagonal.

Es claro que si para v,w € V g(v,v) < 0y, g{w,w) < 0 entonces
- para cualquier elemento u del subespacio generado por v y w se cumple
- que g(u, u) < 0. Entonces a todo producto escalar podemos asociar un
-+ iinico nimero que enseguida definimos.

‘ DEFINICION 1.6
"“El fndice v’ de g sobre V es la dimensidn del mdzimo subespacio W C
Vien el cual glw es negativa deﬁmda

amblén es posnble asocnar a cada producto escalar un vector.
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DEFINICION 1.7
- Sea B = {e;, €z, ...,en} una base g—ortogonal de V. Se deﬁne para ﬁ el
- vector szgnatum

(51’521'"-y5n) . ‘
dondeeg; =18 M >0yeg;=—138i) <0 con )= g(eg,e;)..,
El siguiente lema relaciona los dos anteriores conceptos.

LEMA 1.8 ) o

- Para una base g-ortogonal f = {e,, e,,...,e,} de V el niimero'de signos
negativos en el vector signatura (€1,<2, ...,€n) €3 el indice de g sobre'V.
[O'N, 2.26]

Sobre cada punto de una variedad semi-riemanniana vamos a tener
un producto escalar definido sobre el espacio tangente a la variedad en -
ese punto, el cudl, en general, va a variar con el punto, sin embargo
vamos a pedir que el vector signatura sea una constante sobre toda la
variedad.

1.2 Variedades Semi-Riemannianas

Como hemos dicho antes, la primera diferencia entre geometria rie-
manniana y semi-riemanniana se encuentra en las caracteristicas de la
forma bilineal, i.e. en la manera de medir. Mientras en una variedad
riemanniana para cada uno de sus puntos tenjiamos una forma bili-
neal simétrica positiva definida sobre el espacio tangente en ese punto,
ahora vamos a permitir que la forma bilineal sea indefinida, i.e. que
sobre algun subespacio del espacio tangente, en cada punto de la varie-
dad, sea negativa definida; justo lo que en la primera parte llamamos
un producto escalar. Pasemos pues a definir con toda formalidad lo
que esto significa.

DEFINICION 1.9

Una métrica semi-Riemmaniana sobre una variedad diferenciable M
es una correspondencia que asocia a cada punto p de M un producto
escalar g,[ , | sobre el espacio tangente T,M, de indice constante y que
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. varfa diferenciablemente en el siguiente sentido: six: UCR* — M
es una carta alrededor de p, con g= (g1, ), X(g)=pex(U) y-

—(q) = dxg(0, 1,4 0),
enténces

o [ oo (q>] 04(p)
es una funcidn diferenciable.

Una variedad semi-riemmaniana es una variedad suave equipada
con una métrica semi-riemmaniana.

. 'Nota: Siempre vamos a trabajar con variedades de dimensién finita.
Al valor v del fndice de g,, que se mantiene constante sobre toda

" la variedad semi-riemanniana M, se le suele llamar el indice de M. Si
=1 entonces g, es una forma bilineal simétrica positiva definida y M
‘es una variedad riemanniana. Si v = 1 y la dimensién de la variedad
"M es n > 2, entonces se dice que g, es una métrica de Lorentz y M
una variedad de Lorentz. Para los casos particulares en que M =R"y
gp €s una métrica de Lorentz se dice que (R", g) es un espacio-tiempo.
Pasemos ahora a recordar el importante concepto de conezién afin.
Como en el caso de geometrfa riemanniana, para métricas semi-riema-
nnianas también se tiene un teorema de Levi-Civite que nos garantiza la
existencia de una conexién afin simétrica y compatible con la métrica.

DEFINICION 1.10
Denotemos con X (M) al conjunto de todos los campos vectoriales sobre
una variedad M que son diferenciables. Una conezidn afin V sobre M
es un mapeo

V: X(M)xX (M) = X (M)

que se denota V(X,Y) = VxY y que satisface las siguientes propie-
dades:

i) V!x.,_gyz = fVUxZ + gVvZ.
ii) Vx(Y +2) = VxY + VxZ.
i) VxfY = fVxY + X(/)Y,
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‘para X, Y, Z en X(M) y f,g M — St funczones d:ferencmbles
[O'N, 8.9]

TEOREMA 1.11 (LEVI-CIVITA)

Dada una variedad semi-riemanniana M, eziste una unica conerion
afin V sobre M que satisface ser simétrica y ser compatible con la
métrica g, i.e. st satisface

(a) [V, W] = Vx¥ - VyX. N
(b) Xg[V,W]=g[VxV,W]+ gV, VxW].
para | , | el paréntesis de Lie. A esta conezidn se le llama conex:én

~ semi-Riemanniana. [ON, 8.11]

Cuando lo que se tiene es un campo vectorial V' a lo largo de una
curva &(t) : I - M, i.e. una funcién que a cada t € I le asocia
suavemente un vector tangente a M en el punto &(¢), hay una manera
natural de definir la velocidad de cambio de V y es la que anunciamos
en la siguiente

PROPOSICION 1.12

. Sea M una variedad diferenciable con una conezién afin V. Eziste una
tnica correspondencia que asocia a cada campo vectonal V, a lo largo
de una curva &(t) : I — M, otro campo vectorial 23 d‘ a lo largo de a,
llamado la derivada covariante de V a lo largo de &, tal que para W
otro campo vectorial a lo largo de & y f es una funcidn diferenciable
sobre I:

a) 2(aV +bW) = o2¥ 42X a,beR.
b) B(fV) =4V 4+ f2V.

c) Si'V es inducido por un campo vectorial Y € X (M), es decir V(t)_
Y (&(t)), entonces Z¥ = Via/aY.

Donde, con respecto a Ia métrica satisface la ecuaciin

d DY
dtga(‘) [Y W] Ga(t) [ dt ,W] +g&(¢) [ a Y] (11)

[O'N, 3.18]
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Una consecuencia de la simetria de la conexion es el siguiente

LEMA 113
" §i- M es una variedad diferenciable con una conezidn simélrica y si
S(t, k) : IxJ = M es una superficie parametrizada, entonces

DAS DaSsS
dhot = doh (1-2)

[DoC, 3.4]

El paso siguiente es llegar a la definicién de geodésica sobre una variedad

‘semi-riemanniana.

_ DEFINICION 1.14 _ .

Si é(t) es tal que la derivada covariante de su campo de velocidades es
cero, i.e. st

S De/(t) _
dt

entonces a(t) es una geodésica. [O'N]

0,

1.3 Espacios-Tiempo

El ejernplo més simple de una variedad riemanniana es el espacio eu-

clideano R" donde su producto punto le hereda una métrica riemannia-

na (i.e. una forma bilineal simétrica de fndice » = 0) con el cual V
v, w € T,R" 2 R" y para toda z € R"

gzl[v, w] = 2_: viw;

Si para un entero v, 0 < v < n, cambiamos los primeros v signos
positivos por negativos

[ 4 n
gslv, w] = — Z'U-‘wi + Z Vi
t==1

i=v41

obtenemos un producto escalar de indice v. El resultante es el espacio
" semi-euclideano RT. Para v = 1 y n = 4 obtenemos el ejemplo més
simple de un espacio-tiempo relativista.
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Diremos que v € R! es

-espacial si gfv,v] > 0

-nulo si g[v,v] =0

-temporal si g[v,v) < 0.

EJEMPLO:

Veamos quienes son las geodésicas en el espacio-tiempo (R?, g) cuan-
do consideramos la métrica constante

gv,v] = —vd + v} +vi +0d

Como los coeficientes de la métrica son constantes los simbolos .de
Christoffel se anulan y la derivada covariante coincide con la derivada
usual y por lo tanto una curva a(t) es geodésica si y s6lo si‘es una linea
recta.

EL siguiente ejemplo ilustra la existencia de espacios-tiempo para
los cuales no es cierto que para cualesquiera dos puntos a, b existe una
geodésica que los una.

ESPACIOS ANTI-DE-SITTER

Consideremos la funcién

7 RIxRET o BB

7(t,z) = (\/1 + ||z]|gn-1 cost + /1 + ||z||gn-1 sin e, z) ‘

Esta funcién enrolla a R!xR"~! sobre una hipersuperficie de revolucién
que llamaremos H}. Si le damos a R#?xR"~! la métrica constante de
fndice 2 para obtener R2*!, esta métrica induce una métrica en H} de
fndice 1. H} se llama pseudo-espacio hiperbdlico.

Tomando el pullback de la métrica en H}, se obtiene una métrica de
indice 1 en RIxR""!, i.e.

9(z)[v, w) := g(n(2))[Dr(2)v, Dr(z)w), z,v,w € RIxR"!

donde g es la métrica de H} C R3*!. Entonces (R'xR""!, §) se denota
por H y se llama el espacio anti-de Sitter. f{{‘ es difeomorfo a ™ pero
la métrica obtenida es distinta de la del ejemplo anterior.

En particular, existen pares de puntos p,q € H T que no estan conec-
tados por trayectoria geodésica alguna [Haw, 5.2).



1.3 BSPACIOS-TIEMPO

R} (conrdinates u¥, u')

Figura 1.1: H} en R3*1,

il

vt
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1""Cap1tulo 2

"Trayectorlas geodes1cas y
_ puntos criticos

2.1 * El Espacio de Sobolev H!(Z, %)

Para el estudio de las geodésicas en la variedad a la que se refiere este
) tmbajo - R‘ con una méirica de Lorentz — se requiere .de un espacio
"' de curvas que sea completo y es més, de uno que sea la completacién
del’ espacio de curvas suaves en R4. El espacio adecuado es el Espacio

~ de Sobolev H!(I,R*). Los primeros resultados nos presentan algunas

propledades de este espacio y su subespacio H}(I, R%), asi como en qué
- "otros espacios estdn contenidos y de qué forma, qué conjuntos densos
“tienen, etc. Al final viene el teorema mas importante de este capitulo .
donde se demuestra que las geodésicas son puntos criticos de una cierta
funcional.

Vamos a dar dos definiciones del espacio H!. Una de ellas estd
dada en términos de funciones que son de clase C! y que tienen soporte

e -compacto.

B .

DEFINICION 2.1

. Sea f : I = R una funcidn real y continua en I = (0,1). Se define
- el soporte de f, que se denota Supp f, como la cerradura del conjunto
" formado.por las x €I tales que f(x) #0. Al espacio de las funciones
“‘éontinuas en I 'con soporte compacto se les representa por C.(I).



14 . CAPfTULO 2. GEODESICAS Y PUNTOS CR{TICOS

Para el desarrollode algﬁnas derhostraciones ser fundamental tener
presente el siguiente

TEOREMA 2.2

Ce(I) y CL(I) = Cc(I) N CY(I) son densos en L2(I,R), el espacio de las
funciones f : I — R que son cuadrado integrables respecto a la medida
de Lebesgue.[Br, cor. IV.23] ‘ :

Una funcién de clase C! en [ si cumple ser continua con soporte com-
pacto en I, entonces se pega al cero antes de llegar a los extremos y su -
derivada resulta ser también un elemento de £3(I, R). -

PROPOSICION 2.3
Si (G, p)e2=0 ¥ € DcC LYI,R), con D un subcan]unto denso en
L*(1,R), entonces

(G.f)n=0V fe LK)

Demostracion
Ue()={(,G) ¢

es una funcional lineal continua, por lo tanto manda sucesiones conver-
gentes en sucesiones convergentes. Asi

si  lim [lop — fllcz = = lim (g, G2 = (,G)ez| =0

n—oo

pero si ¢, € D Vn € N, entonces (0, Gz =0Y neN por lo tanto
C{f,G)e2 =0

DEFINICION 2.4 »

Se dice que una funcidn real f definida sobre el intervalo [0,1] es ab-
solutamente continua, lo que se denota f € AC(I), si a cadae > 0 le
corresponde una § > 0 tal que )

S 1£(8) - Fla)l <& VYn
i=1
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s .y para toda coleccidon disjunta de segmentos (a.,ﬂ.) en I cuyas longi-

tudes satwfagan

Z(ﬂ.- -) <

S o
[Ry, 7.17] : .
- Es fécil ver que si f es absolutamente continua en I, entonces es
" continua en I. Pero ademés tenemos la siguiente
PROPOSICION 2.5
"Toda funcidn absolutamente continug posee derivada finita en casi todos
los puntos.
Para su demostracién puede verse [Kol2, teo. 1, p.368], [Kol2, teo. 1,
p.278] y'[Kol2, 2, p.368).
PROPOSICION 2.6
Si f € L*(I, R), entonces

. 1.
F(t) = / f(s)ds
: [}
es una funcidn absolutamente continua.

Demostracién

Tenemos dos casos: si ||f||lcs = 0 = f = O casi donde quiera, =
F(t) = 0, donde F(t) = 0 claramente es una funcién absolutamente
continua.

' Supongamos ahora que ||f|lc2 > 0. Seae > 0,6 = ¢/||fllez ¥
{(oy, ﬁ.)},_l una coleccién disjunta de segmentos arbitraria tal que

Z(ﬂ. — o) < 6.

/ f(s)ds

Entonces

Z |F(8) ~ F(ew)| =

=1

S UflealBi = el < ||fllcab =€

i=1
Por lo tanto F(t) es absolutamente continua en 1.
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. [m]
TEOREMA 2.7 (Definicidn del espacio de Sobolev)
H = {u: 1> R ve AC(D) ya € CX(I,R)}
H; es un espacio de Hilbert con el siguiente producto interior
(wohe, = w0 + (i) (21)

NOTA:De hecho estamos concibiendo a H, como el conjunto dg las
clases de equivalencia de funciones que son iguales casi donde sea en

1.

. Demostracion ‘
Sea {u,} C H! una sucesién || [|gm-Cauchy, entonces Ve >03Ne N
talqueVn,m>N

lltn = wmllfn = 1ua(0) — um(O)I§ + llitn — tmliz: <€

Por lo tanto {u,} y {&} son sucesiones de Cauchy en R y L2 respec-
tivamente. Esto implica que existe p € R y g € L2 tales que

tim [un(0) ~plE=0 y  lim [lin—gllZ =0
Sea .
ut) = [ go)ds+p
0

por (2.6) u(t) es absolutamente continua en I, i(t) = g(t) casi donde
sea en I ( ver[Ru, 7.11] ) y ademds u(0) = p. Esto implica que u € H!,
un(0) — u(0) en Ry 2, — @ en L2 Por lo tanto (H!, {, i) es de
Hilbert.

m]

PROPOSICION 2.8 (Segunda definicién del espacio de Sobolev)
Sea L£? = L3(I,R). Consideremos el siguiente conjunto

HY(I,R) = {ueL®:3geLl® tal que
/ug'adt = — /gtpdt Yy € CL (1)} (2.2)
1 1
Entonces H! = H, '
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En adelante se pondr4 i en vez de g. A 1 se le lama la derivada
débilde u. - R
" “Antes de pasar a la demostracién de esta proposicién veamos que’
la derivada débil es tinica salvo por un conjunto de medida cero.
Supongamos que. g y h, elementos de £?, satisfacen

“/u(p'dt= —/g:pdt: —/hgodt Vo e Cl
1 I 1

E —/(g—h)tpdt:O Yy € C.
I

Por la proposicién (2.3) esto implica

entonces

, llg — hllc2 =0,
i.e. g = h casi donde sea en I.
a
Ahora sf, paseinos a demostrar la proposicién anterior.
~ Demostracién '

[ (H1 C Hl)
Sea u € H,, por ser continua sobre un compacto es claro que
u€e L2C L.

/utp’df =up I“,_-—/'&cpdt = —/ﬁzpdt Y peCi).
I 1 1 ‘
Por lo tanto u € H,
. (Hl C H])
Sea u € H! y 4 su derivada débil. Consideremos

h(t) = /' wdt  telol]
)

" por (2.6) h(t) es absolutamente continua en I y por el teorema
[Ru, 7.11] i
: ‘ K(ity=4@) ecd enl
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r
/ hy'dt.
°

_ ademas

he 1 - / Wodt

/h'(pdt——f dwpdt

- jugod Ve € CL(I).
(1]

“Esto implica
1
/ (h—-u)dt =0 - Vp e Ci(I)
0
y por el corolario (2.3)

b = ullz =0

i.e. h = u casi donde quiera en I. Concluimos entonces que
mdédulo clases de equivalencias u € H;.

]

"Por otro lado sabemos que para dos espacios de Hilbert (E, {, )e)
y (F$ (y )F)
H=EoF={(e,f)|ecE, feF}

con el producto interior
((ex, f1)s (€2, f2)yu = {er, e2)B + {1, fo)F (2.3)
constituye a su vez un espacio de Hilbert.
Entonces

HI(L,%Y) = H'(IL,®) 0 * M o' (1, )

es un espacio de Hilbert con su repectivo producto interior (2.3).
Recordemos ahora que nuestro interés es, dados dos puntos fijos ay
b € N, un espacio-tiempo, garantizar la existencia de un geodésica que



" 2.1, EL ESPACIO DE SOBOLEV H! S 19

“los una. Entonces podemos restrmgu' nuestro estudio a la familia de
curvas que unen a a con b y que pertenecen a H'(Z, R*). Claramente,
.8l z(t) es una de esas curvas entonces se puede escribir como

e z(t) = 2(t) +4(2)
donde C(t) es un lazo en R, ice. ¢(0) =¢(1) =0,y
S Hp=at(-a  tell)
‘Deﬁmmos entonces , ' ;
_ : ={Ce HI(I St‘) 1€(0) =0=¢(1)} (2.9)
R Sbﬁl‘e este conjunto temenos el siguiente - '
 TEOREMA 29 |

e = {Ce H\(LRY [((0) =0 = C(l)}
Lo esun gubespac:o cerrado de H!

., Demostracidn
" Sea {¢a}32, C H} una sucesién que converge con la norma || i a
‘-"CEH‘ 1.e. dadas>03N€Ntalque

M =Gl = 16 () = G(O) e + o — Gl
||C(0)||nc +11n~ cn%: <€ VaxN

il

| i = / c(s)ds

“por.la proposlclén (2.8) ¢ (t) €8 un representante absolutamente con-
: »tmuo en I de la clase de ((t) y cumple queent =0 vale 0. Viala
‘ desngualdad de Holder se tiene

) =€ = | [ atoraa— / deps

[ - e

16nte) = Gleler |
) =Ll =0 v
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-~ esto implica 0 = ¢,(1)= {(1). Por lo tanto {(t) € H}, i.e. H} es un
_subespacio cerrado de H!. o : ‘ SIS
o
De hecho, en vista de que H} es un subespacio lineal de H', H}
constituye en sf mismo un espacio de Hilbert con el producto interior
inducido
{u, 'U)H‘x) = (u, vy = (&, V) ce.
Mis adelante necesitaremos trabajar con subespacios cerrados de
H} de dimensi6n finita, por lo cudl es conveniente darle una base de

Hilbert y definir dichos espacios como los generados por los primeros k
elementos de la base. Demostremos entonces la siguiente

PROPOSICION 2.10
Denotemos por

Vi = gen{egsinfnt : £=1,..,k}
W, = gen{e;sinént : £=1,...,k; i=1,2,3}
E, = VioWw, A(2.5)

Entonces H(I,R*) es la cerradura, con repecto a la norma || ||th) ,
de la unidn de los Ey sobre todos los k € N, o lo que es lo mismo

{eisinknt : i=0,...,3;k € N}

es una base de Hilbert para HL. Ademds E; es un subespacio cerrado
de HY de dimensidn 4k.

Demostracidn
Para la demostracién de esta proposicién nos restringiremos a una co-
ordenada, i.e. si denotamos por V y por W a la cerradura, con respecto
a la norma || [|H$, de la unién de los Vi y de los W, respectivamente,
con k corriendo sobre todos los naturales, entonces bastard demostrar
el teorema para V pues H}(I,R)=V o W.

Consideremos los siguientes conjuntos

{sinkmt, k > 1} y {cosknt, k > 0}
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+-~". Ambos contituyen una base ortogonal de Hilbert pam el espacio
C’(I !R) (:ver. [Kol2, p. 436] ); donde

ot

|| sin krt]l e = 1 || cos kt||c2

V2

. Veremos que la famnha de los senos es también una base de Hilbert
_ de Hj. Sea :

Pr = VZsinknt v % = v/2cos kmt
. ‘ "

-entonces {@x}2, ¥ ,{&}2":, U{v/2} son dos sistemas ortonormales com-
pletos de £2, con a; = kr. Veamos cuanto mide ¢ en H}

loely = el
= / l(Ic1r\/§ cosknt)’dt '
= kgﬂ’z =af
Pof lo'tzsuit’.;) o = |l@elluy = km, entonces {2} es un sistema

ortonormal en H}. Veamos ahora quienes son los coeﬁc:entes de Fourier
dene H con respecto a {59:-} Sea cx el k-ésimo coeficiente de Fourier

_ de u .
Pk . Pk
a = (u = Ik
* < ' >nl <u, °‘k>cz
= \/_k 12 cos kmt dt
o
k2 2
= —&k—- utpkdt
= ak(u'a ‘pk)C’
= onulk

dondé & es k-ésimo coeficiente de Fourier de u en £2. Ahora, para
demostrar que {-ff} es un sistema ortonormal completo en H} hay que
ver que la serie de Fourier de u € H} converge a u en H). Para ello
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calculemos antes el k-ésimo coeficiente de Fourier de % como elemento
de L£? con respectc a su segundo sistemna ortogonal completo.

Par8k>l
< ,ak> 2
.

\/—/ ucoskntdt

k1r/ ucpkdt S
0

ak(u,cpk)pz

= ol

-'Y para k = 0 es ficil ver que es cero. De aqui que

Dk
u— akc,,
> ”

k=1

=0

lim
n—o0

L?
Por lo tanto

, . P
U — E akck-‘p—
ay

k=1

= lim =0
n—o00

lim
n—»o0

u-—Eck

i.e. {ﬂ} es una base de Hilbert para H}.

Ahora veamos que V k € N V es un subespacio cerrado de H}, o
bien, que en si mismos son espacios de Hilbert con el producto interior
heredado por H}.

Sea {Sm} una sucesién en V, que es || [|-Cauchy.

n
Sm = (BT, s B7) = D B sim kmt
k=1
Entonces ¥ € > 0 existe N € A tal que para toda 7,j > N
. V2 & ) )
I8; = Silifgy = ISi = Sillz= = - S a8 - B¢ <e
k=1

claramente esto ocurre si y sélo si

16— Bll<e'<e VYEk=1,.n
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.- esto implica que {#{}2, es una sucesién de Cauchy en R para toda
k=1,.,n e e
~Sea B el lfmn;e cuando £ —t oodeﬂ,‘, e

e

S Z B sin k1rt

k=1

Dada e > 0 exlste N € N tal que para toda m > N
||S,,. - Sllno = —Eak(ﬂk Be)? <e

Por lo tanto S,,. converge a S e V,., | e V,. es un espacio de Hilbert
de dlmenmén n o STl

-0
Una concecuencia mmedlata de este resultado es el siguiente

COROLARIO 2.11
- Hy} estd encajado de manera continua en L.

- Demostracidn
Sea i'la inclusién § : H} «» £? definida como
R i(w)=u ¥V ueH}

de la proposlcl(m antenor

il = Y, ka)cz = ch

k=1

uuu '2:<u, >.,1-§;a:ez’jf_.[.,,,:.Jﬂ

k—l SOk T my e e

- loller < ol
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- Q

Para nuestro estudio va a ser conveniente pensar a las curvas que
unen a los puntos fijos ay b € R* dentro de un espacio més grande
y con otra topologia, éste es £, el espacio de las funciones que son
esencialemte acotadas. Del teorema (2.7) es claro que, como conjuntos,
H! c £*; pero ademds, como espacios topoldgicos tenemos el siguicnte

TEOREMA 2.12 -
. El espacio- de Sobolev H estd enca]ado en L® con myeccwn continua
y compacta. En particular, existe una constante M tal que

||u||°° < M"u"Hl Yu € H.

~ Para su demostracién consiiltese [Br, teo.VIIL7)].
Antes de pasar a la siguiente seccién un poco de herramlenta

PROPOSICION 2.13

Sea f : R* — R una funcidn continue y {z,} una sucesidn de elementos
de L2(I,RY), i.e. x4 :{0,1] — R, tal que z, converge en L™ a z,
entonces f(z,) = f(z) con la norma || ||oo-

Demostracion
Por la convergencia tenemos que dadae >03 N € N tal que Vn > N
||Zn — z|loc < €. Sea

M > max{[|Z1]loos IZ2llo0s s 2N foos [ Zlloo — € l|zloo + €}

claramente [|Zn]lc < M ¥n € N. Esto significa queVt € Ty Yn € N
[flzn(®)lrs < M y Jiz||re < M, o lo que es lo mismo, todo este conjunto
de puntos se encuentra dentro de la bola de radio M y centrada en 0,
subconjunto de ®*. Llamemos K a la cerradura de esta bola (con la
norma en R*), K resulta ser un compacto como subconjunto de R*,
entonces, usando el teorema 23.3 del Bartle ([Ba)) tenemos que f es
uniformemente continua sobre K. Asf, dada e > 036 > 0 tal que V
¥,2 € K con |ly— zllae <8 = |f(y) — f(2)| < €/2. Por la convergencia
de la sucesion, paraesta§ I N e N talqueVn > N ||zn - 2|l < 6 -
donde esto significa que V¢ € T ||z,(t) — z(t)||r+ < 6, y esto implica que
vtely¥Yn>N

|f(za(t)) - fz(t))] < €/2
= sup{{f(za(t)) ~ f(z(t)| : te I} <'e/2<e
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Porlota.nto, dada e >0 3N€NtalqueVn>N

"f(zu) f(z)"oo < €
[m]

2.2 La Funcional Energia de un Espacm—
- Tiempo (R*,9)

»_\Una vez establecidas las propledades antenoxes de H! y H}, podemos
pasar a traducir el problema de garantizar la existencia de una geodésica
.. que una & acon b (para &, b € 4 un espacio-tiempo) a un problema
; 'vanaclonal “Comencemos con describir la funcional que usaremos, no
..sin antes especlﬁcar queen adelante a y b serdn cualesquiera dos puntos

‘en R fijos.

" DEFINICION 2.14 e
; Llamamoa Funcxonal Energfa sd®:Hj - R deﬁtlida ‘por

0(() / Slél 0 ] (26)
donde g esla métnca sem:-nemanmana, z(t) = z(t) +C (t), con’ ((t) €

(2 7)
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~ z(t) — Z(t) es un punto critico de ®; e inversamente, si {(t) € H} es un

punto critico de ®, entonces 2(t) = Z()+{(t) también es una geodésica

que une a a con b,

, Pero para poder hablar de puntos criticos de la funcional energfa es
indispensable demostrar primero el siguiente:

TEOREMA 2.15
La funcional energia es diferenciable en todo H}.

Demostracion
Procederemos en el siguiente orden- v

-Obtendremos la derivada de ® en la direccién de ¥ para ¥ arbi-
traria. '

-Demostraremos que la derivada de Gateaux de ¢ en ¢ es una fun-
. cional lineal acotada.

-Demostraremos también que la transformacién {.— D® es con-
tinua.

-Con todo lo anterior estaremos en posibilidad de aplicar el coro-
lario [Ma, 2.4.10] que dice: Si f: U < € = F es C'-Giteaus, entonces
es C'-Frechet y las dos derivadas coinciden. Asf terminaremos la de-
mostracién. ) :

- Recordemos que

2=2Z+C.

% es la i-ésima coordenada de la derivadade 2z : I — R4,

9; es la i-ésima coordenada de la derivada de 9 : I — R%.

La derivada de Gateaux se define como el siguiente limite, para h
un pardmetro.

d e @€ 4 h9) = B(C)
¢ +’“’>‘h=o B S —

= lim1
T k=02

232 /‘ 9i3(2 + BO) i + hDo) (35 + hby) — g ()3
= J h N

i,j=0

o L [ (g2 4 1) — gii(2))di3
= 'lll—l*rfl’azgo/o‘ W dt

3 1 e 5. Az 2.9
¢ mly / Q0slz+ hOhED; | gyla+ WO\
2 i,j=0 0 h

h-+0 h
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(yu(z + h9) — 9.1(2))2-21 &t

= }.'3.’?» B
+ ;‘._13 (g__:o / aij(z + hO)z0,dt + % / g.j(z + ho)hd; 19,dt)

Vamos a considerar a cada uno de los anteriores sumando como una
. sucesién, . para lo cual vamos a tomar h = 1/n. Ademads nos conviene
escnbn‘las en términos del producto interior en £3(1,R). Asf

j(m(z+'«9) g.,(z)mdt _ <g;,(zf"z3> ) 1)
L3

o S ) . n £
e «,/o-g‘j(z + ;‘9) ;ﬂ‘ﬂi‘dt' <g"’ (2 + ”0) "’0"0Jdt>bz‘

entonces para cada i,J lo las integral‘es‘»corrkeépondienfmi soh‘evalua-
ciones de funcionales lineales Fontmuas en £2? en los términos de una

i

sucesién. Ademds es claro qlie z 4+ 19 converge uniformemente a 2z

" cuando n tiende a infinito, entonces, usando la proposicién (2.13)

Jm Qij‘ (z 4 l19) g;,(z)

lim
s Jo (z+-") 2.

: lm gg(ffgo —gij(z) <vg_,(z) e

=0

_y por otro lado

donde, en nuwtro paso, convengencla umforme |mphca convergencla en
L3 Por Io tanto RN
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N A 1 iy
e+ ),

(9i3(2), &05)ea

. 1\1 ;. 3
"ll'l{.lo <g,-,~ (z + ;'(9) ;lﬂiﬂjdt>£a = 0
de donde
@(C + h?) | / g(z)[z + ¢, 19]dt + = 3. Z f (z.z,Vg;j(z),ﬂ)R«dt
§,j=0

El paso siguiente es demostrar que la derivada de Géteaux, que en
adelante denotaremos como D@, satisface, para cada z € M, ser
lineal y continua. La linealidad de D®; es consecuencia inmediata de
1a linealidad de: la métrica g, la integral de Lebesgue y del producto
interior en R*.

Veamos que es una funcional acotada, para esto nos apoyaremos en
“una notacién que nos permita ver a la derivada de Gateaux en términos
del producto interior en £2.

- Hacemos primero la siguiente observacion

3
S aii(2)9;
',J'-o

'90 Z Zigio Z) +.004 03 Z z,g,;;(z)

i=0

< (Z Zgio(2),+ -5 Z éigis(?«')) ) 19>
i=0 i=0 R

Denotemos con Z al vector

(23: Zigio(3), Z Zigia(z )

i=0 i=0

gl 9]

Il

1l
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Entonces podemos escnbu'

/ (Zizjvyu(z),ﬂ)n«dw / (Z, :9).mit|

IDQc(ﬂ)l

i.j—O

Z / (50,9 g55(2), Ogedt + (2, ) ca

I,J—O

il

(2.8)

‘ donde la 'éxﬁresién

/ (z.zng,,(z) 19)mdt

c.1=0
se puede descomponer en términos del producto interior de £3(I, R) en

ZZ/ z.z,—a——(z)ﬂ

§,j=0 £=0

R

<3 g:; 25 22(c) |] o,(t>dt|
| < f:c, jo a,(t)dzl )
donde " 1. 2 vag..
a=3 3 [z

Integrando por partes, usando el hecho de que 9 € H} y con la ayuda
de la desigualdad de Holder obtenemos

1 1
/ ﬂ,(t)dt's tdy |3 — / w,(t)dtl
[+ [1]
1 .
/ [tde(t)|dt
0

(f ' vt Ol

Byie@le e

IA

IA
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entonces, sustituyendo (2.10) en (2.9)

15> [as <

i.j'-l) =0

.
g% Calln

< 4-§-§Cz||19||:==Cll'9IIc? o (211)

» para C = 4%‘3 22:0 Ce. Sustituimos (2.11) en (2.8_)'patd llegar a qué C

ID&(B)| < Clidlles + (2, D)ol
Cldlles + 1121l |19l 2
K|[9lle> = K||9)lsy -

iIn

con K = C + ||Z||c2 < oo pues la métrica g, sus parciales y z son
elementos de £ por ser continuas sobre I y 2 € £2. Como K no
depende de 9 se tiene que D®; : H} — R es una funcional lineal y
acotada. Nos resta demostrar que la transformacién { — D®;
es continua en {, con ( arbitrario, y lo vamos a hacer via sucesiones,
i.e.vamos a demostrar que para toda {(,} sucesién en Hg, que converge

--a ¢ € HY, D®, converge a D@, en el dual de H}, i.e.

Jim | D@, — D&ff. =0

Recordemos que la norma del espacio dual, que hemos denotado con
il ls se define como

T = nf{A <0 : (7)< Aol VO eHY  (212)
En los cdlculos siguientes vamos a considerar

za(t) = Z(t) + (a(?) z,(t) € My
2(t) = Z@)+C@)  2(t) € Ma

Zn = ( (n)igio(zn)s . - Z(fn)i!]ix(zn))
i=0 . i=0
Z = ( lng Z( ).!];3 ) (2.13)
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- :La idea de la demostracién serd encontrar una A como lade la deﬁnicién'
(2.12), que depender4 de n - en sentido estricto encontrar una A, -
que al tomar el limite cuando n t|ende a infinito tienda a cero.

Sea 9 € Hj arbitraria

ID‘I‘c..(ﬂ) D¢(9)|

2((;:,.)‘(z,.)ng.,(z,.) - (Z).(z)ng‘J(z), ")t:2 + (Z,. Z, 19)5’

oL ‘,1—0

< Z n(zn)s(zn),Vg.,(zn) - (z)i(z)avsl-j(z)"c’||19l|c=

+ V2o Zlelile

< (Z "(z")‘("‘")ng'f(zn)(z)-(z)uv-‘lu(z)|lm) (191l c2 + 11Bllc2)
1o Zle 19l + ) o (2.14)

Ahora una observacién fundamental, es claro que
190y < I9llca + 11 Blle2

Por otro lado la desigualdad de Poicaré [Br, prop. VIIL.12] nos dice: Si
I es acotado, entonces eziste una constante K, que depende sdlo de la
medzda de I, tal que

9lles + [9lle> < Klldlles  v0 € H

" Dicho de otra forma, la norma en H} es equivalente a la que aparece

del lado izquierdo de la anterior desigualdad. Pero lo que nos interesa
- de este resultado es que al sustituir en (2.14) obtenemos una cota Ay,
que es lo que buscabamos.

|D%q, (9) — D& (I)} < K Aul|llc2

" con

A=K Z (20 )i(2n)5 V9i5(zn) — (£)i(2)iVgi5(2Nles + 120 — Z]| 2.

§,j=0
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. Recordemos que partimos de una sucesién {¢,} en Ho que converge a’
(€ H}, esto tiene las siguientes |mphcaclonw v : :

2, converge a z en H!

2z, converge a =z en L™, esto por el teorema 2. 12

3, converge Z en L2

Con esto en mente, apoyandonos en la proposnc:én 213 y en'la
. continuidad de la norma || ||z tenemos

,}H&An = l'm K Z [1(zn)i(2n); Vgu("n) - (Z).(Z).VGgJ(Z)"CZ
$,j=0.

+ lim || Z, — 2|2
n—o0

'

3 i N i )
= K Y || im (z0)i(Zn);991(2n) = (£)i(2):Vgi5(2)llc2

i,j=0
3 3 '
+ "lg{.\o (Z(z‘n)igio(zn)y sy Z(Z'n)igm(zn)) -2z
i=0 i=0 £3
3 ; ,
= K Y (2)i(2);V9i5(2) — (£)i(2)iVgis(2)l| s
iJ=0
3
+ (Z(i)igio(z), Z(~ igis( z)) =0
=0 i=0 £2 '

Por lo tanto el operador D@ : H} — (H})* es continuo.

En resumen, hasta aqui hemos demostrado que la funcional ener-
gia es C'-Gateaux, entonces por [Ma, 2.4.10] ¢ es C!-Frechet y ambas
derivadas coinciden.

O

Enunciemos ahora el teorema mas importante de este capitulo. Des-
pués de concluir su demostracién mudaremos la biisqueda de geodésicas
en un campo gravitacional estacionario con una métrica de Lorentz a
la de puntos criticos de la funcional energfa.

TEOREMA 2.16
Sea (R, g) un espacio-tiempo, toda geodésica =(t) = Z(t) +((t) que une
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a a con b corresponde a un punto critico de la Funcional Energfa

() :H} —

L ‘ 1 . . . .
00 =3 [ ausoli+ G5+ Gat

Réct’ﬁbcdmente, si¢(t) € H} es un punto critico de ®, entonces z(t) =
- E(t) +€(t) es una geodésica que una a a con b.

Demostracidn
En la demostracién del teorema anterior llegamos a que la derivada de
Frechet de @ coincide con la de Gateaux, i.e., que

DY) = 8¢ + ki) he(-ee)=J

yde hechg

11 (d TN
DQ((I’) = 5 A (a-gy(;.}.ho)[z + ht?,z + h'l’]

o )dt (2.15)

donde S(t, h) = z(t) + hI(t) resulta ser una superficie parametrizada
que contiene ala curva z(t) € Ma,. Podemos entonces aplicar las ecua-
ciones (1.2) y (1.1) para obtener

d .,
'a’_lg(z+hd)[z + hd, # + hi)

= 2§(:+h9) ah dts(t h),z+h19] heo

h=0

= 29(z+ho) [ T dhs(t h), 2 + hl’]

D
= 2G(z4hv) dtﬂ z4 h‘l’]

= 24(z) [a—tﬂ, i]

Si 2(¢) es'diferenciéble, entonces

. [D,. dg(: D:)\
29(3) [Ft-ﬂ, z] = 2( X g 1) 9(z) [ dt])

h=0
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- Sustltuyendo (2:16) en la expresion (2.15)

> ] (dty(z)[ﬂ - y(z)[ 5’-]) dt
= seob®.:0)|, - [ 0o [554] e
= —/lg(,) [ﬂ,l—)—é} dt | . N b('2v.1'6);

De modo que i £(t) es diferenciable tenemos las mgunentes equnvalenmas
" "z(t) es geodésica si y sélo si

D%(9)

%z:w»mcw):o v € H)

Sélo nos falta ver que si ¢ es un punto critico de ®, entonces (t) =
5(t) + ¢(¢) es diferenciable. Para ello requerimos cambiar nuevamente
nuestra expresion de la derivada de la funcional energia. Observemos:
el siguiente hecho:

3
3 £2(Vgis(2), g

1.7—0
= 19027,,:]8'1(3 +1932z,zjau(z
i,j=0 i,j=0
3 3 g:;
= <(Z J:',z] ( ), oy Z u,’f!j'a—l;'l(z)) y 19>
i.j=0 i,j=0 3 R4

(Dg(z) [‘%v ‘é]! 0)5?‘

donde 8 9
Dg.ls, 2] = (-l(;)[z,;'-], : ..,—"3(;) é,é)

es un vector en R* para cada t € I, pues cada entrada es una aphcacnon
cuadrética. Por otro lado .

9:12,9] = (Z, ) s
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con Z como lo definimos en (2.13) Entonces la expresién de la derivada ’
de la funcional energfa queda

D&(9) = f’ (z,{a),,.dt+% /’ (D%, 4], )t

Supongamos que { es un punto critico de la funcional energia, esto
significa que para toda 9 € Hj

D®(9) = /’ (2, B),;th + % /’ (Dg.[3, 2}, 9)sedt = 0

- / (2, Byt =~ / (Dg.ls 2], Omdt V9 € HA
1 1

en particular, para toda 9 & C!, entonces, por la segunda definicion del
. espacio de Sobolev H! (2.8)

3 3
Z= (Z(z')igio(z)a oo Z(i)iyas(z))
=0 =0

pertenece al espacio de Sobolev H!(I,R*), de hecho su derivada débil
de acuerdo a (2.8) es Dy, |2, 3] € L*(I,R*). Pero lo importante es que

goo(2()) -+ goa(2(t))
Z = (30,.++123) : - : =g)2

gi0(2(t)) -+ gas(2(t))
donde por definicién de métrica semi-riemanniana la matriz con en-
tradas g;;(2(t)), 4,7 = 0,...,3 es invertible para toda t € I, ademds
como la inversa estd dada en términos de los coeficientes de la matriz

original entonces sus coeficientes son a su vez de clase C!, en particular
g(=(t)) € HY(I, R), esto nos lleva a que

97 Y(=)g(2)z = 2 e H{I,RY)

i.e. tiene sentido hablar de la derivada covariante de 3(t).
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Teorla de puntos criticos

. Esta seccién estard dedicada a dar condiciones para que una funcional

& : H — R de clase C! sobre un espacio de Hilbert H tenga un punto
critico.

: En primer lugar requerimos una condicién de compacidad que se

o cbnoce con el nombre de Condicion de Palais Smale (3.1, [P] y en [St]).

“Esta’ condlclén tiene la siguiente implicacion: si para todo € > 0 el con-
junto subnivel @+t ={ucH: ®u)<c+e} no se puede deformar
en ¢, entonces ¢ es un valor critico de de & (Lema de Deformacion,

. (3.5). El Teorema del Punto Silla (3.6, [R1], [R2]) da condiciones que

" permiten encontrar un valor ¢ tal que $°*¢ no se puede deformar en
&°—*. Dicho valor se obtlene através del principio de minimez aplicado
adecuadamente. - .

DEFINICION 3.1 (Condicién de Palais-Smale)

*"Sea H un espacio de Hilbert y & : H — R una funcidn de clase C1 Se
dice que ® satisface la condicidn de Palais-Smale (PS) si toda sucesidn
{tn}nen CH, con {®(un)} acotade y Jim V(I’(u,.) , tiene una sub-

i sucesufn convergente

Recol'demos que la derivada de una funcional ® : H — R, con H
un espacio dé Hilbert, es un operador que denotamos D® : H — H tal

o ".que para cada u € H D®, es una funcional lineal continua sobre H, i.e.

él mento_ del dual. Por el teorema de representacién de Riesz existe
emento en H que lamaremos V&(u) tal que para toda v € H

DQ.,(v) = (VO(u), )m. - -

37
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Con esto claro paseinos a enunciar una consecuencia mmedlata de la
“anterior definicién.

PROPOSICION 3.2
Sea & como en la definicion anterior y tal que satisface (PS). Entonces ;

K. ={ueH|®(u)=cy V<I>(u) 0}
es compacto.

Demostracién :
Sea {u,} una sucesién en Kc, entonces (I>(u,.) =c y V<I>(u,,) = 0 v
n € N y por (PS) {u,} tiene un punto de acumulacién, el cual, por
la continuidad de ® y V&, pertenence a K. . Por lo tanto K, es
.. secuencialemente compacto y esto, en espacios de Hllbert, eqmvale a
ser compacto. : .

o
Recordemos brevemente lo que significa que una funcién satisfaga

la condicién de Lipschitz que mas tarde usaremos.

DEFINICION 3.3
Se dice que una funcidn f: H — H es localmente Lipschitz si para cada
u € H 3 una vecindad U de u y una constante M tal queV v, w € U

£ () = f(w)llg < Milv — wllu .

f es Lipsckitz si eziste una constante M tal que la desigualdad anterior
se cumple para todos los v,w € H.

PROPOSICION 3.4
8i f : H — H es de clase C!, entonces f es localmente Lipschitz [Ma,
2.4.1].

- TEOREMA 3.5

Sea H un espacio de Hilbert sobre los reules y ® : H — R una funcién
de clase C? que satisface (PS). Seanc € R, £ > 0 y V una vecindad
de K, (K. como en la proposicidn 8.1), entonces existe una < € (0,£)
y7n:[0,1}xH — H continua tal que:
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(a) n(O u)-—u Vue H

(b) n(t u) —u Vte [0 1] s @(u) ¢ [c—s c+e]
(c) M(u) es un homeomorﬁsmo deH en H para cada t € [0, 1]

{a) ||17t u)—u"n< 1 VfE[O llyueH

(e) @(n(t u)) <®(u) Vie(0,ljyueH

(£) n(1, Pete\ V) C @°, donde ®* = {u. e H |d(u) < s} C T
(8) §i K. =0, n(1,8) c & |

Antes de demostrar el teorema analicemos sus implicaciones.

La afirmacién que nosotros usaremos serd (g). Esta dice que si
¢ € R no es valor critico, entonces existe ¢ > 0 tal que ¥°¢ se puede
deformar en &°~¢,

* .~ Dicho de otro modo: si $°** no se puede deformar en ®°~° para
.. ninguna £.> 0, entonces ¢ tiene un punto critico con valor c. Para
- “'ilustrar esto vease la figura (3.1).

Demaostracidn - del teorema 3.5

Consnderemos el conjunto

e Na—{HGHHl"—KcIIH<5} AR O

donde Hu = Klln =min: e - zllu) z € K.} Clammente Kc
- N5 Y6 > 0; porlo tanto'3 6> 0, suficientemente pequena, para la
~cual K; € Ny c V Aﬁrmamos que ex:sten constantes b, € > 0 que"
satlsfacen - ' '

||V‘I’(")|ln .._\'ﬁ;ekw"-’"\‘(ébff?ufvm)' o 1)'

':(Veaseﬁgura32) LS e L
Sino, querna decn' que existen’ suces:ones posmvas {b,.}, {e,.} con- B
= «vergentes a cero, y un € ‘b‘*’ \(‘b"‘"‘UN;/g) tales que . g
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D e

Figura 3.1: Consideremos @ : R% = R, &(z,y) = z® — y>. Observemos
que ® satisface (PS). Para toda £ > 0, ®~° no es conexo mientras ®* si
lo es, de modo que el Teorema de Deformacion asegura que 0 es valor
critico de @, lo cual es inmediato verificar en este ejemplo.

Figura 3.2: Para @ : R? — R definida por ®(z,y) = z2—4° y 0 un valor
critico de @ ilustramos las curvas de nivel ®, ®~¢ y Nss vecindad de
K,.
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.- Por (PS) {u,.} tlene una subsucesnén convergente au,yde \a con-
tlnmdad de ‘b y Ve obtenemos que :

Q(u)—c y VQ(u) 0 ze, ueK,,

peroVn € N {un) estden el complemento de N&/a, que es cerrado en

H; por lo tanto u no pertenece a N6/8 Esto es una contradiccién pues

Kc C N6/8 ’
. Sl pedlmos ademés

wlo-

z
i

5!8‘.

¢ < min {E } N ’, o (3.;)

seguimos teniendo (3.1).
Sea € € (0, £), definimos

A = {uecH|®u) <c-¢}u{uecH|du)>c+é)
B = {ueH|c—e < ®(u)<c+e)

C = H\ Ny

D = N;/g

(Vease la figura 3.3.) _
Observemos que AN B = C N D = . Definimos

= lu - Al
)= o= A+ u - Bl (33)
(u) = JJu—Clin (3.4)

" {lv=Cllu+ v~ Diu

Es claro que |g(u)| £ 1, [f(u)] <1V ue H.

Veamos que f(u) y g(u) = %{-‘;“l), con A(u) = [ju—~ Allm y B(u) =
A(u}+ |lu— Blln, son localmente Lipschitz. Sea u € H, 3r, > 0 tal que
B(v) > 4 Vv € B, (u). (Razén: sea {r,} C R una sucesién de reales
positivos convergente a cero. Si la afimacién no fuera cierta, Vn € A/
existirfa v, € B,,(u) tal que B(v,) < m; pero v, converge a u y la
continuidad de la norma implica que B(u) =0 =>u€ ANB =§1).
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. Tarm -£
=L : Wb

: N$/y =€
Ngjg =D

D= 3 . . §(7.) ak
§w=z =2

Figura 3.3: La figura representa a las regiones A, B, C y D para el caso.
de @: R 5 R, ¥(z,y) =2~ o~

Sean v, w € B,,(u),

l9(v) — g(w)] = ;}_2%_ %
B(w) - B(v) = A(v) — A(w)
= P Bw) T B
= slv-wla

Por lo tanto g(u) es localmente Lipschitz. De manera aniloga se obtiene
la demostracién para f(u). Ahora definimos h : R+ — (0, 1] por

CRIE L 69

y W:H — H por
W(u) = —f(u)g(u)h(]| VS (u) || m) VE(x) (3.6)

W (u) es localmente Lipschitz ya que ® es de clase C2 ! y ||W (u)||u <
1 Vu € H. Entonces, por el teorema general de existencia y unicidad

Para la demostracién de este teorema de hecho basta con que ® sea de clase ¢!
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- para ecuaciones diferenciales ordinarias, la ecuacién :

e Gewaew @D

con condicién inicial

: 70 u)=u . (3.8)

tiene soluclén \inica definida sobre un intervalo maximal (o, 8) y la

solucién - depende continuamente de la.condicién inicial [Ma, 4.1.6].

-Afirmamos que para cada u € H la solucién. se extiende a todo R.

. Sino,seat, o> f<ococont, <fVneN, integrando la ecuacién
* (3.7) (con la integral de Bochner[Hil, cor. del Teo. 3.6.5])

. . tnil
M1y ) = 1ty )51 A " Wt uar |

bt - ) .

/ : “ W (n(r,w))lludr [Hil, teo.3.5.4]
tn

. S |tn+l - tnl

' => n(t,.,u) es [ ||n Cauchy => 3a € H tal que

AN

'u- hm n(t..,u) n( lim t..,u) n(ﬁ,u)

ST ’Entonces n(t u) se puede extender aun mtervalo con valorw de t > 8.
S Por lo tanto (a, ﬁ) R. :

~oDela dependencla continua de la soluc|6n de la condicién |n|c|al
se tlene quen € c([o,1]xH, H)

e Por ser n soluclén de (3.7), (3.8) 7(0,u) = u VY u € H y se tiene
(a).

e [c;é c+e] c [c—s c+e] S| @(u) ¢ [c-—e,c+e] = Buna’i'ecmdad

' "abierta Uy de u tal que para toda v € U, P(u) glc—Ec+é]lo

*- cual 1mpllca U, CA=gu)y=0=>Wk)=0=1a soluclén a
3 7), (38)es r)(t w=uVteR y obtenemos (b). :

‘pues dunpm ‘es posible construir una funcién, & 1a que se le llama pseudogradiente
, que. uthflce h condicidn de prschlm. acerca de esto puede consultarse [Rl] -
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o Llamemos 7,(t) : ® — H a la solucién de (3.7),/(3.8) y
7-(u) : H — H; con o fijo, a la funcién que a cada u en H
la manda a 7(t,u) valuada en el tiempo t = 0. Veamos que
Nto(u) =m-Ne(u)V t,o €R. Seaue Hy o e R fijay

w = 75(1) = n(t,u) le=o

Se tieqe también

' = 1t, ) lezo= 100, na(u))
Consnderemos la reparametrizacién 7 = t +o _
Lon(r,u) = Wrn(r, ) 5r = Wnatnw) v alr ) lio=u
Por lo tanto 7(r, u) es solucién de (3.7), (3.8)

' Nt + 0,u) l=0=w = 7(t, ) |e=0
entonées, por la unicidad de la solucién
n(t + o,u) = n(t, w) n(t,n.(u)) V t,o€eR
ie 7)1+,(U) = 1 Ne(u) ) - (39)

De aqui se sigue que 7, es homeomorfismo con inverso 7_,.
evte(0,1] yueH
ll7u(2) — wli limu(t) — m(O)]|

H/mem

< t<1

I

/wwmmw

Y se tiene (d).

¢ En adelante nos restringiremos a valores de t en el intervalo [0, 1].
Para toda ue H

Z8(n,(1)

(VR (2), Fa(e
(Ve(n.(2)), ~W(n(t))u

= (&))g(mENAUIVE(mu EN DIV R (NI
0

il

N
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<1y = ®(nu(t)) es decreciente para ¢ € [o, 1] y por tanto su maximo
‘..‘,valorlotomaent_o ie. -

@) < ®((0) = B(w) VE€ [0,1]

Para ver (f) notemos que $°~° C &°** y si u € ®°*, entonces,
por (e), ®(n(t,u)) < (n(0,u)) < c — €. Por lo tanto requerimos
mostrar solamente que

n(l, @\ (@ UV)) C 2
y p#ra esto basta ver que 7(1,Y) C ¢, pues
L @TH\(BFUV) C Y = BH\(RCFUNG) € Z = BTH\BEUNya.

Buscaremos demostrar que para alguna ¢ € (0,1) 7,(t) ¢ Z, i.e
que
Tlt) € Z° = (§)° U U Nypa.

Por (e) es claro que 7,(t) ¢ (3**)*V ¢t € [0,1]. Seau € Y,
afirmamos que n(t,u) ¢ ®¢ V ¢ € [0,1]. Razén: si para
to € [0, 1] ®(n. (%)) = c—¢, entonces, como ®(n,(t)) es decreciente
en R, V¢ € [to, 00) nu(t) € Ac—e

= -;—tn.,(t) =0 Vi€ [t 00)

Seat' € (to, 00), v = ny(t') € € y n,(t) la solucién de (3.7) con
condicién inicial v. Por (3.9)

Mo (W)= m(u) =m(v)=v VieR -

=> u=ve @t

Por lo tanto, V ¢ € [0,1] ®(nu(t}) > c—£y como ®(u) < c+ese
tiene

@(1.(0)) — B(nu(t)) <e+€< 2 Vte[o,1]
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' ‘Supongamos que para t € [0, 8}, con 8 < 1; n4(t) € Z. Por (3.3), -

(3.4) f(m(t)) = g(nu(t)) = 1. Por otro lado &(n,(t)) : [0,1] - R-

es una funcién continua, diferenciable y acotada por c+ ¢ porque

u € ®°*¢, por lo tanto vale el teorema fundamental del cdlculo

diferencial e integral, i.e :
% 2 o(m(0) - (m(t)

= [ Ve Wi s
= [ KT DI Rmr)ldr

2 o [ HIVEEDIvOLEer
> of [ naveemmmvemer

= o| [ wentrrar
= bn(t) - ul

y (ie (3.2)

2% 4
Im()-ul<F <5 Vieps

Supongamos que existe t* € (s,1] tal que 7, (t*) € N, i.e
. é
“77u(t ) - ]{c” < 0]
por la continuidad de 7,(t) existe t** € [0, s} tal que
x4 * 6
flrpa (™) - ()| < g
de donde obtenemos

g S Mt = ull < Qi) = mu () + ffrna(t°*) = wf] < 2(5/8) !
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Por lo tanto 7,(t) no abandona Z para entrar a Ng/z. En con-
secuencia, si abandona Z debe entrar a °¢. Entonces solo nos
falta ver que para alguna t € (0,1) n.(t) ¢ Z. Pero si fuera asi
querria decir, por (3.4) y (3.3), que ‘

U 280u0) = —hVe O I Ve @) SO (310

Notemos que Z C &+ \ (¢ U Nyjs) y que si para alguna
t € (0,1) -

IVl < 1

= por(38)  A(IVEm)IE) = 1
Cypor(1)y(10)  FeE) = ~IVEm@)E < -
| por otro lado, si para alguna t € (0, 1) .

Ve )l > 1

Y

1
1V @(mu ()l

—IVe(m @) < b -

por (35)  h(IVe(nu(t))lIf)

I

Cypor(31)y (310)  Ta(m()
Consecuentemente, V t € (0,1)
L8(n(1) < - min(#,b)
Integrando esta dltima desigualdad
por (3.2) min{b?,b} > 2%
- [ Loty

2(14(0)) — @ (mu(1))
min{b?, b} !

v

vV v

Por lo tanto 7,(t) abandona Z para entrar a ¢ en alguna t €
(0,1) y por (e)

2(m(1)) < e(mu(t)) Sc~e
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' (g) se sigue de lo anterior'tomando N; = 0.
R =
TEOREMA 3.6 (del punto silla)
. SeaH un espacw de Hilbert tal que H = V@ W con W de dimensiin

- finita. Sea ®: H —» R de clase C! que satzsface (PS) Sean a < f tales
que

1) eziste p > 0 tal que
‘ ®z)<a YzeWeon|zlu=p
ii) ®(z) 2B VzeV |
Entonces ; o _
o= it max{@(h@) | llela <, €W},
donde ,
C={h: WoH | hes continua y h(z) = z si ||z|lu = p}

satisface
B<c<max{®(z) | zeWylzllu<p} ~  (311)
Y c es un punto critico de Q.

NOTA:c estd bien definido porque B,W es compacto en H y una
Suncidn continua sobre un compacto siempre alcanza su mdzimo.

Demostracidn
Llamemos
BW={zeW | |z|la < r} (3.12)

Afirmamos que V h € [ 3z € B,W tal que h(z) € V.
Razén: sea 7 : H — W la proyeccién ortogonal, si h(B,W)NV =@,
entonces 7 - h(z) # 0V z € B,W y obtenemos una retraccién
o B,,“ 4

_ h(a.
@) = e



w

Figura 3.4: Ejemplo: Grafica de ® : R?2 = R, &(z,y) = 22 — ?, La
silla de montar.

~
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1 v

o ,Flgum 3 5 Para que r(z) fuera una retraccién la curva debena trun-
- carse y no cruzar por V, cosa imposible debido a la contmuldad de las
h(t) € I‘ . :

i.e, una funcién continua tal que r(z) =z V z € S,W, lo cual es
imposible (no se puede deformar continuamente a la bola en su frontera
{Mas, I11.2.3]) De la hipétesis i) obtenemos § < c.

: Supongamos que c es un valor regular, por el teorema de defor-
macién (g), dada £ < ¢~

3 0<e<é<c—a
y un liomeomorfismo 7 : H — H tal que
(@) P y plx)=z si P@x)<a
Por definicién de infimo 3 hy € I tal que
' max{®(ho(z)) | z € B;W} <c+e¢
entonces h =17 - hollwe I' pues hg € T )
= ho(z) = =z VzeSW
= hx)=n-h(z) = nlz)=z VzeS,W pori)
y como ho(B,W) C ®°*¢ obtenemos, del teorema de deformacién
n(ho(B,W)) C 8¢
e ®(n - ho(z)) c—¢ VzeBW
= max{®(k(z)) | =z € B,W} c—¢
pero ¢ < max{®(h(z)) | z € B,W}

por lo tanto ¢ es un valor critico de &.

ININIA

c—¢ !



Figura 3.6: Gréfica de V.

EJEMPLO:

El siguiente ejemplo muestra que la condicién de Palais-Smale es
necesaria para el teorema del punto silla. Sea U: R% + R, ¥(z,y) =
—z% +¢¥, ¥ satisface:

1. ¥(z,0)=~z2< —1=caparatodaz € Reon |z| =p=1.
2. ¥(0,y) =€¥ >0 paratoday e R
Sin embargo ¥ no tiene puntos criticos:
V¥(z,y) = (-2z,¢¥) #0 !

iContradice ésto a (3.6)7
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La respuesta es no y la razon es que ¥ no satisface la condicién de
- (PS). Consideremos la sucesién {(0,-n)} C R2, su imagen bajo ¥ es
acotada
¥(0,-n)=e" <1
y bajo vy,
L Jim V¥(0, —n) = llm (0 e =

,  sm embargo trivialmente se ve que {(0, —n)} no tiene nmguna sub- ,
suces:én convergente P



Capftuld 4
Ex1stenc1a de trayectorlas

geodésicas en
espacios-tiempo

Ya vimos en 1a seccién 1.3 que en los espacios Anti-de-Sitter dados dos
‘puntos &'y b del espacio-tiempo no siempre existe una geodésica que
los una. Sin embargo, en 1990 Vieri Benci y Donato Fortunato (ver
[{B-F]) demostraron que bajo ciertas condiciones es posible garantizar
1a existencia de una geodésica que una a a con b; una caracteristica
que se le va a pedir a la métrica g es que sea un campo gravitacional
estacionario, donde esto sngmﬁca que los g;; no dependan del tiempo,
i.e; que no dependan de la primera coordenada de un vector en R*. Por
otro lado, en el capitulo 2 tradujimos el problema de existencia de una
geodésica que una a a con b a un problema variacional cuya solucién
consiste en garantizar la existencia de un punto critico sobre H} para la
funcional energfa. La demostracién de esto tiltimo es larga y la hemos
dmdldo en algunos lemas, corolarios y proposiciones.

- Comencemos con el enunciado del Teorema de Benci-Fortunato y
con un esquema de su demostracion, la cual quedara cubierta en el resto
" del capitulo.

TEOREMA 4.1 (Benci — Fortunato)

Denotemos por gi; (3,7 =0, ...,3) a los componentes del tensor métrico
g. Supongamos que g satisface las siguientes condiciones: :

53
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B-F.1 g5 € C'®, ) (i, =0,...,3)
' B-F.2 goo(z) > v > 0 para toda z € R
BrF;s Ezxiste u > 0 tal que

- Z gy(R)EE 2 plER  VzeR »

6,j=1

y toda . .
o €= (61,62,6) e R?

B-F.4 Las funéiones g (i =0,...,3) son acotadas
B-F.5 2(z)=0VzeR

Entonces pars cualesquiera dos puntos a, b € R* eziste una geodésica,
con respecto a la métrica g, que une a a con b.

Antes de pasar a la demostracién de este teorema es conviene recordar -
que

®(¢)= 1 [y 9(=(£))[2(t), £(t)]d¢ es la funcional energfa.
“HY={z € H'(I,R*) | 2(0) = 0 = z(1)} es el dominio de ®. ‘
< {u, v) = (u(0), v(0))ss + (4, D) Hi=VOW,conVy Wla
cerradura de la unién, sobre todos los naturales, de Vi, y W,
i respectivamente. )

(u, v)uy = (i, B) 2 Vi = gen{epsinént : £=1,...,k}

© W, = gen{esinént : £=1,..,k i=1,2,3}
Exy =V W;

Ademas, en adelante usaremos la siguiente notacién:
(Tn16n) = Cn con Tn € Vi y & = ((§a)1s (€n)2s (€n)s) E Wi VR EN
Z=a+ (b— a)t paraay ben R fijos, - S
= c= C0+é = (60,&1,62,63)
Zn =Z+4Cn=(Sn,Zn)CON S, € 2+ Vi, T, € 24+ W}
{zn)i es la i-ésima entrada de Z + (,
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Esquema de la demostracién
La idea de la demostracién es probar lo siguiente:

" e La funcional energfa restringida a los B C HJ, que son de di-
‘mensién finita, satisface (PS). g

o La existencia de dos constantes a = sup® |s,w y 8 = inf® lvs
‘para alguna R, con las cuales ® cumplird las hipéteis ) y ii) del
teorema del punto silla.

_ ® Laexistenciade ¢, € B, Vne N tal que ¢, es un punto critico
de®, =Clg, ya< ®() <6

e La sucesién de puntos criticos es fuertemente acotada en H!.

e La sucesién de puntos criticos (n tiene una subsu_ceéién que con-
verge fuertemente a un ¢*.

® (* es un punto critico de $ : H} - %.

~ Observemos que el teorema del punto silla requiere que la dimensién
de W sea < oo. Esto no sucede en nuestro caso, por ello es necesario
aplicar dicho teorema a cada uno de los subespacios E, = V,, @W,, para
obtener un punto critico (, en cada E,, y después es necesario checar
que la sucesién {(,} converge a un punto critico ¢* de ¢ en H}.

Notemos que si g satisface las condiciones del Teorema de Benci-
Fortunato, entonces por (B-F.4) existen constantes positivas «;, con
i=0,..,3, que cumplen :

1gi0(2)] < K VY ze Rt

Sea k = 4 max{x;,? =0,...3}. Se tiene entonces

3
lon@l <y Y lg)] < s
1=0 .
La segunda parte del siguiente lema sera iitil para demostrar que la
funcional energia estd acotada sobre ciertos conjuntos y con ello después
garantizar también el acotamiento de la sucesién de puntos criticos.
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LEMA 4.2
.Consideremos la ftmcufn real de vanable real

f(av:)‘=.az +br+c  con a;éO

i) f(z) tiene un tinico punto critico en To = 32, donde f(zo) es el valor
~ minimo de la funcidn si a > 0 y es el valor mdzimo si a <0.
il) Sia >0 ym es una constante, entonces :
{z eR|f(z) <m}
“es de la forma [a, Bleoma, B RO bﬁ:n_ éq» eli‘vdcz’o st
m< f(g@) = = +e.
Demostracion
Del cilculo elemental sabemos que z; es punto critico de f(z)siy sélo‘
si 1a derivada de f(x) valuada en z; es cero. Ahora ‘
2a
" Por lo tanto g es dinico. Ademds f"(z) = 2e, lo que significa que f (:z:o)
es el valor maximo de la funcién si e <0 y es minimo sie > 0.°
Para ii) tomemos f(z) = az?+bzr+c—my supongamos m > —+c,

como a > 0 se tiene que dam > —b + 4ac, ie. 0 < b = 4a(c- m), lo
que lmphca que f(z) =0en

— /0% —da(c—m) g= —b+ \/b2-—4a(cb— m)
2a - 2a

Sflzo) =0 s 2050 +b=0. - & Tp=

conayfBeERycomoa >0 f(z) alcanza su minimo en zp = 52';" €
{(a, B). Por lo tanto

{reRif(z) <0} ={zeR|az® + bz +c< m} =[a, ]

TEOREMA 4.3
Si g satisface las hipdtesis del teorema (4.1), entonces

; q)k=(l>lg,‘:Ek—)§R
satisface (PS)VkeN.



BT

j »Demostmcidn B :

. Sea {¢,} C Ei, para k arbitraria y fija, tal que {®x({n)} estd acotada
y llm Vék(c,.) = 0, demostraremos-que la sucesion real {||Cn||m Inen
estﬂ acotada, de donde se sigue que la sucesién {¢,} unién sus puntos
lfmites constituyen un cerrado y acotado en Ej, i.e un compacto ya
que E; es un espacio de Hilbert de dimensién finita; por lo tanto, por

~ Bolzano-Weierstraf, existe una subsucesién || [ -convergente.

", 'De la hipétesis sobre {(,} y de la definicién de producto interior

Jim DL = lim (VO(G), O
Jim V@Gl lIClle =0
hm E"“C”Hl = OVC € B ‘ (41)

IA

’ donde e, depende de la norma de V& (C,.) Por otro lado, de la expresién
" para D® dada en (2.8) y de B-F.5, obtenemos

DQG‘(C)‘ = / (g(ln)[zﬂ!C] +5 2 Z Za)i( -m)J Z 9 (~n)§l) dt 2.8

ij=0
el VYCEH! por 4.1

IA

En partlcular, para { = ('r,., 0)
D, (7, 0)) = [N G, Ol < ol OV (42)
" Consideremos la siguiente transformacién lineal T : R¢ — R* dada por
- T(s,z) = (s, —x) con = = (z1,Z2 Z3) (4.3)
‘ Asi, B
- .
(Tn, 0) = -((7-,.,5,,) +(m—a)) =5(en =2+ T(:m = 2))  (44)

5 sustltuyendo en (4 2)
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e | f g(;)(zn (Fns O}
; ‘_.':-= | /g(x,.) [z,.,-(z,, - 0+T(z,, _ c))] dt

' 2/(9(%)[2"1 zn] g(,,,)[z,.,c+T(c)]) dt+ 2/g(=n)["‘an(zn)]dt
< &al)(Tn, 0)flm:

Por hipétesis existe d; > 0 tal que
*(G) < fo(ci=3| [ g(,n){zmzn]dtl < VneN  (45)
Reacomodando y usando (4.5) v
1 . .
3 / 9(zn) (20, T(2n))dt
1 ,
1 ., 1 ,
< -3 ‘/;g(zn)[zm Zn)dt + §£9(2n)[%v ¢+ T(c)]dt + en|(7n, 0) |
1 R )
<3 [ Gl 0 TN+l OV
1
1 . -
=t 3 [ o+ TNt + el O (46)

donde ¢ + T(c) = (2é,0), entonces

g(z,,)[i,., c+ T(c)] = 24 Z gio(zn) (é,,).-
=0
3 :
< 20é) Y Igio(zn)li(Zn)il
i=0 )
por B-F.4 < AWM @)

i=0
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Por lo tanto, de (4.6) y.(4.7) -

.'/g(',',,)[é,.;T(é,,)] < 2y +4lélr Y [1(Zadiller + 2| (7, O lpme
T o i=0
< 2dy + 16|co|n||z,.|[cz + 25| (7, 0) |1
< 2d) +dgl|za]lm + 2en||znllm
. < 2d; + dal|znllms + 2]zl o (4:8)
pues [[(za)iller < [(2adiller < 4liznlicr y d2 = 16éo|k + 2'. Por otro
lado
Joentz T

I

/(g(h.)[(ém En)y (80, 0)] = Q(Zn)[(ém Zn), (0, £4)])dt
/ (900(2n)3 + }:yto(zn zn).s..) dt

=1

3
/ (290: n)(&n);8n + Z.‘Iu Zn)(£n)i (zﬂ)J)

1 ij=1

/(goo(z,.)s —Zg,,(z,.)(zn) (zn)) . (4.9)

ii=1

de B- F.2 tenemos que gOO(Zn) > v> 0y de B-F.3 que

- Zg.,(zn) (n)iln); 2 uuznnw con p>0
ij=1

Comparando con (4.9)

/ Genlims T ()]t
I

v

[ st il as

[ obialfidt = ol
olllsnlfie = llalR) - (410)

: ‘5,. es una sucesién convergente a cero, por lo tanto podemos suponer que la
sucesién empieza con n suficientemente grande de tal forma que ¢, < 1.°

v
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con  p= min{u,' p}>0
Umendo (4 8) con (4.10) obtenemos la sngulente desxgualdad

plllzalifn — llaliz) < 2di + dﬂl’mllm
ie. pllzlfip < ds + dzl[zn [

*con da=2d; + p[la“,;, para finalmente
Plizalltn — dallznllen — 2enlizalli < ds

Ahora, por el lema (4.2) el lado izquierdo, visto como una funcién

de la forma pz? — dyx, tiene un valor minimo en el punto z = ‘%f; y

{1‘ ER I p$2 - dz!? < da} = [1‘1,1:2]

Por lo tanto ||za[{s: es || [lm-acotada y se sigue el teorema 2.

LEMA 44
Si g satisface las hipdtesis del teorema (.1} de Benci-Fortunato,
entonces

i) inf @ |y> sup @ |s,w para R suficientemente grande, donde

SpW = {z e W | ||z{lm: = R}

ii) sup® |p,w< 0o, donde

BrW = {z € W | jz]lm: < R}

Demostracién
Para i) basta ver dos cosas:

e [ =inf q’(c) l\/> —00
2Notese que para demostrar que la sucesion {z,} es || lg1: -acotada no se uso que

la dimensidn del espacio fuera finita y si fue fundamental suponer {®x(¢n)} acotada
y llm V&((n) = 0, las hipétesis para la condicién de (PS). .




i e ®()— -~ cuandb ¢l — cocon (€ W.,

Veamos que # > ~oco. Sea ( € V, ¢ = (,0,0,0).

®(() = %‘/g(z+()[c‘+ ¢,c+Cdt

donde, por la hipétesis B-F.5, g(Z+¢) =g(2) si ¢ € V. Usando la
lmealldad dela métrlca

#Q) = 5 [aule+ o+ dla
R T A . 1 .,
= 5 [anle.ciae + [[aule,ciat+ 3 [[ocolé, chae a1
_ T 2J; 1 2J; '
o “ donde R ‘ ' ’ o
. ,"s‘ R gmlec. = Zg.'j(f)é,-éj no depende de ¢ -
Sl ij=0 :
9(2)[(:’ C] = 900(4'7-)‘f2 > vi? por B-F.2
smle ] = Zcrr
- . :-0 .
: i‘&xﬁéfnos" ch g(,) [c, cjdt, kl es una const,ante pues no depende de

: “lalenV, que eluamos De aquf que -

o 2() 2’/; (-2'V+2+Z'9io(2)éi'f'+k1) dt -

@-ZmM0

4 ;r(t) Pof el lema (4 2)
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" alcanza su m[mmo en —1 yaque v> 0. Por lo tanto
- z + vz > - 1
gt Tr= 2-/7

es decir

‘ , .
(T(t))2 +f 2 ——-('Y(t))2 = -5 (Z y;o(Z)&) e

=0

para toda t € I. Entonces
 ®(¢) 2 ki + k2 = k = constante

conky = - (Z-:o gio z)q) dt que no depende de lageV eleglda
Por lo tanto

inf{®(C) | C €V} > k> —o0

Veamos ahora que @ |w cumple: ®(¢) — —oo cuando |¢|| — oo.
Sea ( € W, ¢ = (0,6, 6).

2(6)

%[y(z)[%+é+é,00+é+é]
= %[g(,)[m,co]dt +/’_q(,)[co,é+c']dt |
+ % /: Ilé + 6, &+ ¢dt \ (412)
Identifiquemos a los integrandos de (4.12)
gnleo,co] = goo(2)é3 < k2 por B-F4  (4.13)°
3
3 mis(2) (@ + (e + &)

ij=1
—pllé+Cllgs  por B-F.3 (4.14)

gale+¢ e+ ()

]

N



a -
3 gi0(2)és(e + ()i

=1

lcol E |g,o(z)||(c. + 6:)'

N |=l

. g(z)[COv e+ C]

IA

IA

nlleme.-_)l @)

' Combmando (4. 13), (4.14), (4.15) con la expresién (4.12) obtenemos la
: s:gment.e desngualdad

| ‘I’(C) —nco-— /(c+c,c+4)mdt

+ o / S+l (416)
Iz S ‘ B

. "‘”‘“d'bnd'e o
' }:((q +&)l < 31+ €01 + e
O SR =1 i=1 ,
oyla destgualdad de Holder llevan (4.16) a

%0 -;-mﬁ Bl + i + ol |
58— Sl - - falik) +ofalléles
;»u% B e + ol — B8 - ) (1)

: donde (4 17) es una exptesnén dela forma

AN ‘ll\

’V'\

. _"'lt2+f€2t+K,3

para una vanable real posntlva y Kq > 0, Vlsta asi es claro sus valores
t.tenden a8 =00 cuando t tiende a infinito, entonces dada B> ~o0,
fexlste T > 0 suﬁclentement.e grande, tal que (4.17) toma un
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valor menor que 3, en particular existe t = R suficientemente grande
tal que si ||¢]lm = R, entonces

B(C) |sews B

= sp®(Q) ls,wS B < inf R(Q) Iv |
Para ii) partimos de la desigualdad (4.17) y usando la proposicién

' 4.2 tenemos que el lado derecho de (4.17) alcanza su maximo en

R= —|—l {recordemos que 1 > 0), i.e.
®(¢) < o0

sup $(C) |ppw < sup 2(¢) |y < o0

COROLARIO 4.5
Si g satisface las hipétesis del teorema 4.1, entonces existe una sureszén
{¢a} Cc H} tal que

. (@) Cn es un punto critico de @ \y,: H, = R
(b) inf @ [v< ®(¢n) < sup @ |

Demostracidn
Ei = Vi, @ Wi con W, tiene dimensién finita V k € .
Por el lema 4.3 tenemos que @ |z, : By — R satisface (PS)V ke N
y @ |g, es de clase C! porque es la restriccion de una funcién de clase
1

Sean
o=sup® |s,w< oo
ﬂ.—_ inf @ |V> —00
con R la del lema 4.4. Para dicha R ocurre:

e P(l)<aV € Wconl|lm=R
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o<l>(r)>ﬂV 'reV,,

Entonces, por el teorema del punto snlla (3 6)

o= mf mGX{‘I’(h(E)) I llEllm < R E € W,,}

donde
r= {h Wy - Ek | h es continua y h(E) E si ||£||Hx R}

'satxsface

B<ck

Y e es un valor critlco de @ {g,, con lo que obtenemos (a)
Ademés, por deﬁmcl(m de fnfimo .

¢ < max{®(h(€)): £€ BRWk}

. ¥V h €T, en particular para la inclusiéon h: W, — E‘, dada por

h(€) = (0,)
que claramente es una funcién quevpertenece aT. Esto implica
cx < max{®(£) : £ € BpW;}

= B <ck <max® pw,< sup® |pw

~ con lo que obtenemos el inciso (b)

- o

' COROLARIO 4.6

La sucesidn de puntos criticos {C,}, encontrada en (4.5), satisface ser
|| e -ecotada.

Demostracidn
Siguiendo con nuestra notacién, zn = Z + (Tn,&n) con (1n, &) € Hl
Dado que 2 €s un punto critico de &, = ®|g, ocurre

DQn(Cn)(C) = (VQn(CnLC)H‘ =0 VC € En

e EEAEEOR ST T LTI AT T T T i g b et e S e S i i e S
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Tomemos la sucesién {('r,., 0)} de elementos de H}, que denotaremos
snmplemente {m}- Para esta sucesnon tambxén pasa que

(vq’n(cn):"'n)ﬂl = 0 ’ v neN

IR

a la vez que, valuando en la expresién de la derlvada
DO = [ e ot

Si sustituimos ahora la expreésién (4.4) R

/g(z,.)[é,.,'i',.]dt = /g(,”)[z,., =(3n — c+T(z,. — c))]dt 0
T ; : : -

Ty

Por la linealidad de T' y la de la métrica g podemos deécbmpouer
esta ultima expresién en dos sumandos que al despejar nos dejan la
siguiente ecuacion

1 A 1 . oy
3 Joenlin Tt = 5 [[denlinsc+ T(@lat - 260
Por el inciso (b) del corolario (4.5) sabemos
—B<—P(z)<—a VREWN,

a partir de este hecho obtenemos la siguiente desigualdad

1 . .y 1 .
'2' [g(zn)[znyT(zn]dt < § lg(Zn)[znv (C + T(C))]dt —a

El resto de la demostracién de continua de manera andloga a la del
lema (4.3).

]

Recordemos ahora que en un espacio de Hilbert separable toda
sucesién fuertemente acotada (i.e. acotada con la norma del espacio
de Hilbert) tiene una subsucesién convergente con la topologia débil
(ver [Kol, p.202}). Llamemos igualmente {z,}, por mera comodidad
notacional, a esta subsucesién existente. Sea z* € H! el limite débil de
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. esta sucesion.: Dado que H! estd enqajado de manera compacta en £,
{2a} posee una subsucesién convergente a algin z en £L*. Claramente

" esta:subsucesién también converge debilmente a 2°. Con base en este

hecho insistimos en denotar a la subsucesion como {z,}. La siguiente
.. proposicién nos dice que relacién guardan 2* y 2

PROPOSICION 4.7

Sea 2* = £+ (* el limite débil de {2, = Z + (,}, la sucesidn de puntos
Ilimites encontrada en (4.5), y sea z el limite de la misma sucesidn en
L®. Entonces z* y z coinciden (salvo en un conjunto de medida cero).

. Demostracicn

Consideremos las sucesiones T, = 2, — 2* ¥ yn = 2n — 2. Se tiene
entonces que x, converge débilmente a 0 y y, converge a 0 en L. Ob-
servemos ademds que z,, € H}. Tomemos (senwkt, 0, 0,0), un elemento
de H!

{Zn, senmkt)m = Tk{En, cosmkt) cz = (wk)?{Tq, senmkt) gz (4.18)

Es claro que algo analogo ocurre si tomamos (cosrkt,0,0,0). Con

esta ecuacién podemos pasar del producto interior en H! al producto
interior en £* multiplicando s6lo por una constante.

Por otro lado, como z* estd en H!, entonces estd en £ y, en vista de
que el dual de £! es £, se tiene

[[2* = oo = sup { /’ W - 2)dt | v e L‘}
Dada € > 0 existe un polinomio trigonométrico 1 tal que

2" — zljoo < € + /1,[1(2‘ — z)dt
1

e

pero

l /: D(2* — z)dt| + l /; Wlow — 2)dt
el = sl + | [ 90 - 21

A

IN
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.donde el iado derecho es una sucesién de reales que converge a cero, .

~pues 1(t) es combinacién lineal finita de funciones seno y coseno y,
-por la ecuacién (4.18), equivale a tener una combinacion lineal finita-
,:de expresiones de la forma (z,, senmkt)y, (Tn, cosTkt)m: que pueden
verse como elementos del dual de H! valuadas en z,,; que es una sucesién
que converge debilmente a 0. Por lo tanto, paratoda e >0

I2* — 2zl <€ de.  ||2° —2llc=0. -

PROPOSICION 4.8 -
- Sea {¢a} la sucesidn de puntos criticos encontrada en el corolario (4. 5)
Entonces:

(a) {¢.} tiene una subsucesidn que converge fuertemente en H' a (*,
donde C* es el limite débil de {¢n}

(b) ¢" es un punto critico de & : H) - R.
Demostracidn

Sea P, la proyeccién ortogonal sobre Ey, y 3 = Fo(¢*). De la expresion
para la derivada de la funcional energia, ecuacién (2.8), tenemos

(V) TG~ G = [ olanlin TG~ G
f ZZ""""(zn o - E)eleakGa)idt =0 (4.19)

i,j=0 é¢=1

donde T'(s,z) = (s,—z) es la transformacién que se defini6 en la
ecuacion (4.3} y 2, = (Sn,Tn). Por hipétesis del teorema (4.1),
gi; € CY(], §R) i.e -01'1 : % - R es una funcién continua, para
toda i, 5, = "3, Podemos usar entonces la proposicién (2.13) para

. g
garantizar que ”" 7o (2n) converge en L2 a E‘L( *). Esto aunado a las



A TESIS WO ODEBE
thﬂ BE W BIBU(IIE\.A

sngment% dcsngualdades

L -8
< || ten-e et lE e
< agi!( n) . ("(En— ;‘)t'lm + M”(E‘ _ 5:')‘"}!1) ‘ N |

nos garantiza que

| "’”"(z..)(fn-sn),—ao en L=

‘parat,j=0,..3yf=1,2,3. Ademds, dadas las siguientes desigual-
dades (que se denvan de la desigualdad de Hélder)

/ 204 (o) € — €5 ) ()l
S Ml Ensler | 2 ) € - €0

< zn)illam | am)s i ” 294 (1 3o — £2)e

.obtenemos, usando la proposicién (2.13), que el segundo sumando del
lado derecho de la ecuacién (4.19) es una sucesién convergente a cero,
lo que denotaremos coma O(1), por lo tanto también

[ alien T~ it = 00 (4:20)

De aqui, el lado izquierdo de (4.20) lo podemos separar en do# sumandos
dada la linealidad de g y que z, = 2+ (,, i.e.

[ st T+ [ atenién TG - Gld = 0(1) (s20)
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o lo que es 1o mismo
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Como ¢}, converge fuertemente en H! a (*y (n converge débilmente
en H! a (*, entonces para toda f en el dual de H' se tiene

Jim () = £(¢7) = lim fG) -

lim F(G—Ga) =0

es decir, ¢} — ¢, converge a cero débilmente en H?, vlb_ que en términos
del producto interior de H! significa . -

lim (f',G3 = Gade2 =0

veamos que esto nos lleva a que f,‘, — (, converge a cero débilmente en
L2, para esto basta ver que para toda f € L2

lim (G- Gder =0

Para f € L? sea

F(t) = /o *(rydr + £(0)

F(t) resulta ser absolutamente continua, F'(t) = f(t) casi en todos
lados (ver [Ru, 7.11))y f(#) € L2, entonces F(t) € H'y

nh—»To(F’ C— Coymr =0

> Im{iG-Glo=0 (4.22)

i

i.e. 3 — (n converge a cero débilmente en L2

Por otro lado, para los g;; usamos la proposicién (2.13) para concluir

que g;;(2n)(£): (donde £, es una constante) converge fuertemente en L®
a gi;(#*}(£)i, en particular estd acotada; de esto y de (4.22) obtenemos

L) | /0 gl TG - é,'.)]dt\

3 . o, :
< ,}HEOZ ||gij($")(5n)i||°° \/ [(Cn - C;.)]dtl =0
ij=0 0
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Ent&onces, de (4-21), ‘ EREER S TFY SR

: /o lg(f;;)[é,;‘aif(vc'n_'-é;)]dt_::,vO(lj’ Y

: donde, égfegando smibléinente un cero de manera Jadecuada., a la ex-
preslén (4 23) la podemos reescnblr como

| f 9()ln = G TGn — CONE
j steniée T - C..)]dt—O(l) 429

‘o Por otro lado se demuestra facllmente que g.,(z,.)((,:). converge en
L veamos o . : ;

/ |g.,(xn)((cn)‘-c.>|’dt < los(enIBNEN - G
o NG~ Gl —0

cuando n — o6

8 EStb nos Ile'va a que gi;(2,)(C2); estd acots’da en L?, por lo cudl

/ g(z..)[c,.,T(c..—c,.)ldt

/ @V ENT (= E)e|
,j—o

Z llg.j(zn)(Cn)illﬂ

iJ=0

j T((Ca c">,>dt|

N

cte. [ T((G= G|

lno‘t.lvende a cero cuando n tiende a infinito. Por
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Finalmente veamos que

Z 9i3(@a)(Cn = ET((Cn — cn)j)

1-0

[N

goo(-’b‘n)(Cn Cn)o 2 gu(zn)(Cn - Cn) (Cn Cn)]

§,7=1
v(la— G5+ plién = Gllwe - por B-F.2, B-F.3
AllGn = Gallme

con p = min{y, u}. Por lo tanto

VvV v

1 -'v,_ : "' e
[ ol = ot
0

' 1 3 ! » .

/., 0En)ln — € TG — D)t >
= Ae=Clles
= PIICn—C,'.HHI

y con (4.25) concluimos
lim Gy = Gillem =0

o lo que es lo mismo, {¢.} converge fuertemente a {* en H', Asf queda
demostrado el inciso (a) de esta proposicién.

Pasemos ahora a demostrar la parte (b). Usando el inciso anterior
tenemos que para todo 9 elemento de H}

{(V®((), D — (VE(¢*), My  cuando n — oo (4.26)
Por otro lado
(VQ(Cn)y 19)1'!‘ = (V¢(Cn)1 1971)![‘ + (VQ(C,.), 9 - 197:)!{‘

donde 9, = Po(9).
Como ¢, es un punto critico de ®|g, y I, € E',,, entonces

(V(I’(Cn), "911)}11 =0.




.13
* Ademds , |
(V8GO ol < VRG9Sl — 0
cu_»gndo‘:'n — 0o, Por lo tanto
S (va), 9 = 0Q)
i Dpnde esto auhado a (4.26) nos lleva a que
(VE(C*), O =0

para toda 9 € Hj, i.e. ¢* es un punto critico de ¢ sobre todo H}.
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