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Notaciones y Convenciones

UNIDADES:

Velocidad de la luz c=1
Constante gravitaéional G=1
INDICES GRIEGOS «, 3,7 :
(0,1,2,3)=(t,r,6,¢)

INDICES LATINOS &, .k :
(1,2,3)=(r,6,¢)

TENSOR METRICO:

9

SIGNATURA:

(=t +)

DERIVADAS ORDINARIAS:
A=A=9

A =A=H4

SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL:
T2, = $9°®(9guu + 9pvu = Guv,0)
DERIVADA COVARIANTE:

A% = A% +T,4

TENSOR DE MOMENTO-ENERGIA:
T8

4-VELOCIDAD:

U® (UaU® = gapUUP = -1)
4-ACELERACION:

Ua = UaypU?

FLUIDO PERFECTO:

TP = (p+ pUU® + pg*P
TENSOR DE CURVATURA:
B3 = Tov = Ty + T2uTh, ~ T2.Tp,
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TENSOR DE RICCE:

Ry = RSy, = ~R%,q

ESCALAR DE RICCK:

R=R:

ECUACIONES DE CAMPO:

Gy = Ry — }guvR = KT

DERIVADA DE LIE PARA UN TENSOR:

L¢(Qap) = £7Qap,y + Qup€lh + Qur€s
ECUACION DE KILLING:

Le(guv) = §uw + &vin
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INTRODUCCION

Cuando la relatividad general (RG),formulada por A.Einstein, emerge en su
forma definitiva en noviembre de 1915 para conocerse un afio mas tarde,los concep-
tos propuestos en ella constituirfan una contribucién excepcional al progreso de
la ciencia. La teorfa puede visualizarse como una vasta estructura que involucra
aspectos de geometria pura y de gran interés matemético con singular elegancia y
naturalidad.

La (RG) 6 teorfa relativista del campo gravitacional va mucho més alld e
incorpora el campo en la estructura mfsma del espacio-tiempo; resumidamente:
El espacio-tiempo varfa de un lugar a otro como el campo gravitacional puede
variar de punto a punto. La estructura matemaética que estudia geometrias que
varfan de un punto a otro se conoce como geometrfa diferencial y constituye la
base analftica para una descripcién del campo gravitacional. El espacio-tiempo
desde el punto de vista de la geometria diferencial es una variedad 4-dimensional
que localmente aparece como un subconjunto de RY. Localmente la geometrfa
descrita es pseudo-euclidiana; se trata de la geometrfa de Lorentz introducida
] en la relatividad especial (RE). El espacio-tiempo se conforma de una serie de
cubiertas,en cada una de las cuales se definen coordenadas z* que globalmente se 9
relacionan unas con otras. La herramienta matemdtica fundamental en el estudio
de éste tipo de variedades se conoce como célculo tensorial.En torno a ésto,la
i diferenciacién de un tensor no es algo elemental ya que el valor de su derivada
:j no es invariante y ha de depender del conjunto de coordenadas empleadas para
ejecutarla. La derivada invariante de un tensor requiere del uso sistemdtico de un :
: arreglo especial de funciones con tres fndices;conocido como conexién. El espacio- ff
b tiempo se entiende por tanto como una variedad diferenciable donde se ha definido :
una conexién.

En (RG) la geometria del espacio-tiempo queda representada por el tensor
métrico g,, el cual puede variar en la totalidad de aquel y de tal suerte el intervalo
q infinitesimal ds puede escribirse:

ds® = g de¥ds”

El reconocer que el campo gravitacional puede incluirse como especificacién de la
variedad del espacio-tiempo y la métrica es un concepto fundamental de la teorfa y ‘
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una consecuencia de la expresién anterior es que el tiempo propio que experimenta
una particula depende de la naturaleza del campo gravitacional através de la cual
incide; fenémeno previsto por la teorfa comprobado experimentalmente,

El principio de equivalencia establece que localmente,esto es en pequeiias re-
giones,la influencia de un campo gravitacional puede ser eliminada introduciendo
un marco de referencia no-inercial. Tal principio es una consecuencia de la iden-
tidad observada para la masa inercial y gravitacional; la medida més precisa de
éste establece tal identidad con bastante aproximacién. Sin embargo cabe destacar
que los campos gravitacionales producidos por distribuciones limitadas de materia
difieren de fuerzas inerciales en esencia por su propiedades globales;esto es, tales
campos se anulan en el infinito mientras que las fucrzas inerclales aparentes que
actuan en marcos de referencia no-inerciales crecen acotadamente en dicho punto
6 a lo mds tienden a cierto valor constante, Por otra parte,el postulado covariante
se introduce como la formulacién invariante de las leyes de la fisica bajo trans-
formaciones arbitrarias (regulares) de coordenadas en el espacio-tiempo. Tales
conceptos constituyen los cimientos de la teorfa de Einstein de la gravitacién.
En el vértice de ésta teorfa se situan las ecuaciones de Einstein para el campo .
gravitacional. Tales ecuaciones relacionan el tensor métrico (la geometria) con la
distribucién local de materia. Por una parte, calculando las derivadas parciales de
la métrica se construyen los términos de la conexidén y posteriormente el tensor de
Einstein que involucra términos lineales en las primeras derivadas de la conexién
y cuadréticos en ella misma; es asf como las ecuaciones se ven involucradas con
la resolucién de problemas no lineales. Por otra,se requiere la conservacién,en el
sentido que su divergencia se anule,del tensor de momento-energfa el cual actua
como fuente del campo gravitacional.En torno a ello existen distintos aspectos que
van méds alld de las dificultades que se presentan al construir soluciones exactas;
no obstante,en la actualidad se conocen diversas soluciones de éste tipo e incluso
bastante informacién al respecto de situaciones en donde no es posible llegar a una
descripcién completa del problema.

De acuerdo con la teorfa newtoniana el campo gravitacional determina una
clase preferente de trayectorias que deben seguir objetos suficientemente pequefios;
idea que se conserva en (RG) y se refiere como la hipétesis de las geodésicas;en par-
ticular si la conexién se halla relacionada con la derivada covariante entonces la cur-
vatura ha de estar relacionada con las segundas derivadas del potencial. En (RG)
el tensor métrico (no degenerado) con signatura (-,+,+,+) determina el tiempo
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propio como una medida de relojes fisicos y en el caso de asumir una conexién libre
de torsién éste se encuentra univocamente determinado por la métrica;postulado
referido como teorema fundamental de la geometrfa rilemanniana.Las ecuaciones
de Einstein que relacionan al potencial y sus derivadas con la distribucién local de
materia son andlogas en muchos aspectos a la ecuacién de Maxwell y se reducen
adecuadamente a la ecuacién de Newton-Poisson de tal forma que suponen una
relacién de proporcionalidad entre tales pardmetros:

pr = SNGTPV

Aquf se ha considerado a las diez componentes del tensor de momento-energia
como fuentes del campo y al tensor de Einstein derivado directamente a partir
del tensor métrico, de orden 2,como el potencial en un espacio riemanniano. La
constante de proporcionalidad frecuentemente puede escribirse considerando la
geometrizacién de la constante gravitacional.

En éste trabajo se abordan primeramente las caracterfsticas que definen a un
fluido perfecto y la importancia del tensor de momento-energfa como fuente del
campo gravitacional;as{ mfsmo se discuten las ecuaciones de conservacién perti-
nentes y sus implicaciones.Enseguida se analiza la termodindmica del problema
y aquellas ecuaciones que permiten evaluar la entropfa y la temperatura a par-
tir de pardmetros derivados directamente de las ecuaciones de Einstein. En el
capitulo tres se deduce la forma analitica del tensor de Einstein y momento-
energfa para simetrfa esférica bajo un régimen no estdticojdonde se manifiesta
la utilidad del lenguaje de computacién simbdlica MAPLE en el cdlculo de las
componentes del tensor de Einstein. En el capftulo cuatro se supone la existencia
de un vector conforme de Killing ortogonal a la 4-velocidad del fluido y se re-
suelven de manera exacta las ecuaciones de Einstein determinandose expresiones
para la presion y la densidad de energfa en términos de funciones contenidas en
la métrica. Introduciendo un cambio de coordenadas y para tres casos particu-
lares se encuentran las funciones métricas correspondientes que permiten evaluar
las expresiones para la presién y la densidad; capftulo cinco. A continuacién se
hace un estudio y se definen ciertos pardmetros de interés que permiten describic
las propiedades geométricas y fisicas de un fluido;capftult' seis. En términos de
las funciones métricas y a partir de las expresiones del capftulo dos se encuentran
formas explicitas para la entropfa y la temperatura asf como otras variables de es-

7

Al AR W S AW s W BN o et e T, e

3




tado;capftulo siete. Finalmente se discuten los aspectos fisicos de tales soluciones
en términos de los valores para la temperatura la presion y demds variables ter-
modinédmicas involucradas. Se incluyen en varios apéndices los detalles de algunos
cdlculos realizados, necesarios para el desarrollo de éste trabajo.
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CAPITULO UNO
FLUIDO PERFECTO EN RELATIVIDAD

Como una buena aproximacién, en numerosas situaciones donde interviene la

(RG) en problemas astroffsicos, se establece como fuente del campo gravitacional
un medio continuo que a partir de ahora denominaremos fluido.

El fluido perfecto en relatividad, como generalizacién del concepto de gas
ideal de la termodindmica ordinaria,se define como aquel tipo de fluido que en un
marco de referencia comdvil ,a partir de ahora (MRC),no presenta viscosidad y no
manifiesta conduccién de calor. Un marco de referencia comdvil es un marco de
referencia que evoluciona con el fluido en el cual éste permanece en reposo y por
tanto las coordenadas espaciales de partfculas y elementos de fluido no cambian
conforme transcurre el tiempo propio.

La dindmica de medios continuos comunmente se limita a describir un fluido
en términos de valores promedio de pardmetros como son el nimero de partfculas
por unidad de voliimen,la densidad de energfa, la presién,la temperatura etc.- En
relatividad definir conceptos como densidad de energfa, densidad de momento,
asf como los correspondientes flujos de energfa y momento, requiere por separado
de un par de 1-formas.- En virtud de ello existe un tensor que a partir de ahora
llamaremos tensor de momento-energfa y que denotaremos TP el cual incluye
como sus argumentos todos éstos pardmetros.

1.1 Importancia de T°? en (RG) :

La teorfa newtoniana considera como fuente del campo gravitacional a la
densidad de materia.- Tal situacién impide la interconexién materia-energfa propia
de las teorfas relativistas. Ahora se discute la importancia del tensor de momento-
energfa, como fuente del campo gravitacional. En primera aproximacién la fuente
del campo gravitacional deberfa incluir todas las energfas; esto es,la densidad total
de masa-energia T.- No obstante, tener como fuente del campo gravitacional
unicamente una componente de un tensor implicarfa una teorfa no-invarlante bajo
transformaclones generalizadas de coordenadas. Es asf como la (RG) requiere
como fuente del campo gravitacional todos los esfuerzos, momentos y presiones
actuantes. Concretamente, las componentes del tensor de moinento-energfa.

1.2 El Tensor de Momento-Energfa:
Se define T°F a partir de sus argumentos como:




TP = T(dz*,dz") (I.1)

Es deciren un marco de referencia arbitrario,como el flyjo de momento
através de la superficie # y donde los argumentos se representan por 1-formas.

Suponiendo la existencia de un (MRC) el significado fisico de las componentes
del tensor TP es:

La Densidad de Energfa p : T*
El Flujo de Energfa :T%
La Densidad de Momento : T
El Flujo de Momento : T%

La componente T* representa las fuerzas entre elementos adyacentes, las
cuales no necesarlamente son perpendiculares. Sin embargo si las fuerzas son
perpendiculares a las interfases entonces T* se anula excepto en el caso en que
i=j g

No es dificil probar la simetrfa del tensor T en un (MRC). Las implicaciones
de éste hecho son que T% = T, es decir, los esfuerzo sobre un elemento de fluido
son siempre simétricos; ademds T = T es decir,la densidad de momento y el

~ flujo de energfa son equivalentes.

1.3 Ecuaciones de Conservacién :

Puesto que TP representa la energfa y el momento contenido en el fluido es
posible establecer condiciones de conservacién tanto para la energfa como para el
momento.- En general se cumple que:

T35=0 (1.2)

La importancia de ésta expresién es tal que ademds de representar la condicién de
integrabilidad para las ecuaciones de Einstein en ella estdn contenidas las ecua-
ciones de movimiento del fluido. El sfmbolo () representa la derivada covariante
con respecto a la componente mencionada.
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Del mismo modo se habla de una condicién de conservacidn de bariones 6
ecuacién de continuidad,la cual tiene la forma:

n%q= (MU")ja=0 (1.3)

Donde n® se define como el vector de flujo nU®, y n es el niimero de bariones por
unidad de volimen .

1.4 Condiciones de Fluldo Perfecto
Se establecen formalmente las condiciones citadas en la definicién para el
fluido perfecto
1- Conduccidén de calor nula ¢’
Como consecuencla de éste hecho se cumple que la entropfa es una constante de
movimiento; situacién que se dicute en el préximo capitulo
2.- Viscosidad nula :

Esto significa que la matriz T es una matriz diagonal, es decir , que la tinica
fuerza actuante entre las particulas es perpendicular a ia interfase. Asf T = p6',
donde p es la presién, Ademds no debe existir viscosidad volumétrica (isotr6pica);
tal condicidn se impone al exigir que p sea compatible con el punto uno.

Como una consecuencia inmediata del pdrrafo anterior se afirma que en un
(MRC),en donde la 4-velocidad U*= (U°,0,0,0), el tensor T*# tiene la forma:

-p 0 00
0 00

Tﬂﬁ=of)’p0 (I.49)
0 00 p

No es diffcil mostrar que,en un (MRC) y por lo tanto en general via transforma-
clones generalizadas de coordenadas, la ecuacién anterior puede reescribirse como:

TP = (p+ pUU* + pg™ (I.5)
Recordando la ecuacién (I.2) podemos escribir ahora :

T5= (o + DUV +pg™] , =0 (1.6)

Donde tenemos cuatro ecuaciones;una para cada fndice contravariante a

11




Para concluir se hace evidente la importancia de la ecuacién anterior. En
virtud de (1.3) la ecuacién anterlor se reescribe como:

nU#f (”—:—’-’U") , +p,pg™ =0 ' (1.7)

Donde ademés se cumple (puesto que U%U, =-1) que:

UglUa =0 | (1.8)
Ahora en un (MRC) se reescribe (1.7) a partir de lo anterior como:
nU* (p: pUt) +ppg® =0 (r9)
8

Donde U* = 0 pero U5 no se anula.
Usando la definicién de la 4-aceleracién (Ua = Uaip Up) se tiene:

(p+p)Ui+p; =0 (1.10)
Ademds:

(p+p)Ua + hipig=0 (1.11)
Donde b8 = U,UP + 6P es el tensor de proyeccién respecto a a.
La siguiente expresidn es una generalizacién de la ecuacién (I.10):
pa+Vp=0 (I.12)

Donde a es la 3-aceleracién newtoniana escrita como a = 9 + (v+- V)v. Yen la
ecuacién (I.11) se identifica a (p + p) como la masa inercial y —h8p;g como la
fuerza para un elemento de fluido.

REFERENCIAS:

El fluido perfecto tiene un tratamiento extenso en Schutz,B.[T.15)(capitulo IV).
Otros tftulos ttiles son Stephani,H.[T.18] y Hughston,L.P. and Tod,K.P.[T.5].
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CAPITULO DOS
TERMODINAMICA DEL FLUIDO PERFECTO RELATIVISTA

» 2.1 Procesos Adiabé4ticos

La primera ley de la termodindmica como fundamento de la conservacién de
la energfa permite suponer que en un fluido el intercambio de ésta se lleva a cabo
por conduccién de calor é por la realizacién de trabajo con el medio circundante;
es decir:

dE = dQ - pdV (I1.1)

Suponiendo cambios infinitesimales y ia validez de la ecuacién (I.3) introduciéndo
las variables de interés: :

dg = dp~(p+ 32 = 7ds (11.2)

Esto es,el incremento en el calor absorbido por partfcula.
Por otra parte de (I.7),multiplicando por U* y sumando sobre a,se escribe:

s (g‘:’g”) +Ppg™Us =0 (11.3)
A

O bien:

dp _ptpdn _
arw a0 (I7.4)

Comparando (I1.4) y (IL.2) se concluye que:

ds
a 1
USa==-=0 (11.5)

Es decir,la entropfa se conserva a lo largo del fluido cuya evolucién es un proceso
adiabdtico.
Tenlendo en cuenta que la ecuacién (1.3) se escribe:

(WU),0 = Un g +nU% =i+ 1O = 0 (I1.6)
Donde el escalar de expansién del fluido tiene la forma: -

13
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o L /50 | |
e_U;a \/—(\/—Q-U ).a (11'7)

Es posible llegar a la ecuacic’m (I1.5) a partir de la ecuacién (I1.6) y la segunda
ley de la termodindmica, escrita como:

= (nSU%);a =0 (I1.8)
Esto confirma que el flyjo de la corrlente de entropfa es nulo.

2.2 Conservacién de la Energia

De la conservacién de la energfa (1.6) y como resultado de contraer dicha
identidad con la 4-velocidad se tiene:

ppUP + (o + UG =
O bien:

dp _
_ l—i-;+(p+p)9—0 (I1.9)

Adicionalmente al calcular la proyeccién del tensor de momento-energfa resulta:

h3pa+(0+p)Us =0 (I1.10)

Donde es fécil identificar la 4-aceleracién.

Partiendo ahora de la ecuacién (I1.2) tenemos que su proyeccién a lo largo de
U® se anula trivialmente debido a las ecuaciones de conservacién y la segunda ley
de la termodindmica:

a5 _yal(® AN
%=V (n).a+p(n).a =0 (1)

Finalmente, la proyeccién ortogonal a U* viene dada por:

ThS = k3 | (£) Jr;»(;‘;)n (11.12)

)

Esta expresién no se anula necesariamente, Se anula si existe una ecuacién de
estado de las llamadas “barotrdpicas”, de la forma p = p(p) o [p = p(n), p = p(n)}.

14
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En éstos casos (I1.8) es un diferencial exacta y se tiene dS = 0, es decir, la densidad
de entropfa es una constante universal, En general, la ecuacién de estado depende
de dos pardmetros (de la forma: p = p(p,S)) y la densidad de entropfa S solo
es constante a lo largo de las lfneas de universo del fluido, pero es una constante
diferente para cada lfnea de universo (por eso dS/dr = 0, pero dS # 0). Por
ciertojen general no existen tampoco ecuaclones de estado de ésta forma pero
siempre existen sl hay simetrfa esférica.

Las expresiones encontradas en éste apartado se aplican mds adelante para el
cdlculo de la presién y la entropfa.

REFERENCIAS

Un texto clésico de la termodindmica relativista es Tolman,R.C.[T.19]. Ademds
son de utilidad Schutz,B.[T.15] y Stephani,H.[T.18].
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CAPITULO TRES
ECUACIONES DE EINSTEIN PARA SIMETRIA ESFERICA

3.1 Simetria Esférica y Fluido Perfecto

Las simetr{as del espacio-tiempo descritas por los vectores de Killing permiten
establecer direcciones en las cuales es posible moverse sin cambios en la geometria;
tal es el caso de los vectores generadores para simetrfa esférica en el cual tres
vectores de Killing linealmente independientes generan una 2-esfera de invariancia.
En éste capftulo se escriben las ecuaciones de Einstein para un fluldo perfecto con
simetr{a esférica;la forma més general del tensor métrico bajo éstas condiciones
viene dada por:

grr = €A1 (11.1)
goo = eH(n) (111.2)
9¢¢ = (" 5in? (0) | (I11.3)
gu = et | (111.4)

En donde por simplicidad se emplean funciones exponenciales y es notable la
dependencia de las funciones A, p y v con respecto a las variables r y ¢. Situacién
referida como caso no-estético _

 Se calculan las distintas componentes del tensor de Einstein en la forma
usualesto es,en términos del tensor y el escalar de Ricci:

G;w = R;w - %g'wR (111.5)

Las componentes del tensor de Einstein en su forma mixta se expresan como:

Gy =R = - [} i iy} (I11.6)
G=e i 82 ) e - - ) e (ITL7)
16
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4 4 4 4
e {g+i--3-5-4-4}  umy
= (- u iy e {B i) e (1119)

Tales componentes se calcularon empleando el paquete de computacién simbélica

MAPLE en una forma 4gil y completa; puntos y comas denotan diferenciales con
respecto a ¢ y r en cada caso. '

Por otra parte el tensor de momento-energfa se considera analogamente en su
forma mixta; la expresién usual bajo el régimen de fluido perfecto es:

T =(p+p) UMV, + pb¥: (I11.10)

Se calculan las componentes del tensor momento-energfa para cada una de
las componentes del tensor de Einsteinjtomando en cuenta que en un (MRC)
U=U0=U¢=0 ’

TT = +4p (I11.11)
T =T} =+p (I11.12)
T =—p (I11.13)
Tr =0 (IT1.14)

3.2 Condicién de Isotropfa de Presiones

Con respecto a las identidades anteriores los siguientes vinculos deben satis-
facerse para toda solucién exacta de las ecuaciones de Einstein con simetr{a esférica
cuya fuente es un fluido perfecto:
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Tales componentes se calcularon empleando el paquete de computacién simbélica
MAPLE en una forma 4gil y completa; puntos y comas denotan diferenciales con
respecto a ¢ y r en cada caso.

Por otra parte el tensor de momento-energfa se considera analogamente en su
forma mixta; la expresién usual bajo el régimen de fluido perfecto es:

T = (p+ p) UAU, + pbt (I11.10)

Se calculan las componentes del tensor momento-energfa para cada una de
las componentes del tensor de Einsteinjtomando en cuenta que en un (MRC)
Ur=U=U¢=0 '

Tr = +p (1r.11)
T =Tf =+p (I11.12)
T =-p (111.13)
I =0 (I11.14)

3.2 Condicién de Isotropfa de Presiones

Con respecto a las identidades anteriores los siguientes vinculos deben satis-
facerse para toda solucién exacta de las ecuaciones de Einstein con simetrfa esférica
cuya fuente es un fluido perfecto:
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Gl =8I =0 (IT1.15)

G -Gl=p-p=0 ' (I11.16)

Esta dltima condicién se cita como condicién de isotropfa de presiones (CIP). En
capftulos posteriores se efectuan los cdlculos correspondientes a las ecuaciones de
vinculos mostradas.

REFERENCIAS:

Un texto 1itil es Kramer,D.,Stephani,H., Mc Callum,M.A.H.and Herlt,E.[T.6].
Ademd4s Schutz,B.[T.16] y Misner,C.W.,Thorne,K.S. and Wheler,J.A.[T.10].
En relacién con el paquete de computacién simbélica MAPLE consultar:

Maple V,Release 3. Waterloo Maple Software,450 Phillip Street, Waterloo Ontario
Canada,N2L 5J2.
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« CAPITULO CUATRO
SOLUCIONES DE HERRERA Y PONCE DE LEON

Frecuentemente se requiere complementar las ecuaclones de Einstein para
fluido perfecto con una ecuacién de estado que vincule a p y p.Sin embargo es
posible imponer una condicién de tipo geométrico que permita integrar tales ecua-
ciones.Herrera y Ponce de Leén, a partir de ahora (HPL),hicieron ésto empleando
un vector conforme de Killing perpendicular a la 4-velocidad. En éste capftulo
se describe en detalle las soluciones descubiertas por éstos autores. Se asume
entonces la existencia de un vector conforme de Killing £{* tal que:

L( (Q;sv)"': "pg;w = fuiu + fu;p (IV.I)

En donde 9 = 9(r,t) es una funcién arbitraria de las variables r y t. Ademds
tomando en cuenta la siguiente restriccién de ortogonalidad:

€U, =0 (Iv.e)

Se cumple que como consecuencia de la simetrfa esférica:

f==¢=0 (Iv.3)

Considerando ahora la validez de la ecuacién (IV.1) aplicada a la métrica y
asumiendo que la componente £ es distinta de cero se han de cumplir las siguientes
identidades:

£=0 (IV4)
NE+ 2 =9 (1v:5)
WE =9 (1V.6)
VE =9 | 02

Aquf por ejemplo la ecuacién (IV —4) indica que la derivada parcial de la compo-
nente £" con respecto a la variable ¢ es identicamente cero. Ahora, directamente
de las ecuaciones (IV.6) y (IV.7) se afirma que:
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po-v'=0 (IV.8)
O bien:

g fi(t) - ave)

En donde f;(t) es una funcion arbitraria de la variable ¢.
A continuacién, derivando las ecuaciones (IV.5) y (IV.6) con respecto a la
variable ¢ y considerando la identidad (IV-4) obtenemos: '

Nl =0 (IV.10)
De donde se sigue que :

A= p=fa(t) + qu(r) (1v.ay)

Nuevamente aquf se entiende que f2(t) y g1(r) son funciones arbitrarias de las
variables ¢ y r respectivamente.
Es posible ahora emplear los resultados de las ecuaciones (IV.9) y (IV.11)

para reescribir:

ds? = etdi? - e/ di? - erd? (Iv.12)

En donde las nuevas variables ¢ y 7 quedan definidas como:

i= / /12t (1V.13a)
f= /e"/gdr (IV.13b)
Se impone sin pérdida de generalidad a partir de (IV.12)

Si=g1=0 (IV.14a)
fi=f (1V.14b)
v=y4 (IV.14c)
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Con ayuda de la identidad (IV.14d) es posible reescribir (I11.6) en virtud de
(I11.16) como: " :
2%+ ' ~ M =V s =0
24 + (i—f') P PUNSY (X-—f') =0
N ~AN =0 (IV.15)
De donde:

A =4t (IV.16)
Aquf A = A(t) es una funcién por determinar.- Manipulando esta ecuacién pode-

mos escribir:

e~M? =—%fe"/2dt+B=A+B (van)

Donde nuevamente B = B(r) representa una funcién por determinar. Finalmente
es posible reescribir la métrica en la forma:

e~/dt? —dr? — e~ /d?

ds® = T
(A+B)

Las identidades previamente establecidas sirven como gufa para reescribir:

(IV.18)

8xT? = 8mp = —3(A")? + 3(B)%e’ +2¢™V¥(A" + Bfe!) + e~ el (§f* +1) (1V.19)
—8xT} = 8np=3(A")* - 3(B)%e/ + e~/ (2B - Bf)+e~e! (f - if’ —-1) (IV.20)

—8xT7F =8rp = 3(A)? - 3(B)%/ — 2e™M*(A" — Be!)+ *fe"‘\c' (v
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Las ecuaciones de Einstein en este caso son analfticomente integrables sin
tener que introducir restricciones adicionales en la métrica. Restando las ecua-
~ clones (IV.20) y (IV.21) ,(CIP), tenemos:

M2 [ef @B - Bf)+ 24" - 2§ef] =ef[-4f+4f2+ 1] = (Iv.22)

Donde ¢ = $(t) y puede escribirse como:

®(t) = e?(e! fB - 24") (IV.23)
O bien:
43(t) = ef'(zf"' - f2-4) (IV.24)

Derivando la ecuacién (IV.23) con respecto a la variable r tenemos:

A0(t) + 224" =0 (IV.25)

Manipulando esta ecuacién se tiene:

Fe M () +24" =0

_(e-x/z)fq,(t) + 24" =0

Incluyendo ahora el resultado de la ecuacién (IV-17) en esta identidad:

~A'd(t) + 24" =0 (Iv.26)
O bien:
2AIII
(t) =~ (van)

Esto implica que ®(t) = K, = const. Ahora integrando esta iltima expresién
tenemos:

24" + K\A = 2K, (1v.28)
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Aquf K; representa una constante de integracién. Se emplea esta expresién para
reescribir las ecuaciones (IV.23) y (IV.24) en la forma:

Bfe! - K\B = 2K, (1v.29)

el (2f - f* - 4) = 4K, (1v.30)
Al manipular la ecuacién (IV.28) con objeto de integrarla:

24" A" + K1AA' - 2IGA =0
4 ((4)° + }K 14> ~2K24) = 0

(4)? = -4K1A* + 2K A + K, (1v.31)

Aquf K, representa de nuevo una constante de integracién. Al proceder de la
misma forma para la ecuacién (IV.30) se tiene:

f? = 4Kze! - 26! - 4 (1v.32)

Donde K3 = const. , ‘
A partir de las ecuaciones (IV.31) y (IV.32) y en virtud de (IV.28) y (IV.29)
se tienen las siguientes expresiones para p y p:

p=Kae* (A+ B)? - G(t) — 4Kse! (A + B)?-’-‘-’-}f?’f‘-‘? (1V33)
Donde G(t) esta definida como:
. 2
G(t) = 6K,B + § K1, B? - 3K + QQK_?}_%’&_Q)_ (IV.34)
De la misma forma se escribe: '
p=Kie¥(A+B?+G(t) (1v.35)

En términos de funciones que habrd que redefinir.
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REFERENCIAS:

La principal referencia para éste capftulo es Herrera,L and Ponce de Leén,J.[T.4].
Ademés son de interés Sussman,R.A.[T.14] y Cooley,A.A. and Truper,B.0.J.[T 1].
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CAPITULO CINCO
CASOS PARTICULARES DE LAS SOLUCIONES DE HPL

5.1 Coordenadas tipo Kruskal

Se introducen nuevas coordenadas y cambios de notacién que permiten sim-
plificar las expresiones obtenidas en el capftulo anterior; sean:

B(r)=h(r) A{)=g(t) F=e' (V.la)

Ademds, al hacer la siguiente transformacién de la coordenada ¢

t= /c"”zdt(”pl,) = /Fl/zdt("pl,) (V.1b)
La métrica (IV.18) de las soluciones de HPL se escribe:

~dt? + dr? + F(t)(d6? + sin’ 0dg)
[h(r) + o(t))*

Tales coordenadas,tipo Kruskal,estan referidas en Misner,C.W. et al.[T.10]. Las
formas equivalentes a las ecuaciones(IV.29),(IV.30) y (IV.31) son examinadas a
continuacion; ver detalles en los apéndices. La condicién de isotropfa de presiones
(CIP) establece la forma de las funciones métricas F,h y g; ésta se simplifica
algebraicamente con ayuda de GRTensor (MAPLE) tomando la forma:

ds? =

(v2)

AW'F —~ (h+ g)(F' + 2) 4+ 2F§ =0 (V.3)
Derivando ésta expresién con respecto a r se tiene:
4h"'F — (F 4+ 2)h' =0 (V4)

La ecuacién anterior es separable y puede reescribirse en la forma:

X4 I":'+ )
W (vs)

Resultando las siguientes dos ecuaciones diferenciales acopladas por una constante
de separacién a:
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K" —ah' =0 (V.6)

F—4aF+2=0 v

5.2 Funciones Métricas
Ahora segin el valor de a =0, +1, -1 se distinguen tres casos:

CASO UNO

(a = 1) con ecuaciones:

K R =0 (V8)

F-4F42=0 (v.9)

Las formas de las funciones h y F,segiin aparecen en el apéndice B,son:

h = ¢ + cg exp(r) + cs exp(-r) (V.10)

F =

[ 30

Donde ¢y, ¢3, cs, biyba son constantes. Sustituyendo éstas funciones en la (CIP) se
obtiene la funcidn g para éste caso(ver detalles de la ecuacién diferencial corre-
spondiente y su solucién en el apéndice B):

o=+ gzen{ FVRB kb + heo)] -

vBibs — by exp(2t)
4y/bibst + 4 In \/5':'5+bgexp(2t) } (V.12)

De nuevo en el apéndice B se puede comprobar que F,g y h escritas como antes
satisfacen la (CIP).

CASO DOS (a = —1) con ecuaciones:
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B 4 h! =0 ' (V.13)

F44F+2=0 (Vi14)

Las formas de las funciones h y Fsegiin aparecen en el apéndice C,son:

h = ¢ + ¢ cos(r) + ca sin(r) (V.15)

F ='-% + by cos(2t) + by sin(2t) (V.16)

Donde nuevamente €1)€2, €3, biybs son constantes. Se escribe ahora la expresién
" para g en éste caso; de acuerdo con los resultados contenidos en el apéndice C:

_ 1 Vb + b3 1
g=-at ,/E'{.}-b;exp{ 2 ln[ta.n(t)"’-}-l]-*'

4 + b3 In [2by tan(t) +>bz tan(t)® - by] + :
by + by tan(t) + T T8
$ln [—bn - by tan(t) + v/bi + b%] } i

Puede‘ comprobarse (ver apéndice C) que las ecuaciones escritas anteriormente
satisfacen la (CIP) para éste caso.

CASO TRES (a = 0) con ecuaciones:
K" =0 | - (Va8)
Fe2=0 (V.19)
Las formas de las funciones h y F' ,segiin aparecen en el apéx;dide D,son:

h=cy + cr 4 car? (V.20)
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F=bi+bt-t* (v.21)

Donde ¢, c3,c¢3,b1yba son constantes. De nuevo para obtener la funcién g se
sustituyen éstas expresiones en la (CIP) y se procede a simplificar el resultado
(ver detalles en el apéndice D):

g=—c1 + c3bat — (Jst2 + 4eaby ln(2) + c:;b% ln(2)+

2c3by In(bs ~ 2¢) + §cab3 In(by — 2t) (V.22)
.Y nuevamente se puede comprobar que tales funciones satisfacen la (CIP).

Para cualquiera de los tres casos mencionados en los pérrafos anteriores, la
densidad de energfa y la presién se obtienen sustituyendo las funciones métricas
en las ecuaciones de campo.

5.3 Expresiones para la Densidad de Energfa y la Presién

Para encontrar p y p se procede a expresar h’ y I en funcién de h y F; asf
entonces de la ecuacién (V.6) al integrar y multiplicar por A’ se obtiene:

h? = ah? + v h+ 72 (V.23)
Y de la ecuacién (V.7) al multiplicar por ' resulta:

F?=4aF* —4F +6 (V.24)

Ahora para expresar § en funcién de g y F se hace uso de la ecuacién (V.3) y
de ésta se eliminan i y F en virtud de la ecuacién (V.7) y la integral de (V.6);
simplificando se tiene que:

1 F __ 2ag-im)
=2(ag - =)= =

§=2e9 =) F = VT —tF 13

Finalmente se obtienen las expresiones para p y p en términos de las funciones

métricas como resultado de emplear las ecuaciones (V.23),(V.24) y (V.25) :

(V.25)

p= i‘%%’ﬁ +G(t) (V.26)
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- §(h+g) 8(h +9)(ag — $1)
=S -0 T (vV.27)
En donde G(t) y Q(F) son: |
2 - 2
G(t) = —372 4- 3g(ag — m) + %)—hﬁ- (V.28)
Q(F) =4aF? - 4F 4 6§ = F* : (v.29)

La relacién para 41,72 y & con las constantes c;,cg,cﬁ,bgybg se encuentra
sustituyendo las formas obtenidas de h y F,para cada caso, en las ecuaciones
(V.23) y (V.24) resultando: '

CASO UNO (a = 1)
m=-2
72 =¢13 - deyes
6§ =1—16bb

CASO DOS (a = 1)
M =2
n=c?+cd —c1
§=4(b +b?%) -1

2

CASO TRES (a = 0)
m = c3? - deicg
T =4cy
6= 4dby +b?

REFERENCIAS:

Con respecto a la elaboracién de los apéndices consultar:

Lake,K. and Musgrave,P. GRTensor. Departament of Physics and Astronomy
Queens University, Kingston Ontario Canada.

29

LARE AR AN o 1 BV ath L D EA RN R Rtk s

ERRFEAR S anity

BEERE A S oak o
. JEERS




CAPITULO SEIS
PROPIEDADES GEOMETRICAS DE LAS SOLUCIONES HPL

Hay varias cantidades que ayudan a describir las propiedades geométricas y
fisicas de un fluido cuando existe simetrfa esférica. Estas cantidades se definen a
continuacién. ‘

Radio de Curvatura.

Cuando hay simetrfa esférica, €l fluido evoluciona en direccidn exclusivamente
radial y las coordenadas angulares (6, ¢) son ignorables, En otras palabras, todos
los observadores marcados por la misma r (pero con diversos (¢, ¢)) son indistin-
guibles, por lo que las funciones métricas, asi como toda cantidad fisica asociada,
solo dependen de (¢,r). Por lo tanto, la evolucién del fluido puede ser descrita
en diagramas parametrizados por las dos coordenadas (t,7). La simetrfa esférica
también implica que el coeficiente métrico gge tiene un significado invariante: es
el cuadrado del radio de la esfera bidimensional cuya métrica es d6* + sin? §d¢?.
Para las soluciones HPL, esta cantidad viene dada por

FY2(t)
" hir)+4(t)
Como la coordenanda r es comévil, cada familia de observadores coméviles con
el fluido, marcados por r constante forma una esfera bidimensional cuyo radio
cambia en el tiempo de acuerdo a (VI.1).

R(t,r) = [go0]'/* = (V1)

Tiempo propio a lo largo del Fluido.

Al haber elegido coordenandas coméviles, las lineas de universo del fluido son
paralelas al eje de la coordenanda temporal, por lo que, de acuerdo a la métrica
(V.2), el tiempo propio de los observadores que evolucionan a lo largo del fluido
es

T(t,r) = (V1.2)

/ h(r) +9(t)

donde la ihtegral debe ser evaluada a valores fijos de r (por ejemplo r = r,).
Nétese como diversos observadores (cada uno marcado por una r distinta) mide un
tiempo proplo diferente. El evaluar la integral que define al tiempo propio permite
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averiguar si un evento dado por coordenandas (¢, 7,6, ¢) puede ser alcanzado por
observadores coméviles al fluido en un tiempo propio finito,

Longitud propia a lo largo de la simetrfa conforme.

Puesto que las soluciones HPL admiten un vector conforme de Killing or-
togonal a la 4-velocidad,si U = (h + g)é¢, el vector £ debe tener la forma
&€ = (0,¢",0,0), es decir sus curvas integrales son paralelas a las curvas que definen
la coordenada r en la métrica (V.2). Este hecho permite definir invariantemente a
la coordenada radial como la direccién a lo largo de la simetrfa conforme asociada
a £, La distancia propia a lo largo de este vector es entonces una medida invariante
de distancias a lo largo de esta direccién. Esta distancia propia viene dada por

dr
{t,r) ='=.[ m (VI1.3)

donde esta integral debe ser evaluada para ¢ constante (por ejemplo, ¢ = t,). Es
conveniente notar que la direccién dada por £ es espacial, es decir {*§, > 0, por
lo que las curvas integrales de ¢* no pueden ser lineas de universo de ninguna
particula ffsica o fotén.

Geodésicas nulas radiales.

Las lineas de universo de fotones emitidos o recibidos radialmente son las
curvas en el espacio-tiempo dadas por ds? = 0. En las coordenadas de la métrica

(V.2), dichas curvas estdn dadas por las familias de rectas a 45 grados en el dia-’

grama (¢, r), es decir

t+r=v t-r=w- (VI4)

donde los signos : distingen entre geodésicas nulas “salientes”(signo +) y “en-
trantes”(signo —) y cada geodésica nula se obtiene de (VI1.4) al asignar valores
constantes a (v, w). El conocer las geodésicas nulas radiales permite averiguar si
dos eventos dados en el espacio-tiempo definido por (V.2) pueden ser conectados
causalmente medlante fotones radiales.

A continuacidn se establecen las condiciones que deben cumplir las funciones
métricas para que las distintas variables de estado diverjan.
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Singularidades.

A partir de las expresiones para R, p y p,serd posible averiguar los rangos de
definicién de las funciones métricas. Por ejemplo, como R es un radio de curvatura,
debe ser real y no-negativo, esto implica

F20 (VI.5a)
h(r)+g(t) 20 , (V1.6b)

De las ecuaciones para la densidad de mata’ia—energia y la presi6n, éstas divergen
para valores de ¢ y/o r para los cuales se cumple:

F(t)=0 (V1.6a)
QF (@) =0 (vIe)
h(r) = 00 (VI1.6c)
g(t) 00 (V1.8d)

Como el espacio-tiempo no puede ser extendido més alld de éstos valoresde ty r,
éstos dltimos marcan fronteras singulares del espacio-tiempo, las cuales se conoce
como singularidades. La singularidad (V1.6a) asociada a F = 0 corresponde a
una esfera singular de radio cero (punto), por lo que se le llama “singularidad pun-
tual”. Las singularidades (V1.6c) y (V1.6d) tambien son singularidades puntuales,
puesto que R defindo por (VI1.1) también se anula en estos lfmites. Sin embargo, la
singularidad (V1.6b) no es una singularidad puntual,ya que R no necesariamente
se anula 8i @ =0.

Un aspecto interesante de las soluciones de HPL que salta a la vista de las
ecuaciones (VI.1) y (V1.6) es que el radio de curvatura R solo se anula en valores
de (t,r) asociados a singularidades ((VI.6a), (V1.6c) y (V1.6d)). Este hecho im-
plica que no existe en estas soluciones lo que se denomina un “centro de simetria
regular”, es decir un linea de universo regular (p y p finitas) a lo largo de la cual
R = 0. En otras palabras, los centros de simetrfa de estos espacio-tiempos son
siempre singulares. Este fenémeno no tiene equivalente en fluidos newtonianos con
simetr{a esférica, para los cuales siempre existe un centro de simetrfa regular.

Es importante averiguar si el tiempo propio definido por (V1.2) es finito al
llegar a valores de ¢ que satisfacen (VI.6a), (V1.6b) y (V1.6d) a lo largo de las
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lineas de universo del fluido, pues esto indicarfa que dichas lineas de universo
teminan abruptamente en estas singularidades (lo cual es de esperar puesto que
la densidad y presidn divergen). Respecto a la singularidad (VI.6c), es necesario
averiguar si se encuentra a una distancia propia £ finita o infinita a lo largo de
las lineas integrales de £. Para verificar el comportamineto de 7 y/o ¢ en las
singularidades es necesario evaluar las integrales (V1.2) y (VI.3), lo cual se hard
posteriormente para cada caso particular de las soluciones de HPL.

Otra frontera del espacio-tiempo est4 dada por los valores (¢, ) para los cuales:

h(r)+g() =0 (VI

correspondientes a esferas de radio infinito, ya que R diverge si (VI.7) se cumple,
Sin embargo, ésta es una frontera regular puesto que p y p no divergen, de hecho:
p — —p — G(t) en éste limite. Por lo tantc, la evolucién del fluido esta restringida
a valores (¢,r) para los cuales p y p sea finita y R > 0, es decir valores (t,r) que
satisfacen (VI.5), asf como g(t) y h(r) finitos.

REFERENCIAS:

Algunos textos ttiles son Stephani,H.[T.18] y Landau,L.D. and Lifschitz,E.M.[T.8].
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CAPITULO SIETE
TERMODINAMICA DE LAS SOLUCIONES DE HPL

En éste capftulo se aplican los resultados del capftulo dos a una métrica
esféricamente simétrica y luego a las soluciones de HPL, Para una métrica de tipo:

dS? = —B%dt® + A%dr® + Y? [d6? + sin®(0)d¢?] (VIL1)
la derivada convectiva es:
dX 1 X
U'Xi= =58 Xa=F  (VILY)
Y asf mfsmo; -
hap = gap + UaUp = gap + B*648}, = ij648} (VIL3)

de manera que el proyector hj es la métrica tridimensional gi; (i,j =, 8, ¢). El
determinante de (VII.1) asf como la expansién y la 4-aceleracién vienen dadas por:

(—g)!/? = BAY?sin@ (VIL4)
0= -3 (log AY?) , - (VILB)
U= % (VII6A)
U=U=Us=0 (VII1.6B)

Usando éstas tltimas expresiones y la ecuacién (IL.7), las ecuaciones (I1.6), (I1.9)
y (I1.10) se pueden reescribir como:

;‘; + (log AY?),¢ = (lognAY?), =0 (VILT)
p+ (p+ P)(log AY?), =0 (VIL8)
Bl
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Integrando (VIL7) se obtiene

n= %’-%) (VIL.10)

Donde N = N(r) es una funcién arbitraria que denota la distribucién del nimero
conservado de partfculas en una hipersuperficie inicial arbitraria(t = const). Fi-
nalmente, de (1L.5) y (VIL.2), puesto que S = 0 se sigue que:

S = 8(r) (VIL11)

por lo que S es una funcién arbitraria que se determinard mas adelante.
Se introducen a continuacién las formas funcionales de la métrica de las solu-
ciones de HPL;asf:

B=A=(h+g)! (VII1.12)
_ P
Y= (VII.13)
Se puede reescribir las ecuaciones (VIL6) (VIL.6A) y (VIL10) como:
= F(t)
. I
Up = “h+g (VII.15)
= NG +9P

Como se menciond en el capitulo dos, la proyeccién de la ecuacién de Gibbs sobre
U® se anula trivialmente en virtud de la conservacion de n® y U,T*P, Sin embargo,
la proyeccién de la ecuacién de Gibbs ortogonal a U* viene dada por:

= (2Y +p(LY
TS = (n) +p ( n) | (VIL1T)
La cual no se anula para las soluciones de HPL, por lo qué'éstas no admiten una

ecuacién de estado del tipo barotrépico p = p(p). La condicién de integrabilidad
de la ecuacién de Gibbs viene dada en éste caso por:
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Manipulando (VIL.17) y (VIL18), se cumple:
TS’ = p'is + p’ (VIL19)
Usando (V.26), (V.27) y (VIL16) se obtienen:

(g).r - 4;«) (N(r)(lh +9) ) v +GOF® (N (r)(lll + 9)’) -

1\ _[éth+9?® (ag - 4m)F(t) 1
1 >,‘ 8+9)° _ peyae) - o(h +9) (50557

n/, 4F(t) 2Q h+ad),
De donde resulta la siguiente ecuacién para la temperatura:
T= ( ) 3F(ag~§m) _ ]
N (h Nh+9?\5)| 2Qh+g9) F
6 (N'\[Flag-4m) 1 ] |
N3(h +9) ( S’) [ 2Qh+g) 2F (VII.20)

Se supone como caso particular N’ = 0, es decirN = N, = const,luego:

I3F” (ag = 411) — 2Q(h +9)] ( sh!
T= GFRTaF A s') (VII21)
Por simplicidad se escoge:
oh’'
Ny =1 (VII.22)
Asf las expresiones para la temperatura y la entropfa resultan:
[3F%(ag — $m) - 2Q(h + g)]
T= 3GF(h 79 (VII1.23)
oh
$=So+ 3 (VII.24)
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En donde § y‘h son tales que los coclentes ( 157'- y %’r ) estén bien definidos para
todo valor der.

Estas expresiones relacionan a la entropia y la temperatura con las funciones
métricas ya conocidas. Las ecuaciones (VIL.23) y (VII.24) serdn examinadas por

separado para cada caso particular de las soluciones propuestas. v

REFERENCIAS:

Ver por ejemplo Schutz,B.[T.15] y Stephani,H.[T.18).
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CAPITULO OCHO
CONCLUSIONES

En éste capftulo se examina en forma cualitativa el comportamiento de las
. variables de estado para cada caso particular de las soluciones mostradas y la exis-
tencia de singularidades de acuerdo con los criterios establecidos en el capftulo seis.
La evolucién en ¢ y r permitird verificar,para cada caso, si las variables de estado
divergen en tales singularidades. Como se podr4 comprobar las posibles singulari-
dades ocurren cuando las funciones métricas F,g y h toman valores préximos a los
indicados en la ecuacién (VI.6). A continuacién se resimen las ecuaciones de las
variables de estado encontradas en distintos capftulos en términos de las funciones
métricas y constantes cuyos valores permiten simplificar el andlisis:

DENSIDAD
 §(h+ g
== t60 (V.26)
PRESION
2 1 '
UL LT é(h+ 9)(ag — 3m) (V)

4F? 2Q(F)

DENSIDAD DEL NUMERO DE PARTICULAS
n= No(h + g)s

=~F0 (VIL.16)
TEMPERATURA
_ [3F%(ag- im) - 2Q(h +g)]
T= Orh ey (VI1.23)
ENTROPIA
Sh
S=5S+3 (VI1.24)
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Las expresiones para Q y G corresponden a las mostradas en las ecuaciones (V.28)

y(v.29)

A continuacién se analiza para cada caso el coxhportamiento de las variables
de estado en puntos préximos a las singularidades consideradas en la ecuacién
(VL6). '

CASO UNO:
(cl = 0’02 =C3 ".-"l:bl = i%)bﬁ = *)
(a =ln=0mn= —4,6 = %)

Funciones métricas:

La funcién h(r) para éste caso se escribe:

h(r) = exp(r) + exp(-r) (VIII1)
Tal funcién divergé(-{-) cuando r — 00 y es estrictamente mayor que cero en el
Intervalo < —00,+00 >,

El comportamiento de las funciones F(t),g(t) y Q(t)=4F? —4F 46 se muestra
en la gréfica correspondiente a éste caso (ver grdfica caso I después de la pégina
41). La funcién F(t) se escribe: ' '

F(t) = } + f exp(—2t) + § exp(2t) (VIIL2)

Tal funcién es estrictamente mayor que cero en el intervalo < —o00,+00 >. La
funcién g(t) se escribe:

 — $exp(2t)
#+ texp(2t) (VIIL.3)

o(t) = 24 - 4k ‘/
exp($)
Esta funcién no es real para valores menores que el mostrado en la gréfica citada

lo cual es una restriccién del dominio para las funciones Q(t) y F(t). La funcién
Q(t) se escrlbe:

Q(t) = [k exp(2t) - fexp(-20)]* (VIIIL4)
La cual presenta una singularidad del tipo (VI.6b) cuando ¢ — § In4
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Variables termodindmicas:

A. Evolucién a lo largo del fluido (direccién temporal),

Aquf se considera a h(r) como una funcién constante finita. En éste cago la
densidad de energfa se escribe como:

3Fg?
2Q

Cuyo comportamiento cuando ¢ — 1 In4 es que p — +o00. La presién puede
escribirse como:

_3(h+g)?

L (VIIL5)

4124 3¢ + —=—

3Figl ; 3g(h +g)
8Q

Donde p — +00 cuando t — }ln 4y depende de h(r). Con respecto al nimero de
particulas se tiene que:

3(h +g) -12 - 392 -

S 0 (VIIL6)

_ No(h+9)°

= (VIILT)

Donde n — const > 0 cuando ¢ — { In4. En éste caso la temperatura se escribe:

3Fg 1

T=QG+o® FhtaP

(VIIL8)

Donde T' = +o00 cuando ¢t — }ln 4, Finalmente observese que la entropfa no
depende explicitamente del tiempo.

B. Evolucién en la direccién radial.

Aquf se considera g(t) como una constante finita. Empleando las ecuaciones
anteriores gse obeerva que cuando r — +00 (p — 400 ,p = +00 ,n — 400 y
T — 0). Por otra parte la entropfa se escribe:

3h

S"—"So-}-m

(VIIL.9)

Donde § — 00 cuando r — %o00.
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Aspectos geométricos:

Se discute ahora el comportamiento del radio de curvatura (ver definicién en
el capftulo VI). Para el caso de interés el radio de curvatura se escribe:

R= [} + '116 exp(—2t) + %exp(2t)]* (VIH.IO)

B 7
exp(r) + exp(~1) + Mﬂgz@‘/ﬁ-;exm

exp(%) B+gexp(2t)

Donde R — const > 0 cuando t — Ind y R — 0 cuando r — oo (singularidad
puntual). La integral escrita a continuacién permite determinar la longitud propia
a lo largo de la direccién radial (ver capf tulo VI):

i= ] dr
- : exp(r) + exp(—r) + const

~ {arctan [exp(r)]};, (VIIL1)

Donde se considera a la funcién g(t) como una constante finita. Esta integral toma
un valor finito cuando r — o00; lo cual muestra que tal singularidad se alcanza
a una distancia propia finita a lo largo de la direccién radial a pesar de que la
coordenada radial,r,sea infinita.

Resdimen:

El comportamiento global en éste caso muestra los siguientes resultados:

A. Cuando t ~ } In4 las variables termodindmicas (p ,p,T)— +00. Mientras que
ny R tienden a valores constantes positivos.

B. Cuando r — =00 las variables termodindmicas (p,p,n,S)— +00. Mientras que
T y R tienden a cero.

Tal situacién no corresponde al comportamiento esperado de algin tipo de
fluido 6 materia conocida. :

CASO DOS:
(a=c3=0,c3=1b =0,b=1)
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(@a=-1,m=01=16=3)
Funciones métricas:
Para éste caso la funcién h(r) se escribe como (ver capftulo V):
h(r) = sin(r) (VIII.12)

Donde r €< —00,+00 > y h(r) es una funcién impar y acotada.
El comportamiento de las funciones F(t),g(t) y Q(t)=-4F2-4F +6 permitird

determinar la restriccién del dominio y aquellos valores de t donde las variables

de estado divergen (ver gréfica caso II después de la pégina 43). La funcién F(t)
se escribe:

F(t) = -4 +sin(2t) (VIII.13)

Donde F — 0 cuando ¢ — +; y ocurre una singularidad del tipo V1.6a. Ademds
se impone para el andlisis la condicién que F(t) sea mayor que cero de acuerdo

con la definicién para el radio de curvatura. La funcién g(t) se escribe para éste

Caso:

9(t) = —cos(t) [1 ~ tan(t)] ¥ [1 + tan(t)]? (VIIL14)

La cual estd definida en el intervalo ¢ €< ~%,+% >,(fuera de éste la funcién no es
real),y ello representa una restriccién del dominio de las funciones que dependen
de t. La funcién Q(t) para éste caso se escribe:

Q(t) = 4 cos®(2t) (VIiI.ls)

Donde Q — 0 cuando ¢ — +% y ocurre una singularidad del tipo VI.6b.

De lo anterior se concluye que el intervalo de definicién de las funciones
F(t),g(t) y Q(t) es en éste caso (ver grafica caso Il) t €< f5, >.

Variables termodindmicas:

A. Evolucidn a lo largo del fluido (direccién temporal).
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(a==-m=0v=14§=3)
Funciones métricas:
| Para éste caso la funcién h(r) se escribe como (ver capftulo V):
h(r) = sin(r) (VIII.12)

Donde r €< —00,+00 > y h(r) es una funcién impar y acotada.

El comportamiento de las funciones F(t),g(t) y Q(t)=-4F?-4F +§ permitird
determinar la restriccién del dominio y aquellos valores de t donde las variables
de estado divergen (ver gréfica caso II después de la pdgina 43). La funcién F(t)
se escribe:

F(t) = -} +sin(2t) (VIII.13)

Donde F — 0 cuando ¢ — 4% y ocurre una singularidad del tipo V1.6a. Ademds
se impone para el andlisis la condicién que F(t) sea mayor que cero de acuerdo

con la definicién para el radio de curvatura. La funcién g(t) se escribe para éste

Caso:

g(t) = —cos(t) 1 - tan(e)]% 1+ tan(t)]% (VIII.14)

La cual est4 definida en el intervalo t €< ~%,+§ >,(fuera de éste la funcién no es
real),y ello representa una restriccién del dominio de las funciones que dependen
de t. La funcién Q(t) para éste caso se escribe:

Q(t) =4 cos?(2t) (vm.ls)

Donde Q — 0 cuando ¢t — +% y ocurre una singularidad del tipo VI.6b.

De lo anterior se concluye que el intervalo de definicién de las funciones
F(t),g(t) y Q(t) es en éste caso (ver gréfica caso II) t €< 5, F >.

Variables termodindmicas:

A. Evolucién a lo largo del fluido (direccién temporal).
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Aquf se considera a la funcién h(r) como una constante finita. La densidad
de energfa se escribe entonces:

_3h+g? . .4 IFY
== 3% -5 (VIIL16)

Donde p — +00 cuando ¢ — +75 y cuando t — +%. La presién se escribe en éste
caso:

_3(h+g)? 2 . 3F%  3gth +9)
=S +3+Y + 3 +55 (VIIL1T)

Donde si t — +{} entonces p — +00 y si t — +§ entonces p — to0,dependiendo
del valor de h(r). El nimero de particulas se escribe:

o Nofh +9)°
F

Donde n — oo cuando ¢ — +{; dependiendo del valor de h(r) y n — const
dependiendo del valor de h(r). La temperatura para éste caso tiene la forma:

T= -3Fg _ 1
T 2Qh+9)® F(h+g)?

Donde T — ~o0 cuando t — +J5 y cuando ¢t — +5.

(VIIL18)

(VIIL.19)

B. Evolucién en la direccién radial.

Aquf F(t),g(t) y Q(t) son funciones constantes finitas, El andlisis de la funcién
h(r) permite descubrir que en la direccién radial no existen singularidades ya que
no existe valor de r donde se cumpla la ecuacién V1.6¢c. Por lo tanto las variables
termodindmicas (p, p, n, T') tienen valores constantes que dependen de las funciones
F(t),g(t) y Q(t). Para éste caso la entropfa se escribe:

S=8,+ %,5‘- (VIIL.20)
o

La cual tiene un comportamiento que depende de h(r) pero no diverge.
Aspectos geométricos:
Para el caso de interés el radio de curvatura tiene la forma:
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Caso II: Funciones Q(t), F(t), g(t)

Q)

F(g)

DY J

q{t)

¢

o+
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[—1} + sin(2t)] }
sin(r) — cos(t) (1 - tan(t)]’f‘ 1+ tan(t)l%

R= (VIIL21)

Donde R — 0 cuando ¢ — +7 (singularidad puntual) y R — const,que depende
del valor de h(r),cuando t — +%.

La integral escrita a continuacién permite evaluar la longitud propia a lo largo
de la simetria conforme;

t= /, mﬁ“cﬁﬁ; ~ {in [tan(§)]};, (VIIL22)

Donde g(t) es una funcién constante finita.Notese que ésta integral siempre con-
verge dado que la funcién h(r) est4 definida para toda r €< —00,+00 >.

Restimen:

El comportamiento global de éste caso muestra los siguientes resultados:

A. Cuando ¢t — +{; las variables termodindmicas (p, p) — +00, n — ooy
T — —o0. Mientras que R — 0 y § — const.

B. Cuando ¢ — +7 las variables termodindmicas p — +00,p — %00, n — const y
T — —o0o0 . Mientras que R — const y S — const,

Tal comportamiento no es representativo de algin tipo de fluido o materia
conocida.

CASO TRES:

(ch=cg=0,c3=1,b) =1,bp =2)
(a=0v7l =17 =0v6=8)

Funciones métricas:
La expresién en éste caso para la funcién h(r) (ver capftulo V) tiene la forma:

h(r) = 12 (VII1.23)
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Donde h — +o00 cuando r — =00 y ocurre una singularidad del tipo V1.6¢ .Se
observa ademds que h(r) = 0 en el intervalo r €< ~00, +00 >,

El comportamiento de las funciones F(t),g(t) y Q(t)=6 — 4F mostrado en la
grafica para éste caso(ver pagina siguiente a la 47)permite conocer aquellos valores
de t donde las variables de estado divergen y las posibles restricciones en el dominio
de las funciones métricas. Asf entonces:

F(t)=1+2t—? (VIIL.24)

 Donde F — 0 cuando ¢t = 1 — 2 y ocurre una singularidad del tipo VI.6a.
Recuerdese que ésta funcién debe ser mayor que cero segin la definicidn para el
- radio de curvatura, Para éste caso la funcién g(t) se escribe:

g(t) =81n(2) + 4In(2 - 2t) + 2t - 2 (VII1.25)

Tal funcién no estd definida para valores mayores que uno (donde ocurre una
singularidad del tipo VI.6d) lo cual representa una restriccién en el dominio de las
funciones que dependen de t. La expresién para la funcién Q(t) es:

Q) =4(1 -¢t)? (VII1.26)

Donde Q -0 cuando ¢ — 1y ocurre una singularidad del tipo VI.6b. De acuerdo
con lo anterior el dominio de las funciones F(t),g(t) y Q(t) se limita al intervalo
<1=-v2,1>,

Variables termodindmicas:

A. Evolucién a lo largo del fluido (direccién temporal).
En éste caso la densidad de energfa se escribe:

2

= 0 (VIII.27)

Donde p — +00 cuando t — 1 - v2y ¢t — 1. Con respecto a la presién se tiene;

_2(h+9)? _3F* 2(h+g)
PRI YMTW T Te
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Donde p — +00 cuando t — 1~ /2 y p — —00 cuando ¢t — 1. Para el niimero de
particulas se escribe;

3

n= 9’—("7*9-)— . (vIIL%)
En donde n — +o0o cuando ¢t — 1~ 2y n — —~00 cuando t — 1. Para la
temperatura se tiene la siguiente expresién:

F -1

T=-Qt+9° Flh+o?

(VIIL.30)

Donde T — —oo cuandot =1 -2yt — 1,

B. Evolucién en la direccién radial.

Aquf se considera a F(t),g(t) y Q(t) funciones constantes finitas. De acuerdo A

con las expresiones escritas en éste caso para las variables termodindmicas se tiene:
Cuando r — 00 las variables (p, p) — +00, n — +00 (dependiendo de los valores
para gy N,) y ademds T — 0, La entropfa,por otra parte,tiene la forma:

§=5,+ 3 ‘ (VIIL31)
N,

‘Donde S — +00 cuando r — 300 y que depende del valor de No.

Aspectos geométricos:

El radlo de curvatura para éste caso tiene la siguiente expresién:

[1+2t—e’]*

R= s mr G- a0

(VIIL32)

E! cual tiende a cero(singularidad puntual)cuando r — too,t = 1— 2yt — 1,
El evaluar la integral escrita a continuacién:

T dr 1’
l—/romﬁ{—;} (VIII.33)

To
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Donde g(t) es una constante finita. Muestra que la singularidad cuando r — %00
se alcanza en una longitud propia finita,(a lo largo de la simetrfa conforme),a pesar
de que la coordenada radialr,sea infinita.

Restimen;

El comportamiento global para éste caso es el sikuiente:
A. Cuandot — 1~+/2 entonces (p — +00, p — +00on — +00,T = =00y R — 0).
B. Cuando ¢t — 1 entonces (p = +00,p = —00,n = —00,T — ~00y R~ 0).
C. Cuando r — *00 entonces (p — +oo, p — +oom — +00,T - O,R - 0y
S — +00). Donde debe notarse que la entropfa sélo depende de la variable r.

Nuevamente en éste caso el comportamiento de las variables termodindinicas
en torno a las singularidades permite entender que los resultados encontrados no
coinciden con la evolucién de algtn tipo de fluido o materia conocida.
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Apendice A

Escalar de Ricci , Ecuaciones de Einstein y Condicién de
Isotropfa de Presiones para [a métrica de las soluciones HPL en
. coordenadas isotérmicas.

Se cargan los programas ‘difailas" y “grtensor'. El primero
expresa derivadas parclales como sublndices, el segundo

permite calcular componentes de tensores de curvatura.
> read ‘DeeDee:GRTensor:programs:difalias.m’;

> read ‘DeeDee:GRTensor:programs:grtensor.m';

Se carga el archivo "hpl.txt" con la métrica HPL y se calcula el
tensor mixto de Einstein.
> grload(hpl, ‘DeeDee:GRTensor:metricas:hpl.txt');

Default metric = kpl

For the hpl metric.
Coordinates
xl=r 12 =0, x3=¢. =t
The line element

2o dr2  Fde?  Fsn@®)2d¢? _df
@+h)2 (g+h% - (g+h?  (g+h)?

> grcalc (MEinstein);
Calculated invmetric
Calculated dimetric
Calculated Christoffell
Calculated Chr2
Calculated Ricci
Calculated Ricciscalar
Calculated Einstein
Calculated MEinstein

CPU Time =2.016

-1




El escalar de Ricci es
> grdisplay(Ricciscalar);
For the hpl meiric.

Riccl scalar

=1 2_ - “F2h2 4R 02
scalarR -2-(4Fh 12Fth'g 12Fth‘h+8FF'.’gh Ft h“+4Fgc

2

’ 2 2_ “F2,2_ 2
+8Fg(z+4FF"‘g +4Fth th 8h F‘ 8 lZg“F 8

- 2 2 20 04k 2 g2 2 2)/r2
123“1? h+12h, F g+12h F2h-24h°F *2“3:,"“ )/F

Las ecuaciones de campo son Gep=kTap, para un fiuido perfecto,
por lo que tlenen la forma Gée=-kp, G11=G22=G33=xkp
> kappa*rho+MGhpl_44=0;

Kp—%-(4”:2—-8Frf'gtg-SF'Fg'h+F‘2 h2+ 4F32+8th+2F‘23h

29 2 2p _19n 252 2252
+F's +8h F g+8h Fih-12h°F +128 " F2|fF2=0

> kappa*p-MGhpl_11=0;
x4 F- - “FiR2iap,2
xp+3-(4Fh sFth‘g SF‘Fg‘MSFFMgh Ft h“+4Fg*+8Fgh
2 2_ 2 - 2 2_ 2 _ 2
+4FF“g +4FF:.:" 2F’ 8h F’ g sg“p g 88,',1'“ h

-2k’ gf F2)/F2= 0

> kappa*p-MGhpl_22=0;
1(_ - “Fip2 2 2
xp-i-z( 4F Fg g 4Fthth+4FF'.‘gh F'h +2FF‘.tg +2FFMI:
—2F2op n22_ 2, 2 2 2
2F gh-F g 88, F2g 88, F h+8hmF g+8h F2h

-12 hrz F2412 gf Fﬁl/ﬂ.—.o

> kappa*p-MGhpl_33=0;

P




(. - “Fip2 2 Y

Kp+z-( 4F'Fg‘g 4F‘thh+4FF“tgh F’ h +2FF“3 +2FF“h v
Y LI L 2, 2 2 2

,ZFg »gh F‘ 8 BgMF 8 83“1"‘ h+8hm,F g+8hr,rF h

-12 hrz F24 123‘2 F2)/p2=o

Nétese como G2=G3,, pero Gty es diferente de G22. Como el

fluido perfecto exige que Gty=G2,=xp, entonces las funclones

métricas deben satisfacer la constricclén G14-G25=0,

Dicha constriccién es la Condicién de Isotropla de Presiones

(CIP) la cual se calcula y simplifica a continuacién.

> numer(simplify(Mthl_ll-Mthl___ZZ) ); v
—2Ft"gh+2g'F‘h-Zgz-F"‘hz—F’:‘gz—:tghi-Zg‘F:g—2h2+4hr'th

+4hm,Fg ‘

> _collect(", {hir,x],Flt,t]], factor);
- 2 o
4F(g+h)hm (g+h) FM+2(g+h)( h E+tht)

> subs(g+h=J, *);
F -2 ~h-pg+F
4 J,lr’r J F'."i'z.,( h—-g+ ‘8‘)

> expand("/J);
4Fh, -JF -2h-2g+2Fg

> subs(J=g+h,");
4Fhr'r—(g+h)l"“-2h-2g+2F‘g‘

La expresion anterlor es la forma simplificada de la CIP
> CIP:=";

cip :=4Fhr,r-(‘+h)pt,t-2h-28+2F:8:

-3-




“La integracién de la CIP es mas directa si consideramos su

derivada con respecto a "r"
> collect(diff (CIP,x), h[rl);
(-th‘-Z)hr+4Fhr'r

) "

> CIP_r:=collect (expand(*/(F*h[r])), F);
hrrr -F”-Z
cIp_ri=4-500 4 b
r

Debldo a que el primer término depende solo de "' y el
segundo solo de "t', cada término debe ser igual por separado a
una constante. Por lo tanto, CIP_r se decompone en dos
ecuaciones diferenciales acopladas por la constante de
separacion. Esto conduce a tres casos particulares, segun el
signo (positivo, negativo, o cero) de la constante de

separacion. Estos casos seran examinados en el Apendice B.
> save scalarRhpl_, MGhpl_44, MGhpl_11, CIp, CIP_X,
‘*hpl.m*;




Caso particular correspondiente a valor positivo de la
constante de separacion de la CIP. Sea dicha constante:
ag2> 0. ‘

Se cargan: el programa "difallas" y el archivo binario "hpl.m*
que contiene los resultados calculados en el Apéndice A.

> read ‘DeeDee:GRTensor:programs:difalias.m’;

> Difalias(r,h): DifAlias(t, ([F,gl):

>‘read-‘DeeDee:Articulos:Salvador:hpl.m‘;

La ecuacion a resolver por separacién es CIP_r

> CIP_x;
h ~F -2
4 r'.r.r+ i
——t—r—

r

la cual se separa en dos equaciones diferenciales acbpladas por
la constante de separacién.

> EcsDifs:={op(1,CIP_xr)*h{r]/4-a0*2*h[r], -F*op(2,CIP_x)~-
4*%a0"2*F];

Ehﬂﬁﬁ:=[@,

-a02 h ,F +2-4a02p]
r rot

> Sol_h:=dsolve(EcsDifs(1], h);

SD’_h =h=_Cl+_C2 e(r al) +.C3 e(-r a0)

> Sol_F:=dsolve(EcsDifs(2], F);
11 (~2a01)
SOI_F .=F=2755-+ _CI ]

+ 262900

-1 -




La forma de las funclones h y F es: 3
> hl:=subs(_Cl=cl, _C2=c2, _C3=c3, rhs(Sol_h));

(ra0) (-ra0)

hl =cl+c2¢ +cle

> Fl:=subs(_Cl=bl, _C2=b2, rhs(Sol_F));

Fl = é’;’;”!"" bl c(“2 ad?) +b2 c(2 a0 )

Para obtener la funcion g, se sustituye h1 y F1 en CIP y se

procede a simplificar el resultado
> simplify (eval (subs (F=F1, h=hl, CIP)));

4002851 2DV _4ap2 g 52 290D _ 4502 o1 p1 L2909
—4a02c1b2e(2a0‘)—2c1—23—4003‘171 o220
+4a03‘b20(2a0‘)

> collect(expand("/2), [bl,b2,a0), factor);

_2(¢:I+§)¢102_2 aOg‘ bl
(@o) (o)

2
+| -2 (e(ao ’)) (cl+3) 002 +2 aOg'(e(ao '))z}bz ~-cl-g

> DifAlias(t,g0):

> giderel:={cl+g=g0);
siderel = { cl + g =g0)

> simplify("**, siderel);

(-2 ao(g,(-cl + '30))!)} +2(c@ ‘))4 a0 b2 (g,(-cz + 30))’




4 : 2 2
+ (—2 a02bI - 2 (e(ao ‘)) a02b2 - (e(ao 2 ) )30] / (e(al) '))

> eval (subs (gO=ci+g, diff(-cl+go,t)=g[t] "))
4
(—2a03‘b1+2(e(a0')) ab2g,

| 2 " 2
o(2a2b1-2 (09 245 _(o00) Jet o) f(00)

> subs (g+cl1=G0, ") ;

4
(—Zal)g‘b1+2(e(am)) avb2g,

‘ 2 2
+ (—2 a0?b1-2(e'@") 022 - (e@9) )GOJ / (c909)

> collect(", [g[t]),Gc0], factor);

4
2 (’” -(“%) 2 )3: LZ a02 b1+ 2(¢@ '))4 20252+ (6% '))2) G0
(o(ao ,))2 (o(al) 0 )2

La ecuacion diferencial para g viene dada por
> EcD_gl: =subg (GO=cl+g,*);

aO(bI ~(¢ta0 '))4 bz)g ‘

EcD gl :=-2
ey
4 2
_&002 b1+2(e{®9)" 29224 (c(@9) )(cI +g)
&

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden en g.
Para transformarla en una cuadratura e integrarla es necesario




separar la parte que contiene a g y su derivada. Esto se hace

resolviendo algebrdicamente EcD_g1 en términos de git]
> solve(subs(g+cl=G0, EcD_gl), g(t]);

2 00a0%b! 2(e(“0‘))260a02b2—ao
()
. 90b1 +2aa( (aOt)) B2

(£9)

Se eliminan los términos que contienen ¢1+g=G0, obteniendo

una expresién, G1_t, que es igual a 2*a0*g[t)/(c1+g)
> Gl_t:=simplify (collect (expand(2*a0**/G0),a0, normal));

2002 b1 + 24026 09 3 402901

Gl twm~
b1-e 00

La Integral de esta expresion sera Igual a la integral de

2*a0%g[t)/(c1+g), es decir: 2a0*log(ci+g)
> int (Gl_t,t);

bzie(“”"!
(—bu(e"“’") bz)ao 2a00(@")-1

> convert(*,1ln);

nn(-bu(e“"") ) aOIn( (a0n)

e Ht-%ﬁl}

> combine(*,1ln);




B N e

N i

) m(—u +v(°(00 :))4 bz)ao +ab L{WT

> Gli=":

La funcion g viene dada por g=-c1+exp(G1/(2*a0)).
Es qtil declarar que los coeficientes a0, bi,b2 son reales

posltivos.
> assume(a0, real); additionally(a>0);

> assume(bl, real); additionally(bl>0);

> assume (b2, real); additionally(b2>0);

> simplify(exp(Gl/(2*a0)), power);

[}[2 -1~ + 490 4. ) a2 BT 6=
. .

' al~1,
+2a0-21{e2 1) BT= o= - 1o b2t LT ﬁ“)]
| 5T~ o= b2

[0 Jmm]

> combine(*, ln);
2
(}[ao«ﬂ JH:JE!:m((—m~ +ol49004,) )
e .




BT
’ ~2 (=2 a0~ 1)
+ al JbT'JbT_ln( ) 5{:1:(@2_; = )

+ =
e

> glv "'Cl+ ) ‘ : (.‘

[%(ao-'z JoI- fo2~ in((-b e (4900 b2~)2)

8l =m~cl+e

w02 1= =l (2900 ), [ LT o= szm'ﬁ]
+ mzln—lﬂf‘f(( ‘ )) h[b2~e =
]/<00~2Jn=ﬁz=)]

Por (ltimo, es necesario comprobar que las funciones, F,g,h
obtenidas (F1,91,h1) satisfacen la CIP
> simplify (eval (subs (F=Fl1, g=gl, h=hl, CIP)));

0

> save F1, gl, hl, ‘hpll.m‘;

>




Apendice C

Caso particular correspondiente a valor positivo de la
constante de separacién de la CIP. Sea dicha constante:
892 <0. '

Se éargan: el programa “ditalias" y el archivo binario “hpl.m®
que contiene los resultados calculados en el Apéndice A.

> read ‘DeeDee:GRTensor:programs:difalias.m’;

> DifAlias(r,h): Difalias(t, [F,gl):

> read ‘DeeDee:Art{culos:Salvador:hpl.m*;

La ecuacion a resolver por separacién es CIP_r
> CIP_r;

4ﬂnJ+"ﬂn"2

la cual se separa en dos equaciones diferenciales acopladas por
la constante de separacién.

> EcsDifs::[op(l,CIP__r)*h[r]/4+a0"2'h[r], -
F*op(2,CIP_r)+4*a0"2*F];

. + an2 2
EcsDifs : [h”r+ao hr.F‘.‘+2’+4a0 F]

"> So0l_h:=dsolve (EcsDifs(1], h);
Sol_hi=h=_Cl+ _C2cos(alr)+_C3sin(a0r)

>'8o0l_F:=dsolve(EcsDifs (2], F);

SolF = Fum é-;;-f\« _Clcos(2a0)+_C2sin(2a0 1)




La forma de las funciones h y F es:

S

h2:=subs(_Cl=cl, _C2=c2, _C3=c3, rhs(Sol_h)};
' h2 :=cl + ¢2 cos(alr) + 3 sin(alr)

>

F2:=gubg(_Cl=bl, _C2=b2, rhs(Sol_F));
F2:=- 'i'a_¢117+ b1 cos(2 a01) + b2 sin(2 aD 1)

Para obtener la funcion g, se sustlt'uye h1yFlen CIPy se
~ procede a simplificar el resultado

>

simplify(eval (subs (F=F2, h=h2, CIP)));

4a02 g bl cos(2 a0 &) + 4 a0 g b2 sin(2 a0 ) + 4 a02 ¢l bl cos(2 ad ¥)
+4a02cl b2sin(2a06)~2¢l -2 g ~4a0g bl sin(2401)
+4a0gtb2 cos(2a01)

collect (expand(*/2), [bl,b2,a0], factor);
(2 (2c08(a0 )2 ~1) (g + el) 602~ 4 a0 g, sin(a0 ) cos(a0 :))u

+(4 sin(a0 1) cos(a01t) (g + ¢l a02+2gt(2 cos(a0 £)2 -'l)ao)bz —cl-g

v

Difalias(t,g0):

v

siderel:={cl+g=g0};
siderel = { g + ¢l = g0)

v

simplify("**, siderel);
-840 (g;(-cl + gO))bI sin(a0 £) cos(a0 ) + 8 a0 (g,(-cz + g0))b2 cos(a01)2
- 4a0(g;(-cl +go))bz
+ (8002 b cos(a0 1)2 - 4 a02 b1 + 8 a02 b2 sin(a0 1) cos(a0 1)  2) g0

v

eval (subs(g0=cl+g, diff(-cl+g0,t)=g[t],")); ;
-8aOg‘b18in(00:)cos(aO:)+8wgtb2cos(00r)2-4aog'b2
« 2 -

“i
[



+(8a02 bl cos(a0 )2 - 4402 bl + 8 a02 b2 sin(a0 1) cos(a0 1) ~ 2) (g + ¢I)

> subs(g+cl=G0,");
~8a0 g bl sin(a0 ) cos(a0 r) + 8 a0 g b2 cos(a0 n2-4a0g 2

+(8.a02 b1 cos(a0 £)2 - 4 a02 b1 + 8 a0? b2 sin(a0 1) cos(ad t) ~2) GO

> collect (", ([glt],G0], factor);
4 (-2 b1 sin(a0 1) cos(a0 £) +2 b2 cos(a0 1) ~b2) g,

+(8a02 bl cos(a0 £)2 - 4602 b1 + 8 a02 b2 sin(ad 1) cos(a0 £) ~ 2) GO

La ecuacion diferencial para g viene dada por
> EcD_g2:=subs (G0=cl+g, ") ;

EcD_g2 1= 4 a0 (~2b1 sin(a0 1) cos(a0 ) +2 b2 cos(a0 £)2 - bz)gt

+ (8002 b cos(a0 1)2 ~ 4 002 b1 +8 a0 b2 sin(a0 1) cos(a0 1) ~ 2 ) (g + cI)

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden en g.
Para transformarla en una cuadratura e integrarla es necesario
separar la parte que contiene a g y su derivada. Esto se hace
resolviendo algebrdicamente EcD_g1 en términos de git]
> solve(subs(g+cl=G0, EcD_g2), glt]):
~(8G0a02 bl cos(a0 12 - 4 G0 a0® b1 + 8 G0 602 b2 sin(a0¥) cos(a0 1) ~ 2 GO )]
(<80 b1 sin(aD 1) cos(a0 1) + 8 a0 b2 cos(ad 1)2 ~4 a0 b2)

Se eliminan los términos que contienen c1+g=G0, obteniendo
una expresidn, G1_t, que es igual a 2*a0*g(tl/(c1+g)
> G2_t:=simplify(collect (expand(2*a0**/G0),a0, normal));

G2 +a— 4802 b1 cos(a0 /)2 -2 602 b1 +4 402 b2 sin(a0 ) cos(a0 1)~ 1
- ~2 bl sin(a0 ¢) cos(a0 t) + 2 b2 cos(al 1) - b2

La integfal de esta expresion sera igual a la integral de

2'a0"g[t)/(c1+g), es decir: 2a0log(c1+g)
> int(G2_t,t);

« 3 .

e
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_ a0 612 1n(tan(a0 2+ 1) 30612 1n(2 b1 tan(a0 ¢) + b2 tan(a0 )2 ~ b2)

b2%+bl? b22+b14
_ a0522 1n(tan(a0 )2+ 1) 0622 1n(2 bl tan(a 1) + b2 tan(a0 )2 ~ b2)
- b22+bl% b2% + b1?
mmnh(%zunbman(ao:))
+ b2<+ bl
122 +b12 ab

> convert (*,1ln);

_ a0 612 n(tan(a0 )2+ 1) L a0b1? in(2 b1 tan(ao 0+ b2 tan(a0 1)2 - b2)
22+ b1% b2%+ b1%
_a0b22in(n(a0)2+1) a0b221n(2b1m(aoz)+b2mn(ao:)2 b2)
b22+b1% . b2% + b1
lln(12b1+2b2tan(a01)H)__éh(l_lzblnbman(am))
. b2 + bl b22+ b1

b2+ b1% a0

> combine(",1n);

b12
aobl l"Lmn(ao 02+ J a0 512 In(2 b1 tan(a0 ) + b2 tan(a0 1)2 - b2)

522 + b1 o B+l

a0 b2

N '"(m(ao:)hl) wbzzm(zbzm(ao:)+b2m(ao:)2 b2)
b2% 4 bl b2% +b1%

| La funclon g viene dada por g=-c1+exp(G2/(2*a0)).
Es qtil declarar que los coeficientes a0, b1,b2 son reales
positivos.

- ‘ -




> assume (a0, real); additionally(a0>0);

> assume(bl, real); additionally(bl»0);

> assume(b2, real); additionally(b2>0);

> simplify (exp(G2/(2*a0)), power);

1{ j0~2 1 [p2-T+ 512
e(,(ao m(m(ao~r>5+1) i

+ a0~2 1n(2 b1~ tan(a0~ 1) + b2~ an(a0~ )2 = b2~ ) Jb2~2 + b1~2

2
oo It b2 a0~ 0+ Jo2o2 4 b1 || o0 257 0.2)
th-!

T+ bI~2 — bl~~ b2~ an(al~ 1)

> combine(", 1n);
1 2 1
0~ fp2-2+51-2
c(’(“ ‘"(m<a0~ 0241 )

+a0~210(2 b1~ tan(a0~ 1) + b2~ tan(a0~ 1) - b2~) Jb22 4 b1~

b1~+ b2~ tan(a0- 1) + Jb2 24 bl~e. ( 2)
+ Isz + bl~z a0~
‘ Jo2~2+ 612 - b1~ b2~ tan(a0~1)

> g2:=~cl+";
1 2 1
a0~ Ib2~2+ b1-2
(’( h(mn(a0~ e+l )
g2w=m=cl+e
+a0-2 1n(2 b1~ tan(a0 1)+ b2~ tan(a0~ )2 - b2~ ) 522 + b1~2

b1~ + b2~ tan(a0 1) + [b2r2 4 b1t e i e a2
+ln(b—, —T ] (b2~ + bl~“ a0~ )

b2~% 4 bl~* - bl~ = b2~ tan(al~ t)

Por ultimo, es necesario comprobar que las funciones, F,g,h
obtenidas (F2,g2,h2) satisfacen la CIP
> simplify (eval (subs(F=F2, g=g2, h=h2, CIP)));

G-(z a0-2 [52-%4 1.7

2¢




1n(2 b1~ sin(a0~ f) cos(aln~ £) + b2~ — 2 b2~ cos(al~ 1)2 )

+In{b1~ cos(a0~ 1) + b2~sin(a0~1) + Jb2~2 + b2 cos(ad~1))

~ o627+ 12 Gos(a0~ 1) ~ b1~ cos(a0~ 1) ~ b2~ sin(a0~ 1)) )/ (a0~2
jm) | |

(4 cos(a0~ )2 a0~2 sin(2 a0~ 1) b2~2 =2 b2~ cos(aO~ 1)

-+ 4 cos(a0~1)% a0~ sin(2 a0~ 1) b1~2

~ 4 cos(al~ 1) cos(2 a0~ 1) a0~2 sin(a0~ 1) b2~2

~ 4 cos(a0~ 1) cos(2 G0~ r) a0~ sin(a0~ 1) b1~2

+2 bl~sin(d0~ 1) cos(a0~ f) ~ 2 a0~2 sin(2 a0~ £) b2~2 + b2~ cos(2 a0~ i)
+ b2~ = bl~ sin(2 a0~ 1) - 2 a0~ sin(2 a0~ 1) b1~2 ) (

~2 bl~ sin(a0~ t) cos(a0~ t) —b2~+2 b2~ cos(al~ :)2)

> simplify(", trig);
1
2é(,,(z a0~2 [b2-2+ 12

In(2 b1~ sin(a0~ 1) cos(a0~ 1) + b2~ — 2 b2~ cos(aO~1)2 )

+10(b1~ cos(a0~ 1)+ b2~ sin(a0~ 1) + J52~2 + b1~2 cos(a0~ 1))

-t 62~%+ b1% cos(a0-1) - b1~ cos(at~ 1) - b2~ sina0~ 1)) )f (a0~

b2-2+ 512 )) | :
(4 cos(a0~ 1)2 a0~ sin(2 O~ £) b2~2 ~ 2 b2~ cos(a0~ 1)2

+4 cos(a0~ 1)2 a0~2 sin(2 a0~ f) bl~2 \

~ 4 cos(a0~ 1) cos(2 a0~ 1) a0~2 sin(a0~ 1) b2~2

~ 4 cos(a0~ 1) cos(2 a0~ 1) a0~2 sin(a0~ i) b1~2

+2 b1~ sin(a0~ f) cos(a0~ 1) ~ 2 aO~2 sin(2 a0~ £) b2~2 + b2~ cos(2 al~ )

+b2~ = bl~sin(2 a0~1) -2 a0~2 sin(2 a0~ 1) b1~2 )

=2 b1~ sin(a0~ 1) cos(aO~ 1) = b2~ +2 b2~ cos(a0~ 1) )

> combine(*, trig);

> save F2, g2, h2, ‘hpi2.m‘:




Apendice D

Caso particular correspondiente a valor cero de la
constante de separacién de la CIP. '

Se cargan: el programa "difallas" y el archivo binario "hpl.m"
que contiene los resultados calculados en el Apéndice A.

> read ‘DeeDee:GRTensor:programs:difalias.m";

> Difalias(r,h): Difalias(t, (F,gl):

> read ‘DeeDee:Articulos:Salvador:hpl.m‘;

La ecuacion a resolver por separacién es CIP_r
> CIP_x;

-F, -2

4 hr. nr hi

+
r

la cual se separa en dos equaciones diferenciales acopladas por
la constante de separacion.
> EcsDifs:=[op(1,CIP_x)*(h([r]/4), -F*op(2,CIP_x)];

‘ EcsDifs = [hr’ LA ‘z]

> Sol_h:=dsolve(EcsDifs[1], h);
' Sol_hi=h=_CI+ _C2r+_C3r2

> Sol_F:=dsolve(EcsDifs([2], F);
Sol Fi=F=~t2+ Cl+ _C2t




La forma de las funciones h y F es:
> h3:=subs(.Cl=cl, _C2=c2, _C3=c3, rhs(Sol_h));

h=cl+c2r+e3r?

> F3;=subs(_Cl=bl, _C2=b2, rhs(Sol_F));
F3=—t24 b1+ b2t

Para obtener la funcion g, se sustituye h1y F1 en CIP y se
procede a simplificar el resultado
> simplify(eval(subs(F=F3, h=h3, CIP)));

8324 8cbl+8c3b2t-4g 1+2g b2

> collect(", [g[t],c3], factor);
(-4t+2b2)g‘+(-812+8b1+8b2t)c3

La ecuacion diferencial para g viene dada por

> EcD_g3:=":

Esta es una ecuacion diferencial de primer orden en g,

la cual se puede integrar directamente
> dsolve(EcD_g3, g);

g=c3b2t~c312+2c3b1n(~21+b2)+4 c3 bl ln(2)+é-c3b221n(-2t+b2)v

+c3b221n(2) + _CI

La forma de g se sigue de la expresién anterior, cambiando la

notacién _C1=al
> g3:=subs(_Cl=al, rhs("));

g3 i=c3 b2t c3 2+ 2¢3 bl In(~2¢+ b2)+ 4 c3 bl ln(2)+é-é3b22 In(~2 1+ 52)

+c35221n(2) +al
« 2.

e e



Ahora se verifica que las funciones obtenidas (h3,F3,g3)

satisfagan la CIP ,

> ‘simplify(eval (subs(h=h3, F=F3, g=g3, CIP)));
0 .

> save F3, g3, h3, ‘hpl3.m‘;

>
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