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Resumen

En este trabajo se presentan dos desarrollos recientes de la Teorfa de Negociacién, asf como
la interrelacién que hay en ellos.

En el primer capftulo se tratan los elementos de 1a Teorfa de Juegos que se requieren
para el desarrollo del trabajo.

El segundo capitulo de esta tesis trata el enfoque axiomético de Nash para resolver
una negociacién. Se dan las condiciones que deben cumplir los jugadores asf como aquellas
que debe cumplir la funcién propuesta como solucién negociada.

En el tercer capftulo, el enfoque estratégico, se modela el problema de negociacién
como un juego de ofertas alternantes y se propone como solucién negociada el equilibrio
perfecto en subjuegos de dicho problema.

El capftulo cuatro compara las soluciones obtenidas medante los modelos aximético
y estratégico. En el modelo dei segundo capitulo realmente no se necesita describir detal-
ladamente la situacién de negociacién, mientras que en el modelo estratégico existe un
factor determinante para alcanzar un acuerdo: la forma de valuar el tiempo; a pesar que
esto podifa poner en duda la validez del resultado obtenido de manera axiomética, uno de
los elementos importantes de csta tesis es que se muestra la estrecha relacién que existe
entre la solucién negociada de Nash y el Ifmite del equilibrio perfecto en subjuegos (de ese
mismo problema), cuando ¢l tiempo en que se alcanza el acuerdo tiende a cero.

Lt tesis se basa en el libro “Bargaining and Markets” de Martin J. Osborne y Ariel

Rubinstein.



Capitulo 1

PRELIMINARES

1.1 Teoria de Juegos.

La teorfa de juegos se interesa en c6mo los individuos toman decisiones cuando

estdn conscientes de que sus acciones los afectan entre sf y tienen ésto en cuenta.

1.1.1 Elementos de un juego.

Un juego puede ser considerado una situacién de decisién estratégica y consiste de

los siguientes elementos:
¢ Un conjunto de jugadores.
e Un orden para dichos jugadores.

o Una descripeién de la infonnacién disponible para cualquier jugador en cualquier

momento del juego.

e Un conjunto de acciones disponibles para cada jugador cada vez que tenga que tomar

una deeision.
# Un resultado que provendri de cada secuencia de acciones posibles de cada jugador.

« Una asignacién de utilidad de Von Neumann-Morgenstern para cada jugador sobre
el conjunto de resultados. La utilidad del resultado para un jugador es el pago que

obtiene con dicho resultado.



Conjunto de jugadores,

Los jugadores son simplemente entidades de toma de decisién. Individuos, familias,
empresas y gobiernos pueden ser considerados jugadores. Los conjuntos de jugadores son
Jos conjuntos , S%, S1,...,S", que contienen a todos los vértices no terminales del drbol del
juego pertenecientes a la etapa m.

La naturaleza, ﬁna entidad sin objetivo, es un tipo especial de jugador en el juego, La
naturaleza clige entre sus acciones de acuerdo a probabilidades fijas, Todos los jugadores
excepto la naturaleza pueden ser llamados jugadores estratégicos y se suponen tomadores

de decisiones racionales,

Racionalidad y conocimiento comin

En la teorfa de decisiones, se supone que los tomadores de decisiones hacen sus
elecciones de acuerdo a criterios internos consistentes. Tal comportamiento es llamado com-
portamiento racional. La Teorfa de Juegos también supone que los jugadores son racionales,
Sin embargo, ha sido necesario agregar dos supuestos mds. El primero es que la racionalidad
de cada jugador es de conocimiento comuin; esto es, se dice que un hecho en un juego es de
conocimiento comun si cada jugador: lo conoce, sabe que cada uno de los demds lo conoce,
sabe que cada uno de los demds sabe que cada uno de los demis lo conoce, etc. A pesar de
que esta regresién infinita puede sonar extrafia, es importante, ya que las decisiones depen-
derén no slo de los hechios, sino también en cémo responden & esos hechos otros tomadores
de decisiones. Asf que el supuesto de conocimientos comunes es crucial,

El segundo supuesto cs la descripeidn completa del juego; los jugadores, acciones,

estrategios, orden, informacién y pagos son también de conocimiento comuin,

Orden del juego

Los jngadores deberdn tomar decisiones varias veces durante el juego. Cada una
de ellas se Hamard nodo de decisidn, La secuencia en que estas decisiones son tomadas se
vefiere al onden del juego. Si todos los jugadores toman sus decisiones de forma secuencial,
uno despuds del otro, entonces el juego se llama juego de movidas secuenciales.

Los jugadores podrfan tener que tomar decisiones al mismo tiempo, este tipo de
juego se llama juego de movidas simultdneas.

Podemos representar el orden del juego usando un diagrama conocido como drbol



del juego. Este diagrama es una gréifica conexa y sin ciclos con un vértice sefialado llamado
punto de partida del juego o raiz,

Las posibles acciones de un jugador se representan por un vértice o rama. Cada -
rama conecta dos nodos, uno de los cuales es cl “padre” y el otro es el “hijo". El drbol debe

cumplir las siguientes reglas:

Cada nodo tiene a lo mds un padre y estd conectado a él por una rama.

Ningin nodo es predecesor de sf mismo,

Cada nodo tiene un predecesor que es un nodo inicial.

Cada 4rbol de juego tiene exactamente un nodo inicial (rafz).

Informacién.

Nos referiremos a informacion cuando hablemos de cualquier observacién o cono-
cimiento que conduzca a una revaluacion de las tasas de probabilidad de un jugador.
Parn que la informaci6n sea valiosa para un jugador, deben cumplirse dos condi-

ciones:
1. La informacién debe alterar la accién éptima del jugador en algtiin nodo de decisién.

2. La informacién debe ser revelada al jugador antes de que se alcance ése nodo critico
de decision.

Debido a que el resnltado de un juego no depende sélo de las acclones de un
Jjugador, sino también de lo que no puede controlar, se introdujo el concepto de un nuevo
Jugador etiquetado como naturaleza. Un problema al modelar la adquisicién de informacién
teniendo & la naturaleza realizando algunas acciones es que el método no se sosticne cuando
se modelan problemas nwltipersonales en los cuales los jugadores cuentan con informacién
secreta. Otro problema es que avin con un pequeiio cambio en la especificacién del conocimien
to de un jugador se necesitara un nuevo trazo del drbol del juege. Debido a ésto se mode-

lardt la adquisicion de informacién usanclo la herramienta conocida como conjuntos de in-
formaciin,

1 e

Para cada jugador i con 4 = 1,2,, .., m existe una particién de §* en una familia de snb-
_conjuntos {b;} ct cual contiene a todos los nados de decisiones entre los cuales un jugador

no puede distinguir, siendo estos conjuntos los mencionados conjuntos de informacion.




Los conjuntos de informacién, no triviales, representan situaciones en las cuales un
jugador no ha observado movidas previas, ya sea de ia naturaleza o de cualquier otro jugador
en el juego, es decir, todos los nodos de decisidn en cualquier conjunto de informacidn deben
pertenccer al mismo jugador y deben proveer a dicho jugador el mismo conjunto de acciones.

Casi todos los juegos en economfa son juegos de memoria perfecta. Un juego tiene
memoria perfecta si ningdn jugador olvide informacién que alguna vez supo, y todos los
jugadores conocen las acciones que realizaron anteriormente. Esto origina dos restricciones

en los conjuntos de informacién de los jugadores:

1. Todos los nodos de un conjunto {S;} deben tener el mismo nimero de sucesores,
2, No existe un nodo del conjunto {S}} que siga a otro de este mismo conjunto .

Se dice que un juego es de informacidn perfecta si cada jugador en cada nodo de
decisidn sabe las acciones reslizadas anteriormente por cada uno de los otros jugadores,
incluyendo la naturaleza. Esto es, un juego, es de informacién perfecta si y sélo si cada

conjunto de informacién contiene un sélo nodo de decisién.

Acciones y cstrategias

El conjunto de opciones disponibles en cada nodo de decisién de un juego se conoce
como la accidn del jugador., Una estrategia pum para un jugador es una regla que le dice
que nccidn realizar en cada uno de sus conjuntos de informacién en el juego, es decir, es un
plan detaliado que dice al jugador la accién bajo cualquier contingencia, En otras palabras
una estrategia o, para ¢l jugador ¢ es una funcién a que a cada conjunto de informacién S;'-
le asigna un fndice [J':, es decir, a (S;) € 1} parai=12,...

Tainbién se permite n los jugadores escoger aleatoriamente las acciones disponibles
en cada conjunto de informacién; las estrategias que permiten este tipo de comportamiento
aleatorio ge llaman estrategias miztas.

De manera méds formal una estrategia mixta para un jugador consiste de una
distribucion de probabilidad sobre el conjunto de dichas estrategias. En el caso de que el
Jugador tenga s6lo un ndmero finito m de estrategias puras, una estrategia mixta se reduce

& un vector, z = (zy,...,Zm) que satisface:

) z; 20,



Si conocemos la estrategia o* empleada por cada jugador { en el juego, podemos

calcular el pago esperado de cada jugador.

Pagos.

Para cada vértice terminal 7' del juego existe un vector i lamado vector de pago.
La probabilidad de que la partida termine en T dado (al, at,..., o") puede expresarse como:
(0',0%,...,0") — fr(c',e%,...,0")
y al multiplicar esta probabilidad por el vector de pago obtenemos:

1,02‘.“'0n)

(0),0%...,0") = fr (o' 0%..., ") Pp =T (0
donde cada componente 7 (¢!,a%,...,0") representa el pago esperado al jugador i.

En otras palabras, considerando el supuesto de que los jugadores tienen una utili-
dad de Von Neumann-Morgestern asocinda al conjunto de posibles resultados del juego, esta
utilidad constituye el pago para cada jugador. En esta clase de juegos se supone también
que los pagos son conocidos.

Si los jugadores actdan de acuerdo a estrategias puras, eligirdn una secuencia de
acciones que los lleve a un resultado final determinado. Este resultado se convierte en un
pago para cada jugador y da lugar a una tabla de pagos ya que cada perfil de estrategias
puras puede asociarse con una coleceién de pagos para cada jugador. Si la naturaleza es
un “jugador” o se incluyen estrategias mixtas, entonces el resultado obtenido al realizar ese
perfil es una loteria sobre los posibles resultudos. Estus loterfas tienen una utilidad esperada
asoclucla para cada jugador, ya que, como se dijo anteriormente, cada jugador tiene una
utilidad de Von Newmnann-Morgestern asociada al conjunto de posibles resultados del juego.

Asfla tabla de pagos se extiende a todos los juegos y a todos los perfiles de estrategias:

1.1.2  Juegos cooperativos y no cooperativos.

i los juegos estrictamente competitivos es imposible para los jugadores obtener
hereficio mutuo por algune forma de cooperacion, sin embargo, en juegos no estrictamente
competitivos tal ganancia mutua es siempre posible. De modo que estamos forzados a

considerar explicitamente si se permite o no cooperacién entre los jugadores.
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Los juegos cooperativos se caracterizan por el hecho de que los jugedores tienen
completa libertad de comunicacién previa al juego para establecer acuerdos obligatorios
conjuntos. En un juego no cooperativo no se permite absolutamente ninguna comunicacién
entre los jugadores antes del juego,

Formalmente, cualquier juego cooperativo puede ser modelado como una sesién de
negociacién, en la cual los jugadores entran en compromisos de coaccién entre sf, seguida
de un juego no cooperativo y como la sesién de negociacién puede ser también modelada
como un juego no cooperativo, cualquier juego cooperativo, al menos en principio, podrfa
ser modelado como uno no cooperativo, Sin embargo, a través de la experiencia se ha
comprobado que hacer ésto es extremadamente diffcil dando como resultado el desarrollo
de lierramientas, por parte de los analistas de juegos cooperativos, muy diferentes a aquellas

usaclas por los teéricos de juegos no cooperativos.

1.2 Equilibrio

1.2.1 Equilibrio Competitivo

Economia de cambio puro Una economfa de cambio puro estd definida por la existencia

de los siguientes componentes:
¢ { tipos de bienes.
e m consumidores,

w* dotacidn inicial del consumidor

¢ Paquetes de bienes 2 donde 2* = (24,2}, ..2}) € R

e Conjunto de consumo X* C 9

(3

Una relacion de orden completa, transitiva y cerrada en X*, denotada por: <; .

Dentro de nna cconomia cada consumidor observa el vector de precios
p= (o2, ) € R = {0} y determina su presupuestoy = {&'€ X' /p- & <p-uf)
y elige un pacguete a:"l que s maximal en 4* respecto a <.

Las iteraciones para cambiar precios de acuerdo a lo que se demanda conduce a

+ 0 s m
un vector de precios p* y a una asignacién (a:‘ ) | tales que;
$==
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1. z* esmaximaleny' = {€' €X'/ p- £ <p-w'} i=1.,m y

mo, mo
PADIE ANEDPETR
i=1 i=1
:? m e 3 Y53
Dando como resultado una pareja ( (:c' ) N p‘) Namada equilibrio compelitivo,
=

la cual es un concepto solucién basado en un comportamiento no cooperativo de los con-
sumidores y en ¢l mecanismo del mercado.

El equilibrio en situaciones de comportamiento cooperativo de los consumidores

se conoce como equilibrio de Nash, el cual se describird a continuacién.

1.2,2 Equilibrio de Nash

Un equilibrio de Nash para un juego cooperativo es una coleccién de estrate-
gias, una para cada jugador, de manera que cada una de ellas sea éptima dado que
los otros jugadores usan su estrategia de equilibrio. Es decir, la n-ada de estrategias
(03,03, ., 0, ... a3) estd en equilibrio, si y sélo si para cada i = 1,..,n y cada a; € L;

sucede que:
. * * . L] . (] [ L]
7 (07,0900, 01, 00\ Ly o0y Op) S5 (07,03, 05,0y 07)

Donde ¥; ¢s el conjunto de estrategias del jugador 2.

[in otras palabras, s¢ dice que una n-ada de estrategias estd en equilibrio si ningin
Jugador ticne una razén real para cambiar su estrategia, suponiendo que ningin otro jugador

va a cambiar su estrategia,

Amenazis

Cuando enun juego se permite la comunicacidn entre los jugadores las conclusiones
dependeran sélo de su habilidad para entablar compromisos obligatorios entre si. Cuando
un jugador intenta hacer ereer al otro que etnpleard una estrategia especffica, éstn se llamars
antenaza,

Una amenaza hecha por un jugador es no credble a menos que el llevarla a cabo,
al darse la oportunidad, sea en su propio beneficio, Las amenazas que son no crefbles son
ignoradas. A pesar de que el perfil de estrategias basado en una amenaza no crefble sea un

equilibrio de Nash serd ignorado.
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Subjuegos y subjuegos en equilibrio perfecto

El equilibrio de Nash que incorpore amenazas no crefbles serfa un predictor pobre
del comportamiento de los jugadores por lo que necesitamos de otra herramientas: los
subjuegos. '

Un subjuego cs, esencialmente, un juego pequefio dentro de un juego més grande

con dos propicdades especiales:

1. Una vez que los jugadores comienzan a jugar el subjucgo, lo contindan jugando por

el resto del juego.

2. Tados los jugadores saben que estén jugando el subjuego. Esto se logra si todos los
conjuntoes de informacidn que contienen nodos de decisién del subjuego NO contienen

nodos de decisién que no sean parte del subjuego.

El subjuego, dado que‘ es un juego, tienen un nodo inicial el cual es una subrarz
del juego original. Ademds los conjuntos de jugadores, el orden del juego, el conjunto de
las posibles acciones y los conjuntos de informacién del juego original se preservan en el
subjuego.

Una n-ada de estrategias es un equilibrio perfecto de un subjuego del juego T, si

ésta es también un equilibrio de Nash para cada subjuego de I,
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Capitulo 2

ENFOQUE AXTOMATICO

2.1

Problemas de negociacién

Al hablar de negociacién, nos referiremos a una situacién en la que dos individuos

tienen la posibilidad de alcanzar, de comtin acuerdo, un beneficio mutuo. En esta situacién

existe un conflicto de intereses en cuanto a saber cudl acuerdo concluir ya que ningin

acuerdo puede ser impuesto a un individuo sin su aprobacién.

Las siguientes afirtnaciones delinean la definicién del problema de negociacién y la

solucién negocinda que se da mds adelante.

Existen dos individuos, jugadores, que buscan alcanzar algin beneficio mediante la

cooperacion.

Los jugadores tratan de llegar o un acuerdo, a, en el conjunto A, o al no lograr un

acuerdo ocurre el evento desacuerdo, D.

Cada jugador 7 ticne un orden de pmferencia &; sobre el conjunto AU D, siendo esta

relacion binaria, transitiva y reflexiva.

Lus preferencias de los jugadores estdn definidas en el conjunto de loterias de acuerdos

pasibles, no s6lo en la de los acuerdos mismos.

[l ovden de preferencia de cada jugador debe satisfacer los axiomas de Von Neumanr-
Morgenstern para que asf exista una funcién de utilidad u; : AU D — R, (para cada
jugador), de modo que “una loteria es preferida a otra si y sélo si la utilidad esperada

de la primera es mayor que la de la segunda”.
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® Si u; es una funcién de utilidad para >; y v; es una funcién de utilidad, entonces v;

representa a ¥ si y sélo si v; = au; + 3 para alguna o, f € R cona > 0.

Los jugadores, 4, D y ¥, definen una situacién de negociacién.

e Dados el conjunto de los acuerdos posibles, el evento desacuerdo y las utilidades, pode-
mos construir el conjunto de todas las parejas de utilidad que pueden ser resultado de la
negociacién. Este conjunto es la unién del conjunto S de parejas de utilidad factibles,
esto es, las parejas: (u) (a),u(a)) con a € 4, y el punto d = (u; (D), u2(D)). La

parcja (S, d) serd la primitiva del problema.

e La solucidn negociada asocia a cada situacién de negociacién un evento, ya sea acuerdo

o desacuerdo.

Problema de negociacién

Un problema de negociacidn es una parcja (S, d), donde S C R? es compacto y
convexo, d € Sy existe s € S tal que s; > d; parai = 1,2,

I} conjunto de todos los problemas de negociacién se denota por 3.

Una solucidn negociada es una funcién f : § — R? que asigna a cada problema de

negociacién (S, d) € 4 un 1inico elemento de S.

El conjunto S debe ser compacto ya que las utilidades que pueden obtenerse en
un resultado de la negociacion son limitadas (acotado), ademds de que la utilidad no puede
crecer sin limite (cerrado), pues si lo hiciera la negociacion no tendria interés ya que siempre
se podrfa encontrar una utilidad que mejorara a Ja utilidad propuesta. Debe ser convexo

para garantizar que contiene a cunlquier loterfa,



2.2 Axiomas de Nash

Nash impone cuatro condiciones a Ja solucién negociada f: § — R?;

INV (Invarianza a representaciones de utilidad equivalentes)
Supongamos que el problema de negociacién (S', d'> es obtenido de (S, d) por las transfor-
maciones s; — a;s; 4 §; donde a; > 0 para i = 1,2. Entonces f; (S',d’) = a;f; (S,d) + B
parai= 1,2, .

Esto es si la funcién de utilidad u; genera el conjunto S cuando se aplica a un
conjunto de acuerdos A entonces las funciones de utilidad v; = a;u; 4 f; generan el conjunto
S' al aplicarse al mismo conjunto A.

Como v; representa las mismas preferencias que u;, el resultado fisico predecido

por la solucién negociada debe ser ¢l misino para (S', d > y (S.d).
SIM (Simetria)

Si el problema de negociacién (S, d) es simétrico, entonces fi (S, d) = f2 (S, d).

Si los jugadores son intercambiables, entonces la solucién negociada debe asignar
la misma utilidad a cada jugador, cs decir, la solucién consistird en dividir la ganancia
obtenida, por medio de la colaboracién, en partes ignales; por lo tanto la solucién negociada

serd un punto en la diagonal de S.

Ma, A

d, |- /. S

-
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IAI (Independencia de alternativas irrelevantes)
Si (S,d) y (T'd) son problemas de negociacién con S C T'y f (T, d) € S, entonces
f(s,d) = f(T\d).

Esto es, cuando todas las alternativas en T estén disponibles y los jugadores llegan
a un acuerdo s del conjunto pequefio S, entonces pedimos que los jugadores lleguen al misino
acuerdo s cuando s6lo las alternativas en S estdn disponibles.
Al acordar en s cuando podfan haber escogido cualquier punto en T los jugadores han

descartado como irrelevantes los resultados en T' diferentes de s.

1\

Y 4

Figura 2.1:

PAR (Eficiencia de Pareto)
Supongamos que (5, d) ¢s un problema de negociacién s €S, Lt € Sy t; > 5; para i = 1,2,
Entonees f (S, d) # s.

Esta condicion requiere que los jugadores nunca “acuerden” en un resultado s
cuando existe otro resultado ¢ en el cual los dos estarén mejor. Si acordaran en el resultado
inferior ¢, habrfa lugar para una renegociacién y la pareja de utilidades para el evento

desacuerdo serfa s,
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2.3 Teorema de Nash.

La idea de Nash de derivar una solucién de los cuatro axiomas anteriores muestra
que existe precisamente una solucién de negociacién que los satisface y esta solucién tiene
una forma muy simple: selecciona la pareja de utilidad que mazimice el producto de las
ganancias de los jugadores en utilidad sobre el resultado de desacuerdo,

Teorema.

Existe una unica solucién negociada fN, definida en todos los problemas de ne-
gociacion (S, d) que satisface INV, SIM, IAI y PAR. Y est4 dada por:
¥ (8,d) = srgmax (s1 — dy) (s — dy) tal que (dy, da) < (s1,82) € S, ésto es,
fN (S,d) = (s},3) si (s}, 83) maximiza la funcién (s; — dy) (s3 — d3) dentro del conjunto
{se€S8; d<s}

Demostracion:

a) Primero se verificard que la funcién fV esté bien definida.

El conjunto {s € S;d < s} es compacto y la funcién H (s1, s2) = (81 — d}) (s2 — da)
es continua, asf que existe al menos una solucién al problema de maximizacién que define
a fV,

Si demostramos que el maximizador es nico, la funcién quedaré bien definida.

Lema 1

Si existe algin punto (s, sy) € S tal que s; > dy, 53 > dy, entonces existe un wnico

subconjunto de S para el cual s > d.
Demostracion.
Sabenos ya que este subconjunto de S es compacto.

Dado que H es continua debe tener un méximo sobre este conjunto y deberd ser

positivo,

Supongamos que existen dos puntos diferentes (s, 53) y (5], %) que maximizan la
funcién H (s, s2).

P

———— — o —— e — — —
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Sea M ¢l mdximo.
Como M > 0 no puede suceder que s} = s, ya que implicarfa que s = sj.
Supongamos s} < s{ lo que implica que s > 3.

ottt aall
Dado que § es convexo, (51, ) = (5%1’-, 52-*2—'1-) €5 y entonces,

H(5, &)= [('i"‘l)’;("n“"x)} [(’5"42)’;(":“42)]

- Lizti(sioa) , (a)fi-s) , (44)(6)

8ttt )(a! ~s!
=A2£+%l+ 2 :41 1

(I AY SVEEN'] 1
Como ﬁa—’—-’-%(ﬂ—“l > 0 tenemos que H (§},8) = M + 12

—at ) —o"
4

lo cual es una contradiccién. Por lo tanto ¢l maximizador es \inico.

b) Verificamos que cumple los cuétro axiomas.

INV: S (S',d') y {S,d) son como los citados en cl axioma, entonces ' € 5§ e
existe s € S tal que s} = a;s; + f; donde a; > 0 para i = 1,2. Para tales parcjas de utilidad
sy s tenemos: ’

H = (s - dy) (s - d))

= (31 + 1) = (erdi + B)] {0252 + B2) — (eada + B)]

= (@81 ~ aydy) (aysy — agds) = o (8) — dy) ag (52 — dy)

=y () —di) (s2 —da).

Asi (§, 42) maximiza (s; — dy) (s2 — d3) sobre S si y sélo si
(018} + B1 98y + () maximiza (.s'l —d'l) (3’2 - d;) sobre S,

SIM: 8i (S5,d) es simétrico y (§], §) maximiza (s; — dy) (s2 — d2) sobre S; en-
tanees como H es una funcion simétrica, (43, §1) también maximiza H sobre S. Como el
maximizador es Gnico §] = §.

YAL Si S C Ty &€ S maximiza H sobre T, entonces § € S también maximiza H
sobre 5.

PAR: Como H es creciente en cada uno de sus argumentos § no maximiza H

sobre S si existe ¢ € § con ¢; > & parai = 1,2. (Entre mayor es s; H es mayor.) -
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c) Se mostrard que f¥ es la tinica funcién que satisface los cuatro axiomas,

Supéngase que f es una solucién que satisface los cuatro axiomas,

Paso 1. Sea (S,d) un problema de negociacién arbitrario:

P.D. £(S,d) = f¥(S,d)

Sea <S',d'> el problema obtenido de (S, d) por la transformacién S — aS+8 = S,
d+ 0 y de manera que fV (8,d) — (,}—,, %) =fN (S',O).

Como fy fV satisfacen el axioma INV:
f ES',Og =af (S,d)+8y f¥ (S',O) =afN (S,d) + 8, luego es claro que
HERIENA (S',O) si y s6lo si f(S,d) = fV (S,d) por lo que si queremos demostrar
que f(S,d) = fV(S,d), bastard mostrar que: f (s',o) =fN és’,o) = (; %)

1)

Paso 2. S’ no contiene puntos (s}, sh) con &) + 55> 1.

Como [V (S',O) = (%, %) , tenemos que S’ ¢ B = {(s'l,s'z); 88 < %}

Si para algin (s}, s5) € §', se ticne que s} + s > | entonces la loterfa
L ((%, %) ,(3,1,8,2)) queda por arriba de la Ifnea s} + s = 1 y de los puntos

(a,b) = (‘—;5 +esf, ’—;ﬁ +es§) de la loterfa, para 0 < e pequefio, algunos quedan fuera de

En los pasos sigulentes mostraremos que f (S', 0) =

B, cuando sabemos que por ser &' convexo deben estar en 8 y por tanto en B,

|"‘,,g-_

"
3 ; DY)
L N b
! N\ o Iz =}




Paso 3. Como S es acotado, el Paso 2 asegura que podemos encontrar un
recténgulo T simétrico a la linea de 45° que contiene a S’ y en cuya frontera estd (%, %) .

]

N

Figura 2.2

Paso 4. Por SIM tenemos que la solucién debe estar sobre la diagonal del con-
junto, y como cumple con PAR f(T,0) = (%, 12-) y& que todos los puntos en la diagonal
dan un valor menor que (%, %) .

Paso 5.Por[Al sabemos f (1,0) = f (S', 0) y esto implica que f (S',O) = (%,%) .

Con ésto finaliza la demostracion del Teorema.

Llamaremos a f¥ (S,d) la solucién negociada de Nash para el problema de
negocincion ($,d) . Esta se puede caracterizar de la siguiente manera:

Sea la frontera fuerte de Pareto de S, el conjunto:

{scf: noexiste Yy €Sconsst s ys,>s parai=1,2} ysea sy = ¥(s)) la
ceuacidn de la frontera en el primer cuadrante..

La pareja de utilidad (s}, 53) es la solucidn de Nash para el problema (S, d) si y
solo si 83 == ¥ (s}) y s} maximiza (s; —dy) (¥ (s)) — d2).
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Afirmacidén

Si ¥ es dos veces diferenciable alrededor de s}, entonces la segunda condicién es
equivalente & gé:—::; = l\ll' (s{)' y ¥ (s1) < z,:_::;

Demostracion

Supongamos s} maximiza i = (s; — dy) (¥ (s1) - da), entonces gﬁ(s}) =0, pero

BH (53) = (s — du) (V' (1) — 0)+(W (s3) ~ da) = (51 ~ d) W' (s1) +(s} — o), por
lo tanto

(53 =) W (o) + (53 ~ ) =0 W'(of) = ) 1w ) = .

Y por ser méximo %:'lu’- (s}) < 0, lo cual es equivalente a ¥"(s;) < -1_2_;:,'—;'3 . R
1

recfproco es aplicar el criterio de la segunda derivada para méximos y mfnimos,

5 T

(-9 W amid)

: LA
9 &
\\J ’

Figura 2.3:

Se puede dar también una definicién alternativa en términos de las preferencias de
los jugadores:

Sea p-a = {pa4(1—p)D,conp€l0,1]} que representa la loterfa donde el
acnerdo a se alcanza con probabilidad p y el desacuerdo D con probabilidad (1 —p).

Sea = el orden de preferencia del jugador 7 sobre el conjunto de loterfas de la
fovna p - a.

Consideremnos el acuerdo a* con la propiedad de que para (,7) = (1,2) e
(4,4) = (2,1), para todo a € A, p € [0, 1] para las cuales p-a > a* tenemos que p-a® ==; a.

Interpretacién: Si a* cs conocida, Si el jugador ¢ objeta a* proponiendo una

aiternativa a ain frente al riesgo de que se llegue al desacuerdo con probabilidad (1 — p),

entonces ol jugador j estd dispuesto a tomar el mismo riesgo y rechazar el acuerdo a en

e ee me mmesme m h e - e e o e ae -
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favor del acuerdo a*.

Afirmacién
El acuerdo a* induce la solucién de Nash.

Sea u; la representacién de la utilidad para x; tal que u; (D) = 0.

P.D. a* maximiza u; (a) uz (a)

Primero, si ﬁinguno prefiere a que a*, es decir, a* 1 a y @* x2 a, entonces
uy(a*) 2 v (a) y ua(a®) > up(a); por lo tanto u (a*) uz(a*) 2 ui(a)ua(a) para todo
a€ A .

Por lo tanto a® maximiza u; () ug (a).

Ahora bien, si el jugador 1 prefiere a que a® entonces a > a* = existe 0 < pp < 1
tol que {poa + (1 — po) D} 1 a* = pouy (a) + (1 = po) w1 (D) > wy (a*)
= pous (a) 2wy (a*) = 1> po > i,

Sea A= {p€(0,1), tales que puy (a) > uy (a*)}. Sabemos que éste conjunto es
distinto del vacio pues py € A. Sabemos también que “T";%? es cota inferior de A,

Definamos ahora inf {p € (0,1) tales que pu; (a) > %3 (¢*)} Sabemos que en un

uy(a®

intervalo abierto el extremo izquierdo es el infimo, por lo tanto p, = inf A = MNOR

Por la condicién que define a a* sabemos que para tado p € A sucede que
puz(a®) > uz(a) y ésto implica que “_:lélﬂj es también cota inferior de A, pero como
el Infimo es 1a mixima de las cotas inferiores tenemos:

1y {(a*) 5 2 (a)
w (a) ~ uz{a*)

Por lo tanto a* maximiza u; (a) ug (a).

= u) (a*) ug{a*) 2 ug (e)uy (a).

2.4 Aplicaciones

2.4.1  Repartiendo un délar

Dos personas desean dividir un délar de alguna forma y si no llegan a un acuerdo
el délar se pierde. Podemos pensar que e y aj son las partes en que se divide siendo ag; la

parte que recibe el jugador i,
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A= {(a1,02) €R?: 0, + a3 <1y a; >0 para i = 1,2} y denotemos al desacuerdo
con D =(0,0) .

A cada jugador sélo le interesa la parte que va a recibir, El jugador i preficre
a € Aque b€ A a; > b;. De modo que la preferencia del jugador i sobre loterfas puede
representarse por una funcién u; : [0,1) — R, si los jugadores son adversos al riesgo ( u; es
cdncava ) y sin pérdida de generalidad u; (0) = 0.

Entonces .

S = {(81,52) € R?: (51,92) = (u1 (a1) ,u2 (as)) para alguna (a1,a) € A}. Clara-
mente es compacto ¥ convexo. Ademds S contiene a d = (u; (0), ug (0)) = (0,0) y existe un
punto s € S tal que s; > d; parai= 1,2. Por lo tanto (S, d) es un problema de negociacion.

Primero, supondremos que las preferencias de los jugadores pueden ser las mismas
entonces éstas pueden ser representadas por la misma funcién de utilidad por lo que (S, d)
es un problema simétrico.

Como los acuerdos que se pueden alcanzar son de la forma (a,1 - a) entonces
tenemnos que: S = {(s1,s2) € R%: (s1,8) = (u(a),u(l -a)) ,0<a<1}.

Por SIM sabemos que la solucién estd en 1a diagonal, es decir, lo argumentos son
iguales.

Por PAR tenemos que no puede ser solucién un punto que sea menor a alguno
del conjunto; entonces la manera de obtener la divisién mds grande con argumentos iguales
es (%, ;) . Por o tanto la solucién es (u (—}) u (%)), que corresponde al acuerdo [fsico de
repartir equitativamente el délar,

Ahora, si lns preferencias de los jugadores son diferentes la pareja (%, %) ¥ya no es
solucidn; la solucidn dependerd de la naturaleza de las preferencins,

Supongamos que el jugador 2 es mds adverso al riesgo entonces sus preferencias,
que antes estaban representadas por ug, pueden ser representadas por vy = ho uy, donde
sl R es una funcidn céneava y creciente con h (0) = 0; lo que implica que v, es también
creclente y cdicava,

Sen <S',d'> el problema de negociacién para esta situacién con funciones de utili-
dnd vy y wy; sea 2y la solucion de Nash para: maxocz <) up (2)ua (1 - 2) . y sea z, la solucién

de Nash para este mievo problema: maxge.<) vy (z) e (1 — 2)



Afirmacién

Si u,ug ¥ h son dil'erenclables y ademﬁs 0< Zu) Zy < 1, entonoes zy es solucién
e 55 () % ¥ % es solucién de 3-}{-3 hy “;(f,;',_“, bt
H=u(2)u(l-z)= % =u(z)uy(1 - 2)(-1) + ua(1 -z)u, ()
por lo tanto H' = 0 ¢=> —; (z)u,(l -2)+ug(l - 2)uy(z) =0 <= ;{% :,(i::
H=v(z),2(l-2)= 4 = =uy (2)h(ug (1= 2))—h'(uz (1 - z))u, (1-2z)uy(2)
H —Oﬁul (z)h(ug(l-z)) B (i (1= 2))ug (1l —2)uy (2) =

l('; h(ua(l z))us 1-2)
uy(z ug(l-2z

Si h es una funcién céncava sabemos que k' (t) < __(_1 para todo ¢. Ahora por el

teorema del valor medio sabemos que existe tg, tal que,

h(8) - h(0)

o =h ) 2 K.

h(t) = h(0) = h'(to) (¢t~ 0) =

En nuestro contexto de la divisién del délar por lo anterior obtenemos:

' U
W (g (1 2)) < M= o (g (1 - o) il < Maaltogh
B (ua(1-2))ug(1- 2(1=

(u;n((u:('l))-u:)() < :;El":% R

- Wl 2w (1-2)
h(w(1-2))

b - e e - — -

=
Fp------
L4

[

4
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2.4.2 Negociando salarios

En el ejemplo anterior se especifica la divisién de una cantidad de dinero, en otros
casos el acuerdo puede ser muy complejo. En el contexto de negociacién entre una compaiifa
y un sindicato el acuerdo puede especificar un acuerdo de futuros pagos, beneficios o niveles
de empleo.

Consideremos un caso relativamente simple:

Una compaififa y un sindicato negociando un paquete de sueldo-contrataciones.

¢ Supongamos que el sindicato representa a L trabajadores y que cada uno de ellos

puede obtener un sueldo de wy fuera de la compaiifa.

» Sila compaiifa contrata a € trabajadores, entonces produce f (£) unidades de producto.

(f (€) = produccién obtenida de ¢ trabajadores.)
» Supongamos que f (£) cs estrictamente céncava y f (0) = 0; f (€) > &wyp para algiin &

e Consideremos el precio del producto normalizado a 1.

Un acuerdo es una parcja de sueldo-empleos (w, €).

La utilidad de Von Neumann-Morgenstern de la compaiifa por dicho acuerdo es la
produccién obtenida de £ trabajadores menos el sueldo de los mismos : f(€) — w,

La utilidad del sindicato es la cantidad total de dinero recibida por sus miembros:
fw (L — &) wy.

e Restringimos los acuerdos a las parejas de utilidad (w, €) en las cuales el beneficio de

la firma ¢s no negativa, es decir, w < L%Q y los sueldos son al menos wy.

¢ Las parcjas de utilidad que se pueden obtener por acuerdo son:

S = {(f ()~ bwbw+ (L - Quwo): f(8) 20,088 < Lyw 2w}

Si las dos partes no llegan a un acuerdo Ja compaiifa obtiene un beneficio de cero
va que, f(0) = 0y el sindicato obticne como beneficio los salarios fuera de la compaiifa:
Luy. Por lo que el punto de desacuerdo es: (0, Luwg).

Cada pareja de utilidad toma la forma (w, £) donde wp S w < L%‘l
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Podemos re-escribir al oonjuntb S como:

S={(s1,5) €R?: 51 +s2=f(€)+(L—Ewo;s 20,52 > Luwg)

Sea £* el tinico maximizador de f(€) + (L — £) wp entonces:

S={(s1,32) €R? 15+ 5 < f(€) + (L~ E)wp;8 20,87 > Lwp) . Este es un
conjunto convexo y compacto que contienc al punto de desacuerdo (0, Lug) . Por lo tanto
{S,d) es un problema de negociacidn,

Analicemos esta situacién, como siempre sea
SN = argmax (s; - d1) (sg — da) = argmax {.91 (32 - L') ; con (s1,82) en el tridngulo S}.

J¥ = argmax ((f (6) - ) = 0] (6w + (L — €) o) — Luo]

\

) 076“5"-’ &

L =lw
N,

P’

.[.&U’)d-(u *)wo sa
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Sea H = [f (€*) — €*w] [€*w + Lwg ~ € wy ~ Luwg) = (f (€°) = €'w) (°'w ~ €*up)
= = (€ WP+ (Eun + 07 () w = Cunf (£).
De modo que H describe una pardbola. Sus ceros son; ﬂ;—l y wg.

/l%l wo \

Figura 2.4:

Su punto medio } (/-E[—l +wo) es donde alcanza el méximo ya que H' = ~20*w +
PRSI .t(ee
[Pf@W+%PVMJ=0¢$w="“ﬁy)”“=%r{?)+wﬂ.
Por lo tanto § [LSQ +wu] = w = w"* da el 6ptimo, que se interpreta como el

promedio del sueldo fuera de la compafa y las unidades producidas por trabajar.

Asf ya se tienen las contratuciones que maximizan. Ahora al sustituir w* debemos
obtener s},

sp=L(0) - 0w = () = [F(ED v wn)] = () - 4£(€) - $ew

= 5[ (6) = ey

Por lo tanto arg max,yw, [f (€°) — €w] € (w — wp) = (% [!-Sl—) + wo] ,L") .
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2.5 ;Es superfluo algiin axioma?

Se ha mostrado que los cuatro axiomas de Nash definen, de manera iinica, una
solucién negociada, pero no se ha descartado la pasibilidad de que algin subconjunto de
éstos axiomas sea suficiente para determinar la solucién vinica.

Para mostrar que ningin axioma es superfluo, se exhibirén (para cads axioma)
soluciones que no cumplan con alguno de ellos, pero satisfagan los tres axiomas restantes y

se verd que las soluciones son diferentes a la solucién de Nash.

INV Sea g : R} — R una funcién creciente y estrictamente cuasicbncava (es decir:
g(az; + (1 —a) za) > min{g(x1),g(z2)}), y supongamos que cada uno de los puntos del
conjunto g (x1,T3) = c tiene recta tangente con pendiente —1 cuando ) = z3.

Considérese la solucién negociada que asigna a cada problema de negociacién (S, d)
el maximizador (Unico) de g(s; — dy, 82 — d3) sobre {s€ S : s 2 d}

Esta golucién satisface PAR e IAI ya que es el maximizador de una funcién cre-
ciente, Satisface también SIM por 1a condicién de la pendiente de su frontera.

Para mostrar que la solucién difiere de la de Nash, tomemos la funcién particular
g{z1,%2) = /F1+ /T2 y consideremos el problema de negociacién (S,d) en el cual d = (0,0)
y S es el casco convexo de los puntos (0,0),(1,0) y (0,2).

El maximizador de g para este problema estd en 28y + s2 = 2. Como
g(s—di, 82 ~da) = Vay —di + Va2~ dz = /51 + /@2 ¥ puesto que 8, = ‘2(1 ~381)
tenemos: _](81, 82) = /a1 +2(1 = 1), por lo tanto g,, (81, 82) = _\J?T e 0=
T \/2“‘ w3 /21~ 81) = 2,/87 43 2(1 ~ 8)) =48 ¢ 2=63; &

3= 3 ysp= 5

Ahora la solucidn de Nash es diferente pues:

SN (s1,82) = (3) — dy) (52 — dp) = 3189 = 8; (2(1 - 81)) =28, (1 — #,) por lo tanto
(f ) (81,92) =281 (=1) +(1 —5)2 =06 2(1 —35;) =28, &
gy = — y s2=1
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©.2)

24 &:,,:2.

09

(10

Figura 2.5

SIM Para cada o € (0, 1) considere 1a solucién f* que asigna a (S, d) la parcja
de utilidad:

‘ -d)® —d l-a
arg(dhdlzr)lg)((nn)(sl 1)" (52 — d2)

La femilia de soluciones {f®} 4,1y 5€ conoce como la familia de soluciones

asimélricas de Nash.

Para el problema (S, d) en el cual d = (0,0) y S es el casco convexo de (0, 0), (1,0)
¥ {0,1) tenemos que para a # §, f* (S, d) difiere de la solucién de Nash.

Cada f* satisface INV, IAI y PAR por los mismos argumentos que la solucién de
Nash,

[ (s1,92) = (81~ dy)* (s~ dp)' * = 5T (1= 5))'y
(F2) s1,m2) = ()™ (1 - )1 ~ (2US), par 1o tanto
(F), (51,82) =03 a(31) 77 (1~ )~ = (LA
@a(l-s))=s(l-~a)®s=a y sp=1-a

Mientras que para Nash:

TV (s1,99) = (51 — d1) (83 — dy) = 8193 = 8, (1 — ;) por lo tanto
(f"')n Gus)=s(-N+(1-g)=000-s)=s5n=3y n=1

(1)

§ ¢ 5™

(10
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TAI Para cualquler problema de negociacién (S, d) sea 57 la méxima utilidad que
el jugador i obtiene en {s € S : s > d} para i = 1,2. Consideremos la solucién f** (S, d) que

asigna a (S,d) el miembro maximal de S sobre la lfnea que une a d y (37, 53).

(80)

Para el problema de negociacién en el cual d = (0,0) y S es el casco convexo
de (0,0, (1,0), (4, 1) (0.3) tenemos que f4(5,d) # f¥ (S,d), en cfecto f*¢(S,d) es la
interseccion de las rectas: ) — 25 =0y 81+ 82 =1,esdecir, s; =2 y s =1.

Y por el ejemplo anterior sabemos que f¥ (S, d) = (%, %)

Es inmediato que la solucién satisface SIM, PAR e INV.

Esta solucidn se conoce como la solucidn de Kalai-Smorodinsky.

©.172) I , (1)
: S m:.m)i yx2
» xy=1

©0) (1.0)

PAR Cousideremos la solucién f¢ definida por f9(S,d) = d. Esta solucién satis-

face INV, SIM e Al y cs diferente a la solucién de Nash.

Para cada uno de los cuatro axiomas se ha descrito una solucién diferente a la de
Nash que satisface los tres axiomas restantes.

Algunas de estas situaciones tienen axiomatizaciones interesantes:

Diremos que una solucién negociada f satisface racionalidad individual fuerte
(RIF) si f(S,d) > d para cada problema de negociacion (S,d) . Entonces una solucién
satisface INV, PAR, IAL y RIF si y sélo si es una solucién asimétirca de Nash, (esto es, de

la forma f° pera algin a € (0, 1)).
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La solucién de Kalai-Smorodinsky, f**, es la nica solucién que satisface INV,
SIM, PAR y un axioma de “monotonicidad”, el cual requiere que si $ C T'y si parai=1,2
las utilidades méximas que el jugador i puede obteneren {s € S:s2d}y {s€T:s5 2 d}
son las mismas, entonces cada jugador recibe al menos tanta utilided en la solucién de (T, d)

como en la soluci6n de (S, d).

Finalmente, la solucién f¢ que asigna a cada problema de negociacién el punto de
desacuerdo es la tinica solucién distinta a la solucién de Nash que satisface INV, SIM, IAl 'y

la condicién de que cada solucién dé a cada jugador a} menos su utilidad en el desacuerdo,

De este modo PAR puede ser reemplazado por RIF en la caracterizacién de Nash,

2.6 Extension de la teoria

2.6.1 Mads de dos jugadores

Todos los argumentos concernientes a la solucién de Nash pueden ser extendidos a
situaciones en las cuales hay més de dos jugadores. Si hay 7 jugadores entonces un problema
de negociacién es una pareja {S,d), en la cual S es un subconjunto, convexo y compacto,
de R", d € S, y existe s € S tal que s; > d; para i =1,..,n.

Los cuatro axiomas INV, SIM, IAI y PAR pueden ser extendidos para aplicarse a
problemas con n jugadores, y puede mostrarse que la inica solucién negociada que satisface

los axiomas es la funcién que asocia a cadn problema (8, d) el vector de utilidades:
n
8T MAX4< ¢ § I_I] (8; = di).
i=

2.6.2  Una interpretacién alternativa de la ufilidad

Hasta ahora se han interpretado los elementos de S como parejas de utilidades
devivadas de las preferencins de los jugadores sobre loterfas’ en el conjunto de acuerdos
fisicos. Se ha supueslo que estas preferencias satisfacen las condiciones de Von Neumann y
Morgenstern, de manera que las funciones de utilidad que Jas representan son dnicas salvo

una transformacién affn, Bajo esta suposicién, el axioma INV es apropindo,

"Izntendemos por loteria el evento en el cual ¢l acuerdo a se alcanza con probabilidad p y el evento b se
alcanza con probabilidad (1 - p). Usunlmente sc denota {pa + (1 —p)b} .
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Existen interpretaciones alternativas en las cuales el riesgo no entra explicitamente.
Para hacer que la teorfo de Nash tenga sentido se requiere sélo que‘lus utilidades representen
las preferencias sefialadas de manera tinica salvo una transformacién affn,

Una alternativa para comenzar con una preferencia del jugador sobre loterfes es
adoptar como primitiva lo preferencia del jugador sobre el conjunto de acuerdos combinada
con sus respuestas a todas las preguntas posibles de la forma “}Prefieres a que a' mis de
lo que prefieres b que l{'?".

Bajo suposiciones adicionales las preferencias de los jugadores pueden ser repre-
sentadas por una funcién de utilidad que es \nica salvo una transformacién affn.?

Anteriormente (repartiendo un délar) se han interpretado los resultados como
mostrar ¢l efecto de cambios en el grado de adversién &l riesgo de los jugadores sobre la
solucién de Nash. Bajo la interpretacién alternativa de la utilidad presentade aquf, los
resultados muestran el efecto de cambios en la razén a la cual ias utilidades marginsles de
los jugadores decrecen. Particularmente los resultados para el juego dividiendo un délar son
los siguientes: Si la utilidad marginal del jugador 2' decrece més répido que la del jugador 2,
entonces la parte del délar para el jugador 1 en la solucién de Nash, es més grande cuando
su oponente es el jugador 2' que cuando es el jugador 2. Si 1a utilidad marginal del jugador
2 decrece més rapido que la del jugador 1 entonces la parte del délar para el jugador 1 en

la solucién de Nash excede o §.

2.6.3 Una definicion alternativa del Problema de Negociacidn.

Un problema de negociacion, como se ha definido hasta ahora, consiste de un
conjunto S, convexo y compacto contenido en R2 y un elemento d € S. Sin embargo, la
solucién de Nash en (8, d) depende solamente de d y de la frontera de Pareto de S.

Bl que § sea compacto y convexo es importante sélo mientras estas condiciones
aseguren que la frontera de Pareto de § estd bien definida y es céncava.

Iin lugar de comenzar con el conjunto S, se podfan haber impuesto los axiomas a
o problemu definido por una funcién céncava no decreciente (y un punto de desacuerdo

). Como se hard posteriormente.

Wer Krantz, Luce, Suppes y Traversky; Foundations of Measurement, Vol. I; 1971
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Capitulo 3

ENFOQUE ESTRATEGICO:
MODELO DE OFERTAS
ALTERNANTES.

3.1 Enfoque estratégico

En el enfoque axiomético el resultado de la negociacion esté definido por una lista
de propiedades que debe cumplir. En el enfoque estratégico el resultado es un equilibrio de
un modelo explicito del proceso de negociacion.

Cualquier modelo estratégico incorpora una descripeién detallada de un proceso
de negociacién. Como veremos una gran variedad de tales procedimientos, nos enfrentamos
con la diffcil tarea de formular un modelo manejable que exprese las influencias principales
en el resultado.

Un modelo complejo que imponga poca estructura a la negociacién es improbable
a rendiy resultados definitivos; un modelo simple puede omitir un elemento clave en la
determinacion del arreglo. Con esta observacién en mente, se construye en este capftulo
un modelo que se concentra en s6lo un hecho sobresaliente de la negociacion: la actitud del

participante ante la demomn.



3.2 La estructura de la negociacion

3.2.1 Elementos de la situacién que se modela.
o Dos jugadores negocian sobre un  “pastel” de tamarnio 1.
e Un acuerdo es una pareja (21, z2), donde z; es la parte del pastel para el jugador i.

o El conjunto de posibles acuerdos es
X={(zz)eR:m1+23=1yz 20parai=12}.

s Las preferencias de los jugadores sobre X son diametralmente opuestas. Cada jugador
s6lo se interesa por la parte del paste] que va a recibir y prefiere recibir mds que menos.
Esto es, el jugador i prefiecre £ € X a y € X si y s6losi z; > y;. Debemos notar que X
¢s el conjunto de acuerdos, no ¢} conjunto de parejas de utilidad, no estamos prestando

atencién al caso en el cual lo anterior es un segmento de recta.,

Este es un arreglo simple, pero es o suficientemente rico para incluir los ejemplos
antes estudiados en la seccién de Aplicaciones. En el caso de la divisidon de un délar,
interpretamos como z; la cantidad del mismo que ¢l jugador ¢ recibe. En el modelo de
negaciacién de salarios, z; es el beneficio de la compafifa. Ahora en un caso de negociacién
del precio de venta de un bien indivisible, por ejemplo, z; serfa el precio que el comprador

paga &l vendedor.

3.2.2 El proceso de negociacién.

Los jugadores pneden actuar sélo en tiempos de un conjuntoinfinito T = {0,1,2,...}.

En cada tiempo ¢ € 7" uno de los jugadores, digamos j, acepta la oferta: escoge
(A), o la rechaza: escoge (R). Sila oferta es nceptads, entonces la negociacién termina y el
acuerdo se implementa. Si la oferta es rechazada, entonces la jugada pasa al tiempo ¢ + 1,
en este periodo el jugador j propone un acuerdo, que el jugador ¢ podria aceptar o rechazar.
kil juego continiia de ests manera; cada vez que una oferta es rechazada, la jugada
pasa al siguiente periodo, en el cual es el turno, del jugador que rechazé, para proponer un

acuerdo.
@ No hay lfmite en el mimero de perfodos.

e Una vez que una oferta ha sido rechazada queda vetada.

—
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Figura 3.1:

El jugador que hizo la oferta es libre para proponer cualquier acuerdo en el futuro,

No hay restricciones en lo que se debe o no aceptar.

En todo momento, cada jugador conoce todas sus “movidas” previas y todas las del

otro jugador.

Este procedimiento se modela como un juego extensivo. Por conveniencia se da al
juego una estructura de tiempo explicita. Los dos primeros perfodos del juego se

muestran en la figura de la siguiente pdgina.

El juego comienza en la parte alta del drbol y ¢l tiempo empieza en el perfodo 0.
El mimero nl lado de cada nodo indica el jugador al que le toca moverse en ese perfodo.
Asf el jugador 1 es el primero en moverse; tiene un continuo (una infinidad no numerable)
de elecctones (indicado por el tridngulo anexado a su nodo de decisién). Este continuo
corresponde a los acnerdos (miembros de X) que el jugador 1 puede proponer.

Cada proposicién posible lleva a un nodo de decisién para el jugador 2, en el cual
acepta (A) o rechaza (R) la proposicién. (Se sciiala el nodo correspondiente a la propuesta
2.

Si el jugador 2 rechaza la oferta del jugador 1 (rama a mano izquierda), entonces
¢l juego pasa al periodo 1, donde es el turno del jugador 2 para hacer una oferta.

Una oferta tipica del jugador 2 s z!; para cada oferta, el jugador 1 elige A o R.
Si el jugador 1 escoge A, entonces el juego termina con el resultado (z', 1}, si escoge R
el juego continda, entonces el jugador 1 hace una oferta mds, el jugador 2 responde y asf

sucesivamente,
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Hay que notar que el drbol es infinito en dos aspectos:

Primero, en cualquier nodo donde un jugador haga una oferta, existe un continuo
en lugar de un nimero finito de elecciones. Consecuentemente no es posible mostrar en el
diagrama cada nodo subsecuente del otro jugador. Se ha seleccionado una apcién “tfpica”
en cada punto mencionado.

Segundo, el drbal contiene trayectorias no acotadas en las cuales todas las ofertas
son rechazadas, de manera que nunca se alcanza el nodo terminal. se asume que cada
trayectoria lleva al mismo resultado, el cual denotamos D (desacuerdo).

Nétese también que los papeles de los jugadores son casi simétricos, la tnica
asimetrfa es que el jugador 1 es el primero en hacer una oferta.

En lugar de etiquetar a los nodos terminales, aquellos en los que se concluye un
acuerdo, con pagos, se les han anexado etiquetas de la forma (z,t), dada la naturaleza
del acuerdo y el tiempo en el cual es alcanzado. También se ha supuesto que todas las
trayectorias infinitas, en las cuales el acuerdo nunca es alcanzado, llevan al mismo resultado
D.

A fin de analizar las opciones de los jugadores tenemos que especificar sus prefe-
rencias sobre estos resultados. Pero antes de hacerlo (siguiente seccién), hay que notar
que al definir un resultado ya sea conio una pareja (z,t) o D hemos hecho una suposicién
restrictiva acerca de estas preferencias:

Para cualquier perfodo ¢ > 1 muchas trayectorias llevan, a través del drbol, a un
nodo terminal con etiqueta (x, t), ya que se asigna este resultado toda vez que los jugadores
acuerden z en el tiempo ¢, sin importar la trayectoria previa a las ofertas rechazadas, (En
el diagrama 3.1 no es claro ésto, dado que s6lo contlene una oferta “tfpica” en cada estado).
Asi suponiemos que los jugadores se preccupan sélo por la naturaleza del acuerdo y el tiempo
en el que se¢ aleanza, no por la secuencia de ofertas y contraofertas que llevan al acuerdo.

Ein particular, ningiin jugador lamenta haber propuesto una oferta que se rechaza,
Andlogamente, se supone que los jugadores son indiferentes acerca de la secuencia de ofertas
y rechazos que llevan al desacuerdo.

Finalmente notemos que la estructura del juego es diferente a la de un juego de
tepeticidn. La estructura de este drbol es repetitiva, pero una vez que el jugador acepta

una oferta, el juego cesa de repetirse,
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3.3 Preferencias

3.3.1 Suposiciones.

En el enfoque axiomdtico de Nash, las preferencias de los jugadores sobre los
resultados ffsicos son justificadas por sus actitudes ante el riesgo; se vié en la seccidn;
Extensi6n de la teorfa, que las preferencias sobre resultados ffsicos solamente, pueden no
ser suficiente parn determinar una solucién. Aquf, la estructura del juego requiere que
incluyamos en la descripcién de las preferencias de los jugadores sus actitudes hacia acuerdos
alcanzados en varios puntos a la vez. Estas preferencias de tiempo son la fuerza motriz del
modelo.

A fin de completar la descripeién del juego necesitamos especificar las preferencias
de los jugadores.

Se supone que cada jugador i = 1,2 tiene un orden de preferencia completo,

transitivo y reflexivo, =;, sobre el conjunto (X x T) U {D} de resultados.

Definicién

Un juego de negociacién de ofertas alternantes es un juego extensivo con la
estructura definida en la seccién 3.2, en el cual el orden de preferencia, =%;, de cada jugador

sobre (X x T') U {D} es completo, transitivo y reflexivo.

. En el anilisis principal de este capftulo se imponen ciertas condiciones sobre los
érdenes de preferencia de los jugadores. Estas condiciones son lo suflcientemente débiles
para permitir una amplia variedad de preferencias. En particular, preferencias sobre X x 7"
para el jugador i que son representadas por la funcién S (z;) donde 0 < & < 1y u; es

cualquier funcion coneava creciente. A §; se le conoce como factor de descuento.

Especificamente nuestras suposiciones son las siguientes:
Primero, el resultado menos preferido es D.
Al (¢l desacuerdo cs el peor resullado),

Para todo (2,8} € X x T tenemos (z,t) = D.

Las condiciones restantes son concernientes al comportamiento de <; en X x 7"

e e e e e v . ——————— . At A,
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Primero, se requiere que entre acuerdos alcanzados en el mismo perfodo, el jugador
i preficra valores mds grandes de z; y prefiera obtener cualquier particién del pastel “ahora
que después”.

A2 (el pustel es deseado)

Para cualquier t € T, 2 € X y y € X tenemos (z,t) > (y,t) & = > yi.

A3 (el tiempo es valioso)
Para cualquier t € T, s € T 'y ¢ € X tenemos (z,t) =i (z,s) si t < 8, con

preferencia estricta si z; > 0.

A continuacién suponemos que el orden de preferencia del jugador ¢ es continuo,

Ad (continuidad)

Scan {(z, t) }ox; ¥ {(¥n,5)}52; 1as sucesiones de miembros de X x T para las cuales
limp-oo2n = ¥ limpoo Yn = . Entonces (z,t) > (y,5) cada vez que (zn,t) =i (yn, )

para todo n.

I}l orden ¥ satisface las suposiciones A2 hasta A4 si y sélo si las preferencias de ¢
sobre X xT pueden ser representadas por una funcién de utilidad continua Uy : [0, 1)xT — R
que es creciente en su primer argumento (la parte recibida por i} y decrediente en su segundo
argumento (el perfodo en el que se recibe) cuando el primer argumento es positivo,

La siguiente suposicién simplifica grandemente la estructura de las preferencias,
Requiere que las preferencias entre (z,t) y (v, s) dependan sélo de z , y y lo diferencia s —¢.
Asi, por ejemplo, ésto implica que si (i, 1) ~; (y,2) entonces (z,4) ~; (, 5).

A (estacionalidad)

Para cualquier t € T, 2 € X y y € X tenemos (z,8) = (y,t+1) &

{(z,0) = (u, 1}.

Si el orden de preferencia >; satisface A2 hasta A5 entonces existe una funcién
de utilidad U; que representa las preferencias de i sobre X x T' y tiene la forma es-
pecifica: para cada § € (0,1) existe una funcién continua creciente u; : [0,1) — R tal
que Us(z,t) = &u;(z;).
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Hay que notar que para cada valor de § pedemos encontrar una funcién adecuada
u; (no necesariamente céneava), y que el valor de é no esté determinado por las preferencias
de los jugadores.

Para facilitar el andlisis subsecuente es conveniente introdueir notacién adicional.

Para cualquier resultado (z,t) se sigue de A2 a A4, que existe un dnicoy € X tal
que ¢! jugador 1 es indiferente entre (z,t) y (¥,0) (en cuyo caso A3 implica que si ; > Q y
t > 1 entonces y; < i), 0 que cada resultado (y,0) (incluyendo y; = 0) es preferido por ¢ a
(z.t).

En efecto, si (x,t) >; (y,0) para todo y, en particular deberfa cumplirse para
y = z, pero eso serfa (zr,t) >; (z,0) lo que podria pasar sélo si t < 0. Lo cual es una

contradiccién.

Definamos v; : [0,1] x T — [0,1] para ¢ = 1,2 como sigue:

vi(wiy t) = { M i (#:0) ~i ()
0si (y,0) > (z,t) paratoday € X

El andlisis puede ser simplificado haciendo la suposieiéon més restrictiva de que
para toda (z,8) y para i = 1,2 existe y tal que (y,0) ~; (z,t). Esta restriccién deje fuera
algunos casos interesantes y por lo tanto no se ineluye aquf,

Se signe dela definicién de v; que st vi(z;,t) > 0 entonces el jugador i es indiferente
entre recibir vi(z;, t} en el perfodo 0y z; en el perfodo ¢, esto es vi(zi,t) ~; (zi,t). Con un
pequeiio abuso de notacion nos referiremos a vi(z;,t) como el valor presente de (zg,t) pam
¢l jugador 1 atin cuando w(ey, t) = 0.

Nétese que (y,0) 7 (z,t) cada vez que g5 = vi(zi, t) y (¥,¢) =5 (z,8) cada vez que
iy, ) > (i, 8).

51 ¢l orden de preferencia 2=; satisface las suposiciones Al hasta A4, entonces
para cadu ¢ € T la funcion w; (+,t) es continua, no deereciente y creciente cada vez que
#i (i, £) 2 0, mds atin, tenernos w; (2, t) < z; para cada (z,t) € X X Ty v; (i, t) < 2; cada
vez que o > 0y £ 2 1, Suponiendo ademds A5, tenemos que v; (v (24, 1), 1) = v; (24, 2)
para cualguier ¢ € X,

Un ejemplo de las funciones vy (v, }) y v2 (-, 1) se muestran en la siguiente figura,

Bajo la suposicion A3 cualquier cantidad dada vele menos entre mds tarde se

reciba.  La condicién final que se impone a las preferencias es la de que la pérdida por

— et ——— — — —— — — T — — — — ——— ——



demora asociada a cualquier cantidad dada es una funcién creciente de la cantidad.

A8 (pérdida creciente por demoru)

La diferencia z; ~ vi(z;,1) es una funcién creciente de z;.

Bajo esta suposicion la gréfica de cada funcién v(+,1) en la figura (3.2) tiene una
pendiente (relativa & su orfgen) de menos de 1 en cualquier punto,

La suposicién A6 también restringe el caracter de la funcién u; en cualquier re-
presentacién 8ty (z:) de & .

Afirmacién

Si 1; ¢s diferenciable entonces A6 implica que 8u; (2;) < u; (v; (2, 1)) siempre que
vi (.'1:.', i) > ()

Demostracion:

ﬁ'j%: (i~ v (20, 1)) 2 0= 1 — ) (z;,1) 20=> vé (z:,1) 1

o (Vi) ~ Uy (vi (24,1) ,0) < 0=

i

g [5lu; (z:) — 8% (v (24, l”] <0=

z;
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b (i) — v (v (23,1)) v; (2:,0) S 0=
Gu; (zi) — u:-(v.- (zi)1)) € Guz (=) - uﬁ(v,- (ziy1)) vé (zi,0) <0=>
Bu; () < ug (vi (i,1)

Esta condici6n es mds débil que la condicién de concavidad de u;, la cual dice que
u; (z;) < u (vi (zi, 1)), es decir, en una funcién céncava la derivada del menor es mds grande

que la del mayor.

1\

|

l

|

1

' i

: |
vfw' y L,
W, T4
Figara 33 ™

Esto completa la especificacién de las preferencias de los jugadores.

Como no existe incertidumbre explicita en la estructura de un juego de negociacién
de ofertas alternantes, y como restringimos la atencién a situaciones en las cuales ningin
Jjugador usa ningin mecanismo de azar para hacer su eleccién, no hay necesidad de hacer

suposiciones acerca de las preferencias de los jugadores sobre resultados inciertos.

3.3.2 Lo interseccién de las graficas de v (+,1) y v2(+,1)

En el anilisis subsecuente la interseccién de las gréficas vy (:,1) y va(+, 1) tiene
especial significancia.

Se mostrard shora que la interseccién es iinica, esto es, existe sélo una parejn
(r,u) € X x X tal queyy = vy (21, 1) y 22 = (32, 1) .

Esta unicidad se ilustra en la figura 3.2,




Lema 2

Si el orden de preferencia >, de cada jugador i satisface A2 hasta A6, entonces
existe una \inica pareja (z*,3°*) € X x X tal que 3} = v (z},1) y =) =w(y3,1).
Demostracidn:
Parn cada z € X sea ¥ (z) = (V1 (z), ¥2 (z)) el acuerdo para el cual
¥, (z) = v; (21,1), y definamos H : X — R por H (71, 23) = 23 — v3 (V2 (z), 1) que resulta
una funcién continua. -
La pareja de acuerdos = y y = W2 () satisface también zp = uy (y, 1) =
H(z) =0, esto es, 13 = va (Y, 1) > z3 = n (V2 (z),1)

v:[0,xT—=[0,1]=0<Lv()<1
H(0,1) =1 -vy(¥3(0,1),1) >0y H(1,0) =0 -1 (¥5(1,0),1) < 0
Sea f (z)) = H (21,1 — z;), entonces
F(0)=H(0,1) 20y f(1)= H(1,0) < 0 por lo tanto como f (z1) es una funcién continua,
el tearema del valor intermedio garantiza que existe Z;, un cero de f(z;) que se traduce en
cero de H.
H(z)=z3 —va (V2 (2}, 1) = (1 = 2y) —va (V2 (z),1) + [v1 (z1,1) — vy {1, 1)]
=[vy (21, 1) ~ 2] + [~ (2, 1) =0 (1 = vy (z,1),1)] = f(z)

Por el axioma AG v;{2,1) — @; es decreciente y como v; (z;,1) es no decreciente
en x; los dos sumandos son decrecientes.

Con lo que tenemos que f es continua y decreciente lo que implica que existe un
Ty = 1
tnico cero. Il cero es la pareja (2*,3*) que es la interseccién de las rectas: 2= vy 1)

n=v(zy,1)

3.3.3 Ejemplos

Posteriormente se seguird trabajando con la funcién de utilidad U; definida por
Uy (e, t) = 8wy pars todo (z,t) € X x T'y U; (D) =0donde 0 < 6 < 1.

Afiramacién

Las preferencias que representa esta funcién satisfacen A1 hasta AG6.

Demostracion:
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Al
P.D. (z,t) = D
Para todo (z,t) € X x T tenemos que &fz; > 0= U; (zi,t) 2 Ui (D)
A2
P.D. U; (.'c‘ t) >Us (y,t) T D W
=) 8z > Sy = x>y
<=) Ty D> Y= 6{2?,' > 6§y.- = U; (:r, l) > Uy (y, 8)
A3
P.D. Ui (z,t) 2U; (z,8) sit < s
Para 0< 2, <1y 0<6 <, t< 848> 8 o 8ay > 8z
== Ui (z,8) > Ui (z, s).
A4

P.D. U; (zn,t) 2 U; (yn, 8) = Ui (z,t) 2 U; (y, 5} cuando ,l‘\_% Tp=xy
’l‘l_% =1

U (zn t) 2 Ui (yn, 8) = 8zn, > blyn, =>rl‘i_% 8t an, 2,113_% Btyn, = 8tz 2 bly
= Uy (z,t) 2 Ui (y,9).

Ab

P.D. Ui(z,t) 2 Ui (y,t -+ 1) & Ui (z,0) 2 Ui (y,1)

Uiz, t) 2 Ui (y, 1+ 1) & 8ty 2 60y o0 1 > 61y & Uy (2,0) 2 Ui (9, 1)

Nos referimos a &; como el factor de descuento del jugador i y a las preferencias
como preferencias de tiempo con tasa constante de descuento, (Este es ¢l nombre conven-
cional de las preferencias. Sin embargo, dado que cualquier preferencia que satisfaga A2
hasta A5 puede ser representada sobre X x T' por una funcién de utilidad de la forma
btu; (x;) o rasgo distintivo es la linealidad de w;, y no la constancia de la tasa.

Se tiene v (g, 1) == 6l en este caso.
& Lo

| 4]
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-
V)
v
_{_.f Yo
g /H_.J‘-*' .
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Ejemplo

La funcién de utilidad definida por U; (z;,t) = % — it y Ui (D) = —00, donde
¢ > 0 representa preferencias para el jugador i satisface Al hasta A5, pero no A6,

Demostracion:
Al
Para toda (z,t) € X x T tenemas que z; —¢;t > —00 = Uj(z;,t) 2 Ui (D)
A2 '
Ui(zt) 2Ui(nt) @ Ty~ Gt Spi—cit & 2 > pi
A3 '
t <= —git > ~cis = T; — it > x5 — 8 = Ui (z,t) 2 Ui (y, 8)
Ad
Ui (%0, ) 2 Ui (41 8) = Tn, = Git 2 Yoy — Ci8 Shim, (2o —cit) 21im (g, ~ cio)
= 7 ~cit 2 yi — s = Ui (z,8) 2 Ui (v, 9)
A5

Uiz, t) 2Ui(pt+ ) S zi—cit> i —ai+l)zi>yp-o
& Ui(z,0) 2 Ui (wi,1)
Veamos ahora que el axioma A6 no se cumple
xi — ¢t sl 4 2> it '
0 otro caso
Asf si z; 2 ¢t entonces v; (zy,1) = 2; — ¢;, de modo que z; — v; (%i, 1) = ¢; que es

Se tiene v; (:E,',l.) =

constante en lugar de ser creciente en ;.

(i 0
P ya
Y
R
hh .
7
/Y ’
/ qu .
2%y

Cs XNy
Figura 3.5:

Nos referimos a ¢; como el costo de demora o costo de negociacidn del jugador i,
y a lus preferencias como preferencias de tiempo con un costo de demora constante.

Hay que notar que aunque las preferencias con costo de demora constante violan
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AS, sigue existiendo una pareja tnica (z,y) € X x T tal que y) = vy (z1,1) y 22 = v (y2, 1)
siempre y cuando c) # cz. Ver grifica en la seccién 3.9.2

Nétese también que las dos familias de preferencias son cualitativamente diferen-
tes. Por ejemplo, si el jugador i tiene preferencias con una tasa de descuento constante
entonces es indiferente acerca del tiempo de un acuerdo que le dé 0, mientras que si tiene
preferencias con costo de demora constante prefiere obtener ese acuerdo lo antes posible.
(Como las preferencias con costo constante por demora satisfacen A2 hasta A5 pueden ser
representadns en X x T por una funcién de utilidad de la forma &fu; (2;). Sin embargo, no

existe un valor de & para el cual ; sea lineal.).

3.4 Estrategias

La estrategia de un jugador en un juego extensivo especifica una accién? en cada
nodo del drbol en el cual es su turno de elegir.
Asf en un problema de negociacién de ofertas alternantes una estrategia del jugador

1, por ejemplo, comienza especificando:
i) el acuerdo que proponeent=0y

ii) para cada parcja consistente de una propuesta del jugador 1 en¢ =0 y una contra pro-
puesta del jugador 2 en t = 1, la eleccién A o Ren ¢t = 1; y 8i R es escogida, una

contrapropuesta mds en el perfodo t = 2,

La estrategia contimia especificando acciones en cada perfodo futuro para cada
posible historia de acciones hasta ese punto. Es decir, las estrategias de los jugadores en un
Juego de negociacién de ofertas alternantes se definen de la siguiente manera:

Sea X* el conjunto de todas las sucesiones (z%, ..., z*~!) de miembros de X.

Una estrategia del jugador [ es una sucesién o = {0*};~, de funciones donde cada

una, asigna a cada historia una accién del conjunto relevante, Asf,

o': X' Xsitespary
o : X* — {A, R} sit es impar.

"Il plan e accién se llama o veces cstrategin pura para distinguirla del plan en el cual el jugador nsa
un mecanismo de azar para elegir su accién, En el presente trabejo no es necesario porque se permite usar
a log jugadores el azar sdlo cuando se dice explicitamente.
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La estrategia del jugador 1 consiste en dar una oferta en todo perfodo par ¢, para
toda historia de ¢ ofertas rechazadas, y una respuesta (aceptar o rechazar) en todo perfodo
impar ¢ para toda historia consistente de ¢ ofertas rechazadas seguidas por una proposicidn
del jugador 2. .

Anélogamente, una estralegia del jugador 2 es una sucesién T = {r*};2, de fun-

ciones, con

rt: Xt — {AR} sitespary
7 Xt — X sit es impar.

El jugador 2 acepta o rechaza la oferta del jugador 1 en cada perfodo par y hace
una oferta en cada perfodo impar.

El conjunto X© consta de la historia “nula” precedente al perfode 0, formalmente
¢s un sélo punto, de manera que ¢® puede ser identificado como un miembro de X.

Hay que notar que una estrategia especifica acciones en cada perfodo, para tode
posible historia de acciones linsta ese punto, incluyendo historias que son exclufdas por
acciones previas del jugador 1.

Toda estrategia del jugador 1 debe, por ejemplo, describir una eleccién de aceptar
o rechazar (A o R) en t = |, en el caso de que proponga (%, %) ent =0y el jugador 2
rechace esta oferta y haga una contraoferta, atn st su estrategia pide al jugador 1 hacer una
oferta distinta de (%, ‘2) ent = 0. Asf la estrategia del jugador 1 tiene que decir qué hard
en nodos que nunca serdn alcanzados si sigue las indicaciones de su propia estrategia en
perfodos de tiempo anteriores. Al principio ésto puede parecer extrafio. En la afirmacion
“hoy voy a realizar lo accidn x y maiiana tomaré la accidn: m en el caso de que realice x
hoy y n cn el caso de que haga y hoy" la Gltima condicién parece superflua,

5i el interés se centra en el equilibrio de Nash (ver seccién 3.6) entonces hay
tedundancia en esta especificacién de la estrategia. Supongamos que la estrategia o' del
jugador 1 dificre de la estrategia o sélo en las acciones que recomienda después de historias
que no se aleanzan cuando se sigue 0. Entonces las parejas de estrategias (0',1') y (a','r)
llevan al mismo resultado para toda estrategia 7 del jugador 2.

Sin embargo, se desea usar el concepto de subjuego en equilibrio perfecto (ver
seccion 3.7), entonces se necesita una estrategia del jugador para especificar sus acciones
después de historias que nunca ocurriran si usa dicha estrategia.

A fin de examinar lo éptimo de la estrategia del jugador i después de una historia
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arbitraria, por ejemplo después de una en la que el jugador j toma acciones inconsistentes
con su estrategia original, necesitamos contemplar la expectativa del jugador i sobre las ac-
ciones futuras del jugador j. Las componentes de la estrategia del jugador j que especifican
sus acciones después de dicha historia, pueden ser interpretadas como reflejar las creencias
de j acerca de lo que i espera que haga é} después de esta historia.

Hay que notar que no se pide que las estrategias scan “estacionarias”: se permite
que las ofertas y reacciones & ofertas dependan de eventos en todos los perfodos previos,
La suposicién de estacionalidad se hace algunas veces en modelos de negociacién, pero es
problemdtico. Una estrategia estacionaria es “simple” en el sentido de que las acciones
que recomienda en todo perfodo no dependen del tiempo ni de los eventos en perfodos
previos. Sin embargo, tal estrategia significa que el jugador j espera que i se adhiera a
su comportamiento estacionario ain si el mismo no lo hace. Por ejemplo, una estrategia
estacionaria en la que el jugador 1 siempre hace la propuesta (%, ;}) significa que atin después
de que el jugador 1 hizo la oferta (43, %) mil veces, el jugador 2 atn cree que el jugador 1
hard la oferta (%. %) en el siguiente perfodo. Si se desea suponer que las estrategias de los
jugadores son “simples”, entonces parece que en estas circunstancias uno debe suponer que

el jugador 2 cree que el jugador 1 continuaré ofreciendo (%, 41)

3.5 Estrategias como autémata

Una estrategia en un juego de negociacién de ofertas alternantes puede ser muy
compleja. La accién tomada por un jugador en cualquier punto puede depender arbitraria
mente en toda la historia de acciones hasta ese punto. Sin embargo, la mayorfa de las
estrategias que encontramos en lo siguiente de este trabajo tienen una estructura relativa-
mente simple.

Alora introduciremos un lenguaje que nos permite describir tales estrategias en
wna manera compacta y sin ambigiiedades,

Lavidea es simple:

= e codifican las caracteristicas de 1a historin que son relevantes para la eleccién de un

jugador en una variable lamada estado.

¢ Una acciin del jugador en cualquier punto estd determinada por ¢l estado y por el

valor de algunas vartables conocidas por todos.
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e Conforme el juego continia, (el estado puede cambiar o puede permanecer igual), su
progresién esté dada por una regla de transicién, Asignando una accién o cada uno
de los varios estados (generalmente no muchos), y dando una regla de transicién, lo
cual es frecuentemente més simple que especificar una accién después de cada una de

las historias posibles.

Las variables conocidas incluyen la identidad del jugador de quien es €] turno
moverse y €l tipo de accién que debe tomar (proponer una oferta o responder a una oferta).
La progresién de estas variables esté dada por la estructura del juego. Estas variables
incluyen también la actual oferta sobresaliente y, en algunos casos, 1a oferta que se rechazd
més recientemente. .

A continuacién se presentan las descripciones de los perfiles de estrategias en

tablas:
estado Q estado P
jugador 1  propone z? zP
acepta ‘i >a >0
jugador 2 propone i y*
acepta =0 <9
Transiciones Ir o P'si el jugador 1 Absorbente

propone z con z1 > 0
Aquf tenemos dos estados: Q y P.

Como siempre, convenimos que la columna a la izquierda describa el estado inicial.
Las primeres cuatro filas especifican el comportamiento de los jugadores en cada estado @,
por ejemplo, el jugador uno propone ¢l acuerdo z9 cada vez que es su turno de hacer una
oferta y acepta cualquier proposicién z para la cual z; > a cuando es su turno de responder
& une oferta.

La viltima fila indica las transiciones. La entrada en esta fila, que queda en la
cohunna correspondiente al estade /, donde I = Q o P, da las condiciones bajo las cuales
hay una transicién a un estado diferente. La entrada absorbente para el estado P significa
que no hay transicion fuera del estado P, es decir, una vez que se alcanza este estado
permanece para siempre. '

De acuerdo a nuestra convencidn, toda transicién ocurre inmediatamente después
del evento que la dispara. Si por ejemplo, en el estado Q el jugador 1 propone z con z; > z?

entonces el estado cambia a P antes de que el jugador 2 responda,
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Hay que notar que el mismo conjunto de estados y la misma regla de transicién
son usados para describir les estrategias de ambos jugadores. Este hecho es comiin a todos
los equilibrios que tratamos en este trabajo.

Esta manera de representar la estrategia de un jugador estd relacionada muy de
cerca a la nocién de un autémata como se usa en la teorfa de computacién. La nocién de
autémata se ha usado también en trabajos recientes sobre juegos de repeticién y provee una
herramienta natural para definir medidas de la complejidad de una estrategia, Aquf se usa
meramente como parte de un lengueje conveniente para describir estrategias.

Se terminaré esta discusién dirigiéndonos a un punto delicado concerniente a la
relacién entre un autémata como se ha difinido y la nocién usada en teorfa de la com-
putacion, Se llamard a éste tdltima “autémata estdndar”. Las dos nociones no son exacta-
mente iguales ya que nuestra descripcién de las acciones de los jugadores depende no sélo
del estado sino también de las variables conocidas. Para poder representar las estrategias
de los jugadores como autématas esténdar se necesita incorporar las variables conocides en
la definicién de los estados. ] autémata estdndar que representa la estrategia del jugador
I en la tabla anterior, por ¢jemplo, es el siguiente: El conjunto de estados es:

{54 /i=12y 8=Q,PYU{[Si,a] /z€X,i=1,2yS5=Q,P}U{[z] /ze X}, la
interpretacion es que:

[S,1] es el estado en el cual el jugador 7 hace una oferta.

[S.i, 2] es el estado en el cual el jugador i responde a una oferta .

[z] es el estado en el cual la oferta z ha sido aceptada.

£l estado inicial es [@, 1].

La accién que toma el jugador 1 en el estado [S, ] es : la oferta especificada en la
cuhnuna & de la tabla cuando ¢ = 1, o blen, nulasi i =2,

La accidn que toma en el estado [S,i,2] es: “aceptar” o “rechazar”, como estd
determinado por @ y la regla especificadn en la columna S para cl jugador i, sii =1y Ila
accion es nuke s 4 = 2,

La accién que toma en el estado [z] es nula.

La regla de transicidn es como sigue:

Si el estado es [S,7,7] y In accién que toma el jugador i es “rechazar” entonces el
nnevo estado es [, 1] si la accién es “aceptar” entonces el estado es [z].

Si el estado es [S,i] y la accién es la propuesta «, entonces el muevo estado es
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[S', b x] donde 7 es el otro jugador y S' estd determinado por la regla de transicién dada
en la columna S.

Finalmente, si el estado s [z], permanece [z].

3.6 Equilibrio de Nash

La siguiente nocién de equilibrio se debe John Nash.

Una pareja de estrategias (o, 7) es un equilibrio de Nash si, dada 7, ninguna es-
trategia del jugador 1 lleva a un resultado que el jugador 1 prefiera al resultado generado
por (o,7), y dado o, ninguna estrategia del jugador 2 da un resultado que el jugador 2
prefiera al resultado generado por (o, 7).

El equilibrio de Nash es una solucién muy usada en la teorfa de juegos. En este
trabajo no se discute en detalle e] cémo debe ser interpretado. Se puede pensar como una
situacién estable en el sentido de que todos los jugadores alcanzan un éptimo en el equilibrio.
No se ve al equilibrio necesarismente como el resultado de un acuerdo forzado, ni se pretende
que sea una consecuiencia necesaria de que los jugadores actiien racionalmente, para que el
perfil de sus estrategias dé un equilibrio de Nash,

Se ve al equilibrio de Nash como una solucién apropiada en situaciones en las cuales
los jugadores son racionales, experimentados y han jugado el mismo juego, o al menos juegos
similares, muchas veces.

Iin algunos juegos existe un tinico equilibrio de Nash, de modo que la teorfa da una
prediccion muy exacta. Desafortunadamente, ésto no se da para un juego de negociacién
de ofertas alternantes en el cual las preferencias de los jugadores satisfacen Al a A6, En
particular, para cada acuerdo € X, el resultado (z,0) es generado por un equilibrio de
Nash de dicho juego.

Para mostrar ésto, sea T € X'y considérese 1a pareja de estrategias (estacionarias)
(#,7), enla cual el jugador 1 siempre propone T y acepta una oferta si y s6losi ;) > %, y
el jugador 2 siempre propone T y acepta una oferta si y sélo si zp > Es.

Formalmente para el jugador 1 sea:

" (2% ..,28"1) = T para todo(2?,...,2*"") € X* si t es par y
Asi .'l:‘l—l 2T

F g0 gty =
ot (20, ..,a1) = o
Rsizi™ <7

si ¢ es impar



La estrategia del jugador 2 se define andlogamente:

Asi zt! <7T

=t (0 bl
7 (29, .2t ) = ]
Rsizi' > 7

si t es pary
7t (29,...,2""!) = Z para todo (29,...,z") € X" si ¢ es impar.

Una representacién de (&,7) como una pareja de un autémata (de un estado) esta

dada por la siguiente tabla:

*
jugador 1 propone T
acepta z) 2 T
jugador 2 propone z
acepta 1 £ T

Si los jugadores usan la pareja de estrategias (¢, T), entonces el jugador 1 propone
T en ¢ = 0, lo cual el jugador 2 acepta inmediatamente, de modo que el resultado es (%, 0).

Para ver que (&,7) es un equilibrio de Nash supongamos que el jugador ¢ usa und
estrategia diferente. El desacuerdo perpetuo es el peor resultado puesto que se cumple Al,
y el jugador j nunca propone una oferta diferente de Z o acepta un acuerdo z con z; < Ej.
Por lo tanto el mejor resultado que el jugador ¢ puede obtener, dada la estrategia del jugador
Jes (%,0).

Iil conjunto de resultados generados por el equilibrio de Nash incluye no sdlo todo
acuerdo posible en el perfodo 0, sino también algunos acuerdos en el perfodo 1 0 més tarde.

Supongamos, por ejemplo, que & y 7 difieren de @ y 7 s6lo en el perfodo 0, cuando
el jugador 1 hace la ofertu (1,0) (en lugar de ) y ol jugador 2 rechaza toda oferts, La pareja
de estrategiss (5, 7) conduce al acuerdo (1) y es un equilibrio si (%,1) =2 ((1,0),0).

A menos que el jugador 2 sea tan impaciente que prefiera recibir 0 hoy que 1
mariana, existe valores de T que satisfacen esta condicién, de modo que el equilibrio existe
cuando ol acuerdo se aleanza en el perfodo 1,

Un argumento similar muestra que, para algunas preferencias, existen equilibrios
de Nash en los cuales el equilibrio se aleanza en el perfodo 2, o més tarde,

En resumen, la nocion del equilibrio de Nash pone pocas restricciones sobre ol
resultado en un juego de negociacion de ofertas alternantes. Por esta razén, nos dirigimos

a una nocién de equilibrio més fuerte,



3.7 Equilibrio Perfecto en Subjuegos (EPS)

Se pueden interpretar algunas de las acciones prescritas por las estrategias @ y 7
definidas arriba como “amenazas increfbles”,

La estrategia 7 pide aljugador 2 rechazar cualquier oferta menos favorable, para él,
que %. Sin embargo, si el jugador 2 se enfrenta con tal oferta, entonces, bajo la suposicién
de que el jugador 1 seguird siempre la estrategia @, puede ser de interés para el jugador 2
aceptar la oferta en lugar de rechazarla. ‘

Supongamos que E; < 1y que el jugador 1 hace una oferta z en la cual z; = E1+-¢
en el perfodo ¢, donde € > 0 es pequeiia,

Si el jugador 2 acepta esta oferta ¢l recibe Ty — € en el perfodo ¢, mientras que si
la rechaza, entonces de acuerdo con la pareja de estrategias (7, 7) él ofrece T en el perfodo
¢t +1, lo que el jugador 1 acepta, asf que el resultado es (%,¢ 4 1), El jugador 2 prefiere
recibir Tp ~ € en ¢} periodo ¢ en lugar de T3 en el perfodo ¢ 4 1. Si € es lo suficientemente
pequefia su “amenaza” de rechazo de la oferta no es convincente,

La nocién de equilibrio de Nash no descarta “amenazas increfbles”, porque evalia
lo deseable de una estrategia sélo desde elpunto de vista del inicio del juego. Conforme se
siguen las acciones recomendadas por una pareja de estrategias, se traza un camino a través
del drbol; s6lo un pequefio subconjunto de todos los nodos del drhol es alcanzado a lo largo
de este camino.

La optimalidad de acciones propuestas en nodos no alcanzados no se examina
cuando se pregunta si una pareja de estrategias es equilibrio de Nash,

Si dos estrategias 7y 7 del jugador 2 difieren sdlo en las acciones que prescriben
en nodos que Bo se aleanzan cnando el jugador 1 usa la estrategia ¢, entonces (a,7) y
(0, r') producen ¢} misino camino a través del drbol, luego el jugador 2 es indifierente entre
Ty r' cusndo el jugador 1 usa 0. Para ser especfficos, consideremos la estrategia ' del
Jugador 2 que difiere de la estrategia 7, definida en la seccién anterior, sélo en el perfodo
8, cnundo e} jugador 2 acepta algunas ofertas = en las cuales 29 < Z,. Cuando el jugador 1
usa In estrategia @, las estrategias 7 y v generan precisamente el mismo camino a través del
firbol -ya que la estrategin @ pide al jugador 1 ofrecer precisamente %, no una oferta menos
favorable para el jugador 2-. De este modo e} jugador 2 es indiferente entre T y + cuando
el jugador 1 usa @; cuando consideramos si (7, F) era un equilibrio de Nash no examinamos

1o deseable de la accién propuesta por el jugador 2 en el perfodo 0, en el caso de que el
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jugador 1 haga una oferta diferente a 7.

La nocién de Selten de un subjuego en equilibrio perfecto adhiere a este problema
el requisito de que las estrategias de los jugadores sean 6ptimas en el juego que comienza
en cada nodo del drbol, sea o no alcanzado ese nodo, sj.los jugadores se apegan a sus
estrategias, - ‘ . ‘

En el contexto de la pareja de utilidad (7,7) considerada en la seccién 3.6, se
pregunta lo siguiente: supongamos que el jugador 1 hace una oferta z distinta de 7 en el
perfodo 0. Si en otro caso sigue los preceptos de 7 jes deseable para el jugador 2 adherirse
a 77 Como la respuesta es: no cuando £, = F; + € donde € > 0 es pequeiia, la pareja (7, 7)

no es un equilibrio perfecto del subjuego.

Definicién

Una pareja de estrategias es un equilibrio perfecto en subjuegos de un pro-
blemna de negociacién de ofertas alternantes, si la pareja de estrategias que induce en cada
subjuego es un equilibrio de Nash en ese subjuego.

Si representamos las estrategins como autdmatas (estindar) (ver seccién 3.5), en-
tonces para establecer que un perfil de estrategias es un equilibrio perfecto de subjuegos es
suficiente verificar que ningiin jugador, en ningin estado, puede incrementar su pago por una
desviacién de “un tiro”. specificamente, para toda pareja de autématas estindar y Lodo
estado, existe un resultado asociado con el autémata sl comienzan a operar en ese estado
en el periodo 0. Puesto que las preferencias de tiempo de los jugadores son estacionarias
(A5), cada jugador enfrenta un problema de decisién Markoviano, dado el autémata del
otro jugador. Cualquier ciunbio en su estrategia que incremente su pago lleva a un acuerdo
e un nanero (inito de periodos (ya que sus preferencias satisfacen Al) de modo que sn
estrategia os optima si, en todo estado en el cual é tengh que “mover”, su accién lleva a un
estado para ¢l cual o resultado es ¢l que el jugador prefiere més de entre los acuerdos en

todos los estados que pueden alcanzarse por alguna de sus acciones.

3.8 Ll resultado principal

Alora se muestra que la nocién de equilibrio perfecto en subjuegos (EPS), en
contraste con ¢l equilibrio de Nash, predice un tnico resultado en un juego de ofertas

alternantes en el cual las preferencias de los jugadores satisfacen los axiomas A1 hasta A6,
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Las estrategias @ y T discutidas en la seccién previa piden a los dos jugadores
proponer ¢l mismo acuerdo z y aceptar ofertas s6lo si al menos son tan buenas como z.

Consideremos una pareja de estrategias alternativas (&, 7) en la cual el jugador 1
siempre (sin importar la historia) ofrece Z y acepta una oferta y si y sélosi g1 2 4 y el
jugador 2 ofrece § y acepta una oferta z si y sélo si za > Z3. Ahora, ;bajo qué condiciones
para £ y §, (G,7) es un EPS?

En el caso que el jugador 2 rechace una oferta = en el perfodo 0, él ofrece § en el
perfodo 1 lo que el jugador 1 acepta.

As{ para que su rechazo de toda oferta  con z3 > Zp sea crefble, se debe tener
(7,1) =2 (z,0) siempre que Ty < £y; de este modo si £y > 0 se necesita que (7, 1) =3 (£,0)
por continuidad (A4). Almismo tiempo debemos tener (%, 0) =3 (7, 1) o el jugador 2 tendrfa
un incentivo para rechazar la oferta T del jugador 1 en el perfodo 0.

Se concluye que si la pareja de utilidad (,7) es un EPS entonces (%, 0) ~g (§,1),
o bien £ = (1,0) y (%,0) &=, (7, 1), ésto de manera compacta se escribe: vo (f2,1) = £y,

Aplieando una lgica similar a la regla del jugador 1 para aceptar ofertas en el
perfodo 1, tenemos que si rechaza una oferta y, él ofrece £ en el perfodo 2, lo que el jugador
2 acepta, entonces para que sea crefble que va a rechazar debe suceder que (Z,2) &=, (,1)
siempre que y; < ), y por Ad entonees (Z,2) &, (§,1). Al mismo tiempo debe pasar que
(#,1) =; (£,2) pues si no cl jugador 1 rechazaria § en el perfodo 1, por lo tanto se concluye
que necesitamos ya sea (§, 1) ~ (£,2) o § = (0,1) y (§,1) =, (£, 2); por la hipStesis de
estacionalidad (A8), ésto es cquivalente a vy (£3,1) = 7.

Fiste argumento muestra que si (6, 7) es un EPS entonces (£, §) debe eoincidir con

la solucion vinica (@*,y*) de las siguientes ecuaciones,

u@Eh=y vy  wml) =2

La unicidad se da por ¢l lema en la seccion 0.9.2 de donde sabemos z} > 3} y
Ly <Yy
Notese que si y7 > 0y =5 > 0 entonces (3*,0) ~y (z*,1) y (2*,0) ~o (3% 1)

puesto que al ser ¥} el valor presente de 2} el valor de ambos es el mismo en el perfodo 0,

andlogamente al ser z3 el valor presente de y§ su valor en el perfodo 0 es el mismo. Ademds’

si las preferencias de los jugadores son tales que para cada jugador i y todo resultado (z,t)

existe un acuerdo y tal que el jugador ¢ es indifernete entre (y,0) y (z,¢), entonces en la

———
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tinica solucién (z°*,y*) de las ccuaciones: vq (2, 1) = £3 y v1 (£1,1) = fi) se tiene que

y} > 0y z3 > 0, demodo que (2*,y*) satisface también (y°*,0) ~; (z*,1) y (z*,0) ~a (3, 1).
El resultado principal de este capitulo es que cualquier jucgo de negociacién de

ofertas nlternantes en el cual lns preferencias de los jugadores satisfacen los supuestos Al

hasta A6 tiene un tnico eps con la estructura de (&, 7).

Teorema

Todo problema de negociacién de ofertas alternantes en el cual las preferencias
de los jugadores satisfagan Al hasta AG tiene un dnico EPS (o*,7*). En este equilibrio el
Jjugador 1 propone el acuerdo z* cada vez que le toca hacer una oferta y acepta una oferta y
del jugador 2 si y sélo si y; 2 y}. El jugador 2 siempre propone y* y acepta aquellas ofertas
z con zp 2 3. El resultado es que el jugador 1 propone z* en el perfodo 0 y el jugador 2

acepta inmediatamente esta oferta.

Formalimente, la estrotegia de EPS ¢* del jugador 1, descrita en el teorema, estd

definida por:

ot (29, ... 2¢"1) = 2* para todo (22, ...,z 1) € X" si t es par y
Asigtt >

att (2.2t ) = _ : . ' sites impar

Rsiy™ <

La estrategia del jugador 2 se define andlogamente:

™y = 8i L es pary

Asizi ! >y "
Rsizh ! <y

T i) = y® para todo (19 ..., y*!) € Y si ¢ es impar.

Ndtese gue no se ha supuesto que las estrategins son estacionarias, se ha permitido
que fas acciones en cualquier perfodo dependan de la historia completa del juego. El teorema

establece que sdlo las estrategias de BPPS toman esta forma.,

Demostracion
Veamos primero que la pareja de estrategias (¢*, 7°) es un EPS. Se necesita mostrar

que (0*,7*) induce un equilibrio de Nash en todo subjuego. Considermeos un subjucgo que
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comienza con una oferta del jugador 1 en el perfodo ¢*. Dado que el jugador 2 usa la

estrategia 7°:

e cualquicr estrategia del jugador 1 que proponga z* en el perfodo ¢* lleva al resultado
(z*,1°).

e cualquier otra estrategia del jugador 1 puede generar tres resultados:

(z,t) donde z; < z} porque el jugador 2 acepté y ¢t > t*
(y*,t)donde t 2 ¢* 41
D

Afirmamos que (z*,t*) es e mejor resultado.

En efecto, para D tenemos por Al (z*,t*) =, D. Ahora, comparando (z*,¢*) con
(*,t): como z} >y}, por A2 se sigue que: (z°,(*) =y (y*,t*); como ¢ > t*, por A3 tenemnos
que (y°,t*) > (¥*. ). Por lo tanto (z*,¢*) =y (y°,t). Y por dltimo para comparando (z, t);
comozy < 3, por A2 (z°,1°) = (z,t*) y como t* < t, por A3 (z,t*) = {(z,t). Por lo tanto
(z*,*) =1 (z, L),

Conclusién: el mejor de estos resultados para el jugador 1 es (z*,1'), de modo que

la estrategia o* ¢s una mejor respuesta a 7°* en el subjuego.

Dado que el jugador 1 usa la estrategia * :

o cualquicr estrategia del jugador 2 que acepla z* en el perfodo t* lleva a un resultado
(z*,1*).

a cualquier otra estrategia del jugador 2 genera resultados:

(z*,t) para t >0
(y, ) donde yy < y3 porque el jugador 1 aceptdy t 2 t* + 1
D

Afirmamos que (z*,¢*) es el mejor resultado.

Para I) tenemos por Al (z*,¢*) >3 D. Ahora, comparando (z*,t") con (x*,t)
coma ¢ < 4, por A3 (z°,4°) =2 (z*,¢t). Para (y,t) como y2 < 3, por A2 (y*,0) =2 (3,0);
si2* > 0, por A3 (,0) =2 (y,8') y (¥, t*) =2 (y,t* +1);8i t > t* + 1, también por A3
(y,t* +1) Z2 (y,0) . Por lo tanto (3*,0) 22 (3,2) = (¥°, t* + 1) X2 (u,2).
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Ahora bien, sabemos que yj > =} y ¥3 2 y2, tenemos dos posibilidades:
Y3 > ) 2 y2 0 y3 2 y2 > x}. Consideremos la primera:
Yy > T3 21 poLA2 (") ma (g )i t* +12¢8° popAS (y,1*) =3 (y,1* + 1). Por lo tanto
(z*,*) =3 (y,t* +1) y como ¢ > ¢* +1, por A3 tenemos que (z*,t°) =2 (1,1).
Considemndd la segunda:
¥ 20>z P () = @) = (@ 0)i £ 2 60 PV (0, 00) 2 (27,0). Por lo
tanto (y*,1*) =2 (z*,£) y como ¢t > t*+ 1, por A3 (y*,t* + 1) =2 (z*,t).
Conclusién: tenemos dos “mejores” resultados para el jugador 2 que son (z*,y")
y (*,¢* + 1) . Pero por definicién tenemos z3 = vg (y2, 0) tal que (z*,0) =2 (y*,1) y por A5
(z*y¢*) =2 (*,t* + 1) . Asf 7* es la mejor respuesta para el jugador 2 a o* en el subjuego,
Argumentos similares se aplican a subjuegos que comienzan con una oferta del

jugador 2 y subjuegos comenzando con una respuesta por parte de cada jugador.

Ahora se ird a la parte mas dificil del argumento la cual muestra que (o*,7*) cs el
tnico EPS.

Por la suposicidén de estacionalidad A5, tenemos que para i = 1,2, todos los
subjuegos que comicnzan con una oferta del jugador ¢ son isomorfos; sea G, ese subjuego.

La existencia del EPS sefialado anteriormente nos permite definir:

M; = sup {v; (z;,t) : existe un EPS de Gy con resultado (z,t)}

Sea my el infimo correspondiente.

Mastraremos que My = my =z} y My = my = y3, de modo que el valor presente
para el jugador 1 de todo resultado en EPS de Gy es z}, y el valor presente para el jugador
2 de todo resultado en EPS de Gy es y3. Decimos que esto es suficiente por las siguientes

consideraciones.

Necesitamos mostrar que se sigue de las ecuaciones My = my = 2} y M2 = ma = y§ que

todo PS de Gy es (0°,7*).
Afirmacion
En cualquier EPS la primera oferta es aceptada.

Demastracion
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Supongamos que se cumple que M, = m; = z} y My = my = y3 y no s¢c cumple la
afirmacién, es decir, que existe un EPS en el cual la primera oferta x del jugador 1
es rechazada; entonces después de que se rechazd esa oferta los jugadores entran a
un juego Gy donde deben seguir un EPS. Como supusimos que My = m; = z} y
My = ma = y} eran ciertas el valor presente para el jugador 2 de ese EPS es y3, de
manera que el valor presente para el jugador 1 no puede ser més de y7. Pero sabemos
que vy (y3,1) < ¥} < = lo que contradice My = my = z{ y My = mp = yj porque
el valor presente del EPS para el jugador 1 cs menor que «}. Por lo tanto en cada
EPS de G se acepta la primera oferta. Un argumento similar puede aplicarse para
G). Se sigue que en cualquier EPS de Gy, el jugador 1 propone z*, lo que el jugador
2 ncepta, y él a su vez propone y°*, lo que el jugador 1 acepta. También por las
ecuaciones vy (z},1) =y} y va (v3,1) = z3, el jugador 1 rechaza cualquier oferta y en
la cual y; < y} y acepta cualquier oferta y si y1 > y7; el jugador 2 rechaza cualquier

oferta z en la cual z3 < 3 y acepta cualquier oferta  si zg > 3.

Queda por comprobar que M) = m, = z} y Mz = my = yj, lo que haremos en
dos pasos que son:

Recordemos que en un EPS debe suceder que la estrategla del jugador 1 induce
el mejor resultado sabiendo que el jugador 2 se apegaré a la suya, la cual debe incluir la
mejor oferta inicial,

Paso 1.
Afirmacién: E) jugador 1 debe aceptar cualquier oferta en la cual z; > vy (M, 1).
Demostracion:

Si no acepta se alcanzarfa un resultado ((z1,29),¢) con ¢t 2 1. El rechazar conduce a un
subjeggo que comienza ¢l jugador 1y el resultado alcanzado en términos del tiempo

real del juego es ((x1,z2),t —1). Asf tenemos que
v (znt—1) <M = v (v (znt-1),1) Su (M) <z

pero vy (vy (21,6~ 1),1) = v} (z1,¢) 2 (ver 39). Con lo que podemos concluir que

Ty (v (£, 8 ~1),1) = vy (1,t) para t > 2, para L = | es abyio, pues tendrfamos
v (v (21,0), 1) = vy (z1,1)



((21:1 = 21),0) =1 ((v1 (z1,8), 1 = vy (z141)), 0) =1 ((z1,22) 1 t)

por lo que haber rechazado nos condujo a un resultado menos preferido que el 2

propuesto originalmente.

Supongamos que en el pritner perfodo del subjuego G el jugador 2 propone z con
21 > v (M, 1).

Afirmacién: mg 2 1 - v (M), 1).

Demostracidn:

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que my < 1 —v; (M, 1). Sabemos que
existe un par de estrategias (o, 7) que inducen un EPS con resultado ((z},z3),t). Si
me muevo un poco a la derecha del infimo encuentro un elemento del conjunto tal que
my < vp(zhit) <1 —wv;(M,1). Ahora si v (23,) < 22 < 1 —v; (My,1), entonces
21 =1 —23 > vy (M, 1), de modo que, como acabamos de ver el jugador 1 ticne que
aceptar dando como resultado que;

((z1,22),0) > (1 —va (23, 2) ,v2 (25,1)) , 0) =2 (21, 73) . 0)

lo cual contradice que (o, 7) induce un EPS, pucs encontramos que z; s una “salida”

mejor para el jugador 2, Por lo wanto my > 1 — v (My,1).
Paso 2.
Afirmacion: My <1~ vy (g, 1)
Demuostiacion

Consideremos el primer periodo del subjuego (7) donde el jugador 1 propone el acuerdo
(+1,29). Si el jugador 2 rechaza entoces se obtiene un resultado (y1 13) al tiempo
t 2 1, pero con respecto al juego que se inicia con una propuesta del jugador al
tiempo ¢ - 1 tenemos que vy (z2,¢ — 1) 2 my => vy (va (29, ¢ — 1)) > vy (my, 1), pero

v (vg (x2, ¢ — 1)) = vy (z2,t) entonces tenemos T3 > vy (Z9,t) 2 vy (Mg, 1). Por lo que



el jugador 2 rechaza cualquier oferta con z3 < vg(my,1).
Si el acuerdose alcanzaen t =0 z3 2va(mg, 1), Elzi=1~132 £ 1 ~va(my,1).
Si el acuerdo se alcanzaen t 21 vy (z1,t) <z =1~-z5 <1 -v3(my,1). Porlo

tanto tenemos que
t=0=>v(z,0) =21 S1-v3(ma,1) yt 2 1= vy (z1,¢) 1 —va(my, 1)

esto nos indica que 1 — vz (mg, 1) es una cota superior y como sabemos que el supremo es

la minima cota superior entonces My < 1 — va (ma, 1)

El paso 1 establece que en la siguiente figura la pareja (M, 1 ~ my) ( relativa al
origen en el extremo inferior izquierdo) cae debajo de la lfuea y; = vy (z3,1). Andlogamente
el paso 2 establece que (Mj, 1 —~ my) cae a la izquerda de la linea z; = vp(yz,1). Como
vimos en la primera parte de la demostracién que {(¢*,7*) es un EPS de G, sabemos que
M 2 z3; el mismo argumento muestra que existe un EPS de G en el cual el resultado
es (y*,0) de modo que my < 3, y por lo tanto ! —ma 2 y}. Combinando estos hechos
conclufmos de la figura que M; = z} y mp = y3. Usando los mismos argumentos, invirtiendo

el papel de los jugadores, se puede mostrar que m; = z} y My = y3; concluyendo asf la

demostracidn.

\ £ ?Jv
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3.9 Ejemplos

3.9.1 Tasas de descuento constantes ' , v

Supdngase que los jugadores tienen preferencias de tiempo con tasas constantes de
descuento, es decir, las preferencias del jugador 1 sobre los resultados (2, ¢) estdn represénta-
dos por la funcién de utilidad 6fz; donde &; € (0,1) . Entonces tenemos yf = v; (2}, 1) = b1z}
y T4 = vy (y3,1) = b2y} (ver seccién 3.3.3),

De modo que:

2* = (2},23) = (1 ~ z3,23) = (1 — bag}, o)
y" = (y1,93) pero yj = b1z} = 61 (1 ~ Say3) =61 [1 ~ 62 (1 —y})} = 61 (1 — b2 + 6ay}]

= 61 — 6,67 + 818211, por lo tanto yf (1 - 8183) = &) ~ 8162 y al despejar tenemos
y} = f=pin = 8l rapion g =1 —yp =1 = Gshlz = L=t

1-810 — 1-&d2 ' 1-6162 1-662°

Por lo tanto y* = (é}i_'ﬁ.g%l' ‘1_61156,2).

Ahora sustituyendo 3 en z*:

. . 18\ _ 1t L\ _ &(i-8)
g =1-boy =1-6 (1-l~5f5,) 1 T Y =0y =6 (1 5,5,) = l—6|6; .

T—8,8;° 1816,
Hay que notar que conforme &) se acerca a 1, el acuerdo z* se acerca al (1,0),

Por lo tanto z* (l_éz_ ._(1_._6_12)

e e d=f SU-DY _ (1-8& 0\ _ : ; s
(a'll]f-'.lx T* o= (l_v_mlh, 1--(1)6;) = (T:Ki| 1—6,) = (1,0)), es decir, conforme el jugador 1 sc
vuelve inds paciente su parte del pastel aumenta, y en el limite el recibe todo el pastel.

Andlogamente conforme el jugador 2 se vuelve mds paciente la parte del jugador

O HCOTC: , Clim ot = (20D Mg Y (0 16 )
I se acerca al U, ya que 612111'11 ¥ = (1---6.(1)' l—<6l(l)) = (1_6‘, 1—6.) =(0,1).

Observemnos que si los factores de descuento son iguales, § = 6y = 6, entonces:

IS (~,—-”o"w ﬂ-‘*—g)) ((1 s)m‘S)'(lb.s)Zlaw)) (m'm)

. 8(1-6) (.8 1
LS ( ‘a’l’ i aT) ((1 5 +sy (1- 6)(”-6)) = ((luj' (x-uj)
Los casos en los cuales 63 o 6 son iguales a 1 quedan exclufdos por la suposicion
A3 el Hempo es valioso,
Sin embargo, si s6lo una de las 6; es igual a 1, entonces la prueba de que existe

un tnico vector de pagos en EPS cs aiin vdlida, a pesar de que en este caso existe unn
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multiplicidad del EPS. Por ejemplo:
Si & =1y & < 1, entonces el tinico vector de pagos en EFS es (1,0), ya que

. - - o (1 1- 6 1- —_
o = (il B950) = (1,0) v vt = (M5 ) = (L0).
3.9.2 Costo constante por demora

Preferencias que muestran costos constantes por demora estén representadas por
la funcién de utilidad z; — ¢;t, donde ¢; > 0. Como se observé en la seccién 3.3.3, estas
preferencins no satisfacen la suposicién A6; sin embargo, siempre y cuando ¢; # c3 existe
una tnica pareja (z*,y*) que satisface las ecuaciones v (z3,1) = 7 y va (¥3,1) = 3. -

En efecto, ya que,

Osiyr < 0siz) <c
Iy = . y = .
n-asin2a z1-c 8T 20
Sabemosquezy +2y = lyp+ya =1 conzy >y);Ta <ygyci <1lparai=1,2
Si ey # ¢y entonces y3 < ¢y 0 3y < ¢, porque en caso contrario tendriamos
Ty=Ys—~cay ¥y =y —cy, teniendo asf (porzy+ e =lyp+p=1)quec =e,lo
cual es una contradiccion,

Caso lc; <y

i) Supongamos que y < ¢y, entonces zy = 0 ; por lo tanto £y = L. 2y = 1 > ¢, por lo
tantoyy =z —-cy=1-¢

it} Supongamos x; < ¢y, entonces y; = 1 ; por lo tanto y3 = 1. o = 1 > ¢y, por lo tanto
Ty =4y ~ 09 = | — ¢y => 1y = ¢y > ¢; lo cual es una contradiccién

Caso 21 >

i) Supongamos z; < ¢p, por lo tanto ¢, = 0 por lo que y2 = 1. g2 = 1 > ¢ por lo tanto

ag = Yy - ey = 1 — ¢y, por lo tanto z) = ¢y,

it} Bupongamos que y; < ¢y, entonces xy = 0 por lo tanto z; = L. &1 = 1 > ¢ por lo tanto

Y1 =T} —¢; = | — ¢}, entonces yp = ¢; > ¢y lo cual es una contradiccion.

La prediccién es completamente extrema: el jugador 1 obtiene todo el pastel si su
costo por demora es menor al del jugador 2, mientras que el jugador 2 obtiene 1 — ¢, si su

costo de demora es menor.
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Cuando los costos por demora son el mismo y menores que 1 no existe ya solucién
tinica a las ecuaciones de valor presente, en cste caso hay miltiples EPS si el costo por
demora es lo suficientemnente pequerio, y en algunos de estos equilibrios el acuerdo no es

alcanzado en el perfodo 0.
|

&)

feuyting

I+ Cy,

(VY

¢,

3.10 Propiedades del Equilibrio Perfecto en Subjuegos

3.10.1 Demora

La estructura de un juego de negociacién de ofertas alternantes permite que la
negociacién continie indefinidamente. Sin embargo, en el 1inico EPS termina inmediata-
mente; desde un punto de vista econdmico, el proceso de negociacién es eficiente: no se
pierden recursos en la demora. jA qué caracterfsticas del modelo podemos atribuir este
resultado?

Vimos que en un equilibrio de Nash, la demora es posible. Asf, la nocién de la
perfeccidn en subjuegos juega un papel en ¢l resultado. Pero la perfeccién sola no deja Miera
a la demora, nuestras suposiciones sobre las preferencias son también importantes.

Para ver ésto, nétese que la prueba de que el acuerdo cs alcanzado inmediatamente
si el juego tiene un nico vector de pagos en EPS, recae sélo en las suposiciones Al, A2 y
AJ. Ewotras palabras, si las preferencias de los jugadores satisfacen estos tres axiomas y
exisle un inico BPPS entonces no existe demora.

Un EPS implica que existe una pareja de estrategias (0%, 7*) que induce la parcja

(*, #*) tad que para toda parcja (v, y) tenemos que:

(y') 2@Ey) oy () 2 (=)

Sabemos que et EPS tnico (2*,3*) debe cumplir A1, A2 y A3 esto es:
AL (2%,9°) 2i D ya que el cualquier acuerdo es mejor que el desacuerdo.
A2: (') > ((z,y) ) & (z*,9*) > (2,9) por definicién de EPS
Ad: (=% y*) t) =i ((z*,y*),8) sit < s
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De este modo la presencia de la demora esté intimamente relacionada a la exis-
tencia de equilibrios muiltiples, que se originan, por ejemplo, si las preferencias de tiempo
de los jugadores tienen el mismo costo constante por demora.

Es conveniente demostrar este punto considerando otro caso en el cual existe una
multiplicidad de equilibrios,

Supongamos que a; > b; > ¢; y que las preferencias de los jugadores satisfacen
Al, A2, A3y AS. (a3 <by < ¢c3).

Atin mis, supongamos que si un jugador prefiere (z,t) a (y,t) entonces también

prefiere {z,t + 1) a (y,t) de modo que:

(a' l) ~1 (b,O);(b,l) >1 (C,O) Yy (bnl) -2 (alo);(cll) ~2 (b,O)

Entonces para cada T € X la pareja de estrategias en las cuales cada jugador
siempre insiste en Z, (esto cs, ¢l jugador i siempre ofrece T y acepta una oferta z si y sélo
si zy 2 1), es un EPS.

Supongamos que el jugador 2 permanece con su estrategia 7 que consiste en pro-
poner T y aceptar x si £2 2 T y el jugador 1 juega con una estrategia o distinta, en cuanto
a lo que el jugador ofrece, a & que consiste en proponer I y aceptar z si ) 2 T).

Si el jugador 1 propone T entonces el jugador 2 acepta y el resultado es (%, 0).

Si el jugador 1 propone z entonces si el jugador 2 acepta el resultado es (%, 0)
donde z3 > % o el jugador 2 recliaza y propone Z y el resultado es (z,1).

Tenemos que 1y 2 3 = ¢y <) = (%,0) =) (2,0) =1 (z,1) y (7,1) =) (=,1).
Por lo tanto al jugador 1 le conviene proponer Z en el perfodo 0 (7).

Anidlogamente st o jugador 1 permanece con su estrategia @ y el jugador 2 juega
con una estrategia T distinta, en las propuestas a ¥ entonces:

Sicel jugador 2 propone T en el perfodo 1 el jugador 1 acepta y el resultado es
@, 1).

5i el jugador 2 propone = entonces si el jugador 1 acepta e resultado es (z, 1)
donde 21 > ) o el jugador 1 rechaza y propone  y el resultado es (%, 2).

Tenemos que oy 2 F) = 1 < Ty = (T, 1) =2 (2, 1) y (T, 1) =2 (F,2) =2 (2,2).
Por lo tanto al jugador 2 le conviene proponer Z en el perfodo 1 (7).

Con lo que conclufmos que la pareja de estrategias en las cuales cada jugador
stemnpre insiste en T es un EPS.

Ahora construfmos un EPS en el cual el acuerdo es alcanzado en el periodo 1.

~w



En el perfodo 0 el jugador 1 propone a.
El jugador 2 rechazara una oferta a o b y acepta una oferta ¢

Si el jugador 1 ofrece a en el perfodo 0 y ésto se rechaza, entonces a partir del
perfodo 1 la pareja de estrategias del EPS en la cual e} jugador insiste en b (como se describe
arriba) es jugada. ‘

Si el jugador 1 ofrece b o ¢ en el perfodo 0 y ésto se rechaza, entonce a partir del
perfodo 1 en ¢l EPS se juega con la parcja de estrategias en la cual cada jugador insiste en
e

Estas estrategias se describen en la siguiente tabla como autdmala.

A B c

J1 propone a b ¢
acepta ayb a,byc

J2 propone b c

acepta c bye c

Transicion  Ira B si el jugador 2 rechaza @ Absorbente  Absorbente

Ir a C si el jugador 2 rechaza b o ¢
Existen tres estados A, B y C; conio es nuestra convencidn, el estado en la columna

a la extrema izquierda (A) es el estado inicial. Como no es posible alcanzar una situacién
en la cual el estado es A ya sea que el jugador 1 responda a una oferta o et jugador 2 tenga
que hacer una oferta, los correspondientes cuadros quedan en blanco.

El resultado de este perfil de estrategias es que el jugador 1 ofrece a en el periodo
0, y el jugudor 2 rechaza esta oferta y propone b en el perfodo 1, lo cual el jugador 1 acepta.
Esto es, para ¢l jugador 1: la estrategia o consiste en proponer a y aceptar z siempre que
Ty 2 oy y para el jugador 2 la estrategia 7 le pide que proponga b y acepte z si es que
Ty 2 ey,

Para verificar que las estrategias constituyen un EPS:

Supongamos que el jugador 2 sigue T :

Si el jugador 1 propone a el jugador 2 rechaza y propone b lo cual el jugador 1
acepta obteniendo el resultado (b, 1). '

Siel jugador 1 propone b el jugador 2 rechaza y propone b lo cual el jugador 1
acepla obteneiendo el resultado (b, 1),

Si el jugador | propone ¢ el jugador 2 acepta y el resultado es (¢,0).



66

a1 > by >e1 = (1,0) > (b1,0) =1 (€1,0) y (b1,0) =1 (b1, 1)

Por lo que le conviene al jugador 1 proponer e,

Supongamos que el jugador 1 sigue o :

Si el jugador 2 propone b el jugador 1 acepta obteniendo el resultado (b,1).
Si el jugador 2 propone c el jugador 1 acepta y el resultadoes (c,1).

ay <by <02=>(b'2|l) -1 (CQ|1)'

Por lo que le conviene al jugador 1 proponer b.

Conclusién: a ambos les conviene seguir la parcja de estrategias (o,7) descrita
arriba que induce el resultado EPS (b, 1).

Un ingrediente final del modelo que aparece para contribuir al resultado de que
un acuerdo es alcanzado sin deinora es la suposicién bisica de que cada jugador estd com-
pletamente informado acerca de las preferencias de su oponente.

La intucién sugiere que si un jugador estd inseguro acerca de las caracterfsticas de
su oponente entonces la negociacién puede alargarse: un jugador podrfa hacer una oferta

que es aceptada por algunas clases de oponentes y rechazada por otros.

3.10.2 Paciencia

I51 equilibrio depende del cardeter de las preferencias de los jugadores.

Una caracteristica que podemos aislar es el grado de paciencia.

Definanse las preferencias > como menos paciente que & si v, (21, 1) < vy (1, 1)
para todo = € Xy vy (4, 1) < vy (21, 1) para slgin z € X,

25 inmediato de un diagrama como el de la figura siguiente que el valor de 2} que
resielve las ccunciones: vy (2§,1) =y} y va (y3, 1) = =} para les preferencias >, no es mds
gratcde que el valor que lns resuelve para las preferencias &3, y puede ser menor.

Asf, el modelo predice que cuando un jugador se vuelve menos paciente, su parte
negociada del pastel decrece.

Si los jugadores tienen preferencias de tiempo con tasas constantes de descuento,
entonces ser menos paciente significa tener un valor més pequeiio de ;.

En este caso podemos leer los resultados de z* = (Tl-:o‘f%;' 5{%}:—;1) como: si §

decrece entonces ] decrece, mientras que si §; decrece entonces xf aumenta.
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3.10.3 Simetria

La estructura de un problema de negociacién de ofertas alternantes es asimétrico
en un aspecto: uno de los negociadores es el primero en hacer una oferta.

Si el jugador que comicnza la negociacién tiene las preferencias =» mientras que el
jugador que es el primero en responder tiene las preferencias 71, entonces el Teoremu de la
seccién 3.8 implica que en el unico EPS los jugadores alcanzan el acuerdo y* en el perfodo
0. (ver seccién 3.3).

Como z} > 3, ser el primero que hace una oferta da una ventaja al jugador.

Si las actitudes de los jugadores ante el tiempo son iguales entonces podemos ser
mis especfficos. En este caso v) = vy, de modo que en la solucién a y} = vy (z},1) ¥
x5 = v(y3,1) tenemos que: z} = y3. »

Dado que z} > yj tenemos que zj > % yu < %, en efecto; ésto se sigue de
1=y] +pyz = y] + 2} y la condicién zj > y3.

Lo que nos dice que el primero en moverse obtiene mds de la mitad del pastel.

En un juego donde un jugador hace todas las ofertas, existe un \inico EPS en el
cual ese jugador obtiene todo el pastel (sin importar las preferencias de los jugadores).

El hecho de que el jugador que hace la primera oferta tenga una ventaja cuando
los jugadores alternan ofertas es un reflejo de la extrema asimetrfa cuando un sélo jugador
hace todas las ofertas.

La asimetrfa en la estructura del juego de negociacién de ofertas alternantes es
artificial. Una manera de disminuir su efecto es reducir la cantidad de tiempo comprendido
entre perfodos. Notemos qué pasa cuando los jugadores tienen preferencias de tiempo con
Lasas constantes de descuento, Bn este caso podermos simular el efecto de encoger la longitud
del perfado en un factor A, la utitidad del jugador i para el acuerdo z aleanzado después
de una demora de ¢ perfodos es 83z,

Sea w* (A) el acuerdo alcanzado (en el perfodo 0) en el winico EPS del juego alterado
por & en el cual el jugador 1 es el primero en hacer una oferta,

Sea y* (A) el acuerdo alcanzado en este juego cuando €l jugador 2 es el primero
en hacer una oferta.

3, . vt = (Ao Si(1-8 «__ [(81{1-82) 1-8 "
Sabemos que; T (l~616~;' e ) YU = —l-(_-ml, 1345 ) sustituyendo
1-68 1--80 . o
tenemos: z3 (A) = To3555 ¥ U = 15a55 - Sacando el lfmite usando L'Hopital:
1% 152
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jim (&) =i, (58, LGk
a%b Ta-o \1-808 1-508

~lim -5 log(62) - 6868 g (61)+62 log(&)- 80 2 log(63)
= A \ ~EEE% Tiog(®: ) +log@)i’ ~5863Tlog(62) Hlog(61)]

_ log(f3) 8P log(61)-log(&)[1-68] | _ u,;,(a,) ‘3§“’"
—ll;l_l_{lo (61 [log(Gz):log(M)]' . 58 (log(62) +10g (1)) - ( og(83)+1og(8;) "’ log(8a)+log (&1 )

Andlogamente para
C el AY = 1 i (1-8;) _1-8;
,ls‘_'f‘oy (a) "}Q_"}o (ax-m, , l-6|6g)

v {58 108(8)-togts1){1~62]} log(6)) _ 5 log(§
*}Lo( ’ 6é‘llnx(52)+lng(5x)la '6§nus(6a)-ﬁlos(sx)l - (Esisa§+lo”s(6ﬁ"los“(—fm‘(‘iaa +1og(®1 )

: . — . _ (F] log (s
Con lo que obtenemos que };gmﬂ z*(A) —}s@o y*(A) = (ﬁﬁ{m, Em—ﬁ—l';%m-;) .

Asf el limite, conforme la longitud del perfodo se reduce a 0, de la cantidad recibida

por un jugndor es la mismn sin importar qué jugador haga la primera oferta.

Como una alternativa para encoger la longitud del perfodo, podemos modificar el
juego para hacer su estrctura simétrica. Una manera de hacerlo es considerar un juego en
el cual al principio de cada perfodo cada jugador sea escogido con probabilidad % (indepen-
dientemente del perfodo que se encuentre) para ser el que haga la primera oferta.

Como esto introduce incertiduinbre en la estructura del juego, necesitamos hacer
suposiciones acerca de las preferencias de los jugadores en loterfas sobre resultados.

Si hacemos las suposiciones de Von Neumann-Morgenstern, entonces podemos
mostrar que este juego tiene un dnico EPS. En este equilibrio, el jugador 1 siempre ofrece Z y
el jugador 2 siempre ofrece 7, donde (£, §), es tal que el jugador 1 es indiferente entre (7,0) y
laloteria entre (£, 1) y (, 1) con probabilidades iguales, esto es (§,0) ~1 {a(E,1) + a (§,1)}
y ¢l jugador 2 es indiferente entre (£,0) y la misma loterfa: (Z,0) ~p {a(Z,1) +a(#, 1)},
en efccto:

Si el jugador I porpone % y el jugador 2 acepta entonces el resultado es (%,0),
si propone z y el jugador 2 acepta entonces el resultado es (z,0); si el jugador 2 rechaza

propone § entonces ¢l resultado es (3, ¢} con ¢t > 1. Entonces tenemos

e~
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(£,0) =1 (F,1) ~1 (§,0) ~ (1) =1 (§:,t) por lo que al jugador 1 le conviene la estrategia
donde siempre se propone I,

Si el jugador 2 propone ¥ y el jugador | acepta entonces el resultado es (§,1),
si propone y y el jugador 1 acepta entonces el resultado es (y,1); si el jugador 1 rechaza
propone Z entonces el resultado es (Z,t) con ¢ 2 2. Entonces tenemos
(H,1) ~a (F,1) ~a (£,0) =9 (Z,1) =2 (Z,t) por lo tanto al jugador 2 le conviene la estrategia

donde siempre se proponga .

3.11 Estacionalidad de preferencias

El teorema de la seccién 3.8 se continda manteniendo si se debilita A5 y se requiere
56lo que la preferencia del jugadar 1 entre los resultados (z,t) y (y,t + 1) cuando ¢ es impar
es independiente de ¢, y las preferencias del jugador 2 entre (z,t) y (y,t + 1) cuando ¢ es
par es independicnte de ¢,

La razén es que en adicién a Al, A2 y A3 la dnica propiedad de preferencias que se
ha usado concierne a las preferencias de los jugadores entre aceptar una oferta y rechazarla
y asf mover el juego a un subjuega que comienza en el siguiente perfodo.

De este modo la preferencia del jugador 1 entre (z,t) y (y, t + 1) cuanto ¢ es par, yla
preferencia del jugador 2 entre estos dos acuerdos cuando ¢ es impar, son irrelevantes. Siem-
pre y cuando las preferencias contindnen satisfaciendo A1, A2 y A3 existe un tnico EPS, el
cual se caracteriza por una adecuada version modificada de las ecunciones y} = vy (2,1) y
xy = vy (y3, ) quees vy (y3,1) = vy (#],2) y =3 = vy (y3,1) . Que se obtiene tomando valor
presente de ambos lados de la primera ecuncion: vy (4}, 1) = vy (v (23, 1), 1) = v (=}, 2).

Para ilustrar este punto considérese el easo en el cual cada perfodo corresponde a
un intervalo de tiempo real.

Supongamos que las preferencias del jugador i sobre las parejas (z,0), donde & es
un acuerdo y 0 es el tiewpo real en el cual el acuerdo es alcanzado, estdn representadss por
fa fancion de milidad 6%;.

Supongamos que el tiempo que toma al jugador i hacer una nueva propuesta
despues que rechaza alguna es Ay,

mtonces el 1inico BPS de uste juego ¢s el mismo que el dnico EPS del juego en ¢l

cual cada periodo tiene una longitud 1 y los jugadores tenen factores constantes de descuento
Pt
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Entre més rdpido el jugador { pueda hacer una contraoferta después de rechazar
una oferta del jugador j, 62 es mds grande, y por ende z} cs mds grande y ] mds chica.

En el lfmite, cuando el jugador 1 pucde responder instantdneamente (A; = 0),
pero el jugador 2 no puede, el jugador 1 obtenc todo el pastel (z} =y} = (1,0)).

En mds adelante se estudiara el caso de tiempos de respuesta asimétricos.

3.12 Horizontes finitos vs. horizontes infinitos

La eleccién de un horizonte infinito para un juego de negociacién tiene un im-
portante uso en la modelacién. A primera vista la suposicién de un horizonte infinito no
es rcalista, la vida de todo individuo es finita. Como alternativa, podemos construir un
modelo en el cual el horizonte es: ya sea un nimero finito fijo o una variable aleatoria con
un soporte finito.

Un juego de negociacién de ofertas alternantes con un horizonte finito tiene un
tinico EPS (bajo las suposiciones sobre preferencias hechas en la seccién 3.3) que puede ser
calculado por induccidén hacia atrds.

Conforme el horizonte se incrementa, el acuerdo alcanzado en este equilibrio con-
verge a un acuerdo alcanzado en el EPS tinico del modelo con un horizonte infinito. Binmore®
usa este hecho para proveer una prucba alternativa del Teorema de la seccién 3.8. Asf el
modelo del horizonte infinito de este capftulo predice un resultado muy similar al predicho
por un modelo con un horizonte finito “ muy largo ".

A pesar de la similitud en las predicciones de los modelos, no hay que ver las
diferencias entre ellos como insignificantes. El modelo con horizonte infinito encaja en una
situncion en la cual los jugadores perciben que, después de cualquier rechazo de una oferta,
hay lugar para una contraoferta. Tal percepcidn ignora el hecho de que la muerte de uno
de los jugadores o el fin del mundo puede impedir cualquier contrapropuesta.

I modelo con un horizonte finito encaja en una situacién en la cual la etapa final
del juego es percibida claramente por los jugadores, quienes la toman completamente en
aenta cuando formulan sus estrategias,

La diferencia significativa entre los dos modelos no recae en el realismo de los

horizontes que se disponen sino en el razonamiento estratégico de los jugadores,

31087, “Perfect Fquilibria in Bargaining Models", pp.77-105 en Binmore y Dasgupta.
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En muchos contextos un modelo en el cual ¢l horizonte es infinito captura mejor
este proceso de razonamiento. En tales casos, un teorema de convergencia para juegos con
horizontes infinitos puede ser util como un mecanismo técnico, atn si los juegos finitos en

sf son de interés intrinseco limitado.

3.13 Un juego de ofertas alternantes con tres negociadores

Aquf se considera el caso en el que res jugadores tienen acceso al pastel de tamafio
1 y desean acordar como repartirlo entre ellos. El acuerdo requiere la aprobacién de los tres
jugadores: ningin subconjunto de ellos puede alcanzar el acuerdo,

Existen muchas maneras de extender el juego de ofertas alternantes a este caso.
Una extensién que parece ser natural fué sugerida y analizada por Shaked, encontré el
decepcionante resultado de que si los jugadores son lo suficientemente pacientes entonces
para toda particion del paste existe un EPS en el cual se alcanza el acuerdo inmediato sobre
esa particién.

El juego de Shaked es el siguiente:

# En el primer perfodo el jugador | propone una particién, esto es un vector

z = (z1,29,%3) con z; +x9 +x3 = 1, y el jugador 2 y el jugador 3 por turnos aceptan
o rechazan esa propuesta. Si cualquiera de ellos rechaza entonces el juego pasa al

siguiente periodo,

o I el segundo perfodo es el truno del jugador 2 de proponer una particién, a la cunl
el jugador 3 y el jugador 1 responden en turnos. Si al menos uno de ellos rechaza la

propuesta, entonces el juego pasa, otra vez, al perfodo que sigue.

# lin este perfodo el jugador 3 hace una propuesta y el jugador 1 y el jugador 2 respon-

den.

+

Los jugadores rotan propuestas de esta manera hasta que una propuesta es aceptada

por los restantes dos jugadores.
e las preferencias de los jugadores satisfacen Al hasta A6 de la seccién 3.3.1.

Recardemos que v; {z;, t) es of valor presente para el jugador i del acuerdo z en el

perfodo ¢. (seccidn 3.3.1).



Proposicion

Supéngase que las preferencias de los jugadores satisfacen las suposiciénes Al hasta
A6yv(L,1)2 % para i = 1,2,3. Entonces para cualquier particién z* del pastel existe un
EPS del juego de negociacién de tres jugadores, definido como arriba, en el cual el resultado
es el acuerdo inmediato sobre la particién z*.

Demaostracidn

Fijemos una particién z*.

La tabla siguiente, en la cual €' es el {-&imo vector unidad, describe un EPS en

¢l cual los jugadores acuerdan inmediatamente en z* (ver la seccién 3.5 para presentar

equilibrios).
z* el e? el
1 propone z* el e? e
acepta i 2u(hl) = 2v (1) 7120 120
2 propone ' el e? e
acepta Ty 2 vy (24, 1) x9 20 zp 2 v2(l,1) z9 20
3 propone z’ el e? ¢
acepta xy > gz}, 1) z3 20 z3 20 z3 2 v3(1,1)
Transiciones  Si en cualquier estado y cualquier jugador propone z con
Ty >, entonces ir al  estado €/, donde  j # i es el juga-
dor con ¢l indice mds bajo para el cual z; < é

En cada estado y = (1, y2, ¥3), cada jugador 1 propone la particion y y acepta la
particidn x si y sdlo st oy 2 v (i 1),

5i en cualquier estado y un jugador propone un acuerdo x para el cual él obtengn
nils que g, entonces existe una transicién al estado €7, donde j # i es el jugador con ¢l
fndice nuis bajo para el cual ; < %

Como siempre, cualquier transicién entre estados ocurre inmediatamente después
del evento que la dispara; esto es, inmediatamente después de que es hecha una oferta, antes
de la respuesta.

Nétese que siempre que el jugador i propone un acuerdo z para el cual oy > 0
existe al menos un jugador j para e} cual z; < -i

Para ver que estas estrategias forman un EPS primero se considera la regla del

jugador i para aceptar ofertas. Si en el estado y, el jugador i tiene que responder a una
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oferta, entonces lo mds que puede obtener si rechaza la oferta cs g; con un perfodo de
demora, que vale para él v; (y;,1).

Asf la aceptacién de z si y s6lo si ; > v (1) es une mejor respuesta a las
estrategias de los otros jugadores.

Ahora consideremos la regla del jugador i para hacer ofertas en cl estado y:

- Si propone z con z; > ¥, entonces ¢l estado cambia a ef, j rechaza la propuesta de 7

puesto que z; < ,1—, <y ( j, 1) = v;(1,1) y entonces i recibe 0.

- Si propone x con z; < y; entonces ya sea que esta oferta es aceptada o rechazada el

jugador ¢ obtiene a lo mds y; en ¢l siguiente perfodo.

Asf e] dptimo para el jugador i es proponer y.

La fuerza principal que antiene el equilibrio en esta demostracién es que se
recompensa a uno de los jugadores por rechazar una oferta cualquiera, después de su rechazo
obtiene todo el pastel.

Il resultado contrasta al Teorema de la seccién 3.8, que muestra que un juego
de negociacion de ofertas alternantes de dos jugadores tienen un dnico EPS. La diferencia
clave entre las dos situciones parece ser la que sigue: cuando hay tres (o mds) jugadores uno
de los que contestan siempre puede ser recompensado por rechazar una oferta cualquiera,
mientras que cuando hiay sélo dos jugadores ésto no sucede,

Por cjemplo, cn el juego de dos jugadores no existe un EPS en el cunl el jugndor |
proponga un acuerdo a donde obtenga menos que 1 - wg (1,1), puesto que si él se distrae y
propone wn acuerdo y para el cual ) <y < 1 —=wy (1, 1) entonces el jugador 2 debe aceptar
esti propuesta (porque ¢ puede obtener a lo mas vy (1, 1) rechazéndola).

Muchas rutas pueden tomarse con el fin de nislar un tinico resultado en el juego de
tres jugadores de Shaked. Por ejemiplo, es claro que el dnico EPS en el cual las preferencias
del jugador son estacionarias ticne una forma similar a la del winico EPS del juego de dos
negociadores,

Si los jugadores tienen preferencins de tiempo con un factor de descuento constan
te cotmin é, entonees este equilibrio lleva a la division (€, 6, 6%) del pastel , donde
(1 4- 84 6%) = 1, Sin embargo, la restriccién a estrategias estacionarias es extremadarente
fuerte (seecion 3.4).
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Una ruta mds atractiva es modificar la estructura del juego. Por ejemplo, Perry y
Shaked han propuesto un juego en el cual los jugadores votan al hacer las demandas. Una
vez que el jugador ha hecho una demanda, no puede subsecuentemente incrementar ésta
demanda. El juego termina cuando la suma de las demandas es a lo més 1. Por el nomento,

no hay ningin anélisis completo de éste juego.

p——



Capitulo 4

RELACION ENTRE EL
ENFOQUE AXIOMATICO Y EL
ENFOQUE ESTRATEGICO

4.1 Introduccién

En los capftulos | y 2 se tomaron diferentes enfoques al estudio de la negociacion.
El modelo en el capftulo 1, debido a Nash, es axiomatico: comenzamos con una lista de
propiedades que se requiere que la solucién satisfaga. fn contraste, el modelo de ofertas
alternantes en o} capftulo 2 es estratégico: sc formulé el proceso de negociacion como un
Jjuego extensivo especifico. En este capitulo se estudiard la relacién entre los dos enfoques,

I modelo axiomitico de Nash Liene ventajas que son dificiles de exagerar. Este
modelo alcanza gran generalidad evitando cualquier especificacién del proceso de nego-
clecion, la solucion definida por los axiomas es finica y su forma simple es altamente mane-
Jable, facilitando Ja aplicacion. Sin embargo, ¢l enfoque axiomdtico y, ¢l modelo de Nash en
partienlar, tene sus desventajas. Como se discutié en el capitulo 1, es diffeil afirmar qué
tun vazonables son algunos axiomis sin tener en nente un procedimiento de negaciacion
especilico. En pavticular, los axiomas de Nash [Al (invarianza de alternativas irrelevantes)
¥ PAR (eficiencia de Pareto) son dificiles de defender en abstracto.

Mas aiin, dentro del enfoque axiomaético no es pasible referirse a asuntos relaciona-

dos directamente al problema de negociacion.



76

La investigacién hecha hasta estos dfas de la relacién entre el enfoque axiomitico
y el estratégico intenta aclarar el alcance del enfoque axiomético. A menos que se pueda en-
contrar un modelo estratégico sensato que tenga un equilibrio correspondiente a la solucién
de Nash, el atractivo de los axiomas de Nash estd en duda. Las caracterfsticas de tal modelo
estratégico aclaran el rango de sitnaciones en las cnales los axiomas son razonables.

La idea de relacionar soluciones axiomdticas a equilibrios de modelos estratégicos
fué sugerida por Nash y es conocida como “Programa Nash”.

En este capftulo seguimos el programa Nash mostrando que existe una conexién
cercana entre la solucién de Nash y el resultado de EPS en el juego de negociacién de ofertas
alternantes estudiado en el capftulo 2.

Ademds de proveer un contexto dentro del cual un modelo axiomético es apropiado,
una conexidn formal entre la solucién axiomdtica y el equilibrio de un modelo estratégico
es de ayuda en las aplicaciones.

Cuando se usa un modelo de negociacién con contexto econémico, es necesario
establecer correspondencia entre los elementos primitivos del modelo de negociacién a el
problema econdmico. Frecuentemente hay muchas relaciones que parecen razonables. Por
cjemplo, puede haber muchios candidatos para el punto de desacuerdo en el modelo de Nash.
Un modelo estratégico para el cual la solucién de Nash es un equilibrio puede guiarnos a
una eleccién apropiada de modelacidn.

Antes de que podamos ligar las soluciones de un enfoque axjomitico y un es-
tratégico formalmente, necesitamos establecer un modelo subyacente comin. Los elementos
primitivos en el modelo de Nash son el conjunto de resultados (el conjunto de acuerdos y el
evento desacuerdo) y las preferencins de los jugadores en loterfas sobre este conjunto, En
e} modelo de ofertas alternantes del capftulo 2 se nos dan las preferencias de los jugadores
sabre acuerdos alcanzados en varios puntos en el tiempo en lugar de sus preferencias sobre
resultados inciertos.

Se empieza (en la seccion 4.2) introduciendo incertidumbre a un juego de nego-
ciacion de ofertas alternantes y suponiendo que los jugadores son indiferentes al tiempo de
un acverdo.

Fespecificamente, después, de que cnalquier oferta es rechazada existe una proba-
biliclad de que Ia negociacion termine, y el evento “rompimiento” ocurra, La probabilidad
de que Ia negocincidn se interrumpida de esta manera est4 fija,

Se muestra que el Yimite del EPS conforme esta probabilidad converge a cero
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corresponde a la solucién de Nash de un problema de negociacién definido apropiadamente.

4.2 Un modelo de ofertas alternantes con riesgo de

rompimiento
4.2.1 El juego

Aquf se estudia un modelo estratégico de negociacién similar al de ofertas alter-

nantes del capftulo 2. Coino antes el conjunto de posibles acuerdos es:
X = {(:cl,mg) eR i 4my=1 yzi 2 0parai= 1.2}

(el conjunto de divisiones del pastel unitario), y los jugadores proponen miembros de X
alternadamente,

El juego difiere en dos aspectos del estudiado en el capitulo 2.

Primero, al final de cada perfodo, después de que una oferta ha sido rechazada
existe una oportunidad de que la negociacién termine con el evento rompimiento B. Pre-
cisamente éste evento ocurre independienternente con probabilidad 0 < ¢ < 1 al final de
cada perfodo.

Scgundo, cada jugador es indiferente acerca del perfodo en el cual el acuerdo es
aleanzado.

Denotamos al juego extensivo resultante por ['(q), los primeros dos perfodos del
juego se muestran en la siguiente figura.

Se estudia la conexion entre la solucién de Nash y el lfmite del EPS de I" (¢) cuando
la probabilidad ¢ de rompimiento se vuelve sttmamente pequeiia.

La posibilidad de rompimiento, mds que la impaciencia de los jugadores (como en
ol capitulo anterior), es la fuerza bisica que motiva a los jugadores a alcanzar un acuerdo
it pronto coto sea posible.

Podemos interpretar un rompimiento como el resultado de la intervencién de una
tercera parte, que explota las ganancias mutuas. Un rompimiento también puede ser inter-
pretado como el evento en el que una amenaza hecha por una de las partes, para parar las
negociaciones, realmente es concebida. Esta posibilidad es especialmente relevante cuando
un negoefador es un equipo (por ejemplo un gobierno), los lfderes del cual pueden encon-

trarse inevitablemente atrapados por sus propias amenazas,
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Figura 4.1

Una estrategia para cade jugador en I'(g) se define exactamente como para un
juego de negociacién de ofertas alternantes (ver seccién 3.4)

Sea (o,7) una pareja de estrategias que lleva al resultado (z,t) en un juego de
ofertas alternantes (cn el cual no existe probabilidad de rompimiento). En el juego I'(g) 1a
probabilidad de que la negociacién “rompa” en cualquier perfodo es ¢ de modo que (o,7)
leva a (z,¢) con probabilidad (1 — g)', y el evento rompimiento ocurre con probabilidad:

g (1= 4 tq(l =) =q[t4 (1 -9+ + (=0 =0 {5}

=1=(1- Q).

La probabilidad ¢ y el evento rompimiento B estdn fijos siempre, de manera que
la loteria depende sdlo de las dos variables z y ¢. Se denota a la loterfa por ({z,t)).

Asf un resultado en I"(g), como un resultado en el juego de negociacién de ofertas
alternantes estudiado en ol capitulo 2, es una pareja consistente de una acuerdo z y un
tiempo L.

Lus interpretaciones de las parejas (z,t) y {(z,t}) son distintes. La primera sig-
nitica que el nenerdo & es alcanzado en el tiempo ¢, mientras que la segunda es una abre-
vintura para la loterfa en la cual  ocurre con probabilidad (1 — q)‘ y B ocurre con proba-
bilidad | — (1 - ¢)*.

S3in embargo, un clemento clave en el andlisis de I (¢) es la correspondencia exacta

entre I'(g) y un juego de negociacion de ofertas alternantes. Precisamente, una pareja de
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estrategias que genera el resultado (z,¢) en un juego de negocincién de ofertas alternantes
genera cl resultado {{z, £)) en el jucgo I'(g) ; 1a parcja de estrategias que genera el resultado
D (desacuerdo perpetuo) en un jucgo de negociacién de ofertas alternantes genera el evento

B, con probabilidad 1, en el juego I'(g) .

4.2.2 Preferencias

A fin de completar la descripcién del juego I' (g) , es necesario especificar las pre-
ferencias de los jugadores sobre los resultados.

Se asume que cada jugador { = 1,2 tiene un orden de preferencia completo, transi-
tive y reflexivo, =, sobre loterfas en XU{B} que satisface las suposiciones de Von Neumnann
y Morgenstern. Cada orden de preferencia puede asf, ser representado por el valor espera-
do de una funcién de utilidad continua ﬁ.- : XU {B} — R, la cual es tnica salvo una
transformacion afin. Se asume que estas funciones de utilidad satisfacen las siguientes tres

_condiciones, que son suficientes para garantizar que se pueden aplicar, tanto la solucién de
Nash como el Teorema (seccién 3.8), al juego I'(q) .

B1 (el pastel es deseable)

Para cuslquier s € X y y € X se tiene z »; y si y s6losi z; > yi parat = 1,2,

B2 (el rompimiento es el peor resultado)

(0,1) ~; By (1,0) ~ B.

B3 (aversidn al riesgo)

Para cualquiecrz € Xy y € X y a € [0, 1], cada jugedor i = 1,2 ya sea preficre ¢l
resultado clerto [ox + (1~ a)y] € X a la loterfa cn la cual ¢l acuerdo z es aleanzado con

probabilidad @ y » con probabilidad { — e, o es indiferente entre las dos.

Bajo I suposicidn B1, la utilidad del jugador i para z € X depende sélo de x;,
por lo ¢pue subsecuentemente se escribird w; (i) en lugar de u; (z1, z2).

Lasignificancia de B2 es que existe un acuerdo que ambos jugadores prefieren a 13,
Il andlisis puede ser facilmente modilicado para tratar el caso en el qué algunos acuerdos
son peores para alguno de los jugndores que B : el conjunto X tiene que ser meramente
redefinido para excluir tales acuerdos,

Sin pérdida de generalidad, fijernos 1; (8) = 0 para i = {,2.

ESTA TESIS NO DEBE
SALUIR Dt LA BIBLIGTECA
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Alora se verifica que las suposiciones B1, B2 y B3 son suficientes para permitir
ajustar un problema de negociacién al juego.

Definamos S = {(s1,82) € ®?: (31,82) = (w1 (21), u2 (z2)) pase algunaz € X} y
d=(u (B),u(B)).

Para que (S, d) sea un problema de negociacién necesitamos que S sea la grafica
de una funcién céncava no creciente y que exista s € S para la cual 3; > d; parai= 1,2,

La primera condicién se satisface porque Bl y B3 implican que cada u; es creciente
y cdncava; en efecto considerando Bl tenemos s, FES=>a>is Sui(s) iw (s') ahora
por B2 tenemos [az + (1 — a)y] & {az + (1 —a)y}

= u; laz + (1 = a) ¥} 2 ui(ax) + (1 — a) ui (y) lo que resulta ser la definicién de
concavidad.

La segunda condicién se sigue de Bl y B2 ya que para todo d; existe un s; € S tal
que 8 > 5; y 8 > di.

Aliora se verifica que podemos usar el Teorema de la seccién 3.8 a I'(g) . Para
hacerlo necesitamnos asegurar que las preferencias sobre loterfas de la forma {(z, t)) inducidas
por los érdenes de preferencia >; sobre loterfas en X U { B} satisfacen las suposiciones Al
hasto A6 de la seccidn 3.3.1, cuando reemplazamos el simbolo (z, t) con {(z,t)}, y €l simbolo
D por B.

Bajo las suposiciones anteriores cada orden de preferencia sobre los resultados
({z, 1)) es completo transitivo y ({z,t)) =; {(,8))

eu{(t -t [1- (-] B} 2u{t -9 y+01 - (1~ B}

e (1= (@) + 1= (1= )] w(B) 2 (1 - )" wi(y) +[1 - (1 - 9)"]ui (B)

& (1= ) u(2) 2 (1 - 9)* wi(y) (vo que u; (B) = 0).

Se sigue de Bl y B2 que ({z,t)) =; B para todos los resultados {{z, t}) , de modo
que Al se satisface. De B1 deducimos que {{z,t)) > {{y,t)) < 2; > ¢ de modo que
A2 se satisface. Lo continuidad de cada u; asegura que A4 se satisface, y Ab se sigue
inmediatamente, Finalmente se muestra que A6 se satisface.

La continuidad de u; implica que para todo = € X existe y € X tal que
4 (1) == (1 - 9)" 1 (z;) por lo tanto ({y,0)) ~ {(z, t)).

Por lo tanto el valor presente v; (z;, 1) de la loterfa ((z,t)) satisface
wi (v (2iy 1)) = (1= q) 1 () 0w (23) = wi (i (i) 1)) = qus ().

] ) . Ce e ug(g) - ug(ve(e, ) wilyg) —ui(uiye,)
Sea z; < y;. La concavidad de u; implica —‘-(I-}!:;‘{;‘:(,-;Y—n 2 —ML—(("SVT"HW o) ver

seccién 2.4.1,
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Asf i, > ﬁ%}ﬁj Como u; (i) < ui (y:) se sigue que
g (i) by = v (0, 1)) 2 s () Lo = v (i, 1))
= g - w (w1 2 %}{ﬁ'} @i = v (2, 1)] > 2 - v (20, 1)], por lo tanto
x; - v; (25, 1) < g — 5 (3, 1) de modo que A6 sc satisface.

4.2.3 Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Dado que las preferencias de los jugadores sobre loterfas de la forma ((z,t)) sa -
tisfacen las suposiciones Al hasta A6 de la seccién 3.3, se puede deducir del teorema en ln
seccién 3.8 el cardcter del vinico EPS de ' (g), para cualquier g fija en (0,1).

Como se denoté anteriormente, para toda loterfa {(z,t)) existe un acuerdo y € X

tel que ({y,0)) ~; {{z,t)}. Sea (z* (g),¥* ()) la tinica parcja de acuerdos satisfaciendo:

(' (@)~ (=@, 1))y (2 (0),0) ~2 {(* (9)s 1))

Transformando ésto en un enunciado acerca de probabilidades tenemos:

u (* (9),0)) =u (& (g), 1)) =
(1 =gu @t @) + (1= (1= @) w (B) = (1 - 9) wi (5 (@) + (1 - (1 —9)") s (B)
= u(31(9),0) = (1 —-qlu (=} (a),1) vy

uz ((* (q) .0) =uz ({y°* (q), 1)) =
(1= uz (w3 (@) + (1 = (1 - ) i (B) = (1~ @) wa (3 (@) + (1 - (1= 9)") w2 (B)
= uy (z3(q), 0) = (1 - q)us (43 (0) , 1)

Asf por el teorema en la seccién 3.8 tenemos lo siguiente:

Proposicién  Para cade ¢ € (0,1) el juego ' () tiene un vinico EPS. En este equilibrio ¢l
jugador 1 propone el acuerdo =° (q) en el perfodo 0, el cual el jugedor 2 acepta.

Demostrecion

St el jugador 1 propone z* (¢) 1o que el jugador 2 acepta, entonces el resultado es
(+*{q),0).

Si ¢l jugador 1 propone z{q) y el jugador 2 acepta, entonces el resultado- ey
((q),0), si el jugador 2 rechaza y propone y*{q), el jugador 1 aceptn y el resultado
es (v (g), 1)

Que cl jugador 2 acepte (x () ,0) implica que =3 (q) > 3§ (q) = =1 (9) < = (g)
= (2* (4),0) =1 (2 (g),0).
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Por otro lado sabemos que z} () < 13 (g) , entonces

(z* (9),0) =1 (z* (), 1) =1 (v* (q), 1),
Por lo tanto lo mejor que puede hacer e jugador 1 es proponer z* (g) en el tiempo

4.2.4 La relacién con la solucién de Nash

Ahora se mostrard que existe una relacién muy estrecha entre la solucién de Nash

pera ¢l problema de negociacién (S,d) y el lfmite del \inico EPS de I (g) conforme g — 0.

Proposiciéu  El limite, conforme g — 0, del acuerdo alcanzado en el tinico EPS de I'(g)
es ol ecuerdo dado por la solucién de Nash al problema de negociacién (S, d), donde S estd
definido en la seecién 0.21.2 y d = (0,0).
Demostracidn
fN(S,d)= argmax (s ~di)(s2 — do)
(d1.da)S (n,m)e S

= fur (25 () = wa ()} e (3 ) = v (o)) = s (25 () w2 3 )
= u (2} (a)) (1~ a) e (g (0) = 289 (1 — )y (3 (0)

=u1 (4] (q)) w2 (w3 ().
Por lo tanto
uy (2] (@) wa (zg) = wi (1 (@) u2 (3 (9)) vy
ui (7 (9) = w1 (27 (9)) = qua (21 (q)).
Luego u (] (9)) ~ w1 (i (4)) = qu1 (2] (¢)) y entonces
limg vy (23 () = w (i () =lim quy (=3 (g)) = 0.
Andlogamente uy (3 (7)) = u2 (y3 (@)} — qua (¥3(q)) ¥
ur (23 (q)) — wa (3 (9) = —qua (y3 (9)) por Jo que
b v (2 (9)) — 2 (43 (9)) =1ty —quz (w3 (q)) = 0.
Asf (x},3) converge a) maximizador de u; (1 (g)) uy (z2 (g)).
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4.3 Preferencias de tiempo

Ahora regresamos al modelo de ofertas alternantes estudiado en el capftulo 2, en
el cual la impaciencia de Jos jugadores es la fuerza directriz. En esta seccién se picnsa en
un perfodo del juego de negociacién como un intervalo de tiempo real de longitud A > 0,
y se examina e} lfmite del EPS del juego conforme A se acerca a cero. De este modo se
generaliza la discusion en la seccién 3.10.3 que trata sélo con las preferencias de tiempo con
una tasa constante de descuento.

Se muestra que el limite del EPS del juego de negociacién conforme la demora entre
ofertas se aproxima a cero puede ser caleulads usando una simple férmula muy relacionada
a la usada para caracterizar la solucién de Nash.

Sin embargo, no se considera que el lfmite sea la solucién de Nash, ya que las
funciones de utilidad que aparecen en la férmula reflejan las preferencias de tiempo de los

Jugadores, no sus actitudes frente al riesgo como sucede en la solucién de Nash,

4.3.1 Juegos de negociacion con perfodos cortos

Consideremos un juego de negociacién de ofertas alternantes (ver definicién en ia
seccion 3.2.2), en el cual la demora entre ofertas es A: se pueden hacer ofertas sélo en un
tiempo en el conjunto numerable {0, A, 24,...}. Se denota tal juego con I’ (A).

Se desea estudiar el efecto al hacer que A converja a cero. Ya que se quiere permitir
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cualquier valor de A, se comienza con un orden de preferencia para cada jugador definido
en el conjunto (X x Teo) U {D}, donde Too = {0,00).

Para cada A > 0 tal ordenacién induce un orden sobre el conjunto
(X x{0,A,24,...})u{D}. A fin de aplicar los resultados del capftulo 2, se imponen condi-
ciones en los érdenes sobre (X x Ta) U {D} tal que los érdenes inducidos satisfacen las
condiciones Al hasta A6 de dicho capftulo.

Se requiere que cada jugador ¢ tenga un orden de preferencia > transitivo y re-
flexivo sobre (X x Too) U {D} que satisfaga suposiciones andlogas a Al hasta A6, Es-
pecificamente se supone que »; satisface:

C1 (el desacuerdo es el peor resultado)

Para todo (z,t) € X x Ty tenemos que (z,t) = D.

C2 (el pastel es deseado)

Para cuslquier t € T,z € X y y € X se tiene (z,8) > (3,8) & i >y

Se refuerza ligeramente A3 del capftulo 2 al requerir que cada jugador sea indife-
rente acerca del tiempo de un acuerdo « en el cual x; = 0.

Esta condicién se satisface por preferencias con tasas constantes de descuento, pero
no con preferencias con costo constante por demora.

C3 (el tiempo es valioso)
Para cualquier ¢ € Toy,s € Ty y £ € X con t < s se tiene (z,8) =i (z,8) sizi > 0y

(z,t) ~ (z,8) st 2y = 0.

Las suposiciones Ad y Al permanecen esencialmente sin cambio.

C4 (continuidad)
Scan {(zn,ta)} 1 ¥ {(yn8n)}e, sucesiones convergentes de miembros de X x Ty con
limites (2,() y (y, ) respectivamente. Entonces (z,¢) > (y, 8) cada vez que
{2 b} 725 (Un, Sn) para toda n,

Cb (estacionalidad)

Para cualquier £ € Too, 2 € X,y € X y 0 > Ose tiene (z,t) > (5, ¢+ 0) © (,0) i (1,0).

El hecho de que C3 sea més fuerte que A3 permite deducir que para cualquier
resultado (z,¢) € X x Ty existe un acuerdo y € X tal que (y,0) ~; (z,t) . La razon es que
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por C3 y C2 tenemos (z,0) =; (z,t) =; (2,t) ~i (2,0) donde z es el acuerdo para el cual
= 0; la afirmacién se sigue de C4. Consecuentemente el valor presente v; (z;, t) de un

acuerdo (z, t) satisface:
(4,0) ~ (z,¢t) siempre que y; = v; (zi, )

Finalmente se refuerza AG. Requerimos, ademds de A8, que la pérdida por demora

gea una funcién cdncava de 1a cantidad involucrada.

C8 (pérdida por demom creciente y cdncava)

La pérdida de demora z; — v; (zi,1) es una funcién céncava y creciente de z;.

La condicién de convexidad de v; en z; no tiene analogfa en el andlisis del capftulo
2, es una suposicién adicional que es necesario imponer a las preferencias con el fin de
obtener el resultado de esta seccién. La condicién se satisface, por ejemplo, por preferencias
de tiempo con tasa constate de descuento, ya que la pérdida por demora en este caso es

lineal.

4.3.2 Equilibrio Perfecto en Subjuegos

Si el orden de preferencia »; del jugador i sobre (X x Too) U {D} satisface las
condiciones C1 hasta. C6, entonces para cuslquier valor de A el orden inducido sobre
(X x{0,A,24,..}) U {D} satisface Al hasta A6 del capftulo 2. Por lo tanto se puede
aplicar ¢l teorema de la seceién 3.8 al juego I'(A). Para cualquier valor de A > 0 sea

{(x* (A),y" (A)) ¢ X x X la duica pareja de acuerdos que satisface:
@ (A8),0~ " (8),1) vy (&°(8),0)~ (v°(A),1)

Proposicion

Supongamos que cada orden de preferencia de los jugadores satisface C1 hasta C8,
Lintonces para cada A > 0 el juego ' (A) tiene un dnico EPS. en este equilibrio e} jugador
1 propone el acuerdo z* (A) en elvpen’odo 0, el cual el jugador 2 acepta,

Demostracion
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Si el jugador 1 propone z*(A) entonces el jugador 2 acepta y el resultado es
(z*(4),0).

Si el jugedor 1 propone x (A) entonces, si el jugador 2 acepta el resultado es
(z(A),0) con g > z3,71 < zf; i el jugador 2 rechaza, entonces propone y* (A) y el
resultado es (y* (A),0) . Pero (z* (A),0) = (z(A),0) y
o} >y} = (z* (4),0) =1 (¥* (4),0) =1 (1 (A),1).

4.3.3 La relacién con la solucién de Nash

Como se noté en la discusién despuds de A5, las preferencias que satisfacen A2
hasta A5 del capftulo 2 pueden ser representadas sobre X x T por una funcién de utilidad
de ja forma 8fu; (z:) .

Bajo las suposiciones mds fuertes aquf se puede ser mds especifico. Si el orden
de preferencia > sobre (X x Ta) U { D} satisface C1 hasta C6, entonces existe §; € (0, 1)
tal que para cada & > &; existe una funcién cdncava creciente u; : X — R, tnica salvo
una multiplicacién por una constante positiva, con la propiedad que 8fu; (z;) representa >;
sobre X x 7. (En el caso de que el conjunto de tiempos sea discreto, ésto se sigue de la
proposicién | de Fishburn y Rubinstein (1982); los métodos en la prueba de su teorema 2
pueden ser usados, para mostrar que el resultado se mantiene también cuando el conjunto
de tiempos es Too).

Ahora supongamos que §u; (i) representa > sobre (X x Tw), 0 < € < 1. En-
tonces [ty (a:.-)]‘l'n‘fé = et [y (:v,-)]{%%g también representa »; .}

Se concluye que si ademds bw; (x;) representa =; entonces w; (z;) = k; [u; (z;)]‘l‘%ﬁf
para alguna k; > ().

Considerando ahora el lfmite del resuitado EPS de I'(A) conforme A tiende a
cero, [ijemos un factor de descuento comin § < 1 que sea lo suficientemente grande para
que existan funciones concavas crecientes u; para i = 1,2 con la propiedad que & (z;)
represente oy,

Bea § = {5 ¢ N2 1 s = (uy (1) ,u2(z2)) pora algin (z1,22) € X}.

Como cada u; es cdneava y creciente, S es la gréfica de una funcién céncava
no creciente.  Mds atn, por la segunda parte de C3 tememos u; (O) = 0 para i = 1,2,
ast que por G2 existe s € S tal que sy > d; para i = 1,2, De este modo (S,d) es un

"Ver nota o final del capitulo, (pdgina 94).



87

embargo, la solucién de Nash para (S, d) es independiente de esta eleccién: el maximizador
de u) (1) ua (x2) es también el maximizador de kyka [u1 (z1) u2 (Ig)]{%ﬁ para cualquier

0 < € < 1. Se enfatiza que al construir las funciones de utilidad u; coni = 1,2 se usa el
mismo factor de descuento 4.

En algunos contextos, la cconomfa de un problema sugiere que las preferencias
de los jugadores sean representadas por funciones de utilidad particulares. Estas funciones
no necesariamente coinciden con las funciones que deben ser usadas para construir S. Por
ejemplo, supongamos que en alglin problema es natural para los jugadores tener las funciones
de utilidad &fz; para i = 1,2, donde § > &. En&o‘nces las funciones apropiadas v son
construfdas como sigue: uy (z1) =z y ug (z2) = =

El resultado principal de esta seccidn es el siguiente:

Proposicién

Si el orden de preferencia de cada jugador satisface C1 hasta C6 entonces el lfmite,
conforme A tiende a cero, del acuerdo z* (A) alcanzado en el Gnico EPS de I' (A) es el
acuerdo dado por la solucién de Nash para el problema de negociacién (S, d) con
S={seR?:s=(u(z1) ug(zs)) para algiin (z1,z3) € X}y d=(0,0).

Demostracidn

Se sigue de la proposicién en la seccién 4.3.2 que uy (y] (A)) = §%u; (2} (A)) ¥
que ug (z3 (A)) = 6%u (5 (A)) por lo que el EPS existe, al tomar lfmites tenemos:
uy(y7) = w1 (2}) y que uy (z}) = up (y3) . La justificacién que éste punto cs el Gnico maxi-

mizador es andloga a la de la proposicién en la seccién 4.2.4.



ordenes de preferencia >; sobre
(X xT)U{D} parai=1,2que
satisfacen C1 hasta C6 (de modo
que en particular (z,t) ~; (z,35)
cada vez que z; = 0)
Para cada A > 0 el

Escoger 6 < 1 suficien- . -
juego de negociacién

temente grande y encon-
de ofertas alternantes
trar funciones céncavas .
: s () ['(A) tiene un \nico
i tales que ou; (;) re-
u ) q} e L EPS en el cual el re-
resente -; para i =
P ip ' sultado es (z*(A),0)

rgmax uy (z1) ua (z2) =lim z*(A)
(z1,23)eX A-0

4.3.4 Simetria y asimetria

Supongamos que las preferencias del jugador i en un juego de negociacién de
ofertas alternantes estdn representadas por &fuw; (miz. donde w; es céncava y &§; > §. Para
encontrar el lfmite conforme la demora entre ofertas‘converge a cero, del resultado EPS, se
puede usar la proposicién anterior cormno sigue.

[iscojamos 6; el factor coimin de descuento con respecto a cudles preferencias
son representadas y fijemos u; = wy. Sea up (z2) = [wy (xg)]{':{%, tal que u es céneava
creciente y 6{uy (zp) representa las preferencins del jugador 2. Por la proposicién anterior el
Ifmite del acuerdo alcanzado en un £PS de un juego de negociacién de ofertas alternantes,
conforme la longitud del periodo converge a cero, es la solucién de Nash para (S, d) con
S = {seR:s= (uy(2)),u(ry)) para algin (z),79) € X} y d = (0,0). Esta solucién

de Nash estd dada por:

logay
argmax uy (2y) ug (zg) =arg max wy (1) (wa (z2)] %%
(z1.29)e X (z1,22)EX

Pero maximizar la expresién anterior es lo misimo que maximizar:
. log &
log 8y loaél-flo;ég
argmax [wy (1) [wy (z2)] 5%

logd; -
o Y2 que e s, 8 una constante,

Y podemos rescribirlo como arg max [wy (21)]® [wa (22)]'~* con a = ETI‘;Q‘L"’

log82*
{z1x3)e X +ogd2
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De modo que la solucién es una solucién asimétrica de Nash del problema de
negociacién construfdo usando las funciones de utilidad originales w) y wa.

El grado de asimetrfa estd determinado por la disparidad en los factores de des-
cuento, Si la funcién de utilidad original w; de cada jugador es lineal, w; (zi) = 2y,
se puede ser mds especffico. En este caso el acuerdo dado por la expresién anterior
es: (Wz‘:ﬁgﬁ;, ngl%—%g—ai) que coincide con el resultado en la seccién 3.10.3. En el caso que
hemos examinado hasta ahora, los jugadores son asimétricos porque valdan el tiempo de
manera distinta, Otra fuente de asimetrfa puede estar inclufda en la estructura del juego:
In cantidad de tiempo que se comprende entre un rechazo y una oferta puede ser diferente
para el jugador 1 que para el jugador 2. Especfficamente, consideremos un juego de ofertas
alternantes I’ (71,72) , en el cual el tietnpo comprendido entre un rechazo y una contraoferta
del jugador i es %A, parai=1,2

Conforme A converge a cero, la longitud del tiempo entre cualquier rechazo y con-
traoferta disminuye, mientras el radio de estos tiempos para los jugadores 1 y 2 permancce
constante. Supongamos que hay un factor de descuento comtn 6 y una funcién w; para
cada jugador i, tal que sus preferencias scan representadas por &ty (z:). Las preferencios
inducidas sobre resultados (z,n) donde n indexa las rondas de negociacién en (v, 1)
no son estacionarias. Sin erbargo, como se denoté en la seccién 3.11, el juego I' (1), 7)
tiene un unico EPS; este cquilibrio se caracteriza por la solucién (z°* (A),y* (A)) de las

ecuaciones:
A =M () Yy up(x3(A)) = 5Py (y3)

Un argumento como el de la demostracién en la proposicién de la seccién 4.2.4
muestra cue el Hite conforme A converge a cero del acuerdo z°* (A) es el acuerdo:
argunx i (1))° fuy (z2)]' ™ donde a = —2—
(rs,9)c X Nn+mr
Una vez mids el resultado estd dado por la solucién asimétrica de Nash. En este
caso los exponentes reflejan una diferencia en el tiempo real que pasa entre un rechazo Yy una
contraoferta, mas que una diferencia en la manera en que los jugadores miden el tiempo.
Nétese que el resultado favorece al jugador que hace unn contraoferta mds riipido.
tin el caso extremo en el cual 4 = 0 el resultado de la negoeiacién es el mismo al del modelo

en cl cual sdlo el jugador i hace ofertas.
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4.4 Un modelo de negociacién tanto con preferencias

de tiempo como riesgo de rompimiento

Aquf se considerard brevemente un modelo que combina aquellos en las secciones
42y43.

En cualquier perfodo, si un jugador rechaza una oferta entonces hay una proba-
bilidad positiva fija que la negociacién termine en el evento rompimiento B.

Los jugadores no son indiferentes acerca del tiempo que tomd se alcanzar un
acuerdo o el evento rompimiento.

Cada preferencia de los jugadores sobre loterfas en ((X U {B}) x T)U{D} satis-
face los suposiciones de Von Neumann y Morgenstern, y sus preferencias sobre éste conjunto
satisfacen C1 hasta C6. Ademéds, para i = 1,2 hay un acuerdo b* € X tal que el jugador i
es indiferente entre (b',t) y (B,t) para todo t.

Denotemos con ' (g,A) el juego de ofertas alternantes en el cual la demora entre
perfodos es A > 0, el evento rompimiento ocurre con probabilidad ¢ > 0 después de cualquier

rechazo, y las preferencias satisfacen las suposiciones sefialadas arriba,



g1

'(g,A) tiene un tinico EPS, el cual es caracterizado por la pareja de acuerdos

(z* (g,4),* (g,4)) que satisface las siguientes dos condiciones:

(¥* (9,4),0) ~ {g:(B,0) + (1 = g)(z* (¢,4),4)} ¥
(z* (9, 4),0) ~y {q- (B,0) +(1 = q) (¥* (@A), 8)}

Sabemos que bajo las condiciones Cl hasta C6 existe 0 < 6 < 1 y funciones
céneavas w; para 1 = 1,2 tales que las preferencias del jugador ¢ sobre X x T, son repre-
sentadas por &fu; (2;). Sin embargo, en general, no es posible escoger una representacién de
esta forma con la propiedad de que su valor esperado represente las preferencias del jugador
1 sobre loterfas en X X T,

De cualquier manera, si cxiste 6 y una funcién w tal, que las preferencias del
jugador 1 sobre loterias en X % Tao s0m representadas como el valor esperado de 6§u¢ (=)

entonces se tiene:

uy (4} (g, 8)) = 96%1 (B) + (1 - q) 6% (23 (¢, 4)) ¥
uy (x4 (g, 8)) = q6%; (B) + (1 - q) 6% (43 (9, 8))

Ahora consideremos el limite del EPS conforme la longitud A de cada perfodo
converge a cero.

Supongamos que ¢ = AA, la probabilidad de rompimiento en cualquier intervalo
dado de tiempo real permanece constante. En un andlisis andlogo al juego en la seccién 4.2
tenemos que la probabilidad de rompimiento en cualquier perfodo estd dada por:
AL 6BAA (L= AA) +8PNA(1 =AY 4+ = s

Sea Tfils*?f'\(?‘ii"zﬁ = k(A). Entonces podernos reseribir las ecuaciones anteriores

cOmo

0 7 ()~ h (8) () = 88 (1 = M) u ( (B)) = k(B) s (B)] y
wy (3 (A)) = k (A)ug (B) = 84 (1 = MA) [uz (43 (A)) ~ k(A) w2 (13)].

Se sigue que:
(11 (w1 (A)) =& (A) wy (B)] fua (£} () ~k (B) uz (B)]
={uy (7 (8)) =k (8) w (B)] [u2 (43 (A)) ~ k(A) ua (B)]
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Nétese que si los jugadores usan estrategias que nunca llevan al acuerdo, entonces
(dado que ¢ > 0) el evento desacuerdo ocurre con probabilidad 1 en el algin perfodo.
Ademés k (A) u; (B) es precisamente la utilidad esperada del jugador en este caso.

Ahora, sea r = —log4, tal que §% = ¢4,
Sacando B_% k(4) =zlsi1.no F(F_W*%;m = 45 Un argumento similar en la proposicién
en la seccién 4.2.4 muestra que z°* (A)y y° (A) convergen a la solucién de Nash del proble
ma de negociacién en el cual el desacuerdo es: (;\—'\ﬁ) (u1(B),ua(B)), y el conjunto de
acuerdos es construfdo utilizando las funciones de utilidad u; las cuales en el caso especial
que estamos considerando, reflejan tanto las preferencias de tiempo como las preferencias
de riesgo.

Este resultado apoya nuestros primeros hallazgos: si § esté cerca de uno (r es cer-
cana al cero), tal que el tetnor al rompimiento mds que el costo de tiempo de la negociacién
es la consideracién dominante, entonces, el punto desacuerdo es cercano a (u; (B),uz (B)),

mientras que si A es cercana a cero, el punto desacuerdo es cercano a (0,0) .

4.5 Una guia para aplicaciones

A fin de usar un modelo de negociacidn como un componente de un modelo
econdmico, es necesario escoger los elementos econdmicos que corresponden a las primi-
tivas del modelo de negociacion. Los resultados en este capftulo pueden ayudar a nuestra

eleccién.

4.5.1 Incertidumbre como el incentivo para alcanzar un acuerdo

Supongamos que se ticne un modelo cconémico en el cual la fuerza principal que
ocasiona que las partes aleancen un acuerdo es el temor que las negociaciones se “rompan”.
En este caso el madelo de la seccién 4.2 indica que podemos aplicar la solucién de Nash a un
problema de negociacion (8, d) delinido apropiadamente. Supongamos por cjemplo, que un
comprador y un vendedor estdn negociando un precio. Supongemos que enfrentan el riesgo
qus el bien del vendedor pierda todo su valor. Supongamos también que el vendedor tiene
e pie una oferta (de una tercera parte) para comprar e} bien a un precio menor que el que
podria obtener ded comprador cuando esta tercera parte no existe. En este caso podemos

aplicar In solucién de Nash al problema de negociacion en el cual el punto desacuerdo refleja

——
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las utilidades de las partes en el evento de que el bien picrda su valor, y no sus utilidades

en el evento de que el comprador clija comerciar con el tercer participante.

4.5.2 Impaciencia como incentivo para alcanzar un acuerdo

Si la presién principal para alcanzar un acuerdo es simplemente la impaciencia de
los jugadores, entonces el juego de negociacién original del capftulo 2 es apropiadé.

Si las preferencias de los jugadores ticnen la propiedad que la pérdida por demora
¢5 concava (ademds dé satisfacer todas las condiciones del capitulo 2), entonces el resultado
de la seccién 4.3 muestra cémo la férmula para la solucién de Nash puede ser usada para
calcular el lfmite del acuerdo alcanzado en el EPS de un juego de negociacién de ofertas
alternantes conforme el perfodo de demora converge a cero. En este caso las funciones de
utilidad usadas para construir el conjunto S son funciones c6ncavas u; con la propiedad
que 8tu; (z;) representa las preferencias del jugador i = 1,2 para algin valor 0 < § < 1.
La utilided igual a cero del desacuerdo para ¢l jugador i es su utilidad por un acuerdo con
respecto al tiempo en que lo obtuvo, al cual es indiferente (recordar condicién (C3).

Tres puntos son significativos aquf, Primero, las funciones de utilidad de los ju-
gadores no son las funciones de utilidad que usan para evaluar prospectos inciertos. Segundo,
si se representan las preferencias de los jugadores por 8w (z)) y 8w (z2), donde d; # dp
¥y construfmos el conjunto S usando las funciones de utilidad w, y wy, entonces el lfmite del
acuerdo alcanzado est4 dado por una solucién asimétrica de Nash en la cual los exponentes
dependen sélo de &) y 8. Tercero, el punto desacuerdo no corresponde & un resultado que
ocurrirfa si los jugadores fallan en acordar, mas bien estd determinado por sus preferencias
de tiempo. '

Como un ejemplo, consideremos la negociacién entre una compefifa y un sindicato.
Eu este caso podria ser que las pérdidas por demora de un acuerdo sean significativas
mientras la posibilidad que una de las partes encuentre otro socio pueden ser ignoradas.
tintonces se debe constrnir S como se disculié arriba, ¢l punto desacuerdo debe corresponder
a it resultado [T con la propiedad de que cada lado es indiferente al perfodo en el cual H
s¢ recibe,

Podria ser apropiado, por ejemplo, dejar H como el resultado en el cual el beneficio
de la firma es cero y los miembros del sindicato reciben un salario que ellos ven como

equivalente a la comnpensacién que obtienen durante una huelga.



Nota _ “

log ¢ loge
La representacion [¢$fu,~(z,~)]|7=7-+ = et {u; (z.-)]r‘;h-l. es resultado del Teorema 2 del

*“Time Preference” de Peter C, Fishburn y Ariel Rubinstein:

Si AD hasta A5 se mantienen, entonces, dado cualquier 0 < a < 1, existe una

funcién f de valor real continua y creciente sobre X tal que:

i) para todo (x,¢) ,(y,8) € X X T\ (z,t) = (y,5) si y slosi a'f(z) = a*f(y);
if) £(0) debe ser 051 0€ X y zf(x) debe ser positva para todo z € X ~ {0} ;

iii) si T es un intervalo entonces f es vinica (dada ) salvo una multiplicacién por

constantes positivas sobre {z € X 1z > 0} y sobre {z € X : z < 0}.

5t se cambia a en la representacidn, entonces f debe ser cambiada. Por ejemplo, si X =

T =[0,1)y fs cs la dnica f -por iii)- que satisface la rpresentacién cuando f, (1) = 1, entonces
Ja y fo estén relacionadas como f = [fo]¥ con k = Eﬁé. (Esto se sigue de la pruba del teorema

para el caso de tiempo continuo.)
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