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Resumen 

En este trabajo se presentan dos desarrollos recientes de la Teoría de Negociación, así corno 

la interrelación que hay en ellos. 

En el primer capítulo se tratan los elementos de la Teoría de Juegos que se requieren 

para el desarrollo del trabajo. 

El segundo capítulo de esta tesis trata el enfoque axiomático de Nash para resolver 

una negociación. Se dan las condiciones que deben cumplir los jugadores así como aquellas 

que debe cumplir la función propuesta como solución negociada. 

En el tercer capítulo, el enfoque estratégico, se modela el problema de negociación 

como un juego de ofertas alternantes y se propone como solución negociada el equilibrio 

perfecto en subjuegos de dicho problema. 

El capítulo cuatro compara las soluciones obtenidas medante los modelos aximático 

y estratégico. En el modelo del segundo capítulo realmente no se necesita describir detal-

ladamente la situación de negociación, mientras que en el modelo estratégico existe un 

factor determinante para alcanzar un acuerdo: la forma de valuar el tiempo; a pesar que 

esto podría poner en duda la validez del resultado obtenido de manera axiomática, uno de 

los elementos importantes de esta tesis es que se muestra la estrecha relación que existe 

entre la solución negociada de Nash y el límite del equilibrio perfecto en subjuegos (de ese 

mismo problema), cuando el tiempo en que se alcanza el acuerdo tiende a cero. 

La tesis se basa en el libro "Bargaining and Markets" de Martin J. Osborne y Ariel 

li ubinstei 
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Capítulo 1 

PRELIMINARES 

1.1 Teoría de Juegos. 

La teoría de juegos se interesa en cómo los individuos toman decisiones cuando 

están conscientes de que sus acciones los afectan entre sí y tienen ésto en cuenta. 

1.1.1 Elementos de un juego. 

Un juego puede ser considerado una situación de decisión estratégica y consiste de 

los siguientes elementos: 

• Un conjunto de jugadores. 

• Un orden para dichos jugadores. 

• Una descripción de la información disponible para cualquier jugador en cualquier 

momento del juego. 

• Un conjunto de acciones disponibles para cada jugador cada vez que tenga que tomar 

una decisión. 

• Un resultado que provendrá de cada secuencia de acciones posibles de cada jugador. 

,t Una asignación de utilidad de Von Neumann-Morgenstern para cada jugador sobre 

el conjunto de resultados. La utilidad del resultado para un jugador es el pago que 

obtiene con dicho resultado. 
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Conjunto de jugadores. 

Los jugadores son simplemente entidades de toma de decisión. Individuos, familias, 

empresas y gobiernos pueden ser considerados jugadores. Los conjuntos de jugadores son 

los conjuntos , S°, SI, , S", que contienen a todos los vértices no terminales del árbol del 

juego pertenecientes a la etapa m. 

La naturaleza, una entidad sin objetivo, es un tipo especial de jugador en el juego. La 

naturaleza elige entre sus acciones de acuerdo a probabilidades fijas. Todos los jugadores 

excepto la naturaleza pueden ser llamados jugadores estratégicos y se suponen tomadores 

de decisiones racionales. 

Racionalidad y conocimiento común 

En la teoría de decisiones, se supone que los tomadores de decisiones hacen sus 

elecciones de acuerdo a criterios internos consistentes. Tal comportamiento es llamado com-

portamiento racional. La Teoría de Juegos también supone que los jugadores son racionales. 

Sin embargo, ha sido necesario agregar dos supuestos más. El primero es que la racionalidad 

de cada jugador es de conocimiento común; esto es, se dice que un hecho en un juego es de 

conocimiento común si cada jugador: lo conoce, sabe que cada uno de los demás lo conoce, 

sabe que cada uno de los demás sabe que cada uno de los demás lo conoce, etc. A pesar de 

que esta regresión infinita puede sonar extraña, es importante, ya que las decisiones depen-

derán no sólo de los hechos, sino también en cómo responden a esos hechos otros tomadores 

de decisiones. Así que el supuesto de conocimientos comunes es crucial. 

El segundo supuesto es la descripción completa del juego; los jugadores, acciones, 

estrategias, orden, información y pagos son también de conocimiento común. 

Orden del juego 

Los jugadores deberán tomar decisiones varias veces durante el juego. Cada una 

de ellas se llamará nodo de decisión. La secuencia en que estas decisiones son tomadas se 

refiere al (mien del juego. Si todos los jugadores toman sus decisiones de forma secuencial, 

uno después del otro, entonces el juego se llama juego de movidas secuenciales. 

110:3 jugadores podrían tener que tomar decisiones al mismo tiempo, este tipo de 

juego se llama juego de movidas simultáneas. 

Podemos representar el orden del juego usando un diagrama conocido como árbol 
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del juego. Este diagrama es una gráfica conexa y sin ciclos con un vértice señalado llamado 

punto de partida del juego o raíz. 

Las posibles acciones de un jugador se representan por un vértice o ruma. Cada 

rama conecta dos nodos, uno de los cuales es el "padre" y el otro es el "hijo". El árbol debe 

cumplir las siguientes reglas: 

• Cada nodo tiene a lo más un padre y está conectado a él por una rama. 

• Ningún nodo es predecesor de sí mismo. 

• Cada nodo tiene un predecesor que es un nodo inicial. 

• Cada árbol de juego tiene exactamente un nodo inicial (raíz). 

Información. 

Nos referiremos a información cuando hablemos de cualquier observación o cono-

cimiento que conduzca a una revaluación de las tasas de probabilidad de un jugador. 

Para que la información sea valiosa para un jugador, deben cumplirse dos condi-

ciones: 

1. La información debe alterar la acción óptima del jugador en algún nodo de decisión. 

2. La información debe ser revelada al jugador antes de que se alcance ése nodo crítico 

de decisión. 

Debido a que el resultado de un juego no depende sólo de las acciones de un 

jugador, sino también de lo que no puede controlar, se introdujo el concepto de un nuevo 

jugador etiquetado como naturaleza. Un problema al modelar la adquisición de información 

teniendo a la naturaleza realizando algunas acciones es que el método no se sostiene cuando 

se modelan problemas multipersonales en los cuales los jugadores cuentan con información 

secreta. Otro problema es que aún con un pequeño cambio en la especificación del conocimien.  

to de un jugador se necesitará un nuevo trazo del árbol del juego. Debido a ésto se mode-

lará la adquisición de información usando la herramienta conocida como conjuntos de in-
pl711(1C 

Para cada jugador i con i = 1, 2, 	m existe una partición de Si en una l'antilla de sub- 

conjuntos {..51 el cual contiene a todos los nodos de decisiones entre los cuales un jugador 

no puede distinguir, siendo estos conjuntos los mencionados conjuntos de información. 
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Los conjuntos de información, no triviales, representan situaciones en las cuales un 

jugador no ha observado movidas previas, ya sea de la naturaleza o de cualquier otro jugador 

en el juego, es decir, todos los nodos de decisión en cualquier conjunto de información deben 

pertenecer al mismo jugador y deben proveer a dicho jugador el mismo conjunto de acciones. 

Casi todos los juegos en economía son juegos de memoria perfecta. Un juego tiene 

memoria perfecta si ningún jugador olvida información que alguna vez supo, y todos los 

jugadores conocen las acciones que realizaron anteriormente. Esto origina dos restricciones 

en los conjuntos de información de los jugadores: 

1. Todos los nodos de un conjunto {S.1} deben tener el mismo número de sucesores, 

2. No existe un nodo del conjunto {.51} que siga a otro de este mismo conjunto . 

Se dice que un juego es de información perfecta si cada jugador en cada nodo de 

decisión sabe las acciones realizadas anteriormente por cada uno de los otros jugadores, 

incluyendo la naturaleza. Esto es, un juego, es de información perfecta si y sólo si cada 

conjunto de información contiene un sólo nodo de decisión. 

Acciones y estrategias 

El conjunto de opciones disponibles en cada nodo de decisión de un juego se conoce 

como la acción del jugador. Una estrategia pum para un jugador es una regla que le dice 

que acción realizar en cada uno de sus conjuntos de información en el juego, es decir, es un 

plan detallado que dice al jugador la acción bajo cualquier contingencia. En otras palabras 

una estrategia a, para el jugador i es una función a que a cada conjunto de información S 

le asigna un índice Cj, es decir, a (80 G ij para i = 1, 2, ... 

También ve permite a los jugadores escoger aleatoriamente las acciones disponibles 

en cada conjunto de información; las estrategias que permiten este tipo de comportamiento 

aleatorio ve llaman estrategias mixtas. 

De manera más formal una estrategia mixta para un jugador consiste de una 

distribución de probabilidad sobre el conjunto de dichas estrategias. En el caso de que el 

jugador tenga sólo un número finito m de estrategias puras, una estrategia mixta se reduce 

a un vector, z = (xt , 	, ,n ) que satisface: 
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b) 	=1. 
i=1 

Si conocemos la estrategia o' empleada por cada jugador i en el juego, podemos 

calcular el pago esperado de cada jugador. 

Pagos. 

Para cada vértice terminal T del juego existe un vector pr  llamado vector de pago. 

La probabilidad de que la partida termine en T dado (al, cr2, 	an) puede expresarse como: 

(al , (r2, 	, an) 	fT (at,a1,...,a") 

y al multiplicar esta probabilidad por el vector de pago obtenemos: 
(0.1, 	tia) _,, 	(al a2, 	un) pr  = (al az, 	an) 

donde cada componente 7ri  (al, a2, , a") representa el pago esperado al jugador i. 

En otras palabras, considerando el supuesto de que los jugadores tienen una utili-

dad de Von Neumann-Morgestern asociada al conjunto de posibles resultados del juego, esta 

utilidad constituye el pago para cada jugador. En esta clase de juegos se supone también 

que los pagos son conocidos. 

Si los jugadores actúan de acuerdo a estrategias puras, eligirán una secuencia de 

acciones que los lleve a un resultado final determinado. Este resultado se convierte en un 

pago para cada jugador y da lugar a una tabla de pagos ya que cada perfil de estrategias 

puras puede asociarse con una colección de pagos para cada jugador. Si la naturaleza es 

un "jugador" o se incluyen estrategias mixtas, entonces el resultado obtenido al realizar ese 

perfil es una lotería sobre los posibles resultados. Estas loterías tienen una utilidad esperada 

asociada para cada jugador, ya que, como se dijo anteriormente, cada jugador tiene una 

utilidad de Von Neumann-Morgestern asociada al conjunto de posibles resultados del juego. 

Así la tabla de pagos se extiende a todos los juegos y a todos los perfiles de estrategias: 

1.1.2 Juegos cooperativos y no cooperativos. 

En los juegos estrictamente competitivos es imposible para los jugadores obtener 

beneficio mutuo por alguna forma de cooperación, sin embargo, en juegos no estrictamente 

competitivos tal ganancia mutua es siempre posible. De modo que estamos forzados a 

considerar explícitamente si se permite o no cooperación entre los jugadores. 
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Los juegos cooperativos se caracterizan por el hecho de que los jugadores tienen 

completa libertad de comunicación previa al juego para establecer acuerdos obligatorios 

conjuntos. En un juego no cooperativo no se permite absolutamente ninguna comunicación 

entre los jugadores antes del juego. 

Formalmente, cualquier juego cooperativo puede ser modelado como una sesión de 

negociación, en la cual los jugadores entran en compromisos de coacción entre sí, seguida 

de un juego no cooperativo y como la sesión de negociación puede ser también modelada 

como un juego no cooperativo, cualquier juego cooperativo, al menos en principio, podría 

ser modelado como uno no cooperativo. Sin embargo, a través de la experiencia se ha 

comprobado que hacer ésto es extremadamente difícil dando corno resultado el desarrollo 

de herramientas, por parte de los analistas de juegos cooperativos, muy diferentes a aquellas 

usarlas por los teóricos de juegos no cooperativos. 

1.2 Equilibrio 

1.2.1 Equilibrio Competitivo 

Economía de cambio puro Una economía de cambio puro está definida por la existencia 

de los siguientes componentes: 

• € tipos de bienes. 

• m consumidores. 

• wi dotación inicial del consumidor i 

• Paquetes de bienes xi donde xi = 	 E ate 

• Conjunto <le consumo X' 

<4 Una relación de orden completa, transitiva y cerrada en 	denotada por: 	. 

Dentro de una economía cada consumidor observa el vector de precios 

p = 	p2, , 	E Int  — {0} y determina su presupuesto 'y = {e E Xi  / p • e < p • wi } 

y elige un paquete x` que es maximal en respecto a 

Las iteraciones para cambiar precios de acuerdo a lo que se demanda conduce a 

un vector de precios p' y a una asignación (xlm  tales que: 
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1. x* es maximal en = {ei E Xi p • 5_ p • id} i = 1, ..., ni y 

m 	m 
2. E xr 5 E wi. 

i.1 	i=1 

Dando como resultado una pareja ((xl
m 
 ,p') llamada equilibrio competitivo, 
:=1 

la cual es un concepto solución basado en un comportamiento no cooperativo de los con-

sumidores y en el mecanismo del mercado. 

El equilibrio en situaciones de comportamiento cooperativo de los consumidores 

se conoce como equilibrio de Nosh, el cual se describirá a continuación. 

1.2.2 Equilibrio de Nash 

Un equilibrio de Nash para un juego cooperativo es una colección de estrate-

gias, una para cada jugador, de manera que cada una de ellas sea óptima dado que 

los otros jugadores usan su estrategia de equilibrio. Es decir, la n-ada de estrategias 

a?2, ...,a; , 	está en equilibrio, si y sólo si para cada i = 1, ...,n y cada al  E Ei 

sucede que: 

7I'¡ (al, a 2 I 	(77,- 1 ) 	 •••I rfn) 	(ti; , a2 , • • .1 01, • • • cn) 

Donde Ei  es el conjunto de estrategias del jugador i. 

En otras palabras, se dice que una n-ada de estrategias está en equilibrio si ningún 

jugador tiene una razón real para cambiar su estrategia, suponiendo que ningún otro jugador 

va a cambiar su estrategia. 

A nienazas 

Cuando en un juego se permite la comunicación entre los jugadores las conclusiones 

dependertíti sólo de su habilidad para entablar compromisos obligatorios entre sí. Cuando 

un jugador intenta hacer creer al otro que empleará una estrategia específica, ésta se llamará 

amen az o. 

Una amenaza hecha por un jugador es no creíble a menos que el llevarla a cabo, 

al darse la oportunidad, sea en su propio beneficio, Las amenazas que son no creíbles son 

ignoradas. A pesar de que el perfil de estrategias basado en una amenaza no creíble sea un 

equilibrio de Nash será ignorado. 
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Subjuegos y subjuegos en equilibrio perfecto 

El equilibrio de Nash que incorpore amenazas no creíbles sería un predictor pobre 

del comportamiento de los jugadores por lo que necesitamos de otra herramientas: los 

subjuegos. 

Un subjuego es, esencialmente, un juego pequeño dentro de un juego más grande 

con dos propiedades especiales: 

1. Una vez que los jugadores comienzan a jugar el subjuego, lo continúan jugando por 

el resto del juego. 

2. Todos los jugadores saben que están jugando el subjuego. Esto se logra si todos los 

conjuntos de información que contienen nodos de decisión del subjuego NO contienen 

nodos de decisión que no sean parte del subjuego. 

El subjuego, dado que es un juego, tienen un nodo inicial el cual es una subraíz 

del juego original. Además los conjuntos de jugadores, el orden del juego, el conjunto de 

las posibles acciones y los conjuntos de información del juego original se preservan en el 

subjuego. 

Una nada de estrategias es un equilibrio perfecto de un subjuego del juego P, si 

ésta es también un equilibrio de Nash para cada subjuego de r. 



Capítulo 2 

ENFOQUE AXIOMATICO 

2.1 Problemas de negociación 

Al hablar de negociación, nos referiremos a una situación en la que dos individuos 

tienen la posibilidad de alcanzar, de común acuerdo, un beneficio mutuo. En esta situación 

existe un conflicto de intereses en cuanto a saber cuál acuerdo concluir ya que ningún 

acuerdo puede ser impuesto a un individuo sin su aprobación. 

Las siguientes afirmaciones delinean la definición del problema de negociación y la 

solución negociada que se da más adelante. 

• Existen dos individuos, jugador s, que buscan alcanzar algún beneficio mediante la 

cooperación. 

• Los jugadores tratan de llegar a un acuerdo, a, en el conjunto A, o al no lograr un 

acuerdo ocurre el evento desacuerdo, D. 

* Cada jugador i tiene un orden de pmferencia 	sobre el conjunto A U D, siendo esta 

relación binaria, transitiva y reflexiva. 

▪ Las preferencias de los jugadores están definidas en el conjunto de loterías de acuerdos 

posibles, no sólo en la de los acuerdos mismos. 

e El orden de preferencia de cada jugador debe satisfacer los axiomas de Von Neumann- 

Morgenstern para que así exista una función de utilidad ui : A 1.1 D 	9?, (para cada 

jugador), de modo que "una lotería es preferida a otra si y sólo si la utilidad esperada 

de la primera es mayor que la de la segunda". 

13 
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• Si u; es una función de utilidad para >-i y vi es una función de utilidad, entonces vi 

representa a >•-i si y sólo si vi = (mi /3 para alguna a, p E 92 con a > O. 

• Los jugadores, A, D y 	definen una situación de negociación. 

• Dados el conjunto de los acuerdos posibles, el evento desacuerdo y las utilidades, pode-

mos construir el conjunto de todas las parejas de utilidad que pueden ser resultado de la 

negociación. Este conjunto es la unión del conjunto S de parejas de utilidad factibles, 

esto es, las parejas: (ui (a) , u2  (a)) con a E A, y el punto d = (ui (D) , u2  (D)). La 

pareja (S, d) será la primitiva del problema. 

• La solución negociada asocia a cada situación de negociación un evento, ya sea acuerdo 

o desacuerdo. 

Problema de negociación 

Un problema de negociación es una pareja (S, d), donde S C 922  es compacto y 

convexo, d E S y existe s E S tal que si > di para i = 1, 2. 

El conjunto de todos los problemas de negociación se denota por /3. 

Una solución negociada es una función f : /3 —4 3122  que asigna a cada problema de 

negociación (S, d) E l3 un único elemento de S. 

El conjunto S debe ser compacto ya que las utilidades que pueden obtenerse en 

un resultado de la negociación son limitadas (acotado), además de que la utilidad no puede 

crecer sin límite (cerrado), pues si lo hiciera la negociación no tendría interés ya que siempre 

se podría encontrar una utilidad que mejorara a la utilidad propuesta. Debe ser convexo 

para garantizar que contiene a cualquier lotería. 
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2.2 Axiomas de Nash 

Nash impone cuatro condiciones a la solución negociada f : fi --> 53t2; 

INV (Invarianza a representaciones de utilidad equivalentes) 

Supongamos que el problema de negociación (S', d') es obtenido de (S, d) por las transfor- 

maciones si 	donde al  > O para i = 1,2. Entonces f (S', d') = al f; (S, d) fi; 

para i = 1, 2. 

Esto es si la función de utilidad ui genera el conjunto S cuando se aplica a un 

conjunto de acuerdos A entonces las funciones de utilidad vi = aiui +A generan el conjunto 

S' al aplicarse al mismo conjunto A. 

Como vi representa las mismas preferencias que ui, el resultado físico predecid() 

por la solución negociada debe ser el mismo para (S', di ) y (S, d). 

SIM (Simetría) 

Si el problema de negociación (S, d) es simétrico, entonces fi (S, d) = f2 (S, . 

Si los jugadores son intercambiables, entonces la solución negociada debe asignar 

la misma utilidad a cada jugador, es decir, la solución consistirá en dividir la ganancia 

obtenida, por medio de la colaboración, en partes iguales; por lo tanto la solución negociada 

será un punto en la diagonal de S. 
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IAI (Independencia de alternativas irrelevantes) 

Si (S, d) y (T, d) son problemas de negociación con Sc T y f (T, d) E S, entonces 

f (S, d) = f (T,d). 

Esto es, cuando todas las alternativas en T están disponibles y los jugadores llegan 

a un acuerdo s del conjunto pequeño S, entonces pedimos que los jugadores lleguen al mismo 

acuerdo s cuando sólo las alternativas en S están disponibles. 

Al acordar en s cuando podían haber escogido cualquier punto en T los jugadores han 

descartado como irrelevantes los resultados en T diferentes de s. 

Figura 2.1: 

PAR (Eficiencia de Pareto) 

Supongamos que (S, d) es un problema de negociación s E S, tE.Sy > si para i = 1, 2. 

Entonces f (S, d) # s. 

Esta condición requiere que los jugadores nunca "acuerden" en un resultado s 

cuando existe otro resultado t en el cual los dos estarán mejor. Si acordaran en el resultado 

inferior .5, habría lugar para una renegociación y la pareja de utilidades para el evento 

desacuerdo sería s. 
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2.3 Teorema de Nash. 

La idea de Nash de derivar una solución de los cuatro axiomas anteriores muestra 

que existe precisamente una solución de negociación que los satisface y esta solución tiene 

una forma muy simple: selecciona la pareja de utilidad que maximice el producto de las 

ganancias de los jugadores en utilidad sobre el resultado de desacuerdo. 

Teorema. 

Existe una única solución negociada 1N, definida en todos los problemas de ne- 

gociación (S, d) que satisface INV, SIM, IAI y PAR. Y está dada por: 

j N  (S, d) = arg max (si di) (82 di) tal que (di, d2) < (81, 82) E S, ésto es, 

fN (S, d) = (si, s;) si (sl, sp maximiza la función (si — d1) (82  d2) dentro del conjunto 

{s E S; d s} 

Demostración: 

a) Primero se verificará que la función fN está bien definida. 

El conjunto {s E S; d < 8} es compacto y la función f/ (s1 , s2) = (si — di) (82 — d2) 

es continua, así que existe al menos una solución al problema de maximización que define 
a  fN.  

Si demostrarnos que el maximizador es único, la función quedará bien definida. 

Lema 1 

Si existe algún punto (s i , s2) E S tal que si > d1i  s2  > d2, entonces existe un único 

punto (Vi, T;2) el cual maximiza la función II (.91 ,82) = (si — d1) (82 — d2) sobre el 

subconjunto de S para el cual s > d. 

Demostración. 

Sabemos ya que este subconjunto de S es compacto. 

Dado que 1/ es continua debe tener un máximo sobre este conjunto y deberá ser 

positivo. 

Supongamos que existen dos puntos diferentes (4,4) y (4,4) que maximizan la 

función II (81,82). 
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Sea M el máximo. 

Como M > O no puede suceder que 4 = 4, ya que implicaría que 812 = 4. 

Supongamos di  < 31 lo que implica que 4 > 4. 

Dado que S es convexo, (81i  s2) = (11.-141t, 3*-2-11) E S y entonces, 

11(.41A) = ri-di)+2(81-d1)}[(4-d2)+(81-d2)1  

= 	--d i Xal-d1) 	(41.-di)(4-d2) 	(4-4)(81- an  
2 	+ 	2 	+ 	4 

= 2 + + (41-30
4
(ii 39  

1)4(31-811  > O tenemos que 11 (.fi,S-2) = M (81- 	4 81)(81-31  Como (3 -31 	 )  > M 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto el maximizador es único. 

b) Verificamos que cumple los cuatro axiomas. 

INV: Si (S' ,d) y (S, d) son como los citados en el axioma, entonces s' E S' a 

existes E S tal que di  = 	f3i donde a; > O para i = 1,2. Para tales parejas de utilidad 

s y d tenemos::
¡11 =— (1'1)(4  — d:2) 

= 	fii ) — (aidi Pi)] [(a2s2 f32) — (a2d2 + 

= ((l is 	ai di ) (a282  — a2d2) = a l  (si — d1) az (sz — d2) 

= aia2 (si — di) (82 — d2) . 

Así 	maximiza (si  — (4)(82  — d2) sobre S si y sólo si 

(aiÍi 	,(12."P2 -1- /32) maximiza (4 — 	(d2  — 4) sobre S'. 

SEU: Si (S, d) es simétrico y (ti, S2) maximiza (si — di) (32  — d2) sobre S; en-

tonces como II es una función simétrica, (s2, 8i) también maximiza H sobre S. Como el 

maximizador es único 8-1  = 82. 

IAI: Si S c T y s E S maximiza 11 sobre T, entonces YE S también maximiza H 
sobre S. 

PAR: Corno 11 es creciente en cada uno de sus argumentos s no maximiza 11 
sobre S si existe t E S con t, > S; para i = 1,2. (Entre mayor es si H es mayor.) 
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c) Se mostrará que fN es la única función que satisface los cuatro axiomas. 

Supóngase que f es una solución que satisface los cuatro axiomas. 

Paso I. Sea (S, d) un problema de negociación arbitrario. 

P.D. f (S, d) = f N (S, d) 

Sea (.91,d) el problema obtenido de (S,d) por la transformación S 1-4 (2.91-13 = S', 

d 1-4 O y de manera que f N (S, d) --> (1,1) = f N  (S ' , O) . 

Como f y fN satisfacen el axioma INV: 

1 f S' ,0 = al (S, d) + [3 y fN (S1,0) = alN (S, d) + )3, luego es claro que 

f S', O = fN (S' , O) si y sólo si f (S, d) = fN (S, d) por lo que si queremos demostrar 

1 que f (S, d) = f N (S,d), bastará mostrar que: f (S' ,0) = f N  s ' , O) = (1,1). 

En los pasos siguientes mostraremos que f (S' ,0) = II, 1) 

Paso 2. S' no contiene puntos (si, 4) con sil  + 4 > 1. 

Corno f N  (S ' , O) = (2, 1) , tenemos que S' c 8 = {(si,4) ; d4 5 1} 

Si para algún (s1, 4) E S', se tiene que el + 4 > 1 entonces la lotería 

L ((4,1) , (81, 81)) queda por arriba de la línea el + 4 = 1 y de los puntos 

(a, b) = (y + cs,,,-14,—,-- + ese) de la lotería, para O < e pequeño, algunos quedan fuera de 

B, cuando sabemos que por ser S' convexo deben estar en S' y por tanto en B. 
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Paso 3. 	Como S' es acotado, el Paso 2 asegura que podemos encontrar un 

rectángulo T simétrico a la línea de 45° que contiene a S', y en cuya frontera está 	. 

Figura 2.2: 

Paso 4. Por SIM tenernos que la solución debe estar sobre la diagonal del con-

junto, y como cumple con PAR f (T,0) = (4, 4) ya que todos los puntos en la diagonal 

dan un valor menor que (2, 2) . 

Paso 6. PorlAl sabemos f (T, O) = f (S', O) y esto implica que f (S1  ,0) = (1, 	. 
Con ésto finaliza la demostración del Teorema. 

Llamaremos a fiv (8, d) la solución negociada de Nash para el problema de 

negociación (8, (I) . Ésta se puede caracterizar de la siguiente manera: 

Sea la frontera fuerte de Pardo de S, el conjunto: 

( c S : no existe s' E S con s s' y sl> si para i = 1,2} y sea s2  = (si) la 

ecuación de la frontera en el primer cuadrante.. 

La pareja de utilidad (si, aD es la solución de Nash para el problema (S, d) si y 

sólo si s12 	(s¡) y sI maximiza (si — 	(111  (si) — d2) . 
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Afirmación 

Si 41 es dos veces diferenciable alrededor de si, entonces la segunda condición es 

equivalente a •{8;-1̀21 - Iklís  (.1)1 y 111" (31) < ((1
1
1-4

)
1 

8-dx 
Demostración 

Supongamos si maximiza II = (si - di) (kii (si) - d2), entonces gfi  (si) = 0, pero 

SI (si) = (si - di) (41' (si) O) +(tY (si) - d2) = (si - di) Wi  (si) + (8; - d2), Por 

lo tanto 

el-d, 

El Y por ser máximo 11- (si) < O, lo cual es equivalente a tP" (si) < 2(s 
 

(si-di)  
recíproco es aplicar el criterio de la segunda derivada para máximos y mínimos. 

Figura 2.3: 

Se puede dar también una definición alternativa en términos de las preferencias de 

los jugadores: 

Sea p • a 	{pa + (1 - p) D, con p E [0,11} que representa la lotería donde el 

acuerdo ase alcanza con probabilidad p y el desacuerdo D con probabilidad (1 - p). 

Sea Si  el orden de preferencia del jugador i sobre el conjunto de loterías de la 

forma y • a. 

Consideremos el acuerdo a' con la propiedad de que para (i, j) = (1,2) e 

j) 	(2,1), para todo a E A, p E [0,11 para las cuales p • a 	a' tenemos que p • a' 	a. 

Interpretación: Si a' es conocida. Si el jugador i objeta a' proponiendo una 

alternativa a aún frente al riesgo de que se llegue al desacuerdo con probabilidad (1 - p), 

entonces el jugador j está dispuesto a tomar el mismo riesgo y rechazar el acuerdo a en 

(si 	di) Wi (si) + (.9; d2) = 	 (sí) = ?.¡
d
d2)) 	pki (8,01  

si - 
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favor del acuerdo a'. 

Afirmación 

El acuerdo a' induce la solución de Nash. 

Sea ui la representación de la utilidad para >-.‘ tal que (D) = 0. 

P.D. a' maximiza ur (a) u2 (a) 

Primero, si ninguno prefiere a que a', es decir, a` ?-1 a y a' ›-2  a, entonces 

u1  (a') > 14 (a) y u2  (a') > u2  (a); por lo tanto ui (a') u2 (as) 	u1  (a) u2  (a) para todo 

a E A. 

Por lo tanto a' maximiza u1  (a) u2  (a). 

Ahora bien, si el jugador 1 prefiere a que a' entonces a >-1 a' 	existe O < po < 1 

tal que {poa + (1 — po) D} >1  a'poui (a) + (I — po) (D) > u1  (a') 

por (a) ur (a') 1 > po > uutiV 

Sea A = {p E (0,1) , tales que pul  (a) > u1 (a')}. Sabemos que éste conjunto es 

distinto del vacío pues po E A. Sabemos también que uul))  es cota inferior de A. 

Definamos ahora inf {p E (0,1) tales que pul (a) > u1 (a')} Sabemos que en un 

intervalo abierto el extremo izquierdo es el ínfimo, por lo tanto po  = inf A = 	 
Por la condición que define a a' sabemos que para todo p E A sucede que 

pul (a') > u2 (a) y ésto implica que uu:(1°.  es también cota inferior de A, pero como 

el ínfimo es la máxima de las cotas inferiores tenernos: 

tr i  (a') > u2  (a)  
u1  (a') u2  (as) > u2  (a) ui (a) 

ni (a) 	u2 (e) 

Por lo tanto a' maximiza ux (a) u2  (a). 

2.4 Aplicaciones 

2.4.1. Repartiendo un dólar 

Dos personas desean dividir un dólar de alguna forma y si no llegan a un acuerdo 

el dólar se pierde. Podemos pensar que al y a2 son las partes en que se divide siendo a; la 

parte que recibe el jugador i. 
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A = {(al, az) E 822  : al  + a2  < 1 y ai > O para i = 1, 2} y denotemos al desacuerdo 

con D = (0,0) . 

A cada jugador sólo le interesa la parte que va a recibir. El jugador i prefiere 

a E A que b E 	> 	De modo que la preferencia del jugador i sobre loterías puede 

representarse por una función ui : [0,1j 	at, si los jugadores son adversos al riesgo ( ui es 

cóncava) y sin pérdida de generalidad ui (0) = 0. 

Entonces 

S = {(31182) E 322 : (8 i I 82) = (ur (al) , az (a2)) Para alguna (al, az) E A} . Clara-

mente es compacto y convexo. Además S contiene a d = (ui (0) , u2  (0)) = (0,0) y existe un 

punto s E S tal que si > d, para i = 1,2. Por lo tanto (S, d) es un problema de negociación. 

Primero, supondremos que las preferencias de los jugadores pueden ser las mismas 

entonces éstas pueden ser representadas por la misma función de utilidad por lo que (S, d) 

es un problema simétrico. 

Como los acuerdos que se pueden alcanzar son de la forma (a, 1 — a) entonces 

tenemos que: S = ((si, 82) E 1122  : (81,82) = (u (a) , u (1 - a)) , O < a < 	. 

Por SIM sabemos que la solución está en la diagonal, es decir, lo argumentos son 

iguales. 

Por PAR tenernos que no puede ser solución un punto que sea menor a alguno 

del conjunto; entonces la manera de obtener la división más grande con argumentos iguales 

es (.3,1) . Por lo tanto la solución es (u (4) , u (4)), que corresponde al acuerdo físico de 

repartir equitativamente el dólar. 

Ahora, si las preferencias de los jugadores son diferentes la pareja (4,1) ya no es 

solución; la solución dependerá de la naturaleza de las preferencias. 

Supongamos que el jugador 2 es más adverso al riesgo entonces sus preferencias, 

que antes estaban representadas por u2, pueden ser representadas por v2  = h o u2, donde 

h. : iR • -4Ji es una función cóncava y creciente con h (0) = O; lo que implica que v2  es también 
eueeiente y cóncava. 

Sea (.9', LO el problema de negociación para esta situación con funciones de utili-

dad a l  y +) 2; sea z„ la solución de Nash para: maxo<z<1 ul (z) u2 (1 — z) . y sea zi, la solución 

de Nash para este nuevo problema: tnaxo<z< 1  vl (z) y2  (1 z) 
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Afirmación 

Si ui,u2 y h son diferenciables y además O < zu,zu < 1, entonces zu  es solución 
• • 

_i_us  (z) 	t4(1—s) 	solución de 2111  — 11/2(u111-X)  de tvzi — u2(1-z) Y 	" UI 3 	.-sU2s- 

H = 	(z) u2 (1 — z) 	111 = tti (z) (1 — z) (-1) u2 (1 — z) (z) 
por lo tanto 11` = O <=:. —14 (z)ul (1 — z) u2 (1 — z)usi  (z) = O <=1. ou:(:) = :111  

fi = v (z) , v2 (1 — z) 	Phlt = (z) h (u2 (1 — z)) — (u2 (1 — z)) us2  (1 — z)tzi (z) 
111  = O <g. (z) h (u2 (1 — 	— (u2 (1 — z)) u'a ( 1  — z) ut (z) = 0 a 

— 
 (u2h((lti-2.1pug-z)  

Si h es una función cóncava sabemos que lis  (t) < Itil para todo t. Ahora por el 

teorema del valor medio sabemos que existe to, tal que, 

— 	
. h (t) — h (0) = (eo) (t — O) 

h  (t) 
t — O 

h (0) 
 — 

	

h' (te) > 	(t) 

En nuestro contexto de la división del dólar por lo anterior obtenemos: 

11' (u2  (1 — z)) < h(jrál-ziz 	(u2 (1—z)) 	 < h(uM1  'Pi- 2)  h va(1-: ) 	1.2  t-z 	u2(1-2)) 
li(u2(1-z))u(1-z) 	t 	( 

h(u2(1 --z)) 	< 2(1-5 	xv 21  zU  

,1 

O 
	

5M al.' 
	 114 
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2.4.2 Negociando salarios 

En el ejemplo anterior se especifica la división de una cantidad de dinero, en otros 

casos el acuerdo puede ser muy complejo. En el contexto de negociación entre una compañía 

y un sindicato el acuerdo puede especificar un acuerdo de futuros pagos, beneficios o niveles 

de empleo. 

Consideremos un caso relativamente simple: 

Una compañía y un sindicato negociando un paquete de sueldo-contrataciones. 

• Supongamos que el sindicato representa a L trabajadores y que cada uno de ellos 

puede obtener un sueldo de wo fuera de la compañía. 

• Si la compañía contrata a e trabajadores, entonces produce f (e) unidades de producto. 

(f (£) = producción obtenida de e trabajadores.) 

• Supongamos que f (C) es estrictamente cóncava y f (0) = 0; f (e) > talo para algún e. 

• Consideremos el precio del producto normalizado a 1. 

Un acuerdo es una pareja de sueldo-empleos (w, e). 
La utilidad de Von Netunami-Morgenstern de la compañía por dicho acuerdo es la 

producción obtenida de t trabajadores menos el sueldo de los mismos : f (e) — ew. 
La utilidad del sindicato es la cantidad total de dinero recibida por sus miembros: 

+ (L — e) wo . 

• Restringimos los acuerdos a las parejas de utilidad (w, e) en las cuales el beneficio de 

la firma es no negativa, es decir, w < 11-1  y los sueldos son al menos wo. 

• Las parejas de utilidad que se pueden obtener por acuerdo son: 

S = «Re) — ew, ew (L — e) wo) : (1) > ,0<t < L y w > (.44 
Si las dos partes no llegan a un acuerdo la compañía obtiene un beneficio de cero 

ya que, f (0) = O y el sindicato obtiene como beneficio los salarios fuera de la compañía: 

1/..,o. Por lo que el punto de desacuerdo es: (0, Lwo). 

Cada pareja de utilidad toma la forma (w,1) donde wo < w < 



.4.v4 
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Podemos re-escribir al conjunto S como: 

S = ((si, 82) E 922  si + 82 = f (e) + (1,  — e) wo; si > o, s2 > 1-440} 

Sea /* el único maximizador de f (t) (L — t)wo entonces: 

S = «4,82) E 922  : si s2 < f (r) (L — E')wo; k 0,32  > D.a0) . Este es un 

conjunto convexo y compacto que contiene al punto de desacuerdo (O, Lwo) . Por lo tanto 

(S, d) es un problema de negociación. 

Analicemos esta situación, como siempre sea 

IN = argmax (si  — di) (82 — d2) = argmax {si (82 — L'); con (si, 32) en el triángulo S} . 

f N  = arg max [(f (€) — &o) — 0) Rew + (L g)wo) — Lwol 
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Sea LT = [1 (I') — e'w][e'w + Lwo — two — Lwol = (f (e') — rw)(e'w — l'wo) 

= 	(1.)2  ti)2  (two + es  f (1'))w — rwof (e). 
De modo que H describe una parábola. Sus ceros son: 1512. y wo. 

Figura 2.4: 

Su punto medio 2  (IP + wo) es donde alcanza el máximo ya que 113  = —2esw + 
[e. f  (€.)+ (e.)2,,,o} = o  „ e f(1.1-17)2w.  = [rip wol 

Por lo tanto [11/P + wol = w = w' da el óptimo, que se interpreta corno el 

promedio del sueldo fuera de la compran y las unidades producidas por trabajar. 

Así ya se tienen las contrataciones que maximizan. Ahora al sustituir w' debernos 

obtener st 

si 	f 	= f 	— r [1- (LP + (40)1= 1(e) — lf (e) — 4rwo 
= 	ff (e*) — e'wol 
Por lo tanto arg 	[f (e') — e'w) es (w — wo) = 	[1-11  + wol ,t) . 



2.5 ¿Es superfluo algún axioma? 

Se ha mostrado que los cuatro axiomas de Nash definen, de manera única, una 

solución negociada, pero no se ha descartado la posibilidad de que algúrí subconjunto de 

éstos axiomas sea suficiente para determinar la solución única. 

Para mostrar que ningún axioma es superfluo, se exhibirán (para cada axioma) 

soluciones que no cumplan con alguno de ellos, pero satisfagan loe tres axiomas restantes y 

se verá que las soluciones son diferentes a la solución de Nash. 

INV Sea g : 804. 	una función creciente y estrictamente cuasiffincava (es decir: 

g (axi  -I- (1 — a) x2) > tnin (g(zi),g(z2)}), y supongamos que cada uno de los puntos del 

conjunto g 	x2) = c tiene recta tangente con pendiente —1 cuando zi = x2. 

Considérese la solución negociada que asigna a cada problema de negociación (S, d) 

el maximizador (único) de g (si di, a2 d2) sobre faES:akdI 
Esta solución satisface PAR. e IAI ya que es el maximizador de una función cre-

ciente. Satisface también SIM por la condición de la pendiente de su frontera. 

Para mostrar que la solución difiere de la de Nash, tomemos la función particular 

g (x1, x2) = N/Ei+ x2  y consideremos el problema de negociación (S, d) en el cual d = (O, O) 

y S es el casco convexo de los puntos (0,0) , (1,0) y (0,2) . 

El znaximizador de g para este problema está en 232 +82 = 2. Como 

9 (81 — di, 82 — d2) = N./81 — dl + N/82 d2 = s 1 + filí y puesto que 82 = 2 (1 — si) 
tenernos: g 	32) = 	‘/2 (1 =775, por lo tanto ga¡ (81,82) = = .4=1,  2 	20-40 

f -ar 	5/2 (FITIY = 2 sla 2(1—al)=481  8 2= 681 9 

4I = Y s2 

Ahora la solución de Nash es diferente pues: 

f " (811 82) = (81 - dl) (82 - d2) 

U N) 	(81, 82) 	2si (-1)+ (1 
L  

8182 

—31)2 

= 81 (2 

=092(1 

- 81)) 

—31) 

= 2si (1— 81) por lo tanto 

=232 a 
_ SI 	y 82 = 1, 

28 
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Figura 2.5: 

SIM Para cada a E (0,1) considere la solución f que asigna a (S, d) la pareja 

de utilidad: 
i,t— arg 	max 	(si - di)*  (s2 - i A 

 n/ 
oi2)5(8182) 

La familia de soluciones {flae(oi)  se conoce como la familia de soluciones 

asimétricas de Nash. 

Para el problema (S, d) en el cual d = (0,0) y S es el casco convexo de (0,0), (1,0) 

y (0,1) tenemos que para a 	fa (S, d) difiere de la solución de Nash. 

Cada fa satisface 1Ny, 1AI y PAR por los mismos argumentos que la solución de 

Nash. 

f° (si, s2) = (si  - 	(s2 - d2)1-" = 81 (1 - si)1-a  y 
(f a )'  (81,82) c a (si )° -1  (1 - )1' (3a:111); )̀. Por lo tanto 

(11" (y1, 82)= O •"4 a  (si)°  ' (1-  si)l-a  = 11-taili  
4-4 a (1 - si) si (1 	 Y s2  = 1 - a. 

Mientras que para Nash: 

f 	(si , 82) ==. (si — 	(S2 d2) = 8 1 82 = 31(1 — si) por lo tanto 

(f 	(sh s2) 	( -1) + (1  - 8  = 0.=.(1 -81)= 81 4,:. 81= 4 Y 82 
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IAI Para cualquier problema de negociación (S, d) sea :fi la máxima utilidad que 

el jugador i obtiene en {s E S : s > d} para i = 1, 2. Consideremos la solución fks (S, d) que 

asigna a (S, d) el miembro maximal de S sobre la línea que une a d y (TI, .n) . 

Para el problema de negociación en el cual d = (0, 0) y S es el casco convexo 

de (0,0) , (1, 0) , 	, (o, 4-) tenemos que f k3  (S, d) # f N (S, d), en efecto f (S, d) es la 

intersección de las rectas: si — 232 = O y si s2 = 1, es decir, si = 1 y 32  = 

Y por el ejemplo anterior sabemos que f N (S, d) = (4, I) 

Es inmediato que la solución satisface SIM, PAR e INV. 

Esta solución se conoce como la solución de Kalai•Snaorodinsky. 

PAR Consideremos la solución fd definida por fd (S, d) = d. Esta solución satis-

face 1NV, SIM e 1AI y es diferente a la solución de Nash. 

Para cada uno de los cuatro axiomas se ha descrito una solución diferente a la de 

Nash que satisface los tres axiomas restantes. 

Algunas de estas situaciones tienen axiomatizaciones interesantes: 

Diremos que una solución negociada f satisface racionalidad individual fuerte 

(RIF) si f (S, d) 	d para cada problema de negociación (8, d) . Entonces una solución 

satisface INV, PAR, IAI y RIF si y sólo si es una solución asimétirca de Nash, (esto es, de 

la forma f° para algún a E (0, 1)). 
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La solución de Kalai-Smorodinsky, fks, es la única solución que satisface INV, 

SIM, PAR y un axioma de "monotonicidad", el cual requiere que si S C T y si para i = 1, 2 

las utilidades máximas que el jugador i puede obtener en {s E S : s > d} y {s E T s > d} 

son las mismas, entonces cada jugador recibe al menos tanta utilidad en la solución de (T, d) 

como en la solución de (S, d) . 

Finalmente, la solución f d  que asigna a cada problema de negociación el punto de 

desacuerdo es la única solución distinta a la solución de Nash que satisface INV, SIM, IAI y 

la condición de que cada solución dé a cada jugador al menos su utilidad en el desacuerdo. 

De este modo PAR puede ser reemplazado por RIF en la caracterización de Nash. 

2.6 Extensión de la teoría 

2.6.1 Más de dos jugadores 

Todos los argumentos concernientes a la solución de Nash pueden ser extendidos a 

situaciones en las cuales hay más de dos jugadores. Si hay n jugadores entonces un problema 

de negociación es una pareja (S, d), en la cual S es un subconjunto, convexo y compacto, 

de Rn, d E S, y existe s G S tal que si > di  para i = 1, ..., n. 

Los cuatro axiomas INV, SIM, IAI y PAR pueden ser extendidos para aplicarse a 

problemas con n jugadores, y puede mostrarse que la única solución negociada que satisface 

los axiomas es la función que asocia a cada problema (S, d) el vector de utilidades: 

arg maxd  s 11 (si  — di) 
i=1 

2.6.2 Una interpretación alternativa de la utilidad 

Basta ahora se han interpretado los elementos de S como parejas de utilidades 

derivadas de las preferencias de los jugadores sobre loterías' en el conjunto de acuerdos 

físicos. Se ha supuesto que estas preferencias satisfacen las condiciones de Von Neumann y 

Morgenstern, de manera que las funciones de utilidad que las representan son únicas salvo 

una transformación afín. Bajo esta suposición, el axioma INV es apropiado. 

Entendemos por lotería el evento en el cual el acuerdo a se alcanza con probabilidad p y el evento 19 se 
alcanza con probabilidad (1 — p) . Usualmente se denota (pa + (1 — p)b} . 



32 

Existen interpretaciones alternativas en las cuales el riesgo no entra explícitamente. 

Para hacer que la teoría de Nash tenga sentido se requiere sólo que las utilidades representen 

las preferencias señaladas de manera única salvo una transformación afín. 

Una alternativa para comenzar con una preferencia del jugador sobre loterías es 

adoptar como primitiva la preferencia del jugador sobre el conjunto de acuerdos combinada 

con sus respuestas a todas las preguntas posibles de la forma "¿Prefieres a que a' más de 

lo que prefieres b que II?". 

Bajo suposiciones adicionales las preferencias de los jugadores pueden ser repre-

sentadas por una función de utilidad que es única salvo una transformación afín .2  

Anteriormente (repartiendo un dólar) se han interpretado los resultados como 

mostrar el efecto de cambios en el grado de adversión al riesgo de los jugadores sobre la 

solución de Nash. Bajo la interpretación alternativa de la utilidad presentada aquí, los 

resultados muestran el efecto de cambios en la razón a la cual las utilidades marginales de 

los jugadores decrecen. Particularmente los resultados para el juego dividiendo un dólar son 

los siguientes: Si la utilidad marginal del jugador 2' decrece más rápido que la del jugador 2, 

entonces la parte del dólar para el jugador 1 en la solución de Nash, es más grande cuando 

su oponente es el jugador 2' que cuando es el jugador 2. Si la utilidad marginal del jugador 

2 decrece más rápido que la del jugador 1 entonces la parte del dólar para el jugador 1 en 

la solución de Nash excede a 1. 

2.6.3 Una definición alternativa del Problema de Negociación. 

Un problema de negociación, corno se ha definido hasta ahora, consiste de un 

conjunto S, convexo y compacto contenido en 9/2  y un elemento d E S. Sin embargo, la 

solución de Nash en (S, d) depende solamente de d y de la frontera de Pareto de S. 

El que S sea compacto y convexo es importante sólo mientras estas condiciones 

aseguren que la frontera de Pareto de S está bien definida y es cóncava. 

En lugar de comenzar con el conjunto S, se podían haber impuesto los axiomas a 

un problema definido por una función cóncava no decreciente (y un punto de desacuerdo 

d). Como se liará posteriormente. 

'Ver Krantz, Luce, Suppes y Traversky; Foundation!' of Meaaurement, Vol. 1; 1971 



Capítulo 3 

ENFOQUE ESTRATEGICO: 

MODELO DE OFERTAS 

ALTERNANTES. 

3.1 Enfoque estratégico 

En el enfoque axiomático el resultado de la negociación está definido por una lista 

de propiedades que debe cumplir. En el enfoque estratégico el resultado es un equilibrio de 

un modelo explícito del proceso de negociación. 

Cualquier modelo estratégico incorpora una descripción detallada de un proceso 

de negociación. Como veremos una gran variedad de tales procedimientos, nos enfrentamos 

con la difícil tarea de formular un modelo manejable que exprese las influencias principales 

en el resultado. 

Un modelo complejo que imponga poca estructura a la negociación es improbable 

a rendir resultados definitivos; un modelo simple puede omitir un elemento clave en la 

determinación del arreglo. Con esta observación en mente, se construye en este capítulo 

un modelo que se concentra en sólo un hecho sobresaliente de la negociación: la actitud del 

participante ante la demora. 
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3.2 La estructura de la negociación 

3.2.1 Elementos de la situación que se modela. 

• Dos jugadores negocian sobre un "pastel" de tamaño 1. 

• Un acuerdo es una pareja (xl , x2), donde x; es la parte del pastel para el jugador i. 

• El conjunto de posibles acuerdos es 

X = {(xi, x2) E Ve : XI + X2 = 1 y xi > O para i = 1, 2} . 

• Las preferencias de los jugadores sobre X son diametralmente opuestas. Cada jugador 

sólo se interesa por la parte del pastel que va a recibir y prefiere recibir más que menos. 

Esto es, el jugador i prefiere x EX ay EX si y sólo si xi > 	Debemos notar que X 

es el conjunto de acuerdos, no el conjunto de parejas de utilidad, no estamos prestando 

atención al caso en el cual lo anterior es un segmento de recta. 

Este es un arreglo simple, pero es lo suficientemente rico para incluir los ejemplos 

antes estudiados en la sección de Aplicaciones. En el caso de la división de un dólar, 

interpretarnos corno xi la cantidad del mismo que el jugador i recibe. En el modelo de 

negociación de salarios, xi es el beneficio de la compañía. Ahora en un caso de negociación 

del precio de venta de un bien indivisible, por ejemplo, xi sería el precio que el comprador 

paga al vendedor. 

3.2.2 El proceso de negociación. 

Los jugadores pueden actuar sólo en tiempos de un conjunto infinito T = {O, 1, 2, ...} . 

En cada tiempo 1 E 2' uno de los jugadores, digamos j, acepta la oferta; escoge 

(A), o la rechaza: escoge (R). Si la oferta es aceptada, entonces la negociación termina y el 

Acuerdo se implementa. Si la oferta es rechazada, entonces la jugada pasa al tiempo t 1, 

en este período el jugador j propone un acuerdo, que el jugador i podría aceptar o rechazar. 

El juego continúa de esta manera; cada vez que una oferta es rechazada, la jugada 

pasa al siguiente período, en el cual es el turno, del jugador que rechazó, para proponer un 

acuerdo. 

• No hay límite en el número de períodos. 

• Una vez que una oferta ha sido rechazada queda vetada. 
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• El jugador que hizo la oferta es libre para proponer cualquier acuerdo en el futuro. 

• No hay restricciones en lo que se debe o no aceptar. 

• En todo momento, cada jugador conoce todas sus "movidas" previas y todas las del 

otro jugador. 

• Este procedimiento se modela corno un juego extensivo. Por conveniencia se da al 

juego una estructura de tiempo explícita. Los dos primeros períodos del juego se 

muestran en la figura de la siguiente página. 

El juego comienza en le parte alta del árbol y el tiempo empieza en el período O. 

El número al lado de cada nodo indica el jugador al que le toca moverse en ese período. 

Así el jugador 1 es el primero en moverse; tiene un continuo (una infinidad no numerable) 

de elecciones (indicado por el triángulo anexado a su nodo de decisión). Este continuo 

corresponde a los acuerdos (miembros de X) que el jugador 1 puede proponer. 

Cada proposición posible lleva a un nodo de decisión para el jugador 2, en el cual 

acepta (A) o rechaza (11) la proposición. (Se señala el nodo correspondiente a la propuesta 

21). 

Si el jugador 2 rechaza la oferta del jugador 1 (rama a mano izquierda), entonces 

el juego pasa al período 1, donde es el turno del jugador 2 para hacer una oferta. 

Una oferta típica del jugador 2 es xl; para cada oferta, el jugador 1 elige A o R. 

Si el jugador 1 escoge A, entonces el juego termina con el resultado (x► , 1), si escoge R 

el juego continúa, entonces el jugador 1 hace una oferta más, el jugador 2 responde y así 

sucesivamente. 
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Hay que notar que el árbol es infinito en dos aspectos: 

Primero, en cualquier nodo donde un jugador haga una oferta, existe un continuo 

en lugar de un número finito de elecciones. Consecuentemente no es posible mostrar en el 

diagrama cada nodo subsecuente del otro jugador. Se ha seleccionado una opción "típica" 

en cada punto mencionado. 

Segundo, el árbol contiene trayectorias no acotadas en las cuales todas las ofertas 

son rechazadas, de manera que nunca se alcanza el nodo terminal. se asume que cada 

trayectoria lleva al mismo resultado, el cual denotamos D (desacuerdo). 

Nótese también que los papeles de los jugadores son casi simétricos, la única 

asimetría es que el jugador 1 es el primero en hacer una oferta. 

En lugar de etiquetar a los nodos terminales, aquellos en los que se concluye un 

acuerdo, con pagos, se les han anexado etiquetas de la forma (x, t), dada la naturaleza 

del acuerdo y el tiempo en el cual es alcanzado. También se ha supuesto que todas las 

trayectorias infinitas, en las cuales el acuerdo nunca es alcanzado, llevan al mismo resultado 

D. 

A fin de analizar las opciones de los jugadores tenemos que especificar sus prefe-

rencias sobre estos resultados. Pero antes de hacerlo (siguiente sección), hay que notar 

que al definir un resultado ya sea como una pareja (x, t) o D hemos hecho una suposición 

restrictiva acerca de estas preferencias: 

Para cualquier período t > 1 tnuchas trayectorias llevan, a través del árbol, a un 

nodo terminal con etiqueta (x, t), ya que se asigna este resultado toda vez que los jugadores 

acuerden x en el tiempo t, sin importar la trayectoria previa a las ofertas rechazadas. (En 

el diagrama 3.1 no es claro ésto, dado que sólo contiene una oferta "típica" en cada estado). 

Así suponernos que los jugadores se preocupan sólo por la naturaleza del acuerdo y el tiempo 

en el que se alcanza, no por la secuencia de ofertas y contraofertas que llevan al acuerdo. 

En particular, ningún jugador lamenta haber propuesto una oferta que se rechaza. 

Análogamente, se supone que los jugadores son indiferentes acerca de la secuencia de ofertas 

y rechazos que llevan al desacuerdo. 

Finalmente notemos que la estructura del juego es diferente a la de un juego de 

repetición. La estructura de este árbol es repetitiva, pero una vez' que el jugador acepta 

una oferta, el juego cesa de repetirse. 
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3.3 Preferencias 

3.3.1 Suposiciones. 

En el enfoque axiomático de Nash, las preferencias de los jugadores sobre los 

resultados físicos son justificadas por sus actitudes ante el riesgo; se vió en la sección; 

Extensión de la teoría, que las preferencias sobre resultados físicos solamente, pueden no 

ser suficiente para determinar una solución. Aquí, la estructura del juego requiere que 

incluyamos en la descripción de las preferencias de los jugadores sus actitudes hacia acuerdos 

alcanzados en varios puntos a la vez. Estas preferencias de tiempo son la fuerza motriz del 

modelo. 

A fin de completar la descripción del juego necesitamos especificar las preferencias 

de los jugadores. 

Se supone que cada jugador i = 1, 2 tiene un orden de preferencia completo, 

transitivo y reflexivo, 	sobre el conjunto (X x T) U {D} de resultados. 

Definición 

Un juego de negociación de ofertas alternantes es un juego extensivo con la 

estructura definida en la sección 3.2, en el cual el orden de preferencia, -<;, de cada jugador 

sobre (X x 7') U {D} es completo, transitivo y reflexivo. 

En el análisis principal de este capítulo se imponen ciertas condiciones sobre los 

órdenes de preferencia de los jugadores. Estas condiciones son lo suficientemente débiles 

para permitir una amplia variedad de preferencias. En particular, preferencias sobre X x 
para el jugador i que son representadas por la función blui (xi) donde O < 	< 1 y u; es 

cualquier función cóncava creciente. A <5; se le conoce como factor de descuento. 

Especificamente nuestras suposiciones son las siguientes: 

Primero, el resultado menos preferido es 

Al (el desacuerdo es el peor resultado). 

Para todo (x, t) E X x 7' tenemos (x, >-; D. 

Las condiciones restantes son concernientes al comportamiento de 	en X x 7'. 
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Primero, se requiere que entre acuerdos alcanzados en el mismo período, el jugador 

i prefiera valores más grandes de xi y prefiera obtener cualquier partición del pastel "ahora 

que después". 

A2 (el pastel es deseado) 

Para cualquier t ET,xEX y y E X tenemos (x, t) 	(y, t) 	> 

A3 (el tiempo es valioso) 

Para cualquier tET,sETyxE X tenemos (x, t) >-¡ (x, s) si t < s, con 

preferencia estricta si xi > O. 

A continuación suponemos que el orden de preferencia del jugador i es continuo. 

A4 (continuidad) 

Scan ((xn, t)}lli y {(ya, 8)},°°....1  las sucesiones de miembros de X xT para las cuales 

xr, = x y 	yn  = y. Entonces (x, »-i (168) cada vez que (x,,, t) 	(y,,, s) 

para todo n. 

El orden >-; satisface las suposiciones A2 hasta A4 si y sólo si las preferencias de i 

sobre X xT pueden ser representadas por una función de utilidad continua Ui : [0, 1) xT at 

que es creciente en su primer argumento (la parte recibida por i) y decreciente en su segundo 

argumento (el período en el que se recibe) cuando el primer argumento es positivo. 

La siguiente suposición simplifica grandemente la estructura de las preferencias. 

Requiere que las preferencias entre (x, t) y (y, s) dependan sólo de x , y y la diferencia s —t. 

Así, por ejemplo, ésto implica que si (x,1) 	(y, 2) entonces (x,4) "q (y, 5). 

A5 (estarionalidad) 

Para cualquier t E T, a:EX y y EX tenemos (x, 	(y, t +1).#,  

(x,0) 	(Y, 1). 

Si el orden de preferencia >-; satisface A2 hasta A5 entonces existe una función 

de utilidad (1; que representa las preferencias de i sobre X xT y tiene la forma es-

pecífica: para cada ó E (0, 1) existe una función continua creciente ui : [0,1] --I 9i tal 

que Ui(x, = 6'14 (si) , 
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Hay que notar que para cada valor de 6 podemos encontrar una función adecuada 

tki (no necesariamente cóncava), y que el valor de 6 no está determinado por las preferencias 

de los jugadores. 

Para facilitar el análisis subsecuente es conveniente introducir notación adicional. 

Para cualquier resultado (x, t) se sigue de A2 a A4, que existe un único y E X tal 

que el jugador i es indiferente entre (x, t) y (y, 0) (en cuyo caso A3 implica que si xi > O y 

t > 1 entonces yi < xi), o que cada resultado (y, O) (incluyendo yi = 0) es preferido por i a 

(x, t). 

En efecto, si (x, t) >-i (y, 0) para todo y, en particular debería cumplirse para 

y = x, pero eso sería (x, t) ›-i (x, 0) lo que podría pasar sólo si t < O . Lo cual es una 

contradicción. 

Definamos vi : [0,1] x T ---> [0,1) para i = 1, 2 como sigue: 

yi  {si (y, O) ,,,i (x, t) 

v 	O si (y vi 	t)  = 	, O) >--i (x, t) para toda y E X 

El análisis puede ser simplificado haciendo la suposición más restrictiva de que 

para toda (x, t) y para i = 1, 2 existe y tal que (y,0) Ni (x, t). Esta restricción deja fuera 

algunos casos interesantes y por lo tanto no se incluye aquí. 

Se sigue de la definición de vi que si vi(xi, t) > O entonces el jugador i es indiferente 

entre recibir vi(xi , t) en el período O y xi en el período t, esto es vi(xi, t) ,,,i (xi, t). Con un 

pequeño abuso de notación nos referiremos a vi(xi, t) corno el valor presente de (xi, t) para 

el jugador i aún cuando vi(xi ,1) = 0. 

Nótese que (y, O) :-.-i  (x, 1) cada vez que yi = vi(xi, t) y (y,  t) >-i (x, s) cada vez que 

ni(Iii, t) > vi(xi, s). 

Si el orden de preferencia >•-i satisface las suposiciones Al hasta A4, entonces 

para cada 1 E T la función vi  (., t) es continua, no decreciente y creciente cada vez que 

vi  (xi , 1) ',?. 0, más aún, tenemos vi  (xi, t) < xi para cada (x, t) E X x T y vi (xi, t) < xi cada 

vez que xi  > O y t > 1. Suponiendo además A5, tenemos que vi (vi (xi, 1) ,1) = vi (xi, 2) 

para cualquier a: E X. 

Un ejemplo de las funciones vi (•,1) y v2  (•,1) se muestran en la siguiente figura. 

Bajo la suposición A3 cualquier cantidad dada vale menos entre más tarde se 

reciba. La condición final que se impone a las preferencias es la de que la pérdida por 



xt=li=1‘1) 

o 
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Figura 3.2: 

demora asociada a cualquier cantidad dada es una función creciente de la cantidad. 

A6 (pérdida creciente por demora) 

La diferencia zi — (x,, 1) ea una función creciente de 

Bajo esta suposición la gráfica de cada función v (., 1) en la figura (3.2) tiene una 

pendiente (relativa a su orfgen) de menos de 1 en cualquier punto. 

La suposición A6 también restringe el caracter de la función tzi en cualquier re- 

presentación dtui(xi) de 	. 

Afirmación 

Si 	es diferenciable entonces A6 implica que 51zii  (xi) < tii (vi(xi,1)) siempre que 

ví (ri, 1) > 0. 

Demostración: 

71: 	— n, (xi , 1)) 	O 	1 — (xi  , 1) > O = vi  (xi, 1) < 1 

Ui(th(xi,1) , O)) 5 O 

oí;  [61 u • (2; ) — 61)ui (vi (xi, 1))1 5 O 4 = 
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bu¡ (xi) — (vi (x1,1))v:(xi, O) 5 O 

(xi) — 	(vi (xi, 1)) 5 614 (re) 	usi (vi(xi,1))ili (xi, O) 5 O 

6u1(xi) < yl (vi (si, 1)) 

Esta condición es más débil que la condición de concavidad de oh la cual dice que 

(xi) < 	(x;,1)), es decir, en una función cóncava la derivada del menor es más grande 

que la del mayor. 

Esto completa la especificación de las preferencias de los jugadores. 

Como no existe incertidumbre explícita en la estructura de un juego de negociación 

de ofertas alternantes, y como restringimos la atención a situaciones en las cuales ningún 

jugador usa ningún mecanismo de azar para hacer su elección, no hay necesidad de hacer 

suposiciones acerca de las preferencias de los jugadores sobre resultados inciertos. 

3.3.2 La intersección de las gráficas de vi  1) y y2  (.,1) 

En el análisis subsecuente la intersección de las gráficas vi (•,1) y y2  (., 1) tiene 

especial significancia. 

Se mostrará ahora que la intersección es única, esto es, existe sólo una pareja 

(.r, y) ei X x X tal que Ji = vi (si, 1)yx2=--  V2 (y2, 1) 
Esta Esta unicidad se ilustra en la figura 3.2. 
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Lema 2 

Si el orden de preferencia >-, de cada jugador i satisface A2 hasta A6, entonces 

existe una única pareja (x', y') EX x X tal que yl = (xl, 1) y 	= v2  (11,1). 

Demostración: 

Para cada x E X sea ‘,11  (x) = 	(z), ‘112 (5)) el acuerdo para el cual 

kki (x) = (x,, 1), y definamos H : X 	12 por 11 (51,52) = x2  — v2 (112 (x) ,1) que resulta 

una función continua. 

La pareja de acuerdos x y y = ‘112 (x) satisface también x2  = ti2 (Y2, 1) 4=1' 

/1(x) = 0, esto es, x2  = V2 (Y2,  1) <r> X2 = V2 (111 2 (X), 1) 

v2 : [0, 1) x T 	[0,1) 	0 	v2  (., .) 5 1 

11 (0,1) = 1 — v2 (1112  (0,1) ,1) O y H(1,0) = O — v2  (W2 (1,0) ,1) < O 

Sea f (x 1 ) = 11 (xi, 1 — xl ), entonces 

f (0) = 11(0,1) > O y f (1) = 11 (1,0) < O por lo tanto como f (xi) es una función continua, 

el teorema del valor intermedio garantiza que existe 	un cero de f (x1) que se traduce en 

cero de 11. 

II (x) = x2 — v2 0112 (5) 1) = ( 1  — 	— 	(til 2 (x) , 1) + [vi (x1,1) — (x1, 1)) 

= [vi (x , 1) — x I ] + [1 — vi (x1 ,1) — v2 (1 — 	(x, 1) ,1)) = f (xi) 

Por el axioma A6 vi (x;,1) — xi es decreciente y como vi (xi, 1) es no decreciente 

en xi  los dos sumandos son decrecientes. 

Con lo que tenemos que f es continua y decreciente lo que implica que existe un 

único cero. 11.:1 cero es la pareja (x', y') que es la intersección de las rectas: 
X2 = V2 (y2 ,1) 

3.3.3 Ejernplos 

Posteriormente se seguirá trabajando con la función de utilidad Ui definida por 

t) = 	para todo (x,t)E X xT y Ui(D) =O donde O< 6, <1. 

Afiramaeión 

Las preferencias que representa esta función satisfacen Al hasta A6. 

Demostración: 

yl = v1 (xi, 1) 



Al 

P.D. (xj, t) ›-i D 

Para todo (x1 1) E X x T tenemos que .51si > O a Ui  (x4, t) > /.14 (D) 

P.D. Ui (x, t) > 	(y, t) 	> yi 

61x 4  > 654 4. x4 > yi 

a) 	> 	Stx, > 	4 U (x, t) > U, (y, t) 

P.D. Ui (x, t) > 	(x,$) si t < 8 

Para O < < 1 y O < < 1, 

..4=> 1/4 (xt) 	U4  (x, s). 

t < 4.> > a «x4  > 5:x4 
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A2 

A3 

A4 

P.D. U; (xn,t) > Ui (ya, s) 	Ui (x, t) Ui (y, s) cuando ñi x,, = x y 

lim y„ = y, 

Ui (xn,1) > Ui (11, s) 61% > «ya, lirnbixnt  >l
n
im «ya, 	61x > 65 -40 

t) > Ui (y, s). 

A5 

Pa Ui (x, t) > Ui (y, t 1) <4. Ui (x, 0) > Ui (y,1) 

Ui (x, t) > U;  (y, t 4 1) <-4 61xi > 	a x > 	a (x, > Ui (y, 1) 

Nos referimos a bi como el factor de descuento del jugador i y a las preferencias 

como preferencias de tiempo con tasa constante de descuento, (Este es el nombre conven-

cional de las preferencias. Sin embargo, dado que cualquier preferencia que satisfaga A2 

hasta A5 puede ser representada sobre X x '1' por una función de utilidad de la forma 

tilui (a; i ) el rasgo distintivo es la linealidad de ni, y no la constancia de la tasa. 

Se tiene vi (.1:„ t) 	b x en este caso. 

o 	
Figura t '4'1) 

o 
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Ejemplo 

La función de utilidad definida por Ui (xi, t) = x; — cit y U; (D) = —oo, donde 

> O representa preferencias para el jugador i satisface Al hasta A5, pero no A6. 

Demostración: 

Al 

Para toda (x, t) EX x T tenemos que x; — cit > —oo U; (xi, t) > (D) 

A2 

U;(x,t)>_ Ui(y,t)ax;— cit>y;—c;tax;> Eli  

A3 

t < s 	> 	xi — 	x; 	U; (x,t) U; (y, s) 

A4 

U; (x„, t) >_Ui(y„,$)x,4 eit > yM  — coi 	(x,4  — cit) > h (yn, — co) 

— eje k !fi cis 	(x,t) U; (y, s) 

A5 

(x, t) Ut (y, t + 1) 44,  xi — cit > — (t + 1) a > - 
aU; (x,O)? U; (yi, 1) 
Veamos ahora que el axioma A6 no se cumple 

xi  — cit si xi > cit 

O 	otro caso 
Asf si xi > cit entonces vi (x;,1) = xi — de modo que xi — (xi, 1) = ci que es 

constante en lugar de ser creciente en xi. 

4 

Nos referimos a e, como el costo de demora o costo de negociación del jugador i, 

y a las preferencias como preferencias de tiempo con un costo de demora constante. 
Hay que notar que aunque las preferencias con costo de demora constante violan 

Se tiene ei  (xi,t) = 
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A6, sigue existiendo una pareja única (x, y) EXxT tal que yi  = vi (x1,1) y x2  = v2 (y2, 1) 

siempre y cuando el e2. Ver gráfica en la sección 3.9.2 

Nótese también que las dos familias de preferencias son cualitativamente diferen-

tes. Por ejemplo, si el jugador i tiene preferencias con una tasa de descuento constante 

entonces es indiferente acerca del tiempo de un acuerdo que le dé O, mientras que si tiene 

preferencias con costo de demora constante prefiere obtener ese acuerdo lo antes posible. 

(Como las preferencias con costo constante por demora satisfacen A2 hasta A5 pueden ser 

representadas en X x T por una función de utilidad de la forma 014 (xi). Sin embargo, no 

existe un valor de 6; para el cual ui sea lineal.). 

3.4 Estrategias 

La estrategia de un jugador en un juego extensivo especifica una acción' en cada 

nodo del árbol en el cual es su turno de elegir. 

Así en un problema de negociación de ofertas alternantes una estrategia del jugador 

1, por ejemplo, comienza especificando: 

i) el acuerdo que propone en t = O y 

ii) para cada pareja consistente de una propuesta del jugador 1 en t = O y una contra pro-

puesta del jugador 2 en t = 1, la elección A o R en t = 1; y si R es escogida, una 

contrapropuesta más en el período t = 2. 

La estrategia continúa especificando acciones en cada período futuro para cada 

posible historia de acciones hasta ese punto. Es decir, las estrategias de los jugadores en un 

juego de negociación de ofertas alternantes se definen de la siguiente manera: 

Sea X' el conjunto de todas las sucesiones (0, ...,s1-1) de miembros de X. 

Una estrategia del jugador I es una sucesión = {at art   de funciones donde cada 

una asigna a cada historia una acción del conjunto relevante. Asf, 

at : Xt --* X si t es par y 

at : Xt 	(A, R} si t es impar. 

pkin de acción se llama a veces estrategia pura para distinguirla del plan en el cual el jugador usa 
un mecanismo de azar para elegir su acción. En el presente trabajo no es necesario porque se permite usar 
a los jugadores el azar sólo cuando se dice explícitamente. 
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La estrategia del jugador 1 consiste en dar una oferta en todo periodo par t, para 

toda historia de t ofertas rechazadas, y una respuesta (aceptar o rechazar) en todo período 

impar t para toda historia consistente de t ofertas rechazadas seguidas por una proposición 

del jugador 2. 

Análogamente, una estrategia del jugador 2 es una sucesión T = {Ttrt.0  de fun-

ciones, con 

Tt  Xt 	{A, R} si t es par y 

Tt  Xt  X si t es impar. 

El jugador 2 acepta o rechaza la oferta del jugador 1 en cada período par y hace 

una oferta en cada período impar. 

El conjunto X° consta de la historia "nula" precedente al periodo O, formalmente 

es un sólo punto, de manera que a° puede ser identificado como un miembro de X. 

hay que notar que una estrategia especifica acciones en cada periodo, para toda 

posible historia de acciones hasta ese punto, incluyendo historias que son excluidas por 

acciones previas del jugador 1. 

Toda estrategia del jugador 1 debe, por ejemplo, describir una elección de aceptar 

o rechazar (A o I?) en 1 = 1, en el caso de que proponga (Z, 1) en t = O y el jugador 2 

rechace esta oferta y haga una contraoferta, aún si su estrategia pide al jugador 1 hacer una 

oferta distinta de (1,1) en t = O. Así la estrategia del jugador 1 tiene que decir qué hará 

en nodos que nunca serán alcanzados si sigue las indicaciones de su propia estrategia en 

períodos de tiempo anteriores. Al principio ésto puede parecer extraño. En la afirmación 

"hoy voy a realizar la acción x y mañana tornaré la acción: m en el caso de que realice x 

hoy y u en el caso de que haga y hoy" la última condición parece superflua. 

Si el interés se centra en el equilibrio de Nash (ver sección 3.6) entonces hay 

redundancia en esta especificación de la estrategia. Supongamos que la estrategia a' del 

jugador 1 difiere de la estrategia a sólo en las acciones que recomienda después de historias 

que no se alcanzan cuando se sigue o.. Entonces las parejas de estrategias (o ,T) y (o' ,T)  

llevan al mismo resultado para toda estrategia r del jugador 2. 

Sin embargo, se desea usar el concepto de subjuego en equilibrio perfecto (ver 

sección 3.7), entonces se necesita una estrategia del jugador para especificar sus acciones 

después de historias que nunca ocurrirán si usa dicha estrategia. 

A fin de examinar lo óptimo de la estrategia del jugador i después de una historia 
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arbitraria, por ejemplo después de una en la que el jugador j toma acciones inconsistentes 

con su estrategia original, necesitamos contemplar la expectativa del jugador i sobre las ac-

ciones futuras del jugador j. Las componentes de la estrategia del jugador j que especifican 

sus acciones después de dicha historia, pueden ser interpretadas como reflejar las creencias 

de j acerca de lo que i espera que haga él después de esta historia. 

Hay que notar que no se pide que las estrategias sean "estacionarias": se permite 

que las ofertas y reacciones a ofertas dependan de eventos en todos los períodos previos. 

La suposición de estacionalidad se hace algunas veces en modelos de negociación, pero es 

problemático. Una estrategia estacionaria es "simple" en el sentido de que las acciones 

que recomienda en todo período no dependen del tiempo ni de los eventos en períodos 

previos. Sin embargo, tal estrategia significa que el jugador j espera que i se adhiera a 

su comportamiento estacionario aún si el mismo no lo hace. Por ejemplo, una estrategia 

estacionaria en la que el jugador 1 siempre hace la propuesta (1, 1) significa que aún después 

de que el jugador 1 hizo la oferta (1, .1) mil veces, el jugador 2 aún cree que el jugador 1 

liará la oferta (I, 4) en el siguiente período. Si se desea suponer que las estrategias de los 

jugadores son "simples", entonces parece que en estas circunstancias uno debe suponer que 

el jugador 2 cree que el jugador 1 continuará ofreciendo (1,1). 

3.5 Estrategias corno autómata 

Una estrategia en un juego de negociación de ofertas alternantes puede ser muy 

compleja. La acción tomada por un jugador en cualquier punto puede depender arbitraria 

mente en toda la historia de acciones hasta ese punto. Sin embargo, la mayoría de las 

estrategias que encontramos en lo siguiente de este trabajo tienen una estructura relativa-
mente simple. 

Ahora introduciremos un lenguaje que nos permite describir tales estrategias en 
una manera compacta y sin ambigüedades. 

1 a tea CS simple: 

as Se codifican las características de la historia que son relevantes para la elección de un 

jugador en una variable llamada estado. 

Una acción del jugador en cualquier punto está determinada por el estado y por el 

valor de algunas variables conocidas por todos. 
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• Conforme el juego continúa, (el estado puede cambiar o puede permanecer igual), su 

progresión está dada por una regla de transición. Asignando una acción a cada uno 

de los varios estados (generalmente no muchos), y dando una regla de transición, lo 

cual es frecuentemente más simple que especificar una acción después de cada una de 

las historias posibles. 

Las variables conocidas incluyen la identidad del jugador de quien es el turno 

moverse y el tipo de acción que debe tomar (proponer una oferta o responder a una oferta). 

La progresión de estas variables está dada por la estructura del juego. Estas variables 

incluyen también la actual oferta sobresaliente y, en algunos casos, la oferta que se rechazó 

más recientemente. 

A continuación se presentan las descripciones de los perfiles de estrategias en 

tablas: 
estado Q 	estado P  

jugador 1 	propone 	 ZQ 	 ZP  

acepta 	xi > a 	xr > 

jugador 2 	propone 	 //11 	 yP  

acepta 	xr = O 	zi < rt 

Ir a P si el jugador 1 
Transiciones 	 Absorbente 

propone x con xi > O 
Aquí tenernos dos estados: Q y P. 

Como siempre, convenimos que la columna a la izquierda describa el estado inicial. 

Las primeras cuatro filas especifican el comportamiento de los jugadores en cada estado Q, 

por ejemplo, el jugador uno propone el acuerdo sc)  cada vez que es su turno de hacer una 

oferta y acepta cualquier proposición x para la cual x1 > a cuando es su turno de responder 

a una oferta. 

La última fila indica las transiciones. La entrada en esta fila, que queda en la 

columna correspondiente al estado 1, donde I = Q o P, da las condiciones bajo las cuales 

hay una transición a un estado diferente. La entrada absorbente para el estado P significa 

que no hay transición fuera del estado P, es decir, una vez que se alcanza este estado 

permanece para siempre. 

De acuerdo a nuestra convención, toda transición ocurre inmediatamente después 

del evento que la dispara. Si por ejemplo, en el estado Q el jugador 1 propone x con xi > 

entonces el estado cambia a P antes de que el jugador 2 responda. 



49 

Hay que notar que el mismo conjunto de estados y la misma regla de transición 

son usados para describir las estrategias de ambos jugadores. Este hecho es común a todos 

los equilibrios que tratamos en este trabajo. 

Esta manera de representar la estrategia de un jugador está relacionada muy de 

cerca a la noción de un autómata como se usa en la teoría de computación. La noción de 

autómata se ha usado también en trabajos recientes sobre juegos de repetición y provee una 

herramienta natural para definir medidas de la complejidad de una estrategia. Aquí se usa 

meramente como parte de un lenguaje conveniente para describir estrategias. 

Se terminará esta discusión dirigiéndonos a un punto delicado concerniente a la 

relación entre un autómata como se ha difinido y la noción usada en teoría de la com-

putación. Se llamará a ésta última "autómata estándar". Las dos nociones no son exacta-

mente iguales ya que nuestra descripción de las acciones de los jugadores depende no sólo 

del estado sino también de las variables conocidas. Para poder representar las estrategias 

de los jugadores como autómatas estándar se necesita incorporar las variables conocidas en 

la definición de los estados. El autómata estándar que representa la estrategia del jugador 

1 en la tabla anterior, por ejemplo, es el siguiente: El conjunto de estados es: 

{[S, / = 1., 2 y S = Q, P} U {[S,i, / x E X, i = 1, 2 y S = Q, P} U {[x1 / x E X}, la 

interpretación es que: 

[S, 	es el estado en el cual el jugador i hace una oferta. 

[S, i, x] es el estado en el cual el jugador i responde a una oferta x. 

[x] es el estado en el cual la oferta x ha sido aceptada. 

El estado inicial es [Q, 1]. 

La acción que toma el jugador 1 en el estado [S, iJ es : la oferta especificada en la 

columna de la tabla cuando i = 1, o bien, nula si i = 2. 

La acción que toma en el estado [S,i,xj es: "aceptar" o "rechazar", como está 

determinado por 3: y la regla especificada en la columna S para el jugador i, si i = 1 y la 

Acción es nula si i = 2. 

La acción que torna en el estado [xl es nula. 

La Irgla de transición es corno sigue: 

Si el estado es [S, i, x) y la acción que toma el jugador i es "rechazar" entonces el 

nuevo estado es [S, iJ si la acción es "aceptar" entonces el estado es [xl. 

Si el estado es [S, y la acción es la propuesta x, entonces el nuevo estado es 
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[S', j, 	donde j es el otro jugador y S' está determinado por la regla de transición dada 

en la columna S. 

Finalmente, si el estado es [xj, permanece [xj. 

3.6 Equilibrio de Nash 

La siguiente noción de equilibrio se debe John Nash. 

Una pareja de estrategias (a, r) es un equilibrio de Nash si, dada r, ninguna es-

trategia del jugador 1 lleva a un resultado que el jugador 1 prefiera al resultado generado 

por (a, r), y dado a, ninguna estrategia del jugador 2 da un resultado que el jugador 2 

prefiera al resultado generado por (a, r). 

El equilibrio de Nash es una solución muy usada en la teoría de juegos. En este 

trabajo no se discute en detalle el cómo debe ser interpretado. Se puede pensar como una 

situación estable en el sentido de que todos los jugadores alcanzan un óptimo en el equilibrio. 

No se ve al equilibrio necesariamente como el resultado de un acuerdo forzado, ni se pretende 

que sea una consecuencia necesaria de que los jugadores actúen racionalmente, para que el 

perfil de sus estrategias dé un equilibrio de Nash. 

Se ve al equilibrio de Nash corno una solución apropiada en situaciones en las cuales 

los jugadores son racionales, experimentados y han jugado el mismo juego, o al menos juegos 

similares, muchas veces. 

En algunos juegos existe un único equilibrio de Nash, de modo que la teoría da una 

predicción muy exacta. Desafortunadamente, ésto no se da para un juego de negociación 

de ofertas alternantes en el cual las preferencias de los jugadores satisfacen Al a A6. En 

particular, para cada acuerdo x E X, el resultado (x, 0) es generado por un equilibrio de 

Nash de dicho juego. 

l'ara mostrar ésto, sea TEXy considérese la pareja de estrategias (estacionarias) 

(d, 7. ), en la cual el jugador 1 .siempre propone y acepta una oferta si y sólo si xi k -£1  y 
el jugador 2 siempre propone 55 y acepta una oferta si y sólo si x2  > 

Formalmente para el jugador 1 sea: 

= rr para todo (0, ...,xt-1) E Xt  si t es par y 

;1,-3 	...t  xt-r) 	A si x1-1  > 
si t es impar 

R si x1-1  < Ti 
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La estrategia del jugador 2 se define análogamente: 

A si s1-1  <II 
si t es par y 

	

1-r-t (x  e, 	xt-i) 
R si 	> 

T.t (x0, 	xt -- 1 ) = Y para todo (x°, xt-1) E Xt  si t es impar. 

Una representación de (17,1 corno una pareja de un autómata (de un estado) está 

dada por la siguiente tabla: 

jugador 1 

jugador 2 

propone 

acepta 	x1 > 

propone 

acepta 	x1  < 

Si los jugadores usan la pareja de estrategias , Y), entonces el jugador 1 propone 

Y en t = 0, lo cual el jugador 2 acepta inmediatamente, de modo que el resultado es 	0). 

Para ver que (c7F,Y) es un equilibrio de Nash supongamos que el jugador i usa una 

estrategia diferente. El desacuerdo perpetuo es el peor resultado puesto que se cumple Al, 

y el jugador j nunca propone una oferta diferente de x o acepta un acuerdo x con xj < 

Por lo tanto el mejor resultado que el jugador i puede obtener, dada la estrategia del jugador 

j es (T,0). 

El conjunto de resultados generados por el equilibrio de Nash incluye no sólo todo 

acuerdo posible en el período 0, sino también algunos acuerdos en el período 1 o más tarde. 

Supongamos, por ejemplo, que a y '!"-• difieren de "c7 y 7r-  sólo en el periodo 0, cuando 

el jugador I hace la oferta (1,(1) (en lugar de 2) y el jugador 2 rechaza toda oferta. La pareja 

de estrategias 	conduce al acuerdo (5-1, 1) y es un equilibrio si (Y, 1) >-2 ((1,0) , 0) . 

A menos que el jugador 2 sea tan impaciente que prefiera recibir O hoy que 1 
mañana, existe valores de 1; que satisfacen esta condición, de modo que el equilibrio existe 

cuando el acuerdo se alcanza en el período 1. 

Un argumento similar muestra que, para algunas preferencias, existen equilibrios 

de Niel en los cuales el equilibrio se alcanza en el período 2, o más tarde. 

En resumen, la noción del equilibrio de Nash pone pocas restricciones sobre el 

resultado en un juego de negociación de ofertas alternantes. Por esta razón, nos dirigirnos 

a una noción de equilibrio más fuerte. 



52 

3.7 Equilibrio Perfecto en Subjuegos (EPS) 

Se pueden interpretar algunas de las acciones prescritas por las estrategias ? y 

definidas arriba como "amenazas increíbles". 

La estrategia pide aljugador 2 rechazar cualquier oferta menos favorable, para él, 

que T. Sin embargo, si el jugador 2 se enfrenta con tal oferta, entonces, bajo la suposición 

de que el jugador 1 seguirá siempre la estrategia ?, puede ser de interés para el jugador 2 

aceptar la oferta en lugar de rechazarla. 

Supongamos que W1 < 1 y que el jugador 1 hace una oferta x en la cual xi = +e 

en el período t, donde e > O es pequeña. 

Si el jugador 2 acepta esta oferta él recibe "i2  — e en el período t, mientras que si 

la rechaza, entonces de acuerdo con la pareja de estrategias C5,11 él ofrece ? en el período 

t + 1, lo que el jugador 1 acepta, así que el resultado es (-1, t + 1). El jugador 2 prefiere 

recibir 	— e en el periodo t en lugar de "X-2  en el período t +1. Si e es lo suficientemente 

pequeña su "amenaza" de rechazo de la oferta no es convincente. 

La noción de equilibrio de Nash no descarta "amenazas increíbles", porque evalúa 

lo deseable de una estrategia sólo desde elpunto de vista del inicio del juego. Conforme se 

siguen las acciones recomendadas por una pareja de estrategias, se traza un camino a través 

del árbol; sólo un pequeño subconjunto de todos los nodos del árbol es alcanzado a lo largo 

de este camino. 

La optinialidad de acciones propuestas en nodos no alcanzados no se examina 

cuando se pregunta si una pareja de estrategias es equilibrio de Nash. 

Si dos estrategias r y r' del jugador 2 difieren sólo en las acciones que prescriben 

en nodos que no be. alcanzan cuando el jugador 1 usa la estrategia a, entonces (a, r) y 

(a, r') producen el mismo camino a través del árbol, luego el jugador 2 es indiferente entre 

7 y 	cuando el jugador 1 usa a. Para ser específicos, consideremos la estrategia 	del 

jugador 2 que difiere de la estrategia V, definida en la sección anterior, sólo en el período 

O, cuando el jugador 2 acepta algunas ofertas x en las cuales x2 < 22. Cuando el jugador 1 

usa la estrategia ?, las estrategias r y generan precisamente el mismo camino a través del 

árbol -ya que la estrategia ó pide al jugador 1 ofrecer precisamente "X', no una oferta menos 

favorable para el jugador 2-. De este modo el jugador 2 es indiferente entre r y r' cuando 

el jugador 1 usa <7; cuando consideramos si (o, 71 era un equilibrio de Nash no examinamos 

lo deseable de la acción propuesta por el jugador 2 en el período O, en el caso de que el 
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jugador 1 haga una oferta difeitnte a W. 

La noción de Selten de un subjuego en equilibrio perfecto adhiere a este problema 

el requisito de que las estrategias de los jugadores sean óptimas en el juego que comienza 

en cada nodo del árbol, sea o no alcanzado ese nodo, si los jugadores se apegan a sus 

estrategias. 

En el contexto de la pareja de utilidad (5", -f- ) considerada en la sección 3.6, se 

pregunta lo siguiente: supongamos que el jugador 1 hace una oferta x distinta des en el 

período O. Si en otro caso sigue los preceptos de a ¿es deseable para el jugador 2 adherirse 

a V? Como la respuesta es: no cuando xi = xr + e donde e > O es pequeña, la pareja (U, 7) 

no es un equilibrio perfecto del subjuego, 

Definición 

Una pareja de estrategias es un equilibrio perfecto en subjuegos de un pro-

blema de negociación de ofertas alternantes, si la pareja de estrategias que induce en cada 

subjuego es un equilibrio de Nash en ese subjuego. 

Si representarnos las estrategias como autómatas (estándar) (ver sección 3.5), en-

tonces para establecer que un perfil de estrategias es un equilibrio perfecto de subjuegos es 

suficiente verificar que ningún jugador, en ningún estado, puede incrementar su pago por una 

desviación de "un tiro". Específicamente, para toda pareja de autómatas estándar y todo 

estado, existe un resultado asociado con el autómata si comienzan a operar en ese estado 

en el período O. Puesto que las preferencias de tiempo de los jugadores son estacionarias 

(A5), cada jugador enfrenta un problema de decisión Markoviano, dado el autómata del 

otro jugador. Cualquier cambio en su estrategia que incremente su pago lleva a un acuerdo 

en un número finito de períodos (ya que sus preferencias satisfacen Al) de modo que su 

c3trategia es optima si, en todo estado en el cual él tenga que "mover", su acción lleva a un 

estado para el cual el resultado es el que el jugador, prefiere más de entre los acuerdos en 

todos los estados que pueden alcanzarse por alguna de sus acciones. 

3.8 El resultado principal 

Ahora se muestra que la noción de equilibrio perfecto en subjuegos (EPS), en 

contraste con el equilibrio de Nash, predice un único resultado en un juego de ofertas 

alternantes en el cual las preferencias de los jugadores satisfacen los axiomas A 1 hasta Mi. 
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Las estrategias y z discutidas en la sección previa piden a los dos jugadores 

proponer el mismo acuerdo x y aceptar ofertas sólo si al menos son tan buenas como x. 

Consideremos una pareja de estrategias alternativas (a, /) en la cual el jugador 1 

siempre (sin importar la historia) ofrece I y acepta una oferta y si y sólo si Yi > gi y el 

jugador 2 ofrece g y acepta una oferta x si y sólo si x2 > 12. Ahora, ¿bajo qué condiciones 

para 1 y g (-&-,f) es un EPS? 

En el caso que el jugador 2 rechace una oferta x en el período 0, él ofrece g en el 

período 1 lo que el jugador 1 acepta. 

Así para que su rechazo de toda oferta x con x2  > x2 sea creíble, se debe tener 

(íj, 1) >-2  (x, 0) siempre que x2  < 12; de este modo si 22  > O se necesita que (g,1)>-2  (6, 0) 

por continuidad (A4). Al mismo tiempo debemos tener (2, 0) >-2  (g,1) o el jugador 2 tendría 

un incentivo para rechazar la oferta 1 del jugador 1 en el período 0. 

Se concluye que si la pareja de utilidad (o, z) es un EPS entonces (1,0) N2 (7,1), 

o bien 2 = (1,0) y (1,0) >- 2  (1, 1), ésto de manera compacta se escribe: v2  (g2, 1) =12. 

Aplicando una lógica similar a la regla del jugador 1 para aceptar ofertas en el 

período 1, tenemos que si rechaza una oferta y, él ofrece y en el período 2, lo que el jugador 

2 acepta, entonces para que sea creíble que va a rechazar debe suceder que (2,2) >-1  (y, 1) 

siempre que yi < y1  y por A4 entonces (1,2) >•-i (g, 1). Al mismo tiempo debe pasar que 

(5,1) ›-i (1, 2) pues si no el jugador 1 rechazaría g en el período 1, por lo tanto se concluye 

que necesitamos ya sea (ü, 1) 	(1, 2) o g = (0,1) y (y, 1) «ti (2, 2); por la hipótesis de 

cstacionalidad (A5), ésto es equivalente a vi (x1,1) = 

Este arguinento muestra que si (er, 6) es un EPS entonces (6, g) debe coincidir con 

la solución única 	, y') de las siguientes ecuaciones. 

Ul (xr, 1) = yr 	Y 	v2 (y;, 1) = 4 

La unicidad se da por el lema en la sección 0.9.2 de donde sabemos xt > y; y 

Nótese que si yr > O y x; > O entonces (y*, 0) 	(x',1) y (x*, 0) r.2 (y*, 1) 

puesto que al ser yr el valor presente de xj el valor de ambos es el mismo en el período 0, 

análogamente al ser x; el valor presente de y; su valor en el período O es el mismo. Además' 

si las preferencias de los jugadores son tales que para cada jugador i y todo resultado (x, t) 

existe un acuerdo y tal que el jugador i es indifernete entre (y, 0) y (x, t), entonces en la 
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única solución (x', y') de las ecuaciones: v2 (g2, 1) = x2 y vi (x1, 1) = fh se tiene que 

y; > O y x; > 0, de modo que (x',?) satisface también (y', O) 	(x*,1) y (x*, O) r.2 (y',1) . 

El resultado principal de este capítulo es que cualquier juego de negociación de 

ofertas alternantes en el cual las preferencias de los jugadores satisfacen los supuestos Al 

hasta A6 tiene un único eps con la estructura, de Cer, 

Teorema 

Todo problema de negociación de ofertas alternantes en el cual las preferencias 

de los jugadores satisfagan Al hasta A6 tiene un único EPS (cri, 7'). En este equilibrio el 

jugador 1 propone el acuerdo x' cada vez que le toca hacer una oferta y acepta una oferta y 

del jugador 2 si y sólo si yi > y1. El jugador 2 siempre propone y' y acepta aquellas ofertas 

x con x2 > 4. El resultado es que el jugador 1 propone x' en el período O y el jugador 2 

acepta inmediatamente esta oferta. 

Formalmente, la estrategia de EPS o' del jugador 1, descrita en el teorema, está 

definida por: 

(xe, 	xt-- ) =x'para todo (x°, 	st-  I) E Xt  si t es par y 

A si yr 1  > xT 

	

o" (a:O, 	= 	 si t es impar 
R si yr 1  < xl 

La estrategia del jugador 2 se define análogamente: 

	

r .1 (y0 	yt I ) 	
A si 4-1  > y; 

I? si 4- 1  < 	
si t es par y 

T °1  (110 	--- 	= Y°  para todo (y°, 	yt- i ) E Yt si t es impar. 

Nótese que no se ha supuesto que las estrategias son estacionarias, se ha permitido 

(itie las accioluts en cualquier período dependan de la historia completa del juego. El teorema 

esta blece que sólo las estrategias de EPS toman esta forma. 

DeMostración 

Veamos primero que la pareja de estrategias (o', r') es un EPS. Se necesita mostrar 
que (a', r') induce un equilibrio de Nash en todo subjuego. Considermeos un subjucgo que 
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comienza con una oferta del jugador 1 en el período t'. Dado que el jugador 2 usa la 

estrategia r': 

• cualquier estrategia del jugador 1 que proponga x* en el período t' lleva al resultado 

(x', te). 

• cualquier otra estrategia del jugador 1 puede generar tres resultados: 

(x,1) donde x1  < xr porque el jugador 2 aceptó y t > t* 

(y', t) donde t > t' + 1 

D 

Afirmamos que (x', 1') es el mejor resultado. 

En efecto, para D tenemos por Al (x* , 1') > -1  D. Ahora, comparando (x', t') con 

(y', t): como xr > yr, por A2 se sigue que: (xs, 	>-1  (y*, t*); como t > t', por A3 tenemos 

que (y', 	(y', t). Por lo tanto (x', t') ›-i (y', 1) . Y por último para comparando (x, t); 

como x1  5 al, por A2 (xs, t') 1  (x, t') y como t• < t, por A3 (x,11 b (x, t) . Por lo tanto 

(x*, t') r, (x, t). 

Conclusión: el mejor de estos resultados para el jugador 1 es (x*, t'), de modo que 

la estrategia a' es una mejor respuesta a r' en el subjuego. 

Dado que el jugador 1 usa la estrategia a' : 

a cualquier estrategia del jugador 2 que acepa x• en el período t' lleva a un resultado 

(x• 	. 

o cualquier otra estrategia del jugador 2 genera resultados: 

t) para t > O 

(y,1) donde y2  < y. porque el jugador 1 aceptó y t > t' + 1 

D 

Afirmamos que (x', t') es el mejor resultado. 

l'ara D tenemos por Al (x', t') ›-2 D. Ahora, comparando (x', t') con (x*, t) 

como < 1, por A3 (x', t') r2  (x', t) . Para (y, t) como y2 < y2, por A2 (y', ?:2 (y, O) ; 

si 1` > O, por A3 (y, O) >-2 (Y1 ti ) Y (1/.  tt* ) >-.2 (y, t* + 1) ; si t > 1' + 1, también por A3 

(y, t' -I- 1) >z2  (y, t) . Por lo tanto (y', 0) ›-2  (y, t) 	(y', 	+ 1) r2 (y, t) 
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Ahora bien, sabemos que y; > x; y y; > y2, tenemos dos posibilidades: 

y; > x; > y2 o y; > y2 > x;. Consideremos la primera: 

Y; > x; > Y2 PV2  (x', 	>-2 (y, t'); t'  + 1  > t' P°1A3  (y, t')>"2 , ( y, t' + 1). Por lo tanto 

(x', t') k2  (y, + 1) y como t > t* + 1, por A3 tenemos que (x• ,t') 1:2  (y, t). 

Considerando la segunda: 

Y; > Y2 > x; 	(y', t') »2 (y, 1') >-2  (x' , t'); t > t' PV3  (x' ,  t') >-2 (x', t) . Por lo 

tanto (y',1') 	(x', t) y como t > E' + 1, por A3 (y', + 1) 2 (X*, t). 

Conclusión: tenemos dos "mejores" resultados para el jugador 2 que son (x', y') 

y (ye, te + 1) . Pero por definición tenemos x; = v2 (y2, 0) tal que (x', 0) h-2 (y', 1) y por A5 

(x', t') h.2 (ye, t' + 1). Así r' es la mejor respuesta para el jugador 2 a o' en el subjuego. 

Argumentos similares se aplican a subjuegos que comienzan con una oferta del 

jugador 2 y subjuegos comenzando con una respuesta por parte de cada jugador. 

Ahora se irá a la parte más difícil del argumento la cual muestra que (u', r') es el 

único EPS. 

Por la suposición de estacionalidad A5, tenemos que para i = 1, 2, todos los 

subjuegos que comienzan con una oferta del jugador i son isomorfos; sea Gi ese subjuego. 

La existencia del EPS señalado anteriormente nos permite definir: 

= sup {vi (xi, t) : existe un EPS de Gi con resultado (x, t)} 

Sea mi  el ínfimo correspondiente. 

Mostraremos que Mi  = 	= xi y M2 = m2 = y2, de modo que el valor presente 

para el jugador 1 de todo resultado en EPS de Gi es xi, y el valor presente para el jugador 

2 de todo resultado en EPS de G2  es y72. Decimos que esto es suficiente por las siguientes 

consideraciones. 

Necesitamos mostrar que se sigue de las ecuaciones M1 = ml = xi y M2 = M2 = yl que 

10(10 EPS de G, es (u', 7-1. 

Afirmación 

En cualquier EPS la primera oferta es aceptada. 

Demostración 
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Supongamos que se cumple que M1  = mi = xr y M2 = m2 = y; y no se cumple la 

afirmación, es decir, que existe un EPS en el cual la primera oferta x del jugador 1 

es rechazada; entonces después de que se rechazó esa oferta los jugadores entran a 

un juego G2  donde deben seguir un EPS. Como supusimos que Mi = m1  = xr y 

M2 = m2 = y; eran ciertas el valor presente para el jugador 2 de ese EPS es A, de 

manera que el valor presente para el jugador 1 no puede ser más de yr. Pero sabemos 

que vi (yr, I) 5 y; < xl lo que contradice M1  = m1 = x1 y  M2 = rn2 = yz porque 

el valor presente del EPS para el jugador 1 es menor que xr. Por lo tanto en cada 

EPS de Gi se acepta la primera oferta. Un argumento similar puede aplicarse para 

G2. Se sigue que en cualquier EPS de G1, el jugador 1 propone x', lo que el jugador 

2 acepta, y él a su vez propone y*, lo que el jugador 1 acepta. También por las 

ecuaciones vi (xr, 1) = yr y v2(14,1) = x;, el jugador 1 rechaza cualquier oferta y en 

la cual yi < yr y acepta cualquier oferta y si yi > yr; el jugador 2 rechaza cualquier 

oferta x en la cual x2  < x; y acepta cualquier oferta x si x2  > 

Queda por comprobar que M1 = m1 = xr y M2 = m2 = A, lo que haremos en 

dos pasos que son: 

Recordemos qu( en un EPS debe suceder que la estrategia del jugador 1 induce 

el mejor resultado sabiendo que el jugador 2 se apegará a la suya, la cual debe incluir la 

mejor oferta inicial. 

Pavo 1. 

Afirmación: El jugador 1 debe aceptar cualquier oferta en la cual zi > (M1,1) . 

Deniostrución: 

no acepta se alcanzaría un resultado ((x1,52), t) con t > 1. El rechazar conduce a un 

subjego que comienza el jugador 1 y el resultado alcanzado en términos del tiempo 

real del juego es ((si ,x2) , t — 1). Así tenemos que 

vi (xi, t — 1) 5 Mi 	vi (vi (xi, t — 1), 1) 5 vi (M1,1) < 

pero vi (vi (x1 , t — 1), 1) = vi (xi , t) 2  (ver 39). Con lo que podemos concluir que 

21,1  (vi (x, t —1),1) = v, (xi,t) para t > 2, para t = 1 es obvio, pues tendríamos 
vi (vi (x1 ,0) , 1) = vi (x1,1) 
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((z1, 1 — zi) o) >•-i ((vi (si, t) , 1 — vi (si, t)) , o) >zi ((xi,x2), 

por lo que haber rechazado nos condujo a un resultado menos preferido que el zi 

propuesto originalmente. 

Supongamos que en el primer periodo del subjuego G2 el jugador 2 propone z con 

zi > vi (Mi , 1) 

Afirmación: u12  > 1 — (Mi , 1) . 

Demostración: 

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que m2  < 1 — vi (M1, 1) . Sabemos que 

existe un par de estrategias (a, r) que inducen un EPS con resultado ((xt,x;), t). Si 

me muevo un poco a la derecha del ínfimo encuentro un elemento del conjunto tal que 

m2  < n2 (x;, t) < 1 — vi  (Mi , 1) . Ahora si v2 	t) < z2 < 1 — vi (Mi , 1) , entonces 

21  = 1 — z2  > vi (M1, 1), de modo que, como acabamos de ver el jugador 1 tiene que 

aceptar dando como resultado que: 

((zi,z2) , o) ›,-2 	- v2 (x;, t) v2 (4 t)) , 	>_-_2 ((xl, x;), t) 

lo cual contradice que (u, r) induce un EPS, pues encontramos que z2  es una "salida" 

mejor para el jugador 2. Por lo tanto m2  > 1 — vi  (M1,1) . 

fano 2. 

Afirmación: Ali 	1 

tkinostiUdrill 

Consideremos el primer período del subjuego Gi donde el jugador 1 propone el acuerdo 

(x, , x2 ) . Si el jugador 2 rechaza entoces se obtiene un resultado (yt,14) al tiempo 

t > 1, pero con respecto al juego que se inicia con una propuesta del jugador al 

tiempo t — 1 tenemos que v2 (x2, t — 1) > mi 	v2 (u2  (x2 , t — 	> vi (mi, , Kr° 
v2  (v2  (x2,1 — 1)) = v2  (x2,1) entonces tenemos x2  > v2  (x2, 1) > 112  (m2,1). Por lo que 
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el jugador 2 rechaza cualquier oferta con x2  < yi (m2,1) . 

Si el acuerdo se alcanza en t = O xi k v2 (m2,1) , El si = 1 — x2 5 1 — v2  (m2,1) . 

Si el acuerdo se alcanza en t > 1 vi (xi, t) < xl  = 1— x2  < 1 — v2  (m2,1) . Por lo 

tanto tenernos que 

t = O 	vi (xl, 0) = xt 5 1 — Y2 (m2, I) t ?.. 1 	(xl, t) 5_ 1 — v2 (m2, 1) 

esto nos indica que 1— vi (m2, 1) es una cota superior y como sabemos que el supremo es 

la mínima cota superior entonces M1  < 1— y2  (m2, 1) 

El paso 1 establece que en la siguiente figura la pareja (Mi, 1 — m2) ( relativa al 

origen en el extremo inferior izquierdo) cae debajo de la línea yi = vi (x1,1) . Análogamente 

el paso 2 establece que (Mi, 1 — m2) cae a la izquerda de la línea xi = y2 (V2, 1) . Como 

vimos en la primera parte de la demostración que (?,r') es un EPS de G1, sabemos que 

Mi > st; el mismo argumento muestra que existe un EPS de G2 en el cual el resultado 

es (y*, 0) de modo que m2 < 1/2, y por lo tanto 1 — m2 > yr. Combinando estos hechos 

concluimos de la figura que M1 = xí y mi = 	Usando los mismos argumentos, invirtiendo 

el papel de los jugadores, se puede mostrar que mi = xt y M2  = A; concluyendo así la 

demostración. 

7. 2, 



3.9 Ejemplos 

3.9.1 Tasas de descuento constantes 

Supóngase que los jugadores tienen preferencias de tiempo con tasas constantes de 

descuento, es decir, las preferencias del jugador 1 sobre los resultados (x, t) están represónta- 

dos por la función de utilidad 61x4 donde 6i E (0, 1) . Entonces tenemos y; = vi (x; ,1) = 61x7 

y x; = v2  (y;, 1) = 62y; (ver sección 3.3.3). 

De modo que: 

x• = (xl,x;) = (1 — x;,x;) = (1 — 6/14, 5211) 

y = (Ytl)D Pero Yr = 61xt = Si (1 — 62Y;) = 61 [1 — 62 (1 — O)] = 61  [1 - 62  + 6201 
= 61  — 6162  6162y1, por lo tanto y! (1 — 6162) = 61  — 6162  y al despejar tenernos 

y; = 	= MI. También y; = 1 — = 1 — .1115111  — 11-66,57. 

Por lo tanto y — (61(1-62)  1-51,52  1-502). 
Ahora sustituyendo y; en x': 

xi =1 — 62); =1 82 	-?=61 Y 21; = 82Y72 = 62 (-1-1-'-ái) 81(1Z661) . 

Por lo tanto x• Wpt, TU)). 

Hay que notar que conforme 61 se acerca a 1, el acuerdo x* se acerca al (1,0), 

(lira x" = (1-11-12- , V(113:21) = 	1_62/ = (1,0)), es decir, conforme el jugador 1 se 61 -a 	1-62r 
vuelve más paciente su parte del pastel aumenta, y en el límite el recibe todo el pastel. 

Análogamente «M'orine el jugador 2 se vuelve más paciente la parte del jugador 

1 se acerca al O, ya que lita 	 — 	= (0,1). 

	

52-1 	t--.51 (1) ,  1-61(1) 	1-61 

Observemos que si los factores de descuento son iguales, 61 = 52  = 6, entonces: 
„ ( 	1.51!:-.11 = ( _  1-6 	60-6)  \ 

	

\I-- 45•' 1-11  ) 	kTI-b)(1.1-6) ,  (1-)0+.5)) 	krf-rajt 

(111 h6) 	
6(1-6) 
	11" 	. 	) 	7  = 	-- 	6),  o-0+6)) = 	(1+6 

Los casos en los cuales 6, o 62  son iguales a 1 quedan excluidos por la suposición 

A3: el tiempo es valioso. 

Sin embargo, si sólo una de las 6i es igual a 1, entonces la prueba de que existe 

un único vector de pagos en EPS es aún válida, a pesar de que en este caso existe una 

61 
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multiplicidad del EPS. Por ejemplo: 

Si 61  = 1 y 62 < 1, entonces el único vector de pagos en EPS es (1, O), ya que 
x. = (m2_16  82(1-i)\ = (1,0) 	y y* = (11=-8-2/ 1 71)4-1  ) - (11 0) 

1-(1)52) 	 k 1- h 1 7:  

3.9.2 Costo constante por demora 

Preferencias que muestran costos constantes por demora están representadas por 

la función de utilidad x; - eit, donde ei > O. Como se observó en la sección 3.3.3, estas 

preferencias no satisfacen la suposición A6; sin embargo, siempre y cuando ei & c2 existe 

una única pareja (x', y') que satisface las ecuaciones vi (x1,1) = yl y v2 (4,1) = 

En efecto, ya que, 

O si y2 < C2 
X2  = 

1/2 - e2 si Y2 > e2 
Y 112 = 

{

O Si Xi < cl 

XI — Cl si xi > cl  

Sabemos que x1  +X2 = 1 y Y1 +Y2 = 1, con xi > 111; x2 < /12 y oi < 1 para i = 1, 2. 

Si ci 	c2 entonces y2 < c2  o xi < e1, porque en caso contrario tendríamos 

x2 = y2 - c2 Y Y1 = xi el, teniendo así (por xt + x2 = 1  Y //t + Y2 = 1) que el = c2, lo 

cual es una contradicción. 

Caso 1. c1  < c2  

i) Supongamos que y2  < c2, entonces x2  = O ; por lo tanto x1  = 1. x1  = 1 > ci, por lo 

tanto yi  = si - 	1 - cl  

ii) Supongamos xi  < el , entonces y1 = 1 ; por lo tanto y2 = 1. x2 = 1 > c2, por lo tanto 

x2  = y2  - c2  = 1 - c2 x1  = c2  > c1  lo cual es una contradicción 

Caso 2 ci > c2 

i) Supongamos x1  < el , por lo tanto yi = O por lo que y2 = 1. y2  = 1 > c2  por lo tanto 

x2 = Y2 -- c2 = 	e2, por lo tanto xi = 

ii) Supongamos que y2  < c2, entonces x2  = O por lo tanto xi = 1. xl  = 1 > el  por lo tanto 

= xi  - ej = 1 - el  , entonces y2  = el  > c2 lo cual es una contradicción. 

La predicción es completamente extrema: el jugador 1 obtiene todo el pastel si su 

costo por demora es menor al del jugador 2, mientras que el jugador 2 obtiene 1- c2  si su 

costo de demora es menor. 
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Cuando los costos por demora son el mismo y menores que 1 no existe ya solución 

única a las ecuaciones de valor presente, en este caso hay múltiples EPS si el costo por 

demora es lo suficientemente pequeño, y en algunos de estos equilibrios el acuerdo no es 

alcanzado en el período O. 

3.10 Propiedades del Equilibrio Perfecto en Subjuegos 

3.10.1 Demora 

La estructura de un juego de negociación de ofertas alternantes permite que la 

negociación continúe indefinidamente. Sin embargo, en el único EPS termina inmediata-

mente; desde un punto de vista económico, el proceso de negociación es eficiente: no se 

pierden recursos en la demora. ¿A qué características del modelo podemos atribuir este 

resultado? 

Vimos que en un equilibrio de Nash, la demora es posible. Así, la noción de la 

perfección en subjuegos juega un papel en el resultado. Pero la perfección sola no deja fuera 

a la demora, nuestras suposiciones sobre las preferencias son también importantes. 

Para ver ésto, nótese que la prueba de que el acuerdo es alcanzado inmediatamente 

si el juego tiene un único vector de pagos en EPS, recae sólo en las suposiciones Al, A2 y 

A3. En otras palabras, si las preferencias de los jugadores satisfacen estos tres axiomas y 
existe un Unica EPS entonces no existe demora. 

Un EPS implica que existe una pareja de estrategias (o', r') que induce la pareja 
(3:', y') tal que para toda pareja (x, y) tenemos que: 

(37, Y.) S  (f', Y.) 	Y 	(x',y) 	(x',y') 

Sabemos que el EPS único (r.', yi) debe cumplir Al, A2 y A3 esto es: 

Al: (x*, y') r, D ya que el cualquier acuerdo es mejor que el desacuerdo. 
A2: (x', y') 	((x, y), t) b (x', y') >- (x, y) por definición de EPS 
A3: ((x*, y') , t) 	((x', y') , s) si t < 
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De este modo la presencia de la demora está intimamente relacionada a la exis-

tencia de equilibrios múltiples, que se originan, por ejemplo, si las preferencias de tiempo 

de los jugadores tienen el mismo costo constante por demora. 

Es conveniente demostrar este punto considerando otro caso en el cual existe una 

multiplicidad de equilibrios. 

Supongamos que a l  > bi > el  y que las preferencias de los jugadores satisfacen 

Al, A2, A3 y A5. (a2 < b2 < c2). 

Aún más, supongamos que si un jugador prefiere (x, t) a (y, t) entonces también 

prefiere (x, t + 1) a (y, t) de modo que: 

(a, 1) >- 1 (b,0);(b,1) >-1  (c,0) 	y 	(6,1) )-2  (a, O) ; (c, 1) >-2 (b,0) 

Entonces para coda 'Y E X la pareja de estrategias en las cuales cada jugador 

siempre insiste en E, (esto es, el jugador i siempre ofrece E y acepta una oferta x si y sólo 

si xi > El), es un EPS. 

Supongamos que el jugador 2 permanece con su estrategia 77--  que consiste en pro-

poner E y aceptar x si x2 > T 2  y el jugador 1 juega con una estrategia cr distinta, en cuanto 

a lo que el jugador ofrece, a a' que consiste en proponer E y aceptar x si xi > 

Si el jugador 1 propone E entonces el jugador 2 acepta y el resultado es (E, O). 

Si el jugador 1 propone x entonces si el jugador 2 acepta el resultado es (E, O) 

donde x2 > 12 o el jugador 2 rechaza y propone 55 y el resultado es (1-,1) . 

Tenemos que 1:2 > 	x1 < .171 	(1.,0) >-1 (x,O)  ›"1 (X, 1) y (E,1) b (x, 1) 

Por lo tanto al jugador 1 le conviene proponer Y en el período O (it). 

Análogamente si el jugador 1 permanece con su estrategia Q y el jugador 2 juega 

con aria estrategia r distinta, en las propuestas a entonces: 

Si el jugador 2 propone Y en el período I el jugador 1 acepta y el resultado es 

, I) . 

Si el jugador 2 propone x entonces si el jugador 1 acepta el resultado es (x,1) 

(1031de XI > Ti o el jugador 1 rechaza y propone Y y el resultado es (Y,2) 

Tenemos que tri > Ti 	x2 < 12 	(1-1,1) >"2  (x,1) y (E, 1) 1:2  (.1, b (x, 2) 
Por lo tanto al jugador 2 le conviene proponer Y en el período 1 (7). 

Con lo que concluimos que la pareja de estrategias en las cuales cada jugador 

siempre insiste en Y es un EPS. 

Ahora construirnos un EPS en el cual el acuerdo es alcanzado en el período I. 
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En el período O el jugador 1 propone a. 

El jugador 2 rechazará una oferta a o b y acepta una oferta c. 

Si el jugador 1 ofrece a en el período O y ésto se rechaza, entonces a partir del 

período 1 la pareja de estrategias del EPS en la cual el jugador insiste en b (como se describe 

arriba) es jugada. 

Si el jugador 1 ofrece b o e en el período O y ésto se rechaza, entonce a partir del 

período 1 en el EPS se juega con la pareja de estrategias en la cual cada jugador insiste en 

c. 

Estas estrategias se describen en la siguiente tabla como autómata. 

A 

J1 propone 	 a 	 b 	e 

acepta 	 a y b 	a,b y c 

J2 propone 

acepta 	 e 	 b y c 	e 

Transición 	Ir a 13 si el jugador 2 rechaza a 	Absorbente Absorbente 

Ir a C si el jugador 2 rechaza b o e 
Existen tres estados A, 13 y C; como es nuestra convención, el estado en la columna 

a la extrema izquierda (A) es el estado inicial. Como no es posible alcanzar una situación 

en la cual el estado es A ya sea que el jugador 1 responda a una oferta o el jugador 2 tenga 

que hacer una oferta, los correspondientes cuadros quedan en blanco. 

El resultado de este perfil de estrategias es que el jugador 1 ofrece a en el período 

O, y el jugador 2 rechaza esta oferta y propone b en el período 1, lo cual el jugador 1 acepta. 

Esto es, para el jugador 1: la estrategia a consiste en proponer a y aceptar x siempre que 

e1 ; y para el jugador 2 la estrategia r le pide que proponga b y acepte x si es que 

X2 C2. 

Para verificar que las estrategias constituyen un EPS: 

Supongamos que el jugador 2 sigue r : 

Si el jugador 1 propone a el jugador 2 rechaza y propone b lo cual el jugador 1 

acepta obteniendo el resultado (b, 1). 

Si el jugador 1 propone b el jugador 2 rechaza y propone b lo cual el jugador 1 

acepta obteneiendo el resultado (b, 1) . 

Si el jugador 1 propone e el jugador 2 acepta y el resultado es (e, O) . 



al > b1 > cr = (ah()) >-1(b1,0) rr (che') y (14,0) ›- i (1)1,1) • 

Por lo que le conviene al jugador 1 proponer a. 

Supongamos que el jugador 1 sigue a : 

Si el jugador 2 propone b el jugador 1 acepta obteniendo el resultado (b, l) . 

Si el jugador 2 propone c el jugador 1 acepta y el resultado es (c, 1) . 

a2 < b2 < c2 	(b2, 1) >-1 (c2, 1) . 

Por lo que le conviene al jugador 1 proponer b. 

Conclusión: a ambos les conviene seguir la pareja de estrategias (a, r) descrita 

arriba que induce el resultado EPS (b,1). 

Un ingrediente final del modelo que aparece para contribuir al resultado de que 

un acuerdo es alcanzado sin demora es la suposición básica de que cada jugador está com-

pletamente informado acerca cie las preferencias de su oponente. 

La intución sugiere que si un jugador está inseguro acerca de las características de 

su oponente entonces la negociación puede alargarse: un jugador podría hacer una oferta 

que es aceptada por algunas clases de oponentes y rechazada por otros. 

3.10.2 Paciencia 

El equilibrio depende del carácter de las preferencias de los jugadores. 

Una característica que podemos aislar es el grado de paciencia. 

Definanse las preferencias >-'1  corno menos paciente que >.-1  si iii  (x1, 1) 5 yi (xi, 1) 

para todo x E  X y u; (x1,1) < vl  (s1,1) para algún x E X. 

Es inmediato de un diagrama corno el de la figura siguiente que el valor de si que 

resuelve las ecuaciones: 	(s1,1) = yr y v2  (y2,1) =14 para las preferencias >i no es más 

grande que el valor que las resuelve para las preferencias >-1, y puede ser menor. 

Así, el modelo predice que cuando un jugador se vuelve menos paciente, su parte 

negociada del pastel decrece. 

Si los jugadores tienen preferencias de tiempo con tasas constantes de descuento, 

entonces ser menos paciente significa tener un valor más pequeño de 6,. 

En este caso podemos leer los resultados de x• =
16 i62 1- 

§21L-1
5i6261) corno: si 61  

decrece entonces st decrece, mientras que si 52  decrece entonces si aumenta. 

66 
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3.10.3 Simetría 

La estructura de un problema de negociación de ofertas alternantes es asimétrico 

en un aspecto: uno de los negociadores es el primero en hacer una oferta. 

Si el jugador que comienza la negociación tiene las preferencias >-2  mientras que el 

jugador que es el primero en responder tiene las preferencias 	entonces el Teorema de la 

sección 3.8 implica que en el único EPS los jugadores alcanzan el acuerdo y' en el período 

O. (ver sección 3.3). 

Como x; > yi, ser el primero que hace una oferta da una ventaja al jugador. 

Si las actitudes de los jugadores ante el tiempo son iguales entonces podemos ser 

más específicos. En este caso vi = v2, de modo que en la solución a y; = vi (41) y 

= v2  (A, 1) tenemos que: x; = 

Dado que x'; > y1 tenemos que x1 > 2 y y; < 1, en efecto; ésto se sigue de 

1 = y; + yz = yi + x1 y la condición xi > y1. 

Lo que nos dice que el primero en moverse obtiene más de la mitad del pastel. 

En un juego donde un jugador hace todas las ofertas, existe un único EPS en el 

cual ese jugador obtiene todo el pastel (sin importar las preferencias de los jugadores). 

El hecho de que el jugador que hace la primera oferta tenga una ventaja cuando 

los jugadores alternan ofertas es un reflejo de la extrema asimetría cuando un sólo jugador 

hace todas las ofertas. 

La asimetría en la estructura del juego de negociación de ofertas alternantes es 

artificial. Una manera de disminuir su efecto es reducir la cantidad de tiempo comprendido 

entre períodos. Notemos qué pasa cuando los jugadores tienen preferencias de tiempo con 

tasas constantes de descuento. En este caso podemos simular el efecto de encoger la longitud 

del período en un factor á, la utilidad del jugador i para el acuerdo x alcanzado después 

de una demora de t. períodos es 

Sea 	(á) el acuerdo alcanzado (en el período O) en el único EPS del juego alterado 

por A en el cual el jugador l es el primero en hacer una oferta. 

Sea y' (á) el acuerdo alcanzado en este juego cuando el jugador 2 es el primero 

en hacer una oferta. 

Sabemos que: x' = (1 _---4171 	62,(1,-6,9 y y•  = (11- 11  1_ ± 602 sustituyendo  --1  , 1 _602   
I -O tenemos: x; (á) =  1-sq6b, y y' = 

 61 
A. Sacando el límite usando L'Ilópital: 
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1-61  lim xs(A)=Iim (1-6°61 
.5  
1(-6°6P)  J 

= ( 
-61log(62) 	-•51110g(61 )-1-615  log(52)-6110 log(62)) 

A 
41  

	

a•-.0 -61 62
A 

 110162)+10161)1 1 	-6a  641108(62 )+108(61)1 i 2 

108(62) 	6110161)-108(62)[1-6N 	1°162) 	b8(61)  =a1iLno  (6ti, pog(62  )+100501 1 	e 110'02  ) 4.10g  (51  )1 	klog(62)+1016:)1  log(62)+108(51)) 

Análogamente para 

Ye(á) = lim ei
1-
(1

6162
-63) 	1-6 _N 

A-.0 	 115162 

= 
{ 61 10162 )- 108(6i )[1, -611} 	108(61) 	 101(62)  10%(61)  

	

sp flog(52 )-1- log(51 )) 	6111og(62 ).4- og(61 )1 	10162 )-f log(61) log(62 )1- log(6 I ) J 

10%(52) 	log(61)  
Con lo que obtenemos que Ihn

0 	hi 
x* (á) = Hm

0 
 ye (á) = k log(62 .0  „16,) , log  62  )+101,51)

1  

j--1 •-4 

Así el límite, conforme la longitud del período se reduce a O, de la cantidad recibida 

por un jugador es la misma sin importar qué jugador haga la primera oferta. 

Como una alternativa para encoger la longitud del período, podemos modificar el 

juego para hacer su estructura simétrica. Una manera de hacerlo es considerar un juego en 

el cual al principio de cada período cada jugador sea escogido con probabilidad 4 (indepen-

dientemente del período que se encuentre) para ser el que haga la primera oferta. 

Como esto introduce incertidumbre en la estructura del juego, necesitamos hacer 

suposiciones acerca de las preferencias de los jugadores en loterías sobre resultados. 

Si hacemos las suposiciones de Von Neumann-Morgenstern, entonces podemos 

mostrar que este juego tiene un único EPS. En este equilibrio, el jugador 1 siempre ofrece y 

el jugador 2 siempre ofrece 5, donde (1, ri"), es tal que el jugador 1 es indiferente entre (y, O) y 

la lotería entre Gé, 1) y (1, 1) con probabilidades iguales, esto es (y, O) rs«, i {a (1, 1) + a (y, 1)} 

y el jugador 2 es indiferente entre (1, O) y la misma lotería: ("±", O) rs,2  {a (1, 1) a (y, 1)}, 

en efecto: 

Si el jugador 1 porpone x y el jugador 2 acepta entonces el resultado ea (1, O) , 

si propone x y el jugador 2 acepta entonces el resultado es (x, O) ; si el jugador 2 rechaza 

propone ij entonces el resultado es (ij, t) con t > 1. Entonces tenemos 
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(1, O) ti (s,1) Nt  (ff , O) rs,i (y,1) 	(y, t) por lo que al jugador 1 le conviene la estrategia 

donde siempre se propone 

Si el jugador 2 propone g y el jugador 1 acepta entonces el resultado es (ff, 1)  , 

si propone y y el jugador 1 acepta entonces el resultado es (y, 1) ; si el jugador 1 rechaza 

propone x entonces el resultado es (1, t) con t > 2. Entonces tenemos 

r.2 (1, 1) 	(1, o) 	(1, 1) 1:2 (I, t) por lo tanto al jugador 2 le conviene la estrategia 

donde siempre se proponga g. 

3.11 Estacionalidad de preferencias 

El teorema de la sección 3.8 se continúa manteniendo si se debilita A5 y se requiere 

sólo que la preferencia del jugador 1 entre los resultados (x, t) y (y, t + 1) cuando t es impar 

es independiente de t, y las preferencias del jugador 2 entre (x, t) y (y, t + 1) cuando t es 

par es independiente de t. 

La razón es que en adición a Al, A2 y A3 la única propiedad de preferencias que se 

ha usado concierne a las preferencias de los jugadores entre aceptar una oferta y rechazarla 

y así mover el juego a un subjuego que comienza en el siguiente período. 

De este modo la preferencia del jugador 1 entre (x, t) y (y, t + 1) cuanto t es par, y la 

preferencia del jugador 2 entre estos dos acuerdos cuando t es impar, son irrelevantes. Siem-

pre y cuando las preferencias continúnen satisfaciendo Al, A2 y A3 existe un único EPS, el 

cual se caracteriza por una adecuada versión modificada de las ecuaciones yr = rol  (x1,1) y 

xz = 	(ya , I) que es v1  (y¡, 1) 	(xr, 2) y si = v2  (ya, 1) . Que se obtiene tomando valor 

presente de ambos lados de la primera ecuación: vi (yr, 1) vi (vi (x1,1) , 1) = vt  (xt, 2). 

Para ilustrar este punto considérese el caso en el cual cada período corresponde a 

un intervalo de tiempo real. 

Supongamos que las preferencias del jugador i sobre las parejas (x, O) , donde x es 

un acuerdo y O es el tiempo real en el cual el acuerdo es alcanzado, están representadas por 

la función de utilidad (51) xi. 

Supongamos que el tiempo que toma al jugador i hacer una nueva propuesta 

después que rechaza alguna es 

Entonces el único EPS de este juego es el mismo que el único EPS del juego en el 

cual cada período tiene una longitud 1 y los jugadores tenen factores constantes de descuento 
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Entre más rápido el jugador i pueda hacer una contraoferta después de rechazar 

una oferta del jugador j, 6A. es más grande, y por ende xI es más grande y yr más chica. 

En el límite, cuando el jugador 1 puede responder instantáneamente (A1  = 0), 

pero el jugador 2 no puede, el jugador 1 obtene todo el pastel (xi = yr = (1, O)). 

En más adelante se estudiará el caso de tiempos de respuesta asimétricos. 

3.12 Horizontes finitos vs. horizontes infinitos 

La elección de un horizonte infinito para un juego de negociación tiene un im-

portante uso en la modelación. A primera vista la suposición de un horizonte infinito no 

es realista, la vida de todo individuo es finita. Como alternativa, podemos construir un 

modelo en el cual el horizonte es: ya sea un número finito fijo o una variable aleatoria con 

un soporte finito. 

Un juego de negociación de ofertas alternantes con un horizonte finito tiene un 

único EPS (bajo las suposiciones sobre preferencias hechas en la sección 3.3) que puede ser 

calculado por inducción hacia atrás. 

Conforme el horizonte se incrementa, el acuerdo alcanzado en este equilibrio con-

verge a un acuerdo alcanzado en el EPS único del modelo con un horizonte infinito. Binmore3  

usa este hecho para proveer una prueba alternativa del Teorema de la sección 3.8. Así el 

modelo del horizonte infinito de este capítulo predice un resultado muy similar al predicho 

por un modelo con un horizonte finito " muy largo ". 

A pesar de la similitud en las predicciones de los modelos, no hay que ver las 

diferencias entre ellos como insignificantes. El modelo con horizonte infinito encaja en una 

situación en la cual los jugadores perciben que, después de cualquier rechazo de una oferta, 

hay lugar para una contraoferta. Tal percepción ignora el hecho de que la muerte de uno 

de los jugadores o el fin del mundo puede impedir cualquier contrapropuesta. 

El modelo con un horizonte finito encaja en una situación en la cual la etapa final 

del juego es percibida claramente por los jugadores, quienes la toman completamente en 

cuenta cuando formulan sus estrategias. 

La diferencia significativa entre los dos modelos no recae en el realismo de los 

horizontes que se disponen sino en el razonamiento estratégico de los jugadores. 

31087, "Perfect Equilibrio in Bargaining Modele, 1)1).77-105 en Bintnore y Dasgupta. 
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En muchos contextos un modelo en el cual el horizonte es infinito captura mejor 

este proceso de razonamiento. En tales casos, un teorema de convergencia para juegos con 

horizontes infinitos puede ser util corno un mecanismo técnico, aún si los juegos finitos en 

sí son de interés intrínseco limitado. 

3.13 Un juego de ofertas alternantes con tres negociadores 

Aquí se considera el caso en el que tres jugadores tienen acceso al pastel de tamaño 

1 y desean acordar como repartirlo entre ellos. El acuerdo requiere la aprobación de los tres 

jugadores: ningún subconjunto de ellos puede alcanzar el acuerdo. 

Existen muchas maneras de extender el juego de ofertas alternantes a este caso. 

Una extensión que parece ser natural fué sugerida y analizada por Shaked, encontró el 

decepcionante resultado de que si los jugadores son lo suficientemente pacientes entonces 

para toda partición del paste existe un EPS en el cual se alcanza el acuerdo inmediato sobre 

esa partición. 

El juego de Shaked es el siguiente: 

• En el primer período el jugador 1 propone una partición, esto es un vector 

x = (xl ,x2, x3) con x i  +x2  +x3  = 1, y el jugador 2 y el jugador 3 por turnos aceptan 

o rechazan esa propuesta. Si cualquiera de ellos rechaza entonces el juego pasa al 

siguiente período. 

• En el segundo período es el truno del jugador 2 de proponer una partición, a la cual 

el jugador 3 y el jugador 1 responden en turnos. Si al menos uno de ellos rechaza la 

propuesta, entonces el juego pasa, otra vez, al período que sigue. 

o En este período el jugador 3 hace una propuesta y el jugador 1 y el jugador 2 respon-

den. 

o Los jugadores rotan propuestas de esta manera hasta que una propuesta es aceptada 

por los restantes dos jugadores. 

o Las preferencias de los jugadores satisfacen Al hasta A6 de la sección 3.3.1. 

Recordemos que vi 	t) es el valor presente para el jugador i del acuerdo x en el 

período t. (sección 3.3.1). 
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Proposición 

Supóngase que las preferencias de los jugadores satisfacen las suposiciónes Al hasta 

A6 y vi (1, 1) > 4 para i = 1, 2, 3. Entonces para cualquier partición x• del pastel existe un 

EPS del juego de negociación de tres jugadores, definido como arriba, en el cual el resultado 

es el acuerdo inmediato sobre la partición x'. 

Demostración 

Fijemos una partición x'. 

La tabla siguiente, en la cual é es el i-ésimo vector unidad, describe un EPS en 

el cual los jugadores acuerdan inmediatamente en x• (ver la sección 3.5 para presentar 

equilibrios). 

	

x• 	 el 	 e2 	 e3  

	

1 propone 	x• 	 el 	 e2  

	

acepta 	xi .?. vi (41) 	xi ..>_ vi (1,1) 	xi > O 	xi > O 

	

2 propone 	x* 	 el 	 e2 	 e3  

	

acepta x2  k 1)2  (xl, 1) 	x2 > O 	x2  k y2 (1, 1) 	x2 > O 

	

a propone 	x• 	 el 	 e2 	 e3  

	

acepta 	x3  .1P.: 113  (xi, 1) 	x3  > O 	x3 > O 	x3  k. 113  (1, 1) 

	

Zansiciones Si en cualquier 	estado y 	cualquier jugador propone x con 

xi  > yi, 	entonces ir al estado el, donde j # i es el juga- 

dor con el índice 	más bajo 	para el cual 	x• < 

	

En cada estado y = 	y2, ya ), cada jugador i propone la partición y y acepta la 

partición x si y sólo si xi  > vi  (yi, 1). 

Si en cualquier estado y un jugador propone un acuerdo x para el cual él obtenga 

más que m, entonces existe una transición al estado 	donde j 	i es el jugador con el 

indice más bajo para el cual xi < 1. 

Como siempre, cualquier transición entre estados ocurre inmediatamente después 

del evento que la dispara; esto es, inmediatamente después de que es hecha una oferta, antes 

de la respuesta. 

Nótese que siempre que el jugador i propone un acuerdo x para el cual xi > O 

existe al menos un jugador j para el cual xi < 

Para ver que estas estrategias forman un EPS primero se considera la regla del 

jugador i para aceptar ofertas. Si en el estado y, el jugador i tiene que responder a una 
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oferta, entonces lo más que puede obtener si rechaza la oferta es yi con un período de 

demora, que vale para él vi (yi, 1) . 

Así la aceptación de x si y sólo si xi > (ye, 1) es una mejor respuesta a las 

estrategias de los otros jugadores. 

Ahora consideremos la regla del jugador i para hacer ofertas en el estado y: 

- Si propone x con xi > yi, entonces el estado cambia a 	j rechaza la propuesta de i 

puesto que xi < z 5 vi (cii, 1) = vi (1, 1) y entonces i recibe O. 

- Si propone x con xi < yi entonces ya sea que esta oferta es aceptada o rechazada el 

jugador i obtiene a lo más yi en el siguiente período. 

Así el óptimo para el jugador i es proponer y. 

La fuerza principal que mantiene el equilibrio en esta demostración es que se 

recompensa a uno de los jugadores por rechazar una oferta cualquiera, después de su rechazo 

Obtiene todo el pastel. 

El resultado contrasta al Teorema de la sección 3.8, que muestra que un juego 

de negociación de ofertas alternantes de dos jugadores tienen un único EPS. La diferencia 

clave entre las dos situciones parece ser la que sigue: cuando hay tres (o más) jugadores uno 

de los que contestan siempre puede ser recompensado por rechazar una oferta cualquiera, 

adentras que cuando hay sólo dos jugadores ésto no sucede. 

Por ejemplo, en el juego de dos jugadores no existe un EPS en el cual el jugador 1 

proponga mi acuerdo x donde obtenga menas que 1 — v.2  (1, 1) , puesto que si él se distrae y 
propone un acuerdo y para el cual x i  < ya < 1 — v2  (1, 1) entonces el jugador 2 debe aceptar 
esta propuesta (po loe él puede obtener a lo más v2  (1, 1) rechazándola). 

Muchas rutas pueden tomarse con el fin de aislar un único resultado en el juego de 

tres jugadores de Shaked. Por ejemplo, es claro que el único EPS en el cual las preferencias 

del jugador son estacionarias tiene una forma similar a la del único EPS del juego de dos 
negoeiiidores. 

Si los jugadores tienen preferencias de tiempo con un factor de descuento constan 

te coludo ó, entonces este equilibrio lleva a la división (1, 61, 2 ) del pastel , donde 
,!;- (1 + ó +ó1) 	1. Sin embargo, la restricción a estrategias estacionarias es extremadamente 

fuerte (sección 3.1). 



74 

Una ruta más atractiva es modificar la estructura del juego. Por ejemplo, Perry y 

Shaked han propuesto un juego en el cual los jugadores votan al hacer las demandas. Una 

vez que el jugador ha hecho una demanda, no puede subsecuentemente incrementar ésta 

demanda. El juego termina cuando la suma de las demandas es a lo más 1. Por el momento, 

no hay ningún análisis completo de éste juego. 



Capítulo 4 

RELACION ENTRE EL 

ENFOQUE AXIOMATICO Y EL 

ENFOQUE ESTRATEGICO 

4.1 Introducción 

En los capítulos 1 y 2 se tomaron diferentes enfoques al estudio de la negociación. 

El modelo en el capitulo 1, debido a Nash, es axiomático: comenzamos con una lista de 

propiedades que se requiere que la solución satisfaga. En contraste, el modelo de ofertas 

alternantes en el capítulo 2 es estratégico: se formuló el proceso de negociación como un 

juego extensivo específico. En este capítulo se estudiará la relación entre los dos enfoques. 

El modelo axiomático de Nash tiene ventajas que son difíciles de exagerar. Este 

modelo alcanza gran generalidad evitando cualquier especificación del proceso de nego-

ciación, la solución definida por los axiomas es única y su forma simple es altamente mane-

jable, facilitando la aplicación. Sin embargo, el enfoque axiomático y, el modelo de Nash en 

parteular, tiene sus desventajas. Corno se discutió en el capítulo I, es difícil afirmar qué 

tan razonables son algunos axiomas sin tener en mente un procedimiento de negociación 

específico. En particular, los axiomas de Nash IA.1 (invarianza de alternativas irrelevantes) 

y PAR (eficiencia de Pareto) son difíciles de defender en abstracto. 

Más aun, dentro del enfoque axiomático no es posible referirse a asuntos relaciona-

dos directamente al problema de negociación. 

75 



76 

La investigación hecha hasta estos días de la relación entre el enfoque axiomático 

y el estratégico intenta aclarar el alcance del enfoque axiomático. A menos que se pueda en-

contrar un modelo estratégico sensato que tenga un equilibrio correspondiente a la solución 

de Nash, el atractivo de los axiomas de Nash esté, en duda. Las características de tal modelo 

estratégico aclaran el rango de situaciones en las cuales los axiomas son razonables. 

La idea de relacionar soluciones axiomáticas a equilibrios de modelos estratégicos 

fué sugerida por Nash y es conocida como "Programa Nash". 

En este capítulo seguimos el programa Nash mostrando que existe una conexión 

cercana entre la solución de Nash y el resultado de EPS en el juego de negociación de ofertas 

alternantes estudiado en el capítulo 2. 

Además de proveer un contexto dentro del cual un modelo axiomático es apropiado, 

una conexión formal entre la solución axiomática y el equilibrio de un modelo estratégico 

es de ayuda en las aplicaciones. 

Cuando se usa un modelo de negociación con contexto económico, es necesario 

establecer correspondencia entre los elementos primitivos del modelo de negociación a el 

problema económico. Frecuentemente hay muchas relaciones que parecen razonables. Por 

ejemplo, puede haber muchos candidatos para el punto de desacuerdo en el modelo de Nash. 

Un modelo estratégico para el cual la solución de Nash es un equilibrio puede guiarnos a 

una elección apropiada de modelación. 

Antes de que podamos ligar las soluciones de un enfoque axiomático y un es-

tratégico formalmente, necesitamos establecer un modelo subyacente común. Los elementos 

primitivos en el modelo de Nash son el conjunto de resultados (el conjunto de acuerdos y el 

evento desacuerdo) y las preferencias de los jugadores en loterías sobre este conjunto. En 

el modelo de ofertas alternantes del capítulo 2 se nos dan las preferencias de los jugadores 

sobre acuerdos alcanzados en varios puntos en el tiempo en lugar de sus preferencias sobre 

resultados inciertos. 

Se empieza (en la sección 4.2) introduciendo incertidumbre a un juego de nego-

ciación de ofertas alternantes y suponiendo que los jugadores son indiferentes al tiempo de 

un acuerdo. 

Específicainente, después, de que cualquier oferta es rechazada existe una proba-

bilidad de que la negociación termine, y el evento "rompimiento" ocurra. La probabilidad 

de que la negociación se interrumpida de esta manera está 'fija. 

Se muestra que el limite del EPS conforme esta probabilidad converge a cero 
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corresponde a la solución de Nash de un problema de negociación definido apropiadamente. 

4.2 Un modelo de ofertas alternantes con riesgo de 

rompimiento 

4.2.1 El juego 

Aquí se estudia un modelo estratégico de negociación similar al de ofertas alter-

nantes del capítulo 2. Como antes el conjunto de posibles acuerdos es: 

X = {(xi, x2) E U22  : xi + x2 = 1 y xi O para i = 1, 2} 

(el conjunto de divisiones del pastel unitario), y los jugadores proponen miembros de X 

alternadamente. 

El juego difiere en dos aspectos del estudiado en el capítulo 2. 

Primero, al final de cada período, después de que una oferta ha sido rechazada 

existe una oportunidad de que la negociación termine con el evento rompimiento B. Pre-

cisamente éste evento ocurre independientemente con probabilidad O < q < 1 al final de 

cada período. 

Segundo, cada jugador es indiferente acerca del período en el cual el acuerdo es 

alcanzado. 

Denotamos al juego extensivo resultante por 1' (q) , los primeros dos períodos del 

juego se muestran en la siguiente figura. 

Se estudia la conexión entre la solución de Nash y el límite del EPS de I' (q) cuando 

la probabilidad q de rompimiento se vuelve sumamente pequeña. 

La posibilidad de rompimiento, más que la impaciencia de los jugadores (corno en 

el capítulo anterior), es la fuerza básica que motiva a los jugadores a alcanzar un acuerdo 

tan pronto como sea posible. 

Podemos interpretar un rompimiento como el resultado de la intervención de una 

tercera parte, que explota las ganancias mutuas. Un rompimiento también puede ser inter-

pretado como el evento en el que una amenaza hecha por una de las partes, para parar las 

negociaciones, realmente es concebida. Esta posibilidad es especialmente relevante cuando 

un negociador es un equipo (por ejemplo un gobierno), los líderes del cual pueden encon-

trarse inevitablemente atrapados por sus propias amenazas. 



Figura 4.1: 

Una estrategia para cada jugador en F (q) se define exactamente como para un 

juego de negociación de ofertas alternantes (ver sección 3.4) 

Sea (a, r) una pareja de estrategias que lleva al resultado (x, t) en un juego de 

ofertas alternantes (en el cual no existe probabilidad de rompimiento). En el juego r (q) la 

probabilidad de que la negociación "rompa" en cualquier período es q de modo que (a, r) 
leva a (x, t) con probabilidad (1 — q)t  , y el evento rompimiento ocurre con probabilidad: 

q+ q (1 — q) I  -I- • • • + q (1 — q)t- 1  = q [1 + (1 — q)1  + • • • -I- (1 — q)t-1} = q { 1111_1} 
= 1 — (1 — q)t  
La probabilidad q y el evento rompimiento B están fijos siempre, de manera que 

la lotería depende sólo de las dos variables x y t. Se denota a la lotería por ((x, t)). 

Así un resultado en I' (q), como un resultado en el juego de negociación de ofertas 

alternantes estudiado en el capítulo 2, es una pareja consistente de una acuerdo x y un 

tiempo t. 

Las interpretaciones de las parejas (x, t) y ((x, t)) son distintas. La primera sig-

nifica que el acuerdo x es alcanzado en el tiempo t, mientras que la segunda es una abre-

viatura para la lotería en la cual x ocurre con probabilidad (1 — q)t  y B ocurre con proba-

bilidad 1 — (1 — q)t  . 

Sin embargo, un elemento clave en el análisis de 1' (q) es la correspondencia exacta 

entre r(q) y un juego de negociación de ofertas alternantes. Precisamente, una pareja de 
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estrategias que genera el resultado (x, t) en un juego de negociación de ofertas alternantes 

genera el resultado ((x, t)) en el juego r (q) ; la pareja de estrategias que genera el resultado 

D (desacuerdo perpetuo) en un juego de negociación de ofertas alternantes genera el evento 

B, con probabilidad 1, en el juego r (q) . 

4.2.2 Preferencias 

A fin de completar la descripción del juego (q) , es necesario especificar las pre-

ferencias de los jugadores sobre los resultados. 

Se asume que cada jugador i = 1,2 tiene un orden de preferencia completo, transi-

tivo y reflexivo, >-‘, sobre loterías en XU{B} que satisface las suposiciones de Von Neumann 

y Morgenstern. Cada orden de preferencia puede así, ser representado por el valor espera-

do de una función de utilidad continua Ui : X U (B) --+ 12, la cual es única salvo una 

transformación afín. Se asume que estas funciones de utilidad satisfacen las siguientes tres 

condiciones, que son suficientes para garantizar que se pueden aplicar, tanto la solución de 

Nash como el Teorema (sección 3.8), al juego C (q) . 

B1 (el pastel es deseable) 

Para cualquier sEX y yEX se tiene x 	y si y sólo si si > yi para i = 1, 2. 

B2 (el rompimiento es el peor resultado) 

(0, 1) ,-s B y (1, 0) 	13. 

B3 (aversión al riesgo) 

Para cualquier xE XyyEX y aE [0, 11 , cada jugador i= 1, 2 ya sea prefiere el 

resultado cierto [01; + (1 — yl E X a la lotería en la cual el acuerdo x es alcanzado con 

probabilidad (1 y y con probabilidad 1 — ct, o es indiferente entre las dos. 

Bajo la suposición B1, la utilidad del jugador i para x E X depende sólo de xi, 

por h.) que subsecuentemente se escribirá ui (4) en lugar de oi (Si , x2) • 

La significancia de 112 es que existe un acuerdo que ambos jugadores prefieren a B. 

El análisis puede ser fácilmente modificado para tratar el caso en el qué algunos acuerdos 

son peores para alguno de los jugadores que B : el conjunto X tiene que ser meramente 

redefinido para excluir tales acUerdos. 

Sin pérdida de generalidad, fijemos ui (U) = O para i = 1,2. 

ESTA TESIS NO DEBE 
SALIR DE LA BIBLIOTECA 
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Ahora se verifica que las suposiciones B1, 132 y 133 son suficientes para permitir 

ajustar un problema de negociación al juego. 

Definamos S = {(si, 32 ) E 90 : 	32) = 	(xi), u2 (s2)) para alguna s E X) y 

d 	(ui (B) , u2 (B)). 
Para que (S, d) sea un problema de negociación necesitamos que S sea la gráfica 

de una función cóncava no creciente y que exista s E S para la cual si > di para i = 1,2. 

La primera condición se satisface porque 131 y 133 implican que cada u, es creciente 

y cóncava; en efecto considerando 131 tenemos 3, s E S s >-i á <4. (s) >-i (s') ahora 

por B2 tenemos [az + (1 — a) y] hi {az + (1 — a) y} 
u, [os + (1 — a) vi ui (as) + (1 — a) ui (y) lo que resulta ser la definición de 

concavidad. 

La segunda condición se sigue de BI y B2 ya que para todo di existe un si E S tal 
que si > s: y si > 

Ahora se verifica que podemos usar el Teorema de la sección 3.8 a C (q) . Para 

hacerlo necesitamos asegurar que las preferencias sobre loterías de la forma ((x, t)) inducidas 

por los órdenes de preferencia 	sobre loterías en X U {B} satisfacen las suposiciones Al 

hasta AG de la sección 3.3.1, cuando reemplazamos el símbolo (x, t) con ((x, t)) , y el símbolo 

D por B. 
Bajo las suposiciones anteriores cada orden de preferencia sobre los resultados 

((x, t)) es completo transitivo y ((x, t)) 2:-.; ((y, s)) 
ta u; {(1 — q)t  x + E1 — (1 — q)t B} k tti {(1 — q)1 y + [1 — (1 — qr) B} 
r.¿ (1 — q)t  ui (x) + 1 — (1 — q)e11 ui (B) ? (1 - q)a  ui (y) + [1 — (1 — q)8 Jui (B) 
.e.> (1 — q)` ui  (x) ,.1.,  (1 — q)a ui (y) (ya que ui (B) = O). 

Se sigue de 13 l y B2 que ((x, t)) >-i 13 para todos los resultados ((x, t)) , de modo 

que Al se satisface. De BI deducimos que ((x,t)) ›-i ((y, t)) a xi > yi de modo que 

A2 se satisface. La continuidad de cada ui asegura que A4 se satisface, y A5 se sigue 

inmediatamente. Finalmente se muestra que A6 se satisface. 

La continuidad de ui implica que para todo x E X existe y E X tal que 

tti (m) z,". (1 - Ot  tti (xi) por lo tanto ((y, 0)) •-•ii ((x,  t)). 

Por lo tanto el valor presente vi (xi, 1) de la lotería ((x, t)) satisface 

tt¡ (vi (xi, 1)) = (1 — q) ui (xi) o ui (si) — u; (vi (xi, 1)) = qui (xi). 

Sea si  < yi. La concavidad de ui implica u'V.::::1:id)111)1  > ui(11""ludV))  ver 1 	— 	lil -Vi Yfil 

sección 2.4.1. 
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Así 77212-115  > 	. Como ui (xi) < ui (yi) se sigue que 

ui (xi) [Vi — vi 	1)1ui (yi) [xi — 	1)1 

[yi — (yi, 1)1 > u113  [xi 	(xi, 1)1 > (xi — vi (xi, 1)1 , por lo tanto 

xi — vi (xi, 1) < yi — (yi, 1) de modo que A6 se satisface. 

4.2.3 Equilibrio Perfecto en Subjuegos 

Dado que las preferencias de los jugadores sobre loterías de la forma ((x, t)) sa - 

tisfacen las suposiciones Al hasta A6 de la sección 3.3, se puede deducir del teorema en la 

sección 3.8 el carácter del único EPS de 1' (q), para cualquier q fija en (0, 1) . 

Como se denotó anteriormente, para toda lotería ((x, t)) existe un acuerdo y E X 

tal que ((y, 0)) 	((x, t)). Sea (x• (q) , y' (q)) la única pareja de acuerdos satisfaciendo: 

((y' (q) , 0)) 	((x* (q) , 1)) 	y 	((x• (q) , O)) ,v2 ((y' (q), 1)) 

IYansformando ésto en un enunciado acerca de probabilidades tenemos: 

ul  ((y' (q) , O)) = 	((x• (q) , 1)) 

(1 — q)°  u (y1 (q)) + (1 — (1 — q)°) (B) = (1 — q)1  ut  (xl (q)) + (1 — (1 — q)1) (B) 

ut (14 (q) 	(1 	q) ui (si (q) , l) 	Y 
u2  ((x* (q) ,0)) = u2  ((y' (q) ,1)) 

(1 — q)°  u2  (2:.?2  (q)) 	(1 — (1 -- q)°) ui (B) = (1 — q) 1  u2  (y; (q)) + (1 — (1 — q)1) u2  (B) 

u2  (x; (q) , 0) = (1 — q) ut  (y1 (q) , 1) 

Así por el teorema en la sección 3.8 tenemos lo siguiente: 

Proposición Para cada y E (0, 1) el juego r(q) tiene un único EPS. En este equilibrio el 

jugador 1 propone el acuerdo x• (q) en el período 0, el cual el jugador 2 acepta. 

Dei/mi/ración 

Si el jugador 1 propone x• (q) lo que el jugador 2 acepta, entonces el resultado es 

(q), 0) • 
Si el jugador 1 propone x (q) y el jugador 2 acepta, entonces el resultado, es 

(3: (q) , 0) , si el jugador 2 rechaza y propone y' (q) , el jugador 1 acepta y el resultado 

es (y'(q), 1)• 
Que el jugador 2 acepte (x (q) , 0) implica que x2  (q) > x2 (q) 	(q) < xt (q) 

(x• (q) , O) ›. (x (q) , O) . 
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Por otro lado sabemos que zi (q) < yr (q) , entonces 

(x* (y) , O) >--1 (x* (q) , 1) >-1 (y* (y) , 1) , 

Por lo tanto lo mejor que puede hacer el jugador 1 es proponer x• (q) en el tiempo 

0. 

4.2.4 La relación con la solución de Nash 

Ahora se mostrará que existe una relación muy estrecha entre la solución de Nash 

para el problema de negociación (S, d) y el límite del único EPS de r (q) conforme q --I 0. 

Proposición El límite, conforme q 0, del acuerdo alcanzado en el único EPS de r (q) 

es el rcuerdo dado por la solución de Nash al problema de negociación (S, d), donde S está 

definido en la sección 0.21.2 y d = (0,0). 

Demostración 

j N (S,  d) = arg max 	(si -- di)  (s2  — d2 ) 
(di ,d2)5. (31,32)cs 

tul  (x! (q)) — ut (<11)1[u2 (x2 (q) — u2  (d2))1 = ul 	(q)) u2 (x; (q)) 

= ui (xl (q))  (1 — y)112  (y1 (q)) = " L (1v!(:).)  (1 	q)u2  (74 (q)) 

= ul  (yr (q)) 112  (l/ (q)) • 

Por lo tanto 

ui  (x; (0)112  (xp = u t  (yr (q)) u2 (y?2 (q)) 	y 

n i  (yr (i)) = .ut  (si, (q)) — qu1 (:rí  (q)). 

Luego u l  (xl (q)) — ut  (yr (q)) = qui (xr (y)) y entonces 

(xl (0) -- ui 	(q)) =hm qui 	(q)) = 0. Q-•0 
Análogamente rr2  (x; (y)) = u2 (y; (q)) — qu2  (y; (q)) y 

(q)) -- u?  (y; (q)) 	— qu2 (y;  (q))  por lo que 

lim u2  (xl (q)) — u2  (y; (q)) =lino —qu2 (y;  (q)) = 0. q ,11 	 -. 
Así (xT,x;) converge al maximizador de u1  (si  (q))u2  (52 (q)) • 
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(PA 	,0.1(4/414 	11112,4" (31) 

Figura 9.2: 

4.3 Preferencias de tiempo 

Ahora regresamos al modelo de ofertas alternantes estudiado en el capítulo 2, en 

el cual la impaciencia de los jugadores es la fuerza directriz. En esta sección se piensa en 

un período del juego de negociación como un intervalo de tiempo real de longitud A > O, 

y se examina el límite del EPS del juego conforme á se acerca a cero. De este modo se 

generaliza la discusión en la sección 3.10.3 que trata sólo con las preferencias de tiempo con 

una tasa constante de descuento. 

Se muestra que el límite del EPS del juego de negociación conforme la demora entre 

ofertas se aproxima a cero puede ser calculada usando una simple fórmula muy relacionada 

a la usada para caracterizar la solución de Nash. 

Sin embargo, no se considera que el límite sea la solución de Nash, ya que las 

funciones de utilidad que aparecen en la fórmula reflejan las preferencias de tiempo de los 

jugadores, no sus actitudes frente al riesgo como sucede en la solución de Nash. 

4.3.1 Juegos de negociación con períodos cortos 

Consideremos un juego de negociación de oferta¿ alternantes (ver definición en la 

sección 3.2.2), en el cual la demora entre ofertas es á: se pueden hacer ofertas sólo en un 

tiempo en el conjunto numerable (0, A, 2A,...). Se denota tal juego con I' (á). 

Se desea estudiar el efecto al hacer que á converja a cero. Ya que se quiere permitir 
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cualquier valor de á, se comienza con un orden de preferencia para cada jugador definido 

en el conjunto (X x Tm) U {D} , donde Ta, = (O, co) . 

Para cada d > O tal ordenación Induce un orden sobre eI conjunto 

(X x {O, 45,2A, ...}) U {D} . A fin de aplicar los resultados del capítulo 2, se imponen condi-

ciones en los órdenes sobre (X x Tes ) U {D} tal que los órdenes Inducidos satisfacen las 

condiciones Al hasta A6 de dicho capítulo. 

Se requiere que cada jugador i tenga un orden de preferencia >-¡ transitivo y re-

flexivo sobre (X x T.) U {D} que satisfaga suposiciones análogas a Al hasta A6. Es-

pecificamente se supone que >-; satisface: 

C1 (el desacuerdo es el peor resultado) 

Para todo (x, t) E X x T„, tenemos que (x, t) >•-i D. 

C2 (el pastel es deseado) 

Para cualquier t E Te.,,,x E X y yEX se tiene (x, t) >•-; (y, t) a xt  > 14. 

Se refuerza ligeramente A3 del capítulo 2 al requerir que cada jugador sea indife-

rente acerca del tiempo de un acuerdo x en el cual xi = O. 

Esta condición se satisface por preferencias con tasas constantes de descuento, pero 

no con preferencias con costo constante por demora. 

C3 (el tiempo es valioso) 

Para cualquier t E 'l'o.), s E To„ y x E X con t < s se tiene (x, t) >-¡ 	s) si xi > U y 

(x,$) si xi 	O. 

Las suposiciones A4 y A5 permanecen esencialmente sin cambio. 

C4 (continuidad) 

Sean {(j.:11.C,1)},7,1  y {(y„, s„)},_1  sucesiones convergentes de miembros de X x To,,, con 

límites (x,1) y (y, s) respectivamente. Entonces (x,1) >- • (y, s) cada vez que 

t„) 	(y,,, s„) para toda n. 

C5 ( estaeionalidad) 

Para cualquier t E 71,,,,x EX y E X yO>0 se tiene (x, t) ).-í (y, t O) q (x, O) >-¡ (y, O) . 

El hecho de que C3 sea más fuerte que A3 permite deducir que para cualquier 

resultado (x, t) E X x Tc.„ existe un acuerdo y E X tal que (y, O) 	(x,t). La razón es que 
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por C3 y C2 tenernos (x, O) 	(x, t) >-¡ (z, t) 	(.2, O) donde z es el acuerdo para el cual 

= O; la afirmación se sigue de C4. Consecuentemente el valor presente vi (xi, t) de un 

acuerdo (x, t) satisface: 

(y, O) 	(x, t) siempre que yi = (xi, t) 

Finalmente se refuerza A6. Requerimos, además de A6, que la pérdida por demora 

sea una función cóncava de la cantidad involucrada. 

C6 (pérdida por demoro creciente y cóncava) 

La pérdida de demora xi — vi (x;,1) es una función cóncava y creciente de 

La condición de convexidad de vi en xi no tiene analogía en el análisis del capítulo 

2, es una suposición adicional que es necesario imponer a las preferencias con el fm de 

obtener el resultado de esta sección. La condición se satisface, por ejemplo, por preferencias 

de tiempo con tasa constate de descuento, ya que la pérdida por demora en este caso es 

lineal. 

4.3.2 Equilibrio Perfecto en Subjuegos 

Si el orden de preferencia 	del jugador i sobre (X x 7o3) U {D} satisface las 

condiciones Cl hasta C6, entonces para cualquier valor de á el orden inducido sobre 

(X x {O, A, 2A,.,.}) u {D} satisface Al hasta A6 del capítulo 2. Por lo tanto se puede 

aplicar el teorema de la sección 3.8 al juego 1' (A) . Para cualquier valor de A > O sea 

(s• (A) , y' (A)) X x X la única pareja de acuerdos que satisface: 

(y*  (A) O) 	(x*  (A), 1) 	Y 	(x*  (á) i 0) "2 (y*  (A) ,1) 

Proposición 

Supongamos que cada orden de preferencia de los jugadores satisface Cl hasta C6. 

Entonces para cada A > O el juego r (A) tiene un único EPS. en este equilibrio el jugador 

1 propone el acuerdo x• (á) en elaperíodo O, el cual el jugador 2 acepta. 

Demostración 
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Si el jugador 1 propone x' (A) entonces el jugador 2 acepta y el resultado es 

(x' (A) , O). 

Si el jugador 1 propone x (á) entonces, si el jugador 2 acepta el resultado es 

(z (á) ,0) con x2  k x;, xi < xi; si el jugador 2 rechaza, entonces propone y' (A) y el 

resultado es (y' (á) , O) . Pero (z' (á) , O) >t (x (á) , O) y 

z; > Y; a  (s.  (á)10) >-1 (Ye  (á)10) hl (Y.  (á) 1) • 

4.3.3 La relación con la solución de Nash 

Corno se notó en la discusión después de A5, las preferencias que satisfacen A2 

hasta A5 del capítulo 2 pueden ser representadas sobre X x T por una función de utilidad 

de la forma (gui (zi). 

Bajo las suposiciones más fuertes aquí se puede ser más específico. Si el orden 

de preferencia >i sobre (X x T,) U {D} satisface Cl hasta C6, entonces existe bi E (0, 1) 

tal que para cada 5i > Zi existe una función cóncava creciente tri : X •-•—b 8?, única salvo 

una multiplicación por una constante positiVa, con la propiedad que Oui (xi) representa >•-i 

sobre X x 71,„,. (En el caso de que el conjunto de tiempos sea discreto, ésto se sigue de la 

proposición 1 de Fishburn y Rubinstein (1982); los métodos en la prueba de su teorema 2 

pueden ser usados, para mostrar que el resultado se mantiene también cuando el conjunto 

de tiempos es Tes). 

Ahora supongamos que álni (xi) representa ›-i sobre (X x Tes) , O < e < 1. En- 

tonces [bluf  (x,)] krIll 	(si))14. también representa ›-i .1  

Se concluye que si además elt.oi  (xi) representa >•-i entonces wi (xi) = ki 	(si)) 
para alguna ki > 0. 

Considerando ahora el límite del resultado EPS de r(A) conforme A tiende a 

cero, fijemos un factor (le descuento común ó < 1 que sea lo suficientemente grande para 

que existan funciones cóncavas crecientes ui para i = 1, 2 con la propiedad que 	(si) 
represente . 

Sk!li S 	(s E 922  s = (ui (si) , u2 (x2)) para algún (xi, x2) E X). 
Corno cada ui es cóncava y creciente, S es la gráfica de una función cóncava 

no creciente. Más aún, por la segunda parte de C3 tenemos tri (0) = O para i = 1, 2, 

así que por C2 existe s E S tal que si > di para i = 1,2. De este modo (S, d) es un 

'Ver nota al final del capítulo, (página 04). 



87 

embargo, la solución de Nash para (S, d) es independiente de esta elección: el maximizador 
jAlt  

de ul (x1) u2 (x2) es también el maximizador de k1k2 (ui (x1) u2 (x2)1ovil para cualquier 

O < e < 1. Se enfatiza que al construir las funciones de utilidad ui con i = 1, 2 se usa el 

mismo factor de descuento 6. 

En algunos contextos, la economía de un problema sugiere que las preferencias 

de los jugadores sean representadas por funciones de utilidad particulares. Estas funciones 

no necesariamente coinciden con las funciones que deben ser usadas para construir S. Por 

ejemplo, supongamos que en algún problema es natural para los jugadores tener las funciones 

de utilidad 6!xi para i = 1, 2, donde 61  > 62. Entonces las funciones apropiadas uj son 

construidas como sigue: u1  (xl) = xi y u2  (x2) =  

El resultado principal de esta sección es el siguiente: 

Proposición 

Si el orden de preferencia de cada jugador satisface Cl hasta C6 entonces el límite, 

conforme A tiende a cero, del acuerdo x• (A) alcanzado en el único EPS de 1' (A) es el 

acuerdo dado por la solución de Nash para el problema de negociación (S, d) con 

S = {s E D22  : s = (ui (si) , u2  (x2)) para algún (xl, x2) E X) y d = (0,0) . 

Demostración 

Se sigue de la proposición en la sección 4.3.2 que u1  (y; (á)) = Otti (xt (á)) y 
que u2  (x; (A)) = 6au2  (y; (A)) por lo que el EPS existe, al tomar límites tenemos: 
u1  (yr) = ul  (xl) y que u2  (.q) = u2 (y1'). La justificación que éste punto es el único maxi- 

mizador es análoga a la de la proposición en la sección 4.2.4. 
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4.3.4 Simetría y asimetría 

Supongamos que las preferencias del jugador i en un juego de negociación de 

ofertas alternantes están representadas por «coi (si) , donde coi es cóncava y di > 52. Para 

encontrar el límite conforme la demora entre ofertas converge a cero, del resultado EPS, se 

puede usar la proposición anterior corno sigue. 

Escojamos 61  el factor común de descuento con respecto a cuáles preferencias 
klek 

son representadas y fijemos ni = wi. Sea 112  (x2) = [0./2  (x2)] ovsi , tal que u2  es cóncava 

creciente y 51u2  (x2) representa las preferencias del jugador 2. Por la proposición anterior el 

límite del acuerdo alcanzado en un EPS de un juego de negociación de ofertas alternantes, 

conforme la longitud del período converge a cero, es la solución de Nash para (S, d) con 

S = {s E 	:.s (ui  (x1 ) , (x2 )) para algún (si, x2) EX} y d= (O, O) . Esta solución 

de Nash está dada por: 

11.11, 
arg max t/1  (xi) u2  (x2) = arg max wi (xi) [coz (X2)] 54 42  
(xi,x2)CX 	 (z i ,x2)ex 

Pero maximizar la expresión anterior es lo mismo que maximizar: 

[ 	
to, a)  

, , 1 1001 +1.02 	, log 61 , 111'15 IllaX UJI (si ) I(J2 (2:2)1 1°,1é 2 	 ya que ¡poi  ,tiog 82  es una constante. 
(x, :«., 2  )c. x 

io Rai  Y podemos rescribirlo como argmax [wi (xi)ja  [c/i2  (x2)1I-  con a — ios61+10g62 • (x,,x2)Ex 
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De modo que la solución es una solución asimétrica de Nash del problema de 

negociación construido usando las funciones de utilidad originales wi y w2. 

El grado de asimetría está determinado por la disparidad en los factores de des-

cuento. Si la función de utilidad original wi de cada jugador es lineal, wi (xi) = xi, 

se puede ser más específico. En este caso el acuerdo dado por la expresión anterior 

es: (km6iitg62 , 1og674102) que coincide con el resultado en la sección 3.10.3. En el caso que 

liemos examinado hasta ahora, los jugadores son asimétricos porque valúan el tiempo de 

manera distinta. Otra fuente de asimetría puede estar incluida en la estructura del juego: 

la cantidad de tiempo que se comprende entre un rechazo y una oferta puede ser diferente 

para el jugador 1 que para el jugador 2. Específicamente, consideremos un juego de ofertas 

alternantes P(71,12) , en el cual el tiempo comprendido entre un rechazo y una contraoferta 

del jugador i es -riA, para i = 1, 2. 

Conforme A converge a cero, la longitud del tiempo entre cualquier rechazo y con-

traoferta disminuye, mientras el radio de estos tiempos para los jugadores 1 y 2 permanece 

constante. Supongamos que hay un factor de descuento común 6 y una función u; para 

cada jugador i, tal que sus preferencias sean representadas por 61u; (x;). Las preferencias 

inducidas sobre resultados (x, ri) donde n indexa las rondas de negociación en P(71 i  'Y2) 
no son estacionarias. Sin embargo, como se denotó en la sección 3.11, el juego 1'(71 ,12) 

tiene un único EPS; este equilibrio se caracteriza por la solución (x* (A) , y' (A)) de las 
ecuaciones: 

(y;' (A)) = 511&111 ('1) 	y 	U2 (x; (a)) = 6"A112 (Y2) 

Un argumento COMO el de la demostración en la proposición de la sección 4.2.4 

muestra que el limite conforme A converge a cero del acuerdo x' (A) es el acuerdo: 

arg max [n i  (2:1)i" (u2 (x2))1-" donde a = 	72  
(x i ,x2 )ex 	 11 -1-12 

Una vez más el resultado está dado por la solución asimétrica de Nash. En este 

caso los exponentes reflejan una diferencia en el tiempo real que pasa entre un rechazo y una 

contraoferta, más que una diferencia en la manera en que los jugadores miden el tiempo. 

Nótese que el resultado favorece al jugador que hace una contraoferta más rápido. 

En el caso extremo en el cual = O el resultado de la negociación es el mismo al del modelo 

en el cual sólo el jugador i hace ofertas. 
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4.4 Un modelo de negociación tanto con preferencias 

de tiempo como riesgo de rompimiento 

Aquí se considerará brevemente un modelo que combina aquellos en las secciones 

4.2 y 4.3. 

En cualquier período, si un jugador rechaza una oferta entonces hay una proba-

bilidad positiva fija que la negociación termine en el evento rompimiento B. 

Los jugadores no son indiferentes acerca del tiempo que tomó se alcanzar un 

acuerdo o el evento rompimiento. 

Cada preferencia de los jugadores sobre loterías en ((X U {B}) x 71.)U {D} satis-

face las suposiciones de Von Neumann y Morgenstern, y sus preferencias sobre éste conjunto 

satisfacen Cl hasta C6. Además, para i = 1,2 hay un acuerdo bi E X tal que el jugador i 

es indiferente entre (bi, t) y (B, t) para todo t. 

Denotemos con r (q, á) el juego de ofertas alternantes en el cual la demora entre 

períodos es A > O, el evento rompimiento ocurre con probabilidad q > O después de cualquier 

rechazo, y las preferencias satisfacen las suposiciones señaladas arriba. 
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r' (q, A) tiene un único EPS, el cual es caracterizado por la pareja de acuerdos 

(x* (q, A) , y' (q, A)) que satisface las siguientes dos condiciones: 

(y' (q, A) , O) 	(q (8,0) -I- (1 — q)(x* (q, á) , A)} y 

(x' (q, á) , 0) rs,2  {q • (8,0) + (1 — q) (y* (q, A) , A)} 

Sabemos que bajo las condiciones C1 hasta C6 existe O < 6 < 1 y funciones 

cóncavas ui para i = 1, 2 tales que las preferencias del jugador i sobre X x T,,,,, son repre-

sentadas por Oui (xi) . Sin embargo, en general, no es posible escoger una representación de 

esta forma con la propiedad de que su valor esperado represente las preferencias del jugador 

i sobre loterías en X x T.. 

De cualquier manera, si existe 6 y una función ui tal, que las preferencias del 

jugador i sobre loterías en X x 	son representadas como el valor esperado de Ou, (xi) 

entonces se tiene: 

u1  (yt (q, A)) = riPui (8) + (1 — q) 014 (xt (q, A)) y 

u2 	(q, A)) = qh°u2  (13) -I- (1 — q)61'u2 	(q, A)) 

Ahora consideremos el límite del EPS conforme la longitud á de cada período 

converge a cero. 

Supongamos que q = AA, la probabilidad de rompimiento en cualquier intervalo 

dado de tiempo real permanece constante. En un análisis análogo al juego en la sección 4.2 

tenemos que la probabilidad de rompimiento en cualquier período está dada por: 

AA -I- 5°AA (1 — 1,A) I  ti2L‘Aá (1 -- )A)2  • • • = v_ga-)11--5 

Sea' 1.77,5V-jvá) 	k (A). Entonces podemos rescribir las ecuaciones anteriores 

corno: 

(yi (A)) k (A) 	= 6°  ( 1  — AA) [ui (xi (A)) - (á) ul (8)] y 

(.E; (A)) k (A) u2  (II) = 	(1 — AA) [u2 (y1' (á)) — k (A) u2  (Mi 

Se sigue que: 

[ui (yt (M) 	(A) ur (B)111-12 (xi (A)) — A (A) 142 (H)) 

=[ui (xt (a)) 	(A) ni (B)I [u2 (y. (A)) — k (á) u2 (13)1 
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Nótese que si los jugadores usan estrategias que nunca llevan al acuerdo, entonces 

(dado que q > 0) el evento desacuerdo ocurre con probabilidad 1 en el algún período. 

Además k (á) (B) es precisamente la utilidad esperada del jugador en este caso. 

Ahora, sea r = logd, tal que 6° = e-rA. 

Sacando lim
d) 

 k (á) = liM 1-(e-1°1  14 
Att 

 )(1-)441.) = .1+. Un argumento similar en la proposición r 
en la sección 4.2.4 muestra que x' (á)y y* (á) convergen a la solución de Nash del proble 

ma de negociación en el cual el desacuerdo es: (-51-_,) (ui (B) , u2  (B)) , y el conjunto de 

acuerdos es construido utilizando las funciones de utilidad ui las cuales en el caso especial 

que estamos considerando, reflejan tanto las preferencias de tiempo como las preferencias 

de riesgo. 

Este resultado apoya nuestros primeros hallazgos: si 6 está cerca de uno (r es cer-

cana al cero), tal que el temor al rompimiento más que el costo de tiempo de la negociación 

es la consideración dominante, entonces, el punto desacuerdo es cercano a (u1  (B) , u2  (B)) , 

mientras que si es cercana a cero, el punto desacuerdo es cercano a (O, O) . 

4.5 Una guía para aplicaciones 

A fin de usar un modelo de negociación como un componente de un modelo 

económico, es necesario escoger los elementos económicos que corresponden a las primi-

tivas del modelo de negociación. Los resultados en este capítulo pueden ayudar a nuestra 

elección. 

4.5.1 Incertidumbre como el incentivo para alcanzar un acuerdo 

Supongamos que se tiene un modelo económico en el cual la fuerza principal que 

ocasiona que las partes alcancen un acuerdo es el temor que las negociaciones se "rompan". 

En este caso el modelo de la sección 4.2 indica que podemos aplicar la solución de Nash a un 

problema de negociación (S, d) definido apropiadamente. Supongamos por ejemplo, que un 

comprndor y un vendedor están negociando un precio. Supongamos que enfrentan el riesgo 

que el bien del vendedor pierda todo su valor. Supongamos también que el vendedor tiene 

en pie una oferta (de una tercera parte) para comprar el bien a un precio menor que el que 

podría obtener del comprador cuando esta tercera parte no existe. En este caso podemos 

aplicar In solución de Nash al problema de negociación en el cual el punto desacuerdo refleja 
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las utilidades de las partes en el evento de que el bien pierda su valor, y no sus utilidades 

en el evento de que el comprador elija comerciar con el tercer participante. 

4.5.2 Impaciencia como incentivo pará alcanzar un acuerdo 

Si la presión principal para alcanzar un acuerdo es simplemente la impaciencia de 

los jugadores, entonces el juego de negociación original del capítulo 2 es apropiado. 

Si las preferencias de los jugadores tienen la propiedad que la pérdida por demora 

es cóncava (además dé satisfacer todas las condiciones del capítulo 2), entonces el resultado 

de la sección 4.3 muestra cómo la fórmula para la solución de Nash puede ser usada para 

calcular el límite del acuerdo alcanzado en el EPS de un juego de negociación de ofertas 

alternantes conforme el período de demora converge a cero. En este caso las funciones de 

utilidad usadas para construir el conjunto S son funciones cóncavas ui con la propiedad 

que álui (xi) representa las preferencias del jugador i = 1,2 para algún valor O < 6 < 1. 

La utilidad igual a cero del desacuerdo para el jugador i es su utilidad por un acuerdo con 

respecto al tiempo en que lo obtuvo, al cual es indiferente (recordar condición (C3). 

Tres puntos son significativos aquí. Primero, las funciones de utilidad de los ju-

gadores no son las funciones de utilidad que usan para evaluar prospectos inciertos. Segundo, 

si se representan las preferencias de los jugadores por 61(41  (xi) y 65w2 (x2), donde d1  # d2  

y construírnos el conjunto S usando las funciones de utilidad wi y w2, entonces el límite del 

acuerdo alcanzado está dado por una solución asimétrica de Nash en la cual los exponentes 

dependen sólo de Si y 62 . Tercero, el punto desacuerdo no corresponde a un resultado que 

ocurriría si los jugadores fallan en acordar, más bien está determinado por sus preferencias 

de tiempo. 

Como un ejemplo, consideremos la negociación entre una compañía y un sindicato. 

En este ca ;o podría ser que las pérdidas por demora de un acuerdo sean significativas 

mientras la posibilidad que una de las partes encuentre otro socio pueden ser ignoradas. 

Entonces se debe construir S corno se discutió arriba, el punto desacuerdo debe corresponder 

a un resultado II con la propiedad de que cada lado es indiferente al período en el cual 11 
:31,  recibe. 

Podría ser apropiado, por ejemplo, dejar 11 corno el resultado en el cual el beneficio 

de la firma es cero y los miembros del sindicato reciben un salario que ellos ven como 

equivalente a la compensación que obtienen durante una huelga. 
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1.1ELL, 	 bus.  
La representación (b; u; 	= 	(tti (z; )J ríro; , es resultado del Teorema 2 del 

"Time Preferente" de Peter C. Fishburn y Ariel Itubinstein: 

Si AO hasta A5 se mantienen, entonces, dado cualquier O < a < 1, existe una 

función f de valor real continua y creciente sobre X tal que: 

i) para todo (x,t),(y,$) E X X T,(x,t)>_-. (y,$) si y sólo si aif (x) 	a' f (y); 

ii) f (0) debe ser.0 si O E X y xf (x) debe ser positva para todo x E X — (0) ; 

iii) si T es un intervalo entonces f es única (dada a) salvo una multiplicación por 

constantes positivas sobre (x E X : x > O) y sobre (x E X : x < O) . 

Si se cambia a en la representación, entonces f debe ser cambiada. Por ejemplo, si X = 

7' = [0,1J y fa  es la única f -por iii)- que satisface la rpresentación cuando fa  (1) = 1, entonces 

fa  y fa están relacionadas como fa = (Mi' con k = toga . (Esto se sigue de la pruba del teorema 

para el caso de tiempo continuo.) 
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