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INTRODUCCION 

En c1 estudio de f~milias de objetos matemáticos que dependen de varios parámetros, 

se observa que la topología, o el aspecto cualitativo del objeto puede alterarse. al ca~biar 
el valor de los parámetros. 

• - ' . 1 

Entonces surge lo que se llama una bifurcación. En muchos c3SoS se ~ncucntra que 

todas las posibles familias ( o deformaciones ) pueden ser obtenidas ie tin·a ·~aiff; en- ~icrto. . . : -· "' ' - ,~ . - ... 
sentido la más general, que da origen esccncialmcnte a las distintas bifurcaciones del objeto, 

Esta es 11amada una deformación versal. 

En [Ar!), [Ar 2) , Arnol'd trata el caso de familias de ritatriCes y Ímcuentra una 

forma normal a la cual puede reducirse una familia dada. Esta foriña no~~Úifre~-liú'a estable 

rcspCcto a los parámetros de que depende la matriz, Jo que no sucede _eón la _forma normal 

de Jordan. Además aplica las fórmulas obtenidas en la investigación de los diagramas de 

bifurcación de familias de matrices genéricas. 

En esta tesis desarrollamos en detalle el estudio de las deformaciones versales de 

matrices y sus diagramas de bifurcación seg1ín la línea planteada en [Ar 1]. Explicamos la 

prucb.a del Teorema de la Versalidad, el cual establece la equivalencia entre los conceptos de 

versalidad y transversalidad a la órbita de la matriz, lo que nos permite encontrar fórmulas 

para deformaciones \'ersales de matrices, así como descrihir los diagramas de bifurcación 

correspondientes. 

En [Ar 4], Arnol'd establece que una órbita regular ( la cual consiste ele todas las 

matrices que tienen el mismo polinomio característico sin raíces m1íltiplt•s ) pucdt• equiparse 

con una estructura simpléctica real natural y plantea, el siguiente problema.: ;,Se pueden 

escoger estructuras simplécticas en las órbitas regulares de manera que la monodromía· de 

la fibración resultante sea simpléctica? 

Nosotros abordamos este problema y lo resolvemos para un r.aso especial { -Ver 

Sánchez, [Sa] ). 

La tesis se compone de 3 capítulos y un apéndice. 
. . . . . 

En el primer capítulo estudiamos la acci~n adj"unta. de' U~. g~~~~ .~,~_' Lie s~~~c su 

álgebra do Lie. Definimos deformación versal y dámos ejémplos de famili~s versales de 



matrices. La relación entre el corchete de Lie y la difereJJcial de la ar.ción adjunta nos 

permite demostrar el Teorema de la Vcrsalidacl. 

En el capítulo 2 vernos, como una aplicación a las ecuaciones diíerencialcs lineales, 

que la familia de Sylvester es \"crsal. 

Determinamos la ortogonalidad a la órbita de una matriz en función del cárche.te 

de Lie. Ve~os que el complemento ortogonal de la órbita. de una. m<i~_.riz'·ci~,:el_ ~~ju~to .. dC s_n 

centralizador. 

Esto nos da una fórmula para calcular la codimensión de l~·~r~>Íta de una matriz, 

que resulta ser igual a la dimensión dn una deformación miniVCrsaI.:'·Un teorema bien cono

cido sobre matrices que conmutan y esta fórmula nos permiten construir formas normales 

de matrices que san deformaciones versales y por lo tanto estables respecto a los parámetros 

de que depende la matriz. 

ConcluímoS el capítulo con una aplicación de las fórmulas obtenidas para las de

formaciones versales en la descripciÓ!l de los diagramas de bifurcación de familias genéricas 

de matrices. En el último capítulo se plantea el problema de la monodromía simpléctica y 

se resuelve para el caso del grupo lineal especial. 

En el apéndice presentamos los resultados de la teoría de singularidades y de 

geometría simpléctica que son útiles en el desarrollo de esta tesis. 
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CAPITULO 

VERSALIDAD Y TRANSVERSALIDAD 

En este capítulo se estudia la acción adjunta del grupo lineal general complejo sobre 

la variedad de las matrices complejas de orden n. Se define y ejemplifica la vcrsalidad de una 

familia de matrices l' se demuestrH la equivalencia entre éste concepto y In transvcrsaHdad 

a las órbitas bajo la acción adjunta. 

1.1. Orhiias en el espacio de mntrices. 

Consideremos el conjunto Mn (C) de todas las matrices n x 71 sobre C. M. (C) 

adquiere estructura de variedad diferencia ble al identificarla con cn2
• 

Sea GL (n, C) el subconjunto de Mn (C) que consiste de todas las matrices 710 

singulares. Como la función determinante, Dct: C"2
-+ Ces continua, GL (11, C) ,es el sub

conjunto abie.rto de e•', U= Dct-1 (C\{O}). Por lo tanto GL(71,C) es una subvariedad 

de Mn {C) y como la multiplicación de matrices, (X, l') --> Xl' y la inversión A--> A-1 son 

aplicaciones C 00
, G L (n, C) es un grupo de Lic. Se le llama el grupo lineal general complejo. 

En lo sucesivo denotaremos GL (n, C) simplemente por G. Dadas a,·b E G, las 

traslaciom1s izquierda y derecha son lt1s ap1icacioncs CCJO de Gen G definidas por La. (x) = ax 

y Rb (x) = xb respectivamente. Tienen inversas L; 1 = La-1 , Rb1 = Rb-1: Entonces son 

diíeomorflsmos que inducen las aplicadoncs lineales La• y Rb•· En lo que sigue usamos 

resultado." de la Teoria de Grupos de Lie, los cuales se pueden ver, por ejemplo, en Warner 

[W]. 

El espacio Mn (C) con la operación [X, Y] = Xl' - Y X es isomorfo al espado 

g de to~os los c~r-~ip.os_ vectoriales invariantes izquierdos de G,'.es deCir, X E g imp~ira 

L.,.X = X.ges el álgebra d~ Lie de G ~y se denota por g/ (n, C). 

Dadas a,b E G, Ja. ley a.Sociati\'a en G implica. que las traslaciones izquierda. y 

c1erer.ha. conmutan. De est~> deducimos que si X E g, entonces Rb~X E g, purs X e !/ 



implica L •• X = X. Por lo tanto 

L,. (Rb.X) = L,~ o R1. (X)= R¡, o L,. (X)= Rb.X. 

Similarmante, L,.R,-1.X = R.-1.L,.X;,, R.-1.X E g para toda X E g, lo cual 

nos dice que la aplicación I. :.G - G definida por!, (x) =La o R.-1 (:i:) = axa-1 induce 

la aplicación lineal J0 .: G -4 á. la.«· es entonces un automorfismo de g. Como lab =la o lb 

se tiene que lab• = la. o- ib~ . 
Entonces la aplicación u._....:... la• de G en Attl (g) es un homomorfismo. 

Se denota/a. por tld11 • Esto define una representación 

Ad: G .... Aut (g), (Ad)( u)= Ad., 

llamada la representación adjunta de G. 

Como la identidad del grupo e es un punto fijo· de I.; resulta que I •• transforma 

el espacio tangente a la id~ntidád 1 _?~~a! ·_e_~_ ~(~i~in-~~-~-E-~~~- ·c~!-tf~~r~-3:- C~n-c'( !~echo de ser 

g y TeG isomorfos. 

Además, por ser la_ ho~orriorfis_mo, ~j'_·~igu_l~-~~e'dj"~·gral!la es conmut~tivo: 

(l.l) 

G ~c.· 

exp ¡· ,'' r: ~xp' 

9 .¡;:·· g 

Recordcmos.:~1-~e.·:_I,~ 51~Úé:a~i-~:~ ~xr~·_nen~i_al~--~-xp· -~ j¡ ~-~G, :~e defim1 .r.omo sigu~. 
Dada X E g, sea t/i: R .... ¿. el ú~ico hd~omo~fi~,;;o C~ con:* 11=0= X. Entoncescxp (X)= 

<¡\(!). • ·.· ,: \ •• ··•.· ·.•· .•. · 
De (l.l) ·vemos q\I.; parn cád~J(é.g, .. ··· 

exp (I.'.X) = ex~(1cl.;)= ¿(ex~~)= L~R.c1 (expX) = u(expX)u- 1 • 

Para i E y; exp (x¡ ~CIL(;,, ~) estfd~da por 

(1.2) · · ~•1'cxJ ;;tl+~·+ix·' +~.: 
de manera qiJ~ 

exp (Ad.X)= cr (id+ X+ tX' + ·. ·) u-1 



(l.4) 

id+ .411,X +.-,.·=id+ uXu-1 + ... 

por lo tanto, 

(1.3) Vu e'ii, X Eg. 

Esto nos define la acción adjunta, Ad: G. x g -" g por 

. . : 

(Hemos hecho abuso de notación con la rep;csentaclón adjunta, Ad: G ..... Attt (g)). 

Así, Ad(u,X) = Ad,X define dos restricciones: 

l)Ad(u,.); g __, g, que es nuestra anterior Ad,,: 

2)Ad(.,X): G __, g, la cual.den~Íamos por (Ad X): G ~.'1, (AdX)(.,:) = Ad,X. 

Hacemos notar que ia imagen ·de ·a bajo es~a t'ransf~fma~iÓn ~. 

(Ad X)(G) ={Ad.X E g I ".E G) 

= {uXu-1 EM,;(C)1 u E G}, 
._, .·.·.: ''. . . 

la clase de las matrices sirniiares a X en Mn (C). 

Esta clase dé Mn CC) ~5' Ía 'órbit~ de X bajo la acción adjunta y se dcno~a por Ox. 

Como (AdX)(e)i;, x; entonces, · · 

{l.ú) d(AdX).: T.G __, Txt:Jx e TxMn(C). 

Notación: 

d(Ad X). (Y)= d(AdyX). = adyX. 

Ahora, si Y E ¡\{n(C), JE R, ;tenemos que tY· E Ú.(~J; éxp(Ú'l E(;, rlc 

modo quo la co~posición t _, cxp(IY) es una fullciónde a:en (]· 

Entonces (Ad X)(exp (iY)) es una aplic~ción de R~~ o; para toda X E Mn {C): 

R--> G ..... O, e Mn(C), 

t ,_. cxp (tY)·;_.· (Ad ,Y)(exp(tY)), 



10 

y como 

exp (tl') =id+ t1' + ~t2 1" + · · · 

se tiene que 

exp (ti') 11=0= id. 

Así, bajo estas transformaciones, O,_, id H X, de modo que f, li=o (exp (IY)) E 

(1.6) 

,, __ .,,' :·· 
Por la reglri de 1~. ~adena 1 · 

d(Ad X)¡;i{f.i.=o exp (tl'J) = {Í¡ )1=~ (M X) o (exp (ti')) 

' = f. l1i.o ( Ad •• ~¡1nX) 
- - ·-

y como f, ) 1~0 ex~ (tl~) =Y, r¿sulta que 

d (Ad X)10 (l') = f, )1~0 (Ad.,p(tY¡X) ., 

Por lo tanto,·, 

a~1·X;;. fi 11=0 {1d•~P!ll'lx). 
- .--· ··-

Est? nos pcrmi~e-Prohai- lo siguieiitc. 
' . '. ' -': 

1.1.1. PrÓpos'i~ión. Parri toda X; l' .E A{~ (C) se tiene que 

(1.7) adyX=[Y,Xj; 

Prudba: De (L.:Í) v~mo~ que 
; ' ... 

(exp (IY))X(~xp(IY))- 1 

(Íd{iy/'. •. )X(id:01y:f: .. ¡. 
(x+tl'X+ '. .. j(iif-tY+···) 
(x.+ tYX+•· ··)t(-:-tXY-t21'XY- ··-) +n(t2 ) 

x + t(l'X - XY)+ o(t2) 

Por lo tanto, de (1.6) obtenemos 
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y de ahí que 

ad¡•X = l' X-XY =Jl',.X]. 
Cl 

Podemos ver ento.nces qu~: [l', X] es; por (1.5); Ítn v~ctor tangente a la órbita de 

X 11 anclado11 en X para cada Y E 'g : 

ad X 

1.2.L Definición .. Sea A una vedndad del origen en _Rk o e•. Una aplicación 

diferenciable C¡,,, de A e~ una variedad M , A : A -+ M será llamada una familia con espacio 

base (o espacio de pardmetros). A.' Sea X 0 E M fiJa. Una deformación de X 0 e~ un germen 

(\'er el apéndice) .dé una familia A: (A, O)-+ (M, X 0 ), con A (O)'= X 0 • Denotaremos dir.ha 

deformación por A(.\). 
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Cuando i\f = en' y A es una vecindad del origen en ek, hablaremos de familias 

de matrices A: A - Ck, y de d.eform'aciones A(,\) de unam~triz ;10 = A(O). 

Se dice que la deformación B :· (N, O)-.::, (M, X 0 ) es .. indudda de la deformación 

A : (A, O) - (M, X 0 ) por una aplicación suave ip :.(N, O},~ (A;.o) si B ,,;A· o 'fJ ·' 

·.~· 

~M 

La aplicación ip- se denomina cambio de ,base o ca!Jibi~ -de parámetros. 

Si G es un grupo de Lie actuando en una variedad M, decimos que dos defor

maciones B : {A,O) - (M,X0 ) y A! (A,O} - (M,X0 ) son equivalentes si existe una 

deformación de la identidad C : (A,O} - (G-,e) tal que" la acción de C lleva A en 

B": B(-\)=C(-\)A(,\). 

M 

~ÍI. B 

\e A 

~('j 

---- --
1.2~2. Efempl~.-Cuando i/es el grupo GL (11, e), M =:en', y la acción os la 

definida en ( J.3} de la sección !.{por . . . 

tenemos que dos d~fori.i~ci~n~s B(,\) y'Á(ÁJ.de I~ matriz Ao son equivalentr.s si 

existe una deformación de Ía Mei1tÍdad e : (A, o¡-,. (e; I) tal que 
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esto es, 

(2.1) B(.\) = C(.\)A(.\)C-1 (.\). 

1.2.3. Definición. Decimos que una deformación A (A, O)- (M, X 0 ) <le X 0 E M 

es versal si cualquier otra deformación de Xa es equivalente a una deformación inducida de 

A por un cambio de parámetros cp adecuado. 

En nuestro ejemplo 1.2.2, vemos que una deformación A(.\) de una matriz Ao E 

0 112 .es versal si para. cualquier otra deformación B (¡t) de Ao existe una deformación de la 

identidad C: N - G tal que B (¡l) es equivalente a una deformación inducida de A(.\) por 

un cambio de parámetros 'P adecuado: 

(2.2) B(¡t) = C(µ)A(ip(µ))c- 1 (¡t), 

Una deformación versal A(..\) se dice universal si el cambio de parámetros c.p está. 

determinado de manera única por la deformación B (µ). 
- -

- Si Ja dimensión del espacio base es Ja más. pequeña posible para una deformación 

versal, entonces se dice que es una derorrriaciÓn minÍ~e~~~l. 

Ejemplo l. La deform,;_ción 1 (.\) ,; 'º ·] -:_ : es, versal. 
o 

Tenemos que A : A = C4 _::. Ú = C~ 'es ¡,;_ idcntid~d en e<. S~a B : N e ck -
M = C', cualquier otra deformación d~ Áo d~finid,;_·po~:, 

B(µ) =t·~~8}~~fd-f ,:¡,E dk. 
p.d.: existe una deformación dé Ja idhntidad C: N - G tal que 

B(µ) = C(µ) A (ip(µ))C-1 (¡t) 



versal. 
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para algún cambio de parámetros.adecuado i.p: N-+ A. 

Con C(µ) = I y 1'(11) = (¡11 (¡~), ... ,¡1,(¡1)) '1¡1 EN, se obtiene el resultado. 

Ejemplo 2. La deformaí:ión .i(>.) = 
.,____ [

. >., ~+ >., ] de Ao = [ O 
1 ·1 no es 

•.o.. >.3 · .. o o 

Sea . •.· . . .[.o 1] .: 
. B.(µ·):·= ·. :.··."·.•. ·,' 

..• : .. ·µ ·º .· 
otra deformación de Ao. si A fuera ve;;~l. existir(~· un~ defcirma.¿i6n de la identidad e tal 

que B (11) =. C (¡¡)A (io (¡i)JC-: 1 (¡1) p~r~ ~lg~ri ca;;¡bio de ba~e I'· 

Escribiendo 

. C(¡•t=[~:~¡:; !:·i:n ' 
lo anterior queda;ía _d~\a '.~igui:~iii~.·f~rm~-., 

donde>.¡ depende de¡!;· 

De esta. ecuadón ~·at,;¡-~ial ;~e· ob .. t'iencn las cctiaciones: 
(!) C3 · . c1.\, 
(2) C11t· c3.\1 

(3) C4 C¡ (l + A2) + CzA3 

(4) c2Jt c:i(l+>.2)+04>., 
y de ahí que 

(5) e~ = c¡¡t. 

Por otro lado, c3 (¡1) es deformación del O, de modo que c3 (¡t) = k11• + k2¡t2 + · · · 

para algunas constantes k¡. Esto implica que c5 debe ser de la forma l:l¡t2 + · · ·· Pero como 

c1 = 1 +···resultad~ (5) qu~ e~={!+·· ·)2 ¡t ,,_; ¡t +····,lo cual co,"tradice lo anterior. 

Ejemplo 3. La deformación ;[ (>.) 

universal. 
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En efecto, sea 

B.(11) = [ l.+ /3. ¡(¡1) .82 (µ) ] 
- . .. f33(¡•) .a.(µ) 

cualquier otra d~forma.ción de A.o. ' .'.: .... : · .. ·, . . . -~ 
Entonces /3; (O) =) Vi e. {l, 2;·3, 4}. Véamos ~ue existen C (¡1) deformación de 

la identidad y un calllbiÓ de parántetr~s:-1" ;•N A; 1"(1i)=,(.X1;.\2), con 'l'(O) =O 

determinado de.lllán~i~ única por .8(µ.fiatesqúe 
. ·-: ·. -~.,:).",., ·,~ ::,:"' ! ... ·' . ,:::'.:' ·,_ 

(2.3) ·<scµr~ó(~i AC'l'<l•»c:-1 e;;). 
Si escribint;s ~(¡i)'= (~1 (~) ,~;(/l)l; es

0

decir¡•.\1 = '1'1 (¡1) ,·.\2; '1'2 (Í•l, y 

·: : ·. --.·.·_:: [ l.+.· C¡ C~l .. 
• e (i•) = 'e~ (µf ·· 

'ta ~cuaclÓn (;:3)s~ tr;,duc~-en": 

[ 
1 + /31 /3 .. 2] [·l+ C¡ 

/33 f34 . C3 
c2 ··] ' . [ 1 + c1 

1 + "4 . = C3 •.: 

de donde obtenemos las ecuaciones: 
(1) (H/31)(1+c1)+/32c3 (l+c1)(H'1'1i 

(2) (l+/3i)c2+/32(l+t<) <2'1'2 

(3) f33(l + c15 + /34"3 C3(l + '1'1) 

º.] : , 
'1'2 

(4) f33c,+ /34{1+ 04) (1 +c~¡.p;, 
Ahora, eliminando c3 y c1 de las ecuaclonés (1) y _(3) se obtiei;e una ecuación 

cuadrática. para tp1 : 

(5J ""1+c1-13. - /31l'1'1 + C/31 - !31/3• +.a~P.J~ o.' .. 
la cual tien" dos soluciones para ~1 e~t'é;mino~ de,:_.ÍÍ(¡1{ P~io como debémos 

tener 'l'l (O) = O y esto sólo pasa al tomar la prim~rá 'rruide (5); résult~que existe una tal 
cp 1 dE!icrm.in3.da- de-manera· ú~icá:por -. ·-.,. :-;:- .: - ::< ~!:..-°'·~:~ 

-----: 

'1'1 = ~ [!3.+f3.-1~-/c~-.a1~,a<J2 ;:-4C/3;-'~1/3•+f1•f1•>] · 
Así mismo, de las ecuaci~~es (2) y(4) al eHntin~r~2 y ~4 se~ncuentra una ecuación 

cuadrática para '1'2 en' térrni;os delas a~t~~das d~ B(¡1): ·.· . 

(Gl 'I'~ _: Ú + .B1+'i1;)~2 +(13. +P1/3•-'- .82/33),;, o. 
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~'para tener <;>2 (O)= O, tomamos la segunda raíz de (6), lo cual nos determina <;>2 

mediante 

1.3. El Téoremn de la Ve'rsalidnd. 

Sean N una súbvá~icidad.dc u'na--~~rie-dad"Af y--A: A - Jo.f una: función suave 

de otra variedad A en M, ~on ,\ E i tal que A(,\) E N; La aplicación A se dice que es 

. transversal a N en ,\ si el e,'pácio·tangente a M en A(,\) es la suma 

(3.1) 

··~··.··."·.· .. >··.··.A(A') N · . · A!q · . 
. . «---., ;·' ' 

~------lM 

En lo que sigue denotaremos Afn (C) 1 el espacio de la.e; matrices n X n sobre e 
simplemente por M. Como hemos visto, M ~ cn2

• Hasta ahora. solamente contamos c:.on 

la definición para ver la versalidad de una familia. de matrices. Nuestro siguiente objetivo 

es probar el teorema de la versalidad, et cual establece una equivalencia entre Jos conceptos 

de versalidad y transversalidad a las órbita.< de la acción adjunta. 

Esto nos permitirá en el caso de la familia de Silvester ver la versalidad de la familia 

a través de la transvcrsalidad, así como también nos resultará una herramienta útil en la 

construcción de deformaciones versales de familias de matrices; lo que nos provee de una 

forma normal para matrices que resulta estable respecto a los parámetros de que depende 

la matriz, lo que no ocurre con la forma normal clásica de Jordan. 
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Para esto vemos primero que si una deformación es vcr~al entonc~s t~s transversal. 

1.3.1. Proposición: Si una clcformació'1 A(.\) de'.la mcitriz·-~.¿ i:~ ver.mi; 

entonces la aplicación A : A -+, li1_· es· transve_rsal_ a la rfr_bita 'd1(~1~· eri '.\, = O. 

Prueba: Sean A: A c.C1 _:. i\f u1Út dcf:;m~ción versal, y.ll: N 2 cm - M 

cualquier otra deformaÍ:ión de A.,c1uc den~tamo~ 1i~r A(ÁJ ~:-8 i~J respeCtivai;1ente. 

Entonces existen 'f': N ~A un ;~rnbi~ d~ 0parám~tro;con~(O) =O y C: N -

G = GL (n, C) e M deformación de _l~ idenÍiclad !de A,f Í~l~s qÜ~ • . 

B (Í1) = G' (/;) )¡¿ (1i))c;~, (jt): , 

De aquí, aplicando las r~gl;;;;·;¡~ Lei·b;itz'~; de la caclena; · 

B.(µ)= c:-<i•JA (~(µ))c.,• <1•i+ G'u·J A. ('f'(µ))'f'; (,,,e-• (1•) 

' +é<~)AC'f'<i•iic: 1 <1h. ·. 

y_ e~cil~~ri~ó-~~ñ µ_~-º~~~:~-~~~-~-~~~~'.-

n. (O)= c;(o)Á (o)C-1 (o)+ C(O)Á; {O)'f';(o)c-1 {o) +C(O)A (O)C:' {O)' 

y como C(O).'='l,' 
. - :_ ·-· ·~ - º~-~ 

~-~~~-ª·:;~-e::~~-+ :it.º~.o-+ A~9;;,i > 

Por otro lado, c;_Í = -~·•• pu~s\om() C(µ) c-1 (µ) =1, se.tiene que 

C.(¡<) c-1 (¡<) + C(¡t)'C:.1 (¡1)= O, esto es, · 

Entonces 

(3.2) 

C.(¡;) [C'~ 1 (O)+~(µ)}+ [C(O) + o(¡¡)]C:' (¡t) =.0, 

e; (1,j + c:i (¡•) + ~Ci•J ;= o, 
C:• ¿,¡ = -c. (i•l + º (µ). 

B •• = A.o'f'•• + C.~A0 - A.c •• , podo tanto 

B.o = Aoo'f'•o+[C.0 , A 0 ). 

~\~~afü:~~!l~ -~t1.ºr_a ~~transformaciones involucradas en {3.2). _fl _: N_~:_.-M, t.i~ne J~ 
diferencial B.a : T0 N -+TA,,M de modo que para cualquier vector tangen le? e E T0 N; B.0 e 
es un vector tangen_ te a J\r!'cn Ao, y es arbitrario, pues B (Jt) es .cualqu~er dCformación de 

A •. 
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Además. A: A - M tiene la diferencial A.0 : T0 A .-'> T, 0 M, y 'P: N - A manda 

el O en e~ 0 1 de modf? que cp.0 transfor~a T0 N_ en T0 A. E_ntonces ,A•o'i'•oe es un \'ector de 

A.(T.Aj". 

;\hora, de la ec; (3.2), vemos que\/{ eT.N, -i,{ = A.,Ío.,{ +[C •• , A.]{. 

De ahí que cualquier vector ta~gente de TA~M es lisu·~a o~ un vector en A. {T0 A) 

mas un \•ector de la forma [C •• , A0 ] {. 
--:::. -

Pára obtener la transversalidad de Ja aP'u~~~ión:A a la:~6~bi(~ de. :A~·· resta v~r--que 
(C.01 A~] e es un vector del esp~ciO tan~.~nt~a Jª ~ó~~ic~-~~-T~;~;o~'~:·~<¡:,-'.~:: (/:'_ -·~.-:·.>·' . 

Con esto en la mira puntualizamos _q~e, ~ómo 0(,;¡ e~ defor;.iaci6n dé la _identidad 

y tiene inversa, resulta ser una aplica~ión d~Í csP~ci~"dC p~~á!n~irciS:,'N.i·~n ~(gr~Po,.G;-Dc 
manera que la diferencial C;, transfornla T.;N c~'r;a, Por lo.\a;l't~, p~~~ tddo ~ e T0 Á' 

. • - . - . - •. ,.o,.,. ··- ,,-- ' 

. c .• (E T¡G o; g. 

. cp,;.~. 

~ 
./\. / .. · ·.·. 

r~ 
~ ... · 

··.~~-

;;·_,-

M 

Por la proposición ut [C.0{,Á~¡; ád~:.eA0 esL vect~~tang~nt~ a la órbita 

de Ao, en A~~ Ah.?r~_;'"~I ap,l)c~~·· [C.:~; A¿J ~1 ·:~~~t~-<~ ·e~'~o~!!-: s·e).ie~:~.:~~u~i-:s<'gún_ verer!los 

enseguidá, [C.0 , A0 ] ( = [C •• {; A,]. 

La composición N-;-' G~ oA •. deflnida ~.º~ ,,:~ C(µ)~Adc(µ)Áo se puede 

escribir (Ad A.)oC: N - 0Ad; pues (Ad A~)~ C(¡•) = Adá¡,, 1 .4~: . 
Por otra part'." C (O) = l, Y, Ada¡;) A0 = A0 , así_<¡ue_la diferencial d [(Ad A~) o C]0 

transforma T0 N en TA.o A.· 



Ahora, 

¡c •• , A.Je (adc •• A.)(O 

(d (Ada •• A.)) ({) 

[d (Ad A.)1 (C •• ))({) 

d(Ad A0 ) 1 (C. 0 €) 

- d(Adc •• (A 0 ) 1 

adc.0 eAo 

¡c •• e,A.J. o 

Veamos ahora que transversalida<l implica \•crsalitlad. 

1.3.2. Proposición. Si la aplicación A : A - il1 es transversa/ a la rírbita de A0 

en >i =O, eutonccs la de/ormar.iríu A (A) r.s versal.··,. 

J!J 

La idea de la prueba es la siguiente. Ver que existe una vecin.dad de A0 en M 

difoomorfa a una vecindad del producto L x A, donde A es la base de la_deformacfón A(>.) 
_. __ , - -.- -

y L será una subvariedad de G transversal al subgrupo estabilizador}{ de.· A; (es decir, el 

subgrupo formado por los elementos del grupo que dejan invariante A 0 bajo la,conj~gación: 

g-1A 0 g = A0 ). El difoomorfismo estará definido mediante la acción adjunta:. 

f3: LX A__, M, /3(/,A) ='Ad1A(A). 

Así, toda deformación B (µ), para ¡1. suficie~temente pequeño, ten~·rá una reprc· 

sentación tínica bajo este difeomorfi~mo cÍe la.forma 

B (µ)='A de(µ) A('!' (¡1)), 

y d_e ahí Já. ,·ersalida<L 

../:\.. 

·m·····.(.~~;··•·. o . . .. 

. · l L 



{3.3) 

Sea H el subgrupo estabilizador de A,:_ 

ll = {g E_G 1 gA, =A,g}. 

Para todo g EH ii~ ~ieÓc qu~ Ad,A~.; A., esto es, AduA, ={A,}. 

Para probar la pr~po~i~ión _ 1.3;2 necesitamos_el siguiente lema. 

1.3.3. Lema. _El K.emeided(Ad A,)/e8 ~l espacfo tangente T¡H; · 

P,.;,eba:; S~an v E TrH y cii ('-<,e) - JI u'na curva con o {Of= I, o' {O) = v. 
Sca/1 = (Ad A:) o ~. - . - . - -

d (Ad A,)1 (v) = ;/¡ li=~ {J(t) = f, bo Ad~(;¡A, ~f. l;=o o(t)Á, [o (t)r' 1
, 

pero o(t) e H,porl~ tantod(AdA,)1 (v) = ;/¡ ¡,~0 Á~;;; O.' - -

Así, v E Ke~ d(AdA,)¡; 
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Tomalllo~ aho;itii E Ke~ d(Ad A:)¡. C~mo v E T¡G, eidste:o: (:-•,<)--. Gtru 

que o(O) = J, <>'{O)= v: ,--,, 
Sea P = (Ad Á~) ~o'. T~ne;,,~. q~e f..l1d161{ti,'~ ~(AdA,)rC•Ú ele lilodo que 

f. l•=o {J (t) = O. De ~hÍ que f,¡,,;'o Ada(i)A:;, o; Jo ~u;;¡ ililpli¿:._ q~~ Ada¡1¡A0 es .có~stante. 
Como Ad~c;¡Á. ~Ád,A;.;,;i~. iesuJtO. qu~ Jlda(IJÁ~ c:1Ú pár~ tbda te(-<,<), 

esto es, o (t) A,[o (t))-.1 ;; A~; ri~,d-o~de ~ecios que e> (t) e JI 
0

Vt e (:.~. ~) · 
Entoncés ci(o);=v eT1H: - -_-o • 

El co~juni~ de tod~ las 1Ilatrices de M que conmutan .eón' A, es llamado el cen

tralizador de A, y s~ denota'p~r 

(3.4) ZA,= {X E M 1 XA,,;, A,X}. 



Entonces, ZA, = T1Il, pues X E ZA. ssi X Aa = A.X _,,¡ (X, A,J 

O ssi adxA.=0 ssi d(;\dA 0 )i(X)=O .. <Si XeA"erd(t\dA.) 1 • 

Ahora, como dimG ;= dimT¡Gy T1G' "'g = M, entonces dirnG = dirnM. 

Así, dim T1G = di~ TA:M. 

Puesto que diÚi T1ll = ;¡¡,~ /,;er d(tld-.4.);; resulta que 

din1 T~.M "'dirn Ttlf +dirn TA.,0 A,, 

·- :;_.'· ,, __ ./(, ·'-

.' rl,iffi M~~·-:-· c1¡f1Ú9A:~~='..~l~-in :~ÁIJ, 

esto_ es, ~~d(r~-o~'.' ~ ·clim ZA.,· 

Enuriciam.~s ~sio en el ·s~gUi~:ri~c 

1.3.4. Corola~io. La cod~ilÍ~nsió~ ~e la ,órbi't~· de~i0 es igual a la dimensión 

de: ~u ~~!'ira/izado";.. 

21 

Construyamos al;ora el difeor'norflsm~ p: Como Ía ci>dim~nsió~ de l~ órbita de A 0 · .. -; .. - ,. __ ,. ' 

es igual a la dimensión del espacio TíH, tcner~os qne codim Q~0 -_-~- dim'l/.'. _ 

Sea L una sub~ari~d3.d ·de d ~-ran-~~cr"~~I ~ ·j¡, ~~-~ ·i~E -L\; di-dimensión comi}Ié·_ 
"' . - '. ---- ._, _,-,_ - ---·-· ·,- -,_. 

~lentaria, esto es, dim~ _= ~im OA 0 , y __ A : '.A -~:k_r ~'!ª d'e_f~r:~.~ci?I(d~··ít~ .. ~~ansVcrsal a la 

órbita de A0 , estO es, 

Como dim T,A = dim Ker(A; 0 )+dim ;\; (T0 A), vemó~ qÚe dirn A~ dim A. (T.A), 

de modo <1ur. la. mi'uimn dimensión que puede tener e_~ espacio hase A de u~a dcforma'cicin 

transversal A(,\) de A0 es la codimcnsióu de la. órbita ch~ A0 • 
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Supongamos que dim.\ = codim0..1 0 • Si fuera di!nA > r.adimOA.,, rl!emplazamos 

A por un suhespacio A' .tal que dimA' = codimOA., r tal que Ja· restricción de A a.\' sea 

transversal :i O,.,.,. 

Sea fi : L x A ; M dc.finida por 

o 

Entonces fi{I_,o),= A., fJJ!,A) = Á(A), fJ(L,o) = Á<h,Áo COA.• 

AdLA (,\) C OA(.1¡; 

A¡lcmás·,-como dim L = dim CJA., y climJ\ :;= codimOA.,, reSulta que 

· dim(L X A)= dim OA. + codimO,i., = dimM: 

Veamos <¡ne la diferencial cl{J en el punto (I,O) es no singular. 

Como dfi(l,o) transforma 7\1,o) (L x A) en TA.,M, subclil'.idircmos ·~l probl.cma clc la 

inycctividad a cada una de las restricciones de esta trnnsform~ci~n li~1_iml f1: _los SubeSpncim; 

T¡1,o¡(L X {O}) y Tu.o¡((!} X A) 

que id~ntifir.amos con 1'1L y Tf'JA rcspcctivamen~e. 

d~''·º' ---->-



Sea~ E T¡L to) qui! d¡J(l,ul ({)=O. Eutunct•s, rn1110 

resulta que d(Ad A0 ) 1 ({)=O,)' por el lema 1.:1.J, ~ET¡//, Así, { ET¡L n T¡//. 

Por la forma corno elegimos a L ( transversal a JI y dr. dirnensié>11 c,~1~1(Jl~mentaria ), 

la intersc;cción T1LnT1// consta solamente del Cl!ro, ele 111odo c¡uc.~ es el cero «le! .espado 7) l 

y por lo tanto, /l'er (dP(l,o) lr,¿)cousta solamente del cero de T¡L .de ~hí c¡u'etl/1(1,u) jr1 ¿Nea 

inyectiva. · , ./ ·:~\-·~.:~·<:;~·:_:- ;·.·,· ·-.:< . : 
La otra restricción, clf3(t,o) lr0 ¡1¡r.oinr.ide con 1l. 0 : T0~_ ~ -~..i~_t} (~) ~.·.r11_1_(~ s~~i .. ~fi~·cc_ 

lo siguiente: 

Por la fornía como elegimos A,dimA. (T0 A) =~~cli,mO,::/:dirnÁ. 
Entonces, 

-"'..- . - C:.: :. - -;:· :~. . "i e 

. diiliI(c;A.~;;, di~;0A-dimA =o, 

de man~ra quci,· cr (dfJ/1,01 li.A) consta solámeut~ del«ero también; ~·p~r lo t~uto 
d/3(1,U) es itn isornorfism·o:·, . . . , , 

Por el Téo~erna de I~ Funció~ lnver~a, {J es un diféom~~fis!11o Í~cal.' 
ESt-~m~~ Ya-~·en:·~as·i~Íón .de pr~bar. Ja·.Prop. 1.3.2:

1
. '.~Ú·o ,:~~,·:.~~:~ .t;~~Ís\•ersalidad 

implica ye;s~lid~r~. '.:·:: .. :, .. _:.·: . .:.. ·- . <:·~- ·~-:""- .. :· ,";'-'e'._--: - . , 

p,:iÍebaile líJpr~p. ! . .Y.!!: Sea A. (A) una deformación de. A0 tra'n~vers;I a la órbita 

de A 0 • 

L 
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Siu pérdida de gcmeralidad podemos suponer que la dimensión del l'Spaciu base ,\ 

es igual a. la codimensión de la órbita de A0 • Veamos que:\(..\} es versal. 

Sea B (¡1) una deformación arbitraria de A0 • Para ¡t suficientemente cercano a 01 

B (¡1) tiene una representación única bajo el difcomorfismo {3 r.onstruído arriha de la fol'ma 

8(¡1) =¡](/,:\)paro algún (/,>.)E Lx A. 

Si r.1 : L x A - L y rr2 : L x A -+ A son las proyecciones can~nicas, tomamos 

De este modo, 

Por I~ tanto' 

'i' (¡1) =' .-2 (¡J-1 (B{¡!))) = >., 

C (¡1) = .-, (!1~ 1 (B (/l))) =l. 

B(¡1) -'-" ¡J(C(Í1),<p(¡1)) 

Ad0 ¡1,j1l(<p(¡t)) 

C(¡1) A (<p(¡1)) c-1 (¡<). 

Con las proposiciones 1.3.1 y 1.3.2 hemos prohaclo el 

1.3.5. Teorema de In Versalidnd. Una deformación A(>.) tic la matriz A0 es 

versal si y sólo si la aplicación A : A -+ .M es transversal n la órbita dt A0 CH ,,\ = O. 

o 

En la prueba de este tC!orcmn no es esccncial que la \•aricdad 1\1 conslt• rlt! matrir.•!s, 

ni de que G sea u·n grupo de matrices. El lwcho importante es que un grupo d<! Lie G ar.t1íc 

en una variedad ,\l. (Ver Arnol'd [.-Ir 1), [Ar 2)). 
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CAPITULO 

LA FORMA NORMAL DE JORDAN-ARNOLD 

Aquí se aplica el Teore~rn de la Versalidad para Ja familia de Sylvester y en la 

construcción de una forma nofmal para· matrices estable respecto a los pa.rámetrós de la. 

matriz. Las fórmulas obtenid.as'.¡};,ira.e~tii-form~ normal se aplican en la descriJ1ción de los 

diagramas tic bifurcaC.ióÍt -d~ :~arriiJi~ gcn~-ricas de ~natrices, 

2.1. L;, familia ~~ Sylves_t~r. 

constantes 

(Ll) y(n) (t),:,: <>ny(n-l) (t} - •••.o ct,y' (t)'- a 1y-(t} =O, 

Si haCémo.S 

x, y(t) 

X2 = :i:,;= y'(t) 

"'ª x2= y'~(t) 

.. 
Xn :i:,,_1 = ·y(n-t)_(t) 

resulta :i:n= y!nl (t) = <>1x1 +a2x2+" ·+"a.x~, de modo que Ja familia (!.l} pu•ne 

escribirse corno el sistema · 

i, o 
x2 - o '. l X2 

-. o 
x'n ª' '" 

... "• Xn 
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donde aparece Ja. familia ii-paramétrica de matrices n x 11 

A(a) = ".= (a¡, ... ,a.) E R", 

o 

llamada la Familia de Sylvcster. 

Sabernos, por el corolario 1.3.4, que la dimensión del centralizador es igual a la 

codimensión de la órbita. A continuación calculamos d.i.réctamcmte el centraÚzador de la 
' . 

Familia de Sylvestcr1 lo que nos permite conocer su dimenSi_ón. :'. Con esla informadón 

veremos que la aplicación A: A= R" - M.:i R•' definidii'porA(a1 , ••• ,o,.) =A(,,), 

es transversal a Ja órbita de cada una de sus matticcis. éI.-TeÓrema de Ja. \1ersalidad nos 

garantizará de este modo que la familia A (a) es versal. 

Para esto, veamos prlmero_cómo caracterizar a las matrices ortogonales a la órbita. 

Definimos en AJ = e•' el producto 

<A, B >=Traza (AB'), 

donde n· es Ja matriz adjunta de B. Lns propiedades de Ja traza y de la operación 

adjunta hacen de és~e un producto Hermitiano definido positivo. Tenemos eJ siguicrite ·. 

2.1.1. Lemn. El vector B E TA.M es ortogonal a la órbita de la matriz Ao 

(pcr/Jcndicular a su tangente) si y sólo si [B•, A0 ) = O. 

Prueba: Sean BE TA.Al, w E T,¡ 0 0A.· Debemos ver qne 

< w,B >=O ssi [B',A 0 ] =O. 

Pc:>r la observación hecha después de la. prueba d_eJa prop. 1.Ll.~vemos-que un 

vector tangente a· Ja órbita" de A0 puede representarse e~ Ja forma {C, A0 } para alguna matriz 
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c. 

Inversamente, (C, ilo] e TA.,OA,, para toda matriz c. 
Supon~am~s abar.a qu-c Bes ortogonal a la órbita de Aó, esio es, que pa.ra cualquier 

matriz e se tiene 

Esto implica que 

< [C,A 0 ]¡B >=O. 

Tr([C,A0 ]B•) 

Ti(CA~B·..:: A0 CB 0
) 

.Tr(CA~n·) __: Tr(A.CB•) 

Tr(A.fl;C) ,-Tr(B"A0 C) 

. - Tr ([A., Bº] C) 

· < [A.,n·J,c~ > 

para toda_mat'riz_ e,. de ~~~d~·\ue,':~o~~i<,·> e~-~-~fi~ido positiva,· tenemos que 

[B",A0 ] =O. 

Todos los pasos son_ rever~~bl~·~\ por 1~:-t~n~~:~11~ina-qucdn probado. 

La condición [Bº, ;\~] = O ·uéis' dice que B e Z;¡; puesto que 

z;i •. = {CE .M 1 ¡c·,A.] =O}, 

y podemos enunciar entánces. el lema 2.2.1 como sigue. 
' ' : 

2.1.2. Corolario. El compleme~ita' Ortogonal de la órbita de A 0 es el adjunto de su 

centmlizador: (TA.OA.).L = Z;¡
0

• 

o 



o l 

o .1 

Veamos ahora cuál .es el ·~entra!Ízador de A, = 11(0) = 

o 
o 

Una matr)'Z x· ~~{~¡;) ·e_síá,cn 'ei'.:~~n~·ialiia~or' de A0 s,si X A0 = ·AoX, esto es, 

o 
o 

o -. :. .t:J~ 

o 

o ~~~ x., :tn,J 

o bien, 

o .T.Jl XJ2 - XJ,n-1 _;r22 _:r23 X2n 

o .,., X22 ~2,n-1 X32 :r33 :r.311 

.. 
o .Xn-t,I ~n-:-~·~ Xn2 Xn3 :Cnn 

o Xn.I -Xn2 - Xn~n:..1 
.. o o o 

-o·--·-·· • 

de dhnd~ ·~·~ obtien~~·1a.s'·~~-u~~i-~-~eS: ·: 

:r2a_.=:= :r1~, 

2S 

X21 = 0·,_ 

X31 =O, 

X22 = XJJ) 

i.32 ·= :r211 - --=-~--::=- ~2:2~ Xan = :r2,r1- t 

Xn-t,t =O, X!l-1 12 = Xn-2,lt 

Xn1 =O, XnJ =O, 

Xn-1,,n-I = Xn-2.n-2t 

Xn,n-1 =O, 



Obsérvese que los 1110\•imicutos de "alfil. \" 1 dan r.~tradas iguales. 

Esto implica que la matriz X E Z.-t., es de la forma 

X¡¡ 3't2 

X11 Xt2 Xt,n-1 

X=' 

o 
De ahí vemos que~}; sóÍo.- ti'e~c en .reaif4ad, :~. vari~bic~ indepe11dÍ~nll!s. ·Eutonc<!S 

dim ZA., = n, lo cual implié~'l, por. ~1 corolario' t.3i,_~ que c~d)niOA/··= n. Pi>r· Jo tanto, 

dimOA., = n2 --~,yaque1a._dim·~ = ~2. · .-- _ 

Además, dim Z;¡
0 

= n. Euton,ces el cor~lario 2.1.2 nos dice que dim (T,1 0 CJA.)J. = 

matriz de I~ forma 

n y (TA.,OA.,).l ·~-Z.t,.· Así que una matriz del complemcn-~o a~·t_Ogon:at a:~~ órbita ~-s- u~a 
- . . .:·:·;~ - -- - ·~ . 

z• 
-- 12. 

"x¡n -:Ci,n-t ·.• '· ;:·•'' 
. :' .' ,,. ·.;.- ; .:~·.''2 - . :··. _;: :· ... ·_. - ·.· ', 

Por ~t~a. parte·! c~f!\_? ~- :_.~~-~. ~~--°'.~~~~-:dcr_n~d_a po~ 

A c"a~, 0:2 1 • .'.·;:~·~) ~·(O, i~-o; .~:··,-1; .~:·,:1;a·~, á2, ... , on), 

rc:mlta qile su.difer-~nci8.l vie~é-·da."~~ p~r 

o' . o 

o ..... o 
A.a= 1 o 

o o 

o 
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o 

(1.2) [ ., l n2 - n 

{ ] z2 

A •• (O = tl.. «. = z, 

z2 
z, 

n 
Zn 

por lo tanto dim A •• (T.A) = n. - · 

Ahora, si Y E _TA~OA. ento11ces < l', X>= O para toda X E (T,\.OÁ.)i, esto es, 

Tr(l'X") =O. . 

Encm_ttrcmos el ~rodncto d~luna matriz del espacio ta~~cn~e a la órbi~a_, l' = (~¡j) 
con cualquier .r E (T11.,011.,)J.. Coma ya vimos, X puede escribirse en la forma 

Así, 

Yll Y12 

Y21 g,, 

l'X" = YJI Ya2 

Ynl Yn2 

para to_da n·ada (x11 1 x12, ... ,x n) ~ 

Entonces 

"'11 (Y11 + Y22 + YJJ + · · · + Ynn) + :i:12 (Y21 + Yl2 + .. · + Yn,n-il + · · · 
'' '+ X1,n-I (Jn-1,1 + Yn2) + X1n (Ynl) =O 

1 
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para toda n·ada (x11,X12, .. .,:r1nl· 

De modo que el sistema de ecuaciones in<lcpendíentcs del espacio tangente a la 

órbita de A0 es 

(1.3) 

Y11+Y22+Ya3+···+Ynn O 

Y21 + Y32 + · · · + Yn,n-1 O 

Yn-1,l + Yn2 

y,,¡ 

Así, una matriz l' E TA.,OA,. es de la forma 

Yll 

Y21 

Y12 

Y22 

Y32 

Y1:i 

Y23 

Y33 

Yin 

Yn.:..1,1 '•' Yn,n"":I Yn-1,n-1 Yn...:..1,n 

O -Yn-1,1 - L:J.!=2 Yk,k~t - L:~;;;:vú 

de dond~· vemos que cada una de las entradas en la última.-fiÍa es el negativo de 

la. suma de las entradas superiores en la diagonal correspondiente. Entonces dim TA~O..i. = 
n2 - n , y como dim A. (T0 A) = 11, es claro que 

Además, de (1.2) y (1.3) resulta que 

T..i 0 0,i 0 n A. (T0 A);,,, {O}, 

por lo tanto son transversaleS: 

T..i.O;d A:(1'.AJ=T,¡0 M, 
''·· .. ':, :: ·.>.'. :: .. ·. . ' 

de manera.que la familia de Sylvester A(<>) es transversal a la 6rbita de A0 , y por 

el Teorema. de la Versalidad, ~ nnadéf~rni~ción versal de A 0 • 
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2.2. La construcción de deformaciones versales. 

C~mo ya \'iritos en el ~~.r·~l~rio. 2··;1.2, 'el comPt·~~~·~t~ ·ar~ogonal de. la órbita de una 

matriz es el adjunio d.c su centralizádor; Jo que res~lt~·.útÍI en la determinaciórl de familias 

transversales a· las órbitas: 

esto es, 

N~' es :dirícú.-C~lc~-!~·r .. ~-~~ ·~·;-~~r~ií~~J~;e~ ~d'~ ... ~~¡_~i:~~s r~~ucidiS ;i· .forÍTias n~rmales 

="rf~1'tf? 
el c~nir~lizad~r d~ A~·~onsfste:de lai m'atricés' kk ¡ii¡j) tales· que Á~A = AA0 , 

' . _,_. .: _,_.,, ..... ·" .. ., ,.·' · .. ·. ' : . . . . 

¡:: '.Jl:: ::: :H: 
De donde· obt~~em6s las e~~tlci~~es; :: .. ' 

;.:,_:_:. '..¡_:_;.,:·-:·'~> 
·a;~= «Z22··_= .. ·a11, 

:' . ~ . . . ' ·, ·- . . . 

y todas las dc!nlás ~ntrá.das i~ua·I~~ a -~~rO: .. >AsÍ/una. 'rii;:it~Ji.· del ccf1ifalizador de An 

es de la forma 

. . .·.··•·•• .. ·[· .. ~,; ·ª.·.~·1·2· ;.ª· '.3 .·]·. . • A.=.. .· au _a12 ·-· 

:·· au 

Siguendo a Arnold ( [Ar l]) represc~t~.mo.s est~ forma esqu~rnáticamente por 



;¡;¡ 

donde se entiende que cu cada segmerÍto oblfcuo hay entradas iguall!s~ y cu !ns 

cspa~ios en blanco hay ceros. Si la matr!z tiene tin blciquc de .1ord:.m de orden :l, tal r.omo 

con·5 parámetros independientes y qu~ ~e1;re~éntarnOs como 

~''.[~!·,:¡~.'. 
·-_; :--º.,~~r,-

.~ - ' . ' - ~ : . . 

Para. un.a matriz Ao can··for_ma riormal 'de )ardan 

,\ 1 o i 
··º ~- ,\ 1: 

" A: _, 
".'9- ---T---t-_-· 

' ·,\. :11. 
I' - ·1 

: o ,\ l 
~-- ~--~~- -.:-:·.¡ i". 

1 1 ' 

(.40 tiene una succsiÍ>n. de bloques_dc-j-~r~~¡~--d~-·~hdenes_ii 1 = 3
1 

112 = 2, n3 = 1) 

el centralizador tie~e Ja for~-á 

)(,:~[" 
. '· ·-·-.:. !" . 

. . ·.·· : '..,:<•.·. 

-~ -""-.. -.··· ~ ...... <: "<.:.7 ',-:-.. :"· ~ -. . 
··. --~ 1 . ::."'-1·- .; 

- - -- - - - .J _ ---- :..J-_ - • 

": ·,->-;."""' 
( y n, + 3n, + 5n, = 14 pará.metros independientes). 



En general se tiene el siguiente 

2.2.1. Lema: Si la matriz Ao tiene un sólo eigenvalor con forma normal de Jordan 

una sucesión de bloques superiores de Jordan de órden.es ~12.'.:~2 2::.· · · 1 entOnces 

las matrices t/ue conmutan con A0 , esto es, el cenirali~~dor:_de:
0

Á.0 .tiene-·ia forma 
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De modo que el número depárámetros indepe~dien~es}el ~entralizador de Ao es 

d =.ni+ 3n2+ 5n3 /. · ~·dimZA., 
y por el. corolario Li4, tenemos que la codimensión de la órbita de A0 está dada 

por esta misma fórmula'. .-Á.d~~ás:.-~~~·~ ya·: obser~amos en la construcción para la prueba 

de la prop .. 1.3,2, ésta.es también l~ mínima dimensión para una deformación versal ( que 

entonces se. dice i:ninivérsal ). 

Ahor3:, sj ·la_. matriz . Ao ti en~. forma de Jordan con varios eigenvalores di~tintos, 

la .dividimos en .b,loques correspondientes a estos cigenvalores. Entonces, las matrices del 

ce_ntralizádoi- de Á0 son "diagonales par· bloques, con cada bloque correspondiendo a cada 

eigenv~lt;>r . ..\ de: I.a· forin3. descrita antes. 

DE'.! _este mod_o, para. cada eigenva.lor ..\¡ el número de parámetros independientes es 

d¡ = n1 (,\¡)+ 3n2 (,\¡) + 5n3 (>•¡) + · • · 

donde nk (,\¡) es el orden del bloque de Jordan respectivo del eigenvalor ,\¡. 



Enunciamos estos resultados cm forma de 

2.2.2. Corolario. La dimensión del centralizador de fo matriz A 0 , que t-~.r; igual a la 

codimensión de la órbita e i'gual a la climcusión ele uua dcformaci1ín mi11iversal, 

está determinada por 

d = L;¡d¡ = L; [n¡(,\¡) + 3n,(,\¡) + 5n3 (,\¡) + · · ·), 

ar, 

donde n 1 (,\¡) ~ n2 (,\¡) ~ · · · son los órdenes de los bloques de Jordan correspondiente.< 

· a(eigcnvalor ;\¡ y la suma se realiza sobre todos los eigenvalorcs dislinfo.l;, 

c~~1struyamos ahora las formas normales estables para familias <le matrices. 

Como ya vimos, el complemcmto ortogonal de la órbita de la matriz A 0 es el adjunto 

de .~u centralizador, y por el lema 2.2.1: este tiene la forma 

~!~[« 
·- -.~-¡~¡s;~ 

-"--.- ---:~---- ---:~ .. -.-.. --. 
.""" 1'-~ .. 1'-> 

pues la transpu~sta ca.rijllgada: dé una: tria'~g~la'.r sh.PeriOr ¿g· u ria triangular inferior. 

Consideremos la.famil~a d~ ·m~~·!ic~s:·,A0· +:-.B_:~,~~--B 'Eº*º· 
Esta es una deformac

0

iÓ.n de' la ~~tr.Íz-.Á~·-~-b~· Cs'pa~i,o ·de ·p:~rálnetroS A de. dimensión 

como en el Corolilrio 2.2.2. 



Por otro lado, In diferencial ele la aplicación 

~1 = Ao+B :.\-> M, A(>.) ......... A0 +B(,\) 

es (A,+ B). =B. y Á (O)= A0 • Además, si [B•, A,)= O, entonces 

[B;,A0 ) = B;A, - A0 B: = (Bº ,\ 0 ). - (A~B·). ·-· ... - . . 
,,; (Bº A0 "- AóBº). = [B•, A,).= O, 

de n~aner~ que' si E _e z;..,, también B~ E .ZA.,· 

Así;A. = .f!J •. ~ z;.·.,.,·- eS decir, es ortogonal a la órbita de la matriz A0 • 

Esto implica que 

lo cual nos rlicc que A(),) es transversal a In órbita. 

A.+ B 

M 

. . ; :\., ·, .. '.> .'• ,- : . . 
Entonces Aa +Bes ,una defa'rmación versal_ ~le A~:y además.con él rriínirua 111írrlcro 

de parámetros, así que --~la .+" .iJ es -deformáción. ritirli~Cr~~I d/;40 ; f~ ·e~;~¡. nOs -~~ra-~tiZá In 

estabitida~ · re~pecto :,i 10~ -~a~~metros 1 puesto ~~~- ~~a ~efor~-áciÓ.n · v~~~~(-~~- u~:a: ft~rÍ~ió~1 
holomorfa (en.-partic:ulá-; es c6~tfoua), y aderná.s cu~lqi.tici"ot~~,·deÍci:r~~~ióri. J;uedc' lle~rsc 
de manera difcr~·nci.able a' esta defármación \'C;sal media:Ót·~··1a::·~cciÓ·~ d·clJ~n-~a. 

La f~rma: d~ las matrices B tienen muchas entr·~das: ~jifcrC~l-tc,s \i·c 'é~éro. Podemos -
'. ' .. '· ,... · .. 

sugerir_ otra far!"ª p_~!~ _!~ _íamj_lia \'~rs~I A0 tB_~-'?" el_ míni_~_o n~:111c~? dC:\~í1tr·a·das dÍfc~~~1tcS-
de cero,· e iguai a.l nínnei'o de paráÍnetros. ' ·.. . -. ·::<. ,.,·\-- . ; 

Haremos e~to "del siguiente modo. A partir de la con"dición de ort~gonalidad a la 

ófbita obtenemos una fñrma para las mat~iccs 'del e~~aci~· t~~gent~ a la ó~bita. Esto nos 

permitirá encontrar una forn:ia p~ra las mat~iccs B ~~~ 1~eno~· entr"adas dif~rentes de cc•ro. 

Comenzamos cscribif:!ndo B del. siguiente rri~do. 
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º" ~h;,¡ = ¡:; I~ 1~1 l~ '" 1, o 1. 

Entonces, s~ X E TA 0 0A¡, la condición de ortogonalidad nos dice r¡ue para toda BE (TA.0,1.).1., Tr (X B') =O. 

Encontremos el producto r B'. 

xn·=[;¡' ;; ::¡¡.r. ~' i4]= 
zJ Z2 Z3 i3 i5 

de modo que J 
Tr (,\'. B') = x, 11 + ( 112 + Y2t1 + y3t3) + (z114 t Z3t5) = O, 

asi', 

luego el sisiema de ecuacio-ne independientes del ·espacio t~ngente a la órbita de 

i1 +Y2 =O, Y1 =Ya= z, =_za= O, 
y la forma d~ ·x en ·TA. O A; ks 

[ __ '"º'i _;, ~·1- . 
0 Z2 0_ 

Entonces, para una familia A0 + B transversal a la órbita es suficiente tornar para B la forma 

[.t: t~ t~J. 
14 O Is 

Así, la nueva forma para la matriz B tiene el rnisrno número de-parámetros y la. ----. 1 

··-··-~~, . l4tJ 
1 



Para mayores dimensiones, una matriz del centralizador tiene la forma 

~]~l" 
~.~!~.1tº· 

'>: . ":~ 
/lg. (•) ., 

una matriz ortogonal a la órbit~ ti~nC.1á·forma 
.. ,·: .. ·'··1 ·. :.,.,·:· 

~10<!"' '(-.:···¡·'(··-¡-·· ' 
·"-:·.""' '"~'" ------.1-~.--·:1---" .. :" :'\_ 

'. 1 - , ~ 
/lg. (b). 
' '., ' 

y una-familia versal ~on r!lenos c~trad __ as n?' nuf~- p1i~dc ser de In. forma 

--:-- .J·_ ---·1---•...... , 
• 1 

L - ',. 1 , -,.- -- '"~tc:-r··: 
/lg. (<) . 

3S 

En resum~n, d~da una matriz 'Aó en su forma normil d~ Jorclan,hemos .visto que 

una matriz .del centralizador d~ rl."ti~ne I~ far~~ déscrÍta erí l~fig:(a). P~r el corolario 

2.2.2, la dirnensión del éenf.rali.zad~r de Á. es 

dond~n1 (A;)~· n; CA;};:: : · · s~.; I~~ 6rd:nes de los bl~q,;e~ de Jordan corre~poudi
entes al cigenvalOr ..\¡ 1 j; Ó~t~' c·s· ta· mínim~"rJ¡rJ'.i·-~~si6~ p-~Í-3._~na drifo~iñac-icSn V~~s·ci·Í-. Erito~cl!s, 
Ja dimcnsi611 de!'"a~J~t~.t~ d~J Cf!~t~~((~~d~~ és' _d. P?i el-~o~?J-~rj~· 2.i".2, ~1-la ',finit~fa ortogoun) 
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a In órbita de A0 es una. matriz del a<ljunto de su centralizador, y por lo tauto tfouc la 

forma descrita en la fig.(b). 

Como ya vimos, también puede tener la forma de la ílg.( e). Además, la familia 

A0 + D, cou Ben el complemento ortogonal de la. órbita, es transversal a la chbita de A0 • 

Por el teorema de la versa1idad, la familia A0 + D descrita. antes es \'(!rsaL Cu1110 

dim ( A~+ B) :: d, y esta es la mínima dimensión para una deformación versal, resulta q1w 

A0 + B es deformación mini versal de Ao. 

Enunciamos estos resultados en el siguiente teorema. 

2.2.3. Teorema. Cada matriz A 11 licue una deformacitín versal, con el ntimcm 

de parámetros igual.ª la codimensión dé ~a ~rb!ia y a f.~ ~ime~2Sió~1 d~l. ccntra~iiaclor de A 0 • 

E~·te número es igual a 

d= ~[111(.\;)+3n2(.\1)Ún3'(.\¡) + ·'·] 
donde n 1 (.\1);::: n2 (.\2) ;::: ···son los órdenes de los bloques deJ~~daÍi correspondientes al 

eigenvalor >.; • Una deformación versal con ~ierioS:·~~dm~~;~}·~~-:-~~isl~~·-- Si;A~· csÍá:·~n :1u 

forma normal de Jardan, entonces una forma ~orm~/~cmél mt~imo ndm~ro dép~rdmeÍros 
y que sea deform~ción versal de A0 está dada porAó + B, dond~ B Úe~e l~:f~rma ~escrita 
en la fig. (b), o (e). 

. :: ' . . . 

2.2.4. Definición. La forma normal desérlta"eri'el teoreriia ante;l~r seUama fa 

forma normal de Jordnn.Arnold. 

Ejemplo l. Si todos los cigenvnlores de A~·-so~~- diStinto~--; c~ton~t!s d =. n y nuestra 



forma norinal es diagonal: 

, · d = ¿¡~1 1 = n 

[ 

b1 

. b, 
B= . 

. . •. 
> b;, 

y Ao +B. esdiagonal 

, :. .-.- : .· : 

Ejemplo .2.· 5¡· Ao- es la m·aiJ.ii nUia.t~d.·= :_n2 y n1i_~~-tfa. de~ormación versal es 

simplemente la. famil-ia dC. tod .. as· ia·sjú~~rÍ~~~-::~.~ 

Ao =o implica quepara t~da X eM, AoX =X Ao . . - ·~ . . - -·· .··.. .. 

por lo tanto; ZA~ ;;,!M;deahíqueZ,4_ = Ái, d:= d
0

imM = n 2,, y Ao +BE 

Ao+ M = i\J, 

Eje-~Pl.o 3. Si A0 . cotÍ~iste ~e ~ri bloq~~~-dri·Jo~.d-~n~-"~ntoncCs d ·= n y nuestra 

forma normal, por el teorema 2.2.5; (fig. e) es 1~· for!"a dé SH\·~ster: 

A,~[A ~ d· 
Ao+B=[A ~ d+[: n 
[' ' .]+ [: : :J=M+S, 

donde S es una matriz de' Sih•estcr. 
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o si usamos Ja forma \'ersal de la fig.(b) del teorema 5.5, uos queda 

Ejemplo 4~ Las m'atri'c~S co·ñ>d}~t¡~las·~¡Q·q~lcs d-~ ·.JO~-dan ,serán denotad.as por el 

producto d~ los dct~r~iriaht·J;:dri· ~u~~bia~~'.~~:.;PO~--,.ej~J~pl~ 1 a3~2 ·d~~o~a la matriz 

y la matriz a2n/32 •• -

'• -~_;l_l_ __ ] 
' ' 

- -- -i~º-:-/3- -¡· . 
1 ' 

' ' l : o p 
Por el teorema 2.2.3, fig.(c) podemos elegir deformaciones miniversales de las ma· 

trices a3o 2 y o.2ff2 del siguiente modo: 

A,+B= 

' " 1' o; 
"' ¡l.' 

1 

"''-_____ ,, ___ e __ 

' "' 1 
' 1 o "' 

' 
" ' ~< ·. :; ' 1 

<.í, ''.x2 >., 1 ..\4 ,\5 
- -- ·-- ·- - l.·-··-- -

..\, 1 

..\1 : ..\a ..\o 

d = n¡ + 3n2 = 3 + 3(2) = 9. 
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Para a 2¡J2 nuestra forma \'ersal qued~ 

[

o 1 : l • 1 

· . · o· a: 
A0 + B = - - ---... - - - - + . ' . : ¡1 1 

. : o ¡1 . 

. ' - : 

d =lit (a)+rit (¡3) '=2+ 2'= 4 . 

. . _ .. , -: -_:- ·-· -

Los re_sull~dos obtenido~ ~~~c~iormcnt~ par_~-~as famiJi~s versal;~ ... d~-- ~atricr~~ ·de 

endomorfi_smosjunto con los teoremas de_transversaHdad (Ver el apéndice) nos permiten 

describi~ las· di~gr~mas_ de ~i~~r~3ción de familias de matrices 'genéric~. 

2.3.1. Dcfinición:-Un 'diagrama de bijurc~ción de··-una f~ffiiiia· de mat-~ices 
. A : A C C1 .... M = en' . . . , 

e's una p3r.ti~ión del eSpacio de parámetros A de' acucrda·a los h~~; d-~:ºJ~~darfde.matriceS 

En esta partic~ón agrupamos las mat~ices cuyas fó~-¡~~~- ~_o~i~al~~---d~ ior·d-~n.~Ú-fierrin 
solam~ñte ~ar sus eigenvalores, pero Para las cuáles !·~~-.6_~~~~~~' d_¿--.:~·c,~-_-:b10\),:;e~, ·-cÍc Jord<in 

son los· mismos. 

Por ejemplo, todas_ las !l~~trices. con _fórrñ;·~.n~r~ndJ;d~~jb~,d.~~ -~J.~~go11a) con -ciigen· 

\'alares simples forman una clase'. 

O' < 1; 
O, a·; 
- .-:-:--¡·;¡·-~- -- _ a,)1-E.C. -
~--.:C'-•'-;-',0-1-

: o ¡1 
_- . -,. ' ' 

Correspondiendo a Ja: partición dei es.pacia· de parámetros, -~I es.pacio C~.2 sr.. cl~scompone 
también en u·~a pa.rti.ción; É~ta ~artidón -de C"2 -f~rm~-· u;1~ c_s.t:ra;ifica~ión,_ cstO es, una. 



unión finita de subvariedades 111utua111<mt(' ajenas (los c.<tlratos ). Cada estrato está de ter· 

minado por el ·conjunto de colecciones n1 (A¡)~ n 2 (,\¡) 2: ···de dimensinucs ilc blor¡ncs df! 

Jordan correspondientes a v cigen\'alorcs distintos (i = 1, ... 1 v). 

Las familias de matrices que son transversales a todos los estratos se dice que cstá11 

en posición general o que son genéricas. En una familia en posición general c;isi todas las 

matrices tienen eigenvalores simples. 

2.3.2. Lema. La codimensi'ón e ele un estrato en e! espacio dr. matrir.c.~ cn2 

esl á dada por 

e= d - v = l:i=I [n1 (,\í) + 3113 (.\¡f+ ·" - l] .. 
donde d es la codimensión·:dc. !a ór:bil,a de ·étzalquler ~natr.iz del eslralfJ.' 

Prueba: La dim~nsión .de·cad·~~ Cs~-r-ato en C~2 ·es di~Í:CJA +v, ya. que en cada estrato 

las ~rbit~ .ti~nc~_ !~ ~_i,s!~·~-·~Úffien~ión·~:doñdc A es. ~na· rriatriz d.el.éstrato .. y 1/ es :el n.1Ífncro 
de eige~valoi~s dÍstintos dé A.' . . ... . . 

. . 

Por lo tanto, _la .~Odimcn~ión del estra~,o cS 

.e= dime•
2 

-'(dim OA t '') 
=(dime•' '"-dimoA) ~,, =codimO~ -v = d- v. 

o 
Nota: Los eigcnvalores simples n~ .contribuyeri a la codimensión de cada estrato, 

pues para.\¡ simple, n1 (.\¡) = 1, y n, (.\¡) ='.n3 (.\¡) = .. ·=O. La c~dimensión de un estrato 

110 depende del orden 11 de la matriz, sino solamente de los órdenes de los blm¡ues de Jordan 

correspomJicntcs a. eigcnvalores múltiples. 

Codimensión cero corresponde al estrato de las.matrices diagonales, ,\1,\2 • • ·>.r: 

lo rnal rCsult:a natural ·a.1 '. Óbsérvaf que cualqt~ier pertnrhaciún pequeña dP una 

matriz de este.~iPó:~.igu~ Hi<:!ll.do el~ c~to Úrm: 



e = 1 corresponde al estrato a-2 : 

1 o 1 1 

' o Q: 
;,\,---~--

·' 
.\,· 

para. e=~ los -~~trñ·t·.os_corr~~-po~dientes·son o3 y ~-2 {J2 : 

1 
a 01 

' ·o." ·1 ,. 

o o ª' -· - ... -.. '. 

" !• 

.~·~·. ~.: . . - . ·- .. - - ... 
'. f3 l ' 

o a: 
-·-. - :~ "·· ... 

' " ' .··. -· 
Los-~stratos ·de _codi?J{msión c .. = ·3 s~ri a"'_, aa:_;:: r.x~/3_2 y' 0 2/]~7~_-:_ 

" ¡. 

o 1 

a 1 

" 1: 
,, . 

. -- '. i '1. 

/3: 

a· 

,, 
" º' 

a· J.' 

' "• 

")' 1 ! 
1 f·· 7.; 

- - 6 ~--- .. -,--¡- M" 

1 .1 ,,\¡ 
' ' ' ., 
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Los teoremas de transversalidad nos dicen que las familias genéricas de matrices 

forman ·un conjunto denso en el espacio de todas las familias de matrices den x n. 

Esto implica que si podemos describir los diagramas de bifurcación de las familias 

transversales a todos los estratos, habremos descrito en cscencia los diagramas d~ bifurcación 

de cualquier familia de matrices, ya que si una familia tiene matrices más complicadas o si el 

diagrama de bifurcación es más inrtincado1 esto puede ser eliminado con una pcrturbacicin 

arbitrariamente pequeña de la familia debido a la densidad do las familias en posición general 

( o genéricas ), 

Nuestro siguiente paso es encontrar fórmulas para las familias transver:;alcs a todos 

los estratos. 

Como cada estrato está formado por órbitas de matrices bajo la acción adjunta, 

el .Teorema de Ja Vcrsalidad nos dice que debemos buscar entre las familias versales. de 

matrices. 

Como ya se vió en el corolario 2.2.2, la mínima dimensión para una deform~ción 
versal es igual a la codimensión de la órbita: y por el lema 2.3.2, la codimonsión de un 

estrato es menor que la dimensión de una deformación versal, además disminuye un número 

igual al <le eigenvalores distintos: 

e= d-v 

= codimOA - V 

= dim A (A)- v 

Podemos entonces considerar famÚi~;·Á_.(,\f cott'-menOs.pará~etros transVcrsc\leS. 

al estrato pero no a la ófbit~.' T~Ies :-dcfo'in;i·~j~·~-~~ ~~~-~: ;~r. ~j-emplo~·:: laS subÍ~rnilias 
c-paramétricas de las famiÜ.a{vCrs~ie~~Á0-~"-:B~~de1 .T~~rcm~··2·.2.3~·que se Obt,ienc~~-si 1tno 

ele los parámetros diagoñal~~ ·d~_ B S~~aÜu1~ .. ~~~~·~·ád~-eig~~v
1

~l~r -d~ i 0 : .• 

Por ej.emplo, co~_o_ya·:~e ~j~_cri la ~riccÍ~:~- ~~2-;· ~ti-a d~·fór~l~ci1rí ·,,crsal -de a 3 es .la 

siguiente: 

[ 

<> o· ¡ -¡ AJ 
O o 1 + A2 

O O a Aa 



entonces, una famHia 2-paramét~i~a transversal a.l, cstr~to a-3 es: 

A(.\1,..\2)=[: a~¡+¡:,~ ~1 ¡: ~ ~i 
O O a ..\2 ..1, • O -12 A¡ a 

Para el caso n2 U-~~- f~~~~ilÍa:l-p'.~ranlét~~~a .-~r~nS~~r~~·;: a.I. eStra_to está dada ·por 

. A(..\)= 

1 

" 11 
1 

..\ "··( 

Ahora, para ver el diagrama. de bifurcacióÍl dC!' una. fa'inilia c-Paramétrica transver

sal a todos los estratos, necesitamos ver para qué valores dci. Ios pa.rám~~ros ~-e t_iertcn eigen

valores múltiples en cada bloque de Jordan deformado. 

Así, dado un caso 1 como por ejemplo el 0:3 mencionado arriba, la.pregunta.es ¿para 

qué valores de los parámetros ..\¡, ..\2 la matriz A (..\.1o ..\2) tiene eigenvalor.e(l.inHiiplÓI;? 

Es claro que ésto lo determina el polinomio caractérístiw p(zj ele la 1ri~friiA (..\1, -12). 

El problema se traduce en encontrar los \•alares de los parámetros ,\¡ ~ara· 1.~s ,~u~les p (z) 

tiene raíces múltiples. 

En el caso mencionado esto significa ver para cuál~s :~i 1 x~· tii:ri.~. r~Í~c{~;Ú.~iples 
el polinomio 

Para cOnteS·t~·r ~sta: Pre~~·nt~· ~n .~~e~~i~I h~~e~¡Os ·l:~s ~Í~ul~·;1tcs can·,¡idcr~ciones. 
Mediant~· u·r~a ... tr.i~sf~'.íma_é~6~:·-Ún:~~I a·~;~c;1:~~~-;~:.~~ c~:éfi-~.¡~:~!~-·.d.~ftéffnin~ -de ?rarlo 

n -1 dé un poÜ~omio .dé gr~do n ~ued~ ser ~!Únin~dó; P~r ej~mpto; el ~oli~omio general 

de grado 3, 

z3o+ az2 + bz +e 

puede se.~. red.~ci~o s~~·tit~yen.da z por~.z- ~a-a la·f~r~a 

z3 + a1z.+ a2.' 
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Esto nos permite escribir el polinomio general /1 (:z:) de grauo k + l como 

Este polinomio puede ser idcntilkado con las coorden~das (a1 ,. •• , ak) de C1'. La 

función 

definida p~r . 

f'.(z;ti¡, ·•:,ak);,, ;k+¡+ a1~k-l + • • • + ak-IZ + 4k 
·. ' ,_, .,·.·:· ·.-> 

. nos será. dtHP~~~~·4i~¿fiJ~~i~~r.1 ~u· el .esp~cio de P.olinomios (o espacio de coeficientes)·. 

los que corresponden'. a· lós .diferentes tipos de raíces (simples, múltiples) con ayuda del 

díscriminrmte de ·1.: .función .F: eÍ cual se define por AF = O, donde 

ó.p = {(a., .. :; ak)E ck l 3z ~ C con F(z,a1 , ••• , ak) = ~: (z, a,, .. .,ak) =O}. 

Como se sábe. ( Dri~•korn [B], .º Druce/Giblin [BG] ), el poli~omio 
·-· ·. . ; ;;·.'··;' 

p(z)= zk+i .+ .;\zk.:.·, + · · '.+ak.:.;z·+ ªk 

tiene r,;..ces múltiples solain~ntc para los ~~!~res de a¡;.;., a~ qÍ!e,c~mpl~n ÓF = 0. 

Ejemplo 1. Cci~sidei~mos el ~oliri~mi~ c~n cri~ficie~Úi real~s p(z) ;;; x2+a1 x+a,, 
Sustltu~éndoo: por i~ ~~ ~~rcd~ce.i.laforma x•.¡.b.~ '.e '} .• . • 
Entonces podemos c~nsidir~;. p(~) = ~·+ b) E~;o' i~1>1ic~ que nuestra P es 

F(x, b) = ,,2 + b , de do~d~ v~~osque:* =,2x'se a'nulas~lirnenté ~n x,;; O que sustituícla 
en F nos da cÍ di~crimln.:~te b := Ó. ' · · · · , · ' ·.. ·· · . . . · 

_ Ejempl.i 2. Sea~(,,¡.; x3}~x+IJ. N~estra Pes F(x,a,b) = x3 +ax+ b, do 

donde obtenemos * = 3x2 + ~: Oc *·;.,, O~nc~ntramos que; pár~ a <.O, x = (-a/3)1/2, 
y sustituyendo esto en P = O re~ultael discrin;i~ant~ (~na parábola semicúbica.) 

LiF=27bi+4a:i,,;o. 



Para ver el comportamiento de las raiccst consideramos las gráficas de y= x 3 +'1x. 

Existen tres casos: 

a<O,; o,">O 

Considér~nlo~- ~hora las ··r¡{f~·es de x3 + ax .f. b. En el c~o a >·.o i~~y eXactamente ' 

una raíZ. real .. Para -a :=.O tene.~Os ··'exactamcmte una raíz real si b f:. O ·.Y hr:i_a r~ii :triple ~¡ 
. . 

b =o. . - ' . 
En.el casó·.:a <O hay \•arias posibilidades. Si b está entre.el máximo· y-el nlfrlimo 

d~ y ~-, ~3 ·+-ax _,ha;;· tre~ ;aíces reales. De otro modo hay sólo -una raíz r~~J·.~g¡ ~ es Ígu~I a 

uno de IOs extremos, dos de las raíces se convierten en una doble. 

regiones: 

L-a condición para que b esté entre los extCcmos es 2762 .+ 4a3 <: O. 

Así, vemos· <111e el discriminante AF = 27b2 + 4a3 = O. divide_ el plano en dos 

G1, donde llF <O y 

G., rioude tlF > 0. 

Para (a,b) E G1, x3 +ax+ b tiene tres raíces reales, (digamos:. a:(J,1:-J. 
Para (a, b) E G,, tiene sólo una (a). 

A lo largo de la curva discriminante AF =O hay raíces múltiples' {dé multiplidrlacl · 

3 para a= b = 01 la que representamos por a 3 y ele multiplicic_l<Íd 2·er~ e,I r~s-~~ de _I~ curva, 

que representamos por o 2). 

Para ver ésto geométricamente hacemos la siguier:iie_co~Str~~ción._: 

Sea S Ja superficie en R 3 dcíinida por la ecuación ~ (x, a, ~·y) ~· 01 Cs decir, 

x 3 +ax - y = O, (b = -y). Proyectando paralelamente al ej~,..~ 1. S~:obti~~·~:ln .partición 

del plano de coeficientes a 1 b1 de acuerdo a los difcrnntcs tipos d~.raíccs, como se ve eu la 



siguiente figura: 

Ejemplo 3. CáicuÍo~ similares con el poli110mio p(:t:) = x4 +:cx2 + bx\;; nos,dan 

el discriminante . 

l::.p = 'Íf [4 (c2 + 12a)3 
- (2c3 - 72ac + 27b2}2] ; 

(Ver Brieskorn [B), p'.186). La sup~rficie Í::.F_ =,O ( s,wallow-t~il ), se muestra a 

continuación. 



50 

Cl 

En donde hemos distribuido las' dif~re~tes multiplicidades- de las raíces con la· 

notación del ejemplo 2. (V~r [B] ,p.' 190). - -

En general, se I~ llaIÚa: sioa/low-tail de dimensión k ".::_ 1 a I~ hÍpersuperficie en ck 
dad por la ec.uac:i6n 6F ~---0, d~n~e- ~F.~S el di~é~i,~i~~~~~·:_d~I p~li-~~-~-i~c 

p(z)'= zk+1 + a1zk-;-I +·:"._'+a~, 

Una swallow-tailde dimensión.les una p~rábola semic~bica, ~na_ bi;ditnensional 

es la mostrada en el ej~mplo 3. (E~ realidad son las pa;tes ~éal~~ d~ dicha~ s~perficies). 
Esta"!º.~ -ya ~n p_~sicióú. ·dif in·~~s~l~_ar:·1~s.::~ia~i~-lna~_:·.d~¡biÍ~icaC!~n·~-d~ famÍÍias c-

paramét.ricas· de tria trices. 

a2: 

' ' - - ' 

2.3.4. Eje~plós de 
0

diagrn,.;,ns de bifurcn~ión'. 
l. F~miÍi~~--~ u~--.~~~á-~~i~;6_; _.:·, ·)::' .. ·:··. ·-· ·. 
De e= 1 se deduce qite la .;¡atriz tiene sól~ ~n .hloqí1e de Jo~dan -de 2x2; el estrato 

- ' 
" 1 1 _, 

O a: 
----:/J~-,-----

1 

/J, 
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una familia trans\·ersnt"al e!'itrnto n 2 es, como ya vimos antes, A: i\ =C.....,. C 101 

dada por 

.\ a 

11 (.\) = : ,B¡ 

,B, 

El polinomio .caract.crís~icC?,del .~lociu·e·qtie n~s interesa e.s 

p(zl i: det[•.~ '- = l ·J.· 
· .. :.· .... ,·'.\ ' . a -·z 

.A .' ,,, '. O •• :·~,,' < 2, , 

p(z}=(n-z)-A 

=~2 :__2<>~+.<>2 -Á 

que despucis d~-)a·t-~~nsÍ~·rril;:ciÓ~::;-~-:~·+:~ q':1e.da. como 

p(z) =z2 ..,. ,\ 

-. - . ::-, -·' -

cu~o discririlif!ante_es~,\ = 0::1u~~o ~I'.·~iagra~i de:_bifurcación es el sigte.: 

2. Familias a: dos pa.rám~-iros-.
1 

Lcis cstrato~-dé-~odin;c~~\6rl:_2· 5~,n -~~:.; ~;·p2/Para:>l'l'~:··t~nenlos A : A= c2 _.. 0 112 

definida por ·.::,\ , > 
o.;~". -

'h t>.l: 
,\i' ,\7 a: 

A(.\1,.\2) =· - e- --- -_rp; · ---· -

,B, 



Polinomio asociado: 

p(:) =del [ a~ z 

Á¡ 

= ...:=• + 3az2 + {2.\2 - 3a2) z + ((>3 ...; 21>Á2 + Át) 

que despu¿s. de transfor.m.iiciones~.clemcntalCs·,qued3 

.- -'- " ; 

cuyo discrilniná.nte .cs.27..\~ = 3~Ür (ui~~· 'par~bola. s.emicúbica), el diagrama de 

bifurcación Cs: 

--------rJ.-, ---

Para o.2{J2 tenemos 

' a l' 
' ..\1 (,\': : -· --:;~/J ~ -.1-;- -- - - -. 
' .\2 /1 ' 

-----~...;---.-:- -- - - ---
· 17, -
' ' .. 
¡_._ 

'"Ir 

cuyos poli.nomios ásoci
0

ad~s son p 1 (z) = (n :._ z)2 
- .\ 1, ¡i2 (z) = (/1- .:i)2 

- .\2 1¡11e 

después de transformados qued~n :~z2 -.'~t- ~ .:2 -'..\2 ·r~spe~tiv~~cnt.e. 
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Corno )ns discriminantes son ,\1 = O y ,\2 = O, el diagrama de hiíurr.acióu es 1111 

par de rectas que se interscctan: 

l ----- ___ ,___,, /., 
J.'~1 

3. Famili'as a tres paráinetros. 

Los estratos de codimcnSiqn e = _3 son e;~·,, O'Q_, n3(J~ 1: Y- .Ó~J3~¡2 , Para el prilner 

caso se tiene la familia transversal 
' 

et o o: 
>., "'. o: 
>.2 >.1 "' 1 ¡ 
,l,3 >.2 . >.1 "'·: -- - --·----!----- ----

;/31 
1 
1. 

1 ¡l, 

Polinomio asociada·: 

p(z) = z4-4<>z3.+(6c/ .:O 3>.1) z2f(6<>>.1 - 4<i3- 2>.2) z+(a• e, 3cl">., +2<>>.2 + >.j - >.3) 

Si baccm~s el cambio z ~ z +et'~~-· ~~lin~:mio.sc i~an~~~rffia_~'n 
,-__ :4 _.:' ···~:.·i ... ·::.·:>.··. '-2<:_._:· ,· 

p(z) =z -3.\1z -2>.~~+>.1 --:.l.3. · 

?~an_ ~l~o~a '¡iª·.:. >.i -:~-~~'_i~. /~_1~-~ -~2~~~- _.--,~~~-~~;3XrT~-~-~~~clones ~uc clcfint•n rl 
cambio de parámetros>.;,, B(¡i). Toneñ{o~tÍ(oÍ =O y . . . . 

0(1•0,µ1,µ2) -
i)(>.,,>..,>.3) -

2>.1 

o 
o '-1 

,-2 o 
-3 o o 

= 6 <Fo. 



Entonces, O : C3 .- C3 es un difo,omorfismo y el discriminante de 1' (:) se muestro 

en la siguiente figura. 

'· ~ ' ,! ,; :: 

Notn: Con lá fciima' ,;crs;I del tcórcm.á. 2.2.3, fig.(c) es más fácil verificar los 

anteriores Tesultados 1 P.~~séj~~ t~"~h_i~~ ~~-itlt'a\ú{~·fu~~ió_ÍÍ. lineal d_e las)..¡ . 

. et' . -'2 
,\¡ o+ -'a: .. 

A(-l¡,-1.,-la),,; -·-- ---;ÍK ··----· 

¡3, 

polinomio asociado: 

p(z) = z2 
- (2Í>+ -laJz +(<»+<>-'a -,\1.A2), 

z ~=+o+ ~)..3 ln_-transfo~ma en p(z) = z2 - (~>.~ + >. 1>. 2) r.uyo cli:;crirni11a11t.t~ 
es 



tAa + ,\1,\2 =O ( uu cono e1í1nk~J. Ll diagrama <l~ 1Jif11rc:arló~1 t~:t el siguienll!: 

El cstr&.to o3¡J'! tiene la deformación transversal 

y loS polinomios asociados 

o . o; 
· A2 a 1 ; 

~~,\-1 - ~2 ~· ~· ~ - - - '- - - .. ~ - ..... 

: p 1 ! 
: .\3 /3 ~ 

-- .--- - - : :Y1- - - - -- --

p1 (z) = z3 
- 2..12z+ ~ •• P2 (z) = z' - ,\3, 

y ,\3 = O respC'ctivamcntc. 
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El_ diagrama. de bifurcación es: 

Polinomios a.SOciados:-

p¡ (z) = z2 -«).¡, · P2 (z) = z2 - ,\~, p3(z) = z2 - .\3, 

Discriminantes respectivos: 

.\¡ = O, .\2 = O, ,\3 = O, 
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Diagrama. de bifurcación: 

) 

·A los estratos cuyas matrices tien~~ solaníente un eig~~valor múltiple los llamare· 

mas elementales.· ~. 

Tod~s I~-~ ·demás_ est·~~tos ~on ·'esc~ncialrnente. i~-t~.~secci-~~es _tr.ansve~~al~s · d-~ ·10~ 
elementales. 

En part(cular~· la ·~o-dimensión de tiria singularidad "? .el~rneflt~l c~~·igual 3: Jii. s'umaº 

de las codiÜiensiones de sus coffi-ponentcs élernentales. Por-ejc.mPID, · 
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CAPITULO 3 

EL PROBLEMA DE LA MONODROMIA SIMP.LECTICA 

En este -capítulo damos el planteamiento de un problema sobre morio.dromía simpléctica 

(Ver Arnol'd [Ar ·1] ) relacionado con las órbitas regulares dela re~rc~~Í1t.a~ión· coadjunta 

del grupo lineal especial A,. = SL(n + 1, C) y p~esentamos una solución para el caso A1 

según la línea expuesta por Sánchez en [Sa]. 

3.1. La representación condjuntn. 

Sea G un grupo de Lie yg su álgebra ·dc·Lie.:·consid~~emos eiespacio dual g" de 

g. Como _q ~ TeG, g• es isomorfo al cspa~iO c~~ang·e·Ílt~-.d~l:grupo G .. -en· la id~ntidad, T;G. 
Recor~crnos que·· las tr<islnci~~~S-_izqui"rird~' l; ,~~crc~h.a ~-~---~\~n G, 

R9 x = xg' 
. . ,' ' -- , , ... J .. ' 

in~ucCn Iai-ilpli¿aciOn~,; 1ineñ0Jes··~·ntre_ los, -~~P~~fos 'tan~~n i~s 

Li: ;t,cLT): .. ···•· n,. : T,G; 1:,;a 
para_ t~da x E G. ~~_las __ ·-~pli:é~~iorÍes. Yiid~1c.cn; ~·su_.:Y~z l~ t_fánsforrnacioncs 'Hl los 

espacios cotange~:tés 
.,_ ~- ~·:"_:. ' ·>' : 

. Ii.;: T;
9
G :'_T;G, 

: .. - ~ '"' --: •• ;· ., .;. - ' .:'.: - '". ••• • " '. <,. - ,..- ; 

que para toda r¡ E T,G ,· { E ·T; G so clefiiion, ¡,e;; , ' 

L;{ (;¡) = ~(L;.r¡), 'a;{ (r¡) = { (R9 .r¡). 
: : . _; .···.·< . ' . 

~a~a t~_~a Ú:~ á{ el 'cipera.dor_·Ad; .: g._ - g~ q~~-ª cada·w E_g• le asor.i:t el funcional 

Ad;w : g - C definid_o. por 
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es un nuÚ>morfismo de g'". Además! la aplicación ;te[·: G-. tlul (g•) cl•dinicla. por 

Ad• (g) =Ad; satisface la rcladón Acl;h = Aclh o Aclg, pues si w E g'" 1 X E f/ 1 entonces 

w ( Ad(ghJ-' X) 

.,, (t1dh~.,_.x) 
w(lr- 1g-1Xgh) 

w (Adh-• o Ad9-1X) 

Ad¡; (w (t1d,-1X)) 
Adj. o ,td;w (X), 

de modo que Ad': G - Aut (g'") es una representación del grupo de Lic G. 

Esta es llamada la representación coadj1mta del grupo G. Las cirhitas de está. 

representación pued_en definirse por analogía con la raprescntación adj~nta del siguiente 

modo. 

Considerando la ac~ión coadjunta 

definida por 

Ad" : G X g• --> g" 

(g,w) o-. tld;w 

' : ·:. . ' . < 

EntoncP.s.la. órbitá- d_e\,,,~ E g~,l?~jo' la-~.c~i~n·'coadjunta Cs 

Ow.,,;; Adiw,,; {tld;w. 1 ge G} e g•. 

Para el grupo lineal ~spedal I = sL(n+ 1; 6i formado por las matricoR r.011 

determinante i, r~~·nlt¡ qÚ~ el á)g~b·ra. ·d~·ii~.·~s i~o~,~rf~~-~ s.11""'.és~aci~ dual. Én efecto, sea 

_, ~. :sl(lt+\.c)-.:s/• i~:+l, C); 
·- . . .. ·.·-. ' 

tal <111e a cad~ ME sÍ{n:+ 1;cpé as<>cia el funcional ip(M): :.1(11+1) -. e 
definido por 

ip(M)X =< M,X ;:;;,, tr(MX•), 



donde X· es la trnnspuesta conjugada de X E s/(11 + 1). 

Veamos que Y' c.•s un homomorfismo. 

Para cada X E s/(11 + !}, 

\'(i\/1 + .11,p; <Mi+ M,,X> 

<M1,X>+<M2\X> 

ip(M1)X + ip(M2)X 

(ip(M¡)+ ip(M2))X; 

l' si k e C, \'(kM)X =< 1.-i\l,X>= ~<M,'.~>;,;k'P(A~)X. 
Además, 

·A'r.r'P = {M e ~~I (11''.t I)i l''(ú)~s él funcio1;¿1 nulo} 

= {M esi¡,; +I) l<M,X >=0 'IX E sl(r;+ !)}, 

no 

. y como <, > ~s ~~ d~g~n~;ado, el k:rnel de tp co~sta solamente d.c la matriz cero, 

de modo que"' es, .de i1echo; un isáffioffismo. 

~stCl. ~os pcn,nitc: Con~idérar la- aCéió~. c~<Ídjunta ~d· : G ·x g~ - g• como la 

acción adjunta_ Ad·: G·x g - g_ para el caso_ del grupo lineal especial G = SL(11 + I,C) 

con álgehrade Lie g = sl(11 + l,C) formada por las matrices de traza cero. Y como el 

isomorfis~q. con~uta con la acción, las órbitas de la r~p-rcsentacióÍt coadjUnta del á1gcbi-a 

de Lie si ( n + !, C) pueden considerarse como las ór_bitas de la representación adjunta.· 

Así, dada X cri el álg.,bra de Lie si (n + 1, C), la órbita de_ X liajo la acción 

coadjunta puede consichm1.rsc como 

Ox = {Ad9 X 1 g E G} = {gXg-• 1 g E G}, 

donde G =A,,= SL(11 + l,C). 

3.2. La libración de l_as órbitas regulares. 

Sean. E; B, .·Y F ,•ílrieda~dcs· diferen~iablcs y ir : E B _una aplicnrlón e•-.: .. 
Recordemos que el tripleto (ro' E, B) es una fibrar.ión (o haz fibrado) CClll fihrn F, hase• fl. 

y espacio total E si: 



i) ¡¡ es sobrcyecti\'a 

ii) Existe una cubierta abierta {U¡}ie/ de B, y difoomorfism?s 

,;,,"c.' (U;) ..::.·u;x. F 

tales que h¡(r.-1 (x)) = {J:Í x'/ ¡;ara~ E u/ 

fjJ 

Exislé .una -~~~_cr3. 1~á:i·~~at\~~-~-~·~ci~r1~u-ita-fi~racián con Sing_ularidad aislada a las 

órbitas regulares d~·la reprcsen~a~i6n \o·~djunt~ del grupo de Lie compl.eju A1 = S L (2, C). 

Una órbita r~grilar:~on"Si~t-~ ·~¡<~~da{!~ ma.~~icP.s con. polinofnio crnacterístko _fijo 

sin raíces mdltiplcs'; 

Com~: las:~ma¿.¡-cc~··d~i:álgch;Í'a .de Lie si (2, C) Licrncn traza cero1 pumi~n escribinm 
• . 1 • • • • 

como 

X=.(·~ y .. )' z. -:z: 

cuyo polinomio característico es p(,\) = ,\2 - (x2 + yz) 

A.sí, ~na 6~bitil; ~cg~1ar-,-dc:fa/~cl~fófi-.:-

Ad: SL(2)x s/(2) _, ~1(2) 

' ·.'.- __ : __ , ··-

está fufrnáda prir la~ :matrices X. cu):'~ polin.onlio c~ra_~tcri'siic~ p (,\)no tiene rafres 

rn1íltiples. 

Como sabemos, p(,\) tiene raíces múltiples. solamcn~e en el ·~i~~riminantc, que 

en este caso es Ju. cuádrica de C 3 definida. por la ecuación z~ + Yz = O,. ~ue después .dl1 

transformaciones elementales puede escribirse comó z2+ y2 + Z2 =.Ü. 
Esto nos lleva a la función de l\'iorse J :.e~--+ C :dada·.·P~,~ 

f(x,y,z)= x2 +v'+'z2 ." 
' . ; 

Cada órbita regular coincide con la •upe~ficie de nivel·/.:, 1 (o)pa~a algún c #O. 
Así, la fibración del~ supe~fici~s d~ niv~i .. d~;1~· f~·~·1~d6ri./co.ir_¡C¡d~\~r~.'l;Í. ttl;ra~ión 

d1! las órbitas regulares de l~,!~P~~se.f!J~c,ié~ .. crii\dj~mt.á_:~IC.\_~.I ~ "- _ -
- . 

La. fihr~ singular es.la imagcR iÍlvms·a_f-;1 (O)~ Ltis ~·bra5 no sfiiguÍar1~s, 

F.:={zeC3 lf(z)=r.#O) 



fil 

son subvnriedncles complejas ele e'. La base de esta fibrnción es e· = C\ {O} Ctl)"O 

grupo fundamental es isomorfo n rr1 (S1) = Z. 

Consideremos el siguiente problema ( Arnol'd, [A1· •J)). ¿Exislen estructurns 

simplécticns en lns órbitas regulares de manera que la mOnodronlía de In libración 

resultante sen simplécticn? 

·.Mas pre~isnmcnte, el problema de la monodromía simpléctica pnrn uirn fibrnción 

con fibras sinplécticas consiste en lo siguiente. 

Sea¡ (t), O 5 t 5 ti), un lazo en el espacio base de la fibración.·c9n 1n~nt~. inicial y 

final c0 =-¡{O) =-¡{to) tal que -¡ (t) define un generador del gmpo fundamental de In base. 

El problema es ver si existe una familia de difcomorfismos { ip,} de In· filira inicial 

¡-1 {e,,) en In fibrn ¡-1 (e,) con In siguiente propiedad:· 'Pt. es un generador dll In repre

sentación inducida del grupo fundarnentnl de la base en el ~·upo de difr.omorfismos ele In 

fibra inicial en sí misma. 

Una familin { lt't} que cumple con r..stas propiedades se diCc que us 1111 rcprn • .,entmzfc 

de la monodromlu. 

Este representante es si7Tipléctico si adcmiís dn cump1ir con In propiedad mc11-

cionndn1 preserva In estructura sirnpJéctica ele lns fibras. 

~l probJemn es pues, cucontrar un representante simpléclico ele Ju mouodromfa. 

En Ju siguiente sección presentamos unn soh1ción ~--~Stc: pr~hl_~~~n: ¡mr~ _r.l _cn~o 
A1 = SL(2, C), (Ver Sñnchr.z, (Sa]). 
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3.3. Monodromín s~mpléctica de lns órbitns'regulnres. 

Por. lo ~isto-·er~·-la. scc:ió~l· 3.:~ 1 la fib~~cióri_· d~. ~as' ó~hitas ·regulares ~le la rcprc· 

sentación coadjunta del grupo de Lie A1 = S L(2, C) .coincide con 1.~ fibraciún de las super· 

lides de nivei regulares'de la fu1íción de ~lórse /: 0 3 ..:, C definida por 

f (x, y, z) = x2.+ y2 + z2, 
. ' . . -

donde x, y, z son coordenadas adecuadas en el espacio dtial ·del _álgl'bra. de Lle de_ 

las matrices complejas de 2 x 2 con traza cero. . 

Consideremos la versión compleja en en de. la fibración.de Mili10r ([Mil], p.53 ): 

Teorema. Sea f : (C" 1 O) - (C,O) una func,ión ~1~-alíÚ_r.a _con 111w .t;r'nguforfrlml 

aislada en el origen. Sean l::.v = {z E e :1 z I< v}, n/= {z E en :1 z I< !} y 
B~ = ¡-1 (!::.v)nB,. Entonces existen E, v >O ta/esquc(f,B~\j- 1 (0),t::.v\{O}) es 

una fibrar.ión sua1•e sobre Llv \{O}. 

Para la función f (z1, z., za)= z[ + z~ + zi,. las fibras de Milnor, 

¡-1 (e)= {z e Cª I f(z) =e.¡, O} 

tiene~_-u.na cst~uctúra si.mplécti~~ natur~ c~Y_ª c~nsfrucción mostramos enseguida. 

La ·cc;>~respondencia-z{ .. := .~i.+ iyj.nos permite identificar C3 con R6 asociando 

(z1 1z2,'z3)_ cOn ·(~1.l~¡,:r·2~·y2,~3;Y,~):· 
Sea f! = í:; di; /\ dy; la estructura simpléctica estándar de R 6 • Consideremos la 

restricción de í! a F,= ¡-t (e) ri ~·para toda e E Llv\{O}. Esto es, w = i"f!, donde 



; : Fe - C 3 ;::: R 6 es la inclusión, i•n =!lo i •. 

T:F, J.:.. T,R6 

" tn 
w 

R 

Clara meó te w es.cerrada .. Vc3-rrios· que cS nO dégenér-ada. 

Dada z -~ Fe. cÍelHúrio·s·v~r ~~i~~~~·.tOd~ T/ jt_p.'.cn Tz.Fc _existe ~m vector /t .E T::Fc 

tal c¡ue w(q,¡1) #O. 

Consideremos fa cslru:Ctur~:(.a~f)1~ji;, .. c~~~~<lar d~ Ríi~·J:TzFc - TrPc definida por 

J (~ z;ü~;) = ~(~~;O~; +x; 8~;) · 
Sea ¡t = J(q) E T:Fo- Entonces, 

w(1¡,¡t) w(q,J(1¡)) 

Li dx; A tly¡ (1¡, J (q)) 

L}=I d.x¡ A dy¡ (l:~=t ( :t;a~;· +-_Yiai;), Lj~1 {-Y; 8~, + Xj~)) 
xj +y¡+ x~ +Y~ + x3 + yJ 
L~=I (x~ + uJ) 
1q12> O, 

de modo que w ns una 2-for~a.s_impléi:tica)?n Fe.· 

La idea es ver que esta formii simpléctica:·cs prescivada por una. familia de difoo

morfismos de la fibra de lviilnor en sí _misr~a, .. ~ie~:~o '<?St_a familia u~ rcprc~entantc de! la 

monodromía. 

Para esto consid~_~am_<;>s_ l~ a-~~:ÍÓ1<A~ s";_.:e~~ '._~~-'.~cfilÍi~la. por 

.u:: S_1· ·x·c3. ~/".ci~,:::J·c~2rrii 1 =)"=· e21ri1z 
::---.-. :-,:·· ... ".". << 

que desar~ollandq e~·.:.~~o~d~n~das- ;-csulia 
:> ''..,-~,, : ... ~·i.: ., :i" ·: .. ~·: 

u (t,z) ~ (e2'."!t zi ;·é?iri~~2~f~rrit;;f 
(~2~ii'(x 1 ~ iyj ¡; ~l•it (x2 + iy2), e2•it•(x3 + iy3)) . 

Esta acción' d~fine ·él CamP~~ \'ecto~iai 



que evaluado en t = Q eS 

~ lc=.º."(t,z) = 2r.(..:y, +ixi.-Yl + ix,,-y3 + ix,"¡ 

el cual escribiritos coffio 

o bien, 

· {;~l= ;>tJ(z; ª~).· 
._;··· ~-· . ·: ;: i=f" - - ~-~J 

ESt~ can.lP'?.~s:"J1~n~Í:f¡~~~·¡~~~-'~n .·{n.6·~-~) ~~n "funci_~n h~'mÚtorliana 
. 3 3 

F(x11Yl1~2t YÚ.~3,'fj3) = .r. ¿: (x~ + uJ} = 7r L 1 ~j 1
2 

,-
·.· -_ i=l j=l 

ya que \i17 eT;R•, dFM;;, fl(r¡,X.). 

Ccrnside;erit';;s el flujo del.campo vectorial X., '{'a : R X R 6-> R 6 : Como X. es 

hamiltonian'~, ip" pºfeserva la forrTia simpléctica n, y por _ser w la restricción de n a la 

fibra, resulta que lii.'rcstriéción del flujo rp0 (t 0 , ·)a la fibra Fe, que denotamos por .Pa (t0 ,.) 

preserva la fornlá W. 

vC~m~s- ahora que cpª Cta, ·)es.un rep;cscntante de la monodromia. 

_Par~. eSto, hacemos_ las sigui_~~tcs _con~id_cracioncs._ Identifican~o C con-R.2 pode· 

mos ver a la. función f : C3 --> C, f (z¡, z,; zo) = z~ + z~ + z~ como la función de Rºen R 2 

definida por 
. - - : . 

f (x¡, Y""" y,,xo,Ya)."' (/1 (z), h (z)).=J1 (z) + ih (;), 

Desarrollafido e·n · coordcnadaS, 

f (:r.i, ... ,y3) 

Así, 

Df(z)= [ ffi 
U} 

.. '··. 2 -./··, 2 . . i ·_':<' : ·.; '·2 

- .. (:r.1 + iy,) + (x2.+ iy2) + (xa + iy3) 

B?~, (x? -'y?)'+ 2rE?i,x;u:. ·.·· 

~·.·] 
~ 

-Íyi 2x2 -2y2 2x3 

2x1 . 2y, : :ix,- 2y3 
-".!ua]. 
2xo 



Aplicando D/(z) al campo X 0 (z) = 2rrE~=J (-u;¡f.¡ +"fo~,) obtenemos 

Df(z)(X¿(z)) = 2.-Df(z)(-y¡,x¡;-'y,,x,.-y3;x3)L 

_ [ .. ·· -2.(x¡~1+.~2Y2.+ ~3Y.3l ··] _ • [--¡, (z) •] - 41r . 2 ·. ·2 ':-2 ·, .2 ···. ·.·.; ···2·- 74!1: . 
x1 --;. y1 .+. x, 7'" y2 + x; - y3 ., . ·. · /¡(z) 

Esto nos dice que D/(z)(X;(z))cs ~!mismo para toda zen la fibra 

k= ¡-1 (c)n B., 
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AcÍcri1á~ 1 .si :~Ot;~~~~-r~~OS'.- e~ :círculo Se ~e R 2 con centro· en el Origcu ·y ·radiD la 

norma de é·, tenet~os··qu~-p~~a cualquier c0 = (U 0 , v0 ) E Se, y z en la fibra éor.reSpondiente 

a este punto d~I círcul~·;-Fc..,, 

· Df (~)(X. (z)) = 4.- (-h (z), /1 (z)) = 4rr (-v0 , 110 ). 

Co~o (-v0 , ~~f cs un \'ector ortogonal a (u 0 , v0 ), resulta que Df (z)(X. (z)) os un 

vector e~ cl._.~spacio 't~nicnte al círculo Tc,.Se. 

En.tonccs el campo hamiltoniano X 0 (z) es· proyectado en un campo vcé:toiial difor

enciable l'r.(c) tangente al círculo S, con norma constante 4rr 1c1 . 

Sea 'f'T: RxSo.-> S, cÍ flujo dei'campo l'r(c) .. 

Este flujo está <lefinido"_Í>or lf'T(t,c) = e~.:rítf:; mientra~ .Cine el flujo determinado 

por el campo X. (z) es 



Entonces, para toda z E Fe, f. E R 1 

f(ip,(t,z)) ¡ (c2iritz1, r,2iritz21 e2wit z:i) 

e<d• M + z~ + zJ) 
e·••;'f(z) 

'f'r(t,f(z)), 

de donde vemos que f conmuta con los difoomorfismos. 

fji 

Parat = i 1 <pr{i 1 c) =e2iric= e'lrri(u+iv) = u.+iv =c1 y,m_>cxistc1111 mímcro 

real positivo más pequeño t0 tal que V'T (t01 e) = c1 por lo que este lazo define.1111 genf!rador 

del grupo fundamental de la base, e•. Veamos cual es su levantamiento pOr J. 
Para l.= t se tiene quc/('f'• (!,z)) = 'f'r(t,J(z)) para i~<la.ze F" por¡';, 

tanto f ('f'a (t,z)) =c. • • •. . 
Estoimplicaqucip,(t.z) e/-1 (c) Vz EFeo Entonccs<p;(p".) = F;. 

De modo que al recorrer el círcul.o Se ¡)o~ 

-y(t) = (ucos4~t-;vsen4~t,use~4,;t -Í-vco,•4~t), 

lenemos que 1' {O)= 'Y (Ü = (u,ti) y la función j manda 
'• . . . 

. u(~):= -(e2n~t~;1 ,_e~-~il;~-:; e2~~Úz~f 

en -y(t)·. 

Así, tp;; (~~··~) es un· repre~ent.a~te dé la monodromía-de f tal que para toda 

z E Fe, \Ó'a(t,'z)"~ er..~z ~--z.' 
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APENDICE 

El anillo de los gérmenes 

Defi.nición. Smrn ·:Í :U .C R" -> R y ,q: V C R" __; R dos funciones hÓloniorfas 

donde u,\! son abie'rtcís ,de R n .y,O E un \/, Decimos que r y g son eq~ivalcnles ssi existe 

un abierto 11' e un\/; crintenie1ido al o, tal que f = g en w. 
Es c13.ro <Ítte -~Sla ~i; una relación de equivalencia. 

D_éfil~i~id~':·: _u:-~~ gcr.~n~1,1.:dC una función. holomorfa ~n ,~I ~~_Íg~-~ ·d_c:__~ n '.é'S u~;l cl~~e 
de equi\'alencia definida por la relación anterior._ ' · ~-. ·)-'. - .. :.. ;: _· · 

Talesgériíiéites eri el origen se denotan por [f): (R~,O).:... Ro simpleni~ntc por 

f: (R",0)-> R: 

El ·conJunt~ de los gérmenes de funciones holomorfas en el o~iiCri forina un anillo 

conmut~tfro con tmilar~o bajo las operaciones d~ süma·y producto hered:ldas: .: 

[!J + [gj = [! + gj' [/J · [gj = [/. gj. 

Como el conjunto ele los gérmenes también se puede \'er como espacio vectorial 

real, la rn11ltiplicación definida arriba lo convierte, además, en un álgebra ,r;obrc R. 

Nota l: Si un germen cumple que f (O) ,¡, O entonces, por continuidad, f(x) ,¡, O 

en una vecindad del O y así, existe l/f(x) en el espacio de gérmenes y por lo t:into fes 

invertible (é·or_no ~ieme~to del nuillo) en este espacio. 

El icJ.eal_~axitnnl _Y sus potencias 

Sea M1 el conjunto. de los gérmenes de .En que cumplen f(O} =o·. Entonr.es M1 t•s 

subgrupo aditivo de En y ~delll'ái 9'e E~; /.E M1 implica.uf e M1 , de modo <¡ne M 1 e E,. 
' ' ... ,, .,. ·, - : 

es un ideal de En;• Decimos que M, .es el ideal de lós gérmenes O-planos en O. 
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Las derivadas parciales de 'un germen 11} son también gérmenes [fJt] bien definidos 

de E,,. Sea M2 el conjunto de los gérmenes de E., que cumplen /(O) = O y todas la.• primeras 

derivadas parciáles de 1 se anu}~n ~n el _o~igen: /;¡ f (O) = 0 1 i = 1, ... , n. Entouces A12 es 

subgrupo aditivo d~ .E~ ·por: l~->~gl~~-pa.ra ·derivar surnas y si g E En, f E ,\/2 entonces 

(g/)(O) =O y k,(gi)(o)-= ~/(O)+g(O)~ =O, de modo r¡u" gf E Af2 y 

así, M2 es también un ideal de·E.,. Es claro que M2 e M,. Llamamos a M2 el ideal de !ns 

gérmenes 1-plan~S: ~k-o.:;· .. 
En ge~erai,~·Aik+t- ~erá._el, ideal de l~s ·gérmene.r; k-plano_s en O, esto <!RtMki.1 _es el 

conjunto de los gé~;~~~~; d~ E., tales ijue J(O) = O y todas las deri.;,,das parciales de /de 

orden menor O ¡g~~J: ~--~~\amb-iér~·- ·se anulan en el o. 
Que lo~ Ai; ~lln t~dos ideales ~e sigue de las reglas de deriva¿ón de immas y 

productos. H~~a·~ ~?~Str~-~~o-~í una 'succ.c;ión d~ ideales Mk_ q:i~~-s~~i~f~crifl'· 

i .. :i M, ::Jlifi :J ,,. ::JMk::JM_¿, :¡; .... 
·. ·'. 

Ejemplos'' 

l. Las ~~~,reéciOneS ~~nónic~ (o ·ruñ~i~~~ coard·~~ad~ .) _f(x 11 ••• 1 ~n) ~. x¡ son 

elementos de M1 • 

2. El mono~·¡·º/-: Ji('.~ ·-:+'.R 1<fJ~1··~·.:~-~·-~~)··= ~-;~-;~2 -~.-~·~~,,:·~~nd~ ik._es Un entero 

no negativo Con i1·: + -,.~-+ ~·-~; +.·i~--='k, '-pe;t-~fl~c;~.-~.- Af~: 
a: f,a función j : R..:+ R rlefl~ida~o; , 

/(' .. :)} ..• {.·.xi> ("-Ú.;·r •... x.·.i º· X - ... ~ , .... : -':'. , 
' : , . 0 ·. . . X =.0 

cinnple: /(O)= O,. 

/'(O .. ) =.·{··.{2. 3:~3 } exp(-x-
2

) 

.. ._ O x;=O 

f E M 00 = n~ 1 M¡;. . . . 

Proposici~il. '(a) 'fi.t1 eStá iJen:~i-0.do .. por)as f~nciones coordenada.o; xi ,x-,i, .... ,x,a. 

( b) .Mk =Mt paro toda k~ l. 

Notación: M 1 = M, lo que transforma (b) en Mk = Mk, 
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Prueba: (a) Sea [!] uu germen de E •. Eutonées si [O, x] es la línea r111c va del O a 

un punto x E R n y df es la cliforcncial ·de f: R" - R, f E C"", eutouccs 

escribir 

(a). 

{ df.= f(x)--;f(O) 
J(o,rl 

o 

·x ".C ic.,,:.,, x. l 

). l< = ¿u.,,. .. 1 '). x.) 

Si parainctrizamos [O,,x] por 7(-\).:= .\x, O·::;,\::;!, y.hacemosµ;= . .\x¡, podemos 

y así, 

(!): /(x)-/(0) 

clond~ /i¡(~) =Id~ (,\x)d,\. 

Entonces la ce. (!)queda 

I,d/(7(-\)) 

I,df(Jt1,. . .,/tn) = I,l:l'..1 -Ñf;;d¡t¡ 

I~ ¿:¡;,1 *f¡¡ (.\x) ~d,\ 

L:f=t Id x¡-Ñf;; (,\x) d,\ 

L:?=t x;I~ -Ñf;;V•x)d,\ 

L:?=t x;h¡ (x) 

n 
f (x) = f(O) + ¿;x;h;(x). 
. i=l 

Ahora, las funciones h¡(x) son C"" y como /(O)= O si./ E M1, la ce. (1) prueba. 

También prueha.(b), pues.si/ E Mk, k > !, entonces h; E Mk-I• Así, como 

f(x) = L:i' x;h;(x), se ve que /.·e M.· M~-1· Porio tanto, 



71 

(*) 

De modo que: M1. e Af· M = M2 , M3 e Al'· M2 p~ro .M2. e M 2 implica 

M·M2C M ·M2 

y así, M~ e M .· M2 '= A/3, etc ... ·. 

· Si1pongam~; qu~ k/k~l cMk- 1 .Entonc~s M·. Ah~1 CM ·Mk;i y por(*}; vernos 

que Mk e M. Áfk-1 = úk:Por indu'cciÓn t~n~rn~s qu~ Af¡cAJk para tod~ m1tero k. 

Por otro l~da,es cÍ~;;, que ÁÍk 1c Úk. o . . 

>. '·'-', ,. :·;:·· : '· ; . 
,_- .· -~: -' '. : . ' 

Veamos ahoái que M es el único ideal rnaximal propio de En (#·En). 

Supongamos que I e En es un ideal con M e I e En, M # /. 
Entonces ·existe f E I con f(O) #O.fes invertible por la nota l. Como I es ideal, 

1 = f · ¡-1 E /,y así todo g E E. cumple que g = 1 · g E/¡ de modo que/= E •. 

Se sigLie de nhí que A1 es maximal. Supongamos que existe otro ideal maximal N 

de En con A1 '# N. El mismo argumento de arriba se aplica para obtener N = En, de modo 

que la unicidad queda establecida. 

El álgebra de los jets 

Denotemos el álgebra cociente En/Mk+ 1 por Jk(R",0), o simplemcnt.e por J~; 

El producto en el álgebra de los polinomios se define por la multiplicación usual 

dt~ polinomios, truncando todos los términos de grado >k. 

Veamos cómo son los elementos de En/ Afk+t. 

Sabemos que son las clases laterales f + Mk+ 1 , con f E En. Dos gérmenes/, gde 

En están en la misma clase ssi (f- g) E Mk+I, 

Como f y g E C"', tienen desarrollos en serie de Taylor alrededor del cero. Esto 

nos permite escribir 

f (x) = f(O) + L U¡ (O}x; + t, L a:;'a~; (O)iix; + · · · 
g (x) = g(O) + r; li'¡ (O}x¡ + ,]¡ r; a!~~' (O) x;x; + ·: · 



De modo que 

Así, 

:··",· 

... .; ~:w:.~~~, f i?<ª/· .. ·<~b .. L;~)+ 
De modo q111• (f-· g) É ·úk'f:1 ;~sto .~;'que(! ':....gJ 

de ord~n s !t.· se anul·_~n: :e·~· 0-f Si'.··~···sófo·:·s·i .- . 
"i'---, 

· En ton.ces, 

·.· /(x) ~-~.·f ¿Ja¡~;+:··+¿; a;,.:.;.xV· ;·.:.I• Jp(x) 
g (x),,; ¿::¡_Ea¡~¡+ H.•+¿;;;,, ... ; .. ~\•';; .d:f+q(xy·· 

do1_1de na·~·-a~--~·.IJ~c,\ º!-=·~'f ~,~~¡, ·~;·;·:>~~ 1°: .. fr.~~:d~~~),. .;;_--b;1:.:;,, 

i2 

y p(:¡,), q(z)E ,¡¡1:+t;E~to n~sdice quel~·;ciásesdeequiva.lenda en.E~/Mk+ 1 = 

J~ son de la forín~ 
·: ·: .,., "_:·. < ¡.: 

( a0 + L:a;xi,.+ -'t'..+· .. ~ ·~/~ .... ~·¡.x~1 .~:'.· :Xlk) + Af.k+i, con Ít + · · · + ik = k. 

Pro~os·i~ió~ ... :j~ ·~:~:·:_;;~~~;/~ ~l ál~Cbra de los polinomios en n "Varitiblcs cuyo 

grado Cb' menor o· igrrnl .a k:. 

Prueba: Sc:i:ip: Jk ... :.>R(x¡, ... ,xn] definida por/+ i\Jk+I--> f, donde fes 1111 · 

polinomio en n vll~ial.J)es dc·orden S k. ·veamos <1ue t.p es un isomorfismo. 

Si f + Afk+'.• g + M~·+I E J~, entonces 

<p ((f+ i\fk+I) + (.q + Afk+l)) = l'(u + g) + Afk+I) 

= f+g = i,o(!+ Afk+I) + i,o(g+ Mk+I)' 

y también 

'P ((!+ .1fk+1
) (u+ Mk+t)) = 'P (in+ Mk+I) = fg 

= 'P (!+ .lfk+I) i,o(n+ Afk+1), 



Además, si cp (! + 1\Jk+1) = ()1 cutoncl's f =_O de modo Cj1H!_l'I kcruc~I dü 'P_ consta 

sulame1lte de l\fk+i, que es el .cero de Jft. O 

Esta álgel;ra-cs tia:madci el .rílgcbl'i(dc,ÚJS k·jels de funciones G''""' 1.•11 au. 
Si ¡-E En, ~~~- pro~c~d61{.~n '.;~k _ puccl~ considerarse r.01110 su ·poli11u1~1in de Tnylor 

de orden k en cefo. DcnoÜlm-~s csia pfoyccción por 

' i .' 

SimÚ-~rmc1ii~~- cl,..cspacio c~dcntc iH k / i\J k+ 1 puede ser· can6nic:ñ-~11hil te ¡,_icm ti ficndo 

c:on el cs¡rnc:i·~ v~~~~ri~I rUa_l_dc Jos poliumúios homogéneos en n vári~blcs de.grado k. 

Encfocto,!i/,lieMk,(J-g)EMk+t, . 

;j(~11.;.,xn) ~ a¡1 ••• ¡1 x;1 ·.··xi1c +a¡'¡ ... ¡¡,+ 1 :r.;1 ·.~.:z:~1:.+·-:'· 
. _ --- -!/{~~ (.~:;x~):.~ ·b¡1 ... ~1cx;1 · • •• x~k- + b¡1 ... ¡~+t·x;i_ '.·.7 :'~~1c;; _+ ·:_.~·- _-_" 

(/ _- g)_(x1 1 ... -,.X~}.~-(~.¡-~ ... ¡'~ - b_¡!: .. ¡1c)_ x;1 • • ·7~" + (a¡¡_:·~i1cfi' - b~1 ... ik+1) ~;1 · .. ·';xt1,t: + · · · 
.(si ··;1+·~·'.+i1'=I) 

E11~on~~s 1 todas las.deriVadas parciales d!!'Cf- gj de ~~den S -~--1-~laram~ntc se 

anu_lan .cn _(lf,: ···~O): ~~-ho'ra1 para que también se a~ulcn las deri0ida5. p~-~ci.~.1~~ d~,·or~eu: k, 

Así, /(x1, ... ,·xn) = O'kX~1 ···:r.~ + p(x1, ... ,xn) y o(x1, ... ,.~xn)\= .. !l'kx·~,:-. .. :x~" + 
q(:r.¡, ... ;x.),do11clc¡1y qE M"+t . 

. Entonces, f,g E (ukx~1 • .. :z:t1c) + J\fk+l, de modo quo las cl~scs de.e.c¡'uiválm:icia el~ 
l\{k / Afk+t son ele la forma ( O'kX~1 • ... 41c) + Afk+l, :. .. _. . 

De ;1hí que existe un isomorfismo cmtre Afk / fl¡[k+ 1 y el csP~éio,'_~'.ccÍurit~~-real -~le los 

polinomios homogéneos en n variables de grado k. 

Para 1111 mayor desarrollo remitimos al lector a Ma~tinet 1· {M]. 

Teoremas de trnnsversalidad 
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D;ulns il/ y N \'nrir.cl;tdm; tliforenciablcs y S una sub\'aricdad de 1\" ! 1111a funció11 

f : M - ¡\"se clicc lrnn.,vc1wa/ a S en 111i punto x E M si f(x) '!. S o •i f. (T,.,\f) + T11,/i = 

T¡(rJN. 

La función f:. Ú 
.· ..... "" > !_ . •'·-·' :, • . • 

aSenxpara~OtloXe-iÜ.,; · -, .. ·, _-.-

Si I : ,¡¡--. ,~; e~ ;rans\·~rsai ~ s, Cll~ClllCCS lqrcirua~~n ""s en M es uiia 

subvaricclad de Ai y su °i~Ui·~~·1~n;si6n.~~t ilf:.·e~)gUal·-~ la._.c~~ÚmCi1.s.ión,~le S crr N. 

Algun-~s v~~cs·_~S dc_.iu~~f~s'. -~t.cM·~ C:~~nd·~ s-'~,~ ·~~ i1-~~··~~1~h~ari~r1~-¡I diÍcren-~iablc 
. . ... · .. ·. ·'·.. . .... ,. ·. - ., .... ". , .. .' .'- . 

de N, sino tu.as bien una :rnh\~ariédad cOn si11gt~la~~~adl!~ 1-c~mo .. s~~r.éc~e c:~1~)ri~ :~1_1h~aririclad~s 
estratificiid<iS. 

.. . 
Déflniciói1. Una S1~fn1arii:dad "r.slratijir.ad~ .de' u~a varied.-ád ~li~ei.cnf.hlblc· es umi 

_, -· ·- _, -·· ;_ . ~ . . - . . :- . -- ,• . - . ' ·-.- . - - -

unión finita de s¡1i,vá~ied_a·~1c~_difér_encinbl~s-.miituámmite ajenas (lm;~es_ti-ntú~ }, tale~ <¡tic la. 

cerradura. de cada ~slrat~.cr;>n:si¿l~ d~I· esú~ta· miSnio y· de un~~ unión finita df! i.!stratoR de 

dimensiones menores. 

Ejemplo.• 

Sea S I~ m;lón de ci'os_ ¡1i"a';10~ 111w s~? _intcrscé:tan en ú11a. lí11ea rcCt<1 en R3. La . . 
estratilicar.ión es la partir.ión· formad3: por la. línea recia y cual.ro mediós.:.pJanmi. 

Transvc~sali.dad a"fj significa transversalid!ld a cadt1 11110 ele. !oS ph111m; y t.r~_lll'VÍ~r~ 

salidad a In :1ínea de illtl•rseccióu. Por ejemplo, una curva transversal :1 la :mbvaricd;icl 

estratificada S ;10 intcrscc:ta la línea recta de las singularidade~ de S. 

Teorema• Sean A1 mm variedad compacta y 5' una ,i;ubvariedad r.om¡mda dt;-111w 

variedad _N. Las ftmciouc.'> f : Af -+ N que son lranSversales a ·S forman_ un, r.O_njuntn 

abierto y de.mm en el espado de funcimies di/e,.cw:iables cr (/\1, N). (Aquí, I~ r.f'rr.am'" rh: 

funciones ,r;c define r.rmw la r:err.am'a ele las fuur.irmcs y dt. ,.,us derivada.'> ha ... fa tlr tul fmln1 
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suficientemente grande r ). 

. ~ 
.. f(i<.'~/7 

. 

. 

¿___---· . N· . 

Este es el llamado teorema de transversalidad débil. Nos dice que la transversalidad 

es una propiedad genérica ( las funciones transvNsalcs forman un conjunto abierto y denso); 

o de otra manera, el teorema afirma que si una aplicación no es transversai a Úna s1Íbvari~dad 

dada, entonces pucd"c hacerse transversal por una pequeña perturbación, 

I \ 
Si, por otra parte, una aplicación ya es trans.verSal, esto ~e preserva bajo pequeñas 

perturbaciones. 

El teorema de ~ransVcrsalidad puede cX~cndersc al ca.so· de subva'.riedades estrati

ficadas. Sin eml;argo, ell est.C ~~~0 1 el. t~~reriia ga~~~tiza q;1e· Í~ aplic~~iOnes úauSversales 

forman sol~me~Íe' una-.·i-nt~~~ec~i6n:'~I~-~s~--de'-~n'.~~~j·~-~t~-, ;·1unlerab-1~ ·:de a~b.{erl.os 1 ma.~· qur. 
,· '· \, .. ' .. ' . 

un abierto y denso. 

Para ·~ue ·las Í~n~i.On~~\r~·~sversales ~·~·na ~~b~ari~dad_est~¡tifi~ad·~: foÍ-men un 

abierto y c~cnso .. ~~- Suf¡·~!e~-~~·:· q~e__l~0'.~s~r~~~-~~~-c~~~-·~:~~j-~f~g;~ -~~g~-~':~~~~~~~-~_l~~.~Il_'._ t_~.da_ 
inmersión. tranSVcisrll a 'ún -~st-i3.t0 de· dinlefl~ión'.i"ne'tiOf. ~"fralisve-~saf.\. t~cio~ los estrato!> 

contiguos dé diincn~ió~<mayor. en aig·~n~~vecind~d cÍ~i-~sl~:at¿·«i~. '.d·i.mensió·~ mc,~or. 
: . " . · .... ,_- .. ·,·,· 

Pcir cjem¡)l9, 'en el csp.aciO_:·c1e tOdáS: la5 "litatrii::cS' se ú~ne- ia ·~tratificaCióri que lo . 

particiona de acue~cio a I~~ ,'cü~tintas fo~riJ~··d~· J~~d~ri.;:,·E~ '.est~'"par~i·~ió~ se :~gru.~an las 

matrices con.las mi~m~ dimcri~'fon~i;_ de_-_hl~~11C,s'·de .. J~r~~n 1 .. cÚfer~n~i.¡~d~~~ :;~l~~e~tr. en 



'º 
los eigem•alores. 

Aplicando el.teoreriia de transve.rsalidad.débil (.Ver Arnold, [lh· 3J), se tiené el 

Corolal-io .. En' {:I espacio de familiá.s-A : A C 0 1 ~· cJn2
, de mah-ir.es de orde11 

n, las familias.tran~~·ersalcs a la .cSt~atificación eri tipos de Jordar.i 'r.onsti~uyen un conjunto 

denso. 

La gene~li.iizá.ción del teorema de transversalidad débil es el .Teorema de Transver· 

salidad de Thom, en el cual la subvariedad Ses una suhvariedad de un espacio de jets. 

Así· como h-ablamos de jets ·de funciones, podemos hablar también de jets de 

gérmenes de' funciones. Consideremos el conjunto de todos los k - jets de gérmenes de. 

funciones C 00 (1\1,1\7) de una variedad Af en una variedad N: 

Jk (M, N) = cs¡iacio de k - jets de funciones de M en N. 

Teorema. Sea S una subvaJ"icdad del es¡iacio de los k - jcts Jk (M, N), El con

junto de funciones f: /11 _,. N cuyos k·jc.ts son ~ransvcrsalcs a S fo1'1nan una intersección 

~umerablc densa de abiertos en el c.r;pacio de todas las funciones crx. (111, N). 

Es~c teorema significa qua una función diforenciahlc puede llevarse a la posición 

general por una pequeña perturbación, no solamente respecto a cualquier subvariedad en el 

espacio imagen 1 sino también respecto a cualquier condición impuesta sobre las derivadas 

de cualquier orden finito. 

Varieda.des simplécticas 

Deftnic~ón .. ·?_ca ,\l una variedad difcrenciablc de dimensión par. Una cstru~Útm 

simpléctica en .Af'.'es un~ 2·forma ~- diferenciahle, cerrada y 1~0· degenerad~ cn_ Af: 

, dW~,;,·o y ,v{ ¡.!O 311 tal que w ({, 11) #O ({,7/ E T~Mf: 

El par (M,tJ) es Uamado 11na.variédad'ciifere~ciabl~s'1"1plédicq.. 
Por ·~Jc~·pl~," Ct ·esP~~¡~· R~~--~~~·-·ca:~r·d~·~~d~· (p~·-; q¡)' tictl~· la e~·tr~~lúra si~pléctica 

w = L,f=r cip, 11 dr/;.· . ..... . ' . . . . . ... .. . . 

D~fi~ición. A ~~di v~ctor { tangent~ a u~a \•'arieclad ~impléctica (M,~) rn el 

punto X E M le asociamos una 1-f~rma W( én TzM mediante 1;, fór~1ula 
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we (11) = w(q,{) VqeT,M. 

. - -
La correspondcnciá {-:-t. we es·Un isomo~fism~·entre el espacio tangente T:cM. y el 

espacio co.tangent~-T; M: Sea i :' T; M. ~. T:A1 t~I· isÓ~orfisnl·o~ 
~.hor·a~· s~~~.n .. ·un~ :·r_unción r.~~ "Val~~da" en u~a v~~i~~~d -~!~~~~cti.~~ ~. ~~tci!lces 

dH es ·una-1-forma.·dif~ierii:i~l-en Ú, y en cad~ punto :z: e Ú existe ~ri ~c~tor_.tangente 
{ E T,M asociad~ a est~ Í-form~ mediante el isomorfiimol ... 

De_.esia forma obténemos u~ campo vectori~l l ( dH) en M. 

Defi~ición. El campo vectorial l(dH) es llamado ~Ít·cámpo vectorial hamiltoni

ano y Hes imfunción'harnilt~nÍana.-
En:-~tr~ 'j>~al;r~,·-' ~n '.cam~-~ v~d~~¡·a}_·f -~~-:~-~~-~-Ú~:~-~iáno si existe una función 

H: M -R. en lá. va~iedad simpléctica (At,w) tal que v., E T;M, dH(q) = w(11,X). 

Deftni~icSn. S~a (M,w) ~na ,variédad'~inÍpÍ~cÍica y /1 : M -> R una función 

diferenciahle; Supongamos que el 'campo vectóriá.II(dll) correspondiente a /1 da origen al 

grupo 1-param~trié~ de difeo~orfismos rpÍ : Ú_~ M : 

f. ¡,,;o~.(~) j¡(dn)(X). 

-E\-_ 
o .¡, 

E 
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La famiHa do difcornorfismos {<pt) es llamada el flujo liamiltrmiano do la función 

hamiltoniana /f. · · • . 

Teorema. Un ,jlujt.//wmil.t~n~;~no -pr~sc~~~ la estruCturá simpiécti~a: 
'Pi (w),;; w. .. 

( Vor Arnol'd, [Ar 5] p. 204 .¡: 
EstC? significa que él ·~igi.1.icnt~: di~gra ~la con mu ta: 

T,M ~ T0 i(r¡M 

Wr '< 1 Wr 

R 

esto esi q1íC \:Ir¡ E T~,.\I, si 'T't es el fiujo- del ·campo hamiltoniaú~ X, entonces 

wx (17) = .,,; (wx (17)) = wx ({<,01). (17)). 

En e1 raso n = 1: M = R2
1 este teorema nos dice que el flujo 'T't preserva el área 

(Teorema ele Liouville). 

LLamamos a la 2·forma w = Lí=I dpi Ad~¡ cm R2n ia forma sirnplér.tica estándcu·. 

Teorema de Dnrhoux. Sea w una 2-forma difere11r.ial cerrada y no tlegcnemda 

en una vecindad de x E R 2 n. Entonces, en Otguna vecindad tic :e ,c;e puede elegir un .i;istcma 

dr; coordcunrlas (p¡ 1 ... , ]Jn, q¡: ... , qn} tal que w tenga la forma cstanrlar 

w =El'=, dp, 11 dq,. 

l»rn mayores detall<os ver [Ar 5]. 

;,Qué se puede decir cuando la dimensión de la variedad es impar'! 

En una variedad de dimensión impar no e.xiste estructura simpléctica. Sin embargo, 

e.xiste una estructura interesante llamada. estructura. de contacto. 

Un ~lemtinto de. contacto de \1ria ~Vari~dad~diferenciable_ de clim'é.msión n -en- 1111 

punto de la var.iedRd es un ~u~é~i>a~i·o '.vcct¿~iai.·'de-.~ú:~~~-~¡~~·~ S·.-1 d~l·-.~~~~~-¡~,~-~i1~~~~~~~·;· 
la variedad en ese pun-tci. 

El co.njm\tO cl1~ todos lo~ el~JriC~tos, d~ ·~cinú1ctO d~ ~-1~~ ~~~it!d'~d 0d·~ dÚn~n~ióti n cK 

una v.afiCd~~ · d~ ~in~cn,~ión ·d,, -. t./J~-~:d~'·ex,is¡~ .. ~n~~~~~~~~Ct~·~{ ~~·-~~~.f~~to .. : .. 
Un Clmriénto.dé cm1lacto.:tam~h.ié~· .. cs ll~m3.d0~'un hiPerpl;i~O· trin.gente. SC?hrt• ~111 

campo de hi¡wrplanos. 'tangcmtcs · Pui?de_ de~·llir~e nnn. condiCión dé '1l~ ·d~gcm~r·ahiliclad qn~~ 
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depende de una cierta forma diferencial defi11ida cn ln varh•dad. Esta forma c•sl•Í relar.ionada. 

con la intcgrabilidad de un campo de planos. 

Una estructura de contacto l'll una variedad difcrenciable es un rampo suave de~ 

hipcrplanos tangentes no degenerado. 

Por ejemplo, si la dimensión de lá variedad es n = 2, un campo suavedl! hipcrpla11os 

tangentes a la variedad es un ca!TIPº de rectas en los pla11os tangentes. Un lcmrcma lnísico 

de ecuaciones diferenciales ordinarias nos asegura que podemos cambiar un r.ampo suave de 

líneas tangentes en una· variedad en un campo de tangentes a una familia de líneas rer.tas 

en R 2 usando un difcomorfism.~ cii una vecindad de un punto de la superficie. Este us el 

Teorema del Flujo Tubular: 

'·-¡'- ·--:_º--~-: <- .- - . -.... · 
Sea ;(u~ calllpo' vectorial C' en la variedad M y sea p E M un punto regular de 

X (X(p) ,!O). Sean C = {(x1 , ••• ,x") E R": I x' I< l} y Xc'un,campo eriÓdefinido por 

X, (x)_;,, (1, O, •.. ,O). Entonces existe un difeomorfismo de cl~c C!; h·: \lp ->. C, dcindc \lp 

es vecindad de pe Jv/; llevando trayectorias de X en trayectoriru/Cíe ·x~: ."-
(Ver Palis, [Pa], p. 40). 

Si la dimensión de la variedad M es mayor o igual a 3/ uí1 hiperpÍano tangente 

lcndrá. dimt•nsión mayor o igual a 2, y la. situacióri ya. nO-~ t;n--~i~p)e. 

Por ejemplo, existen campos de planos e~_-:·"!t3 ·. q\Í~--:~~---~~~ ini~gr3.,bJcs :corflo se 
' .. ,, 

m u<?stra en el siguiente 

Ejemplo. Si w es una 1-forma en R 3y para ~·e:!,Rº, <.;(uf= O, entonces si 

(vi; v2, v3-) so~ las cooTdenadas tOcá:les- de ~;-t~n~;no:~_ qú~~º 

de ahí que 
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esto es, 

v · N11 =O.: ~:onde Np ~ .(w (t;) ,w (lü) ,w (if:)). 

Dé modO que el ke~nel de la· l·fo~ma w es una familia de planos de R 3 cuyo campo 

normal tie~c c.oordenadas locales (w (~)',w (/;) ,w (fii)). 
Consideremos la !-forma w = xdy + dz de R 3 • El campo ele planos definido por. el 

kernel de W- ti~ne \'cctor normal local N1, = (O, :z:.1). 

Veamos que esta familia df~ pl~nos no es ir!lcgrable. Es'tO es, no exi~t-c un-~ superficie 

que sea tangcnte·a la familia en la \'ecindad de un punto. 

Suponga_mos qur. existe una superficie integral_ ,r;-~n.: U.na· ~~ci.11d:~·~l-~.l-~l:_á.~i~e1~ '-~~ 
coordenadas (O, O, O). Entonces S es la gráfica de una .función_ z .. = J (x;~q), cori. (x-, y) _en 

una vecindad del (0,0). 

Como el campo ele planos es. indeperidient_e de_y, f(:r,, y) =.f (:r:;O), de modo que 

;; debe ser una función de x s~lamcnte, d_i_gan:i_o~ /-~ g(~ )._ 

Así, el valor d~_z es_ ~o~s~ante a l~.!.arg~ d~--~!ta~q~~.icrr,~c~~-P~.~:~l~I~ 'ñ( cj~.Ji,-dfgamos 
x = x, t; O con 1 x, 1 < ', de modo que 

(rl.l) · .. ~(xó'.Y):"o Vv.e.It; < ..•.....•.....• ·•· 
Sin er~ba~go, si s .. cs :s.~1pc~ficie i.~t .. eg.ral, .. ~~-b~ ~er;~ange.~~-e, ~.:1.n :fc~t~ ,e.u el. 1_>lano 

paralelo al _plano.~!} ~, q~eJ;ilsa· po~,-(xt1, ~J.P) ~011' ~i_;.e~¿!~r~· ~~~~.~~;di~u_l:ar. ;1.. N·~ (O! .xu, 1), 

~·L· < . 
Oy <.x~, O)= 

dond-e ni .~s la:· pc:ndi¿;¡tc d~.1~-reci~ qu'c_ pas.i· j1a~:::r0 .:~a·u :dirección N, es decir, 
ü·. .• . '· .. ' ._ ·.•· ·. . ·-. 

m = t,, luegó debería ser f, (x., O)= .:..,, f; O, lo cu.al corítradir.e (A.l). Por .lo tanto no 

ex.iste_t?-1 s_upefficiC __ iniCgraJ:!/ · ··· , 
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