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INTROOUCCION 

El descubrimiento de los primeros fenómenos ópticos no lineales se 

inicia después de la creación del láser ( 1960), pues así se dispuso de una 

fuente de radiación coherente y capaz de concentrar al tas intensidades de 

energla en reglones pequef\as eto18watts/cm2 ). Desde entonces se han realizado 

una gran cantidad de experimentos algunos de los cuales han consistido en 

hacer incidir uno o más haces láser sobre cristales sólidos f'otorrefractlvos. 

Esto ha dado origen a la observación de numerosos fenómenos ópticos no 

lineales en estos materiales como son, por ejemplo, la generación del segundo 

armónico, conjugación de fase, mezclado de ondas, etc. 

En afias recientes los estudios básicos y de aplicación tecnológica se 

han avocado tanto al desarrollo de láseres muy intensos y pulsados, como al 

descubrimiento de nuevos materiales que exhiban una mejor respuesta óptica no 

lineal que los empleados originalmente (cristales sólidos). Entre estos 

nuevos materiales utilizados durante la última década para observar fenómenos 

ópticos no lineales, destacan los cristales líquidos. Estos materiales se 

caracterizan por que en ellos se producen fenómenos ópticos no lineales con 

campos ópticos de mucho menor intensidad que los necesarios para producir los 

misraos en cristales sólidos. Por esta razón son llamados materiales "suaves". 

Uno de los fenómenos más representativos del comportamiento óptico no 

lineal en los cristales líquidos es la Transición de Freedericksz Optlca 

CTFO), que fUé observada por primera vez en 1980 [1]. Este fenóseno consiste 

en la reorlentación de las moléculas anisotrópicas de un cristal líquido, por 

efecto de un haz láser polarizado (linealmente) que inCtde sobre la muestra. 

Tanto el láser como la fuerzas elásticas producidas por el mismo medio, 

ejercen torcas sobre las moléculas del nemático. Cuando la intensidad del 

campo óptico sobrepasa cierto valor critico, las torcas eléctricas vencen a 

las elásticas y las moléculas del nemátlco ·se alinean, en promedio, en la 

dirección del campo eléctrico. 

Este fenómeno y algunos otros fenómenos no lineales en nemá.tlcos, como 

son el autoenfocamlento [2], la conjugación de fase (3), y la biestabllldad 

óptica [4], se han estudiado extensamente en la literatura reciente y son la 

3 



. . . ' . 

causa,de que los crlst.ales líquidos se empleen en,:e1 .d.i~t'.fic:» .. Y l~'.·co'1strucc16n 
de dlspos1t1vos._el~Ctro-6pt1cos riuevos y diversos que. se ."Uti11za~ ampliamente 

tanto en com~lcacl~nes ~~mo eri tecnolo8:ta. digl~~l ~~ ·co~Pl:l~ªdoras. Al8unos 

ejemplos de estos. dispositivos son lnte~ruptores ópticos [S]; ·acopladores de 

guías de onda [6], mOd~lad·~!'es de fase l7l, ~eleCtoi-es de modos transversos 

[8), etc. 

Particularmente, en los úl tlm~s afio~ se ha.· prestado especial atención a 

la posibilidad de producir url erec::to de guía de onda en fibras ópticas con. 

núcleos líquido-cristalinos [9, 10, 11]. La idea básica consiste en aprovechar 

las propiedades rotorrefractlvas del cristal líquido para producir dicho 

efecto sin tener que acudir al mecanismo usual basado en la reflexión total 

interna. Así por ejemplo, Palffy et al [11] desarrollaron un modelo de guía 

de onda para una geometría cilíndrica en donde se analiza principalmente la 

configuración orlentacional del cristal líquido y su dependencia con un 

parámetro de orden en su fase nemátlca. Los autores muestran que una 

configuración orientacional anisotr6plca e inhomogénea es la más estable del 

sisteraa. En trabajos posteriores [12, 13, 14] estos autores calculan 

numéricamente mas no en forma analítica, la amplitud y la rase de algunos 

modos tranversos de la misma guía: asimismo, calculan en forma iterativa y 

null6rica la dependencia del parámetro de propagación con la potencia. 

Por otro lado, también se ha realizado investigación concerniente a la 

construcción y ei análisis de diversas guías de onda no lineales cuyos 

nOcleos son cristales líquidos, pero sólo en sus fases lsotr6picas 

[15, 16.17]. Debido a que en la fase lsotrópica o desordenada de un cristal 

Uquldo las propiedades anlsotr6p1cas desaparecen. el principal mecanismo no 

lineal de estas guias de onda se reduce al acoplamiento entre la densidad y 

te•peratura del ne•ático. y la intensidad del ca11po óptico. En algunos 

trabajos 1r1uy recientes (18, 19), con este tipo de guías se ha encontrado que 

por arriba de cierta intensidad umbral, la guia deja de conducir y refleja la 

mayor parte de la radiación del láser que sobre ella incide. 

El cálculo num~rico de algunos modos transversos en guias de onda 

planares con núcleos líquido-cristalinos en fase nemátlca y con condiciones 

de frontera mixtas también ha sido realizado (20]. Sin embargo, es preciso 

seftalar que el análisis teórico de estos trabajos es exclusivamente numérico. 

No sólo tienen las limi t.Íciones mismas de un modelo numérico, sino que además 
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estári restringidos ·al régimen ··1Jneiil de propagación de_: los mod".JS.· 

. - ' ,>'·.:._,,.:,'._·_ .· . 

De'· los comentarlos en l~s párrafos anteriores. res~ll_B. ;~l~i~ q~e' l~ ·idea 

de utilizar un cristal líquido como nÍlcleo de una· &~ía:··d~:':'iii:t~:·y<l·ha:- sido 

~óntemplada en la 11 teratura en af\os reclemtes [ 11-13f;.,.-sln ~~fu"t;~·~g;ó'( en este 

trabajo. se consideran por primera vez aspectos nuev~s. ·de_:_e~~a·;· m1:3'ma ·idea, 

como son los siguientes. Se considera una geometría máF.l.-simpl.e,·· Le., planar, 

con placas metálicas, a diferencia de la geometria ciilndrlca· con fronteras 

dieléctricas de las referencias [14). Por otra parte, es importante sefialar 

que mientras que en otros modelos (20) el análisis es exclusivamente 

numérico, en este trabajo todo el tratamiento es analítico. También, hasta 

donde se ha podido comprobar en la literatura, en el modelo propuesto se 

toman en cuenta por primera vez en la descripción de la dinámica 

orientacional, la presencia de los flujos hidrodinámicos internos que 

inevitablemente aparecen acoplados con el proceso de reorientación, asi como 

flujos aplicados externamente sobre la celda nemática. Otro aspecto 

importante de la descripción aqui presentada y hasta donde se ha podido 

comprobar en la literatura, es la primera vez que se considera en modelos de 

efecto de gula de onda en cristales liquidos, es el acoplamiento no lineal 

entre el campo óptico y el nemático. Esto permite describir la propagación de 

paquetes de ondas en la celda cuya envolvente se rige por la ecuación de 

ScrOdinger no lineal. Por último, no obstante que la ecuación de Naguno se ha 

empleado en unos cuantos casos para describir la dinámica orientacional en 

presencia de campos estático (23), nunca se ha empleado en presencia de 

campos ópticos. Has aún, su deducción por medio de un análisis modal completo 

en base a la eliminación adiabática de los modos estables tampoco se ha 

realizado en la literatura. 

Así pues, el objetivo esencial de este trabajo es proponer y estudiar el 

desempefto de un nuevo tipo de guía de onda planar, que consiste básicamente 

de una capa delgada de cristal líquido en su fase nemática contenida entre 

dos placas metálicas paralelas, con un gradiente en su índice de refracción; 

producido por el proceso de reorientaci6n inducido por un haz láser. Se 

considerará que el estado configuraclonal inicial del nemático es lnhomogéneo 

y con condiciones de frontera planares. Este estado se puede obtener, por 

ejemplo, aplicando un campo electrostático adecuado (efecto f"lexoeléctrlco 

inverso) (21), o bien, induciéndolo mecánicamente. 
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El cristal líquido contenido entre las placas es un medio inhomogéneo, 

anisotrópico y no lineal cuyas propiedades dieléctricas gobernarán la 

propagación de las ondas electromagnéticas dentro de la celda. Para un haz 

láser que incide oblicuamente respecto al campo director del nemático, se 

muestra analíticamente que la TFO fotoinducida origina un efecto de guJa de 

onda que concentra el campo eléctrico y la densidad de energía 

electromagnética en la parte central de la celda. E'3to se muestra de dos 

formas distintas. Primero, usando teoría de perturbaciones independientes del 

tiempo, se desarrollan los modos de los campos en potencias de la anisotropJa 

dieléctrica. Después, efectuando un análisis global (no perturbativo) en los 

límites óptico y WKB para haces de intensidad baja, se calculan tanto las 

trayectorias de r~yo, a partir de la ecuación de la eikonal, como la 

distribución espacial de la densidad de energía electromagnética dentro de la 

celda. 

En este trabajo, se toma en cuenta expllci lamente la presencia de los 

flujos hidrodinámicos, tanto internos como externos, inevitablemente 

asociados al proceso de reorientación. Los efectos hidrodinámicos internos 

son aquellos inducidos por la reorientaclón de las· moléculas, que a su vez es 

inducida por el campo óptico. Los efectos externos se pueden incorporar 

imponiendo al cristal liquido un gradiente de presiones externo. Debe 

mencionarse que este tipo de ef~ctos hidrodinámicos usualmente no se toman en 

cuenta en la mayoría de los trabajos en la literatura y, como se verá, pueden 

originar cambios significativos en el comportamiento del nemático y por ende 

en el funcionamieto de la guía, 

Los análisis realizados en las primeras partes de este trabajo se 

restringen a considerar la dinámica lineal de las ondas ':'lectromagnétlcas. Es 

decir. sólo describen la propagación de haces ópticos poco intensos para los 

cuales la dinámica del campo electrmagnétlco se halla prácticamente 

desacoplada de la reorlentación del nemático. En la siguiente parte se 

estudian tanto las dinámicas no lineales de los modos electromagnéticos como 

del campo de orientaciones del nemátic~. 

Para el campo óptico, se muestra que la envolvente de un paquete·aitgosto 

de ondas electromagnéticas que· se propaga en la guía1 construido· a,."pártti· ·,d~ ~ 

los modos TM lineales. está gobernada por una ecuación de Schrodlnger._ 'nó·_~ 

lineal¡ la cual como es bien conocido, (22], ad~lte ·solucionés tipo· Solitón, 
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Debido a que los solltones son soluciones muy estable~, en l~ 'cu.a.l~s :.l~ ~o 

linearidad del medio se equilibra con la dispersión del mismo,. este resultado 

ratifica el buen funcionamiento de la guía para este tipo ·d~· tr€:~e·S .. de Ondas. 

Se calcula también analíticamente -la dependencia de·· .. !Os ~- p~-~á·m-~tr~~; del 

solit6n con el parámetro de propagación de la guía~' Y.:-·Se· m'J~st·~~ :Qtie· éxiS-t'e 

una dirección de incidencia del tren de ondas para · .. ia:<~~~i;::~~:~.r~~Ui~~~ :·~~rior. 
potencia del pulso para engendrar un solltón",-_ Es. \~~~:~);.;-~i~Y~~~c~.~-iia;;··Q~e;. 
debido a que el sollt6n iué construido a partir'-de::i'ó~/~~a~:~·::·~·:·:: .. ·é~·te ~n ··si 

mismo también presenta el ef'ecto de gula de OndB;~-d~~ifl"t.~~~::~i~~:: i
1

0s '.ñodo·s 
puros. ·:·.:~·~· :: .. ~~.-;~" :.;:··~, •;.-_ '··< '.-:; ''' '.'~· 

Finalmente, mediante un análisis modal '.. d~1· 
; ..... , ·: -~ :·, /: /;;~ ~~ )? (;.· .. ' · .. 

:.·· . .- ..:::, 

:: ',~--~/:;: ; : ! -.:·. ~,"·. 

>_··>,---- - ,·· -;-~/{'_: f:.'·.~·,-.;:- ·"·'¡ :i.:::_,>:·:· . ··' 
Cierto tipo de fenómenos. que- s~·::_~·~~·'.:.Ob_S~~~~d'?·~?~-~i~~-.~~~,é~t_e~~·~~ ,•~~~a~~-de::_·. · 

;:!:::::~::p::c:: t~::~:::::::::::~ú::t}~::7.~1t~K;:~;~iif~~íi!~tJt:::º~E 
ello que resulta de inter~s .-?-~"c,~~:r~~·r·a~.'<~·.:~~t~},jt·i~~,: .. ~:d·~ .:·;·s~l:l t~n~~- · p~~~·: 
posteriormente poder establecer. b~.J'~'· C¡úé·'.'C~i{(úi;S~+-~·s,: l~'-:gÜlá:: ~~<~d.~· d~J-~~·:· c:f~ 
conduclr. .·.:-.,· .. ,l'.:·''·::/L~· . .,__:.·-'· --· --.·,~. ·;·'\~·'.;·.':~·~~·· 

. --~. . .... ,, .,.·,:· . " ''.,- :: .. ' : _. 

Para desarrollar lOs·-~pW:~~¿,~;~~~~~~i~~~J-::~;:·~~~:~i~~~ent'e; -~~~-- ·h:~ .;~;~:~nlza~~ 
,.,.... ¡ . .. ·-:·.~·i,:~ ', ·--~' e::.:-· . - ' • ";''.: 

este ~rabaJo de ·1a_ slgule~t,e;,'!'~.~-~~-~i'.-:::: "" ·, ~--;¡,_.'»>: '}! ~.,::;:.: .~-:::"_ ·~.:, ';;.~::_ 

En el primer capítu5. se ~~~¿l el m~l~lo : ~:;Ú~~ar: '.~ ~~ deducen las 
ecuaciones básicas -que· .. desé:rlben ._.: la-S .. -d{itá'mi·~~~·;'.~·:.:, t~-~·t'.~:".'. \ie1 · campo 

electromagnéLic~ . i::omO. del·- érl~"tat :': iíqJi~'?.·._·n~~á-~l~~ :':~~--~.º~~~~~ig~.ra'C.1.Órl planar. 

Se considera primero. el. caso. ~lmPie · e"n" él· que:. ia:··an"iS~.tr;JJ:)'.ía: dieléctrica del 

nemátlco es muy pequefta- y se mue.stra ··la e~ist~~cia>'.d~t' .. --~f~Ci~ -.de 8UÍa de onda 

calculando la distribución espa_clál. de ·:.la-:",._'.densldad de energía 
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electromagnética: 
·.. - . ' . . 

En el ·capítulo u·· se' adopt.a:;un anái.isis· giobal .(no periurbat.Ívo) y se 

calCuiBn en el .lí~lte Ó~tl~~ ."~_·Partir" d.e>i~ .ecuación ·de. la eikonal, las 

trayecto~las de raYo. que: ~igue· un."haz .6Pt-i~o .. d:e· baja intensidad. 

En el capítulo. III se re_iaJa ia restricción ~e rrecuencia mu~ grande que 

el límite óPtico implica, para· ca.lcular las componentes de los campos y la 

denSidad de energia electroma&rlética en el límite WKB. Se muestra que en este 

caso la densidad de energía se concentra en la parte central de la guía, con 

lo que se muestra la existencia de un efecto de guía de onda. 

En el capítulo IV se incluyen en el modelo ef'ectos hidrodinámicos 

imponiendo a la celda un. gradiente de presión externo. Se toman en cuenta 

tanto estos efectos hidr:-odinámicos externos, como los provenientes de'· lo~ 

contrafiuJos originados por la reorlentación del nemátlco. Para ello se parte 

del f"ormalismo de pe ~ennes que toma en cuenta el acoplamiento entre la 

velocidad y el_ campo de orientaciones del nemático. Se calcula la 

dist"ribucJ6n espacial de la densidad de energia electromagnética mediante 

t~o¡..i~ ¿te· perturbaciones, en los limites óptico y WXB. Se mues.tra que ésta se 

con.centra· ~~ varla"s franjas paralelas al eje de la gula, exhibiendo asl una 

variante "del. efecto de· gula de onda. 

En' ._el capílu10 V se analiza la- dinámlc8. ·no lineal del campo 

electromagÍiétl~o .:~~ .la , celda, construyendO .. : la ecuación que rige a la 

env~IVen.te. d'e -.-~n"_ ·P~.qu~t.7 de.:?.rid~.~. ~ú~._'a~&oS~~··;.q':1~- .~nc_ide oblicuamente y tiene 

una frecuencia' medlá: de.flIÍidá~, Se· mue,si'T~·:que ::i.i"·eCUaclón de la envolvente es 

la ecuación . de··. sChf-Odlngue?-:·no~: ltneái-,',_;~10 .. .-~.~~-l~,'8".: Su . vez muestra que ciertos 

'paquetes 'dé· o~d~~-~-t~~~:~~-:-~~l~ l~~e~~-,:~--~r:·>10 «iu·e· s~- proj>agan de manera estable • 

. :'.'· J "<:', ¡ 7:·:·.' _.i:~~~·. . .. :~~:' :· ... ~~<.~ .... 
En. e~· c~Pí'iU~~·-·_\i1._ Se .. ::~~S~Ú~i~) "ia)dlriámica ·no lineal del campo de 

~~~eritíi"Cú)~e~ ;'cO_~~t~~Y~n~~.:;:~n~·'_-~_~Ü~~Í~ri,~.~ª~-~ · ~eSc~ibl~ el modo dominante del 

:·~::~· :Sm::it~lot:~:::~::~:;~ót¡;;:t:l~lde~:e~dÚ:~: a c~:l::, N:::o ~:e~~:: 
cond~cl·~~é~·~-: ~ .--.~?t·~;r~.Cic:M~n.:::-· ~o·n:".-:::. e1? .h~~----· óptlc~ ·para dar lugar a una 
aut~ila11"t·~i:16~ ~'(¡:~fi'e~ióll>. d~i -ti~·z~ 6~-tl~~.~: 

Fiii~í'~~riÍ~"~'.::<e~ ·~ . las-:_;::· conclu~l~~~s_'·. :··-~e ·discuten críticamente las 

llml fa.'Cto~~~. : á·1c~nc·~~ -·~·:_p~r~~~ét1va~ :·de_ este!_ ·,t~abaJo. 
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CAPITU.O 1 

PROPAGACION DE Ol\OAS ELECTROMAGENTICAS EN CROAS NEMATICAS 

En este cap! tulo se construye un modelo para la propagación de . ondas 

electromagnéticas en una celda planar que contiene un cristal liquido 

nemátlco en reposo. Se establecen las ecuaciones que describen la dlnámlca 

acoplada del ángUlo de orientación del nemátlco y del campo óptico del haz 

incidente, despreciando totalmente el flujo hidrodinámico del nemá.tlco 

inducido por la onda (contraflujo). 

Se muestra que existe un efecto de guia de onda inducido por la 

reorlentaclón del nemátlco, mediante el cual se concentra la densidad de 

energla electromagnética en la parte central de la celda. En este capítulo se 

muestra la existencia de este efecto para nemátlcos con anlsotropla 

dieléctrica pequetia, c.1c << t. Se utiliza la teoria de perturbaciones para 

calcular los eigenvalores y eigenmodos perturbados que se propagan en la 

celda a primer orden en c.1c. Utilizando los eigenmodos se calcula a su vez 

la distribución espacial de la densidad de energia electromagnética asociada 

a .cada modo y se muestra que el efecto de la asimetría dieléctrica es 

aumentar la densidad de energia en la parte central de la celda. 

I .1 Modelo y ecuaciones Walcas 

Considérese un capa de cristal liquido nemátlco de espesor 1 (S~-t~Oµm) 

entre un par de placas planas conductoras (metálicas), qu,e son 

perpendiculares al eje z, como se muestra en la Flg. t., Las, .~1meh.~1ones 
transversales en las direcciones x,y de las placas son muy -graridé's' '~O~P~radas 
con 1, pero de tal forma que la celda tenga un volume;.··'ri~lt~~'V-:=:Í.2 L·. Se 

supondrá que en las placas, el nemátlco satisface c~ridiC'io·n~s- ."d~· ··fl-orlter~ cÍe 

anclaje fuerte que están dadas por "it°cz = ±1/2) ~- cc»:o.:J."{~-· ~~.~do~~~ -it° es "el 

vector director lnlclal del nemátlco. · >. :';· / · ·· . -'·:·· , . '": .. 

Bajo estas condiciones la configuración orl~nt~~ia"~;i' ·1ñfc1a'f·_~á~ ·com11n 

es la homogénea, para la ctíal el vector. director .. it -'~·s·-.~~raÍ~Í.o. ~~ .todOs los 

puntos de la celda a las placas, sln"'_:e~ba~g"O' se: cc:)~~¡de·~~~á,'.~u~.~l ·~~mático 
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presenta ~a configuración inicialmente distorsionada en la cual it puede 

depender de la coordenada z. Esta configuración lnlclal se podria inducir en 

la celda aplicando un campo externo estático apropiado, es decir e11pleando el 

efecto flexoeléctrico inverso l25], o bien deformando una configuración 

planar inicialmente homogénea. Asimismo, se supondrá que en ausencia de campe 

óptico el nemátlco retendrá su configuración inicial, pero si dicho campo es 

aplicado en forma oblicua en el plano x-z, la orientación del director en el 

interior de la celda cambiará con la posición y el tiempo; 1.e. if(¡!', t). Si la 

polarización del haz se mantiene en el plano de incidencia, en ausencia de 

contraflujos es razonable suponer que la reorlentación de it se mantendrá 

también en el plano x-z, ésto es 

it =(sen ecx.z,t), o, cos e(x,z,t)J, (1.1) 

en donde a es el ángulo de reorlentaclón definido con respecto al eje z. Mas 

alln, por simplicidad se supondrá. homogeneidad espacial en la dirección x,, es 

decir it = it (9(z,t)J. 

I. t. t. Dinámica del campo electromagnético 

Las ecuaciones que gobiernan la propagación de las ondas 

electromagnéticas a través del nemático se obtienen a partir de las bien 

conocidas ecuaciones de Maxwell sin fuentes (28]. Siguiendo el procedimiento 

usual, a partir de estas ecuaciones se obtiene 

v2't V (V•°tJ Cl/c
2 

J a2~/at2 o (1.2al 

y 

v2it (1/c2) a2it/at2 o. (1.2b) 
- ,- . 

en donde e es la !"~pidez de la . 1Uz~' e~:~¡. ~aCioo 
··-,,. 

La rel~~1Ón. ei:i~r:.e---~i~.-~e.~;J.d~i 'd.~::·~1.u.J·~~·-·~·~g~é~l·c~ B y ~i c~m.po magnético 

it está dad9. po~~8'.;;-·,..~~;if.'~:e-;{~d6rid~--.~~.·~~·~p~~·drá. que- la permeabilidad magnética 

1t dei·.·;~r1~t~{ ·11~·~~·~~:·.i~:s":··.l~'::·~d·e.l:<·~~c:~O. -:\~~io ··es, µ = 11 =· t. Lo cual es 

eq.~i~aiént~;,a.'·.~'c,·~si.d·~~~;.~qu~·:;:e·l·: C-r.l~t~.l :11~~~.~~··e~··~o mag~étlco.· Esta es una 

~u~os1.c.16n:: raionBbi;;:··=~a·· q~e;· ~8:. ~~u~cePt~btÚdad magnética de muchos nemáticos 

,10 



es usualmente mucho más pequefta que la susceptibilidad ·dieléctrica [29) • 
. ·;: . ' '· 

. '· 
El vector de desplazamiento y el vectOr 

relacionados por 

¡! = l1, [O(z)J •t, 
' . ' . . . . 

en donde c
1 

J es el tensor de permltlVid~d dieléctrico que P~fa:u~;~em~Üco 
unlaxial está dado por 

(1.4) 

Sl se supone que la onda incidente es monocromática y co~o lo sugiere la 

geometrla de la celda, se mueve libremente en la dirección X con una amplitud 

que depende sólo de z: las componentes eléctricas y magnéticas de ésta onda 

toman la forma 

(1.Sa) 

(1.Sbl 

(;J es la constB.Ílte · cÍ~,: pr~pagación y ·,.,.es ,la frecuencia angular óptica de la 

onda. P~ra c':ld~ Yalor: d~·· (3. hay ~a_.dislr.lb~cl~.n especifica del campo. descrl ta 

por E J (z) o .H J (z~. La nat~raleza de estas distribuciones permanece invariante 

con la propagación de la ondas a lo largo de ia: gula y son conocidas como los 

modos de la gula. Al sustituir la forma de los campos dada por las Ec. (1.9) 

en las Ecs. (1.6), se obtiene el slguente conjunto de ·ecuaciones para las 

componentes de los modos transversos eléctricos. (TE) y de los modos 

tranversos magnéticos (TM) del campo electromagnético en el interior de la 

celda. Es conveniente utilizar esta representación .ya que como está bien 

establecido, dicho modos proporcionan una representación completa del campo. 

Para los modos 1M se encuentra 

11 



. '· 
(1,6al" 

:,-.~ - 1 ·~-,.-::·,:.-. 

Ez = {~;(~~>p~l}ic.;7,E:}- cipllc
0
1) dE/dl;) (1.6b) 

(!.6c) 

.. ,·;.'· 

. d2n_/~1;2/ii<~iÍ 2 fci~./rn. ~ IJ • 
~ ... , 

ci.1a> 

(!. 7bl. 

-.:-:· . .-:·!-
.Ey. : -.~ ~~·:! .·c1iíi0 iiclá)c1¿ 

Pa~~ :~-~~~ib~-~·~:~~{~~- é~uacloneS en forma adimenslonal se ha lntrciducldo el 

pará.~~lrc~::·.p ;~'".:-~/ic~,' eÍl donde ~0= ~/e es el vector de onda en ,el - espacio 

_-libre. ·E1.pr~m~r conj~to de ecuaciones, Ec.(1.10), corresponde a v~lores de 

:E , E . y. H : distintos de cero con H = O en todo punto de la celda y 
, X .. · Z ' y. · X 

~. IP±I;~·:_=· O en sus fronteras. Las condiciones anteriores definen los modos 

·transversos magnéticos (TM), ya que la t1nlca componente no nula del e.ampo 

magnético es transversal. Similarmente, el segundo conjunto, Ecs. (t. 7), para 

EY, "• y Hz distintos de cero, con Ex = O para todo punto en la celda y 

(BH/Bz) x lz=±l.1
2 

= O en las fronteras representa a los modos transversos 

é'léctrlcos (TE) ya que la Onica componente no nula del campo eléctrico es 

transversal. A continuación se describirá la propagación de las ondas en la 

celda en términos de los modos TE y TM [30, 31]. 

I.1.2 Dinámica Reorientacional 

De las Ecs. (1.6) y (1. 7) es claro que para ·determinar .la dinámica- del 

campo óptico es necesario conocer la" ·d10Amtca "de e. El. exces~: de densidad:-.de 

energia libre· de Helmholtz de ·~n~:;cr-t~t"al.. ·;.liquido ~:-~e-mátl~o ·. _d·~b-id~ . a·< i"as 

deformaciones . locales elásticas esíá ·~d~~-a·-~':'p~:r\ ).~ ·:~~~~g·f~'· de~ .-diS:torStón · de 
Oseen-Frank ( 26] 

'12. 



(1.8) 

Las t.res constantes elásticas K11 , K22 y K33 _est~~·. : ~soclad~_ª•: 

respectlvamente. con las deformaciones despliegue (spl':'y) •. toi-.~.~6?. Ctwls~) .Y 

encorvadura (bend). 

La contribución electromagnética a la densidad de energia lib~e [z1:isj 
está dada por 

r •• = -C1/B1<l c~-l ll·itJ. (1.9) 

Debido a que para una gran cantidad de crlstales líquidos las constantes 

elásticas son del mismo orden de magnitud, (1Ó-5dina6) es razonable suponer 

que son iguales. K
11 

= K
22 

= K
33 

= K. •. Por- lo·· tant~ ~a d~n~i:>ld3d de energía 

libre para la geometría considerada toma la .f?~.ma' 

- . .·· . 

(<E,+ Exe:)senO cose~ i~,i~c~s2~) ~; j1fj
2 lt (1.10) 

en donde • indica complejo conjugado. Aqul c. • ~;1 : -~~ C>)!'}~~--. 1~,: anlso~ropla 
dieléctrica y c 11 , c.L denotan las constanteS<dleléctrfci~~·.~;par'alela'." y 

perpendicular al eje largo de las moléculas r.espec,tlvamen~~-,:., ~ .- ·~ ··~"< 
La configuración estacionarla -~e de·b·e:~ .. ~e.:~~~~,~~l·;~~:~~~~'.~?~Z~~~~-·'·.: ~S.~~· .. " 

densidad· de energla libre .bajo la restf'.lccl~n:·~~"que.·;·¡nJ:\:::i-::·,J. ·: .. ~1n::embargo 

como la. Ec. <t. 4) está expresada en térml~os .·ci~. 9, ::·Y.a·.:.~~·itst-aC:~fía .··~·~st'~í'cc:ló~ ,' 
-+ . ',_• ._. - .~,.,.,.·. !, .... _·" ,;•,; •.. ···-.:· .-·-: ,. -- ' . -_ 

jnj = 1 y por .lo tanto, basta con apltc:ar l;:-s'.·~~rr~~pOn~l~n,~~::i,.-:ecU~c.~o~~s. de 
Euler-lagrange, para obtener la ecuación. qu~ d~t~r~Íh°8\'í~-,>Co~f·ig~ra~16n de'· 
equtllbrio, ésto es ·.;:,: .. :-_':..:~:.' :~~-· :,·., .· .-_.;;·_. 

- :.". ;·.:' ,_· . .-';'·>:·~· 

d20/dl;2+ q(sen 20 c¡i' 12 - IE ¡2> _,'2i'É
0 .c53;o 1Cb:· .;" (1.11) 

Se ·ha escrito' esta·•ecuacl6:' en rL:a'ad;~en:l,:na~c~i~-t~od~~:~~~~-~a~ varlables 
t;~ a. ~11,; ~K • ·~.~E0 )' ;f~·~·~:·_·f~/E~~-:: .. ~~p:,~-~~~~ .. ei/~~.r·A~:~t~~'.·.~: a:·:c~E~~~_,~_.·,A,~~i. E! 

repr':'sen~a la ·-1~~e~sld;ad 0 del campo 6ptico.··-1nc::~dente. N6te~e. qu~ .-el parámetro 
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q es propol-ciona.l a la razón entre la densidad de energ1.a e~éctrica del haz 

incidente, E~/Sw,· y la densidad de energia elástica, KL/1
2
L. Esto es ·q, es"el 

parámetro que mide la intensidad de acoplamiento entre el campo de 

orientaciones conf1guraclonales y el campo electromagnético, por lo que 

r,esulta natural escoger a q como una cantidad pequel\a para ir tomando en 

cuénta de forma gradual el acoplamiento entre estos campos. 

·Antes de seguir adelante, ·es importante sen.alar que, como se puede -ver. de . 

la Ec.(1.11), los mOdos TE CE, H y H) definidos en la subsecc16n.anterÍor, 
y X Z ~ . 

no afectan la dinámica reorientacional de n; por lo cual e.n lo. q~~ 'sigu~- no 

se tomarán en cuenta.· 

J.2. Efecto de guía de onda: cálculo pertubatlvo · 
,~\I ·-. :::;" .... 

A continuación se efectuará ·Un _· __ ª~~:~~~f~'--:-::-~-~~~~·~:~;'.~~;:{~~~)J~:,.~~~·:~··o~~-?.~·~-.. 
transversos introducidos arriba. Est~. -p~ede -. ~e~l~·~.ª~ª~-.--~i;i!il ~ t.1.c~~~t~· .·- sl/. ~~·-· . 

restr1ge a considerar nemá~lc~~: co? . .'~~.·1~:~~~~~~~.~~;.:~\~:~~,~~~;f,~f~P~:~~i~~.~·;~~ l{c<.~< :: 
1, en donde e a (el.+ c 11 )/~~ -~~~·_c':l~_~::~~~~~ª~,~;:.~:'..~~ro~~~ª\~e~}-.~~~~.~al.:·~l~u_i~? 
como un liquido isotr6plco y· _ho'!'_ogé!leo_: ~·.A-_. orden .:·ce.rO '-,'en '; di"Chó·.~.:·paf.áineti-o' 
obtenemos ·~,· .. , ': ',"' 

por 

~' -. ·;_,,_. 

6 .:,~ ·.; <·:· •. "' ' 

clJ = c.L lJ' ',<~- \:·~é_:_\ ~:?,~\· --'.i .. i;-:": 
lo que la Ec.· C 1. t_qa)'~~~ ~'i~~~-¿~::~·>:/· 

('. ;,_~/·;:.· !·\ 

d2E:/dC2 +.·}ko~ )2 (~':~"'.",~:~)°~~: ~:--~~, j 

:· (t.121 

;. ·.- •, \~--~-·.·:.<>; .. ;·,_;;·.:·;:~;>:.-'- .. ' .. · ' . . '· .·. ·.'.. .. ·-~ .. 
en don~-el sup~r~n~~~e >.~:_ .:~~.~-'?:~.·~~~--~.,-~7, calcula··a o_r_d~~.cero en c~/c.: 
solución de esta ecuación· qúe. :. Sat1sfai:e' ,:las· ·._:condlcioiles·< de 
mencionadas arriba .está::d~d~ ::;>r:~: [~2]··:-:.::- .,. ,, . · .. <-·- , .. :·:."·}~;:.-.~-

·.:·,. ;.',•• 

E~(l;,nl = -l.E0 (nw(k0 1,~~0 ;1 ~·i::(;;~¡~'.:vF1:·:Ó ~;'.'. ~ :_ S:ii:\~i";c 

: '":,~,:;,.';;-:::.-:i .. ;;;~ ,::it;f t:':J:,fff ;~,::J~ 
obtiene que 



·o .... '. - .. 
E_c(,nl = E0_ cos lnir((-1/2) J. (1.15) 

·. ··~ ···: . ,· ·.·. . " 

uºci:;,nl .:.'ccE /~co_i_¡ cos !mrC(-1/2lJ • 
y · .>.o n : : .. 

(1.16) 

- .. . 

~as ecUac.iOnes (1.14)-(1.16:) representan los modos TH a orden cero en c./c. 

El indice discreto n identifica cada modo y su dirección de propagación. De 

hecho es fácil mostrar [32], sustituyendo la Ec.(1.15) en la Ec.(1.9a) q~e 

~zCx.z;tJ se puede expresar como la suma de dos ondas planas .que se propagan 

en las direcciones (f3n' O, ± mr/l) ¡ por lo que el ángulo de propagación a. 

(ver Fig. ~) está dado en termines de n como sigue 

(1.17) 

Es importante sefialar que las ~cs .. (i.9) .i.":d·~ca·~.qu~··p~ra-qUe.·loS modos: se 

puedan propagarse en la celda es ~eces~rl~'· q~u(p~o_i :.~~~.'.~eU.1;. ésto _·es,.-
·- -: : .... n .· 

. . . ·:~ ' ·(1.18) •. 
. -.. .. ·~'. :.,-. 

'-··· · ... _ ··.-, ···.·;-.·:; 

lo cual implica que el número mblino -de ·-~~~O~· ·e~t¡ "ci~le·~~iii:á~O -:·-~~r:·· .. ~.º~- .. -
parameteros e, w y l. Por:otro··lado_.·:p~r:'ª: ~ ~<?do: .. ~~d~:·.~·;·· 1a.E~;ci."1a). 
pr~porclona una frecuencia de corte "'e 

"'e = (n/c)t/2 (c11r/l). . (1.19) 

tal que para w > w e, p es real y los modos se· Propagan~'.·. 

I.2.1 Dinámica reorlentacional acoplada· 

A contlnuac16n se describirá la :r~rma·. :eri.- ciU~ Ii coÍ1.figuraclón 

orientacional del nemátlco es dlstor.sio~a~a.:··p<?r ~-i·.·.-c.B~P~/ ·C~nsidéres~ una 

onda plana incidente cuyo vector. de ·po13.rl~·~c;i6~-':·i~r~·~~:\m. án~U10··. « con el 
... . ·.::- . .. . n 

eje z. Sustituyendo los modos tM dados por, ;1as· Ecs.!.:(.1.14)-(1.16), ,en la 

Ec.(1.11) se obtiene :,:.;~·- ·;;, ·~;.:·\·::-:;.~·'..··=!' 

d 29/d(2 = +os2«
0
sen29 + (1/2)(1-:~~~~.í' s~ri 12Ü ~ nir(~-1/2)}] 
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+ (1/2)(1 + sen2a) sen[2{~ ~ nii((-1/2))] r (1.20) 

con q definido arriba. De'-doride, a ·~o~~-én ~~:.~·- ·~n ~~·~~-. (q O) el ··m·.leMbro 
derecho de la Ec. Ct.201.·s~ a¡;¡u·ia/Y -Úi--_s01Uc1Ón·, general de_::_·J.a·· ·.E~;(~~2Qj 
resulta ser <,:;X:·:< , · .. 

e<ol (() = c
1
( + c2' (!.21) 

en donde las constantes c
1 

y c2 deben determinarse mediante las condiciones 

de frontera para o en ( = ± 1/2. Esta es la conf"lguraclón orlentaclonal de 

referencia que el nemátlco adopta cuando no hay campa externo óptico, que 

como se mencionó al prlnclplo, presenta una distorsión lnlclal. Esta 

conftguractón inicial se puede inducir en la celda aplicando un campo externo 

estático o bien deformando una conflgurac16n planar lnlctalmente homogénea, 

como se indicó al lnlc16 de este capitulo. Si ahora se sustituye la Ec. (l.21) 

en el miembro derecho de la Ec. (1.20) y se resuelve la ecuación resultante 

imponiendo condiciones de frontera para 9 ± = w/2 en ( = ± 1/2, se obtiene la 

siguiente expresión para el ángulo de reorientac16n a primer orden en c./c. 

+ C-lln (l/2(n-!l 2 l (1- sen2«nl sen [2(1-nht(l 

+ (-l)n(l/2(n+l) 2 )(1 + sen2Cln) sen [2(n+lht(l}· (!.22) 

Par-a ~ostrar que esta nueva configuración orientacio~al ya sugiere· la 

existencia del efecto de gula de onda, en las Flgs. 2a - 2b se ha· graflcado 

9U> como función de ( para MBBA, escogiendo una long! tud de. ~nda· e del haz tal 

qu~ k
0

1 = 6. Para esta selección de parámetros, s6.lo los _modos n = t. 2:, 3 y 

4. están perml tldos y se propagan con los correspondientes ángulos de 

p~opagac16n «
1 

= 76°, «2 = 62°, «
3 

= 45° y ex, = 20°. ·En las Flgs. 2a y 2b, 

sólo se muestran las curvas que corresponden a los dos primeros raodos. Nótese 

que en>. para un valor dado de (, es menor que su valor en la conf'lgurac16n 

de referencia que se obtiene tomando q = O en la Ec. (l.22) y está 

representada en las Eiguras por lineas rectas. Esto implica que la 

polarización del cupo está más alineada con it en la Parte central ,de la 
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e (red) 

Fig: ··za:. ,Angui~· d~· 'reor1entac16n. e: cOmo ·.función de C para MBBA y el •oda n • 

1 ·con·ct:.·~·.76°:,.'La· lon~itU.cÍ'-d~~·.~~d~·-~··y .. l son t~les que k l • 6. El trazo 
1 . ..... ., .. '·:. ·.: , •.. , . .-- · . a . 

C-J denota· al caso·<lsotrópli:o(q.·;.•. OJ y las curvas (- -J y (-·-) 
corresponden, == ·0.1 y q=0.2. 

0.2 0.4 

: . . 
FJs. Zb. Lo 11tl11~0-que_ en l~.-F1a: .. 2• .. P•ra el modo,:~-- z y a:

2 
• 62º. 



celda que Junto a las placas. lo cual a su vez indica que el vectOr de 

propagación Cih se encuentra más alineado con el eje x. Por lo tanto. esta 

configuración induce a los modos a propagarse por la parte central _de la 

celda lo cual sugiere la existencia de un efecto de gula de onda:. Para los 

modos n = 3 y n = 4 esta tendencia es menos notable. Con el objeto de mostrar 

que el efecto de gula de onda realmente existe, es converilente · an8.Uzar los 

modos del campo a primer orden en e •/c. 

I.2.2. Modos perturbados del campo óptico 

A primer orden en c
8
/c las Eqs. (l. 7) se reducen a 

H 
y 

en donde 

(1.23a) 

(1.23b) 

(1.24) 

Nótese que la Ec. (t.23a) es una ecuación. de·. elgenvalores para el operador 

d 2/d(2 + Ce /e) A con elgenvalores (k 1)
2 (p2

- ~)~.A 'este orde~. el operador A 
a .. _o . n ., . 

estli deter1dnado únicamente por la parte_ elástica de la densidad de energia 

Ubre. 

Ahora, de acuerdo con la teorla de pér;turbaclones independiente del 

tiempo [33.341 las correcciones de.Prl~er·_~¡.d~·~:·~ las elgenfunclones y a los 

elgenvalores del operador no pertUrb~do, cÍ.2/~(2 están dadas en términos de los 

elementos de aa.triz de A, 

A = <Eº (nl 1 A fEº (ml> 
•1n X X ' 



·'ci.25) :. 

en donde EºCn) está dado. por - la Ec~---{i~-14L .... ,~~-·~.:~~-~~~a.·-:·sim1Iar, 1 -. las 

::~::::~o~:s :o: :;::::to:r:::go:eal~:s dee~g~:~2~~:!jk:~d1i-¡:1·t~:¿t::·· :: ·. 
regla de selección a en Eq. (t.25),· so1':'m~~t~·-:'~tC'~~~in~~-~'~l~~~~~-i·i,~. :Cn ~. ·ii 
es afectado a este o:'d:n. P~r tanto, . -. ;_: '.,.-·,: :--~.'~;·;:'~~·.·~, · ... ' .. :·.~;:\\ .•,:, :,__.:, . 

. ·;- i --~ ·:'?~"\<· "-;- .>., ; :·_, :· -·::·-:· ""."; •',';'·; 
-· "« '.'.'~) .. :. ~:~::-: 

(w/k0 1)
2
+ (c./2c)[ hr/k0ll 2P~012/(c -kº'.~>·:~·~;~c'.~!~S~h.> .· 

'· :·}' ';,:,,,:::·· CL26l · 
·- \~ ... ·.' ' , :·:.:; :: 

·.., ·: >' . '.~-. j: 

A pár"tlr de esta ecuación se puede obtener la relación.de dúiPér~-ió?t'·pa-~a·· el 

primer modo perturbado. 51 se recuerda que pu>•:· lf~,~~-~~ ~~~--:·~~:-··~~';.-' ~~'?,' ·se 

sigue que •.' -~·-

11111 = {(e + c./4)(wci2-hr/li2>'". (1:27) 

Esta relación implica que la f'recuencla de corte para este modo es 

llgeraaente más pequen.a que la correpondlente , a ·el modó .no perturbado (lsotrópicol dado por la Ec. (1.19). Esto es, 

Por otro lado, los elementos no diagonales de A proporcionan las ... 
correcciones a las elgenfunclones ·de la Ec. (1.26a). De esta manera las 

ampl 1 tudes de los campos perturbados están. dados por 

E111 !1;,nl =E [sen[n1r!l;-l/2ll - {e (k ll 2/4cir2 (n+ll} 
X 0 • 0 

{iir(n-lllc -(nir/k
0
ll 2 11"/k

0
1 + Cn~2lÍc.-(nir/k~ll 2 J,n2 1t 

+ c/2 -(nir/k
0
ll

2
}sen [ !n+2lir(l;-1~2_JHJ:.:; (!.29) -

Toaando la parte real de esta exprestóri 's.e · obtlen~ : -~~dos:- l~s- modos 

electromagnéticos en la celda a primer orden en. c~~c_'par"~< Íi =.Y~.-·~, 3 .. : . Las 

restantes componentes de primer orden E~11 Ct,nl _Y:H; 1 'C(,n)-de.1Ós.ni0dos·-TM 
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t.~'( e, n=t) 

l ~ 
o. e 

o .6 

o .4 

o. 2 

o. 2 o. 4 t; 
- :-.--·: . . ·.- '. . 

Vlg. 3a.Prlmer modo Cn =;l);·d~~¿;P~~:~_la·~¿-_C~~-2_9), para _HBBA y cz
1 

• 76°. La 

longitud de onda A y 1 .Son-·Laies ... ci~~-:~--~~~'.':~--~~:: ~~.'trazo (-) denota al caso 
lsotróplco(q = O) y .l"a_ -~~·r_va '..'c: __ .. 7l-:.~~~.rre~po~de a q· = 0.1 

: ~~1((;, n=2) 

# 

o. 5 

o .2 0.4 

-1 

1:-1g. :Jb. Lo ml&mo que en la F1g.3a para el modo n • 2 y «
2 

111 62°. 



se calculan sustituyendo la Ec. (1.29) en las Eqs. (l.23b) y (t.23c). 

En las Flgs 3a-3b se muestran tanto los dos primeros modos normales no 

perturbados, E:(n), collO los modos perturbados a primer orden en c./c. Para 

estas gráf'lcas se han tomado los mismos parámetros que en la figuras 2. De 

las gráficas se observa que la intensidad de los campos perturbados para 

conf1gurac16n planar involucrada en este modelo, E:(n}, aumenta en la parte 

central de la celda y disminuye cerca de las placas, en comparación con los 

campos sin corrección E: (n). Esta tendencia de concentrar el campo en la 

sección central de la celda es la caracterlstlca que define a una guia de 

ondas. 

Aunque estas gráficas de E~u ((,n} en f"unclón de ( muestran 

e.fectlvaaente la tendencia del campo a concentrarse en la parte central de la 

celda, este co1nportamlento y el consecuente efecto de guia de onda se muestra 

de forrna más clara en términos de la dlstrlbuclón espacial de la densidad de 

energía electroaagnétlca. Esta cantidad se calculará en la siguiente sección. 

I. 2. 3 Densidad de energia e lectroaagnétlca 

La densidad de enersia electroaagnétlca se define en general como [27) 

u
0
.• Cl/S•JC~·i!' + il2 J. (1.30a) 

Para los 11odos 1M a pr t11er orden ésta se reduce a 

u0 .= [cJ.{CE!11 J2 CE~11 J2> + c0 (n·E 111 J
2 + CH;11 12

:]:. C!.30bl .. 

·. ·.·. 
Sustituyendo los modos EflJ((,n), E' 11 C(.n)-y H'1>c(,n):ca1culados e~·-'ias·' 
secciones previas, en la :c.(t.30b)·s~·obtle~e _; .. v .. ,:·« ··.:·:./."''>·:~ ... ,· .. _.·· .. 

u!:, c~.n) • u!~' c~.n1 ~· <c. cv1~~4~.·c~f 111 [(cc~-2J ce -c~;/kiu 2 1~~~· 
• c/2 -Cn•/k iJ 2 1C [! ¡'<i~ ljii;¡~;.) 3}i~í~ 12 c~+2),. + 

- . ··O '-·- ·: . ":: "'-.~· ·O: _ .'. ·:_, .. -__ .... _n __ __:_._-__ . ___ . ---· -_ -_,, 

c 2 >}cos[2•Cl •· ;~1!~[1 cc~);;/c0 .. J 3 1,ip!~; .• cn+zi/~ 
c2>}cos(2irCn+ll~I ]• C!.31al 
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en donde u!:> ((,n) denota la densidad de energia no perturbada y está. dada 

por 

(p< 012c (1r(l• c'lcos2 [2m((-1/2)J}. 
n zz 

(l.31b) 

Nótese que u< u((, n) es una Cunci6n par en l; y que el término de corrección 
- 2 en la Ec. (t.31a) es proporcional a c. ()11:

0
1) • Esta corrección se expresa en 

términos de los armónicos cos 2ir(n+t )( y cos 2•C· De hecho, es interesante 

notar que éste últllllo armónico, que es el mismo para todos los modos es 

proporcional a la energia requerida para reorientar un dipolo eléctrico en un 

campo eléctrico un!Corae. 

En las FJgs. 4a and 4b se muestra la distribución espacial a prlaer 
, (1) 

orden de la densidad de energia u •• Cl;.n) dada por la Ec.(t.31a), para los 

modos n = 1 y 2. Se da como reCerencla la correspondiente densidad de energía 

lsotróptca u!:J ((,nJ y se toman los mlsaos parámetros empleados en las 

Figs.2. Estas curvas muestran que, eCectlvamente, la densidad de energia es 

mayor en la parte central de la celda. Por lo tanto, el cálculo a prlaer 

orden muestra esta tendericla y sugiere la existencia del efecto de guia de 

onda. Coao se puede observar de las Figs. 4a y 4b, este efecto es Ms notable 

para los dos pri•eros modos, los cuales corresponden a las direcciones de 

propagación del haz más cercanas al eje x. 

Aunque en las gráficas anteriores se observa que la densidad de energia 

electrougnética es aayor en la parte central del la celda para los sodas 

perturbados que pa~a los no perturbados, es conveniente verificar ésto de una 

f'or•a cuantitativa. Para ello se calcula la varianza de u!~J ((",n) cuya 

expresión explicita es 

Var u.'. = <Cu1 
l'> - <u1 >' = E'U/2J'Ck l/nirl 2/Sir [ 1/3 + l/(nirJ 2 

•• •• o o 

·(1.32) 
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U- (1) (r n=l) 
em ':>1 

. . -0~2. 0: ,,•. '~·' 0.4 
Fig. _'i.a. _ Densidad··: de:>· energia :~'.e~ectr:oma8nética para MBBA dada por la 
Ec.·Ci~31al, para el modo' n ='t y,~·-= 76°. ·~a longitud de onda A y 1 son tales 

·1.uc·. k
0
i =·_:6~ c-(.d-~~~t~\-~~:·:~~~o·:·i~ot~·ópico· e~ = o. 

,···~<. 

Ó' 11) (1: n=2) 
em "' 1 

-o.4 -o.z 0.2 0.4 ~·.· 

l'lg. 4b. Lo •lo;mo que en la F1g.3a para el modo n = 2 y a:· • 62°. 
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De esta expresión se deduce que la varianza de los •odos perturbados es menor 

que para los modos no perturbados, es decir, la energia de los modos 

perturbados esté. más concentrada en la parte central, o blen llenos dispersa. 

En este capítulo se ha mostrado, de tres maneras dlstlntas, que en una 

celda nemátlca en configuración planar es posible producir un efecto de gula 

de onda aediante un mecanismo físico diferente al usual (reflexión total 

interna). Primero, a través del cora.portaalento de las configuraciones del 

nemático que son mostradas en la Flg.2. Después, mediante las Flgs. 3 que 

muestran el comportamiento de dos modos normales del campo eléctrico a primer 

or:den en c./c, los cuales exhiben la tendencia a que el campo se concentre en 

la parte central de la celda. La densidad de energla electro•agnétlca u
0

• 

muestra la mlsm.a tendencia, según se ve en las Figs. 4. Sln embargo, es 

importante enfatizar que este análisis sólo es válido para nemátlcos poco 

anlsotr6picos, 1.e., hasta primer orden en la anlsotropla dieléctrica c
4
/c. 

Esto no constituye una limitación severa pues existen numerosos nemátlcos 

para los cuales esta anlsotropla es menor de un 10X [30), pero es necesario 

mostrar que el efecto existe globalmente, o sea, a todos lo órdenes en c./c. 

Este seré. el objetivo del siguiente capitulo. 
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CAPITU..O 11 

EFECTO DE GUIA DE QllDA EN EL LIMITE DE LA OPTICA GE<».ETRICA 1 

Aqui se considerarán nemátlcos con aslmetrla dieléctrica arbitrarla, 

pero se imponen restricciones a la intensidad y a la frecuencia del haz 

incidente. Esto es, se exige que la intensidad del haz incidente sea mucho 

aenor que la densidad de energla elástica del neaático y que su f'recuencla 

sea mucho mayor que la f'recuencla caracterlstlca de la celda dada por c/l. 

Empleando estas hipótesis se obtiene la ecuación de la elkonal para los rayos 

ópticos y se calculan sus trayectorias anali tlcamente. Se auestra que éstas 

se desvlan hacia la parte central de la celda lo cual implica que el campo es 

aás intenso en dicha reglón exhibiendo así el efecto de guía de onda. 

11.1 Trayectorl- de rayo 

En esta sección se calcularán las trayectorias de rayo de un haz incidente de 

Intensidad baja, ésto es, de un haz cuya intensidad sea •enor que la densidad 

de energla elástica del neútlco, 

q << l. (2,1) 

Con esta suposición la discusión se restringe al caso en el cual la dlruialca 

del campo está. completaaente desacoplada de la dlnlimlca orientaclonal, collO 

se puede ver de la Ec. (1.11). Asl•lsao se consideraré. que la frecuencia del 

haz Incidente es tan grande que satisface el ll•lte óptico k
0

1 >> 1. 

Siguiendo el procedimiento usual de la óptica geoMtrica (36,371 

supondremos que los aodos 1M, Ecs. U.6), se pueden escribir de una foraa 

slallar a las ecuaciones (1,5), t!isto es 

(2.2al 

1 
El contenido de ••te capitulo e•t6 en la rererenct• (35) 
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(2.2b) 

AQul iWcr·J";·is Út r~~i·¿,~:·~~raclári~t{~~ .·~~-:-~1~1·¡¡~~ Yt- como es· .. bieil coriOC'1d~ 

!~.:!~g:~::f::nt;º" 1:u:tf:::ic1ia••.~;¿;Ja.cª(:t.~:~~6flt~:~;~:::Jc:~>;~~Y:ºJ~~~· ::·· 
general. so~:)·urlcloneS··comP1~J~s dé' 1 1'a ,pOsi.Ción:~~sUStituyen·do- las· .. :Ecs·~ Ci.2> en 
:las ~6u~·610~~~ ;,c1.-21<·~~/0bt\e·n·e·.- ::/ , .. ,.,, ;::_:: ·-.·:r---~-~-.:-.>· ,,· 

-~ .. - , . . . ·.~·.'s .. ·;.! -.<-:: •:·· ..... ·, 
;·~<-?·::_·. •:; " -~: ·''" 
~.·e,;~ CBW/~l;J C~W/axl;+ ~~)~~;a~')2 ~·~¡;< 

:,,~'-º-· 
.· ;_: .. · ... "'-

(1/koll fr~~~~w/a5~· ~· ~;.)\~;8~~ ~ c~~.)¿c> caw/at;J + 
__ ,:,; 

·cae•/ª~> ,~;/~~> ·~ ,ca~~ix> \ad~'~?~c>f 
~ .·.'' 

en donde'x = )i., ~l:r~; b~e:r}··to{!E :r¡ 11~1:t~C6pt~co en e~t~ eéuacl6n, .se 
::~::~:~ t:·:r:~:{t:~t¿~~1f kK~M~l!if n~r~· ~t:: ::::·~1:r:::\·cida <como · • 1ª •·· 

' ' "<,_::-~ .. , '-· , - :.-:· _•.:;i:_~ .. ;- . ' .,, ':~2·\.-\.~}:> ~ .. ~.~.-~. ' :?;:·>-... -~ .. -)<:' _< - . , .. ..-: . '.' \ .·:; ;-- ,: ' ; 

c~x ca~/~xl~ '+.~~~ ~~~;~{!~ ~·:4f:t (6:íi/ax>.c~~<.~~i;j ~;.~;1~i· ,;; ·•c2,:Íbl_ 
•:~-- "<-\ .. " .,.,.,¡,:: :í ·-:/~, ./:· . .:::-:· ~-:-. < .. -· ,.' 

N~te·se .::ci~~ ~-:W-cx;-(1' --~~pe~de. _d~ ---á~S~1~,. ci~·?~eO~í~·~t~c-16Ti1 :'0 ~a' ·~tr'avés- d~-~ las 

cOmporientes· dé- ·e· . .,<. 'él'adas· ~XP1i~:~-t::~;n·~-~-t~:~en·-.!~a-:.'EC;:·c i -: 4·, '.>/~-· .. , -.- :>;< _-/ .. 
·.· .. •. _.,.,-.,~«·:··,_·;IJ.>, .. -,: .. ); ·1:.·.·(,-_¿,; ·'·-' ·-'.\. 1_,::;.: ... ·\~:"' -~- · 

· ·., ~,;·· ._ - . . ...... -> . ·: ·-::<t: .' -;: . .:·:·:.:: '.~, :.-.::_:. ~-:::-.-~ <~-é; . .,::,~:~:¡j~\:::_:·;~·-;:'·: _,_:~:;:~\,:~E·> .. :·· • . 
La éc.u~c i ón ae ': la ; ~ 1 koria r ':sé ~.-~. u•' .. ,~~-e_. •.•.·. r~_s ... _ ~~~e,\.'.~.:·.- ~.e,·.·m.·.-t .. 1 .. ~~~~.º.'.·.;.>.'.·.1, .. ~ ·>_S·ig~e:n t.e 

·trans·ror:n;~ci6ñ·:ºc~n6Dl-c~- · _-. .,... ..· - _ - -;/:·:~.-- . 
... ,.· .--~ ·' ¡:_·-~::_ :_.~_~:-:· '' ... \~:.-~~-< '\,:··.· ;;:.-~::" . ·,' 

.· .. 'wc¿J;.px<;sc~J: . ,;;-_;;/··· ': .. '·. ',' ' .,'.>/:? cz:4) 
- - - ,. ""', '1 -.· ~ .... --.~--' :, ' ,,·.:~.-. __ ·-;,,". ·~ :_>:.~·:_·;~, -

Aqul el. ~~r-.~~~\r~~~~- ~-- ~~~~~~,:·,~~~~~:~-~~~~~-~~~,~:!~~~-: ~i~;.: .. :é E:·-~;~~~-~:~-~~-~~~~;i,:~~~~r~_n;n t~~ _de 

rayo_: -~·-.-.1~-;~~r~o. d~ '.e ~-~--~Je-~~-~ S~~ · 1 ~m~-ª~~~-; _ ·.' ~~ ::_~-º~-~ra~_t_~-~-; ~>-~ ~--~-c~~O. _c~n_s~dcrado ·. 

:: ... :rm;::~1f f i!rt15.::e:t~~fü~~?~l~gr~f fl:&~#D~u~t\te/';11~t~~~~:»· :: 
1a Ec. c2. 3b f .. ~e- -~~~~.':!~é-:-1a :S1&uiente·. ec~á.c\~·~.·~ú~~~~~c1~·í -~o¡~dú1ar1a P~z:-a. s 

~:'. . ... ".-: :.' '. ·'-'.~ :: ..... __ - : •. >"'·:·· ·: < .. ,. ·. : .. e (dS(l;J/dt;J 2 + 2p.; ,.ds(;;)/d¿ + p2c.~;- ;;·
1
·
1
·c.1.'·:';;.a;· 

. zz '< • •• ' ' • xz < .... 

(2.5) 
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su solu,cl6ri general toma· la forma -

c2.6J 

en donde s± son C:~~~iani~s de ··1~tegr;;;,16n.' ~1 ~hoi~ se üÚFz~\ la Ec'. (2.4), 
resulta qu: wc¿:.x.·J.está~~dÓp~r :; . ./:•.. ,; ::··· :----,- ,,., .... 

. -.·i;··_:. ·._·_.:,-·.:· ·:< .' ::. · .. ;·-- '· :,-.·.,··> 

wc1.;;xJ · = Px:. :L i. ;;{ cJ,.:~·~;'fci; 1¡é¡cc~~,~~~! >u~J/C.i~ s~. c2. 7l 

:-:'º\ '--.-, ' . ·., ~1 -:;;'.'.'.·--'-· .~<·. 
AhOra·. bl'en-~ :·de .')a·:_ t~or.Í_B:~:·g~ne~;Ú ··de.· 1a·. ecuación de Hamll torí-Jacobl. 

[39) _. sé.~~,,;~ oqu~ A.c<:xi:, sausra~é l~s. siguientes identidades 

..... ' .. · 

P. = BW(l.;.xJ/IÍx,: ... 
.":·.~;·:- -

'' ·- -. 
pz ~ aw(l.;.~J/,a¿,;. 

(2.Ba) 

(2.Bb) 

·. ···~·-

; Aqui ·• 7 ¡.s•,\a·c~-~·~de~~d~ , ~enjugada . invariante . generalizad!l/a ~:. \ ·:p.P z: .· 
d~not~~' ;_:~.~~pe~_ti~~~et:i.~~ •.''~-~as_ co~pon~n~es d~ rayo - ~-_le:> .. larg~ -.~e, ~e:>.~-: ~J~~·:·~ ·y~'· 

:::~·:..::~: ~¡¡;~;~~~;~,::~':id:ii::"Z~I~fü:~\~~:r;r: 
La Ec. (2. Bal éon~~f~ ~;; ~~guienté tra~~~tor'ia•~~ '~a~~· ; 

._;¡ ---·-··::~·~<- <.::··_,._.~,-.·'.: -.·- t'···,·-, ... .. :: 

... ,. -.. ~--: __ ,~"- ;:,;)/-~}_; '-'~ . .:, -. ~?r'.i::-~ ~{> .-- .. ,. ..... 
· .7. = x - 'rfj~, ¡;;:;/i·,~~~,;~Iir~~.~i.2 \ i'.ij~í<ii};~\ , 

; ·•::::::· ,':f '.·fe, ••'.'. .'.¡ :• •' ·.,,'/, ' 
. ,

1
,. ~.'.·"'·,.··-··~~--. -.r.- \':;··.,:o:':~-.;:.·~.- ·•·' .:·:.'i::;'. 

El Parámet~o ,-P.~":-~º~-!~!~_; :c~-ni1~~~··.:::~~-:··~ti~de·~·-.-~~~~es-~~~~-:~-~~:;té'rñilno-s de'i: ángU!o 

de p¡.opagaC16il:~'0::~_:_·qü~' .f~é .. d~;iTn'í'éio'. Por: la·: Ec~-- e i ;·_17 > ;cb·~~ '..~~ ~ng¿.~~~,- ·di-~'~reio. 
evaluando d~/d¿ en l.; ~:o ~~di~~te' la: Eb.é2~9i: /Rrisulta 

.. ,·-,.:,·.,·' "'-:'--:'-

(2; 10) 
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Es importante sen.alar que el cálculo explicito de las trayectorias. 

Ec. (2.9), requiere conocer expUcitamente los coeClcientes c
1
j(9) .. En esta 

sección sólo se considerará el caso para el cual la dináalca del cupo está 

co•pletamente desacoplada de la dinámica orientacional, lo cual equivale a 

to•ar q =O en la Ec.(1.11). En este li•ite la Ec.(1.5) se reduce a 

(2.11) 

Si se resuelve esta ecuación para las condiciones.de i:-rontera 9((' = ± 1/2) = 
± w/2 y se sustituye esta solución ·en :1a···Ec.J2.9J~ -_la ,tr~yec~oria .·de rayo 

·:"·=-· ,~_; .- ·: :,~ .. . 
·'·/~;:, ···::<. 

·.;;; 

resulta ser 

• ,,. e ) ,, o - (co/2i i~¡,/z~}) 
Cc1-p ) [l! - 7.-+ 2/1r ln .'!~ ~~ .::·~: ': ·;.;:~:';;.:·~:-;~ :'.;~ >:·_·«.: 

= ± (2p/1r) (e 4/c~Jl 1 ~.~~ ~:-~~;<~/.~-~~<·~~~:t~~~~:.;~ :,~:(f~. 
"~ - - _;.. .. -.-, . ~:· . :;-:,. ·.-_·; .. 

·en donde n (s,b,w) es· 1a'::i~í;;~~-ai\:~"1i~~lc~~:}~~~~-p{~t~· de tercera ·c1aSe. 

definida como (40) 

: . .- . __ -_. __ ·._·-_ 

Los argumentos de 11 se han- identÚ~icado COllO ~ ·=<~~~~ 11 ·~ 
-pªJ. 

II. 2 Resí.....,• d6b11 y f'uerte 

Nótese que de la Ec. (2.12) se inf'iere que p está en el intervalO que va 

de O a c 11 , debido a que « se halla en el lnterval.o O '( · ci <' w/2~ ·La·s 

caracteristicas de las trayectorias se pueden descrtbiZ.. de •anera conveniente 
2 2 . . 2 

en los siguientes subintervalos de p r O < p < c 4 y ~4 <· p ·< c 1, que se 

llaaarán respectivamente régimen débil y réglaen fuerte. Aqu1 1 como se verá a 

continuación, el término débil indica que el efecto no siempre existe en el 

primer caso mientras que es mis intenso en el segundo. A continuación se 

describirán separadamente ambos regímenes. 

Considérese primero el régimen débil, o,.< p 2 < c
4

• para el cual la 

trayectoria de rayo. Ec. (2.12), está bien definida para todo (. Debido a que 
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n (s,b,w) es una función •on6tona creciente de l;: (veáse referencia 39) la 

trayectoria tenderá a doblarse hacia la parte central. Mas aún, la 

dependencia de ll con p es tal que la trayectoria se desvía más hacia la parte 

central de la celda para valores de p cercanos a O, que para cuando p está 

mis cerca de e J.. 

Para el régimen fuerte, e .L < p2 < c
11

, las trayectorias dadas por la 

Ec. (2.12) no están definidas para todo ( en la celda, de hecho se confinan al 

intervalo ICI < (1/•) arcos[ (p2-c.L)/c.J. Es Cácll mostrar que para valores 

de ( que se hallan fuera de este intervalo, la Ec. (2.12) proporciona valores 

co•plejos y que cuando ( -> ± (1/•) arcos[ (p2-c.L)/ca], entonces x -> :t m; 

ésto es, el rayo se confina a una reglón 11ás estrecha en torno a la parte 

central de la celda. Esta condición define las asíntotas de la trayectoria· o 

cáusticas (puntos de retorno). El ancho de esta reglón varia con p y tiende a 

cero cuando p -> re;. En consecuencia el téllftafto de esta reglón depende del 

neaátlco especifico. 

Estos co11portaaientos se ilustran en las Figs.S para MBBA [40) Ce•= O. 7) 

y SCB [41) Ce• = 11.3), en donde se presentan diferentes trayectorias para 

diferentes ángulos de propagación a y para '1 = o. Las trayectorias se 

obtuvieron escogiendo el signo negativo del segundo término del aleabro 

derecho de la Ec. (2. 12). Se muestran co•o referencia las trayectorias de rayo 

para un neaático homogéneo e lsotróplco, así como las caüsticas 

correspondientes. En_ la Flg.Sa se •Uestran las trayectorias para Cl = 45º. La 

curva dibujada con el trazo (- -) es para MBBA y por el trazo (-·-) es para 

SCB; coao se puede apreciar dichas curvas en efecto se doblan hacia la parte 

central de la celda si se coaparan con la curva de trazo(-) 1 la cual 

representa el caso lsotr6pico. Estos coaporta11ientos auestran clara.11ente la 

existencia del efecto de gula de onda en el li•ite óptico. 

Mas aún, estas curvas muestran tallbtén que el efecto es más notable para 

neaiticos con mayor anlsotropia dieléctrica callo SCB, trazo (-·-). Este 

comportamiento se observa de manera más clara en la Flg. Sb para a = 75°, en 

donde el paráaetro p para ambos neai.tlcos, (- -) y (-·-) se encuentra en el 

régimen Cuerte. En dicha figura se observa que la reglón en donde se confina 

la trayectoria para SCB es aás estrecha que para HBBA. 

Es necesario sefialar que las gráficas para las trayectorias con el stgnO 

positivo en el segundo término del •lcmbro derecho de la Ec. (2. 12). se 

obtienen toaando la inversión de las curvas de la Flg. 5 con respecto al 

origen. 
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CAPITU..O 111 

EFECTO DE GUIA DE Of\DA EN El LIMITE WKB1 

De la misma manera que en el capitulo 11, en este capitulo se 

considerarán nemá.tlcos de aslmetrla dieléctrica arbitrarla, pero exigiendo 

que la intensidad del haz incidente sea mucho menor que la densidad de 

energia elástica del neraático. Sin embargo, a dlCerencla del capi lulo I I, se 

relajará la restrlcc16n sobre la f'recuencla del haz para tomar en cuenta 

frecuencias menores. Se muestra que para ciertas direcciones de lncldencla de 

haz óptico el efecto de guia de onda persiste, exhibiendo que la densidad de 

energía electromagnética asociada a los modos 1M se concentra entre un par de 

caústlcas en torno a la parte central de la celda. 

IJI.1 Loa Modo• TM en la apro•l-clón VICB 

Es importante enfatizar que limite óptico, t.Jl/c >> 1, estudiado en el 

capitulo anterior, sólo es válido para frecunecias del campo muy grandes. Por 

esta razón serla interesante discernir si este efecto de gula de onda 

persiste para frecuecias más bajas(~ 500 A), tales como las 

correspondientes a láseres He-Ne que emiten en el visible y tienen potencias 

bajas (1 mW) [43). Esta motivación se refuerza en base a que los fenó•enos no 

lineales que se han observado en cristales llquidos nelláticos son de hecho 

producidos con esta clase de haces láser (44, 45]. 

Para considerar frecuencias más bajas, se deben calcular los modos TH a 

primer orden en el parámetro l/k
0

1, en contraste con el ll•lte óptico en 

donde todos los términos de este orden se despreciaron. Como se mostrará más 

adelante, este orden sucesivo que va más allá. que el limite óptico, permite 

calcular todos los IDOdos del campo electroaagnétlco en la celda, a diferencia 

de lo que ocurre con el limite WKB en •ecánica cuántica. En aquel contexto, 

1
El contenido de nte capítulo •• halla en la ref'erencla (42). 
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de lo que ocurre con el limite WKB en mecánica cuántica. En aquel contexto, 

este li•lte es una aproxh1acl6n que sólo permite calcular la función de onda 

para los estados de energla grande. El limite WKB que se ha definido aqul, 

lill/c > t, sólo impone una restricción a la frecuencia del haz incidente y 

deja libres a las componentes del número de onda. Por lo tanto, este limite 

no es una llmltaclón sobre la envolvente espacial del haz sino sobre el 

comportamiento temporal del haz. 

A continuación se calcularán los modos 1M dados en general por las 

Ecs. (1.6), ~ primer orden en el par~etro 1/k
0
1. Como es bien conocido esta 

condición define el limite ~ (46,471. que corresponde a tomar la siguiente 

aproximación sucesiva a el llmlte óptico c~nslderado en el capítulo anterior 

en donde éste f'ué definido por la condición k
0

1 >> 1. Para este f'in se 

supondrá que las amplitudes de los 11oclos TM Ex((',k
0
), Ez((',k

0
) Y H

7
((',k

0
), 

son de la forma 

(3.la) 

H ((,k l = H exp [lk' lS[(J l.. 
y o y , .. :·.-·o ' .. ' .. 

(3. lb) 

en dond'.8 _S((') -~stá·. r~i;~i;;~~da ~Ori W(r) mecUante '·la Ec. (2.4), y sa~~sf~ace 18. 
: ~ " 

siguiente · ~.~u~cl.6~ · :-. 

czz[d~(()~d(J~ ~ Zpcxz [dS!(l/d(J + ~2 cxx 

Q [l.·~.·. l)[.c d 2 S(()/d(2 + 
o .. 

. .•....•.. < ;: . . (3.2) 

que se obtiene sustituyendo la Ec. (2.4). en la·. E~~ (·2~~~). .. P~~~- .J..ésolver esta 

ecuación .a primer orden en 1/k 1,. se·. supone_.'~:·:.S ... ·=::s!º.1 __ .::., s<U, en do~de 
(OJ O - - - . . ·- . - - ' 

S:t: denota a las soluciones de la Ec. (3.21,: a -orden cero e~. ~/k01, las cuales 

f'ueron obtenidas expllcltamente en el capitulo ant9rlor y están dadas en la 

Ec. (1.37). Sl se sustituye S = s!º 1 ~ s 0 > _:~n .. 1a· Ec~ (2.6)-· se obtiene WUl 

ecuación para s0
' en términos de s!º1, ésto es, 
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ds10 ci;l~dt; = :t Cl/2k
0
ll • (c

22
d2s!º' lt;l/.dt;2 

+ Cdc./di;l lds~01 lt;J/dt;l 

. : ~ P. (d~ •• ~dt;)F(cj1c! (c
22 

-p
2

)}
1"c Ó.3) 

La solu016n g~neTa'i de' ~;·f~· e~~~clóñ se ·puede obtener fác~Íinente E7f~c~u~~do: 
la ~u~t1tu~ló~·: · . .·- .. 

·•· .. n ·• ~ •• ds~~~ciG~·+ p: .. ·= ·<"u"i '"•• -p2 >>''2 
,· 

·::;.-

set;) = s!º'.ci:i: ~ Cl/~~011 In ca1 + c,1, 
-- ',.;" 

'(3.4) 

1:i.s1 

C~ son' 'cOri·~t~nt~·~;·:·d~.'irlfeá:~~~lón' que -se :determinarán mas adei'a'1te~ - ~ partir· 

·de ·1a~-:-~ó-~dJ.~Í¿~-~~'.,_:.:~~:(r~~~t~rá_ .. Sustituyendo la Ec: (3.5) e~·- Í~ -~:<p"res16n 
"se°ner~i; (3.}~J. se :·~bÜenen fa~- s~gulentes ex~reslones Para H~c~:~~·-, 

Íc;,-~,l/~~zz -p~>-> 1 "-4 e~p(-lpk0 1 I~1 /2d71 _c~z /c:n) 

.. ··.· < i; 

. ["oy+ 'éxp(~ikolf_,,.d11 rci;,lco)) + 

• H
0
,_ ~~PHk,1 / 1; 2d11 .f(t;,k0 l], (3.6) 

en donde 

(3 7) 

En el capitulo anterior se mostró que las caracter1stlcas de las 

trayectorias de rayo se pueden describir convenientemente en términos de dos, 

reglones en el Intervalo peraitldo de p2, a saber, régimen débil para o < p 2< 
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e J. y régi11en fuerte para e J. < p 2< c
11

• Aqui el término débU indica que el 

efecto no siempre existe en el primer caso, mientras que si existe es aés 

fuerte en el segundo. De hecho, se mostró que en el régimen débil no hay 

asintotas o cáusticas para las trayectorias de rayo, mientras que en el 

fuerte se encontraron dos caústlcas que confinan al rayo a propagarse por la 

parte central de la celda. A contlnuaclón se considerarán ambos regimenes 

separadamente. 

III.l.l Régimen débll O < p 2< ci 

Antes que nada, en este caso es fácil verificar ciue HY((,k0 ) es finito 

para todo ( en el interior de la celda, sustituyendo directamente en (3. 6) 

las expresiones para cxz y czz dadas por la Ec. (1.4). ·Una vez conocido lo 

anterior, es+ necesario determinar tanto .las· amplitudes Hoy± 

exp(-ikl 0 (C:l:+S~)) como la fase J_~,2dl) f(11 1 k0 ) del campo, las cuales se 

encuentran mediante las condiciones de frontera para ·ros modos 1M que fueron 

discutidas en la parte final de la subsecclóri.·1.1.2.··Si·dichas condiClones se 

imponen a la expresión (3.6) se encuentra, ~r un_-lado, que H0y+= H0,._= E
0
/2, 

en donde ~ es la intensidad del campo lncldente y ·Por otro, que los valores 

de p n que determinan la fase ·. están .dados · por la - siguiente ecuación 

trascendental 

(3.8) 

en donde n es un entero positivo. Nótese que en la expresión anterior, la 

cantidad entre paréntesis rectangulares es la compOnente de rayo a lo largo 

de la dirección z definida en la Ec. (2.Sc), Cuando dicha componente se 

integra sobre la coordenada z ce = z/l). se obtiene una expresión que tiene 

la estructura de una integral de acción en el espacio fase correspondiente y 

por tanto es análoga a la condición de cuantización. 

La Ec. (3.8) se puede reescribir en términos de los ángulos de 

propagación permitidos «n sustituyendo la Ec. (2. 10) en la Ec. (3.8). La 

ecuación resultante se puede expresar en términos de integrales elípticas 

completas de primera y tercera clase [38), las cuales están definidas, 

respectivamente, como 
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(3.9a) 

(3.9b) 

De esta manera. :~i .. f:º· ,c~:.sJ;:toma ... 
2Cc11 tO:n2~~;c¡ifr:•f#'ic0 ,ct~ll~1~.;l /cJ.+ llc1 JJ -

' '.-. -·.'·.::·· .. :.·· :.'.·: .\ 
11 ·[c

0
/cu, .c

0
(tan2[;.

0
) /cJ.+ llc11 JJ/{I + Cc,_tc11 l cot2 !u

0
HJ} 

(3.10) 

Empleando los parámetros materiales para HBBA y SCB, se puede resolver 

gráficamente la Ec.(3.10). En las Fig.6 se muestra· n como f'unc16n _de «;· en 

estas gráficas los valores permitidos de a son aquellos para los cuales el 

valor de n es entero, a su vez, los valores permitidos de pn se obtienen de 

la Ec. (2.10). 

Una expresión explicita para H,.((,k
0

) se pue~e ·obte~er insertando H
0

y+ =

H0,._= E0/2, en donde ~.18• es densidad de energla.~~ .la h·az ::lnclct:ente: .Y: !Os 

valores permitidos de pn (o cin) en la Ec •. (3.6). De es_t~ forma '·se encuezltra 

quo .. ··. - · ... ·_ .. 
:~~~~-: -~.: 

·(3.1!a) 

• . e . ' 

Las expresiones cOl-resi>ond.1.eDtes para las .co•ponentes restante·s de· tos Modas·_, 
Dt, E.C(,ko) y E~~~·.~oh- se· .. .-·Qbuenen" susi1t~yend~. 1;;· E~.c3.1i~-) <'e~~ 1a~ 
Ecs, (1.6). Esto conduce a' las slgulentes expresiones 
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(3. !lb) 

y 

.. "',", 
' . ~-- :.S. ; ~··~i;~·.-·;\'./: -. '~ .. :· .. ·: -' ·-.. ·. ~. ~~ . ' .. 

E2 ((,k0·~ .. =·.E
0 

[ (_c
2
z -~n>·:::. /c~·zl · .. ~x~_[.~l_p~k0'1::.r -dlJ:_cX~~c22 ] 

. .-.-·:.· .. '¡ :1.12 

:: ,:•\:· 
{p~ co~[k/:~~:~:~<'.fk0 ;Í + lc .. [(czz-

.·sen[Ú J~:~Si(.k0 JJ}; 
-:1/2· ¡'. 

;·, - ~ -'. ' '. -. . ,·. - ' . ~: 

Un resh.í Í:~do J.~~~-~~~~te :é¡ue. se· lnf"tere de la Ec. (3. 8). es.\"~· ireCueO~la 
de ~ort~. "e'. ~~:·_la. ~uta. de onda en conslderaclón. "'e está -~-~-e~-~-?.dci_.-'.)~~~-·-}.~· _, ,. 
cond~c16n de,-que IJ, que es la componente x del vector. de_. ond_~-~·:.~:e-~ nu_la. 
Puesto._que_IJ·= p_k~-. basta tomar p =O en la Ec.(3,8)_ para ,:obtefier.dlcha 

frecuencia, ~sto es · · :/.;: ' 

"'• . .'i3.- 1.2> .. · 

UI.1.2 .Réglaen ·.f.uer,tec i <~~~ c 11 ·.. ,_·;., •. ·-: ·~~;:~ , .·~x : \,.~\i, .. •· 
moStr6,: ;~~:~\~:,~g /~~~·~·~·~-~ºº~, ~~te~i¿o:¿.;~· ~:p-~r~:: ·;·_est~ :'· ~b's1·m~-~ 

trayectOr1as _·d.; ~~Yo· ~e·; c·o-nf1DB~ .·.;nt~-~':_,ei<: p~r·-~d~ ·'cá~~ti'~~~~.1~c~1l'Ziida~· ~n·.·· 
Como se· 

'··;.•· :'.'>:·., .. ·.;: ... :' ·":>···.·-·:'· .. 
' . ' 

·.'= ~-· ± a/~~·~(í··~~-~·.;~:~~;d~f(;(cp2 . .:.c.i )/ca] .... -.- -,, •. , .. ' (3: 1:ff 
,-:'.t' ;.'~, ';'.:·:.:·f.· . .t:;'.:;-~~-- ··~-· 

Está bieO eS-tablecido"C¡ue en Ía· _vecindad de una ~áusÍ·í~~···i~<;~~·P1~e·s·Í"6ñ :·{3 ... it~) 
Y~ ~o es·: ·:v.iÍda .[48.Í, .. Y que . en , su lugar se . deben«. eñiP·i~~r,¿~.i-~~~\:i ~~g-las·,:~·de." 
conexiórl en-. la áproxlmaclÓn semi clásica, válidas en .. · 1a .. ~~~C~~d~d:.:.~e,:~n·:. P~t~ 
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de retorno (ZJ). Estas están dadas por 
. . 

Cl/ff l sen!!( rn;' ldl:'+ w/41 '-> Cl/ZVF ¡:~x~L7J( ~e¡;• icif1; CJ.14al 

Cl/ffl cos!I( rCl;'ldl;'+ lr/41 ->.·- (J.14b) 

en donde se ha deClnldo 

. . 2. ' '.. i/2 <-'·· ~-» 
J:'((,ko) ª .. <cllcJ. (pn-··.~~z~>,.-_-./~~~."-.:. 

-.. :·~.-,' .~~.·. ": .. :. <--·:;;:-·:: . ~',::: .. _:,·~ .... _/:',.,, ··.; 

:::;r.;S~'R8~0J~Yf 2rif~.~~:~E?!~!!:~:2·· 
.'- ·. -•.:.•:' .. - .··;:.- ·,',•. ··;·.:··.:>>_',c.' : .. ·.·,;~' ,' 

:., ·: .·.) . ~:';/ ... ·-' ' ··: :-°' 

H,c¿,k~>- if:~/,cp:~~~)'.~~1:~"PM~~?~i. ~(~{~ •• /&~.> 

'~"! ;,;., ;~;f c< ,, ~: .re ; ; ,. · · 
. . • ; ,: .. :.: :-~··:·: • : ,;",-.;. :. :;::1.-·1 

Para ,el int~~~al~.f < 5 <;i;:.H,~{~k~);~e~:tA <!~+ por. • 

H7 Ci;;k~l ~-·•~ ;k /.CC" ~p2 Í~':j,~t~¡di¿i·~(i~·c' /e 'J · .. 

[~<-~;~~i~~~;.~:Jt~ii~,f ,.-; .. ~J .. 

(3.16a) 

·. exp(k0 1/~~~··f~~···k~ll:ie~(~ji/1i.t~.ir.~.~·0 l~'."):1 ]_; .(3,'16b) 
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(3.16c) 

. ' . .. . ' . -
Para ·e1· régimen fuerte.:~~ .exP~esión .aná_Io88 a· la· Ec. (~. 8) toma la f'orma 

= senh[2k01J1 ~~{c 11 c.l (p2
- e ::);;~2/: 'L (~.i7l 

a . .. .:;;~. · · zz ... , 
::,;:;· _, _"/ <~:::.:-_:., ·. , . 

=~- ~=~::;n::::l:: }:::;~~:::::~l~i::~:
1

:z~~fiff:~I~~~~~t:tf f~i~~~~d;[~:·· .· 
ri~s · .1.i~~a:. a 'una ecua.ción tr~sccndental p~~a. a: :, ·: c'~~a; -e~~~~~l¿~~.~~ltcl ta es 

demaSiad~:; larga para incluirla en. ~l texto prl~clpal ~or'.:'lo. que·:·:Se' da: .. e~-el 
· apéndice A. El punto Importante que debe enfatizarse·, ·es. Q~~··. _:_i·a.·· 'SOtuclón 

gráf'l~a de dicha ecuación determina los valores parm1.tici~~ de ~n en el 

régimen .fuerte; Estos valores se muestran en la Flg. 7 para los nemátlcos HBBA 

y SCB, y están dados por medio de las 1ntersecciones de ·las curvas tan(x) and 

senh(y) definidas en el apéndice A. 

Una observación importante que se puede inferir de las expresiones (3.8) 

y (3.17) es que la última adquiere una forma similar a la primera cuando n es 

grande. Para mostrar ésto, debe recordarse, por una parte, que k01 >> _ 1 en 

dicha ecuación, puesto que ésta es válida en el limite WKB. Por otra parte, 

que debido a que el limite de integración "a" es una función de p2, dada por 

la .Ec. (3.13) 1 y es tal que cuando p: -> c 11 , que equivale a consl~erar modos 

de orden bajo, el Intervalo de integración del miembro izquierdo de la 

Ec. (3.17) tiende a cero. Por lo tanto, el miembro derecho de la misma 

ecuación tiende a un limite finito. Sin embargo, si el valor de p: no es tan 

cercano a c 11 , pero todavla se encuentra dentro del régimen fuerte, el miembro 

derecho de la ecuación (3.17) es muy grande debido a que k0 1 >> l. Esto 

implica que tan(x) es igual a un número muy grande por lo que la Ec. (3.17) se 

puede aproximar por 
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a 
k~lf. d11<c 11i:J.(c -p

2 J> 112
/c = n•. 

-a 
(3.18) 

en donde n os un entero positivo. Nótese que esta expresión tiene la misma 

estructura que la Ec. (3. 8), la única diferencia es que la longitud del, · 

intervalo de integración se ha reducido a la reglón en la c1:1al las 

trayectorias de rayo existen, es decir de -a hasta a. De la misma manera que 

en el régimen débil, las componentes restantes de los modos lM Ez((,k0 ) y 

E,/(,k
0

) se obtienen sustituyendo las Ec. (3. 16) en las expresiones (1.6). Las 

expresiones resultan tes para las mismas reglones dentro de la celda están 

dadas en el apéndice 8. 

Antes de considerar el efecto de gula de onda, es importante seftalar la 

manera en que los valores de n están relacionados con los regimenes débil y 

:fuerte. Esto ya se podia observar desde la Ec. (3.8). En efecto, puesto que 

e es una cantidad pos! ti va definida y los limites de Integración no 
zz 2 2 

dependen de pn 1 el lado izquierdo de dicha ecuación es mayor conforme pn es 

más cercano a cero; es decir, se tienen modos altos. Complementariamente, si 

p: -> e i, el valor de la integral (3. 8) decrece y por lo tanto el valor de n. 

De esta manera podemos decir que el régimen débil contiene los mlmeros de 

modo más grandes• de la guia. Por otra patre, nótese que la Ec. (3.17) para el 

régimen Iuerte tiene el mismo integrando que la Ec. (3.8), sin embargo, en 

esta última los limites de integración dependen de p 2 a través de a. 
2 n 

Entonces, conforme p n -> e 
11 

el intervalo de integración decrece y tiende a 

cero, de donde necesariamente n toma valores enteros pequen.os. Puede 

concluirse que los valores más grandes de n, ésto es los modos altos,_ se 

encuentran en el régimen débil, mientras que los modos má.s bajos asociados 

con valores pequefios de n corresponden en régimen fuerte. 

III. 2. Densidad de eneraía electroaagmltlca en el lí•ite VltB 

Los resultados de las secciones previas ya sugieren la existencia de un 

efecto de guia de onda en la celda. De hecho, nótese que las expresiones 

anaUticas para H,.CC,k0 ), dadas en las Ecs. (3.16l.. dependen de tal forma de 

( 1 que H,.U;,k
0

) oscila en la reglón central -a < (" < a, y decae 

exponencialmente en los intervalos -1/2 < ( < -a y a < ( < 1/2, mismos que se 

locallzan cerca de las placas. Este . hecho indica que los modos "1M se 

concentran en la parte central de la celda, lo cual sugiere un comportamiento 
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de guia de onda. Sin embargo, ésto sólo se puede exhibir de manera preciSa 

analizando el comportamiento de la correspondiente densidad de energla 

electromagnética u_C(,k
0

) como función de (. Esta cantidad se de
2
Cinió en 

general en la Ec. (t.30a). Considérese primero el régimen débil O < p < cJ.. En 

este caso los modos TH están dados por las Ecs. (3.11), que al s:usti tuirse en 

la Ec. (1.30a) se obtiene 

(3.19a) 

con 

- ~ • '.· < : ' :_. - -

_,._ : , .'· -_ ·~ - .. -.' . . a . - - --. . . , . 
·~~ .. tes,-:' .. ':l~~--7.~!',º.:.czz= .. ~J.+ ~11cos •(, A((,k0 ) es ~ay.ar en las pla~~s:(.( = ± 1/2) 
que·e~ la.:parte .. central de la celda,((·= O).':ESto·:.imP11·c~;·que-pa.ra el 

. régt·~~n .···~~~l.~~·.;,;~· ... va16~ de la densidad de enersla·.::~s. :"~·;y~~', ce~ca: - de .. las 

pla'ca's.:,· .. ~.s~·e.~ comp~r~ainiento se muestra en ia· :·~lg.8.-· .. ~n·<.;·~ond~. ··se· gr.~flé:a 
~<· ((;'k1·:; ~óm~·.~: fu<n~ión· de e; para dlferenteS án8~l~s: '~~ ': 1~6~d~~~ia ~-« , · t~nto. 
-·~=-~:-~ ~~~-:~.e~~~',.· p~ra SCB. Estas curvas ·: ~ues ti-a-~·:-:-q~~:~.·~~ ::· ~-i ·: ·\.~-é~i.~e~ · ~é~l l no 

,;,;.:~r.7; .. :· ~-:.::.,:· .:·: . .gj,gi~~[J;7 . ,. ,. ~ 
sústltuyen .las expresiones para.,los."campos,~H:cc;,k-·),; E cc;,k· L.Y .. E:cc;,k·) en 

=~s. C ~~:~~~a. 
2
w;,e se ~~:;en~ r.;spectl 0~~~~t: '.>'"'.'f~r,;:[{!~f ~~ ~~~ ~ ~ i.~ f6 i·: .'. y 

0 

1 as 

u .. c~,k0 l = CE~/8~) · C~11~~/(p~-~:fi\S{[t~2;~~h·~;co~h;Zk~l: . ,. 

·/cÍ~ rc~\i'1]. ; 
-1'-(.2. - .· ... ·- :· - _'. ,,, 
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Fts. Sa. Densidad de ener&la electroaagn6tlca para un Anaulo de lncldencla 
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2 2 . i;· 2 
(ll '.'"a- .>.sen(2k

0
1:

0

d>J·f"(>J,k
0

)J + (2p /c .. )cos(2k
0

1 

::d" f"(>J,k0 n].> • 
. . . 

cuando -~·.( C-.<a~·· Finalmente 

u~;~.<> =·c~;~irl .• (c 11 .;l<<p2~<.n"2 
_:_ ....... ':;~:~/· .. :. · ... ~··<<\'::·'··::,-- ·i,2 .. ';- :-. . 
[.(p2/c~¡.l)- coshl2Jc0 1Jl;d>J .f"(>J,k0 1J], . 

(3,20b) 

(3.20c) 

para er· intervat-o a'·< 1;: .< _1~2. -,_En,- esta·s-, ecuactones· se ha· emP1e.ido ia. 

abr'evtatiíra 

- 1/2 
ll • l/tr = exp[-k

0
1J

0

d>J f"C>J,k
0

)J. 

tas 8;ráftéas de estas expresiones para HBBA y SCB ·se presentan -e'1. .·la :Flg-~9 
·'···: ·. - -. 

para valores distintos del ángulo de lncldencla. Prlnieramente, nótese .qtie_'en 

contraste con el régimen débil, cerca de las placas, Cl; ·=· ± t~Zl·~:·i.~ -. -~(¿:Íc .) 
. .' .. ·,;.-·.e:-.-_-. o. 

es prácticamente cero para todos los casos. Has aún, la· energla_· contenida en-: 

la reglón entre ambas caústtcas es mucho mayor que la e~ergi~ .iü~~·~~·c.f~ :~ii~~- ,
Esto se puede mostrar CácJlmente integrando las Ecs. (3.20)·· ~n·:~~·St~S ·doS 

reglones, ésto es 

y 

l/2 

expl2k
0
1I/'1 f(>J,k

0
.>1. 
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F1g. 9a. Den•1dad de energ1a electro•agnét1ca para un 'ncuio de lncldencla a 2 . 

• 77. s 0 para HBBA en el r611 .. n f'uerte. 

2 

1.5 

C00stica Cáustica 

-0.t -0.05 0.05 º·' 
Fls. 9b. Lo alsmo que en la Fls. Sa. para a 1 • 70° y SCB. 



El cociente de las .expresi?nes anteriores, a. orden dominante en k
0

1 

result8 ser 

J'ª dt; 'u (t;,k J / J'"2d( u (t;,k
0

J '"k
0

1. 
o . • o a . em.. . . 

(3.23) 

'· ' , 

Puesto que en el limite ~ Jc
0

1 > ·· 1 1 :. s~· .. CO~~luy~ entonces que la energía 

contenida entre ambas caóstlcas · es. mÚch0 .. 1 m·a.Yor que la energía fuera de 

ellas. En consecuencia, este compo~t"iunYe~i·o···P~~~ .u rc;;k ) muestra que en el 
. . ... ,,,·.~·.····;'. ; .. ',,: - ell o 

limite. WKB aún existe un e.recto de.-gui.a.-.d~."?n~.a,, que. concentra la densidad de 

energía electromagnética en la pai-.t·~ ·.7~ntra1 ~~e: .1.i celda. De hecho, como se 

P1:1ede observar de la escala del eje' (':._en· la.Fi8.9~ este efecto es mucho más 

intenso para los modos de orden baJ«;·c~ :·~·· Í L. X. . 
En esta sección se mostrÓ que ··~J:. ~f.~;ctO·~d~ ·gu1a de ondas estudiado en el 

capitulo I, por medio de un aná11~1s<~rtu¡..b~t.L'V~· ~n· cvc, existe a cualquier 

orden en ca/e. Esto se most"ró·. ·ca·~C.~~81:1~º './1.~ -.':_c_f:~,st.ribuclón espacial de la 

densidad de energla electromagnétlc~ iJ:.''.·c. 'Vá1úi8:: ·en·. el limite WKB para los 

regímenes débil y fuerte, respect1Va~e~
0

t:.-·:.:p~r<.~na parte las Fig.8 muestran 

que el efecto de guia de onda se pterd':' ·,~n 0(.-~~~J:~~e:h··.'etéb.il, mientras que las 

Fig.9 muestran que éstes~ hace miis-inÍ:ensÓ en-.ei:~ré&imeil fuerte. De hecho la 

presencia de un par de caósticas en est~. últ'imc;"'\.:égimen hace que la energía 

se concentre entre ellas. '_: :<' 
. .... ;~",· . 

Mas aún, se mostró también que la· interlSidad del efecto aumenta con la 

magnitud de la anisotropla dleléctrlca-. Sin .~~b~r~o, se debe enfatizar que 

las limitaciones de este modelo radican, sobre todo, en las caracterlsticas 

de la sef\al electromagnélica, la cuai debe sér débil Cq<< 1J y de frecuencia 

grande, es decir, c.> > c/l. 

111.3. Conf'iguración orientaclonal 

Hasta aqu1, sólo se ha considerado la ·dináiÍttca de·, las Ondas

electromagnéticas en el interior de la celda. Aho~a '.se··~·~nf~~~~á·· ~Ste. ,an_.\lis~s 
en el ángulo de orientación 9 del nemático .. La ·or"i"ent~Cf.ó~··.'Configu~ab·i~~al 
estacionarla f"lnal, 9 • (~,k0 ). está dada por la Ec. (1.11 ·~ ~----~.6·~~~~ )fue"/,'~~~~·~.··~e 
comentó arriba, dicha ecuación no lineal para e muestra ·~XP1iéitanieñte, qUe . ' · ... · ·. ' . 
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la dinámica orientacional del nemático está acoplada con la del campo. La 

aagnitud de este acoplamiento se puede medir mediante el parámetro 

adimensional q = E!l 2 /SRK, cuyo valor representa la razón entre la densidad 

de energía del haz Incidente y la densidad de energia elástica. 

En el análisis siguiente se calculará la configuración orientaclonal 9
8 

del nemátlco en el limite WKB Ck
0

1 > 1) y a primer orden en la magnitud del 

acoplamiento q. Consistentemente con esta hlp6tesls, se supondrá que 9 = e'ºJ 
+ 0°>, en donde 0<0> =•(denota la s.olución de la Ec. (l.11) a orden cero en 

q, la cual se empleó en la subsecclón prCvla para calcular los modos TM. De 

esta manera, sustituyendo 9 = 0'º>'!' aU> en 18. Ec. (1.5), se oh.tiene una 

ecuacón para 9 u J en términos de e <o>, 

(3.24) 

AqÚi E-:y· E ··~~~-:la.s c~mp~nentes.del campo eléctr!Co váiidas-eri el '1.imit~ WKB 

y ·a. º~~e~-~ ~~r·~~>e~·:-q:,' .. iaS cuales .-fueron. ~~i.~ulacÍas · ~~ ·: i·a.-. S~bsecció·~ ·:: ant.erio~.-· 
CoÓsid~;e~°e _ .~~-~~er~.· e~_,~égimen f~erte, ~ .L ~ p

2
. <. ~ll '. *:º." _l~. ~~re. c·e~t.ral ~~ :1a 

.ce1:d~·_·:~a::.-~."-~.·~-~ .. ~~ Sustituyendo Ex y Ez dados P?i-_)~s_.Ecs.J~·l_) y (B.2) en"la. 
Ec. (3:24) se obtiene 

·. -· 

o~' 1 c(:k0 J = -. q J~ d~J~ d~· (sen2n~· e~ .. - p2 J1:~·~~{[k3:;~~~ n~,k0 Jl 
~( ~e~2•( ,· C~z~ ~P~,'.: ·{:1:_,:."._·~-~~~/~'~'.~·=~'.~{~:.~;~~.>. ~:.~~l~~·I~,~ ~ ~· ~;._.':: 

' .... · :···., -··· - . ' - ,. 

cos2•~' c.~c,,<c,.~~~¡ 5'4) s~;.·,~~0 1 ~~~~.rccr:~0 ll] 
·-· 

/K[c0/Cc 11 -p2 f:~al .... (3.25) 

-·· ~ -, ·~ .. ,·· - -

Nótese que el parámetro k
0

1 sólo aparece_ en l~s·".lrguae~toS d~ ·co52 Ck
0

1·' 

~:/2do- f(cr,k
0

)] y sen2 [k01 J~: 12d~ f(~ 1 k0.)]. Por lo-, tanto. e1tple·ando 

identidades trigonométricas elementales, se puede· esé'rlbir f:1 primei- ··térmlnO 
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de la E.e. (3.25) como. 

J~ dl; 0 gC1; 0 lc~~·lk0 1 /;: .. C(cr,k
0
ll = v2.('1~~¡;0 gCl; 0 l 

' ' .. -1/2" 

+ J~~¡;'gci;'i~~sl2k0Í :~;~{rcr,k0 li), C3.26l 

.. ' .... :;.:. ~.· ~ ' ,. : .. : .~·- '/ . -:· -;..- ::: ::>·;· ·:»~---

en doride gCt;l. :eS :·un~:·: f~·é·Ú~~·. ·1:~d~~~·nd~~~~e -dé.". k. l. PÍJestO: que en el ii~ite ' . . . ' . . - :' o . ' . . . 

WKB. k01. ~'.1, ~nt~~~es ~o~[ik~l.?:·/;d~/i~:k0 lL e~· una ··r~ci?n que o~clla 
rápidí'.lmente ~~n su· argumento·: entonces; el·- segundo ·término del miembro derecho 

de la Ec. C3.26l s: puéde:ap~~;;;;1;ny~;;~º •. 

J 11d¡;' g(I;' )cos[2k 15~ .. ·'.f'(;,.;k Í l ;. 
o. -11:2'·:·:;-i.:;-- o'.-: ... 

. ;-.-. ··.:,: :·: .. :· .11·:·.· .. · . 
,gC¡;0 Jse.~.1.2k0 1J;do- f(cr,k0 ll V.lk0 1 
:·_ :'< .. ~- ,-·:.-"' ;~ -1/2" l" . • :.. .,- . 

en dondeg(i;0 l ~;;h{ v~¡o;·,~~~~.~ ~~:.gC¡;L e~t~ic·d+:~:>~oC, l~.~~~to; a· .. ~r~é~.· . 
. do~in.an~e .en 1~ .¡: pOd~!fl~s~ aproximar;~~a-_Ec~·(3.25) ._por :él: ·prime~~. té·r~in~ ·de~ la .. ·. 

ecuación~-· :e;·~ ~6') ~- ~~Í~~~Üt~·:~}::El·:-:'·:U:is~~\:. ~~~li-~i'~ ":. :~~~-:- ~ái'i·d~~;:;;~-~~~°':,- el":.'.:.se~~do -: 
término .-dei ·: .• ·ie~br~:·:d~~~-~Í-:~ '..°d~_'}._ú~>~~_,: (_3::~~~ /~~-~~:·. i~.;:~i~'e5~~i·~~~a: e~~ª;~l-ón·- p~e.~e 
ap~oxlmar.se_.c.o~o:; :~,,· ·~ ·.. ~-.>: \~,.:- i .~:·~·L>:·~~:Ó~)J}:-;>:.' ·;~;;. ;.::)"··.-¡:: "'.·}<;¡ ·<~·.: 

a!" ,,.kº, ~· /(:/¿'. •~.~.···jl.:~t,i;"~~.:·.:·'t.: .. ~ri~f!f:L~~·l·.•:~.·}\Z, .· 
j. < ~-' 

. ~· 'i.;:'.!{ii¡;tf :;'.f i~:~'.;~:;~I.'.r 
Siguiendo un procedlmie;;to ~lmll~r ... ~~ =~~l~~;/et~lu~re!Ú;¡l;,~~l en.~as 

reglones restantes ~e. la celd~, Le_~·-.- _p~r_-~:-.~11_2·.-.~.'. '= _·< ::,::~:··~~~- --~-... ~.:< .-_1/2·,, Es~~·-' 
es, sustituyendo las Ecs. Cáol l :~ .. cé"z)c~:~~~. l~-~, ~q~ '(3. z~f .·'se. -.~b~i~~~~ "'..~é~mino~ ... 
proporcionales a 1/k

0
1, los .cuales"Son nulos.en·ei"·liml~~-'~.~,--.~~t~.,imp.llc_a: 

que 



eº' =o, (3.29J 

La Ec. (3. 28) se puede evaluar exactamente . erl téí-mlnÓ~- de ·-integrales 

elípticas ln~ompletas de primera, segunda\; .t~'i:-c~~a:·cl~~e,., si{·ro~;na.expiclta 
está. dada en el apéndice C. En ia Ftg. Ú> se"gráfica::.Ji(Ec .. (3~~2a-) -coino' función 

de· l; para MBBA y sea para. algunos valo~eS-dei .. ·á-O~'Ulo ·-":i~,--,.¡~~:ld~~~i·~·;·. Estas 

curvas muestran que el ángulo de lnclde~cta< ~Stá · _má~~;aJ."1~-~;;;dd~:cc;n ,_'~i' --~ampo en 

la reglón eritre las caústlca_s que cerca d~· las>piaé~;;;\·l.o:.;:~~-~i".:·~·ecuerza la 

interpretación del ef"ecto de gula. de 6nda. ·-.E~-~--ímP·o·f.'ta.~t~/~:no·t~·/.·~ue, en. la 

Flg. lOb, las correcciones de a ( 1 > respect6 a'. a'~'.:/~~~~~·~~~d~-~--/- .. i6· ~~:~i ··muéstr~ 
que la hipótesis q << 1 puede ser lnsufici~Oi·e· .. ~B~a '.·:m~ñi·~~~~.: lii. conslsten.cla 

·'\.·: 
de la· aproximación cuando e es grande.aSimetr"ía:··:.~-; • . "-> '. ,. . ~·'·. 

,·: <1-'"''· .. -... · :.·- .: ..... ' 

Con.side~emos por 1lltimo el régimen' débl~ ... 9.:~<~~~.~ ~¡; Si '.se.sustituyen 
los modos TH dados por la Ec. (3.11) en'.:.la· · Ec; (3.25) ··;:~ ·~:·~~:'.·:-:·sl~~C. Ün. 

procedimiento simllar ai empleado para··.:obte~~~:~i~·:·F;~~'.·(3.26{ se ·p~~de. moSt~ar 
éiue a01 c(-,k· > está dado por i.a. m·1~~~~ ·~xpr~~·¡ó~<~u~:· .. la ·~Ec. (3~28'J.,···cOn :la 

. • . o . . . . ... '· · . .'. .. . "· ,· .-- . ·.. . ' 
únlcci 'diferencia de ·que. en ,este caso .·es. ~áltdB; .. Pci~~·· l~ celda 'coinpleta~ ésto 

es.P~~ª ~2/2<t:.<1/2. 

Es l~portan·'te ~···senalar.- ~~~~:::,-~·~~'.·.i·~~~·~~~ ·. slnlllar a la que ocurrió para la 

densidad de: erier8:1a . .":·e~e~~~6~~g~~:Úc::~~< i~ .... .-r~O~te'~tacló~. es. mayor en la ¡)arte 

central de· la. celci~ .-~~~~\~i'} .. ~é~.liñ~rt ~~·~~te: ESt~ m·uestra que a primer orden 

en q el nemátiC.o. t~mbiér~'.ind~c'e eÍ · ~Íect~ ~.de gula de onda puesto que tiende a 

alinear al . carñp~-. eié-;;t·rl'Cri'.:.-~n~:: f¡i"·~··p~rt~ -·c~ntrál de la C~lda :.con·. el eje de la 

8
u1a. · ··· .-.;:~·: ~r.:·:.~ ">~~ :.',:j~;/;"'·· .... , · · - ~ .: · 

En Ía Ftg:. ii: ~e .·g~8c1é8 ;_1a~·EC~·(3:2aF·Para .válOres de P· en el Intervalo o 

< · p
2 

<. ~ .L~ ..... ~? ·:~~~_tr~~-t~~i~~~, ·~~\:·~~~~~~1->~:~~·~ .. ~ .-~ ~~.~~.~:. g~~~t,cas·-,~~~-~~f~n '·~-~.e··.~~·:.· · 

este ~aso el .ali~eam~.ent~ ~el.: .. nel".I~~~~~'- ~º·.·~~: ~~l?-~entr~ ~~· la· pa~_t~. ~e~tral ~e 
la celda sin~· q~.;: ~e;.~s.~a~c~ ~·~·>~~a: .. :la.·~~~J:d¡;_~ ··d~bl~ltando el eí'eCto ,~e ·gUl~. 
de onda·. 
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8 

Fl •. IOa. Aqulo de reor1entac16n e~"CC,k0 J en l"llnclón de C para •., • IB.3º 

•n HB8A (r._l_n d6b1ll 

Fl•· IOb. Lo •1 no que en la Fl9. IOa. para SCB. 
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Ap4ndlce A 

La ecuación trascendental para los ángulos permltldos ci en el régimen 
2 n 

fuerte (c.1 < p < c
11
), se obtiene sustituyendo la Ec. (2.10) en la Ec. (3.17), 

-asi como e•pleando la deftnlclón (3.9). Esto permite obtener una ecuación de 

la f'orma 

tan x = senh y, CA.IJ 

en donde x e y están dados por 

x. m 2kol(cnt}~~~(«] ~-~. cJ.) 1 ~2 ·· 
. . . . -

CA.21 

y· 

y = k~l{Í:~tan2 (aJ + ci} 1 ' 2 'i,K}~.(t;i;2 Í«I;~.._: l;~H!{~ 
. ', ,' ·. ·.-.·. ·,-:.: 

' • . ' . ' r:) ' ~ ' 

J1 lc0/~11 ;';;•<t~~·c~l/.:J 11~:1ii1:~ ~. i~>~¡;1·.b~t.2 i .. 1 

··. KC,~.cta.~·~-~1/c): 1),i1¡1;P.º~ri%¡/c~:·;~~/c;r:· ~:n2 1~1111 + 
... '- ·-:.·, ·--< ;·;• ... ·:·:;_: ,:·~--. 

:JI {c
0
/c

11 
,c~Ctán~[ttl/¿~~:¿~ 11 !,A~~·~~lc~;c~.<i:~;c 11 + tan~(«Jlll .· 

C.·-" '·' .. -- '··"·~·-.;',:.· ,"-••. :~ .;. .. :.: -.. -~ "-: t~-:.;':";:·; ::,:'--;· :'.,"O:::·¡_· .J.·.·,· ···;' _; 
. -~1- . --~L. 

'/{! ~c;,i/c11l.~ot,2 1~í>};~ .. ·.·. ( <. · ·.·. •···· ..•...... ·· · CA 3) 

· en donde Im.denota la parte lm~gl~a~la de la ~~~tld~:eriC:er;~da entre ll~ves{ 
). 

·'·-.' 
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Apéndice B 

En este aplmdlce se dan las exp~esl~~~~;>aria~1.~~~ás .~ár~·;·los modos .TM 

E u;.k ) y E (l:,k ) para·. cada'· una :d~.'...l~':.dire-~~nte~·_.··rei:l:On~·S" .·de 'ia'.celda, en 

ei ré:lmen :uert:. La· c~mpO;e~i~·.< -d~l-:\:~'m~~~:··~J.'b_~··t~i~O- ~:E ··Ü;~k ··) se obtiene 

sustituyendo la Ec. (3.-161' en'.'ía:·;Ec·:héi~6~)·:·;;~~~:-_.:.~(~--·~::·:~ :~~-~~~-:e obtlfine 

(B. la) 

·.·fex~c-<A:~~fi~·~Pr se+_tkl<::~kr/~.k;~~ ~14í •• 
,:; ¿ . ~::' ;.-

•, exp [k_ó l~:~~.~r.c~, ~~.;}· +~[~~?'.~f ~~;d;·~:l~ .. •·~~~·~1 ; •.•. · 
y finalmente para l:~'reií16n,a::~ ~-·· 11~.f~,~~:~~):~~.~~1t;~ ser ' 

E.<t:.k0 ) ".1E~ .tcd~~1·.~~i~?;;~~~~~~1 ·J;2 ~~.S~:~ .. ;1 

;CD.lb) 

(B.lc) ~\'.@i~F\·ef ,i[~:,:i'i~:, ii ;;"·:'. ..... 
51 ah;,~a,-se:su~tltuJ~. i~/~c;'¡~;;~ ·:~· la,Ec.(l.6c), se obtléne la 

exPres16n·: Par~", 'ia_:~~~~~p~~~~t·~~.~:~~r· c~m~.~ ,·~í~Ctr·1c~ ·,E~((~ .ka);·- Para: .~1~2:, <.~e; ~ < .: 
-a, la·.·c~~l:e~t~·.·da:d~'.p~;; -.-, .. ·, :)~.::.: .. : ., '. ... -., ,>_:: 

. "; '~. -. ... ' .~, . ::· .. . . :. . ~ 

E,<i;;k
0
'J = ¡¡~F_~;;;,,.X:1 ~~*1~n·k.·_.0··_1}d~c ,;e i 

. _ .. :z~: ,!' · .'.,. zz.. --. _ . :.\ia> xz_. zz 
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~c:nhlk0 1 . /d11· r:c.¿k;;l F. 
" ' . ,. ~· 

(B.2al 

.·.:·. ;·:-::,·:.-•;,. 

Ez(~,k~l ;; ~o ccf •• ~~~l'.,.;~~.í. e~(-lp0k01/ d11 ~./c .. ). 
, .: .. <-~··"· :¡: : .,·., e'._,- .. -11'2 . •. .· 

r~xpc~jolf~~~,A~~k/)~ {p~ -~~-.c~~_1¿~~ C\~·ko~= ~/4) + 

' .,:>·' '' ., .:'{ ;: •. ,. 
le,~ e c~~·~)>;l<~'(i1'/,'"~~r11~~1_}.~~ :r,c~:k0l-)r/~J l ~-

expCIC 1;;~:\c~Ú,i1 c~;~~r;~:-1}•~;·;c¿.C·,~ir/41 -
º'· ,¡ ... - ·:- - o -·,, n~ ·.- "'o: :.:¡·:,.2 ·.·· : ·~·o : ·- · · · 

' :,·.-~/.:_,·_:'. '"':.' ·-:;·-_: :~·-· -. 'il>-· -· ·:''·;:.:>· ... ·.,;::~ >·: ' -. ; 

-··• le~. e e;~) ~=,;~¿1W: ~~~c~jT'.''~~~~ ~!c~._~b.>~P41'> •) : 
.·: .. \'< :._ .. , ...... - .-.,-,,,.,-_. __ ;:~ :.~;~<: 

.. _,~ ., ,_,~:-X~-_:<:~-:\~-~:-~:~~;;:){~,;-;. 
,\ .-.';·.'; '.">"; - • 

nnalmente, para el H1t~~~~fº a~< i; ·<: i(~ E._'.:t·~ftA'isu~(ª -.· . · 
·:</:':-. ~:·._._·.~: .. _:_:·-~,,:-< ;._, ·:/" '·:-- .·,. ,.>,:-. ~:>· . 

.. · -·. ~ -:·: . 2;~,~;i<~Y::y:~;:·";·~·\t~ --:~-:.\>_.::·;; · ~(2 ·3 ··;:· 
E

2 (~. k 0
) ~~º/-C.'?~·.·.: .. -._-·: .. ~~)',-.\ _.:<.~.~.~}~;j7~-~-~-;~~t~_,º,}(~< ~ll}x';;c .) 

·-;··.·¡-,¡· 

-·ce.,2bJ 

. {pn cosh[k~l I~?¿~ ~Ctk~lf + lc,á ~e~. - p~i/c 11 c i¡ 1/
2 

. . 112 '}. 
senh[k 1. ¡ ·d~ rci;,k~) ·: 

o i; 
(B.2c) 
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AP'ndice C 

Aqui se indicará la forma en que las ~ntegrales del miembro derecho de 

la Ec. (3.25) se pueden evaluar. La integral sobre (' se calcula en términos 

de funciones elementales. Si en las expresiones resultante~ se emplean las 

definiciones de las integrales ellptlcas y de primera y tercera clases 

definidas, respectivamente en las Ec. (3.9a) y Ec. (3. 9b). asl como de la 

integral ellptlca de segunda clase definida como 

y finalmente utilizando las funciones 

.. ' . . 

. se puede ~os~+·~u~if!\1 ~~;k~) se .puede expresar como 

e!" (1;,k0 l ;,\ lK<~~Ná!>,wt;l - (l;/aJIC(cª/(c11-p:J)) .+ 

~ . ..; '~·>· ., ·~>:, · . 
. ,. ·~· ... :·. '·»··_'.: . 2 : ... - ; . . -'2 ·, .. : 

C~ {n<c.<c11 , ca,l!c 11 7p
0

J •111;1. -_ (1;/aJn(c
0
/c 11 ,ca/(c11 -p

0
J H.+ 

.:~~: ¡.' ~ - ... •. . •. • - 1 

,. . ,..._ '·, ·;·, ·"· .. 
. ·.:,· ·-.. ·:: 2· <:-':, .:.,. -··"'.' · . . :·'' -:·.:·. 2 

c. (E(c
0
/(c1i:·p );~!;)~ ~yaJE!c/<c11 :p J )} 

·e • &<· :i··:::1::;~~;¡l~i;~~: .:~, t!.:~ ' ' 
Ce _ ... P::' •.;-~~~~!· ._#en -~~~··:.~:-~-_e.V~-~·>.--~:~,~~: -~_C-~_~;-~ ~;c.~~-~~P:).~'~- ~+ : 

(C.1) 

(C.2) 

(C.3) 



+e 
e3 
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y 

e = 
' 

_' ·,'· .: . '··-

(p/cJ.~lil c~¡cq+·3c~ ·~ Sc2 ·Hp:) ,··· 

. -· ... :.:: .-,;:: 

;: : .. ~>.·; ··'·.·.:.·.:.:·a;·.'.:·' -~·· :·~ ,. . -: 2 2 
(4/c.c,,c¡ ){ ,Cll/!5).c

8 
Cc 11 ~pn ~4c~'/11)-c(c8-pn) /3 }, 

..,,..-.··-·-- :·.:-. ' , 

c., = C4/c. l Cci-P!>'"cc,,~~!l~·.iJ~1oc2cf á~;: l~~~·l 
'';· -···'..; ·. :·: .·,:~-~~ -.:~--":·.-.'. 

_:.::.>:< ._.. 
·:.,<e, 

(C.71 

(C.8) 

(C.9) 

"cc:10¡ · 

c.
3 

= -C.i;;c~l<CeV~oc~~p~l + ~¡~~ ~~/~~1c¡;~p!H~~-~=¡i;.;sccc-p!J.Cc.i1J 
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CAPITULO IV 
1 

PROPAGACION DE HACES OPTICOS EN caDAS CON l'EMATICOS CON 

FLUJO HIDROOINAMICO 

En este capl tulo se generaliza el modelo propuesto en el capl tulo I para 

tomar en cuenta la posibilidad de que el cristal liquido fluya. Se tomará. en 

cuenta tanto un flujo hldrodlnámlco impuesto externamente mediante un 

gradiente de presión a lo largo de la celda que hace f'lulr de manera 

permanente al cristal liquido, como los contraflujos internos inducidos por 

la reorlentaclón del nemátlco. Debido al acoplamiento entre it y ~. es de 

esperarse que estos flujos distorsionen la conf1gurac16n orlentaclonal del 

nemátlco, la cual a su vez modificará la propagación de las ondas 

electromagnéticas en el nemátlco influyendo de esta manera sobre el efecto de 

gula de onda. 

En la primera parte se establecen las ecuaciones que describen la 

diná.mlca acoplada del campo de orientaciones y el campo de velocidades del 

nemá.tico en presencia del campo electromagnético y se calcula la 

configuración orientacional en presencia del flujo externo. Después se 

consideran, primero nemáticos de anlsotropia dieléctrica pequefia y, haciendo 

uso del esquema perturbativo desarrollado en el capitulo I, s~ calculan los 

eigenmodos y eigenvalores perturbados, de donde a su vez se calcula la 

distribución espacial de la densidad de energla electromagnética. Se muestra 

que la intensidad del ef'ecto de gula de onda varia con la intensidad y el 

sentido del flujo. y que la frecuencia de corte de la gula y la longitud 

tiplca de amortiguamiento de las ondas por absorción dependen también de la 

intensidad y el sentido del flujo; por lo tanto, controlando éste se puede 

modificar el ancho de banda de la gula. 

En la siguiente parte del capitulo se consideran nemáticos con asimetrla 

dieléctrica arbri traria pero se restringen las caracterlsticas del haz 

incidente. De la misma f"orma que se hizo en los capitulas II y 111, se 

calculan tanto las trayectorias de rayo en el llml te óptico como la 

1
El contenido de ••le capitulo •e encuent.ra en la rererencla [501 
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distribución espacial de la densidad de energia electromagnética en el 1~•1 te· 

\IXB y se muestra que el efecto de guia de onda persiste y se refuerza en el 

siguiente sentido: aparecen más reglones en donde la densidad de energia se 

concentra; es decir, la celda se fragmenta en varias guias de onda paralelas. 

IV .1 Ecuaciones para loa campos de ortentaclón y velocidad 

Considérese la misma capa de cristal liquido nemático, contenida entre 

dos placas conductoras paralelas, sobre la cual se hace incidir un haz óptico 

linealmente polarizac.Jo en el plano x-z tal como se consideró en el capitulo 

anterior. Solo que aqui, a diferencia de lo que se hizo, en dicho ~apltulo, 

se tomará en cuenta explícitamente que el nemático puede fluir. En algunos 

estudios en la literatura (51) se ha mostrado que la respuesta ortentaclonal 

del nemátlco a un campo electromagnético se halla comúrunente acoplada con 

efectos de contraflujos intensos en los cuales la resistencia a la rotación 

produce flujos de corte caracterizados por viscosidades efectivas menores que 

aquellas en donde sólo se consideran rotaciones puras. Aqui, además de tomar 

en cuenta dichos efectos, se considerará también la acción de un f"lujo 

hidrodinámico externo estacionario producido por un gradiente de presión 

constante Impuesto a lo largo del eje x (véase Fig.12). Ya que las 

dimensiones transversales' x-y de la celda son mucho mayores que 1, se espera 

que el flujo hidrodinámico resultante producido tanto por los contraflujos 

orlentaclonalmemte inducidos como por el gradiente de pre'si6n externaaente 

impuesto, sea de la forma 

~Cz.,t>:; [v.Cz,t),O ,~]. (4.1) 

Se supondrá que este flujo satisface condiciones de adhesión sobre las 

placas, ésto e~ ~.cz ~ O, t) =:<-~· Pa~á ·la ·~~nfi°su:ración ~rlentacional, al. 

Igual que en el capf tulo 1,. se .considerará: que: el flujo ocurre en el plano de 

incidencia del . haz;: ... -ést:~ . ;~s;· -:qti~·:·:·~~Ü~f~ce: ··.la .Ec. C f. ti. Si el nemátlco 

terraotr6pico s~ h~1Ía .. ~-i~J~s ~- déi. ,:·;·~~~t'o~· ... c~·i.'uc~ ~: nemático-lstrópico, es 

razonable describir' su '~iná~:Í~~ e~::~ér~lno·s·. d~·.'18.~ 'v~rt~bi~s. de estado ?tez, t) 

y ~Cz, t) \iiiicamente. utlii~a~do. ·l~ :r.~·rmul~~1Ó~·~_::g~·~~rál·:-C1e·.-1~s ecuaciones de 

la nematodinámica [52], las ·:~cua~~ori.c:s~· g~,riér'.~i·~~ -~para estas 'variables de 

estado son de la forma 
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f'jg, 12. Diagrama esquemático de un haz laser linealmente polarizado 

p¡-opagan<lose a través de una capa de cristal liquido en flujo de corte 

¡mrnmncnle, con orlcntaclón lnlclal planar. 



(4.2) 

. (4.3Í' 

'Aclui ·~t=:: d/dt .. d~nota. la. derivada material usual. F -es la f'uncl,~~~l .·de' 

energi~ ·_libre- d_e·. HelrnhÓl tz. dada por ·,.·-· 

yi..4) 

en do~2v es el ~olum~n ocupado por el nemático y los,'st:~~ol~·s aF/lin/J y 

6F/~-~~-. ~-~~~~~h~ }ª~- -~~~-.l_va~a.s funcionales de F. El ~~~~~~: ~~é~~~n~~! ~i-oporc~ona 
·1.a c!nerg~~ _llbre:·~e· distorsión de Oseen-Frank en. términos. de·. las ·constantes 

-~l.á·~·t·1'c~~:-::d·e~·pl1~~u~: ¿íplaY'>K , torsión Ctwlst)K ·y ·e~Corvadura (bendlK • 
·.·. , ,'v."'!:.• ''. ... .'· ..• e, .e··,. -.' ',, 11. • _22 , ·; •, .'. ·, , 33 

El- ~::n_s~~~- ~~~~ , :-~:~~ ·,~~f.lnl~o ·como 

• KaiJ7~ ;"r~·Í;;\~«11,~ n~~¡¡l (¡¡~7 - n/Jn7) + 

•:,+ K¿;,~~7;H~~~~v + K33 (1li7-ri.,iyln~nª'. (4.5) 

(4~6) 

... . , . 

El s'egu0d~- tér~1n·ó·. de :.ia .. ~Ec.-c4:41 ~-es 'i~ -erie~g1a:.úbr~ 'eie~t~.rim~&~éÚ~a 
dada en · tér~1~~-s >J~1 ·~·~~ctor: · de · d~~P1~~a~i~nio ·. jj. ~ ·D~be ·,_. e~c~·¡¡~~~~~··: .. Ciu~ · .. ·~1 · 
e&crlblr est~ .. -~cuac~ó~ ·s:e .h'.-!' supuC~to. a1. lguai ,qUe: e~::e.·i i~~;itü'i~ r1·;· que .i~· 
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susceptlbll ldad magnética del nemático es mucho más pequen.a que su 

susceptlblldad eléctrica, lo cual es un resultado experimental válido para 

una gran cantidad de nemáticos. La relación entre. el nemátlco y el campo 

óptico se da a través de la relación constitutiva (1.3) que expresa el vector 

D en t~rmlnos de vector ~. 
El tercer término de la Ec. (4.4) proporciona la contribución 

hidrodinámica a la energla libre. 

IV. t. f Dinámica Acoplada de.~-Y it ,· : ·· ' 
.A coÍltinua~ión ~e ·r~e~~rlbif.á~ ·'1i~· ¿~·i (4 .• 2).'.'.y (4.3) .p~·~a ~a ... geometrla 

particul~r d~ nuestf.o:· niod~í~'~ ,J··P~ra.:-·e·s·t·~:~;1~:; s~ -~:i~ti.-oducl.~á una aproXtrDaclón 

d~nominada --de n1'1~1m~··a.cOpl~m1~rito.~ ·rs2j·.:~~:. i·~··:cu:al la' de~~~denéia. e~ it de los 
: . . ... · . . - . · .. ;· ..... ·". - ·. ·.~l.,,· : > ··,·:. ,• .... ·, ·. .-~ .·· . - .. 

~i;>~~~~~~~s ~: ,~ ~~~.>._ ".y .. '. ~~i~>. :. ~:~ '. .ªP~~x.l~a~a.~ '.~~.~-ti t~ye~~~ n por su v~lor e~ la 
orientación":inicial · n • ·.Es :necesrlo -seftalar,' que: mediante este· procedimiento 

.:se ;r:~ti~ri~··~-~~?·¡·~<~~~·~~-:.~1.·: .. ·a_¿~p~~:l.~~~~ -.~'~f~i~l:_~ntre ·¡t·y ~. pero· se ~antlene la 

n~l'.·!~~ar.~~~~ . ._ C~~~-1.~·t,~·-_ _.·d~.~,·~.{;;,:..:·:· ~i.~~~~:~~- '~~'.· it ·. pre.sen te en los· términos 
cú.s-1-~au;~~ .aF/:Sn. -~~,: l.a.:'E~·:· c4:'2·1-: _·pe;~., si~p11-~.1dad, a1 1gua1 _que e~. cap1tu10 

,, ' •' '', .. ·· .. ,7· .... ·,,.,.. 'J •''' '· .· '. -

, 1 I;,._··~,ª.'_.'.·~~P~,_nen ·~~-o~s,~~~~~~ .. :·:~~~~,~-~~~~-~· .. ~g~~~es, __ . ~ s K1 s -~2 a K~~ Con estas 
aproximacione~- .. ~~~.~~~sid~~. de energla libre es 

... ... -.(:,-.,·-

F~/v ~;, {i11~íic C~~Íd~l5•)}sl(JfcLIEl 2 ~ c.CIE,l 2
s1n

2e ~ ·· 
. -.~ ,; 

aF1a.;, = ¡,.; c21. 
·-· -.~-.X.- .. ·.'. ~~ 

(4.!0b) 

Si ademá.s se calculan los op~r-~d~~es r ,;:cn°): y L0 Cn°) ~on. la, aproxlinaC~·ón de 
' ~7 ' .~7 ' 

mlnlmo acoplamiento mencionada arriba·· y. haciei:ido uso' de la Ec. (4. ·1), las'. 

ecuaciones dinámicas (4.2) y (4.3) t·o.mari .la formá .. 
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(4. ttal 

;2.év •• >.~!'X[ ·t· ··aF·)· 
dt v.· = P ·., :·az2 :; . .:"-¡;:'dz '?ºª~ ~ 

.· .. ·· .. ·· . 

1 dp 
p--¿ (4. ltbl 

::/;;;o~~ar:~~:~;:::lt~ ::~n~t~bl:;~~(4~~~::c;:o:a P:~rc~i;::le:~e:ér;:n:r::~:: ... 
e~~~~~~s', ;_'.· ~~~} C:~~l~~-·.;.n .. o' -~~'e~~p. ser··. deScrl.tos po~ los . té~mlnos. º.bt~illc:_t~S: ª. -

. pfalu~tldlo~-.;.-.d .. :~.e.~· .. C: .. :·.·atb~·-e/y .. -.~~a-.-·P·.~.·u:~n'~t>a~~r.~.:·t.-a· ;,'ne~gla Hb~e solÓ determina la dl~émlca i~térna d~l. 
_ _ _ _ _<iúe_·.·~sta 'd1riá~ié.a:·:int"~rna;- ·s~~ 'toma·_ en-'. cuenta: _el 

acop_l_a~~e~_tO·_·:'ent_f.~ ~~-_'.: .. ~\~f3 --a·s·1 '"C~~o·:· e-1 .. ::~-~o~l~~l~~t-~ . ~~-· n13 ·con·. el_ :-c~~po 
_ el_éct'ró~a·¡;¡n~tlcO·->.:·: ·-·---, <.> · j~- · .... 

-"' )i .· "'-" ~~'.: .. . '.\. ·. ;' ~... :·-:" ' 
L~s·>·~c;ua·~íoii~s~ -~-~:~-~·/i·i-~1:S:. ~-~~{ ~~t1~~~- _'~-~--~'p}~~~S ;:,!~e_S~~·~b~ri~

1 

.. ía·. '. evoluct-ón -
. temp"ora-L dei ·_estado -~rtentac1onái .::dei- nemáf"lcO::.en· PreSenC1a· de_.:'rtÚJO:. 

,.;\;:::'~;~1:i::~;di4{,~~~1¡~·~:'.:,z.f :~~::~\.~:::,::::: 
(4. ~1 )_ ·-~7, -~~~ilc~~~.~-~.:\~ .· c~~du~en:,: a }~~~:~~~g~~en~e: :~~l:'ª-~~~i:i·.:par~ .. ei.: __ campo d~--
·velo.cld_~~#s: _ _-,·--, __ :·., ,_:~ .. >·· ~-· >. ·:.: 

: .. ~ •. :>:.:·¿~;t,j'.g~.1.~;.7.-::~~.7 '> (4.121 :. 

en ·dorid~.'se há ~·~~~~b:dp/ú;~';4~/Li:e~,donde Les la 'longltudd~ ~a c~lda···~··· 
1·0.: i.a~g~;~ .. d~-~.::.· ... ~j_e·'.¿ ~·i~:-~:~-~~~.oi~'fé~~d~)_:_.-es'ta::::.e~-~-a~ú,_~_.- ~~-~ª ; taS .~corid1C1ories_· de 

rrontera, de ·~d~e:~:~ .. ~i~·1f~~:~~~:~:~~~~t~'.: }~·~~·1tet ' · ·. • .\ .. · · ':' · 
··.;~)i:i'~~~<t~i??i~~~-(~!:;.ú·'':· . . ... ,. · ·;;·. •··· cú31 .. ··· 

'.. ·.--: .. -•.. :· e:,_,,- "};.~~: ..... r: :~~:" .:\:;:·;;.:_:;:~/ -:~.\'. _:\;-~ _:-'·< 

Nótese que',·~~-~-~~:.-~~~~~{~~-~ ciE!S~r'ib~~-~'l.~·bf~n· ~~'~ociÍ~·~- ·per~~·¡ de. _veió·C1d.S:des ~en 
-~1U~~1o~ ~ 160~-ró_~~C'~~ ~.d~no~1·,{~d~: _·riu.Jd::~~~:.'.~.;~_~t té~~~~an~:; ~¿~ ~-_s41 .; '.: P~~a _. e~~r,1b1r·. -

::~:b~:E:~:::1::~FS~Ej~;:~:1:u:~:s:rn:.:;:1~:~~:s:E~~::::;~:~~e~~::. 
~el da· •. P~r~i--n~est~·~. --"~~so- ~-~-~t\~~·¡,~-~-~.--~ }_~~~--~á_\~~ci~,--~~_6r· :·, .,· 



(4.14) 

Sustituyendo la Ec. (4.13) en la Ec .. (~, llal . se: obtiene .una .ecuaclón cerrada. 

para conflguraclón orlentaclonal estacionarla final, la cual en foraa 

adlmenslonal está dada por 

.. 6 N}: cos O = O. (4.15) 

Aqui E• = E•/E0 .>: E~. {-'E)'.;.;;i cl~L ~ es la lntensldad del haz óptico 

incidente; Los par~etros;~-'Y:-.~' .. ~stán 'definidos coao 

(4.16a) 

N = 6 (A-1)7 v l/IC . 
• 1 

Com se discutió en el capitulo I, q es proporcional a la razón de la 

densidad de energla eléctrica del haz óptico y la densidad de energla 

el6stlca del neútlco. En este sentido q mide el acoplaalento entre el cupo 

óptico y la conflguraclón orientaclonal inducida. Por otro lado, N se puede 

expresar en tér•lnos del número de Reynolds R = p V.1/1.'
3 

del flujo 

hldrod.lnáailco y de pará•etros aaterlales, es decir 

(4.16c) 

Por lo tanto, N es una medida del acoplamiento entre la conr1gUracl6n 

orlentaclonal y el Clujo de neaAtlco. 

IV.1.2. Configuración para el estado estacionarlo 

Considérese a continuación la so.lu~ión·:. cj_~'.:.'.'í'~ -Ec. (4. 15) a orden cero en 

q. Nótese que aan en este caso, la eC~~·~lÓ~~' ·~s· no. llnal y no se puede 



~eS~i.v~r ex~ctame~te; sin_ embargo, se puede conocer su comportamiento cerca 

de :·e.·= O .y ·9 = _tr/2. En dichas reglones la Ec~ (4.15) tiene Por soluciones 

aproximadas ·pf?linomlos en e; de tercer y prlmer orden, respectivamente. El 

sigui~~-te · P·~~o ·en un tr~ta~iento más-. cui:dadoso seria imponer las condiciones 

.·de_':;·rr6il~e·r~··:·s·~bre:·.e·· dadas por ecc; =. ·± .1/ 2>· = .± 1/2 y determinar los 

cO~fi-cl~·nt.~~·::.·res-tántes <d~ · los···Pollnomios en e; .mediante un acoplamiento 

:·:a~·i~t6~1 .. ~º·~1·'.r~·~·J /~é~l'~o::~r:i ·-la ·re~lón ent~e O y 1r/2. Sin embargo, en lugar de 

hac:.~-,.-.~lc;>~:·antér10~·~·s~·.·_~J:~~ta~á -~n polinomio c~bico en ( para todo el dominio 

de··~:·· ql:le·'. ~~·de~·:~ ~1(~ :·a .1/2; ·:que· satl~fa8:a · 1as condicloÍles de frontera sobre 9 

Y clüe·.··:tenga <ia··:··m1S~i·. P~.~ldad· que la. solución e =· ne; válida en ausencia de 

f l~j6 '~.~'.é~~t~".: ~-~ .:·:_·~;.:.' 

,, . .. ·-· ·:oc1;> := c1;c1;2 -1/4¡ + ni;. (4.17) 

.. ·:·:.:·: 
lmporbüúe ··~e:~.~iar·. que al: aproximar !J p'~r la Ec. (4.17) en f~do el 

do.nillüO ·:·· ~e, ·:,:~~t;,(-. 18~o:~rid~·-. ·1as. _' PciSlbl.~s- · Vá~iaclOnes . ~ ~~~iódlc~s -- en· ···la· 

con~~v ld8d ·de :···1~'.-_So:fUCión'.'_a· .Orde·~.: ce·~-~-- ~~··-.·.~·-,·d~'./í~·;Ec:~c~. ·1~)1 ·. q·~e-,·~~ .· ~~~,~~nCta: 
de ia:runción·:.C~S'o-.:~e·fia1a.~· :>··::·.:·.,;._:;.· .. -.. ··. ',".·:, ·:::~-.,··· .. : 

.· Abo.fa., bién, .:;:pa;~ · deí:eritílnar.': e. se . ~Orist.rUl rá : 'una.: .fun:C1o~a1 ·:.'que;. ~lda>'e1 . 

err.~'.~ ·: -~{~·~~~·.{ :_:·~~<'.·t~~k>~¡.::.do;_íry!"'J;;;;,:~~::;·~6·~~~'.~ "6~~~-.' ~6iuC.16n ~-,:d~ ';. ~-á. t ~e·~ e 4. ;· fs 1 :_~·1a 
f"un~i¿~ ~,~·~~a -~~ _. (4~, 11)-

1 

~,·:·se:,:~1n~m1za·~á ·: ~~~pe~,t,o a ··~:·~(h¡·~h~·:' ... i~~~t~~~i·~·-.. ·~~tá: 
. dada! po_r. :.· -'~ < .._, -:,·i: -.{·-.. ' · ., '"-... ~ ' ~ . ~.·}.. ~· ::: ? .,-:.~·::·~-- !._ ·"-:::· ·.<,:;'·:·: .-.<.:· ~.· .. : · 

.. :.··.~.:; .. :~._:.~ .• •.·.·.··.· .• _·' .•. ·,·,·;:2·· .. ···--:·· - :· ·~<: ... ~/~.::-,_;; ::·; :-.~'. ...... }.·.~·:.:.:~.:.· -''. ·.;·,·.·.· '.;\·:(>< .. ~( < \ / . < · · . ··. · ·· · ·· · ··· · · ·:·c·.4·• .•.•• ·.1:s·1· .•. ·. 

~,\7>.-·:~;;:~~1: .. r.L:a ~(:W',!.~;y; ·') " i. < '//',· ··' ·· .. · .• • 
en .. ~~o~d~ .. er ;o~e·r:a~ci·/~{.\¡~ :.~·-2·~~-~'t{~'.~.~~::,~ .. ~·./~~-~t:lr 0 .de;· la :t?ci.taclón . dliereiiciaÍ 

· c4:is); es de,~1~i\~/~}_': .. · ... ;:·.··;,·''{,'..: · .'.: . 
. '. ... ,_·.-: ¡_'.·_.. ,~: "~·· .. ··.<:.•.·:,··.··.:; 

~.·>· <". 

, , i.' 0:f ,::;_A·~J- ~A¿ º;;;; :0·; 
.. · .. ~:>~·. ·,".",. /',,· .':--'.'.'·;: :;~: '~'·.;':~-.. ;':- ,· : '.~ ;· . 

in 
.. te·.·

8
Nr. a6n.~ed·.~·s0~.--'.·e'.:,q_·s· .. ~ .•.. :e··u·.'n· .. :.:a~~.á:::···.·c/a":un.:.·.~t:?1• .. d~.~ºa~~nd'.:~._ .. •.ld-·.,:e\fr~i·n/t1:,_sd. a~;.:· 'e~~~-- :.·~~nstr~_ida.' ·de·· _ta.1. :·ro~má que .su 

POs1_tiva:-,--y·,:.dé ·· ·~sta >m,ané-ra·::,·~~da.-~ ·· iaS 

contrlb·u.~~o~~~ :' prO~o~~-1o~ad~·~ 'P~r:,~L'.. .e·~ s~~· s.u~~n: P~,~a .... 1n.tegrar·,_"e1.:· er'r'o~~~~'.' 
s~sll~,~~-~nd¿_.: .. ·(4;:17(:· .. ~en · :cJ:-1~l:. --.d~¡..·¡~~~d·o' .. ia: -~xPres1ón ··~~sU1_t:a~t~ con 

re~pe~to··.·; a- C e· t&U~ia.~do . a cero .. · se obtelne la·· s~gule!Jte · ecuac·i.6n· 

tr~~~~~de~~~¡;-:~a:,~a: ·e:· 
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+· ~~¡·~ ,cN~(2)~3 (~!i1;~g~;[:~(¿J:j~·c.Y!:1;:;:ffr~~C.t~A~· :~·· _ .. <4:20) 

:: · .. -.-·_·.··.·::::Yi.·.:.·.· . •. ,. .-._,,.:., .... ; .... ,· .. :'.'·. '"····'·-~-<-·'··· .. ··!:_( ... ~i-··- .... ,.- :-... \ ... ·~· ..... 
E_s · __ , fá~~1. :~·~~~ra~ :;~·-' __ P~~~'ir: ~:f~-~ \:,_~~- -_EC:-~.~~,.-~~-l ~~.::.~_ ~º-~~:.:;~~-> ~~e~~:/-V~~··::~~ -~,e1 .· 

apé~dic~·.º:.:•. ~.~~ /~d;'?:~ii~.·e:,·:~;.'~}~~~~~;~i~i/3~/i.).'F~ :·~~.~1:'.:'.1ff 8~.·~;~oié~ .e•· .. ·. ' 
-N/3 ·y ·e.~: 7--2N!~-::_~~~p~~tl~.~mei:i~~--·.·.~·~~S-~1_tti~~nd~:~ ª-~-g~~---.-~e ._~Sto_s:·--v~_l_o~~~ ,:,; d~-·--~·· .. 
Según sea.·:~~, -ff~~;s~:;: . '~-~- :\i~i-~imiri~<cci~'P~'éY~m~;; f~·;)~ '.l'~ r6~~i 1~·u/~b¡~ri· f -~r·í'~n t~~io~~l·' 
en '_~reS~~~j~-: de::-f1új·o·~·c·omO· un~ .f"~~~·16~.:~ ~.~~:;¿;·. ~ A~f :. ;or··; eJe.ri~1c;;~ Para '«:7 <.'¡;se 
obtiene .. ·.«' ,:.;·" ·.:--.,,,. ··:·: ,,.,,:·~ .. ,·· .. ~·,;·<~· · .· >··. ,_ r- .J::;: -~':'.·':~;". -. 

:··::,..: ·~-··:" ¡ ':-- -·'.:·~·; . .:;_-...._.._ .. -:<\'.-· ::~·, r:: ::,.;. " . :.·; '<, 

' 9(?!: ;.'+i2~/3~~í~2-:¡¿,¡j? fü{~!~¡ .. :. ·_ •... : . /< (4'.21,l: . 

··Es 1m?C:/ta~t~' ~:l~i~~-r :'.~¿~ ·.el P~fá~e.tr~. N; com~ se·. d¡~;,-~t,Ú ántes: 
déperide :_.'~i:atlfi:>" '\:i~·{;/.~·Ji¿~~;J>_:_{d~' -·,.R~~~?_l~~ ComO'·:.' ··de·· ,~.Ú~::. ~·coélente ,de-. 

paráM~t·r~~·'.:~~f:~-~i~~i-~S~;:~t:.~ ·: ·\~·:::~.-~·~:;_;~ :r-.' .. · ::'. ~--\ -·:~·: ·:':~~··· ::».->:. : .. :e'._'~': ;··.::\:::·:.· .. ::;:~.'.~ ... · 
··<·:·:\ -.,.·;:--:·: ·-e·'_'~... ,, :-. .. -. ,".-

La ~~~;j~~.·~ :~¿:~¡-i-~a·· ·.I:~~:. ~;~;-~~~f~~-¡·;~~~~-i~~~·i'e·~;t~·~í"¡,;~~¡-~~,/~~:~~~-~e~~~~i~~ ~~--

~~;~l~lí~~'~llf liliii¡{tl~\~·· 
::3:;i~4f~t~i~:i1,~~~~íK~l~{§~~~~~t~~r~ff zr.: •··. 
respecto. al centro de:ia,gul~:.::·" , , .· · ... ;:·X:' . .~ :; .. .: ''::·'/'· ·' .... 

:::·~1t::~~~!!!Sff~i~~1~:¡;~VJi~:1~~~~.~~;~~!~ill~::~ 
adl clonál~~ñ.~e.· eii :·::d~~ ·-~i-~g.iO~e-~ ': co·~o·~.ád~S ·;~~.mé~·~-¡~·~·~~~ ~~::·,~ ·.: '1ri~.": ~~~t~~os·. d.~· ··1.a 

-celda. E~lo ·e~; .. '. .ia-: 'éo~fi~ur:éi~16:r( qUe·:.ad.op·t-~- .· ·e.i'-/~e~á~i~~--' ~~_'·::·P~~~~n~~a -~~·· 
flUJ? 1 su&le_re .. ·.q.ue ~el ·ereCto de· gu.ia ·-d~ ·~n~~.: .. s~: i'~t·~~~·l=f ic~ d~:·-t:~"}'~; iorma ·que 
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Flg. 13. 

valores de N ... 

-1 o. 
_._,,.1 ,_._n•Z ...... n.. -a-""4 

N 

Flg.14 Cambio de la f'recuencia l!.w como función de. N para diversos valores de. n.. 



~a ene'~81a· ,S_e· .cOn¿~ntra aún· más _que en el caso. sin flujo, y que además pueden 

apa~acer reglones.: adicionales al centro ·de la·~ ~~lda: en donde la energla 

'tanlbién. ~e concentre. 

,, 
"En la· siguiente secciórl se empleará la ·configuración .orlentaclonal aqul 

c~l~~1ad~ ·,/ mediante un esquema perttirbatlvo .. en·. "ia. aSlmelr1a .'dieléctrica, se 

-~alcul~~Án los modos normales del campo elect"ro~~gnéi:1co·.pertúrbado·~. a primer 

- ·~·rd~~··. '.·:·Una': vez ·obtenidos los modos pertu.rbado·s~ se cal~~l~~á. Con .ellos ·la 

den'sidad ·.de energla electromagnética perturbada a., Primer '. ordeit, '"para .. · 

disC~~nir si su distribución en la celda es. · tai ~ue ~~e. co~~enti-a. en la ·parte 

c~ntral. de la celda Y por tanto presenta .el efe~to _d~ .8Ul~., de onda. 

IY.2 Efecto de guía de onda: teoría de perturbaCionés. · 

. ·~ 
A Continuación, y siguiendo el mismo métO~o.:·q~·e·~~~:·:[', 'Se·c~-i~ul~~án lós 

mod.os·- .. t~ansver~ales magnéticos del ca~~C? ·.-~.~:~:.i"~-~\ . .'i~-~-t~~~~ ... ~~-~ ... ~~-~~~~a:~~~-ió~· 
utl Uzando nuevamente u·n esquema pértui-b8.t'i VO'.:'· y_:/a: .. P~imCr. :~-·Orden:· .. e~ e1· 
par~-~~t·~~ ~ue, representa la ~s .. 1~~tr·~·a._d~-~~*·~.~~}~~\~:~~··~·/~~~a ·~/10' :: ~~>~~~t1~á 
la Ec.,(4.21) válida a orden cero ,en q:Y. N·.'.(_,~;,:·,·· •."\-;:.\,·',:·~·'</:.;,.-::· ·.;:·:\.:; <·:.· 

. :;;:~,y¿·~·;7füi~~~1~:~~;¡~¡!~):Jti~~:!.zt;f; 
nemá t leo;·;' éste ·:se -·puede·,~ hacer:-· pequefi.o.: ·también~~ escogiendo :~-c··/c-~· pequef'l.o ··:sin 

~~¡~f ;~l!~iil~~~{f ¿~l1~l~f~~=f··· 
2 ~2·: .:\'.(. '·"' R :· ,·:~::: ' 2;:~';:·:-;.-~~,._, <~·;.··-~;::. .~'.·.'!"·-

d E/di; ,;+;Cc/c.l, Á ¡;:• .=. (k0 ~) (~,'~'~·~E<· ·'' 'j , • , (4.22) 
~~-~ ' - . ,. ........ ·:... ... . ··; ·;·. ;. : ' 

':..""<,~,~-- C'~~~ ;.\: •. ~-,;~:··::.\!~: :~::}·;.~-~·~":-• -~- • • ~ •:v ... -.-.. , ' ,-, 
en donde. para este caso,· .. el operador ''Á, ~esta··deflnldo como.-" 

''/,'._,, \,--.: .. : :.'':':';?"'· ..... j.-\·;~Lr».: 

A"= k~1?~º.1 e1/i~~~i cL~;)~l1c~·~/t~~,;i}j"~~~ ·. c2crr-Nli,;J dldi,; 

+ (p~º 12-c/2 + 1~i~ 1 Cn~~{;~b~l iici~c~~~~N;i;¡ (4.23) 



y p~º>• {e -(nft'/k
0

1) 2
}1/

2
• Para obtener la· Ec. (4.23) se h8 .sustituido la 

Ec. (4.21J en la Ec. (1.23b). Aqui adicionalmente se supondrá que N/1t < 1, lo 

cual es consistente con el hecho de que N < 1. Las fUnciones ·propias no 

perturbadas E:(n) de la Ec. (1.23) que satisfacen las condic_lones de frontera: 

de placas perfectamente conductoras, están. dadas en la Ec. (1."14). Ahora blen, 

consistentemente con la teoria de perturbaciones (56], las pr_lm~ras 

correcciones tanto a las funclo~es propias de la Ec. (1.23) como a los va!Or.es 

propios (k
0

1) 2 (c - pz), se obtlerien a partil- de los elemeiitos-de matriz de A~. 

los cuales están dados por 

senln1rCl;-112J J cosl2~c~di<it·; 
.. : .. ·_· ... ,'~-~' ~-'"' .: 

; -... 

(~~24;.; .· 

:~- '.',::: ~- '1' . 

Evaluando estas Integrales· se Of:>tl~~en '..: 1·~5· .. ::_.:s~&tú~~tes 'r~sul tados, válidos 

para cualquier m, n enteros po~it1Vo~:~-:s(ii+n_··es Impar··; 
:;;· ... "' 

A:, n = (cmwp!º1 /k0ll [i-{p!~ 1 ;,,_~!~k~icc > i>!º12;} J . 

{ Cn+2)1r-2N)se~ N/[ ( Cnt~~+~:~l~-(~1rl 2 l + 

+ (p!º 12
- c12 •: i~c,.2Ní{~füfjr.fe~' N;! e cri+zl1r~2tii 2~cmirl~I ].: .· · ..... 

y .. si a+n es par 

A:, n = (c~irp~01 1vi.ri~<~!:•l ¡;-~.i(k:~c~/~~012 )} ¡. 
·( cn-2Jir~2N)sen N.~c:c}~~~Í¡,-~F1~~cm~J~i .. + .••.•. · 

+ (~!º''-. c/2 ·• ~pCn-W<¡r~~~eriN/frc~-2l~~2~Í 2 -Cmwl 2 1]: 
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IV.2.1 Relaciones de dispersión 

Los elementos dlagona~~s de A:, n proporcionan la . corre~c!ón. · cie.: los 

elgenvalores de la Ec. (4.22). De acuerdo con la ecuación C4:2Sa), a pi-lmer 

orden en c./c éstos resultan ser: 

A" Cmrsen N/( Cn-l)11+N)) n,n 

[cp!º' /k0 ll (1-{p!º' (11-Nl/V Ce - p!º 12J}) c~~-~)".:wi_ 
+ (p!º 12~~)z_, ~ lp!º~(¡,:~N;/k~1)]::· , •• , <· (4.26)_ ... 

Entonces, a p~im~r o~de~. ~~ </~;·la e~p~e~16rK~~;: .. · el· valor p;o~lopo) está 
<:fada .. por ' ·. .·;-;-!>. :·.,.-· ·<:-:~·. ·· '.<·.-:. · n·' 

··~·:/ ':~:;·.:";-·· "\.~·i.:;::::.:·_... ;.'1_- ~ >i;" '··~ •: ",~::. 

~.~~i~ilt~j,J2ir~;~~f !~li :~]:;·~· 
sus parte~ rea1'~e 1m:st;i~~¡~·:·:·Es bten·~~~~~1d~··.=·(51] :~u; S1 'w + "t~· ~·: c~:~~y',~~2 

y· x >> y; ~ntoné:e~ .{':i ;w2~".e.s~á,f,~~:d~'.'.)~6/:i~f~.~.no;s'".~/x 
2

y por las 

expréslo~e~- ·. . .. ·• ) •. ·:;: .;,~:;;; ;;;;;,'. . ; '.~(.. ·, ', ;, / . .. 

,,,,>·"' >.:_.': .. :'. ;·.·:' ·~<·/~·\· :;'··;· .. . .,_: ·. \ .. 
w, = 1Ú><2-'*é;;~~pi~i~~ff',~.~ ~:i~ Y2Í~s?'">. 

·~·· ;~·::.; .. ,_:·· .. , ' ··~····'' ·.,;.~; 

w
2 

· = • 1 ({,;2, ~· ·~2 i~(~;:rx.~/~)i~~;;.; ';,/12 ~·~fL ·. c4. 2ebJ 
·_:_(,' ;. 

, .. '··_- .. :.-.>><<-'_.:,'." ... ": :\~·;· 
<;~!lsldér"~-se ·p'r1~~!'º la':pa.r~e.!'e~l.'~.~ ~n, de la "cü~l. se obtiene 

Re[p;º/ .. ~: .. . ·, .- . 

(cc~(n1r/k0 1J 2 Í (1 + c.~~ sen N(( ln~2)11 + 2N},,(n~l~+I )/{4i:C ln-1Í11:NJC~-rr))). 
- c.n11sen N/[B( (n-1)R+NJCN-1r)1°]"2, (4.29a) 

58 



Recordando que p~tJ = f3~º/k0 y k
0

:::l: w/c 1 la ecuación (4.29a) proporciona. 

la rela."ci6n. de d~~persión entre f3 y w. ·Nótese· que esta . e.cua.ci6n .es d~. l!ii 

misma ·~ormB. que la de las guias de ondas cuyos núcleos . son·· dlelé.ctricos 

isotr6plcos [SSl, solo que en este caso la frecuencia de corte está dada· por 

"'•~ = .,~~> (1 +c. nn sen N/(8c
2

{(n-1)>r+N)(N-1'HI 

[c/2 - { (n-2hr + 2N)/(mr>2-11 J • (4.29bl 

en donde ¿, :~> es la frecuencia de corte asociada a un núcleo isotr6pico de 

permitividad c. Nótese de la ecuación (4.29b) que el incremento en la 

frecuencia de corte &>en = ""en- w~:) es una función de N, de hecho se puede 

expresar como el producto de la función sen (N/( ( (n-t hr+N) CN-•))] por un 

polinomio cuadrático de N. Esta última función sólo contribuye a las 

caracterlstlcas de Awcn por medio del cero del seno en N = O,. ya que las 

singularidades de tal función están fuera del intervalo de validez de la 

Ec. (4.29b) CN < l). Sin embargo, el polinomio cuadrático puede presentar 

hasta dos ceros dependiendo del orden del modo· y de c. De hecho lo~ ceros".de ·.· 

dicho polinomio están dados por 

4N/• = -(n-4) ± n(9 -4c)v2
• (4;30) 

Esta expresión permite afirmar que el polinomio solo tendrá cero si e < 

9/4, lo cual origina que &>en sea una función monótona creciente de N para n 

> 1, si tal condición no se satisface. Pero si la condición se cumple, /lr.Jcn 

puede valer cero para dos valores aás de N aparte de N = O. En la Flg. 14 se 

grafica 4""cn para los primeros cuatro modos para el caso en donde e < 9/4. En 

esta figura se observa que en general .At.»cn oscila hasta tres veces en el 

intervalo graficado. Estos resultados nos muestran, que al variar N, por 

ejemplo cambiando el número de Reynolds, el ancho de banda de la gula se 

modifica ligeramente ya que la frecuencia de corte cambia con N. Asimismo 

dependiendo del valor de e, la forma en que depende Awcn con N cambia ya que 

al ser mayor que 9/4 incrementara monotonamente con N, mientras que si es 

menor oscilará. con N. Se puede decir que el sistema presenta un cambio de 

régimen en e = 9/4. En conclusión, se puede aumentar o disminuir el valor de 

la. frecuencia de corte para los primeros modos de la gula controlando la 

"intensidad" del flujo impuesto exteriormente. 
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Por otro lado, la. p·arte imaginaria· de p'~! ·nos conduce- a 
;, . -· , - " .n 

Im[p~"J = c.n11p~01 s~rí N/Í8c(N~~)k0Íl: (4.3la) 

Esta ecuación· permite .. calLJ l~Ú~~it~; '.t¡;k~ :de amortigUamiento h, 
debida a la absorción de "la"·otj~~ ·~-~~~~t~~~ag~~~ic~\:.: a· 1~-" i~~~~>'.:dei1 -~J~· :x. t ·.~a 
cual está dada por ·• ....... ·····'·"" 

... ~:_\.·;· :.>.- .. -...... ¡ -· ;,>.'; . :.,: .. 

_-,::·) .;t._.-,:·::?/::' ... :::/:·).> 
¡:;:·:.,·:.·.:::. < .. :.:.-"' h = Sc(N-,.)k l/(c n..sen N). · 

• o • 
(4.3lb) 

Es importante resaltar·e1 ·hecho _dé que ~en ·,;~'té· ~iidei"ó, en donde se han 

tomado en cuenta las propiedades hidrodiri~~J..ca·~_.~el ·nemático, Se obtiene ~a 
long! tud tlpica de amortigUamiento para. la sefial ·_electromagnética; mientras 

que en el capítulo I tal parámetro no ~ué nece~ario. De hecho la Ec. (4. Jlb) 

es consistente con I ya que al. tomar N tendiendo a cero ha diverge, de donde 

el amortiguamiento desaparece. Finalmente, es importante enfatizar las 

caracteristlcas que ha presenta: es independiente de la f'recuencia· w, es 

mayor para los modos más bajos y es inversamente proporcional a la asimetria 

dieléctrica del nemático. 

IY.2.2 Hedos perturbados del campo óptico 

Por otra p~rte, de los elementos no diagonales (n ·•.: m)·.-:·'de :_;AR . . se , : ·": •,n .· 
obtienen las correcciones a las funciones propias d~ ~e. ecua.c:t.ón. {3~?1 .• ·ésto -

::.\.(./ _.,,,,,··· :'';~ 

E:,(,;¡ =',E:ill) x(~~_;,~1~.;;'.~.) ~: . .<r Ct;~P!º}2l ~rfc~~i~;~t ;;} .?/i~;3~¡ .· ... 

, en do~de E;Cnl\ft~i.?:~~'.;P~~/la 0.,~c.;t¡4)::~S~;;1t~yi:~~;e~•:~Lr· de:~!º'·. se 
obtiene la slguiente·_-·expresion· para· .1a~amplitud- de, E. (n) .- .. 

' · .. :¡_:. ~·:·.:::-.:.:~)\.:.-\;:::~~-.;~:}'.·:.~.>-.·:; ... '«··>·.:..'.···· ... x ... ·.; 

•E: e~~:= ·E0 C ~.~c,;~c·~~t~~ú .;é'' .~~ • .,:'.'.~ . ....... 

es; 

<c. éli:1//~ .. ·'.~j;'.'~,-:~,;~: icn+z¡,.(~~1~2¡1:/ (4.33a)' 

. ·-:. - •. ·--~:·. "§: .(:: ;, .,. ::;\. ~'.«-;: .. 
en do~d~ ::·Á·· ~ :~ :~ R: ,/(,~:~·1 L' : É.;t.·~~·~X~P:r~~i.· ·6~·.:·p~~po~c. ion~· los: modo·s, de· la. gUia de 

· ·•_, n_ · • tn: . . 



on~as a. primer orden en c./c para n = 1,2, 

es diferente de cero para t'?do m y n por lo 

en·el capitulo I, la suma de la Ec. (4.33a) 

.Es importante destacar que A' R ... 
que, a diferencia de lo obtenido 

contiene más de un término; sin 

embargo debe recordarse que el número máximo de modos que se propagan en ~a 

celda está limitado por la frecuencia w de tal modo que (4.33a) sólo contiene 

un número finito de sumandos. 

Debe enfatizarse que en general la ~mpl i tud E~ es compleja y que es 

necesario tomar la parte real de la Ec. (t.Sa) para obtener los campos. En 

efecto, sustituyendo la Ec. (4.33a) en la Ec. (1.Sa) y tomando la parte real de 

la ecuación resultan te se obtiene: 

E:Cnl = E
0

[ cos[k0pn~J {sen[rur(l;-VZJI -

(~ (k · l J 2/~,r2¡ ~;,¡A;'_n. 1 sen [ Cn+2)n(l;-l/2) 1 
a O · ·.,:-:·.· -~· ... : 1 .~t ~i :·.,. ..• ·~e· --·:·· 

•• + .I~l~~~~l~~~r~~~.~lj~e.i'/c'~~~'¡~c~.'.p~il ] . ·.· C4.33bl 

:::~.>·.":; >°.,;;,-:._,':--·· .,\·~:_.; .• -·--:. 

~=:::;:e1ªqt~::t~~~~l~r:!"i:~::;~tt.'~~tf'.e i_7 =~~.mª::;~a,rldad que E~Cn> 
Aunque una'. iáf~.:: ~~\: a~~·:: tÍJd cde 0~1i6~ 'c,.;;.¡;~~;·P.,;~urbado~ mostrarla 

que· ésta· aunienta: en ' .. ra·.: ·p~l-t"e ~~~lr'ai · d~.-·i~·. ce id~ ·'.);~:~i~~Í~~;~··.c~rca .. de las 

placas, - es ·P~ererib.1e ·, ·. caiCUlar prim~~~ · ·::.~~i~ .,, d~~~'!d~~i · de eriergia 

electroma&né.tica para tener la certeza de quE! ._,!'¡;._~~e~~,~'-!.~~ ;::~u~·a . de onda 

persiste. 

IV.2.3 Densidad de energía electroaagnética 

Con .el objeto de mostrar con más claridad· el ~féc.t'¡;-.. de'(guia de. onda 

mencionado en la sección anterior, energía 

electromagnética u como función de z la c~ai-'..i:·~~fá\::d~iinida·. ·en la 

Ec. (1.30a). Si en ;:ta expresión se sustituye lci. :~o~~ri~~{~··,'..:de'· ~od~ :E1 Cn.), 

asi como los campos correspondientes E1 Cn) y·,: ~1 (~~) ~'. ·qü·e··,~~·e:· _ _"obttene~ al 

sustituir la Ec (1.6bJ y (t.6c) en la z ecu~ci·Ó~Y:-~(;4·:.:Jh¡)~·.:.~~ ··:·~btiene la 

siguiente expresión: 
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(P.· <•>•e Cirz/lJ+ c2
) cos2 !Z1.Ct; -t/ZJI ,+ 

n " , . . . . 

Ce ;k lJ 2 /c•2 llI:. Re!A" <¡'{ ... · 
. • o •• n ... ..... 

(1 + CmC~0 1J 2/n3irJ<p!º>.•+:.:~:JJ~ós}cm~nhrt;~ 
. __ ..... , ... '·>·"·-.' '·' -· ., 

- (1 ~ «~0 1i•/;~~i·1,;1>iº!,2;;~;~·i]i••t,ctm!"t:1 })·. c4.34) 

en d~nde los 'coeflcient~s >.:.:~~·¡~~·;~~~ ~.e:inid~f e , e e~tin d~finidos 
en la Ec. Ct. 4). Como'-. se·-~¡,;~;~·-· -~b~~r~~~:rde\·C-sta._· éXP;:s16~/: -Úl. denS1dácf cie· 

~~j~'.gf.~.~t~ .. ~'~t~.:·· .•. :.~f ~%füí~ ... < ~\~t;.-.• ·~-'~' 
·: -,': -:;~-

- . -·- .. -.:~ .. - :·- -. - . ; ·.·-:/::'.:.:~:;<"_. ;.;;.-1':·::_:-,·- »---_. ,.;: . 
En las Flgs. lSb - tSb se mue~~ra·1~.:~_~n~.l~~~,d_e _ _'e~t::~_8~:"->~e~·1 .:.~c.(4~34),· 

asociada con cada uno ~e l~s 2· pr.1me"1."~s-modos_ . .'I'J:f,: ~ar~:-~1_·:):a_~º':~~~~".!'i'.-~ue .. ·e1 

nemátlco adopta la configurac16~ pla11:8r y_ p~ra' cu~Ú~~~ ~~'.l.~Jr~s:· .. ~~:~Ú~tos"-de:.N. 
En la misma gráfica se" muestra, cómo récei-~'nctB·:-: ia·':'.:~~~·~¡d~dc·d~. e~~rgia 
asociada a un dieléctrico Ísotr6Pl~o de consta~te. ~-l~_i·é~l~lc;~·~'.~_,;~_~Óiese que . 

la densidad para el primer modo (Fi8. 6) es ·mayor ~n" .. 1a<·p~~te·--'~e~f~al d~ la 
o ·- .: .. .-.... _,·" ... ·.:' 

celda respecto a el caso homogéneo u para valores positivos·· de. N. mientras 

que disminuye cerca de las placas respecto ·-ar:Va.1~~~:~'.cf~·y~o;/_p~-r~:-· valores 

negativos de N la densidcid de energia tambié'n d_i~min~~;:,:~:~r~a".-~·~-."1~.s Placas 

pero en este caso no es mayor en el centro· siÍlc:>'.:_qU"e·-·~~ ~t~~-~ñ~i~-i~~.'~~~~~ .. ~~~.~os.(:= 

:e~~:~l ~e~:·:::: ~ar:n:u:11::i:~ª v~::r º~:~:. ';~::r:,~~~~~:l:tvN;:¡::~:r~: 
N el efecto es más intenso. · .. ·'.·:. '.¡\~ · \-''..' " <~J:f:·\ 

"/:·' ; ... ,,o ;-~~:·,· "<•;) ,.~- - . 

Una descripción cuantitativa :de": este.~ ";·~~m~~-~~~~'i~ri-tc/· se: ~Xp~~s~ ·e'n 
términos de la . var lanza .de u

1 
-' , -· l~ · cu~~~7~~.~~::~-~~~; ~º~f :~-:-~.:~:\~-~~:7 ,. ·.:»'· 

Var u1 = E"Cl/zl2Ck l/,.;,;¡•/s1r 1/c~;?1Jci~1¡2 ', 
e• . o . o , · . · - · o - , 
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o 
.-- hO• --tr&•L -o-.... o -M···.e 

Flg. 1Sa. Densidad de energla clcctromagnét!ca asociada a el modo n = 1
1 

• a 

pr lm<:r orden en q .. 

Flg. lst.._. Lo mlsino que .en. la F'lg lSa. para el modo .n = Z~ 



- fe (k ll 2 /2c112 (n+1)} E AR 
_ • O n._ a,n 

[1+1/n +((k
0

l>2/n3 rr){p!ºl2cn+2)ir+ ~2 H1~1/(n~l2>t]. (4.35al 

.- . . > .... · .. - .. : .. .:'· .. : -: . 

De esta expresión se sigue que· 1a va~l~OZa· d~ · i~,.:~1~t~ib~hi6n .-de ~nergia 
· asoél ada a los. modos perturbados es . ~-~ri~r. -~-ue ~: ~á' ~~rr_~-~-~~~~~~n~~·:: ~1' m.od-~, ~o 
perturbado y disminuye al aumentar el· orde~~-d~i -~dd~~,~r~Urbado~<L~'· varl;¡-~za· 
relatl va de la dlstrlbuc16n de energia' de - ·1o·s ·m-~d~~\-~~~·tu:bado~. ,respeCto. a 

los modos no perturbados está dada· p~.r .. --. , :· '. :, :;. >/,' :. ~<~ .. :-~:: 
CVar u 1 J = 1 -Ce Ck ·u 2 /zi:rr2>(1 !;,~ + i;,.C~rri 2.~1~~C.k~ll 2 l:Cn+ll) 

o• rol a ,o .· .... i;:,..·.: .. ·.,. ·: ,· ... , 

E A:. n[t+l/n+{ (k0 1J2/n:~·}w01 ~C,~~~frr~· c 2)<1~UCn11l2>]. 
•' ... -· .. - •,,· 

(4.36) 

IY.3 Ef'ecto de guía de ondaÍ iíiD~lea 6ptlco Y. VKB · 

Hasta ahora se ha· mostrado fa exi-stencia del efecto de guia.de.onda sólo 

para nemátlcos en. flujo permanente, de· anisotropia dieléct~ica pequef\a, 

utilizando una aProxi.mac.i6n. perturbativa :a primer o·rd~n. ~· esta: -se.cci6n se 

retomará el enfoque adoptado en el capitulo 11 _par~· ~vitar .. ~la llmitacl?n de 

la anisotropia pequefia. Es decir, primero se Supondrá· que: el hltz · 6pt"lco 

incidente es de intensidad baja de tal form~· qUe: q··~.<~ .-.1 ,".-·~si'."· Como." que l~ -
frecuencia de éste es tal que satis.Cace e{ 1Ún1t,;; 6Pt·.i.~~< k. '¡:: >>.'1 ~- . DesP·ués se 

' ', ... · .. ---.- o ... - ·:. . . 
relajará esta restrlc16n para tomar en cuenta· haces con':f~~CuenC18s tales que 

el limite WKB k
0

1 > 1 sea válido. '//.··., -·-:>· ~~~,-:~~-~<: __ · 
.- -..· 

IV.3.t Trayectorias de Rayo ·.··. '-'~;,· ·,;,:· ··>,.·,.: - ,._ 

2:~;~~~:~ti~~j~(~~~~~~~~~·· 
integral resultante queda·\exPres8dá ·s610 en ·téf.mtñOS·::de1a-·: Vá.rl8b1e--·.);.; .La 
expresión resultante n·o sé"-Puede·~~s~ribtr .~n ·té~mln~s de ~-fuii~-1~~;~· comu'n'eS, 
pero es fácil ana~:iZár· ~~· Comp~rt"ariiÍ.e~~o. 
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Al igual que en los capltulos II y.III .se- dividirá para su aDáli~ls-el 

intervalo de p en los subintervalos O·< __ P
2 .< .,;¡'·,~<f¡ ,.·~-~~~:< 17~ ,que ·i~e'ro~. 

denominados como régimen débil y régimen fuer"te;: respectiyame_r:i.te~· .. : .:'. 

:,. . '_: ,.) ., '/.~~>·-:: 
, ·' ,,,, :.::.:) ~ .·, ... : .. ;;¡ ~'· 

IV.3.1A. Régimen d.ébil O < p
2 

< cJ. :.· .. }<•: ... 
Como se mostró en en el capitulo 11 1 en·.e1~_-ré&i'men·-·débJ.1;\i(E:"c."c2·.9). 0es 

real para todo i;. independientemente de·:-.·:1a:_~~--~~i-eñ·~-~é~~-~-_);'.~-~-n_f~-~~r_a·c1~~ai 
·involucrada. Por esta razón, no obstante q~e .::_i"~-~ ~~~:f}4;·1:?f::p~:~.ii: :.~,(~á~g·~:í;,'::de. · 
orientación ya no es más una f'unción mon6t'ona~-.~e::1·_1_a;·:,#~c:>~~~-n~~a>·(·;~::~o~Ó:,~n·~·e.1 
caso sin flujo segtín se muestra en la· ·~·F1g~:t6a:·~,~-nCi.·:::·orfS1nará~.'·.·~a:~b1.~.~.' 
signlflcatlvos en la trayectoria de rayo. · ·;-> .,.~.·. ·. · ~-·· )\{}:; ·· 

Otra caracteristica importante de la Ec. ~~-~ 1~h·f~~S ?q~~;. i di~~·~:-.·.-é~~Í'i>n 
puede tomar valores superiores o inferior~~-~'.-·~-· ~~~~:/~~~.::-~·~·~:,~:de~~p~·~~~d~ ... d~1 
valor de N, O(l;) puede alcanzar valores sU~riO~~~:~n··'.-~Oi·t·i~l~~,1;~nt~~~~-:~ w/2 

-·.' ... _, .,.., .. :,.-···¡-.. ,., ... ; __ , ,, '·· 

como se muestra en la Fig.13b. Esto. o'ri81na· qúe'::1a's;.:comPonentés·;:del · .. tensor 
; '2-' ::.~-'.-·ó:",:.-. ... _; .. ·.·.;:: ·. ,' " .. : 

dieléctrico c ... 2= c,.sen· 28 y c 22=CJ. +'e,. --~~~-.~=.-~_.· .. ~-}-~~~~1~,8:~~: .. e~ ~~_.-inte8rando 
de la Ec. (4.36a), oscilen varias ve~es e~··':~.; in.~~~~al~.;~~e · _l.Ot~gración; sin 

embargo, dentro del régimen débil .. ~ste :~~~~~f;~~~~-~~-~-~-·.::. n.? ::causa cambios 
apreciables en las trayectorias de· rayo~ · - ~--;.~· · ·.· 

En la ·Figs. t6a se presenta __ ¡;_ tr·ay~-~-~~~1~_:·,:;d~~·,raY~;:Para.' MBBA 'dadas por 

las ecuaciones (4. 17) y (2.9) t~m~fidC/>1"a· .. :~éú~h16n:." asOcl"ada -al· ·signo ·menos~ 

"para el ángulo de propagación. ·del h·~~··:···~~\~~'.<:4_5.~.;: .:i.~S: -~rái;-i~ás de las 

,tray~ctorias dadas por la Ec. (2.?.l ··con ·~_-e(:'Si&no·':posltiVo',. se obtierien 

invirtiendo la iigura 15 respecto ~( 0~1~~~ :_d~.(~O~~~d-~~~-~ª~· por lo: que· se 

omite· su gráfica. 

En resumen, se puede decir que :Pá·~~-·~·1::~~~im~;ri·.dé~i1 "íio eXis~e~ cambios 

-notorios originados por el flujo ex.te_rno. so~re· 18.S :-~~~~~-~_t_Or"l~s. de .rayo. 

IV.3.18. Régimen fuerte cJ.~·p2 ~-~:~ll ... _ 
En el capitulo 11 se· moSti-ó''"·_que-:.:"en _.e¡ ·réSlmen -. fue_r~e. l~;. Ec::t~.:~;· 

proporciona valores reales sólo': en···~i-~rl~~ · z~nas · del l~terio~ 'de la· celda. De 

hecho, es fácil mostrar que las EC. (4;.17)' y (2. 9). Proporcionari.-valores reales. 
, . . . . 2 . .. . . . . . . 

sólo cuando le ± (2m+1hr/2I < ±·. (1/tr) ·~~cCos~(p .. -cl.)/i:a], 'con. m entero; 
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.X 

-o.,, 

Fig. :i6·a. ·~~:~~;etc;~~~~ -~{>:~O .·e~· presen~la-'de flujo ·.pára· MBBA · cc:>n R. ~ 10-
2 Y 

ángulo de ·lnc!d_encl~:«. = 45 (régimen débil) · 

X. 
.0.6 

. o. 4 

+o. 4 

i 
1 
-0.6 

F111. 16b. Lo mismo que en la Fig.15a para a. • 75° (régimen fuerte) 



Nótese· que dicha condición puede representar más de una reglón, a diferen·c.ia 

de III en donde sólo la reglón central estaba permitida. Eslo·de~ldo .. a··qÚ~ 

CÓmo se comentó más arriba, 9 ya no es una función monótona de z- como oCurria 

cuando no habla flujo; lo cual se muestra en la Flg. 13a. 

La posición de las cáusticas se puede determinar a partir d~ los valóres 

de- los ángulos 8
0 

~ue indetermlnan la expresión (2.9), es decir, ~ue anulan 

la expresión czz ~p . Estos valores están dados en términos del ángulo de 

incidencia a. por 

Por)~. t~rl_t~. si :'se ~U-Sl1 t~·~·en los valores e ± (2m+l )~/~, .Con: m entero ~n··,{~ 
eCuaCiÓn , (~~ ~~-.(~-~~·'. ~~J~de·~":.~~f:~~~-~ri~~ :;~a. ~óSi~Í·~~:.-·d~_ ·1~·~ -~á~stlc~~ _·recior~·ando · 
que .·.ia .... celd~---':e'~iÁ::::~i:~~~íJ.~a~·a .. ~e~~f.~,: e;····:=.- -1/2-: ~ :'¡; ~--~· · 112. ·· P8r~ -~l:_:·:ca~o: 
p~rt-~CU1a·~ de-:,N.;·-~ -4Ci::,.:·~e ;-tiCri~ñ úil"íd~mente _las ·:s18~'1ent:es- ec.Uá.clone~~- Pa~~ ·:las 

.,·: .-·.··.::-·.::.--·· -

-'CN~3J;;3 + cít .+ N/12li; ± e' ": o, 
':' -... ' '. .:· ' ' o 

(4 •. 3Ba) 

~CN(3li;3 + ¡,.)Ntl2li; ± (~0 - ir/2) = o. 

. . 
· LéÍs. partes marcadas· del eje z de la Flgs 13b representS:ri las regl_ones e~ 

las 'cuales i"ós ~ayos pueden propagarse, Como 'es fácil comprobar, para este 

valor .'de:- N. ·resultan . ser tres las reglones de conducción que aparecen en el 

interior de la celda. De esta manera se puede decir que en el limite óptico, 

la celd'.1 'sf'.!'. comporta como un dispositivo. que contiene tres gulas de ondas que 

puedén conducir simultáneamente sin interferlse. En la Flg.16b se muest_ra las 

trayector_las de rayo asociadas a una configuración orlentaclonal con· N = 40. 

Obsérvese que, como se · habla indicado, los rayos se propagan 

independientemente en cada región y se desvlan hacia el eje de la celda justo 

cuando se acercan a las Caústlcas de las reglones. 

Finalmente,: es··;-_importante sefialar que el número de reglones en las 

cuales. se puede· prOPaSar :ef·haz aumentan _conforme el flujo se intensifica: 

En efecto, ~-s:·-,f~~i·1.~~:~-~st~~~~ paf-tiendo de .la periodicidad. de laS ·~un~i~:ne~· 
cxz Y czz qt.i.e ~Xl.~i~_~}~i:n+l ·re'glones de conducción cri la celda siempre. que:.el 
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ángulO máxi•o de' orintación e. se halle en el intervalo 

(4.39a) 

•. i_mpilr~·- (4.39b) 

en donde 

9
0 

= ± (2/3){ (N/4 - 1r)
3
/3N }

1
"". 

De esta manera al aumentar N, es decl~. al i!"~er:islficarse el. fiuJo, aumenta 

el mJmero de regiones de conducción. 

Es importante senalar que las trayector'i~s .~e r~Yº:. calculad~s aqui son· 

válidas cuando la frecuencia del haz inciden~e· es ,muy'g~~nde_ comparad~ con la 

frecuencia tipica de la celda dada por c /l.. C~n el objeto de analizar el 

comportamiento de la densidad de energía pará. cond~clones menos restrictivas 

para la frecuencia del haz incidente se generalizará el análisis para 

considerar el limite WKB en el cual se deben incluir términos de primer 

orden en el parámetro (c/cd). lo cual se dis_clluJ..á en la siguiente sección. 

IY.3.2 Los Modos 1M en la aproximación" WKB 

La rorma general de los campos electromagnéticos ·en el limite WICB fué 

desarrollada en la subsección I .3:2a, ~qu{ se· ·~mpleai-án_ dichos r~sultados 
Junto con la configuración en presencia .·de·.:;¡\JJ~, .· Éc. (4;,t7f,- ·par:-a. ca.lcu·l~r 
asl la densidad de ener81a electromagnét~ca.·~? l~_;.~C::.e.~.~~· .··~,:·:, 

... ~ . ~e,' -· . 

IY.3.2 A. Reglmén _débil _O < p
2 

< ·cJ.. :-,~~~~i··.: .··:;~·;:: .. . ·~.~~:?·· ··:-·:" 

::~:~:~~7'.~::~~::~f,~tiÉ~~;~¡~;~~-~~~ 
está dada por '<'1.~,:- .. ,~ -~·:.•,'.:·::<-:'~,:.:~;_,, ;·,·"-;.:::: 

::~ -~-:-:-f;: :,~'.-'.'/. ""':' ."-_,,_·-

De esta forma se '~·b·tJ:·~~~ ~~·: ~C~a616n tr8sc~rid.ent~( q~~·. sati·~·~a·~~~·'._:'i~~-."~~{~-r~~ 
permitidos del á~~~º:·.-«n"·.-.·~Ín:.e.;b~rgo, a· dlfer~~Ci~ deL·;·~~pi·~~i~':~rJ"~ . , en 

este caso la-··ec1;1ació~' trascendental resultante· no. se" p~e~e::~:e:xP~esa_r en 
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20 

o .2 o.' o. 6 

FJg.17a .Modo n corno·runc16n del ~?S:uio.:.de :·1·~c1d-~n~l~ á~_·J!~~a-MBBA con N = 40 

(régimen dllbil) 

n. 

1. 5 

·1 

.0.5 

ol.. 

. - . . . 
Flg.17b ;Mod0.11 como f'U~clÓn del· ánsu10· de in~ldcn'?~~ "w pufa MBBA con N-•. 40 
Crég1.ñu:n· C'~~r-te.) 



términos de funciones conocidas. En la Fig. t7a se muestra n como función de 

cxn: los valores permitidos de ex son aquellos para los cuales n es un entero. 

decir 

Por otro lado, la f'recuencia de corte está dada por la Ec. (3; 12), ·es: 

d71 1-· ¡;-ju• . .. . 
(4.42) 

por iai·E~·:·C:i:-i9a)·~ J.a.'~ua1· r~sulta ser 
......... '~ ·:-">~.:-:.. : ·.-_. - ._ . . . , 

. .. . ~-·· ·~ 
.. -, .· -- . 

u .;; ié1sll'i C~~cJ.)(c,·,··~.Í>~l.:l·i·~· [.i. 
. e~ .::: .. º : ._ ... ; " ~Cp21c,,l,c~sC2k~l.~¡.l]; · · · Ú:43a) 

·: ·:-·· 

(4.43b) 

·. . ... ----:. .:.:·.. \ ... 
En .la Flg. tea se muestra las densidades de eiiergla· dad.~S Pc>i:-':1a· ~c •. C4-~4~a) 
para « = 42º. En dicha gráfica se observa ·cómo, al igual· .·que:. ·~n'~-~i '.'6~P1 lü'.i:o 

I, el efecto de gula de onda se pierde en ·este ré~l~~~~·::pl,-.r_c{J~-'.~u-~qUé·_.;.~i'a 
densidad de energia presenta dos máximos cerca.del cent·r·o-:_-de )~/é~·1dai¡_--éSt8:_.:', 
también es grande cerca de las placas. Esta gráf1-~a--:'~iJe·¡t~"3:·::~~~:(~~;~-.:_~_~J. .- . 

. . . ·:· '. :<·.: ·'.,-'.'. ··· . .- ·~:: .. :- . : 
régimen débil el flujo hidrodlnárnlco aporta dlferenclas·.cualitatlvas~respectO 

.·•·. ' --·~ ';-, 
al caso sin flujo que no inducen el efecto de gula .dé ·º.r:>:~~.:~~ 

.":;-_,' .,:·' ·: ::: '.~·~:: ·" ~ 
IV.3.2 B. Régimen fuerte c.L< pz < c

11 
;·.,~>: -:.;:_ ·..::· <:~·: 

A dlíerencla de la subsecc16n anter.l~r,:,:f~~¡k?i}:~~.~~,~~~'..~~.~{~,~~~ear. 
directamente los resultados del capl ~-~·l·º· --~ .. ~-~ ·: p~,~~·;;~,ª~:~~~~~¿~.?'~"\~n8~,~~s· .. de· 
propagación permitidos « ni la .d~~s~d8~,-~_de·:-~.~.!1~.rg~a:'.--.~-~~~ct:rc:nlia8:~~t_ici'.1· En 

efecto, de la Flg.16b se observa" ~~e-.e~-~~~-~i~~~.-~,~.:~)(4.~:~~~:'.·~r _Í-~ginieií=fuerte 
para HBBA, aparecen 6 cáusticas en -e1:.lnterior.!~e:-l~:-·:celda-.·en' contraste con 

las dos cáusticas que se tienen· c'~ando".-líó ~ay :"t:lú'Jci'f.'~DébidO ."a. est'a d~ferencla 
se deben calcular nuevamente "i8.s ·e~pre_~~;J~e-s_':P¿~~·:_·1o~··c"a~Pos ya que en tornó 

a cada cáustica se deben de satl·s~a·c~~' ia,s·.: reg.las . de conexión dadas en la 

Ecs. (3.19). Imponiendo estas ~es1.ª~- de, éonex16n _así' como las· condiciones de 
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6 

f'lg. 1Sa Densidad de cnergia elcclromgnéllca en presencia de flujo para. MB8A · 

con R = 10-
2 

y ángulo ·de incidencia a. = 45° (régimen débil) 

- (1) 
uem 

··~ 



frontera de conduc~or perfecto en las placas, dadas en la sección I.1.2; se 

encuentra la componente HY para cada una de las siete reglones en que las 

caóstlcas dividen a la celda. cuyas expresiones explictas están dadas en el 

apéndice E. 

Por otra parte, tanto las reglas de conexión en torno a las caústicas 

como las condiciones de frontera para HY (e!;) (veáse apéndice E). también 

implican que 

(4.46af 

. :, <· 
eri doñcie .n es un· entero positivo.· Esta es la ecuación trascendental. a· partir 

· 'd~ ~~· .. :.6uá .. i ~·~e·.· ~~-te .. ~~·~.~an · ... ios. ,v~lor~.s .de. p, .. ~ . es. .i':' .. ecu~c~ón ~nÁiOg~ ·.·a.: l~ · 
Ec. (4. 41 >'·~~':,,el ._:·régÍmen .rU~r.l~;- ;:. E~~ ~~port~nte :··· re~a1t~r qite.:: ia .. direrSñc1a· 

·~it~~~:~~~=~¡ l~~~il~i;l§~~~~~ 
presenta en la t:lgura l~b';~á~a 't1/~~~:~~~{~~~\;N ;\~,a: ,.;' .\~::L_ ,, / .· .. ' . 

~~~i~:fJ2f ~~~~~~~~~~!~~~E~~ 
está dada en el apé~Cu·~~ :·c;·:YcÍ~blda:. a·~··~·Ge: su· .exPi-e~ióñ'.·~s·. mü~\có~ple'Ja.~. ::~ 

~··-'' 
La gráfica de esta: denslda~··.d~ .e~~r~la se'.pr~sent~· en··ia ~i.g .. t8b .como·:runc!Ón 

de la coordenada transver.saL'.' Se pu.;de ob~e·~var que la.densÍdad.d~ .ener~l~.en 
el centro de la ceÍda··e·~··comp8.ratlvamente mayor que .en· ·en.·1e·.'.'res't'o .de la 

celda. Esta grá.ÍiC~ .niuestr~·",que para este modo TM. el efecto. de.'·&uia .. de onda 

presiste en la par.te· central de la celda en presencia del flujo' externo. 
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Apéndice D 

Aqui se calculará el valor de C proporcionado< por la écuaclón 

trascendental Ec. (4.20), _pa~a lo's casos ·~.xtre~o~·,para· ~~s -~~al~·~· ·¡e¡ . . ~<· t. y: 

¡e¡ >~o~:idérese primero. el. caso ~ar~ ~Í cÜal l~I {, l·~ ~~· e~te c~so ~s 
conveniente integrar .·Por: parte~ ·1 te~~dá~e~te ·:J.·~ .·Ec-.~·c4. 2Q·) ··Para: :·~~d~c1rl~ ·a·, . 

. • ... •- .. : .. ·. : . . . . . - .,..,' 

.é2/9í c:~,~/~~l;·~~~~~-~h·~-?}:.· ·:.'..· -;,-······· 
.. : '' -::';.:·. .:;::-·.,::·_:-<:;."'._);.'; 

en donde ISCCl :Y ICCCJ -éstán,dadas.por· 
::· -.· .. :o~S-' 

·-·,,,.· .. · 

l' -· 

·, 

rscci =)~~.·-A ~'o~c 22(~~·:-D4J :,~ ~i:L · 
t / . . ·;:.; ~;. 

CD.1'¡ 

. CD. la) 

icccJ ~ ! 112'é!2 r~~~{c¿/~2~1/;jl ~ '!1:1; .·' CD. 2b) 
. ' . ,'o . '· . · .. ~ .... :.·' ;.-:;_·: ·: · .:··.:-

-- .·.· - . ..; ';: _;'¡, '." . . . 

·~. vai::.~:~e;;~:¡:-,~·J~~~I~f~~.:¡~;;Bxi[::'.:::1:ir·;(:~~:: .. ~:::iª.'i:1i,n~:~;¡:g:~· ... 
fa~e.- .~~.f~.clO~a~~~~:: c.~~1·~.<~ ~~;:·qu~·>:~~~o,: es' .f'~~~l-~ mo~t~~r' ·. l~ ~un~l~~, ~.~~ '·~t<~,1 , ·_· . 

~~:::ra~:~ ~P~)~:~:i:ef if f~{~tJ;'.~~;'.i:;:.;1~~:~1~f iif:f:J'1:~~~~:~irf ~~?1º~•:.~mb~! •••..•.... 
rscci ... •· én/l2oii )!/20,07·5~riic/i2T3~;,;z~j. o' , .: •.·. · • ·ce: 3a) • 

ICCCl. -'!i¿~>·'.~~·;~:~,L~'.;0;~~:é#)~;:); ; .. : CD.3b) 

Sustl tily~ndo --~'stas :exprestOn-eS .-:n ¡i': Ec·~ (0. 1 i y. ;;~~~~~·ª~~~' ~Ue, ICJ · >>- 1, se_ 

obtlen~- qu~··C -~. -2Ñ(3~' ( 
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. . 
p.,",.· otro lado,·si ¡e¡ « 1, la.Ec:(4.20) se reduce a 

.'. '.; .. ·.' :·> 

cos21rl;~ N1;2c.;s 1rl; - (~212Jéc/114,Jsen,21r~}= O. 
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Ap6ndice E 

En este apéndice se calculan las expresiones explicitas para la 

componente HY de los modÓs TM en el régimen fuerte para HBBA con flujo y N ·~·: 

40. Para ello se imponen las reglas de conexión dadas por las Ecs. (3.19) ·así 

como las condiciones de frontera de conductor perfecto en las placas, dadas 

en la sección J;l.2 .. ~ntonces~ la componente HY para cada una de las slet~ .· 

reglones en que las seis cáusticas cuyas posiciones están dadas por. ±a, ±b y 

±e con a >b >e> .O; dlvlden·a la celda, resulta ser 

para -1/2< l; < -a 

Hy(t;l (~0{~P2-c.:zl 1/<I ".xp(7¡pk0 l~?li:osh[k0 1 ::~~ rC11ll, 
;.,-··. - .~· ._---

. -,-··.· 
· .. -

para ·-a._:<_:( _<'~b.:::·~ ,::_ (.> . _: · . 

·".et:~= c~A;)~~c'•lexpc-1;;~~ú:J. 

··[~:: éos[k 1•¡~:~ ~i11l :-.x/4) 
·. :'· ·:·····.~/ .t;•': ·>· ":: 

: ;_;._.:: ::· :}.:·:~·: _·:·:~~:'.-.;.~:.;-:_:~:~: "-. 
para :~b~ e;·< ":-e . ',;,:.:. .¿. .·. ·-<··:.~·"· ...... 

·. ::~<.; .. ;~' ·::..:: ,: ;·-: . .-:-·.: ;-'-'· .:: 

· · "• ct:i ·~ 'cE)c~;~c~i J' (,~té:~pc.:,1~k~U-~> , .. 
".' ,, ,"3 ·•., ·.'·;,';:: _ _._t >,-;".~··-· 

. \ {u. '.~º,~~w:.1·\i11sc~:i ;~ :.:~e~h;~ol 1:~11 rc11J J r 
para -e < e; <··e· 

H/t:,i = :fr/c~z:~~2 i'./4i exp(~ipk~lf0 ) 
; · .... 

c~~[k0 1 r:d~ÍCC11,l - ,;/4) - w3 ,sen[kól ~;d11ocC11l -: 11/4] l · 

(E.la) 

CE.lb) 

CE. le) 

(E.Id) 



para._c <-( ~ -~ 

.~,;(() ~ · [E0/(p
2~·c .. l1"J exp(-1pk

0
lf

0
J 

paráb<(<a 

",;11:; = [E
0
/(c .. -p2 l 1"1 expl-1pk~lf0 ) 

[u, •cos[k01 ;:d~ ~~,j) .·- ir/4) -w1 .s~ni~0 1 J :dJJ 1<(,j)~ ir/~) 1 · 
y finalmente· cuando a· < ( < · ~~~ 

•.: 
en donde se ha definido 

u = 
1 (exp1-v1:~: rc11ll c~s1v.(.i11~C11lf-

1l'2 - ·, ... , 1 
exp[k0 Ü.d11rC11ll5fü~~lf.~,¡~·C?ll , 

¡_-.-:·:·.·· ':~-. -· 

{exp[~k0 u:~.:X'.~'! .·:~i!~iF<d~;~.111!1 + 
.. -i 1'2~¡' e· _. ! ~·, 

explk
0
lf dJJ rC11li ~oii1ic· 1 •/d11 ocC11ll 

' . • . . . ., . "' . ': :;_.· .. ~-.:~' .. :~ •. b'__,_"'. F 

-·-·-· 

(E.le) 

(E.lfl 

(E.lg) 

CE.2a) 

(E.2b) 

(E.2cl 



(E.2d) 

(E.2el 

CE.2f") 

con·· 

'(E.Ja) 

. :· ".':~ '. . > '·_.:":-·.:·: . . - ' 

ic(t;J .• cé 11i:&~~-~·11·'·(L CE.Jbl 

_, 

rCt;J • Cene ;pª-c JJ"2/c 
. ..L · .. _.·. zz .... zz 

·(E.Je) 

y 

seri[k0 1. I.d~ .icC~JI + 1 e 

e .· .. exp[2.~0l!bd~ rc~JJ 
cos[k

0
1 :.d~ Ó:(~)) • 

1/2' . 
1 · + expl2k l! d~ rCtÍl J tan[k l ! d~ ,IÍ:h1l J 

o . ··-. . ·. : . . o -
. ·.' .\/2 . . , .. - - . < • CE.41 

- exp[Zk l! d~ rC~J)tan[k ¡,¡ d~ 1th1ll 
' o • - .. ' . - - º- .b 
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Ap6ncllce F 

En este apéndice se dan las expresiones explicitas para la densidad de 

energla electroaagnétlca de los modos TM en el régimen fuerte para HBBA con 

flujo y N = 40. Sustituyendo tanto la componente HY de las Ecs. (E.1) como las 

comp~nentes E• y Ez que se obtienen por medio de las Ecs. (t.6a) y (t.6b), en 

la Ec. (1.30a) se obtiene la densidad de energla electromagnética para cada 

una de las mismas siete reglones en que se definió el campo HY, ésto es 

para -1/2 < ( < -a 

para-a<(<-b 

u.,. = .(E~/Sn) Ccffc J.~(~u: -~2.» 1.'2 [u~ +"w~ .. 

( ...... , ·::.·>\>,~>; ·:~¡,'-" .. ·· 
cp• /c •• H~: "':.;:1&énc2·k~1 '.("d11 i<c1111 • 

. - . •'.,~: :·~: ·.·-... ;}.;.\-'";-::~ - ···. 

para -b < e'<-~~-

:~~---

u.w. senh(Zk~l Id;¡ rC11lll. 
. ( . ·. 

para -e < ~- < e 
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~. . . c. . . 

(¡>
2
/c.0) Cu~ - w~J s~~(2 k0 11/11 ic(~)) + 

(2p2/czzl:u3w3~.;~c2~01:j:d11 ic(~) ÍI, (F".ld) 

·, 
par~. e<·( <-b 

Cu2

2 
+ w2 JcosM2 k 11\11.rC11ll + 

- 2 o b 

(F,lel 

parab<(<a 

(F. lf) 

112 
cosh(2k i ·¡ d11 T(11)) J.· 

~ t; 
(F".lg) 
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CAPITULO V 

SOUTONES OPTICOS EN CELDAS NEMA TICAS 

En los capi tulos anteriores se mostró que en una celda plana nemátlca 

con fronteras perfectamente conductoras, existe un erecto de guia de onda que 

concentra la densidad de energía electromagnética en la parte central de la 

celda. Sin embargo, en dichos capitulas el análisis se ef'ectu6 en el régimen 

lineal de las ecuaciones dinámicas del campa electromagnético. El propósito 

fundamental de este capitulo es el de considerar la primera corrección no 

lineal de la dinámica del ca111po electromagnético. Especiflcamente, se 

mostrará que en una celda que contiene un nemátlco en reposo, pueden 

propagarse soll tones asociados al campo electromagnético gobernados Por la 

ecuación de Schroclinger no lineal (ESNL), cuyos parámetros de propagación 

están determinados por la relación de dispersión y la densidad de energia 

elástica del nemático. 

V. l R'lialMn no lineal de loe llOdo• 111 

En esta sección se mostrará que la ecuación dinámica no lineal para la 

componente HY de los modos TM, se puede separar de forma expUci ta en dos 

partes, una lineal en HY y la otra no lineal. A partir de las 

Ecs. (t.6al-Ct.6c) es fácil mostrar que HY satisface la siguiente ecuación 

diferencial ordinaria 

(5.1) 

en donde las comporienteS.c • e y e dependen expllcitamente del ángulo de 
. _ .. · ZZ XX XZ _ · _ _. _ '.: ,· -. - ·, 

orientación 9,, el cual-a·su vez se a_copla con el camp~ eléctrico~ través de la 

Ec.(1.11). Como se discutió en la sección 1."1.1, 'la magnitUd de dicho 

acoplamiento se mide· par medio del par"ám~tro ··q que ·aparece. en· Ía Ec. (1.11). 

Es importante resaltar que en los· cap! tules anteriores ru·erón calculados los 
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campos electromagnéticos a orden cero en este parámetro. mientras que aqui se 

calcularán a primer orden en el mismo parámetro. Es decir, en este caso la 

intensidad del haz incidente será comparable con la densidad de energia 

elástica del nemático a diferencia de lo supuesto en los capítulos 11 1 111 y 

IV -en donde la intensidad del haz se consideró despreciable comparada con 

ásta última. 

Sustituyendo la expresión de e a primer orden en q, dada por la. 

Ec. (3.24), consistente con las condiciones de frontera planares, en la 

Ec. (5.1) y despreciando términos de orden superior en q, se obtierie lá 

ecuación dinámica para HY, que es de la forma 

L H = f" H , 
y y 

'(5;2) 

en donde 
·-·.· .. :·. 

L(d/dt;,1k,1p) = c 0 ~. + 21pklc0 ~ 
zzdlf' " 2 dt; 

(5.3aJ.'· 

y 

(5.3b) 

Aqui 

·(S.4a) 

(S.4b) 

·(S.4c) 

(S.4d) 

c!:r: = co~2w( (5.4e) 
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y' 

Como es claro de las Ecs. CS."3b) y (5.4f'), el .operador Fes. no lineal en .Hy! .. · 

ya que las componentes E• y Ez en una guia de ondas dependen de HY. En 

cambio, el operador L es lineal en HY,. puesto que sólo depende de (', según se 

observa de las ecuaciones (S.3a) y (S.4a)-(5.4c). 

V .z ·Ecuación para la envolvente de un paquete de onda• 

A cont.lnuac16n se mostrará que la envolvente de un paquete de ondas 

electromagnéticas que se propagan en una celda plana de cubiertas metálicas 

cuyo núcleo es un cristal 11quld0 ne•á.tlco satisface la ESNL. 

Hasta este punto sólo se ha estudiado la propagación de modos TM 

aonocromátlcos con frecuencia w
0 

bien def"lnlda. En este capitulo se extenderá 

el análisis para tomar en cuenta paquetes de ondas. El estudio de la dinámica 

de paquetes de ondas es. una extensl6n natural a considerar ya que representan 

casos más realistas que las ondas planas. Una motivación adicional es la 

tendencia reciente de la tecnologia de comunicaciones es trasmitir la 

información de f"orma dlgl tallzada, es decir, en paquetes o unidades (bl ts) de 

1nCormac16n (60, 61]. 

Considérese primero la transformada de Fourler, en el tiempo, de un modo 

puro lM, HY(x,z,t), como el dado en la Ec.(1.Sb); la cual se denotará por 

H~(x,z,t) y está dada por 

H' Cx,z,w) = 2w cJ(tiJ-W )e1kcwo>• H (z,w ) +e.e., 
y o y o 

(5.5) 

en donde e.e es ·el .complejo conjugado Y. '5(w-w
0

) es la delta.de. Dlrac, La 

Ec. (5.5) exhibe claramente que la distribución espectral de este campo_ ~s~~ 

concenti-ada en una sola frecuencia. De manera distinta, un p~quete de, modos, 

en el mismo espacio.espectral, se puede expresar como 

(5.6) 
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en donde Acw-w
0

, z) es la distribución que caracteriza al éspectro de 

.frecuencias. Sl se considera que esta distribución es rnuy angosta, es decir 

que es distinta de cero sólo en un int~rvalo pequetlo en torno a w-w
0 
= O y de 

grueso q = Vq = (w-w
0

)/t.J
0 

<< 1, se puede aproximar la Ec. (5.6) desarrollando 

H
7 

(z,w
0

) en serle de Taylor en torno a w = c.J
0

• Si se toma la transformada 

inversa de Fourter· de (5.6) así corao la aproximación· antes mencionada se 

obtiene 

(OJ ·1 dnHl · ·n- -l<w-w)t 
HY Cx,y,t) = ~ ñf: diJ"~~~ J.<_w-w0 >. A(w-w0 ,z)e o d(w-w0 ) 

.··~ ~-~~-~~~,-~' -~;<~~,c~ .. :c.c~. '. (5.71 

. :'•' .<::>:'·~· .. ;' .. '.····,'. _.,h,/· -{~·::>·' :_>_·:·:~>: . ::-:·.-:.-;· .' :. . . 

·, .1( ~•J,:~cx.g ~:~;Y ;~.,·~<~.~,{,.1~-1,~-'".ltd<~.1 . 
. ,'.,_· .. _ ;_~\: .. ', ... ,": . .\ 

(5.81 
' " 

. se· pU~~~:· ~Sc!'":ibi~-- la expresión (5. 7) de forU.a compacta·. como·:· 

a : 
(0) lk(W )x -1 (W )t ( ) H (x,z,t) =e o o H z,w +iq- A(X,T) +e.e. 
y . y o IJT 

(5.91 

t!n donde A(X, T) es ia: transformada de Fourier de la distribución espectral de 

frecuencia y es una función que depende suavemente d~ sus variables X • qx y 

T • qt. Esto implica que en el espacio de configuración, la amplitud del 

campo varia lentamente tanto con x como con t. 

Nótese que en la definición de este paquete de ondas se ha incluido a 

HY(z,w
0

) que es la amplltu~ del modo lineal TM que se calculó explicitamente 

en e~ capitulo III y que se mostró, a través de la distribución espacial de 

la densidad de energia electromagnética, que presentaba el efecto de gula de 

onda. Esto implica, que por construcción, el paquete dado por la Ec. (5.9) 

presenta también er efecto de guia de onda. 
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El paquete de •odos representado por la Ec. (5. 9) tendrá correcciones de 

órdenes superiores en q que provienen de los subsiguientes armónicos 

inducidos, los cuales representaremos por n;u, H~2>, etc. De esta manera, la 

expresión más general para el campo HY está dada por 

en donde H'º' está dado por la Ec. (1.5b). Es importante recordar que cada una 

de estas ~omponentes n< 0 J, . HUJ, n<2J ••• , se expresan en términos de los 
y y y 

modos lineales de la guia por lo que HY presentará también el efecto de guia 

de onda. 

En consistencia con el desarrollo anterior, se debe desarrollar el operador 

L(d/d(, lk, 1p) respecto de sus dos últimos argumentos y en torno a w = w0 , k = 

k0 , de la misma forma en que se desarrolló HY(z,w0 ). De esta manera la 

Ec. (5.2) se puede expresar en forma simbólica como 

L(!!...., 1k
0 

+ q !!... + q
2 !!... , '"' + q1:.__I q 

d( ax, ax, 0 aT 

(5.11) 

en.donde X2 = q·X1 = q2x y T =.q t:. Aqu'1·:~~-.hª:-~~~_e~d.o·e1 desarrollo de Hy 

dado por la Ec. (5.10); asimismo, se ha :·tndlcadq adicionalmente que las 

derivadas respecto a las variables ~ y t se Calculan -~·t1i.Ízanclo el método de 

mültlples escalas (62), el cual es válido cuahdO- la Cunclón· a desarrollar 

depende de forma lenta con sus variables. Cada· una· de ·1aS .múlÜples escalas 

de tiempo, en esta técnica, representan a los distintos periodos de tiempo 

asociados a cada uno de los múltiplos de w
0

• 

Efectuando los desarrollos en serle indicados en· · 1a Ec. (5. 11) y 

agrupando los términos del mismo orden en q, se obteine a órdenes 

consecutivos en q las siguientes ecuaciones 
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q: Ud/dt;,lk
0

'.tp
0
J u:~ 1 ci;,w~J :;: o,,' (5.12a) 

,.: .. 

q~: (L:.~. +l. : a~ 1·•. "!:,; I1 .. L~.º ..... >aaTAc'··· = ~ L J:•i. 2 8~i-::>:~:·,·~t-Í·-· uw 

(5, 12b) 

(t2 ~3 c1~.2. Jt~2.::; ~~1/~!L.~~3 :.·.·.~ .. ~~ .. ·<~.,~::r · ):u~01 + 
• ·--~/'':: -~;-:' l · .. ·¡• - -

, (t~. ·~.~~L3':~f ~1>,:~··;t~;~2is~:j::f .· 
-~ ;:~{_:~:~~:; ~:.~~ !~ _1_ !~!-~ f )~~(~!-~:~~ ~'°{':,. . 

., :··. ·c·/~O - ':_>.', i.,:··y; :.\ ;<:_;:· 

en donde el oJ><!~'.'d~r § .. ~~~?fü ¡Í¡;rX ' 

.. <~ ·:,->, ·-,)>·-:-.:¿:·:. 

,·· '·.'.:'::-º:· .. 

(5.12c) 

(5.13) 

En las ecuactories: ói-. ~.2~ :~·1bs S~~~~d1,Ces· ~ y 3 ~ndtcan -las· derivadas par~lal~s · 

~él operadoi-. ·L. ·r~SP~c.t~·-:·~ ·-;Su's .' Segulid~ Y· tercer argumento; dichas der:lva~as 
deben ser· evaluadás:1 é:rt'w-. =:··c.{.'<y.:k· = k. La ecuación (5.12a) mUestra. la - ·_. ·- :- '.\·"; --·.- .: .. º- . o . ·. 
consis.te~~ta del.,t_r:atamlez:tto .a orden q con el tratamiento a orden cero •. Por:_. 

ot;o lado.·; ~.1a· .. Ec:)~·'t2~) · se pued.e slmpllflc.ar si se emplea la~ sl:gu·i~nte·· 
identidad 

· (5.14) · 

la cua·l se puede ded'uCJr derlvaiidO la _expresión Uf(o> 
. . -. .. . . .. -· - .. · . y 

Sustituyendo la Ec. (S.14). en ·1a-Ec. (S;t2b) se c;>btlene 

a·.:c~n··.respe~to ·-~'-.. ~. 

. .. 

L .ff<U = - L "(O) r~· + .~ ªA J. "'º.J .. 
Y 

2
Y ax·.·d~.aT_.·. Y 

(5, 15) 

81 



Para asegurar que la Ec. (S.15). que es una ecuación lnhomogénea, tenga una 

soluc16n H!u, es necesario pedir que satisfaga la condición alternativa de 

Fredholm (63). Las hipótesis que requiere dicha condición para aplicarse son, 

por una parte que el operador L sea un operador singular, es decir, que 

exista una f"unci6n H!º1 tal que LH!º1 = O y por otra, que la solución IH;u 1 
-> O conforme lxl -> m, Esto es, la condición alternativa de Fredholm exige 

que al miembro lnhomgéneo G de la Ec. (5.15) sea ortogonal a la solución u;0
> 

de la ecuación homogénea asociada. Esto es 

<G,H 1º'> = .t dz G(zl H101 Czl = O. 
Y -m y 

(5.16) 

La condición (5.16) para el caso particular de la Ec. (5.15) toma .la forma. 

<L u'º' .n'º'~(~ .~ ai.. ):: o. ·~,· ... 
,
2
. y Y_ ·;~.':_.ax·:· -,.;~~,;,~T::.~. ) :,'~(.'.;', 

:::.'.:;:·:::\i:i.·; ;f '.';E)'''. ·'.""::~ "¡·; ; .""''~ 1".' '· .~ 
····'.~,,;·.···!"'.'.~}?_ ;~~~g·:f i~ •. ~:_,;_{.~l~i~~;: = ~.;" '. • 

..,.. ~-- ·; 

en donde' s ·.·~ c;9·.1a ,·CO'm¡)on~nti;·--d~l· y-~~~~r:.--d~-,~o~t-in~---~. :i~';;l:~~S~· del: eje:_'de _.la 

·.~ei~~:~ -~~~~;~~.~\(:~~i.~~.~~~/'#~~/-~~~;·~~,"~-~~:t~~ii, ·d~ .° C~ro:: ~~. eh_~-¡:~~-~º:: ~rl ... e~.' que. _P .. 
~.O,· lo._cual· .. permite_:_af.lrmar:.que :1a 'Única _forma«para satisfacer·. la condición 

· (S.17) ~~-."~*-~,~~~d'?~:~~~~-'.~:· ,,-;" ~~.:·,·· :: ,/:'•: .): ., . ,- . 

,.~_~·:~,~·.:·8~ ··~·:·~·'·:·:'-: ;.'_ 
ax.·-.. ·.dc.:;'(at:.c; ·:~- :::1·<·· · -;·_ 

' ·.<:·.:,./ 
. Finalm"en·t~· ~ í.;t:'.- E~.: cs~:-12~1 se . pllede. "simp~l_lcar ~~~-~~~~,d~ >"1a condi~ión 'cS.221 

" : . : ., . . _,, ·. . ~. · .. ' .. .. .. . . "" : .... 
jun~o :·c~~ 18. .. ~lguen~~'. -~d~ntldad··_H;': 

•e·,,,-.: .. 
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(5.20) 

18. cUitl re1fo1ta; .. ~~~"d~·r1'j~~\{a" ecu~·~16ri '.(5.14) respe~t'o .. w> Oe:esia manera la 

Ec. (S;tScJ ·~~ :Ír~li~f~~m~ ~n ··. 

·.-,.;.·\.-.· 

- <L.;·~·(~, -a'º»~~~ !~l.;' ~(O)d2k a<c:>>> 82A 
2 -y·'· '.:·v: ·' ___ -ax 2 2 v. d"'2 ' Y ·'ar~ 

'.~!~~ :: . . ,{ :: , :<'.' ,_;: :,._·o.--- . , . 

~~ -,;::,_.; ''-,.~• .. ': :•<.'~. ·, \•:-.r''.::.:;~:.: .·.~:' .. >·.: ::.·,· ,,· 
-· ~1: ~:-_,c9cu cH.' 0 .>. )0:· H'~ ,}ir'~~ ~A~:"A ~=~'o~-: 
• 2 c

2 
•' . , ~ . ·.:;'. / .~:. Y •·· • ·::_'': 

(5.22) 

·.,_:._,,. --:_::.,: __ ,..,., _'.·~::~:-:! ,_; 

::::::= .;*;;~~.f 'l~;~?8t~tt;.fits; S. ~I: • 
transrorina. en. · ·.· ,,_:'-"·:X··:·:·~(':?· >'."; :-<~::~: >- _ <, ._ ~-~:- ;-': ·,· 

<L.· H~º' ,H~º'> ~>+~{í~I~:i'.~;~,:i'6~ ~;~: . 
.. . ;fi§'!.f !/:;:. :;,;¡:.:.::~'"' '.,.•" <•·· (5.23) 

. . . . - . 
que es la.EéUación. de/SCh.ro'dtn&~iO:.n.o llneá.l para la_ envolvente de·un tren de 

83 



cristal liquido nemático. La relevancia de este resultado radica en que desde 

hace dos décadas se sugirió que las soluciones tipo soli tón de la ESNL es la 

unidad "bit 11 ideal para transmitir información digitalmente eñ f"ibras ópticas 

[65]. Su primera ventaja es que el autoenfocamiento no lineal puede 

equilibrarse con la dispersión, que muchas veces limita el uso de pulsos 

cortos en el régimen lineal. Una segunda ventaja es que la ESNL es una 

ecuación integrable exactamente. Por lo tanto, no solo describe pulsos 

robustos y soll tarlos sino que además estos pulsos son solitones y tienen la 

caracteristlca de que para pulsos con distintas frecuencias portadoras se 

tienen distintas velocidades de propagación, por lo que se atreviesan uno. a 

el otro sin distorsión. En consecuencia, se podrian enviar varios trenes de 

sol! tones que representarian bl ts de información a lo largo de una sola gula. 

Cada tren contendría sol! tones moviéndose a velocidades ligeramente 

distintas, por lo que la guia trasmitirla en varios canales de_.lnformaclón 

slmul táneamente. 

Es importante resaltar que para obtener· la ecuación (S.23) . tan s6~o se 

ha supuesto que u<oJ satisface la Ec.(5.12a),-por 10.-qu~ el."forma.lismo·eS 
y . . .·. . .. -,· 

consistente para cualquier orden de modo TH tanto en los regímenes .. fuerte y 

débil. Mas aún esta ecuación es válid~. aunque a· ~lve.l _ fo~m~·Í ~:·· ;n··'·p~·~~·e'n'~í~ 
de flujo hldródinamlco externo como el considerado _en --~l .. capÍt~-io.·'.·a·~t-~~i~Í-.·~::·:-~~·,.: 

::~:e::1:e:: :::~~tulr el valor de H~o> en ausencia de flu~~:~P~i~s~);ttlo~ en 
En la siguiente sección se calcula la f"orma có~O dePen~e:~ .~&S./P8:~~ñietf0s :. 

de estos solltones con las propiedades mater_lales ~ ~~~·.:·;.ñ'.e~át"i~(;(,~;·~·co.~ ·el·· 

parámetro de propagación de la gula, cuando el nemátlc~.~~s·t«(~-~~-~;~~~?~-~<).~~.:"<·· ·»· 
' ' ' ' ·. :~~··: ~ _., 

Vª 3 ESNL para una guía de onda netútica 

El cálculo de los primeros coeficientes de 

efecto, sustituyendo las ecuaciones (3.16) y 

se obtiene 
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. · .. •, ... _,': 

la Ec. 'cs.Z3l 
(B. ll-CB.2) 

es -innie.dl"a to~- En 'en '1a ·. Ec. (S.23) 

·[S.24a) 



y 

.· - ,·· ··. 

· · ª~~;0c~~.1:~?~~~~¡;i1~: cs.24bl 
' .;- . ·,. ". ·. :~,:::·e . ;: > . . " . ·_ . . 

:!;, c:;~~l 1:~~~ ·~~~~f ~~.f~~~~~;~1:t:1:~ ~~~~¡:;. ::1L:~:.1:~~e:0:::::1ct:n~~ 
Luego, ~ara·_ 'cal<?ul_a_r:\·. º:· H ·--.~ :-~e:· .. ~~~lt'.~ ::. ~ . . ~ef_l~~do :e_n. -1~···. ~c.·(~.16~ '.·._al cami:>° · ~i::ln;:: ·.it~~5~=c¡~3~!W.:z~~}1º~d~ s~< ~b~l~~~ : nZ, y co~~iciente del 

. .. ,. . c;L· .... 
·;~/··· : : . '·,,,·:-: ;_,, «; .'-.-~ ,"·~·»2:· ·;_,>. ~ »: 

n2. = _(C~· ~~{¡:)_~~!\~,~~!'.~:.~.·~~·\fa~~~~~~·-~; ~:tf::'.4:; ~::.!;·~ ~-~;~~~~·:: (~~~:~; ~-.···~~1_> ·c~;o > ) 

··· .{•.ck.11 2 \~.~6f2fü~~.:jj·>fr~i~~F\·~,·é;:~~~;~~~·. 'éc~· 11 + 

.cs.2s1 

CS.26) 



n~ 
75 

so 

25 

2.18 2.22 2.24 2.26 

-25 

-so 

-75 

-100 
Flg~ · 20. Indice de refracción. no .lineal ··n2 .cOmo ,1"uné:i6n de .ia" constante de 

propagación p para el régimen fuerte en MBBA. 

-40 

Flg. 19. P7rfll ~e ún sol1l6n:Aescrlt?,,:Pºr .la ecuación de Schradlnger No 

llne111. Se ·mUestr8.' tanto" la oilvólVeÍtÍ:.e :·dOl. soll~ón coino ln parto real de 

:Gte. 



rápidamente con su argumento, de donde los dos úl t~mo~ términos del m.~embr:-~ 

derecho de la Ec. (5.28) se puede aproximar como 

g((;
0

)sen[2k
0

1 .f-~~:d<r f(O',k
0

)J/{k
0

1 

- : .. - ·-::_·-. -~ .... ~. - ;; .. '.::. \-... ·, . - - .. 
en donde g(t;0 ) es el v~lor medio de g(t;) entr~ ~1/2. y ·~/2;· :Ent.~~~.~~:/ª· ~.rd~~· . 

dominante en 1/k
0

1 se puede aproximar l~ Ec .. (5.,26) ·p?r .. s~ ·~r~,me!:}·.::~~r~ii:i~·,. 

solamente. Aplicando el mismo análisis a todos los término~- de·)a~.Ec. C,5_._25) t 

dicha ecuación puede aproximarse como -"_;·;:.~·'..,r<<.~, ·:·::. 
,._: ... 

<e!"cu;01 io u;01 .u;º»= C1/2JCpk1J 2c 0c~.r~:~~ di; (c\/,f.~,;i{'~~~:i>~) 
, :· 'O· •• ! ·,·:<:.~,''." e~··.':~-<·-:·:,., ... , 

0(1) (H(OJ )sen 2R(;: 
• ' y ·-.. 

·····.·· ... · .... \:.}C.,;:>.:. cs:2sJ , .... 
,;. ··,·::_:;·:·. :: ··. ·\··· ·,. :;:-..:~":r:~"~· 

Esta expres 16n · ·: se···. · ~uede · .. c~lc1Ú:~:r:· .. ~ ~~~~l:~~.:, ... :_.e.·~g~-un~·~:d.~·a; t.!_.y~~at:: me~-~r.· nc·.·et_,~ .• _~r·_·a¡~:~cnl·"~a;,'.5.; ~e-;··,;·~ .. -.·siu·nº_.fso;:.:r.,dm. ea'·-'._ 
'lntegr~leS .. elÍp-~1~~~- :~.~~~~~·i~-~ ·-~.~'.··.~il~~i:--a:; 
·expü~iia':~e··"da.:_e.n_.·~~'.. ~~~di~~ G~~: __ '<... . · _ ·~ > .. ; ... :,-_:··- :: . :;.:_:~ . 

. -:~" ··.·; ......... >"'.,.' .. --. .,__' . ·--,: 1; ..... ,:.r,r:: :.,:\.~; .'._".·. ~~·,:·~ ... · . 

Pci17 '~·,tf~:~l~~~·~::·.~~~~~;: ~~.; b1~~¡·~~iiocld~ ~ (64] ~ ; 'La··. so1;:;~J:.6íi': t'ipo·_· soll tón de . 

ia .ESNL·. ;·.- ÉC •. Cs~23)¡ .'. eStác.dclcÍil··.por .-. ._...-:". · ·- ,: - :;~:;·.: ;,:,::-. 
··"·'-':. ~··.:·.-<·.~<.•:··_·:) .,,...... :.:.: .. :.".-:>; ._.,. .. 

.. ~Cj;i;~hf11 ~e;~hC,T/tole1ii;;.~éT;kXJ ·<·{<., .. ·· .. 
·:·' ... ,, ';. .. '::.· •. ,_·_·;< ',. -;':' ; ---1 

en''.d0iide- ;·::.- ~ . . . .-.··:,,:,:, .. · .. ..,. .. - ·, :i,. ;' ~ •,'·' -.:«'.~··· . '·.··. ,:· ... > •. ,·, ... _ .. >/· .. }·: .. ::· '. .. 
'•to ... 'ci/211') c~i:<H~-~->~;ffCO>>/fi<0'. 1.! cJ{C~_, >0/H~~) ;H~~~·>P~2 ·~ 

,': 2:._,Y 'dc.J~ ... · y,· ·::•· ... ··Y::;.~:'.;Y .. ::· )"·-.· º· .. ·-

; .- .. : 

~ • il/2~2 JC1/n<ii 1"rn' 01 ío '8101 .ii10>;, . cs.3obJ 
. o - • . . • y .·y·, y· .... ,. - .. ~····: .• ' •. 

y 

AqUi 11 es la amplitud del ... paque~e •j.:n -es .el :1~~·¡~~.-·~e ief"racC16n. del 

medio. ~ote que t
0 

proporciona el tlemPo·necesarlo para que)~ 'envolvente del 



paquete de ondas, que se desplaza a la velocidad de grupo dk/dw del nemáttco 

y cuyo perfil es una secante hlperb611ca, atraviese un punto fijo en la 

celda. Asimismo, x0 proporciona la diferencia entre la longitud de onda de la 

fase de A(T,;t:) y el largo de la envolvente del paquete de ondas. En la Flg.19 

se •uestra el perfil descrito por la Ec. (5.29) para algunos valores de t
0 

y 

z
0

• En dicha gráfica se muestra tanto la parte real de la Ec. (5.29) como la 

envolvente de la misma. 

Nótese que tanto t
0 

como x
0 

dependen de p como se puede ver de la 

Ecs. (5.30), el cual a su vez depende de la dirección de incidencia media del 

paquete. En la Fig.20 se muestra el coeficiente no lineal n2 dado por la 

Ec. (5.28) como función del parámetro de propagación p de los módos TM en el 

régimen fuerte. En dicha gráfica se observa que dicho coeficiente es negativo 

y pequen.o para valores de p cercanos a rc;. se anula en p = 2. 23 y crece 

rápidamente para valores mayores de p hasta que toma su mblmo en p = 2.3175 

a partir de donde vuelve a decrecer. Es importante seftalar que en la región 

en don~e n2 es positiva se pueden generar solltones "brillantes", es decir 

para los cuales la intensidad de energia electromagnética se concentra; 

mientras que en las reglones con n2 negativo se pueden generar solitones 
11 oscuros" para los cuales el haz óptico se desenfoca y la energia densidad 

electromagnética disminuye (66). El punto importante a destacar es que n2 

toma sus valores positivos más grandes para valores de p cercanos a ve;. es 

decir para aquellos trenes de ondas cuya dirección de incidencia esté cercana 

al eje de la celda; por lo que en dicha reglón los pulsos cortos, t
0 

pequen.o, 

generarán solitones brillantes. 

Una cantidad importante a estimar de estos solltones es la potencia que 

ellos transportan o bien la potencia que se debe· subministrar a un pulso 

óptico para generar un solltón (66) 

(5.31) 

Susti luyendo valores especificos correspondientes a un haz laser con A = 

1.27 µm con pulsado tiplco de t = t0- 9 s que se propaga por una celda de area 

transversal A = 20 JU0
2 , cuyo 

0
núcleo es él nemátlco MBBA [66], ésto es el 

coeficiente n2 = Cc.12
/K) <e~0 cH;º>>O H;o> ,H;º>> = (.4783)(20µm 2 )/3.3 10-12 
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N) (75) a 22°c y la segunda derivada de la relación de dispersión [67) para 

esta longitud de onda es A d~/dw2 .,. 6.38926 s 2
; de donde se obtiene el 

valor P = 10-• Watts. Como es bien conocido este valor es del orden de 

magnl tud de los láseres menos intensos. 

En este capitulo se mostró que a primer orden en q, o a tercer orden en 

la uplitud de las componentes de los modos 'IM, la envolvente de un paquete 

de ondas angosto que se propaga por la celda nemática, está gobernada por la 

ESNL, la cual admite soluciones tipo solit6n. Se calculó también la 

dependencia de los parámetros t
0 

y x
0 

del soll tón con el parámetro p de 

propagación de la gula y se mostró que toman sus valores minimos para una 

dirección de incidencia muy cercana al eje de la gula. 

El hecho de que para la primera corrección no lineal en la dinámica de 

los modos TH, se pueda construir una ESNL para la envolvente de un paquete de 

ondas angosto implica que la celda nellá.Uca no solo presenta el efecto de 

guia de onda discutido en los capitules anteriores, sino que además la no 

llnearidad es capaz de compensar la dispersión para permitir propagar pulsos 

de manera estable. Esto se puede ver de manera más clara en la Ec. (5.5) en 

donde se muestra que, por construcción, la dependencia transversal espacial 

(dirección z) es la misma que la de un modo TM lineal, sólo que ahora no es 

una onda plana extendida a lo largo de toda la guia sino que la mayor parte 

de la radiación está localizada en una reglón que se desplaza seg11n indica la 

Ec. (S.29). 
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Ap6ndlce G 

En este apéndice se indicará la forma en que se calculó la integral· dada 

en la Ec. (S.31) . Para ello nótese que la f'unc16n que m~ltlpllca a e~u (~;0.>'1 
en el integrando de la Ec. (3.28) se puede calcular an~lltlcamente en términos 

de funciones elementales, ésto es 

(G.1) 

El cálculo se limitará al intervalo .dé P denominado régimen fuerte en el 

capitulo 2 y·que e~tá definido .por cJ.· <.·p2 ·<. c 11 • Esto ·debido a que solo en 

este intervalo se puede asegurar que el ef'ect?:.de gula de onda persiste. Es 

fácil mostrar que en dicho intervalo lc:z -p:/p - < l ~ por lo cual se puede 

desarrollar la tan-1Cxl como una serle de potencias de este argumento. Esto 

conduce a la siguiente expresión para g(() 

.CG:2l· 
.·. .·<:- ·:· 

En consecuencia,_ la integral. cs:31J 'Sé p~~d~. integrclr:;·pOr. partes ~~~~. 
conducir a la expresión -/~:;:· .~·":',". . :-~/:~-:_:_.,··. ,·. :_:.:..-:,.>."~ ·:_.< · ,_ 

'e .• ,.. - --: ..... ,.-- '. -: ,. "i'._.::;::,: ., .. ~,; \:.r::·,,:.;-.· _.. ,.~·.,.:- _::;·· 

<e!'.i cn;01
.10 ni~ 1 .n;~ff ;,'.ú/~.lc~úÍ~~1¡~>-:~:,~{·~¡~>_~!'!' 1,~~i~/ldi;:. 

. . '.'·.,:::>··-· .::_:~);·-'.: ::>·.-.: '· .. :·< ;::.>~t·:·/·" 
..... :.,, .,..,, ..... -<--~·- ... .-:. .. -\,;:: .. '.<·:: .> .. ; ;:'.-"/~:.-::r.::"~ .. _.3, 

-·~:.::· . - ~>;·-. ·!· .. · ........ ,-:.,:·,)~}:-'.;_"_; •'. 

La ve~taJ~ •de t~~~+•+~;(j'.'\i~;\.~,f ~'.1\:·)·~;;,:~:~;.i,~}c~}';j~t2;·~;i~·~.~~f 1 ;H;ó,·l;di; 
"se .ex~r~sa' ~~lo ~ll:·~ térm~~os:·~E'..·:·_~-~n~iones:;el.e~e_'!-.t~~~s: ~o~~--'.·_~e: pue4e verif'lcar 
directamente - der1v~ndo -._'1~~'.·: Éc_~- cC: 6f,~:·_q~~- ~-·,--~~t·á·!~~~~iad~ ~-.:.~~·.·- .tér~in·o~ de ias 

definiciones cc.1 >:-cc:s) ;·/.Mas·~- 2lÍlri/'·· 1~·: l~t.~~-r~r ::CG,:3> ·se -~~ed~ calcular

analitlcamente expr~Sándol~, en· .té'rmln~·~ ·de .-las ·:ruriCiOnes' def'lnldas en laá 
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. . 

Ecs. (C.1)-(C. 5) ~si :c~~~:.:d~\a~·:·~un,cl~·nes ... d~rlnldas a contlnuacl6n [67) 

ic¡;,<u;fl. = 10fd~/(l~,ii1n~-:~i.l/'; 
<< ·:::·:; '-,'.::;:~:: ·.:. ,:· :-.:·" 

; .. ~' ¡. .-:(· ., __ :,.: ._:.:,:;_,4:,·:·~:>' 3)_. 
. E:i/t (otdtl, = 10 d~ ',Ct"'.'«sln .. 9) .·.·• 

'• .. , - •', .·._ .--.. -· i::.::::;····· ~- :<;; 
:,i<"·; ,·;; ;.:•·-· 

.,._ .. ··· _;.:~·:-.' '·. ;_,:·~.· í-~.:- .. ·. ,< .. ··a'· . 
·n,;{~91;¡,;··~!· a;r··de/((1-.:s· sin el U - b s1n2 e>'"J.. 

;_,_..~.·:.:.;'"-'-:::~~;-.~--~}--:-~.:-;;:~·-::e- .... ~ . 
'· . .:': ':.'·~>.: -. ": .. ·:·:.:.::,;·.: ·':::;.·:;-{~/-._,_:~·'.:; 

n .·· i~(¡,/.;j:~:/'~~~~;¡~~:'~ln2 "e>c1·..,·b .. s1n2'ei3"J ... ·· 
3/4 .. ·-·:._·,:-::.~:/_o·.::~--,'<;-.:·'.~.;·_,_:·.'¡,·-:.-.-:·" ... _-;·-.-

(G.4) 

!G.Sl 

(G.6) 

··.',' 

Enton~~s, '.. <e!''.<H!8•',>~; H~':'•:i~~'?'.,;fr~á\;dª~·~:~iff :. ·~1~uente .. ·;,4.e,~1~n., . 
~º!¡; (H~º.1.>º .. ~;~ ···;·~;~;,.;<º~t~-:·~¡~~f ~;c;~~}gp?·:1)·1s~ '. .•• , •. ·.::···.·· 

~·. ~~ ~~~~·~/·~~=~~~\~~ 1}~~.~~.j{~,A;)~( ~.~:11~~: ~:~~=~~i l). ~.~~:·:\-. :::: 

+:o,; 11:1 .... ~~J +.•o' ·ncb;;;;;;~> ~;o}-~i~lj~~:~,:in·;4+: .~.~=~~~.· 
. '~ ---- . ·'· . -~ ·-.:~'.~:·,':·;:: ... ·-:,:· ·:~·;. "··:~, ~-:.·.; 

- 1:1n P./~c •• o~, ~.;~<~i.f ...... <·.J~f ª~f)i~~~é~.:::_.·7.~.-.!.·.· .. ~ .o~i;,.~"·ªª.> ·. 
- -,- -~~- --- ~·.~· 

+ o.,E.,,<w, •a> +o.~K~~::c~:.~;~:·t.\~&;·~i~~.<~;'.fYi~'í,/\~: .. : .. : .:.·.<e.e> 
:¡:,.'<: ~.:.; ~¡ ~ ·:::-~~~>~---·~. ~-<~;::1: .-~ .. ;;~!;:\:'.J-: / ,. '"" : .. ~~:: 

::. ::::: ~::º:~e;::~:::::ª:~;~~;:.·::o~;:f i\ !f'_:~:t -~(\~~.}.••·.;º.··'.\·ti~··º·~;· º .. ·y · 
...:-~·~ ': .. :, -·~·:,.. :·. . - '.; ·-'., ·,¡ 

º• -c.<c11-P:>"2/<Ó:•.~'i'.~~c~/\,J:~~\t1'.i~>~~2¡r: ( .... , .· 
2 11'2'' -2 2':" ; __ ;_: __ .. ; .,y,··_,3·· ~"'>·::~/<·:.º:';:;;:: .. ·.,.:.. .. ~<;.>·~·<_ ~ 

2c.LCt Cc 11 -pn_J. /(n, pncac¡C~~~. ·\.t 32c/5~~::.~·.4~~~ 
2c~./lrc¡jCi ) 3-8~/c• ~2(hr2~:c) ~ •';P/~cici¡> ;n(\'6c~): (G.9) 
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(G.10) 

>-''''' 

D -= • < cc 11 ~~!> 1!2(z11~~=>• cí; {fr~;c 11 > 2i' c·~ 11-;:>A{<k~3><<~ 1í~P!l/c.J2 
'.,''¡ ..-.~:·· ~~{r·,;·,-~:;;_L·. :"::.:'"" 

-' 2·(~· ~·p2.);~·-\i::}_·;:{~~-2~-.. ~;:-~~z-J'·c-~~~c<')'~~·~·-:p .. /- :: 
.11---n-.-- •. ,,.. ·-·;-,t._-.)1 n - n--J., ... a n. 

o · = c1;2,.•c: >iK-~:l~1~¡¡~~~~/,' ;,;;'i,•_,_0/~~~;~{:~ t,·:_:~--~ .: -
p "~,~'._ ;,.,' ';-,- Í·, .... 



y 
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CAPITU.O VI 

SOLITCH:S ORIENTACIONALES EN CRISTALES LIQUIOOS l'EMATICOS 

En los capitules anteriores se estudió un modelo que consiste de una 

celda con núcleo liquido cristalino, con fronteras perfectamente conductoras 

y un estado lnlclalmente distorsionado con condiciones de frontera planares. 

Asimismo en el capitulo V se mostró que se pueden propagar solltones en el 

campo óptico dentro de la celda nemátlca. En este capitulo, a diferencia del 

anterior se considerará el régimen lineal del campo electromagnético 

manteniendo el limite óptico y se describirá la dinámica no llneal de la 

reorlentac16n del campo director del nemático. A diferencia de los capitulas 

anteriores se modificará el modelo para considerar una configuración 

orlentaclonal lnlclalmenmte homogénea. Esto con el objeto de obtener. una 

ecuación dinámica para la reorientación con coeficientes espacialmente 

homogéneos. A partir de esta dinámica se mostrará que pueden existir 

solltones orientacionales en la celda. 

V. t. Réslmen lineal y óptico del campo 

En esta sección se retomará la dinámica lineal en el limite óptico de 

los modos TM analizada en los capitulas anteriores para generalizarla:!. 

al caso en el que e(z, t) depende también de x. Esta extensión es pertlnente

debldo a que en este capl tulo se describirá la propagación de una 

perturbación longitudinal que se desplazará a lo largo de la gula~ 

De la ecuación de la elkonal (2. 3b) se puede observar que la función 

característica W((,;t) depende del ángulo de reorlentaclón 9 a través de cxx' 

cxz' czz y éste, a su vez, depende de X y (. Para encontrar la solución· 

f"ormal de la Ec. (2. 3b) se dlagonallza el miembro izquierdo de ésta por medio 

del procedimiento usual que consiste en calcular sus eigenvalores y 

eigenvectores. Esto permite escribir las derivadas parciales de W como 
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8W/B~ ·= p~ cos e - p~ sen e, (6.ta) 

BW/Bt; = p: sen e·+ p~ cos e, (6.tb) 

en donde p~ y p~ satisfacen la condición 

(6:2) 

y se determinan a partir de las condiciones a la frontera para el campo dadas 

en la sección 1.1. 2. 

Las ecuaciones (6.1) muestran claramente cómo· el nemático dobla al rayo 

por un éngulo e cuando se propaga a través de la celda. La solución explicita 

del sistema de ecuaciones (6. t) no es inmediata porque el valor de BCE.xl 

sólo se conoce a través de una ecuación diferencial parcial, como veremos en 

la siguiente sección. Sin embargo las Ecs. (6, t) permiten calcular 

directamente cantidades como el cociente entre las componentes del campo 

eléctrico que se emplearán en la siguiente sección para expresar en forma 

cerrada la ecuación para e. De hecho, este cociente se determina directamente 

sus ti luyendo las Ecs. (2. 2) en las ecuaciones ( 1. Za) y conduce a la siguiente . 

expresión 

[ zc 11 - {(p~l 2 + _<P~l 2}_·+ {c
0

+ (p~) 2 
- (p~l 2 } cos2e 

- 2 p: p~ sen 20]-
1

. (6.3) 

Sin eabargo, aunque las Ec. (6.3) permiten conocer _la relación entre Ez y 

Ex' será. necesario conocer expllcitamente alguna de estas componentes. Debido 

tanto a que es complicado resolver el sistema (6. t), como a que nuestro 

interés principal en este capitulo es describir la dinámica orientaclonal, se 

aproximará la componente Ez por el valor que esta adopta cuando el medio es 

lsotrópico y homogéneo. En el capitulo I se mostró que para c.= O , la 

coaponente Ez que satisface las condiciones de frontera de conductor 

perfecto, Ex(t;: = ±1/2) = O, está dado por 

(6.4} 
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en donde p
2 

= lllR/k
0
1 con 11 un entero positivo. Debido a que sobre 9 

supondremos anclaje fuerte con condiciones de f"rontera planares 9(( = ± 1/2) 

• O, se tiene de las Ecs. (6. t) que pz = p~ y px = p~. De esta ll&Ílera las 

constantes p~ y p~ que aparecen en la Ec. (6.1) quedan tubién detemlnadas. 

V.2. DtnAalca del ~ de orlent.aclonea 

Debe sefialarse que mediante las ecuaciones (6,3) y (6.4) se han 

expresado las componentes del campo eléctrico en términos del ángulo 8; sin 

embargo, para que éste sistema de ecuaciones sea cerrado, es necesario 

conocer la dinámica de 9. La ecuación dinámica para el ángulo de 

reorientaclón 9(1;,~. t), se obtienen a partir del siguiente modelo de 

relajación para la variable de reorlentación 9, 

89/8t = (1/7) liF(9)/89, (6.5) 

en donde )' es una constante cuyo valor representa un tiempo Uplco de 

relajación y F es la funcional de densidad de energia libre dada por la 

Ec.(1.IOJ. Sustituyendo la expresión (6.3) en la ecuación (1.11) ya su vez 

.ésta en la Ec. (6.5), se obtiene la siguiente ecuación para 8, 

·:.: ,v .. · .. :' ::. ·.':· . . . . . . '. . 

La Ec. (6.6)" es ;:Ía_:~CuacÚ1:~ · di~á~~_ca no l~neal _que.- gobierna ·el -~receso de 
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reorlentaclón del nemá.tico. Debido a que la dependencia de esta ecuación con 

e es complicada se aproximarán los términos entre llaves de la ecuación (6. 6) 

por un polinomio de tercer grado en 9, ér,to es 

+ (c8E~2.1 2/161dC.11 Jsen2 hn•C(-1/2)] { d +a e +b 92 + c 9
3 

(6.8) 

. en donde se .ha tcÍ.éntiÍlcado_ 

::-.~ . -: 

.ª = z{I- cf>:>~iÍ}_c~:::p2 J/c~ 11 -p2 lJ 2-

..• c:.p/Ji;··· Cci-\~¡312/C~H~)~ 
·.-.:: 

. . - . . 
(6.9b). 

b = czc.p/~s[(c~~·.,~l1.1~n~ :~~)] {z~[.(ci7,p2 )~~~/(~ll- ~2 JÍ + 

P2/!c·¡_;';2 J~~-ci~fé 11~:·A2 i}:~/( · :·3 · .. • .• 

e ~-cihi{· i~W(~s[cc~7"~iíc~1~¿·.i>~ii 2 ~L 
•'·~· .. "···· -, . -:<-;·~~. ·:, '·• .- .'~-:~. ~:--.,: :::-;;,.;:·.:'.:_ -· :· 

· c!/~i. [Ce/ p2¡y~ <Í~¡1 .. '~2JI .\zl:ic~~ic.L~~)Íl+ ~~/e i .+ 

Cc"~·P2i¡cc11:•.?;~4 ~~:-- ~2¡312>}~' (6.9d) 

,·:,;· 

.:, ,;: '. ·~: ~ 

En la Ec~ ~6. ~)·_se -~·ª .:~~~~-~-~~~--~~~·:: ei ... :~l-erñP~· adlmensional T =K11 t/71
2

• Con ~~ta 
apro:xlmación_. se· r-:~tr:lnge;_el a~ál,isls a variaciones pequef\as del ángulo, pero 

lo suficleri.te~erii~ gra~des·.:. ~ó-~o. pa:ra_ que su ecuclción dinám.lca siga siendo .no 
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lineal. 

Para proseguir _se ef'ectuará un desarrollo de' 8((,l!'. 1 ~) en· Serles de 

Fourter 

eci;,;¡:,TJ •~sen [nir Ci;-1/211 ii
0

C;i:,iJ, ·c6.101.• 
,.·_·:·-: 

que se ha definido de f'orma que sea coíñPat~bt~ •_:·Con :;.~~-~-s ~:~~~~·i~'.~,~ri~~::· de 
.frontera de la con.figuración planar, lás ··cuales· e~siári ·da:daS ,; p~~ :_:> 

• ,< • -·, ·: ~- .: • : J '; ~ ' - ··, • ' 

' > : :; ,: ,><: :~ :~ ,;/11).•. eci; ± 1/2,;i:,TI =o . 

' ' · .... ::".;·~~.:,·:_ (~·~=· .. ::..:.:.~'.<-'~'.·:_,·,ó~<·:,,;:<. ' ... · .. -. 
Sustituyendo la expresión (6.10) en·. 7la- ~-~u~_?l~~-r~_(6.~J.--:y~ ... mu.l_t_l~~-~cand~.· 1~ 
ecuación resultan te por si!n[ nJ ((~11'.2) J ·: 

1
; ·: :·:é~p_iJá~dO ·;;~ 1_:~~·~.: · bi~-n-.~~:~on~Cid:~S . 

propiedades de ortogonalidad de _estas', funci~ne;·;:::~~e:~· ~btJ:en~-1_:·.ia·\~lS::~:i_e~t"~---~ 
ecuación de amplitud ... -.. ,.'. - . _,_., .. :·, .· :·;,.;:'. .-::~~.- ' 

·_'·,,~.:-,:-:--":_:: .. ;·> '•''' r,:'···:::~'/'" '~~·.·~ ~' 
.~·._ ... 

ae
0

/aT - lÍ29
0

/av2 =o ·+·A.a_.:9 ~:.-krD:i'~: .; ~~ '9'-~:-¡· +Oc:i~'-1.. (6 121 .. · 
... n n,_J J.-='.-' nJl J 1 ·---.,ñjiá._J 1_.rJ.-._ .·., ·-:. ',. • " 

;.::·::< 
en donde 

A• = ll 11 + a C 11 •: ·. -11 · .... l.:··. 
n.'J _. n· n,J .· 1 . J,·•-2n_ :.-·.·.J,~+2n 

(6.13•1 

. _ .;~. " /-' • "'< { \. ·_ y ';; .. • . . ·. "; · .. 

a" .. = b
1

.f'. dl;'·s"n mn(l;~l/2lsenni<Cl;-l/2lsenjir(l;-1/2lsenln(l;-l/2) 
.~JI · ,-11'2 · ... : "· ~-,~:~·-:· "::!:;:-· :'"~-:--·.":;~,:_.;': . ._;~:,-'._' ;,,,"· ,, 

·-··.··· .:/:,:. 
=bCH-l;j~~~;·;[/: "\·'/"niJ_''' /·-···-· 

1 · ..... - :- ' ... cj~n::_llCJ+n+iJCJ-n+llCJ+n-ll .. . . ., -- ·'. .. - .. . . .. . -

.... ,· ···. 

2il.cn~~.· 

97 



2ncn•.:. (J~ll 2 - u"> ·1.•···· 
· ccn+J+iJ 2 .,-u2 lC(n+J+il 2 .-u"i ·.· 

: . ' · •. ,. -.• , .•. • . ·:· ' ' : • .; ! . • . .. •~·e· . .' ·,_ 

. .. . ·-· ., :;.~ ·:- -. 

y 

· Los Co~~~~ien·~~-~- :Ó~~í~ · ~:: > b
1

, º1 ;·. d
1

·_'. está.~ -d~flnldos cO~o 

Íln ;. q~~+.Cn~; 2 , 

d,= qd. 
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(6.13b). 

. C~.13cl 

.(6.13<1) 

(6.14a) 

[6.!4bl 

(6.14cf. 

(6.14e) 



Y. 2. t R6glmen lineal 

Antes de estudiar la dlná•lca no lineal y acoplada de las aaplltudes 

iin (;t,'r) se analizará la Ec. (6.12) en su régimen lineal, 6sto es se aproximará 

la Ec. (6.12) por 

(6.15) 

Nótese que el tensor A:, J no es diagonal Y. por tanto acopla distintos llOdos. 

Para dlagonallzar A:. J se debe calcular sus elgenvalores. Se ilustrará el 

procedimiento para encontrar Jos elngenvalores toaando como ejemplo el valor 

m = 2. En este caso el operador (6.13) se expresa como 

n, o a o -a o o o o 
o e: +a o 

2 
o o -a o o o 

a o ¡¡3 o o o -a o o 

Aª • 
n,J o o o .n, o .·o. o .-a o . (6.16) 

o o O· o ¡¡·e • o o ·o -a 

Los elgenvalores de esta rn&trlz se obtienen a partir de la ecuación secular 

det (A2 

n,J - ¡\ a l 
n,J 

• o. (6.17) 

en donde A es el elgenvalor a determinar. Para calcular este deteralnante es 

útil eaplear la siguiente propiedad [68). 51 A y B son dos subaatrices 

cuadradas entonces 

e 
1 = detA det B, (6.18) 

B 

en donde O denota a una aatrlz de ceros que en general no es cuadrada. Nótese 

que la matriz (6.16) tiene la estructura del •leabro izquierdo de la ecuación 
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(6.18). Mas aún, el determinante de la Ec. (3.15) se puede calcular empleando 

(3.16), porque al restar ;\. an.J a A:,J sólo se modifican aquellos elementos 

situados en la diagonal principal de A:, J Por lo tanto la Ec. (6.17) se 

transforma en 

O -a 

o o 
o ... , .. =o 

-~.. ..... . . 

(6.19). 

Finalmente, con la ayuda de la propiedad de las matrices diagonales que 

afirma que su determinante es igual al prodUcto de. lo-, selementos de su 

diagonal principal, se obtiene 

(6.20) 

La Ec. (6.20) muestra que cuando m = 2, sólolos primeros dos eigenvalores se 

aodiflcan por lnf"luencia del campo. Es fácil 110strar que en general A:.J 
tiene la estructura requerida por (6.19) por lo que la ecuación secular se 

· puede escribir de foraa similar a la Ec. (6.20). Por esta razón la ecuación 

que deteratna los elgenvalores para 11 arbitrarla está dada por 

(ll +a -;\) (ll -;\)(ll · -;\) ••.• = O 
• 2••1 2••2 

(6.21) 

de donde sólo los primeros 2n-1 eigenvalores se modifican por efecto del 

ca•po. Los·primeros 2n-1 etgenvalores dados por (6.21) se p1:Jeden escribir.en 

forma genérica coao: 

ll +a · J =11 

lll: + aa>-J+ /ca.;,_J~aJ>2~ 4a
2 .)/2, Jqi+l, .. , 2in-1 . 

(6;22) 
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En términos de los eigenvalores, la soluciones de la ecuación (3.1~) pa~a 

los eigenvectores e;y C:t. T) están dadas por 

(6.23) 

en donde Q es una constante arbitrarla y· 0
0

· es la á.mplltud inicial. Con el· 

objeto de simpllficar el siguiente análisis considérese por el momento Q = O, 

::::::e~u~ecoh:co;:e :~r;:~::o:al:c~~~~:~~n ::d;á::~ ~:s~:~~6~::) ~"-ª ::a m:: 
• J 

valor máximo Justo en J = m-1. .. A._
1
es el elgenvalor asociado al modo 

dominante¡ ya que éste. decrece con' ~l tiempo más rápido que los otros modos. 

Es importante seftalar que· si· Q nO Cs ceí-o el análisis anterior sigue siendo 

válido puesto que en la Ec;:.· (~.23)" 5610 se agrega un término consta~te al 

coeficiente de T. 

..·:_, ., 

Para hallar lo'S · ~'J.i~n~~~to~~~ se. sigue el procedimiento usual que 

consiste en stÍsUtuiÍ---'- 1c~da:·:;-.·~i~~n~~lor .en ia Ec.(6.17) sin tomar_-'.,"1 

determinante~ de··tal' ··fc;~;~'._-~J~;:i~-·-ob"tlene .~ sistema de. ec~acl~~e~. a :.~rt!r 
del cual se d~ter~"l'n~-·~·~~~~~~Í~~~~~,~t~~: 'h~st~ un.a~ 6-0ns·tante·.:mt;1tiP1l~át~:_,a, ~De· 
esta manera el ·e·~g~~~~~·t~~,_-,-~~~~}~dJ~·-"~ c~d~· Aª s~·:-Pu~Cf~··es~~ibi~·-·com~ 

o> • ·~::(.· .-.·.·::··~:~'.'.:.;'. ~-i:"' >·.: :··J: .-.::'.· 

e~v c:t._T) ~.:.~J~o/c,~:~.~/;~/··-. · 
: ·:·1 :: ., ,. ; -,· ..•. -. ; .. ~~: 
':\,' ><.:·!';.,':;·::· 
~ ~:~/·. ·:~·- -; 

en donde 

";, = ª• d-.' ;.~~~> ª•; ~;;::j· (6.25) 

·, .··. 

v.2 .• 2-~é~¡~~~:'.~d_ lineal 

Ahor:.a.,se ~onsidera el problema original de resolver (3.10). en ·el ·réglnlen 

no lineal·. de e. Para ello se expresa dicha ecuación en términos·· ~e ÍoS 

e~genvalores fi~v de la ecuación llnearlzada (3.13). Efectuando 

transformaciones de semejanza sobre cada uno de los tensores· de la Ec. (3.10) 

se obtienen las siguientes ecuaciones para las amplitudes a~v. 
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·-,. 

o"="· .. º 
.. n · n1J ~n 

· .. ·:·· 

··,: 
-·-,-. 

(6.26) 

(6.27al 

(6_.27b). 

. ,' . . -
.: .·.'. . . 

.• [6.21ci· 

··. ~····::. · ... _·,···.'·~~-·::_~·.:_._ ·<· .. ·;~-:-_·>-> .. ·:_ ... _1·. . .. •, -_. ·, -· ····",' .- : - . 
En estas·: ecuaclones··:1os._super:indices ·· ·denotan _el inverso-: del·"tensor~·· Como· 

--~-~- .. ~~~~/~-;:::~f::i~~-J~f~-~-~F·::~~:~-~~~~F·:~(.'~~~ _'._~~:..'.'_es ~~-- m~~ .:-~~~-: ~-~~~t'_~~~'~:·· ~-,' P~'-~ -- . 
. ,tan_to ._: .. el_ ... mo~~: ·.d.º~~~ºª'!t~ .. d~ . ~-ª-· b~s~ de : elgen~ector~s~·· '. P~ra enfatizar· la· 

·: ~lr~re~c1a:· ~~t-~·~<_, ~~-t~- _mo~~:- ~ ·-ic:>S _ot,_~~s _Se· d~n~ta~á-: ~l moda· máS ·1~~'S'ta~1~- ·~~r: · 
, ·u' y .a·_ 10s·'¡.:e·st8.0te-!f por __ -5·· _69.L .!!sta· es 
. . ' ·:·· ' '. ·.··, ·:: ... . :.:: J 

.-.- .··, -

C6;2s~'i 

's =·iimv,J ;. .1. 
, .! .. n ·.: - , 

(6.29b) 

Debido a' que: Cl mod~·: domi~~nte u crece con el tiempo mucho más rápido 

~qu~. sJ<.,~1·.·.~.é~0.'.3'.·.e.~\.in.:··-º.~.d~D:;:d~:-~aS~~iud de .diferencia, se puede simplifica~ 
con~ide~abi~m~rlte:laS:~cUacic;;nes·.cG·.26) •. En efecto, en la ecuación para u los 

,· -.· . ..· - : . 2 ... 2 .. _ .. : .··3 . '. :,·. .. :J 
términos del tipo" s,, u. s y. s -:·son· despreciables con respecto a u . De esta 

m~~era·.'·~-~:( ª'?~~-13.~~·~~t~.-.·c·o~.-.'·~~~ .. mOdo~::estables en la ecuación para u se da a 

t~avé·~ · d~ loS. 1:.érMl~o·S: d~1 . .' ~~pO -~s: · De la misma manera, en la ecuación para 

s, lo~ términos: deÍ:_-tip~ .. ;~s·:---u3 ,s3 ;u2 s,us2 y s 3 son despreciables respecto a 

u2
• Las expreslon~~·-·. ~~s~lt'antes· -y simplificadas de la Ec. (6.26) toman la 

forma 

102 



(6.30al 

(6.30b) 

Con el objeto desacoplar el sistema de ecuaciones (6.30) se invoca el 

principio de ellmlnac16n adiabática (70) basado en las escalas diferentes de 

tiempo determinadas por A~ y A: : ésto permite tomar 8Sn/8T = O. Por otra 

parte, debido a que al relajar las amplitudes S
0 

las lnhomogeneldades 

eSpaclales también desaparecen seglln se puede ver de la .Ec. (6.23)¡ entonces 

también se puede tomar 82 S
0
/8x.2 = O. De esta llanera se pueden expresar los 

modos Sn en términos de u a través de la Ec. (6.30b), lo cual permite escribir 

la siguiente ecuación para u 

(6.31) 

en donde 

(6.32al 

: : '·' ~-· 

:;~. - ._ .. /:.J:-":: ·,: ., 
e ~e'~_·,·.:,.::~:, ... ¿.;.:~··~ J~m: 

2. · 1111 ... ·.n·· ·; !1~.1.11n:·· n 

(6.32bl 

c6.32c) 

Aqul icl ~ri~~-~·Sobf.e- .la suma fhdlca que S61o·se deben lri~lulr términos 

: lniÍ>are&~-: L~ · e·C~Bcl6~ -·c6. 31) ~s una· ecuación del tipo e 4 amortiguada (Naguno) 

Y_··e,stá ·.:~:J.~~ ·."'establecido.· que tiene soluciones ~lpo. soll.tón cuando. el miembro 

··derecho· de la misma tenga ceros reales disti~tos (71). Obsérvese que los 

val~res __ de los ceros dependen del parámetro p•, es decir, del modo ~ que se 

pr~pague. La ec:uac16n (6.31) se puede escribir como 

(6.33) 
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- -O .15 

f"lu. 21. Se muestran los lrc~ liµos de uolltoncs do Nasuno quo •• 

¡n.~eden.propagar en la celda nemállca. 

n 
2 3 4 5 6 

¡:18 • 221.1. ~u muestra· In ampll Lud ª• como función del número de snodo TH para 

NUUI\ y k
0

1 = 20. 



en donde 

-b2 t· / b: - 4a2 c¡. 

2 C2 

. .. . ·. 

De esta manera la Ec.(6.33) tlene:l~~·.~~gul~i:ite~ ~~l~~io11:es i1p'.o .sollt6n·: 

·.·.a_ 
(6~35a) 

(6.35b) 

(6.35c) 

en donde v = ± 1. Los solltones descritos por las ecuaclOnes (6 .• 35) ·son 

cOnOCldos como 11 Pliegues11 ~ebld~ a l.a forma .. ~n qlle d~pe~de. ··~i. ángulo .. de 

.·.reorlentacl6n 9 con (-c
0

T. En la Fig. · 21 se muestráii' los i.res ~ipos' de 

solltones dados en las Ecs. (6.35) y se indican con lineas punteadas los 

valores a_,o y ª•' En la Figs. 22a y 22b se muestran a_ y ª• como f"unci6n ~el 

mímero de modo TM para NBBA y k
0

1 = 20. En dichas gr.áf"lcas Se observ~ qUe 

estas amplitudes son mayores .para los primeros modoS con ·respecta a loS modos 

altos. Esto se debe a que la componente principal del. modo dominante u = Ei~v 
es el primer modo de donde los modos bajos t.endrán mayor ampll tud que. los 

niodos al tos. 

Dos parámetros importantes que caracterizan el comportamiento de los 

solltones (6 •. 3~) son los siguientes: 

(6.36a) 

y 
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n'3. 
75 

50 

25 

2.18 

-25 

-so 

-75 

-100 

2.22 . 2.24 2.26 

Flg. 20. Jndlce de refracción n~, Ji~eai n2 corño función de la, CónStante de 

pr~pagaclón ·p para el régimén'.1"i.zerte .en HBBA. 

-... ·: 

-40 

.· . . ::.- > ."'-· .. 
. . ' -

Flg, HJ. Por.fil do·_ un -solllórl -desé:1;l to por la ecuación de SchrOdlnger No 

llnc1tl. So niuestro. t.ant.o · lil onvo_lvc11Lc dol sollt.ón como ln parto real de 

Óolo. 



(6.36b) 

·Para el Ci:ISO partlc1:1lar que analizó, éstos toman la f"orma 

e =r a /e = o 2 2 
(6.37a) 

e'• - r: e'• e'• /'A" 
1111 n nll Un n 

Y ... 

(6.37b) 

N6~~:s~· qu.e al. tomar···A~ -~ -di,.g~ .. ::~~-:.·a~n:u·~-~>.cci: -~~·-.,~º.··~u-~··~~· .. solltón· 

c:tescrlto por la Ec~C6:3~) se vu~lve_'_~~~~t~-t~co_":;.:,..· ·,, ·'···· · 

Oe~end~endo d~., l~~- ~ª~·º·~~-~:~ ~-~:~.~-~~~~~_;,~~--~-t~:,:_~-~;-~_¡:~~~}.~-~~;~~,i-~ ~~~~~ ~~~-d~:~ ·p~_r · 
18.S Ec~ . (6. 35) ·pre~entarán_;:~: ~~- -~ª~.ll~<::l~n~~-.,-~~-~~u_,.est~1.a'.-.[~~-] .·.·_El_:. ~~~t~rlo 

::::e::::r:;::~ac·1~n~:~0 E:::~~~ÍFrl,j:tt1;~~~~gw~;f~f .·c~.3Ji1Ü~1-~.¡~;? 1 ~·n~• ... 
.,.~ + d

1
,n,.,> - 0;~1 :'· '/:,;.·: \i '\V'.,:.·:·. ~·;/·'·:.\;; .. •.iÍ>'.3s1 ;• .. · 

··'·' ·-·.··, 
.-:::. - : ., .- /, ~'" 

la . ~~~~·l:~iÓ~~; se··,. Sa:t1Srace Es fácil mostr.lr, que.ª .Primer orden en q, 

para cualquier orden del modo m del campo· electrom":gnéti~o~· 

Es importante mencionar que la expresión (6.36a) ~rópórciona la 

velocidad adimenslonal de lo solitones, es decir c
0 

= v / CK
1
·¡/7l·).' en _donde 

v es la velocidad. La Flg. 22 muestra a c0 como función de m, ·el. orden del 

modo de campo electromagnético,· a primer orden en q. 

Un punto que resta comentar es la estabilidad de estos solltones. Es un 

resultado bien establecido (73, 74] que las soluciones del tipo onda para 

ecuaciones diferenciales parabólicas de la forma dada por la Ec. (6.33), que 

satisfacen condiciones de frontera de la forma 

(6.39) 

tienen soluciones estables siempre que no sean peri6dlcas. De esta manera las 
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soluciones dadas en las Ecs. (6.35) son estables siempre que la condición 

(6.38) se satisfaga; es decir la densidad de energla electromagnética sea 

m.enor que la densidad de energía elástica para que los solltones que se 

propaguen sean estables. 

Es importante mencionar que para que se genere un solit6n orientacional 

en la celda .. neaática no es suficiente que la ecuación dinámica presente una 

solución de este tipo que sea estable, sino que además se requiere de un 

mecanismo experimental para inducirlo. Los solitones en el ángulo de 

reorientaci6n de cristales liquidas se crean generando un perfil 

orientacional inicial mediante perturbaciones mecánicas, el cual 

posteriormente evoluciona en uno o varios solitones que se propagan en el 

medio (73]. Las técnicas tanto para generar como para observar este tipo de 

solitones se describen en algunas referencias (75, 76). 

Es posible, generar también un soll tón orientaclonal al hacer incidir un 

perturbación electromagnético muy abrupta como la de un haz láser pulsado y 

muy intenso. Si adicionalmente, la dirección y la intensidad del haz 

incidente son tales que la velocidad c
0 

se anule y la amplitud ª+ supere el 

ángulo critico a partir del cual aparecen cáusticas en la celda, entonces el 

haz óptico será reflejado por el solltón estático orientaclonal que éste 

mismo indujo. Este tipo de fenómenos están reportados en la literarura [19] y 

se conocen como autolimitación (self-limitin8>. Es importante aclarar que aún 

cuando los resultados de este capitulo sugieren que bajo ciertas condiciones 

se puede dar la autollmitaclón, éstos no tienen implicación directa, en la 

celda que se ha considerado en los primeros cinco capitules ya que como se 

indicó antes, en este capitulo se utlizó un modelo ligeramente distinto. En 

efecto, con el objeto de simplflcar la ecuación dinámica orientacional se 

consideró un estado de referencia inicial homogéneo a diferencia del estado 

de referencia distorsionado analizado en los capitulas previos. 
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Concluelonea 

En este trabajo se mostró la existencia de un e.recto de guía de onda 

producido por el proceso de reorientación inducido por un campo óptico sobre 

un cristal líquido nemátlco contenido en una celda planar. Este e.recto se 

mostró tanto en ausencia de flujo, como en presencia tanto de .flujos 

impuestos externamente como de .flujos internos o contraflujos. Debido a que 

para este último caso la configuración espacial que adopta la celda nemática 

depende de la .frecuencia de la sets.al incidente, ésta pudiera servir como 

selector en una gula mul ti canal (mul tlplexor). 

Es importante enfatizar que en los primeros cuatro capítulos de este 

trabajo, la dinámica de los modos 1'M sólo se consideró en su aproximación 

llneal, ya que se describió la propagación de haces de baja intensidad para 

los cuales la dinámica del los modos TM está prácticamente desacoplada de la 

dinámica del nemático. Sin embargo, como se mostró en el capitulo V, el 

análisis puede generalizarse al caso no lineal. Asimismo se mostró que la 

envolvente de un .paquete de ondas, construido a partir de los modos TM 

lineales, satisf'ace la ecuación de SchrOdinger no lineal. Debido a que esta 

ecuación tiene soluciones tipo solitón, este resultado muestra que los 

. paquetes de onda se propagan en la guía de un onda sin sufrir dispersión. Mas 

aún, ésto abre la posibilidad de emplear a la celda como una gula de onda 

múltiple, ya que la velocidad de los solltones es .función de la frecuencia 

portadora de los mismos. De esta manera se podrla distinguir entre varios 

trenes de solitones sintonizados a distintas .frecuencias, ya que éstos se 

traslapan sin de.formación remanente. Es importante sets.alar también que se 

encontró cómo los parámetros del soll tón dependen explictamente de los 

parámetros de propagación de la guia, y se mostró que existe una dirección de 

incidencia del tren de ondas para la cual se requiere menor potencia del 

pulso para engendrar un soli tón. 

Debe enfatizarse que debido a que los sol! tones se construyeron en base 

a los modos 1'M, entonces los soll tones presentan también el e.recto de gula de 

onda exhibido y anallzado para los modos 1M puros. 
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Finalmente, mediante un análisis modal del campo de orientaciones se 

mostró que, en presencia de un modo electromagnético que se propaga, el modo 

dominante del campo de orientaciones, que originalmente se acopla con los 

demás, está descrt to por una ecuación de Naguno la cual admite soluciones 

tipo solitón pllegue. Se calculó tanto la velocidad como la amplitud de los 

solitones como función del orden del modo electromagnético presente, y se 

mostró que la velocidad de éstos es máxi11a para los modos más al tos mientras 

que su ampll tud es mínima. La importancia de considerar este tipo de 

solitones radica.en la posible interacción de éstos con el haz óptico y poder 

de esta manera explicar fenómenos de autollml tación en guias de onda, que se 

han observado recientemente [ 18}. Sin embargo. ésto no se ha realizado en 

este trabajo. 

En contraste con otros modelos (51 J, es importeante puntualizar que el 

presente análisis no está restringido a las fases iniciales de reorientación 

de la TFO. De hecho, en este modelo se supone que el estado estacionarlo 

final. conducido por la dinámica acoplada del nemático y del campo óptico, se 

ha alcanzado. 

Por otro lado, ya que cerca de una transición de fase se espera que las 

fluctuaciones térmicas crezcan y sean anómalamente grandes, sería interesante 

investigar cómo la presencia de éstas cambiarla el estado estacionarlo ,final 

y cómo las características del efecto de guía de onda serán modtf'icadéfS por 

efecto de éstas. En relación con este punto, es importante hacer notar que la 

descripción dinámica hecha en este trabajo en términos de las variables n' y v 

sólo es válida ·lejos de un punto critico. Para implementar una descripción 

que sea válida cerca de un punto critico será necesario agregar a la 

descripción otras variables como el parámetro de orden y en este caso las. 

f"luctuaciones podrian llegar a ser importantes. 

Otro punto importante a considerar son lós ef"ectos dislpatlvos causados 

tanto por la absorción del nemático como de las placas conductOras. Una 

cantidad importante relacionada con este aspecto seria el . coef'iciente de 

difusión de los solt tones por ef'ecto de la dlsipaclón o bien una lon81 tud 

tlpica de · amortlgilamiento de las ondas electromagnéticas a lo larg~ de· la 

guia. En este trabajo sólo se estudió la propagación de soll tones ópticos y 
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orlentacionales. que son ejemplos de los efectos ópticos no lineales de 

tercer orden. pero existen muchos otros efectos interesantes de este tipo 

co•o el 11ezclado de tres o cuatro ondas, la conjugación de fase y 

autoconjugac16n, que han sido observado en nemáticos y que seria importante 

analizar. Aunque este tipo de fenómenos no se han realizado en celdas o gulas 

de onda, serla interesante considerarlos porque. al menos para materiales 

sólidos. se ha observado que la gula de onda permite acoplar o "sintonizar" 

de manera más precisa los haces ópticos. 

Aunque en principio los fenómenos ópticos no lineales de segundo orden, 

parecen estar descartados en los nemáticos, debido a su slmetria de centro, 

éstos pueden ocurrir. Esto es debido a que bajo el efecto de una distorsión 

elástica el nemático produce un campo estático (efecto flexoeléctrico). que 

puede interaccionar con el haz óptico incidente y dar origen a efectos de 

segundo orden como la generación del segundo armónico [66]. A~i tamblen el 

estudio de estos efectos dentro del modelo considerado aqui serla interesante 

de realizar. Un análisis preliminar de este Upo de efectos está en proceso 

[77). 
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