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Introducción 

El objeto de este trabajo es.preselltáruii.a version autocontendida de los re
sultados más recientes ,acerca de la existenciá y construcción de componentes 
postproyéctivas en el c;arcaj; ?e A~sl~nd~r-Reitén de un álgebra. 

:. ·. ···:··· :._·-/.- · .. ·.~·::::: -~·:.•'. .:}::,g·! .:>_;_ -/·;_:___ ' . 
Consideramos k. un call1po';alg~bfaicarriente cerrado y A = kQ / J una k
álgebra dé dimensióll fiñita;-dcinde Q es un carcaj conexo y finito e I es 
un id~al admisiblé' del; álgébr~'úl~ car!linos kQ. La naturaleza de. nue8tro 
probleina~no~ pérhl.ité asumir, sin pérdida de generalidad que Q no tiene 
ciclos· Orieii.tii.doS:·:.;: .: ·>: ·- · -... ; .. :'.~:.:· ;'. ::' · 

Trabaja~do 2onla'c~teg;:~íade Á~módulos de dimensión.finita mod~', para 
cada mod~lo.ine~ci~dible'no'proyectivo X el trasladado de Auslarider~Reiten 
TAX esull irió,duÍólneicindible no inyectivo. El carcaj de A~slander:Reiten 
r A tiene cor:rÍÓ .vértl~~ a l~s;;e°presenfantes de las clases de isofilórfía dedos 
módulos iñes~inclibÍes de m'~dA, h~y;tantas flechas de X. a• Y. en· r .A como 
dimkradA (XiY)/rad~ (X,Y). · 

Una corJ1¡)()!1~~té i:~~éx~ p'éil r~ · sédl~e que es postproyectiva si P II:º tiene 
ciclos orientados y ~ada mód~ló X en· p tiene solamente úna, ~ant.idad finita 
de predeceso~~s dados por el orden de ~aminos én P (decimos que X ~ ~ en 
P si existe X= X 0 ;:::...+ ;x~ .:...+.; '. · ~;Xn ~Y ca.dena de m¿rfismos no éero en 
P). ''.- •· .. . . . ''.· ·J' 

• • - > - ••• ., ~-· " 

Se sabe que el'carcajd~ Ausl~nder-Reitell. asodadoa;,álg~~-~'.clases de. 
álgebras. poseen corií!l'onentes. p'ostprciyedivas (puede se~ sÓl() ·.una 'ó inás);' 
como· son las·'álgebras:heredifarias;--álgebras.•·que curripleri,Ia'ccindicióin de 
separación; álgebras tilteádás; eté. . .. · 'Y< . , 

El criter,io·q~e.aqÜí;~ep;esenta, establece cOn~icioÜ~~ ff~c~51i:fla5~~ ~tifi~Íe~t~; 
para.· la existencia dé dichas componentes· j:>~raálgebrasen·.general,··y, al, 
gunos de los~result'a.dos anteriores acerca de la existencia. de co~ponentes 
postproyectivas resul.tan como corolarios del mi sino. ' .. ' . ' 

Una vez establecida la existencia de una componenfopostproyectiva P en r A 

los módulos dentro de ella son determinados utilizando la técnica conocida 



como knitting procedure que se basa en la aditividad d~ la fondón dimensión 
en las sucesiones de AuslandercRe1ten, este procedimiento ha sido utilizado 
al menos desdeJ9'i7. ·· ·· . ·.. · · 

Cada Ílna de léls sec~ÍorieS del>trabajo present~ unal pe~ueñ¡ .introducción. 
sobre.lo. que se'desarr~Ila en:ellas;•así,¿cimo i~:referénd~·céirrespondientes. 

En las prirÍleraa cll¡tro se~cioI1es ~nccmtrairlo~ losre~Íllfadps ~ecesariéispara el ··. 
desarrollo dé Í6~;resil'ltid~s0pl'itlcipále8 los éllales se: prése'Íltái'i ''en l~ secciones 
posterior~~-. ()}._-:,~/~·:: <,"i -, .. ,: ·_::) ·,-. ., . .,_,." :.---,~.\ 

;:-': ~ :·;- 11-·:· ·-

En· la sección 8:~e 'iitfü~a él critéri~ para la exiSfoncia' de .cdrÍljJ~neÍltes poste 
pr~yectiva8 desarrollado pá~a d~~ ~na liúe~a dernostración deJaexistencia de 
componentes p~stproyectivas para ~lgebras 'tilteadas; qÍle. originalmente fue 
presentada en (11). . · , ··. 



1. · Algebras tilteadas 

En esta secció1; presenta.nías ilna serie de' resultad mi relacionados con . los 
·módulos .de tilteo de >un' á!gébra; •Aunque originálmente fue~~n presentados . 
en [9), estos resultados están t~mados de [10) dónciese púeden encontrar los 
detalles de las d~nibst'raCiones> ·. · · :~_ 5 •.•• .... i 

Recordernos~~eJa Íd~~ ~;in~ip~lie~ la"t~brÍ~ d~ tilteo es la siguiente: 

Dada un álg~bra'Jl;rnnsh~ir Un '~ódulo T, llamado módulo de tilteo, tal 
que si B ~= ET!.dA(T);< entonces las categorías modA y modB están "bien 
relacionadas" una corila otra, esto en el sentido de que existen funtores que 
deffoei1 'equivalencias.éntresubcategorías interesantes de módulos de las dos 
éategorías,áunqiie'e~ :general.no resulten equivalentes modA y modB. 

·_,_.,.., ·.·-

1.1.- Deflnición,- SeaA u~~lgebra de dimensión finita. Un módulo AT es 
llamado módulo; de tilteo sÍ satisface las siguientes propiedades: -

a). pdimiT' ~·Í · 

b) Exl~ (A T;A T) :== O 

c) El número de cl~esde isombiría>de, l~s suniandos.directos inesciridibles 
de AT es igual alrangó.:de.Ko'('lt)(efgrupo é!e Grothendiéck de A):. 

Esta ú!Üllla co11dicicírt e~ equji~l~nt~ ac~~q~ie~á de l~. sigui6ntés::. 
:·:".'-~~-..:;-; · .• ¡' >~~- ·:,., «'"'' ",.,; . ··.:.:.;·::'.'. 

e') Existe úl1astic~sióé'.'ix~~t~O .~ Á ~~T' .¿ T"·.:..... o co~ 'T')T"E 
donde (AT) son'Jos móduJOs generados por A1'· . . ... 

:• :; '~. 

e") p 11ra, C\l_a.11t1i~l' rl1ódjilo pro)'.e<::ti_vo inesci!Ídible P,/ existe una· sucesión -
exacta O~ P,, :..... T~:..... T~' ,--.; O con T~,T:: E~(;iT). · 

Un_ ejemplo sencillo de rriódul~ de. tilteo ·es 

T = ffi P,, 
xeQo 



Observación: si AT es un módulo de tilteo y B = End(AT), entonces TB 
es un 'módulo de tilteo y A°P ~ End(TB) (10, 4.1 (2)). 

Un mó.dulo T que satisface a) y b) se llama un modulo parcial de tilico. De 
hecho, todo módulo parcial de tilteo es un sumandó directo.de 1.m módulo de 
tilteo, como lo afirma el siguiente resultado. . · ·. · · · 

. 1.2.- .Lema.- Sea AT un módulo parcial de tilteo. EniJnces, .•. existe un 
módulo de tilteo AT $A T' tal que cualquier s~inarido dire~t; iriescindible 
T" de T' es proyectivo o satisface que If~lTI(T";Tff 9::0 .~ • . . . . 

Dado un .módulo de tilteo T y .B:;= End.ÚT)i terie~os 'queT;d~fine un par 
de torsión (F, 9) en modA y otro (Y;_X)'.'en' !'l:bd~·de' la sigÍiiente forma: 

-·:_ •_ • ·:: • •::·-;, '_•_"• "·.,'-'.-::.'_::_•·.);/•, •.:·~. •;~,':' ,":':. _._;-' - ;- ~~-:- o<A 

. .r.:: F(T) ~{X E modA }"Hó'rrl;-.(Ti~) ':: Ó} . 

g = Q(T) ;;, ix E ni~d~)~~~~<t.::kr:= o} 
. •. ' ;/ •· .. . . i\ fé• >;¡. (>\ .• • 

Y= Y(T) ={NE. modB: Tor8 (T,N) '==O} .. 

X= X(T)={NE "!º~~ : ~®;:]V'= O} 

Además,. los funtores: 

y >. -· 

:},;..·x•. 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Definen equivalericia8 ent~d l~ gbri~~p6;ndiedtes cate'gorías p~~nas ele módulos· . 
• ' - ' <" ........ :" /:·.: ·.; - ' •• - • ' ;·:,. ' - ·.:; • • 

Finalmente, dado:un mód11l() d~tilteo:T: con.B_;;En.d,1 C'.]')h:y·~n.isomor
fismo lineal entre los giupós dé.Groth~ndieck corre~pondierites,. dado por: 

<.< 

u:. I<o(A) ~·I<o(B) 
dimX ~CiimL:X-:-dimL:'X 

,. '" ,•: ' ,. .. ' .... - - . -

En particular, tenemos que ~A :: ;cp~u- 1 , dond~ <I>A es la matriz de Coxeter 
de A y <I> B la matriz correspondiente ii. B. 
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1.3.- Definición.- Un álgebra de la forma B = EndA(T), con T un módulo 
de tilteo y A hereditaria, se dice que es.1ln álgebra tilteada. 

Para caracterizar las álgebras tilteadas, necesitamos el coriceptoderebanada. 

1.4.- D~finición:~ Sea. A. un álgebra Y" S-u~i clas~•de 0m6ci~¡os eri modA. 
Entonces S se llamarií. una rebanada si las ~igui~ntes' ~~ndiciÓnes s~ sa.tisfa:cen: 

: - ~-~ - .\ i ·:· , . ; ;:">~':)-.:'.:_' :. :< 

a).EB~i·es.~·~¡ es-".Si~~~r.o·"., .. · -··<· "·'~>.(~:'.~ _ .. ,,;· 0

•• 

::.:_· ---~:.,.~:··· --'.>. ·-i<:-·:'.".·.~,,~---~-- '·'•¡. 

b )S ~¡¡ c~rr~da,b~jo :2ail1i~~s (si :::t1(¿_x¡.-i .. ·.~.::;)¿; es tiíla ~aden<L de 
morfismos nó nulósy no isomo}:fiim1os entre inescinclibles. con-X~;. X 11 en S, 
entonces:ta.mb~~.n:X1 , :(,;'f1121 ES) ·· • :· i )_);·\. · 

;~r~:n~l~: ~~f ciA~Hble y ri() ~rdYectiv~,. cÍ~t()ric~s·. ~?ºi;m~ _ri~6; M i r M 

.- >: 

d) Si M,Xsoti_ines6i11~fbl~s,j ;·A{-/'A' irr~dÜcible·/x:e~s,: entcJnces ó 
bienM ~s;6~ieR.ijn~é§inyes~if()x~r~1 11fE.s;c ···.· .•.. -.-~.- ' 

~ '.': :.:: ;:: 

Con lo anterior p~demos eri~nciar la siguiénte proposici6n que caracteriza 
las álgebrM tilteada.S' en base.~ Ja' rél~dón'erit~éJos:módtilos de~ tilteo y las 
reb8.n8.d~.-i:_Y; ·'>/:~-',,_·; 

15;;.-E~di(~j,~~t~~j:g~ ~l~e~r~ heredif~~&y·~r"tl1 ·módulo· de .tilteo con 

..•.•• {Et/'! ¿s 1nyectivo ·inescindible} ·· 

es unarébariaci~'e!l Jiod~; •Inversamente, si B es una k~álgebrade dimensión 
finita y pesiiria}'.'eb.":anadaen niodiJ, entonces el·m6di:tfo•~T::••El'xeS X es 
un móduJO de:tilteo}A ~ EndB(T) es un álgebra hereditafia y similarmente 
S = {L,1 /1 es inyectivo inescindible}. En particular, gracias a la obser-
vación anteriór,'E'es un álgebra tilteada. ·· 

En particul~r, nos interesan álgebras de la forma End(:,¡T), donde AT es 
un módulo de tilteo sobre un álgebra A mansa hereditari~: En este caso se 
consideran 3 diferentes situaciones: 

3 



i) AT contiene un sumando directo postproyectivo y un sumando directo 
preinyecti vo. 

ii) AT contiene un sumando dirécto regular, pero no .contiene sumandos 
directos preinyeC:tivos:' 

·::::·'·,,:·:. _· :' .·. "'.'.. '::', •'_., " . . 

iii) AT es post.P~óyectivo (i.e todos sus su!Tiahdos directos son ~ostpr~yec: 
tiVoS)_. . . - -~:._~ , - . . ._. · 

·-:, 

~~.< :<' -.·;·· 
'' -. 

Sea J3 = ~EndA (T), Bes de tipo de.repiesénta:cióri finito ptecis~mente en el 
caso i). Si tódos los sumandosdfrectos de:ATso~\¡)óstproye~tivo~, éñt~nces 
Bes llamada un álgebra ocull<i (dejipo'Q siA~·~Q)i c6m(; enntie~trocaso 
A es mansa, B se llamará mansa .oculta. ·• . '-• '"' · ,-_~ ·· .. 

Notamos que en los casos ii) y iii) se obticinen <Ílg~~rZ, 1~ :;ipo.de,repre
sentación infinito, de hecho, en el ~c~o ii), sijZ::. ~ To.EJ3 T1 es un'módulo de 
tilteo con A un álgebra mansa hereditaria; T0 postproyeetivoy O:¡f T1 regular, 
se tiene que End(To) por si misma: es de tipo de representación infinito: . 

4 



2. Categorías de Espacios Vectoriales y 
Extensiones en un Punto 

En esta sección, desarrollamos la teoría de categorías de espacios vectoriales 
y su relación con las extensiones en un punto de álgebras conocidas. Todo 
esto lo utilizamos en la parte de existencia de componentes postproyectivas, 
y los resultados principales que aquí desarroI!amos, están tomados de [10] y 
[4]. 

2.1.- Definición:~ .Uná .categoría •de .espaci~s vectoriales/C es• una categoría 
de Krull-Schrnidt;junt~ ~on'úrifurifor fiel I~ 1: JC ~ :,n,odk. · 

- . . ; . - - ·. ,. . --.. :~· - ·. ,. ' . ·- - ; . .,· . - . ·. -
•'" . .- ·; ~';'- -. 

Dada un~~ateg~rí~ d~esp~<:ios veciorial~s (Á':,J-:1) la. categoría de subespa~ 
cios vectOT'ia.lesU ( JC, ¡ • 7 · ¡},;que f~.h1biéd aenotareinos mediante U ( JC), . ~stá 
definida de la siguiente forma: 

Sus objetos son temas (V,X",cpkdo~i~ X·E IC;'YE modk·;'.y ip :y--:+¡ X 1 
es k-Iineal; un morfismo de (V;X;~). á. (V', A'.'',cp')es una pareja (f, g) tal 
que f : V -+ V' es k-lineal y g : X.~ X' es un ./C~morfismo, además de que 
1 g 1 cp = cp' f. ' ' ' . ' 

U(JC) es una categoría aditiva· 

Notemos que existen 2 mane~ás'distintas de ''incluir" JC en U(JC) : 

a) Si X E JC, podemos manda~Ío a (O, X, O), esta terna se d~n~ta comúnmente 
como X. . · · .. . · · · · · · · 

b) OtraJoril1~;si ~~ ~·~:se p~e.de enviar~ a) 1 :x 1; X, 1 ¡x¡) y ~sta t~rna la 
denotaremos por x::· ' ' 

·. •\ . '.:· "·' 

Es fácil ~er ·q~e e~t,Ll reglás nos '<fefinen íu!ltores. 

Dada una categ~ría de;K~~ll-~c~~iclt K, y un objeto X en JC, un morfismo 
fuente para X eri JC es UrÍ morfismof: X·~ Y que satisface las siguientes 
propiedades: · 

5 



a) f no es un monomorfismo que se escinde 

b) Dado f' : X -:-+ Y' un monomorfismo qUe no se escinde, existe g : Y -:-+ Y' 
tal que gf = f'.. · 

Se tiene el concept6dllal de r;¡orfls~o pozo. 
> ·' ' .. : •_..:- - ••••••• ' ' ••• ··: ·;_-;/-, 

Si X: es uli~. categoría .. de KruU-Sc~midt ·y si I : X --+ Y es un morfis!Ilo 
fuerite en X:, eI1t~n2e; (!¡;¡,/) :·X;& (1X-1,V,JI1) es un inorfi_smo fuente 
en U(IC, ¡ •·~ l)·y simil~rmente; si g :·Y ~ Z es un morfismo pozo énX, 
eritoñces (O,g)<(ké~Fu;l;Y,uh-:-+Zes.unmcirfismo.pozo-enU(X:,¡ - 1) 
donde u:esla'h1~lusión cá~;ónica. H ' ' 

donde.f .Vg si~.~6i,~si./io:rii~(M: ¡c:;c;.~).· 7 ···ó:'••-•-••· '·, · 
' : :,... ~~,·,, -~, -.é: .• ·._ - ' -

Con lo anterio~' ·tenemos que 'si X· .. ·=-=.······ m~dA y k es un espacio vectorial, 
sucesiones quec~i se.dividen en ·m~dA',• pueden ·J~vantarse a SU~esiones que 
casi se. dividen-en U(fuhifA:;·H ~~(Mi~)), ~sto'esFsi te~emos qtié 

: - 1' : _; . ,, ;_~ . ·- ... : ,. - ... - - .:· . ;:.i" :-._. . ·. - ,. . . -·. . ·, -,_ \, :· . - .. - - ' ' . . " 

·• <:;. ó¿·xAx;h'z.sa· .. · 
es. una suc~slón qtie;c:;u;i•s~idi~ide:~ri rn~d~ ,la ~oir~spondieilt~ ~llcesión en 
U(modA; [{om(:-;~)) ,seyed~,lfi,sigu.ie'í:tte!Il~neri: · · · . · 

i>±~_ci~i·qx"i,Y.rf'D.~z~ o· 
Antes, de ~eguir ~J:111;nté; reé,ordeiil6s lo~qtie'es-un~e;te~ifa~ e~ uíi-p~nto de 
un álgebra, plies existe uria relación iÜiportante entre la categoría de módulos 
sobre esta5 álgeora5 y ~ucorrespondienté categoría d~ s~b'espacios vectoriales. 

' ',,. '·' ' " . ,• ._, - ·... •' ,_· ., ... , i 

2.2.- Defi~ici¿n'.~. k~a A un~ k-,álgebr~ ~e dimensió~, fi~it~ y M un A
móduló, la extensión.en'un punto deA mediante M, e,sel ~lgebra: 

A[M] ={~ ~) 

6 



con la multiplicación usual de matrices. 

Notemos que el carcaj de A[M] contiene al carcaj de A como;unsubcarcaj 
pleno y posee además un vérUée ádicicirial(una fuerite) w, llamado el vértice 
de extensión. Clarainente rddPw ;,,;_ M~, · · · 

La. categoría modA[M] puedeidentific~rs¿co~ la ~at~g?rí~ ~uycis objetos son 
las temas (V,Xci,")' :V~ HomAAf,'Xo));.clondeV E modk; Xo. E modA y 
")' es lineal, los morfismos dados ~~ la i?a~era o]:jvia: : ,,. 

. moclA¡,Wj ~Íj(~~dÁ;Hdrn(Af,_--:-)) 
,. 

Definimos 1 X ljü~'t~rii~nte coIT!oei espado•:ve~t~iiaÍ JJá~Á,(MjX). 
h:-·~~·;·~~~;, :·_ ,. ·>':.· ;:..!_·, ;.- _;: __ ( __ ;: 

La~ catego!Í;t_. 4~_su.JJ;e:sp1u:i:()S,Jl(Hóni.4(M:, i,¡_o_dlt) )\es ·~q~i~<LJ<!ntea la. s_ub-_ 
categoría pleil~de'.rnodA[Á1].fórmacla·,pcir-los •. !TI.ódµlcii-(Y,, ~í'Y) sin _suman~ 
dos directos de la forma ( k, o, o) y (o; Y, o) ·• para todo Y ·E: inod.4 tal que 
HomA(M,Y)~: Oo' ; ' i·_ f ···• ;. : . - . . 
Aplicaremci~ lo ~iitérior·aÍ~~o 4tié·I1()~i~tet~s¡ enp~~ti'.cul¡;_r;. 

Sea A = kQ/ I. ~n álgebr'a 4e;dh11~n~ión fo.lita, tálqu~'.Q no tiene ciclos 
orientados. Sea a uná fuente en Q y éc:msidere el cóci~nte B = A/Ae;;. 

'. '. -,, ' : "'-· ·;;~ ·- >:·, ··\~ ::· :~·.'·-.: -. 

Para eIB-~6ci~i4ij.~ r~df~- t~~~'ih<ls ciu,'e }1~::.B¡M]: ••-• _· 
-~ " - - "' .) ~·-e· 

. . -·.';.: ·;,. :.: '",.' :.:,<> :.< < í _-·: ; .: ~~> . , <-· ~·~··:·· : ~~~·; :'-'::·_,. ;--,~:;- .. ·:-::. -.~,_·.: >,. :.; 1::·: . .; 
Sea p 1ma COfI1ponenté postpr~yectiv~ d.e rB y supongamos que todos los 
sumandos directos inesCiridibles _de M están· en p;, < . . 

:., ~. 

2.3.- Defiriiéión;<Decirnos~que uri morfi~moj~rédÍl~ible·Ji·:.X--:t Y en P 
es M-finit'O.s(h ~ rgd'f(X~Y); · .· : : .·> · ·/ · ... · 

Como vere~¿s ~n I~ ~Íg~ie~te,;roposici6n estoq~i~re de~ir,>que h no. se 
factoriza a tr~vés de una cantidad infinita'de ni6dulos. Recordemos.que para 
dos módulos X y Y;rad'f(X, Y) ::::. ílm~ii radA'(X;Y); . 

2.4.- Defiriicion.- Un E-módulo inesciildible X E Pes M -finito si hay 
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un camino M¡ = X 0 ~. X 1 ~ • • • ~ X. = X en P, donde M¡ es sumando 
directo de M, tal que a¡ es M-finho 1 :::; i :::; s. 

, , , 

Por supuesto, si unmorfisrrÍo o un modulo no es M~fi11iio, decimo~ que es 
M - inf initci: , , · · ·· · ·: , · , , , 

un 1no<lu10 x, '~ 1' ~e di.ce ~u~:~~ <le :Áf:::rcprriie~t~éió'n infinito si,' hay una 
cantidad infinit~dlA:rn'od~lo~,in6'scindiblésrÍo i;orrÍórfos 2,a 2 de !Úorma 
(V, Y,7 :'Vt-+.Ho'm.á(M;Y)) d,oricle V E mod¡, Y es ~n B-!TI6dül() con X 
como stnnandci dirééto y :.y es !in~!. , , , , ,, , ,, , , , , 

En la 'defiiostr~C:io~·cie:16s ~i~uicintes • resÜ!tados seutiÜza'. eisigdi~nt~le~a, 
el é:uale~ !TIU.)r ~'ti!cuando se trabaja consiclerando cadenas de mC>rnsmos. 

2.5.- Lel'na d~ Har~da~Sai.>Sean•M;,>f'::; i ~ 2bí'modll!ositiesciridibles 
de dimén~iori i; b, ~~ean · ¡/: :M/-+ M;~1 , morfis~o; no i iiverti bles. En to rices 
la composiCion ¡2.;_~ •• :. H · !1 es céro. , . . . 

'e'.;•-.-- , "- ·.i; , 
Demo~ti;aciÓn; ·M9st~á.r~lI!ris pc}Índüccion sobren, lo siguiente: 

D~dos ~ód.ulo~ i!l~~ci!lclibles M;; 1 ::; i :::; 2n, ,de dimension :::; by morfismos 
no invertibles f; /Mi-+ M;+1 ; entonces o la composicion f 2n_1 • ••. • H· f 1 es 
cero, o biei'i,)a di~én~ic)n_,'dé su imagen es ::;,b - n. 

sin =1, teneinC>~ K::lvi1;-+,·iv.i2'Y fa imagen de !1 no puede tener dimension 
igual á. b, púes és'o implicá i:¡ue f1 és invertible. ---- __ ;. - º"''' --- ·-·- - . - -'::"',' 

Por lo t~rit6,~i~-~,({in )]1);~ b ~E 
··; ;, 

SuponganíC>s·q~d lo qÜe déseamC>s ,és vá!Ído para n;. esto es,_ que para toda 
sucesión_M1 /, ~·;~·.M2~~<le"'rriod'iil~s inesdndibles, y ]; : M; :_.·M;+1 se cumple 
que ·:·_;_.. _,,,,._, 

Í2•-1 ?._;Ji,;;,' O o di~(Imh•-1 · · '!1):::; b- n 

Veremos que ~al~ p;;_ra·~-fL 

Sean M; para 1·::; i $ 2n+1 y J¡ l'vf; ---+ Mi+I· Queremos ver que la 
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composición 

M 
f¡ M h ·¡,._, M. hn M l2n+1 _, 

1 :-+ 2--+ • · • -+ .. 2"•.7 2•+1 -+ · · · :--> M 2n+1 

es cero ó que su image~ ti.ene clime~sic5n '.::; b.:-:- (n -H); 

Consideremos las co~pcisiciones F ~·. h•.:.1 · .. ; X: H y. h '= 

Por.hipóteis dei~djcci.ón'/Y:h, ~bnce:~·6tie~e~'i~agciII de .. dim s·b- n. 

~!au:a~:~.ellas c~~Pff ~~~ es~~ib J c¡~e s~ i~a~en' tieÜe ~imensión · ¡ b - n, 

-· .:~~: 

POdemossuponer'eritonces qlle la5imagelles.de.ambas,fy hsoII de dimensión 
b- n' >-.::·o.--~ ' --- ·-. _, ' . . . ·_<,.' 

Sea:g f 2niy h' :AL+ (C~~·e:sto te~~~os q.~~h ~· h'g). 
• ¡: ,·, ''.·,r 

Tenemos.que m~strar' qlle ITY! h'gf ::• Irn hf~iéfie'_dimen~ióIIS b c.; n - L 
Si esto no ~curre, tenddá.mos.qÜe'dii?j(Jm hf)' ='·,,b:;:. n; y Mí,• · 

Si a lo anterioj; le agrei~cii~s:·~Jejfm(Jrrtf) _:· b _: n,:y·tarnbién .que 
dim(ker(h'g)) • '= . dim(M2 •• )·:'- b -f. n; t~~emosque M2~,.es)a süma,dirécta 
de Imf y ker(~'g).i Entc:inces, como f# O y M;. es'.inescindiblé, tenemos 
que h'g es monomo~fisínci. . . < . . ' . '' .. ' . 
De manera símil:, pCldemo~·s~~<JrieXq~e di,77't(Irn (gf)) .·~. \b··--n y que 
dim(Im h') ::: b - n; Entonces;·d~'dirn(ker h') ,= dim(M2·+Ü >-: b +n, 
tenemos que M2"+1 es Já surná._dil'ec_t;aAefni(gf)y;.kerh','enforices gfes un 
epimorfismo. .,, ~. · · ' · · · 

En consecuencia, g. ~ h• ·~eb'e ser epimo~fis~o ;y n10nomorfism:, contrario 
a nuestra suposición de que l~sf; i{~ ~cin jr{vertibles;. . 

Por lo tanto, el resultado es válitlo par<i. n'+ L 

o 
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Con la siguiente proposición, tenemos una caracterización de los morfismos 
que pertenecen a rad'í( · 

2.6.- Proposición.- Sean X, Y dos A~módulos inescindibles, entonces, O ;¡'; 
f E rad;t(X,Y) si y sólo si existen infinitos módulos Zn, n E·N, (sin sumari
dos directos comunes), tal que el siguiente diagrama conmuta: 

Demostración: 

=>) Por inducción. Construyamos la.sucesión Zn. Sea Z1 

entonces 
x~Y 

.f\ /;.i 
:Z1 

Y, tenemos 

Supongamos que tenemos Z1 , Z2 , ••• , Zn sin sumandos directos comunes tal 
que 

'X~ y 

~0.. /.¡ 
Z;, 

Sea m = max {dimZ': Z' es sumando directo inescindible de Z;, 1:::; i:::; n} 

Aplicando el lema de 1-Iarada-Sai,existe N(rri)E N tal que si se tiene 

.V Íl ,; . ft · V 

./\ 1 --:-> ./\ 2 --:-> • • • --:-> . ./\ t+ 1 

una cadena de m~rfismos entre in~scindibles no isomorfos y si además los X; 
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son tales que dim X;~ m y t 2'.: N(m) entonces ft · Ít-1 ·.;. • f 1 = O 

Como JE rad00 (X, Y), en especial está en rad~(ml(X, Y), porlo que pode
mos expresar f corn'ouna co;nbin~ción line.alde composiciones de morfismos 
irredti.cible8'.entre inesCÍndibfos: ' · · · 

· .•... J . .. (i) > /~¡~.¡ (;¡ . =. ·."'] 

· ; · :--::-". X N(m) -.-+ .. X N(m)+1 1 

·:~:;; 

! =L:).¡[X = 
.. ·,¡,···. . 

Entonces .. p~ra t~doíndic~/~alq~e ~[i).: " ... ;-¡+;~¡m) noescero, dim 

x~?i) > in p~~a. ~lgun.;; u(i); Óbte,nemC>s col11poniéndo <.ntes y después de 
oo, ~ 

X .. ¡;¡· 

dé donde: 

donde 9n+1 ( x) = .E ,\¡g~i¡1(x), > h7'H{ ~¡} ·~ L: >.;h~¡1 (X¡). 

Y hacemos Zn+i:~ E9¿'~~h tju~ p?r 1i d~finición d~ m,, no tiene sumandos 
directos comunes ~ón lo's. aii.tedores. · · · · '· · · · ·· · 

{=) Tenemos q~e existen i~ÍiriitC>s ~óclúfos Zn (~in sumandos directos co
munes) y morfist?OS g~, ~h,; tales q~e ·. • .. 

-x·~··y 

- q~ ~. 
z. 

conmuntan paran E N. Veremos que f E rad'J:(X, Y) 

Supongamos que Y no es proyectivo. Tenemos entonces la siguiente situación, 
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. ,· 

donde el renglón inferior es la sucesión de Auslander-Reiten de Y: 

'X. 
~:1'1il/ l". / / . f 

I' 

o _., . ¡;'( - ~ •• 7 y .--:--:+ o 
® Ej 

Por propiedades de la sucesión de A usla~defc Reiter1J se levanta a h de tal 

~:~::::E;, :~~i~f E•,.~(;, i;['.,¿.;~ ;~;;f,~uri~ ~;.;;d~d fofin;t. 
de módulos tal que /:se fact~rizaiá' través de ellos¡ existe O :;f Ei talque 
ph;.;: º· -·y E (. 
Tomamos al1~ra"la· su~es_iónde.Ausl~nde~~R~lt~!l qu~\t~rll1i~~en E; 

h; E rad(X, E;), y simil~rmente, por propiedádesde la sucesión de Auslan~ 
der-Reiten para Ej, hj ~e levanta a/!': X~ F'y.h; = p' h'. Como además, 
h' E rad(X,E'), h; E i-ácP(X,Ei)Y ~ntoncesf E rad3 (X, Y). 
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Continuando de la misma manera, ahora para E', obtenemos: 

,,.. 
é'., - ('___:..:. 

•" ' ' 

por lo que procedié~d~ así, o8tenemos:~u{}E ~dd""(X,Y). 

El caso para cuando Y . = 'pe~ prnye~tlvo
1

:s~ompletamente similar, em
pezando ahora con la sucesión:. 

. 7(. 

o 

2.7.- Lema.- Sea h: X -,-+'.Y im morfiSmo irreducible.en P. Entonces hes 
M-infinito si y sólo si las siguientes condiciones valen: 

i) X es M~represelltaciÓri infinito 

ii) Exist.ecu~. rr;_or2srgoJJ f-9 EflornB(M,X) con hg. - O 

Demostra~lcSn:>· 

=>) Supong~~bs 4ue/~ E ra1A°(X, Y)~ 
, '·,<·' .; ·. '1 

Por el resultado del~ ~r~posición antedor, tenemos que hay una cantidad 
infinita de módulos Ln = (V,;,Zn;'Yn : Vn -¿ HomB(M, Zn)), con n E N, 
sin sumandos directos comunes y moifismos fn : X -+L;.., 9n : Ln -> Y tal 
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que h = Ynfn, para cada n. 

Fijemos entonces. n E N y sea Zn = Xª$ yb $ Z~ tal que X, Y no son 
sumandos directos de Z~. Los siguientes diagramas conmutan: 

"t..~ y \} n 
Y. Uo~6 (M,7:.,} 

{;)=r·~.f-~ (~;.,j.~) l 1 
U,~ (M,9.)' 

z.D -x"ll'IY•ez~ o - . ¡.¡.,..," .lM, 't) 

con .A; E k, h'; E HomB(X,Y), para todo 1 $ j $ b¡ hf E HomB(X,Y) y 
µi E k para todo 1 Si:S a: · · . ·· 

Sin pérdi~a de g~neralida~ poclem~ssuponer ~ueYn# O ;qué tanto (O,X, O) 
como (O, Y, O) no son sumandos di~ectos d.e Ln., · .. ·· ·· · 

Queremos ver que X es sumando direao de Zn;<jJÓ'r•l~qJe ~~rem~~ primero 
que µj = o (1 $ j $ b). • ••. : ·.·: .· ..• e : . :--

Si no, hay algún O ~ v E Vn tal ~u{~-y~(v)•; '(v{,vj, *) cónuJ # O y 
Hom(M,µi)(vj) # O para algún j 0 (rn;iteinos quevJ EHorn8(M, y&)), pero 
esto contradice la conmutatividad del segundo di.;_graní¡¡,.' · · 

Como además h es irreduciblécomo B~mcJrfisiuo yfi.i ·-=··O, a no puede ser 



cero, por tanto, a > O, >.io #- O, 1 ::; i 0 ::; a 

Entonces h?. es un múltiplo de h para algún 1 #- io #- a, con esto mostramos 
el inciso i). 

Notemos adém~ que hay algún w #-O, w E Vn tal que 'Yn(w) = (wi,wj,*) 
(recordemos la'conmütatividad del diagrama 2), con w'j E H om(M, Yb), y 
wi E H óm(M, Xª)' y cori esto, existe i 0, 1 ::; io $ a tal que w:~ #- O, con 
wi0 Elforn:B(M;X),'sinernbargowi0 hi~ = Hom(M,hi~)(wi0 ) ='O 
y por tanto.~! inci~o ii) 'vále. 

<=) Consid~r~rri6~un: familia infinita Ln (Vn,Zn,'Yn) d~, A-módulos 
inescindibles iio,jsomorfos 2 a 2, tal que X esun s.umarido directo de Zn. · 
Sea Zn :; Xez:,.·;y i:r,;: X-¿ Zn lainclúsióncanonié:a: . 

!!.:o=.~~~ei~~¿:t~~~"·~'°. 'i,b-;1~;)'. ~;~';f:(!'oii~2.~.· )/; 
proyección can6nica, ~btéh~rnosg'~;,~ "=h.Esd~cir;h ~efa~toriza a tr~vés 
de infinitos;módufos y,estÓ.pasa'.:solameúte.si fiE ~ad~(X,Y).• '~c.,: · 

, •. ,- , -- '.·-···-. º"· ·-··. -·c.::. ··. ·. , •. ,,,,,. , : -, . - . , . - ··:º'.· - , . ·' ·> '."• . 

2) Suponganios. ~hor~}¡~~ diTli/ 1 :i ¡{i. 'fomé~os' a} b.E)I ºin(M,X) 
linealmente indepeJ:l.dient~s. ..• •·•· · '••. 

Podemos escog~r z: .~· X e;x, V~ =. kY, 'Yn de lasig~ie~te fbrrr.a: 

'Yn : .. k '-. 1Í~m(M;X)2 

l ¡..._.:.. (,\~a; b) '· ·.· 
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para algún An f= O. 

Nuevamente, si tomamos g" = (0,h'll"n) con 'll"n: X$X--+ X la primera 
proyección canónica, obtenemos 9n'll"n h, con lo que tenemos lo que 
buscamos: 

o 
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3. · Mod ulos dirigidos 

Los módulos dirigidós y sus)1:opi~dacles 'juegan un papel importante den
tro de los ios •. r~sllltados d~ existenéia y c~nstrucción de 'las componentes 
post proyectivas po~ .10. qu~ cr~emcis :Uecesádo desarrollar con detalle algunos 
resultadós que los'cira~t§dzan, los·cíi.ales están tomados de [8] básicamente. 

·\-,~:1.·;.· ic··. ~" 

Sea A = kQ/Í'tl~rk~al~~bra dedimensióll finita tal c¡ue Q no ti~ne ciclos 
orientadós. Dado ·;; É• Qó; denotaremos por A"' a la subéaÚgoríá plena de 
A cuyos vértices ~b-;¡ ii:quélfosy E Qo con y ~X (esto es,'no hay un e.amino 
de·y.a ic en,'.Q)'. Noteíhos queQ"'; el carcaj de A"',es ún.s-ubcárcaj co11vexo 
( cerradopor. trayectorias) de Q. El A-módulo proyectivo .Px = Ae,,, tiene 
radicál rad.P,,,, él éÚal ¿s un A"'-módulo, denotarei:n~s por Rf a los sumandos 
directos inescindibles de radP,,. · 

' ~ ·-~· . - - -- ... 

Un ca.mino en m~d.4 ~suna sucesión (X0 ,X1 , ••• , X~)dedases d~ i~omorfia de 
A-módulos ,A'.";;O::; i,::; s talque hay.un .morfis.mo O =I: f;EHomA(X;,X;+i) 
tal que f; no es invertible O :::; i::; s-- i: En este ca.So escribimos X 0 ·3 Xª 
y deciÍnós que .x0 es un. p,edecésor de X •. Si s > 1 y·x0·= x:; elcamino 
(Xo,. .. ,x.).es un~icl~. ·· ·. · · _ · 

Lo más sencill~, es\ da~ I~ deflni.~ión d~. módulo dirigÍdo para u!l m6dulo 
inescindible y luego geÍi.eraÜzarla. · · ;· · · 

.. '...".' ';_1 '\ .'-~_: •• ,_: • 

3.1.-.,. Definici6h." D~cimos. qu~ \in A-módtlÍó inés~hidlble X ~; 'dirigido si 
no ocurre enuii Ciclo: . . . ', . . . ~- . < 

/~·.·, ;·>·-,' 

~:=m~no~ee;li~:~~~~~~!i~:~;;~~r~~~d~~d~os:.y~~c~~I~s~~~~fi.nAfbles 
"' •O-·,:.•;;"-:.·, 

Para generali~ar l~ d~finicló~ de ihÓdhJt; ;diri~id~, ~e~~sit~refiios !~~ ~i~ulentes 
resultados: ' . · · . · ·, . - - , . . .. 

3.2.- Lema.- Seanf: X -,-.. Y, ·g : Y:'-+ Z morfisinóst11.les que gf =O y asu
ma que no hay su~andos directosY~ de Y con lmf ~ Y' r;;_ kerg. Entónces 
existe un. módulo iñesci~dible nci pr6yectivoW tal queHom(X,rW) ;if O y 

17 



H om(W, Z) /:· O. 

Demostración: 

Mostraremos primei:o que podemos asumir que ambos morfismos f y g son 
distintos d~ 'ceró.y que g es mini mal derecho, esto es que kerg no contiene 
sumandos directos de Y distintos de cero .. . - . . - . 

Para'esto, s~a Yi•un su~~ndo directo maximal de Y co~teniclo '~n kergy. sea 
Xi :::: J::-1 (})} , . .. . . . .. . . . , . . . 

En caso.· de qu~' :X1 ='= X; ~eÍidría.~o~ que. rll1¡ s;;.y¡-s;; kerg/~()ri Yi • sumaridó 
directo. de Y: 1.oque c~nÚa~icenuestra suposici6n~ EntoncesX1··· e X; Sea 

y =·y¡ E9Y2Yii.=J[~:] ~:ji g~ r~.1, 921, d~n~~'.J¡: *Zd~Y¡,:~¡ =.· .. ~. __.z .•. · 
Notemos qúe'po~ la-O:definición;·.ambas"R y'g2 son·distintás de' ceió, 92 es 
mínima! derechayg;'. Jtd Ó; ··· :_ · · · · ' · · · 

. , ._,_ , .:: ~'; . --e·.;.~ 

Podemos ent~n:c~s r~~~;iaia~ Jru; /Yj>o!f2,g2 , yY; (es'clecii; podemos· 
reducir al ca.So deseado}:. Podemos suponer. también que g es suprayectiVa. . 

. _., ·,··.-.-·T· .. ··, ·¡_ ... -,,.~-.-··;· .. _,) ->~" :.··.· · .. :-,,:, '.~·, .. · ,._,., --.;·; • 

Sean J( =.kergy u': k-¿y_ iií.ind~si6l1, 'C:()ll1ó1rnf c](yf~ O, hay un 
sumando directo. 'iné.scindible :J<1;dé'J(t!i.I que H om(X';K1 ) .~ ... o:. 

'.'. · .. ' .. , ._.., :·._-, .. '>.-. ,. . '. --:. ·-;-.--_-· __ . . ,. , 

Como g es mininia.1 d~r~c:h:a/J{¡ rio e~ suIT1a~do ·(Úr~cto d~ Yy en particular, 
K1 no es inyectivo; > . . . . . . . . . 

Sea O-.J<1 -~ ~f~~.-:+ O la sucesiónquecasise divi~e para I<1 (W es no 
proyectivo), y seami : I<1 ...:, Klá inclusión. 
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Tenemos entonces la siguiente situación: 

\., 
E • 11) o --.., .1< .... ·~ .,---- - o 

'"~1 
,,, 1 1 

1.,j- 1\1' 
.¡, ,.,, 

o .,;____,; "' --'---> y --- 1. - o 
'll' !I, 

•. ,.··,• ··: ' 

V y V1 existen pues tLffi¡ es Ull monorriorfismo que no Se divide y el qiagrama 
es conmutativo. ' •· • · . , ·• 

Afirmamos que :, i1 o{~u~s en caso c~~t~~rio gv,,~ O implica que existe 
v" : .E -¿K,faLque b;:::,uv11;,perocon'.esto u~uh: ~h =:, Ú~1 yen.tonces 
v" h = m¡, pues u es inonomorfisITió, lo'.q~e nos diCe que )i es un monomor-
fismo qué se divide.·~1CoiÜradicC:i6n): · · · ,· , . . .. . · · 

Por 16 tañta: Hb~('~~ i)lo y''j¡orr;(x,'ro/) ;;,.HoJi<i)t;) 1lo. 

o 

3.3.-•Corol~rio;;~ÜririlódJIO i~esci~dible Xes,'dirigldo si·y;~61~ ~i no existe· 
un módufo inesciiidible no proyeétivoW talque X ,'.j'iw ;y~ ~ X. 

Demostra~iÓn: . 

=>) Súpong~iuo's.qÜ~ ~~iste {in ciiodtfo i~~séi~dible' il(J ~f~y~dtivo ¡,\/tal que 
X:j rWy W:jXentonée~tene!Ilos ún ddo que contiene a X 

.: .. ' . ;~ : ' , .• /.· - ; ·e 

.X j;W:j W~X 

y por tanto X no es dirigido. 
----- .. --~----.~.....,_-·----.=~~-,--._·-o:;~, __ . -·-

<=) Suponga~os que existe un éiclo (Xo, ···,X.) con X0 =X =X. y sean 
f; : X;.:.1 -+, X;'los, morfismos distintos de cero que apárecen en el mismo, 
podemos es2ribir entonces, f; = Íi si j = i (mod s)'. Con lo anterior, tenemos 
que hay algún i ·~ 1 tal que f1 ... !1 =J o pero que !1+1 . ; . Ji = o~ 

. ' 

Aplicamos el lema anterior para J = ft· ·:¡¡,y g d: f 1+1 y obten~mos que 
existe un módulo inescindible no p.róyectivoW tal que X= Xo ::S rW y 
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W ~ Xt+i y como X1+1 ~ X terminamos. 

o 

Con la. cara.eterización anterior, podemo~ generalizar la noción de módulo 
dirigido: 

3.4.-Defini~ión;:.UnÁ-módülo M'(~~ riecesariamente ineséindible)_·~e-lla.
ma.rá dirigido si no;existéii s~iha~dos' di~ectos in~s~irídiblc;;;¡ M¡ y.M:!•de M 
y un rii6dulo ines.cindÍble~o p~oy~cti~~ Wta.l que MI~ '7-W:Y w:.·'.j M2. 

Notemos ~lle éÚO:!cl~fifüci¿h e~eq~i~¡l~~t~·¡.¡~d:fiiii~Í6ii;a:!";~~a~l ca.so en 
que el mód~lo .M s.ea i.~escin:dib.le.) · · , ·· · · · 

Con est6 ~~tarllos~n <;()ndición~c!epropar ~el siguicirit.e f~orgma:. 

3.5.-Teor~m~.- 'sea p· Jn A-Il1ódulo pr()yectivo Ínescindlble,. entonces las 
siguientes afirITÍacione~ 'són equf valen tés·. . . . 

a.) Pésdifi~id~~rimod~ 0 
.· .. 

b) · radP. es dirÍgido ~n moclA 

e) Cada s~rriando dir~6t~ d~ r~dP es dirigido en modA. 
' " --: ; " -; . . : ~ . : . -, -: . 

Demostr~ció~.- ~) ~,'~): es tdvÍa!. 

e) => a.): Supo~g~mos!qtie (~~,.::,X;) es un ci610 con P = Xo = X.; 
podemos fadorizar cualquier morfismo no invertible J. : X._1 -+ X, = P a. 
través del radical: . . 

"X-.-~. - ~~ p "· .· .. ·.·¡ . ' .. :. . . 
' ·. ~ 

\ 

"..ad P 

(radP es submódulo maximal de P por lo que Imf, ~ radP). 
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Entonces podemos "refinar;, el ~amino d~ manera que contenga algún 'su
mando directo inescindible de radP¡ denotamos como M1 dicho sumando, 
entonces M 1 no e8 di~igido (contr~dicción). 

Para la ú!Úmit'im~lic~~i6n, vci:mos uri.JeriÍa.'~ciidóD.al: · • 

Lema:~ s~~n·~y:Hdi'CY, ~.;:, .• y •. _.:i··~orfi~Ill~S'.;~i~ti~.~~s d~ceri>'.tales que 
gf:;,, o .. Ásímia: qú~'i~s ines~·indible y q~eg es miniri'iaJ·<lerecha; Entonces 
p j_ Z; '• . .·:.·;·,;:A,>;'• 

·/:'.·: .:·¡ :·~, 

Demost:~ci¿~:. /: . . e. 

Que ·g .sea ihiiiriia.i~e~~cli~ .• si~nifica··~üe·'kerg 11~'.cori~i~n~ ni:iún sumando . 
directo de y distinto dé' éero; po~ Jo 'qüelá restricción <le' g a cualquier 
sumando de y 'esn~ cero.< .· ' . . . . ·, . 

••• > - • :\ .. 

1) Si Hom(P,Y) l0Jteri~II1osquepa'.ra'algÍínsulri~ndo di;ectJ inesciiidible 
Yí de Y tá.LqueHoin(P, Yj)'¡f O, obtenemos . 

P::::5 y¡ ::::5 Z 

2) SupongaII!o~ entonces que Hom(P, Y) = O . .. 

Sea S = P/radP .. Te~emos que f : radP .~ Y induce una sucesión exacta 
"canónica'', que se obtiene tomando el pushout: 

O __,, ~oJP 

o - .v 

•L . 1J' 
_,. p - S' -·0 

l ll· 
~;.~:;~s. --+o 

E'H> 

Sea E' sumando di.recto inescindible deB tal que,H om(P, E') sea distinto 
de cero, ademáS de que la restriécion de p : E -:7 S a .E' sea distinta de cero, 
pero la restricción de p a e sea o. 
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Tenemos entonces la siguiente situación: 

o --.: '"el p 
__ , 

p -2_. s ~o -
! l 11 
'( 

... 
E 

P· ___:_. o o .. - s 
¡11-· 1~ 11 

l) - "'ec :....:.;Ú>t....c+ s -+ () 
: 

r~ l;;¡ 
'11 

() '(' 
...... 

E' 
p'll, o -..,....,. - - s _,. 

donde los cuadrados son con_mutativos y m' : Y' -> E' es el núcleo de pu 
(i.e. la restricción dé p a E'), Y' es distinto de cero, pue~ de lo cont~ario, la 
sucesión O-+ Y-+ E.·-+ S-+ o· se escinde. 

Por otra parte, el. m~~fismo f.1 : Y -+ Z i~du~e una nueva sucesión (~1 tercer 
renglón en el siguiente diagrama, don.de existe g" = O) 

0 -- .Ocl p .. ~ P _,. $ .,..-.. .O 

d ': 11L · .. 11 

o --+ '< 7.,.E-... - s - O 

'l ~>~; l 11 
o---> J.. ~f -s-o 
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y por definición d~ pushout, existe g' : E --+ Z tal que g ::i g'm. 

Lo que nos interesa veres que1fom(E',Z) :¡l O: 

Tenemos que g1um1
; = .t/mi• = gv ~:o puesgés minimal derecho, ent1Jnces 

g'u :¡l O (m' es monómo~fismo). · 
. .- - . . « 

Por lo tanto, Hom(E', Z) :f O y entonces 

o 

Finalmente a) =?· b)del teol'etiJ¡ 3,5: ·supongamos que radP. no es dirigido, 
i.e. ·hay .sumandos direcfos inescindibles Mí y M2 de\r_adP y un módulo 
inescindiblé no p~oyectf~~ Wtál 'qlle Mí ~ iW y w ::; M~... . 

-. --: ' - - ' .-· ,- ' ,_ -· "" . =-·~;--· ' ,~:.·._~ :· __ ;::-·:: . - -_· ~;., 

Veremos qti~ ¡)tampoco' e~dirigidb.C 
; ... · .. '-.>:. __ -_ -~->~··;: ,·->" '!):·: ·.->:- :·_-·:·: . -: ... ··-:·:· . -· :: 

Sea (Xo, ... ; x,)unca~ini'~oniX~ ~ M1 y x/;;: iwitomamos morfi;mos 
O :¡l f¡: X;_¡ .-4X;.pÁr~ L.~ i ~s. ·. ··- . 

Si Ís · ... ·Ji =O, escogemos t máxima tal que Ít · ... 'f1 :¡if O y g = Ít+i· 
Aplicando el lema anterior, obtenemos P ~ Xt+1 y con esto, 

P ~ Xt+1 ~ r W ~ W ~ M2 ~ P 

Si f;, · .•. · f 1 :¡l O, hacemos m : rW -4 V el morfismo fuente para rW y 
g: V -4_ W su cokernel. En este caso aplicamos el lema a f= J.·.;.· f 1 • m 
y g, .volviendo a obtener que P ~ W. · 

Por lo tanto P no es dirigido.-

o 

En realidad.es importanteserialar sobre qué ilgebra estamos ~onsiderando la 
propiedad de ser dirigidéi, pues podemo; tener módulos que sobre un álgebra 
sean dirigidos pero déjen de serlo al.variar el álgebra. ·-

23. 



Veamos el siguiente ejemplo, con el que ilustramos lo anterior: 

Sea A= kQ/I, donde 
;l. . 3 ·-· 

Q: ! \ . 
J., . ... 

y donde I ~s el ide~l gc;;nerado por todos los caminos de longitud 2. 

·· Sea B = A/Ae3 A, ten~nio~ cju{el ~arcaj de Auslander:Reiten asociado a B 
es de la forma: · · · · . . 

r> 1l 

,/·'\../. 

" /' ~ 

vemos que 82 = radP3 .es un B~.módulo dirigido. 

Pero si considerani~s s?como módulo, ~obre A; vemos que aparece dentro de 
un.ciclo, para esto,esqu«;'lmatizamos únapa_rte del carcaj de Auslander-Reiten 
asociado a Á, donde estaÍn~~identific~cÍó ~lo largo de las lineas punteadas 
verticales: .. : . : · · · 1. 

·:y·~~/"{ i 
;~-:;.·~-)'· : 
~/·~~~7·::,,·~· -·-~ 
• - - - - • - - - ... ~ - - -•'S 
,sa .'\.· /J ~ 
1 •. 
1 P, 
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Algunas otras propiedades de los !nódulos dirigidos se enuncian en las si
guientes proposiciones. 

3.6.- Pro~~sición:- Sea M ~~ A~lllódulo dirigido. SeaB .~I álg~bra soporte 
de M. 'Entóiic~s 'EndÁ(M)' <is hereditaria; Eit~(J\1,M)',;, o y c:omo B~ 
módulo Mis lill ffi.~~ulo de, tilteo:·\c · ·.·· · .. ·· . ., : ; • i'. 
Demostracion:'iseim'M~ 'JM2 8tihiandos',<lii~ttc)~\1~isdndible~ de M, ~n~. 
tonces Ext~(!llI1\~i;) ,;=::~, p~i~.:·d~·1o:c?nf~~ri<g:«ifiJ1;:4(Nf2',rAÚ1)IQ.•.[10, 
2.4 (5)] que contradiCe;queM sea dirigido) portaiito,'Ext~(M;M)'~ O. 

:~-; ,, .. »· ,. ' ., : ':'" ;-. 

~~~1(J;; ~á) jrbj}',di~'.~idg co~o .13-mcíd~loi (~ó~\a~'tb, I~rn~ié~ v~le que 

l. ·.· . - .·. '·.' 

Para que M se~ un E-módulo de tilteo, faltaría ver que pdi~8AI; S. .{para 
todo sumarido directo M; de M. .. 

_., "- :;:·~ o-_ • ; • ; ;-- '.,. ' 

Supongarri~~·que no, entonces HomB(I,rBM;) f:. 0[10, 2.4 (1)],,i:6riJ un B
móduloinyectivo. Como B es el álgebra soporte de M, existe Mi :~umando 
directo de M tal que HomB(Mj,I) f:. O, entonces M/j f:S'+BMi ;::!/M¡ 
contradiciendo que M sea dirigido en mod8 . ·•·•· 

.. :, 

Por tanto, Mes un E-módulo de tilteo. Como ademis J\1:·~~:~in~eto sobre 
B, Mes un módulo rebanada por lo que EndA(M)e~ hereclita;ia. ·,: 

3.7.- Proposición.- Sea (Xa, ... 'x.) un carnilloy sup~~g~~o~que~oexis
te un módulo inescindible no proyectivÓ.WconX0 .::'.5:~w:y•W j:x,\Sea 
X ~ .. ·ffii=_i ·Xi_ Cnto~~-~s: · · 

~ ~¡ :~~::~ ~~·:"c~o P2' ~L'L~O'~" 1~ ,;¿,, ft,J,omo,fra de Íoo. 
A~m6C!U:1ós-~iíTI!J-1~~:~ - -~-." 

Demostración:::·· 

a) Supong~~os que exi~te un ·A-módulo no proyectivó inescindible tal que 
X;::; rW y W ::5. Xj p~~a alg¡¡~os X¡, Xi. Entonces tenemos X0 =:; rW y 
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W ~ X; ~ X, contradiciendo ;lo que habíámos. supuesto, por ,tanto, X es. 
dirigido .. 

.· .. · . 

b). Como X'és un A"módulo dirigido,.· a~Iicando la proposición 3.6, ·X es un 
E-módulo pÍí:rcial detilteo (sier.do Bel álge'1rasopórted<>X). Como.todo 
módulo •parcial de tilteo es sumando .directo de ~n módulo de tilteo;. y asu 
vez, el número de sumandos. directos no isomorfos de un rnódulo dé tilteo 
está acotadopor el rango de K 0(A) (el grupo de Grothendiéckdel álgebra 
correspondiente); tenemos que el número de sumandos no-isomorfos. dci X· 
está acotada por el número de simples (ver 1.1 c)). 

o 

Final.mente, tenemos el siguiente resultado: 

3.8.-Lema:~ Sea x una fuente en Q, y radP., = EBi=i Rf un Á."'~mcScl~lo 
dirigido. Si X es un A"'-módulo dirigido con X'_----. X su morfismo pozo 
en mod~, y suponemos que, para alguna ,i, X ~ R(entonces X' es .un A"'-
módulo. . 

. . . ·. 

Demostración: Te;{emos d~s pÓ~ibiÚdfaes::: 
• • • • • ' )~- ., 1 ,, ,·• 

a) Si X es proyectivo, ent~~ces .XI== rddX es un submódulo .de X y por 
tanto un ·Á."'-móduh ' • . ·'. .. ;,·; \'.•, ,' ) .·:;e .· . . . 
b) Si ·x .. no .. esproyeaivo ~orno· A~~rr{6d~l~,'t~pbc~ lo~~ comó A~módulo. 
Afirmamo~ q~e ;AX(= 7'A~X>Deotra forffi.;.'/Hom(~adP.,,rA•X) # O que 
implica que existe )tj. taL~ue_Ho0(Rj, r AiX) #-.O y por tantó. · 

que contra:di~q~~7'adP,,seadirigido c~rno Á."cmódu]o. Por.lo tanto TAX es 
un A"-m'óduió y entónces::X'AambiénJ . . 

. ' o 

Ahora esta~~s ericorldiciones depr~barel siguiente importante teo~ema: 
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3.9.- Teorema . ., .Sea x una fuente ·en Q. .Entonces P., es un A-módulo 
dirigido si y sólo si r<i.dP., es dirigido cC1mo A<inóduh 

Demostración: 

==:>) Si P., es diflgid6~oirifÁ~ínóclulo;:fadP.,es dirigido como A~módulo por 
3.5. Por tanto; es dÍrigido.~o!Il'éíA~~módulo.· · . . . -

>;: < ~::- · .=:i':-~~; e~~-, _,_ :o·". -·,_ •• ;: 

<=).Sea ríLdP.,dirigid6'i:orri&_:Áfrn6~ulrJ:_~liporigamos q~eP., r10. esdirigid_o, 
entonces apareé~ 'en un• ciclo -( p~ ;;. 'xo', ' : ' ,x:.+1.- _;;_ :P;J, podemos suponer 
x.=Rfyentdncess;~2;. ' __ --... ---_._•· ___ :•_:-·· ··-· -__ -_·: : .. -

-- . . .' : .. _··::~ ' ... ' -

Notemos qu~ si1f~~A(P.,;Xj)f o para alg~n,2 ~j :::; sp~de~ós bo~rar los 
módu!Os interII1edios y tener,camin6s de lorigi tud menor ,pofjó que podemos 
asumir que Hó_ml.(P.,,x]r:,;0?1j,' 2~ i :Ss,. (i.e:·xi es~nÁ<niódu!o). 

Veremos que la lodgitud dé tal~s carniri6s ~stá icotada, 

.P.,-:-+X1-¿,X2-:-+ ··· -¿Rf-+ P., 

en:·A:r-rnod · 

Sea f: X 1 ...:.+ X 2 un-incirfis~o distinto de cero, fnO se .anula si .nos restringi
mos a X1 como A~~módulo. Entonces, existe un A"'-módulo y¡, sumando 
directo de X 1 IA~ tálqueY¡ ~ X 1 L X 2 es distinto de c~fo. 

Entonces_ exist~Rjsu~~ndo directo de rad~., tal que Ho~(Rj,Yí) =F; con 
lo que tendrfo.mos · 

'R:Z: -:-+ Yi -:-+ X2 -:-+ : • • -::+ R'( 
. ,J .. -; . - ; ; _ . ; . ; .J. . 

camino delc)ngitud's'"'enmod,\~qÚeef!lpicza~y·t~ffiij-~-~ e;i·.-st1'ffia'~dos direCtos 
de radPx que es dirÍgid6, áplicandO la proposición i7está longit~d está 
acotada. · . - - - ·- - · · · · -

- .. ' 

Construiremos un C:ainirio · deloi{gitud s + J_ c6ri las illismas propieclades y 
con esto, tendremos una i:ontradicciqn. 
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Supongamos que tenemos un camino de longitud s: 

Sea g : Y2 -+ X2 morf1smo pozo para X2 en modA, entonces J : X1 -+ X2 
se factoriza a través de }'2., Entonces existé Y{ sumando directo de Y2 tal 
que H om(X1 , Yn.·f Oy Hom(Yi,Xi) f·O, aünado esto'a qu~ Y2 es ,un A"'
módulo (lema 3.8), tene~os queYi y X 1 no son isomorfos, ténemcis entonces 
un camino: 

Por lo, tanto, ~cidP{déb~'ser dirigÍd~~ · 

D 

. '."" ~ - .. ~. : . 

Con elsi~i~iÍte Je~~· [7, p.375] .~e caracterizará a las álgebras tiltéadas en 
base a la éxistenCia ?é ciertos módulos dentro dé la éatégoría de módulos, del 
álgebra ~¿rrespoiÍdieiÍte ' , , , , , 

. ,. _., . ·, t.~·.-. -· 

Prim~ra~erit~defini~()s.~ler~as,.cla.ses,cié.írióci.lllos,qlléint~vienerien el lema:. 

Dado. un m6d~l;,ill~sdn1.i bÍ<f 111:·d~fl~i§~s'.k (ª Af). ~~rii~lla~~ialie de A-
módulos' inescindibles X cori )[ ::5 My tal que no, existe' Ull A~módulo. ines
cindible nó proy~ctivo z. que• Sátisfaga que X ::5 rZ y, Z.::j .M; D11~lmente, 
sea S'(M -+)la clase de módulos dadá por todos los A-módulos ines'i::indibles 
Y con M :5Yy tal qué rio existe un A-mótluló inescindiblé no proyeetivo Z 
que satisfaga M ::5 rZ y Z ;:5Y. 
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3.11.- Lema.- Sea M un A-módulo dirigido y sincero, entonces S'(-+ M) y 
S'(M -+) son rebanada.S. Más generalmente, sLX es inescindib1e y está en 
S'(-+ M), entonces.S'(X-+) es una rebanada¡ ~i Y ~s inesciridible y .está en 
S'(M -+),entonces S'(.:... Y) es ·unarebanada.. . 

·. . . "'':'.:o•-¿·· '. ., • 

Demostradón: ·. 

Que S'(M ;),yS'C-¿ 1'.1) sean rebanadas es inmediato, si notam~s que el 
módulo dirigido M"siempre está en ambas, las demás condiciones sé cumplen 
de mánera obvia: . . . . . 

Sea ahora, i uninesci~dibleeIJ. S'(-+ M). Las condiciones a), b) y:~)de .la 
definición dé reb,anada (L4), se cumplen de manera inmediata, de héclíó, se 
cumple uná concli~ión má.S.fuerte aún que b): · · 

b') Si N, SsÓn l~escindibles, X :j N:::; S y SE S'(X ""7 ), enton<:e(tarnbién 
N ES'(X:::4). ......... ·-·.' . - . 

(De lo contrario, tendríamos .un módulo inescindible no proyedl~óY ;tal que 
X :j rY\Y~N, p.ero entonces se tendríaX:::;rY,,Y:jS;(contradicción). 

· ·-- -- ·' o;'!-- (.;_ i-•-

Falta. demostra;·,a·~~IJ.iú<:icSn d}para ~'(X.-+) .. ·S~a S.E::.s{x;L .• )y N 
inescindible tal, que N ¿ s és uii.niorfismo. ii'reducible::) ' 

' ., • • .. ,. ·.· _ •. ,, .. , -.~ -·~-~~·~"-~-~-!'~ ' ... ,_,_;;}v, ~·-'--~';. '' '··. -'- '· 

Suponga qué N rf. S'(X'"":+) ,; ;C:r;b1)·~~b;m()~:·q~~ X ~ .J\r; E~ ~articular, N 
no puede ser inyectivo, pues de l~ contrário; éorriÓ M:es sinderó; tendríamos 
X :j M.:j N; . . , ' 15 ;/ ·<"··: 

' , ~- : . '· ~ . : 

Supongamos:.e11ton~es q~~·r~1 }irf.S'(x:_.\: C~m6,·.X ~;·S,~ .,,-~1 1V;•d.eberá 
existir enfonées un módulo iriescindible noproyectivoZ qúectÍmpla: X :j r Z 
y Z :::; 7"=:! j\f;\Cg~q se_cumpléla segimd~¡ flj~mos;un'cáiiiillo ( z0;: Zi ,; .. ·;,,Zt) 
con Z = Zo y Zt ~};~1 !f; ·.. ; ;.. .i;\ 

Notemos qu~H~m(Z;,h~o ~~radu~lquler o?~ i~i'; c~al~uici;m6dulo 
proyectivo inescindiblé P, puesde lci contr~rio, tendríamos que X :j rZ y 
que z :::; Z; :::; P,:j M de, acuerdo alh~cho dé qúe M es sincero, l~ que nos 
llevaría a tenerque X~ S'(-+ M). · ·.. · · · 
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Con esto tenemos r Z; f= O V O $ i $ t y que además H. om(Z;-¡, Z;) = 
Hom(Z¡_ 1 ,Z;) paral :S i :5 t y por lo fanto, támbién tendremos que 
Hom(rZ;-¡,rZ;) f= O.para!$ i $ ((71 2.4;5]; • ' .· .. · .· .. '. _,,, ·" 

• . .c.· 

Con lo.allte;ior,(;z~·,;z;, .. ·.·, TZt).·~~··uÜci~in~;dé .TZarZt ::N,entonces 
tenemos X :j·TZ.:fN (coritrndl~tjón)/.· ·, 

Por lo tantC> 7--1iVE S'(X~)·y,~ntC>llce{S'(X ~) ~s~~ª ~~bariada. 
. ., ,_ 

La otr.a afirmació# e~'é~~plet.a~~rit~~lláio~i. ; 

.... ·"•· .•.. :·:,, o 
'.:~· . i, . . 

Con'.lo anterior, tenemo~ un~. n1án'~i~ 'de'}•c()ts~;~ir":r~b~n~das a partir de 
módulos dii:igidossiné~rC>s, lo.cual.a su.~ez nos perrn'ite córistruir.'rnód~los de 
tilteo., De 1.5 obtenen:ios~ . . . . 

3.11.- Corolario:-;SeaA ~n álgeb;it dedimen~iónfinita eón un módulo 
dirigido y sincero, Entonces A es unálgebr~ tilteada: 

o 
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- . . . 

4. Número de Crecimieritc) en Componentes 
Postproye~tiyas 

En esta parte definhnos JO que es una ·;~~~i6n,-~nasección completa y vemos 
la relación qué existe entre, ésta5 'y)as réb~nada'.s; mi;mas qué ya definimos 
en la seccióri f. , -· , - ! ;,;:,::, ,-~:_--:;:A~ , · ' ._, · · ' -

Desarrollalllris til.mbié~ \ln·~~s~1il~bJte .~a~il.ct~riia 1 las s~c~ionés que dan 
origen a álgebra.S mansa;: < ,.. > ' ) ' < ' 

·-.. -. 

4.1.-. Número de éredmiel1to 
.~.~:_,-. )\_·.:~:. '· 

Sea A ~n álgebra~d~~dimé~,Si~n'fi!lit~ y;X un A.~módulo inescindible. 

Definición.~· El ~JITiero de :érecÍmi~~tÓ i_zquierdo dciX es 

···p1(!) 22~ ~di"':kf~X 
Similarmente, ~! riúmer~ de 'c~e~imi~~to der~dió •es · · 

Pr(X) = 2;/t, '\/di~~ r-rnx 

Si e es una componente del carcajd~ A.Jslan~er.'.R.~iten r A, definimos el 
número de crecimiento de c2oriio: .;:,·· ,:,• . ' 

p1(C):= Sup{p,(JÓ :)e ec}; .. ··· 

Análogamente definimos~! ~ú~~ro dé crecimiento d~rec~o de C. 
·- : - , . 

En algunos casos, el número p1(X) es. independiente de la elección del módulo 
X en una componente C. Por ejemplo, si C es estable hacia Iá izquierda, 
esto es, rm(X) está bien definido para todo X E C y m ~ O, entonces 
p¡(X) ~= p¡(Y) para cualesquiera X, Y E C. 
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4.2.- Secciones 

Sea e una componente en r A y s un subcarcaj pleno de c. 

Definición.- Decimos que S. <!b una sección si: 

a) s es cerrad¿ bajo .<:~~i11os en e. 
b) Si X Es; entC>nc~TA* <f.S . 

,-··-·J ,,·,·-.,·' , .. _.-. -··, 

e) Cada· X f:: §está dirigido; . 
,;\' 

.- :: : -.. -":._ :_~ .,·L_.<"·. ·:: - - . 
También <lecinios·que·uI!a,sección Ses completa, cuando X -+ Y es una 
flecha en r ~.:X EiS Y, y ~ s, entémce5 y no es proyectivo y rY E s. . 

:<< ..... >~:-_.··: -; ___ ·· -~- •'. ~ .' . . 

a) En la ó&ci6' }¿; :,: tfa~a)6 d;~oi la defici;d6ó d~ ,;(on.da; aho<a • 

ilusúa.nlos. con· uñ ejempló.esté concepto, mismo' que' esÜ n1J~Y relacionado 
con el de sección.~se~ción ~olllpleta. -•. - . . J 

· - · : ~ >: · -r,__ r:L;:.~ ~;:) ,; ; 
Sea. M . un''.Á-móduioiiíesCilldibÍe~ dirigid~ y ,~incero; s~a SM, la . clase de ·A
módíilos- i~éscindibfos··~- coI!i·x· .• :'.5'Mftal'queíw,exis'te'tíniA~llióduki···ine
scindible no proye~tivo. Z}¡üe'satisf~ga qtie X -~· iZ y ~ ~ M; i Ses• una 
rebanada, aderiíáS, si X es'¡ un' iilesciridible en Si.1; ·. S x tain.bié{i e~ una re-
banada. . · · '.'\'. '<·' ·• • ·- ' '' 

Trataremos d~hace;un diagrairii d~.lo.·a11teti6i, p~i~ ,,,f ·u~'A-rn6dlllo dentro 
de una componente pÓstpioyectiva delc!arca/de Auslander~Reiten de A: -

/' 
\ .... · ,,.·.¡. 
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b) Sea l'A el siguiente carcaj, en el cual hemos encerrado las distintas sec~ 
ciones que podemos encontrar dentro del mismo, pueden e.xistir más, pero 
nosotros sólo tratamos de ilustrar Ja definición. 

r,., 

.· 

Definición.- ·ses¡;na m~.Seé~i6n ~~:,Jpletd(Ji·e N U {oo}) si: 
: -- --, . ' - ." ·. .... -· ~~- - ' . . 

a) Ses una sección completa. 

b) S admiteuénúfr¡er~ fi11ito d.e .. pr~<!eces~res.enl';i,.todos.dirigidos. 
c) Si XE S,·6~·/~ m y Y~ r;Í(k)t~qu~f.:::li óY es un sumando 
directo de radPi, entonces. Y es .·un. pré~ecesor):>ropio de S. 

-;: 

Notemos qlle ~¡ últhnoinci~o de la definición !oque nos indica es el número 
de Veces qÚe po~em¿s ''repetir" 8 ápJicando T- a los elementos'de la misma. 

Ejemplos:' 

a) Sea r A el siguiente carcaj de Auslander-Reiten, Ses .una 8-sección. coro-
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pleta. 

/" ,,,.; ..... /' .... /' '\. /' "'·/' '- ,,,.·\. 
'.,,. \. I'. "'/ '-1 ..... /' '\./ "-? .. 

/" ?·."\. 1'.\. I'"' / '> / \ / 
....... -_. •. -. •. ..:.... ·, .. :...-. -t'·--~ ...... _.., .-.,..,,-. :-.·.--· - • 

\, 

'.,./ •. •·.'.. >/' ''./ .·\;···. -~ \, I ..._ ''!' \. / 

... :\.,,,.. < ,,.·\./ ....... 1 ~.!' 

--1 • -- • 

'·.· ' ..... ~ 

·, . ·~ :··;.., -- . . 

b) . Sea P. una componente postproyectiya~Í~~!lit~'<l~ ~r ~;{ c'6~si~~rerros. los 
módulos r.A'' (P;) tal que P; E P, r;'(P;) no ~shi~ectfr6 p~ra.#éídos ~ O y s; 
es el mínimo tal que r,4''(P;) no es predeces()r:en'P dé un.modulo inyectivo 
ó proyectivo. Entonces, el sub carcaj pleno :s d(P foriTiacla'pór. todós los 
módulos r.A''(P;) es una oo-sección.completan1aximál)~n:P:~:: . ·· .... 

Veremos que S cumple las condieionesde l~ '.defini6ióII:. . <• 

a) Ses una sección por la manera de defi~lrla';(Note~~s que' ~iX>=: 
está en S, entonces TAX no pertenece a Spúes si;-'l<: s;). .i . ' •• · 

Sea X ~ Y una flecha en r Ai X E s,.. ~n%~nce!l\} ~¿ ~s proyectivo, por 
lo que rY está bien .definido, rY. ::::! Xy rY ';;, ·.+:::'['.P;'para'alguna m 
y algún P;, supongamos que m...., L = :S/(es déeir; que .rYliS); éomo 
r-:Cm-l) P; :::; T X entonces X no está en ~· ( con~radicción):, b) s s.ólo a.dmite 
un número finito de predecesores, todos dirigidos por estar erí P.: . 

c) este se cumple por la definición dé S. 

En este trabajo nos interesan seccionesque'se' ~stabilizan dentro de r A, es 
decir, aquéllas secciones que p()demos !"CP.~ÉiE(~pfü;ando ,.- a los elementos 
de S) indefinidamente. · . · . • · ·. ·· · ·· · · 

Distinguiremos las secciones de acuer,do al carcaj subyacente, estos tipos son: 
secciones Dynkin, secciones Euclidianas y secciones Salvajes. 

Damos a continuació~ algunils características de estas secciones. 
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Secciones. Dynkin 

En este caso; tenemos ·que A= kQ (con Q el carcaj asociado a la sección) es 
de tipo de representación finito. . -

Si en una compon~~tede I'A aparece unásec~ió!l deesteÍi¡)b,ésta nO se 
estabiliza, es. decir, '"se. acaba'.' :despllés de ci,erto níímciio M. de. traslaciones, 
dependiendo de si esuniA~,Dn;E6;E~ 6 E 8 •. ·. .·····.··: ... · .·. 

Este núme~o; eri esf~.~~~, e~tá ~~6t~6 dé lii.siiui~~t:·ma.~er1: 
.¡.~- :)_.:e;_· '" -. • ,-:·. ·' ·~~ ; - ';··.~·:._ ¡·:.:. 

Como t~nem6sq~~_.Q.e~)lfrikin; la forma: de,Tit~.deA,· '(/A ~sdebilmente 
positiya:y háy una::¿¡,~;espo~dencia 1-1 ent~~ ~] ccinj~ntó de raíces· de. qA y 
las ci~es de iso~órfía de!Ós.A~i'noduiós foésCindibl~s,por loq~é M estaría 
dado póf!\ _-.~~~ ," ... ·-

J Jj == numero de raÍ~~s de qA 

•·· .. ·,.. 1Qo1 · . 

y tenemos enfoncesq~e~sl: 

Q-= Á,; cS D~?M= n-L 

Q=Ea:M=6, 

Q =Er ;M":~g: 
Q =És:: M:k 15: -

Notemos que'.;esti e<l¿iva.le aque enuna componente• de r A,·. si tenemos 
que Ses una s~ccióri deiipó Dynkin rSn =: {r-n X :·X E S}; ~nfonces 
H om(S, S~) ~ O para.. ün número n adecuado, dependiendo del caso en que 
nos encontrerri.qsL __ -~- ;.'> .. . , • · - ·~·· 

Otra caracte~ísti~:~articular,es ~ue si Pes una c~mponente postproyectiva 
de A, 

Secciones Euclidianas 
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El carcaj asociado a este tipo de secciones son los llamados Dynkin extendi
dos, Án, Dn, Ea, E7 , E8 • En este caso, A = kQ, con Q de algún tipo de 
los anteriores, resulta ser un álgel:ra de tipo de representación infinito. 

Para esteJipo de álgebras, se tiene que 

p(P) supxe'P{,,!~ \/dimr-mX} 

Secciones SalvaJe~ · 

Contieneri: umÍ s~~giáfici'.plena propia ¿el tipo Dynkin • exte~dido, o. bien, 
una del tipo ~'.::::~~ cori más de 3 flechas.: Dan origen a álgebras salvajes. 

En páJ:ti~~iaJ:, p(~) >: 1, pdissitbe~os ~ue p~r{~lgebrai ~~lvájes . 

-- . urri o/~i~r;-;~ PA r. ·. 
para X no pr~iri)'~ctivó·y·d~tid~·PA ~s~l radió éspcietr~l d{lamatriz de 
Coxeter ·asociada él!'A[6fci \ ~;.·· · •.·'· · 

'~,/:•. '" .~ ':,~~ 

Hasta ahora, ~emes definido lo. que eS u~a sección,. una s~cción •completa y 
una rebariadá,'·nC>t1in<lB que estcis:~cíiléeptos s~ Hgin entre si, a contin~~ción 
hacemos notar las ·relii.ciones é~t~e ello~: .. . . . .· ·.. . .. ·. . .. · . 

. \ . - ,~:, :; :, ;:.~ ' ·- . -> .·- .. , : ' , ' -, ~- - : ' . : . 

4.3::- •• p~'oposi~icSn.~ 'S~á.· A ~i.kQ/I. ~n á.1;ebra de dhn~ri~ió~ finita, · S 
una sección en u!la.coniponenté de'.T;¡'~y suppS = {i E Qó : X(i) =I 
O para algúná. X É S}; Entoncé~: · 

a) Ses cd~pleta# Ses_~éccÍón ~.~xi~aL 
b) ~~;ps ·~s co~Je~~ ~ri kQ/ I 
c) Ses una rebanadien la subá.lgebra plena de Adefinida en los vértices de 
suppS. · ·· ·. ·· 

Demostración: 

a) ~) Sea S una, sección completa. 
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. Supongamos que n<J es maximal, es decir, que existe S' sección tal que S e S'. 

Sea X E S' pero t¡lque X i;f S. Como S' es sección y todo e.lemento de S 
está en S'; pod~!nossuponer que existe Y i;:·s fa! qtl~ Y~ Xes una flecha 
enTA (o bien; X_:::_j::Yenl'A; Jós'.éasos·s~n a~·ál<Jgós). · 

Como S es ~ó;rib1~t~'y,\' i .S, ~nt~né~s• T AX E'i,. ··Pero. entonces · r A X E S', 
contradiciendoqiieS' e~ sec<;lón (pues 's c.S'). · 

,·¡·· . ·-··· _· .. ·. 

Por lo tanto S es inaximal. 

.:=) · Es inmediata'. 
. . 

b) V~remos_quesi Ses una sección, entonces suppS es convexo en A. 

Sea i1 "'-+ i2 -4 · ~ : -dn 'un c~mino en Q, tal que i1 , i~ e.stán en el soporte de 
S. Supongamos que:i; fsuppS ~on 2 $ j$ n -1 y n > 3. 

Sean J = (aó;¡f3: ó:i2-> *,/ :*~·¡n-::1); B = A/J. 

. . . . •'. .,/ ' 

Con esto, tenemos qué sLX E S,;éntoncesX E 'mod8 (i.e JX =O). 

Ahora bien,c?mo i1 E suppSie~tonc:s 'e~iste'X1 E~ tálqÜe X 1(ii)f O y 
como in E suppS¡ existe:X2 E S :taÍ qlle X~(i;;) ·=1 O .. " · · ·=- ·· 

Consideremos P¡~ el B-~ódul~ proyectivo eri ~¡ ~~rti~e: i 1, en este caso tene-
mos Pi~ _--1--:X1. y- ari~logárrlente."X2 >~~-~:'ii~ .: . ,· - .· · -~· --

Ahora bien, de !¡~ hay u~·morfismo Irreduci!Jle hacia el. cocie~te IVsocle, 
pero por la manera de definir J, tenemos que del/! sale un morfismo irre-
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<lucible al simple en in-! (al q¡enos) podemos construir el siguiente camino 
en I'A; 

''" •n-2 

donde el último término es la ~e¡fre~erÍtación dé un módulo que tiene el campo 
en el vértice in-2 al igua,l que én el yé~tice i~_1 y ce~o en los. d~más vértices, 
haciendo el cociente con Si~.:, y p~oyectarido obtenemos: . .. 

' .. ,· :· ;.·.-:,.\-:--;. -··,_·_:_,_; ·:·:,:.. . -'- ---
; ' ' ,:· :/ ~. 

¡.;.\'. - ,. 

';• ~:~~'~'~ ~: 
x~ ~· J:~~ ,_... s1 •. L~:. T.·.· 

· -~-.i_n·J.. 

Procediendo análogamerite, podemo~ continuar ha.Sta construir el siguiente 
camino: 

ki:.,., 

l _.,Si •. ,-+ ... -s¡~ 
~.tn-1: 

Notemos además que 8;2 esun sumando directo del radi~~I d~P;i, entonces, 
podemos completar elcamillo hasta. X 1 : . . .. 

Pero Ses seccióTi y por tanto, cerradabajo cámino~ dirigidos; y X 1 , X 2 , ES 
implica que S;2 E· S y entonces i 2 E suppS ( éo!ltrndicción). 

Por lo tanto, suppS es convexo. 
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c) Veremos que Scumple con los requisitós para ser una rebanada en B. 
. . . 

Tenemos que ©xeS X es sincero por la mánera de definir B. 
' . -· ·- -. ' ·,, ··-' - ,.'-,: ,·· · ... ·:. ' 

o 

Notemos ·que ~n !~ definici6rl· cici ~~ctlón•s~ h~ce énfasis cm que S debe ser· 
cerrada bajo camiri~¿ en Ía .c~mponé'.¡¡te: dentio;di[a c¡¡alse encuéntra, vere
mos que eri el caso eií qu~·1a ~eccicín·Ses·~ =- co~p1aa: esto implica que s 
es' cerrada bajo caminos 'en modÁ !·~ .. • •... ;' .' . ··•·• . 

4.4.- Lema.-.SeaSun{secció~ ~-}~~rri~le¡~~, ento~ce~·S e~ cerrada bajo 
,! ~· ,·-. 

camino_s en modA. 
•.: - :: ' ~ : '. 

Demostra~ión;- Te¡eznoslisigui~nte:sit1fación; -S~~I1 Y;x· ES···· 

Y X X' X · · ·x 1 X . . x·' X' Y . sea -+ 1 -+ · .. 2 -+ · · · i -+ i+.i -+ · · · -+ &-! -+ • = un cammo 
en modA de X a Y,' veremos que_ todo el camino pertenece a la sección. 

Si toda X; E C, entonces elcaznino está en S. 
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Supongamos que Xi+ 1 es el primer módulo que ya no pertenece a la compo
nente C donde S es sección oc-completa. 

, .. ·>_;· . ; . ~- .. -: ·. ·.·:. _:. ,. .. -·: ~-. - _; . ., . _- . ' ' 
Primerall1enté; /':Xi .. -:-+ Xi1-I E rndhXj,XJ+1) pues de lo,contrario; 
tendríambs. tjlie X.f+1 ésta'éida cbin¡)oriente; eiifonces f se facto~iza a. través 

:·~
0

::.:'.!:t"~it:;,7¡d::·~ 1~l,i12 e Íi ;z~;,¡ ,d~··· 
para· todo Íi;' Corno Y· E S; en algún momentó; . Y es prédeces~r de. to.dos los 
elemento/de Sn par.;,n adecriada;·(verdibuj~) · • ···· · · · · ·.· · 

Ahora bien; como j~rad:(.xi,;J+1)y r~t,ki esta definido paratod~ t (por 
ser S sección oo-completa), tenemos: · · 

Con Z1 en la .compo~enté CyJ1 E r,adO()(Z¡;Xi+1) procediendo de igual 
forma, tenem(Js Z 2 !f2 ;' entonces cÍeesta mánera eíú:cmtramos Z1 (para 
alguna t) tal que és~íui sucesor de Y, ésto es Y :::5 Z1• . 

-·- ·-- - -·· .,-, /.; - · .. 

Pero entoncest~ne~~~ ·;• ,;.. / : . ·. · ..... · . . . . ·. 

. ... . Y.~ t/3 Jj+1:::5~X,_{j y 
-·--------- '-"':_--, .. --.--

un Cidir qúitpasa p~or y; pe~¿ y es dirigido por estar en s . 
. . ' ,, ','- ~-· - '" . '.· . ' - .. -. ..- ... 

o 

El siguiente resultado establece el tipo de secciones que dan origen a álgebras 
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mansas. 

Sea A = kQ / 1 un álgebra de tipo de representación· infinito, Q sin ciclos. 

4.5> Proposición.- Sea P una componente·p~stproyectiva.' deTA. Las 
siguientes afirmaciones son equivalentes: · 

i) El álgebra Ap = End(P) es mansa, dotld~. 

P;E'P · 

ii) Vi E Q0 , 3c >O t~l que dimkr'::'P;'.5: cs. 

iii) Aj, = End(P') es mansa, donde 

.P'= 'ffi pi 
iE•~ppS . 

para toda sección S que se.estabiliza dentro de la componente P. 
' . -· _,. -

iv) S es trivial o Euclidiana para toda s~cción B que se estabiliza. 

Demostración: 

i) ==>) ii) Como Pes una componente postproyectiva de Ap, podemos con-
siderar que A= A;. ·. · ·. ·· · · · . · 

Asumamos. qu~~ Ap ~s ·mansa, elltoriáes la rÚma. de Tits qA es débilmente no 
negativa [2, IV,1.2]~inostiaremc)s tjüe para todo;i E Q0 y para todo X E P, 
tenemos: ··· · "•· 

.. · •.. ·i< j'dini~r- 1)i(i)-dimkX(i) ¡~2 • .. ''. ··•·· .. · .. ··• 
Probaremosalg~ equlval~rité: d~dci-Xun.·Á-mód~l¿.inesciridible no proyec
tivo, cciriXE 'P;~~ritoíicesp<ira'ciida}É:Q¿t; . . . .. 

1 d~mkr;(i):.:ai~ki(i) l'.5: 2 

Considerando la suce;ión d~ Au~lancfor~~~ite!l: 
s 

o ___::. T X --> ffi Y; --> X --> o 
i=I 
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donde Y; es inescindible i = 1, 2, ···,s. Sabemos (ver (10]) que el soporte 
del vector dimensión de al menos uno de los módulos T X, Y;; X contiene al 
soporte de los otros, por lo que podemos asumir que Y = (E9 Y;) EB X E9 T X 
es sincero en modA 

Notemos que X satisface: 

a) pdimAX ~ 1, en otro caso, existiría un modismo O =f. J E H omA(I;, T X) 
para alguna j E Qo. Como Y es sincero, existe i tal que Hom(Y;,1;) =f. O 
y entonces tendremos I; :::5 rX :::5 Y; ':j I; ·un ciclo en el que T X aparece 
(contradicción). · · 

b) H ~mk(X,A).=:= O, del~ co11~rario, t~nclrí~mos Hom(Jé', P;)=f.. O pa~a algún .. 
módulo proyectivo P;, y como Yes sincero tene,mostambiénque'existe') tal· 
que Hom(Pi,Y;).=/. ·o; p~ro·~ntoncesse fclrmauncicloYj:.:::5j(::;·p¿3. Yj en· 
el queXápii.réce.; ~-, ·. . •. . .. · · · ·' ·.· '. . ·. ·. · 

Bajo ~st~ co~di¡io~~:, .ten~i!los .• que •. dim,rX, =·q)A(~im)();Jo:~e'.q)A·.es la 
matriz.de,Co:iceterdel·ca.'rcaj•de}!. .. S#a v.:;::'diÚJ.X ypi':=dimP;; .iÉ Qo. · 

Entonces: 
" 

qÁ(v,p;) qA(v+p;) :- q,4(v):... qA(P;) 
o ~ qÁ(v,p;)' 2+v(i)''-dirríkExt~(X,P;) 

. . .2-tv(i)-.dimkHomk(P;,rX) 
= 2+1J(i);dimkrX(i) 

:<;~:~X:-'~· 
.- ,- . ---

Por lo tanto -2 ~ di~i;i(i)'.._ di~krX(i). De manera similar, se obtiene la 
otra desigualdad; :. · > ·.: 

¡cse.~in~= rnªx {dimkPi: i E.Qo}. 

entonces, didtr:-SP;~ ·i~s >rn; Vi E Q0 (p~es X = T°'m P; para algún 
j E Qo)i 

ii) => iii)·SÚ~ongamos q~e A~ ~B~d(P1) e~ .Salvaje'. 
' .· ':,._> . ,··. --~-> __ ·.·> -~' ' .. · .' .. :_:~. : --:.:-.· . 

Notemos que A'p es'ün álgebra tilte~da cbn 'P' una componente postproyec
tiva en f A' en la que S aparece como una' reban.ada. , . . 
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Sea 
B =EndA¡,(Ef) X;) 

X;eS 

B es un álgebra hereditaria. pero Sé!-hraje. Tenernos la isornetría: 

. u: ¡(¿(A~) ~Ko(B) 

y también <P A; = u<P BlT-i. (v~~ se¿~¡~~. 1)'. 
,··. :: .• >..::·· .>':·_· '"."'. ~---:-"":'.~;-:-~. 

Tomamos X•. E 'P u~·. Il16~~1~· t~J~J~' e~i~te ;iin camino. orientado de . algún 
X; E S a X. Ent~?c~s~di~r;711x:;;·q>;;:"'(<lfijíX). · · 

SeaY = ux;d, EX ~Horn~r(S,X),;Y ci~p:r~~e~Úvó· í:oriio Bcrnódulo. 
"--... -:;·.,_ - ,-: :·,- (}'.-:·.t·-'· 

Afirmación:!• •·· •·· ·" ·'~.·· •• · 

~·~~ 'i~iT[tkTf:.";Jf 'exi~fa ~,}.~/1~~m/riiTT<X 
y en tal caso;·~on iguales>> 

Efe~tivamente: se.°'.n ~ = {%) y u~1 = ( b;;} ~átd~es n X n. 
Sea a= m~'x{lai;,J,J.b;; J : 1::; i,j::; n}/. . . . 

';._• 

1) J <1>8,;,(di.mY) J~J i~;;::"(dimX) J::;n<l'J.q\¡::n(dimX) J 

2) J <l>f::"(dill1X")J~J ;_:i~~m(di~Y) ¡:::;;~d J '1?8,;,(dimY) J 

Con esto probamlsJa afirma~ión. 
:::.i=l 

Por otra parte, co~oB es un i1gebrasalvaje: 

existe y es igual a p >l, donde pes el.radio espectral de if>B [6]. 
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Por lo tanto, 
]• mfd• · · -m_xr 1 
m~ y imk TA' . > 

Pero cómo X es pqstproyectivo, X= i-:1 P1 para alguna t y algún P1 !Jroyec-
tivo, j E Qo. · . .. ' . .· . ·. . 

Por lo tanto, .;.:-:mx = ;.:.:~-t P1 y en fon ces: 
\:,.-::,..-

. J.~ ijdirnkr¡;,m~• ~~J~ \Jciimkrm-tpi $J.~ rjc(m + t) = 1 

(Contradicción) · 

Pj no cumple;!~ liipóÍ~~is. 
iii) =? iv)Sup~ng~IDbs qJ~ S no es Eudidiana .. Entonces S es Dynkin ó 
salvaje. 

Recordemos qtie S ~s tiJas~ccicín que se e~tabiliz~.' 
·.· · · ·· · ·· · ···s,··· ···· ·s. 

Sea S = 80 , unas~cción en P,S0 Dynkin yX0 E So un módulo postproyectivo, 
entonces, se tiene lá sucesión de Auslandér-.Reiten: 

O.~··~~···___;'@~, a~x.=-=.o 
rL //' .. 
1(4)" . 

X 0 no es inyectivo, por lo que no es isomorfo a I(Xo) su cápsula inyectiva, 
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<P existe por propiedades de la sucesión de Auslander-Reiten, es decir, que 
existe </J¡: Y; -+ I(Xo) no isomorfismo para algún i. 

. . ' -

Sin pérdida de generalidad, sea i = 1, tenemos análogamente, la sucesión que 
casi se divide para Yi: · . ·. . . . · 

o·~··~ 0~'.P,,~;;·~ ':'{'~ 
lf .))¡i. 
úx.V > 

' e '.. , ~.: :_" ':·._. _.:; ' - • ' • • 

Procediendo de l11ane;asirnilar,en fo~ma sucesiva, tenemos que el morfismo 
¡ : X -+ 1(X0 ) se fictoriza a través de una serie de módulos i!lescindibles 
Yi., Y{,. ; . pero como S es Dynkin en algún paso determinado, toco 81 ya 
que no tododos rrióclulos a través de los cuales 'Y se factoriza pueden estar 
en S y por u'rl p~~cedimiento similar, llegamos hasta Sn. 

·.' 

Pero estoqlliere decir que existe O f:. f E H om(S0 , Sn) lo cual no es posible 
para cuá!Cjuier n.Jver 4.2) 

Si 8 es salvaje: 

El álgebra 
B = End( ffi X¡) 

X;eS 

es salvaje.· Sabemos también qué' 

11.'p = Énd( ffi Pi) 
... jEsuppS; 

es un álgebrá tilt~d~ conuna é:oinporlentépostproyectiva tal que s aparece 
en ella como una' rebanada. · · 

' ,. . ' 

Procediendo completamente igual que en i) => ii),obtenemos que 

Iiin \JdimkTBmy =p > 1 
m-oo : .. , 
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.Por lo que. A'p no es mansa. (pues las álgebras tilteadas mansas tienen ese 
límite igual a 1). 

iv) => i): Por el inciso anterior, sabemos que 

EndA( ffi .P;) 
: ;eáuppS 

es mansa cuando S es Euclidiana. Sean 

A = End( ffi;/P;) 
· : jE•upps:: · 

Entonces A es mansa, veremos que A' t~mbién: 

End( EB P;) 
P;E'P 

Sea X E modA' \modA, X E r ~, pero )f rio reéibe morfismos de S, esto es, 
Hom(S,X) = O (de lo contrario, Hom(ED;E.suppSP;;X)rf ÓfXEmodA). 

Esto implica que X debe ser un predecesorde8e~Ja com~onente? en I'A, 
pero al ser P una componente post¡:ÍrÓyeetiva sOiarrÍenté hay ún número finito 
de predecesores para cada elemenfo en:P .. ':; ·:~ : . .. . - -·. . -

Por lo tanto, modA' y modA sólo diflere'n en una cantidad finita deelerrientos; 
Con esto, lo que tenemos, es que al rsér A un álgebra mansa, para:~cada 
dimensión d, podemos cara~te~izarÍ6~ A-módulos(sal'.\:o uÍi.n~mero finito); 
y gracias a esta caracterizacióri; N·también resültará mansá'. -- . - ... -

Veremos ahora, que Xes fambi~~ ~ilA~mód~1d\supongaJios q~e rio, corno 
X es postproyectivci, tenemos la sigtiieií.te situación: . . .. 

X ~·· IíX) 

·- P,~~:..-.¡- _>,, . 

donde I(X) es la cápsula inyectiva de X, <I> no es isomorfismo pues X no es 
inyectivo. 
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Queremos ver que V j tal que P; E P j E suppS. 

I(X). =: . ffi1jCil 
P;E'P. 

Supongamos que para. .todo/ {al que P; E p, s(j) = O, entonces l; rt. P de 
lo contrario, pór hipótesis ~s(i)';,, o:: ·· · ·. · .· 

Pero entonces ·/: P/'.-+ l; s~ faC:t~rlzil~ra~és 'de S, po~ lo tanto i E suppS. 

Por tanto, X es;un 1\-~~d:lo. 
Por tanto, A' es marisa también·. 

o 
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5. Dimensión de los Módulos en 
Componentes"J>6stproyectivas 

En esta parte tratamaos un resultad_o iriteresante acerca del crecimiento de 
las dimensiones de los módulos dentro de ccí~ponentes de rA. En especial 
veremos el caso cuando los módulos pe1:tenécen. a U:na componente conexa 
en una m-sección completa. · La importancia "de este resultado radica en 
que nos dá una caractrización de las secciones ·oo-completas en función de 
ciertas dimensiones de módulos. Esto a su vez nos permitirá decidir cuándo 
un álgebra tendrá componente postproyectiva y, en caso afirmativo,· si ésta. 
última es finita o infinita. · 

Comenzamos con algunos resultados. preliminares acerca del crecimiento de 
dimkH omB ( rjj 1 X, Y) cuando Bes ·un álgebra heréditaria, _mismo'< que se 
pueden encontrar en [5]. . . · . . 

Distinguiremos los casos e~ que.E . := '. kQ es. un álgebra m~nsa d~:tipo de. 
representación infinito ( Q. es urúarcaj Euclidiano) y ctiandoB sea de tipo 
salvaje. · · · · · · · · ·· · 

5.1.- Proposición.- Sea B = kCJ un álgebra conexa y de tipo de repre
sentación infinito yQ0 ;;.. {1;2, ... , d}. Sean X, Y E-módulos inescindlbles. 
Suponga que X es postproyectivo y que Y es preinyectivo (resp. préinyectivo 
ó regular) si B es mansa (resp. si Bes salvaje). Entonces: · 

para t;::: 3d 

Demostración: 
. .. . .. -

a) Consideremos p~imero eicaso en que B es mansa (~sto' es, Q es de tipo 
Euclidiano); ·· · · ·· 

Mostraremos que para cualesquiera'.2 vértices i, j E Q0 , 

(1) 
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Sean 1í¡:- .. , T.. las componentes tubulares no homogeneas de 1'9. 
Sean X 1 •>, ... , X,\'.l los módulos e11.la boca del tubo T;. En ton.ces 

s . i: ·~¡.":;~~·\ <.--=·> ,;_,_; .. :_ 

J;(n,·-1) ···~·· i7'" ?' y> {d~im.XtJ: = z (1 :5 i :5 s) 

donde z es un. vector ~inC:e;o que~~;;~ia ~lcispacic/ 
' - ; ;.-. '··. -·- '_, ___ . ---- - · .. ' ·-

Sea m el mfo.imo co:rr1únmúltlplo:ci~ ~i;T!;; ... ;n~; Enfonces, 
•;:'.. -~- -.,-~ - : . - ' . -~,: .- ,.- - , . . . . 

(diiTixJil;di~r8.;nP;)8 ••· << (~i~rE~Jil';djIUP;)8 
(cúrllxji>, dirríP;)B 

entonces tene1nos:··:~ 

(dhnxJÓ ;c1im~8"'f;)8 <(ai1:!xJ~1 ciil11P;)B o 
Por lo· quediiri rj3~,p¡::; d.i!Ü.P; } ~'i, p,ara~lgú~. a ~ · z: 

,.,,··;·;· ·,:-.-

Podemos entonces,paracu~lq~ier re: N; escribir t = :me ;!- e con e~ o y 
o 5 e $ m, y obtenemos: · • ; · · · T ' 

a :5 dimrj31 P;" .;' ( dirnP;)q\:¡_¡t - clitUf; . + ac;: +' dimrj3° P; ~ acz 
~~~: - . ·:~. ···;. 

Por lo que a> bf~uri~do;~t~·-al.;.g ~lg~ientcis"C:ota.S para m: 

l) Q de tipoÁ~-1 /m::; ¡1J2(~·- 1)2{k 1/4d2 

2) Q deÜ~o fiL1 . : m :5 2(d '.:7_3) ·. 
3) Q c!e tip~-E~·"- :n· . 3 · , .. 

4 

5)Qde:ti~o,Ó8 m·=6 

Obtenemos finalmente.dimrj3tP;(j) ~ [t/m] ~ 4[t/d2) 
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b) Consideremos ahora el caso en que Q es de la forma a (l)b con s ;::: 3 
flechas. 

- -

En este caso, la matriz de Cartan y su inv~rsa, ti~nen la slguiente forma: 
•, _.- .. : ,_. '. -..... ,_. ·" 

de donde obtenenios que la ii\Jer;a el~·¡~ illát;Íz el~ C~xete~ a!lociada a B es: 
' . ., . - ', _, ... •;.·--·«·-,-·' -.- -· .. ,; . .. . :· 

Si denotamos c~n-(~0 ,b~)>= di+Pb y-dernarierasirl1ilar.escribimos 
(at, bt) = dimr.BtPb; obteneuíos ,qye: , ' · 

dimi:-1A ·=;(a~,bo)~81 = .. (s,i-' 1) 
' ··: ,,·-. ,· .'/. ·_·, . ..: 

con lo que tenemos q~~b1 >- a¡ • ••... 

(s(s2 - 2), (s2 - 1)2 - s2 ) 

-dimr"'3 Pb ,,,; :(s(s2 -2), (s2 -1)2• - s;)<J>ij1 .. _ 

= (s(-2(s2 -;:1) 4-(s2 -1)2),~s2 (s2 -2) + (s2 -1)3 ~ (s2 
- l)s2 ) 

y de nuevo. b3 > a3: 

Veremos inductivamente que en general, b1 ;::: ai, bt.2: st+t y ªt;::: (s - l)st 
para t > L _· - -

Comenzamos con t~: . 2: de ácuerdo a !Os cálculos anteriores tenemos que 
a2 = s(s2 ...:.'.2), b2 = (s2 ...:.'.1)~.,-·s 2 ,dondepodeIT1cisol:i~ervarquesecumple 
que a2 ;::: (s - l)s2 y también b2 ;::: .53 /i · · -- ·· · 

Supongamos que vale para t = k; ak ;::: (s - l)sk, b~ ;::: ~k+t. 
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con lo que tenemos que: 

-ak + sb/, == ak:1i·.Y por hipót~is de inducción: 

sbk - bk~ ªk+1ided~nde.ak+i ·;:::·(s~ l)sk+I. 

(s 2 -l)bk ·.::.;·sbk$ b~.¡'.1 f pÓrhipótesisde i!ldué:dóri, (s 2 ,..::l-s)(sk+1 ) ::; bk+i, 
enfonces · · ... ·, - - ' '·-·~- · . · : ...... ·. ;: ·--· ··· .- ·· 

bk+i ·~ (ski;1)(i(s'.--;l) .. •~·i') ... ;;' ~E~¿_c1)i~k-1,cbri io·que.tenemo~ que 

bk+I ~ Sk+
2
:'•. ~· .(;;{)i'._cj< 

~b~!~!~~se~te~~:··~~;~~~t;i~r~J%f ~· t~~iri~~~ b~::t¡·~ · 1:. ··ciimr¡;tfa.' 

Como ade~ás. st-~,,~ [tfdJ; ~¡ra,,·t i2Yibt~lle~is q~e 
••;._o. -- _::'~ 'e' •• 

·.· · ~ ~f;:::-~(s'i: i)¡i¡2).~tr~:~4(t/ci2J · 

ya que d = _ 2,co_n~i<? qiie,o~t~ri~II1ºs q~~ ;ecll§ple loqu~ deseamos . 
. :· __ ,·-: ./ 

c) En elc¡¡sh gé~er~I, ·~6ci~~6~'.~l1liii?qtie:E(,,;;' J3f[R]es una ~xtellsión 
en un. punto dei áÍgebril.''h~iédit~riá de:~ipo d~' r~¡ires,enta~ióri• infinito B'. 
Aplicando• inducción sobie'.~triiirríé~o • de~,,;értice~; obte#élllos; 'por, hipótesis 
que dim~i¡;f P¡(j) ~:4¡i/(íf:,.: i)2f ~ira'cual~iiq~ier~'2 ~értices 'del carcaj Q' 
en By parat~d "L ·.· ·!: ·• 1

.1· · i' ;¡: ... 
Sea w el• vértice,cle exteisión deJB;es deci~f~def_.e~J.=i2.R.!Q()nsideremos Ja•.•···· 
componente post proyectiva ·p (resp:~ P1) .de ;]J (r~sp:/ B~);. e·~. ist~ sÍtuacióII , 
p (resp:. P') es una componente estandar de la forma NQ~P"(resp: NQ'~P): 

Para cualquier conjunto S de vértices de P, denitare~o:sm~dia~te 1a:mis!Ila 
Sa al ideal de la categoría de malla k(P) generad~:por todos)os. caminos 
que se factorizan a través de algún vértice en S. k(P)/ S denotá la categoría 
cociente correspondiente. · 
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Sean i,j dos vértices cualesquiera en Q~. 

Si denotamos por S1 = {r81Pw : t;::: O}, notemos que k('P)/81 = k('P') 

:l 

P. - - -·--.- -.-- ----- -

s •. 

Podo que: 

dim/ci'B1 P;(j)' di~~H:~'rn~(l~;;,;81P;r~-- dimkH om8 ,.(P;, r¡;,1 P;) 

de donde: 
~ . : - .·. - '· - . .. 

dimk;.f P;(j).;::: 4[t/(d__;l);J ~4[t/d2J para t ~ d, i,j E Q~ 

--- .. ·. , e.e-·· 
Sea ahora ,S2 ,=< {r8 Pw 
k('P')(X, Y) para X; YE 7;'', 
y E 'P'. . . 

Sea i E Q~; entonces: 

t;~ ·l}. Entonces (k('P)/S2 )(X, Y) 
(k('P)/S2)(Pw, Y) = k('P')(r¡;,1 R, Y) para 

dimkr81P;(w) ·;::: dimkHoma1(r¡; 1 R, r¡;,1P;) 
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;:::: 4[t - 1/(d - 1)2
] ;:::: 4[t/d2

] para t 2: d 

De manera similar, para i E Q0 , obten·emos que 

di~k!~t~,.,(i) ?-4[t/d2
] 

". 
Consideremos ahor111 '·X .tui. 'B-;odU:lo post proyectivo y Y un 
preinyectivó. Sea. t ;:::: 'd y· 'supong'amcis que X'= r8m P; y Y 
tonces: '·. '. , ' · .. ·.· :·.·. · , 

. . . . - . . 

dimkH om~(r81 X, Y) 

E-módulo 
r'!JI;. En-

Afirmació~: · SeaYíin B2JI1adU:lc;,r~gular inescindible. Entonces existe un 
enteró 1 :::; s :::; 2d y ~na slicesi6n•ex<l.ctá: ' ' 

. ' .,.:, . '·· . ..-.;\' :¡--· -- . . . .... 

O 
...• Y .. ,// ·:C..y···• a· ·o 

-t, -tTB' :2 .. _, 

de B-móciulCJs;'dg~d~~' (~es~. Ó) e~
1

una suma directa de E-módulos r~gu
lares (resp.•¡:íJ:einyectivos}: · ' 

Con este hecho es;in~~L.io proba~• 1ci que ~~sea~os (para ¡<J. d~mostraci6n 
ver [sJr:--.-::-'~-:._. :-~'-: - ':~- :=o-= -- , -- - ~--;-- ,-·---'·:':-:;_·;--,-.'-__:--,- _,_.,_~-· . , _ -. -~ · • ·-··- · 

Sea X un B~mó~~ló ~ostpr~~ectivo ; Y iin-B-11"lódulo rdgular, por la afir-
mación ailteriór, podemo~.construir 'una sucesión ' ' ' 

-; ... - ·: .. ~ 

Ó _,y'~ r¡jY _, G-> () 

cc;·n las características dadas. 
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Sea t 2:: 3d. Para t' = l - s ~ d, obtenemos una sucesión exacta: 

O -1 Hom8 (rBt'x, Y') -1 Jfom8 (rBt'x,r8Y)-1 Hom(r"ijtX',C) -1 

-1 Ext8 (r-:1'X, Y') i= O. 
' . ' : . ·,··' 

.;. \',-. -.. ,';_' ,_ · .. :,-;.· 

dirrikH om~( rJ3exiY) . - 'diinÚ1 oi);(;-¡¡;+•x, r8 Y) 
;;::: '4[t':';f;;1.2¡ ;:::4[t/d2 - 2] > t/d2 

Qu~ completa la de!Tlostració.~ dela ~~oJosici~~.·. 
o 

Ahora si,· estamos 'en:· condiciones de prob~r ~l te~~e~a siguiente: 
~' • • -·- • '. - -• -·,·-,, , - • -- ' - '• -- • ,-e~; •, • ! • 

5.2.- Teorema~~ Sea A: ;,, :kQ)i~n á.lg~~ra·~~e dimensión finita, Q sin 
ciclos. y Q0 ;= :{1,2, ... ;n};,Sea S.uná/componente conexa de una m
sección completa en una compcmente c·de:r A:Suponga que S no es de tipo 
Dynkin. Entonce8 para todo 371, Si S m+ l y X E S, tenemos que 

t/. ~2 < 2~ · ~:_ 1x 
, .· .-. •, k. A 

Demostración: 

Podemos suponer, sin pér~ld~~e generalidad que Q0 = suppS. Entonces, 
tenemos que A es im álgebra tilteada, ya qtíe ffixes X es Ún módulo d~ tilteo. 

Sea entonces B = kQ un álgebra hereditaria y 8 T u~m6dulo de "ti!teo tal 
que A = Ends(T). . ·· ' · 

Como vimos antes (en la sección 1), ~os fu~tores E y E'induce~·equivalencias 
entre las subcategorías Q(T) y Y(T) y :F(T) y X(T) respectivamente. 
Podemos, además, elegir sT de tal forma que S esté formado por los módulos 
L !,,, X E Qo y donde l., es el inyectivo inescindible asociado 'al vértice X en 
Q. 
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También observamos que r.41 'L, Ir = 'L,' P., y que r.41 E Ir = Y:,' r¡¡1+1 Pr 
para 1 :S t :S m yPr el proyectivo asociado al vértice X [7, 4.1 (7)]. ,· 

. ' . - . 

Como S tiene sólo unacantidad finita de predecesoresenP,¡ (~ues S aparece 
de hecho, en }a~o~ponente postproyeétiva de f A); hay ~I menos un SUrllaildo 
directó prCinyeCtivo T; dé T. Entonces N = r 8 T; E J:(T) e Í; = · 'L,'N 
es unA-módüló inyectivo inescindible. . . . . .... · . 

' • ' - 1 - ~:· • - • • • 

Tom~ndo X ~ tI/~enS y3n :S t :S m+l, obtenemos, usando el resul- · 
tadode l~proposi,ción anterior que dimkr;t1X 2:'.: dimkHomÁ(r;¡ 1X,I;). = 
dirrikHom,8(78'.+'pr,f\T)> [t-l/n2

]. . • · .. -.. 

de donde S(l sigue (llresultado: · 

o 
- . ··.··. -

De est~ te~rema s~de~Íva ~n ~orolario muy útil en la caracteri~ación de las 
secciones O:;:complefaS'.'. · ,-,.~. -~. . - . - . - - -

5.3.- Cor~larÍ~:-~eai~un: co~ponente conexa de una m-sécciÓn~~mpleta 
en unacornponé~te)~de:rA-Y supongamos·que S no es de tipo'DynkiniSe~ 
M elmáximo de fodas las dimensiones dimkY, donde Y :: f; ó Y es un 
sumando directo de radP;. para algún j E Q0 • Supongamos m.+ L;:: Mn2

• 

Entonces.Ses úna sección oo-completa. 

Demostración: 

Sea X ES, como Ses una sección m-completa, r.4>nX no es iny~ctivo y.por 
tanto ri-m+i) X está bien definido y dimkTi-m+t) X 2:'.: (m + l/n2] 2:'.: M, con 
esto tenemos que rA"(m+i)x no es isomorfo al; o a un sumando directo de 
radP; para algún j E Qo. Entonces Ses una (m + l)~sección completa. 

Como (m + 2/n 2] ~ M, podemos 'continuar iliducÜva~~~te y obtener que S 
es una sección oo-completa. 

o 
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6. Existencia de Componentes 
Postproyectivas en r A. 

En la parte preliminar de este trabajo describimos lo que es una componente 
postroyectiva P en r A, el carcaj de Auslander~Reiten'asociado al álgebra A, 
así como algunos tipos de álgebras que laspós;'en.' . 

,·:·.,-;, 

Hasta.ahbra se tenían·resultados parcial~s ac~~ca'cief<L;~J<ist~~cia dé com
ponentes postroyectivas en un álgebra dacla:, :~~ei~nterri.énte se es,tableéióun 
criterio general, que dá.condiciones necesariáS'y sJffciéntes pa~á. ¡~existencia . 
de dichá.s componentes [4]. · · · · · . · · · 
' 
En esta parte, se desarrolla este re~ultadó<i.i>í~ciiio~liu~~~ ¡~licaeioii°es d~l 
mismo. .e;; 'i: : 

La notación es la misma que hemos utilizado ánteri~~~e~t~ e~ I~ sección 3. 
• 't. :;e~.'::. : ~~-;~, 

El resultado principal ~s efsigüié~{~:,;t 
'.·. "';~: 

6.1.- Teorema.-. Sea Á ,,.¡ kQ /¡ J~ áli~br~ d~ di~en~i<J!l·fini't~ talq~e Q. no 
tiene ciclos orienta:dos.• .. ·,,E!ltonces:f,41:tieI1e una:é6mponeríte·p~stprnyectiva 
si y sólo sipá.ra éada vérÚé:e.x E:'Q0 , u~a dci l~'sig{íiéntes'con'diciéínes se 
satisfacé: · ··· ' . · ··· ' -,\ '_'/ 

~!~~: 1H~~···~~~x~onlpo~~nt~···'P?~tp~héc~iv~P·~e;i~Az',tal[iue.i~¡·'~···p,'pára 
(2x): Para ~acla {ii~n1,~el co~~ntodepre~ec~so~~¿{~·E ¿z,:Y~ Rf} 
de Rf en· modX~ és''finit()}for!iiaclc; p'oin\ód1liosclfrlgldos:~ Además; si' x. es 
una fuente, ento_ncés rcid Px és\:ii~igidó en:mbdA~:>. : . 

Antes. de 
0

p~ob~r16, veamb~ q~e la condición• (2x) por sí. sola no~• dá 'infor~ 
mación ace~ca de la existe~cia de una componente postproyectiva: 

6.2.- Lema.-' Suponga qu~Vx E Q0 , la condición~2x) se safü~ace, entonces 
l'A tiene una compónente ¡:iostproyectivá.. 
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Dem~t<ación' Afümrunu• que V~ E Q,, "< oumple la Ogui•:'" oundición, . 

(3x): Para cada 1 $ i $ n,,, el conjunto de predecesores de Rf en modA 
{X E r A : X ::; Rf} es· finito y form~do por módulos dirigidos: 

Efectivamente, se~ X un .predecesor \de Ri en r A y suponga: que X n~ es un . 
A"'~módulo, podemos asumir que x e~ minimal con esta propiedad en el orden 
de caminos de Q. Entonces, existe un vértice y::; x en Q tal que X(y) :/:O, 
por lo que en modA obtenemos \ · . · 

Py ::; X ::; r¡ ::; P,, ::; Py 

Como (2y) se satisface, y no es una fuente (por 3.9), sea z un predecesor 
propio de y ~n Q, entonces Py es un 11 

redecesor no dirigido de algún Rj, por 
.(2z), Py no es 1,m A"'-módúl0 contrad ciendo la minimalidad de x.. · 

Con lo ariterior,.estamos en posibilid d de repetir el ariumento dado en [1, 
teorema 2.5] par¡t probar la existenci~ de una componente postproyectiva: 

Construimos. indu~tiva:mente; s~bcarcljes plenos Cn de r A que satisfagan: 
. . · .. ·.··••·• .•.· .......... ·. ·• .•• 1 

~~ c~:s.finit~, ~onexo, sin ciclos orie·1.·.tados y cerrado bajo···.pr.edecesores. 

u) TA. Cn u Cn e Cn+J. .. ·. . 

Entonces Un Cn forma la componente postproyectiva deseada;. . . 

Sea 0 0 = {S} donde Ses un A-mód~lo proyectivosi2ple. A.sumamos que 
Cn está definido y sean M1 , • · ·, M. los módulos en Cn con r.41 M; f/:. Cn. 
Podemos suponer que M; ::; Mi impli a i 5 j 

Sis= O, hacemos Cn+i = Cn·; 

En otro caso, definimos subcarcajes pl·nos D; de I'A (O$ i $ s) que satisfa
gan: 

D, ~C., D; U rM;+, e D;+; 
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y la condición i) impuesta en D;. Entonces, Cn+1 = D, cumplirá las condi
cicmes i) y ii). 

Asumamos que D; está bien definid~ .. Tomamos la sucesión que casi se divide: 
. . . . 1 

. o.. M . . '· . X .. - 1M. 1 o 
. ·. ··.· < :, i+l~ ~TA .i+I T 

y definimosD;+1_como,~l sµb~arc~jdeT.¿ con v~rtices en D; ~todo~ los 
predecesores de r A 1 M;:¡:1; Basta probar que para cakla sumando directo mes-

cindi~le Y ·.d.· e. X.· .•. ···.·.·.e .... l• ···~.·.º.: •. n.· ... ~.· .• u.· .. ·.·.n··.· .•. ·t·.·º.·.··.··.·.·.·d.· •. ···e···.···.·.P···. r,e···· .. d •.. ·.·.··e.· ceso re. s.{Z·. ·.e·.· .•. ·.!\ r A .. : Z :j"Y} es finito y formado por modules~ dmg1dos~ •.·· .. ; . . .. . . . . · 

Si Y no es proyectivo,~t~rie~~s la siguiente sit11ación: . · . 

rAY E .en pues es un pretl~cesor ~e M;+i, por lo tanto, Y E D¡. · 

Si Y = P11 es proyectivo, ellto~ces(3y )se satisface, enlonces rad P11 es dirigido 
y por· tant~ P11 .es dirigido; 'qúe.es lo que buscamos . 

. -' . . -- ';. ' . . - ' . :.. ·-. ' ~ . 

o 

9) Se~ ; u~a comp?~:nf~ ;~st~:oyectiva de I'A. Sea x E Qo, si el módulo 
proyectivo P,, pertenece a P, entonces (2x) se satisface, {en caso de que X 

sea una fuente, ápliéando 3.9, radP,, es dirigido comd A"'-módulo). Suponga 
•. • .· .• •. .. . 1 

que P,, <t. P, mostraremos que P está formada por A"-módulos. 
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Sea X E P y suponga que X(y) :/= O para.algún y ::5 x en Q. Tenemos 
entonces, P:r: j Py j X en modA, lo queimplié:a que P:r: E P (contradicción). 

" ·. ·, ·:·.· ; - . 

En consecuenci¿, P .es una c<Jmponente post proyectiva en r A• y R'f r/:.. P para 
1 $ i :::; n~, ésto. es;. (lx) 'tie satisface. ·: 

. .. ·. . 

<=) lnversame;té; ¡¡}¡urna que para cada X E Qo, una de las condiciones (lx) 
ó (2x) sesá.tisface. Si para todo x E Q0 sesatisfac~ (2x), entonces 6.2 implica 
el resúltado. · · · 

' . ., . . ·. . 

Asuma ahora, que para algún x E Q0 , (2x) ~o se satisface; Escogemos X: de 
tal forma que sea minimal en el orden de camin<Js en·Q, (~s decir; dé~tro del 
conjunto de vértices x para los cuales (2x) 'no; :J'a1~;:escogem~s la mÍnima); 
Por hipótesis (lx) se satisface, esto E)S, hay ií-~a, component~ postproyecÍiva 

p de r A• tal que Ri r/:. p para todo 1 $ i\~~· ~.e~ ~Jl .. 
Mostraremos que P es una componente postpioyei:tiva de TA, para esto, 
basta ver que x es una fuente en Q,'pues si If OT/1.(P:r:'¡Xt;I- O para algún X 
en p se formaría un ciclo, ya que'se<curriple (l:i:) .Y con esto,los sumandos 
de radP:r: quedan fuera de P. L .·••·• > · . . . . . 

Asuma que y ::5 x·.es unafu~nte,en'S, y que y ~ x: La minimalidad de x 
implica que (2y) ~e satisfacei ve~emo~ que entonces. (2x) se satisface también 
lo cual. es un~ contradicción. '.Sea'' X ,un p'rede2esor ~e R'fen módA. Entonces 
X :j R'f ::5 P :r: :'.:!"Py; ,inÍpli~ ~ü~ ~ es':unépredeceso~ de RJ para .algún 
1 $ j $ ny· Adelilás, corrió P!Í es~dirigic!o e11mÍ:idA, ~ntonce8 Xes im A 11-' 
módulo. Entonces,.{X e;r.'.;':X;~Rf}'ésflnitoyiormad<Jpór módulos 
dirigidos. 

o 

6.3.- Corolario.- Sea A = kQ / 1 un álgcb~a clediiiiensió~ finita, Q sin ciclos 
orientados. Entonces todos los módulos proyectivos illescindibles pertenecen 
a una componente postproycctiva si y sólosi para todo x E.Qo, la condición 
(2x) se satisface. · 

o 
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El siguiente, es un. resultado ya establecid6-.anteriormente para la existencia 
de componentes postpioyectivas, .y en este' caso resulta ser un corolario a 
nuestro teorema. Primeramente, definimos una condición que necesitamos. 

·: .. ' 
. . ··-· . . 

Sea A = :kQ/I un álgébra de dimensión finita, Q sin ciclos orientados. Sea 
x E Qo y consideremos la.s co'mponentes conexas Qf, .. . , Q:, del carcaj Q"' 
asociado aFálgeb1'a.A"'; :DeCimos que el vértice x está separado si para cada 
1 $j:::; S:z:, el cal'caj Qjco~ti<ine el soporte de a lo más tm R'( (l $ i $ n:z:): 
El álgebra A satisface la. con.dición de separación si todo x E Q0 es separado. 

' . ..... . 

6A.- Cor~lario.- Si Aes ull' ál~ebra que satisface la condición de separación, 
entonces rA, tiene una componente postproyectiva. 

Demostración: 

Sea X E Qo; pod~mo~ en gene~ar~onsidei:arJ!"' ,,;;. Á(Il A~ ll '.'. : ll 11~ i donde 
Aj es la sub_álgebrac~~vexa, plC:ri'ª ,dé A;co'n'carEaj •cori,éxo':Qj;,:- .é~ · · - -.-

Como Aj t~~bi¿~ ~1ttiir;ce __ lá ~.ori~i~i~I1; 1~ ~~j)/lr~.ció~,-tod~~os,'por in-
ducción, suponer qu~'.Aj;tieÍ1.e-11n.a,s<>nip()n~ri_te;~_ostpr~yectiya en· r.:i;;.lla
memos Pi a dicha componente: Para cadál$ i$ n;.p()demós asumir que 
R'( es un Af:niódÚh'~ / < - ~ · - -.· - · · .·. · · 

Si Ri .<t 'P;par~.~Jgu~~ii-ent?hc~sRJ,<t?;.paratod()'l:~f'.~.ii,; (~uesQf 
contiene alornásel ~oportede uno'delos·Rf,'ysiñocontién~ a.Rfquees·-· 
un Af-móduJO, no contierie a: los (iemáS)::;'En est~,caso (lx) secumplé, 

~::~ ,'f:;:nr~~r~;:i~~~¿JJ~;:~:r;~~~~,i'<';~,;;t"\·';~ y •• , 
'\.: 

' o 

Con lo anterior; es inmeC!iatC> fa obtención del sigui en té resultado: 

6.5.- Corolario.- Sea A = l:Q / I un álgebra t~l q~e Q es un árbol, entonces 
r A tiene componente postproyectiva. . 

o 
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Sea A = kQ / 1 un álgebra de dimensión finita, tal que Q no tiene ciclos 
orientados. Sea a una fuente en Q y considere el cociente.E= A/Aea. 

' '.·''' -. . 

Para eIBc!Tió~ulCJ ~1::: rad Pa tenemos que A =B[M]. Sea puna cc,mpo
nente post proyectiva d~ I'8. y supongamos que .todos fos ~umandéí~ directOs 
inescindi~fos deÜestáÍ:t en P. Bajo estas condiciones, ¿ C~ándo P~ pertenece 
a una co!J?ponente post proyectiva de I' A?: ' ! . . 

Uná primera o~se~~ación sobre la existencia de coinpori~~i~ip~stproy~ctivas 
en rAsi A ;;,, B[.M] es la siguiente: . ·~:. . 

6.6.- Le~na'.·~Sup~ngamos que A= B[Mft~l que'.M~ = radPª. Suponga
mos que p·es unácomponente postproyeéti;a:,en r}.¡ y~que (1.a) se satisface 
para P. Entonces Pes componente postproyec:_tivade I'A: . . . . 

., . 

DemostraCión: Ver• demostráción .<:lei_teoi~!IJa'. 6. { , · 
o 

El .siguiente. teo~eIT!a ·nos ~esp~~d~)'1~);~r~g;;X~~ f~r~ül~~~anteriorfuenté, 
recordemos que: en 2.3 clefinimos.fo' qúe:és un ;{¡orfismó~M~firiifo'. . . .. 

,-'-:,· 

6.7.- Teore~a;~ Sea·~·· ;,;B[M] ii11:algebra/C:oti A1 ::: 'raiPª par¡i una 
fuente aen Q. Suponga'qu~'todos Iils s'Jma;nclós 'diiect'os in'~sdiÍ.dibfos de M 
pertenecen á una'cóp:iponente postproyectivip;deD~:·,Si·P.;pe~teriece a'una 
componente_ postprbyectivá/clerÁ; eiitonce;Ja:s sig~iénte~ co'nclicio~es. valen: 

i) Mes diri~i.clo.T ' ·.·· .. ·.· ; . , 

ii) Vh :X~ y:i{¡b~fi~mC> i~r~du¿ibleen 1' i"ai q\le Yes M-finit6;'enton'des ,h 
esM-finito:· ···.··· ·. ·· · .. · · . ··• · · .... · 

iii} Pára tocloniÓ~uló'pFÓyectivo in~sd~:di~I~ A~E ;,.elc\lal §~~-Af:fiiiito, ··· 
el córíjunto de predecesores de Py en I'Á es füi.ito y formado p()r. módulos 
dirigidos. • · · 

Inversamente, si i) y iii) v~len; .entonces P~ pertenece a una componente 
postproyeétiva de r ,j'; 
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Demostrac ón: (Para.alguna duda en definiciones, consultar la sección 2). 

i) Sea P' la fomponente postproyectiva deT A tal que Pa E 'P:, entonces M 

es dirigido pr M j ~·>e~/'· • ' (" ;J -~ . ··: > .. : · . . •• . 

ii) Sea h : X....,.. y un·morfismó irreducible en P.y supongamos que Y es 

M-finito. A1r7ªIl1~s;qu[;\~ 1~':··~·~· ••. ::·:~ : ••• ". ··'.( L: '" :,_ .•.•.... ·: ·. ; ·. . 
Efectivamente; consideremos uria' cadena.de 'inorfismos .irreducibles: . 

· ªt · __ -.).-, ·.·~:-. ~2 ;'.~~-: ;,~_· ~>~::~-:} ~-:: ·:.> ~'.-:, t:_·:.: -~:-(;\i·:· /·:\~. \¡~-~-h· T~--:~}-:~--~;t-):::_·~~:~-~-:.~\-~:~':'. ~:)·-~-: ; ~:~·-.·. ~- . 

M:f1..,~2 _>···--x·--\< ){.: \'c%0;t~-=D.~i:~f vz 
Por inducción :podemos considerar·){,~+1~E/P',· Site~émos Xs•.~_· .. X._ 1 

es .inm;_diat.oll qúe x_ ... =. y E. P./;··.~ ... ·.n .. c· as_.;º .•. _ .. ;con·t·r· ª.r·1·· .. ·º.··.·.· .• e·.·s··.ª_··e.ci~,_.·.si. te_-~ .. em_.· ... ºs. X,_ 1 -4 X;; ysuponganios que x;.f.P',éntonce5 a, E rad'.f(X:...:1;x.), lo 

;~.;.:;1;;~1i;~;~¡~f ~jl~~·~f j¿~•;d~2•tam~ién. 
iii) Sean P~. E[ P ysup()~.g<l~.os. 9u~ Py c;:,s A{~fiiii~o:;E~~?ii.~es fy ~}~' y por 

~:''· P, 'T ···. ~··'"\ :~~·t~ ~: 8~d·t~(J~'iJº[''\X dr?· .. 
Inversamente, supongamosi) y iii). Construiremos dé manerá si!T!Har a la 
ya utilizada Jn el teorema a11tedéír, lá'. componente postproyedivaen .. !a que 

~:i: ::.:l~:::,::'.:i::,~~,tk1fü.¿1~;~~~ob;j:p.'~': 
ii) r,41 Cn u Gn e Cn+I· : ·. .·· .. 

Definimos cJ
1 

= {S}donde Se~ un ll1ódulo proyectiyo sim~le-~n P. Supon
gamos que tepemos Cn bien definidos y·sean X 1 , • "·, X 1 los módul_os en Cn 
tales que r- 1 X; rJ. Cn, numerados (:le tal fonriá que si i· S: j. entonces X; ::S Xj. 
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Definimos Do = Cn y D;+ 1 como el sub carcaj pleno de r A que consiste de D; 
y los predecesores de r,j1 X;+i (por ejemplo: D1 = Do U {Y: Y :5 r¡1 Xi}), 
hacemos esto para 1 :::; i:::; t y definimos Cn+J = D1• Entonces, será suficiente 
con probar inductivamente que D; satisface la condición i} 'tnterior. 

Consideremos la sucesión de Auslander-Reiten 

Supongamos. que· D; satisface i}. Nos gustaría probar entonces que cada 
sumando directo inescindible Y de X· tiene sola1nenfo un número finito de 
predecesores, todós cllrigidos (i.e. D;+ 1 cumple i)). 

1 • ' . - : . . . . 

Antes de probar ]() anterior, mostraremos un, .r~~ultado que nos facilita ,el 
trabajo. . . 

, - ' .. _. 

Como los módulos que nos h1téresan soriA = B[Af]-~ódulos, uÚliiareillos la 
equivalencia que hay .erifre modÁ y la categoría ,de espa~ios ~eetoriáiés (ver 
2.2). ' ' " ' . . ' .• . . . . ·.·· 

Lo que estamos· iI1teresad()sen PEobar primeramente; es lÓ sigll.iente: 

Sea (V, N,¡ : y '¿ }[ ¡,;n(M, ~)}un módulo .inescindible e1 ,D¡,' entonces 
cualquier ·suman.do directo inescindible 'll/' de fY 'pertenece a 'P { re.cm:denios 
que N¡ y por.tanto' N' son E-módulos) y;es M~finito: . . . . . .. . . . .. 

Por lo cu~l,. harerno~/ind~c¿ión'·sobre'~l··.J~d~ri d;,cami~os ~n;~¡.··.···N~estra 
base de inducción es.el proyectivo sirnple'S, pues Có ~.{S} CD; y cumple 
loquedeseani.osáléstar'en1' .. : ···· · · ··,·; · ··· · · 

.• ~ 'i, :'~. 

Supongamos que pat~ todo prciclecesor.'cl~lds élémeritos de D;•.se cuÍnple, 
veremos qué para todo~ i~'s 'eleil1ent6s de Di támbién: . 

, 'e• . , .. , ,. •. ' 

Primer caso: .. ., . 

Supongamos que V = O (entoncestenemos que (O; N;O) el módulo tomado 
es el trivial) y supongamos además queN ~ Py és proyectivo. Por hipótesis 
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de inducción, cualquier sumando directo de rad Pv, al ser predecesor de Py, 
pertenece a. P, esto es, Rr E P y e8 .M-finito, y con esto, N = Py pertenece 
a P. Además, como la inclusión crnónica RY ~ N r/: rad00

( RY, N), N es 
M-finitó: . . 

V = O, NnO·proyectivÓ. Consideremos la sucesión de Auslander-Reiten 
O --> TBN ~ ·E~. N --> O en módB y la correspondiente sucesión 
O --> TB}/' +. E ~ N --> O en modA (vía la categoría de espacios 
vectoriales), donde E = (1 rsN 1, E, 1 u 1). Como los sumandos directos 
inescindibles.de E pertenecen a D; (son predecesores de N), por hipótesis 
de inducción; ·tenemos que los sumandos directos de E pertencen a P y son 
M-finitos, por lo que N E P. 

Además como N E D;, tiene un número fi~ito de predecesores, por lo que 
cualquier morflsmo irreducible E; ->Nen Pes M-finito. 

Tercer caso: 

V =J Q. Sea N' sumando directo de N, e'ii.toncesHomB(M;N') =JO . 
. '---:~:~'.·'.;>:~'.:~ . . >--··. •';_ _-. ' 

Supongamos que N' rf. P, entonce~ rad00 (M,fe;).=J O y)N' tendría una 
cantidad infinita de predecesores, lo cual.ncis:iridicaque lorÍiismo ocurre con 
el módulo (V,N,-y: V-> Hom(M,N))puen~ tienelá~iguÍenteinclusión 
(O,N',O) ~ (V,N,-y) (contradicción): Con'estó; téllemos'qUeN' E P y de 
la misma forma, N' es M-finito. ,. . . . 

' . . 

Ahora, volviendo a la prueba Óri~in~l, seg~i~os con la construcción de 'P': 
Sea Y un sumr..ndo directo ine~ciridible' de'x;· SiY no es proyectivo, podemos 
"echarlo hacia atrás" mediante ;~Y tendríamos que sería un predecesor de 
X;+1 E D;, por tant<J, YE'n?: ··· · · 

Supongamos que Y es proyectivo. ·Primero consideremos Y= Pa (el proyec
tivo correspondiente al· vértice de extensión), por el inciso i), tenemos que 
Pa es dirigido y por tanto los predecesores de Pa son predecesores de algún 
sumando directo kl; de Atl = rad Pa. Como todo A1; E P, Y = Pa tiene 
solamente una cantidad finita de predecesores, todos dirigidos. 
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Finalmente consideremos Y = Py para algú1Í·v.1'·<1. Sea Rf un sumando 
directo de rad Py que pertenece a D¡. Por lo que prob,,.mos antes, Rr E P 
y Rf es M-finito. Por tanto, Py pertenece a 'P. y.también es M-finito. Por 
el inciso iii) Y = Py tiene sólo una cantidad .finita de .predecesores, todos 
dirigidos en I' A· 

Por lo tanto P' = Un Cn es. uná. componente postproyectiva de r A donde Pa 
vive. 

o 

Ahora, daremos algunos ejemplos donde se. iluJtran algunas aplicaciones de 
los resultados tratados· hasta ahora; 

,- ¡• • ... , 

. ' . . . 

1.- Sea A = kQ/f eLÍí.lgebra de caminos del siguie~te carcaj: 

• "! •" 

Q: .r.·· .\. 
2.' '; !·' 

... \;/ 
. .1. 

Aplicando el crit~rio, Jeremos que r A notiene cornponente postproyectiva . 
. -!:·e·!_,_--:.·.·, .·:.- '. ,''.. . - . 

Sea x =: ·· 1 · ( elv.érti~e 1 del cárcaj). Entonces Á.;, = kQ"' donde Q"' es el 
siguiente carcaj: . 

x es una fuente en Q, radAP1 • 

/' ~--;/' 
"-./. '\. 

-..::, . --

. 2~4<-'--3 

Podemos ver .que no se,'cumple.·(lx) .pues.r A' tiene una única componente 
postproyectiva, en la que aparecen los suma11dos directos de radP1 • 

,- ,,· ' ' ' 

Tampoco se curIIple (2x) ~ues, aunque. el número .de predece~ores de los 
sumandos directos de radP1 es finito, el radP1 nci es dirigido, pues tenemos 
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que hay un camino de P3 a S2 que se factorizá a través de una sucesión de 
Auslander-Reiten (de hecho, es una sucesi?n, de Au~lander-Reiten). 

2.- Sea A kQfJ, d6l!de Q 

Este eje~plo es i~f~res~rite, pu~s;~ostuitr¡;un caso, en el ·,que cualquier 
sub gráfica pieria de. ktiel1e' un~',ccidipc;'nent,e, ~ostpróyectiva, sin embargo A 
no tiene componente postpÍ'Í)yectiv!Í-:' ·· · · , · · 

Sea B = Ái AJ~ =:: kQ' cl6n'<le Q; es eÍ~igÜÍe~te carcaj: 
.• > ~; :/ 

Lst s-,a~ c. 

Veremos que B tiene cozripon~nte postp~oyectiva aplicando el criterio. Sea 
y = 2, BY n~sulta ~erunálgebra. hereditaria cuyo carcaj es un árbol: 

1 \',' r .· 
''"f: r-:- 5 ...-e _.c. 

y este tipo de álg~b~as ~iernpr~ tienen componente postproyectiva (6.5) 
:· ' _,.• . ·-

Como B = .BY[rddP2 ] ~ j]Y[P¡), veremos qtÍe se satisfacen i) y iii) del 
teorema 6~7 J con ésto telldreIIlOS que I' B tiene componente post proyectiva: 

i) es inmediato, pu~iP1 peiten~ce a una ,componente post proyectiva de I'B• 
como podemos ver en eJsiguiente diagrama: 
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Como podemos observar, todos los BY-módulos proyectivos inescindibles son 
M-finitos (M = P1 ), pues los morfismos Pi a los demás proyectivos son 
inclusiones en el radical, y notemos que en rB estos módulos tienen solamente 
un número finito de predecesores, todos ellos dirigidos. 

Por tanto, B tiene componente postproyectiva. Veamos una parte de dicha 
componente en l'B: 

. . . 
¿.~¿.\/. 
''\~7·'\:J·\: 

"-./ ... \;./· 
/ '-.; /. "'· 

De manera similar¡ podernos che~ar. que cualquier otra subgráfica plena de 
A tiene una componente pÓstproyectiva. . 

Veamos ahora, que como dijimos al principiO, A nc>'tiene componente post-
proyectiva~ · · · . . 

Para esto es suficiente con observar qúe ~ar~ eGéltice' 7, quees una fuente 
en Q, no se cumple ninguno delos 2 inCisos-·de!teoremá. 6.1, pues radP1 = 
MEBP6 , y en el diagrama de I'B podernos ver qué P6 esJm proyectivo simple 
que pertenece a la única componente postp~~yei:Üva.'de r 8 , con lo que (lx) 
no se satisface. ... • · . . ·· .. · 

Para ver que (2x) tampoco s~ satisfa~~' vere~os ~u~ radP1 no es dirigido, 
esto es porque M es un A~módulcí regular. . . 

• .,", • .. ·· •'',e-,> •• 

3.- En este ejemplo veremos unálg~br~ A quetien~componente postproyetiva, 
pero si hacemos B = A[J\!I], una extensión en un punto, obtenemos un 
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álgebra que no tiene componente postproyectiva y si a su vez, hacemos 
C = B[M'] obtenemos un álgebra que tiene componente postproyectiva: 

Sea A = kQ / I con Q el siguiente carcaj: 

A es de tipo finit~ (d~ h~chri e; un árbol y todos los árboles dan origen a 
álgebras que poseen con:iponenté P?stproyec~iva). 

"-. /'. .. 'v. /' . '< /,· ". / 
.__..-+ •. -_, ...... ~· -t•L. 

/' "- / "'-·· / ". / ~ 
• ·"-../ '.\./ 

0

>1 "r5 

• -· ~x,, 

Sea ahora B = A[I2 ED Is] 
4 

B = kQ'/I' con Q': 
,,,;;-.~ 

f.q. ' •5' 
1. '\. -~' 
\ • 1 

\/•'\,, . . 
l • 

Observamos que el A-módulo radP6 = J2 Ef)J5 no.es dirigido ya que el camino 
12 --> N--> L--> 15 se factoriza a través de una sucesión de Auslander-Reiten 
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en I'A, por lo que (2x) no se satisface si x = 6. También tenemosque los 
A-módulos Ii, Is pertenecen a una componente postproyectiva de r A por lo 
que tampoco (lx) se cumple. . . - . 

' . . .. 

Poi io tanto; no se cumple el criterio, ~~~ ló q!le;teIÍ~rn~s que B 'nó tiene 
componente postprnyectiv~. · ' -

Ahor¡ extendam6s : G> = B[~v.A, co~ M' ' ·. 
el número 7 al nue~o vértice de exte~sión'. 

e 

'd~nde clencita~os con 

Para ver que C tie~e componente postpi6yecti\Ta, notemos que si omitimos 
el vértice 6 de Q" (es dedi; sihaé:emos G/GeG); obteneniósim álgebra cuyo' 
carcaj es un·árbol, y por.tantó;j:>osee\ma éomponentépostproyectiva Po. . ·,;. ' ·. ' .. - . : . - . . .: ' . . . ~' . "' '. 

Entonces, para ~er que I'c tiene ui:úl. componellte postproyediva;•es sufl~iente 
con mostrar que p~~a el vértice x;= 6, '(lx)se satisfa;c~ (ver 6.6). ,. ' 

. . :. ;·:\ . ~· .: < ·~.:- ~ .. _·:_r::;--__ · <~~;__ ;_:. _;,. :,_ -~--.: ·:-:·, -: . ;_-_-:,,, - r-~:_:· :~ .. e\: ·:.~.-'.·:'. ... -~-~---:_ ;· .-·.::: ;-~-

Para esto, .. vere~o~ que;ids;suil1ahdo~ ·~i~~ét6s d.e radf6 ~sÜn fu~ra de la 
componéntepostproye2tiv¡l:p~: . - - -···. 

Tenemos qu~ G/~i6 é~el ¡lgehra ¡so,6iad~ ¡I carcaj: 
··.'!I .. 

. "..~1' ·-- -
/ '-:.. . 1 · · .. 

l • 
1 

radP6 = M E9 I~, notemos que Is es un módulo inyectivo sobre esta álgebra, 
que al ser de tipo de representación infinito, posee una infinidad de módulos 
X, tales que X(5) = JI om(X,Is) i= O, por lo que Is tiene una cantidad 
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infinita de predecesores, con lo que no puede pertenecer a 'P0 • 

Fijémonos ahora en el carcaj q. 

"" .3 ~ . 

/r "-. 
! • -•. ·:t 

7-
. . 

notamos que ~s un árbol y wmo tal, el álg~braas()ciada a el tiene una 
componente postproyectiva, '.Ldem'ás de qué M lo podemos considerar como 
un módulo sobre esta álgéhray t~mbién noten10s q~e: 

,,•, .... ',-/ -- -

diinM ~-'. di~J2 1 dill:lh 
. '.} ,•' . __ ., -;·· 

de donde_ tene0~s q~e_(z0\~¡~Af,) W 1,~ 1 >~o, ~or. lo que M és regular. 

Por lo anterior)1 n~ ;s, dirigido;'i:sr'M;if>o.:·· 

Por lo tanto; 'Po es ii~ftahip6rient~ ~osftrC>yectlváde C. 
_ .. - __ - --- ·- .. -· ··--· '" .. - ... - .. . . ... . . ' 

; . . - _::- ~:;.: _ .. :':;.'.---_·-:_:_-~_: -;-.. ;:·:- ... ~/'_ ·<:F·:/-y;_>· _--:-: .. ·- ·_ -->,; ·:,-:.: 
4.- En este eje~plo :;drri6s '~~ ~as~c·~~ el· que· ~parece m~ de una compónente 
postproyectiva déntro del carcaj deAúslandei:~Reite~ dé ún álgebra:. 

SeaA = 

y donae les e! idéalgéri~~~do parlas ~aminas de. longitud 2. 

Aquí, si aplicamos el cdtério para el vértice 1, obtenemosdos subgráficas que 
poseen componente' postproyeCtiva cada una, donde para el vértice elegido 
x = 1 se cumple (lx). · 
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Podemos esquematizar r A: 

···· G····O 
~/.~ 

'.a. • ·I..&. 

O O·· .. / ".· /.· ·\:)_ . ~ . 
::x,, 

Observación: Sea :Bun álgehracon componente postproyectivi P. Sea 
A = B[MJ con M = radP.,~ dci.forma qué (2x) sesatisface. E~ general, . 
no se puede concluir que I' A tenga componente postproyectiva; 

En el ej~!Ilplo 2, corisi~~rerho; C 
postproyeétiva.-p éo~~. sigu_e: ·· 

A/ Ae; que tiene una componente 

Observemo; que radP2~= P 1 es inesdndible y pertenece a est~ comp;;~ente y 
por tanto se satisface (2x) para X = 2. Sin embargo, r A no tiene componente 
post proyectiva. 
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7. Construcdón de las Componentes 
Postprojrectivas en rA 

En la sección anterior, obtuvi~os condiciones ne.cesarías y suficientes para la 
existencia'. dé cóÍn¡)oiíentes'postproyectivas en el carcaj de Auslander-Reiten 
de un álgebra dida.. . . . ' . . . 

Ahora, se e~tablece~ condiciones para que un A-módulo X (A=' kQ/J) 
pertenezca a una ~omponente postproyectiva dada. Esto se hace a través 
de 2 foncionalés 4Úese definen de manera explícita, i>ar lo cual nece~itainos 
algunos resultado.s previos que se tomaron de [5] . 

. . 

Seá. A ;, kQ / I un álgebra de dimensión finita y P una. compon(!nt~ post~ 
proyectiva.infinita de I' A· '~ 'e·• ' . 

Consideremos. una sección S en P, tal que sea una 00-~e'C:ción,corrÍpleta y 
por tanto·m~ximal.Sean S1, ···,Sr las componentésccineiasde S. Seá B la 
subcategorÍa: plena de .. A definida por los vértices de,suppS:c : · . · . · ·· 

7.1.- Lema~c E)álgebra B =U¡,,;1Bi ~s ~I coprnducto 'clci algebrastilteadas 
B 1, ···,E/tales que para 15; i,s; r,S¡esun~'rnlianada en·unaccimponénte 
postproyectiva P; de rB;. Adern~B;, kQi/J¡ para subca:~cajes Q; de Q, 
cerrados bajo caminos 1 ;$ i 5; .r::.: . . . ' 
Demostradón: P~ra éada\ 1 $ i $ 1- sea' 

Observemos que< 

~(i);;: 8,uppSi 2, lJ .SuppX. 
XeS; 

B; ::EndA(ffi, Pi)ºP 
jes(i) 

es U'l álgebra tilteada que tiene a S; como una rebanada en una componente 
postproyectiva. De la misma' manera; el álgebra 

B;j = EndA ( ffi Pt)ºP 
tEs(i)Us(j) 
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es también un álgebra tilteada donde S; U S; es una rebanad~ 1 5: i,j $ r 
y i =/= j. Sea J! = kQ un álgebra hereditaria con un módulo de.tilteo HT, 
tal que B;; = EndA (T), entonces, QºP = S; U S; y JI = H 1 U H2 donde 
l!; = kQ(es ,un álgebra hereditaria conexa tal que Q? .;:, 8;; .i =l, 2. 

Por lo anterior, ten~mos que B;; = B; IlB; y B = lli=t B;: 

Que los Qi sbn 'subcarcajes convexos se sigue de que Q? = S; y S; es una 
sección (ver 4.2 y 4.3). · · 

o 

Sean T 1U>, · ; · ; T,lf1 los vértiées de 8; y 
••• ~ 1 ,· ' 

T(i) = Ee Tji>. 
j=l 

Entonces l!; = EndA(T(il) es un álgebra hereditaria, conexa y de tipo de 
representación infinito; .escribimos H; = kQ; donde Q; = S'¡P es un carcaj 
que no es Dynkin. Consideremos la isometría: 

a¡ :I<o(B;) --> I<o(II;) 

dimX~ (dimkHomB,(Tji>,x)- dimkExt1,(Tji>;x)); 

Además, si p; ?. (es el radio espectral de la matriz de ~oxet~;q;~,, tenemos 
que existe 1m·yector 1/¡ con coordenadas positiv115,(púedeninclus6,· no ser 
racionales), tal,qu,e y¡<liB; = p{1Yi (12]. . . . ; 

El sigui~~te r~s~lt~cÍd ~s una v~ri<Íci6n :del pres~nt~d~'en (12] ~u~ dice: (sólo 
transcribimos el incis9 a)) . · · . . 

::f :.,:.c"-~.---- .. -~ . 

Sea B un ilgé!)ra salvaje, s~a:x Un B-~ódÜlo iriescindible, éntoll.é:es: 

a) X es po~tproyéctivo;si :Y sÓio.~i {y;,dÍrrix) :~ O. AdemiÚl, si X no es 
post proyectivo, entonces· (Y"':, dimX) > O. ·· · 

- '· -; .··. ·. ,,· --

7.2.-'- Lem~ .- Sea X ún JJ;-m6duloinescindibl~~ 
,. -- .. 

Entonces X pertenece a 
P; si y sólo si (y¡, a;dimX)) ll; < O. . . . . . 
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Demostración: Como sabemos, el módulo de tilteo T(i) define una teoría 
de torsión (:F,Q) en mod13,. Observemos que los módulos libres de torsión 
(i.e. en :F) pertenecen a la componente postproyectiva 'P; de 1'13,. Además, 
los módulos de la forma Hom13,(T(i), X) con X E Q n 'P; son los vértices de 
la componente postproyectiva C; de ru,. 

=>) Si X E P;, distinguiremos 2 posibilidades: 

-) Si X E Q: 
u¡( dimX) = dirr{Ú orri13,(T(i), X) 

y Hom8 ,(T(i),X) EC;(i.~. e~pCl~t~r{,)'~cÚ~'o{lo que, aplicando el resultado 
que enunciamos ante8 del lema; implica qÚe (y¡,a;(dimX)) 11 . <O 

.• ' •• \, .,, •••• ' •• ' • > 1 

-) Si XE:F:. 

.. U;(~f1~X) ::':J~i~E~t1,(TCil ,X) 

y Ext1,(~Ci), X)~ c/y:,;riesteca~o; •.. 

(y¡, u;(di.ri¡X))1;r,;·;1~/; dÍ~Ext1, (TCiJ, X)) 11, < O. 

<=) Supongamos'.qu~
1

(yf;~(~imX))u;< O 
' ',_ ,•,.q' :: ' · .. ~· .. '-·· ' _,-:, . ' ' . ·, ' 

-) Si X E Q, Jlorn8/(T<il,•Í) E C; iiplica~do el .mismo resultado que en la 
demostració.n de '.'idá",~or lo)ánto,~XÉ P;. · .· · · 

'......... •.• • o 

Con .esto ~stam6s ~n c6nclici~II ~e enunci¡r . probárJa•exi~tencia'.' de las 
funcionales que mendollarhos al principio y' que 1rios respoíide'ri la pfegun ta 
acerca de cuándo· pertenece un Il1ód~lo a:tiná ~omponente postproyectiva 

:~: P'ºPº';;Íón ' a'Y' fnndon.J'" J, g 1;0 (A) ~ ~ l•I'" . qno nn 
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módulo inescindible X pertenece a 'Psi y sólo si una de las siguientes condi
ciones valen: · 

i) J(dimX) >O 

ii)f(dimX) ~O y g(dimX)< O. 

Demostración: 
: : ':~ -

Primero, daremos Ja definición explícita de f y g. Sea J la suma directa de 
todos Jos módulo~ iny~é:tiv~s)¡ E 'P, entonces 

•· f:Ko(Á) 7 Z 

Ahora, considerandoB1, • • • ,B;• c6ll1~e~ ul1 p~incipio y É:¡ : K 0(B;) -'-+ J(0 (Á) 
la inclusión canónica i,;,, i, 2;.; · ·, r; definimo~ · · 

g:)<o(Á)----:+·R 

di~X~ t(e¡a/ 1 (y¡),dill1X)A 
' . i=I . . 

. : . ·.·:< :·,..> ' 

Veamos que, efectivamente, J:lg;~Úm;f~ú'Io quedeseamos: 
·::.' ... ~~.· ... ::t:z-: '..,;,~> :::;:, r:~;: :\·· -;> .:· .:· · ,.-:·.; -

=>) Supongamos que X es·Ún rrió_dulo'inescindible en 'P: Si X(j) f:. O para 
algún I; E 'P, entonces . . . . .· . . . . .. 

f(dimX) = E(li'fnk~º&A(~iI;)~ dimkJ!dmA(X,I;).> O 
l;E'P 

En otro caso, f(dimX)= Oy;A"e~~ll B-ni&igío.·pü'c!ci.m6s'sup~llerque X 
es un B;-módulo, ~ntonces'Xest~en la'cÓmporÍentépostpioyediva'P; de 
I'8 n por lo que teii'emos que' (aj~(¡j¡)', diÍnX) 8 ; <O (aplicando eJlem~ 7.2), 
pero notemos .que, po~ la manera de definirB/ypor 7.2) . . - . .. ·' . ., '.·· ·-·- ' .. ·-. 

(a¡-1 (yi), dimX}B; = (cwi;(yi), dirrix)i )vjii (a¡1(y¡), dimX}B; o 

entonces g(dimX) <O. 
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<=) Si f ( dimX) > O, X es un predecesor de algún Ji E P y por tanto X E P. 

Si f(dimX) =O y g(dimX) <O, entonces X es un E-módulo y podemos 
aplicar el lema 7.2. 

o 

Sea A = kQ / I un álgebra de dimensión finita y Q0 = { 1, 2, · · ·, n} el conjunto 
de vértices de. Q. 

El siguiente desarrollo, es un proceso inductivo para construir una compo
nente ¡.lóstproyect;va, comenzando por respondernos si un A-módulo proyec
tivo simple P:r: (esto es, x es un pozo en Q), pertenece o no, a alguna com
ponente postproyectiva. 

De ff~cho, empezamos con Po= {dimPx} y a partir de el, definimos inducti
vamente un procedimiento para construir un nuevo conjunto P •+! C f(0 (A) 
a partir de P, e 1(0 (A). El procedimiento puede fallar, lo que significará 
que Ps+I no está definido, en este caso, el procedimiento para e indica que 
P:r: no pertenece á: una componente postproyectiva. En otro caso; el proceso 
continua: Para explicar el desarrollo de este proceso, necesitamos fijar alguna 
notación que .no hemos utilizado hasta ahora: 

Consid~remos A = kQ / I como al principio. Para cada vértice i E Q0 , sea 

t· 

radP; = EfJR}iJ 
j=l. 

Sea~ la relación de equivalencia mínima s()bre {1, 2, · · ;1 t;}tal que j ~ j' si 

s~6(s;,ppR}il) n su~UU#Jii}:iyf 0 
- . . ' - .:·· "' ·::·· ·:·· -

donde suc(L) denota al conjm1to qe vértice~ x E Q0 .tal que exi~teyn camino 
orientado de algún IE L ~<x. · ·· · . · · · · 

Supongamos que 1, 2, · · ·, s; (:::; t;) son representantés,de l~s. Clases. de equi-
valencia {l, 2; · · ·, l;} /~. · 

77 



Ahora si, desarro!Jeéosrn<Í.s precisalTlente·el proceso para construir los P.: 

Comenzamos ce~ p~ ::i{di~P.J>x E'Qo IW>pozo:. 

... ·.; __ ~/>'<. '.t•···<t,> .. _·.-- .. ···· .··.·.'> 
Asumamos qlle l\>f·.I~o(A)es_ímc~_nju~t? ~~i,to, bien definido que satisface: 

a) para cadá y E P: háyun T17iicóin~s~indible¡/:co~ di!Tl¡/ ;:y; 

b) el conjÜ~tb {¡j i ~ E;p;J~~c~tracI~ b-~j~~predcic~s~re~' en r~ y P •-el CP .; 
e) cada modúlo ¡j (¡)iiiií'y E:' l~~)'<~s dirigldó'. . . . 

,. ·:. -- --'-.:'.o-·:-::.~~ .. ,: ,_-:-.>_,--_ ";-_<::=:- .. -;:.>--:~:;-_,_· -:,~::-.·; __ ;': ·:.: .. (r -d·~--- -.~: 

Bajo estas·co~di~ib~e~,'sciá.sl•l el~ubé!irc'aj._•plenode h: forrI!a<l~·por aquello_s 
y con-y E P; tal que>¡/ no:e~ 111,YecÜ~o y diirir,41¡j•rf p •·-Observamos que 
s<•l es uná sección: i . • 

...:,-- ---=·----.-/-· ·-=-·--; - • -

Consideramos_--. ahbr¡; el ~üb~a~caf pleno clC I' A, 
' ·-·· ,' ;,,- __ , __ . __ . -

S• c•i ·, •{··,· -1 • : - ·y· .-E' s<•l} 
I := TA-,Y :. 

Pueden ocu~rir varios c11sos: 

1) Si ninguno.de•lós mó~ülosY E s\·l· tiene dimY ,;,,;- climX para X un 
sumando directo de rádP;, i E Q0 ,Cn este caso, definimos 

;J>;+I ~~==P. u{JimY:. YE,S\'l} 

2) Supongamos que Y E si~l tlcine:dimY = di~ftJil para algún i E Q0 , 1 :5 
j ~ t¡~ ' - ' ,.:,. "·' - ', _,,_ ,. 

-~-~-" 

En este caso, conside~em()s ,el<Í.lgebr~ A i c6rno ya la hemos definido al prin
cipio de la seccióll 3. Todbs los. µVl son. Ai-ffiódülos: Sea g(i) el siguiente 
conjunto: · ·· .. · · · · 

g(i) {y E LJ suc(sÚppR)il): I{ e~ p~oye¿tivo simple}· 
i=f - .- -
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y E s!il. quiere decir que y es un pozo del carcaj Qi correspondiente al álgebra 
Ai. Como Qi tiene menos de n vérticcs(a lo más tiene n - 1), nuestro 
algoritmo puede clecidir cuándo, ó ·i:uálldo. no, Px con x E s!il vive en una 
componente postproyeCtiva de rAii aquí podemos eni:Oilfrar Jas siguientes 
situaciones: , · · · . · :' : 

2.i)Ú~y llhPy, y E• s<•J ql!e no vive en una compone!lte;o~t~roy~C:tiva 
de rA'. Entónces decimos que el procedirrúento J alta y p •+I no e~tá. definido. 

-.· 

En otro caso,· todo Py, y E s!il está en una de las compon~nte5p~~t~~oyecti
vas C1 ,C2 ,~~. ,C0 de rA'· Usando en P.ste caso las fundonalesfy g'définidas 
al inicio, pode;:nos decidir cuándo Rfil, 1 S i ::; t¡ está en algu{ia C1; ) 

2.ii}Existe algún Rfil que no vive en Uf=1 C1, entoncelelpr;cedimien~ 
to falla> ·- · · 

En otro c~o, todos los Rf iJ, 1 S i S l;, viven en. Uf=1 C1• Entonces: 

2.iii) Si 
t¡ 

· . ··.· · .. ·. e)Rf? = radP; 
i•171 •·•. · .... :. 

no está dirigido, _el ]Jrcic~di~·iiellfo ·f aÚa ... 

2.iv) Suponia~:;·qu~ridJJ;estidi~igido en rnodA•1 entonces pode
mos construir,un cbnj~~tó r>~il e j(o(Áj) que satisfaga a), b); e) anteriores · ·.· cr··· · ci ·•· ·· .... · ·· .· · . · 
y tal que dimR¡' E .I\~i .1 ::; l S t;. Sea > . · ... ·. . 

R_<•> = {iEQ::~~Y'~~\:~;c~~qimf = clil11Ry>p_ar~'.~lgun)}' 
y suponga que f~nerii~;cons¡ruidos los P~i 1 )1 iE R<•>; ehtonces: 

.·P.+1···= P~U(•eYc•>p~i·1}u{di~1P¡· ;/E 1<•>}-
. ·.· . • . • •• • .. ... 1 

Si P .+1 está definido d~~imos que el procedirriiento es exitoso en el paso s. 
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Y si esto pasa, es fácil ver, teniendo en cuenta la definición de A; y de módulo 
dirigido, qÚe P •+I (por la manera de construirlo) cumple con a), b), e) como 
se requiere. 

El siguiente teorema es importante ya que establece cotas enelnún1ero de 
pasos arealizar para saber si el algoritmo tiene éxito ó bien, va: ~falla~, y ,en · 
caso de serexit?so, establece·una descripción de los P •. Esto esrmíy bueno 
en el caso en que tengamo~ un álgebra con una componente p?stproyectiva 
infinita; pues é:on uri número finito de pasos tendremos ~riá'de~é:ri¡lción dé 
la misrrla·[5].,::,.: ,·-}:,,,: 

7.4.-Teor~~a)••Elimódulo proyectivo simple P;, pert~nece•a·~~a"coinpo
nenté postproyectiva deT A' si y sólo. si el préicediínient6 és''c;xitO~o pÚa todo 
s ;::: o: Además': · · · · ·· · · .:; : · · 

a) SielprÜcedimierítO fall.;.',~r!tónces i>; 111 está:dellnldo,.pal"falgún s con 
s<so := 2n·max'{M~2 ,16} . · ........ ' 

b) Si el. procedillli~~to'h~ ¿~o exitbso pira•todo s 
cualquier s ~ s0 ,Jenemos i. · ·· · · · . · 

para 

P. =' P:
0
;¿•{dimr,\'1; :. X'E s<~0l, O ;;Ti;s'- s0}. 

donde s<•o) es}la s~c~ión dciflnida e,ii ~¡ ~roceso: 

Demostra~ión: ' 

=?)Si P., pért~Aeé~a ~na1:o*)Jbn~~té;]lb~tWoy~cti~a P,entonces ~laramente 
P. e {dimX: X,E•-efest,á bien.definido para todos;::: o.· 

<==) Si todo P._;,stl bied~efini~Ei~(~~ces eÍ cinjlint? Ae mód~los 
/p .. :::Oy{y: y•E U3~0P:}·'· 

forma. una d~ni;ol1enie~ol1eica 'd~ r~(esta componente e~ dirigida y cada'. 
módulo ti.ene ÚÍlicairiente uná C'antidad finita de p~edec~soiés, 'porlo qu'e es 
postproyeé:ti~a: . . . . · ·. , . . · ·. ,· .. · . , 

Antes de probar IÓs incisos restant~, ~eamos una ~firmación que nos facilita 
su demostración. 
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Supongamos que P s .está definida y consideremos la secCión S(~), esto es, 

sC•) = {y/ y E p; y tal que y no es inyectivo,. dim r.A 1y <f. p.} 

para o ::; t s max(ilin2 , l6}; '~;1t6n~es:'· 
, ;;s;·J P~ [y{dirnrj1_\,/Jr E gC~l ,O ${ $ t} 

V t ;::: O y Px pe~tmiecea. una componente po~tproyéctjva: : 

Efectivamen'te, b~jo esta hipótesis, la sec~ión sC•l es una m-sección completa 
(ver 5.3), ~on ni = max{Mn2

, 16}. · · 

Sean S1 ; s2 ; • · ·, 81 las componentes conexas .de sC•/ .. Ninguna de estas S¡ es 
de tipo Dynkin, pues en caso contrario, elsubcarcaÚ)léno determin~dopor 
{r.A1X/X ES¡, O$ l $ m} está contenido en NS¡ (el carcáj'traslaéladó, con 
vértic~ (x,r) para x ES¡, r EN, flechas (i,r)~ {y~r) ::.:_. (x;~+ 1) para 
cadafÍechax.c..,yenS¡ytraslaciónr(x,r) ,;,,·. (;;;r~l). · ' · 

Sean X 1 ,X2 ES¡ y Y = r.A1X 2 , O $1$ m, ten'~!Il~s ~ntonces: 
dimkHomA(X1 ,Y) = dimjJfomA(X1,;;¡1X2) 

pero sabemos que es'c~r'o si 

x~rct,- l ::~ .~ ·~~,E~·E. 
por lo quepa;~:cu,;:Yc¡~ier·X.~E S¡, r/X es.inyectivo para algún 1 < m. 
Entonces S; no és.de'tipo Dynkin'. 

Lo anterior, aunaclo ~ q~e' m} 1 >• Mn2 implica'.(por 5;3) que S¡ es una 
oo-sección completa y éon e~to, 
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Entonces el conjunto de módulos {y/ y E Üt>o P 1} forma una componente 
post proyectiva de r A; Esto prueba la afirmación, 

Ahora, para IUC>strar • ~] inéis~ a), ~u pongamos que ~. está definida para 
o :::; s :::; b y que no-existé d,'o :::; á ::; b tal q~e 

:. r j>.' y. \· :, >;>Y: Ca) ...... __ ' .-·-· 
Pa+t, :- PaU.{d1mrkX/XE S, ., O :51 :5 t} .·', ' :·'·' ;.-.• -.. :· . . ·.,. \· :. - .. -. ·.--____ ,, ·:.: . '., ··. -" '< 

para O :5 t :5m~{Nin2 ,16}!/EitC> es, el tio~~dirilie~'to
1

f~n'a de ~é:u~~do i la 
afirmación:; - · '." ) . ;', • i f ) ·._ ·••-· ··.••··· > •.:" · > · 

" · •t. ,, . ·:· ~·:: __ : · .. ~'-~-:':. :<e_: '/_~_,· '"~;--~- ·._. : ·,··_-_-·. -:;·-'-
Esto significa qu~ existen nurriéros ó'·•_:;;-·•·a~·. < ~/<::··•·<.\a,·<·· a;~1 ·•·-·;,. __ b. 
tal que a;_¡:1 i""'.'"' a; < max{Mn2;16} y ~{.a;J:y sCa;+il_ no son isomorfa5 
i = 0;1,;'·,r. 

:/ 

Podemos asumir que sCa;+il coincide con S(a;+rJ d ~(~ r.f~tCJiic~sexiste 
un módulo Y E sCa;J tal que es inyectivo, o bien,es un sumando directo del 
radical ·de un módulo proyectivo, es ~ecir,ólj (::'S(~;) ó P; E:•·s(a;+1l.para 
algún j E Q0 • (esto quiere decir que, o bieri sCa;J se "~ierra" si Y es inyeé:tivo 
ó bien, se "abre" si Y = Riil). · 

Pero como esto sólo puede ocurrir 2n v~c'es 
Q), obtenemos que r :5 2n. . 

Por lo tanto, b < 2n · max{Mn\16}. ,Esta' d~~uesf~á'~l i~ciso a). 

El inciso b) es inmediato de la afirmación y el indso a)'. 
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8. Existencia de Componentes 
Postproyectivas para Algebras Tilteadas 

Aquí se presenta una nueva demostración de la existencia de componentes 
postproyectivas para· álgebras tilteadas, la cual utiliza el criterio que hemos 
desarrollado eri secciones anteriores. La demostración original se puede en
contrar en ¡u¡:· 

Sea A = :. kQfJ.:~n álgebra.tilteada, Q un carcaj sin ciclos· orientados.• 
Definimos: · 

~. = .c(A)~~ {~·e i~ilA < ;j'y~ ~. facii~.4Y$fJ 
n,_~,-;;~-~n.t~r~t~._--_---{~:-~,-·in:d~~-:·=.~:.:vz:~-)<,;i4~~~~-~:5;~J -: ... -" 

.. -.- .. , .. _ . --e;,.:· ·-:::.7 ·~=-----·: '~:~~ ' -· -· 

DemostraciiJ: ·· ··. ' '. ··.·. '~ ;;~ ·. 

;.-_:_·:_¡--;. 
'.o;o;:.-,-'º· 

A = End~(T),.do~cle Tes un1i-Íhóclcilo4CtÍiteo, Huii'álg~br~ hereditaria. 
T define unpar dét~rsión (X,Y)en mod,4f(~,Q)·~n ríuidH:· . . . 

' .. - . . . ' . '~· ' . . . - ,0:, ··<:, -- ... _ . ·,.:· -

Por (10, 4'.2] teneioo~ q~e i7ldA; ::d;~(T) 'yj)(r);~J~~~ terieZos queY(T) 
es cerrado bajo predecesores y X(T) es ~errado bajo~sucesores: i< ··.·· · 

- ,.e " -- - - - - .. . _,:.)\E:.::_:_~-: .. '. ·: . . - ·.' .; • 

Sea X E Y(T)' y . y ~ X e~to~ce~ y-"e Y(T), ele· cl~~cie tenemos que 
Y =. Hom(T; M) L;M~ con ME Q(T) (poda equivaléni::ia dáda en la ·· 
sección· l)~ ·. ··<· · ,- . · ·. _.' - .,, _.-. ··.. , ._ '···· '" , 

Con lo ante~ior\ teneITiós quePdirñ'AY 
(10, 4.1.(6)]. .... .·. . .·. . . 

Por lo tanto, X E .C. 

(Análogamen'te, obténemos que si Y E X(T) entonces Y E 'R.). 

o 
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8.2.- Proposición.- Si A es un álgebra tilteada, entonces P., E .C, V x E 
Qo. Dualmente, !,, E n, V X E Qo. . 

Demostración: 

Manteniendo la notaci6n dela demosÚación de.8.l, tenemos·· 
'- ; ; ~ 

T == EDT~~<ló~4er~'.eg(T)¡ entbnces,:~o~o P., =: .. L,T,,, tenemos que 
P., E .C. Lá. otra afirmaci6n es duaL · 

o 

8.3.-. Proposición • .:;Sea 'A un álgebra tiltead~, entoncei todo camino que 
empieza en un móduloin.escindible inyectivo 1,, y termina.en. un proyectivo 
inesé:indibl~ 'Psi;; tiene "un refiiiaffiiento'' a un camino secciona] formado por 
morfismos irredudblesl;-+ X 1 ·-+ · • · -+ Py. · 

"--·':' -•,-"_:-' ·-·--, ....... ; ' 

Demostra~ici'ri: 

Sea e la componente de .éonexión de rA' esto es, una componente dirigida 
tal que existe S = L, D(HH) ~ecCÍón completa en C. (Esta sección: existe, ya 
que A es un álgebra tilteada de.her~ditaria)'. · · 

. 
P, 

S es tal que V i E Q0 , el camino P; --..· J; se· factoriza a través de S. 

Con lo anterior, y como existe un camino de/,, a Py existen Yi y l'2 E S tal que 
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hay caminos de P11 a .Yi y de }2 a!,,, tendríamos por tanto, Y2 ~ 1,, ~ P11 =:; .Yi 
con Y¡, }2 E. S, que al stt' cerrada bajo caminos; implica que todo el camino 
pertenece a S, ésto es, !,, y P11 pe~terieceri a S y pod¡irÍto, existe \ln camino 
seccional1,, ~ · '· ¿ P

11
• · · ·. ·· • 

o 

8.4.- ProposicicSn;~ ~¿:~\l~;iJ~ebi~·tHteada ysel•(X0 , •••• ;X1)~n camino 
en 'R.(A)/entonc~ll e~isteYÉ 'R. tal que H om(Xo, Y) #O#- H om(Y, X1) . 

•••• ,, -- :·. .-.- -·' •• - - ' • • - •• 1 

Demostracióri'i s~r 
;(·:· 

;. , ·.·X~ 4 X
1 
~ ••• º!::.' X1-1 -4 X

1 
en 'R.(~) 

Sin pérdida d~ generalidad, podemos suponer que X 0 EX(T). 

Tenemos'que"E,-: :F(T) ~ X(T) es una equivalencia, ~ntonces puesto que 
X(T) es cerrado bajo sucesores, existen M0 , M1 , ~ •• ; M1en :F(T) y morfis-
mos f¡ : M; ~ M;.¡: en :F(T) tales que: · .. · - ·· · · ' ·- . 

I L:' ÍJ ' L,'Jr :: i L: Mo =-+ L! M1 -> .. , ~ L: Mt 
11 ll . 1i· 

Xo ~ X1 ->· ...• ~· 

. . J 
Entonces tenemos que Mo -2. 
:F(T) más precisamente), · 

Con lo anterior ha.Sta pr~ba~. la proposi~ión •para ~Ic.áo en que A es heredi-
taria. · '' · .-.: .·· ·-·· ····.:, · · · · · 

: ··,-

Para esto, ·','eremo~ lo~p~sibl~s casos,· analiza!ldol~ .estr~ctura¿onocida de 
los carcajes deAuslancler:Jieiten de'H corr~spondientes: .. ·· · . 
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a) Si Hes mansa, rH .tiene la forma: 

donde p es .la corri~~nent~ poÚ?roy~~tiva,. T ·denota la componente regular, 
en este caso' formada por ~ompónentes tubulares y donde I es la componente 
prei.nYe~tiva~ .:· . · -;~_;'.-=-~·-~::" .. :- ,_~·-:· '..-_:·. . 

''"-

'J' 

···1:···~ 
zA.. 

.' '... ::· ,_. .. ~.. ; ·, ' . . . . - . 

Primer caso: kfOíMt~P(N~ternos q~e aquí s~ contempla el caso finito). 
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Sea S = S(-+ /if1), una sección (de hecho prnbamos que es una rebanada). 

Sea M0 ...:+ I la inclusión ele M0 en su cápsula inyectiva. Como S contiene 
un módulo.sin~eró (posiblem~ntcnoinescindible), H ü';n(~1J)/ .. O.para todo 
módulo inyectivo, :entCinces, ~l sigui~rite clia:gra1na•es c~nmutativo 

M0 .... : ... -:• I ·· 

'\.. l 
. 5 

esto 'es, e~isté Yj E S tal qtie O. :/: M0 -+ Y¡ -+ Mi, con lo que también 
Mo -+ Yi esdistinto d~ ce~o. • . .. 

Segundo caso: Mo E 'P,'}eft f'P 
. . s 

Sea .S = S(Mo -+ ). Tenem.os que existe P E 'P tal que H om(P, Mi) :/: O, por 
lo que, análogamente al caso anterior 

y entonces existe Y E S tal que M0 -+.Y-+ Mi, cori M0 -+ Y un morfismo en 
S por lo que es secciÓnal y por tanto, distinto de cero y adémás, Y -+ M1 :/: O.· 

Tercer' caso: Mo, M1 E T; donde T. es la· componente regular. 
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a) Si H es mansa, M0 ; Mt están en el mismo tubo (ya que estos son orto~ 
gonales). Tendríamos entonces la siguiente situación: · 

\, /1 
\ .. /"'•.;.., 

"'• ?'s 

,,, 

Como M0 E ':F(T) 3! X(T) qile es cerrado hijo sl!cé;ores, tenemos que los 
módulos Xi,, .. , Xt = Y que "bajan" a pártiri:le M0 en el tubo, todos están 
en X(T) y por tanto. en n(A),tomarriosY•== .X. de tal forma que Y está 
en la sección del tubo en la que aparece Mt como se observa en el diagrama, 
entonces podemos· "subi~" hásta Mt, con lo qtie te.riemos 

Mo ~ Xi '-+ X2 ~ . ' ; '--/Y~ ';xs+i -+ .... --+. Mt 

(en u~ tubo 16s m~dismos que~'.baj-~n".son iil,}'e~·tivos y los que "suben" son 
suprayectivos): · ·.·· · .·. .. . ·. ·. ·· . 

Por tanto, kÍ)-+ Yi~ o';~ Y _j if t: 
b) Si Hes sci.lvhje; J,¡0)111 É T; En.este casOlas componentes de T son 
de la forma ZA~; t:, . 

Sabemos además. [12];que 

donde A > O, y+ ~.·. O·. y p es el radio espectral de la matriz de Coxeter 
asociada a H. 
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Con esto tenemos que 

entonces existe ní >O tal .qJ~ Horh(Mo,r"'Md =Fo. P~dernos ilustrar la 
situación en el sigi:iient~ diagrarh~; · ' · · ·. . 

ZA. 
M. ·• ··: .. ·.: · .. 

~ ~/-'.)" 
'C'""'M. • ·.· . • 

. .. ). 

··.. / . 
\. .r . 

'( 

De manera completamente análoga al· caso anterior, podemos encontrar Y, 
tal que tenemos el siguiente camin.o M0 -+ Tm M 1 '-+ Y -+ M¡, donde todos 
los morlismos son di.stintos decero, por lo que tenemos entonces morfismos 
Mo <-+Y~O,IY ;..;..M1• 

o 

8.5.- ProposidÓll> Sea B u~ álgebra tiltéada, M. M1 6' M2 , tal que 
A = B[M] es tilt~~ataml:Íién; éntonces todo sumando directo inescindible 
de M1 está en 'R.(B) ó M2 es proye<:tivo. . .. 

Demostración': :s~ifongairios·que existé M{·'~· ~(E), jw{ surnaiidó~diiécto·.·· 
deM1 • 

Como M{rf. 'R.(B), existe un sucesor de M{, Y, tal que idimBY > 1, tenemos 
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entonces Ja siguiente situación para algún vértice x de B: 

Recordemos' que w denota el vértice.de extensión de A. P! es proyectivo en 
B y por tanto, también en A, ya que x =f w; 

,;:·; ,. 

Ahora, en modA: ·r~(r.B1 Y):= TB(r.B1Y);= y = (IYl,Y,l¡y¡) 

por lo qúe ooteriernls: . • .. ··.. . : 

~;~(vf ~: rél' .... . 
por loque.ta~biégt:;~e¿6s;;í(r>°~ ?}' 1.Pj y~niinces idimAY > l. 

.;·. 

Sea Z = '(k;Mf,irí k ~ HonÍ(M;Mf)-+ Hom(Mf,MD)que es ines
cindible. Tenemos un camino de Za Y, según se puede ver.en .el siguiente 
diagrama: ·· · · ·· . · · 

z: 
1 

1 
1 
,¡. 

Uo.,, 

Como Y r/:. n(A) entonces Y E .C(A) y entonces pdimAZ ~ l. Con lo 
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anterior, tenemos la siguiente sucesión exacta: 

O -+ M{' -+ Pw -+ Z -+ O 

con Mf' proyectivo 

M~· ll ~ J.lorn (M,M:) 

1 1 
P.., k, ~ U."' (M, M) 

ll l ir 

z. I<. - U • .., lM, M~) 

Pero entonces, Mf' El1 Mf = -M,. con lo qu~ M2 es un sumando directo de 
Mf' y por le> tantoM2 es proyectivo; - · -

o 

Con las proposicion~s a~t~~iores est~rnosen ,co~dición de dar m_iestra prueba 
de la existenda'de' corilponentes postpr¿yectivas para álgebras tilteadas: 

8.6.- Teor~i'Jl~: .. Se~)~ ;:¡: kQ / I un álgebra tiltéada. Entonces TA tiene 
una componente postpr?yectiva; .- . . .. 

Demostración: 

Sea A~.~ En7~.rf(b,co4;Hu~ álge~~a hereditaria y T micH-mó,d~l~detiHeo. 
Hacemos la d~m¿~t~á:¿i6~ por inducción en el número de v6rti¿k~ d~ Q. 

: . ·, .... - ,_··:," ··-- · .. 

-) Sin= 1, no hay ~ad~q~e probar. 
. . . -

Supongamos que para todas las álgebras tilteadas con menos den ~értices en 
su carcaj asociado, se cumple la existencia de componentes postproyectivas. 
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~- .. 

-) Ahora, sea A un álgebratil~eada con n módulos simples hast.a isomorfismo 
(i.e. Q t1enenvértices) .. Sea a E Q0 un vértice de Q .. Siáno es una fuente, 
existe w :ja una fuente éii Q. Sea B =. A/Ae;,, y sea M .. ,.;, .rci.dPw. 

• ~· . ;, ; ·-··- ; -:· -~' i_ . .: ··: ' ... ·.·:' \'. '.) ;- ':; . .,_·: :' ..... ' •· ' . :·. . ,- •. ' • - ¡ ,,' >. 

Podemos co~siJer~r A<= :B[MJ'.·Ahor~ bien; .Ji· puede se/ tilt~ada o no: 

1) Si B estil~~ad~, ~¡,~ ;~i~~t~~is•ir0:i~du2~iiri, r1 fi~n~~Ü¡ ~6'inponente 
post¡)r~YC~ti_ya~·:;;: í'/... '·-·>-- , -::,, :¡<: 

Sea M. ;_ }.{¡ ffJ•M2;, dóricie.M1 . éss~rna•diréct.i'detbdo~iio~.··suÍnandos 
directos ineséindibles' que estari eri algun'a corrip~nénte p~~tp~6y~ctiva 'P; d,e 
rB. :;./ ;.· .•. ·, .. "" ·/. 

:':::·.:, -

Si 'P;. es una. componente postproyecti~a de f fi, 'pocl~~6~ supC>ner qu~ 'P; 
contiene un sumando de M1 , de lo contrario, 1,'i~.s compon'eiítepostproyectiva 
de r A, (pués se cumpliría (lw)) y acabamos (gracias a'6;6). > ., ' 

Entonces supongamos que M1 =f O y que w no. saÚsfaC:~ l~ co.~dición (2w) y 
llegaremos a una cÓntradicción. · · · é •. · · 

Dividiremos en varios pasos esta demostración: 

a) Si M2 =I O; entonces para cualquier ,1 fj ~ t,H omB('P;; TBM2) ='o, ó 
bien''P;.no contiene módulos inyectivos. ' ' ,. ' 

EfectivaÍnente, supongamos que H om8 ('P ;; ;8 MÚ ·,/Q: paia algúii. sumando 
directo inescindible no proyectivo M~ de Mi y que Jes iin B~módulo inyectivo 
inescindible en 'P;. . · . ·· ... 

Podemos elegir I de tal forma que haya . un camiiio 
Hom(Z,r13M~) =f O. 

Como I E n(B) y n(B) es cerradoba]Ús~cerires, el camin~ . 
I ·~ Z "'-" r M~ tiene un refinamiento 'Cié talJorma queexist(! Z' tal que 
Hom(J, Z') =f O y Hom(Z',7-8MD'=fÓ.< Podemos asumir de hecho, que 
Z' Z y tenemos entOnces:· ·· · · ·· 

f izo M' ~ ~ ---:-4 ! 2 
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con J y g rnorlisrnos distintos de cero. 

Corno r M~ .·r¡. 'P; ,•podernos factorizar g. a través de una. cantidad infinita de 
módulos y para cada n E N, cibteriemos· una cadena de rnorfisrnos irreducibles 

Z=Zo ~~t1 ~ .. ·. 6 z. 
y morfismos O:/= h, : ·;. LrE~·taÍe~qJe 9>98'-1 • • • giff: O. 

' .. ·."_ ··: .:··.-, .-:._·· .. · . - ' 

Podernos suponer talTibién e¡~~ rBz.,+{:: i,, para alguna s' $ s, esto es, 
tenernos la siguiente situa.ció!1; si_s',,;; s ,- 2 . 

y con esto, ta.nlbiéll tene!ll6s que •.. 

o t= Ext1(M~, z.,+2)~':nuoT1l(z.~t2,1-BÚ~) ::{'nJ[ohi(z;;+2,rBM~) 
''-2_- ., 

donde la ultimaigu~ld~d '1-ale, .. y'a qu~dec;i.~él. "1.ariera'}7dÍml3M~ :> 1, con-
tradiciendó esto qÜeP,,/E .C(A)~ < ·. · 

Por lo tant~, idi~~;.,¡;;i;·~~n1ii'o'~u:~e:d~b~·tener,qu~ pdim~Z.•+2 ~·1, 
pero H o./n8 (I; Z~) ~ o·impllca~qu~'pdin;."t,'z.:+2 > f ( contradiCción). 

. _ _, ' :~; ~ - .~ -.. - "'º,:. ' - .-... " " . . ' - - • , " ' • .. 
b) Veremós.queÜ2 ~s·p~o~~~¡i;~:. 

Supongarri.o~ qÜe nó; éllt<ln~esexis.te M~\m súrnando.directo.i.nescindible no 
proyectivo de M~, .·. ·' 

0 

. . . •. · 

Sea B1 el ál~~b~~sópoft~ 'de M~.; Pririie~o, sllpongamos que tod'o~ los B 1-
módulos _proyectivo~ irie~cindibles est'án·eri c~mponerites postproyéctivas de I'B1· . . . . . .. . .. .. 

Con lo anterior, podemos encontrar un Brmódu¿· proye~tivo inescindible P 
tal que HomB1 (P,rs;M~) :/=O y que P esté'coritenido en una componente 
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postproyectiva 'Pj· 

J] 
·s 

Por hipótesis,·'Pj también c~~tiene unsumando directo inescindible M{ de 
~- ·' . . .. . . ,. . . 

Colllo lf om B, ( P, ;B, Ai~{~ ri ;y M~ 'rt Pi, ~nto~ce~ Pj 11º ~ori Üene ~ód u los 
inyectivos; por lo que pcid~rn'os enccirítrar X ,E .pji:.oií 'Af{é~ X y · 

HomB(X,1-.B~M"~Y~o. . _ · -_ .... :·¿.;Jf 
Particularm~nte}6bteriem'bs 'u'n.2~Il1iriciMf-+· ,·.".¿ i~, Ú~. ·f>orfa~roposi
ción 8.4, tenemos .que existe un Brmódúló inesciridible }';y inorfismos f, g, 
tales que o'# f)Mts''.Y:y: o #. g : Y~ -i-BiM~/ · .. · · · · · · · 

- :,_-_ l~\~:( '.-;· ,·t.:_:-.: - ~.'· ._;~:_,-, .. _-

Considere~os el m~dulo :z •. /· (k, y,/' ( k. -(H oih( M~ Y)),• cÍ~nÚ\ := 'J p1 

con p1 : M .:,.+. M{ u.f~ prÓye~~ióri/ \ i ; . . ··· · · · ··· · · · 

Z es inescindible y adem'á:s t~~~rr{os' qu~ ~dirnÁZ ' .-e-... ·.• 2 : ·;, · idim Á Z • (esto 
debido a queM~'es ~uffi;L,ncl§ dire~.te>'4e 'kérj. y!Ext1j{M,Y)/# O púes 
H om(Y; rM)i: O); estci cóntréÍ.dice que indÁ := C vn: _ · . . 

- •. _··-· .. '· -.· 'e"'•-:·-... - .. -:-··,.-.,;-, ·:.·;·_,-,:';-·~·.:.:~.·:. ·,~~::· .• :·::;:\· ['L 

Con lo aritedor · te~~rrios ql.le ·~oiho 'B1 \~s. 2one;{a, 'exlst~ ;¡,, pro~edivciine
scindible en mod8 ;:ia1 que !f bm~; (P, p'). i O 'YP' <{Pren I'.B,. ·Cómo M2 
no es proyectivo; p~r la propci~idórí s:5;M{:§ J?.(iJj; _ · . 

- - .';-=-.-;,.-----:;o·oc . .,------------;-;:-~··.-o-- -- - -~- - • 

Sea O :¡if f' E H~m~, (P,P'), f' E rad00 (P,P')por'Ia ma~er~ de 'él~gir P y 
P'. Entonces, para cada r 2:'. l; <'.xisteuna cadena de In'orfismos i~reducibles 
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(recordemos que f' se factoriza a través de una cáritidad infinita de módulos) 

P -·.·x-~ :_J, ·_x';_-- -.1:_._-__ .- '.-. _ 1• ___ ·x, _ º.·· P' .. =·o;~ 1~ _ _. • ._,_~ ~e~ 

con Ílr un morfismo disti~t~ de~~r~;t~ qJci ~;J.i~; · · · !1 #O;' 

. . ,-, ,. ; .. • - .,, 
Elegimos r de tal fornia C¡rie'M{::; rX •. 

-- - - - . --· . '-',' ~ ' ' - - - . . . ,7, ·-, :- -

Como Hcmi(X~;P/) =/=.,0,id~mB1 TXr > 2; peroMf E R(B) por lo que 
tambiéri_ rXr E R(:'!).J C()l1}ra.~ic~ón). 

e) Sup~ng~rno~ah~~r:~~¿.A!; io'.- .V~reillo(quieil ~ste casó,• existe un 
E-módulo ineséindib1e'X;col1'idim,iX -•~: 2y J!orn:;..(M1,X) f: o, 

Sea M~ un sull1ando dhecto·'¡n¡;gdriclibl~ d~ Ú~;-por-b),- Mfes proyeCtivo 
y definimos B1'.Como ante'LPi>'r a):ppderno~ escogcir u~a componente post
proyectiva 'Pi que n(; conteng~ ri{ódulos il1y'ec:tivos; -

Sea Mf un ~umalld()'dire~tgi~es~i~cÜble deÁt1 en ·;i;--
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Consideremos S(M{--+) una sección de Pi en rB,. 

Supongamos primeramente que no hay suc~sores prnpios proyectivosde 
S(M{ --+ ). Procediendo de manera simila~ que en la parte anterior, encon-
tramos X E S(M{-+) tal que idimAX == ;2;; .. 

. . 

Efectivamente, como B 1 es conexa, existen\'py P' B¡~niódú!Os proyectivos 
inescindibl~~tales que O :j;HomB,(P,P'), conP E P;'J,pf;rf_ Pi· Entonces 
f E rad00(P, P') y obtenemos; parn cada: r E N; cadenas de' 'iúOrfismos 

irreducibles p.~ }.ro ~ ;{¡ ~ ;, .1 ir f .. •;; 

y o # 9r : x •. .::.. P' tal que g~J. :;;_¡; #: o':Y pOd~rri(); ~legi~ 
que r Xr' E S(M: ·,-¿ ). ·Not~Ínos que idimr Xr = 2.~ 

Supongam<>s ~~ora q~e.~i hay algú~ sumar propio de S(M{ _:::.)que es 
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proyectivo. Consideremos ahora, E = S(-+ P) 

Notemos 2 cosas: < '. .: . . • . . 
-) Si X E ~~. idim~ =: 2 y h~y a!J§n camino d~ M{ a rE 

-) Si JE.X~ V~s Ún morfismo eri P1, con X~ rE y y~ rE, entonces f 
se faétol-iza a través dé rE:. . . 

Sea O f. g :>Xff-:-> I con 1 la cápsula inyectivll: de M{: Por l~proposiCÍón 
8.3, cualquier ca:rnináde un inyectivo a un proyectivo es secé:ion'al ( 6 se pÚ~de 
refinar a uno seccional), tenemos que I no es un predecesor de rE. Entonces 
hay un morfismo no cero de Mf a un inescindibleén rE:·:· , 

Observe que cualquier Y E rE tiene idimBY,,,; ?' ··· 

Con lo que tenemos probado lo que afirmamos. • 

d) Ensegllida, veremos que Homs(M2,Y.) - . O para todoY E inds con 
pdimBY = 2 . . .. 

' •' . . . . . 
Por la afirmació~.a~te~ior, tenem6s queexisten ~orfismosf: 1111 -+X y 
g : 1112 -.:.+ Y con idimX = 2. 
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Consideremos él Acmodulo Z = (k,X Ell Y,¡), d1nde ¡ 

Z es inescindibleypdirnZ ,;. idi'mz,::: 2:(contr~~ic~ión): 
' ': . , . , -• •" .·' ,,., ·. , ' \O, ',, : ',- ~·' 1 · . ·_,. __ , - -·. '·e •· ,. ' -. 

Entonces,cad~ s~b~ódtt.~ de M2debe.sef ;roy~ctivo, <lelo .contrario, el 
correspondientemÓdúlo. facto~ Üéne'dimén~iói/proyectiva 2:> ... 

'!", ' '.: • ·.-. - -">;:~·:> <·.t:;·- . - . ~->~ .... ~.·.: 
e)· Ahoramostr.;.r~mos q~e M2>~s dirigid6 i qu¿ ¿¡¿¡ ~i.Ímaiido directo. ine
scindible: de' M~~tiené solamenté.·.una:cariÚd~d 'Ílnit~Ae' pred~~esor~s; todos . 
ellos dirigido~~ En particular, no h;iy c~minos.de .su~arid~s directo¿ de M; ·a 
sumandos: di~éctos de M2 ~ • , . . .. . . ".: ' . ... . . 

.-;r:?~. ·:~-- . :-<~- ... 
Efectivamente, ~ea XunB~m6dtll.o illescindibi~ tal qi.Í~o ~I É llom(X, Mn 
donde M~ es un sumando direéta·de M 2• · ·· · 

Sea f •;:::: ···hg.l¡factorizacióná~ f f·t~ivés'desu imagell: 
. . _,, . ·'·' . ·<· .'- ¡'. ·,. -

:x .. · ~ ~; 
. ';2_,~:{~f·; 

¡\. 

Como Imfes uri sub1llódulodeM~,·p()r d) Imf e~·proyecÚ~o, y portanto, 
X es proyectivo.' SiM~Úene uri ~~edecesor no proyectivo, p~demoseÍlcoÍ:ttrar. 
una cadena de mÓrfi~mos irreducibl~ . i • • • • • 

\ ·~· *·"'# x ... :~~Y4.' .'.,+t. X1 #Xo L1'1~ ... · .. 
'r-·-· 

ta1 ciueJ.:; .;.'1i:¡,ó ci~brta:iif<i ~1,; ... ,'.XL1:~6n~róy~cú~ósJyx •. es no 
proyectivo~ · · · ¡·. \i . · .·· · · ··· . •. . · · · · · · ·· 

Por tanto XS.i e~ ·~·~· s·~ brilódM<) :<le0iM~ :r:~'JJbiffi( "1d1;1x;; M~) .··.1=:. o .•. En
tonces, por d)i X;,_if X.'es ÚíÍ'ínÓdulo'próyecÜvo y.~or, tantÓ;'X, '= O. 

f) Fh1almerite, veielTios qu~ Af es un B~módulO dirigido. 

Efectivamente, por e), bilSt~rá probar qJe M1 es dirigid~. 
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Supongamos que para M{ y M{ sumandos directos d.e Mi, existe un camino 
que se factorizaatravés de. una sucesión de Auslander~Reiten, esto es, hay 
un camino ~o secciona) de M{ a M( · · 

Considere un camino co~~en la; fig~ra:: • 
¡,¡· . . """ . 

Donde el camino Ya -> Yj ., · -+:Y, es secciona!. Supongamos que ninguno 
de los Yi, JI;, ... , Y. és p~oyeC::Üvo, entonces encontramos un camino 
M{-+ · · ·-¿ TBYo.--+.r.BYi -1 • • • ~ TBM{', por 8.4, hay un camino 

M{ !... z.4 TBM{'conf y~ distintas de cero. 

Considereiuc:>s'el·Ac~Muloinescindible X = (k,Z,"(: 1 f-+ fp 1 ), donde 
p1 : M'....:. ML~s iiri'~ proyección~ Con lo anterior, tenemos que pdim,IX = 
2 = idimAX (cont.r'.l:~icCión), 

.,-.;· ·>-.' ·.'· .. > ·,-. ·._. 

Por lo tanto; e~i~t~ ~lgú~,l~j~ s tal que P = l'j'_es proye~tivo. Distin-
guiremos dos sitúaciéíries: ' . ' . ' 

Si M{' es ~o 'tr~'yeciiv~, M{'.~ :?i(i).: ~~r otra par_te;. ~º~B('(,:;) :¡, o 
implic~ .~ue_i<f.i_1:i:BiB~ :~:-~ :(~~~f~~éli~c::ió_ny.:~. -:··:-:-~'. ;'..~; r~ .. 

~--:-: -.. ; .-.-. ,··,-. ~'· /·" -~' ·;· ·-.~« 

Si M{' es Pfº~ect,i~d, t~~e~os_~~ ~a~i~6 d~. ~{ ·a M{'. d~longitud 2: 

:;.'.ff~.·~~.Mr±-·z:~-'M{~ =,: 4; ~-··· 
En este caso; ver~rnÓsq~e:~xiste,'w tio pr6yectiv~ t~l.queM{ j ;w j M{' 
y llegaremosá una contr~dicdón:. ' .. ·. .. ,. . . . 

Si gf = O el;red¿Ua~o sesi~Je dé 3_.2 .... 
. ·,,.. ' 

Suponganios quegff. O y consideremos~ S(4 M{'), por hipótesis M{ es 
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un predecesor de rE, con io que gf se fact_oriza a través de rE, en particular, 
existe un módulo no proyectivo W, tal que 

IiomB(~f;rW) i= O# Hám8(W,Mf') . 

Como M{'.es proyecti~6, t~nemcís que,Úim .;..ttr d 2: 
•, ' . . . ·. •, ~ . ' ,_ ,' 

Construyamos elA~~~~ul.º.~.-~···;C '.{-t··~·•)) 
donde o ·;¡,· ce: ~Mr,-+ +w,} O =/p ift}S;Mf', ~bt~ITihs que (3 no es 
suprayectivo (W no es'proyectivo);y .-~-·-· "c~ké'r(J, de dondepdimY = 2 Y. 
O i= 8: M{' -'-;+y;-)>>··' }i !íC . '' 

Con Io~nfed~~ ;;li$.X 5~;!:~; 
Entonce~ }.11 es di~igi~~' 96ñ¡c/fú'.~l iy r~~ll1~~~~irÍgi4~. 
Con esto, te~ém~s'.the'in. (~I'yérÜc~d~~Jit~llsi6Ü).~tiT¡>le,la _ccindici6n·· (2w) 
y por tanto; k;;,".B[M] tiene ÚÍÍa componente p~stpfoyectivaénTA. - .· . 

- .' -· --<·;~:--:~.~~-} . '•· ,_,.,,-.,;.- ~.··, -··· - '·· .. '10~--'é_\_·.o-~·1:, r-·~';·-o:.:-~-'--. ·.:·e•--;,~",-··.;._;;-

2) Si B"no ~stilt~~d¡,_p~démós cÓnstruir.diréetaihé~teuna componente 
postproye~tivá; • coíndveren'ios en la:de~cistra:<;ió~ :_d~l.sigu'i.entécre~ultado: .. 

. '?·i· e•,,.- ~·.-:;:-~-;:···:;:~:~-" ~:·¡.:-.>.. ,_I 

8.7.- Proposición.:: SeáÁ ~-- B[M],•ü'.:; ~adP~fXll#áigebratilt~da, 
A = Endif(T); cpn _Tün módulo d_e tilteósóbreH/un álg~brá hereditaria. 

",-;· 

1) Si T no tielie surria'!ido; directo~ l~yeáivos,<entonces B estilt~;ma: 
- - ,···' 1·:·. ,_,. ¡· ¿ .• - ·._-~ .,,. ~-.:; . . !,.' - -." '> .- < ·•· -::__ :·:' ./-. ;.{-" . ", 

Demostra~ió~:-·(w·_~s fu~dte~n Q/Uf.= .·kQ). 
-:~·- :_:.L:-.i~:~-;-~{~~-, < ____ :·_,···- ~<:~--~-:o~·_'/ 

Sea T ,;,,·_· $.,~q0 '.f.,.)a~~foosqÚ~P,; = tT.,, sir!ndo P., proyectivo en A. 

Sea Pw. = L:Tw!Tw c~mple: ···· 

i) idimHTw = 1 (por se; T de tilteo yH hereditaria) 

ii) End(Tw) = k (pór ser ,11J fuente) 

iii) Ext}1(Tw, Tw) = O (por ser T de tilteo) 
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iv) Tw no es inyectivo (T no tiene.sumandos inyectivos) 

Definimos 

.t_7;,, = {X : Hom(X, Tw) = O 

la categoda per~imdic~larizq1lie;d11;aT;,,. 
- :·,.' 

Bajo las coi{dicion~~ i) ~-- i~) qu(; curnple TJ, i.~nernos que 
:, ',... . . . ·" ·-· " ·' - ... . .. 

dondeH' es··~mt:nueva álgeb-ra tal que: • 

a) gldimH' ~ 9¡d.if¡¡H, ~- r (Le: iit ~~ hereditaria) 

b) El número dé ~é'rti~s.en el "carcaj.Cle H' es igual _al número de vértices 
del carcajde H'm~no~uno. . · · ·· 

Notemos queT,, E .LTw Vx -:fw EQo. 

Sea 
T~ = $ T,, E modw 

• xf.w .. 

T' es un módulo de tilteo _sobreH', tal .ci11e 

Endw(T') '= EndH(T') = A/Aew B 

o 

2) Sea ahói:a, T>€_.Tc{ea.T¡;·•ra.l qüe T0 no:ti~~-~--surna~dosdirectos inyectivos 
y T1 inyectivo tal querio teriga sumandos p'royectivÓs~ 

A = End_H_.· (T) = .[··E~du(To) .. • H~m~(~o,T1)]•· ;,,,_ [ A0 AoMA1_·] 

· ..... ···· · H omH(T1, To) Endu(T1) · •. O A1 .·· 
' . - . ~ - - -"'" . . - . ' - . . ' -

A1 = EndH(T1) es hereditaria, pues los módulos inyectivos in~scindibles de 
H viven en una sola sección S y End(ffisesS) ~s hereditaria; .· 
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Sea Ti = T.,, EEl T.,2 EEl ... EEl T.,, y T1 i =. T.,, ED ... EEl Tx; ED ... EEl T,,,. 

Podemos sup0ner que tenemos los .vérticesx1 ,x~,..;,x, ordenados de tal 
forma que Xi es pozo_eri Q;;x2 es pozo en:Q ""'"'. {xif;, ... 

. _. ---- ., , .,-- - .~_· .. -... . , - . , 

Como los T,,; són%iri~~dd~ el~ T, .tenemos ~ue se cumple: 

i) pdim'r.,, ?;_ f \ ~ 
ii)End(T..;,J ~·. k 
m)·Ext1 (T;;,T;;r~ o· 
T.,1 no es. proj~~titC> •· 

. . ,, . :' ... · . -·· 

Con esto, po~ern¿~ d'~I!ir, dé manera análoga al caso anterior: 

T1-, :{ {Yj.Iió7Tl(riXY) ;= o = 1~xti(T.,., Y)} 
._,_:-' ,,_ .·,:::' _',, :_' -·-. - . .· ._ ;·,--. " 

Y también, Tj; ~ 'm~d~, c;n .lf1 ;cuil1plie~clo a)y b). 

Como xi es un poiC> )r/r3in;in6c1~iri d~ tllteó: 

z·~ E~ti('I'.,j, To El3T1i) 

Porjo. tanto,~ T0 'E9 7'Jr:·e,iJ,':y·i;~;E0 ;'.f1 (es.11~ ~ó~uló de tilteo en m.odH,. 
Entonces B1 :::. Endj{, (To EEl T1;) es tilteadá:. •. . . . . . . . 

~>.. _,., 

Tenemos ~ntonc~s ;k~~ ,4( ,,.. .. [ N~]B1 , Jit~·~~, Á ~esul ta: ser una coext~nsión 
de un álgebr¡i.'ti!te~da::c •. ~' ,_ 

Repitiendo ~s.te 0 pro~eso~~ll i~que;'is u~~o~h~h Q-2{x1}, obt~nemos que 
Bi = (N2)B2; y aI1ál~ga~erite/J]2 :::. (JV3]B,;, ~.'. '. ,J3, ;,,,,;JN~JA(¡. , 

,_;·~.-;-/~f:__,_~:~-~-:;~-,··- ~-~--·,-~._,,~,:-'T;-· -'-~'--';-,---;-:0~-:,0:---- ...;ot';o-';~·-0,.7"0:-.'o,~-c: - -

Entonces Ao . es un ; álge?r~' tÜteáda; y S()rllO ~d~~¡g·. Aó ~· . E~d;¡ (To). tiene 
menos vértices .que A, podeITÍÓs aplicar. la hipóte~is de i~dÜcdóri y obteriem()S 
que A0 tien~ .tÍna co1riponi11.te post proyectiva 'P0 • , .. · · . . 

Sabemos quecorrioA es tilt;~da, éxisie una componentedeconexi6n O en 
f A, esta componente es dirigida y conexa.'PÍteden ocurrir. 2 cosas: 
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a) Que C sea componente postproyectiva en I' A y terminamos. 

b) Que e no sea componente postproyectiva: 
' 

Po es una componente postproyectiva de I'Ao· Como los sumandos de T1 son 
inyectivos en H y por tanto en una misma sección, (por tanto, E T1 es una 
sección también), como además, no hay morfisrnos de l:T1 hacia 'P0 , tenemos 
que 'P0 es una componente post proyectiva en r A. 

o 
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