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dependiendo de la naturaleza misma del problema. Posteriormente se estudian con-
ceptos tales como tiempos de espera, estadísticas de orden y tiempos entre llegadas. 
Cabe hacer notar que se puede empezar a leer el capítulo 2 con los temas analizados 
huta la sección 1.5. Las secciones restantes se presentan para complementar el estu-
dio realizado acerca del proceso Poisson, no obstante, también se pueden encontrar 
resultados interesantes que vale la pena revisar. 

En el capitulo 2 se estudia el método de Chen-Stein. Se empieza por dar una 

visión general del método. Posteriormente se define la notación para poder enunciar 

el teorema principal, se hacen algunas observaciones importantes y se entra de lleno 
en la demostración del teorema. Al final de la sección 2.4 se dan un par de lemas que 
son la base para la demostración del teorema principal. Sus demostraciones son muy 
extensas, por ello, para no perder la esencia de la demostración del teorema,decidimos 
que las incluiríamos en un apéndice al final del trabajo. La demostración de estos 
lemas se puede encontrar en [3], pero debido a su complejidad, se reestructuró para 
poder hacerla un poco más accesible. 

Finalmente, en el capítulo 3 se estudian algunos ejemplos para ayudar al lector 
a entender mejor cómo se usa el método de Chen-Stein. El primer ejemplo es una 
aplicación a las gráficas aleatorias. Este ejemplo pudo ser presentado de una manera 
muy clara gracias a algunas pláticas que tuve con el DR. Victor Hugo de la Peña, 

de la Universidad de Columbia, Nueva York.En el apéndice 2 se pueden encontrar 
las definiciones de los conceptos de teoría de gráficas que utilizamos a lo largo del 
ejemplo. 

El segundo ejemplo es un estudio de la aproximación Poisson a la distribución 
del número de personas dentro de algún grupo que cumplen años el mismo día. Este 
ejemplo fué ampliado para dar una mayor claridad. Como dato curioso, se intentó 
recopilar las fechas de cumpleaños de los gobernantes que ha tenido México a lo largo 
de su historia con el objeto de saber si se obtenía alguna coincidencia en tales fechas 
de cumpleaños. 

En el tercer y último ejemplo presentado en este trabajo se estudia un problema 
relacionado con las rachas en lanzamientos de monedas (que caigan muchos soles 
seguidos o muchas águilas). 



Introducción 

El objetivo principal de este trabajo es presentar loe resultados que se encuentran 

en el artículo titulado "Two momento 34« for Poisson approzimotiono: The Chen-

Stein method" (21 de una manera sencilla, fácil de entender y, sobre todo, fácil de 

Usar. 
La razón principal para estudiar este artículo es que los resultados que ahí se 

presentan son de gran utilidad cuando podemos expresar nuestra variable aleatoria 

en términos de una suma de variables aleatorias Bernoulli, no importando si estas son 

independientes o no. De hecho, cuando las variables aleatorias son dependientes, es 

cuando el método realmente muestra su potencialidad, pues cuando se tienen variables 

aleatorias independientes, ya existen teoremas límite que son muy conocidos. 

El método que aquí presentamos, no sólo es un teorema límite, sino que además 

da una cota para el error, lo cual es de gran ayuda en problemas prácticos. Este 
método al que nos estamos refiriendo es conocido como el método de Chen-Stein que, 

a muy grandes rasgos dice que 

Si uno puede mostrar que "ciertos parámetros" son relativamente «pe-
queños", entonces se puede utilizar una variable aleatoria Poisson para 

calcular probabilidades, en lugar de la variable aleatoria con la que origi-

nalmente se trabajaba y que tal vez es muy dificil de manejar. 

Este trabajo se divide en tres capítulos. En el cápitulo 1 se estudian algunas 

formas de caracterizar totalmente a una distribución de probabilidad. En la sección 

1.3 se dan dos definiciones equivalentes del Proceso Poisson y se demuestra tal equi-

valencia. Es importante hacer notar que ambas definiciones son muy útiles, cada una 
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Es importante hacer notar que los ejemplos presentados aqui no son loe únicos a 

los que se les puede aplicar el método de Chen-Stein, de hecho, la gama de problemas 

es muy amplia. Algunos otros ejemplos pueden ser encontrados en (1) 



Capítulo 1 

Preliminares. 

1.1 Cómo caracterizar una distribución. 

Empezaremos por estudiar algunas formas de caracterizar totalmente una distribución 
de probabilidad. 

I. Función generadora de momento,. 

Definición 1.1.1 

Sea X una variable aleatoria. La función generadora de momentos de X se define 
como 

*x(t) = E(el x)= I e"dF(X). 

Donde:  

f et*Mdz  si X es continua 

eixdp(x). 
E. 0:13(X = z) si X es discreto. 

Cuando no haya confusión y para efectos de simplicidad, escribiremos W(t) en 
lugar de Se(t). 

Todos los momentos de X pueden ser obtenidos sucesivamente diferenciando a la 
función • con respecto a t y evaluando en cero. 

1 
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Así s• 

*9) = EiX 
V.(1) = MX209 

*(*)(1) = EPC*019. 

Evaluando en t = O tenemos 

04(0) = EIX"), 	n k 1. 

Nótese que hemos supuesto que podemos intercambiar el operador de integración 
y el de diferenciación. Este es usualmente el caso. 

Cuando una función generadora de momentos existe, ésta determina de manera 
única a la distribución. Esto es sumamente importante porque nos permite caracteri-
zar la distribución de probabilidad de una variable aleatoria por medio de su función 
generadora de momentos. 

Ejemplos 
1. Binomial (n,p). 

•(t) 	E elk  ek ) (14k  ( 1  - P)" 
5-0 

= (:)(Pei)b(1  P)"-k  
ke0 

= (Pea  + (I P))*  
(p(ee  -1)  + l)". 

I. Poisson(A). 

fg cm e-A = e-A r  (Aegh  
J-d 
iffrO 	 1•0 
eXP -A + 	211  exp (me* — 1)) 

*(t) 
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3. Exponencial(A). 

/00 
4;(1) = jo  es'Ae-Aidz = A 	e0-1)92 

o 00 
A tm-4: = 

t — A 	o 	t — A' 

Así : 

31(t) 
t — A' 

4. Normal(0,1). 

cc  ti 1  —12/2  403(t) = Lo e 	az 

1  1c4)  c(12-11)/ 3dz 

1 	./°° ei_( ,_03+131/ad:  

e'312 1°' 
27 	

1 e-2  • ady, 	donde y = z — t. N/ ..= 
= e.93  

5. Normal(µ, a2). 
Sabemos que si Z es una variable aleatoria con distribución normal estándar y 

X es una variable aleatoria normal con media µ y varianza a2, entonces podemos 
escribir a X como 

X = p+oZ. 
De esta manera 

E[e") = etsE[ek'zi = e'lvisz(ta) 
etuelioria = eid4+00112. 

Por lo tanto 
41x(e)  = em1;(0(3)/3.  

6. Sean X y Y variables aleatorias independientes normales con medias /4,02  y 
varianzas al y respectivamente. La función generadora de momentos de la suma 

A 
t < A. 
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X+Yes 

E tox +9 = E real E  [en 

= 	 = exp (mi + d2t) exp (03i + 513-) 

exP + + 2 
n (o 41.2i 

Por lo tanto, X + Y tiene una distribución normal con media pi + pa y variante 
«1+4 

T. Notemos que, en general, si X1, 	, X, son variables aleatoria. independientes, 
la función generadora de momentos de 

Y = E X; 

es 

$r(t) = E [e9 = E [exp{t E X;)}  

» 	I 	os 

= E  [11 ex, = n E  [cal 
int 	 int 

» 
— IITT  9x,(1). 

iSt 

II. /Unción característica. 

Como la función generadora de momentos no siempre existe, es teóricamente con-
veniente definir otra función alternativa. 

Definición 1.1.2 
Seo X voie variable aleatoria. La /ración característica de X se define como 

(t) 

ist 

—oo < t < oo. 
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Puede ser mostrado que siempre existe y jre, al igual que la función generadora 

de momentos, determina de manera única la distribución de X. 

También podemos definir la función generadora de momentos y la función carac- 

terística para las variables aleatorias 	, X„ como 

)1 
"(ti , . .. ,1%) = E [ exp (E 44 

1.1 

= E [exp (i tiXi)] . 
¡ni 

Puede ser probado que la función generadora de momentos (cuando existe) o la 

función característica determinan de manera única la función conjunta de probabili-

dad. 

III. Transformada de Laplace. 

Cuando se esta trabajando con variables aleatorias que sólo toman valores no 

negativos, a veces es más conveniente utilizar la transformada de Laplace, que se 

define a continuación, en lugar de la función característica. 

Definición 1.1.3 

Sea X una variable aleatoria con distribución F que toma valores no negativos. La 

transformada de Laplace para la distribución F se define como 

P 	
po 

x(8) = 	e"-"df(x), 	s=a+ib, o > O. 

Como en el caso de la función característica, la transformada de Laplace determina 

de manera única la distribución. 

1.2 Distribución Poisson. 

La distribución de probabilidad Poisson fue introducida por S. D. Poisson en un 

libro que escribió acerca de las aplicaciones de la teoría de la probabilidad a disputas 
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legales y hechos delictivos. Este libro, publicado en 1837, fue titulado Recherches sur 
la probabilité des jugements ea matiére criminelie eI en maitre civile. 

Como veremos más adelante, la variable aleatoria Poisson tiene un rango de apli-
caciones muy grande en diversas áreas debido a resultados limite en los que esta 
distribución aparece. Estos resultados se mencionan más adelante 

La distribución Poisson con parámetro A > O está dada por 

e-AA° 
2!  I 

Sea X una variable aleatoria con distribución Poisson y parámetro A, que deno- 
taremos, en lo sucesivo, como X Poiaaon(A). 

Calculemos E[XJ y var(X): 

E[Xj = 	-1A1 °2  e-AA' 

s=0 z. s. (z — 1)! 
As—I 

= Ar A  E (z - 1)! = Ae-A É° te  
g.: 

= A. 

Para calcular la varianza, hagamos: 

E[X 2I = E[X(X —1)) + E[Xj. 

Ahora: 

E[X(X —1)] = E zl

I 

 z  -  1 
 
‘

1 

a—A"1 1  = 
Ase 

—A 
ap  As-2 

sai0 	21 	 ..3  (x — 2)! 

= Aa  CA °É te  = A3  . 
sao 1  

Finalmente 

var(z) = EIX9 — (E(X))2  = A3  + A — A3  = A. 

Por lo tanto 

EIM= var(X) A. 	 (1) 

z = 0,1,2,... 
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A continuación enunciaremos un teorema que relaciona de manera muy interesante 
la distribución de una suma de variables aleatorias Poisson independientes con su 
parámetro. 

TEOREMA 1.2.1 
Sesos XI , X3, , 	variables aleatorias independientes con distribución Poisson y 
parámetros Ab  A3,...,A. respectivamente. Entonces 

• 

E 21; e., Nissan (E Ai) . 
iza 	 hit 

Demostración: 
(La demostración se hará por inducción) 
Para n = 2: 

P(Xi 	= k) = E nx, = s, X3 = k - a) 
as0 

= E P(Xi = s)P(Xe = k - 4) 
elt0 

...A1 	••Aa 	•\ 
= 

£•-• (e  ell 	e 	

11•• 

(k A  e)! mio 

	

e-01+4) r 	le! 
k! 	1.0 	- s)! AIAI"  

930 

e—(Al+Aa)(Al A3)4  
k! 

Donde la última igualdad se sigue del teorema del binomio. 
Supongamos que es valido para n 	Demostraremos que es válido para n = k +1. 
El: 	= Eti  X, + Xh+1 , pero V., X; Poisson(Eld  Ai) por hipótesis de in- 
ducción, y Xh+a Poisson(A..1 ). Por lo tanto, 	Poisson(Ett: Ai). 

O 

Consideremos una variable aleatoria Poisson N con parámetro y > O y escribamos 
a N como la suma de unos: 

Nos1+1+—+1. 
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Supongamos que cada sumando toma el valor 1 con probabilidad p y O con pro- 
babilidad 1— p. ¿Cuál es la Distribución de la suma M si ésta es de la forma M 
1 + O + O + • • • + 1? El siguiente teorema establece la respuesta de manera precisa. 

TEOREMA 1.2.2 
Sean M, N variables aleatorias tales que N A "Poisson(A) y (M I N) tiene una dis- 
tribución Binomial(n,p), entonces M ..../Poisson(4). 

Demostración: 

P(M= k) = EP(M=k,N=n) = ÉP(M=kIN=n)P(N=n) 
n=0 	 n=0 

— E' (n!pii(1 — p)"-k  e-A•A" 	 e° e-A(PAY' 	PO — P))""4  ) = 
kl(n — Ir)! 	n! 	 k! 	mak  (n — k)I n=0 

e-1(04)11  <11'• iA(I — P))m v490  
= k! ,c-d ml = k! ' ens0 

Por lo tanto M N Poisson(Ap). 
o 

1.3 Proceso Poisson. 

En esta sección daremos un par de definiciones de proceso Poisson y probaremos su 
equivalencia. Para ello introduciremos el concepto de proceso estocástico y proceso 
de conteo. 

Definición 1.3.1 
Un proceso estocático 	{X(0,t E T} es una colección de variables aleatorias. 
Esto es, para cada t en el conjunto de índices T, X(t) es una variable aleatoria. 

A menudo interpretamos a t como el tiempo y decimos que X(t) es el estado al 
tiempo t. 

Si el conjunto de índices T es contable, X. es llamado un proceso estocástico 
con tiempo discreto; si T es continuo, , es llamado proceso estociatico con tiempo 
continuo. 
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Definición 1.3.2 
Se dice que un proceso eatocdatico 	::: {X(t),t E T} con tiempo continuo tiene 
incrementos independientes si, paro todo to, 	, t,,, las variable. aleatorias 

X (ti ) — X(to), X(12 ) — X(11 ), , X (1,,) — X (t„...i) 

son independientes. 
Se dice que el proceso tiene incrementos estacionarios si X(t s)— X(t) tiene la 

misma distribución pera todo t E T. 

Definición 1.3.3 
Sea IN(1),t k O) un proceso estocóstico. Si N(t) represento d número total de 
eventos al tiempo t, {N(t), t > O} es llamado un proceso de canteo. 

Así , un proceso de conteo debe satisfacer: 
i)N(t) > O. 
ii)N(t) toma valores enteros. 
iii) Si a < t sy N(e) < N(t). 
iv) Para a < t, N(t) — N(s) representa el número total de eventos en el intervalo (a, 
Ahora si estamos listos para definir al proceso Poisson. 

Definición 1.3.4 
El proceso de conteo {141(t),t > 0} ea llamado proceso Poisson con tasa A > O si: 
i)N(0) = O. 
ü) El proceso tiene incrementos independientes. 
iii) El número de eventos en cualquier intervalo de longitud t se distribuye Poisson 
con tasa AL Esto ea, pare todo 3,1> O fe cumple que 

P(N(I 	 e-As(At)*  s) — N(3) — n) — 	, n = 0,1,2,... 

Notemos que se sigue de la condición 	de la definición anterior y de la condición 
(1) de la página 6 que un proceso Poisaon tiene incrementos estacionarios y que 
EIN(t)J= At. 

Antes de dar la siguiente definición de Proceso Poisson necesitamos introducir el 
siguiente concepto: 
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Definición 1.3.3 

Decimos que la función f es una función o(h) si 

1: in Ah)
h

= u o 'l 	. 

Ahora si estamos listos para dar una definición equivalente. 

Definición 1.3.0 

El proceso de costeo IN(t),5 k 0) es llamado proceso de Poisson con tase A > O si: 
i)N(0) = O. 

ii) El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes. 
iii)P(N(h) = 1) = Ah + o(h). 
iv)P(N(h) 2) = o(h). 

TEOREMA 1.3.1 
Las definiciones 1.3.4 y 1.3.6 son equivalentes. 

Demostración: 
Primero demostraremos que la definición 1.3.6 implica la definición 1.3.4 : 

Sea P,,(t) = P(N(t) = n). 

Obtengamos una ecuación diferencial para Po(t) de la siguiente manera: 

Po(t + h) = P(N(t + h) = O) 

= P( N(t) = O, N(t + h) — N(t) =0) 

= P(N(t) — N(0) = 0, N(t + h) — N(t) = 0) 

= P(N(t) — N(0) = 0)P(N(t + h) — N(t) = 0) 

= P(N(t). = 0)P(N(t + h) — N(I) = 0) 

= Po(t)P(N(h)— N(0) = 0) 

= Po(t)P(N(h) = O). 

Ahora 

P(N(h) = 0) = 1— [P(N(h) = 1) + P(N(h) 2)) 

= 1— [Ah + o(h) + o(h)) 

= 1— [Ah + o(h)) = 1 — Ah + o(h). 
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Por lo tanto 

Po(t + 4 ) = Po(t)j1— Ah + 0(h)) = Mg) AhP0(1) + o(h). 

Así, tenemos que 

Po(t + 4) — Po(t) = — hhn)(1) + o(h). 

Dividiendo por h y haciendo h O, obtenemos la ecuación diferencial 

PI«) = —APo(t) 

con condición inicial fi)(0) = 1, lo cual nos da como solución 

Po(t) = e41. 

Similarmente, cuando n > 1 

P.(t + h) = P(N(t + h) = n) 

= P(N(t) = n, N(t + h) — N(t) = O) 

+ P(N(t) = n — 1, N(I + h) — N(t) = 1) 

+ P(N(t + h) — N(t) > 2, N(t + h) = n) 

= P(N(t) = n)P(N(t + h) — N(t) = O) 
+ P(N(t) = n — 1)P(N(t + h) — N(t) =1) + o(h) 

= P.(t)11 — Ah + o(h)J + P„-i(t)(Ah + 0(h)) + o(h) 
= P„(t) — AhP,,(1)+ 	o(h). 

Por lo tanto 
P„(t + h) — P„(t) = —AhPs(t) + Ahli1-:( 1)+ 

Dividiendo por h y haciendo h O tenemos que 

De aquí que 

n(i)= -AP.(t)+ 04-1(1). 

eAlin(g) + APN(t)) = hem11-1(01 
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y, finalmente 

(e4Pa(1)) = AruPg-a(1). 

Haremos inducción sobre n. 
Cuando n at 1 

11. (emli(1)) emh(t) - A. 

Y al resolver la ecuación diferencial con condición inicial NO) = O obtenemos que 

Pi(t) = Ate-m. 

Para terminar el proceso de inducción, supongamos válido para n a k, es decir, 

e-NAI)b 
h(t) k!  • 

Vamos a demostrar que es válido para vi = k + 1 

1(g"Plo(t)) = Aelth(t) 

A(At)h  
k! 

Finalmente, resolviendo la ecuación con condición inicial Pa (t) = O llegamos a 
la ecuación e-mxt)5+1 

	

&Mi) (k \+ 	' 

Con lo cual concluimos la inducción. Por lo tanto 

P(N(t) n) = 	n1 
e-'1(Atr 

. 	Vn E N 

Pero P(N(t) = n) = P(N(t) — N(0) = n) = P(N(t + k) — N(h) = n) para todo 
número real Pi no negativo (Por el inciso ii)). Por lo tanto 

P(N(t + o) — N(a) = va) a C111elln 	Vo, t > O. 

Así, se cumple el inciso iii) de la definición 1.3.4, con lo cual queda demostrada 
la primera parte del teorema. 

Ahora demostraremos que la definición 1.3.4 implica la definición 1.3.6. 
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Basta probar los incisos (iii) y (iv). 

inciso (iii): 

P(N(h) = 1) = P(N(h) —.N(0) =1) = Ahe-A4  

= M ÉL:211  (Por expansión de Taylor.) 

= 	— Ah + 	j = Ah + Ah[—Ah + (A211)3  

Pero Ah (—Ah + 	— • • .) = o(h). 

Así finalmente P(N(h) = 1) = Ah + o(h). 

inciso (iv): 

P(N(h) > 2) = 1— P(N(h) = 0) — P(N(h) =1) = 1 — 	— Ah + o(h) 

= 1 — [1 — Ah + o(h)] — Ah + o(h)= o(h) 

Con lo cual queda completa la demostración del teorema. 

1.4 Tiempos entre llegadas. 

Definición 1.4.1 
Consideremos un proceso Poisson, y sea X1  el momento en el que ocurre el primer 
evento. Ademó, para n > 1, X„ denota el tiempo que transcurre entre el (n -1)- 
¿limo y el n-ésimo evento. La sucesión (X„,n > 1) es llamada sucesión de tiempos 
entre llegadas. 

f 
Para determinar la distribución de X, primero notemos que el evento (X§ > t) 

ocurre si y sólo si no hay eventos en el intervalo (0,1), así : 

P(X1  > = P(N(t) =O) = 

Lo cual indica que X1  tiene una distribución exponencial con media 1/A. 
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Abra calculemos la distribución conjunta de X1  y X:. Primero notemos que 

P(Xi < ti, X: 5 la) = E (1(xisoiorasoa)) 

a E [E (1(xaSusitssidiEa)l 

o E [1<xiSuov1Sn1iXa in o] Ae-'4d, 

P(Xi S ti, X)  5. taiXt  a s)Xt"idé 

Por lo tanto 

P(Xi 5 ti, X: 5 ti) = r 	5 11,X: 5 lsiXi s)Arlads 

= r  né S gt, X, 'S g" = 4)Xe-A•da 

z  its  P(X, 5 talXi t)ACA•ils 
o 

=
O 	

— P(X5 > tsiXi a  InArl.its 

II
= 
 ti  

— P(N(s + tz)— N(a)  0))Ar Alds 

I (1 - e-A19 

(i - c") (1 e-Ast) 

Lo cuál quiere decir que X1  y X: son variables aleatorias independientes y que 
tienen distribución exponencial con media 1/A. Estas consideraciones nos motivan a 
enunciar la siguiente 

Proposición 1.4.1 
Sea X, la variable que mide el tiempo entre llegada del (n — 1)-ésimo evento y el n- 
íaimo, par* ti al 1, 2, ..., entonces 	, son variables aleatorias independientes 
con distribución exponencial y medio 1/A. 

Demostración: 
(La demostración ser hará por inducción.) 
Para n ot 2 te detnostró arriba. 



14 TIEMPOS ENTRE LLEGADAS, 	 15 

	

Supongamos que el resultado es válido para n — 1, es decir, X1,..., 	son 

variables aleatorias independientes con distribución exponencial y media 1/A. 

Demostraremos que es también válido para n. 

P(X1  < ti, e , 	t.) 

... lP(Xt  < tí, ... '14 tniXt = es, • . • 141.4 	-s) 
10 	o 	

ra 

x  
0o 	eso 

* • 	Mai < by 	en-1 < eft.11X1 = 111, • • *) 24-1 = 4O-1) 
/0 O 

X 	An-' e-1(.14""+."-i)d$1  • • • ds,,_i  
100.-1 /ea 

O 
x 	h"'1  e-A(11+"*./1"1/41  • • • ds,,, 

x 	A"-I e-4•1+...0..-1)dai  • • • da.-1  

(1_,..),1e-M°1+"""*-11do1...don..1 
o 

n e-xo,) 

ior 
Por consiguiente X1, , X. son variables aleatorias independientes exponenciales con 

media 1/A. 

o 

Observación 1.4.1 

La suposición que se hace acerca de los incrementos independientes y estacionarios del 
proceso nos aseguran que, en cualquier punto del tiempo, el proceso vuelve a comenzar 
y tiene la misma distribución que el proceso original. En otras palabras, el proceso no 

tiene memoria, por ello, era de espererse que apareciera la distribución exponencial. 

Otra cantidad interesante es Si,, el tiempo en el que ocurre el n-ésimo evento, 

también llamada tiempo de espera basta el n-ésimo evento, sal 
w 

isl 

n > 1. 

(1 •-• P(X„ > 	= si, 	, X„..1  = 38..11 )) 
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Proposición 1.4.2 
S,. Ad Gama(n, A). 

Demostreciés: 
Utilizaremos la definición 1.1.1 de la página 1. 
La función generadora de momentos de Xi es A/(A — t),e < A, Vi ea 1,2, ... ,n. 
Calculemos la función generadora de momentos de 

E [es") = E [exp(t Ex)] la E [exp(E IX) 

	

Jet 	 bit 

E  
rol 

pero (X,,) es una sucesión de variables aleatorias independientes, por lo tanto 

E  [eal = E  [n ex, = fi, [ex. ]  
¡Mi 

	

II 	 II 

(«rt.)14  

que es la función generadora de momentos de una variable aleatoria Gomo(n, A). Esto 
es, la función de distribución es 

= A^ 	Ae-m (Atr-I  
" ' 	 (n — 

pues como n E N entonces r(n) = (n —1)!. 

Otra manera de hacer la demostración es la siguiente: 

Fs„(t) = P(S. < t) P(N(t) > n) = 	•e-111A1/  
ls  

por lo tanto 

, 
f.„(t )  = ro)  = E [Aje -1 - ArAt(AtY) fi 

(2) 

Poi 
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c. 
= E EU—AfileL-1 Ae—m(AgY1 

lux 	1)! 	—71 

Ae-Al [É 21_1' 12: (Al 
i.„ 	— 1)1 je.  

Ae-Ad (Al)"-' 
Un — i)lj • 

Por lo tanto 	
fs.(t)  = Ae (Alt)" 

que es la misma que la obtenida en la ecuación (2) . 
De acuerdo a las consideraciones anteriores, podemos dar otra definición de pro- 

ceso Poisson de la siguiente manera: Sea (X,,,n > 1} una sucesión de variables 
aleatorias exponenciales independientes exponenciales con media 1/A. Definimos un 
proceso de conteo diciendo que el n-ésimo evento del proceso ocurre al tiempo S., 
donde 

S. = Xi + X: + • • • + 

El proceso de conteo resultante será un proceso Poisson con tasa A. 

1.5 Tiempos de espera y estadísticas de orden. 

Supongamos que sabemos que un evento de un proceso Poisson ha tenido lugar al 
tiempo 1; queremos conocer la distribución del tiempo al cual ocurre tal evento. 
Dado que el proceso Poisson posee incrementos estacionarios e independientes, parece 
razonable que cualquier intervalo en 10,11 de la misma longitud debería tener la misma 
probabilidad de contener al evento. En otras palabras, el tiempo del evento debería 
distribuirse uniformemente sobre el intervalo (II Esto se puede checar fácilmente 
dado que, para 	t, 

P(X, < a PI(t) = P(Un evento en (0, s) y ninguno en (4,1))  
) 	 P(N(t) =1) 

P(Un evento en (0, s))P(No haya evento en Is, ti) 
P(N(t) ae 1) 
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(Ase-As)  (e-M—'))  as 
Ate-AS 

se.» •rn 
te-As 

= 

Este resultado puede ser generalizado pero, para ello, necesitamos introducir el 
concepto de eatodieticne de orden. 

Dell:detén 1.1.1 
Sean 	n vario/la aleatorias con distribuidos conde P. Definimos 

Yo) = El estor ende pepe** de 	. 

Y(3) = El segundo valor mds petardo de (Y), , YR) 

Yül  = El j ésimo valor mala pequeño de (Y1, , Y.) 

11,4 = El valor nids grande é (Yi  , , Y.). 

Loe valores @Molidos Y) 5 Yo) 5. • • • < Yo.) son conocidos como le@ eotedieticeie de 
orden correspondientes a las variables aleatorias 	En otro palabro, Yo) < 

5. • • • 5 11,,, son loe velares ordenados de manen creciente de (11, ,Y.} . 

Si las n'e son variables aleatoriai independientes e idénticamente distribuidas con 
densidad de probabilidad ,f, entonces la densidad conjunta de las estadística@ de orden 
Y), 	, Y(a) está dada por 

/(wg • .. • 8.) = ni n j(b), 	y1 < • • < 	 (3) 

Lo anterior ee debe a que 
i)(Yi, • . „Y.) está igual a (pi, , y.) si (11,... , Y.) es igual a cualquiera de las ni 
permutaciones de (ya, , ..' y.). 
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ü) La densidad de probabilidad de fy,,..v„(yi ,...,y,) es igual a 

In(vi)....1.(y)=111n(wi). 

Si las Yi's,i ca 1, , n, son uniformemente distribuidas sobre el intervalo (0,1), 

se sigue de la ecuación (9) que la distribución conjunta de las estadísticas de orden 

(YO), • • • • /10) 

TEOREMA 1.51 

Dado que N(t) = n, los tiempos de espere SI , . . . , S, tienen la misma distribución 
que los estadísticas de orden correspondientes a n variables aleatorias uniformemente 
distribuidas en el intermito (0,1). 

Dem/Incide: 

Sean O < ti < ta < • • • < 	= 1 y sea h, suficientemente pequeño para que 

ti + < 	= 1, ...,n. Ahora, si representamos por A al evento 

Hay exactamente un evento en el intervalo ti + hij, para i = 1, ,n 

y no haya mis eventos en (0,11, 

entonces 

P P(ti < < + hi, = 1, ...,n 	N(t) = n) P(N(t)
(A) 
 n) 

Ahie-Aha • • • Ali,ie-"se-1("1-4"---4) 

nl 
= —hi  • Av •• 

Por lo tanto 

P(ti < Si < ti + 	= 1, , n IN(1) = n) 	n! 
• Al  • • • 	 — 1" 

, n! 
fit/i , • • • , 	= 

Ahora estamos listos para enunciar el siguiente teorema, el cual tiene aplicaciones 

muy interesantes. 
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Y haciendo A; •-•• 0,i =1,...,n, tenemos que 

ril 
ist—s.,(ti• • • • lig) O < 	< • • • < t,,. 

O 
Nota: Intuitivamente decimos que, bajo la condición de que n eventos han ocu- 

rrido en el intervalo (0,0, los tiempos 	ea los cuales ocurren los eventos, 

considerados como variables aleatorias desordenadas, se distribuyen independiente y 

uniformemente en el intervalo (0,0. 

Efaztnlo 1.5.1 
Supongamos que loa cliente' pe llegan a una estación de tren lo hacen de acuerdo 

a un proceso de Poiaaon con tasa A. Si el tren parte al tiempo t, entonces la suma 

esperada de tiempos de espero de los clientes que llegan a la estación en el intervalo 

(0,0 es: 	

E [1(t — 	= E [E 
mis 

Ahora calculemos la esperanza condicional utilizando el teorema 1.5.1 : 

E [

N(e) 

E(e — SIN(0= 
met 

m = E 
fis 

[E(1 
nal 

N(t) 

= E [mt — 	I N(t)— m
J 

 
*Mi 

111 jj 
=MI — E [E SIN«) mi 

Nal 

Ni 

nat 	E [E u,„,
I 

= mt - E
[ E u. 

wat 
ses 

trit — E EIU.) mt — Int 
2 

mt 
= 2 

Donde U; es iota variable aleatoria uniformemente distribuid" en el intervalo 
(0,1),i = 1,...,n• 
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Así 
N(t) 

E [E(t — 
nal 

tN(t) ,  
2 

por lo tanto 

Finalmente  

E 
 [

N(e) 

E [E(t — 
nrgl  

N(t) 11= •t-E[N(t)1= !AL 
2 

N(t) 
Ate  

E {E(t — 8,,)1 = T. 
n=1 

Como una aplicación importante del teorema 1.5.1 supongamos que cada evento 

de un Proceso Poisson con tasa A se clasifica en uno de do. tipos de evento: Tipo I 
y Tipo II, dependiendo del momento en el que ocurre. Específicamente, supongamos 

que si un evento ocurre al tiempos entonces, independientemente de todo lo demás, se 

clasifica como evento tipo 1 con una probabilidad P(s) como tipo 11 con probabilidad 

1 — P(s). Usando el teorema 1.5.1 podemos probar la siguiente 

Proposición 1.5.1 Si N,(t) representa el número de eventos tipo i, i = 1,2 que han 
ocurrido al tiempo t, entonces Ni(t) y N2(t)son variables aleatorias independientes 
Poisson con media Atp y At(1 — p) respectivamente, donde 

1 
p = —1 P(s)da. 

t o  

Demostración: 
Calculemos la densidad conjunta: 

P(N1(t) = n, ni) = m) = 	P(N1(t) = n, N3(t) = m N(t) = k)P(N(t) = k) 
ka0 

= P(N1(t) = n, N3(1) = m N(t) = m n)P(N(t) = m n). 

pues el resto de los términos de la serie es cero. 

Ahora consideremos un evento arbitrario en el intervalo (O, t). Por el teorema 1.5.1 

este evento ocurrirá en un tiempo uniformemente distribuido en el intervalo (O, t). 
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Supongamos que el evento ocurre al tiempo s. Debido a las condiciones anteriores, el 
evento se clasifica como tipo I con una probabilidad 

e 
p = — P(s)da o  

independientemente de cualquier otro evento. Así, 

P(N1(t) = n, Ni(1) = m I N«) = m + n) 

se puede pensar como n éxitos y m fracasos en n m ensayos

`

, es decir, 

P(Ni(t) = n, ni) = m N(t) m + n) = n  
a 

 rn p"(I 	pr. 

Finalmente tenemos que 

rti(1 — p))"P(Nt(t) = n, n 	
(Xtpr 

i) = m) = y----hr e 	n!  

La importancia de la proprosición anterior se ilustra con el siguiente 

Ejemplo 
LA COLA POISSON CON INFINITOS szaviDons. 

Supongamos que los clientes llegan a una estación de servicio de acuerdo • un 

proceso Poisson con tasa A. A su llegada, los clientes son servidos inmediatamente 
por uno de un número infinito de servidores y supongamos que los tiempos de servicio 

son independientes con una distribución romín G. 

Para cakulsr la distribución conjunto del número de clientes que han completado 
su servicio al tiempo t y del isómero de aquellos que aún no lo completan, diremos 

que un cliente es del tipo-I si ya ha completado su servicio y del tipo-II en otro ceso. 

Abre, si el cliente llega al tiempo so < t, entonces será del tipo-/ si termina su 
servicio en un tiempo menor que t — a, y dado que la distribución del tiempo de 
servicio es G, la probabilidad seré G(t e). As< : 

na) az 	— a), 	e < t. 

O 
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Sean N3(1) el mimero de clientes que han completado su servicio el tiempo t y 

Na(1) el numero de clientes que no han sido servidos al tiempo t. 

Por la proposición anterior obtenemos que le distribución del número de clientes 

que han completado su servicio al tiempo t, es Poisson con media 

E[P11(1))= A I
e 
 G(t — a)ds = A I G(y)dy. 

o 	 o 

Andlgamente el numero de clientes que no han sido servidos al tiempo t tiene 

una distribución Poisson con media 

OVO) = A jo  0(04 

Donde 

d(Y) = 1 — 
Ademó, Ni(t) y N3(1) son independientes. 

Ahora analicemos otro ejemplo. 

Ejemplo 1.6.3 Supongamos que un aparato esté sujeto a shocks que ocurren de 

acuerdo a un proceso Poisson con tasa A. El i-áimo shock provoca un daño Di. 
Se supone que las Di 's son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-

tribuidas y también independientes de (N(t),1 > O), donde N(t) denoto el numero 
de shocks en el intervalo [04 Se supone que el daño debido al shock decrece expo-

nencialmente en el tiempo, esto es, si el shock produce un daño inicial D, entonces 

al tiempo t despides de tal daño es De-o1  pare alguna a > O. 

Si arponemos que el daño ea aditivo, entonces D(t), el daño al tiempo ! puede ser 
egresado como: 

N(i) 

D(t) = E Ae-0-4), 

Donde Si es el tiempo en el que ocurre el i-ésimo daño. Podemos determinar E(D(1)) 
como: 

N(o) 

EID(1))= E E E  Die-`11-41 N(t) 
tal 
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Altor« 

[N(i) 
E[D(t) I N(t) = n 	

E 
= 	E Di e-0-1) N(t) = n 

= 
 s[

E Di e-0-4) N(t) as
nJ 

 
bol . 

az E E (Dir*(")1 N(t) = nj 
tei 
e 

= E B(D, 1 N(t) = n)E te-0-11  I N(t) = n] 
out 

Pero Di es independiente del proceso per« i 	,n y son variables independice'. 
tes e idinticamente distribuida*, pir lo tanto 

E(D, N(t) = ni= E(DJ, • 

donde D es une variable aleatoria con le misma distribución que las Di 'a. Así 

Va 

E E(Di N(I) = n'E (e-°(i-S')  I N(t) = n] = E(Dj E E (e-c(")  1 N(t) 
¿si 

= Orne' E E [e" IN(t)= n]  
i.i 

MDIC.IE [É eali I N(t) = n
J 

. 

Sean 1/11...,U. variables aleatorio independientes uniformemente distribuidas 
sobra el intervalo (0,1). Por el teorema 1,5.1 

E[
É eas'N(t) 
¿si 

Ponlo tinto 

EID1r"E [É es'  N(t) = 	£(1)1011  E [E 041. 
i.1 

ist 

¿si 
É  



E [E ect• u<il = [E e▪  dis nE (019 
int 

• 
eGbdu = 

al o 

= 	tea' - 
ne 
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Ahora: 

Asir 
E 
 [
E

4t
N(t) = = red -1j . 

i.a 
Por lo tanto: 

E(D(t)I N(t) = ni = E(Dje-°.-1- (e°' - 1] = E[Djt at 	 at 
Lo cual nos lleva o 

E(D(t) I  N(1)1 = E(DI—Na?)  [1 - e-•11 

Finalmente, al tomar esperanza de ambos lados en la ecuación interior tenemos 
fide 	

EID(0 AEID)  1 = 	(1- C°9 

Nota: Otra aproximación para obtener EfD(t)] es partir el intervalo (0,1) en in-
tervalos de longitud la que no se interaecten y que lo cubran y entonces sumar la 
contribución al tiempo t de los shocks que ocurrieron en ese intervalo. Más especifi-
camente, sea A dado y sea X; la suma de los daños ocurridos al tiempo t que llegaron 
en el intervalo I = (jh,(j + 1)h), j = 0, 1, , WAJI. 
De lo anterior tenemos la representación 

11/A1 
D(t) act E z, 

i.0 

1.141 
E(D(1))= E Eln, 

ra 

itt/AI representa el mayor Mero mea« o igual a g/A. 
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Ahora 

E[X4 = E .P(X, = r), 

pero sabemos que 

P(X; = r) = P(X; = zlNo hubo shock)P(No hubo shock) 

+ P(X; = zlHubo un shock)P(Hubo un shock) 

P(X; = rillubo más de un shock)P(Hubo mis de un shock) 

por lo tanto 

EIXij = E r (13(X; = zINo hubo shock)P(No hubo shock) 

+ P(X; = 4Hubo un shock)P(Hubo un shock) 

+ P(X; = rjHubo más de un shock)P(Hubo más de un shock)) 

= E[XiiNo hubo shockjP(No hubo shock) 

+ EIXiiHubo un shockjP(Hubo un shock) 

+ E(XilHubo más de un shockjP(Hubo más de un shock) 

= E [Dc°0-L.)] (Ah + o(h)) + o(h) 

= ME (De-°("11+ o(h) 

Donde Li es el tiempo en el que llega el shock en el intervalo L. 
Por lo tanto 

ElD(1)) = E (ME [De"°("1 + 00» 
tiar0 

1041 
= AE(DIE [E hr°0-4)1+ [10(h) 

mo 

Pero como Li E Z, se sigue que, al hacer h —• O, 

Ehe-0-1‘) —• e-0-04, 
o 
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Con lo cual llegamos a que 

E[D(1)1= AE[
a

D) 1 — 
a
e-se (—), 

que es la misma que habíamos calculado anteriormente. 

1.6 El periodo ocupado M/G/1. 

Consideremos el sistema de cola, conocido como M/G/1, en el cual los clientes llegan 

de acuerdo a un proceso Poisson con tasa A. A su llegada, cada cliente es atendido 

inmediatamente o se une a la cola. Los tiempos sucesivos de servicio son indepen-

dientes e Idénticamente distribuidos de acuerdo con G, y son también independientes 

del proceso de llegada. Cuando un cliente llega y encuentra al servidor libre, decimos 

que comienza un período ocupado. Termina cuando no hay clientes esperando ser 
atendidos. Quisiéramos calcular la distribución de la longitud del período ocupado. 

Supongamos que un período ocupado ha iniciado en algún momento, el cual desig-

naremos como tiempo O. Sea Sk el tiempo en el que llega el k-ésimo cliente adicional 

(así, en principio, Si ti  Gama(k, A)). Además, sean h, Y:, ... la sucesión de tiempos 
de servicio. El período ocupado terminará al tiempo t y consistirá de n servicios si y 

sólo si: 

i) Hay (n — 1) llegadas en el intervalo (0,1). 

+ 	+ Ya ge 

iii)Sk < 	+...+ 
Justificación: Supongamos que Si > Y + 	+ Ys, entonces el k-ésimo cliente 
adicional encontraría vado el sistema, pues los k — 1 anteriores habrían finalizado 
su servicio y, por lo tanto, el periodo ocupado termina cuando tal diente finaliza su 

servicio. Lo cual es una contradicción. De la consideración anterior tenemos que 

P(Periodo ocupado tiene longitud t y consta de n servicios) 

P(Va + • • • +Y. = (n — 1) llegadas en (0,1); Sk 5 Ya 	Vh, 

k = 1, , n — 1) 
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= P(Sh 	+ • • • + Ybk = 	- 1 I + • •• + Y.= t; 

n 	1 llegadas  en 091» x "Yr + • + = 1; n -1  llegadas en (014)) 

Ahora, como el proceso de llegadas es independiente del tiempo de servicio, 

(
n
A1)*-

)1
1  

P(n -1 llegadas en (O, t), + • . • + n=0. e-11 "(1), 
( 	1 

donde G,, es la n-ésima convolución 3  de G consigo misma. En suma, dado que hay 

n 	1 llegadas en el intervalo (0,1), los tiempos de llegada se distribuyen como n 1 

variables aleatorias uniformes ordenadas y, por tanto, 

P(Perfodo ocupado tiene longitud t y consta de n servicios) 	 (4) 
4-3  CA.(At) 	dG•h(f)P(r 'S n + • • • +11;k = 1,. • 	11n + • • • + YI 	1) 

(n -1)I 

Donde ra,. , 	son independientes de (n,...,1,) y representan los valores orde- 
nados de un conjunto de n -1 variables uniformes(0,1). 

Para calcular la probabilidad restante, necesitamos antes de algunos lema,. 

Lema 1.4.1 
Sean 	Y,, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidos 
no negativas, entonces 

fin +•••+nlYa+•••+1',,=y)r-- -y, 

Demostración: 

E)ya +...+yMIYi+...+Y"-yj=kEtviin+•••+y" =U1 

nEl'IYi + • • • + Ya = 	= E(Y + • • • +Yaln + • ••+ YR = Y) 

y. 

Por lo tanto 

ElnIn + • • • + =y)= 

/La detakiée de este concepto es puede encontrar en (7), Capitulo 4, (4.8). 
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Así finalmente 
+ 	+ Yklyi + •• • + Ya — 

O 

Lema 1.6.3 
Demacran por ri,.... , r,, los valores ordenados de un conjunto de n variables aludo- 
ries ertiformes(0,0. Sean rt, Y3, 	veriddes aleatorio independientes e idiotice-
mente distribuido no ReldiNél in temidos son independientes de (lb—, ni}, en-
tonces 

nrt+—+Ys<rsok=1,...,u1Vi+-01=0) 
{1-y/t si0<y<1 

Demostración: 
La prueba es por inducción sobre n. 
Cuando n =1 debemos calcular P(11 < 	y) con n uniforme(0,0, pero 

Mil<TalYt=0)="Y<T1)=1-1, 0<ftici. 

Supongamos que el multado es valido para n - 1, es decir, 

=1,) 
1-y/t si0<y<t 

= 
0 	en otro caso. 

Si y k t el el resultado es obvio. Supongamos que y < t. Para hacer uso de la hipótesis de 
inducción condicionaremos los valores de Y1  4- . , +Y„_ 1  y I.. y haremos uso del hecho 
de que, condicionado a que r. = u, n, ..., N.a  se distribuyen como las estadísticas 
de orden de un conjunto de n -1 variables uniforrnes(0, u). Haciendo esto para a < y 

P(Vi + . • • + Yls < fc, k 2= 1, ... , ul Vi + " • + ra-1 = 8, Ta = u, Vi + . • . 4- Y. = y) 

{ MY1+...+Vs<1•If=1,—,u--11)1+—+Va-1=4) siy<u 

O 	en otro cae.. 

O 	en otro caso. 
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Donde 	son los valores ordenados de un conjunto de n-1 variables aleato- 

rias uniformes(0, u). Así por hipótesis de inducción, el lado derecho de la igualdad 

anterior es igual a 
a/u si y < u 

en otro caso. 

Así para y < u 

	

POS +...+ Yk < rostk 	+••• + 	=u,Ys +..• + Y,, = y) 
Yi+•••+YN-2  = 1 	 (5) 

Notemos que 

P(Yi +...+11<rbill+...+Yn-bns=u,11+•••+Es=6) 

E El 	 + • • • + Y„..1  , v„ = u, Yi  + . • . + y, , = 

Al tomar esperanzas condicionales en ambos lados de la igualdad (5) y con-

siderando que 

0 ( 	= u , + • • • + Y„ =y) C o(rn -- u , Yi + • + Y, Ya + • • • + = v ) 

obtenemos 

E [1(14••••+vb,<fdlre = u,Yi + • • • + Y. = yl • 

=.E[i  b+...+YR-11  11+•••+n-brarzu,Vi+...+Ys=61. r„ 

Por lo tanto 

p(Yt +...+Ye<rerk=1,...,nl = u, + . • . + Y„ = y ) 
E  [ + 	+ 	a 

 Yi + • • • + — a = u , + 	= v 

	

= 1 - 1  -E(11 + + 	+ • • + = 

1 	
(n - 1)y

. 	Por el lema 1.6.1. =  
nU 
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Tomando esperanzas 

POI 
= E 

un vez más tenemos 

+ 	+n< ?sok 
> yl 

que 

= 1, • • • Inth + •• 
P(r»  > y) 

+ 	= 11) 

[1
n 	foi 

= 	P(T» > 14)-
y(rsn 1) 

 E 
 1 I 

> V1P(T» > Y). 
-  

Calculemos la distribución de rn, 

P(r < = P 	< z) ,, 	= P(U1 <z,...,U» < x)  

= (1)" , 	0<s<t. 

Donde Uhi = 1, ,n son variables aleatorias uniformes(0,1). Por lo tanto, su densi-
dad está dada por 

0<x < 1,  

y así 

ra E [lir. > 	> y) = 	(
3
-_-) (á (7)11-1  ds 

r„ 	 •  
n 	ttn't - y"I 

n - 1 	tis 

Finalmente, cuando y < t 

POI 	+ 11, < 	k= 	+ + Vis -y) 
(uy. yon-' - w—')  _ g, 

Con lo cual concluimos la demostación. 
O 

Solamente necesitamos un lema más antes de regresar al problema del período 
ocupado. 

Ai(x)=(i)(1)"-I 
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Lema 1.0.3 
Denotemos por 	,r,, los valores ordenados de un conjunto de n — 1 variables 
aleatorias uniformes (O, t), y sean Y1 ,Y3i  ... variables aleatorias independientes e idea-
ticamente distribuidas que también son independientes de (ri ,...,r,j , entonces 

"Vi + • • • + Yk< *sok = 1, • ,n —1 iii+••• +Y.- o 

Demostnición: 
Para calcular la probabilidad anterior, haremos uso del lema 1.6.2 condicionando 

sobre Y1  + • • • 4- Y4-1, esto os, 

	

POI+ •• • +II< 	k =1,•••,n —11)1+ 	=v,Y1+ ••• + Y,, 

"Y1+'''+Y4< 741k=1,...vn - itYll+*"+Y4-1=YIY1+"'+n=t) 
nY1+"'+Yes-1=111Y1+"'+Y4= 1) 

"Yl 	••+Y4 < 	= 1,•••,n — I, + + Ya-t = OPOI, = 1  —  
P(Yi + ' • + 	= 1013(t, = I — V) 

	

= "Yi + • • • + < 	= 1,...,n — 1 I + •••+ Yn-i = 

1—y/tsi0<y <1 

O en otro caso 

Ahora, como + • • • + r...1 < Y1+•••♦Yn tenemos que 

1201+...+Yk<r4,k= 

= E[1 (1+—+1"-1 )111+...+YR=1 

1 	ín 
n 
 1) 

Por el lema 1.6.1 
k  

1 = 
n 

Por lo tanto 

Pol+•••+Y.<7.,k=1,...,n—itY1+•••+Y.-0-1-• 
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Regresando a la distribución conjunta de la longitud de un periodo ocupado y 

el número de clientes atendidos que dejamos pendiente en la página 28, debemos 

calcular 

POI < + • • • +Yk, k = 1,...,n - 1 In t). 

Ahora, dado que, si U es una variable aleatoria Uniforme (O, t), t - U también lo es, 

se sigue que (rt,... , r„..1 ) tiene la misma distribución conjunta que (t - 	, 

De aquí reemplazando 11 por t - r"—k, k = 1, ,n 1 obtenemos 

P(roo<Y1+...+Ybk=1, , ..,n-lin+...+Y„=t) 

= 

= 	Ts-k 5. t - (no,. •• ,Yn), k = 	- 1 Yt + • • • Y,, = 1) 

= Rrn-k > 	Yn, k=  1,•••,n- 1 1 Yi +•••+Y„= t) 

= "N-1, > 	 k =1,—,n- I I b+...+Yn=t) 

Donde la última igualdad se obtiene del hecho de que Y1 + • • • +Y„ tiene la misma 

distribución conjunta que Y„, 	y así , cualquier probabilidad que relacione las 

Y¡'8 sigue siendo válida si Y1  es reemplazada por Y„, Ya por Y„..1 , Yk  por Y,,..4+1, • • . , Yl 
por Y„. De aquí tenemos que 

P(Th < Vi 	+ Ybk = 1,— ,n - 1 In+ + = 

"N>Y1 +...+Ybk=1,•••,n-1 in+•••+Y,,=t) 
1 

= - 	Por el lema 1.6.3. 

Así si denotamos B(1,n) = P(periodo ocupado tenga longitud menor o igual a t 

y n clientes atendidos en un periodo ocupado) entonces 

-1/  
dt 

B(t, n) = 	
(n 1)1 

dGn(t) 
-  

o equivalentemente 
o 

B(1, = 
(n I)! 
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Finalmente, si B(t) representa la distribución de la longitud de un periodo ocu- 

pado, entonces 	
00 

B(t) = E B(t,n), 
nal 

está dada por 

B(t) = .14 e 7— (Atr ividC,,(t) 
qui 	%n 'a' 

1.7 Proceso Poisson no homogéneo. 
En esta sección generalizaremos el proceso Poisson al permitir que la tasa de llegada 
sea una función del tiempo. 

Definición 1.7.1 
El proceso de codeo (N(t),t > 01 es llamado Proceso Poisson no homogéneo o no 

estacionario con /uncida de intensidad A(t) si: 
i)N(0) ve 0. 
ii)(N(0,1 0) tiene incrementos independientes. 
iii)P(N(t + h)— N(t) 2 2) = o(h). 
iv)P(N(t + h) — N(t) =1) = .1(t)h + o(h). 

Definamos 

Mostraremos que 

rn(t) = 	A(s)da. 
I' 

P(N(t + a) — N(t) = n) = exp (—(m(t + a) — m(t)j) 
(m(t + a) — m(t)j" 

 ; n > 0. 
ni 

Es decir, N(t + a) — N(t) tiene una distribución Polio» con media m(t + a) — m(t). 
Demostración: 
Sea t 20 y definamos P,,(u) = P(N(t + u) — N(t) = n). 

Po(s + h) = P(N(t + a + h) — N(t) = 0) 
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= P(N(t+ a) — N(1)= 0,N(t + a + h)— N(t + a) =0) 
= P(N(t + a) — N(t) =0)P(N(1+ a + h) — N(t + a) = O) 
= Po(a)P(N(t + + h) — N(t + a) =O) 
= Po(a)(1 — P(N(1 + + h) N(t + =1) 
— P(N(t + a + h) — N(t + s) > 2)1 

= Po(s)f1 — A(t + s)h + o(h)) 
= Po(s) — A(t + s)hPo(a) + o(h) 

Así 

Po(a + h) — Po(a) = —A(t + s)hP0(a) + o(h) 

y al dividir entre h y hacer h —o 0: 

Pl(s) = —A(t + s)Po(s). 

cuya solución con condición inicial Po(0) =

¡

1 es 

Po(s) = exp {— a 	A(t 	+ u)du} 
o 

Notemos que 

joi  A(t + u)du = f t+• 
. 

A(w)dw = 
e+. 

A(w)dw — A(to)deu 
o o 

e 

= na(1 + s) — rn(t). 

Por lo tanto 

Po(a) = exp {—[m(t + a) — m(t)I) . 

Ahora obtendremos una igualdad semejante para P,,(s). Dado que 

P„(s + 	= P(N(1 + h) — N(t) = n) 

= P(N(t + a) — N(t) = n, N(I + a + h) — N(t + a) = 0) 
P(N(t + a) — N(t) = n —1, N(t + a + h)— N(t + s) = I) 

+ P(N(t + a + h) — N(t)=n,N(t + S h)— N(t + 3)k 2) 
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tenemos que 

P,i(a + h) = PN(a)P(N(t + a + — N(I) = O) 

P._1(o)P(N(t + a + h) N(t + •=1) + o(h). 

Al simplificar llegamos a que 

0(h) + 	P,;(0)  _ 	op,(4) + + 4113G-1111 + A 
y haciendo h —• O y multiplicando ambos lados de la igualdad por e3rp(f: A(t + u)du} 
tenemos que 

• • 
(P,i(a)exp { o  A(t + u)du}) = A(t + s)P,,i(s)exp fi

• 
 A( I u)du} 

o equivalentemente 

(P,,(s)em("-"Or = A(t + a)PR-1(8)exP(m(t + a) — m(1)). 

Para comprobar la igualdad, hagamos inducción sobre n 
Evaluando en n =1 con condiciones iniciales P1(0) = O tenemos 

Pi(a) = bri(e + a) — m(g)irk(4+8)-m(a)), 

es decir, se cumple la igualdad para n = 1. 
Ahora supongamos que la igualdad es válida para n — 1, es decir 

= e-No+s-Rim bn(1 + a) — m(t)r1  
(n —1)! 

Así 

	

= 	
	 e 

em(i+.)-m(e) 

A(t + s)("(1+  8)  
(n — 

o equivalentemente 

"(8)en(t+.)-mo) = ¡a mi + Im(t + u) — m(t)1"-i
du. 

(n —1)! 

X 

— ni(g))" 
1)! 
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Finalmente, al resolver la integral haciendo el cambio de variable 

= m(t + u) - m(t) 	y 

dv = A(t + u)du 

tenemos que 

P(N(t + 	N(t) = n) = e-Im(i+.1-sh(01(m(i  + a) - m(1)1".  
nl 

Lo cual concluye la demostración. 
o 

Así N(t + a) - N(t) efectivamente se distribuye Poisson con media m(t + a) - m(t). 

La importancia del Proceso Poisson no homogéneo reside en el hecho de que, al no 

requerir incrementos estacionarios, damos la posibilidad de que los eventos ocurran 

con mayor probabilidad en un instante dado que en otro. 

Cuando la función de intensidad A(t) está acotada, podemos pensar al proceso 

Poisson no homogéneo como una muestra aleatoria de un proceso Poisson homogéneo. 

Especificamente, sea A tal que 

A(t) 5. A 	Vt > O 

y consideremos el proceso Poisson con tasa A. Si suponemos que un evento del proceso 

Poisson que ocurre al tiempo t es incluido en la muestra (contado) con probabilidad 

A(t)/A, entonces el proceso de inclusión en la muestra es un proceso Poisson no ho-

mogéneo con función de intensidad A(t). 

Efectivamente, los incisos i), ii) y iii) de la definición 1.7.1 se cumplen, pues son 

también ciertos para el proceso Poisson. 

El axioma iv) se sigue de que 

P(Hay un evento contado en el intervalo (t, t + h)) 

= P(Hay un evento en el intervalo (t,t + h) y contarlo) 

+ P(Hay dos o más un eventos en (t,t + h) y contar sólo uno) 
A(t) 

= P(Hay un evento en el intervalo (t, t + h))— + o(h) 
A 

Mi) 
= (Ah + o(h)) -5-4  + o(h) 
= A(t)h + o(h). 
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La interpretación de un proceso Poisson no homogéneo como una muestra de uno 

homogéneo también nos da otra manera de entender la proposición 1.5.1 de la página 

21. 

Ejemplo 1.7.1 

Sea 	una sucesión de variables aleatorias independientes e identicamente 
distribuidas no negativas y continuas cuya función de intensidad está dada por A(t) = 

f(t)/(1 — F(t)), donde / y F son respectivamente lo función de densidad y dis-

tribución. Decimos que un registro ocurre al tiempo n si X,, > 
donde X0  = O. Si un registro ocurre al tiempo n, entonces Xn  es llamado un valor de 

registro. 

Sea N(t) el ntlmero de valores extremos (respecto a su pasado) menores o iguales 
que t. Esto es, N(t) es un proceso de conteo de eventos, donde un evento ocurre al 

tiempo x si x es un valor extremo. 

Afirmamos que {N(t),t > O) será un proceso Poisson no homogéneo con intensi-

dad A(t). Para verificar esta afirmación notemos que habrá un valor de registro entre 

t yt+h si y sólo si la primera X;  cuyo valor es más grande que t cae entre t y t + h. 
Supongamos que X,, es el primer valor de registro que cumple la condición anterior, 
entonces 

P(N(t + h) N(t) = 1) = P(X,, E (MI- h)1 	> t) 

	

P(X,, E (t, 	h), X,, > t)  
P(X,, > t) 

_ fit)h 0(h)  
— 	1 — F(t) 

Ad) 
1- F(t) 

= A(t)h + o(h) 

Los incisos i) y ii) son inmediatos y el iii) se sigue del iv). 
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1.8 Proceso Poisson compuesto. 
Definición 1.1.1 

El proceso estocdstico (X(t), t > O) es llamado proceso Poisson compuesto si puede 
ser representado como 

N(1) 

Mg) = E Yi, 	t > O. 
int 

Donde {N(t),t 	0} es un proceso Poisson y 	i = 1,2,...) es una familia de 
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. El proceso Poisson 
(N(t),t k 0) y la sucesión (n, i = 1,2,...) son independientes. 

Como un ejemplo de un proceso Poisson compuesto supongamos que la llegada 

de los clientel a una tienda se realiza de acuerdo a un proceso Poisson con tasa A. 

Supongamos, también que la cantidad de dinero gastado por cada cliente forma un 

conjunto de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, entonces, 

si X(t) denota la cantidad total de dinero gastada en la tienda al tiempo t, vemos 

que {X(I), t > O) es un proceso Poisson compuesto. 

Calculemos la función generadora de momentos de X(t) 

4lx(0(u) = E[exp(uX(1))] 

= 	E(exp(uX(I)) I N(I) = n]PfN(t) = nJ 
nao 
00 

= 	E[exp(u(Yi  + • • • Y.)) I N(t) = nj1IN(t) = nJ 
"eso 

O O 

E Elexp(u(Yi  + • • Y.)) I N(t) — nJ 	 
n.o 
00 E Elexp{u(19 }J" e-At(At)" 

n! 

Sea sly(u) = E[exp{u(Y)}], así 

mx(s)(u) = E (mor rAt(AI)" 
n!nao 

exp(AI(Ify(u) — 1)). 
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Diferenciando, es fácil comprobar que 

E[X(1)) = AtE(11 

VariX(1)) = AtE[Y2). 

1.9 Proceso Poisson condicional. 
Definición 1.9.1 

Sean A una variable aleatoria positiva con distribución O y {N(t), t > 0) un proceso 
de contar tal que, dado que A = A, (N(t),t > 0) es un proceso Poisson con tasa A. 

El proceso (N(t),t „?. 0) es llamado proceso Poisson condicional, 

Así en pincipio 
ao 

P(N(t + a) — N(a)) = I P(N(t + a) — N(a), A = 
o 

= 
 I

P(N(t s) — N(s) A = .1)0(A)dX 
o 

= 	t 	P(N(t s) — N(a) I A = A))dG(A) 
o 

z
oo clstAtIn 

" 	dG(A). 
nl 

Es importante hacer notar que (N(I), t k 0) no es propiamente un proceso Pols» 

son, pues aunque tiene incrementos estacionarios, éstos no son independientes. 

Para comprobarlo, sean 4_1  < ti < ti_i  < ti 

P (N(ti) — N(ti..1 ) = n, N(tá ) N(tá..1 ) = m) 

=  I
00 

P (N(ti)— 	= n,N(ti) N(ti_i ) = m A = )4)dG(A). 
o 

Pero sabemos que condicionado a que A = A, Uf/(t),i > 0) sí es un proceso 

Poisson, por lo tanto tiene incrementos estacionarios e independientes, de aqui que 

P (N(ti) 

o 

N(ti-i) = n, N (t á) 
e-1(1‘-"-')(A(ii 

— 	= m) 
— ii-1)m  nA)  

ril 
{e-4(erti-I)P4(ti 

m!  
P(N(t;) — N (ti..1 ) = n) P(N(t;) — N(11_ 1 ) = m) . 
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Así efectivamente (N(t),t O}  no tiene incrementos independiente.  

Ahora calculemos la distribución condicional de A dado que N(t) = n. Para d(A) 
pequeño: 

P(A E (A, A + dA) 1 N(t) = n) 
P(N(t) = n 1 A E (A, A dA))P(A E (A, A + dA) 

P(N(t) = n) 

 

e-m„ilerdG(A) 

 

  

— 	P.2-1W= dG(A) 

Y así la distribución condicional de A, dado que N(t) = n, está dada por 

	

r 	Ar.  dG( A) 

	

P(A 5 3 1 Me) n)  fo:e 	el_ptdc(X)* 
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Capítulo 2 

El método de Chen-Stein. 

2.1 Una idea global. 

En 1972, Charles Stein Publicó un artículo llamado "A bound on Ose error in the 
normal approzimation to the distribution of a sum of dependent random variable? 
(14j, El mérito de este trabajo fue mostrar la convergencia en distribución a la Normal 
estandar y dar cotas para el error hecho en la aproximación sin hacer uso de metodos 
de Fourier. 

Stein utilizó la ecuación diferencial 

/1x)— xf(2)= h(s)— Nh 

donde: 
f es una función diferencial. 
h es una función que se utiliza para la prueba de la convergencia en distribución. 
Nh = E(h(Z)] 	con Z N  Normal(0, 1). 

La conexión entre esta ecuación y la distribución normal es la siguiente caracteri- 
zación: Para una variable aleatoria arbitraria W y 

(Lf)(z) = r(z) —  sfir), 

BEL f (W)] = O para toda función diferenciable f tal que E(I Z f(Z) I] < oo si y sólo 
si W N Normal(0,1). 

43 
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Parece razonable que si E[Lf(W)1 es pequeña para muchas funciones f, entonces 

la distribución de W es cercana a la de Z. 
En 1975, L. Chen, quien fuera alumno de Stein, aplicó la idea de este último al 

caso Nailon obteniendo una ecuación en diferencias análoga a la ecuación de Stein 
con Z N Poisson(A), si definimos 

(L.f)(z)= Af(3 + 1 ) —  zfir) 

entonces E(Lf(W)) = O para toda función f tal que Efi ZI(Z) fi < cc> si y sólo si 
W N  Poisson(A). 

Análogamente, parece razonable creer que si E[Lf(W)I es pequeña para muchas 
funciones f, la distribución de W es parecida a la de Z. 

A continuación, definiremos y analizaremos las propiedades de algunos operadores 
que serán de suma utilidad en la demostracion del teorema principal de este trabajo 
y que enunciaremos un poco más adelante. 

2.2 Definición de un operador inverso. 

Recordemos que Z N  Poisson(A). Definamos los operadores lineales S y T, que 
dependen del parámetro A, por 

(Tf)(w) = Wf(W) X.f(tg + 1), 	para w > O 

(Sh )(w + 1) E -.1-1P(Z = w)' i  Elh(Z); Z 5 tob 	para w > O. 

Para estar completamente definido, elegimos (Sh)(0) = O, la cual es una elección 
arbitraria pues el valor de (Sh)(0) nunca se utiliza. 

Notemos que S es inversa a T para toda h pues T(Sh) = h. En efecto, 
Sea 

e„, = E[h(Z); Z < w) = 	h(n)P(Z = n). 

Sea w > O arbitrario. 

(T(Sh))(w + 1) = (w + 1)Sh(w + 1) — XS1t(to + 2) 
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= (w+ 1) { — (I) e>414} 	(1) el(11411'+' 

= P(Z = w +1)-t h(w + 1)P(Z = w +1) 

= h(to + 1). 

Por lo tanto (T(Sh))(w+ 1) = h(w +1), lo que muestra que T(Sh) = h. 
Además, para toda función j acotada se tiene que ERT f)(Z)) = O, lo cual es 

facilmente verificable: 

Como f es acotada existe Al E E tal que j(z) 5 M para toda x que esté en el 

dominio de 1, por lo tanto 

E(2j(Z)) Mal) = MA < oo y EUTD(Z)) 5 AM < oo. 

De aquí que 

Ef(Tj)(Z)) = EIZ AZ)) — E[Af(Z + 1)). 

Ahora: 

EUT,I)(Z)1= O ..:=> ELZf(Z)J— ElAj(Z +1)) = O 

<=!. E[Z j(Z)] = E[Af(Z + 1)) 
00 	 03 E kj(k)P(Z = k) = E Af(k +1)P(Z = k) 

k=0 

`) j(k)e-A A' 	f(k + 1)e-10+1  4.> 
k., (k —1)! 	— k=0 

fik)A4 <1• fik +)Ak+1  
(k —1)! — 	kt 

La última igualdad se da al hacer un cambio de variable en la última serie del lado 

izquierdo para obtener la del lado derecho. Por lo tanto 

Ei(Tf)(Z))= O Vf acotada. 

En la siguiente sección definiremos la notación que utilizaremos a lo largo de este 

trabajo y enunciaremos el primer teorema fundamental de este escrito. 
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2.3 Notación y teorema principal. 

Sea / un conjunto arbitrario de índices, y para a E 1, sea X. una variable aleatoria 
Dernoulli con p. E P(X. = 1) = 1 — P(X. = 0),A, > 0. 

Sean 
wa-Exo, y A E EPS/ =EN. 

/ 

Suponemos que A E (O, op). 
Para cada a E I, supongamos que hemos elegido B. C I, con a E B., de tal 

manera que si $ ti B., X. es independiente o 'casi independiente" de Xp. Decimos 
que B. es una vecindad de dependencia de X. (aunque estrictamente hablando B. 
es una vecindad de a). 

Definamos 

bt E E E POP. 
coEl Pelo 

b2 E  E E pap 	donde po p = EIX*Xpl. 
a" °I0PEDa 

E Es:, 	y63 -1.- Es.. 
"El 	 cid 

donde 

da  E E DE [(X. — pc,)I E xalll 
051-8. 

8c. E BOE [(X. — 	(Xti : fi E — (a)))11. 

La desigualdad (6) se puede verificar utilizando el hecho de que 

47( E )(a) c ,(x,:13E/—(a)) , 

además de la desigualdad de Jensen y que si 71,73 son dos o-álgebra' tales que 
C 73 entonces: 

(i)E(E(X111)111)J = EIX 
(i)E(E(Xi.F2)171 )) = E(X1,1). 

(6) 
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En efecto, sean 

• = ( E x) y 
061-11. 

• = CI(Xp : fi E I - (a)). 

De aquí que 

E RiVe Po) 	= IE iE I(X0 — InInl 
I E [E [(X. — pr.) Fa] FIJI 

S. 	E 11 E ((Xa — 	Fiji I Fai 

= 

A grandes rasgos, el resultado que enunciaremos en un momento, indica que 

cuando 61,62  y 63  son pequeños, entonces 

El número total de eventos W tiene aproximadamente una distribución 

Poisson (Teorema 2.3.1). 

Se puede decir que bi  mide el tamaño de la vecindad, 62  mide el número esperado 

de vecindades de una ocurrencia dada y 61 o h mide la dependencia entre un evento 

y el número de ocurrencias fuera de su vecindad. 
Denotemos por Z a una variable aleatoria Poisson con media A. 

Sean f, h : 	—+ IR, donde 2+ = (0,1,2,...) y 11h11 = supk>0  111(k)1. 

Definamos la distancia de la variación total entre las distribuciones de W y de 

COMO 

11£(14') - A(z)II = 	sup I.E[h(W)] — 4(2)11 
1111=1 

= 2 sup 1P(W E A) — P(Z E A)I. 
AEZ+ 

Observemos que la convergencia en distribución es equivalente ala convergencia 

bajo la métrica de Prohorov, la cual coincide con la mitad de la distancia de la 

variación total en el conjunto de medidas con dominio en 2+. La demostración de 

este hecho se puede encontrar en 1161 . 

A continuación enunciaremos el teorema principal de este trabajo. 
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TEOREMA 2.3.1 
Seo W el ntimero de ocurrencias de eventos dependientes, y sea Z una variable aleato- 
ria Poisson con E[ZJ = E(WJ = A. Entonces 

liC(W) — £(2)ii S. 2 [(81 	1 — 	+Imin(1,1.25A-1/31 

5 2(61 +11+ ba). 
además 

= 	— 	(ba + bi +1),(1  — e4) /A. 

< min 	(ba+ +63). 

2.4 Algunas observaciones. 

Antes de entrar en la demostración del teorema daremos algunas observaciones pre- 
vias: 

Sean 
E sy, y W,=W— X,.  

I3E1—Be 
Así 

V.<K<W. 

Sea / una función arbitraria. 

Observación 2.4.1 

XJ(W) = XJ(W. + 1). 

Demostración: 
Si X. = O la igualdad es trivial. 
Sin=1~W=K+X.=K+1. 
Por lo tanto XenW)=  X,/(W, + 1). 

o 

Observación 2.4.2 

f(W. + 1) — f(W +1) = Xo[f(W. +1)— f(W. + 2)1. 
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Demostración: 
Si X. = O entonces W. = W, por lo tanto, W. + 1 = W 1. De aqui que 

J(Wa + 1 ) = I(W+ 1) ad ./(We + 1)— (W + 1) = O y se cid la igualdad. 
Si X. = 1 entonces W = Wa  + Xa  = ;V. + 1, por lo tanto, W + 1 = Wa  + 2 y 

entonces f(W + 1) = I(W. + 2) y por tanto 

1(Wa 4- 1) — f(W + 1) = f(W. + 1) — f(W. + 2) 

= Xa(f(Wa + 1) — f(W. + 2)). 

o 

Observación 2.4.3 

E E iXoPo Cf (In + 1) — I (w. + 2))) 5 IIAJIIEpl. 
aE/ 	 *El 

Demostración: 

f(Wa + 1) — I(Wc, + 2) = —áf(W. + 1), por lo tanto, 

f (Wc. + I) — f(14'. + 2) 5 11(K + 1) f(Wc, + 2)1 

= 	+ 1 )1 

BUP IA/(k)i 
0.0 

= IIAJII 

Así j(Wo + 1) — 	+ 2) 5 11.1411, además E[XI ] = p,„ Va E 1. Por lo tanto 

E E [XckPa Cl(Wa + 1) — 	+ 2))1 	Iláf II E NE[x.1 
off 	 afi 

114/0 EP!' 
"El 

o 

Observación 2.4.4 

E E NX0 — 	+ 1)1 S 111/11. 
Get 
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Demostración: 

ERX, — pcáf(11. +1)] = E [E [(X ce — Pa)/(Va + 1) E X0}1 

< E [E [(X. — p.)1(11. +Oír!  E—se  X0111 
PEI-13. 

[(X. — p.) E X0] 

= II/1185 	

OEI-Be 

Por lo tanto 

E E UX,« — PoW(Va + 1)1 5 11/11E = 411111. 
.el 	 ceE1 

O 

Observación 2.4.5 

E E [(X, — Pa)(1(Wo + 1) — AV* + 1)11 5IIo111E E (p,,0 + pop). 
oeI 	 crEl *OPE& 

Demostración: 
Sabemos que 

E X o = < IV. = E — X*. 
PE1-14 	 PEI 

Por lo tanto 

= - E x13, 
ofil3E8a 

ea decir, podemos obtener V. a partir de W,„ reatando sucesivamente 18.1 —1 X0'a 
con fi E B. — {o}. 

Ahora 

E [(X. — 	+ 1) —1(V, +1)]] 
= E [(X. — Pa)1(W.+1)1— 	p.)1(V. + 
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Utilizaremos lea observaciones anteriores para escribir la última expresión como 

una suma telescópica de 1/3,,j —1 términos. Para ello, basta decir que los términos de 

la suma son de la forma 

E [(X*  — pa)f(U + Xp)] — E ((X«  — pc,)f(U)) 

donde el primer término es 

ERZ, pos).f(Wa + 1 )) — E«X« po)f(We +1 — X0)] 

para i E B. — (a), y el último es 

E KX„ — 	+1+ X7 )] Er(X., — pc,)f(V„ +1)) 

ParalEB* — (a)Y799. 
Notemos que las U's tienen la forma 

U = Vitc, + 1 — E Xp; con E/ c — {a). 
RED 

Tomando en cuenta que Xp = O ó 1, es fácil checar que 

ERX. — pc,)f(U + Xp) — j(U)) = E((X, pc,)4(f(U  + 1) 1(U))) 
= E(X„Xoáf(U)1+ Elp„X0(—áf(U))1 

5. EIMpliáfill+E5.411114111 
= HafIl(po +pop). 

De aquí que 

Ei(X0 — 14)(EWG +1) —  (V. + 1))) 5 lithf E (po+papp). 
coisca. 

Por lo tanto 

E E[(X* — 	(W. + 1) — f(11. + 5 ¡Ithill E E (p.o+p.m. ../ 
O 
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Observación 2.4.6 

Recordemos que 
i+(z) = sunf(r)10} 

= suP{-fiz),0}. 
Así, 

Si Á(.) = h(•) E[ h(2)), entonces 

El(W)11 < MI 7104111 
= Ethlw)j+ E[i-(W)J 
= 	E[ 11+(W) - h+(2)J+ E[h(W) - h"(2)) 

Finalmente enunciaremos dos Lemas que serán de gran importancia para la de-

mostración del Teorema : 

Lema 2.4.1 

Sea z = Z A, A  una función definida como 

z(0) = O 

z(tn +1) = ik-(m+i)e-Am![PA(A n um) - PA(A)PA(u„,)J; m > O. 

Donde 
C 3+. 

U,,, iaz 	,m} 

PA(B) = P(Z E B), 	con Z N  Poisson(A). 
Sea áf(m)= f(m +1) - f(m) y Iláfli = sup,,,Ez+lz(m +1) - z(m)l. Entonces 

5 min(1,1.25A-1/2), 

.5 A-1  (1 - e-A) < min(1, A-1). 

Lema 2.4.2 

Con las mismas hipótesis del lema anterior, si h(w) = ' N.o)  - 	entonces 

- 1 - -A 

La demostración de estos lemas se puede encontrar en el apéndice 1. 
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2.5 Demostración del teorema principal. 

Ahora sí tenemos todos loe elementos para entrar de lleno a la demostración del 
teorema principal de este trabajo. 

Sea A dada con 111111 = 1. Sea Ti(') = h(.) — E[h(Z)J y f = 
Notemos que TI = Á y que 

E[Tf(W)] = El(W)1 = E[h(W) — E(h(Z)JJ 

= E[h(W) — h(Z)J. 

Ahora: 

E[h(W) — h(2)] = E[Tf(W)] = E[W f(W) — Al(W +1)) 

= E [E(XJ(W)) — E(Paff + 1 )1 
ceEl 

= E E[XJ(W) — pc,f(W + 1)) 
aEI 

= E EfPc.f(Wa +1)— pj(W +1)1 
()El 

+ E[X,,f(K, + 1) — pj(Wc, + 1)1 Por la observación 2.4.1 
aEl 

= E Elp,„X,,[f(W. +1) — j(Wc, + 2)J 
GEl 

+ EEpuiv. + 1) — pc,f(K, +1)) Por la observación 2.4.2 
Gel 

= E Eip„X„[f(Wc, +1) — f(IV,,,+ 2)] 

• LdV  E[(X. — Po){f(Wa +1) + AV. + 1) — f(V. +1)}j 
aEl 

= E E[paXall(Wo + 1) — f(IV. + 2)) 
oEl 

+ EERx. —pcm(w. +1)— f(Vo + 1))) 
ael 

+ E 	— Polf(Va + 1))) 
oEl 
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Y usando respectivamente las observaciones 2.4.3, 2.4.4 y 2.4,6 a cada uno de los 
sumandos en la última igualdad tenemos que 

Eih(W) h(Z)) 	liáillEg + liafii E E X, + '411111 
4E1 	 °El 

11 áf II 	+ 	+ 1111161 

Ahora utilicemos la observación 2.4.6 para obtener 

lEth(W)il 2((ba +11)1111111 + 1111111. 

Si ahora utilizamos el lema 2.4.1 

ENW )1 5 2 [(1,1  + 63)(1 	
Á) 

 + 	 . 

Pero (1 - e-1)/X :51 pues 1 - .1 e-AVX E Ey ti; <bs, por lo tanto 

iElh(W)11 2(1% + h + a)•  

Finalmente, la última parte del teorema se verifica utilizando la equivalencia de 
la distancia de la variación total dada en la página 47 y el lema 2.4.2. 



Capítulo 3 

Aplicaciones. 

3.1 Un problema de gráficas aleatorias. 

Este problema fue estudiado inicialmente por Rinott. La idea principal del problema 

es tomar los vértices de un cubo en 	y asignarle una dirección aleatoria a las 

aristas. Queremos conocer probabilidades acerca de las direcciones de las flechas que 

apuntan a tales vértices. En el Apéndice 2 se pueden encontrar las definiciones de 

teoría de gráficas que se utilizaron en este ejemplo. 

Consideremos el cubo {O,1}" = ((at, 	aja; = O ó 1, para i = 1, ... n.) y 

definamos las aristas de la siguiente manera: Sea ei el vector canónico en ifin que 

tiene 1 en la i-ésima coordenada y O en las demás. Sean a y /3 dos puntos (vértices) 

en 10, 1)", a y p se encuentran conectados si 

= a + 	(mod 2) para alguna i E (1,...,n} 

o equivalentemente 

a = Q + ei (mod 2) para alguna i E (1, ... , n) 

Convirtamos cada arista en arco asignándole una dirección arbitraria por medio 

de un volado, 

Definición.  3.1.1 
Sea k@ un vértice fijo. Diremos que el orco (a, #) apunta hacia adentro (de /3) si 

55 
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comienza en a y termino en #, y apunta hacia afuera si empieza en /3  y termina en 

a . 

   

    

a 	13 	 a 

Figura 1: 	Hacia adentro. 	 Hacia afuera. 

Como cada arco apunta hacia adentro con probabilidad 1/2 y hay n arcos, entonces 

1 
Pa  = 1-7* 

Para calcular A, notemos que III = 2", así 

A = Eik, = E 1-, = 2 » (-) = 1 . 1 
*El 	jasa 

Tomemos B. :7-_-• (13 : la — 0( = 1), es decir, el conjunto de los vértices adyacentes. 

Notemos que 'Hal = n. 

Si a y 6 son vecinos, entonces X,,X,1  = 0, por lo tanto EfX,›Xpj = 0. Así 

0. 

O 	por independencia. 

= popEesipaP0 = 1E5 (5171)2  i=i jal 

= r 	)3  = nr". 

Queremos conocer la distribución del número de vértice. para los cuales los n 

arcos que los conectan apuntan hacia adentro. 

Sea W d número de vértices para los cuales los n arcos que los conectan apuntan 

hacia adentro. 

Aquí / = (0,1)". Para a E 

	

1 	si los n arcos apuntan hacia adentro. 

	

{ O 	en otro caso. 

Xft = 

di 74 

63 = 
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Finalmente, por el teorema 2.3.1, 

IIC(W) C(Z)JI < 261 = 2n2'". 

Lo cual quiere decir que 

W Z cuando n oo. 

Existen otras variantes del problema, aquí daremos una en la cual A 	oo al 

mismo tiempo que el método de Chen-Stain funciona, así se puede establecer una 

aproximación normal. 

En el mismo cubo, con las mismas aristas aleatorias, queremos conocer la dis• 

tribución del número de vértices para loe cuales exactamente k arcos apuntan hacia 

afuera, para O < k < n. 

Sea W(k,n) el número de vértices para los cuales exactamente k arcos apuntan 

hacia afuera. Así el caso especial k = O fue el que estudiamos previamente. 

Sean 1 = (0,1)" y para a E I 

1 si exáctamente k arcos apuntan hacia afuera. 
X,, = 

O en otro caso. 

Así tenemos que 

P 	2" 
	y 	A = ea) 

ki 

Como antes B. E- : la - 131 = 1) y b3  = 0. Ahora: 

= E E ( 	n2" ("
Y 

2" n i‘n 2  

2^ 	vk = np„A. 

Para la - Al = 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que el arco que va de 
a a /J. Por lo tanto 

el-1) e") 
PvA = E(X.X0) = P(X*X0 = 1) = (7-1 

(

\
2" ) 

< P!, 
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de lo que se concluye que ba  < 

Finalmente 

ii,e(W(k,o)) C(Z)11 < 2(bi + 11)  < 	= A 	4np,.  
A -  

Notemos que hay casos para los cuales bi  oo mientras que bi/A -4 O y se establece 

una convergencia Poisson. Notemos también cómo el método de Chen-Stein da lugar 

a un teorema de límite central: 

Para k, n con O < k < n y n2-1(2) -4 0, la variable aleatoria 

W(k, n)) - 

converge en distribución a una Normal estándar. 

3.2 El problema del cumpleaños. 

"Aunque las coincidencias de nacimientos y muertes que se muestran en 

estas páginas pueden parecer un poco corrientes, el hecho es que ocurren 

con regularidad matemática. Los matemáticos conscientes de ésto han he-

cho, desde hace muchos años, de los nacimientos coincidentes, un juego de 

salón. Durante una cena con 22 militares, el eminente matemático Warren 

Weaver hablaba de la probabilidad en favor de dichos aniversarios dobles, 

y empezó a comparar nacimientos. Llegó hasta el último comensal sin 

obtener ni una sola coincidencia, pero la camarera, que había escuchado 

atentamente, anunció de repente que había nacido el mismo día que uno 

de los invitados." 

Si quisieramos hacer un juego parecido con los 60 gobernantes que ha tenido 

México, desde Agustín de Iturbide hasta Ernesto Zedillo, encontraríamos que al menos 

2 nacieron el mismo día: Sebastián Lerdo de Tejada el 24 de abril de 1828 y Manuel 

¡Estrado tomado de [5), p44. 143. 
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Ávila Camacho, en 1897. Decimos que al menos dos pues, debido a la escasa in-

formacion al respecto, sólamente pudimos averiguar las fechas de nacimiento de 40 

gobernantes. 

Además, al menos 7 de tales personajes nacieron en marzo, lo cual resulta sor-

prendente: 

• Miguel Barragán, marzo 8. 1789. 

• Manuel de la Peña y Peña, marzo 10. 1789. 

• Gustavo Díaz Ordaz, marzo 11. 1911. 

• Ignacio Comonfort, marzo 12. 1812. 

• Benito Juárez, marzo 21. 1806. 

• Roque González Garza, marzo 23. 1885. 

• Félix Zuloaga, marzo 31. 1813. 

Comenzemos a analizar cómo es que el método de Chen-Stein se puede aplicar a 

este problema de coincidencias en cumpleaños. 

En la formulación usual del problema del cumpleaños, suponemos que los cum-

pleaños de n personas se distribuyen uniforme e independientemente sobre los d días 

en un año. 

Queremos calcular la probabilidad de que k o más personas cumplan años el mismo 

día, para k = 2, 3, ... 

Comencemos por analizar el caso k = 2, esto es, el número de pares de personas 

que cumplen años el mismo día. 

Denotemos por W el número de pares de personas que cumplen años el mismo 

día. Así P(W = 0) = O si n > d. Supongamos que n < d. 

P(W 0) d(d — 1)...(d — n 1) 	(1)n! — 
dn 

= 	(1 - 5) . 
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Si ahora estuvieramos interesados en calcular la probabilidad de, digamos, exac-

tamente m coincidencias (k = m), o la probabilidad de que al menos tres persono 

compartan la misma fecha de cumpleaños, o que dos personas cumplieran años la 

misma semana, o el mismo mes, o probabilidades bajo distribuciones no uniformes en 

loe cumpleaños, entonces los maneras de contar se vuelven mucho menos tratables. 

Sin embargo, mediante el teorema 2.3.1, se obtienen aproximaciones bastante buenas 

y fáciles. Además nos da una cota para el error. 

Empezaremos por considerar el problema general del cumpleaños cuando éstos 

son uniformes. Denotemos por (1, 2, ... , n) el grupo den personas y sea 

/ 	(a c (1,2,...,n) : fa' = k n). 

= kk). 
in 

Por ejemplo en el caso anterior k = 2 e / es el conjunto de todos los paree de personas 

entre las cuales podría ocurrir una coincidencia. 

Sea X. el indicador del evento de que las personas indexadas por a compartan la 

misma fecha de cumpleaños. Ahora, el número total de coincidencias está dado por 

W = 	x,,. 
off 

Puesto que IV es una variable aleatoria Bernoulli, cada una con probabilidad 

p„ = 	, parece razonable aproximar W por medio de una variable aleatoria Poisson 
con media A = E[Wj: 

A = E [E xol = E EIX,,j = (n)(1 1- 5  
off 	ofi 

y la probabilidad de no coincidencia es aproximadamente 

P(Z = 0) = c' = exp (k)d"} , 

es decir, 

P(Ningún día es aniversario de k o más personas) = P(W = O) c:$ P(Z = 0). 

Notemos que 
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eL  

Sean a, l9 E 1. Notemos que si 7" = 8 entonces X. y Xp son independientes. Esto 

nos sugiere tomar 
80  r-- (p9E/:arlf3 

como nuestro conjunto de dependencia. Al hacer esta selección 

E LIE [(X. — p.)lo(X : # # 11.)11) = O 

por independencia, así 63  = O. 
Dado que 

— (n;) si k 5 n/2. 

IBal = 

 

I/I 	si k > n/2. 

tenemos que 

ba = E E popo = 1 1111331PO 
oEl PER. 
AlIB„I 

1/1 < 
con igualdad &sintética cuando n -4 00. 

En el caso clásico k = 2 tenemos que para todo a $ /3, pa p = papo. Ahora 

bi(1/3e1 — 1)  63  = 111(18,01 —110 = 
1801 

4A3  < < 

así 

11C(W) — £(2)11 5 2 F(42 -1 4-1-42 ) (1 e-11 L‘n n/\ A /al 
16,13(1 — e-1) 

An 

Además 

e' IP(W =O) — 	(bi +62)1  
1 	

A I 

— e-1  = 	2)(4n 7)1  A  . 



62 

En efecto 

por lo tanto 

y entonces 

De aquí que 

CAPITULO 3. APLICACIONES. 

in — 2\ in\ (n— 2)(n — 3)  
2 j = k2j n(n —1) 

— 
(n2) 11  (n ri—(2n)(nii 3)1  = in\  4n — 6  

j 	2) n(n —1)'  

21/3.1 — 1 = 4n — 7. 

+4 = + 4  (iBli-1 1 	(1  + IB I) 
= 555(214 —1) = (12)d-2(4n — 7). 

Así finalmente, 

+14 =-3)  (4n — 7). 

Aunque es más dificil calcular exactamente la probabilidad de coincidencia triple 
en un cumpleaños, podemos aplicar la aproximación Poisson como en el caso clásico. 
Supongamos que queremos calcular la probabilidad de que en un grupo de 50 personas, 
tres o más hayan nacido el mismo día del año. Tenemos que A = (;)/tP y 

P(W 	0) = 1 — P(W = 0) a l—e A = 1 — 0.863 

= 0.137. 

Ahora bién, para calcular una cota para el error, podemos calcular 

bt = 	= (311) {(3) G il— } 

y para a dado, partiendo B.— (a) en aquellos para los cuales ipn = 1 y aquellos 
para los cuales 1$ n al = 2, vemos que 

63  = 1/1{3( n  ; 3)d-4  + 3(n — 3)d-3) . 
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Esto muestra que la aproximación anterior tiene un error no mayor que 

(61+k,)(1— e-1) 
 = 0.0597. 

Así 

0.803 < P(W = 0) < 0.923. 

Para el caso general k > 2, tenemos 

4=E E pop. 
cvEl czeOPEB. 

Para j fija tal que j = la n 

1 ,41+1-2k Pea — y • y 

pues U $1= 2k — j. Ahora 

= (
k1) 	kl) (k2) 	D+...4- (K+i)(n  14)* 

Donde el i-ésimo término de la suma se puede interpretar como sigue: 

de los k elementos de a tomamos i que serán los elementos de la inter-
sección; de los n — k restantes tomarnos k — i, para que sólo se intersecten 
en i elementos. 

Así 

• k-1 L  
62 = 

E E  e) 
k — j aE/ jai 

k-I = E 
(k) e) 

ek  

J=1 	— 

Ahora tomemos n,d oo de tal manera que la razón A/1 se encuentre acotada lejos 

de cero y de infinito, lo cual denotaremos por A x 1. Entonces nk x 	x 
x 11-1  y 63  x n1+4d-k x n/d x 11-111-1). 

En efecto: 
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i)nas x dk"I. 

Utilizaremos la aproximación de Stirling: 

ni aIrgrnm+0/2)e"". 

niel" 	jErn"+(lia)e-5  
kl(n k)! 	kVEr(n k)"-k+11/2)et-idk-i 

n 	nf(1/2)in k  \ / 

klek .n

—

k) 	n ) kdk-I) 

y considerando que 1/(k! es') es constante con respecto a n y a d, y que (n/(n—k))"uit 
y ((n — k)/n)4  tienden a 1 caundo n —• oo, tenemos el resultado. 

ii)61  

Solamente hace falta hacer notar que 

0301/111 

x n't 

Claro, pues 1/4I/II¡  k2/n. 

De manera análoga se muestran las demás relaciones. Así para k > 3, tenemos que 

IIC(W)—C(Z)11= D(rrti(")) con ira  haciendo la contribución principal, es decir, la 

distancia de la variación total decae a una tasa no más lenta que IIC(W) C(Z)11 = 

0(n"1/0"0). 

Antes de terminar, vale la pena hacer notar que las cotas pueden ser mejoradas si 

cambiamos la definición de B. por una menos natural: 

B. E (P E 1:(a min(a))n 

Así 
18.1' 
	

va N_ 	— (k »N 
kkij 	k—I J. 
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3.3 Rachas en lanzamientos de monedas. 

En esta seccion analizaremos la longitud de la racha más larga en lanzamientos de 

monedas. Consideremos una sucesión muy grande de lanzamientos independientes 

de una moneda con probabilidad p de que caiga sol, con O < p < 1. Sin importar 

cual sea el valor de p, habrá algunos lapsos donde sólo caiga sol .3  Denotemos por R. 
la longitud más grande en rachas que empieza en los primeros n ensayos. Anta de 

empezar a analizar la distribución de R,,, notemos que, para una longitud de prueba 

t apropiadamente elegida, uno puede ver, con una probabilidad muy pequeni, una 

racha de I soles que empiezan en una posición dada a. Como el número de tales 

posiciones donde tales rachas pueden ocurrir es muy grande, y la probabilidad de 

ocurrencia es muy pequeña, parece válido hacer una aproximación Peinan. 

Sean C1, Ch  ... variables aleatorias independientes Bernoulli con probabilidad de 
éxito p = P(Ci =1) = 1 — P(Ci = O). 

Sea / = (1, 2, ... , 	loe elementos del conjunto de indices que denotarán los 

lugares donde las rachas pueden empezar. Sea t E ti una longitud de prueba fija. 

Una racha de soles de longitud t o más empieza en la posición a si y sólo si la 
variable indicadora 

0+i-i 

	

= 	C; 
eso 

toma el valor de uno. Para contar solamente la primera racha en un grupo tomamos 

= Yi y 

	

X, = (1— C„_1)1'„, 	a = 2,3,...,n.  

Para a = 2,3, ... , n, X. tomará el valor de uno si y solamente si una racha de 

longitud t empieza en la posición a y cayó águila en la posición a — 1. 

Si no hubiéramos elegudo a de esta manera y solamente hubieramos tomado X. = 
hubieramos tenido que 62  no tiende a cero y, de hecho, no hubiera sido válida una 

aproximación Poisson. 

IVet [81 VIII.3 Lema 2. 

4 
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Denotemos por W el número total de grupos de rachas de t o más soles, entonces 

W = E xa. 
off 

La aproximación Poisson heurística dice que deberíamos poder aproximar la dis-

tribución de W por una variable aleatoria Poitaon con media X, donde 

A = A.(t) = ELIVJ = E(X1) + F.,  Rin 
1.2 

= 	+ (n OP.(1  

= 	+ (n l)(1 -P)J 

Dado que los eventos (R. < t) y (W = O) son iguales, la función de distribución 

de 	puede ser aproximada como 

"Rn < t) = P(W = o = e-AN(1).  

Sea Ba  = (# E : 1$ — < 0. Como X, es independiente de o(Xp : # E B0) 

entonces 63  = O. Mas aún, si 1 < 1p — al < t, no puede ser que X. y Xp tomen el 

valor de uno al mismo tiempo si # E Ba , a # #, pues ya habría habido una racha 

antes de a y queremos contar sólo la primera racha. Por lo que 63  = O. 

Para calcular bi  = n.o  Epeft.  NI), dividimos la suma en dos partes, depen-

diendo de si esta o no pi , y entonces, como 14 < 2t - 2 

6, = E E pop = E Mi 

	

*El peD. 	ial i€13, 

= 2pi E Pi + E E PO; 
ioe3 íEBi 

< 2pt  E pi  + (n -1)(2t - 2)p34(1 - p)3  
fel 

= 2Ap' 
(n - 1)3(2t - 2)111(1 - p)2  

n - 1 

< 2Ap' + 
(21- 2)A2 

n - 1 
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Por lo tanto 

Así tenemos que 

61  < 2Ap.  + 
(21— 2)As  

n — 1 

KR» < t) — e-A"(01 < d, min{1, 
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Capitulo 4 

Conclusiones 

Desde 1971, año en que el Dr. Charles Stein publicó su artículo de aproximación 

Normal en distribución para una suma de variables aleatorias dependientes, se han 

escrito numerosas publicaciones que tratan de seguir el camino que éste había iniciado. 

El primero en hacerlo fué Louis Chen, quien fuera alumno de Doctorado del Dr. Stein. 

Trazó otro camino en cuanto a aproximaciones, pero esta vez, para distribuciones 

discretas (de ahí el nombre de método de Chen-Stein). 

Después de él, otros autores como Arratia, Barbour, Goldstein, Gordon, Eagleson 

y otros, han escrito artículos acerca de estos temas. No se si se deba a la tal vez 

"reciente" aparición de éstos artículos, pero la verdad es que aún no son muy conocidos 

y, a mi parecer, constituyen una gran herramienta cuando se estan haciendo cálculos 

de probabilidades. 

La gran importancia de este método, se basa en que no solamente nos dice que 

podemos trabajar con variables aleatorias Poisson si los parámetros que se definieron 

en el capítulo 2 son pequeños, sino que además nos dá una cota para el error de la 

aproximación. Y no sólo eso, sino que «S'omento estamos haciendo el cálculo de los 

dos primeros momentos de la distribición, lo cuál no representa demasiado esfuerzo. 

Si bien es cierto que en ciertas ocaciones los parámetros no son fáciles de calcular 

con exactitud, la mayoría de las veces se pueden encontrar cotas superiores para estas 

cantidades. 

69 
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En el presente trabajo, se intentó presentar el método de Chen-Stein de una man-
era que mostrara la fácilidad con la que éste se aplica. En los ejemplos presentados, 
intentamos mostrar la manera en la que se aplica el método y cómo se pueden salvar 
algunos problemas que pudieran encontrarse a lo largo del desarrollo de la aplicación 
del mismo. Por ejemplo, en el problema de las gráficas aleatorias se pudieron encontar 
con relativa facilidad los parámetros e incluso se pudo extender la aproximación a una 
Normal estándar bajo ciertas condiciones. En las dos últimas aplicaciones se encon-
traron algunas dificultades para calcular tales parámetros, pero se pudieron acotar de 
una manera muy interesante. 

Como dato adicional cabe hacer notar que en el resultado principal de éste trabajo, 
las cotas presentadas fueron mejoradas: en el artículo original, el factor para f3á  es 

min{1, 1.4A-1/3) 

y en la tesis aparece como 
min{1,1.25r1 /2). 

Esto se debió a la reestructuración que se hizo en la demostración de los lemas 2.4.1 
y 2.4.2. 

Cabe señalar que el resultado principal que se dá aquí no es el único, de hecho, 
existen extenciones para el caso de Procesos Estocásticos que se presentan en el mismo 
articulo. Loe ejemplos que se dan de ninguna menera son los únicos ni en las únicas 
ramas en las que se pueden aplicar. Existe una gran variedad de ejemplos que se 
pueden encontrar en [1]. 

Finalmente vale la pena mencionar que este tipo de aproximaciones realmente 
tienen aplicaciones reales. Por ejemplo, en los Estados Unidos se está haciendo uso 
de estos resultados en juicios de herencias utilizando las cadenas de DNA de los 
individuos en disputa. 



Apéndice 1. 

En este apartado se presenta la demostración de los lemas 2.4.1 y 2.4.1 Antes de 

entrar de lleno a las demostraciones, haremos algunas observaciones que nos ayudaran 
en tales pruebas. 

Sean 

Pa(A) = P(Z E A), 	con Z Poisson(A). 

A C 2+. 

U„, = {0,1,...,m). 

Et" = El complemento de B. 

Observación 1 

IPA  (A n u.) PA  (u.; ) - Px (A n U; ) P),(Um)  I 5 PA ( U; ) PA ( U, ) 

Demostración: 

la — 	=. 
{ a — 6 

b — a 

si to < a 

si ti > a 

Por lo tanto 

la — 61 = a 

b 
sib<a 

 
sib>a 

De aquí que si 

a = " (A n U.) P), (U;) 

6 = Pa (A n U;) PA  (U,,,) 

71 
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Entonces 

y también 

Por lo tanto 

— 6I 5 PA  (A n u,n) Pa (U;) < PA  (Uns ) PA  (U;) 

la — 5 PA  (A n u,-,-,) PA (Unt ) 	PA (U;) PA  (U„,). 

AP4NDICE 1. neo  

IPA(An Un'  ) PA  (U;) — PA  (A n u;,) PA (Um)I 5 PA (U;) PA(Um) • 

o 

Observación 2 
Sean 

f(A) =
1 A 	

g(A) 1 — CA(1+ A); A > O. 

entonces, si 12/7 < A < 2 se tiene que 

f(A)5(A)  (144) —3e2)  

Demostración: 
Si derivamos / y g podemos checar que para A > 0, / es una función decreciente 

y g creciente, por lo tanto, sus valores máximos se alcanzan respectivamente en 12/7 
y en 2. Así 

.1.(>4)9(A) 5 /(12/7)9(2) < (1) (1 — 
3e-2). 

o 

Observación 3 
Sea a E E, entonces a(1 — a) 5 1/4. 

Demostración: 

0(1 — a) 5 	4=1. 
2 

> 0. 

o 
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Observación 4 

( + 1) + 2/ 
(m + In(m) ma. 2 /  

73 

Demostración: 
La demostración se hará por inducción. 
Para m = 1 se da la igualdad. Antes de continuar debemos notar des cosas: 
i) In(m + 1) < In(m) + 1 4=> rn + 1 < me 4=1 1 + < e lo cual es cierto para 
m > 1. 
ii)In(m + 1) < m 4=1 m + 1 < em lo cual es cierto para m > 1. 

Teniendo en cuenta lo anterior supongamos que nuestro resultado es válido para 
m, es decir, 

Demostraremos que es válido para m + 1. 

írn+1
2 	 2

+1)(m 	1 
+ 1 + -) In(m + i) k  

m 1 	1 	1 = 	+(rn +In(rn + 1) + 
2
- + In(m + 1) 2 	2  

m + 1 (rn  . 
+ 1 2 < + 	-) In(m) + Km + 9 In(m + 1)-1- 2 	 2 	2 

< m2  + (nt + 1 + In(m + 1)) Por hip. de induc. 

= m2 +m+1+In(m+1) 
< rn2 +m+1+m=(m+1)3Porii) 

Observación 5 
igny4+20 

eA""" exp (n1 -  1) (5.  
Demostración: 

i)Sea A E (O, 

(1--n-)m+1"  el-m exp
A  Al (In - A +

2  } 4=1 

(71:-2 
1 ) + (rn +

2 
 In(m) < ma, 

Por i) 

o 
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1 < exp (—m3  - vn 	- 	Ar1/3  
\ A 	2A 2) (  m / 

1 5 ( -*Irn  +3/2  exp 12- + 2 - 

)m+1/3 	(m3 1  m  
Sea /(A) = 	exp 	+ 	- m - 

m2 
= exp{ +2

m 
 - In - 	+ In (1;3)} 

Por lo tanto / es una función monótona y cumple que 

)..14.1/3 	
2 m 1 limf(A) = oo 	y 	j(1) = (-- 	exp (m-  - 2 — - 2

)• 

Para concluir esta primera parte basta notar que 

1 < f(1) <=> 1 < (—A  )m#113exp (m2  - 2"-1  

.4=1. 	+ 1)1n(rn) 	- - 

	

4=> (111) + (In + 	In(rn) 51712. 

Lo cual es cierto por la observación 4. 
Sea A E [1, oo) 

(1)""  el-m+1 /12  5 exp 	
Al 	

- A + 	1)} 

I M 	1 4=2. (13-rii2eXp (-1-rn - 5:-‘• + 	2: 

4=> /(1) 5 1, pues kno f(A) = O y por monotonía de la función exponencial 

4==> +2 
	 2 2 

In(m) - ma  + + 5 O 

(i + ) + (m  + 11n(m) ni2 4=2. \ 	2 	J \ 2 J 

Lo cual es cierto otra vez por la observación 4. 



APÉNDICE I. 	 75 

Observación 

P(Z 5 j) = 1 - I A  e":"---dv 
o fi 

Demostración: 
Haremos la demostración por inducción. 

Para j = O 

P(Z =O) = 1- I e"dv =1+ (el) a  

= e-1  

Supongamos que la afirmación es válida para j -1, por lo tanto 

P(2 	j -1)=1- lo  evF
vi- 

 -iyidv. 

Y así 

P(Z 	= P(Z j - 1) + P(Z j) 
A 	vj-1 , 

= 1 - I cv -ay 
o (..1 	1)! 	

. 
 

Pero 

Por lo tanto 

Y, finalmente 

A vi 	e A 	A Vi-I  
o e--  ---aV = 	

)! 	O 
I 	

— I)! 
e-- 	aV 

  

A 	
V vi-1 	¡A 	j 

	

— J 	
U1)! 

 dv 	e-v-,-dv. 

	

0 	 ji 

	

A 	.j 
PV j)= — 

o 

  

O 

A continuación daremos los lemas que serán muy importantes en la demostración 

de loe teoremas principales. 

Definamos la función x = 244  de la siguiente manera: 

z(0) = O 

z(m + 1) = A-("+1)e'ml[PA  (A n II„,)- PA(A)PA  (U,,,)); 	m > O. 
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Donde 

A c 2+ = {0,1,2,— ,} 

U„, = (0,1,2,— ,m) 

PA(B) = P(Z E B), 	Con Z N Poisson(A). 

Sea á z = z(m + 1) - z(m) y l'Axil = sup„,e2+  lz(m + 1) - x(m)I. 

Lema 1 Para z definida arriba 

i ) 	jjell min(1, 1.25A-9. 

ii ) 114 	 5 min(1,A-1 ). 

Demostración: 

Sea Ir el complemento de B. Notemos que 

PA  (A n u„,) - PA (Um  ) PA  (A ) 

= 	PA  (A n u.) - PA ( Uy n)[ PA (A n u„,) + ( A n 
= 	PA  (A n u„,) - - PA  ( Un'))- PA  (A n u„-;) PA  (u„,) 
= PA  (A n 14,) PA  (U;) - PA  (A n u;,) "(u.). 

Así 

z(m + 1) = A -(m+i)  e/' ml[PA  (A n Um  ) PA (11;) - PA (A n 	PA (U,,,)]. 

Dado que O 5 PA(An B)PA(B) < PA(B)PA(13- ) para cualquier A C Z+ y en 
virtud de la observación 1 

lz(m + 1)1 5 mléA-(m+1)PA  ( Una  ) PA (11;) . 	 ( 7 ) 

Para m < A 

lz(m + 1)1 < tntelA-(1+1)PA  (U,$ ) 

= naleAA-(m+1) 	e-AA,! 

= 1 
tx2-.1  (.1i-m)m! 	1 m  A-im! 

A 1=3 	j! 	A i=0 (m -/)! 



APÉNDICE 1. • 	 77 

Donde la última igualdad se verifica al escribir loe término. en orden inverso. Ahora 

( 
A 	

:1)! 	 (m - j)! 
< 	<=4* 	5 mi 4=1 m(m - 1) .(m (i - 1)) 5 mi. 

m  

Lo cual es cierto. Asi 

por lo tanto 

m A-=m!  
(m - .)! 

ni 	• 
/71‘, 

7=0 

ii(n! 1)1 5 ItC,T2Y A:ÉC-Di  
=0 	 j=0 

1(—A-711) — (A  

es decir 

Ix(m + 1)1 5 (A m)-1 	si m < A 
	

(8) 

De manera análoga para m > A - 3 

lx(fn + 1)1 < ndelA-011+1)" (U;) 
Aim!  

itl(rn+1+j)! 

I 	[i 4.  A 	A \ 
m+1 m+21(70‘m+3) 

 

 

(m + 2)(m + 3) + A  
(m+1)(m+2)(m+3+A) 

De la igualdad(8) : 

	

Ix(m + 1)1 5 1 	siempre que ni < A - 1. 

De la ecuación (9) : 
si m = 1 y A 5 12/7 entonces lx(m + 1)1 5 1. 

Sim>2yA-1<rn entonces 

	

(m+2)(m+3)+A 	<  (m+2)(m+3)+(m+1)  
(m + 1)(m +2)(m +3 A) (m + 1)(m + 2)(m + 3) - A)1  

(9) 
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1111 
pero m + 3 - A > 2, por lo tanto 

(m + 2)(m + 3) + (m + 1)  
(m + 1)(m + 2)(m + 3 - A) 

< (m+2)(m+3)+(m+1)  
2(m + 1)(m + 2) 

- 1 `m+3 	1 
2 Im+1 m+2 - 

2

1 Fi 	2 	1 1 
m+ 2j 

1[1+ 1 +  
2 

= 23 < 1. 
4 

Por lo tanto, hemos probado que 

(m+2)(m+3)+A  
< I.  (m + 1)(m + 2)(m + 3 - A) 

Aún nos falta considerar el caso en el que m = O con O<A<lym=1 con 
12/7 < A < 2. 
Sin embargo, se sigue de (7) que para m = O, 

is(1)i 	(1  e-1) 5 1 	VA E R. 

Para m = 1 con 12/7  < A < 2, y utilizando la observación 2 

lz(2)I < [A-2(1 + A)] (1 - e-A(1 + A)] 

5 (1) (1 -3e-3) < 1. 

Notemos que, de esta manera, hemos cubierto todos los casos. Así finalmente 

lizii 5 1 . 

Con lo cual queda demostrada la primera parte del primer inciso del lema. 
Regresando a (7), utilizando la observación 3 y la aproximación de Stirling: 

m! < V2ii:m""/2exp - m 
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iii) Para A — (4/5).11/2  < rn < A + (4/5)A'/2 — 1 definimos 

t,b(m) = (m — A) 	— A + 

= 	— 	— 1)1 2  — 
Es decir, ri) es una parábola que se abre hacia arriba con vértice en (A — 

1/4, —1/4) e intersección con el eje de las absisas en A — 3/4 y en A + 1/4. Notemos que 

A — > A + 102  <=> (1)
2 

<A 

A 	< A + 1.11/2  — 1 4==> (15)2 <A. 16 
Lo cual se cumple pues A > (1.25)2. Así 

4 	 4 A — 5 —AI/2  < A— 1 < A + 
5
—A I /2  — 1. 

Lo cual quiere decir que el máximo de la función ti) se encuentra en el extremo del 
intervalo que se encuentre más alejado de A — 1/4, 
Afirmación : 

El máximo de ;ir se alcanza en m = A — (4/5)A'/2. 
Demostración: 

	

+ 1A1 /3  - - - 	< 	- 	- — 1.11/2) 
4.> 1A1/ 2 	< 1.11/2 — 

3 	1 
4 	4 

Debido a lo anterior: 

	

A-1(rn — A) — A + 	<— 103  — (-401/3  — A + 

(_5Ar/9 (... Ar/s 
5 	2 

	

_ 	< 
25 5 	25' 

y que 
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se sigue que 
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lx(m 1)1 <
4 	(7)m+1 /2exp (.1 - + 

12m 
:-V54-1/2 exp (A-1(m - A) 	- A + 1)  4- 1- 

Donde la última desigualdad se obtiene de la observación 5. 
Como antes 

m > 1. 

 

1,z(1)I 5 A-1 (1 - 	5 A-1. 
Ahora tenemos tres casos por analizar 
Cas_p_11 

Si O < A < (1.25)2  entonces min{1 ,1.25A-1/2} = 1 y por lo tanto hl' < 1 segun lo demostrado anteriormente. 
9.4»21 

Si A > (1.25)2  tenemos tres posibilidades: 
i)0 < m < A - (4/5)A1/2

. En este caso podemos usar Sara obtener que A - > (4/5)A1 /2  y por lo tanto 1/(A - ni) < (5/4)A-1/2, así 114 < 1/(A - ni) < 1.24A-1/2. Notemos que de 9 

lx(rn + 1) < rideAA-(m+1)PA 
= 	Aína! 

< 	 I 
m+12skri7+19 (sim>A-1) i=o 

1 
m-A 

Si ni > A 4- (4/5)AI/2  -1 

fz(na + 1)1 < 	1 
m - A + 1 < 1.25A-1/2. - 

pues m - A + 1 > (4/5)AI/2  si y sólo si 1/(m - A + 1) < 1.25A-1/2. Por lo tanto 

Ilxll < 1.25A-1/2. 

ESTA 'TESIS NO ran 
SAlli DE LA BIBUOdCA 
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De aquí que: 

A-t/: 
exp {A-1(m - A) 	- A + 1 + 

2 	12m 
A-I/2  {16 1 exp 	+

241 	(ai m  2) 

1.239A-I/3  

< 1.25A-Va. 

Por lo tanto 

lizii < 1.2502, 

Lo cual concluye la primera parte del lema, es decir, 

Mi 5 min(1,1.25A-1/3) 

Para la demostración del inciso ii) del lema, sea zi = z A,(i )  y notemos que 

x,1,4 
¡EA 

De esta definición, 
a) Para j < ni 

xj(rn + 1) = A-m-irn!el  (PA({/}) - PAU/DPA (U, )J
= A-m-IndeAPA((j)) [1 - Pa (Uns )) 

= A-"'mr-Y-PA  (//,7,) 

m!li'mPA(U,;) 
j! 

6) Para j > m 

e-A» 
(Um),I 

- ( 
A1-1 
___) m !A"IPA (Una) 

/ 
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Así 
ii-i)

(rn + I) = 	(-57-  In!A-mPA (U;) 	si m > j 
_ \ _ (ter ) inIA mPi. (Uni) si m < j, 

Notemos que ri,A  = —xj,A- 
Para ni < j 

zi(m + 2) 5 xj(m + 1) 4=> (In + 1)APA(Uilso) k PA  ((Job ) 
*1=1*(m+1)APA (U.) + (m +1)PA(fm +1)) > PA  (Um  ) 

Para m > j 

ri(rn + 2) 5 zi(m + I) 

m + 1 °° eAAA „ val'e 	Als •:=1 A Z
-d 

	

k=m+3 	h=m+1 

	

00 	Ak...) 	00 	k k 
<=1 (m + 1 )  E k! 5. E A 

k=m+1 
k! k=m+1  

Lo cual se verifica al comparar término a término. 

Por lo tanto, xj(n) es positiva y decreciente para n > (j + 1) y es negativa y 

decreciente para n < j. Así el único valor positivo tomado por zi(j + 1) - zi(m) es 

zie1 + 1 ) ri(rn) = 1+A ee  [ E -r r=i+I 

e-A [
11 iT 11 

 e-A , = 	ke —1) 

= r' - 

(;TAY 1:7)] 

(pues 5 1) 

 

De aquí que para cualquier A C 2+ 

  

:A,A(m + 1) - Z A,A(m) = 11„...41(x„.(na + 1) — zmcm» 
+ 	E Izi(rn + 1) — zi(m)) 

lE A, hin 
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donde sólo el primer sumando es positivo, por lo tanto 

sup m'u (zA,A(m + 1) — xl,A(m)) = sup 	+ 1) — z„,(m)) 
,„e24 AE2+ 	 rnEZ• 

< 	— 	. 

Notemos que X-1  (1 — e-1) < X-IA = 1, además X-1  (1 — e-1) < h-l. 

También que, como Z A,A = 	entonces las diferencias tienen los mismos 

valores absolutos cuando tomamos A-. Por lo tanto, basta considerar A C 	. Así 

Házi¡ min(1,X-1). 

Con lo cual concluimos la demostración del lema, 
o 

Lema 2 

Con las mismas hipótesis de lema anterior, si h(w) = 1( „,=0) 	, entonces 

= (1— e-A)fit. 

Demostración: 
El punto inicial de la demostración es la observación de que, si E(h(Z)] = O 

entonces 

	

(Sh)(w + 1) = 	X-1,11(2 = w)-1  E(h(2); Z < uy) 

	

= 	— A-'P(2 = w)-1  (E[h(2)1(2s,„))— E[h(Z)1E(1(25,01) 

= —14-1P(2 = w)'1cov(h(2),1( zs,„) ) 

Es fácil comprobar que para k > O, si h(w) = 1(z.c,o) P(Z 5 k) entonces 

cov(h(2), l tz = P(2 5 mi:0,w)) — P(Z 5. k)P(Z w). 

Ahora: 

P(2 i) = E 1 (e-AAk) 

	

clA 	 4_0  k! d 
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= 	(k144-1  e-A  - 
k=0 

e-1A" 	e-A Als 
(k - 1)! 	k! 

e-A Al 
- 	= i). 

Lo cual nos lleva a la siguiente 

Afirmación: 
A 	vi 

P(Z < j) = 1-
o 
 ev-rdv 

11  
= O0  vj 

I 
e' 
 j!A 	.1! 

La primera igualdad se sigue de la observación 6 y la segunda del hecho de que 

e-vvi  —dv =1. 
fo 	.11  

Combinando todos estos ingredientes para el caso k = O ( y entonces w = 0) 

tenemos que 

x(1) = -A-'P(Z = 0)[P(Z = O) - P(Z = 0)9 
= -A-1(1 - P(Z =O)) 

A 

= 	e-vdv 
o 

1- e-A 

Así 
1 - e-A 

A 
- z(1) > -z(2) > 	>0. 

Y por lo tanto 
— 1 — 
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El objetivo de este anexo ea presentar los conceptos básicos de teoría de gráficas que 
son utilizados durante la exposición de algunos de los ejemplos de gráficas aleatorias 
que son tratados en este trabajo. Estos conceptos se pueden encontrar en [4] o en 

[10]. 
Una gráfica es una pareja de conjuntos X, A, donde X es un conjunto de puntos 

llamados vertices o nodos y A es un conjunto de la forma 

A = {{z,y} : re y E X). 

El conjunto A puede ser pensado como el conjunto de lineas vértices en X. Usual-
mente denotamos a la gráfica como G = [X, A]. 

Si los elementos de A son pares ordenados, es decir, las lineas tienen una dirección, 
éstos son llamados arcos y se dice que la gráfica G es dirigida. Si no tienen dirección 
se llaman aristas y G es no dirigida. 

Un arco a puede representarle como la pareja a = (z, y), z, y E X. x es llamado 
vértice o extremo inicial de a y y es el vértice o extremo final de a. 

En una gráfica dirigida G = [X, A], se llama sucesor del vértice x E X a todo 
vértice y E X tal que existe (z, y) E A. Se llama predecesor de z a todo vértice y E X 
tal que existe (y, r) E A. 

También puede definirse tanto para gáficas dirigidas como no dirigidas los siguien-
tes conceptos. Un vértice y es vecino de un vértices el existe la arista (r, y) E A. 
Si la gráfica es dirigida, y E X es vecino de a E X si y es sucesor o predecesor de a. 
Algunas veces se dice que x y y son adyacentes. 

Una cadena es una secuencia de aristas (o arcos) ab 	ceo  donde toda o; está 
conectada a a;_.1  por un extremo y a ae.e.t  por el otro. Si la cadena sólo cuenta con 
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dos aristas éstas deben estar conectadas por uno de sus extremos. Un ciclo es una 

cadena xi,x2,...,x9  donde xi = xe. 

Se conoce como grados de un vértice a lo siguiente. Sea G = [X, A) una gráfica 

dirigida y sea x E X. El grado exterior de x es el número de arcos que tienen a x 

como vértice inicial. Se denota como g+(x). El grado interior de x es el número de 

arcos que tienen a x como vértice final. Se denota como glx). 

El grado de x E X es el número de arcos que tienen a x como uno de sus extremos. 

Se denota como g(x). 

Existen ciertos subconjuntos de gráficas que son de utilidad y que definiremos a 

continuación. Sea G = [X, A) una gráfica. Una gráfica parcial de G es la gráfica 

Gp 	[X, A/1, donde Ap C A, es decir, es una gráfica formada por todos los vértices 

originales y sólo algunas aristas o arcos. Una subgráfica de g es una gráfica G. = 

[X,,A,), donde X, C X, A, C A y (x. y) E A, si y sólo si x,y E X, y (x, y) E A, es 

decir, es una gráfica que consta de un subconjunto de los vértices de G y todas las 

aristas o arcos de G que unen a los vértices de tal subconjunto y que originalmente 

estaban en A. 

Una gráfica G = [X, A) es conexa si para todo par de vértices x, y E X existe una 

cadena que los une. 

Finalmente daremos el concepto de gráfica aleaoria: Sea n un entero positivo y 

O < p < 1. La gráfica aleatoria G(n, p) es un espacio de probabilidad sobre el conjunto 

de gráficas con vértices (1,2,— , n} determinado por P({x,y} E G) = p, con esos 

eventos mutuamente independientes. 
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