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dependiendo de la naturaleza misma del problema. Posteriormente se estudian con-
ceptos tales como tiempos de espera, estadisticas de orden y tiempos entre llegadas,
Cabe hacer notar que se puede empezar a leer el capitulo 2 con los temas snalizados
hasta la seccién 1.5, Las secciones restantes se presentan pars complementas el estu-
dio realizado acerca del proceso Poisson, no obstante, tambi¢n se pueden encontrar
vesultados interesantes que vale In pena revisar.

En el cépitulo 2 se estudia el método de Chen-Stein. Se empieza por dar una
visién general del método. Posteriormente se define la notacién para poder enunciar
el teorema principal, se hacen algunas observaciones importantes y se entra de lleno
en la demostracion del teorema. Al final de Ia seccion 2.4 se dan un par de lemas que
son la base para la demostracion del teorema principal. Sus demostraciones son muy
extensas, por ello, para no perder la esencia de la demostracion del teorema,decidimos
que las incluisiamos en un apéndice al final del trabajo. La demostracién de estos
lemas se puede encontrar en [3], pero debido a su complejidad, se reestructurd para
poder hacerla un poco mas accesible,

Finalmente, en el capitulo 3 se estudian algunos ejemplos para ayudar al lector
a entender mejor cdmo se usa el método de Chen-Stein. El primer ejemplo es una
aplicacion a las grificas aleatorias. Este ejemplo pudo ser presentado de una manera
muy clara gracias a algunas pliticas que tuve con el DR. Victor Hugo de la Pefia,
de la Universidad de Columbia, Nueva York.En el apéndice 2 se pueden encontrar
lag definiciones de los conceptos de teorfa de graficas que utilizamos a lo largo del
ejemplo,

El segundo ejemplo es un estudio de la aproximacién Poisson a la distribucién
del nimero de personas dentro de algin grupo que cumplen afios el misimo dia. Este
ejemplo fué ampliado para dar una mayor claridad, Como dato curioso, se intentd
recopilar las fechas de cumpleaiios de los gobernantes que ha tenido México a lo largo
de su historia con el objeto de aaber si se obtenia alguna coincidencia en tales fechas
de cumpleaiios.

 Encel tercer y iiltimo ejemplo presentado en este trabajo se estudia un problema

relacionado con las rachas en lanzamientos de monedas (que caigan muchos soles
seguidos o muchas dguilas). .



Introduccion

El objetivo principal de este trabajo es presentar los resultados que se encuentran
en el artfculo titulado “Two moments suffice for Poisson approzimations: The Chen-
Stein method” [2] de una manera sencilla, ficil de entender y, sobre todo, ficil de
usar,

La razdn principal para estudiar este articulo es que los resultados que ahf se
presentan son de gran utilidad cuando podemos expresar nuestra variable aleatoria
en términos de una suma de variables aleatorias Bernoulli, no importando si estas son
independientes o no. De hecho, cuando las variables aleatorias son dependientes, es
cuando e} método realmente muestra su potencialidad, pues cuando se tienen variables
aleatorias independientes, ya existen teoremas limite que son muy conocidos.

El' método que aqui presentamos, no sélo es un teorema linite, sino que ademéds
da una cota para e! error, lo cual es de gran ayuda en problemas pricticos. Este
método al que nos estamos refiriendo es conocido como el método de Chen-Stein que,
a muy grandes rasgos dice que

Si uno puede mostrar que “ciertos pardmetros” son relativamente “pe-
queiios”, entonces se puede utilizar una variable aleatoria Poisson para
calcular probabilidades, en lugar de la variable aleatoria con la que origi-
nalmente se trabajaba y que tal vez es muy dificil de manejar.

Este trabajo se divide en tres capitulos. En el cépitulo 1 se estudian algunas
formas de caracterizar totalmente a una distribucidn de probabilidad. En la seccidn
1.3 se dan dos definiciones equivalentes del Proceso Poisson y se demuestra tal equi-
valencia. Es importante hacer notar que ambas definiciones son muy dtiles, cada una
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Es importante hacer notar que los ejemplos presentados aquf no son los Unicos a
los que se les puede aplicar el método de Chen-Stein, de hecho, la gama de problemas
es muy amplia. Algunos ottos ejemplos pueden ser encontrados en (1] .



Capitulo 1

Preliminares.

1.1 Cémo caracterizar una distribucién.

Empezaremos por estudiar algunas formas de caracterizar totalmente una distribucién
de probabilidad. '

L mﬁcidn generadora de momentos.

Definicién 1.1.1
Sea X una variable aleatoria. La funcidn generadora de momentos de X se define
como

Wx(t) = E[e¥) = / ¢XdF(X).
Donde:

[ €*f(z)dz  8i X es continua
/ X dF(X) =
Y, eP(X =z) 8 X es discreta.

Cuando no haya confusién y para efectos de simplicidad, escribiremos W(t) en
lugar de W x(t). ,

Todos los momentos de X pueden ser obtenidos sucesivamente diferenciando a la
funcién W con respecto a ¢ y evaluando en cero.

1
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Al
V() = E[XeX)
() = E[X'e"‘l
V() = E[X*e¥).

Evaluando en t = 0 tenemos
¥(0) = E[X"), n21

Nétese que hemos supuesto que podemos intercambias el operador de integracion
y el de diferenciacién, Este es usualmente el caso.

Cuando una funcién generadora de momentos existe, ésta determina de manera -
unica a la distribucién. Esto es sumamente importante porque nos permite caracteri-
zar la distribucion de probabilidad de una variable aleutom por medlo de su funcién
generadora de momentos. ’

Ejemplos
1. Binomial (n,p).

w(t)

Ze"‘( Y-

k=0

2( Jipetra gyt

h=0
e+ -p)"
e =)+

3. Poisson()).

- ek o 00
. A=0
= exp{-A+ Ae‘} = ﬂp{o\(ﬂ. -1)}.
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3. Exponencial()).

[ ] 00
(1) / e AeMdr = ) / el-Neg,
0 0
o0

— A t=\)s A
. t-—Ae( t-\

0
Asi: \
W(') = '—-_——, i< A

4. Normal(0,1).

V3(t)

i 1 2
eu_e-s/zd
/. var
1 00
K

1 % el
= —— el=(=1+0)/34
\/27/., :

2/3 0
= e‘_/ eV igy, dondey = 2 — ¢,

Vor Joo

= e,

-(n’-lll)/id,

8. Normal(y,0?).
Sabemos que si Z es una variable aleatoria con distribucién normal estindar y
X es una variable aleatoria normal con medja 4 y varianza o3, entonces podemos
escribir a X como
X=p+oZ

De esta manera

E[eX] = e“E[e*?) = é*y;(to)
etk e(u)'/z = e“'*"""”.

Por lo tanto
Wx(t) = e+,

8. Sean X y Y variables aleatorias independientes normales con medjas by
varianzas o} y o} respectivamente. La funcién generadora de momentos de la suma



« ~ CAPITULO 1. PRELIMINARES.

X4+Y e
E[¢**)] = E[¢¥) E ("]

Vx()¥r(t) =exp (mt + %) exp (mt + ‘.’3.‘1)

2
exp ((m +palt + (—’}-%ﬁ)—‘:) .

Por lo tanto, X + Y tiene una distribucién normal con media 4y + u3 y varianza
o +o}. v - -

¥xqr(t)

7. Notemos que, en general, si X;, Xa,..., X, son variables aleatorias independientes,
Ia funcién generadora de momentos de

Y-S‘:X;

¥r(t)

EleY] = E[exp{ls:xc}

diie] - fioen

fl ¥x,(t)

'

II. Funcién caracteriatica,

Como la funcién generadora de momentos no siempre existe, es tebricamente con-

veniente definir otra funcién alternativa.

Definicién 1.1.2
Sea X wna variable aleatoria. La funcion caracteristics de X se define como

éx(t) = E[¢], o0 <<,
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Puede ser mostrado que ¢ siempre existe y gffe, al igual que [a funcién generadora
de momentos, determina de manera iinica la distribucion de X,

También podemos definir Ia funcién generadora de momentos y la funcién carac-
teristica para las variables aleatorias X;,...,X, como

¥(t,....tn) = E [exp (i ‘ij)]

j=l
"
#(tyy...vte) = E [exp (i E‘J'XJ')] ’
=
Puede ser probado que la funcién generadora de momentos (cuando existe) o la

funcidn caracteristica determinan de manera inica la funcién conjunta de probabili-
dad.

IIL. Transformada de Laplace.

Cuando se estd trabajando con variables aleatorias que sélo toman valores no
negativos, a veces es mds conveniente utilizar la transformada de Laplace, que se
define a continuacién, en lugar de la funcién caracteristica.

Definicidn 1.1.3
Sea X une variable aleatoria con distribucion F que toma valores no negativos. La
transformada de Laplace para la distribucion F se define como

Fals) = [’”r"dr(;), s=a+ib a20.

Como en el caso de Ja funcion caracteristica, la transformada de Laplace determina
de manera tinica la distribucion,

1.2 Distribucién Poisson.

La distribucién de probabilidad Poisson fue introducida por S, D. Poisson en un
libro que escribi6 acerca de las aplicaciones de la teoria de la probabilidad a disputas
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legales y hechos delictivos, Este libro, publicado en 1837, fue titulado Recherches sur
la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére civile,

Como veremos més adelante, la vasiable aleatoria Poisson tiene un rango de apli-
caciones muy grande en diversas dreas debido a resultados limite en los que esta
distribucién apatece. Estos resultados se mencionan mds adelante

La distribucién Poisson con parémetro A > 0 esté dada por
e\

7!

J(z)= , 2=0,12,...

Sea X una variable aleatoria con distribucién Poisson y parimetro A, que deno-
taremos, en lo sucesivo, como X ~ Poisson()).
Calculemos E[X] y var(X):

E[X)

i
]
[\ ]
i
b
b
L]
|
utq
.
—
LK Y
!
—
-

z!

]
Q‘
>
-—
8
[
—
k-
]
b
[, ]
]
>
<%

= A\
Para calcular la varianza, hagamos:

E[X?) = E[X(X -1)] + E[X].

Abora:
_ s=z(z-1)ex Y - L
E[X(X 1)) = 5%___;!___ = Me 2_:,(72‘2‘)?
2,-2 %~ VY 2
= Me” — = M,
€ ,gl"
Finalmente
var(z) = E[X? - (E(X])? = A+ A<~ A= A,
Por lo tanto

E[X) =var(X) = A, (1)
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A continuacién enunciazemos un teorema que relaciona de manera muy interesante
Ia distribucién de una suma de variables aleatorias Poisson independientes con su
parémetro.

TEOREMA 1.13.1
Sean X, X3,...,Xy variables aleatorias independientes con distribucidn Poisson y
pardmetros My, A3, ..., Ay respectivamente. Entonces

3 X ~ Poisson (i: x.-) :

is) i=l
Demostrecion:
(La demostracién se haré por i;xduccién)
Paran=2;
s
PXy+Xa=k) = Y PXi=8,X3=k=2)
=0

3
= ZP(X‘ = a)P(Xa =k- ‘)
=0

-y (S e x"')
S\ o (k=)
e~k b k!
k! Z ~ al(k - s)!
-(»hm)u, + A,)‘
k!

Donde la iiltima igualdad se sigue del teorema del binomio.
Supongamos que es vilido para n = k. Demostraremos que es vilido para n = k+ l
ToH Xi = T8, Xi + Xap, pero T, X ~ Pomon(E,_, A;) por hipétesis de in-
duccidn, y Xiss ~ Poisson(Apas). Por lo tanto, Tt X; ~ Poisson(X 1! A)).

SOV

(a}
Consideremos una variable aleatoria Poisson N con parémetro 4 > 0 y escribamos
a N como la suma de unos:

Nal4l4 4L,
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Supongamos que cada sumando toma el valor 1 con probabilidad p y 0 con pro-
babilidad 1 — p. ;Cudl es la Distribucién de la suma M si ésta es de la forma M =
14040+ 417 El siguiente teorema establece la respuesta de manera precisa.

TEOREMA 1.3.2
Sean M, N variables aleatorias tales que N ~Poisson()) y (M | N) tiene una dis-
tribucidn Binomial(n,p), entonces M ~Poisson(Ap).

Demostracidn:

P(M =k)

f:P(M=k,~=n) = i?(M:klN:n)P(Nmz)
n=0 n=0

00 (1 - nek  g-AAn e~ MpA)t M1 - n-k
- Z(np"( e ) - (p) Z[( p)l

e\ "Hin =k Tl (n—k)!
M o ML -p) ‘*'(w
k! ?;o m k!

Por lo tanto M ~ Poisson(Ap).

1.3 Proceso Poisson.

En esta seccién daremos un par de definiciones de proceso Poisson y probaremos su
equivalencia. Para ello introduciremos el concepto de proceso estocistico y procesa
de conteo,

Definicién 1.3.1
Un proceso estocdstico X = {X(t),t € T’} es una coleccidn de variables aleatorias,
Esto es, para cada t en el conjunto de indices T, X (t) es una variadle aleatoria.

A menudo interpretamos a ¢ como el tiempo y decimos que X(¢) es el estado al
tiempo ¢, ‘

Si el conjunto de indices T es contable, X es llamado un proceso estocistico
con tiempo discreto; si T es continuo, X es llamado proceso estocéstico con tiempo
continuo.
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Definicién 1.3.2
Se dice que un proceso estocdstico X = {X(t),t € T} con tiempo continuo tiene
incrementos independientes i, para todo tg,8y,... s, las variables aleatorias

X(t) = X(to) X(82) = X(tr), - » X(tn) = X(ta-1)

son independientes.
Se dice que el proceso tiene incrementos estacionarios #i X(t + 8) — X(t) tiene ls

misma distribucién para todo t € T

Definicién 1.8.3
Sea {N(t),t > 0} un proceso estocdstico. Si N(t) representa el niémero lotal de

eventos al tiempo ¢, {N(t),t > 0} es llamado un proceso de conteo.

Asi , un proceso de conteo debe satisfacer:
i)N(t) 20.
ii)N(#) toma valores enteros.
iii) Si s < t => N(s) < N(2).
iv) Para s < t, N(t) — N(a) representa el nimero total de eventos en el mtervn.lo (8,8)
Ahora si estamos listos para definir al proceso Poisson.

Definicién 1.3.4
El proceso de conteo {N(t),t > 0) es llamado proceso Poisson con tasa A > 0 si:
i)N(0) = 0.
i1) El proceso tiene incrementos independientes.
iis) El némero de eventos en cualquier intervalo de longitud ¢ se Jumbuyc Poisson
con tasa At. Esto es, yare todo s,t 2 0 ge cumple que
P(N(:+.)-~(.)=n)=i'f-:f7”-)3. n=0,1,2,..

Notemos que se sigue de la condicion iii) de la definicidn anterior y de la condicién
(1) de la pigina 6 que un proceso Poisson tiene incrementos estacionarios y que
E[N(t)) = At.

Antes de das la siguiente definicién de Proceso Poisson necesitamos introducir el
siguiente concepto:
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Definicién 1.3.8 :
Decimos gue la funcién f es une Juncidn o(h) si

Ahora sf estamos listos para dar una definicién equivalente,

Definicién 1.3.6

El proceso de conteo {N(t),t > 0} es llamado proceso de Poisson con tasa A > 0 si:
i)N(0) = 0.

it) El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes.

ii)P(N(K) =1) = M + ofh).

iv)P(N(A) 2 2) = o(h).

TEOREMA 1.3.1
Las definiciones 1.9.4 y 1.3.6 son equivalentes,

Demostracidn:

~ Primero demostraremos que la definicién 1.3.6 implica la definicién 1.3.4 :

Sea Py(t) = P(N(t) =n).
Obtengamos una ecuacién diferencial para Fy(t) de la siguiente manera:
P(t+h) = P(N(t+h)=0) ‘
= P(N(t)=0,N(t +h)—-N(t) =0)
= P(N(t) - N(0) =0, N(t + ) - N(t) = 0)
= P(N() - N(0) = 0)P(N(t + h) - N(t) = 0)
= P(N()=0)P(N(t+h)-N(t)=0)
= R(O)PN(K) - N(©) =0)
= Py(t)P(N(h) =0).
Ahota '
P(N(h)=0) = 1-[P(N(h) = 1)+ P(N(h) 2 2)
1= (A 4 o(h) + o(h)] _
1 = [AK +0(h)] =1 = AA 4+ ofA).
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Por lo tanto
Po(t + A) = Py(t)[1 — MM + ofh)] = Po(t) — AMPo(t) + o(h).
Asi, tenemos que
Po(t + h) = Po(t) = ~ARPy(t) + of).
Dividiendo por A y haciendo A — 0, obtenemos Ia ecuacién diferencial

Pa(t) = ~APo(t)
con condicién inicial Py(0) = 1, lo cual nos da como solucién
| Po(t) = e™,
Similarmente, cuando n > 1

Pu(t+h) P(N(t +h) =n)
P(N({t)=n,N(t+A)-N(t)=0)
P(N(t)=n-1,N(t+h4)-N(t)=1)
P(N(t+A)-N(t)22,N(t+h)=n)

P(N(t) = n)P(N(t + ) — N(t) = 0)

P(N(t) =n—~1)P(N(t + A) — N(t) = 1) + o{h)
Po(){1 — AN +o(R)] + Pa-r(t)[AR + ofA)] + o(A)
Pu(t) = ARPA(t) + ARPo_y () + ofB).

nm <+ n + <+ n

Por lo tanto
Pa(t + B) = Pa(t) = =AAP(t) + AbPuy(t) + o{h).

Dividiendo por A y haciendo A — 0 tenemos que
Pa(t) = =APa(t) + APy (2).

De aqui que
[PA(0) + APA(1)] = A€"P,-(1),
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y, finalmente d
g (€' F(1) = Ae*Pocs(t).

Hasemos induccién sobre n,
Cuandon = | d
' % (¢“AD) = 'R(t) = ).

Y al resolver la ecuacién difereacial con condicién inicial F;(0) = 0 obtenemos que
RAt) = Me™. |
Para terminar el proceso de induccién, supongamos vdlido para n = k, es decir,
| A= 200
Vamos a demostrar que es vilido paran =k + 1
-:‘- (*Pn(t)) = Ae'A(Y)

- AAt)
]
Finalmente, resolviendo la ecuacién con condicién inieiul Prsa(t) = 0 llegamos a
1a ecuacién ) '(M)‘ "

hﬂ“) B (k+ l)! ’
Con lo cual concluimos Ia induccién, Por lo tanto

e (M)

P(N(t) = n) = ——— vne N

Pero P(N(t) = n) = P(N(t) - N(O) =n) = P(N(t + A) = N(A) = n) para todo
nimero real A no negativo (Por el inciso it)). Por lo tanto . - ,

e M)
n!

P(N(t+9)~N(s)=n) = Va0 2 0.

Asi, se cumple el inciso iic) de la definicién 1.3.4, con lo cual queda demostrada
la primera parte del teorema.
Ahora demostraremos que la definicidn 1.3.4 implica la definicién 1.3.6.
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Basta probar los incisos (iff) y (iv).

inciso (iii):

P(N(h) —.N(0) = 1) = Ahe™™

= Ahi !:'_A_’l).'. (Por expansién de Taylor.)

- M[l-)«H-(M) .--1=M+M[-M+(—"—"l—-~ J

P(N(M) =1)

Pero Ab (—=2h + &5 — ...) = oh).
Asi finalmente P(N(h) = 1) = Ak + ofh).
inciso (iv):
P(N(h)22) = 1~P(N(h)=0)=P(N(h) =1) = 1 - € — Ak + o{h)
= 1=[1 =M +0{A)} - M+ o{h) = o{h)

Con lo cual queda completa la demostracion del teorema.

1.4 Tiempos entre llegadas.

Definicién 1.4.1 _

Consideremos un proceso Poisson, y sea Xy el momento en el que ocurre el primer
evento, Ademds, para n > 1, X, denola el tiempo que transcurre entre el (n — i)
€simo y el n-ésimo evento. La sucesion {Xp,n > 1) es llamada sucesidn de Iumpoa
¢um lleydu

Para determinar la distribucidn de X, primero notemos que el evento {X; > ¢}
ocurre 8i y #6lo si no hay eventos en el intervalo [0, ¢], asi

P(X) > t) = P(N(t) = 0) = e,

Lo cual indica que X, tiene una distribucién exponencial con media 1/).,
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Ahora calculemos la distribucidn conjunta de X, y X;. Primero notemos que

Pt X s t:) E[lmgnsnl
E [B [l(l’lsia.hsu)lxl]]

00
/o E[LmgnasnXs = g Ae~Vd

/ " P(X, S 6,X3 S 41Xy = s)he~2ds
o

Por lo tanto

P(Xy <4, X3S ty)

rP(X| S, X3 S hiXy = J)XC‘”‘I
[]

- /" P(s < 61, Xy < 1%, = s)e"Mds
(]

[ ' P(Xs < alX) = a)heMds

'/Oll[l - P(X’ 2 tzIX. = .)]Ae-h“

/° .‘[l ~P(N(s +1;) - N(s) = 0)}re~Mds

/o " (L= €M) Ae e
(x - c-M.) (‘ - e—lh)

Lo cudl quiere decir que X) y X; son variables aleatorias independientes y que
tienen distribucién exponencial con media 1/A. Estas consideraciones nos motivan a
enunciar la siguiente

Proposicién 1.4.1
Sea X, la variable que mide el tiempo entre llegada del (n — 1)-ésimo evento y eln-

- ésimo, paran = 1,2,..., entonces Xy, Xy, ..., son variahles aleatorias independientes
- con distribucidn ezponencial y media 1/

Dcmumidi:

- (La demostracién ser hard por induccion.)
Para n = 2 se demostrd arriba.
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Supongamos que el resultado es vilido para n - 1, es decir, X),...,Xs-) 800
variables aleatorias independientes con distribucidn exponencial y media 1/2.
Demostraremos que es también vélido para n.,

P(X, Sty Xa S )
- /:.../:p(x, Sty Xn < talXs = 85,000y Knot = 8ae)
X A-lemMavrtamaildg . dg,
a0 00

= .L /o P(sy Sty oo 80y S taa] Xy = 8,000 Xy = 80y)
x AVleMutetimeiddg .o ds,
= /o""'.../o" P(Xa StalXi= 81,000 Xney = 8ae)
x A-le-Matrtonalgy ... ds,
= /o"-. " -/o"[l =~ P(Xn 2 tal Xy = 81,... ) Xnoy = 8p-1))
X A-lemMutotbacilgy o ds,
- / In-t . /" (- e‘*") AVlemMutetincidy, L. ds,

: 0
= [J0-e™)

[L]]
Por consiguiente X;,..., X, son variables aleatorias independientes exponenciales con

medis 1/A.
a

Observacién 1.4.1

-Ls suposicidn gue se hace acerca de Jos incrementos independientes y estacionarios del
proceso nos aseguran gue, en cuglguier punto del tiempo, el proceso vuelve a comenzar
y tiene la misma distriducidn que el proceso original. En otras palabras, el proceso no
tiene memoria, por ello, era de eaperarse gue apareciera la distribucidn ezponencial.

Otra cantidad interesante es S,, el tiempo en el que ocurre el n-dimo evento,
también llamada tiempo de espera hasta el n-ésimo evento, asf

Sn=ix.', ﬂZl,
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Proposicién 1.4.2
Sn ~ Gama(n,A).

Demostracién:

Utilizaremos la definicién 1.1.1 de la pégina 1.

La funcién generadora de momentos de X; es A/(A —t),¢ < ), Vi=1,2,...,n
Calculemos la funcién generadora de momentos de S,

E[e%) = E [oxp{tzxi) =E [exp(zlx‘)

is) isl
L)
E [“ elXi]
im)
pero {X,} es una sucesién de variables aleatorias independientes, por lo tanto

E [f[ e"“] = f[s (Cad

=) inl

A n
(5)
que es la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria Gama(n, A). Esto
es, la funcién de distribucién es

E [e""]

pues como n € N entonces I'(n) = (n - 1)1,
o

Otra manera de hacer la demostracidn es la siguiente:

PS.(') P(Sy S t)= P(N(t) 2n) = 2 ‘ !M)_’
por lo tanto
Js.(t) = F:’.(') = i% [Aje'»\l(*‘)j-l - “"‘"(M)"l

Jun
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A
jun it

- (G Y U
= e ,2_;(1-1)! :
(M)n-l

= e M n- l)!

Por lo tanto

fs(t) = AC-" (M) l)"

que es la misma que la obtenida en la ecumén ).

De acuerdo a las consideraciones anteriores, podemos dar otra definicién de pro-
ceso Poisson de la siguiente manera: Sea {X,,n 2 1} una sucesién de variables
aleatorias exponenciales independientes exponenciales con media 1/). Definimos un
proceso de conteo diciendo que el n-ésimo evento del proceso ocurre al tiempo S,,
donde

Sa=X1+Xa+ 4+ Xa.

El proceso de conteo resultante serd un proceso Poisson con tasa A.

1.8 Tiempos de espera y estadisticas de orden.

Supongamos que sabemos que un evento de un proceso Poisson ha tenido lugar al
tiempo ¢; queremos conocer la distribucién del tiempo al cual ocurre tal evento.
Dado que el proceso Poisson posee incrementos estacionarios e independientes, parece
rasonable que cualquier intervalo en (0, ¢] de la misma longitud deberia tener la misma
probabilidad de contener al evento. En otras palabras, el tiempo del evento deberfa
distribuirse uniformemente sobre el intervalo [0,¢]). Esto se puede checar ficilmente
dado que, para s < 1, v

P(X, <a|N(t)=1) = P(Unevento e;(m&(o‘)) y nl';tgm en [s,4])

- P(Un evento en (0, )) P(No haya evento en (s, 1))
P(N(t) =1)
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Aae-) (e-Me-o
Me-M

M
= Te-.ﬁ
= o
= 3

Este resultado puede ser generalisado pero, para ello, necesitamos introducir el
concepto de estedisticas de orden.

Definicién 1.5.1
Sean Yi,...,Ya, & variakles aleatorias con distribucidn comin F. Definamos

"¥y) = Elvalor més pequesio de {1;,...,Va}.
El segundo valor mds pequedio de (N3,...,V3}

&
u

El j — ésimo velor més peguesio de {V;,...,Ys)

e
[}

Vs = Elvelor més grande de {1;,..., V).

~ Los valores ordenados Yj3) < ¥j3) < -+ < Ya) son conocidos como las estadisticas de

orden correspondientes a las variables alestorias 14,...,Ys. En otres palabres, ¥y <
Yia) <+ £ Vin) 800 los valores ordenados de maners creciente de {13,..., Yo},

S1 laa ¥;'s son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con

"dmid;d‘do probabilidad £, entonces la densidad conjunta de las estadisticas de orden

Yy -1 Yin esté dada por
Jnsome) = ot L 500), ne < @)
in}
Lo anterioe se debe a que

§)(W,....1a) serd igual & (y.,...,y.) o (1,...,1,) es igual a cualquiera de las n!
permutaciones de {y1,...,ya}.
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ii) La densidad de probabilidad de fy,..y,(¥-+,¥a) e igual &

f)-+ fratow) = T o

inl
~ Si las ¥'s;i = 1,...,n, son uniformemente distribuidas sobre el intervalo (0,¢),
s¢ sigue de la ecuacion (3) que la distribucién conjunta de las estadisticas de orden
Yoy .-+ Yim) o0 \
o) = ?;
Ahora estamos listos para enunciar el siguiente teorema, el cua! tiene aplicaciones
muy interesantes,

TEOREMA 1.5.1

Dado que N(t) = n, los tiempos de capers Sy, ..., Sy tienen la misma distriducidn
que las estadisticas de orden correspondientes @ n variables aleatorias uniformemente
distribuidas en el intervelo (0,¢).

Demostracién:
Sean 0 < &) < 13 <+ < tay) = 1 y sea h; suficientemente pequefio para que
i+ h; < tiyy,i =1,...,n. Abora, si representamos por A al evento

Hay exactamente un evento en el intervalo [t;,; + A}, parai = 1,...,n

y no haya més eventos en [0,¢],
entonces
P(taSS;st;+h;.i=1....,n | N{t)=n) F(T’:%‘Z:—n)

TN I VP TSP O AT P )

- L*.'!Fe-kl
!
= Thhyoh,

Por lo tanto v
o PUi<Sigtithi=1,...,nIN@=n) _nl
Ay ohgeoohy T
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Y haciendo A; = 0,6 = 1,...,n, tenemos que

|
I,,...s,(l......l.)-% 0<t) < oo <ty

(%]
Nota: Intuitivamente decimos que, bajo ls condiciéa de que n eventos han ocu-
erido en el intervalo (0,¢), los tiempos S),...,S, en los cuales ocurren los eventos,
considerados como variables aleatorias desordenadas, se distribuyen independiente y
uniformemente en el intervalo (0, ).

Ejemplo 1.5.1

Supongamos que los clientes que llegan a una estacion de tren lo Aacen de acuerdo
a un proceso de Poisson con tasa A. Si el tren parie ol tiempo ¢, entonces ls sume
u,cmdc de tiempos de eapera de los clientes que llegan @ la estacién en el mlerulo

R 5 R I |

ARora calcslemos la esperanza condicional utilizando el feorema 1.5.1 :

Nt
Z(I—S..) N(t) = m] = E Z(c-s.) N(l)=m]
n=| n=}
= E mc-}:s.. N(t)=m]
asl

= mt~-E iS.lN(c)nm]
mt~E }:U,.,]-m: E Eu..]

= mt—EE[U.]- ml-m-z-
mt .

T
Donde U; es uns varisble slestoria u#ormcmnu distriduide en el mterulo
0,8),i=1,..
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Asi o)
E [ (-] = 5,
n=l
por lo tanto
ol ¢ t
E [E Y (-s)| Nl = S EIN() = 3a.
n=l

Finalmente

L A
E ['g(: - s,.)] =3

Como una aplicacion importante del teorema 1.5.1 supongamos que cada evento
de un Proceso Poisson con tasa A se clasifica en uno de dos tipos de evento: Tipo /
y Tipo I, dependiendo del momento en el que ocurre. Especificamente, supongamos
que si un evento ocurre al tiempo s entonces, independientemente de todo lo demds, se
clasifica como evento tipo I con una probabilidad P(s) como tipo I con probabilidad
1 — P(s). Usando el teorema 1.5.1 podemos probar la siguiente

Proposicién 1.8.1 Si Ni(t) representa el nimero de eventos tipo i, i = 1,2 que han
ocurrido al tiempo t, entonces Ny(t) y Ny(t)son variables aleatorias independientes
Poisson con media Atp y At(1 — p) respectivamente, donde

1 t
p= ?./o P(s)ds.

Demostracidn:
Calculemos la densidad conjunta:

P(Ny(t) = n, Nq(1)

m) = 3 P(N(E) = m Nalt) = m | N() = KYPNGE) = )
k=0
P(Nl(‘) = n,Nz(‘) =m ‘ N(‘) =m+ n)P(N(') =m+ ")‘

pues el resto de los términos de la serie es ceto.
Ahora consideremos un evento arbitrario en el intervalo (0,¢). Por el teorema 1.5.1
este evento ocurrird en un tiempo uniformemente distribuido en el intervalo (0,t).
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Supongamoe qhe el evento ocurre al tiempo s. Debido a las condiciones anteriores, el
evento se clasifica como tipo I con una probabilidad

1 ]
P=3 j P(s)ds
0
independientemente de cualquier otro evento. Asi,
P(Ni(8) = n, Ny(t) = m | N(8) =m +n)
se puede pensar como n éxitos y m fracasos en n + m ensayos, es decir,
P =Nt = m I N =) = (47 )0 -

Finalmente tenemos que

P(N(t) = n, Na(t) = m) = [Q;_';L'e-m} [.._.._.._(.*"‘n'! ) e"“(""] :

La importancia de la proprosicién anterior se ilustra con el siguiente

Ejemplo 1.5.2
LA cOLA POISSON CON INFINITOS SERVIDORES.

Supongamos que los clientes llegan a una estacidn de servicio de acuerdo & un
proceso Poisson con tasa M. A su llegada, los clientes son servidos inmediatamente
por uno de un nimero infinito de servidores y supongamos que los tiempos de servicio
son independientes con una distribucion comin G.

Para calcular la distriducion conjunta del nimero de clientes que han completado
su servicio ol tiempo t y del nimero de aguellos que aun no lo completan, diremos
que wn cliente es del tipo-1 si ya ha completado su servicio y del tipo-Il en otro caso.
Alore, si el cliente llega al tiempo 5,8 < t, entonces serd del tipo-I si termina ax
servicio en un tiempo menor que ¢ ~ 3, y dado que la distribucion del tiempo de
servicio es G, la probadilidad serd G(t - 3). Asi : '

P(s) - G(t - ), 1<t
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Sean Ny(t) el nimero de clientes que Aan completado s servicio al tiempo t y
Ni(t) el nimero de clientes gue no Aan sido servidos el tiempo t.

Por la proposicién anterior obtenemos que la distriducion del nimero de clientes
que Aan completado sy servicio al tiempo ¢, es Poisson con media

E[N,(t) = A L "Glt - a)ds =\ /o ' Gly)dy.

Andlogamente el nimero de clientes gue no Aan sido servidos ol ﬁeﬁpo ¢ tiene
una distribucién Poisson con media '

¢
E{M{t)] = A /. Oly)dy.

Donde

Gly) =1- GO

Ademds Ny(t) y Nj(t) son independientes.
Ahora analicemos otro ejemplo..

Ejemplo 1.5.3 Supongamos gque un aparato esté sujelo a shocks gue ocurren de
acuerdo a un proceso Poisson con tasa A. El i-ésimo shock provocs un daio D;.
Se supone gue las D;’s son variables aleatorias independientes e idénticamente dis-
tribuides y también independientes de {N(t),t > 0}, donde N(t) denota el némero
de shocks en el intervalo [0,t]. Se supone que el dario debido al shock decrece ezpo-
nencigimente en el tiempo, esto es, si el shock produce un dafio iniciel D, entonces
al tiempo t despues de tal dario es De=°' pare alguns a > 0.
S5 suponemos gue el dasio es adilivo, entonces D(t), el dasio al tiempo ¢ puede ser

ezpresedo como:

N()

D(t) =Y Do),

(L]

Donde S; es el tiempo en el que ocurre el i-éaimo dako. Podemos determinar E[D(t))

- -

N(¢)
ElD(W))=E [E [2 Die™*=%) N(1)

inl
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Ahors

E{D(t) | N(t) = n]

E

E
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N()
E D, e-ot-%)

i}

[
E D‘e'.“‘."’

in)

N(t) = n]

N({t) = n]

3 (D=4 N(g) = o

=]

i: E[Di | N(t) = n]E [¢-0-%) | N(t) = n).

Pero D; es independiente del proceso para i = 1,2,...,n y son vqridkc'inlepcndieu-
tes ¢ idénticamente distribuidas, por lo tanto

E[D; | N(t) =n) = E[D), -

donde D es una varicble alealoria con ls misma distriducidn que las D;’s. Asi

im)

' f: E[D; | N(¢t) = n]E [e-t-%) | N(¢) = n)

E[nli:s [e-ett=5 | N(¢) = n)
E[{Dje™ i: E[e% | N@)=n)

"
EDleE |} e*

[}

N(¢t) nn] .

Sean Uy,...,Us verisbles aleatorias independientes uniformemente distribuidas
sobre ¢l intervalo (0,¢]. Por el teorema 1.3.1 :

E

Por lo tanto

"y
EDlcE|Y

| imt

| iw)

3o

N(it)=n|=E if”“i].

4 [ I

1 "
N(t) =n| = E{D)e™E [2 r"w] .

iw}
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Ahors:
E ie’”ﬂ)] = F ifv‘] = nE[e'"‘]
il =]
e n o
= [ ew = S|
= a-[e«'-l]
Aol .
E 'z.;casi) N(t)=n] =£[e‘"—l].
Por lo tanto:

EID() | N®) = o] = E{De™ 2 [ 1] = E[DI [1 - ).
Lo cual nos lleva a |
E(D) | V@) = 1D 1 - o)

Finalmente, al tomar esperanza de ambos lados en la ecuacidn anterior tenemos
que ‘ \EID
E|D(@)] = —%"—1 (1-e).

Nota: Otra aproximacidn para obtener E[D(t)] es partir el intervalo (0,1) en in-
tervalos de longitud A que no se intersecten y que lo cubran y entonces sumar la
contribucién al tiempo ¢ de los shocks que ocurrieron en ese intervalo, Mda especifi-
camente, sea A dado y sea X; la suma de los daiios ocurridos al tiempo ¢ que llegaron
en el intervalo I; = (jA,(j + 1)A), j =0,1,...,[t/A)"
De lo anterior tenemos la representacion

00

Dit) =Y X,

im0
y af

N

E(D(t) = }_ EIX),
i=0

1{¢/A] representa el mayor entero menor o igual a ¢/A.
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Ahora
ElX) =Y zP(X;=2),

pero sabemos que

P(Xi=2) = P(Xi=z|Nohubo shock)P(No hubo shock)
4+ P(Xi = z|Hubo un shock)P(Hubo un shock)
4+ P(X; = z|Hubo més de un shock) P(Hubo més de un shock)

por lo tanto

E(X)

3 2[P(X; = z|No hubo shock)P(No hubo shock)

P'(X.; = z|Hubo un shock) P(Hubo un shock)

P(X; = z]Hubo mis de un shock)P(Hubo méis de un shock))
E[Xi|No hubo shock]P(No hubo shock)

E[Xi|Hubo un shock)P(Hubo un shock)

E(Xi|Hubo mis de un shock] P(Hubo més de un shock)

E [De=2t-1D) (Ah + ofh)) + ofA)

= ME [Det~1)] 4 o(h)

+ + 0+ +

Doﬁde L; es el tiempo en el que llega el shock en el intervalo ;.
Por lo tanto

(/M
3 (MAE [Deot-10) 4 o(h))

in0

E[D(t))

/A ¢
AEIDIE | Y heet=Lof 4 [Z] o(h)
]

Pero como L; € I;, se sigue que, al hacer A — 0,

(/N ‘
Yoheet-to / e~olt-0dy,
in0 °
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Con lo cual llegamos a que

Elp() = 282 (1=, AN

que es la misma que habfamos calculado anteriormente.

1.6 El perfodo ocupado M/G/1.

Consideremos el sistema de cola, conocido como M/G/1, en el cual los clientes llegan
de acuerdo a un proceso Poisson con tasa A. A su llegada, cada cliente es atendido
inmediatamente o se une a la cola. Los tiempos sucesivos de servicio son indepen-
dientes e idénticamente distribuidos de acuerdo con G, y son también independientes
del proceso de llegada. Cuando un cliente llega y encuentra al servidor libre, decimos
que comienza un perfodo ocupado. Termina cuando no hay clientes esperando ser
atendidos. Quisiéramos calcular la distribucién de la longitud del perfodo ocupado.
Supongamos que un periodo ocupado ha iniciado en algin momento, el cual desig-
naremos como tiempo 0. Sea S, el tiempo en el que llega el k-ésimo cliente adicional
(asi, en principio, Sy ~ Gama(k, A)). Ademis, sean 1}, Y;, ... Ia sucesién de tiempos
de servicio. El periodo ocupado terminard al tiempo ¢ y consistird de n servicios si y
solo si:
i) Hay (n — 1) llegadas en el intervalo (0,¢).
i+ +Y, =t

M) <h+ - +N, k=1,...,n-1 .
Justificacién: Supongamos que S, > Y, + :+- + Y., entonces el k-ésimo cliente

adicional encontraria vacfo el sistema, pues los k — 1 anteriores habrian finalizado
su servicio y, por lo tanto, el periodo ocupado termina cuando tal cliente finaliza su
servicio. Lo cual es una contradiccidn. De Ia consideracidn anterior tenemos que

P(Periodo ocupado tiene longitud ¢ y consta de n servicios)
= PYi+: +Ya=ti(n~1)llegadasen (0,2); S S Vi 4+ + Vi,
k=1...,n~-1)
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= P(ShSK+“‘+“,k=l.---y“"l|Yl+"'+Yn"i
n—1 llegadas en (0,¢8)) x P(Yy ++* + Ya = t;n - 1 llegadas en (0,))

Ahora, como ¢l proceso de llegadas es independiente del tiempo de servicio,

P(n—1 llegadas en (0,¢),Y, 4+ + Y, =t) = c““(-(-:—‘_-)_:;—;ida.(t).

donde G, es la n-ésima convolucién ? de G consigo misma. En sums, dado que hay
n — 1 llegadas en el intervalo (0,¢), los tiempos de llegada se distribuyen como n ~ 1
variables aleatorias uniformes ordenadas y, por tanto,

P(Periodo ocupado tiene longitud ¢ y consta de n servicios) )
n=-1
= G-M%_)T'ﬁidan(‘)?(rb Sh++hik=1,...,n=-1 ' K4 +h= ‘)

Donde 7y,...,% -1 son independientes de {V;,...,Y,} y representan los valores orde-
nados de un conjunto de n — 1 variables uniformes(0,¢). o
Para calcular Ia probabilidad restante, necesitamos antes de algunos lemas.

Lema 1.6.1
Sean Y,,...,Y, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuides
no negalivas, entonces

EIY.+~-+nIY.+---+Y.=vl=$m k=1,..n

Demostracidn:

Effi+ 4+ Hli+ 4=y = EWY 4+ Ya =y
pero .
nEFilYi+  +Yi=y] = Ei+-+Vifi+: -4+ Ya=y)
=y

Por lo tanto :
| EWfYi+ +Yo=yl= L,

La definicidn de este concepto se puede encontear en [7], Capitulo 4, (4.8).
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Adf finalmente N
Efi+:+hlYit 4 Vay)=y.

Lema 1.6.2
Denotemos por 1y,... ., 7a los valores ordenados de un conjunto de n variables alesto-
rias uniformes(0,t). Sean W, 15,..., verisbles aleatorias independientes ¢ idéntice-
menie distribuidas no negatives que también son independientes de {ry,...,Tn}, en-
tonces .
PVi+ o +henk=1...nli+-+V=y)
1-y/t si0<y<!t

0 en ofro ceso.
Demostrecion: .
La prueba es por induccidn sobre n,
Cuando n = 1 debemos calcular P(Y; < ny|¥, = y) con 7y ~ uniforme(0,¢), pero
Pifi<nlti=p)=Py<n)=1-% o<y<t
Supongamos que el resultado es vilido para n — 1, es decir,
P(Yl+"'+yl<rhk=lv'nn"l'yl +:+ha '-'U)
I1-y/t si0<y<t

0 en otro caso.
Si y 2 1 el resultado es obvio. Supongamos que y < ¢. Para hacer uso de la hipdtesis de
induccién condicionaremos los valores de ¥; +: - 4+ ¥,y y 74 y haremos uso del hecho
de que, condicionado a que 7, = u, 7y,...,7,. se distribuyen como las estadisticas
de orden de un conjunto de i — 1 variables uniformes(0,u). Haciendo esto para s <y
Pt 4h<nk=1..,n"+ -tV =an=uli+ +V=y)
PVt - +Va<rh k=1, .n=-li4+ 4V =0) sig<u

0 en otro caso.
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Donde 7{,...,7:_, son los valores ordenados de un conjunto de n~1 variables aleato-
rias uniformes(0,u). As{ por hipétesis de induccién, el lado derecho de la igualdad
anterior es igual a

1-sfu siy<u

0 en otro caso,
Asi paray<u
PYi+ - +Ya<mk=L. i+ +Yaym=uYi+. ¥ =y)
=g Nttha (5)
Ta
Notemos que

P+ +Yi<n Vit 4V m=uYid 4 Ya=y)
= E‘[l(mmmm)lYn+--~+Y,.-.,r,,=u,y,+...+n.___y]_

Al tomar esperanzas condicionales en ambos lados de la igualdad (5) y con-
siderando que

om=uhit o thh=y) C on=ulit+ -+ttt hh=y)
obtenemos

E[l(y|+.,.#y.<'.)|fn =4,V 1+ +Ya =y]-
Vit + Ve
=,E[1_..‘_f__;_'_+_‘_".‘_l Y]+"'+Y.-|,7.=H,Y|+~-~+Y,‘=y],

Por lo tanto

P +~-~+Y.<n,k?—l,...,ﬂlf.';‘“;yl"""+yl=V)
Yt +Va
Eb-ii—i44K+m+Kmm=m%+m+K=4

™

Y R SRS A FONES A

= - (—t—l-)-! Por el lema 1.6.1.
nu
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Tomando esperanzas un vez mis tenemos que

P(Yl+ +h<n,k=1,. ,n|Y‘+...+Yn=v)
= E[l—'——-"— ‘r‘)y]P(r.)v)

= P(r.>y)—!(-?—'-.—~llE[; 7 >yl P(ra > p).

Calculemos la distribucidn de 7,

Pity<z) = P(&%Umz) = P(l<z,...,.Uy<2)
Z\M
= (-‘-) ’ O0<z<t.

Donde U;,i = 1,...,n son variables aleatorias uniformes(0,t). Por lo tanto, su densi-
dad esti dada por .
ny 72\
b= ({) (5 o<z<n

[On6-
()

P(Y‘+-n+Y,,<r., k=l'-o-|"'yl+"'+yl_V)
! » v('n-l_.'n-l)
"'(c) - t
‘u_"n-l
i

= ==

y asi

E[l
Ta

Finalmente, cuando y < ¢

n>4ﬂm>n

Con lo cual concluimos la demostacién.
8]
Solamente necesitamos un lema miés antes de regresar al problema del perfodo

ocupado.
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Lema 1.0.3

Denotemos por 1y,...,7s los valores ordenados de un conjunto de n ~ 1 variables
aleatorias uniformes (0,t), y sean ¥}, Y3, . .. variables alestorias independientes e iden-
ticamente disiribuidas gue también son independientes de {1y, ...,7,}, entonces

Phit - +¥e<mb=ln=1%+ +hhet)=r,

Demostracién:
Para calcular la probabilidad anterior, haremos uso del lema 1.6.2 condicionando
sobre ¥; + -+ + Y41, esto es,

P(Y.+-~-+Y,,<n,k=l,...,n-—l|)’|+'--+Y..-|=y.}'|+---+Y.=l)

c Pt th<nk=1..n-LVit+ +ha=p Y+ -+¥ =0
PYit+: - +Ya=p i+ +Va=1)

P(yl"f‘”""yb<7hk=lv-n"‘lvyl"‘“"’f‘yu-l=v)”(yn="v)
PYit -+ Yo =y)P(Ya=t-y)

PYi++Yi<nk=1...,n=1|{Ni+:+Y, =yp)
L-y/tiil<yc<t

0 en otro caso
Abora,como Y+ 4+ Yoo S Vi 4.+ 4 Y, tenemos que
PYi+ - +Yi<nk=...,n=1|1 4+ +Y, =)
=E[ (y'+ +}""')I}'+ +Y..=t]

(-—-—-) Por el lema 1.6.1
n

S e -

Por lo tanto '
Pt tVi<mb=Lon=1{Y+4hat)= i
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Ve
\“,

(=]
Rzgresm a la distribucién conjunta de la longitud de un periodo ocupado y
el nimero de clientes atendidos que dejamos pendiente en la pigina 28, debemos
calcular
Pnsh+ - +Yak=1...,n-1|¥ =),

Ahora, dado que, si U es una variable aleatoria Uniforme (0,¢), ¢ — U también lo es,
se sigue que (7y,.. ., Ta-1) tiene la misma distribucién conjunta que (¢ < 74-y,..., 7).
De aqui reemplazando 7, por t — rh.y, k =1,...,n — | obtenemos

PisYi+ - +Yk=1,...,n=1]Yi 4. +¥, =1)
Pt-riaSht o +hk=1. n=1|Yi+  +¥h=1)
Pt-ta St=(Vy o) k=l n=-1{h+ + ¥, =t)
P(taa 2 Voo Ya k=1 n=1 K+ + Y =1)

P(ra 2 Yook Visk=Ln=1{H - + ¥ =)

i

Donde la ltima igualdad se obtiene del hecho de que Y; +: :+ + Y, tiene la misma
distribucién conjunta que Yy,..., ¥}, y asf , cualquier probabilidad que relacione las
¥;’s sigue siendo vilida si Y] es reemplazada por ¥, Y; por Vo, Ya por Yoichg, ..oy 1
por Y,. De aqui tenemos que

PirysVi+ - +Vk=1..,n=-1{"1 + - +Y,=1)
Pn2Vi4-+Yuk=1..n-1{Yi+ +Yy=1)

= ;l'- Por el lema 1.6.3.

Asi si denotamos B(t,n) = P(periodo acupado tenga longitud menor o igual a ¢
y n clientes atendidos en un periodo ocupado) entonces

380, )-e-*'(‘“) TidGn(t)

o equivalentemente

B{t,n) = / -M(“‘) Lm0
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Finalmente, si B(t) representa la distribucién de la longitud de un periodo ocu-
pado, entonces -
B(t)=Y_ B(t,n),

L)

estd dada por
s=3. [ e @i

1.7 Proceso Poisson no homogéneo.

En esta seccién generalizaremos el proceso Poisson al permnhr que la tasa de llegada
sea una funcién del tiempo.

Definicién 1.7.1

El proceso de conteo {N(t),t > 0} es llamado Proceso Poisson no homogéneo o no
estacionario con funcidn de inlensidad A(t) ai:

i)N(0) = 0.

#)(N(t),¢ 2 0} tiene incrementos independientes.

i) P(N(t + h) — N(t) 2 2) = o(h).

i)P(N(t+ A) = N(t) =1) = Mt)h + o(h).

Definamos .
m(t) = / A(s)ds.
)
Mostraremos que

P(N(t +3) — N(t) = n) = exp{~{m(t + ) — m(t)}} mit + "')‘!— m(t)]"; n20

Es decir, N(t + 5) ~ N(t) tiene una distribucién Poisson con media m(t + s) - m(t).
Demostracion:
Sea t 2 0y definamos Po(u) = P(N(t + u) - N(t) = n).

P(s+h) = P(N(t+s+h)-N({t)=0)
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= P(N(t+s)~N(it)=0,N(t+s+h)-N(t+s)=0)
= P(N(t+s)—N(t)=0)P(N(t+s+h)-N(t+s)=0)
= Py(s)P(N(t+s+h)—N(t+s)=0)
= Po(s)[l -P(N(t+a+h)-N(t+s)=1)
- P(N(t+s+h)-N(t+s)2>2)
= Po(a)[1 ~ A(t + )b + o{h))
= R(s) - Mt + 8)hPo(8) + o(h)
Asi
Po(s + h) = Po(8) = =A(t + 9)APo(8) + o(h)
y al dividir entre A y hacer A - 0 :

Py(s) = —(t + s)Po(s).
cuya solucidn con condicién inicial Py(0) =1 es
Py(s) = exp {- /. At + u)du} .
(]

Notemos que

/o. A(¢‘+ u)du /'m Mw)dw = ‘[h MNw)dw — /ot Aw)dw

m(t + s) - m(t).

Por lo tanto
Po(s) = exp {—[m(t + 5) — m(1)]} .
Ahora obtendremos una igualdad semejante para P,(s). Dado que

Pus+h) = P(N(t+s+h) ~N()=n)
P(N(t+3s)~N(t)=n,N(t+a+h)~ N(t+s)=0)
P(N(t+s)~Nt)=n—1, N(t+s+h)-N(t+a)=1)

P(N(E+8+h) = N(t)=n, N(t +5+h) = N(t +8) 22)

+ +
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tenemos que
Pu(s +h) = Po(s)P(N(t+s+h)~N(t) =0)
+ Par(9)P(N(t 4 8+ 8) = N(t + 3) = 1) + o(h).
Al simplificar llegamos a que
5‘-(-‘-1%2—"-5-(1)- = ~A(t + 8)Pa(8) + Mt + 8)Pa-r(s) + 5:—)
y haciendo A — 0 y multiplicando ambos lados de la igualdad por exp{ f A(t + u)du)

tenemos que

(P..(a)exp { A A+ u)du})' = Xt +9)Pr(s)exp { A A+ u)du}

o equivalentemente
(Pu(a)ent+9-m0) = A(t 4 5)Pa-y(8) exp {m(t + 5) = m(8))} .

Para comprobar la igualdad, hagamos induccién sobre n
Evaluando en n = ] con condiciones iniciales P;(0) = 0 tenemos

Pi(s) = [m(t + 8) — m(t)]e-Im+0)-m(0)],

es decir, se cumple la igualdad paran = 1.
Ahora supongamos que la igualdad es vilida para n - 1, es decir

Pi-\(8) = e-Imitto)-min) [m(t + 8) — m(t)]*!

(n—1
Asi
(Pala)e™t+m0Y = A(g 44) [m(t +(:)_- lv;-,(t)]""' S —
x  e™i+e)-m(t)
= Mt alml +(;): l';;(')]" !
0 equivalentemente

+u) -m(t)*! du.

Pn(‘)e‘(".)-”“) = /‘ '\(‘ + U) [m“ (” l)!
o -
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Finalmente, al resolver la integral haciendo el cambio de variable
v = m(t+u)-m(t) y
dv = At+u)du

tenemos que

PAN(t+8) ~ N(t) = ) = e-tmisn-min{m(t £ 2 = mO

Lo cual concluye la demostracion.
. (n]
Asi N(t + s) - N(t) efectivamente se distribuye Poisson con media m(t + s) ~ m(t).
La importancia del Proceso Poisson no homogéneo reside en el hecho de que, al no
requerir incrementos estacionarios, damos la posibilidad de que los eventos ocurran
con mayor probabilidad en un instante dado que en otro.

Cuando la funcién de intensidad A(t) esti acotada, podemos pensar al proceso
Poisson no homogéneo como una muestra aleatoria de un proceso Poisson homogéneo,

Especificamente, sea ) tal que

M) €A V20

y consideremos el proceso Poisson con tasa ). Si suponemos que un evento del proceso
Poisson que ocurre al tiempo ¢ es incluido en la muestra (contado) con probabilidad
A(t)/ ), entonces el proceso de inclusion en la muestra es un proceso Poisson no ho-
mogéneo con funcién de intensidad A(t).

Efectivamente, los incisos 3),1i) y ii5) de la definicién 1.7.1 se cumplen, pues son
también ciertos para el proceso Poisson.

El axioma iv) se sigue de que

P(Hay un evento contado en el intervalo (¢, ¢ + h))

P(Hay un evento en el intervalo (¢,¢ + A) y contarlo)

+ P(Hay dos o mis un eventos en (t,¢ + A) y contar sélo uno)

P(Hay un evento en el intervalo (t,¢ + h))ég;—) + ofh)

(M + o(h)) 5%9 +o(h)
= A(t)h + ofh).
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La interpretacion de un proceso Poisson no homogéneo como una muestra de uno
homogéneo también nos da otra manera de entender la proposicién 1.5.1 de la pégina
21.

Ejemplo 1.7.1 ,

Sea X1,X3,..., una sucesidn de variables aleatorias independientes e identicamente
distribuidas no negativas y continuas cuya funcidn de intensidad estd dada por A(t) =
J(8)/(1 = F(t)), donde f y F son respectivamente la funcidn de densidad y dis-
tribucidn. Decimos que un registro ocurre ol tiempo n si X, > max{X,,...,Xn-1}
donde Xy = 0. Si un registro ocurre al tiempo n, entonces X, es llamado un valor de
registro.

Sea N(t) el ndmero de valores eztremos (respecto a sy pasado) menores o iguales
que t. Esto es, N(t) es un proceso de conteo de eventos, donde un evento ocurre al
tiempo z si z es un valor eztremo.

Afirmamos gque {N(t),t 2 0} serd un proceso Poisson no homogéneo con intensi-
dad X(t). Para verificar esta afirmacidn notemos que Aabrd un valor de regisiro entre
tyt+ A siy sdlo sila primera X; cuyo valor es mds grande gque ¢ cae entre t yt + A,
Supongamos que X, es el primer valor de registro que cumple la condicidn anterior,
entonces

P(N(t+h)~N(t) =1)

P(Xn€(t,t+h)| Xa>t)
P(Xa € (t,t+4), Xy > 1)
P(Xa>1)

() + o(h)
1-F(t)
- 0
. l"(l)h +o(h)
= At)A +o(h)

Los incisos i) y ii) son inmediatos y el iii) se sigue del iv).
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1.8 Proceso Poisson compuesto.

Definicién 1.8.1
El proceso estocdstico {X(t),t > 0} es llamado proceso Poisson compuesto si puede

ser representado como
N{1)

X0 =Yv, ¢20.
in)
Donde {N(t),t > 0} es un proceso Poisson y {Yi,§ = 1,2,...} es una familia de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. El proceso Poisson
{N(t),t 2.0} y la sucesidn {Y;, i =1,2,...} son independientes.

Como un ejemplo de un proceso Poisson compuesto supongamos que la llegada
de los clientes a una tienda se realiza de acuerdo a un proceso Poisson con tasa ).
Supongamos, también que la cantidad de dinero gastado por cada cliente forma un
conjunto de variables aleatorias independientes e identicamente distribuidas, entonces,
si X(t) denota la cantidad total de dinero gastada en la tienda al tiempo ¢, vemos
que {X(t), 2 0} es un proceso Poisson compuesto.

Calculemos la funcién generadora de momentos de X(t)

éxm(u) = Elexp{uX(t)}}
= Y Efexp{uX(8)} | N(t) = n]P[N(t) = n]
n=l

= f: Elexp{u(¥i ++-¥)} | N(t) = nlPIN(t) = n]

= 5 Elexplutti + - Ya)) | N(t) = nf M) ‘”’
n=0
= ZE[exp{u(vm" e

Sea gy (u) = Elexp{u(Y)}], i
bxio(y) = Z(M yr 2N
- expw«v(u)—m



40 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Diferenciando, es ficil comprobar que

E[X(t)]
Var(X(t))

ME[Y]
ME[Y?.

1.9 Proceso Poisson condicional.

Definicién 1.9.1

Sean A una variable aleatoria positiva con distribucidn G y {N(t),t 2 0} un proceso
de contar tal que, dado que A = A, {N(t),t 2 0} es un proceso Poisson con tasa A
El proceso {N(t),¢ 2 0} es llamado proceso Poisson condicional,

Asi en pincipio

P(N(t + ) - N(»))

/ " P(N(t +3) = N(s), A = \)dA
(1]

[) " P(N(t + 5) - N(s) | A = \yg(A)d)

[ " PN+ 5) = N(3) | A = A)G()

00 e-M(M)n
/o =2 4G(N).

n! ;
Es importante hacer notar que {N(t),¢ 2 0} no es propiamente un proceso Pois-
son, pues aunque tiene incrementos estacionarios, éstos no son independientes,
Para comprobatlo, sean ¢ < t; <tj) <¢;
P(N(t;) — N(t;-1) = n, N(t;) — N(t;-)) = m)
]
= ./o P(N(t;) = N(ti.y) =n,N(t;) -~ N(t;-1) = m | A= \)dG()).

Pero sabemoe que condicionado a que A = X, {N(¢),t > 0} si es un proceso
Poisson, por lo taato tiene incrementos estacionarios e independientes, de aqui que

P(N(t:) - N(ti-s) = n, N(t;) — N(t;-1) = m)
~ a0 e-x(l‘-l.'-l)u(g'. - g‘._‘l» e-,\(c,-q-;)“('), - '._‘lm
- [ H = aaw

n! m!
# P(N(k) = N(ti1) = n) P(N(t;) - N(tj-1) = m).
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Asi efectivamente {N(t),t 2 0} no tiene incrementos independientes.
Ahora calculemos la distribucién condicional de A dado que N(t) = n. Para d())
pequeiio;

P(N(t) =n | A € (A + dA)P(A € (A, )+ dA)
PIN(E) = n)
_ e'”!;\l!‘da(*)
I SPae0)

Y asi la distribucién condicional de A, dado que N(t) = n, esté dada por

= & EdG0)
p(ASzIN(‘)‘”)"f“‘_Eﬁ:;‘*—'LqG—(B.

PA€(MA+dN) | N(t)=n) =
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Capitulo 2

El método de Chen-Stein.

2.1 Una idea global.

En 1972, Charles Stein Publicé un articulo llamado “A bound on the error in the
normal approzimation to the distribution of a sum of dependent random variables”
{14} El mérito de este trabajo fue mostrar la convergencia en distribucién a la Normal
estandar y dar cotas para el error hecho en 1a aproximacion sin hacer uso de metodos
de Fourier. '

Stein utilizé la ecuacidn diferencial

f'(z) - zf(z) = h(z) ~ Nh

donde:
f es una funcidn diferencial.
h es una funcidn que se utiliza para la prueba de la convergencia en distribucién.
Nh = E[h(Z)) con Z ~ Normal(0,1).

La conexién entre esta ecuacién y la distribucién normal es la siguiente caracteri-
zacién: Para una variable aleatoria arbitraria Wy

(L)) = f1(=) - 2 f(z)s

E[Lf(W)} = 0 para toda funcién diferenciable f tal que Ef| Zf(Z) |} < oo si y sélo
si W ~ Normal(0,1).

43
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Parece razonable que si E[Lf(W)] es pequefia para muchas funciones f, entonces
la distribucién de W es cercana a la de Z.

En 1975, L. Chen, quien fuera alumno de Stein, aplicé la idea de este iltimo al
caso Poisson obteniendo una ecuacion en diferencias andloga a la ecuacién de Stein
con Z ~ Poisson()), si definimos

(L)(z) = M(z +1) ~ 2f(2)
entonces E[Lf(W)) = 0 para toda funcién f tal que Ej| Zf(2) || < oo si y sdlo si
W ~ Poisson()).
Anilogamente, parece razonable creer que si E[Lf(W)] es pequefia para muchas
funciones £, la distribucion de W es parecida a la de 2.
A continuacién, definirernos y analizaremos las propiedades de algunos operadoses

que serin de suma utilidad en la demostracion del teorema principal de este trabajo
¥y qQue enunciaremos un poco més adelante.

2.2 Definicién de un operador inverso.

Recordemos que Z ~ Poisson(h).. Definamos los operadores lineales S y T, que

 dependen del parmetro A, por

(Tf)w)
(SA)(w +1)

wf(w) ~ Af(w +1), paraw 20
“AP(Z =w)'EMZ);Z<w), paaw20.

Para estar completamente definido, elegimos (SA)(0) = 0, la cual es una eleccién
arbitraria pues el valor de (SA)(0) nunca se utiliza.
Notemos que S es inversa a T para toda A pues T(SA) = A, En efecto,
Sea w
£ = EIM2);2 Sw) =) An)P(Z =n).
n=x0

Sea w > 0 arbitrario.

(T(SM)w+1) = (w+1)Shw +1)~ \Sh(w +2)
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onf-(2) e -r{- (1) s, )
= (ek(:',”:.‘ l)!) (Ewn - &)
P(Z = w+ 1) hw+ )P(Z = w+1)

h(w+1).

Por lo tanto (T'(Sh))(w+ 1) = h(w + 1), lo que muestra que T'(SA) = A.
Ademis, para toda funcién f acotada se tiene que E[(Tf)(Z)] = 0, lo cual es
facilmente verificable:

Como f es acotada existe M € R tal que f(z) < M para toda z que esté en el
dominio de £, por lo tanto

E(2f(2)) SE[ZM)=M\A<oo y E[(Tf)(2)) <M < oco.

De.aqui'que
E(Tf)(2)) = E[Z{(2)] - E[M(Z +1)).
Ahora:
~ EUTIZ)) =0 > E[2f(Z)]- EM(Z +1) =0
> E[2f(Z)] = EW(ZH)]
= Y k(P2Z=Fk = 2A](k+l)P(Z k)
k=0
=, f(k)e-*\* f(k+1)e~u*+l
= .Z; (E—1)! E
=, f(R)A k lA"*‘
- g({(_)l)! Zf( +1)

- Lailtima igualdad se da al hacer un cambio de variable en la dltima serie del lado
izquierdo para obtener la del lado derecho. Por lo tanto

E((Tf)(2)]=0 Vf acotada.

En la siguiente seccion definiremos la notacién que utilizaremos a lo largo de este
trabajo y enunciaremos el primer teorema fundamental de este escrito.
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2.3 Notacién y teorema principal.

Sea I un conjunto arbitrario de indices, y para a € /, sea X, una variable aleatoria
Bernoulli con p, = P(X, =1) =1 - P(X, =0),pa > 0.
Sean

w=YXa y AzEW=Y r.
a€l © a€l

Suponemos que A € (0,00). ,

Para cada a € I, supongamos que hemos elegido B, C I, con a € B,, de tal
manera que si 8 ¢ B,, X, es independiente o “casi independiente” de X3, Decimos
que B, es una vecindad de dependencia de X, (aunque estrictamente hablando B,
es una vecindad de a).

Definamos

b= YY) pao
a€l §€Ba

b = z E Pag donde Pap E E[Xaxﬁl'
a€l apfEB,

= Y yh=) s
o€l o€l

donde
o = E [IE [(Xa =pa)| Z Xﬂ] ]
o€l-Be
S 8 =E(E[(Xa-pa)lo(Xs:B€1-{a))]]. (6)

La desigualdad (6) se puede verificar utilizando el hecho de que

a( Y x,,) C o(Xs:8€l-{a}),

B€l-Bo
ademds de la desigualdad de Jensen y que si FiyF; son dos o-dlgebras tales que
F1 C F; entonces:
() E(E(X|R)IF)) = E[X|F).
(DEE(X|F)| R = E[X|Fy).
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En efecto, sean
Fi= a( Z Xp) y
fel-By
Fa=0o(Xp:8€1-{a)).
De aqui que
IE[CX;“ﬂh)"“'

|EIE((Xa = pa) | F1] | Fi]|
|E(E[(Xa - po) | Fa] | 7]
E[|E[(Xa~pa) | R | Fi)
E[|E[(Xa=pa) | Fi]]]

A grandes rasgos, el resultado que enunciaremos en un momento, indica que
cuando &;,5; y by son pequeiios, entonces ’

N B

i

El niémero total de eventos W_tiene aprozimademente una distribucidn
Poisson (Teorema 2.5.1).

Se puede decir que b, mide el tamaiio de la vecindad, b; mide el mimero esperado
de vecindades de una ocurrencia dada y 8 o b; mide la dependencia entre un evento
y el nimero de ocurrencias fuera de su vecindad.

Denotemos por Z a una variable aleatoria Poisson con media A

Sean f,h: 2% — R, donde Z* = {0,1,2,...} y [|A|| = sup,y, |A(K)].

Definamos la distancia de la variacion total entre las distribuciones de W y de Z
como

le(w) - L)

up |E(WW)] - EAZ)]
2 sup |P(W € A) - P(Z € A)|.
A€z

Observemos que la convergencia en distribucién es equivalente a I convergencia
bajo la métrica de Prohorov, la cual coincide con la mitad de la distancia de la
variacién total en el conjunto de medidas con dominio en Z*+. La demostracidn de
este hecho se puede encontrar en [16] .

A continuacién enunciaremos el teorema principal de este trabajo.
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TEOREMA 2.3.1 ‘
Sea W el némero de ocurrencias de eventos dependientes, y sea Z una variable aleato-
ria Poisson con E[Z| = E(W) = . Entonces

ew) - €@ < 2[0h+ A5 + Kmingt 1247
< 2Aby+8+b).
ademds
P =0)= e < (bt by +8)(1 - )/
< minl, A" (b + b + ).

2.4 Algunas observaciones.

Antes de entrar en la demostracién del teorema daremos algunas observaciones pre-
vias:
Sean
oz ). X0y WesW-X.

Asf

Sea f una funcién arbitraria,

Observacién 2.4.1
Xof(W) = Xof(Wa + 1),

Demostracidn:
Si X, =0 la igualdad es trivial,
SiXoz=l=22W=Wo+ Xo=W,+1.
Por lo tanto X, f(W) = X, f(W, +1).

Observacién 2.4.2
J(Wat1)=f(W+1) = Xo[f(Wo+1)~ f(Wa +2)].
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Demostracion:

Si X, = 0 entonces W, = W, por lo tanto, W, + 1 = W + 1. De aqui que
JWa+1)=f(W+1)yasi f(Wo+1)- f(W+1) =0y se dé la igualdad.

Si X, = lentonces W =W, + X, =W,+1,porlotanto, W+1=W,+2y
entonces f(W + 1) = f(W, +2) y por tanto

JWa+1) = f(W+1) = f(Wat1)-f(Wat2)
Xalf(Wa +1) - f(Wa +2)].

|}

0
Observacién 2.4.3
Y E(Xapa (f(Wa +1) - f(Wa +2))] < llASI Y P
a€l a€l
Demostracion:

-Af(Wa+1), porlo tanto,

I/ (Wa +1) = f(Wa +2)|

|Af(Wa +1)|

sup |Af(k)|

20

lafil.

Asi f(Wa +1) - f(Wa +2) <[|Afli, ademds E[X,] =p, Va € I. Por lo tanto

Y E[Xapa (f(Wa + 1)~ f(Wa + )} < NIAFI Y paklXa)

a€l a€l

= llafi Y e

a€l

f(Wa41) - f(Wa +2)
f(Wa +1) - f(Wa +2)

IA 1 IA 1

Observacién 2.4.4
v ZE[(XG _Pa)!(va + l)l < bS"!"'

a€l
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Demostracidn:

E[(Xa =pa)f(Va + l)]

il

E [E [(X. —pa)f(Vat1)

Z)
> x|

pEl-Ba

> x|

A€l-Bo

A

|

E “E [(Xa =pa)f(Va+1)

IA

"f"E “E [(Xa ~ Pa)
I£11s5

Por lo tanto

Y El(Xa=pa)f(Va +1)] < IAIY 55 = &SIl

a€l a€l
0

Observacién 2.4.5

Y El(Xa=pa)lf(Wa+ 1)~ f(Va+ D] S IASIY Y (Pao+ pabo)-

a€l a€l apf€B,
Demostracidn:
Sabemos que

Y. Xo=VacWo=Y X5 - X
fel~B, Bel
Por lo tanto
Va=Wo= Y, X
a#f€Ba

es decir, podemos obtener V, a partir de W, restando sucesivamente |B,| — 1 Xj's
con 8 € B, - {a}.

Ahora

E[(Xﬂ ~pa)lf(Wo +1)~ f(Va+ l)”
= E((Xa ~ pa)f(Wa +1)] = E((Xa = pa) f(Va + 1)) .
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Utilizaremos las observaciones anteriores para escribir la dltima expresién como
una suma telescépica de | B,| — 1 términos. Para ello, basta decir que los términos de
1a suma son de la forma

E[(Xa = pa)f(U + X)) - E[(Xa = pa) f(V)]

donde el primer término es

E‘(Xa - Pa)f(wa + l)) - E[(xa - Pa)f(wa +1- xﬂ)]

para 3 € B, - {a}, y el iltimo es
E{(Xa =~ pa)f(Va + 1+ X,)] = E{(Xa = pa)f(Va + 1)}

paray € B, ~ {a) yv# 4.
Notemos que las U's tienen la forma

U=W,,+l-2Xp; con B C B, - {a}.
feb

Tomando en cuenta que Xy = 0 6 1, es ficil checar que

El(Xa = pa)f(U + Xa) ~ f(U)) = E[(Xa~pa)Xo(f(U +1)~ f(U))]
E{X.XsAJ(U)] + ElpaXa(-AS(U))]
E{XXs|laf1]) + ElpaXollAfH]

"A! “(Poﬁ"” Popﬂ)'

N

De aqui que

E[(Xa = pa)(f(Wa +1) = f(Va + DN S A Y (Pos +pab).
: apfEB,

Por lo tanto

Y ElXa—pafWat 1) = f(Va + DI SHASNYS 3 (Pas + pabo).

a¢! okl apfele
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Observacién 3.4.6
Recordemos gue
f*(2) = sup{f(z),0}
f(z) = sup{-f(z),0}.
Asi,

: fl=f*+4
Si A(*) = A(-) — E[h(Z2)), entonces

|ERW)| < EIlRW) )
ER*(W)) + EIR-(W)
E[W(W) - *(2)] + E[h=(W) - h~(2)

Finalmente enunciaremos dos Lemas que seran de gran importancia para la de-
mostracion del Teorema :

Lema 2.4.1
Sea z = 2, 4 una funcidn definida como
z(0) 0
z(m+1) = A el P(ANUy) = PA(A)P\(Un)); m20.

Donde
AC 2t
Um ={0,1,2,...,m}
P\(B) = P(Z € B), con  Z ~ Poisson()).
Sea Af(m) = f(m +1) ~ f(m) y |Af|| =suppez+ |2(m + 1) — 2(m)|. Entonces
i)llzll < min{1,1.252-1/3},
iN)lAz|| < A1 (1 - ) < min{1,A-1}.

Lema 2.4.2
Con las mismas hipdtesis del lema anterior, si h(w) = Y(yug) — €2, entonces
1-e?
el = 5.

La demostracion de estos lemas se puede encontrar en el apéndice 1.
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2.5 Demostracién del teorema principal.

Ahora si tenemos todos los elementos para entrar de lleno a la demostracién del

teorema principal de este trabajo, _
Sea h dada con ||h|| = 1. Sea h(*) = h(-) - E[k(2)] y f = Sh.
Notemos que 7'f = A y que

- E[TfW)]

Ahora:

E[NW) - h(Z))

EINW)) = E[NW) - E[N2)))
E[NW) - k2)).

E[T{(W)] = E[W (W)~ Af(W +1)]
E [E(x.f(wn = Y (paf(W + 1))]

a€l a€l

Y EXaf(W) = paf(W +1)]

a€l

Y Elpaf(Wa +1) = paf(W + 1)]

a€l .

S E[Xaf(Wa +1) ~ paf(Wa +1)]  Porla observacién 2.4.1
a€l

Y Elpu Xl f(Wa +1) = f(Wa +2)]

a€l

2 E[Xof(W, +1) — paf(Wa +1)] Por la observacion 2.4.2
a€l

Y ElpXalf(Wa + 1) - f(W. +2)]

a€l

Y El(Xa = p){f(Wa +1) + f(Va +1) = f(Va + D)}]

ael

Y. ElpaXalf(Wa+1) = f(Wa +2)]

a€l

Y El(Xa = pa) (f(Wa +1) = f(Va +1))]

a€l

3 El(Xa = pa)(f(Va + 1))]

a€l
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Y usando respectivamente las observaciones 2.4.3, 244y 245 » cads uno de los
sumandos en ls tltima igualdad tenemos que

MY e +1aMY, Y Xs + &Sl

o€l atl apleha

AL (b +8;) + 1110

E[W(W) ~ &(2))

7Y

"

Ahora utilicemos la observacion 2.4.6 para obtener
IERWI < 2((by + Ba)IASH + BlAN).

Si ahora utilizamos el lema 2.4.1
c-o\

Bt <2 [t +6) (155

) + ¥ min{l, x.m-'/'}] .
Pero (1 — e*)/A<1puesl~ A< e*VAe Ry b < by, por lo tanto
|E[RW )N < 2(5r + by + by).

Finalmente, la iltima parte del teorema se verifica utilizando Ia equivalencia de
la distancia de la variacion total dada en la pigina 47 y el lema 2.4.2.



Capitulo 3

Aplicaciones.

3.1 Un problema de gréficas aleatorias.

Este problema fue estudiado inicialmente por Rinott. La idea principal del problema
es tomar los vértices de un cubo en R y asignarle una direccion aleatoria a las
aristas, Queremos conocer probabilidades acerca de las direcciones de las flechas que
apuntan a tales vértices. En el Apéndice 2 se pueden encontrar las definiciones de
teorfa de graficas que se utilizaron en este ejemplo.

Consideremos el cubo {0,1}* = {(a1,...,an)la; = 061, parai = 1,...,n} y
definamos las aristas de la siguiente manera: Sea e; el vector candnico en R que
tiene 1 en la i-ésima coordenada y 0 en las demds. Sean a y # dos puntos (vértices)
en {0,1}". ay  se encuentran conectados si

B=a+e (mod?2) paraalgunaie {l,...,n}
o equivalentemente
a=f+e (mod2) paraalgunai€ {],...,n}

Convirtamos cada arista en arco asignandole una direccion arbitraria por medio
de un volade. '

Definicién 8.1.1
Sea B un vertice fijo. Diremos gue el arco (a, ) apunta hacia adentro (de f) si

55



36 CAP(TULO 3. APLICACIONES.

comienza en a y termina en 3, y apunta hacia afuera si empieza en § y termina en

a.

a 8 a /]
Figura 1: Hacia adentro, Hacia afuera.

Queremos conocer la distribucion del nimero de vértices para los cuales los n
arcos que los conectan apuntan hacia adentro.
Sea W el nimero de vértices para los cuales los n arcos que los conectan apuntan

hacia adentro,
Aqui I = {0,1}*. Paraa €/
1 si los n arcos apuntan hacia adentro.
XQ =
0 en otro caso.

Como cada arco apunta hacia adentro con probabilidad 1/2 y hay n arcos, entonces

1
Pa=2'7-

Para calcular A, notemos que || = 2", asf

Epa-z—-z"( )=1.

a€l =l
Tomemos B, = {#: |a — 8] = 1}, es decir, el conjunto de los vértices adyacentes.
Notemos que |B,| =n.
Si a y b son vecinos, entonces X, X = 0, por lo tanto E[X,X,] = 0. Asi
h =0
& = 0 porindependencia.

S Yo = 23 (2)

a€l peB, i=] j=)

n2® (21.)' = n2™,

b

il
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Finalmente, por el teorema 2.3.1,
IC(W) - £(Z)I| < 2b = 2n27",
Lo cual quiere decir que
W>Z  cuando n — 0o,

Existen otras variantes del problema, aqui daremos una en la cual A ~ oo al
mismo tiempo que el método de Chen-Stain funciona, asi se puede establecer una
aproximacién normal.

En el mismo cubo, con las mismas aristas aleatorias, queremos conocer la dis-
tribucion del nimero de vértices para los cuales exactamente k arcos apuntan hacia
afuera, para 0 < k <n,

Sea W(k,n) el mimero de vértices para los cuales exactamente k arcos apuntan
hacia afuera. Asi el caso especial k = 0 fue el que estudiamos previamente,

Sean ] = {0,1)" y paraa € /

1 si exdctamente k arcos apuntan hacia afuera.
Xo =

0 en otro caso.

pa=-(2"7) y A=(2)-
Como antes B, = {f:|a— f| =1} y b3 =0, Ahora:

h=3% (%l)z = n2™" (:)’ = npo).

i=l j=1

Asi tenemos que

Para |a — 8| = 1, podemos suponer sin pérdida de generalidad que el arco que va de
a a f. Por lo tanto

Pap = E[xaxﬂ] = P(x"Xp: l) = (—:2:"_:-)-) (.(_%;-l_)-)
< P?n
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de lo que se concluye que b; < by,
Finalmente

lewkm) - g2y s 2ot < 4

-:\— = ‘"pa.

Notemos que hay casos para los cuales by — 0o mientras que b/A — 0 y se establece
una caonvergencia Poisson, Notemos también cmo el método de Chen-Stein da lugar
a un teorema de limite central:

Para k,ncan0 <k <n y n2°"(}) — 0, Ia variable aleatoria

W(k,n)) - (3)

W)

converge en distribucién a una Normal esténdar.

3.2 El problema del cumpleaiios.

“Aunque las coincidencias de nacimientos y muertes que se muestran en
estas piginas pueden parecer un poco corrientes, el hecho es que ocurren
con regularidad matemdtica. Los matematicos conscientes de ésto han he-
cho, desde hace muchos anos, de los nacimientos coincidentes, un juego de
salén. Durante una cena con 22 militares, e} eminente matemético Warren
Weaver hablaba de la probabilidad en favor de dichos aniversarios dobles,
y empez6 a comparar nacimientos. Llegd hasta el iltimo comensal sin
obtener ni una sola coincidencia, pero la camarera, que habia escuchado
atentamente, anuncié de repente que habia nacido el mismo dfa que uno
de los invitados.” !

Si quisieramos hacer un juego parecido con los 60 gobernantes que ha tenido
Meéxico, desde Agustin de Iturbide hasta Ernesto Zedillo, encontrariamos que al menos
2 nacieron el mismo dia: Sebastién Lerdo de Tejada el 24 de abril de 1828 y Manuel

VEstracta tomado de {6), pig. 143.
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Avila Camacho, en 1897, Decimos que al menos dos pues, debido a la escasa in-
formacion al respecto, sélamente pudimos averiguar las fechas de nacimiento de 40

gobernantes.
Ademds, al menos 7 de tales personajes nacieron en marzo, lo cual resulta sor-

prendente:
o Miguel Barragin, marzo 8. 1789,
o Manuel de la Peiia y Peiia, narzo 10, 1789,
o Gustavo Diaz Ordaz, marzo 11. 1911.
o Ignacio Comonfort, marzo 12. 1812,
o Benito Judrez, marzo 21. 1806.
o Roque Gonzélez Garza, marzo 23, 1885.
o Félix Zuloaga, marzo 31. 1813,

Comenzemos a analizar como es que el método de Chen-Stein se puede aplicar a
este problema de coincidencias en cumpleaiios.
™ En la formulacién usual del problema del cumpleaiios, suponemos que los cum-
pleaios de n personas se distribuyen uniforme e independientemente sobre los d dias
en un aiio.

Queremos calcular |a probabilidad de que &k o més personas cumplan aiios el mismo
dia, para k= 2,3,...

Comencemos por analizar el caso k = 2, esto es, el nimero de pares de personas
que cumplen afios el mismo dia.

Denotemos por W el mimero de pares de personas que cumplen aiios el mismo
dia. Asi P(W =0) =0si n > d. Supongamos que n < d.

dd-1)-(d=n4+1) _ (!
a T

f(-3)

P(W =0)
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Si ahora estuvieramos interesados en calcular la probabilidad de, digamos, exac-
tamente m coincidencias (k = m), o la probabilidad de que al menos tres personas
compartan la misma fecha de cumpleaiios, o que dos personas cumplieran aiios la
misma semana, o el mismo mes, o probabilidades bajo distribuciones no uniformes en
los cumpleaiios, entonces los maneras de contar se vuelven mucho menos tratables.
Sin embargo, mediante el teorema 2.3.1, se obtienen aproximaciones bastante buenas
y ficiles. Ademis nos da una cota para el error.

Empezaremos por considerar el problema general del cumpleafios cuando éstos
son uniformes. Denotemos por {1,2,...,n} el grupo de n personas y sea

I={ac{1,2,...,n}:|a|=k <n}.

()

Por ejemplo en el caso anterior k =2 e ] es el conjunto de todos los pares de personas

Notemos que

entre las cuales podria ocurrir una coincidencia.
Sea X, el indicador del evento de que las personas indexadas por a compartan la
misma fecha de cumpleaiios. Ahora, el nimero total de coincidencias estd dado por

W= EX‘..'

Puesto que W es una variable aleatoria Bernoulli, cada una con probabilidad
Pa = d**, parece razonable aproximar W por medio de una vasiable aleatoria Poisson
con media A = E[W]:

A =E|Y X| = Y EIX) = (:)d""

a€l a€l

y la probabilidad de no coincidencia es aproximadamente
P(Z2=0) = e = exp{—(:)dl“'},

es decir,

P(Ningiin dia es aniversario de k o m4s personas) = P(W =0) ~ P(Z =0).
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N
Sean a,3 € I. Notemos que lihS = @ entonces X, y X;5 son independientes. Esto
nos sugiere tomar

B,={Bel:anf#0)}

como nuestro conjunto de dependencia. Al hacer esta seleccién
EE((Xa = pa)lo(Xs: B ¢ Bo)]l} =0
por independencia, asi by = 0.

Dado que
M=) sik<n/2.
" |Ba| =
1| sk >n/2.
tenemos que
b= Y Y poro = 1||Balp}
a€l fEBa
_ A|B,) A3
=T S Tw

con igualdad asintética cuando n — oo,
En el caso clésico k = 2 tenemos que para todo a # B, pag = papy. Ahora

b = 1I(Bal - 1pug = 2Bl = 1)

a X
< bl .<.. .ﬂ'v
n
asf
427 4\? 1 ~-e
lew) - < 2[(4+ 2°) ((55)]
_ 1)1 -e?)
- An '
Ademis
— =)
PW =0) = e < (b + )-8

%(;) (4n-1)! "A"-A.



62 CAP(TULO 3. APLICACIONES.

En efecto
(n —2) _(m\(n-2)(n-3)
2 /J°\2) nn-1) '
por lo tanto
_("\], _(n—=2)(n-3) - (n) in -6
|Be| = (2) Il n(n 1) 2/n(n-1)'
y entonces
2|B,] -1 = 4n~17.
De aqui que

b+b

wen (Bg) = 0 (14 557)

I—E':T(2|B.,|—x) = ('2‘)4-’(4'.-1).

Asi finalmente,

b+b = %“,1(4" =1).

Aunque es més dificil calcular exactamente la probabilidad de coincidencia triple
en un cumpleaiios, podemos aplicar la aproximacion Poisson como en el caso clédsico.
Supongamos que quéremos calcular la probabilidad de que en un grupo de 50 personas,
tres o més hayan nacido el mismo dia del aiio. Tenemos que A = (3)/d? y

1-PW=0) = 1-€e> = 1-0.863
0.137.

P(W #0)

Ahora bién, para calcular una cota para el error, podemos calcular

w=meat = (5){(3)-(,"5)} o

y para a dado, partiendo B, — {a} en aquellos 3 para los cuales |#Na| = 1 y aquellos
para los cuales |3 N a] =2, vemos que

b= {3(" . 3)4-‘ +3(n- 3)4-3} :
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Esto muestra que la aproximacion anterior tiene un error no mayor que

Mﬁl_:fﬁ = 0.0597.

Asi
0.803 < P(W =0) <0.923.

Para el caso general k > 2, tenemos

ba=2 2 Pap-

a€l apl€Bq

Para j fija tal que j = Ja N B|

1
Pap = ST =
pues |a U B| = 2k — j. Ahora

K\ /n-k K\ /m-k k n—k
1Bl = (1)(k—1)+(2)(k—2) *"'*(xu)( L)
Donde el i-ésimo término de la suma se puede interpretar como sigue:

de los k elementos de o tomamos i que serdn los elementos de la inter-
seccion; de los n — k restantes tomarnos & — i, para que silo se intersecten
en i elementos.

Asi

- ZEOG )
aEl J=|
k=
@G
p k k-j
Ahora tomemos n,d — 0o de tal manera que la razén A/1 se encuentre acotada lejos
de cero y de infinito, lo cual denotaremos por A < 1. Entonces n* x d*-!, b =

|Bal/|ll} x n=! y by < n**hd-* x n/dx n-V(h-)),
En efecto:

&
I

]
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i)nk x d*-1,
Utilizaremos la aproximacion de Stirling:

ni® V2rnH/3len,

nidt-* \/ﬁn"*('/”e""
MR ~ RV2r(n ~ k)-r+073 grhgh-1

-w() (%) (@)
y considerando que 1/(k!e*) es constante con respectoa n y ad, y que (n/(n—k))*+/2
y ((n — k)/n)* tienden a | caundo n — 0o, tenemos el resultado.

! ii)by x |Bal/|l|

f Solamente hace falta hacer notar que

} ___b'____ = AQ'

; {Bal/H|

ii6)| Bal/}1] 0™ .

s' Claro, pues |B,|/|I] ~ ¥/n.
De manera aniloga se muestran las deinds relaciones. Asi para k > 3, tenemos que
RE(W) = £(2)|) = O(n="/4-Y) con b; haciendo la contribucién principal, es decir, la
distancia de la variacidn total decae a una tasa no mis lenta que |C(W) - £(2)|| =
O(n-1/(-1)),

" Antes de terminar, vale la pena hacer notar que las cotas pueden ser mejoradas si
cambiamos la definicién de B, por una menos natural: '

B.z={f€l:(a~min(a))NB#0).

m= (2 )- (")

Asf
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3.3 Rachas en lanzamientos de monedas.

En esta seccion analizaremos la longitud de la racha més lazga en lanzamientos de
monedas. Consideremos una sucesién muy grande de lanzamientos independientes
de una moneda con prob.bilidni p de que caiga s0l, con 0 < p < 1. Sin importar
cual sea el valor de p, habré algunos lapsos donde sélo caiga sol.? Denotemos por R,
la longitud més grande en rachas que empieza en los primeros n ensayos. Antes de
empezar a analizar la distribucién de R,, notemos que, para una longitud de prueba
t apropiadamente elegida, uno puede ver, con una probabilidad muy pequeni, una
racha de ¢ soles que empiezan en una posicién dada a. Como el nimero de tales
posiciones donde tales rachas pueden ocurrir es muy grande, y la probabilidad de
ocurrencia es muy pequeiia, parece vilido hacer una aproximacién Poisson.

Sean C),C;,... variables aleatorias independientes Bernoulli con probabilidad de
éxitop=P(C;=1)=1-P(Ci=0).

Sea I = {1,2,...,n) los elementos del conjunto de fndices que denotarin los
lugares donde las rachas pueden empezar. Sea t € IV una longitud de prueba fija.

Una racha de soles de longitud ¢ o mds empieza en la posicién a si y sdlo si la

variable indicadora
adt=]

b= HC.'

iza
toma el valor de uno. Para contar solamente la primera racha en un grupo tomamos
Xi=hy
Xa = (1 = Caus)Ya, a=23,...,n

Para a = 2,3,...,n, X, tomari el valor de uno si y solamente si una racha de
longitud ¢ empieza en la posicion a y cayé dguila en la posicién a ~ 1.

Si no hubieramos elegudo a de esta manera y solamente hubieramos tomado X, =
Y., hubieramos tenido que b; no tiende a cero y, de hecho, no hubiera sido vélida una
aproximacién Poisson. ’

3Ver [8) V111.3 Lema 2.
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Denotemos por W el nimero total de grupos de rachas de t o més soles, entonces
W=Y X..
“a€l

La aproximacion Poisson heuristica dice que deberfamos poder aproximar la dis-
tribucion de W por una variable aleatoria Poisson con media A, donde

A

Mlt) = EIW] = E[X,Hfjs(x,-]
=

P +(n-1)p(1 - p)

p'll +(n-1)(1-p))

Dado que los eventos {R, < t} y {W = 0} son iguales, la funcién de distribucién
de R, puede ser aproximada como

P(R,<t) = P(W=0) = e,

Sea B, = {# € I: |~ a] < t}. Como X, es independiente de o(X; : § € B,)
entonces b; = 0. Mas aiin, si 1 < |#~a| <, no puede ser que X, y X5 tomen el
valor de uno al mismo tiempo si 8 € B,, a # B, pues ya habria habido una racha
antes de a y queremos contar sélo la primera racha. Por lo que 5; = 0.

Para calcular by = ¥, 3" s¢ 5, Pops, dividimos la suma en dos partes, depen-
diendo de si esta o no py, y entonces, como |B,| <2t -2

E E Papp = Z ZP&P;

a€l gEBa inl j€B;
n
=2 0+ X3 pipi
j€B, =2 jeb;

< 'Y pi+(n— 1) (2= 2)p%(1 - p)?

b,

Jel
= 2,\"1 + (n - l)’(?‘ - 2)’“(1 —p)2
n-1
¢, (2=-2)A2
< 2\p' + =T
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Por lo tanto (2 - 2N
] -

b <20p' + =T

As{ tenemos que

|P(Ra <t) ~ €] < b min(1,A").
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Capitulo 4
Conclusiones

Desde 1971, aiio en que el Dr. Charles Stein publicé su articulo de aproximacion
Normal en distribucion para una suma de variables aleatorias dependientes, se han
escrito numerosas publicaciones que tratan de seguir el camino que éste habia iniciado.
El primeroen hacerlo fué Louis Chen, quien fuera alumno de Doctorado del Dr. Stein.
Trazd otro camino en cuanto a aproximaciones, pero esta vez, para distribuciones
discretas (de ahi el nombre de método de Chen-Stein).

Después de él, otros autores como Arratia, Barbour, Goldstein, Gordon, Eagleson
y otros, han escrito articulos acerca de estos temas. No se si se deba a la tal vez
"reciente” aparicion de éstos articulos, pero la verdad es que atin no son muy conocidos
Y, & mi parecer, constituyen una gran herramienta cuando se estan haciendo cilculos
de probabilidades.

La gran importancia de este método, se basa en que no solamente nos dice que
podemos trabajar con variables aleatorias Poisson si los pardmetros que se definieron
en el ubitulo 2 son pequeiios, sino que ademas nos dd una cota para el error de la
aproximacion. Y no sdlo eso, sino que solamente estamos haciendo el cilculo de los
dos primeros momentos de la distribicion, lo cuil no representa demasiado esfuerzo.

Si bien es cierto que en ciertas ocaciones los pardmetros no son ficiles de calcular
con exactitud, la mayoria de las veces se pueden encontrar cotas superiores para estas
cantidades.

69
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En el presente trabajo, se intenté presentar el método de Chen-Stein de una man-
era que mostrara la ficilidad con la que éste se aplica. En los ejemplos presentados,
intentamos mostrar la manera en la que se aplica el método y cémo se pueden salvar
algunos problemas que pudieran encontrarse a lo largo del desarrollo de la aplicacién
del mismo. Por ejemplo, en el problema de las graficas aleatorias se pudieron encontar
con relativa facilidad los pardmetros e incluso se pudo extender la aproximacién a una
Normal estindar bajo ciertas condiciones. En las dos iltimas aplicaciones se encon-
traron algunas dificultades para calcular tales pardmetros, pero se pudieron acotar de
una manera muy interesante.

Como dato adicional cabe hacer notar que en el resultado principal de éste trabajo,
las cotas presentadas fueron mejoradas: en el articulo original, el factor para 93 es

min{1,1.4A7'/%)

y en la tesis aparece como
min(1,1.250~'/3),

Esto se debid a la reestructuracion que se hizo en la demostracion de los lemas 2.4.1
y 242

Cabe seiialar que el resultado principal que se di aqui no es el unico, de hecho,
existen extenciones para el caso de Procesos Estocasticos que se presentan en el mismo
articulo, Los ejemplos que se dan de ninguna menera son los \nicos ni en las tinicas
ramas en las que se pueden aplicar. Existe una gran variedad de ejemplos que se
pueden encontrar en [1).

Finalmente vale la pena mencionar que este tipo de aproximaciones realmente
tienen aplicaciones reales. Por ejemplo, en los Estados Unidos se estd haciendo uso
de estos resultados en juicios de herencias utilizando las cadenas de DNA de los
individuos en disputa. '



Apéndice 1.

En este apartado se presenta la demostracion de los lemas 2.4.1 y 2.4.2. Antes de
entrar de lleno a las demostraciones, haremos algunas observaciones que nos ayudaran

en tales pruebas,
Sean
P\(A) = P(Z € A), con Z ~ Poisson()).
A c 2%
U = {0,1....,m}.
B~ = El complemento de B.

Observacién 1
| P (ANUn) Py (Ug) = P (ANU;) Py (Un)| < P (U;) Pr(Un).

Demostracion:

a-b sib<a
ja— b= .
b~a sibd>a

Por lo tanto
la bl—{a sib<a

b sibd>a
De aquf que si
a = P\(AN Un) P, (U,;)
b = P, (A n U,,-,) Py (Un)

n
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Entonces ~
la =8 < PA(ANUW) P\ (Un) < Pr(Un) A (Uy)

y también
la -8 < P, (ANUS) Pr(Un) < P (Uz) Pr(Un).

Por lo tanto

|P\(ANUn) P (Uz) = P.(ANUZ) Pr(Un)| < Pr (Uy) Pr(Un)-

Observacién 2
Sean

=5 s =1-eaea; Azo

entonces, 8i 12/7 < A < 2 se tiene que
133 "
s < () (1 -ae).

Demostracion:

Si derivamos f y g podemos checar que para A > 0, f es una funcién decreciente
y g creciente, por lo tanto, sus valores méximos se alcanzan respectivamente en 12/7
yen2. Asi

SN € S12/7)9(2) < (}j-f) (1 - 3e7).

Observacién 3
Sea a € R, entonces a(! ~a) < 1/4.

Demostracidn:

-
N
!

o1
N—
-
v
<

a(l—a) <



APENDICE 1. 18

m+1 1 32
(-——-—2 )+ (m+2)lu(M)5m :
Demoastracidn:

La demostracién se hard por induccion.
Para m = 1 se da la igualdad. Antes de continuar debemos notar des cosas:
in(m+1) Sin(m)+ 1 <> m+1<mee> 14+ 1 < e locual es cierto para
m21.
i)in(m +1) <m <> m +1 < €™ lo cual es cierto param > 1.

Teniendo en cuenta lo anterior supongamos que nuestro resultado es vilido para

.('—";'—l)+(m+ )ln(m)<m.

Demostraremos que es vilido para m + 1,

(ﬂiziil) (m 1+1) In(m +1)

'—"Ll+( %)In(m+l)+%+ln(m+l)

mily ( %) In(m) + [(m + %) In{m + 1)%] Por i)
m? + [m + 1 + In(m + 1)) Por hip. de induc.

m?+m+1+In(m+1)
m? 4+ m+1+m=(m+1)Por i)

Observacién 4

m, es decir,

+

i

i IA A

A

Observacién §

(.A )mﬂh om < exp(
Demostracidn:

i)Sea A € (0,1)

B e son{(%57) (n-243)}
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3 m+1/3
ISexp(Tx--m-{-z—";--%)(%) =

Am-"l/? lml
’S(R) """( AESY E)'

A m+1/3 Im 1
('.;) e"P( X *5':‘"'"’2')

l m 1 1 A
exp{ DY m—§+(m+-2-)ln(-n;)}.
Por lo tanto f es una funcién mondtona y cumple que

. 1\ a o m 1
= vy J=(2)" e -.2._5).
Para concluir esta primera parte basta notar que

LS f(1) =15 (%)M!nexp (m-3-1)

1 2 m 1
= (m+-2-)ln(m)$m ~373

> ('—"—21-!-) + (m + -;-) In(m) < m?.

Lo cual es cierto por la observacion 4.
it) Sea A € [1,00)

(_?)MII' eM-mi gexp{( )("' A+ 2t )}

my\m+1/3 m lm 1
PN (T) exp(——2-+m 3 )51
> f(1)<1, pues lim [(A) 0 y por monotonia de la funcién exponencial
1

1
= (m+-2-)ln(m) m? +2+2_<_0

= () s

Lo cual es cierto otra vez por Ia observacion 4.

74
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Observacién 6 Ny
Pzsi)=1- [ s,
()] 3!
Demostracidn:
Haremos la demostracion por induccién.
Para j =0

P(Z =0)

- [ eware(e).
= C"‘

Supongamos que la afirmacidn es vilida para j — 1, por lo tanto

P(Z Y
<j-1)=1~[ evVm——dy.
(Z<i-1 £ G

Y asi
P(Z<j) = P(2<j-1)+P(Z=))
A it e\
= ]~ e Vr———dv + ——.
l G- TR
Pero
Ay (e'u") A vi=)
e-v_,"d = - _— +/ C-"—.—‘—d
l A T )Tk G-
Por lo tanto ey /x I it , Ae-v""d
—_— = ——(y) — - dv.
i o (=1 -/o H
Y, finalmente
A v
P(Z<j)=1- / e =dv.
(] A

u]
A continuacién daremos los lemas que serdn muy importantes en la demostracién
de los teoremas principales.
Definamos la funcién z = z, 4 de la siguiente manera:

0
A=Al (ANUn) - (AP (Un)i  m 20.

z(0)
z(m+1)
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Donde

P\(B)

APENDICE 1.

A cC 2t={012,...,}
Un 0,1,2,...,m}
P(Z € B),

Con Z ~ Poisson()).

Sea Az = z(m + 1) — 2(m) y [|Az|| = suppeas |2(m + 1) ~ 2(m)].

Lema 1 Para z definida arrida

Demostracidn:

i ) Jlzll € min{1,1.254~"/%},
ii ) llazll A7 (1 - e) < min{1,A7).

Sea B~ el complemento de B, Notemos que

PA(AnUm)"Px(UM)PA(A)

P\(ANUn) ~ Py(Un) [PA(ANUn) + P (ANU))
P\(ANUn) =1 = P (Un)) = P(ANU;) P\ (Un)
P\(ANU)P\(U;) - P(ANU;) PA(Un).

Asi

2(m +1) = A" erml[P, (AN U) P, (U7) - PA(ANUZ) Py (Un)).
Dado que 0 < P\(AB)P\(B) < P\(B)P\(B~) para cualquier A C 2+ y en

virtud de la observacion 1

la(m + 1) < AP, (U,) By (Uy). ()
Param <)
[z(m+1)] € mler-p ()
= mler-mn § X
m ,Z; 3
a _1_"‘ (N-™)m! 1 20 Aim!
A,Z__; i A’Z__;(m-))!
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Donde la tltima igualdad se verifica al escribir los términos en orden inverso. Ahora

(—:—‘:'_—'1;.')—!5("7‘)"@( mJ)!Sm rmm=1)-(m=-(j-1)) <m.

Lo cual es cierto. Asi

§=0 y=0
por lo tanto
Laa/myi _ 1 myi
le(m +1)| < x}}o('x) S 32 (%)
M AN oo
= A(A—m) = (=m)7,
es decir
lz(m +1)] € (A = m)™ sim<A (8)

De manera andloga param > A -3

lz(m +1)] < m!eu-("'mn(u-)

_ Z Mm!
J_o(m+1+1)'
1 A “( A )’]
1+
m+l[ m+2,§ m+3
(m+2)(m+3)+ )

= M Dm+2(m+3+0) (9)

in

De la igualdad(8) :

le(m+ 1)l <1 siemprequem < A—1.
De la ecuacidn (9) : |
~sim=1y A< 12/7entonces [g(m +1)] < 1.
Sim 22y A~1<m entonces

(m+2)(m+3)+ A < (m+2(m+3) +(m+1)
(m+1)(m+2)(m+3-4) = (m+1)(m+2)(m +3) - A)’
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perom + 3 — A 2 2, por lo tanto

(m+Ym+H+m+1) . (m+2Y(m+3)+(m+1)
M) m+Ym+3-A) =  2m+1)m+2)
Lfm+d, 1
2im+1l m+2

- '[1+-—3~—+ 1 ]

2| Tmt1 m+2
1 2 1

S§[l+§+z]

23

= ﬁ(l‘

Por lo tanto, hemos probado que

(m+2(m+3)+A <1
(m+1)(m+2dm+3-2)

Aun nos falta considerar el casoen el quem = 0con0 €A <1lym =1 con
12/7<2<2 _
Sin embargo, se sigue de (7) que para m = 0,

lz()] <A (1-€*) <1 YA€ R

Param =1 con 12/7 € A £ 2, y utilizando la observacion 2

l2(2)] < [\ +2)][1-e1+2)
< (%%:-) (1-3¢Y)<1.

Notemos que, de esta manera, hemos cubierto todos los casos. Asi finalmente
flzlj < 1.

Con lo cual queda demostrada la primera parte del primer inciso del lema.

Regresando a (7), utilizando la observacién 3 y la aproximacion de Stirling:

: 1
1< m+1/2 - o
m! < V2rm exp(A m+ D )
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;'ii) Para A~ (4/5)AY2 < m < A 4 (4/5)AY2 | definimos
(m-/\)(m-b#-%)

- (-3

Es decir,  es una pardbola que se abre hacja arriba con vértice en (A=1/4,-1 /4)e
interseccién con e eje de las absisas ep ) — 3/4yenr+1/4.

¥(m)

Notemos que
A--l->A+-4-A"’4=> (i)zo\
4 5 16
¥y que

21 4y _ 15\
A ‘<A+5/\ 14:(16) <A
Lo cual se cumple pues A > (1.25)2, Ast
A= o A—% < ,\+§-,\'/’-1.-

Lo cual quiere decir que el mdximo de la funcién ¥ se encuentra e e extremo del
intervalo que se encuentre mas alejado de A — | /4.

Afirmacidn :

El méximo de ¢ se alcanza en m = ) — (4/5)AV/3,

Demoalmcio’n:
4 1/2 1 1 \ 4 1/2
('\ 5 A l) ( 4) ('\ 4) ( 5 A

Ay 3 4,1
) 5A i <5A

Debido a lo anterior:

A"(m—A)(m—-A-f-%) <
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se sigue que

l2(m + 1)

A

12m
< %\/Z—xA"/’exp(a\"(m-a\)(m-—A+%)+i!2~) m21,

+1/3
(3 e (- L)

Donde la iiltima desigualdad se obtjene de la observacién 5.
Como antes
P <2t (1- e < am,

Ahora tenemos tres casos por analizar

Caso I

8i 0 < A < (1.25)? entonces min{1,1.250-12} < | por lo tanto ||z|| < 1 segun Io
demostrado anteriormente,

Caso 2;

§i A > (1.25) tenemos tres posibilidades:

0<m<a- (4/5)AY3, En este caso podemos usar 8 para obtener que A —m >
(4/8)AY3 y por 1o tanto V(A ~m) < (5/4)A-12 pt el < 1/(A = m) < 1.240-1/3.
1) Notemos que de 9 ;

le(m+1) < mle*p=(m+) p, v;)
=~  Am!
S(my14j)
1L /7 2y .
< — - -
< m+l§(m+l) (sim>2 1)

—1
m-—A41

Sim> A+ (47503
1
S ——— < 12\ 1V2
le(m +1)| < moaTT S 1252
Pues m — X 41> (4/5)A1/2 ysdlosil/(m-41)< 1.250=1/2, Por 1o tanto

flll < 1250173,

ESTA TESIS No prpr
SALB DE LA BiBLiOsECA
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De aqui que:
yn 1
Texp{A (m - A)(m A+ )+m}
A-H3 16 1
2 . — im>
< 4 {25-0-24} (sim >2)
R 1.239A°1/
< 1250713,
Por lo tanto

llzll < 1.2511/3,

Lo cual concluye la primera parte de} lema, es decir,

llzl] < min{1,1.252-1/3)

-

Para la demostracion del inciso ii) del lema, sea z; = Z),(j) ¥ notemos que
Taa= Z z;j.
j€A
De esta definicisn,
a)Para j<m

gim+1) = A" mier [Py({5)) - Pr({7})Ps (Un)]
= A-m-t m'e"”k(h})[l = P (Un)]
= A'"‘"m!—-P,\( )

A)-t _ -
= Tm!) "'P,\ (Um)

) Parajo>m

zj(m +1)

"

A=l [- (—'2) P, (U,,.)]

= - ("_;:—') AP, (Un)

81
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Asi

. ; mP(U;) sim2j
sim+1) = —( mIA =™ Py (Un) sim < j.

Notemos que ;4 = ~;4-
Param < §

vs

zj(m+2) < zj(m+1) = (m+1)APs(Unss) 2 Pr(Un)
<= (m+ VAP (Un) +(m+ D)P({m+1)}) 2 P\(Un)
Param 2§

£(m+2) S zifm +1)

A k=m+3 L h=m4l - k'

A"" X0 Nk

< (m+1) Z Il
=m+3 h=m+|

Lo cual se verifica al comparar término a término.
Por lo tanto, z;(n) es positiva y decreciente para n > (j +1) y es negativa y
decreciente para n < j. Asf el unico valor positivo tomado por z;(j + 1) ~ z;(m) es

s+ -nom = )Y Xy E( )]
r=j+l rxl
S '—— Z"' (pue' <l)
r=l
= S (e-)
= ‘(1-e?)

De aqui que para cualquier A C 2+

yam+1) = 2)4(m) = ljmeny {2m(m +1) = zm(m)}
+ Z {zj(m+1) ~ zj(m)}

JEA, jhm
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donde sdlo el primer sumando es positivo, por lo tanto

sup max {zra(m + 1) —2r4(m)} = sup {zm(m + 1)~ 2m(m)}
me2+ A€ZY meZ+
< AVi-et).

Notemos que A~ (1 - €)) S A'A = 1, ademds A~* (1 - ™) < A%,
También que, como z)4 = —z) 4~ entonces las diferencias tienen los mismos
valores absolutos cuando tomamos A~. Por lo tanto, basta considerar A C 2+, Asi

§Az]) < min{1,A™),

Con lo cual concluimos la demostracidn del lema.

Lema 2
Con las mismas hipdtesis de lema anterior, si h(w) = L(u=0) — €, entonces

2l = (1 - eH)/A.

Demostracidn:
El punto inicial de la demostracion es la observacién de que, si E{h(Z)] = 0
entonces

(ShYw+1) = ~A'P(Z =) Eh2); 2 < u]
AP(Z = w) {EIMZ)N 2¢uw)] — EIN2))E[)z<0)}

=~A'P(Z = w) Yeov(M(Z), L zgu))

Es facil comprobar que para k 2 0, si h(w) = liz¢v)) = P(Z < k) entonces
cov(h(Z), 1 z¢v) = P(Z < min{k,w)) - P(Z < k}P(Z < w).

Ahora:

d : .
nPZsg)) = ZN‘\ (%)
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i
= Z 'k-l? (kAk-l e~ Abe-l)
k=0
i e M1 JL e\
- st (k- 1)! ‘go k!
e\ ,
=5 = -P(Z =j).
Lo cual nos lleva a la siguiente
Afirmacién:
Ay
PZ<j) = 1- j L dv
(] i
o0
= / e"“-v—!dv
A
La primera igualdad se sigue de la observacion 6 y la segunda del hecho de que
/ C-"vT,dv =1, '
o FL
Combinando todos estos ingredientes para el caso k = 0 ( y entonces w = 0)
tenemos que
(1) = -A"'P(Z=0)P(Z =0)~ P(Z = 0]
= =21~ P(Z=0)
A
= -7 / €e'dv
(]
_ _fl=e?
= 3 .
Asi
1-e?
I -z(1) > -2z(2)>--+>0.
Y por lo tanto
el = 1=
=5
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El objetivo de este anexo es presentar los conceptos bisicos de tearia de graficas que
son utilizados durante la exposicion de algunos de los ejemplos de graficas aleatorias
que son tratados en este trabajo, Estos conceptos se pueden encontrar en [4] o en
(10},

Una grdfica es una pareja de conjuntos X, A, donde X es un conjunto de puntos
llamados vertices o nodos y A es un conjunto de la forma

A= {{z.y}:z,yEX}.

El conjunto A puede ser pensado como el conjunto de lineas vértices en X. Usual-
mente denotamos a la grifica como G = {X, A},

Si los elementos de A son pares ordenados, es decir, las lineas tienen una direccién,
éstos son llamados arcos y se dice que la grafica G es dirigida. Si no tienen direccion
se llaman aristas y G es no dirigida.

Un arco a puede representarse como la pareja @ = (2,y),2,y € X.z es llamado
vértice o eztremo inicial de a y y es el vértice o eztremo final de a.

En una gréfica dirigida G = [X, A}, se Hama sucesor del vértice z € X a todo
veértice y € X tal que existe (z,y) € A, Se llama predecesor de T a todo vérticey € X
tal que existe (y, z) € A.

También puede definirse tanto para gificas dirigidas como no dirigidas los siguien-
tes conceptos. Un vértice y es vecino de un vértice z si existe la arista {z,y} € A.
Si Ia grifica es dirigida, y € X es vecino de z € X si y es sucesor o predecesor de z.
Algunas veces se dice que 2 y y son adyacentes,

Una cadena es una secuencia de aristas (o arcos) a,a3,...,a, donde toda a; esti
conectada & a;_; por un extrenmo y a a;4, por el otro. Si la cadena sélo cuenta con
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dos aristas éstas deben estar conectadas por uno de sus extremos. Un ciclo es una
cadena z,23,...,2, donde 2, = z,.

Se conoce como grados de un vértice a lo siguiente. Sea G = [X, A] una gréfica
dirigida y sea z € X, El grado ezterior de z es el mimero de arcos que tienen a z
como vértice inicial. Se denota como g*(z). El grado interior de z es el niimero de
arcos que tienen a ¢ como vértice final, Se denota como g=(z).

El grado de z € X es el mimero de arcos que tienen a z como uno de sus extremos,
Se denota como g(z).

Existen ciertos subconjuntos de grificas que son de utilidad y que definiremos a
continuacién. Sea G = [X,A] una grifica. Una grdfica parcial de G es la grfica
G, = [X,A,], donde A, C A, es decir, es una grfica formada por todos los vértices
originales y s6lo algunas aristas o arcos. Una subgrdfica de g es una grifica G, =
[X., Al donde X, C X,A, CAy(z.y) € A,siysdlosiz,y€ X, y (z,y) € A, es
decir, es una grafica que consta de un subconjunto de los vértices de G y todas las
aristas o arcos de G que unen a los vértices de tal subconjunto y que originalmente
estaban en 4. _

Una grifica G =: (X, A] es coneza si para todo par de vértices z,y € X existe una
cadena que los une.

Finalmente daremos el concepto de grifica aleaoria: Sea n un entero positivo y
0 < p < 1. La grdfica aleatoria G(n, p) es un espacio de probabilidad sobre el conjunto
de gréficas con vértices {1,2,...,n} determinado por P({z,y} € G) = p, con esos
eventos mutuamente independientes,
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