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Capitulo 1
INTRODUCCION

El problema de optimizacién puede ser en principio dividido en dos grandes campos,
optimizacidn sin restricciones y optimizacién sujeta a restricciones,

Dentro de los problemas de optimizacidn se debe considerar otra importante
divisidn, que depende de si la funcién es lineal y todas las restricciones a las que
puede estar sujeta también son lineales, entonces se tiene el lamado problema de
optimizacién lineal, de otro modo el problema es de optimizacidn no lineal (ver cuadro

abajo). Este trabajo tratar enteramente con problemas de optimizacién no lineal sin
restricciones,

El problema de optimizacion consiste en encontrar aquellos puntos en e} do-
minio de una funcién (con cualquier numero de variables independientes), que al
ser transformados por la funcién tomen valores extremos, que pueden ser locales o

globales, de esta forma, los problemas de optimizacién se subdividen de acuerdo al
siguiente cuadro:

Ovtimizacidn Sin restricciones Lineal Local
P Con restricciones | No—~ Lineal | Global

Un valor extremo es un punto en el dominio de la funcidn, el cual al ser transformado
por f alcanza un valor méximo ¢ un valor minimo, por lo que es légico considerar que
se tienen dos problemas distintos: el de encontrar un valor maximo o de maximizacién

y el de encontrar un valor minimo o de minimizacién, pero existe la siguiente relacién
entre ambos problemas:

min f(z) =~ max - f(z)

Lo que permite tratar sdlo problemas de minimizacién, dejando de lado los problemas
de maximizacin. El problema central en este trabajo serd:

min f(z)

para una funcién f no lineal, sin restriccién alguna y con z € R".
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1.1 El Concepto de Minimo

Si existe un punto z* tal, que el valor de la funcién en este punto sea al menos tan
pequefio como cualquier otro valor de la funcién en un punto z vecino arbitrario, se
dice que la funcién f posee un minimo en z*, esto al menos en una vecindad de z°,
Si el valor de la funcién evaluada en z* es estrictamente mas pequefio que el valor de
la funcién evaluada en z, para todo punto z en una vecindad de z*, z* es llamado
minimo fuerte, por lo que se pueden distinguir varios tipos de minimos,

Definicién 1.1 Se dice que un punto z* es un minimo fuerle para una funcion f, s¢
eziste un escalar & > 0 tal que f(z*) < f(z* + Az) para todo Az tal que ||Az|| < 6.

Un minimo débil serd; a diferencia de un minimo fuerte aquel punto para el
cual e] valor de la funcidn decrece en algunas direcciones, pero permanece igual en
las demas,

Definicién 1.2 Se dice que un punto z* es un minimo débil para una funcion f, si
este no es un minimo fuerte y eziste un escalar 6 > 0 tal que f(z*) < f(z* + Az)
para todo Az tal que ||Az|| < 6.

Siladefinicién 1.1 se cumple para 6§ = 0o entonces se dice que el punto minimo
es global, lo que ademds implica que es iinico, por lo que se debe considerar al minimo
global como el verdadero valor minimo de una funcién, esto es, el valor méas pequefio
que una funcién puede tomar en todo su dominio, mientras que un minimo local es el
valor méds pequeiio que una funcién puede tomar dentro de una vecindad, de manera
que podemos encontrar mds de un miimo local en una funcién.

En realidad no existe forma de garantizar que una vez encontrado un minimo
éste sea global, salvo con un amplio conocimiento de la funcién, respecto de su conti-
nuidad, suavidad e informacién de derivadas de grado superior, por lo que en general
se tratara de encontrar minimos locales.

Existen funciones cuyo valor minimo es 00, 0 que alcanzan su valor minimo en
un punto en e] dominio con coordenada 00, este tipo de soluciones rara vez modelan
situaciones de interés cuya aplicacién es de utilidad prdctica, Al intentar resolver
el problema de optimizacién uno supone que la solucién z* existe, es tinica y puede
ser encontrada por el método escogido, sin embargo esta situacién ideal no siempre
ocurre, primero, porque la solucién z* puede no existir, y si existe, puede no ser
unica, ademas de que el método usado puede no converger a la solucidn, por lo que
se debe contar con condiciones que garanticen la existencia de al menos un minimo,
y condiciones que garanticen la convergencia del método para el problema dado.
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1.2 Maétodos de Optimizacién

Dada una funcién f dos veces continuamente diferenciable (i.e. f € C?), las siguientes
condiciones garantizan que z* es un punto minimo,

Vf(z*) =0 (1)
Vij(z*)>0 (1.2)

Otros tipos de puntos ademds de los minimos satisfacen la condicién (1.1)
(médximos y puntos silla por ejemplo) y estos puntos son conocidos como puntos
estacionarios o criticos, En suma la condicién de que V f(z) = 0 es una condicién
necesaria y suficiente para la existencia de puntos criticos y necesaria pero no suficiente
para la existencia de puntos minimos,

El problema a resolver es el siguiente:
min f(2) (1.3)

donde f es una funcién de R® — R, acotada inferiormente y que tiene al menos
derivadas de segundo orden continuas y supdéngase que (1.3) tiene una solucién local
en z* en la que Vf(z) =0y Vf(z) 2 0.

Un vector p € R es una direccién de descenso para una funcién f : R* = R
en un punto x € R" si existe una constante & > 0 tal que

f(z+ap) < f(z), a € (0»61'
Para funciones diferenciables, una manera mas facil es pedir que

Vi(z)p<0, (1.4)

Un método de descenso, es tal que a partir de un punto inicial zo genera una
sucesidn de iteraciones de la forma z14) = 74 + axpi, donde p; es una direccién de
descenso y ay > 0, La sucesion debe satisfacer:

L f(zr1) < f(=h).
2. liMpgasoo T4 = 2°
La diferencia entre los distintos métodos de descenso est4 en la forma como se

elige la direccion py, la que depende de la informacion que se tenga en el punto z;.
Algunas de las posibilidades de eleccién son:
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L. pi =~V f(zi),

2. px = —HV f(24), con Hy es una matriz positiva definida de nzn.

3. pi = [V3f(2o)] ™! V().

El método que corresponde a la eleccién de (1) es conocido como el método
de descenso mds rdpido debido a que la direccién opuesta al gradiente es la mejor
direccién de descenso de la funcién en una vecindad del punto. La eleccién (3) es el
conocido método de Newton y es la mds usada siempre que es posible, ya que tiene
una rapida convergencia local. Por iltimo, la eleccién de (2) es la que da origen a los
métodos de tipo Newton, pues la matriz H), aproxima a la inversa de Ja Hessiana.

1.3 Longitud de Paso

Dado un punto x4, y una direccién de descenso px, la idea basica del método de
biisqueda en linea es calcular un parametro a; > 0 tal que en la siguiente iteracién
Tk41 = Tk + aipi el valor de la funcion sea minimo. El pardmetro ay determina el
tamaiio del paso en la direccidn de descenso py a partir del punto x4,

Un algoritmo de btisqueda en linea examina los puntos a lo largo de {z +ap
a 2> 0} en busca de un a tal que f(z 4 ap) < f(2). Si p es una direccién de descenso
entonces tal a existe, De hecho, el minimo a® de la funcién univariada

pla) = flz +ap), a 20, (1.5)

es un a sobre la linea, El proceso de biisqueda termina hasta después de que un
minimo exacto es encontrado. Encontrar un minimo exacto a lo largo de la linea
generalmente no lleva a grandes reducciones de Ja funcién, ya que mayores progresos
pueden ser alcanzados tomando reducciones mas pequefias en sucesivas bisquedas,
explorando otras direcciones. Para lograr esto se deben desarrollar reglas que deter-
minen cuando detener la bisqueda.,

Dados los pardmetros p € (0,4) y n € (,1), y una direccidn de descenso
p € R", se define el conjunto T'(u) de longitudes de @ > 0 como el conjunto que
cumple con

f(z + ap) < f(z) + apV f(2)'p,
[Vf(z +ap)p| < n|[VH(2)s|.

En otras palabras, el conjunto T'(p) especifica las reglas de parada. En términos de
la funcién ¢ definida por (1.5), un a pertenece a T'(u) si y sdlo si

¢(a) < 9(0) + o/ (0), (1.6)
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l¢/(a)] < nj¢'(0)]. (1.7)
Si la magnitud de a no es suficientemente pequena, entonces la primera condicién de
T(u) fuerza un decrecimiento suficiente de la funcién. Sin embargo, (1.6) permite elec-
ciones arbitrariamente pequeiias de a > 0, por lo que esta condicién no es suficiente

para garantizar convergencia, La segunda condicidn evita elecciones arbitrariamente
pequeiias de a > 0,

Teorema 1.1 Sea f : R" — R continuamente diferenciable y acotada inferiormente
en R", suponga que el punto inicial zq es tal que V f es uniformemente continuo en

el conjunto de nivel
Q={zeR": f(z) < fz0)}.

8i la sucesion (i} es definida por x4y = Tk +arpi donde Vf(z4)'pr < 0 y ay define
un paso en T'(p) entonces

. lim (-V-f-(-’—”i’i) =0, (18)

k=t Il

Prueba 1.1 Ya que Vf(2i)'pi < 0 y f es acolada inferiormente, la sucesion {zy)}
estd bien definida en . Ademds, { f(zi)} es decreciente y por lo tanto converge.

La demostracion es por contradiccion. Si (1.8) no ocurre, entonces eziste une >0 y
una sucesion indexada por un conjunto K lal que

V()
Ilpll

La primera condicion de las reglas de pa.mda T(p) muestran que

e, keK.

£@) = f(zi1) > po Il (-Y—’,—}ﬁ%’fﬁ) > paullpelle, k € K,

y ya gue {f(z:)} es una sucesidn convergente, {aipi : k € K} converge a cero. La
segunda condicidn de las reglas de parada T(u) nos da la siguiente desigualdad

(1 =)=V f(xi)'pe) < (V@i + awpe) = V(i) piy k 20,
y por lo tanto

V/(z4) i 1
STV (1 = ,,) IV f(ax + ane) = Vol k € K.

Sin embargo, ya que hemos mostrado que {aupy : k € K} converge a cero, esto
contradice la continuidad uniforme de V f en 2.0
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Figura 1

La funcién p, que se muestra en la figura 1, describe al conjunto T'(y), que
consta de los intervalos I, y I,

Si suponemos p < 1 y ¢ cuadrética con ¢/(0) < 0y ¢//(0) > 0, entonces el
minimo global a* de p satisface

. l L
p(a”) = p(0) + 50%/ (0)

y por lo tanto a* satisface (1.6) si y solo si 4 < L. La restriccion de y < } obliga a @
a tomar el valor de a = 1 en las iltimas iteraciones del método de Newton,

La restriccién g < u garantiza que bajo condiciones razonables T'(s) contiene
un intervalo no trivial.

Los algoritmos para seleccionar la longitud de paso a estin basados general-
mente en la estrategia de minimizacién de modelos univariados cuadraticos o cibicos
para p, definidos por la interpolacion de la funcién y la primera derivada para valores
de prueba de a. '

Un algoritmo de bisqueda en linea seguro, requiere que se determine y actua-
lice un intervalo de incertidumbre 7 el cual contenga puntos en T'(s). El proceso
de actualizacién, debe garantizar que la longitud de I tienda a cero y que I esté
contenido en T\(u).

En general los métodos de busqueda en linea tiene el siguiente esquema:

ALGORITMO
Dada una direccién de bisqueda py.

1. Encontrar un a; que minimice f(z; + api) con respecto a a,
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2. Hacer x4y = 2k + axpi.

1.4 Modelos Cuadriticos

Algunas caracteristicas de muchos métodos de optimizacién se obtienen del hecho de
que trabajan bien o son incluso exactos si son aplicados a una funcién cuadritica,
estos mélodos pueden ser aplicados recursivamente a funciones més generales. No
hay duda de que esta aproximacion es muy atil en la practica y de que existe una
relacién entre ésta y la eficiencia y rapidez de convergencia del método.

A continuacidn se listan algunas caracteristicas de los modelos cuadraticos:

¢ Unafuncién cuadrética esla funcion no lineal més simple con segundas derivadas
continuas, que tiene puntos estacionarios bien determinados,

¢ Toda funcién con segundas derivadas continuas se comporta como una funcién
cuadrética sobre una regién suficientemente pequeiia. Este hecho es central
para el desarrollo de algoritiios de minimizacién, puesto que un algoritmo que
alcanza la vecindad del minimo de una funcién general no lineal y minimiza una
funcién cuadrética eficientemente, convergera a la solucién répidamente.

¢ Aun en puntoslejanos al minimo parece preferible usar la informacién cuadrética,
ya que ésta es mds efectiva que la informacidn lineal para pronosticar direcciones
a lo largo de las cuales se puede progresar de manera significativa. Esta se tiene
a partir de que la aproximacidn de la serie de Taylor alrededor de un punto ar-
bitrario 24, tomando términos cuadraticos, dard una mds exacta aproximacion

en vecindades mas grandes de zy, que los que tomaria la serie en términos de
una aproximacion lineal,

¢ Los métodos basados en aproximaciones cuadriticas pueden permanecer invari-
antes bajo transformaciones lineales.

1.5 Convergencia y Estabilidad

Hay dos factores de fundamental importancia dentro del disefio de algoritmos de

-minimizacién, éstos son: la estabilidad y la velocidad de convergencia.

1.5.1 Estabilidad

El diseiio de los mejores algoritmos de ininimizacidn estd asociado a la idea de mini-
mizacion eficaz de una funcidn cuadratica, con matriz Hessiana positiva definida.
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En una vecindad cercana al minimo muchas funciones pueden ser consideradas como
cuadréaticas. Sin embargo, un algoritmo debe garantizar ser capaz de acercarse a un
minimo si las propiedades tedricas son cumplidas, Un algoritmo que es capaz de
probar convergencia a un punto minimo (o en algunos casos a un punto estacionario),
sin importar el punto inicial ni la presencia de puntos extraios, se dice que es estable
o que exhibe convergencia global. En optimizacién no lineal, la estabilidad es siempre
asociada con esquemas iterativos que garanticen una reduccidn suficiente del valor de
la funcién en cada iteracién a no ser que el minimo halla sido encontrado para el
grado de exactitud prescrito.

1.5.2 Convergencia

Dado un métado estable, es importante tener un indicador tedrico de la velocidad de
convergencia, ya que ésta puede ser tan lenta como para no proposcionar al método
valor practico, mientras que por otra parte, es importante que un algoritmo llegue a
la vecindad del minimo en tan pocas iteraciones como sea posible, de ahi el interés por
medir teoricamente la velocidad de convergencia. Esto es debido a que las funciones
pueden ser muy distintas una de la otra y es sélo cerca del minimo que tienen un
comportamiento (cuadritico) comin.

Cuando la vecindad de un mimimo es alcanzada, es posible medir el error
definiendo una nueva variable como hy = x4 — z°, y tener una idea sobre la conver-
gencia del método a partir dela convergenciade h.

Si definen {|hxss]l / l|h4ll = @, entonces se dice que si a > 0 la velocidad de
convergencia es lineal o de primer orden, y si a = 0 se dice que la velocidad es
superlineal.,

La convergencia es una caracteristica importante de un algoritmo, ya que es
requerida para la terminacién de las iteraciones. Lo mds iitil para el usuario seria
garantizar que f(z:) — f(2.) < € o [Jzr ~ 2.]| £ € donde los pardmetros € y ¢; son
proporcionados por el usuario, Desafortunadamente esto no es aplicable, ya que ello
requiere un conocimiento de la solucidn. Una mejor prueba es [{g(z4)|| < € 1a cual ha
sido usada en ocasiones, sin embargo tiene la desventaja que no es facil de usar debido
a las dificultades para fijar la magnitud de e y ademds no trabaja bien en problemas
mal condicionados,

Existe una prueba basada en |jry ~ xi41]] € € 0 f(xx) = f(2x41) < ¢ y normal-
mente trabaja bien, Una consideracidn adicional la cual se aplica cuando se dispone
de segundas derivadas, es que la prueba puede prevenir la terminacidn en un punto
silla, También es 1til en general terminar la prueba cuando un cierto nimero de
iteraciones méximo ha sido ya ejecutado,



Capitulo 2
UN ALGORITMO DE BUSQUEDA EN LiNEA

Sea ¢ : R — R una funcién continua y diferenciable definida de (0,00) con ¢/(0) < 0,
y constantes g y 5 en (0,1), estamos interesados en encontrar un a > 0 tal que

pla) < ¢(0) + pe! (0)a (2.1)

l¢'(a)] < nl!(0)]. (22)

E) desarrollo de un procedimiento de bisqueda que satisfaga estas condiciones
es un ingrediente indispensable para el método de bisqueda en linea. Este capitulo
describe este procedimiento de bisqueda y la teoria de convergencia asociada a éste.

En el método de bisqueda en linea damos una funcién f : R* — R continua
y diferenciable, y una direccién de descenso p para f en un punto £ € R". Asf, si

pla)= f(z +ap), a2 0 (23)

entonces (2.1) y (2.2) definen un paso aceptable. Si a no es muy pequeiia, la condicién
(2.1) forza un decrecimiento suficiente en el valor de la funcién. Sin embargo, esta
condicién no es suficiente para garantizar convergencia, debido a que permite elegir
valores de a > 0 arbitrariamente pequefios, La condicidn (2.2) descarta valores de o
arbitrariamente pequefios y normalmente garantiza que a esta cerca de un minimo
local de . La condicién (2.2) es conocida como la condicidn de curvatura ya que
implica que
¢/(a) - ¢/(0) > (1 - n) |¢/(0)],

y asi la curvatura promedio de ¢ en (0, a) es positiva. La condicién de curvatura
(2.2) es particularmente importante para los métodos Quasi-Newton debido a que '
garantiza que una actualizacidén posmva definida Quasi-Newton es posible,

Como motivacién final para la solucién de (2.1) y (2.2), mencionamos que
si el paso satisface estas condiciones, entonces el método de busqueda en lfnea es
convergente para una eleccién razonable de la direccién.
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En muchassituaciones practicas es importante imponer condiciones adicionales
sobre a. En particular, es natural pedir que a cumpla con los limites

0 < anin € a < amax- ‘ (24)

La principal razén para pedir un limite inferior amin es para terminar la iteracién,
mientras que el limite superior a4 €s necesario cuando la bisqueda es utilizada en
problemas de optimizacidn lineal sujeta a restricciones o cuando la funcién ¢ no estd
acotada inferiormente. Un problema no acotado, puede ser aproximado aceptando
cualquier a en [auin, Oma) tal que @(a) < @uin, donde @ui, < ©(0) es un limite
inferior especificado por el usuario de la bisqueda. En este caso

_ l ?(0) = Pumin
mae = ( ~/(0) ) (2)

es una eleccidn razonable debido a que si ay,, satisface la condicién (2.1) de decre-
cimiento suficiente entonces ¢(amax) < Pmin» Por otra parte, si o o satisface la
condicién de decrecimiento suficiente, entonces mostraremos que es posible determinar
un o aceptable,

El principal problema que consideraremos es encontrar un o aceptable en el
sentido que o pertenezca al conjunto

T(w) = {a>0: p(a) S 9(0) +ang(0), [/(@)] s ule’@f).  (28)

Para expresar este resultado en términos de T(4) debemos aclarar que el algoritme
de hisqueda es independiente de 7; el pardmetro 7 es utilizado sélo para la prueba
de terminacidn del algoritmo. Otra ventaja de expresar el resultado en términos de
T'(u) es que T'(u) es generalmente no vacio, Por ejemplo, T(u) es no vacio cuando ¢
no estd acotada inferiormente,

Fletcher sugiere que es posible calcular una sucesién de intervalos que con-
tengan puntos que satisfagan (2.1) y (2.2), esta sugerencia nos lleva a los algoritmos
desarrollados por Al-Baali y Fletcher asi como de Moré y Thuente. Aqui propor-
cionaremos una andlisis de convergencia, detalles de implementacién y resultados
numeéricos del algoritmo de Moré y Thuente,

El algoritmo para T(u) es definido en la siguiente seccién. Mostraremos que el
algoritmo de bisqueda produce una sucesién de iteraciones que convergen a un punto
en T(u) y que, excepto para casos patoldgicos, el algoritmo produce una sucesién
finita ag,a1,...,am de valores de prueba en [amin, ama), donde ap € T(1) 0 s uno
de los limites. La terminacidn en uno de los puntos limite puede ser evitada con una
seleccién adecuada de los limites. Por ejemplo, si amn = 0 ¥ amex €3 definida por
(2.5), entonces ap, pertenece a T (1) 0 ¢(am) € Pmin:

Los resultados de la siguiente seccién mostraran que el Slgoritmo de bﬁsqueda
puede ser usado para encontrar un a que satisfaga (2.1) y (2.2) cuando g < 5. Un
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resultado para n € (0, #) requiere de suposiciones adicionales debido a que quizi no
exista un a que satisfaga (2.1) y (2.2) incluso si ¢ es acotada inferiormente. Adelante
mastraremos que si el algoritino de bisqueda genera una iteracién de ai que satis-
facen la condicion de decrecimiento suficiente y ¢/(ax) > 0, entonces el algoritmo de
bisqueda termina en un a; que satisface (2.1) y (2.2).

Dado ag en [a, ), €l algoritino de bisqueda genera una sucesion de
intervalos anidados {Ji} y una sucesién de iteraciones ax € Ii N [amin, Oma)- La
seccién (2.3) describe la eleccion especifica para los valores de prueba ay que son
usados en nuestro algoritmo. Los resultados numéricos indican que estas elecciones
llevan a una rdpida terminacidn. :

La seccidn (2.4) describe un conjunto de problemas de prueba y resultados
numéricos para el procedimiento de bisqueda, Las primeras tres funciones en el
conjunto de prueba tienen regiones de concavidad, mientras las Gltimas tres funciones
son convexas. En todos los casos las funciones tienen un Gnico minimo, El énfasis en
los resultados numéricos es para explicar las caracteristicas cualitativas del algoritmo
para un amplio rango de valores de p y 7.

3.1 El Algoritmo de Biisqueda para T(u)

En esta seccidn presentaremos el algoritmo de bisqueda para determinar un a en
T(pn). Asumimos que ¢ es continua y diferenciable en [0, ayu) con ¢/(0) < 0. El
algoritmo de biisqueda en linea supone que g < 1, debido a que si es cuadritica y
#/(0) <0y »//(0) > 0, entonces el minimo global a® de ¢ satisface

plo®) = p(0)+ 309/ (0),

y asi o satisface (2.1) sélo si y < 1. La restriccién 4 < 1 también nos llevaa a =1
como un valor aceptable a la larga para los métodos de Newton y Quasi-Newton,

Dado ag en [oin. auax), €l algoritmo de bisqueda genera una sucesién de intervalos
anidados {Ji} v una sucesién de iteraciones ay € Jx N [yin, Qmax] de acuerdo al
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siguiente procedimiento.

ALGORITMO DE BUSQUEDA

Hacer Iy = [0, ).

Parak =0,1,...

1. Elegir ay € I} N [awmin, amax).
2. Prueba de convergencia.

3. Actualizar el intervalo I},

En este algoritmo elegir a; protejida se refiere a las reglas que forzan la con-
vergencia del algoritmo. Por el momento suponemos que la eleccion ha sido hecha y
discutiremos la actualizacidn de [;.

El objetivo del proceso de actualizacidn para los intervalos J; es identificar y
generar un intervalo J; tal que T'(u)NJ, sea no vacio, y entonces refinar el intervalode
tal forma que T'(p) N I; permanezca no vacio. Ahora especificaremos las condiciones
de los puntos finales de un intervalo I que garantizan que / tiene una interseccién no
vacia con T'(p). Las condiciones sobre los puntos finales a; y ay estdn especificadas
en términos de la funcién auxiliar ¢ definida por

¥(a) = p(a) - p(0) - py/(0)a.

Suponemos que a; # a, pero no supondremos que a; y a, estén ordenados.

Teorema 2.1 Sea I un intervalo cerrado con puntos finales oy y ay. Si los puntos
finales satisfacen

War) < ¥la), Pla) S0, ¥(a)aw = a)) <0, (27)

entonces hay un a® en I con P(a*) < Y(ay) y ¥/(a*) = 0. En particular, a* €
(T(w)n 1).
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Prueba 2.1 Suponga que o, > ay; la prueba en el otro caso es similar, Defing
anp = sup{a € [ahau] 19(B)<0, e [01,0‘]}'

Entonces an > ay, debido a y/(a;) < 0. Primero pedimos que Y(anm) 2 ().
El supuesto sobre a, muesira que es cierlo el caso cuando an, = ay. Esto también
se sostiene 8 o < ay, debido en esie caso a que la definicion de a,, implica que
Ylam) =0, y asi' 0= Plan) 2 Y{a).

Definimos a* como el minimo global de v en [ay, o). Afirmamos que a* € T(p).
El minimo global no puede ser alcanzado en an, Ya que, o* estd en el interior de
lasyam). En particular, P/(a*) =0, y asf ](;/(a')l = yr(,o/(O)|. También sabemos que
a* satisface (2.1), debido a que (o) < 0 para toda o en [y, o). Ya que, a* € T(p),
como desedbamos.0

El teorema anterior proporciona la motivacién para e} algoritmo de biisqueda
mostrando que si los puntos finales de [ satisfacen (2.7), entonces ¢ tiene un minimo
a" en el interior de I ademds, que a® pertenece a T'(p). Asi el algoritino puede ser
visto como un procedimiente para localizar un minimo de y.

La suposicion (2.7) puede ser expresada diciendo que o) es el punto final con
el valor mds pequeito de 3, que oy satisface la condicién de decrecimiento suficiente
(21), ¥y que a, — a; es una direccién de descenso para ¢ en ay y ¥(a) < ¥(m)
para todo a en I suficientemente cercana oy, En particular, esta ltima suposicion
garantiza que ¥ puede decrecer buscando cerca de oy,

Ahora describiremos un algoritmo para actualizar el intervalo J, y entonces
mostraremos cdmo usaremos este algoritmo para obtener un intervalo que satisfaga
las condiciones de] teorema anterior.

ALGORITMO DE ACTUALIZACION

Dado un valor de prueba o; en I, los puntos finales of y o} del intervalo
actualizado I, son determinados como sigue:

Caso U1 Si ¢(ay) > .\b(a;), entonces of = a1 y af = ay.

Caso U2 : Si (o) < ¥(a) ¥y ¥/(au){ay = a1) > 0, entonces of = ay y
al =a,. .

Caso U3 : Siy(ar) < ¥(ay) y ¥/(ae){ay~ay) < 0, entoncesof = oy y af = ay.
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Es directo mostrar que si los puntos finales a; y a,, satisfacen (2.7), entonces los
puntos finales actualizados aff y o} también satisfacen (2.7), a menos que ¢/(ay) =0
y ¢(ay) < ¥(ai). Por supuesto, en este caso no es necesario actualizar I debido a que
aq pertenece a T(u). ' '

Al-Baali y Fletcher presentan dos formas de actualizacién. El objetivo del
esquema S1 consiste en identificar un punto que satisfaga (2.1) y ¢/(a) > 5¢/(0),
mientras el esquema $2 busca un punto que satisfaga (2.1) y (2.2). En el esquema
52 los puntos finales aff y a} son determinados como sigue:

Si ¥(ay) > 0 0 Si p(ay) > (), entonces
af =1y o} = ay,
Si No, Si ¢/(a;)(a) = a,) > 0, entonces

af =ary o} = ay,

SiNoaf =ayyat =a

Los dos algoritmos de actualizacién producen las mismas iteraciones mientras
Ylar) > 0, 0 ¥(ay) L0, Ylar) < (@),
pero difieren en el tratamiento de la situacién cuando
Y(ay) £0, Y(ay) > (m), Y(ar) <¥(ay), a1 <oy < @y

En este caso, el algoritmo de actualizacion elige It = [ay, au], mientras que el es-
quema S2 elige [ay,a,) si ¢/(as) < 0. Nuestro algoritmo parece ser preferible en
esta situacién debido a que el intervalo I, contiene un punto aceptable, mientras el
intervalo generado por la forma S2 no garantiza contener un punto aceptable,

Mostraremos ahora como el algoritmo de actualizacion puede ser usado para
determinar un intervalo I en {0, ama} con puntos finales que satisfacen (2.7). Inicial-
mente a; = 0 y a, = 00. Considere cualquier valor de prueba a; en [amin, apmax]. Si
los casos U1 o U3 ocurren, entonces habremos determinado un intervalo con puntos
finales a; y ay que satisfacen las condiciones del teorema. De otra forma el caso U2
se sostiene, y entonces repetir el proceso para alguna a} en (a1, ama). Continuamos
generando valores de prueba en [ay, ap,] mientras el caso U2 se presente, pero re-

" querimos que eventualmente ap,, sea usada como un valor de prueba. Esto se logra

eligiendo
0?' € [min{6max 1} Omax}s Amas] (2.8)
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para algiin factor émax > 1. En nuestra implementacion usamos
a} = min{a, + 6(ay — a1), auax}, 6 € [1.1,4),
diversos argumentos muestran que (2.8) se sostiene con 8, = 1.1,

Ya que inicialmente a; = 0 y $(0) = 0, la sucesidn ag, ay,... de valores de
prueba es creciente con '

¢(0‘k) <0y W(ﬂk) <0, k= 0,1,... (2'9)

mientras el caso U2 se presente. El algoritmo de bisqueda termina en apa si
P(amax) € 0y ¥/ (aimax) < 0. Este es un criterio razonable de terminacidn debido
a que el teorema (2.1) muestra que cuando estas condiciones no se sostienen hay un
a" € T'(p) con a® < apax. Asi, después de un nimero finito de valores prueba, am-
bos algoritmos de bisqueda terminan en ayny, o el algoritmo de bisqueda genera un
intervalo con puntos finales que satisfacen las condiciones (2.7).

Dado un intervalo que satisface las condiciones (2.7), el algoritmo de biisqueda
usa e] algoritmo de actualizacidn para refinar I. Afirmamos que si el algoritmo no
genera un intervalo I en [ay, Qmay) que satisfaga las condiciones (2.7), entonces la
sucesién {ax} de valores prueba es decreciente con

Plar) > 009/ (ax) 20, k=0,1,... (2.10)

Esta condicidn es establecida al considerar los tres casos del algoritmo de actual-
izacién. Si usamos un aq con P(ay) < 0y ¥/(ar) < 0,y el caso U2 o U3 se presente,
entonces e| algoritmo de actualizacion muestra que el intervalo I, esta ubicado a la
derecha de a;. Ya que a; 2 ayuy, €l intervalo I contiene a [amyin, Omax). Si €l caso U1
ocurre, entonces ¥(a;) < 0, y asi a; 2 auin, Ya que, el intervalo actualizado contiene
a [amimamux]'

- Forzamos al algoritmo de biisqueda a usar ay, como un valor de prueba
cuando (2,10) ocurre y ayyn > 0. Esto se logra eligiendo

0;" € [amim max{amina!a amin}] (2'11)
para algin factor &, < 1. En nuestraimplementacion (2.11) se cumple con §pin = ,l,

El algoritmo de bisqueda termina en i si ¥(uin) > 0 0 /(i) 2 0. Este
es un criterio de finalizacién razonable debido a que e] teorema (2.1) niuestra que hay
un a* € T(u) con a® < gy cuando las condiciones se cumplen. Asi, después de un
ndmero finito de valores de prueba, ambos algoritmos de bisqueda terminan en amn,
o generan un intervalo I en [amin, amas) con puntos finales que satisfacen (2.7).

Los requisitos (2.8) y (2.11) son dos reglas de proteccién. Observe que (2.8)
es impuesto sélo cuando se cumple (2.9), mientras (2.11) es usado cuando se cumple
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(2.10). Si el algoritmo de bisqueda se genera un intervalo / en [amin, Gmas), entonces
necesitamos una tercera regla que garantice que el a; elegido fuerce la longitud de /
a cero. En nuestra implementacion esto se logra monitoreando la longitud de I; si
la longitud de I no decrece por un factor de § < 1 después de dos pruebas, entonces
un paso de biseccién es usado en la sxgulente prueba de o, (usamos en la § = 0.66
implementacidn).

Teorema 2.2 El algoritmo de bisqueda produce una sucesidn {ay} en [anu,, Qmax)
tal que después de un nimero finilo de valores de prueba, una de las siguientes condi-
ciones ge sostiene ;

El algorilmo termina en any, la sucesidn de valores de prueba es crecienle y se
cumple (2.9).

El algoritmo termina en ay,, la sucesion de valores de prueba es decreciente y se
cumple (2.10).

Un intervalo Iy C [amin, Quma] €3 generado.

Pruebn 2.2 En esla prueba resumimos los argumentos presenlados anleriormente.
Sean of*) y al¥ los puntos finales de Iy, y definimos

A* = min {af"),aﬁ“} y B = max {a}k),aﬁ“}.

El punto final izquierdo B! de I, es no decreciente, mientras el punto final derecho
es no creciente.

Primero mostraremos que ¥ = oo no puede ocurrir para todo k > 0, Si 4¥ = oo,
sdlo el caso U2 del algoritma de actualizacidn sucede, debido a que en los otros dos
casos ambos punlos finales toman valores finitos. Ya que, sdlo el caso U2 ocurre,
es claro que (2.9) sucede, y as’ la regla (2.8) muesira que el limite oy, €s even-
tualmente utilizado como un valor de prueba. Si el algoritmo no terminag en ama,
entonces ¥ = apux.

Un argumento similar muestra que ﬂ( ) = 0 no puede ocurrir para todo k 2 0. Si
ﬁ( )= 0, entonces sdlo el caso U1 o U3 del algoritmo de actualizacidn ocurre, debido
a que en el caso U2 ambos puntos finales estdn en un conjunto de valores positives,
Ademds, en este caso (2.10) ocurre. La regla (2.11) muestra que (2.10) no puede
suceder para todo k > 0 cuando apin = 0, y $i ayy, > 0, entonces apy, €8 evenlual
mente usado como un valor de prueba. .S’a la bisqueda no terming en oy, enlonces
B = i

Hemos asy’ mostrado que después de un nimero finito de valores de prueba, ambas
bisquedas terminan en una de las dos cotas ayy 0 G, 0 BF >0 y ¥ < 0o, Por
supuesto, en esle ultimo caso Iy es un subconjunto de [amin, Grma}.0

El caso mds interesante del teorema (2.2) ocurre cuando un intervalo I} C
[@min, @mas] €8 generado. En este caso las reglas de seguridad garantizan que la lon-
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gitud de los intervalos {I} converge a cero, y asf la sucesion {ax} converge a alguna
a” en T(p).

Podemos eliminar la terminacion finita en uno de los limites excluyendo (2.9)
y (2.10). La forma mds simple de hacer esto es suponer que ayy;, satisface

P(amn) <0y '/’/(amin) <0, (2.12)

¥ que amay satisface que

¢(0'xlxax) >0y “r”/(ﬂ'max) 20 (2.13)

Bajo estas suposiciones, el teorema (2.2) muestra que un intervalo Jx C [Qmin, Qmax)
después de un nimero finito de valores de prueba.

Las condiciones (2.12) y (2.13) pueden ser facilinente satisfechas. Por ejemplo,
5i Qi = 0, entonces se cumple (2.12), La condicién (2.13) se cumple si aax €8
definida por (2.5) y wuin es un limite inferior estricto de . La condicién (2.13)
también se cumple si /(ayay) 2 0.

Teorema 2.3 Si los Ifnites ayiy ¥ amax cumplen con (2.12) y (2.13), entonces el
algoritmo de busqueda termina en un ndmero finito de pasos con un ax € T(y), o
las iteraciones {ax} convergen a alguna a* € T(u) con Y/(a*) = 0. Si el algoritmo
no termina en un nidmero finito de pasos, entonces existe un indice ko tal que los
puntos finales af¥), ol de un intercalo I satisfacen que of? < a* < ok, Ademds,
siy(a®) =0, entonces Y/ cambia de signo en [of*),a*] o [a*, al?) para todo k > ko.

Prueba 2.3 Suponemos que ay ¢ T(n) para todas las iteraciones generadas por el
algoritmo de bisqueda. Ya gque los intervalos Iy, estdn uniformemente acotados y
sus longitudes tienden a cero, cualquier sucesidn {0;} con Ok € I debe converger
a un limite comin a®. El teorema (2.1) garantiza que existe 6, € (T(u) N I;) con
z%ﬂ»): u!(0). Esto implica que o® € T(i) y que ¢/(a*) = up/(0). En particular,
a*) =0, )

Definimos ko observando que la continuidad de o/ muestra que ezxiste un ko > 0 tal
que ¢/(0) < 0 para toda a € I} ytoda k > ky. Ya que z/:(af")) <0y af") ¢ T(u),
debemos tener Iga/(a,(k)l >p |¢/(0)|. Tambi€n sabemos que ¢/(af*') < 0 para k > ko,
y asi' ¢/ (af?) < u/(0). Porlo tanto, ¥/(af*?) < 0. La condicidn (2.7) en los puntos
finales implica que of*) < o}, y en particular, of?) < a* < a{¥).

Consideremos el caso cuando (a*) = 0. No puede ocurrir /(a) £ 0 en [a¥,a")
debido a que esto implicaria que Y(af’’) > ¥(a®) = 0. Asi ¥/(8:) > 0 para algin
B € laf®,a%). Ya que W(af) < 0, hemos mostrado que ¢/ cambia de signo en
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Finalmente, considere el caso cuando (a*) < 0. Suponga que ko es tal que (al¥) <
0 para todo k > ko, Si P(al¥)) > 0, entonces ¢/(alk)) > up/(0), y puesto que
¥/ (al®)) < 0, tenemos que a“) € T(y). Esta contradiccidn muestra que W(a )) <o0.
hemos mostrado ya que t/)/(a‘ ) < 0, asé que / cambia de signo en {af¥),a"] o
[a*,aM] para algin B, en [af),aM)]. Esto es claro debido a que si Y/(a) < 0 en
[a("),aﬁ")], entonces Y(al*)) > p(al?).0

Si el algoritmo de biisqueda no termina en un nimero finito de pasos, en-
tonces el teorema (2.3) implica que ¥/ cambia de signe un nimero infinito de ve-
ces en el sentido que existe una sucesién monétona {Bx} que converge a a* tal que
/(Bi)¥/(Brs1) < 0. Excepto para casos patolégicos el algoritmo termina en un
nimero finito de iteraciones. Resultados cercanos han sido establecidos por Al-Baali
y Fletcher , por Moré y Sorensen. En estos resultados, sin embargo, el énfasis esta
en mostrar que el algoritmo de bisqueda genera eventualmente un aj que satisface
(2.1) y (2.2) siempre que 4 < 1.

2.2 Bisqueda de un Minimo Local

El teorema (2.3) garantiza terminar en un aj que satisfaga (2.1) y (2.2) siempre que
n > p. En esta seccién modificaremos el algoritmo de biisqueda y mostraremos,
que bajo condiciones razonables, podemos garantizar que el algoritmo de bisqueda
modificado genera un ay que satisface (2.1) y (2.2) para toda 5 > 0,

Ladificultad de poner y < pt es que, incluso si T'() es no vadio, quiza no exista
un a > 0 que satisfaga (2.1) y (2.2). Ilustraremos este ejemplo con una pequeiia
modificacidn de un ejemplo de Al-Baali y Fletcher. Definimos

l1-0)a®~a,05a<1
N®{§W~H-am15m

donde n < ¢ < . La curva sélida en la figura 2 es la funcién  con o = 0.1; ]a curva
punteada es la grafica de la funcién /(a) = p(0) + p¢/(0)a con 4 = 0.25. Un calculo
muestra que  es continuamente diferenciable y que

l¢/(a)2 o>y
para toda a > 0. Ademds, si p < 4, entonces

l-4 l-0
= [14 e,

Asi T(u) es un intervalo no vacio con & =1 en el interior. En la figura 2 tenemos
o=01yu=025yasiT(u) = [3,3].
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Figura 2

Mostraremos que si durante la bisqueda de T'(u) calculamos valores de prueba
oy tales que Y(ai) <0 y ¥/(ax) < 0, entonces ax pertenece a T'(jt) o hemos identi-
ficado un intervalo que contiene puntos que satisfacen la condicion de decrecimiento
suficiente (2.1) y la condicién de curvatura (2.2).

Teorema 2.4 Suponga que los limites agy, y ama satisfacen (2.12) y (2.13). Sea
{ak} la sucesion generada por el algoritmo de bisqueda, y sean af*) y afX) los puntos
finales del intervalo I;; generado por el algoritmo de biusqueda. Si ay es la primera
iteracion que satisface

law) 0, ¥/(ai) 20, (2.14)

entonces o*) < al¥). Ademds, ay € T(4) o0 ¢/(ax) > 0. Si /(ax) > 0, entonces el
intervalo
I'= [af"),ag] ,

contiene un a* que satisface (2.1) y ¢/(a®) = 0. Ademds, cualquier a € I* con
¢(a) < (o) también satisface (2.1).

Prueba 2.4 La primera condicidn es /(al’') < 0. Si este no es el caso, entonces
¥/(a;) 2 0 para algin indice j < k debido a que o) es una iteracidn anterior. Sin
embargo, eslo contradice la suposicidn de que oy es la primera iteracidn que satisface
(2.14). Esto prucba que y/(a{¥) < 0.

Ya que /(o)) < 0, suponemos que (2.7) implica que of*) < al¥). Esto implica, en
parti-cular, que a; > a,(") asy I estd bien definido.

Si Y/(ax) <0 y¥/(ax) 2 0, entonces es claro que Iga/(a*)l < /tlv/(O)l. Ya que
¥/(ak) > 0 y a* es un minimo, a* # ay. Similarmente, ya que probamos antes que
P/(af®) < 0, y que a* es un minimo, a* # af,

Hemos mostrado que a® estd en el interior de I". De aqui, ¢/(a®) = 0 como
desedbamos. Completamos la prueba observando que si p(a) < p(ax) para algin
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a € I*, entonces

pla) < plaw) < w(0) + uy! (0)ar < p(0) + uy! (D).

La segunda desigualdad se sostiene a causa de que oy satisface (2.1), mientras la
tercera desigualdad se sostiene debido a que a < ay. De aquy, cualquier a € I* con
w(a) < plai) también satisface (2.1).0

No hay garantia de que el algoritmo de bisqueda genere una iteracién ay tal
que ¥(ax) < 0y /(ax) > 0. Por ejemplo, si  es la funcién mostrada en la figura 2,
entonces ¢/ (a) < 0 para todo a. Incluso si p tuviera un minimo en a® que satisficiera
la condicion de decrecimiento suficiente, el algoritmo de bisqueda quiza tomaria la
region que contiene puntos en T'(), pero donde (2.1) y (2.2) no sean satisfechas..

El teorema (2.4) es uno de los ingredientes necesarios para desarrollar.un algo-
ritmo de bisqueda para minimizacidn que satisfaga las condiciones de decrecimiento
suficiente (2.1) y de curvatura (2.2). También necesitamos mostrar que el intervalo
I* especificado por el teorema (2.4) satisface las hipitesis del siguiente resultado.

Teorema 2.5 Sea I un intervalo cerrado con puntos finales a; 'y ay. Si los punfos -
finales satisfacen

plar) < plaw), ¢/ (an)(aw = @) < 0,
entonces eziste un a® en I con @(a®) < p(ay) y ¥/(a™) = 0.

Prueba 2.5 La prucba de esle resultado es casi inmediata. Si a* es el minimo glodal
de o en I, entonces la suposicidn de oy y a, garantiza que a® estd en el interior de
Iyastyp/(a®) =0.0

El intervalo especificado por e} teorema (2.4) satisface las suposiciones del
teorema (2.5), debido a que la derivada de ¢ tenia el signo apropiado. Asumimos
que p/(as) > 0. Ademis, en el teorema (2.4) establecimos que ai*) < af¥, y asi
la suposicién (2.7) en los puntos finales de I; implica que W(a{")) < 0. De aqui
¢/(a™) < 0. Estos dos resultados muestran que I* tiene Jas propiedades deseadas.

Ahora necesitamos modificar el algoritmo de actualizacién de tal forma que
garantice terminar en una iteracién que satisfaga la condicién de decrecimiento sufi-
ciente (2.1) y la de curvatura (2.2). La modificacion es simple; s6lo reemplace ¢ por
y en el algoritmo de actualizacion,

Algoritmo de Actualizacién Modificado. Dado un valor de prueba a; en I, los
puntos finales a} y a} del intervalo actualizado /,, estén determinados como sigue:
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Caso a: Si p(a;) > ¢(a;), entonces af = a1y af =ay.
Caso b: Si p(a) < pla1) y ¢/ (ar)(ai—a;) > 0, entonces af = ay y a} = ay.

Caso c¢: Si p(ay) < p(ar) y ¢/ (ar)(a1 — ar) < 0, entonces aff = ay y af =ay.

Hemos mostrado que el intervalo I* especificado por el teorema (2.4) satis-
face las suposiciones del teorema (2.5). Ademds, un corto cilculo muestra que si
I es cualquier intervalo que satisface las suposiciones del teorema (2.4), entonces el
algoritmo de actualizacién modificado preserva estas suposiciones,

Nuestra implementacién del algoritmo de bisqueda de la seccién 2.2 usa el
algoritmo de actualizacién modificado de una manea obvia: Si alguna iteracion ay
satisface /() < 0 y ¢/(ax) < 0, entonces el algoritmo de actualizacién modificado
es usado en esa iteracién y en todas Jas otras iteraciones,

Teorema 2.8 Suponga que los limiles ayy ¥ anux satisfacen (2.12) y (2.13). Si el
algoritmo de bisqueda modificado genera una iteracidn tal que ¥(ax) < 0 y o/(ax) >
0, entonces el algoritmo de bisqueda modificado termina en un ay que satisface (2.1)

y (2.2).

Prueba 2.8 Si el algoritmo de bisqueda genera un ay con Y(ax) <0 y ¢/ (ax) > 0,
entonces el teorema (2.4) muestra que ay > a-}k), y asi el algoritmo de actualizacidn

modificado pone
Ik+x = [o,k),ak]

debido a que el caso U2 no se sostiene. Ademds, el teorema (2.4) garantiza que
cualquier a € iy con p(a) < p(ay) satisface (2.1). Esto implica que para cualquier
iteracidn j > k el punto final a}) satisface (2.1). También mostramos que cualquier
sucesion {0x} con Oi € I debe converger a un limite comin a®. Ya que el teorema
(2.5) muestra que hay un 6 € I tal que /(6;) = 0, obtenemos que p/(a®) = 0. De
aqui) af’) satisface (2.2) para todo j > k suficientemente grande. Esto prueba que
el algoritmo de bisqueda modificado termina en una iteracidn que satisface (2.1} y

(2.2).0

2.8 Seleccién de Valores de Prueba

Dados los puntos finales o) y a, de un intervalo I, y un valor de prueba aq en I, el
algoritmo de actualizacién descrito en la seccién anterior produce un intervalo I, que
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contiene puntos aceptables. Ahora especificaremos el nu&; valor de prueba aff en
L.

Supongamos que conocemos los valores de la funcién fi, fy, fi y sus derivadas
girGuy gt correspondientes a los puntos finales oy y ay, y al punto prueba ay respectiva-
mente. Los valores de la funcién fi, f., fi y sus derivadas g, g,, g pueden ser obtenidos
a través de la funcién ¢ o de la funcién auxiliar ¥, Los valores de la funcién y su
derivada son obtenidos de la funcién auxiliar ¢ hasta que alguna iteracidn satisfaga
la prueba (ax) < 0y ¥/(ax) 2 0. Una vez que esta prueba es satisfecha, ¢ es
utilizada, '

Hemos dividido los valores de prueba en cuatro casos, En los primeros dos
casos elegimos af interpolando los valores de la funcién entre a; y ay. Definimos
af en términos de a. (el mimimo de la funcién cibica que interpola fi, fi,g1 ¥ gt)s
a, (el minimo de la funcién que interpola f, fy y ¢1), ¥ @, (el minimo de la funcién
cuadrética que interpola g; y g).

Caso 1: f; > fi. En este caso calculamos a, ay, y ponemos

ot =] o Si lac—ai] < |ag — o
L %(aq + a.) en otro caso,

Ambos a. y aq se encuentranen /4 asi ellos son candidatos para af . Debemos hacer

una eleccién que sea cercana a a; ya que este es el punto con el valor mds pequeiio
de la funcién, Ambos aq y a. estén relativamente cercanos a a; debido a

2 1
loc ~ ] < Flae ~ e, Jag - @] < 5 Jae — @
Asf, para la anterior elecciénde af
7
la,* - a;l < T lay ~ ayf.
Una eleccidn cercana a a cuando f; es mucho méas grande que f;. En este caso el paso
cuadrético es més cercano a a; que a., pero generalmente, anormal. Efectivamente,
8i ay(f;) es el valor de a, en funcién de f;, entonces
lim a =a.
Jim a(f) = e
Por otra parte, un cilculo muestra que

. 2,
Jim au(fi) = o1+ 5o = a)

Asi, el punto medio de a, y a; es un término medio razonable,
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Caso 2: f; < fi y u¢t < 0. En este caso calculamos a, a,, y ponemos

of = { a. si |a;—ay] 2 |a, — ai
t a, en otro caso,

Ambos a; y a, ubicados en I, asi son candidatos para af. Ya que g,g; < 0, existe

un minimo entre a; y a;. Eligiendo el paso que esté més lejano de a, cuidando de

generar un paso que encuadre un minimo, y asi’ es probable que el siguiente paso

también caiga en este caso,

En el siguiente caso elegimos af extrapolando los valores de la funcién en o
¥y ay, asi el valor de prueba se encuentra fuera del intervalo con a; y a; comoe puntos
finales. Definimos af en términos de a. (el minimo de la funcién ciibica que interpola
Infug y @)y a, (el nunimo de la funcién cuadratica que interpola g y g;).

Caso 3: f; < fi, 9t 2 0,y lo| € |ou|. En este caso la funcidén ciibica
que interpola los valores de la funcién f; y f; y las derivadas g; y g puede no tener
minimo. Ademas, incluso si & minimo a, existiese, esta en la direccién equivocada,
Por ejemplo, tenemos a; > a; pero a, < ay, Por otre lado, el paso secante a, siempre
existe y esté en la direccién correcta,

Si la funcién ciibica tiende a infinito en la direccién del paso y el minimo de
la funcién ciibica estd mis alld de ay, ponemos

of =4 9 si lag—ay| < |a, — ay
t a, en olro caso.

En otro caso, ponemos a} = a,. Esta eleccion estd basada en la observacién que
durante la extrapolacién es sensible a precauciones y elegir el paso que sea mas cercano
a aq.

El valor de prueba af definido anteriormente puede estar fuera del intervalo
comprendido entre a; y a,, o puede estar en este intervalo pero cercano a a,. Ambas
situaciones son indeseables, asi redefinimos af colocando

min {a. +6(ay - a,),a;"} siay > a

+_
Q) =
¢ max {a, +6(a, — a,),a,"} €en olro caso

para algin § < 1. Usamos en nuestro algoritmo & = 0.66.

En el tiltimo de caso la informacién disponible en a; y a; indica que la funcién
decrece rapidamente en la direccién del paso, pero no parece ser una buena manera
de elegir a}.

Caso 4: f; < fggt 20y |g] < |9:]. en este caso elegimos af como el
minimo de la funcién cibica que interpola f,, fi, g, ¥ g
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2.4 Resultados Numéricos

El conjunto de problemas de prueba que usamos para ilustrar las caracteristicas del al-
goritmo de bisqueda contiene funciones generales y funciones convexas. Las primeras
tres funciones tienen vegiones de concavidad, mientras las Gltimas tres funciones son
convexas. En todos los casos las funciones tienen un dnico minimo. Los resultados
fueron obtenidos con doble precisidn.

La regién de concavidad de la primera funcién en el conjunto prueba estd a
la derecha del minimo, mientras la segunda funcién es céncava a la izquierda del
minimo. La primera funcién est4 definida por

[+

ST
con (§ = 2, mientras la segunda funcién est definida por
pla) = (a+B)° - 2a + §)* (216)

con § = 0.004, Las graficas de estas dos funciones aparecen en las figuras 3 y 4,

(2.15)

La tercera funcién en el conjunto prucba fue sugerida por Paul Plassmann.
Esta funcién es definida en términos de los parametros | y 4 por

(,9(0) = ¢o(a) + 2(1]; ﬂ) sin (%I’_a) ) (2~17)

donde
l~a 8i051—ﬂ
vofa) = a -1 Hazlts
.215(0_1)34-%[3 sia€(l-4,144)

El pardmetro 3 controla el tamaiio de ¢/(0) = —f. Este pardimetro también controla
el tamaiio del intervalo donde (2.2) se sostiene debido a 'v/ (a)' > fparala-1|2 8,
y asi (2.2) puede sostenerse sélo para |a — 1| < 4. El pardmetro { controla el niimero
de oscilaciones en la funcién para |a — 1| > § debido a que en este intervalo ¢//(a)
es un miltiplo de sin({£a). Observe que si ! es impar, entonces /(1) = 0, y que si
| = 4k - 1 para algin entero'k > 1, entonces /(1) > 0. También observe que ¢ es
convexo para |a — 1| < 3 si

B~ f)g <1

Elegimos § = 0.01 y | = 39. Una grafica de esta funcién con tales pardmetros aparece
en la figura 5,

Las otra tres funciones estan definidas en términos de los pardmetros 3, y ;

p(a) = 7(B)[(1 - a)* + B} + v(Ba)l0® + A2}, (2.18)

por
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donde

¥(8)=(1+ 8% - 5.

Estas funciones son convexas, pero diferentes elecciones de ) y 8; llevan a funciones

con caracteristicas completamente diferentes. Esto puede verse en las figuras 7, 6 y
8.

En la tabla de abajo presentamos resultados nuiméricos para diferentes valores
de ap. Hemos usado ag = 10° para i = +1,+3. Esto ilustra las caracteristicas del
algoritmo para diferentes puntos iniciales. Estamos particularmente interesados en
las caracteristicas de puntos iniciales lejanos tales como ag = 10%2,
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Tabla 2.1: Resultados para la funcidn con ¢ = 0001, n =01y g=2.

a info m a, ¢/{am)
10 1 6 14 -9.2107
107 13 14 471073
104 1 1 10 94107
1o+ 1 4 37 13107

En los resultados numéricos hemos usado diferentes valores de y y n de modo de
ilustrar las diferentes caracteristicas de los problemas y el algoritmo de busqueda, En
muchos problemas hemas usado n = 0.1 debido a que este valor es tipico de aquellos
usados en optimizacion. Comentaremos qué sucede con otros valores de g y nfuncién
si u disminuya o si  aumenta. La razén de esta tendencia es cuando p decrece o
aumenta, la medida del conjunto de valores aceptables de a aumenta,

Una interesante caracteristica de los resultados para la funcién 2.1 es que los
valores de a que son mucho mayores que a* =~ 1.4 pueden satisfacer (2.1) y (2.2).
Deberia ser claro de los resultados de la figura 3. Estos resultados muestran que si
usamos 4 = 0.001 y n = 0.1, entonces el punto inicial ag = 10 satisface (2.1) y (2.2), y
asf el algoritmo de biisqueda subsiste con ap. Similarmente, el algoritmo de bisqueda
subsiste con a4 = 37 cuando el punto inicial es ap = 10%2.

Podemos evitar terminar en puntos lejanos del minimo a* incrementando g o
decrementando 5. Si incrementamos u y hacemos ;i = 5 = 0.1, entonces el algoritmo
termina con a3 = 1.6 cuando ay = 10 y con a7 ~ 1,6 cuando ap = 103, No hay
ninglin cambio en las caracteristicas del algoritmo al iniciar en los otros dos puntos. Si
decrementamos 7 colocdndelo come n = 0.001 pero no cambiamosel valor de g = 0,1,
entonces la iteracion final a,, es cercana a a® para todo punto inicial. Paray = 0.001
el algoritmo de busqueda necesita evaluar la funcién seis veces para ap = 10 y diez
para ag = 10t2, El nimero de evaluaciones de la funcion para ag = 10~ y ag = 10}
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son, 8 y 4 respectivamente. Este aumento en el nimero de evaluaciones es esperado
debido a que ahora el conjunto de a aceptable es mas pequeio.

Otra interesante carvacteristica de los resultados de la tabla 2.1 es que las seis
evaluaciones de la funcion necesarias para ag = 10~% podrian haber sido predichas
a partir del proceso de extrapolacion. Esto puede ser explicado observando que una
situacion tipica del proceso de extrapolacidn genera iteraciones a partir de a} =
o +8(ar~a))cond =4,y asi

ay = 0,005, a; = 0.021, ag = 0,085, a4 = 0.M1, as = 1,365,
Tabla 2.2: Resultados para la funcién con g =5 =01 y § = 0.004

ag info m an ¢(an)
108 1 12 1.6 7t.110°°

100t 1 8 16 10107
107 1 8 16 ~5.010°°
1w+ 1 1t 16 ~2310°°

hasta que el minimo sea cercado, o hasta que una de las iteraciones satisfaga el criterio
de terminacidn. Estoimplica, por ejemplo, que si el minimoestd en a® = 1.4, entonces
una de las iteraciones anteriores satisface (2.1) y (2.2), o al menos seis evaluaciones
de la funcion son requeridas antes de que el algoritmo de biisqueda exista.

El niimero de evaluaciones de la funcién necesarias para encontrar un a acepta-.
ble depende generalmente de la medida del conjunto del a aceptable, Desde este punto
de vista, los inicos problemas prueba dificiles son aquellos basados en las funciones
de las figuras 4 y 3, debido a que para estas funciones €l conjunto de o aceptables
es pequeiio. La eleccion de § = 0.004 para la funcion en Ia figura 4 garantiza que
esta funcién tiene una gran region de concavidad, pero también forza a que /(0)
sea demasiado pequefia (aproximadamente —5 10~7). A consecuencia de (2.2) es
demasiado restrictiva para n < 1. Observaciones similares se aplican a los resultados
numéricos de la funcidn en la figura 3. Este es un problema prueba dificil debido a
que la informacidn obtenida en las derivadas es poco confiable como resultado de las
oscilaciones de la funcion. Ademas, como ya observamos, (2.2) puede cumplirse sélo
para ja—1] < 4.

En la tabla 2.2 presentamos resultados numéricos para la funcién de la figura
4, En esta tabla usamos u = = 0.1, pero estos resultados permanecen sin cambio
8i hacemos 5 = 0.1 y elegimos cualquier u < ».

El nimero de evaluaciones de la funcion en la tabla 2.2 se compara favora-
blemente con un algotitmo de bisqueda basado en biseccion. Dado un valor inicial
ag = 10, un algoritmo de biisqueda basado en biseccidn requiere de 48 evaluaciones
de la funcion para deterninar un o aceptable, ya que en este problema el conjunto
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de a aceptable es un intervalo de longitud aproximada de 2.5 10~®, La comparacién
es incluso més favorable para el punto inicial ap = 103 debido, en este caso, a que
el algoritmo de biseccién requiere de 107 evaluaciones,

Para la funcion en la figura 5 el conjunto de a aceptable es un intervalo de
longitud 1073, asf un algoritmo de biseccién requiere de 10 evaluaciones de la funcién
para el valor inicial de ag = 10, y 30 evaluaciones de la funcién para ag = 10*3, Si
comparamos esta informacion con los resultados numéricos de la tabla 2.3, veremos
que el algoritmo de biisqueda se ejecuta mejor que un algoritmo basado en biseccidn.
Esto es sorpresivo porque para esta funcién la informacién proporcionada por ¢/ es
poco confiable.

Tabla 2.3; Resultados para la funcién con g = =0.1y @ = 0,01, = 39,

ag info m ay, @(am)

10 1 12 1.0 ~5110°5
107 1 12 1.0 -1910°Y
10 1 10 1.0 -2.010-%
10 1 13 1.0 ~1.610°%

Tabla 2.4: Resultados' para la funcién con u = n = 0.001 y 8, = 0.001,4; =
0.001.
ap info m a, ¢/(am)
10 1 4 0.08 -6910°
100 1 1 010 -4910°%
104 1 3 035 -2910-°
102 1 4 083 16107

Los resultados numéricos basados en los problemas de la funcién (2.4) aparecen
en las tablas 2.4, 2.5 y 2.6, En todas estas tablas elegimos 4 = = 0.001. Aunque
estas elecciones no son comunes a aquellos en el ambiente de optimizacién, ello nos
lleva a interesantes resultados.

St comparamos los resultados en las tres tablas, observamos que para dife-
rentes puntos iniciales, el nimero de evaluaciones de la funcién a veces difiere conside-
rablemente. Los resultados en la tabla 2.5 son tipicos de aquellos que ocurren para
n = 0.001. A examinar los resultados en la tabla 2.5, muchas concesiones deben ser
hechas para que los puntos iniciales no se distribuyan simétricamente alrededor del
minimo a* & 0.074. En particular, un niimero pequeiio de evaluaciones de la funcién
para ag = 0.1 es debido, principalmente, al hecho de que en este caso ap es cercano
aa",

El nimero de evaluaciones de la funcién en la tabla 2.4 es bajo porque el
conjunto de a aceptables es grande (este hecho no es normal). En particular, observe
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que el valor de ay, regresado por el algoritmo no es cercano al minimo a* = 1 dela
funcidn en la figura 6.

El nimero de evaluaciones de la funcién en la tabla 2.6 es el mds alto debido
a que en este problema es dificil determinar una iteracién oy tal que @/(az) > 0y
ay satisfaga la condicién de decrecimiento suficiente, Recuerde que una vez que tal
iteracién es determinada, sabemos que el problema tiene un minimo que satisface la
condicién de decrecimiento suficiente,

Tabla 2.5: Resultados para la funcién con g = 5 = 0.001 y con 8y = 0.01,5; =

0.001.
a info m an  ¢/(an)

10 1 6 0075 1910
10 1 3 0078 7410
100" 1 7.0073 -2610"*
10 1 8 0076 4.51074

Tabla 2.6: Resultados parala funcién con g = n = 0.001 y con 8, = 0.001,3; =
0.01.
ap info m am  ¢/(am)
100% 1 13 093 5.210
10 1 11 093 841078
100 1 8 092 -2410™*
1043 1 11 092 -3.210°¢

En un escenario de optimizacién no se ocuparia de usar = 0.001, y entonces
el nimero de evaluaciones necesarias para obtener un a aceptable decrecera conside-
rablemente, Considere, por ejemplo, los resultados para la funcién en la figura 8 con
# = 0001y n = 0.1, Para este escenario, el niimero de evaluaciones de la funcién
necesarios para obtener un a aceptable a partir de un ag = 10' para ¢ = 31,33 son,
2,1,3,4 respectivamente. Resultados similares serdn ohtenidos para las funciones en
las figuras 6 y 7.



Capitulo 3
METODO DE NEWTON

El método de Newton juega un papel central en el desatrollo de técnicas de opti-
mizacién, Una de las razones de su importancia es que se origina de forma natural a
partir de aproximar la funcién por la serie de Taylor, debido a su simplicidad y amplio
campo de aplicacién, el método de Newton constituye una importante herramienta
para resolver muchos problemas de optimizacién. De hecho, muchos de los actuales
métodos pueden ser vistos como variaciones del método de Newton (por ejemplo, los
métodos Quasi-Newton),

Uno de los propésitos de este capitulo es presentar y analizar las dos mds
importantes variaciones del método de Newton para minimizacidn sin restricciones,
que es la aproximacion por busqueda en linea y la aproxitnacién a través de la regién
de confianza. Otro propdsito es presentar algunos de los més recientes desarrollos en
€] campo de optimizacién relativos al método de Newton. En particular, exploraremos
algunas variaciones del método de Newton, las cuales son apropiadas para problemas
de gran escala, y también mostraremos ¢éino los métodos Quasi-Newton pueden ser
derivados de manera completamente natural, a partir del método de Newton,

Dada una funcion f : R" — R definida en un conjunto abierto D, el problema
de minimizacidn sin restricciones consiste en encontrar un punto z* € D tal que

f@@*) < f(z), V2 € N(z*)
donde N(z*) es una vecindad de z*.

Supondremos que f es dos veces continua y diferenciable, y asi las propiedades
de los minimos locales pueden se expresadas en térininos de la funcién cuadratica

W(w) = Vf(e)Tw + ;0T Vi ()
ya que

[

flz +w) = f(z) + d(w) +olfjwlf) (3.1)

donde ¢ es el modelo cuadratico local en z de la reduccién esperada de f, es decir

Y(w) = fz + w) - f(w).
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Teorema 3.1 Sea f : R* — R dos veces continua y diferenciable en un conjunto
abierto D, Siz* € D es un.minimo local de f entonces Vf(z*) = 0 y V3f(z*) es
semidefinido positivo, $i Vf(z*) = 0 y V3f(a*) es semidefinido positivo para algin
z* € D, entonces z° es un minimo local aislado de f.

Prueba 3.1 Sea ¥ el modelo cuadrdtico local en z*. Si z* es un minimo local de f
entonces (3.1) muestra que

0 < Y(ap) + o(a®) = aVS(2*)'p + a®p' V2 f(2")p + o(a®),

para cada p € R* y loda a suficientemente pequeiia. Esto implica que Vf(z*)p =0
y que p'V3f(2*) 2 0. Ya que p es arbitraria, debemos concluir que V f(z*) = 0 y que
V3f(z*) es positivo semidefinido, Por otro lado, si V f(z*) = 0 y V*f(a*) es positivo
definido entonces

p(w) = 20 V("o 2 A ful?,

donde X > 0 es el mds pequeiio valor propio de V3f(z*). Se sigue de (3.1) que z*
debe ser un minimo aislado de .00

Un punto z* € R" tal que Vf(2") = 0 es un punto critico de f. Los puntos
criticos pueden ser divididos en mihimos locales, mdximos locales y puntos siila. El
teorema (3.1) muestra, en particular, que si z* es un punto critico de f y V3f(z*)
es indefinido entonces z* es un punto silla de f. Sin embargo si, V3f(z*) es positive
semidefinido y singular entonces e} teorema no proporciona informacién alguna sobre
la naturaleza de] punto critico, Este vacio entre las condiciones necesarias y suficientes
del teorema (3.1) es ilustrado por la siguiente funcién

f(z,y) =2*+4

observe que (0, 0) es un punto critico de f y que la matriz Hessiana en (0, 0) es positiva
semidefinida. Sin embargo, (0,0) es un punto silla de f y no un punto minimo.

Los algoritmos para minimizar una funciéon f : B* — R son usualmente
métodos de descenso que generan una sucesion {zx} que aproxima un mfnimo lo-
cal con la propiedad .

f(zip) < flae), VR 20 (3.2)

Esta sola condicion no garantiza la convergencia a un minimo local, por lo que se
requiere de fuertes condiciones para forzar a la sucesién a una vecindad de un mfnimo
local. Una vez que las iteraciones estan dentro de la vecindad, los métodos de des-
censo normalmente permiten una rapida convergencia, Las iteraciones del método de
Newtonson - o

Tegy = 2= V3 (2k) V() VE 20
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Asf el método de Newton toma una aproximacién oo e intenta mejorarla a tra:@

la iteracion
Tppr =y = VAf(2) V(i) VR 20, (3:5)

Observe que en esta iteracidn la Unica restriccién sobre el paso s; es que satisfaga
el sistema de ecuaciones lineales Vi,(w) = 0. En otras palabras, requerimos que s
sea un punto critico de ¥ Como consecuencia, la iteracién (3.5) tiene las mismas
caracteristicas en la vecindad de cualquier punto critico de f. Esto parece indeseable
ya que quisiéramos que nuestros algoritmos tuvieran predileccién hacia los puntos
minimos locales.

Sin embargo, esta caracteristica es consecuencia del hecho quela iteracién (3.5)
del método de Newton es la solucién del sistema de ecuaciones lineales V f(z) = 0.
Ya que las propiedades locales de la iteracién (3.5) inicamente dependen del mapeo
F(z) = Vf(z), consideremos el método de Newton de manera més general,

Sea F : R* — R" una funcién con rango y dominio en R", considere el
problema de encontrar la solucién al sistenia de n ecuaciones con n incégnitas F(z) =
0, o equivalentemente,

fl'(fhfh'-')fn) =0,1<i1<n.

donde f; es la i-ésima componente de F. El método de Newton para este problema
puede ser obtenido a partir de suponer que tenemos una aproximacién z; a la solucidén
del sistema de ecuaciones no lineales F(z) = 0,y que en la vecindad de z; la aproxi-
macidn
F(zi + w) ~ Li(w) = F(ax) + F/(zi)w

es apropiada donde F/(z) es-la matriz Hessiana de la funcién F en z. La siguiente
aproximacion zi4) = ) + s puede ser obtenida requiriendo que el paso s, satisfaga
el sistema de ecuaciones lineales Li(w) = 0. Asi el método de Newton intenta mejorar
Zo a través de la iteracion

Tipr = 25 = F/(a4) ' Fax), k20 (3.6)

Al comparar las iteraciones (3.5) y (3.6), observamos que (3.5) es un caso especial de la .
iteracién de Newton (3.6} aplicada a la funcién F(z) = V f(z). Debido a esta relacién
es suficiente estudiar la caracteristicas locales de la iteracidn (3.6). Los aspectos mds
importantes de estas caracteristicas estdn resumidos en los siguientes dos teoremas.

Teorema 3.2 Sea F : R* — R" continuamente diferenciable definida sobre un con-
Jjunto abierto D, suponga que F(z*) = 0 para algin z* en D y que F/(z*) es no
singular. Entonces existe un conjunto abierto S tal que para cualguier 2o en S, las
iteraciones (3.6) del metodo de Newton estdn bien definidas, permanecen en S, y
converyen a x*.
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y nuestra preocupacién aqui son las modificaciones a este método local, las que nos
proporcionaran un algoritimo de propésito general,

Un algoritmo que es diseiiado para uso general debe ser analizado tan per-
fectamente como sea posible. El propdsito de analizar la convergencia es predecir
el comportamiento de la sucesién producido por el algoritmo, Esto implica estable-
cer propiedades de puntos limites y factores de convergencia, estas caracteristicas,
junto con requerimientos de almacenamiento y trabajo computacional, ayudan en
la seleccién de un algoritnmo para aplicaciones especificas. Al menos, esperamos un
algoritmo de minimizacidn que produzca sucesiones que satisfagan

Jim V/) =0 83)

Esta condicién garantiza que cualquier punto limite 2* de {a4} es un punto critico
de f. Esto es todo lo que podemos esperar de los algoritmos que solamente usan in-
formacidn del gradiente. Si un algoritmo requiere informacién del Hessiano, entonces
debemos esperar que las condiciones necesarias de segundo orden del teorema (3.1)
sean satisfechas, Esto puede ser hecho asegurando que

Jim inf 3y(V2 f(2)) 2 0 (3.4)

donde ), (A) es el més pequeiio valor propio de una matriz simétrica A. Si (3.3) y (3.4)
son satisfechas, entonces cualquier punto limite a* de {4} satisface las condiciones
del teorema (3.1),

3.1 El Algoritmo Local

El método de Newton puede ser estudiado desde un punto de vista local en el cual
suponemos que el punto inicial 2g es cercano a un minime local, lo cual es 0til debido
a que proporciona informacién del comportamiento fundamental de este método.

Sea f: R® — R una funcién dos veces continua y diferenciable. La idea del
método de Newton consiste en suponer que tenemos una aproximacién zy al minimo
local de f, si aproximamos por la serie de Taylor al rededor de z; tendremos

S(@x + w) & f(ak) + Yr(w)
donde '
Yi(w) = Vf(a)Tw + -wTV’f(xk)

es el modelo cuadratico en z4. Si esta aproximacidn es apropiada, entonces es una
mejor aproxxmacxon Ty4y = Tk + 3 puede ser encontrada pidiendo que el paso s
minimice ¢, por lo que s; debe satisfacer

Vt/)k(sk) = Vf(.n) + V’f(z‘lg)Sk =0
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Prueba 8.2 Sea o una constante fija en (0,1), Ya que F/ es continua enz® y F/(z*)
es no singular, existe una bola abierta S y una constante y positiva tal que

[/ @ ] < m [Fiw) - Pl < 5,

para lodoz yy en S. Suponga que zy € 5. Ya que 244y satisface (3.6) y F(z*) =0
tenemos que

Tipt — 2° = = F/(2))™ (F(:zk) ~ F(a®) - F/(z)(zs - :c')) )
y por lo tanto
lewss =27} S | F(w) = Fla®) = F(zi)(ea = 2)].

Ahora, el teorema fundamental del cdlculo integral implica que

F(zi) = F(@") = Fl(@i)(zs - 2°) = /0' [F/@" + €ei - 7)) = F(2x)] (24 = 2°)dE,
y por lo tanto

lekss =271l < 1 { g |F/e" + &G =) = ol =, (3)
Asi,
e =271l S aflex = 2]

mientras 2, € S. Ya que a < 1, esta iltima desigualdad implica que si zo € §
entonces T, € S para toda k =1,2,..., y que {xi} converge a z*.0

El teorema (3.2) establece que el método de Newton es localmente conver-
gente en el sentido que si el punto inicial z¢ es suficientemente cercano a Ja solucién
z* entonces el método de Newton converge a 2*. Desafortunadamente, para mu-
chos problemas importantes el dominio de atraccién S garantizado por el teorema es
demasiado pequeiio, por lo que muchas técnicas de investigacidn han sido desarrol-
ladas para cubrir esta debilidad del método de Newton. Para sistemas de ecuaciones
no li-neales éste es un campo de investigacion particularinente activo, ya que se ha
generado mucho interés por los recientes niétodos de globales de Newton. Para el
problema de minimizacidn, la situacién toma una mejor forma, examinaremos las dos
principales aproximaciones del método global de Newton.

Aunque el teorema (3.2) es de importancia innegable, no cuenta la historia
completa, ya que no es suficiente saber que la sucesién converge, si la razén de conver-
gencia es demasiado lenta, no podrenios permitirnos verla converger. Normalmente,
cuando analizamos métodos iterativos, también estamos interesados en decir, tanto
como sea posible, sobre la razén esperada de convergencia de la sucesién producida
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por el método. Un algoritmo de optimizacién razonable seria capaz de generar suce-
siones {74} linealmente convergentes en el sentido de que

lexr = 2°ll S alley — 27, k20, (3.8)

para alguna constante a en (0,1). Si a es pequeiia entonces (3.8) es adecuada, pero
st a es cercana a la unidad, por decir a 2 0.9, entonces (3.8) no es satisfactorio, por
que la convergencia puede ser demasiado lenta.

Para muchos algoritmos de optimizacién que utilizan informacién de segundo
orden, es posible establecer un resultado mds fuerte que (3.8). Una sucesion converge
cuadrdticamente a z* si

lexss = 2"l S Blles— "I, k20, (39)

para.alguna constante § > 0. Ya que

. 2

"zh-ﬂ - ‘7'"" < (ﬂ”l"") ("‘7""-0'1 =T “)

S T '
|l (B4

la convergencia cuadratica implica que el nimero de digitos significativos de x4 cuando
se aproxima a z* se duplica en cada iteracién, Tipicamente, en cuanto dos digitos
significativos son obtenidos, las siguientes tres iteraciones producirdn rigurosamente
seis digitos significativos,

Hay un punto medio entre (3.8) y (3.9). Una sucesién {z;} converge superli-

nealmente a z* si
lekes = "Il S Billow = 2|1, k 20, (3.10)

para alguna sucesidn {f;} que converga a cero. Resulta claro que una sucesidn que
converge superlinealmente también convergerd linealmente, y que una sucesién que
converga cuadriticamente convergerd superlinealmente, También observe que ya que

eres = 2%l = Nl = «*ll| < lloawa = 2°1,

se sigue que
lim llzkes = 2°ll -
ktoo [loy = 2
donde {z} converge superlinealmentea z*. Esta es una propiedad importante debido
a que ||zi43 — 2°}] puede usarse para estimar la distancia de z; a z°,

A un método iterativo se le asigna una razén de convergencia, si es posible
mostrar que toda sucesion convergente producira al menos esta razén. Normalmente
algunas restricciones razonables son impuestas sobre el dominio de aplicacién para el
método de modo de obtener una itil valoracién de esta razén. El método de Newton
converge normalmente de forma cuadratica.
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Teorema 3.3 Sea F': R* — R" satisface las hipdtesis del teorema (3.2). Entonces
la sucesidn {x;} producida por la iteracién (3.6) converge superlinealmente a z*.
Ademds, si

|F/(2) - Fl(a*)| < sllz ="l = € D, (3.11)

para alguna k > 0, enfonces la sucesidn converge cuadrdticamente a z°,

Prueba 3.3 La conveigencia de la sucesidn {xy} fue establecida en el teorema (3.2).
sdlo resta establecer la vazén de convergencia. Para este fin definimos

8= IPY(a" + 0w - ) - PG},

max
0s¢<t

y suponemos que x5 € § con pu y S definidos en la demostracidn del teorema (3.2).
La hipdtesis sobre F/ en z° y la convergencia de la sucesion a z* implica que {fi}
converge a cero, Ya que la desigualdad (3.7) muestra que

lerss = 2°]) < Billxs ~ 27|

esto prueba que {ai} converge superlinealmente a 2*. Ademds, si (8.11) se cumple,
entonces

P S 2pm |2y = 27|

y por lo tanto {zy} converge cuadrdticamente a 2.0

Observe que la condicién de Lipschistz (3.11) es necesaria para garantizar que
el método de Newton sea cuadraticamente convergente. Por ejemplo, el método de
Newton aplicado a un problema unidimensional definido por

£6) =¢ [1 + (IT:TC_I?)] L E#0, (0) =0,

es justamente superlinealmente convergente a §* = 0; esto es, si {¢} es una sucesion

generada por el inétodo de Newton, entonces el radio

|64

€]+

no esta acotado para p > 0,

Los resultados de la razdn de convergencia son utilizados para comparar algo-
ritmos, exigiendo que el algoritmo considerado como superior tenga la mas alta razén
de convergencia. Exigencias de este tipo deben hacerse con cuidado debido a que
estos resultados son asintoticos. Generalmente no es posible establecer la magnitud
de las constantes que aparecen en las expresiones como (3.8), (3.9) y (3.10). Ademas,
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i la razén de convergencia no mide necesariamente el trabajo invertido en calcular z44,
a partir de x4, y en muchos-casos esta informacidn es decisiva para la eleccién del
algoritmo. Por ejemplo, considere la clase de métodos Quasi-Newton descritos en
la seccién (3.3). Se sabe que las sucesiones generadas por estos métodos conver-
gen superlinealmente, y no cuadriticamente. Sin embargo, ya que no requieren del
cilculo de la matriz Hessiana, los métodos Quasi-Newton son considerados a menudo
superiores a los métodos Newton que convergen cuadriticamente,

3.2 Propiedades de las Funciones Cuadriticas

Las funciones cuadraticas juegan un papel importante en €l desarrollo de algoritmos
para problemas de optimizacién. Por ejemplo, hemos visto que en una vecindad de
un minimo local de una funcién f : R* — R, el método de Newton puede ser obtenido
tomando el paso que minimice el modelo cuadritico local

da(w) = V(@) w+ 509 (i (3.12)

de la reduccién esperada de la funcién f, por lo que es importante entender las
propiedades de las funciones cuadriticas y proporcionar algoritmos numéricamente
estables que las minimicen, .

I
I
i
i
!
|

El siguiente resultado describe la minimizacién sin restricciones de las fun-
ciones cuadraticas.

Lema 3.1 Sea v : R* = R una funcidn cuadrdtica de la forma
Y(w) =g'w+ %w‘Bw (3.13)

donde g € R y B € R"*" es una matriz simeirica.

1. ) La funcién cuadrética ¢ tiene un minimo si y B es semidefinida positiva y ¢
pertenece al rango de B.

2. ) La funcién cuadrdtica v tiene un dnico miimo si y sélo si B es positiva

definida.

3. ) Si B positiva semidefinida entonces toda solucién a la ecuacién Bp = —g es
un mimimo global.

! Prueba 3.1 Suponga que B’ es positiva semidefinida con g en el rango de B, En-
l tonces Bp = —g tiene una solucion p, y asf

Wi+ w) = (o) + (Bp+ 9w + 0'Bu = () + 3u'Bu 2 ¥(p)  (3.14)
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para toda w € R*. For otro lado, si p es un minimo de 1 entonces el teorema (3.1)
implica que Bp + g = ) =0, y que B = V¥)(p) es semiposilivo definido. Para
establecer (2) y (3) observainos que (3.14) es vilida cuando Bp = —g y B es positiva
semidefinida, y que la desigualdad estricta se sosliene para w # 0 si y solo si B es
positiva definida.0

Dada la funcién cuadratica ¥, existe un procedimiento numérico excelente para
encontrar su mmimo. Primero intentamos calcular la factorizacién de Cholesky de
B. Esta factorizacion existe si y sélo si B es positiva semidefinida, y en este caso
tenemos una matriz triangular superior tal que

B=RR

Si un elemento negativo es encontrado en la diagonal durante la factorizacién, entonces
B no es positiva semidefinida y por lo tanto el lema (3.1) muestra que la funcién
cuadratica ¥ no tiene minimo. Si la factorizacién es exitosa y R es no singular,
entonces el minimo es calculado resolviendo el sistema Bp = —p, o equivalentemente,

Rv=—g, Rp=nv,

Si la factorizacidn es exitosa pero R es singular entonces B es positiva semidefinida
y singular. Todavia es posible calcular una solucién p, pero desde el punto de vista
numérico, este calculo es inestable debido a que pequeiias perturbaciones pueden
transformar a B en una matriz definida positiva o en una matriz indefinida.

El teorema (3.1) muestra que en una vecindad de un minimo local de f, pode-
mos esperar que la matriz Hessiana sea positiva definida y entonces el lema (3.1)
muestra que el modelo local cuadrdtico (3.12) tiene un dnico minimo. Asi, en este
caso, el minimo del modelo cuadrdtico es un paso razonable para el algoritmo de
minimizacién. Sin embargo, fuera del minimo local la matriz Hessiana V2f(z) puede
tener valores propios negativos y entouces el lema (3.1) nos dice que este modelo
cuadratico local no tienen minimo. De hecho, el modelo no estd acotado inferior-
mente. Hay va-rios remedios para este problema. Una posibilidad es modificar el
modelo agregandole una matriz positiva semidefinida E(z) tal que

Vif(z) + E(z)

sea positiva definida. Cuando B es reemplazado por esta matriz el cdlculo del paso
puede hacerse como se describié anteriormente.

Otro posible remedio es restnng)r la regidn para la cual el modelo es apropiado.
Localmente el modelo todavia proporciona una aproximacion excelente a la reduccién
esperada de f, es razonable restringir ¢ a la bola {w: |lw|| < A} para algin A > 0,y
calcular el paso como el minimo de 1 en esta bola. Los siguientes resultados caracte-
rizan las soluciones globales al problema de minimizacién de una funcién cuadrética
en esta region restringida,
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Lema 3.2 Dados ¢ : R* — R la funcidn cuadrdtica definida por (3.13) y A > 0.
Un punto p € R™ resuelve el problema

min{$(w) : lw]] < A} (3.15)
si y sdlo si ||pl] € A y existe un A 2 0 tal que
(B+A)p=~g, MA - [Ipll) = 0, ) (3.16)
con B+ M positiva semideﬁ;tida.

Prueba 3.2 Suponga que A y p salisfacen (3.16) con |lp]] £ A y B + M positiva
semidefinida. Entonces el lema (3.1) implica que p minimiza la funcidn

Hlw) = g'w + %w'(a + M)w.
Asi Y{w) 2 ¥(p), lo cual implica que
gw+ %w‘Bw 24'p+ % ‘Bp + -;-(p'p - w'w) (3.17)

para toda w € R*. Ya que \p'p = AA? y A 20, se sigue de (3.17) que Y(w) 2 ¢(p)
cuando ||wl] € A, ast’p debe resolver (3.15).

Ahora suponga que p resuelve (3.15), Si||p|l < A entonces p es un minimo de v, asi'el
lema (8.1) implica que (3.16) se cumple con A =0, y que B es positiva semidefinida,
Si |lpll = A entonces p debe también resolver el problema sujelo a restricciones de
min{y(w) : lwl} = p}. Por lo tanto, el método de Lagiange asegura la existencia de
A tal que ‘

VL(p) = 0, donde L(w) = ¢(w) + %(w'w - A?),

Esto implica que (3.16) se cumple para X y p. Ademds, ya que p resuelve (8.15)
tenemos que (3.17) es vdlida para estos A y p cuando |jw|| = [ipl|. Usamos (3.16)
para reemplazar g y entonces vearreglar los términos en (3.17) lenemos que

3= (B+AD)(w~p) 20

para todo w con norma ||plj. Se sigue de esta desigualdad que B + Al es positiva
semidefinida. Para mostrar que A 2 0, observe que el lema (3.1) implica que (3.17)
es vdlido para toda w € R*. Ahora, si A no es positiva entonces (8.17) implica que
Y(w) 2 ¢(p) cuando f|lwl] 2 |lpll. Ya que p resuelve (3.15) debemos tener que p es un
minimo sin restricciones de ¢ y entonces el lema (3.1) implica que A = 0. De agqus,
A 2 0 como pedimog.0
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El cilculo de la aproximacidn numérica de la solucién para (3.15) debe ser
hecho con cuidado. Una complicacidn inmediata es que, debido a las restricciones
no lineales, no puede haher ningin método general directo para resolver (3.15). De
hecho, si g = 0 y B tiene un valor propio negativo entonces una solucién p para (3.15)
debe ser un vector propio de norma A correspondiente al mas pequefio valor propio de
B. Porlo tanto, un método general para resolver (3.15) debe resolver un problema de
valores propios simétricos, en este caso especial. Debido a que estamos preocupados
por encontrar soluciones globales para (3.15) puede parecer que un algoritmo, el cual
resuelva (3.15), estd destinado a ser demasiado costoso. Sin embargo, Mostraremos
que existe un algoritmo el cual produce una solucién casi éptima para (3.15) en todos
los casos y sélo usa unas pocas iteraciones.

La solucién de (3.15) es lineal si no hay soluciones en la frontera de {w : ”w” <
A}. De hecho, no es dificil probar que (3.15) no tiene solucion cuando ||p|| = A si y
s6lo si B es positiva definida y ||B~'¢| < A.

Si (3.15) tiene una solucién en la frontera de {w : |Jw]] < A}, entonces el lema
(3.2) muestra que es razonahle esperar que la ecuacién no lineal

lpall = A, (3.18)

donde
Pa ="(B+01)-l.‘]

tenga una solucidn a® = A > 0 en (—A,00), donde A; < 0 es el mds pequeiio valor
propio de B, Observe que (3.18) es un problema de cero de una funcién en a que
puede ser resuelto, por ejemplo, por el método de Newton. Sin embargo, ya que
cada evaluacién de p, requiere la solucién de un sistema de ecuaciones lineales, es
importante resolver (3.18) con pocas evaluaciones de p,.

Para resolver (3.18), Reinsch, y Hebden observaron independientemente que
pueden obtenerse grandes ventajas a partir del hecho de que la funcién [|pa]|® es una
funcién racional en a con polos de segundo orden en el subconjunto de los valores
propios negativos de la matriz simétrica B. Para ver esto considere la descomposicién

B =QAQ' con A = diag(,dg,..., M) y Q'Q =1,
y observe que

2 -1t
pall® = |Q(A +al = -——-"—— 3.19
lpall* = JQ (4 +a1)™ @'’ Xoriar (3.19)
donde #; es la i-ésima componente de Q'g. E! conocimiento de la forma funcional
(3.19) muestra que el método de Newton no puede ser muy eficiente si es aplicado a
la funcién

pi(a) = llpa]| - &
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Una razén para esto es que ¢, tiene un polo en A,, y asi el método de Newton tiende
a ejecutarse pobremente cuando la solucién de (3.18) es cercana a —A;. Reinschy
Hebden sugieren que es mas eficiente aplicar el método de Newton a la funcion

_1_ 1
=R Tl

Una de las ventajas de utilizar esta funcién es que no tiene polos, y es casi lineal
cerca de la solucién de (3.18). Las iteraciones de] método de Newton aplicadas para
encontrar un cero de ¢; tiene la siguiente forma,

ALGORITMO 1.0

SeadgyA>0.
Para k =0,1,...

1. Factorizar B + M\ J = RiRy.
2. Resolver R, Ripy = —g.
3. Resolver Riqi = pi.

b D=+ ()" (202).

Si tomamos ciertas precauciones, entonces estas iteraciones basicas pueden ser
usadas para resolver (3.15) en muchos casos, Sin embargo, cuando B es indefinido
hay casos en los cuales la ecuacion (3.18) no tienen solucién en (—A;, 00), y entonces
el algoritmo (1.0) falla. Esto sucede, por ejemplo, cuando g = 0 y B es indefinido.
Puede también suceder cuando g # 0, como lo ilustra el siguiente ejemplo. Si

5-(3 ) e=(1)

entonces A = -1, y si a > 1 entonces ||p, ||* < 1, En nuestros ejemplos g es ortogonal
al espacio propio de B correspondiente al mis pequefio valor propio, Esto es tipico;
g debe ser ortogonal al espacio propio

Si={z:Bz=Mxz z#0}
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correspondiente al mds pequefio valor propio de B cuando (3.18) no tiene solucion en
(=M, 00). Para ver esto basta observar que si g no es ortogonal a Sy, entonces 7, # 0
en (3.19), y por lo tanto

Jim lall = 0o, tim_fol} = 0.

Ya que pequeiias perturbaciones de g conducen a 4, diferente de cero, es ten-
tador ignorar el caso en el que g es ortogonal a §;. Sin embargo, en muchos casos
g es casi ortogonal a Sy, y en estos casos un algoritmo basado completamente en el
método de Newton pudiera requerir de un gran nimero de iteraciones, Esto no es
aceptable ya que se requiere factorizar una matriz en cada iteracion,

Varios algoritinos han sido propuestos para la solucién numérica de (3.15), pero
Gay fue el primero en mostrar que su algoritimo produce una solucién casi éptima.
El algoritmo de Gay, sin embargo, puede requerir de un gran ndmero de iteraciones
cuando g es ortogonal a S), y fracasa cuando ¢ = 0 y B es indefinida. Moré y
Sorensen han mejorado e} algoritmo de Gay, y sus resultados numéricos muestran que
es posible producir una solucién casi dptima para (3.15) en todos los casos y con sdlo
unas pocas iteraciones,

8.3 Maétodos de la Region de Confianza

En el método de Newton con bisqueda en linea el Hessiano es modificado cuando no
es suficientemente definido positivo. Esta modificacién a} modelo cuadréatico garantiza
convergencia, pero parece ignorar el papel del modelo cuadritico como una aproxi-
macidn local a la funcién objetivo, por lo que una alternativa es que este modelo no
sea modificado, sino que sea sélo considerado en una vecindad que llamaremos region
de confianza; esta técnica fue brevemente mencionada como motivacién al lema (3.2),
su uso para la globalizacién del método de Newton ha generado métodos seguros con
propiedades fuertes de convergencia,

Sea f: R® — R una funcidn dos veces diferenciable y continua, En el método
de Newton con la estrategia de region de confianza, cada iteracidn i tiene una cota
Ay tal que

flaw +w) = f(ze) + dulw), )] < As,
donde . ,
() = V fla)w+ -Q-w'V’f(:r.k)w
es el modelo cuadrético de f dentro de una vecindad de la iteracién z;. Esto sugiere

que puede ser conveniente calcular un paso s el cual resuelva aproximadamente el
problema

min{th(w) : lwl} < Au}. (3:20)



44 Método de Newton

Si el paso es satisfactorio en el sentido que z + 3, produce una reduccién suficiente
de f, entonces A puede ser incrementado, si el paso es insatisfactorio entonces Ay
podria ser decrementado, El siguiente algoritmo expresa estas ideas con mds detalle,

ALGORITMO 2.0

Seal0<pu<n<lysean0 <y < ¥ <1 <1 constantes especificadas.
Seanzo€ R"y Ap >0,

Para k =0,1,... hasta "converger”.

1. Calcule Vf(zi) y V3f(x4).

2. Determine una solucién aproximada ¢, para el problema (3.20).

Trtdp )= ST

3. Calcule p; = ek,

4. Si pr < p entonces reelilplace Ay por un nimero en el intervalo [1Ak, 7244) y
regrese a (2),

5. Calcule z44) = 24 + 81

6. Sipx < nentonceselija Axyy € (124, Ay, deotromodoelija Axy) € (Ak, 7204

Esta es una forma bdsica del método de Newton de regién de confianza, Una
variacion interesante de este algoritmo incluye una matriz de escala para las variables,
Con esta variacién el subproblema (3.20) es reemplazado por

min{yx(w) : || Diw]| < As},

donde Dj es una matriz no singular, Sin embargo, es importante observar que todos
los resultados se sostienen para esta variacién si {Dx} estd uniformemente acotada
por nimeros condicién, Tal modificacién puede ser muy importante en la prictica
cuando las unidades de las variables tienen escalas muy diferentes,

No estamos interesados en resolver el problema (3.20) con una gran exactitud,
sino que, estamos interesados en proporcionar condiciones relajadas para aceptar una
solucion aproximada si al problema (3.20),dichas condiciones deben ser suficientes
para forzar a la sucesion {21} generada por el algoritmo (2.0) a converger. De hecho,
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existen condiciones las cuales garantizan mucho mds que convergencia. Si ¥} es el
valor 6ptimo de (3.20), y si la solucién aproximada s; para (3.20) satisface

= ¥ilsk) 2 A il flsnll < Bads (3.21)

para B) > 0y B2 > 0 constantes especificadas, entonces es posible probar que bajo
ciertas condiciones aceptables sobre f, la sucesidn {x} es convergente al punto z”
con Vf(z*) =0y V3f(z") positivo semidefinido.

No es dificil obtener un vector sy que satisfaga (3.21), aunque como se men-
ciond en secciones anteriores, esto requiere de atender un gran niimero de detalles.
Dado un o en (0,1), el algoritino de Moré y Sorensen, por ejemplo, encuentra un
vector s; tal que

Yilse) = ¥i S 02— ) il llsell < (1 4 0)As,

para ¢5 # 0. Por supuesto, si ¢} = 0, entonces Vf(ay) = 0y V?f(z)) positivo
semidefinido, asi el algoritmo (2.0) termina en z4, También es importante mencionar
que 8i o = 0.1 entonces el costo del algoritmo es bastante bajo. La solucién aproxi-
mada de cada problema requiere en proimedio de menos de dos factorizaciones de una
matriz simétrica definida positiva de orden n,

La condicién (3.21) puede ser expresada de forma alternativa la cual es mds
conveniente para pruebas de convergencia. Si py € R es una solucién para el pro-
blema (3.20) entonces el lema (3.2) implica que existe un pardmetro A 2 0 tal que

(Vi) + MDpe = =V (i), WA = [Ipefl) = 0.
Sea Ri Ry la factorizacion de Cholesky de V?f(z;) + M. Entonces
» 1
10l = 5 (1Repel + M) (3.22)
Esta expresion para ¥} muestra que si {3.21) se cumple entonces
1
= dalse) 2 58 (IRl + M), (3.23)
y asi las iteraciones generadas por el algoritmo (2.0) satisfacen
1
San) = Slerna) 2 58 (1Renl + MeE) (3.24)

Estas dos desigualdades son esenciales para probar el siguiente resultado.

Teorema 3.4 Sea f : R" — R una funcidn dos veces diferenciable y continua sobre
un conjunto abierto D, y suponga que el punto inicial 2o es tal que el conjunto de

nivel
oo N={zeD: f(z) < f(zo))
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es compacto. Si la sucesidn {xx} es producida por el algoritmo (2.0) donde s, satisface
(3.21), entonces el algovitmo termina en a; € Q debido a que Vf(z)) = 0 y V3f(z))
es positivo semidefinido, o {x1} tiene un punto limite 2* en ) con Vf(z*) =0 y
V3f(z*) positiva semidefinida,

Omitimos la demostracién de este teorema debido a su complejidad, Si desea
estudiar el contenido de la demostraciéu pouv favor revise Moré y Sorensen.

Los resultados que hemos establecido son sélo una muestra de los resultados
de convergencia disponibles para el algoritmo (2.0) bajo la suposicién (3.21) para s;.
Este teorema extiende el resultado de Fletcher y Sorensen. Los siguientes resultados
adicionales son conocidos.

a) La sucesidén {V f(z4)} converge a cero,

b) Si 2* es un punto limite aislado de {2} entonces V3f(z*) es positivo
semidefinido.

c) Si V3f(z*) es no singular para algin punto limite 2* de {4} entonces {z}}
converge a z°,

Thomas probd a), mientras Moré y Sorensen establecieron b) y c) como ex-
tensidn del resultado debido a Sorensen. De estos resultados, b) es caracteristico de la
aproximacion a la regién de confianza, y es el duico resultado que no se sostiene para
el método de Newton con bisqueda en linea, Esta diferencia entre las dos aproxima-
ciones es de importancia tedrica. Desde un punto de vista practico, sin embargo, es
posible argumentar que una diferencia mas importante es que con una aproximacion
de btisqueda en linea la biisqueda del valor mds pequefio de la funcidn ocurre en
un subespacio unidimensional, mientras que con la aproximacion por biisqueda de la
region de confianza la biisqueda no se restringe a un subespacio de dimension baja.

3.4 Aproximacién al Gradiente

Puede verse que muchas de las consideraciones son sélo relevantes cuando el método
conoce de manera explicita o es capaz de calcular el vector V f(zy). También re-
sulta en la practica que los métodos con primera derivada son mas confiables que
los métodos sin detivadas, en los cuales V() no estd disponible, En realidad los
mejores métodos sin derivadas parecen ser aquellos que estiman las derivadas por
diferencias finitas;

Viz) = (f(z + hes) - f())/h (3.28)

Vfi(z) 2 (f(z + hei) — fla — hei))/2h (3.26)

para los métodos con primeras derivadas es muy facil para el usuario equivocarse al
programar la formula de la derivada y es por lo tauto muy sabio verificar la formula sis-
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tematicamente usando 3.25 o0 3.26. En nuestra implementacién utilizamos la férmula
3.26 debido a que proporciona una mayor exactitud,

8.5 Aproximaciones a la Matriz Hessiana

Todos los métodos descritos en las secciones anteriores requieren del calculo de la
matriz Hessiana. Esta puede ser una tarea dificil y propensa a ervores, y en algunos
casos las expresion analitica de la matriz puede no estar disponible. (Qué podemos
hacer en estos casos?

Una manera obvia de vencer estas dificultades es aproximar la matriz Hessiana
a través de diferencias de gradientes, Sin embargo, hay varias cosas que debemos
considerar, [Qué aproximacion por diferencias deberemos usay? ;Qué tan grande
debiera ser el pardmetro de diferencia? ;Cémo es afectada la ejecucion del método
de minimizacidn cuando la aproximacidn por diferencias es ejecutada?

Los dos més comunes tipos de aproximaciones por diferencias usados son el de
diferencias delanteras y el de diferencias centrales. La aproximacién por diferencias
delanteras estd basada en la expansidn de la serie de Taylor

(2) 94tz +0p) - V() = 9/ (2)p + Ola), (a:27)

mientras la aproximacidn por diferencias centrales esta basada en
(EIE) V(e +ap) = 29 ](2) + V f(z - ap)] = V*f(e)p + O(a?).

En trabajos de optimizacién, (3.27) es mds comin, debido a que requieren pocas
evaluaciones del gradiente y normalmente proporcionan la exactitud necesaria, Si
las diferencias centrales son usadas, una aproximacién A(r) a la matriz Hessiana en
algin £ € R" puede ser obtenida haciendo

Ale)e; = (-‘—) V/(e +ac;) = VS, 1< S

pora algin pardmetro de diferencia a; # 0. Desafortunadamente, esta aproximacion
no necesariamente proporciona una matriz simétrica. Esta importante carateristica
de Ja matriz Hessiana puede ser obtenida usando la matriz simétrica

1
3 [A(x) + A(m)’]
como la aproximacién a la mattiz Hessiana en z.

La eleccion de diferentes pardmetros presenta un dilema. De hecho para preser-
var la razdn de convergencia supeslineal disfrutada por el método de Newton es nece-
sario forzar el pardmetro de diferencia a cero. Sin embargo, cuando el pardmetro
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de diferencia a; se vuelve pequeiio, la diferencia pierde significado debido a la can-
celacién. Para prevenir esta pérdida de significado, el pardmetro de diferencia debe
quedar por encima de cierto valor umbral. Este dilema puede resolverse normalmente
en la préctica, debido a que no es necesario proporcionar una aproximacion a la matriz
Hessiana de gran exactitud. Si la aproximacion a la matriz Hessiana tiene una exac-
titud comparable a la exactitud deseada en la solucidn al problema de optimizacidn,
entonces la convergencia normalmente (en la practica) es cuadréitica, Aproximaciones
menos exactas hacen decrecer la razén de convergencia pero impiden la convérgencia.
Estas observaciones suponen que el gradiente es evaluado exactamente; si éste no es
el caso, podemos no ser capaces de calcular la direccién de descenso.

Las técnicas de elegir el pardmetro de diferencias en (3.27) requiere de in-
formacidn acerca de Vf en una vecindad de z, la cual es obtenida evaluando Vf en
varios puntos cercanos a z. Para muchos problemas précticos seria demasiado costoso
obtener esta informacidn de forma exacta en cada iteracidn, Una estrategia sensible
para un algoritmo de optimizacion consiste en elegir el pardmetro de diferencias en
un z comiin (posiblemente el punto inicial z;), y esta eleccidn es utilizada hasta que
se juzga inapropiada, El pardmetro de diferencias es sélo calculado otra vez cuando
la calidad de la aproximacidn comienza a degradarse.

Existen varios algoritmos para seleccionar el parametro de diferencias en un
punto. Mencionaremos algunas ideas generales de estos algoritmos. En el caso uni-
dimensional las priucipales ideas son muy claras, asi que consideraremos una funcién
diferenciable ¢ : R* — R, donde ¢ (a) denota el valor calculado de (a), y sea

¢(a) = pe(a) - p(a)

el error (absoluto) en el valor calculado, La suavidad de . depende del método
usado para evaluar ¢ en la computadora, pero en todos los casos ¢, es una funcién
escalonada, Una razdn para esto es que una computadora con ! digitos decimales de-
exactitud no distingue entre niimeros con los primeros / digitos iguales. Mencionamos
este hecho debido a que implica que . no es diferenciable. Con estas observaciones
en mente, observe que el problema es determinar un a tal que

© (3) bouda) ~put0) (3.28)

sea cercano a ¢/(0). Si asumimos que tenemos una vecindad abierta J de a =0, y
una cota €p tal que

le(a)l S €, a€l,

entonces no es dificil determinar el pardmetro de diferencias. Observe que la expansién
de la serie de Taylor de ( muestra que

ei(a) = 2:(0) - ap/(0) = 3¢//(€)a? + [e(a) - £(0)]
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para algin € con [£| < [al, y por lo tanto

(5) toda) = l0) = ¢/0) € golal + T,

donde ng es una cota para ¢// en 1, Esta cota del error entre (3.28) y ¢/(0) tiene un
comportamiento correcto cualitativo. Si o es demasiado pequeiia entonces el error
es dominado por &g, mientras que si a es demasiado grande entonces el error es
determinado por la curvatura de ¢. Es razonable elegir o de manera que esta cota
sea minima, y esto nos lleva a clegir

a=2 (59)% . (3.29)

o

Los algoritmos para determinar £q y 7 pueden basarse en el trabajo de Hamming,
La idea bdsica es que la 4'* y 5' diferencia de orden de ¢, son una medida de gp y que
la 24* deferencia de orden puede usarse para estimar 1. Es necesario tomar algunas
precauciones, pero en general encontramos que un algoritmo basado en estas ideas y
en (3.29) es muy efectivo,



Capitulo 4
METODOS QUASI-NEWTON

Para algunos problemas la funcién objetivo y su gradiente son muy costosos de cal-
cular, de forma que no estamos dispuestos a calcular la aproximacién a la matriz
Hessiana por diferencias, Estos no son necesariamente problemas de grandes dimen-
siones, por ejeniplo, el problema puede ser minimizar la normna-L; de la solucién para
una ecuacién diferencial que depende de pocos pardmetros, En este caso cada eva-
luacién de la funcién requerida por el método de optimizacion normalinente requiere
de la solucién de una ecuacién diferencial,

En un esfuerzo por reducir los requerimientos computacionales del método de
Newton, Davidon introdujo una idea revolucionaria la cual proporciona un camino
para aproximar la matriz Hessiana usando sélo la informacién del gradiente reunida
en cada iteracién. Esta idea ha llevado a una clase de métodos sumamente exi-
tosos, los cuales hoy en dia son lamados métodos Quasi-Newton, Existe una enorme
cantidad de literatura acerca de los métodos Quasi-Newton; en esta seccién propor-
cionaremos una breve introduccién a los dos iniembros mds poderosos de esta clase y
compararemos métodos Quasi-Newton con métodos en la familia de Newton.

En términos muy simples un método Quasi-Newton puede ser llamado un
método de "gana mientras aprendes”, Puede ser comparado con métodos de la fa-
milia de Newton gracias a la manera de aproximar el Hessiano. En métodos Quasi-
Newton, la aproximacion al Hessiano debe satisfacer la ecuacién Quasi-Newton, Para
obtener esta ecuacidn, suponga que tenemos una aproximacién definida positiva By
al Hessiano de f en z;.

El método de Newton es importante porque da un estdndar para comparar
métodos de convergencia rapida para resolver el problema de inimizacién de una

funcién. Una forma de caracterizar la convergencia superlineal es que el vector de

descenso calculado debe aproximarse al de Newton en magnitud y direccién. Los
aspectos positivos y negativos del método de Newton se pueden resumir como sigue:
En el lado positivo, el algoritmo es localmente y cuadraticamente convergente para f
suficientemente suave, esto es, para xp suficientemente cercana a un miimo local z*,
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existe una constante k tal que
llexss = 2°|| < Kok = 2|2

Sus desventajas son, sin embargo:

1. No es globalmente convergente, es decir, no converge a partir de cualquier punto
inicial, independientemente de cuan lejos esté la solucién,

. No estd definido en puntos donde el Hessiano es singular.

W N

. Para problemas no convexos, no genera necesariamente una sucesion de direc-
ciones de descenso.

. Debe resolverse en cada iteracidn un sistema lineal n dimensional,

L~

. Debe darse la expresién analitica del Hessiano,

Los métodos de Quasi-Newton son una variacién del método de Newton, que
conservan sus ventajas y evitan las dificultades que se presentan con el Hessiano al
construir una aproximacién al mismo segiin avanza el algoritmo, pero que resulta,
a la vez ficil de calcular, mediante una actualizacion que se obtiene de la iteracién
precedente, ya que esta es definida positiva siempre, con lo que se solucionan los
problemas 2, 3 y 5.

Es posible construir una aproximacién al inverso de la matriz Hessiana en vez
del Hessiano, con lo que se resuelve e] problema (4). Supéngase que zq es el punto
inicial y Hp la correspondiente aproximacidn de la inversa de Ja matriz Hessiana,
entonces, en la iteracion k de'un método Quasi-Newton se tiene que

p = ~H\V f(2:)

y
Zpg1 = Tk + QpPk

donde ay se encuentra con e] procedimiento de bisqueda en linea y
Hypy = Hk + E

donde Ej es una matriz de rango dos escogida de tal forma que aproxlma el inverso
de la matriz Hessiana en ;4.

Las condiciones légicas que se imponen para determinar H, son:’
1. Hypryn = 84, donde sp = zpqy — Zk3 Yk = Gr41 — Gk, la que se conoce como
condicidn Quasi-Newton,
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2, Hyyq €8 definida positiva si Hy lo es y si skyi > 0.

Davidon propuso el primer método Quasi-Newton, que mds tarde fue modifi-
cado por Fletcher y Powell, quienes usaron lo que se conoce como la aproximacion de
Davidon-Fletcher-Powell (DFP) y cuya formulacién es:

spst,  HoywylH
—E 4.1
shye  yhH (#.1)

Esta aproximacién tiene la propiedad de que si la bisqeuda en linea es perfecta y la
funcién es cuadratica, entonces sq, 81, - .., 8n-1 son conjugados y el minimo se obtiene
en n iteraciones a lo sumo. Ademds, se tiene que

Hy=Q

Hia=H +

El problema es construir aproximaciones Hyyy que satisfagan las condiciones
(1) y (2), donde existen muchas soluciones. A principios de la década de los 70's, se
encontré que la familia de soluciones de Broyden era tan eficiente como la DFP y en
algunos casos se reportaron resultados mejores. La familia en cuestidn esta dada por:

sisk  HapryhHy

= .41 LU ; N
Hyyy = Hy + Soe  olHue + (Tiopy; 4.2)
donde H
o= W g <<
hyk
y

1
Uk = Sk = ;;Hkyk
y para el valorde { = 1 tenemos la familia BFGS que tiene la siguiente forma:

Hish + suybbly | [1 + yl-”kyk] sksh (43)

Hi = He +
H Sk yk skyr | shyx

Es justo decir que el entendimiento de] método de Newton y los métodos Quasi-
Newton es suficientemente bueno como para proporcionar software confiable para
problemas generales de tamaifio pequefio a mediano de minimizacién sin restricciones.

Dado que los métodos Quasi-Newton son muy similares al método de Newton
con bisqueda en linea, excepto que la inversa de la matriz Hessiana V2f(z4)~! es
aproximada por una matriz simétrica positiva definida Hi, la cual es corregida o
actualizada después de cada iteracién. Asi, los métodos Quasi-Newton tienen la
siguiente estructura;
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ALGORITMO

Dado xo'y Ho =1
Mientras ||V f(z:)]] 2 e

1. Definir la direccién de bisqueda como:
P = —~HV fi.

en vez de
p ==V i (4.4)

2. Hallar o= minayo f{zx + apy )
3. Hacer #44y = && + ax i

4. Actualizar Hy como en (4.1) o (4.3).

El punto (4.4) remarca la diferencia fundamental entre el método de Newton
y los método Quasi-Newton,

Actualmente, las investigaciones estin enfocadas a problemas de gran es-
cala. Las reglas de fondo que constituyen un algoritmo efectivo pueden cambiar
drésticamente cuando el nimero de variables se vuelve grande. Ya que hemos supuesto
que la solucién del sistema lineal de orden n es comparable en costo a la evaluacién del
gradiente y Hessiano. Esta suposicién puede no ser vdlida en problemas a gran escala,
y entonces serd necesario tomar ventaja de la estructura especial del problema. Con
modificaciones razonables, el método de Newton puede aun ser una herramienta efec-
tiva para problemas de gran escala, Pueden hacerse modificaciones a los algoritmos
para determinar la direccidn de bisqueda. Por ejemplo, ya que el método de Newton
sblo requiere la descomposicién de Cholesky de la matriz simétrica para problemas
esparcidos es posible reducir la cantidad de trabajo y almacenamiento requerido para
esta descomposicién. Otra posibilidad es determinar una aproximacién a la direccién
de Newton.

El ‘problema en el que la matriz Hessiana no puede ser almacenada en la
memoria (répida), es actualmente atacado por el método de direcciones conjugadas.




Capitulo 5
METODO DE DIRECCIONES CONJUGADAS

El método de direcciones conjugadas fue propuesto inicialmente para resolver sistemas
de ecuaciones lineales y posteriormente, fue extendido por Fletcher y Reeves para
la solucién de minimos de funciones no lineales. Es muy economico en cuanto a
requerimientos de memoria interna, pues las direcciones de descenso dependen sélo
del gradiente en €| punto actual y la direccidn de descenso anterior,

Veremos primero la descripcion del método para funciones cuadraticas y luego
su extension para el caso general de una funcién no lineal,

Sea la funcidn cuadratica

$(z) = a'Qx - bz (5.1)
donde Q es una matiiz definida positiva (Q > 0).

Definicién 8.1 Dada Q > 0 un conjunto de vectores {p;,pz,...,px} se dice que es
conjugado con respecto a Q si '

piQp; =0 para i#j (5.2)

Esta definicidn es una generalizacion del concepto de ortogonalidad de un
conjunto de vectores si se pone @ =/,

Es facil mostrar que los vectores Q-conjugados son linealmente independientes
Yy que, por consiguiente, para * € R™ y {p),p2,...,px} un conjunto de vectores Q-
conjugados, no nulos, es posible expresar a z como una combinacidn lineal de estos

n=1 C
z=) ik (5.3)
k=0
donde ' ,
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Si z* es el minimo de f(z) y @0 € R" es arbitrario, como Qz* = b, entonces si se
sustituye z en (5.3) y (5.4) por =* — o se obtiene

n~l
oo —To= ) aipk (8.5)
k=0
t .. —t
ay = PLQ(a* —~ o) = —Pigo (5.6)

piQm: LQps

La idea del método de direcciones conjugadas consiste en que la expresion para
el minimo x* puede calcularse de manera iterativa segin el siguiente

ALGORITMO

Dados @5 € R" y pyyp2,.+ Pk Q-conjugados,

Para k=0,1,...,,n ~1 hacen:

L Ty = Tk + appy

2.
_ —Piok

T

a

Este método tiene las siguientes propiedades:

L]
1. Si z1,23,..., &, son los vectores generados por el método de direcciones conju-
gadas, entonces

gz-blpl' =0 parai=0,1,..,k (5.7)
2. zp41 es el minimo de f restringido a

My ={z:2=a0+ 000+ + %Pk, % € R} (5.8)

3. Los gradientes de las iteraciones son mutuamente ortogonales, i.e,

g’c+lgi.# 0, i=0,..k (5.9)
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8.1 ‘fétodo de Gradientes Conjugados

La forma usual de generar un conjunto de direcciones conjugadas es a partir de

vectores Jinealmente independientes, a los que se aplica el método de ortogonalizacién
de Gram-Schmidt,

El método de Gradiente Conjugado se obtiene generando direcciones conju-
gadas a partir de Jos gradientes en Jos puntos de cada iteracién, de esta forma las
direcciones p; dependen sélo del gradiente actual, la diveccion y el gradiente en la
iteracidn anterior, E} método tiene entonces la siguiente iteracién :

ALGORITMO

Dados zg € R* y po = =%

Para k= 0,1,...,n — 1 hacer

1, sy =2+ oy
2.

, = P
PiQpx

= Yar(gra - o)
Phlgeer — o)

4. Prsr = ~Gkr1 + Bitx

Este método tuvosu origen en la solucién de sistemas de ecuaciones lineales con
matrices definidas positivas y para este caso se tiene que ya que el minimo en la linea
es exacto, V f(z:)'px = 0,y por la propiedad (5.7) se tiene que V f(z441)'V f(21) = 0,
lo que implica que i puede ser definido como:

R T (510)

El supraindice FR usado en la expresién anterior, hace referencia a Fletcher-
Reeves, que fueron los que propusieron esta formulacion para el caso lineal.
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Fletcher y Reeves también fueron los que propusieron la extension del método
de gradientes conjugados a funciones no cuadrdticas, observando que la matriz Hes-
siana que aparece en la aproximacidn de la funcién no lineal f mediante un modelo
cuadratico, sélo hace falta para calcular el tamaiio del paso ay que sea minimo en
la direccién de descenso, que podria sustituirse por un proceso que lo calculara us-
ando los valores de la funcién y el gradiente, también habria que tener en cuenta que
como con esto se pierde la propiedad de convergencia en n iteraciones, seria necesario
reiniciar la direccion de descenso después de n iteraciones, para garantizar que las
direcciones que se generan sean linealmente independientes,

Polak y Ribiere consideran que cuando la funcion no es cuadratica, no tiene
por qué satisfacer la condicion (1.4) de ortogonalidad de los gradientes, y por ello
proponen un nuevo J; como:

o Vf @) (Vf (1) = V(1)
Be" = V2 f(z0) (31)

La parte més costosa del método de gradientes conjugados es la bisqueda del
6ptimo en la direccién de descenso, para simplificar esto, la blsqueda se hace inexacta,
esto es, el calculo del minimo a lo largo de la linea se sustituye por una aproximacién
que satisfaga las condiciones generales de descenso como son las condiciones impuestas
por el conjunto T(u). Sin embargo, ésto puede ocasionar que la direccién pi4) dada
por

Prsr = ~gkt1 + Bipi

no sea de descenso, ya que

Phiaghar = = lgeirll® + Bephgrn

y si Ti4) es tal que
1 2
lﬂkl’kgkﬂl > llgkall
significaria que pr4) no fuera una direccién de descenso. Esto puede resolverse us-
ando un recomienzo, es decir, haciendo p3) = —gi41, aunque frecuentes recomienzos
pueden afectar la eficiencia del método, por lo que a pesar de que la bisqueda en
linea sea imperfecta debe ser, no obstante, una buena aproximacion al minimo real.

La bisqueda en linea requiere ademés, un buen valor inicial para ax, lo que es
crucial para obtener un algoritmo eficiente. Fletcher obtuvo experimentalmente que
en el gradiente conjugado el decrecimiento de la funcion de zx., a ) era del mismo
orden de magnitud que el de 24 a zx41. Suponiendo que f es cuadratica, se tiene que
el tamaio del paso en la iteracién anterior ay., y la actual ay estdn relacionados por

la expresién
Py VS (241)
IAAIE)

O = Q)
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Y este es el valor inicial a tomar para comenzar la bisqueda en Iinea, en el caso del
método de gradientes conjugados,

El método de gradientes conjugados mejora mucho sy efectividad si se re-
comienza cada n iteraciones, pero debido a que la bisqueda en linea no es perfecta,
€s necesario evitar que los gradientes consecutivos 1o se alejen mucho de la ortogonal,

Powell encontr que en Ja préctica cuando
VA Vi) > 3 |V f ()P

donde ¥ es un nimero positivo menor que uno, es conveniente recomenzar la bisqueda.
El valor y = 0.2 es ampliamente recomendado,

Otro criterio para hacer up recomienzo, también recomendado por Powell, es
cuando la direccion Pi41 obtenida no es de descenso suficiente, esto es, si
V(@i ) o
el g1y g (5.12)
”Vf(kaﬂ)”

La implementacion del algoritmo de gradientes conjugados que se tiene en el software
tiene la siguiente estructura;

ALGORITMO DE GRADIENTES CONJUGADOS

Escoger 2 € A", ¢ > 0,

% = w7t Po = =V f(z0);

Mientras IV f(2:)]] > € has

1. Biisqueda en Iinea, Hallar o), ~ mingso f(2x + ap).
2. Hacer 24y = 1, + kP
3. Calcular la direccién Pr41 como:

Sik=0mni0dn ose cumple (5.12) hacer Pht1==91(z,,,)
Sino iy, = =Vf(2i1) + Bip donde
3 = | BL®(5.10) si es Fletcher-Reeves

k= BER (5.11) si es Polak-Ribjere

LAZIEN) o

toayy = LT Py

L
sml BE LA NBumoA



Capitulo 6
SISTEMA DE OPTIMIZACION NO LINEAL

La hipétesis de que dada una funcién f : R* — R continnay diferenciable, es utilizada
en diferentes teoremas y algoritmos que han sido presentados y discutidos a lo largo de
todo el trabajo, sin embargo, resulta ser-particularmente dificil comprobar la validez
de esta hipdtesis cuando se tratan de implementar los teoremas o algoritmos en la
prictica. A este respecto, la computadora presenta un reto de enorme dificultad
debido a la codificacién especial a que debe ser sometida una funcién f, para que
ésta pueda ser reconocida por la computadora, sin llegar a tener aun idea sobre su
continuidad o derivabilidad,

El propésito fundamental de este trabajo es la implementacién de varios méto-
dos de optimizacién no lineal sin restricciones, no obstante la aportacién no estriba en
la implementacién de los métodos, sino en hacer que tales métodos sean interactivos,
esto es, que el usuario pueda interactuar con ellos, siendo para ello indispensable la
creacién de un lenguaje especial para la edicién de funciones en la computadora, de
modo que sea facil para el usuatio, escribir la funcién y para Ja computadora el poder
traducirla e interpretarla.

El sistema §.0.N, fue diseiiado para resolver el problema de optimizacién no
lineal, por lo que contiene los métodos vistos en Jos capitulos anteriores y una serie
de médulos, que hacen al sistema interactivo. Asi, en este capitulo, describiremos los
médulos que hacen interactivo al sistema.

El sistema se escribié en lenguaje de programacién ¢, ya que éste permite
una gran flexibilidad en el manejo de localidades de memoria, lo que a su vez da la
posibilidad implementar rutinas que son capaces de procesar y evaluar una gran gama
de funciones, las cuales pueden ser leidas desde el mismo teclado de la computadora.

8.1 Descripcidn General del Sistema
Para tener una descripcién comnpleta del sistemna de optimizacién no lineal S.O.N,

presentaremos un diagrama donde podremos distinguir cada uno de los médulos, su
ubicacién y la forma en que interactia con los demas médulos del sistema, asi como
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la forma en que es procesada la informacidn y los posibles modos de interaccidn entre
los médulos.

Cada mddulo del sistema se encuentra implementado en una o varias rutinas
o funciones del sistema, sin embargo la modularidad presentada en el esquema (6.1)
es respetada.,

6.2 Reconocimiento de Funciones

Antes de poder evaluar la funcién en un punto, la computadora debe traducir la
funcién a su propio lenguaje, para esto la funcion debe pasar por diferentes fases de
analisis que son el andlisis léxico y el andlisis sintactico, en esta fase se revisa que la
funcién no contenga errores de escritura, se identifican cada uno de sus componentes,
la correcta concatenacidn de sus componentes, etcétera, para después proceder a
traducir Ja funcidn a un lenguaje que la computadora pueda entender.

A continuacidn se explica el anélisis léxico, sintdctico y la traduccidn asi como
la generacidn de cédigo intermedio, en la sigulente parte trataremos la fase de evalua-
cién,

: Tabla 6.1

Lector de
funciones
!
Analizador
léxico
!
Analizador
sintactico
!
Menu
principal

F.R. P.R. B.F.G.S. D.F.P.,

L
Admon de
. . impresion
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6.2.1 Andlisis Lézico

El analizador {éxico conforma la primera parte de la fase de andlisis, Su principal
funcidn consiste en leer los caracteres de la entrada, en este caso del teclado y elaborar
como salida una secuencia de componentes léxicos (tokens) que utilizard el analizador
sintactico para trabajar. En esta fase se eliminan los espacios en blanco innecesarios
y se procesan las posibles macro instrucciones que puedan existir,

Se entenderd por componentes léxicos a los diferentes simbolos que se en-
cuentran en una expresion como pueden ser palabras, ntimeros, cadenas y caracteres
especiales. En el sistema se define una tabla (como la que es presentada a conti-
nuacién Tabla (6.2) donde se encuentran todos los simbolos que se consideran como
validos para ser reconocidos dentro de jas expresiones,

Tabla 6.2
Simbolo Simbolo
1 ( 14 asn
2 ) 15  acs
3 + 16 atn
4 ~ 17 hsn
5 . 18 hes
6 / 19 htn
7 A 20 log
8 ~ 21 exp
9 In 22 cte
10 abs 23 var
11 sen 24 sum
12 cos 25  pro
13 tan

Para reconocer un simbolo se debe recorrer la expresion caracter por cardcter
agrupdndolos hasta encontrar uno que sirva de separador. Se empieza a reconocer
el tipo de simbolo por su primer caracter: sies una letra, se tiene una palabra, y si
es un digito, se tlene un nimero, y si es cualquier otro cardcter, se tiene un simbolo
especial,’

Todos los simbolos que son reconocidos en una expresién se comparan con los
existentes en la Tabla 6.2, ya que sobre la tabla se realiza el reconocimiento de los
componentes léxicos. Una vez reconocidos, éstos se incorporan codnﬁcados en una
tabla llamada tabla de simbolos,
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Las siguientes instrucciones definen los pasos necesarios para reconocer los
diferentes simbolos en una expresion:

—

. Saltar los caracteres blancos hasta el primero no blanco, este cardcter es el
primer cardcter del simbolo a extraer, e indica el tipo de simbolo.

2. Traer caracteres de la expresién hasta extraer un cardcter que no pertenezca al
simbolo,

3. Ahora se tiene el primer cardcter del siguiente simbolo, Se procesa el simbolo
que se ha extraido, .

o

. Repetir los pasos desde el (1) para extraer el siguiente simbolo.

Para tener éxito en el reconocimiento de simbolos es necesario eliminar los
problemas que surgen al comparar los distintos elementos, ya que pueden aparecer
escritos en distintos modos (por ejemplo: Sen, sen, sEn, etc.), esto es a veces en
mimisculas, otras en mayisculas, o en combinaciones de ambas, por lo que en esta
primera fase es conveniente convertir todos los caracteres a minisculas o mayusculas,

El analizador léxico se encuentra implementado en dos rutinas llamadas lee-
Juncion y codifica, cuya implementacién se presenta en el anexo 1.

6.2.2 Anadlisis Sintdctico

Toda expresién tiene una sintaxis, un conjunto de reglas gramaticales que especifican
cuando una declaracién estd correctamente escrita, La sintaxis juega un papel central
en la traduccién de una funcion,

Una gramatica describe de forma natural la estyuctura jerdrquica de muchas
de sus construcciones, El andlisis sintdctico es e] proceso que determina si una cadena
de componentes |éxicos, pertenece o no a una gramatica, esto es si puede ser generada
por ésta.

La parte de un compilador que conoce la sintaxis de un programa fuente es
el parser. El analizador sintdctico (parser) controla el proceso de traduccidn, ya
que analiza el programa fuente, de acuerdo a la sintaxis; llama al analizador léxico
para obtener un token, y después llama a las rutinas de la tabla de simbolos para
identificar y meter los tokens. Cuando el parser ha reconocido una entidad sintctica,
tal como una expresién aritmética, llama a la rutina de ejecucxon para que realice las
operaciones adecua.das, aqui se van a mterpretar expresiones.

Anees de reconocer una expresxon, se debe ser capaz de descnblr la sintaxis
de un programa fuente. En la figura 1 se muestra la descripcién sintdctica de un
nimero usando un diagrama de sintaxis. Este diagrama dice que un digito es cualquier
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nsigned intege?
R

®

0

0
’ Figura 1
- |
H - [{'_T_l*)
o
s ,
® |
]
; Figura 2

combinacién de caracteres del 0 al 9. La figura 2 muestra el diagrama de sintaxis para
un identificador. Asi el diagrama no sélo describe la sintaxis, sino que también ayuda
a describir el parser. El diagrama representa las entidades en el mas bajo nivel
sintdctico, como identificadores y simbolos numéricos.

La figura 3 muestra €] diagrama de sintaxis que se utilizé para construir el
parser. Este reconoce expresiones simples y términos. El primer diagrama dice que
una expresién es una simple expresion. El segundo diagrama dice que una simple
expresion es un simple término o varios términos separados por los operadores + o -,
El tercer diagrama dice que un término es un simple factor o varios factores separados

) por los operadores * o /. El cuarto diagrama dice que un factor es un identificador,
un numero o una expresion entre paréntesis,

; Todos los diagramas juntos muestran conio las definiciones estin anidadas; las
| expresiones, son expresiones simples, las expresiones simples se convierten en términos
¥ los términos en factores. Estos diagramas, hacen también referencia a las reglas de
precedencia de operadores tales como: * y / tienen mayor precedencia que + y -, y
las expresiones entre paréntesis son evaluadas independientemente,
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Figura 3

Ambigiliedad

. Se debe tener cuidado al considerar la estructura de una cadena segun una
gramatica, ya que si no se especifica bien se pueden tener ambigiiedades como en
la siguiente expresién 9-5+2, ya que esta puede agruparse de dos formas distintas
(9-5)+2 y 9-(5+2). Esta segunda forma de agrupamiento da un valor de 2, en lugar
del valor acostumbrado 6.

Asociatividad de Operadores

Por convencién, 9+5+2 es equivalente a (9+45)+2, y 9-5-2 es equivalente a
(9-5)-2. Cuando un operando como 5 tiene operadores a su izquierda y derecha,
se necesitan convenciones para decidir qué operador debe considerar ese operando.
Se dice que el operador + asocia a la izquierda, porque un operando que tenga un
signo mds a ambos lados es tomado por el operador que esté a su izquierda, En la
mayoria de los lenguajes de programacion, los cuatro operadores aritméticos, adicién,
sustraccion, multiplicacién y divisién son asociativos por la izquierda., Algunos oper-
adores comunes como la exponeuciacion, son asociativos por la derecha.

Precedencia de Operadores
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Considérese la expresic"m 94-5*2, Tiene dos posibles interpretaciones: (9-+5)*2
0 94(5*2). La asociatividad de 4+ y * no resuelve esta ambigliedad. Por esta razdn,
se necesita conocer la precedencia en el orden de evaluacién de los operadores,

Se dice que * tiene mayor precedencia que + si * considera sus operandos
antes de que lo haga +. En aritmética elemental la divisién y la multiplicacién tienen
mayor precedencia que la adicién y la sustraccion, Por tanto, 5 es considerado por *
en 9+5*2 y en 9*5+2; es decir, las expresiones son equivalentes a 9+(5*2) y (9*5)+2,
respectivamente.

La siguiente tabla resue las reglas de precedencia y asociatividad de todos los
operadores. Los operadores situados en la misma linea tienen la misma precedencia,
los renglones estn colocados por orden descendente en la precedencia,

Tabla de Precedencia.
Operador  Asociatividad

{,) i2q— der
.\ i2q — der
+, ~ t2q ~ der
) izqg — der
~ der - {zq
8. d, izq — der

6.2.83 Cambio de Notacidn

En notacién algebraica normal, las expresiones son escritas en notacién infija, esto es
cuando los operandos estdn entre los operadores. Por ejemplo, a+b,

En notacidén postfija, los operadores se escriben antes que sus operandos, como
en ab+. Esta notacién también es llamada notacién polaca inversa, y fue popularizada
por las calculadoras cientificas de bolsillo Hewlett-Packard. Esta notacién es til
cuando realizamos célculos sobre una pila (la pila es una estructura lineal definida
sobre memoria). Si leemos la expresion postfija de izquierda a derecha, cada operando
tiene un valor en la pila. Cada operador binario saca del tope de la pila dos operandos,
ejecuta la operacién en ellos, y pone el valor resultante otra vez en el tope de la pila.
Un operador unario toma un valor del tope de la pila, ejecuta la operacién en ¢€l, y
lo pone de nuevo otra vez en el tope de la pila. La siguiente es una expresién infija
complicada

((~17449)/4 =24 3) % (9= 3 +2)
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cuando la convertimos a postfijo tenemos:
17~49+4/23%-93 -2+ »

(utilizamos el operador ~ menos unario, para distinguirlo de - que es el operador de
sustraccién binaria). Preservamos la forma de los operandos, pero reordenamos los
operadores de acuerdo a las reglas de precedencia. Los paréntesis no son necesarios,

ALGORITMO

La notacién postfija de una expresién E se puede definir de manera inductiva
como sigue:

1. Si E es una variable o constante, entonces la notacién postfija de E es también

E.

2. Si E es una expresidn de la forma E1 op E2, donde op es cualquier operador
binario, entonces la notacién postfija de E es EplEp2 op, donde Epl y Ep2 son
las notaciones postfijas de E1 y E2 respectivamente,

3. Si E es una expresion de la forma (E1), entonces la notacién postfija de E1 es
también la notacién post fija de E.

6.3 Evaluacién

El convertir de infijo a postfijo es mucho més que revisar la expresién, ya que traduce
una expresién dentro de un cédigo objeto para una calculadora, Nuestro pocedimiento
de evaluacidn es un intérprete que ejecuta las operaciones especificadas en la pila por
la notacién postfija. ‘

El procedimiento de calculadora interpretaun lenguaje que consiste en declara-
ciones de asignacidn, éstas declaraciones contenidas y codificadas en la pila contienen
el cddigo de las variables que corresponden a los registros de una calculadora. La
pila también guarda la ruta de las variables asf como la direccién de sus valores en la
tabla de simbolos. Asi, al seguir el cédigo marcado en la pila evaluamos la expresién.
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