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INTRODUCCION

Desde los lempos de Arquimedes, se tenia la nocidon matematica de infinitesimal,
pero hasta 1670 el matematico alemdn Wilhelm Gottfried Lelbniz tomé esta idea de fos
infinitesimales, aplicandola cémo si de nimeros se fratara en su teoria del Cdlculo
Diferencial, donde dichos nimeros conservan las propiedades de los nUmercs recles. Las
demostraciones se volvieron demasiado sencillas con el manejo de los infinitésimales, sin
embargo las preguntas ;Qué son .incrementos infinitamente pequenios?, ;Qué son
cantidades finitas?, ; Qué nimero positivo es mds pequefio que cualquier real posifivo?,
<Existe?; Planteando un problema imposible de resolver en aquella época para Leibiniz
y haciendo que su frabajo estuviera cerca de fres siglos en ia sombra, ’

En el siglo actual, a principlos de la década de los sesentas, Abraham Robinson,
da una justificacién rigurosa para el uso de los infinitesimales en el andlisis, de hecho,
Robinson muestra que el conjunto de los nimeros recles se puede conceblr como un
subconjunto de un conjunio extendido de numeros llamado Conjunto de NUmeros
Hiperreales, of cual contiene a los infinltesimales y también conserva las operaciones y
propiedades del campo:de los nUmeros reales; incluso Robinson demostrd que las
estructuras scbre los reales” pueden ser extendidas a estructuras simllares sobre los
hiperreales tal que todos - los . enunciados verdaderos en la estructura real, son
verdaderos, con su - comespondiente interpretacion, en la estructura hipereal. Esta
propiedad se conoce como el Principio de Transferencia (P.T.). Toda ésta tecria  de
modelos desarrollada por Robinson, es conocida como Andllsis No-standard, por medlo
del cual se justifica el Método de los Infinitesimates.

El presente frabaojo tiene por objetive mostrar una construccién del modelo no-
standard de un espacio topoldgico, dicha construccldn se muestra lo mas completa
posible pasando desde conceptos fundamentales de légica, hasta una construccién del
modelo no-standard mas accesible desorollada con teoria de con]untos

En e! Capliulo |, se hace una construccidn sobre los resultados de 'eoric:s y
lenguajes de primer orden, basdndonos en la teorfa de fillros y Ulirapotencias, desde el -
punto de vista de Mendelson, tenlendo asi un modelo no-standard sobre - teorias de -

primer orden. pero recordando que no todo se pueds simbolizar en lenguc]es de primer : o

orden, se desarolia una feoria sobre Lenguaje de Orden Superior, la cual se mapea'a
una Imagen, donde los elementos de ésta imagen yacen sobre teorias de primer orden;..
De ésta manera construimos un modelo no-standard sobre alargamientos'y e-modelos
en teorias y lengucjes de orden superior desde el punto de vista de Roblnson Y Ios
resultados quedan Justificados con la teoria de Mendsison. : S

Eil Capitulo I se hizo pensando que el Capitulo | puede acarear problemas pard
los lectores. dado el enfoque totalmente I6gico que tiene, por esto en el Capitulo il se
hace una construccién conjuntlsta. donde los elementos Idgicos se manejan Unicamente
en las justificaciones mas Importantes, por o fanto tenemos una consfruccidn menos -

abstracta de un modelo no-standard para cualguier tipo de estructura, El punto de vista:.:

tomado en cuen?o pora, dk:hc construcclén es el de Davis-Loeb.

Enel Capitulo HI, ) ccn)uman los resullados de las construcc:i'one‘s‘ de”Men‘delson. “
Robinson y Davls-Loeb:kpara denotar a los elementos y sus propledades béslcas de un



modelo no-standard de nimeros hiperreales para su posterior aplicaclén en el Capitulo
v,

Fingimente, el Capitulo IV, nos muestra el objefivo principal, una aplicacion del
Andlisis No-standard, ésta aplicacién se realiza en topologia basica. la cual es una rama
que se maneja de forma general por la mayoria de los matemdticos, de manera tal que
no se contemplo aplicar el modelo no-standard en una rama mas especializada, para
no perder el sentido préctico de la aplicacion. Las aplicaciones se hacen sobre
Compacidad, Espacios Méfricos, Espacios Vectoriales Normados y Espacios de Banach.



CAPJTTINLO J

LENGUAJES Y TEORIAS FORMALES



* LENGUAJES DE PRIMER ORDEN"

Iniciaremos con las nociones bdsicas como una breve infroduccién a la légica
predicativa y los resultados que nos ayuduén cl desarrollo deia teoria correspondiente.

DEF 1.1: Ta e :
un ksnguaje 'om\al es una pcrelc ovdenoda LF 8. @ >donde § es un conjunto .
no vacio de simbolos, y 0 esun conjunfo no vacio de reglc:s. Ilamodas reglas de
famacion : . ’

DEF1.2:
Una expresuon en el LFes cuulquler cadena

ta de e!e_mehtc;s (sffnbolos).:de 5o

DEF 1.3:

Un lenguaie de primer orden con :  aquel L« ® > donde -
S es el conjunto de slmbol } P SR
1.4.1, Slmbolos Loglco

ucnhﬂccdor Unlversol
uanhﬁcudor Exlsienclcl

I 4 2. Un conjunto dlsfmfo del voclo numercble de slmbolos de
varlable lndlvlducl {x/jel) .

I 4 2. 3 Un conjunto | no vacio de letras de prediccdo
{Pati/ ke K} donde a .K - n, y a(k) es la ondcd de.
» cada predlcado




1.4.2.4. Un conjunte posiblemente vacio de simbolos para
funcion {f /| & L)dondei Lo Ny il esla aridad de
cado funclon.

1.4.3. Simbolos de puniuacio R ' ’
. : e n[l " ]n M (u L A U R SRR

DEF. 1.4.4;
Un termlno e
7a) Una vcrlable indlvlduol X1 X2,
b) Una constcnte individual ¢i.c2. : ' S
c) Sl . tz. ..tn son ' términos entonces fry | h, ta. ) esun termlno.

Por ofro cho, w es eI con]umo formado por reglas de forrncclon pcrc FBF donde:
" @) Si ...t son términos entonces Pri(h,...tn) es FBF.
b) Sl ti.tz son'términos, entonces t =t es FBF. S
c) SiAy Bson FBF y xi es una vc:rlqble lndwldual entonces‘ -
ci)A B¢
c2) 1A-
ci))AVB
. Cd AAB
cs)AeB
Co) VXA
c7) IXA
‘son FBF." :
d) Unlcamenle Io defmldo en Ios fncisos a. b c son FBF

Igulentes equlvclenclcs baslcas.

Dadas las deﬁnlclones anterlores. cb{enem ‘srlq

o AAB Zles equivclenie a 1( /

« AVB “es equivalente o ]a 5

« AeB ‘es equivalente a (A= B

o IxA ‘es equivalente’a’] vk

o VXA - es equivalente a ] 3xi 1A

DEF, 1.5 . ST ,
- El clccnce ) fi ‘vx Yy Ixen vx A y 3xArespectivamente es .
A : -ac ‘

DEF 1. 6

-~ En unc FBF.'un simbolo de vc:rlcble individual puede aparecer varias veces. A
* cada una de eilas se le llama "Ocurencia de Variable".
‘1:6.1; Una ocurencia de Ia varlable x es acotada = o es la variable de algin
cuantificador, esta bc]o el alcance de algun cuantificader que la
- mencione,
1.6.2.Una ocurrenclo de una variable es libre si no es acotada.
DEF 1.7 7 v
Una FBF en Ls es un enunclado si ninguna variable ocurre libre.



DEF 1.8:
Una FBF ent:es c:blerta si no tlene cucnhﬂcodores :

En segulda se deflnen conceplos mcs generales pora ex?ender nuesh’o Ienguu]e
L.aun Iengucle mas completo : : ;

DEF 1. 9 H
“Un Iengua]e de primer orden con igualdad generalizado es1a formcdo de .
manera similar a Ls% pero con las sigulentes condlclones. ;
a) El con]unfo de onsia tes

Ahorc se'daran las definic
Ienguajes de primer order

Para una lnierpre'oclon dada una FBF.« sin cncbles libres, es un enuncludo que
es verdadero o falso. asi una FBF../con variables libres puede ser scﬂsfecha pcrc ulgunos

DEF l 13
Una sucesién s satisf
<)l ,5]u>"s satlsfcce de ‘su lnferpremclo




DEF 1,14:
Paro una sucesion dada de s € Ig se define una funcién $* que asigna a

cada Iermlnc t un elemento S$*{t)<A tal que :
"1.14,1_Si t es una variable x;, $*(t) es s, con s es.
1,14.2 Sites una constante individual C;, entonces $*(t) es !a
interpretacién qg; de ésta constante, con g fijo en A, :
1,14.3 St es una letra funcional, Fr la operacién cotrespondlenie en
Ay tita.. 1 son términos, entonces:
Se(tnth,tz. ]} = Fr{S*(t1)....5%(tn)) € A

DEF 1.15:
Unc suceslon s schsface #una FBF si:

*1,15.1 Si . @s una FBF atomica Pnfh...ta) ¥ R® es la relaclon n-aria de‘ '
interpretacion, entonces la sucesion s= <si,52,.> scﬂsfcce..fa A
R" (S'(h),. S'“n” asto es si <S‘(t|) S*(ta)}> € Rn. : 3

l 15 2's scmsface 04 'IB ©sno scﬂsfcce B

I 15 3 s scﬁsch /B = C esno sctlsfm,e B o s SCI"SfGCE C. .

DEF ] 17:. .
Una FBF, os falsa pora
esto se d enola como @ k.

DEF 1 8 ; ;
Una estructura @ es un MODELO M ara un conjunio r
es verdaderc pcra M es decir q e Vyl ers d

FBF < joda FBF en T

DEF 1.19; F R :
Una FBF 2 es consecuenclu Ioglccl de una FBF. ¢ en toda esfrucfurc, para
toda suceslon que scnsfcce J, fc:mblen ;ahsfcce.ﬂ A




DEF 1.20:
Para s’y 7 FBF..v es logicamente equivalente 0 2 = es consecuenclc

lognca de ry y s’es ccnsecuenc:u Ioglca de.w,

DEF 1.21: ‘ : i
Una FBF.7 de esta en Forma Normol Prenex (FNP) slesde lc forma

Q{x1) e .Q(x,.)u donde cada Qilx) i el esun cucnhflcador unlverscll o un
cuanhhcador existencial y « es una FBF cblerk: N

‘P"que nené -

Secus’ légicamente equivalente a Qu donde Q'es Qn(x-)
loglcomeme equlvclente a Q‘u‘ donde Q' es Q'n(x 1) Q'n(x n) y o ya son

. Pd quev FBF}-.JH ¥ donde fes FBF en FNP

CASO I RS
SI Jes atomlcc entonces @5 una formula FNP. e

CASO 2" )

' es |# entonces b7 o Qu Yy Q" esel cucnfmcador contrcrlo a Qs, en!onces
11" {x1),Q2" (X2) . Q" (X0 Tt : . : S -
Porio tanto b 1Qu e Q"

Porlo tanto b & Q" k.

CASO 3
SesH AL

Nota:-
1.- Sl xino ocurre en 3 y sea ¥ el resultado de reemplezar ccda ocunencla

acotada de yi- por xi. entonces }- 8 oW, .
2:8ixino es Inbre en 8, enfonces |~ 9APxY)]) o Elx; [S /\ ‘# ] y ,-[s A v(x.) 'il] Yo
X [9 AW) . -

.- Por (lj podemos suponer que X no ocurre en a'y x‘ no ocune en « enfonces
por(2), k(Z A% & QQ' [xAw'),: : :
por lotanto ki e« QQ'faAw') 5ot Tan e
porlo fanfo b7 « & g i - R :

_ “MODELOS Y TEORIAS DE PRIMER ORDEN" !

Para esta seéciéﬁ. Verem_os una d'sﬁ‘nlc’i‘én ylm"po'rlar'ﬂve pcrc las FBF.

DEF 1.22;
Una FBF. Jes unlversclmente valldc: =N /es verdadera pcrc toda mferpretccnon

5




Ejemplo: :
‘erPH(x)—-ExP'r(xJ es unlversclmenfe VG|IdG

Dada una formula.y , el demostrar que es ung formulo unlversclmenfe vchdc se :
convierte en una tarea fediosa. al tenerse que checar que.sea Verdadera para foda
interpretacion las cuales pueden tener un Universo universo tan grande como arbifrario,
Observando este hecho el mélodo axiomatico es la herromlenta ‘clave en el estudio de: e
las FBF que tienen cucnhflcodores. por lo !onto chora enhan en considercclon Ias teorias :
de primer orden, ; ;

Los simbolos de Una teoria K de primer orden son cho_los mismos q L
han definido at principio del capitulo:’los: conecnvos. los cuanhﬂchores, ‘efciEnlel
lenguaje de una teoria K de primer orden se conservan los slmbolos antes definidos; De:
esta forma los términos y las FBF son oquellos termmos ¥ FBF clUyos'simbolos son slmbolos ;
de K,

DEF1.23: K
Una teoria de prlmer orden K es conslstenie
tecremas de K/ :

IEQ 1.2

Cualquier calculo de predicados K de primer orden es consistente; e

no existe.« FBF tal ques Jsén SE

DEM:

Para cada FBF.7 de K. se define h{z] comeo la expresidén que se obtiene dew, al'
quitarle todos los cuantificadores y términos. De esta forma hiv) es una lefra
proposicional, Asf los axiomas del 1 al 5. fransformados bajo h son tautologias,
Esto nos lleva a que si h{#) y h{¥—=2) son tautologias, enfonces h[gj tamblen Io
-es. St '@ es teorema de K entonces hlv) es tautologia,

Por RA.A. sea K inconsistente. entonces existe una FBF# tal que |& y |-'I.2? enkK
entonces h(#) y Th{z) son tautologias, lo que es absurdo, Por lo fcnto Kes :
consistenteg

Todo teorema del cdlculo de predicados de primer orden, es universalmente
vdlido, ;

Dados los axiomas del 1als, (unlversulmente valldos) y las reglos de lnferencm
Modus Ponens,{M.P.) y Generalizacidn preservan la valldez universcl : .
Porlo tunfo iodo feoremo del calculo de predlchos es unlversclmente e
vclido. : ;

LEMA“1.1: ¢ 3 .
Sea < una FBF cerrada de K teoria de pnmer orden, tal que'H- ]../en K. entonces
la feorlu K"Ku( /)es consislente. o :




DEM; :
Por R.A.A, suponemos que K' es inconsistente, Enfonces existe & FBF fal que &y
Fl# enK', pero también }7—(17—1¥) en K* aplicando dos veces MP |l en K’
De esta forma.7} 1 en K, como es cerrado se aplica el Teorema de la

* Deduccién, asi hw'—1¢en K, usando ofro tecrema de K se tiene | [v—1.7}—].ven
K, enfonces por M.P. se llega a H ¥en K lo que es una controdnccnon
Por lo 'cnto K' es consistenteg

DEF 1.24; .
Una teoria K de primer orden es completa (slnicchcumeme) oV .i formula :
cerada de K sucede que tr o flvenk . .

DEF 1.25: L : B :
Una tecria K' se d|ce que es extenslon de ofra K = todos Ios feoremas de K.~
fclmblen Io son de K' (K' esextension de K= v, o, en K ).

LEMA 1, 2' {" LEMA DE U DENBAU .
Si K es una teoria de primer orden conslsienie sln?uctlcomente, posee uno :
extension consistente ¥y completa’en el sentido sintactico. v

: Seo.;?).,,ﬂntup enumer LyJufﬁ.»..Qtfebrlbys tal que Jo=K

a) Jnt €5 Una extension de Jn
b} J es extensién de todas las

T demosiraclon ©5 por, Induccion sobre n, pcrc: probar que cada J,. es
conslsten'e y se aplica el Lemc l l

se tiene que |- .Zm enli. o/ }- i’m en Jm en Jm
ﬂ.?m en Jx, = Jm "un (Qm }oh .

Sea Ko la teoria que resulte de anadir al lenguaje de K un conjun?o numercble de
nuevas constantes Indxvlducles Sea dlcho con]unto {brba.)

Ko=K U {br.ba..} 75
Ko €s una exienslon consnsfen?e de K




COR 1.

g
i

Sean Fi{xi1).Fx(x z)... una enumeracion de todas las formulas que 1engon a lo mas
una variable libre (x. ). :

Sea S la formula l[xJF. (xa) - Fi(bs)

Sea Kn ta tecria que resulta de anadir a Ko .S1,.... .S» COMO oxlomqs y K. Ic 1eoric:
que resulta de anadir a K¢ todas las S como axlomqs B

Ki=Ks{S}

Ke=Ki {Sz}

Kn=Kne1 U(Sn)_ Ko U{S1.....5n}

K.=Kg " =18

Por induccion sobre n tenemos que K. es conststente

Por el Lema 1.2 K. posee una exiensién J conslslente y. complelc )
sintacticamente.

Se consfruye un modelo M para J. donde M es modelo de Ko y de K.
M=< Al > tal que A = {"Términos cen'odos de Ko") ; PR
P.D. M es modelo de J.

P.D. Para toda ./ FBF cerrada M s> ]»/ en J
DEM: :

Lo prueba es por induccion sobre eI numero de conectwos y :
cuantificadores de.«. ; : :
Por lo tanto M es modelo numercble de J y p rlo k:nto de »"

I: ' s ’ o
Toda FBF universalmente valldu esun 1eoremc| de toda K teorlu de prlmer
orden consistente. :

Por R.A.A, Sea dunnversalmente validay 1}. «w en K entonces K'= Ku('lv/} es
consistente.

Asi por el Teo.1.4., K' posee modelo M’ numerable. Entonces M' H.’J ya que Tlres
axioma de K' y como.w’ es universalmente valida M” k.’ que es una contrcdlcclon.
Por lo tanto .« FBF, si es universalmente vdlida, es teorema de K, para K cuclquler ’
teoria de primer orden consistenteg .

1EQ.1.5 ; (LOWENHEIM - SKOLEM)

DEM:

Si K posee un modelo de cardinalidad § con _x', sp. entonces posee un
modelo M de cardinalidad ., (numerable),

S K tiene modelo M, entonces K es consistente y por el Teo l 4 K 1Iene modelo
numerable, y este es de cordlnalldud ,x‘, ; :

IEQ 1.6: (UPWARD)

Sl y f son 2 cardinales cuclesqulerc con‘wspy K posee modelo de
cardinalidad o enfonces posee modelo de cardinalidad f..



Sea M modelo de K con cardinglidad u. esto es que A tiene « elementos, Sea A’
un conjunto de cardinalidad 3 fal que AcA'. Extendemos un modeloMala -
Interpretacion M' tal que su dominio se A’ y que cumpla lo siguiente.

Seac € A fijo, entonces los elementos pertenecientes a A'-A se comportan como
¢. Enfonces si R~ es la interpretacion de M de la lefra predicativa Pry., sea (Rn)" la
interpretacion en M' de Pr tal que cualesquierad, ..., da en A', decimos que ..
{civeedn) (R < {ur....un} R donde : . el
vi=diside Ay

u=csid e A-A

Las lefras funcionales se interpretan de forma similar, Las constames indlvlduales
fienen la misma interpretacion que en M.
Finaimente por induccion sobre el nUmero de conecflvos y cuc:nnflcadores dew
FBF se fiene que M' es modelo de K. :
Por lo tanto K posee modelo de cardinalidad fig’

COR 1.2

Toda teoria K consistente fiene un mo'delo"q:e'c‘: idad « con uzx,

DEM:

Como K es consistente por Teo. 1.4, odmlt modelo n meroble y por Teo I 6
admite modelo de curdlnolldcd aconu 2. X, B

Definimos un nuevo concepto, modelo’ normal.’ Este nuevo concepto sera muy‘[
importante para Ia 1eorfc de filfros y- produc!os reducldos ‘que’ se esarronara mds. *
odelcnte : - : 3

En cuolquner modelo para una feonc K de primer.orden con Igualdod Io relaclon
Eenel modelo, comesponde a la ofra lefra predlcahvo Iguol =, donde E es relqclon de:
equlvclenclc Si'ésta relacidn E es la Idenﬁdod en el dominlo del modelo,’ enfonces se :
dice que el modelo es normal. )

Cuolquler modelo para K puede ser compccfcdo a.uh modelo normal M pcrq »
cualquier K si se toma en el dominio de A' de M''como el conjunto de las clases'de
equivalencia determinada para la relacién E en el dominio A de M :

Por una lefra predicativa Py con interpretacion (Pn)*. en M se define la nuevc
interpretacion (P}’ en M’ de la siguiente manera: N S
Para toda clase de equivalencia [bi].....[on]en A’ determlno @ pol
en A: {Pn)' se tiene para {[b)).....[on]) ssi (Pr}*-
depende del representante.

Si (fn}* es la interpretacidn de fry en M, entonces
de {f)' en M' como sigue:
Para toda clase de equivalencia [bil...[bs] ‘eniA'",
donde también esto es independiente del represemc: I

RIC

Si c es la interpretacion de M de una constun?e lndlvndual 0|. entonces lo clase de_ :
equivalencia [c] es la Inlerpretcclon de ai'en M‘ g el :



La relacién €' correspond|ente a = en el modelo M" es la relaclon ldenhdcd en
AE ([bx] [bz]) o E(bn b2). esto es & [bi1)=[ba).

LEMA 1 3 b !

St s=(br, bz ) es'una suceslon numeroble de elemenios de A ys =([b|] [bz), 1N ] es
la sucesion correspondiente de clases de equtvclencl ento es s sctlsfcce <4 FBF =
enM = s sotusfcce #FBF en M'. :

DEM:

Por |nducclon sobre el numero de conectlvos yc on

Del_tema se sigue que para todc FBF

es verdadera para” todu M = W es
verdadera paro toda M'. R P

‘Del hecho que M es un modelo de K,"M‘, es un modelo normal de K"
B " 1! B
IEQ1.7:

Cudlguler teoria K de primer orde ‘ con Igucld
normal finito o numerc:ble. )

consistente’, posee Un modelo

DEM:
IE : :
: Cuulquler teonc de prlmer orden con Igucl a que posee un modelo normql
) mhnlfo M tlene un modelo normal numeroble .
DEM; *

Se uﬁude al Iengua}e de K un cenjunto numerable de constantes by ba....; se le

-agrega d K el conjunto de férmulas Tibi=b)) para cada i+, como axiomas. De

esta forma k se tiene la teoria K'.

P.D.K' es consistente

DEM Por RA.A., suponemos que K' es inconsistente
entonces existe.» FBF tat que |. ¥l enK', pero la prueba solo usa un
numero finito de los nuevos axiomas 1{bn =bp)..... {bmzby} F.#ala en K.
se puede compactar M a un modelo normal M' donde se cumplan los
axiomas Ybn=bp)...., [lba=bjs) con interpretaciones adecuadas para
bu,....binbj1....bn, Pero en M' son verdaderos los axiomas anteriores y ios
légicos, por lo tanto M' k.7 Alv.Lo que es una confradiceion; por lo tanto
K' es consistente y por el Teo. 1.7, tiene un modelo normal finito o
numerable N.

Pero K' fiene una cantidad numerable de axiomas lbi=b; Jcon i#), asi como estos

axiomas son verdaderos para N, no puede ser finito, por lo tanto N es

numerabley



“ISOMORFISMOS DE INTERPRETACIONES" ’

Una Interpretacion M de: v FBF de’ clguna 1eor|c K. es Isomorfo con ‘una
interpretacién de M' de K & exlsie un Isomorﬁsmo 9 del dom:nlo A de M con eI domlnlo
A' de M tal que:
1, Para toda letra predicativa Py de K y pc:ra toda b|
[g(b)...glb-)). .
2. Para toda letra funcional f"; de Kyparc: todc: bv,. n g{{f’ﬂM (bl. )=
{fr)™ (g(b1)....glbn)). :

3. Para foda constante Indivlduol

buenA' M}- P";(b ] & M P

mis rﬁc Lcc‘:rdif\aﬁdod.

bi.bs., ) de elementos de A y
) s satisface. ag(s] schsfcce A

‘de conectives y cuantificadores

=} Como M |-.l. para toda s € £m,'s satisfacea: por () pcrd_toda g'[s) e Iw, ‘g(s)b’

satlsfcce !enionce M

=) Anclogp a lc parie anteriorg

"EdUIVKLENCIAS ELEMENTALES Y EXTENSIONES ELEMENTALES" :

Dos lnterpreicciones M1y M2 son elementalmenle equlvolentes (M, ,) él, las FBF
de K vercderas para M, sor\ Io mlsmcs FBF verdudercs parc M, La r‘eloclénj es de

bos médélés e una 1eor|a' completc K puede ser elemeniolmenle equlvclenfe
desde que Ios FB verdcderc:s en ese modelo son precnsomente las FBF demostrables en

Unc observcclon lmporiame es que los modelos lsomorfos on elementolmente
equlvalentes. pero Ios elementclmenfe equivalentes no slempre son lsomorfos :

Un mcdelo Mz del cc:lculo de pred:codos K es exfenslon de un modelo M| de K
(MicM:z} sise cumplen las sigulentes condiciones: " :

1. El dominio Arde M es un subconjunio Az de Mz, S S P

2. Para “cualquier ‘constante individual ¢ de K, c4l =cM2., donde 'cM!'y c™2 son las
interpretacione de ¢ en Mi-y Mz respectivamente. o PR
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3. Para cualquner letra funmoncl f‘ de K Yy cuulquner ai.an en A' {fm)¥2 {ar,.qn) = (fr)M2
(I
4, Para cuolqmer Ietra predrcativc Py de K y cuolqwer a;

.an en A M»}- Pryfan ‘,.‘...‘On] =

Ol ...Qn N A:
DEM

; Lc demosfrcc on es por induccién sobre el numero de conectlvos y
Lz cuanhficadores de'g, donde la base m=0 de la induccion es el incrso {4)

" FILTROS Y ULTRAFILTROS et

Enesta secc!on sem trcrcn los elementos pnncipales pcrc Iu consirucclon de un
modelo no- stcndcrd derlvudo de lcs resultodos cnierlcres

DEF 1.26:

1.26.2 B1.B2 E.?’Impllca 81 nBz e.ﬁ" i
1.26.3 Beﬁ'yB;CqmphccCe&",-ﬁ;‘



PROP 1.1z
SeaB g A. el conjunto#={C/BcC < A ) esun f'lfro en A Los fI“fOS de ésta forma

se llaman filfros principales.

DEM: s s R
1) Seas={C/BcCgA}.enparlicular Bg A g A'enfonces A e ¥s.
2) Sean Ci, Cz € #5. enfonces B o C1 »Cz2 ‘¢ A, enfonces C1 nCreFa, - :
3} SeaCiess yCicCag Apor hlpotesl entonces 8 < Cv < Cz enfonces Cre 79.
DEF 1.27;
Fes un ulirafilro en A si:
a) Fes unfiltro propioen A, W
b) SiFc Fry Fesun ﬁlfro proplo en A. enionces .7-.9', AN
PROP 1.2: gt
Un ﬂltro .7en A es propno XX
DEM;
= Ll E : .
Suponemos que.; es proplo y ¢ eFy comoyes filfro. en porﬂculcr s ¢ eFy
"¢ B entonces Be #; donde B es un subcon]un'o arbifrario de A, por lo tanto ay
_solamente le queda ser P[A), enlonces F= P(A) es im| roplo, lo que es una
contradlcclon Por lo tanto ¢ z.? : :
<] : : :
St ¢ s.?y.?improplo. entonces &= P(A) entonces ¢ eFlo que es una -
confrudiccmn Por lo tanto 7 es propicy
PROP 1.3::
_Sea Xuna cadena de filfros propios en A; probar que la unlon
uX)={a/(3B)(BeXraeB)} es un filfro propio en Ay Bg u(X) para todo B en X.
DEM;
P.D. que u(X) es filfro.
1) 5i X es una cadena de filtros propios en A, entonces A e 7~ para todo filfro
propio, entonces A € X, por lo fanto A e u (X).
2) St A1, A2 e U{X) enfonces A1 ~A2 c A1 Y A1 ~Azc A2 enlonces Ain Az
pertenece a alguna cadena X. entonces AinAz £ U(X).
3) Sea Al € U(X) y Al c Az. entonces Al € X y como ArcAz, A2 € X ; por lo tanto
Az e U[X}, Porlo tanto U{X] es un filfro.
finalmente por la forma como esta definido u(X) entonces ¢ ¢ U{X}, por Prop 1.2,
U(X] es propio. Si B eX enfonces Be u (X)g
IEQ 1.11: .
Si %o es un filtro propio en A, entonces existe un ultrafiliro 5 en A, tal que %o ¢ 7.
DEM:

Se considera el conjunto B de todos los filtros ¥ propios tal que $o o7, B es
parcialmente ordenado, entonces se puede extraer una cadena de B que por
Prop.1.3. esta acotado por u(X) superiormente. Entonces por el Lema de Zorn
existe un elemento maximal % en B, el cual es el ultrafiltro que buscamos, esto es,
P o Fypara todo #' fal que F o7’ enfonces F'qF, por ser maximaly
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TEQ 1.12:

Si%-es un Ullrcfiliro en A y B < A, enfonces B e76 A-B € 7 pero no ambos.

N Subonembs queBesy A-B é ats
. SeaG={Cc'A/B uC e.?’)
PD.FG e
DEM: :
: SecCe?ComngBuCporDEF B 262BuC eF asiC eGPor
Jlotante ¢ G.
.P.D. G esfilfro en A.
DEM:
"1} BUA=A €7y como.F < G. enfonces A eG.
2)SeanCi,Cze G, enfonces BLCi,BuCz. e S entonces
(BC)A(BUC2)=BLUI{C:1 nC2} , por lo tanto C1 ~Cz2 eG.
3} SeaC) € Gy Cr g Ca. enfonces BuCy B wCz, comoB uC| €
Fentonces Bu C2 e Por lotanto C2 € G.

De ias demostraciones anteriores y como #es ulfrafilfro G =.#;

De aqui tenemos que si B U|A-B) = A €% entonces A-B €G. Por lo fonfo A-B e{r‘,
lo que es una confradiccion, .
Porlo tanto B 6 A-B e 7, pero no ambosy

DEF .1.28:
Seo un ultraflltro.r en A, Entonces se define
p,(Bl {1slB es,
fEONE { OsllBe o

W) =0 W (AT

DEM: i : 3 :
Sobemos que pcrc: un ulfrc:hlfro.?’ ¢ EJ Por lo tanto p {$ }=0
Pcrc un ul'rafllfro FenA'A €. Porlo tanto p {A)= la~

IEQ 1.14;

St p {B}=0 con I<Isn, entonces i (B UB2 L. ABn}=0.

DEM;
Por hipdtesis B: ¢ &, entonces A-B/ € #bara igizn, con I={],2....n). De oqui
niofA-B) € 7. por Morgan se tiene m i (A-Bj= A- L1 Bi .

Entonces wi Bi & #. Por lo tanto u (Br w... UBn)=0yg



Ahora construiremos el modelo no-standard en base a los modelos normcles. los
uitrafiltros y productos dlrectos reducldos quea conhnuccion se deflnlran.

Sec K cuclqufer colculo de predlccdos con Iguoldcd sea J un con]unto no vacm
y para cada J eJ sea M;algun modelo normql de K. R . :

DEF 1. 29 SRRy : ) ) : o
Sea fun ultroflﬂro enJ. Para cada]el, D) se deflne como el domlnio del modelo

M, Se'‘construye el producto cartesiano I, 1 Dj el cual es el con]unto de todas las:
funclones f con dominio en J tal que Hj) & D; para todo] e8I f € n;E 1 D
fm se’ dehne como lcj ésima componente def,

DEF 1 30
La relcclon blncrlc =, en M.y Df significa:. =g = {je) /f{; =glil }
F=,gse puede interepretar también como fij)=g(j) casl dondequiera (
Es claro que la relacién =, esde equivalencia sobre M. D,

- Dadas las anteriores dehnlclones la reloc)on =5 dlvlde H m D]
equivalencia: : Fal
Para cuclquler fen Ty D] se define la close de equlvclencia f,={g/f=,g}
Al conjuntfo de todas las clases de equlvolencla se le denota como n, Dj. por lo
tcnfo nyDJ (f,/feﬂhJ D;) :

DEF 1.31: X E
Un modelo M de K con domlnlo Ne D[ o

1 31 I Sea c cucquIer consrcnte lndlvlducl de K y seq clain
My, Entonces la Interpretacion de ¢ en M estara dada por. f,donde fes Icz
funclon tat que f(ﬂ c; para fodo j en J fse denofcrc como (c,);u ;

1. 31 2 Sec '"k cuolquler lefra funcional de Ky sea Pri cualqufer lefra g
predicativa de K Las interpretaciones (fn)M 'y (PrM se deflnen dela slgulenfe
manera: . .
Sean (i} .(gn), elementos cualquiera de 1, Dj

a) (i M{(gtls....(Gnls J=hs . donde hilj=(f")™ (G])....gnfil} para f°d°l en J.

b} (Pr)M ({gi)s-.. (gl ) se tiene & (/M kP [gilf)ewgnli)]} € 250

donde en ambos incisos ho se depende del representante,

A este modelo M se le denotara como M =[1, My se le llama producfo dlrecfo .
reducido. SiFes un ulfrafiltro, enfonces M es llomado, ultraproducio SlFesun
ultrafiifro v todos los My son el mismo modelo N, entonces M NI ¢ se llcmc s
vltrapotencia,

1EQ_L1S: [* LS ")

Sea # un ulirafiifro en un conjunto J v sec M= Miun ulfrc producfo e

a) Sea s ={{gi),.{g2) »...) UNG sucesion numerable de elemenfos de’ n_,D, Porc cada
Jed, sea s la sucesidon numerable s =(g:(j) gzU),..) en Dy Entonces pcrc todc 4 FBF .
deK.s schsface v = ( 175 sarlsfcceJ enM} e :

b) Para ;ualquter.'/’FBF de K. es verdadera en II,M) < {j / M ke ) e 5
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O

a} La demostracion serd por induccion sobre el nUmero de conectivos y
cuantificadores de.s’

Para la base de induccion m=0 se consideran los 3 casos de una FBF atdmica.
Caso 1, la FBF es cualquier letra predicativa n-aria: caso 2. la FBF es el

predicado igualdad con un término expresado como funcién: caso 3. la FBF es el
predicado igualdad con un termino expresado como constante.

Base de inducclon m=0:

Caso 1: .
s satisface.s’ Pu(x , ...X.} < M} Pri({gi),-...[n),) lo que es equivalente
atener: {]/ M EPullga)....{gn}l} e F

Y que significa : {j/ §; satisface Pr(xi,...xn) €n M} e 5

Caso 2:
s satisface.s x =", (Xi....xin) < MEgi)=fu{(gi)..[gn]) lo que por. . .
definicién se tiene < { j / Mkalil= fdan(j)..gelil]} € & Lo cudl significa
{] /5 satisface xi= fr{xir,..xr } €N Mj} € 5 S

Caso 3:
Es un caso andlogo a las dos anteriores.

Ahora suponemos que vale para las FBF que tienen m conectivos y m
cuantificadores. lo que serd nuestra hipdtesis de induecion.
P.D. que vale para.s’ con n conectivos y n cuantificadores, dado n >m.”

Caso i l3: E
Por hipdtesis inductiva, s safisfacew en M {j /5 satisface@ enM}es .
s satisface 12 enM e (1 sc:hsfoce.ﬁ en M} ¢ 7. PorelTeo 1.12se ﬂene
que (] /¢ satisface 1.2 en M} e &

Caso 2.4 A¥
Por hipotesis de induccion s safisface® en M« { ]/ 5 satlsfcce.ﬁ' an My) €
7: s salisface ¥ en = {j /s satisface #enM;} e Porlo. 1cnto s satisface .
HFaE€o{j/ssalisface s enM)e s y{]/ssalisface ¥enM} e asila™
interseccion de estos conjuntos pertenece a7 Porlo tanto ( i7s scﬂsfcce .
Za¥enM) es:

Caso 3.¢ Inw:

=]
Suponemos que s satisface  Ix.%. Entonces existe h en .4 D; tal que s’
satisface @ en M, donde s' es igual a s, exceptuando la I-ésima
componente de s’ que es h, Por hipdlesis de induccion, s' satistace.# en
Mo (/4 satisfaces en M, } e #. Por lo tanto { |/ 5 satisface Ixiceen M}
7. yaque sis') satisface 2 en M,, enfonces 5 safisface 3x.2 en M.

=

Suponemos que W= { /s safisface 3xi.27 en M} e #. Para cadajen W,
elegimos s'; fal que s'i es igual a si.excepto en a lo mas el i-ésimo

lugar ys'i satisface .»z. Ahora definimos h & IT ;.4 D; de la siguiente manera:
para jen W, sea hij} la i-ésima componente de s'; y para | eW.
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Elegimos h{j) como un elemento arbitrario de D,
Seas"igualas exceplo enlai-ésima componente o cuat es hr.
Entonces W {}/ 5" satisface # en M} e 5. Entfonces por hipolesis de
induccién. s" safisface # en M. Por lo tanto, s satisface 3xi7 en M
b) Del inciso a) cualquier .# FBF es verdadera en I1,M; = alguna sucesion
satisface .venM,. = {j/ M, kv } eig

COR 1.3
SI M es un modelo y Fes un ulfrafiltro en J. Y si *M=M/, . Entonces *MzM.

Sea ¥ cualquier enunciado: entonces por Teo 1.15.b) .wes verdaderaen *M < -
{}{wes verdadera en M} e #. §i .ves verdadera en M, { ] /.7es verdadera en M) J

7. Sl wes falsa en M. {j/ .7es verdaderaen M }= ¢ ¢ 7g

Proponemos el siguiente mapeo. Para ¢ en D dominio de M, sea c* la funcidn
constante tal que c*{j)=c para fodo | € J. Definimos la funcidn ¥ tal que para cada ¢ € D,
Y(c)=(c*), eD!\, y el rango de se denola por Mt Es obvio que M* contiene las
Interpretaciones en *M de las constantes individuales, Ademds, M* es cerrado bajo las
operaciones {f%)*™ ; esto es para (fi)* {(c!),...(c*).}=h, donde h(j)= (fr)M{ci....cn)para
todo | eJ, ¥ {fnM[ci....Cn) &5 un elemento fijo de b en D. También h={b*},. Asi M* es uha
subestructura de *M.

COR 1.4;
¥ es un isomorfismo de M con M?, y M? < e*M.

DEM;
1. P.d. ¥ es supreyectiva.
Por construccion.
2.P.d. ¥ es inyectiva.
Para cuaiquier c.d en D W(c)=¥(d} < (c*), ={d?), & cr=,d? o {]/ c(j)= d'(])) e,
estoes{j/c=d}eF )
3, P.d. ¥ es morfismo.
Para cualesquiera ci ....cnen D, {fm J"M{%{ci ). F(cn H=(fn) (e ). .(c'n )= h,.. .
donde h(j)=(fr)M(efj)....confi)J= () (Crunen ). AsT h=({n)Mc....cl) =
Y({fMier....cn)).
4. P.d. Para cualquier letra predicativa Py de K y cualquier ClvinCh en D
*MEPYY[er). Plen)] & MEPA{cr.....Cr).
*MEPrPler ). Plen)] < (i/MEP(e?ij)....ctlj))} = (iIME P"x(c:, e .Cn)) esfo es
MEPA[CI ]
como ya se fiene que: M* <*M.
P.d. M*<e*M i g
Sea .vuna FBF y {¢*i),...[¢*), € M*. Entonces por Teo.1.15(a). *M ko
[le")pele?n))) & { ]/ Mbctifi)..ctnj)]} e 5 { [/ Mb [Chucn)} €7 < M
{cu..cn] esto s M? b v[{ch),... ()] por ser isomorfismo de M en Mg

De aqui M* le llamamos nuesiro modelo standar vy a *M se le liamard el modelo
no-standard.
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Por Ultimo para ver que la consistencia se tiene en Ic feona de pnmer orden K.

con modelo ‘M se pruebon los siguientes Qeoremcs

DEF 1.32:

IEQ 1.16:{"COMPACIDAD"}

DEF 1.33:

DEM;

Sea Bun subconjunto de P(A), El filtro generado por B esla lntersecclon de
todos los filtros sobre A, los cuales incluyen B ;

F=n{Fas/BcFayFesunfilro sobre A},
Se dice que B flene la propiedad de lntersecclon finita < la mierseccion de
cualquier nomero finito de elementos de B es no_vacia. s

Sea K un conjunto de enunciados |, sea J= Cr(K) el conjunio de todos los
subconjuntos finltos de K. y para cada | eJ, sea My un modelo de | Entonces
existe un ultrafiltro #en J. tal que el ultroproducfo n ,M; es un modelo de K.

Para cada o € K, sea C, el conjunto de todcs Ics] el fal que a e] El con)unio :
C={C./ ae K} tiene la propledad de interseccion flnlic ya que (ou,. ..u..) e

Cat ACu2n...nCon

Por los Tecremas 1.11 y 1.12, para C se puede extender un ultrofnltro .9’en Jtal
que Cg &.5ij eC.entoncesw g |. Porlo que Mk a .
Asiparacadau e K. Coc{j/M fu}yCaes

Porlotanto{je J/M bu}es:

por elTeo 1.15, Iy M|} o paratodoa e K.

Por lo tanto My M; es un modelo de Kg

" PRINCIPO DE FINIIUD "

Un cén]unio de enunclodos K es consment 'co M un modelo 1cl que M |- K-

Sea Kun cenjunio de enunciados. tql que 1odo subcon]unto flnno de K es
consisiente En'onces K es conslsfente . :

Sea ] cuolquler subcon]unto finito de K Por hlpofesls ] es conslsfeme Por Teo l 4
| tiene un modelo numerable y por el corolcrlo 1.2, el modelo puede ser de -
cardinalidad mayor a K. :

En general se puede decir que) tiene modelo :

PorTeo 1.14, sea Mjun modelode jed.con J={}/]es subcon]unto flnllo de K)
Enlonces existe un ultrafilro #enJ, tal que el ultroproducio l'l, M es un modelo
de K.
Por definicién, como existe un modelo de n ,M; tal que n, M; |- v ae K
entonces K es consistenteg i .

De todo lo anterior se puede conclulr que el modelo no-stcndard M estd’

construido sobre teorias consistentes.



" LENGUAJES DE ORDEN SUPERIOR "

Hasta ahora se han escrito todos los resulfados sobre lenguajes de primer orden y
sus estructuras asociadas. Pero veamos que estamos un poco limitados sl nos quedamos
con estos lenguajes. Tomemos el modelo de los reales . del cual nos fijamos en uno de
sus subconjuntos, los naturales N. el cual cumple el axioma del buen orden que dice:
Para todo subconjunto B contenido en N y distinte del vacio, existe un elemento x tal
que x es menor o igual a todo elemento del subconjunto B. Simbolizando tenemos:
vB{BcN y Bzp = 3Ix(xeB tal que xSy vyeB). Pero en un lenguaje de primer orden no se
puede cuantificar a la vez sobre individuos y sobre conjuntos de individuos, por esta
razén se hace uso de los lenguajes de orden superior que nos permiten simbolizar este
tipo de enunclados que tienen cuantificaciones sobre individuos y conjuntos de
individuos, conjuntes de conjuntos, ete.

En términos mas formales, puede existir « una FBF cemrada. de un lengugje de
primer orden tal que Mf « con M una estructura asociada @ un lenguaje de primer
orden. Cuando « no existe, se dice que la propledad o enunclade que se quiere
representar no es de primer orden. Estas propiedades se expresan con un lenguaje de
orden superior,

Es ahora cuando se toma el concepto de lenguajes de orden superior y sus
estructuras asociadas, Donde e! objetivo principal es que se construird un procedlmlenfo
para sumergir un lenguaje de orden superior en uno de primer orden.

Sea C un conjunto de individuos, en donde se tendrdn en cuenta las sigulentes
relaciones; entre elementos de C, entre elementos de C y relaciones en C, excepto las
relaciones donde se consideren subcon]un'os de distinto nivel, :

DEF 1,34;
A los elemenfos de un con]umo C'se Ies llama lndivlduos

DEF 1.35; ;
Et conjunto Tde ﬂpos. es el minimo conjunto que sahsche.

Cr con reT denofa al conju
Individuos son relaciones de fipo

DEF 1.36: Uy

Sea A cualqulef con]unto y h una fu cion tal que hil 5 A con I un ..on]unfo de
indices: st hno es lnyecflva entonce { h(n) / Iel) es un subcon]unto de Acon
repetlclones .




DEF 1.37:
Una estructura M asociada a un lenguaje de orden superor es cualquiern
conjunto {Bt} reT tal que para algin conjunto de indf viduos C. ﬂoﬂo 5: es
subconjunto de Ctr con repehcxones y B-—C~C ;

DEF 1.38: . LR Sy
Una esfruc'ura M= (Br) teTes compleru s en lu funcién hv. T - (Bt) +<T. pova
cualquier 1T, Br comlene todas las relccmnes de Cl’

DEF 1.39: -

b Para todc consfc:nte individual que aparece en cualquier aek, ei fipo de los
lugares’ en los cuales apaece, es el mismo en toda aek.
un con;unfo de enunciados estratificados de _p

Cons'un!es mdlvuduales de 5"} - {Bx}teT con
(Br)rsT esrrucfura asocloda aun lenguaje de orden superiory g myechvo ’

DEF 1.44:°

ificado o de .p es admisible en M bojo g <> foda consfunfe -

"~ individual 3 que aparece en a pertenece al conjunto {* Constantes individuales
de 5"ty g(c;)e(Br) teT tal que el tipo de g(c:;) es el fipo de los lugares enfos
cuoles c, aparece en a. :

DEF 1.45; :
Un enunciado o de f estratificado y admisible en M bajo g es verdadero en M
Mpsa) = o
a) a: Prla,by....be}. Mlgu < [glbi)....g(br} satisface la relacaon g(a) enM.
- b} P Mbga e Mg, SR O
U wpvieMiga e MEgBo MK,
wl Pat. Mg e Mpg By Mgy,
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w Bosy. Mg < Mibkgl 0 Mpgy.
u. ﬁ.-y MEga = Mbg =7y Mbgy—}.
Txf{x}. Mz vxB(x) = Mg Blc) para toda c; e{"Constantes individuales de
I"" ) tal que gic}e{Br} 1eT y su tipo es el tipo de los Iugares en ios cucles x

aparece en u.
o) a: Txf(x). Mg Expix} = existe ¢; € {* Constantes mdmduqles de /’5" }donde .
MpcBic) tal que glc) e {Br} 1eT y su tipo es el tlpo de Ios Iugcres en fos cuoles X
aparece en a. P

DEF 1.46:
Sl es un enuncicdo admisible en M bcjo g, 1c:! que n
entonces es falso en M (Mg al.

DEF 1 47

c::oM}-gu. VueK

-Se hcce Una extension de _55 ‘a un lengu
-.pu(OdOr son predlccdos de aridad uno VreT)

Los preduccdos O‘r se llcmcrc:n mmbolos de tlpo de primer orde

Sa defme un mapeo o tc:l que gn (" FBF estrchfcadcs de _55 " ) — ("FBF de _5‘ " ).

1. Si « es FBF atémica entonces grfa)=a,
2, Siw:1p entonces gila)="g(B).

Sl a:Bvy entonces gifa)=giplvgify}.

Si w:Bay entonces gufa)=gi{p)~gn{y).

Si w:p—ry entonces gia)=gi{pl—g-(1}.

Si w:fesy entonces gia)=g1{Blegr(y).
3. Si w:3xP. entonces g:{u}=(2xOt(x)~gi{f})) donde t es eI hpo de Ios Iugares en los cucles X
oparece en fi. Si x no aparece en p. entonces t serd del fipo 0. ’
4. St urvxB, entonces gilu)=(vxOr{x}-gi{B)) donde 1 es el tlpo de Ios Iugcres en Ios cucles
x ocurre en f} y si x no aparece en § es del tipo 0. BEEE

DEF 1.48:
gilu)=ugq es el tipo fransformado de «.

A una estructura M asociada a un Ienguc]e de orde csoclo una .
estruciura Mg asociada a un lenguaje de primer;orden, en:la’ cucl . con;unto de"
individuos es {Bt}reT y el conjunto de relaciones serd (Rr)\'eT ]unio con’ (Qr con 1eT-{0)}
donde las Rt son relaciones de aridad uno y G son relaclones de la misma arldod de Pr.

DEF 1.49: g i
Sea Be{Bt}reT. esto es B es un lnd|v1duo de ng entonces Rt(B) estc en Mg| et es
el fipo de Ben M.
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DEF 1.50:
Si Qt es de aridad n+1 y t={ti....ta} ¥ B.B1.....Bn sON individuos de Mg, :
Mg FQ1(B.B1.....Br} = B es de tipo Ten M. B es de fipo T en M para cada |-l ..... ny

la sucesidn (B1....Bn) satisface B en M.

A pc:r11r del mapeo g defln;do cnterlorment ; defi os ofro” mabeo. dl cual le
llamamos @” v g’ {"C.l..y predlcados de' S\ - (Br)teTu(Rr)reTu(Qt)reT-(O) tal ‘que

(c;)e(Br)tsT sic;e{"C.l.de .5"') g (Or)E(Rt)veT Y g/(Pr)e(Qr)teT {0}

' Seaa un enunclcdo estfqﬂﬂcadé_ y"c'dm‘:s_lble“\’er.n'M bclé g M }-gq'p Mgn ko gt

Por induccién sobre el nimero de cuantificadores de o,

=] Base de induccién. :
Sea a un enunciado atémico, a:Pt(a.br...ba) con t ={ti,..t} ¥
{gla).g(br}....glbn}} < {Br}rel.
Tenemos que Mlga & {g(b)....(g(bn}) satisface g(c) en My Mg l-g as
Q1(g’{a).g’(b1)....g[bn)) es una relacién en Mg, ademas glal=g'{a) y glbi=g’ (&)
con I=1....n donde {g’(a),g’(b1}....a"(bn]} @sta contenida en (BT)TETY como
a=agt, enfonces M kga < Mg kg ug.

Suponemos que vale para aquellos enunciados estrohﬂcados conh
cuantificadores.

Sea a:3Ixf{x).

Tenemos que M kaxfi{x) < existe cje{"C.). de "} tal que M l-g[)(c,) con ﬂ(c;)
estratificada y admisible en M, por hipélesis de induceién M ki) o

Mg ka'on(Bici)). gi{Blci}) se puede obtener sustituyendo x por c en gr([S(x)){ y
como B(c)) estratificado Mg kg Otlc)) con t el tipo de los lugares en los cuales ¢;
ocurre en fc)), entonces Ma: ko Ot{ciagi(B(c)) = Mgs ko' [3x(01(x)/\g|(¢(x)))] =
Mg kg ag. o

<] Sea Mg kg agi entonces Mgi ke Ot(c)agi(B(clipara alguna cie{"C.\. de &'}
: entonces Mg kg'O1(c)) y M1 ko'gi{Blci)) entonces plc;) es un enunclado
estratificado y admisible en M. Si Bl fuera falso entonces M1fgBic) = por -
hipétesis de induccion Mg ke g1{B(ci)). lo que es una confradicceidn.
Por lo tanto Mg Ble)} = MEgIxp(x) = Mpgag

" PRINCIPIO DE FINITUD EN ORDEN SUPERIOR "'

DEF 1.51: :
Un conjunio K de enunciados de _p es conslstenfe PEN K es esfrohﬂcado, admlslbte

Uy verdqdero en M estructura asoclada de orden superlor

“Seak un con]unfo de enunclodos deunle Agua]e _{? sl todo subcon]unto finito
de Kes conslsfente, entonces K es conslstenie : s
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DEM:

Sea £’ la extension de 5° y Kgi ={ug'} para todo ueK.

P.d. Kg es consistente en primer crden.

DEM:
Sea H cualquier subconjunto finito de Kgi entonces existe K'cK finito tal
que u’q: eH para toda i1’ eK’.
Por hipdtesis todo K'es consistente, entonces existe M* estructura
asoclada a un lenguaje de orden superior tal que K’ es estratificado,
admisible y verdadero en M’, Pero a M’ se le puede asociar una
estructura M’g1 asociada a un lenguagje de primer orden, entonces por el
Teo.1.18. M" fK* = M’g1 fH entonces H es consistente. Como H es
consistente y es cualquier subconjunto de Kg: en su forma de primer
orden, por el principio de finitud de primer orden Kg: es consistente, esto
es Mgi fKg1 y por el Teo.1.19. Mg1 Kgr & MK, entonces K es consistenteg,

Ahora se tendrdn un considerable nimero de definiciones para proponer nuestro
medelo no-standard respecto a lenguajes de orden superior vy sus estructuras asociadas,

DEF 1.52:
Sea K un conjunto de enunciados de un lenguaje de primer orden y o un
enunciado. Se dice que a esta definido en K si toda constante individual a todo
pfedlcho que ocurre ena tamblen ocume en K, esto es, ocurre parc algun
o EK. 3 :

DEF.1 53 3
Kes contrcdlctona o Inconslstente ©no es conslstente

DEF154‘ g Eie . G ST e

o es educl dq Ksi l<y(] q.) es confrcdicioﬂcl, lo cval se denota °7°,","°,K|’“~'
DEF 1.55: . S
Sl o es Un enunclado estrahﬂcado yKun con]unfo de enuncludos esfrotlfxccdos
‘de un lengudje de orden superior, entonces, o 'esta definida en K sl todas las
consiantes lndlvlduaies que ocumren en a icmblen ocurren en K. :

DEF 1 56 . )
- Es cdmlslble enke Ku(cx) es estramiccdo

DEF 1.57: : ! - )
oes dedumble en K = Kuﬂ u.) es estrchflccdo y contrc |ctcrlo. g

DEF 1.58: - :
SeaKun con]unto estrahfucado de enunclcdos de un Iengua]e .55 Yy sec S {"C.l. -~
que ocuren enK” ). Bl 1Ipo de ccdc ceS Jes eI ﬂpo de los lugares en Ios cucles c

- ocure en Ios enunclados de’ RS

DEF 1.59:" '
Siel hpo de un ceS esT

Ac={des/k HEIx)(P’r(c.d,x))).' -
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DEF 1.60: :
ce$ es concumente < para todo conjunto finito {d....dnjcic sucede’
KHEx){Pr(c.drx)a...APt{c.dnx)). . .

DEF 1.61: :
Sea Si el conjunio de todas las C.l.en S tal que son concurrentes Pora todo .
ceS seleccloncmos una C.l. e'#c fal que ¢’ &S, def:nlmos s¢ como el conjunto de
todas las ¢’ antes definidas. .

DEF 1.62:
Para toda ce$i, sea Ke el conjunto de enunclados ﬂcd Pt(c d c ) pora todo
deac.
Ku=uKefceSi).

DEF 1.63:

El conjunto A=K KU se define como el alargamiento de K.

Sea H un conjunto de enunciados en un lengudje ./ de prlmer orden. y sea

§'=("C.l. que ocuren en H" }, tenemos un mapeo h: § —». 8" con §" con]unto de‘,

constantes individuales en (/. Sea Hi el conjunio de enunciados que se obhenen de H,
sustituyendo cada ¢e$§’ por su imagen hic)eS™.

1EQ 1.20;

Si H es consistente. entonces H es consistente.

DEM:

Por R.A.A. suponemos que H no es consistente y sea i el enunciado que resulta de

« por sustituir cada ceS’ por hicje$™".

Caso 1t
H no es estratificado.
Entonces existe una c C.i. que aparece en ueH donde el tipo de los
lugares en los que aparece en u, s distinto en alguna ocurencia, asi hic)
que aparece en fieH. es distinto al tipo de los lugares en los que aparece
en alguna ocurrencia. lo que es una contradiccion por ser Hi consistente.

Caso 2:
H no es admisible.
Asi existe una constante ¢ en « tal que en el mapeo g: {"C.l. de 5"} —
{Bt}reT. g{c) no es del tipo de los lugares en los cuales ¢ aparece en «, de
agui glh(c)) no es del tipo de los lugares en los cuales hic) aparece en 3,
lo que es una contradiccién ya que Hi es consistente.

Caso 3:
H no es verdadero.
Esto es que existe ueH tal que kg entonces Hilkgh, o que es una
contradiccién por ser Hy consistente.

Per lo tanto H es consistentegy

I1EQ 1.21;
Sea K un conjunto estratificado de enunciados de un lenguole L SiKes
consistente, entonces A su clcrgomlenio fcmblen es consistente.
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DEF 1.64:

Es suficiente probar que A1 =K Ku’ con Ku' subconjunte finilo de Ku es

consistente. :

Sea Ku’={Pri{cr.du,cr’)...Pulciduier’),
Prz{cada,c2’)Przfcadaacy’).

Ptn{Cndn1.Cn’}...PTn(Caduncn’}}
con ¢i=cj con izj para i.j=1....n.
Como K es consistente. entonces existe M, estructura de orden superior tal que
MK, entonces:
KH3x}(Pri{cndnxja..a Prifcrdunxja
Prz{c2.dax) A APt2{C2.dnax)A

Ptn{Cn dnx) A AP Th{Cn dnin X))}
Esto nos implica la existencia de C.l. c1""....ca”” en 7 fal que bajo un mapeo g.
glci”)e{Bt}reT para i=1....n v
Por lo tanto Ku''={Pui{cr.di.ci’)
Przfcadanea’)

Pufcidunc’”).
ta{Ca.danaca’’).

Ptn{cndniCn’ ) Pra{Cr.dminca’ ")}
es verdadero en M. Sea A:=KuKu'', Por Teo.1.20 $'={"C.I. que ocuren en An") y
§=§8'U{c1”....cn" "} donde hic)=ci para fodo i=1....n y hici'}=a’" parai=1..ny: =
como K y Ku'’ son verdaderas en M entonces Az es verdadero en M. Lo que nos R
implica que A; es consistente y de aqui A es consistente. . S
Por el principio de finitud A es consistenteg

Sobre estos alargamientos de K se construird un modelo no-standard.

Sea I'c St y Kr =uer Ke entonces KrcKu. Al conjunto A =KuKr es el clcrgam|ento "
concurrente de K, el cual denotaremos como el alargamiento " de K. T

Se flene que ArcA y que A; es consistente si K es un conjunto esfrchflcado de E

enunciados, consistente por el Teo.1.21. Asi se tiene Asi =A,

" DEF 1.65:

Sea M una esfructura tal que Mk K, a M le llamaremos el modelo I de Ksi Vcel"
existe una C.l.c fal que coda uno de los enunciados ued:Pr{a.d, c] vder es
verdudero enM.

Por definicién se hene'que un modelo de Ar serd un modelo I de K.

£n seguida seit:‘én’st:ruirc'x el modelo no-standard de A,

Sea N Un conjunto numerable de individuos y sean Ty y T2 relaciones ternarias

sobre A de tipo {0.0.0). estas relaciones Henen el mismo comportamiento de la adicién y
el producto. Para la igualdad se tomard la relacién de identidad sobre N de tipo {0.0),
denotada per e.
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Sea M={Bt)reT normal y compacta. sea g un mapeo tal que:
g: {"C.l. de %" } — (BilreT:.y g inyectivo. Sea K el conjunto de todos los enunciados

verdaderos en M que solamente involucren condiciones iniciales.

Se considera la relacién binaria sobre N que tiene la expresion x<y incluida en los
Bioo). denotaremos a la relacion como m en el lenguaje (45 entonces Pz (m x.y} significa

X<y,

El dominio de m en el primer argumento es N. Sean di....d-» elementos de N,
entonces el enunciado
i3y} (Poo(m.diLy}A.. APag{im.dey}
es verdadero en M. con esto tenemos que es cierto que existe un numero natural que es
mas grande que los nimeros naturales denotados por di..dn en el lengudje I8
entonces aeK, por lo tanto K ke, de aqui se tiene que m es concumente para K. Sea I'={q}.
cualquier modelo I' de K Io llamaremos un modelo no-standard de orden superior de lo
aritmética.

DEF 1.66:
Sea M={Bt}reT una estructura de orden superior completa y normal. dado g: {*C.I.
de 5"} > {Bt)reT inyectivo sea K el conjunto estratificado de enunciados
admisibles y verdadercs en M. se tiere que I'=S: . es el conjunto de todas las C.I.
concurentes para k. Se dice que toda estructura de oredn superior que sea un
modelo I de K es un alargamiento de M.

Sea *M un alargamiento de M tal que tenga como conjunto de individuos a *N.
donde *N es extension de Ny *M una extension de M con las siguientes caracteristicas:
Sec M={Br}teT y *M={"Bt}reT. para cualquier PeBt y sear la C.l. de /S tal que gir}=PR y sea
*R=g{r} con *Re{*Br}1eT. *R debe ser de! mismo tipo que R. entonces *Re Bz, por lo tanto
la funcién fr : R —» *R es un mapeo inyectivo de {BtyreT — (*BrreT.

Ahora se frabajard la concurrencia con relaciones de M.

DEF 1.67:
Una relacidn binaria de R de tipo 1 ={1: 12) es concurrente = la constante que
denota a R es concurrente conrespecto a K. esto es R es concurmente = pora
cualquier conjunto finito {Ri.....R-} de relaciones de tipo 1: tal que para algun

conjunto {R1"....R"} de relaciones de tipe 1. los pares (P- R ). {R-.R.} catistacen
R, entonces existe una relacidn Rt de tipo 12 tal que los pares (R+.Rr).... (R~ Rt}
satisface R.

Sea 7 un filiro sobre un conjunto de indices | y sea P={(N B}/ BcAzl vy Bes }. el
dominio del primer argumenio de esta relacion es . Si Ni..N-er se tiene que
B=Nin...nNn Yy como Bey". Bci Yi=1....n, enfonces R es concurrente.

Sea M={BtjreT una estructura de orden superior completa v normal donde

*M={*BtheT es un alargamiento de M normal con B:=M y *Be="M. en genera! no sucede
que *M sea completa dado que *8t puede ser un subconjunto propio de *Hr.
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DEF 1.68:
: as relaciones que pertenecen a *Br se les lamard internas y las que pertenecen

3 *Nrt -*Br se les lamard externa.

DEF 1.69:
Cualquier relacién interna que pertenezca a {BrjreT serd llamada una relacion
standard o sea. una relacidn es standard si es denotada por una C.l. de K.

1EQ 1.22: (* COMPACTIFICACION ™)
Sea B un conjunto de conjuntos en M de tipo 1'=((1}){B=Bt’). Seacia Cl. enKlia
cual deinota a B en M y sea *B el conjunto standard el cual es denotado por ¢ en
‘M.
Suponemos gue la interseccidn finito de elementos de B es distinla del vacie.
Entonces existe una relacion interna F de lipo 1 en *# [en *Br) tal que fodo
conjunto standard *G=*B, contiene o F.

Cualquier conjunto standard *G. denotado por g en K. es un subconjunto de *B
> el conjunto G en M. el cual fambién es denotado por g. estd contenido en B.
Sea R ia relacion de M de tipo u={{1).1} tal que es denotada porr enK. el par
{G.G:) satistace R = G es de tipo {t} y GeB. con G- de tipo 1y G:<G. Por hipdtesis
se fiene que la interseccion finita de elementos de G es no vacia, entonces R es
una relacion concurrente. por lo que existe una relacion F en *M tal que el
enunciado Puir.g.f) es verdadero en *M para todo g ia cual denota un conjunio
standard *Gz*8 vy para la C.l. f la cual denota a F. Por lo tanto F esta confenida
en todos los conjuntos standard *G los cuales estan contenidos en *Bg

Sea R en M de tipo 1=0. indicaremos a la relacidn en *M como *R gque es
denotada por ia misma C.l. en K.

Sea M un conjunto en M gque se denota por u en K. para todo UeM en M. *U es un
elemento de *M en *M. pero si u denota a U en ¥ entonces MEPr(uu} YreT entonces
*MEPt{uU} vreT.

1EQ 1.23;
El conjunto "M contiene una relacion interna no standard = M es infinito.

o

DEM:

<] Si M=o enfonces * M=,

Supongamos gue M contiene exactamente n elementos y sean U- ....U- dichos
elementos tales que son denotados por ui....un en K. 3upongamos que el tipo de
cada U coni=l..n esn, entonces el tipo de M es {w). Sea 1 ={{»).c’). entonces el
enunciado

7x{Pa(p.x) - {Pr{e.,.Ui.x}  Ptle,uzx)v....Pile u- «)}) donde e, denota la relacion de
identidad en N, es verdadero en M. entonces perterece a K, Por lo tanto
también es verdadero en *M donde e, dencta también una relacion de
identidad en *M. entonces *M no puede tener otros elementos que no sean

‘U ... "U- los cuales estdn denctade: ceru . u- en ¥ Porlo tanto para que *M
contenga unaraiacion interna 'a cual no s=a staraara M tiene que ser infinito.
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Supongamos que M contiene un numero infinito de elementos. Sea Rs la relacion
binaria en M tal que el par {U.U°) satisface Rs > UeM. U'eM y U=U", Rs s una
relacion concurrente, ya que M es infinito, entonces existe una relaciéon F en *M
tal que (*U,F) salisface Rs paro toda relacién standard *Us*M. Por lo tanto F es’
una relacion interna la cual per?enece a 'M y es diferente de fodos los elementos
standard de *M. :

Por lo tanto es no-standardg
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CAPJITULO IV

CONSTRUCCION CONJUNTISTA DE UN.
MODELO NO-STANDARD



INDIVIDUOS Y. SUPERESTRUCYURAS "

£l objetive de esfe ccpnulc es dar unc ccnsfruccton no 1ogncc PErD no por eso.
menos formal de un modelo no standard. Esfo consfrucclon es mcs dlrec!a y se ufiifiza
teoria de comuntos paa Ilevclla a efec'o G i

DEF2.1:7

n cén}unto individuos esta formado por elementos que no son conjuntos.

de individuos fal que:

S1"Sc uP(Sa)

Sm -Sx uP{S )

Cada Sies honsiffvo ensA:

Por nducc 6n sobre la comple]idad de los con)unios S
Base de induccion =0, ¢
> $o @5 ransitiva ya que xeSo es lo mismo que xeS.”
Por H.l. suponemos que S. es fransifiva. |
P.d.que Sm es trcnslﬂva

- DEM:: e ‘
Sea xeSm S enionces P -S o st(Sn)
En el primer caso xgSipor H.l .
_En el segundo caso xg$ por defunlclon del con]unto polenciu
Pero sl ScSi1, entonces x&Si. ;
- .Porlo funfo Sie1 @5 fransmva. :
LEMA 2.1;
Sixeyy yeS. -8, entonces xeSki.

DEM:
Como yeS, >0, Por deﬂnlcton de Sn . se Hene que yeSn ] ygSu
En el primer caso se tiene inmediatamente que xeSk. .0 -
En el segundo caso cqmo xeyya la vez ycShi, entonces xeSu.
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) SA es fransitiva en SA,

Si xeSA-S, enfonces xeS$i-S para algun i, o xeP(Si}, y por Teo.2.1., xgSAg

“ UNIVERSOS "
DEF 2.5:
Sea S un subconjunto de individuos. Un subconjunfo U de SA es un universo con
Individuos S si:
a) Qel.
b) sgU.

<) Si x.yel entonces {x.y}eU
d) U es fransitivo en SA,

Nota: SA es un universo con individuos S.

A la superestructura SA se le denomina el universo standard con Individuos S, A
continuacién se hace la construccién de ofro universo, llamado el universo no-standard,
cuyos individuos incluyen los elementos de S y sus propledades estén rel clonados con
las propledades de SA, :

DEF 2.6:
Sea | un conjunto no vacio de indices, sea #un ulfrafiifroen |, y seq ula medldc

inducida por . Se dice que una propledad de elementos de | se tiene casl
dondequiera (c.d}, si el conjunto de elementos de | para los cuales la propiedad
se tiene, flene medida 1. Donde la propiedad falla tiene medida 0.

La medida quedard definida como:
HeiP(l} = {0.1}

DEF 2.7:
Seafuna funclén tal que f:f —» SA, donde fi=f{i} Viel, -

DEF 2.8

Pao cada neN, seo

5 SA'con hien ©.dl) y Z=un ¢ NZn.

Larelacién ~ es una relaclén de equlvalencle en Zo.:

Es claro que H y que f~g lmpllca g~f
P.d. que ~ es fransmva. S
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DEM:
Supongamos que f~g y g~h. enfonces las ecuaciones fi=gi y gi=hi se tienen
c.d. L

~ La ecuqcién fi=hi se fiene siempre y cuando se tengan las 2 anteriores: en

consecuencia falla a lo mas en la unién de conjuntos cuando cada
ecuacion falla, esto es en la unién de 2 conjuntos de medida 0. Porfo
tanto fi=hi, asi f~h,

Por o tanto ~ es'unu relgl:lén de equivalenciag

DEF 2.10;
’ Para cada fel. sea f-(gelu/g~f)

Nota: Zo quedc dlvidldo en clcses de equlvolencla ajenas fdonde W={ f/felo).

De la Def 2.10 Y la noia se ﬂene que para x.yeS, st xzy, enfonces x y.

Ademds SCW y VxeS so flene x. j L ‘ ‘
Se definird ghora un unlverso W con Indlvlduos W, al cual se le llamo el universo
no-standard comespondiente a SA

~ Se tiene la superestruc’ura w ] Wa‘QP(Wo). Wm=WuPlW|).

W enlonces consta de Wjuntg'vcop S

DEF 2.11: S -
Cada elemento fEZ.. 1iene un correspondlenf teW.{ y estos : f constituyen W,

DEF 2.12: T
A cada feli se le asocla una . feW, VieN.

DEF 2.13:
Pard feZmi-li se deﬂne f-( g/QEZI y g)eﬁ c.d.), se tiene que para cada ge fse
flene que geW.. por lo tanto fgWiy feWm .

DEF2.14: _
W=( f/ feZ} con W el universo no-standard correspondiente a SA,

Dado que SAcl, vseSA existe un comespondiente se W. Todos los. s para los
cuales seSA son llamados los elementos standard de W. Los elementos restantes de : W .
son llamados los elementos no-standard. En particular los individuos sfandofd son todos ‘s
los elemenfos de $; los individuos no-standard son los pertenecientes a W~S ;

DEF 2.15: o
S?cm rseSA. Si existe uno y solamente un 1eSA 1cl que <s.t>er el cual se escribe
rTs=t

La operacién T fiene las sigulentes propledades:

1. Sir es una funcién y sedom(r), enionces r?s-r(s)
2.r1seSA para todor.seSA, .
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LEMA 2.2
Para f gel tenemos que ge = g.eh c. d.

Sivi,qez y fi=gi c.d. entonces ' f= g.

: Por el lema 2.3, sea f,geln
S n=0 el resultado se sigue de ia deﬂnlclén. AIINIE
Supongamos que f.gein-lo.’ n>O &
-Como fu-gc c.d.’se fiene’ que para cuatquier kel

egncd & ke 3

Como T, g'son conjuntos, f.geZo.
Sea A=ficl/icai).

P.d. pfA}=]

DEM:

Por RA.A. suponemos que plA}=0.

Para leA, el conjunto ki=@. Para iel-A, sea k; tal que kief; peroknegn Como .

para algin n, fieSy c.d. se tlene por el lema 2.1 y teo 1.14 kieSni c.d. Asi -

keZ, como kief, c.d. por el lema 2.2 ke . Por hipétesis ke g esfo es knegr )

c.d. Pero kiggi Viel-A un conjunto de medida 1 lo que esuna

confradiccion, )
Por lo tanto figgic.d. g

Para f,_é‘eZ tenemos:
l..fe g=fiegicd
2. f=gefizg.
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Ambos lnclsos quedon demostrados con los lemas anteriores. excepio Ic: :

suficlencia del Inclso (2) la cuol se probcrc a conﬂnuaclon‘

DEM: . ¢
Sl = gentonces f: g y g: f Por eI Lema 24 f‘c;grcd ygu;f«cd Asi

: d

“Sea’ R cuclquler elemento de: k. Enfonces hiekic.d
- ohi=g’’de aqul se sigue que hi:

LEMA 2, 8

_E_‘DM"‘ : : e
Sea ki={fi.gi} Vi, Asl por lema 2.6 k=( T, r | : 4 h={ . @) & tuski "
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Sea f.eSn c.d. para cada isl.

Caso 1: kies la Unica m tal que <gi.m>efic.d.
Enfonces <g:.ki >efi c.d., por el lema 29<g kse I, Suponemos qug
<g hsef. por el lema 2.9 <g..hi >efi c.d. Entonces hi=| kxcd y h=k. ..
Porlo tanto k=1 g. ; e

Caso 2: ki=@ y existen I.m tal que lzm y <gi I>efi, <gi ,m>ef» [=X d
Entonces en un conjunto de iel, de medida 1 se puede deflnlr 1,"U| ?al que 2
tieuiy <giti>efiy <giui >efi g5
En el conjunto de medida 0 donde este caso fcllc, se'fiene On con]unfo .
de medida 0. donde se de_flne ti=u =@. Entonces ti,ui eSa c.d.\ esto es que -
tuel. Porellema29< g. e f.< g, Ure fypor teo 2 .En'onces

1 g=@. Pero ki=@ c.d., asi k=@,

Caso 3: k=@ y no existe m tal que <gi.m>efic.d. -
Suponemos que < g, h>e Tp.a. hel. Emonces <g|.
confradiccién. !
Porlotanto_f1 g=0= k.

PorlotantokeZy k= f1 og

efi c.d. lo que'es una

LEMA 2.11;
Seaf.g.hel. Enfonces h= 1 g h(-fa fgx [X d

5 . o L
Sea ki=f; Tgi vi. Por el lema 2,10, k— f T ay por teo 2. 4 se tlene el resultqdo.

Secfghez entonces 5
ol h=<f g>~=h|"<fl—gl>cd. "',

e rﬁas 2.ey2.!o..
o LENGUAJES " Z'

Pcro cuda unlverso U se consfruye un Iengua]e correspondlenie J;u con el cual
hcblcremos sobre U ; :

DEF216 S

El Iengucje oLy es l'g pcre]c ordenada fu=<Su.du> ‘con ¢ un conjunto no vacio
de simbolos construldo de ia sigul r s,
a) Los simbolos: =,¢;14,3,{ ).<>1;
b} Un conjunto infinito numerabl de variables {x}ici :

c)Un con]unto infinito numerable 'de constantes {cir donde ci es eI nombre -

Nota: Und expresion es una sUcésléﬁ finila de elementos de wzu.
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DEF 2.17:
Una expresion t es Ilcmadc: un término de L si existe una sucesnon ﬁnuta de

expresiones t,..tn=t tal’ que pc:ru cc:d y con i=l....n.
a) tiesuna varlable de Jfu - ;

b} tres'una constunie de .p)

e} k=<t > donde ] ket
d) te{t; Th) donde i k<l

Notc Un termlno que no conﬁene vorlables s un termlno cerrado

DEF2.18: . . :
El con}unio Dy s Un col ju as de formacion Unc: expreslon o

g
es una férmula bien formada [FBF) de Ly sl existe una suceslon finita de
expreslones = tal que pard cada'w; con = ! e :

1, w=(t=u) donde t y 0 son termln de v
2. a=(teu) donde tyu son iermlnos ‘de’;
3. = lajdonde J<i,

4, ci={oy nas) donde Lk<i.

5. a=(3x;et)uxdonde k<I vt es un término de ' zyen el cval 'x.- h6 ocUrre. :

érmula o es Ilcmcda ccotada si exlsfe una
s de la forma (Exnel)y Unc

Una ocurren nb
formula B que es parte de o en Ic cucl ocure. xd de B
ocurencia de una variable es li

Una FBF es'un enun lado

Sea 1 un térmi
_ocurren ‘en f, lo” que-
cerado obtenldo de reemplczcr cada’

preciso se dcrcn las slgule es eﬂnlclone

DEF 2, 19 ; :

Sea t un iermlno cerrodo de Ju e defme eI vulor Itlu como slgue
17 lelu=c para foda cel) s -
2. Ictaslu=(ity, tlu). 5
L3 I(tTv)Iu—(HIu)T(I\Iu)

En seguldc: se defmlrcx cuondo un enuncmdo de o es verdadero en U lo que se
denotaro por Uk a.
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1. Up (t=v) e itlu=ivlu

2. U (tev) e (Huje(tvly) . -

LUkl & no es eI coso en que U |- o que se escribe como U']t- a y que significa, a es
falsoenU.: . R

F{anp) ’—"'UPU-YUP‘IS

k k )

(Bnef)u(n)

4.
5 U
Ahord se dardn las iguientes equlvolenclos
1. fav)=1{lanlp)
2. (u—»p)-](m]
3. {aep)=({arp)A(p
4 (Vx.ena-uax.en]

En seguidu definremos cuando estas FBF son verdcderqs. i
. Ub{avp) < Uko'o Up p o ambos,

-2, Ublasp) & ‘cualquiera de los dos U'Il-a o U [
3. UHaesp) < cualquiera de los dos (Upa Y UFf) o (u1|.u y ulr p)
4, UHqueﬂu(xa) = Ulm.(c) para toda celtlu 2 : k

DEF 2.20:
Sea AcU. Entonces Aes deflmble si exlste uno FBF u.—u.(x») de _{,‘u tal que

A={ceU/Ukalc))

Sea t' Xin} UN fermino de o sean g', ..g"eZ. y seo g I‘t( g'. . g")l'

entonces gi -It{g'n. .gﬂ.)l c d
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La prueba es por induccion en k el nimero de ocurrenclus de“{“y'<"ent.
Base de induccion k=0

Entonces { es una variable o una constante.

St es una variabie se puede escribir

t=xy para algon |, Isjsn.

Entonces g=l gi*= gi Por el Teo.2.4 gi=gh c.d,

Pero para cada iel. gi=lt{gh....gn)l. :

Si t es una constante. t=C, CeSA, entonces 't“ b y g'l bli*= b.
Asi por el Teo,24 gi=b c.d.

Pero para todo |, bibl=lt{g"....gn) c.d.

Lo que nos de la base de induccién,

Suponemos que vale para k.

P.d. que vale para n>k.

Caso 1:
t=<v.> donde son v.n términos con k ocurrenclas de "( <",
Sea h=I*v{ g' g")l‘

k=I*n( g'.... gnI*

Por hipdtesis de mducclén
hi=hv{gh...gn}l e.d.
k=h{gh...gnl cd. o
Por definicién de IH*. g=< b, k>,
Asi por el Teo,2.6 v la definicion de Il
gi=<hi.ki>c.d.

=<lv{gh...gmilinigh... ,gw)l> ed.’

=l{gh....gnjt c.d.

Caso 2: g : LT
tT=( vTn ) donde son 1érmlnos que tien k ocurrenclas de "ty de <
donde la pruebc: es slmllar ala del caso lg o .

COR2.1:

Sea t=t{xu... Xm, un término de. _{; Y seqn g'
hi=lt{g'n,....gn)l e.d. entonces hel 'y 'I‘i( g

DEM;
Suponemos que heZ, sea g=I*t{ gl.. » g"j
Por el Teo.2.7 gi=hic.d. y por el teo.2.4: 'g= h. :
Ahora se demostrara por induccion semejante a Ia del Teo 2 7 que hel,
Si  es una constante 1=C, entonces h;= C para todc I€| yheZ
Si t=x; entonces h=gleZ. IO ;
Por inducclidn se tiene t=<vn> y sea
ki=vigh...gn)
k=n{g%....g" : i
para todo el Por H.l. suponemos que kx lieSm para ulgun m y cosl todo i
Enfonces hieSm+2 para casi todo 1.
Finalmente si t=( vy ) , el argumento es ca el mlsmo sclvo qu° h.ESm -

gel. Para cadalel sea’’

1EQ 2.8; (“L@s" } :
Sea u=u(xi ,...xn) UNa FBF de _,(;ysecn gl.. ,g"eZ Entonces 'l-'u( g'. v g") o
Fol{g's...gn) c.d. :
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Por inducciédn sobre k., el nUmero de ocurrencias en a de los conectivos Taa.
Para la base k=0 S .
u=({t=v} o uz{tev]. ’

Siuz(t=v) se fiene *u=(*t=*\}. Por el Teo 2.7 yde que sif, gEZ entonces f= g e fi=gi
c.d. se tiene *p*ul g g 5

o 1 Gl It =0 G @ON®
= Hgh...grli=iv(gli...gn)l c.d.
= ku{g"...g") c.d.

Para a={tev) se sigue un procedlmlento cnclogo, ul reemplczar
Suponemos que el Teorema vale pcra k conec'lvos. :

P.d. que vale para n>k.

oy non

por "e".

Caso 1:
a=1p R
Por hipdtesis de lnducclon ;
*Faf @' @)

= *1F*pl 9t @)

<no es el caso que
Eplgh...gn) c.d.
< 1k plgh...gn) e.d.
= falgh...gn) c.d.

Caso 2:
as(Bay)
Por hipotesis de inducclén’
*Fal @l @
& PR glas gy k8l )
< b plgh..gt) c.d. y kylgh..gn) c.d.
< pafgh..gn) c.d.

Caso 3¢ ' - 8

QZA(Xil e Xin) = {AXkE ) B{Xk X1 20 din) dONDE t=H{X1) 00X} €S UN térmlno de -

=] Supongamos que * ko g g") y sea R=l*t{ g‘, . it Enionces por la
semdnticade *.z. existe una ge W talque ge hy Bl @ gl gﬂ)
Pero sl f.geZ entonces fe g = fiegic.d.yporlaH.l. gehic.d. y o
Eplgugli...gn} c.d.. Por el Teo.2.7 hi=lt{gh....gn)l e.d. Asi para casi toda Isl
tenemos fa(g'...gn} c.d.

=) Supongamos que kalgh...g") c.d. Esta condicion vale vieA donde
u{A)=1. Sea h=lt(g'i...gn)l viel. Por el cor.2.1 hel y hieSm c.d. Enfonces
para cada ieA, existe un v=v(i} tal que vehiy k B{v.gh...g"). -
Sea g: ! - SA un mapeo lal que gi=v(i) paraicA, gi=@ para iA. Entonces
por la fransitividad de Sm, gieSm para cada ieA para la cual hieSm: de
aqui gieSm ¢.d. de modo que gel y para cast todaigehiy k plgi.gl.... .7
Como tenemos que si f.ge entonces fe g fegicd. y porla H.l. ge h

Yy F*B( 8 @' G7). _

Por el cor.2! h=i*l{ g!
Porlo tanto * k*a( @'....
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" PRINCIPIO DE TRANSFERENCIA "

El Teorema de LES en s caso n'O es el Prlnmplo de Transferenclo

PRINCIPIO DE TRANSFERENCIA‘ :
Sea a un ‘enunciodo de

El Prlnclplo de Transferencia {PT) nos sumlnlstra de una herramlenfo baslca para el
anallsls no-s'andard. Un feorema mafem:ﬂlco que es equivolenfe atu pura algun o de

Por eI Tecrema de LDS
‘]-‘a( g) =g I-a(gu) c d

U-Si={cel/ |-'I(ceS.))

Enfonces *{U-Sij={ce

Para I=0 1enemos ‘(U-S)-‘U- S='U 4§ =*Y= W donde ™ *S=W dado que fe e
f,eS c. d esto es & feZo y por Ic deflnlclon de Wi few c» ero. SRR

Si A;‘_S.“enféynces Ag‘A y ‘AnS=A. “‘, i

Sea aeA. Entonces HaeA) Por PT?* Hae'Al ya que o- a=a, 'Por lo fdnto os‘A
Esto muestra que Ag*A. Por lo tanto AC*ARS, :
Ahora sea ae*AnS. Como aeS. *a=a. Entonces . }-(‘os‘A) de modo que por el PT

kaeA esto es aerg
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IEQ 2.11;
Sean x,yel. Enfonces:
1. x=y & *x="y »
2. key & *Xe’y . .
3. tex.y>=<K 0y
4, '(x-’V)=('xT‘Yl.

Los 4 incisos se demuestran con el cor.2 2; sl f gEZ entonces fe g y f= g fieg
cd yf.-—g;cd' porelTeo26. : .

; Secn A.B subconjunios defmlbles de U Enfonces
l '(AuB)='Au‘B RN .

sed A-(CEU/pu(c)) B={ceU/ }B(c}) entonces
AUB= (ceU/lu(c)VﬂlC))‘ :
B}=

“ Por el Teo.2.12.
le_.‘u U,—.U *

. ‘Gh.ﬂk;l). o

'l.)=u"'|=a‘ i),

DEM;
Para cada SieU, tenemos *Sie*U y como *U es fronsnlvu ‘Sg‘U Por lo tonto
(W T TR
Ahorasea fe*U= W, entonces feZ para alguna leN Como f.schd entonces
fe g = fiegic.d. tenemos Te 5=*S. .
Por lo tanto *U=U"0"(Si) g
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Sea Bel, Ae*V ¥ ;ed AC'B. Ehfonces AE'P(B).

Por Teo.2.13 Ae‘s. para olgun xeu De oqui
HVXES|HX¢;B->XEP(B) z

f[C}=(ceU/ |-(3beCl(
Por lo 'anto '(f(C]l

' .fcorgcmgké cL&j'E’l'Nr‘ I{N‘ALIV'IYV)AD_"«” -

DEF 2.27; : ; d : :
Unarelacion r es Ilcmadc concurrenie en U sl reU y si suampre que a|,
emsfe un elemento ctal que <a c>er paru l | et

dnédoﬁﬁ(r).

Para’ probaf el Teoremc de Concurrenclu se necesik: nf
conjunto de lndlces y el uhrnrliro 5 usado enla consfruccicn de

DEF 2.24; y

Sealel con]umo de todc:s los funclones f 1c|l que'
1, f esta definida en'el conjunto de relacl ne: con
como R={reU/r es concumente en U}

sreV el cual se definira
2, Parc 1odo reR, f(r) es un subcon]unto flnho del domr} R

DEF225 . .
: Parcfgel f< @f(r)gg(r) VreR

DEF 2.26: :
. Pcra f gel h= fvg & hel esta definida como h(r) f(rlug(r) VreR

heﬂnl"g o f<h, g<h :
o, f(r)gh(rl Q(l')gh(f)
< vrirluallghlr) 7
< fvgeh -
< helt KT
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LEMA 2.13:
Sea G={" /lel) Entonces Gesunfi Ifro prlnclpal enl.

DEM; - .
1. Como fel fenemos que vfel. [ n] :0 , Por lo km!o 0¢G
2.5i Mo 'eG, enfonces por el lema 2.12 [iFg =l geG.’ : ;
3, Si folr}=0 vreR, se tiene fnel de modo que o eG Por lo fanfo G:@.

Por el Teo. 1.1

* SeareR, tal que reSu. Sea m: I'>Uun mcpeo tal que paa cadu fel <o,ma>ev
; Vcef(r) ComoreRy f{r} es Un subconjunto f‘ nito de dom(r) el mapeo exlste.

Sea a un elemento fijo del dom(r) y sea Tu-(fel/?d.mﬁ >>er)
. Se probcra que u,(Ta)- esio es que Toed, i:
. Se deﬁne gel como:’;

‘= <ami>er
- ::feTa.

IEQ 2.16:(" CONCURRENCIA ")l
Sear una relacién concurente en U. Enfonces existe un elemenfo ce*Utal que
<*a,coe’r qudom(r) .

DEM: : S R R R
Sea c= my sea li=<a.mi> vfel, Como se tiene que sif.geZ entonces h=< T, g> ¢>
hi=<fi.gi> c.d., entonces h=< @, m>=<*a .c>, Por lema 2,15, h:erc d. y cdemcs sl -
f.geZ entonces fe g« fieg c.d. entonces he r=*r., 2 : .
Por lo tanto <*a.c>e’rg
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Se asume que m;s. esto es; el conjumo de los naturoles estan incluidos en el

universo no-standard. En?onces NeSn de modo ‘qUe NeSA, P(N)ES’\ yasi suceswamente :
Por el Teo2 10 N;’N R

enlero mas pequeiio que lo”

“Sea Ac*N tal que Ae*U, A@, Enfonices A ﬂéne Ur_1 elemento minimo.:

- . Sea P(N) Por Teo.2, |4 Ae‘P(n) Como todo subcon]unto no vaclo de N flene un:
", elemento minimo .
. HVXEP(N”(X‘ZV(BmEXHszX)(msx))
Por P.T, <3 '
*HYXe* N))(X-@v(imeX)(szX)(msx)) ¢ A
‘Como’ Ac’P(N) v A=D, por la semantica de ‘< exlsfe un elemenfo meA tal que’
mzx para cualquier xeA. -
Por lo fanto m es el elemento minimog
COR 2.4;
*N-Ne ‘U
DEM:

S *N-Ne*U tendrria primer elemento, lo cual es una confradiccidng
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DEF 2.30: :
Los con)unfos de WA que pertenecen a*Uson Ilc:mados con]un,os internos.

" DEF 2.31: ‘ D ,
Los con]unios de WA que no son |n1ern 5 son conjuntos externos

IEQ 2.19: (* INTERNALIDAD ")

Sea Aun con]unio interno

sea B un subc‘éﬁ}ohcé dénhiblé do *U, Entorices AnB

‘Y=Y(XY1.5.yn) 10 FBF qUe se obﬂene deu'con el keemplazamiento de'cada g por
fa varlable correspondlente y. en 1odas 5Us ocurrencias, De este modo 7 es unc FBF

= he*U/ hihig 9'l.~ .9"-) cd)
“Como A'es inferno, A= g para algun gel y tenemos qUe gFZn
_.Se define k por ki={ceg // fy[b.gh....g")} para todo lel.
- Como gieSa c.d. y Viel, kicgi, tenemos que kneSm < d.:
Por lo tanto kel. E
Finalmente basta con demostrar que k= AnB
Tenemos que . heA e he g hegcd. R
Por lo tanto AnB={ hE.U/hIEgI cd. y klhigh. .g";) c. d)
={ he*U/hiekic.d}
=({ he*U/ he k)—- k.

$i Ay B son internos, AxB mnjlbién lo es.

DEM; .
Usando el Te0.2,13.
Sean ABe*S; /.
Asi }-(VXesx)(VYesl)(SZsSna)(Z XxY)
Por P.T.. -
HVXE.SIHVYE.SINE E'Sm)(l XxY)
Por la semdntica de * s 1enemos Ce

|ntemc>.

i+ tal que C AxB y por Teo 2, 13 C es

IEQ_QJ_..("FUNCION INTERNA" s
Sea f: A'-» B donde A,B son subconjuntos Internos de *U.Seq {x} un término de
'-6 *°| que fia)=|v{a) |‘ para cada geA: Enfonces fesinterno,

Tenemos. que f—(ce'U/’ HEIxeA) (SyeB) (c-
Por lo tanto f es un unto d fnlble de ‘U Tcmblen ILAxB y por Teo.2, 20 AxB’
esinferno,’

Por Io tanto f es |nterno.

44



" ELEMENTOS Y PROPIEDADES NQ-STANDARD "

En el este capitulo se dara una consiruccidn de los elementos  no-standard
basandose en los 3 tipos de construccmr\ pcro modélos no-sicndcrd mencmncdos en los
capitulos cnienores o . X

vqu ‘e elemeniolmente‘
“redles.’ Es?a

A conhnucclon s hcra la conskuccton “del model
equivalente - pero - que no - es . isomorfo “al’ cumpo “ordenado de’ lo
construcclon se basa en el concepto de Ulirapotencias [Mendelson},

Sec [ el con]unto de os' numeros reales. predicados ‘de

primer orden genercllzado col

i 1 Purc: ccda nomero real exls'ie una constante individual ar,
2. Para toda operacion n-aria ¢ en & existe una letra funcional f,.
3 Paro todc relaclon n-crl m eng exlste una letra predlccmvc Ae

Proponemcs a l como el dominio de un modelo_/? de K donde {anf*=r, (f,) =y

{As)*=0

8 Sec:_ on’ Oltrafilfro no prlncipal en el conjunto N de nimeros naturales. De donde
se construye la Ulirapotencia %2 =", en la cual su dominio es *3=", . Por el cor,1.3 w# =
@'y por lo tanto *# tiene todas Ios propledodes en K que# tiene. Por el cor,3.1, ‘J? fiene
un submodelo elemental #* , el cual es isomorfo a la imagen de . El dominio &¢ de #*
consiste ‘de todos los elementos (c*), comespondientes a la funcién constante ct(ij=c
para todo Ien De aqui los miembros de R® serdn los nimeros redles y los elementos de
'l-l' se llaman los reales no-standard.

En seguldq se mostrard que el conjunto de los reales no-standard es dlsﬂnto del &
vacio, s P

Sea nfj)=} para todo jeN . Entonces n,e 3. Se flene que, (c*)<n, p,ci"a: 1ocio cel eh,
virtud del Teo.1.15 y del hecho que {i/e*lil<n{i={i/e<| ). por ahora et ‘conjunto de fodos
los nimeros naturales mas grandes que un nimero real fijio es el. complemento de un' ..

conjunto finito, en el ulirafilro 77 n, es un real no-standard infinitamente grande, donde . :

la relaclon < usada en la afrmacidn {c*)<n, es'la relcclon en la’ ulfrapotenclc »
comespondiente a la lefra predicativa < de K. .

Como *® conserva todas las propiedades de.;z que se cumplen en K, ¥ es un P
campo ordenado que tiene al campo de los nomeros reales #*. como un subccmpo I
proplo, donde *# es no Arquimediano ya que el elemento n,. es mas grqnde ue todos S
Ios nimeros naturales (¢}, de '.?i ’

Sec R el conlunio de elementos f:nnos de 'l el cual contlene a los elementos z
tai aue izl<y para algin v en &%, Sea Ro el con]unto de lnflnneslmules de R que conilene
a'los elementos z fal que {zi<v para todo nimero recl posltlvo (o8
enn £ recxproco 1/n, esun lnﬂnlteslmal.
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CAPIZ7ULO IIJ

ELEMENTOS Y PROPIEDADES NO-STANDARD



. beN, enfonces *

“Porlo ianlo ‘N N*@

. Sea xeR, Sea A={v / vel® A v<x} y B={ v [vel® A v2x). Enfonces (AB} es una
coﬁadura y por lo tanto determina un Unico numero realr tal que .

I VX (xeA—» xar).
2. ¥x (xeB-sx2r),

PROP.3.1:5 .-
La d]ferencia x4 es infinitesimal,

DEM: - - :
N Suponemos que xr no e infi nneslmul =
Enfonces, Ix-1>re pura un numero reat posmvo n .

Caso l x> : : ; " C .
Enfonces x+ > n de donde x> *n >r, pero r +r| EA Io que controdu:e (1). :
Coso 2%y : s
Enfonces r -x >r| de donde r> X, de oqulr o sB lo que contradlce L

(2)- :

. El némero recl 7 fal que X+ es un Infinitesimal, se llama la pcrfe standcrd de x, yse
define st(x] St xel, entonces st{x)=x. x=y significe. que st(x) s1(y] Xzy se lnterpreion como x
yyson cefccnos’ ST : : R

El conjun?o N de nomeros naturales es un subcon]unto ‘de los nimeros reales l En
la teoria K existe una leira predicativa N que comespopnde a la propledad xeN. Asl. en
*# existe un conjunto *N de elementos que scﬁsfccen la FBF N(x). Un elemenio {, de *»
satisface N(x) < {] / Hi}eN }e7: Los elemenios m¢,; para msN son los elementos standard
de *N. mientras n, es un natural no-standard en *&.

Ahova consideremos la construcclon por Iengua]es de orden’ superior (Roblnson) y
por superesfrucfurus {Davis).

Conslderemos ‘ol modelo % = <*N. ('+ .. ;s ‘0 ‘l 1}> donde es JI’ es un
alargamiento para ;- §ii a es un enunclado en ‘s tal que w (VXENHO.)() entonces
./f'HVXEN) (Osx) =3 ./VI-(VXE'N) (Osx) ; [ ; , .

Ahoru supone osm;S enfonces NeS, lo que Impllca q N S'\ y P(MeSA

Vax,....a"en i para = lon entonces )
lanc)eM.... ,(a..,c]eM. fo. que demuesfra la oﬁrmaclon Apllcando el Teo.2.16, se' ofirma
que existe un elemento b en N tal que (a. b)e‘M VYaeN donde *a=a. Supongamos que
*Ha 'c)e‘M(VoeN) apllccmdc ol PT Ha cleM. se tiene que a<c
vaeN, lo que Impncu que se fiene, un ncturcl que es mas grcnde Que fodos lo que es
una contradiccién; Por lo fonfo ce‘u N' ’
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De *N-N=O se puede af”rmor lo mgwenie

1. NS*N.

2, Mesun segmenio lnlclol de ‘n

3.S5iSesun con]untc Intemo de relqclones en ,V entonces todos los elementos de S son

internos.
4. No existe me'u-u fat que seo el mos pequeno de todos los elementos de ‘n-n

IEQ3.1: . ity
El conjunio de natural

necen a *N-N e ’ex!efno :en W

Sea E{4] el conjunto icade de enunciados admisibles y verdaderos en.s;
Ademas el enunclcdo * Todo subcon]un'o no vacio de elementos de N ﬂene un
elemento minimo" es verdadero én./que se expresa con el enunciado
 avx{{3ydmiixy) = [BybeixyialVzdoixzlidpale.y.zvicalay.z))) por lo tanto a
. también es verdadero en */; entonces todo conjunto interno no vacio de
- numeros ncuurales tiene un elemento minimo y como *N-N no tiene ese -
elemenio, en?onces *N-N no es interno. Por lo fanto *N-N es exiemo en ‘/V.

160 3.2:

nes externo en J’

DEM:  .:. RN : Ll B
- Seawvxdy vz (Bmixz) « dmly.z)) un enunciado verdadero en.s; entonces

aeE(#). entonces vfo. o establece que para todo con]un(o de tipo (0}, existe " -
ofro conjunto, el cual es su complemento, pero en '/V“con]unfo" ) lnferpreta .
como con]unfo interno, entonces si N fuera un conjunto interno en'onces NN
también seria in'erno, lo que es una ccnfradlccion. Por lo tant s externo en
. Ppheirtioblihy

Ahora vamos a definir el modelo no-standard pci' K 49, so,l. 1>, Se deﬂne .
E(R). el conjunto estratificado de enunciados admisibles y verdaderos en A, Sea r un
individuo tal que r y sea G={e(r.bi} / bi} donde e es la iguuldcd :

Afirmacion: E(31)G no es contradictorio. : ek

En efecto: Por R.A.A. Supongamos que es confrcd:ciorlo, entonces acG
fal  que E(®)UG'  es contradictorio. sea - G'={le{r.b)lelrbnl}
Egt)Alefr.bi).... nbn}}  es  coniradictorio,  entonces . E(%) felr.bi)~iAeirbn
E(H) l3x[e(rbi)A..aelrbn)] ¥ por la inconsistencia se tiene E{R) pvx [e(x.b})v
aquil, si lnterpretumos en %, implica que todo xeR es alguno de los b| =1,

entonces ‘m esun modelo no-standardg

*H tiene los slgulentes propledades:
1. *Ne'R. .
:2. *3t es campo ordenado ya que el enuncnado "*Jles campo ordenadc

perteneca a E(%)".
3. “Jl noes orqulmedlcmo. yc: que existen ce‘g l mles que r<a Vrel.
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DEF 3.1: : .
El conjunto de los finitos estd dado por F={ae*r/lal<r para algun relv).

" DEF3.2: . . )
B conjunto de Ics inflnnesimales es'a dado por P (ce’l /lal<r Vrel)

DEF 3.3: : g :
‘l-F = I que es el conjunto de Ios lnﬂnltos

F':,mp . (0), "N = N

[ ] de seran los hlpeneqies standard vy los elemen'os de *a-q serdn los
hlpereales no" tandord ‘en generol *2 representa al con]unto de 'odos Ios hlperreoles

Aflrmccl nes

1. E| Oes el unlco hiperreal standard que es lnﬂnnestmal
2.Unre* con r=0 es infinitesimal r-! = 1/r e*r -F.

3.F es subanlllo de*r.

4. P es subanillo de F. :
5. P esideal de F, esto es que st feF y peP entonces fpeP. .
6. P es ideal maximal de F. - - :
niflo coclen'e F/P es un campo... -

i la-bl es Infinitesimal. entonces se dice que a es cercano a b.

El anillo coclente F/P es isomorfo al campo de los nimeros reales &; (Tomando en

Tenemos que si C es una clase de equivalencia en F. médulo P, entonces C no
flene hiperreales standard rir2 tales que r #rz y Iy -1zl = 0. Esto nos muestra que &
‘es subcampo de F/P. Afirmacién: A todo hiperreal feF le coresponde un Unico
hiperreal standard r tal que if+l = 0. En efecto; sl feF entonces los conjuntos
A={r/rer yrsf ). y B=p-A, definen la cortadura (A,B) en &. Searet e real fal que
r=(A.B}, enfonces f~r. Suponemos que f=r, entonces existe cer* tal que sif >r,
entonces | f+ [ z & enfonces r+e/2<f lo que contradice el hecho de quefyr
determinan la misma cortadura: de manera andloga para el caso de f <r;
Por lo tanto far, entonces la blyeccidon f — r nos asigna sl isomorfismo entre £/P
Y ha )

DEF 3.6:

Para todo feF, llamamos atl Unico real standard r, el cual cumple fxr, la porte
standard de f y se denota st(f)-r.
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DEF 3.7
Para todo reg. sea mir)= (feF/k fleP} es la clase de equivalencia de f en *,
maoduio P, llamada la monudqder

IE0 3.4

® @s un conjunto externo en *R,

DEM:
Supcngamos que g es interno en *%, entonces RAN"= N 5 in'erno en*Ry
también en %, lo que confrodice el Teo,3.2.
Por lo tanto & no es intemo en *R.
Por lo tanto g es externo en *Rg
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CANPITULO JYV

TEORIA NO-STANDARD DE ESPACIOS
TOPOLOGICOS |



* NOCIONES BASICAS "

Para terminar con este frabajo, se hacen las aplicaciones de modelos no-
standard en espacios topoldgicos. proponiendo el modelo topolégico *(X.T) construido
sobre (X.T) espacio topolégico, donde los Teoremas propuestos para (X.T) se demostraran
utilizando técnicas no-standard aplicadas a su extension elemental, *{X.T), donde °*(X.T)
s un espacio fopolégico no-standard.

Un espacio topolégico es un par {X.7) donde X es el conjunto y T es una familia de
subconjuntod de X que cumplen con las condiciones de ia siguiente definicion.

DEF 4.1
Una famllia T de subconjuntos de X, donde a fos elementos de T se les lama

conjuntos ablertos: es una topologia para X si:
412, X el

42U1,..Un €T Uinlzn.nlhneT,

43U e Tpaacadaje J. >, el

Los conjuntos cerrados son los complementos de los conjuntos ablertos.

DEF 4.2
Sea (X.T} un espacio topolégico. Un conjunto V es una vecindad de un xeX si V
contiene un conjuto abierto U el cual contiene a x. Un sistema de vecindades Sx
de X es el conjunto de todas las vecindades de x. El sistema de vecindades
ablertas de xeX serd denotado por Tx. Una coleccion B ¢ T as una base para T si
cada conjunto en T es una unidn de conjuntos en B, esto es, sl para cada xeX y
cada VeTx existe un UsTx~B con UgV. Unao coleccidn B es una subbase para Tsl lo
coleccién de intersecclones finitas de miembros de B es base para T. Lo mismo
sucede con Bx ¢ Sx.

DEF 4.3:
Los conjuntos en *T son llamados * conjuntos ablertos de *X 6 *Ue*X. La ménada
de xeX o5 el subconjunto mix)= ~*U{UeTx) de *X. Un punto ye®*X as cercanc a xeX,
ysx y, x es la parte standard de v, si yem(x), st{y}=x. El conjunto de puntos stondctd
cercanos es 8l conjunto sc{*x) =u m(x). xsx Un punto ye‘X s remoto sl no es’ ‘
standard cercano. o

PROP 4.1: AN
Sl Bx es una subbase local pcra x enfonces m(x n‘U (UeBx) y

‘U(Ueﬂx) 2.0V (UeSx). Ademas para cada UeSx existen V; Bx (I s] s n) tal
que NV {1's js n) 1'% por hlpéfesis y por trunsfereng:la ~ViQ s is n) <'u, por lo

i UgV'es & ncurrente es?o es de que
$Vi.Vn'e Tx. emonces U— Vm. nVn scmsfuce r< V|. U >, I <]<n, entonces por el

,‘;*‘5°>




Teorema de concurencia se ﬂene Ia exls?enclc de un elemenio Ue*Tx, ta!
que Ug*V pora fodo Velxi 7 ° : ;
Por lo 1an,q Ucmixig

PROP 4 3 H
Sea C un subcon)unfo de X, Enionc
43,1 Cescble(oam(x);'c parac daxeC.
432 Ces o =@, paaccdoxecc

43,1
=]

¢ exls’a un con]unto cblerto
nc a m(x)' ! UeTx):‘U;‘C .

C distinfo de x.



DEM:
Si A es ol cerado mas pequerio que contienea Ay Aes cewcdo entonces AcA.
Como AUAA= A entonces Ag A . Por lo tanto A= Ag i Lt s

OEF 4.5:
El espacio (X.T} es B :
4.5.1 To si, para cada par x,y de puntos disﬁn?os nX, exlsfe una vecindad abierta
de uno que no contiene al ofro. ;
4.5.2 11 3l {x} &s carado para cada xeX.
4.5.3 T; (Hausdorff} si slempre que xzy en X, exls'en veclndades ablertasde x yy
que son ajenas.

PROP 4.6:
£ espacio 1oplég|co X.7) es
4.6.1 To <> siempre que x.yeX y xem{y} ¥ yem(x} enfonces x=y,
4,627 < siempre que xyeX Y xemly) entonces x=y,
4.6.3 Hausdorff = las monadas de puntos de x son gjenas.

DEM;

4.6

=]
Si @s To entonces {x2y)—[{3VUeTx}{xeUryeU}v(3VeTy)(yeVaxeV)], por PT
*(x=y)—[{IUe*Tx}{xeUnyeUjv{IVe*Ty)(ye Vaxe V] por confrapositiva’
*(vUe*Tx) ixeUnyeUja(Ve®Ty) llyeVaxe V)] - (x=y) esto @s que yer\'U(UeTx)-m(x) vy
xen*V(VeTy)=mly) implica que x=y.

<]
Si yem(x}= ~*U{UeTx) y xemly)= ~*V(VeTy) implica que x=y enfonces se ﬂene que
*{{vUe*Tx){xeU-sycU)AlvVe*Ty)(yeV-rxeV]]>{x=y} esto es B
*{xxy)—{(3Ue"Tx) (xeUnyeU)v(IVe Tyl [ye VaxeV)] por PT si xzy entonces exls'e una
vecindad ablerta de uno que no contiene al ofro;
PorlotantoesTog

4.6.2

=] 5 i =i T
T1.'si {x} s cemado para cada xeX, enfonces {x)¢ es abierto por proposicién 4.3
m(y) n*{x}=2, para toda ye{x)¢ donde si m{y)~*{x}»@ entonces m(y)n‘(x)—(x) osl

: xemly} con la exlsfencla de yz(x)c enionces ye{x}. Por lo tanto y=x,
=]

SixyeXy xem(y) enfonces x=y, esto quiere deck que sl xzy entonces xem(y)
entonces m(y)c,C. tal que Crs(x)—@ entonces C‘(x)C yCes abierf ‘P lo 'anfo (x)
es cefrado; : :

Por lo iunto esTh

4.6.3
=] o :
: Suponemos que (X.T) es Huusdorff y x,yeX son d|sﬂnios, entonces existe UeTx,
VeTy tal que UnV=@, Por io tanto *Un"V=@ Y como mixjc*Vy m(y);‘v enfonces
) i omivi= 2, ' e
=] T N

- SimixiAm{y}=@. Entonces de prop.4. 2 e)dsfe Ue'Tx. Ve‘Ty con Ur\V—Q Por PT
- axiste UeTx, VeTy k:l que UnV~2>. :
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Sean (X7} y (Y.T") espoclos topologicos con ménudqs m(x), (xeX) y m{y) veY)
respectivamente. K

DEF 4.6; T ;

El mopeo f: X—iY es conhnuo en xe)(. s pora cada VeT'u.; le’ covresponde UeTx,
con t{U) ¢ V. f es continua en X si es conhnuo pora toda xeX. Un mopeo inyectivo
fdeXeny, esunhomeomorfs osif -

PROP 4.7:

REM:

=]

=l s
*#{y)=f(x) para cada ysx, Esto es *f{m(x}
Ve*Ty tal que Vg mif(x}). en particul
U;m(x) entonces '1(U) <V, por pdnclp

DEM: :

=] :
‘SeaxeX ﬂ[o pero abi'ralo, Y ea V T'l(n], pof Io .
prop. 4.7, se tiene *fim(x}] < m(f(x)) oV, doA en idn se ﬂane
porque V es abierto, Entonces mix) < *f! :
Afimoacion: *F1[V]=*(f:) [V]} "0 g RIS B
DEM: " x *1(*V} e x =*{*I{y} pora algdr y € Ve f{y)} para olgt'm yev.

Por lo tanto xe*(f![V]} : ;

por lo tanto m(x) < '[f '[V]] ust por . f [V] es ablerfo

<) :
Seu V) eT para cada VeT"u.) en!onces por Prop 4.3(1) mixl o ‘(f[V]) *f*V] v

mif(x)} & *V. pero por Prop 4.2 hocemos *V ¢ m(f(x)) de donde  mif{x)}="V,

Por lo tanto *[m{x)] < ("t *V]} g *V = m(f(x])
Por Io fanto de Prop 4.7 ¢ es conﬂnuc LI

DEF 4 7.

lo 'opolégla débil Ten X. denofudo por la familia{®s / iel}. donde ®y: X = X

' donde (X, T)es una familia de espacios topoldgicos. es la topologia generada
de la subbase TY. que consiste de todas las imdagenes inversas de la forma ®'{U),
UeT Le. T consiste de todos los conjuntos obtenidos de Ia uniones arbilrarias de
infersecciones finitas de conjuntos en Tv,
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PROP 4.8
Stmix) {xeX)es una ménoda de la !opolog(a debil,
Emon;es m(x) (y e‘X/ On(y) € m,(ou(x)) para todo lel}

DEM:
Denofemos o (y e'X) K(x]

el - )
SI x EX entonces pwc: iel, Ios con]un'cs d‘rh[U) Ue‘Pw.; son veclndades ableﬁas
de X. de aquique: " [ S
m(x)g ~{ye'X/ye n‘(@h[U]). UsT‘um) (Iel)
c={ye’X |y e'o'.[n'u (UeT',: w]](lel)
; =K(x} .
. Porio !anto m(x) < K{x).
2l

SIV eTxes una veclndad en lo base de T generadc por lo subbase TY en'onces v
es una interseccién finita de conjuntos de Ia forma @ U, UeTi g . Enfonces - -
Kix)*®\{U). para cada UieTqai o , Y por lo tanto K(x)*V, donde *V es la
interseccion finita de conjuntos de la forma @[, por lo tamo ‘V‘m(x) por Io
tanto Kix) ' m{x}: g

Por lo tanto mix}=K{x)g

DEF 4.8; (LA TOPOLOG‘A PRODUCTO)
Sea {Xi.1) {iel) una familia de espacios Oopolog!cos Entoncas el producto ;
X=I1X {lel)es definido como el conjunto de todos los mapeos x en | con x(ijeX,’ .
. para iel. La topologia producto T para X es la 1opologia 'débil generada por los
mapeos DX X1 deﬁnldos por Mix)=xfi}. .

Como cada xeX es de la forma Xi-U x fiel) éon x(UeXn €l fransformado’ de lu, :
coleccién {Xi/iel} incluye nuevos conjuntos Xi para cada le*i-, Por PI. cadaxe*Xesdela
forma X:*l-»*[UXi{iel]] con x{*)&*Xisi iel, donde si | es no-stond eXi, pero X .
no es Ic: extenslén de un conjunto standar, . T

SI xeX, y mix) son las ménadas en T, entonces por Prop 4.8: m{x)= (ys‘x/y(l)e m{(x(l)f

para todo sfcndar Is‘l)

Sea X=X, donde [Xi.T) &5 Hausdc y .
topolégico con monada mix}. S x, Y € X, con m(xlnm(y) =2, Sea zem{x)~mly).

(X:Ti} es Housdorff se tiene que x=
Por lo Icn'o el producfo es Housdorﬁ.
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“ COMPACIDAD " ”

DEF 4.9:

REM;

=}

<]

I

L XmY, entonces A es compactiog’

Una colecclén ,‘ {Ai/iel}de comuntos fo cubleﬂas)es unu cublerta de AcXsi
AcA i el); Una subcubierta de A es una subcoleccion de d 'la cual tamblen CH

una subcubleria para A. A es un subconjunto compcc?o de un espacio .
topoldgico (X.T). si cada cublerta de A constituida con conlun'os obierfos Ui

.contiene una subcubneﬂa finita,

Sea (X,Tj un espoclo fopolégico. Entonces A < X es compacto a Ooda ye *A es

_cercano a un punto standard xeA.

Suponemos que A es compacto. y existe un punto y, el cual no esta contenido en
la ménada de cualquier xeA, Entonces cada xeA tiene una vecindad abierta Us
tal que yelx. La cublerta { Ux / xeA } de A, tiene una subcubierta finita {U,....Un} €5
decic UrulUzu..Un A, Por ol P.T. *Ui LUz L..L*Un 2%A. Enfonces si suponemos
que ¥ e*A, enfonces y €*U) Uz L. U*Un, pero yetUiu*Uzu o *Un ¢

Por lo tanto yem(x} para alguna xeA.

Por confrapositiva,

Suponemos que A ho es compacte, Entonces existe una cubleria ablerta
A={Ui/iel } de A, la cual notiene subcublertas finitas. La relacién binaria re AxA
definido como <U,X>er ¢> xeU 85 concurrente. Por P.T. exlste un punto ye®A con
ye*U para todo UeA. S xeA enfonces xeU para algun Ued. tal que ye'U.

Por Io 'anfo yzm(x).

SiX es compacfo en la topologia Ty AcX es cerrudo. entonces A es compccto
(por F’rop. 43. 2) o

Sea ye‘A Corno X es compacto exlsle un xeX, c 2 (x] de'do'ﬁ_ae‘ XeA, asl

" algln’~x eA, pero enfonces mlx) .

chsdorff (Pcr Prop. 4.3.2)m

Sl (X,T) y (Y,T') son espoclos topologlcos yf X—»Y es conhnua. enionces f[K] es
compcc'o poroccdc compacio K;:X i ‘
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D

2

DREM;

REM:

Sea KX, filo pero arbitrario y compacto, yex con ye*K y xeK entonces yemix),

3 porcomlnuldad 'f[m(x)]; mifix}). entonces *fly) € m contix} e f{k) y

*flyle*{f[K]}:
Por lo tanto #(K) P compaciog

Si{X, TD os compccto, (Y.T') s Hausdortt, y f:X—Y es continuo:

1, F es cerado.
2, Si f ®s inyectivo, entonces f es un homeomaorfismo,

De Teo 4.6, i{x)cY es compacto, por Teo 4.5 (Y T') s Housdorff y flxlcY os
compacto, entonces f[x] es cerado.

Suponemos que f[x]=Y;

P.D. f @s abierto

Si U es abierto en X, entonces UC es carrado Como f es lnyecﬂva f[U] =Y-f{Uc], que
por el inciso | es abierto; i sl

Por lo tanto f es un homeomcxﬂsmo. )

Si (X7 {iel). son espacios compoctos, v X= nx. (Iel) anfonces X es compac'o en
la fopologla pfoducto T : i ; .

Sea ys‘X: Enfonces y{i} e*Xi para los standard lel, y fambién se fiene que.
y(i)=x{ijeXi para cada iel. Entonces y(i) € m(i} donde mi(x} es la monada de x en
(.1}, Entonces de la def 4.8 yem(x) donde m(x) es Ia monoda enT de el punto
xeX definido por x(i)=x: ;
Por lo fanto yax;
Por lo tanto X es compccto en T.

.SI T o5 subbase para la 10polég"»o de (x.ﬂ y toda cublerta de X por elementos de

T fiene una subcubierta finita. entonces X es compacto.

Suponemos que X no es compacto. Por Teo 4.3 existe ye*X fal que no es cercano

- g unstandard y para cada xeX existe un conjunto abierto Ux tal que xeUx vy

y&*Ux. Como cada Ux es una interseccion finita de elementos V) eT', entonces
y&*Vi, para algun *Vydonde Ux e T para cada X, Por lo tanto la cublerta {Ux /xeX}
no tiene una subcubierta finita Us....Un, pero en este caso *X=*U) L*Uz u.. Uny
ye*Ui para algin y, y esto es una contradiccién, ya que toda cubleﬁa de X por
elementos Ux €T tiene una subcubierta fi nlta. :

Por lo fanto X es compactog



“ ESPACIOS METRICOS "

DEF 4.10:

Un espacio méfrico es un par (X.d). donde X es un conjunto ¥ d @3 Ln Mapeo de
XxX en los % w~ (0} que satisfacen las siguientes condiciones:

a} dix.y) =0 > x=y, Ky €X.

b) dix.y] = d{y.x) xy eX.

c) dixz) <dixy) + d{y.z} x.y.z €X

DEF4.11:

Sea (X.d) un espacio meéfrico. Dos puntos X y y en °X son cercanos si °d(x.y)s0, esto
o5 xsy. La monada de xe*X es ol conjunto mix)={ ye*X / yax }. Dos puntos xy en *X
es1an en la misma gaiaxia si °d{xy) es finito; La galaxia principal de *X es la inica
que confiene a los puntos standard y es definido como {*x). Los puntos en fin{°X}
se flaman finitos.

DEF4.12:

Sean {X.d} y (Y. d) espacios métricos y AcX.

1. Un mapeo F:A-Y es uniformemente continuo en A si, dada ¢ > 0 en, existe 5> 0
en tal que dif{x).f(y})<s para fodos los x.y € A para los cuales:

2, Una sucesidn de mapeos fxA—Y, neN. converge uniformemente en A a FAY,
sl dado ¢ >0, existe keN tal que difa(x|.f{x})<s para foda n2k en y foda xeA.

PROP. 4.9:

DEM:

=)

=]

El mapeco f:A—Y es uniformemente continuo en A & *f(x)=*f{y} siempre que xye*A,
Y xxy.

Seaf uniformemente continua en A, Halkamos §>0 para un 50 dado, Por P.T.

* d('ﬂx) *Hy))<c para fodo x.y €*A para los cuales *dix.y)<5. Entonces se fiene que
* d(*t{x).*t{y))<c para fodo x.y €*A para los cuales xsy. Coma esto es verdadero
para cualquier e>0, e, entonces *f(xjx*f{y) pard xy e*A tal que xxy.

Suponemos que *hix«*l{y) siempre Que x.Ye*A ¥ xsy.Sea >0, con ceR dado.
Entonces se tiene: -

“pE5 *N)B>0 w (Vy & *A)(*d[xy)<E -~ A[*t{x).*f[y]} <c]

Por principio de Transferencia: _

358 & R[5>0 A (vxy € Al{d(xy]<5 - difix).fy)) <c]

que cumple con la definicién 4.12.1;

Porlo tanto f es unlformemen'e conﬁnuch

PROP. 4.10:

DEM:

=]

La sucesién fi:A—Y converge unxformemenie en A afA—Y < *fiixje*f(x) para
todo ne®N-N Y fodo xe*A 2

Sea f:A-»Y una sucesiéh que converge uniformemente a f:AY 8sto nos lleva o
que hallamos ken para un e>0 dado. Por P.T. se fiene que * d{*fafx) *f{x}l<c
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PROP 4.11: -

’ l-(~kENl[(Vneu)(VxeA)(nzk—» Alfaix). f(x))<:)]

- Por fo tcnto fn converge umformemen'e at,

para todo nzk con nz*N 'y todo x2*A, Como esto es verdadero para cuaiguier
e>0.ceRyen pcmcular para todo ne*N-N. n>k con keu Enionces *fnlx)= 'f(x)
para’ iodo NE"N-N Y todo xe*A. B

Supongcmos que *f- (x)Jf(x) rara odo Ne*N- N y 1odo Xe"A, Sec >0, conee.
‘}-(=ke'u)[(Vne'N)(‘*xe‘A)(nzk—o' d(‘fn(x) Ne
Por principio de fransferencia

que cumnple con la definicién 4,12.2;

Si f A Y es conhnuc y Aes compucto, enfonces f es unlformemenie conflnuc

cenA.;
DEM: : :
Seo X y e'A con x=y, En?onces XY Y son cercanos a un punto standar zeA, yc: que
‘Aes compacio. *fix) = : f{z) = £y} porser f continuaenz, ﬂnulmenie. upllcondo la
Frop 4 9 se tiene'que’ f as umformemenie conﬁnuc en ﬁ‘ s PR
JEO 411 Gl
Si fiA—Y es una sucesion de funclones conhnucs las cuales convergen
unlfo«memenie enAaf A—»Y. entonces f es continua.
DEMG T e : /
~- - .Sea xeA,ye*Acon y=x, como cada fx es continua, enfonces se tiene que .
*faly)=fnlx) =*n{x), y poOr hipdiesis la sucesion converge uniformemente en A a
. fiASY, entonces *fn{x}=*f(x) para foda neN y xeAc*A, en particular *faly)=*f{x) .
Tconye*A;y.como *fy)=*faly)=fa(x)=*falx]=*f(x). entonces *fly)=*f{x)=f{x): )
Por lo tanto f es continucy -
DEF 413

Sea {X.d) un espoclo méfrico y sea < Sn/ n eN > una sucesion de punfos en R
Enfonces: : 7% i
1,'<8n> converge a S si dada £>0 en N existe keN, tal que d(Sn, S)<a sl nzk. G
2.<5n> es una sucesidn de Ccuchy sI dcdo -:>0 en exlste keN tal que :
d(Sn Smj<e sl n, maki:
3.5esun punlo limite de <Sn> sI para cada e>0enRy cadc ke
1cl que d(Sn S)<e. AR g

exlste unnek’

P

1. <Sn> converge a§ < *Sn=S para Godo ne* N N.
2.<5n> @5 Una suceslén de Ccuchy o ‘Sn-‘Sm para fodo nMe* N- N
3.Sesun pun1o IImIte de <Sn>. & 'Sn~5 para algin ne*N-N. :
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=}

2)
=

l

3)

=]

=}

DEF 4.4

DEF 4.15:

<Sn> converge a S. Enconframos keN para algun e>0 dado. Por P.T.
*d(*Sn.*S)<z para fodo nzk con ne*N. en particular si ne*N-N, enfonces n>k
vkeN. Entonces *d(*$n.*S)<c para cuolquier ceR

Por lo tanto *Sn=*S=S;

Por lo tanto *SnaS Yne "N-N

Suponemos que *$SnsS para todo ne’N. Sea £>0 con X3 8
* plIKe* N} [Vne®N) [n2k—"d{*Sn,S)<¢]]

Por principio de fransferencia:

HIKeN} [[YneN) [nzk-d({Sn.S)<e])

Por o tanto <Sn> converge a Sg

Como <Sn> es una sucesién de Cauchy, hallamos k para un ¢>0 dado. Por P.T,
*d[*Sn,*Sm)<e para todo n.mzk con nme*N. Como *d(*$n.*Smj<e para cualquier
e>0, eeR y en particular n.mzk si n.m e*N-N. Enfonces 'Sn=‘§m sl nme*N-N.

Suponemos que *Sn=*Sm para fodo n.m e*N-N. Sed £>0 con cef,

* M3ke*N){vn.m e"N [(n2k n.mzk}—*d{*Sn,*Sm} <e]]- | ; -
Por principlo de fransferencia

FIkenN){vn.m eN [(n2k n. m2k)-»d(Sn.Sm) <&}

Por lo tanto <Sn> es una sucesién de Cauchyg =

S es un punto limite de <Sn>, hallamos un nok para un keN dcdo yunex0
dado, Por P.T. *d[*$n.*S)<e para n>k, con ne’N para ‘cada keN, en particular st
ne*N-N enfonces n>k YkeN y 'd(‘Sn,'$)<s pcra cualquler >0, ceSR Enfonces
*Sna*S=$ para aigin ne'n-n :

Sl *Sna$ para algun ne*N-N. Sea £30 con ce%R;
* Hvke*N)[3n €N [(n>k Ad{*Sn,*S) <c] :
Por principio de fransterencia::

Hvken)[3n €*N){n>k A dISn.Sm) <] - -

Por lo tanto S esun punfo rmlfe de <Sn>.

{X.d} es completo si codc suceslon de Cauchy enX converge aun punto en X

Sea {X.d) un espaclo mefrico Un punfo ye‘x esun punto pre-cercano~sfcndurd si
para todo standard €50, gxlsfg un s'qndad xeX con *d(x.y}<e.
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PROP 4.12: . Lo : '
Un espacio méfrice (x d) es complefc = todo punto pre-cercano-stclndard ys'X

s cercano sicndord

S

=
] Supcnemos que (X d) e compieto Siyes pre-cerccno«siondcrd. hullumos unc
“sucesion Sn e X fal que’ 'd(Sn y)<1/ Entonces <Sn> es una sucesién de Cauchy
con limite S’y yz'SnS sl ne NN
Por lo fanfo yes cercano standard
=]

ta &u?d ysea :
hollamos keN tcl que cumpla con la

dard en ‘A Entonces y=x pora clgun xeX porque :
45 y por lo hipo'esis que A es cerrado.

DEF 4.16: % FLTa TR L SN
- 'Sed (X.d} un espacio méfrico. Un espacio méfrico {XA.dA) es un complefumlenio»
- de [X.d) sl (XA,dA)} es completo'y existe un acoplamiento isoméfrico @:X—XA (i.e.
dixy)=dA (D(x).Dly)) pora fodo Xy €Xs donde @ es inyectivo) y ®|[x] es densc en:
XA

4 FEL R I .
Cualquler aespacio métrico {X.d) tiene un completamiento (XA.dA).
QEM; i

B Sea X' el conjunto de los puntos pre-cercanos-standard en *X, y XA la clase de

equivalencia de X' bajo la relacién =: asi los slementos de XA son ménadas mi(x')

de puntos pre-cercanos-standard «' e*X. También se tienen que

dAm(x').m{y'}}=st{*d(x".y’])} donde *d{x'.y'}es finito para puntos pre-cercano-

* standard x',y'. La mékrica estd bien definida, x'=xi', y'=y1', entonces
*dix".y')s*d{x1".y1'). El mapeo definido ®:X~»XA definido por ®(x)=m(x) esun .. - ..
acoplamiento Isoméfrico. También @[x] es denso en xA. Para m(x')eXA.donde x': -
es pra-cercano-standard, entonces dada >0, existe un xeX tal que *di{x'.x)<e 'y
entonces dA m(x').m(x))=st{*d(x".x)}ze. Finalmente. para ver que es completo, sea
<m{x'n) / Nept > una sucesidn de Cauchy en (XA,dA). con x'neX’, Para x 'neX! hay .
elementos x.eX con *dix. x'nj< 1/n para cada neN. dada e>0 en R, exlste un
ken, tal que dA{mix'n}.m(x'ml)<e ¥ de aqui *dix'ax'm)<e s nmzk. Entonces - ;
dixn Xm)="d(Xn Xm)S 2/n + & sim2nzk en N: Per P.T. *d[*x~*xm} 2/n + & si mznzk en
*N. En particulor st we®N-N. *d[*x.*xw)$ 2/n+ & sinzk y de es'c: manera ‘xw esun

. pre-cercono-standard. .

Por lo tanto *d{x'n.xw)<*d(X'n. Xa)+*d{Xn *xw}S 3/0 + & i N2k, entonces

dA(M{x'nf.m{*xw}}<3/N + £ si N>k,
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Por lo tanto <mi{x'n)> converge a m{®xw);
Por lo tanto (XA.dA) es completog

DEF 4.17: e

Un espaclo mé'rico {X.d) es totalmente acotado s, para cada e>0en®R,
corresponde una cublerta finita {B,{x) / 1sisn} poro s-bolas cbierfas, donde
Bi(x)=({yeX/dix.y)<e}.

PROP 4.13: : e
Un espacio métrico {X,d) es totaimente ccofado = 'odo punfo e 'X es pre-
cercano-standard. G

=] ;

Suponemos que {X.d) es 'ofclmenfe acotado. Sec s>0 dcdo hallamos ef purﬂo
comespondiente x;, 1sisn tal que X='UB,{x 1}(1sisn); Por P.T, *X=u*B (n)( Islsn) y asi
se fiene que todo punto de °X es pre-cercal

<]

Sl todo punto *X es pre-cercano-standard entonces; para cada'x &*X si pao fodo
£>0 on R, existe un standard xeX tal que *dix’x}<e, entonces se da una bola
*Befx}={ye*X/*d(x .yl<e) de esta manera se construye *B,(x |)(Islsn) con neN.
por P.1. se tiene que X= LB,(x i){1sisn)
Per lo tanto (X.d} es totalmente acotadog

Supongamos que (X,d] es ébmb?:cfo. Enfonces todo punio yé'x os ééréar'io aun
punto en X; asi (X d) as completo por la Prop. 4,12 y tofclmen'e acofcdo por Ia
: ;Prop.413 g : g

Supongomos que (X,d) es completoy totalmente ccotado S! ye'X entonces os
- pre-cercano-standard por Prop. 4.13 y es cercano por Prop 4,1
Por lo 1on'o Teo, 4.3 (X.d) es compacto. h

DEF 4. IB g
Un conjunto A es un espacio métrico (X d) es m.o?cdo s existe’ U punfo xan y un
numero M tal que d(x.Xn] M pcro iodo xeA

 DEF 4 19. : ; :

- Un espocio topolégico X es secuenclalmen'e compacto’si de cada sucesion -
<Xn> en X es poslble encontror una subsucesién la cUal convergea un punto T
- xeX: - SR

Un espacio méfrico [X.d) es compa;to = es secyenctolmenje compacto.
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DEM;
=]
Suponemos que (X.d) es compacto y s8a <x,> una sucesién en X: Por Teo 4,13 y
Det 4.14 existe un punto x e cual es punto limite de <x»>, Se tiene la bola ablerta
Bifxo}={ xeX / d(xx0 }<1}. Come xo es punio limite de <x >, existe un Xn1€B1{x0}.
Siguiendo un procedimiento andlogo existe un x.2 en Biz{xo)={xeX/d(x.%0}< % } con
n2>n, Continuando el procedimiento se obtiene una subsucesidn <xw > con x« € Bix tal
que Bia={ xeX/ d{xxo) < 1/k }. Por lo tanfo <x«> converge a x.

<]
Suponemos que {X.d) es secuencialmente compacto. Por la demostracién de la
Prop. 4.12 {X.d} es completo, Ahora supongamos que no es compacto. Entonces

~ no es totalmente acotado. Asi existe algin >0 tal que la coleccién no finita

{B.(y1)/ I <isn} cubre X, Sea xieX un punto dado. entnces existe un xz tal que
di{xi,.xz)2z. Asi se tiene xa con d(xi .x3)2e. Continuando el procedimiento
constituimos una sucesidn <> con d(xa xm)2c para cualquier n.m eN. entonces
<xa> flene una subsucesidn no convergente, lo que contradice la definicién 4.14;
Por lo tanto (X.d) es compactog

* ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH "

DEF 4.20;
Un espacio vectorial (real) es un conjunio. X en el cual se definen dos
operaciones (+} adiclén veciorial, y {+) multiplicacién esculcr. Las operacicnes .
scﬂsfccen las sigulentes condiciones: . e

1, x+v y*x Xy eX.

2 {x+y)+z=x+|y+32), vyz eX. :
3. Existe un vector OeX talque x + D=x ¥ xeX.
4, q(x+y)=ax +ay, slaeR y xyeX.

5. (otblx = ax + bxsia,beR, x eX.

6, aflb)x = (ab)x sl a.beR, y x eX.

7.00x= O; 1ex = x; ¥x eX,

El conjunto YEX es un subespacio de X sixyeY y a.béiﬁ Irﬁpllé,on quq dx+ber. k‘ ’

DEF 4.21: :
Una norma en un espccio vectorlc:l X es una funclon II II X-» m'u(o que cumple
Lixl=0eox= 0.
2Ux+ylisix+Nyl -
3 Maxli=lalllx .

Un espacio vectorlal nérmad
méftrica d como d(x.y) =fx-y Il

Sl el espaclo vecforiol normado es completo en su métrica, se le llama Esboc‘lﬁo de’
Bcnach S

Un subéfpdclo Y;X os cgnjudo enla iopblég»d definida por sU horma. .




Sea | X. It Il ) un espocio novmado. EI tronsformado de Ii Il en °X se denotard por
°Il It la ménada 'de xe*X: s el con}unfo mix}= (ye‘x 7 Wyx il = 0} = {ye*X/y=x+2. zem| Q}}.
Los pun'os finitos en *X son aquellos xe‘x tules que I| X Il es finito, -

DEF 4. 22.
Sean X.Y ospaclos vectoriales. Un fnc:peo T X-uY s llamado un operador lineal si
T{ax +by) = aTx+ bTy para todo a. b 3 91 % x.yeX £l conjunto de cperadores
linecles se denota como L{X,Y). 7

Sean X y Y espacios vecioﬁales normados. Un operador lineal T:X—Y es acotado st
el numero N7 1l = sup { I Tl / 1 xl's 1} es finito, Este nimero es la norma de 1. Se tiene que
HTx ks T I | para fodo xeX; Bl conjunto de los operadores lineales acotados T:X-Y se
denota por B{X.Y}. St Y= ntonces un operador iineal T es llamado una funcional fineal.

‘(x) son Ic:s extensiones no-standard de X y T(x).

2 ‘1.‘X-»Xl\ ‘manda pumos finitos en puntos llnltos
3. ?Tmunda m{ 0)'en m{. O
4. *T manda puntos cercanos en puntos cerccnos Si ze*X, zex cON XX, en'onces
: 'Tz=Tx. ; 3 :

DEM:
1=s2) : ; Ul : :
T Supongamos que Il Tx I sM i x Il para todo xeX: Por fransferencia il *Tx 1l <Ml xll -

: pqqtodq"xe'x.

2)::3)

J}=4)

4)=) .
una suceslén <xneX/ nen > tal
,Enfonces 0T, X 1] es lr\ﬂnﬂo porc: algun .

. “Tzit = *Tw ]2 no
es ﬂnlio, y esto es Una contradicciod (R
: Por o 1antc se cumple el inciso (1,

. que bn ‘operador. lineal es
conﬂnuo sl y solo sl es conﬂnuo en 0 se ﬂene el s!guler\te corolado GellariE .

.83



COR, 4.2.
T e L{X, Y) es acotodo < @3 continuo,

DeEMm;
‘PorTeo 4.15.3,5iTes acoiodo, entonces Tx e m( 0) si xem( 0) y por P!op 4,7 se
tiene que T es continuo, . .

=i g
‘ Como T es continuo, entonces es continuo en 8. ophcando fa Prop. 4 7 se ﬂene
que Tx e m{ 0} sixem( 0}, entonces. porTeo 4617es ccot d ;

1EQ 4.14; (ACOTACION UNIFORME)
Sea X un espacio de Banach, Y un espacio vectotlol normado,’y Fel(X, Y) una .
tamilia de operadores lineales acotados, Suponemos que’ para cada xeX exls'e
una constante Mx tal que Il Tx Il s Mx para todo TeF. Enlonces existe una constante
M talque ll Tl s M para todo TeF. Los opemdcres en f son unlformemen'e :
acotados. E

- Suponemos que T e L{X.Y}, sill Tx Il < M para todo x en la bola cerada
B.{xo}={xeX / Il x-xo il <=} entonces T es acotado y I Tl s 2m/e.

Por RA.A. Sea xeX Yy & >0 dados, Enfonces existe un xi e Be(xo) v Tief tal que
IMxiii> 1 Para ofro caso Il Tx il <1 para fodo xe Beolxo) y todo TeF, Y entonces Ml <

‘2/e0 para fodo TeF. Por continuidad hallamos g, con 0<e; <4 v Beofxo) 2B, (x1) fal
que (M xll >) para todo x & Bafxi). Se construye inductivamente una sucesién .

B (B.ﬂ(Xn,/ﬂEN) con B.a(x.-) 2 Benet{Xnn) Y Lo en=0 y una sucesidn de operadores

‘Tnef ful que liTs xllzn parG todo x € Bufxn). Ahora <x> es una sucesion de Cquchy
ya que Le ,....,c..=o Sea xeX el limite de <xa>. Entonces xe B,n(X-} con |rr., xi>n o
pcrc todo n Con udicclon, Por lo tanto Il T Il s M para todo Tefg g

Sea X un eépﬁcio de Banach y Y un espacio vectorial normado y supohém6§ -

-que<Tn/n e N>esunasucesion en B(X.Y) fal que para cada xeX existe un
elemento yi con .lz-n... Ta x=y=x. Entonces el mapeo T dado por Tx—y. asfc en
B(X.Y). i

Se fiene que T.)(—»Y os lInouI como It II es una funclon contlnuc 41.....,IlTn xll-lmdl Y.
asi para'cada x existe un Mx tal que I Tx Il s Mx para todo n. por Teo, 4.16 e)dsfe un
M eN con IITnIlsMporc'odon eN. de aquiliTx Il = IIT;.xIIleIxII- o :

dor T'e L(X.Y) scompoc?o
a coi da BcX. &

T e L{X.Y] es compacto < °T manda puntos finitos @ puntos cercanos standard,




=]

=l

Suponemos que T es compacto y sea xe*X finito, Il x II <M para M>0 Labola
B={xeX /Il xll s M} es acotado, entonces T[B] es compacto. Asl todo punto de
*{T[B]}="T["8] es cercano standard por 160 4.3; como x&*B entonces *Tx s
cercano standard,

Suponemos que ‘T mapea puntos finitos en cercanos standard: y sea B un
conjunto acotado; por Teo 4.4 basta con mostrar que T[B);K pora algun
conjunto compacto K. Sea K-( yeY/ ysy' )pau algin y' en *{T(B])=st{*T{*8]).
Entonces T{B]cKg

Sea X un espacio vectorial normado v Y un espacio de Banach. Enfonces el

espacio vectorial normado B(X.Y) es completo y en consecuencia un espacio de
Banach. €l conjunto de operadores compacfos en B{X. Y) formun un subaspaclo :
lineal cerado. Lo T A

Sea <Tn e B(X, Y) / € N > una sucesién de Cauchy. Enfonces. pora coda xeX <Trx>
@5 una sucesién de Cquchy yporlo tanto converge a un elemento vy, porque Y -
es completo, Nosofros deﬂnlmos T como Tx=Lia n s Tn X. Enfonces Teslineal y
acoladd ya que L n.i I| Ta I = I T Il, Dada >0 existe un N fal que Iy x-Tmx Il 5
Ma=Ten W < €ll X - st 2N, Por lo tanto Il Tax - Tx 1 € el x 1 st n2N yastliTa-THl < para
naN; ;

Porlo tcnto B{X Y) es completo.

Es claro que el conjunto de operadores compactos es un subespacio lineal de
B(X.Y). Sea <T> una sucesién de operadores compactos convergentes a un
operador TeB(X.Y). Sl ye*X os finifo entonces perfenece a *B, donde

B=(xeX/lixlisM}. Sabemos que TnX convergae a Tx uniformemente en B, esto es,

para cualquier £>0 existe un nfe) € N tal que It Th x-Tx It <e para todo n 2nfe) y

- todo xeB. Asill *Tno X-*Tx ll<e/2

para no 2mie/2) e Ny Yxe*B. Como To s compacto, *Troya2Y.y Il *Ty - z li<s,
Como ¢ es arbifrario, *Ty es pre-cercano-standard, Como Y es completo por
Prop 4,12 *Ty es cercano standard;

Por lo tanto, el conjunte de operadores compactos en B(X.Y) esun subespcclo
lineal ceradoyg

DEF 4,24:

TEQ 4,20: (" HANN - BANACH " )

El espacio de Banach de funciones lineales acotadas es un espuclo llneul .
normado X es llamado el espacio dual de X y se denota como X' El ducl de X' es
denotado como X" y se liama el segundo dual. :

Sea X un espacio vectorial y suponemos que dada una funclon pIXR sqﬁsfc:ce
pix+y)spix}+ply) y plax)=apx para ae® y x.yeX. Suponemos que F es una funcional
lineal definida en un subespacio S de X con f(x}< p{x) para todo xeS. Entonces
existe una funcional lineal F en X que es extension de f, esfo es f{x) F(x) VxeS y
satisface Hx)s pix) para xeX.
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Sean g y h funcionales lineales definidas en un subespacio lineal de X, Se dice
que g es la extension de h (hsg) si el dominio de h esté contenido en el
dominio de g y h=g en el dominio de h. La relacién £ ordena parciaimente el
conjunto de funcionales lineales. Considerese e} conjunto de fodas las
extensiones g de f. las cuales satisfacen g(x) £ p(x) para x en el domminio de g.
Por el lema de Zorn aplicado {g / f £ g } existe una extensidn maximal f;

P.D. domF=X. Por R.A.A. Suponemos que existe yeX y yedomF. Entonces F es
extendido a una funclonal g en el subespacio XAsdomF. consistente de
elementos de la forma ay + F(x) con xs en el dominio de F, y aed, asi
glay+xo)=agly}+Fix). Ahora se define sdlo para gly) v si gly) se elige como

gix} s pix)para todo xeAX Contradiccion. Ahora si x: .x2 en domF tenemos que
Fixa)-F{x1)=F(xzx1)S p[xzxi) S p{x2+y)+pl-y-xi). lo que nos da -p{-y-xi)-F(x:} £ p{xz+y)-
f{xz), entonces existe una constante ceR tal que:

L. cspixz+y}-Fixa). ¥

2. «pf-y=x1 }-F{x)) s ¢ x1,x2 € domF.

Entonces elegimos gly) = c: teniendo para x = @y + xo eXA ia desigualdad
glx)=glay+x)=ac + F(x) < play + xo) sigue de sustituir x2 por xo /a en el inciso 1 si
a>0 y xi por x/a en el inciso 2 st a>0;

Por lo tanto: existe la extension tal que Fix) < p(x) para xeXg



CONCLUSIONES

De acuerdo al trabajo presentado, hemos visto que el Andlisis no-standard tiene
una aplicacidon muy amplia, (formidable), en este caso en estructras fopoldgicas,
aungue fambién tlene grandes aplicaciones en Andlisis Funcional. Teorio de la
Probabilidad, Teorio de Funciones de Variable Compleja, Teoria Anatitica de Numeros,
Fisica-matemética y Economia Matematica.

En el caso de Estructuras Topbléglcas mostramos que los problemas pueden ser
resueltos de una manera mas facl, no por que el resultado se pueda escribir en menos
lineas, sino porque Ia teoria se maneja de una forma mas agll e intuitiva.

Nuestro modelo fopoldgico, *(X,T) nos permitié atacar los Teoremas de una forma
mas directa, precisa y sobre todo intuitiva, donde estas ventajas hacen muy dificil que
uno se llegue a perder en Iai demosh’aclones de los resultados, vy por lo tanto se tfiene
una mejor comprenslén yiun:razonamiento mds coherente de lo gue se astd
demostrando. Por efempio, un resultado lmpreslonantemenle intuitivo, ademds de Ofil, es
el manejo de!l concepto dx.y}<e como un ndmero infinetesimal y a las veclndudes de un
punto x, como ménadas de x, (m(x)) .

"E , el Andilisis ta| dc'd nos proporciona la herramienta para poder extender
una estrucfura, no perder sus propiedades y obtener los resultados de sus interrogantes
de una manera mas. cllla i comprenslb!e RS :

) 1 que se . tiene ; que aclarar es el por qué :se proponen las fres
consfrucclones, (Mendeison Robinson y Davis-Loeb), para modelos no-standard: La razén
es la sigulente: |a construccion de Mendelson nos lleva Paso a Paso en su proceso, sobre
las teorias formales mas sencilias,’ las ‘de primer. orden;.la contrucclén de Robinson nos
generaliza lq construceion de Mendelson,’y como se menciond ‘en la Infroduccidn, sus

* resultados - se “prueban’ con’: los* ‘resUltados | de : Mendelson.’ Las’ dos consrucciones
anterlores nos formalizan por completo el Uso de los: modelos no-standard ya que se
construyeros desde’ sus: fundamentos Ibgicos.: La! consfrucclon de:Davis-loeb, es una
manera de salk de los conceptos I6gicos rigurosos, para dar un accese mas directo a los
modelos no-sfcmdurd sln perder lo formalidad en dlchc consfrucclon o

Flnalmente. cabe menciona, que el Ana"sls no-sicndcrd tuvo un estancamiento
en los Oltimos afos, el cual fue superado gracias a los resultados de Edward Nelson, asi
podemos afrmoar que el andlisis no-standard ‘es una real y excelente alternativa para
solucionar de manera (ntulhvcmente fccll problemos de la matemdtica moderna.
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