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INTRODUCCIÓN 

Desde los tiempos de Arqulmedes. se tenia la nación matemáttca de infinlteslmol. 
pera hasta 1670 el matemática alemán Wilhelm Gotlfried Leibniz tomó esto Ideo de Jos 
Infinitesimales. aplicándola cómo si de números se trotara en su teorlo del Cálculo 
Dlferenclol. donde dichos números conservan los propiedades de los números reales. Los 
demostraciones se volvieron demasiado sencillos con el manejo de los lnfinltéslmoles, sin 
embargo las preguntas ¿Qué san Incrementos Infinitamente pequeños?, ¿Qué son 
cantidades finitas?, ¿Qué número positivo es más pequeño que cualquier real positivo?. 
¿Existe?: Planteando un problema Imposible de resolver en aquello época poro lelblnlz. 
y hacienda que su trabajo estuviera cerco de tres siglos en lo sombro. 

En el siglo actual. o principios de lo década de los sesentas, Abrahom Roblnson. 
do una justificación rigurosa para el uso de los lnflnlteslmales en el anáítsls. de hecho, 
Roblnson muestro que el conjunto de los números reales se puede concebir coma un 
subconjunto de un conjunta extendido de números llamada Conjunto de Números 
Hlperreo/es. el cual conttene o los lnflnlteslmoles y también conservo los operaciones y 
propiedades del campo de los números re.:iles: Incluso Roblnson demostró que los 
estructuras sobre los . reales pueden ser extendidas o estructlXos slmllcres sabre los 
hlperreoles tal que todos los enunciadas verdaderos en la estructlXo reot, son 
verdaderos, can su cooespondlente Interpretación, en lo estructuro hlperreol. Ésto 
propiedad se conoce como el Principio de Transferencia (P.T.). Toda ésto leerla de 
modelos desarrollado por Rabinson. es conocido como Análisis No-standard, por medio 
del cual se justifico el Método de los lnffnileslmoles. 

El presente trabajo tiene por objettvo mostrar uno construcción del modelo no
slondord de un espacio lopológlca. dicha construcción se muestro la más completo 
posible posando desde conceptos fundamentales de lógico. hoste uno construcción del 
modelo no-standard más accesible desorrollodo con teorio de conjuntas. 

En el Capltulo l. se hace una construcción sabre los resultados de leerlos y 
lenguajes de primer orden, basándonos en lo teorfa de filtros y ultropatenclos. desde el 
punto de visto de Mendelson. teniendo así un modelo no-stondcrd sobre. teorías de 
primer orden. pero recordando que no todo se puede slmbonzar en lenguajes de primer 
orden, se desarrolla una teoría sobre lenguaje de Orden Superior. la cual se mopea a·: 
una Imagen. donde los elementos de ésto Imagen yacen sobre teorias de primer orden: 
De ésto manera construimos un modelo no-standard sobre alargamientos y e-modelos .. 
en teorías y lenguajes de orden superior desde el punto de vista de Roblnson y los 
resultados quedan )usttficados con la teoría de Mendelson. · · 

El Capltulo 11 se hizo pensando que el Copltulo 1 puede acarea problemas paro 
los lectores, dado el enfoque totalmente lógico que tiene. por esto en el Capitulo 11 se 
hace una construcción con)untlsto: donde los elementos lógicos se manejan únicamente· 
en los justificaciones más Importantes. por lo ianto tenemos una construcción menos 
abstracta de un modelo no-standcrd para cualquier tipo de estructura. El punto de visto 
tomado en cuenta para dicha construcción es el de Davls-loeb. · 

En el Capitulo 111. se conjuntan los resultados de las construcciones de Mend~lson. 
Roblnson y Davls-loeb:. para denot.ar a los elementos y sus propiedades básicos de un 



modelo no-standard de numeres hlpB1Teales para su posterior aplicación en el Capítulo 
IV. 

Analmente. el Capítulo IV. nos muestra el ob)etfvo principal. una aplicación del 
Análisis No-standard. ésta aplicación se realiza en topología básica. la cual es una rama 
que se mane)a de forma general por fa mayoría de los matemáticos, de manera tal que 
no se contemplo aplicar el modelo no-standard en una rama más especializada. para 
no perder el senttdo práctico de la aplicación. Las aplicaciones se hacen sobre 
Compacidad, Espacios Métricos. Espacios Vectoriales Normados y Espacios de Banach. 
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LENGUAJES Y TEORÍAS FORMALES 



• LENGUAJES DE PRIMER ORDEN" 

Iniciaremos con las nociones básicas como una breve Introducción a Ja lógico 
predicativo y los resultados que nos ayudarán al desarrollo de Ja leerla correspondiente. 

DEF 1.1: _ , _ _ ___ •- ,, _ 
Un lenguaje tamal es uno paejo ordenada LF _= __ < S. 4> > donde S es un conjunto 
no vacío de símbolos. y 4> es un conjunto no vacío' de regios. llamadas reglas de 
formación. - ' - .- -

OEF 1.2: . . _ , . _::"''.- ~_;) •.·.o.>:~-·-· 
Uno expresión en el LF es'cualquíer cadena finito de.elementos (simbolos). de S. ':,,,,-.-,. '~/~t .. ~<:.-:··.·. 

DEFl.3: . . _ ···-. ., ... :-·-~:·/:_::'.\~~.:'. .... :··" .,, ... , . ., .. ~. '. 
Se le llamo fórmula bien formada (FBF) ·a la: expresión que se' construye 
oplk:ando los reglas de formación de 4>. ,.;,_,. • 

>;-, .... ,,;~('.<>; ~ (~ .. ,~(' ,;~;.' 'Í'-;' i-"~ ~-

Ahora nos ent0cJ~,;,os ci1 le~guC!Jj.; d~ p(imer erd.;~ c.:Ín Jgualdciif .;¡ cual será 
objeto de nuestro estudio por el olcance_de su simbolización en matemáticas y Jo teoría 
que o pa1r de esto se desarro-lla.'••;; )'' ,;{t /: 
DEF 1.4: ,, (•,:_ : iJ --····· . .. . . , . . . .. , 

Un lenguaje de primer orden-con igualdad es aquel L· = < S. 4> >, donde 
S es el conjunto de símbolos formado por: •:" · 
1.4.1. Símbolos Lógicos:- ··- .. ;•: · ' ·· 

1.4.1.1. C~n~~tÍ~~> •••.. 
"-·-+ ·~-- Implicación -
~. 1 11 

·• •. Negación·.~-~·. 
11 A" ~COnJúnCiór1' 
"V "_.; ·,_ DisYunclón --
" <->" •· Blcondlclonal o Equfvalenclo 

•. ·.'· '·· 

1.4.1.2. cuantlficC!lé:laie~ . 
"'t" ··cuantificador Universal 
" 3 "·_ ,• Cuonlifícador Exístencíal 

1.4.1.3. ElslmbC!lio~el~ lg~~idC!Jd" ~" 
1.4.2. Símbolos no lógicos ; 

1 :4.2. Í: u~'~onjunt6'diitinto'del vacío numerable de simbolos de 
variable Individual {xi/Je~). · · -

1.4.2.2, Un conjunto posiblemente vacío de símbolos de 
consiente Individual { c. / h e H J. 

1.4.2.'a. Un conjunt.; ~o ~061() de l~~as de p;edlcodo 
{ P•l•1, / k_e K } donde c:i :K --. "'· y o(k) es la aridod de 
cada predicado.· 



1.4.2.4. Un conjunto posiblemente voclo de símbolos poro 
función {f'"' / I e L) donde t: L '-> M. y til) es lo aridod de 
codo función. 

1.4.3. Símbolos de puntuación : 
''[''.")"."{".")","(",")",",","," 

OEF. 1.4.4: 
Un término es:·:· 

a) Uno v.orloble lndlvlduol x1. x,, .. .. 
b) Uno constante individual c1.c2 ... .. 
e) S(t1.t2: ... 1, ion términos entonces f"¡ ( t1.b ... J es un término. 

Por otro lodo, <I> es el conjunto formado por regios de formodón poro FBF donde: 
o) SI ti ... .t, son términos entonces P"1 (11 .... t,) es FBF. 
b) SI ti.to son términos, entonces t1 =bes FBF. 
e) SI A y B son FBF y x1 es uno vorloble Individuo/. entonces: 

c1) A-> B 
c2J lA 
ci) AVB 
C•)AAB 
es) A<->B 
co) 'tXJA 
C>) 3 XJA 

sor:i FBF.. . . . . 
d) Unlcomenle lo definido.en los Incisos o,b,c son FBF. 

Dados los deflnlclor{es ~nterlores. obt~n~m6s la; siguientes equlvolenclos básicos: 

• A.\ B 
o A V B 
• A<->B 
• 3 XJA 
• 'tXJA 

es equlv;:;l~nÍe e 1( A;,:,lB),> .•. , 
··as equivalente o 1A c.+ B. : ·':::. · ,·.• · . : 
es equivalente o (A -> Bj A ( B -> A), 
es equivalente-a lvx/•lA.•·.·: ··· 
es ·aqüivaiente a l 3"1 lA. 

. -. ·/;:1 ... -·' ~. '~-\ . . 

DEF. 1.5: . . , . , "' .•., ... 
El alcance de los é:uontíflc·adores 'v'Xi y 3x1 en >;x1 A y 3 "'A respectivamente es 
A. ,:,·,. .. ¡· 

<.: 
DEF 1.6: , , .;;; .< ./ ·· .. : 

En una FBF. uri slmbolo de v.arloble Individual puede aparecer varias veces. A 
codo uncí de ellas se' le llamo "Ocurrencia de Variable". 
1.6.1. Uno ocurrencia de la variable X; es acotada <::> o es lo variable de algún 
cuontífícodo~, o está bajo el alcance de olgún cuontífícodor que la 
mencione. · 
1.6.2. Uno ocurrencia de uno vorloble es Ubre si no es acotado. 

DEF 1.7: 
Uno FBF en L. es un enunciado si ninguno vorloble ocurre libre. 
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DEF 1.B: 
Una FBF en L• es abierta si no tiene cuantificadores. 

En segúlda. se definen conceptos' más generales para extender nuestro lenguaje 
L. a· un lenguaje máscompleto. · · ' · · · · · 

DEF 1.9: ' . . ,· .. <•« .. '.. ·. > ': ·. ,:· . ;, \. ·:, . . . 
Un lenguaje de primer, orden con. Igualdad generalizado .esta formado de 
manera: similar a Lo'; pero con las siguientes condiciones:. : ·: ',. . , 
aj El conjunto de.constantes Individuales tiene 'cardinalidad mayar a aleph 

cero.(~oF. --:,· ',·-.' _. , ... , .. , __ ;·. ·.;·~-: .. -~---·-·-~·--.·_,..._, ·-~ ... -,_:~.'.· _. ____ --:'· ... · 
b) El conjunto. de letras predicativas tiene cardinalidad maya: a 'J(.; . . 
c) El conjunto de letras funcionales tiene cardinalidad m_ayor a ;x0 • • : 

·:;" 

De aqul en adelante se denotará el l~~~~<Jje el~ prl,;:¡Elf' brd~~ con Igualdad 
generollzado como::~ · .:.;;:. :•: ' 

.. ' 

DEF 1. l~~an ,.(.. :'<S,<1>> y.;¿;.• ~<S',<1>'>. En;~~c~s $·'es 0rici'exte~;¡;,~ d~ ~,; S s; S' 
.· -. ,. .· >.- - ;-,,' ·,,, __ .1· · ... i,.' .-._, .· " 

y<l>=<I>': :< -,,,., 

Ahora se' darán las deflnl¿;l~nes de aqu~llos ~nl~erso~ en los' ~uales se aplican los 
lenguajes de· primer.orden, 

-~.,-~ :·:~~:/ ' . ";. ' 

DEF. 1.11: .... , .• , .. ,. .. ,. :;: , .. , . , ........... " . .•. , 
Una estructura @',de primer orden es un par ordenado < A ; 1 >.con A un : 
conjunto no vaclo d~ slmbolos:uam,ado úril~erso de@ •Y la función Y de 
lnterP,etac;i'6ii'c:úyÓ C!<:;min!Ó só'rí los conjuntos tále;'c:iue: ' •••• ' ' ' ' 
1. 1L1 .' 1 asigna· a c.ada P,edlcado n;arlo, P•1 una relación. n~arlá R• s; A• tal 
que R•,es un-conjunto de n-adas de elementosde A ....... : .. , : ··-•· , , : .. 
1.11.2: 1 asigne ci cada Slriiboio de- funi:lón 11-crla fn, -otici fúrii:lóri-ri-arla F• en A tal 
que F•.: A••->A.'•' •''°'. ..•.• ., ~· .. ·;": , . , ., .. ',".' .- ., ., . ':',;:: '. .. ,:"- .-,. 
1.11.3·1 asigna a cada slmbolo de.constante e,· un elemento a¡ de.1 universo A; 

. " ¡. ,. ·- - . ' ., . ··' 

DEFl.12: . .,. _-. !~< _._ ., _ . .,· _ .. · .... , ·.· .. ; 
Dada una estru.ctura @ con universo A,., !e es el conjunto .de todas las 
sucesiones s de elementos de A: ; · · · · ' · 

Para una lnterpr~t~61Ó~ cfada''J~c;; FBF .it slri vari~bles libf~s. ~tun enun~lad~ que 
es verdadero o falso;· os! ú.na FBF ;(l'con variables libres puede ser satisfecha para algunos 
valoreseneldomlnlo;yno'serloparaotros;· · -,.,,.,,. • --

DEF 1.13: ' ? , < <· o: , : /, < •.··.•·-.. ,. , . 
Una sucesión s satlsfaée· una FBF.:t'con variables l!bies XJ1, ... XJ~. si la n-ada 
<s11 ..... s¡n>=s satisface ,,..en :su lnterpretadón: ' · · 
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DEF 1.14: 
Poro uno sucesión dado de s e ~ 11 se define uno función s• que asigno o 
codo término t un elemento s•(!JeA tal que: 

1.14. l SI! es uno variable x1• S'(tJ es s;, con s¡ e s. 
1.14.2 SI tes uno constante Individual C1. entonces s•(t) es Jo 
interpretación o; de ésto constante, con o¡ fl)o en A. 
1.14.3 SI fn es uno letra funciono/, F• lo operación correspondiente en 
A y t1.t2 .... t, son términos. entonces: 

S'(f•(t1,t2 .... lo)) = F•(S'(h) .... .S-(tn)) e A. 

DEF 1.15: 
Uno sucesión s sotisfoce .. tuno FBF si: 

· 1.15.1 SI ,:i' es uno FBF atómico pn ,(fi ... .ln) y R• es Jo relación n-orlo de' 
Interpretación, entonces lo sucesión s= <s1 .s2 .... > sotlsfoce.<t'<=> 
R• (S•(tl),. .. S'(tn)J. esto es si <S'(tl) .... S'(t,J)> e R•. 

1.15.2 s sotisfoce,<I' lB .,,,. s no sotlsfoce B. 

1.15.3 s sotlsfoce.:tB __,Ce:. s no sotlsfoc;e B ó s satisface C. 

1.15.4 s: ;oti;;ad:.,,; 'v'x. B .,,,. poro tÓdo su~eslón s' que difiere de s en o Jo más el 1-
ésinio-lugor se tiene que s'.sotisfoce B. 

~ ,;• .. ' - . .. . . 

s satisface ,;. en@ ie escribe como@ ¡...~ 

Ejemplo: .. . __ . . . . . . . . . __ . 
Seo s=<l.3.5.: ... > y seo' P21(x.y):"x1 es menor que x2" donde R' (S•(t1),S'('2JJ = 
<S'(h),S'(t,JJ> e R• significo 1 <3 es verdadera.. - •,r- -- • · 

----

DEF l. l tno FBF ,,,. es verdadero poro Ja estrUcturo @ . Íó: qÚe séi. deno,to cómo @ r""'· ""' 
todcú e l:c satisface ;is' 

E)emplo: __ , - .···.· ••. -· . • _. . . . • / \~: ·? ' < . : ' -
Lo fórmulo,;,':'v'x1 3x2 Pf21f'1(x1 ,x,),O) donde P'2(x1 ,X2):.~' .. x1 es Igual o O".y f'1(x1;x,): "Xt 
más x," es verdodero'en lo-estructuro@=<(Z),(+,O)>o' ,.. · 

., . ,. . ' ' . . ~-.,._~ . -· . ,.; - . 

DEF 1.17: -~-·~~!~' .--, -

Uno FBF • .; és fo/so para lo estru~turo@ ""'~lnguno sÚ~..,;,¿;, s ·ª l:c sotlsfoce.lt', 
esto se denoto co'T'o@lrd. ~ · ·· 

DEF l.l~no estructuro@ es un MODELO M por~un cori)untorX:··F~F·.:.t~do FBF en r 
es verdadero poro M, .es decir que 'v'y1 É r súcede,-~ue ~ ~ h'. , r -- . . 

DEF 1.19: 
Uno FBF.liJ es consecuencia lóglco de uno FBF.<i.,,'eíÚodo estructuro. poro 
todo sucesión que sotistoc:e.<t', también sotisfoceJiJ. 
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DEF 1.20: 
Poro . 1;' y-;} FBF .. les logicomente equivalente e,,; ·=-.:iJ .es consecuencia 
lógico de .. r· y .. f',es c~:msecuencio.lógica ~e.Jl, 

DEF 1.21: . . 
Uno FBf .. I de~ eslá en Formo Normal Prenex (FNP) si es de lo formo 
Q(xiJ .. , .. G(k)a donde codo Q,(x;) ) eJ, es un cuantificador universal o un 

. cuantificador 'exlstenclol {u es uno FBF oblert.o. 
·~/-~: ··,'~.- ~.\.'. 

IfQJ.Jl . . ' . </ . . .. :. ; . . . •·· .. . . 
Todo FBf»' de <J;_ es lógicamente equivalente o uno €!n FNP que tiene 
exactamente los mismos v~ricibl~s libres." . . . . . 

··.·., .. 

Seo.i<I lóg/camenle equivolent¡;ó Q" donde Q es Oiixí) ..... Q,(xn) y<iJ' 
lógicamente equivalente oQ'u' donde Q' es Q'i(x'1) ..... a•;¡x',) yu yu' son 
abiertos. '.':<· 'Y · ·:· · · 
P.d. que >;ÚFBF¡..:,-._, ¡;r donde ;;res FBF en FNP. 

CASO 1 
SI,,. es atómico entonces:.- es uno fórmula FNP; 

CAS02 . .·. . . 
,:,•es l.:<J entonces ¡..,- ... ia., y 01" es el cuantificador contrario o Q1, entonces 
lG1"(x1),Q2"(X2) .. .,,Q,"(x.)lt. 
Por fo tonto ¡. lQu <-+ Q" la 
Por lo tonto ¡. • .1 ... O"lt. 

CAS03 
Cl'esMA.91' 

Noto: 
1.- SI x1 no ocurre en 3 y seo ~·. el resultado de reemplazar codo ocurrencia 
acotado de y, por x1. entonces ¡.:s.-.~·. 

2.- SI x1 no es libre en 3, entonces ¡. (S A (3XJ 'l')J ._, 3x1 ( s A'!' ) y ¡.(S A '<t(X;) '!'] · <-> 
'<l'XJ (Si\'!']. . 

Por (1) podemos suponer qúe X1 no ocurre en u• y x¡' no ocurre en u entonces 
por (2), ¡. (W AJJ ·¡ +.. QQ' (a A <t' ), 

por lo tonto ¡..•I<--> QQ'(cti\u') 
por lo tonto ¡..'I' ._, ¡;r • 

" MODELOS Y TEORIAS DE PRIMER ORDEN" · 

Poro esto sección .. vere;,,os uno definición lm.porlonle poro los FBF. 

DEF 1.22: 
Uno FBF • .les universalmente vól/da <=>.:tes verdadero poro todo inlerprelocián. 
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Ejemplo: . 
•. t:vxP11(x)-+3xP11(x) es universalmente válida. 

Dada una fórmula.'I'. el demostrar que es una fórm!J/a unl~ersalmenle válida se 
convierte en una torea tediosa. al tenerse que checar qÜe.sea verdcdera'pÓrc toda 
Interpretación les cueles pueden tener un universo universo tan grande coma arbitrarlo. 
Observando este hecho el método cxlom'ático es la herramienta Clave en el 'estudio de 
las FBF que llenen cuantificadores. por lo tenlo ahora entren en corísideraclón las teoricis 
de primer orden. ·:' f:, ;~·:'._: '·/-~-.: , , 

- '~-~~\ 

Los simbo/os de une teoria K de primer orden sÓn de,héclio los mismos que se 
han definido al principio del capitulo: los conecl/vos •. /os cúantiflcadores;:·etc;.En;e/ 
lenguaje de una teorlc K de primer orden.se conservan los simbo/os .. antés definidos, De. 
esta forma los términos y las FBF san aquellos términos yfBF cuyos'slmbolcis son simboios 
de K. . . ·:· •. •· ....... '·.· . .. . .. 

2 -;'.~'/' DEF l. 3: . . . . . , . ..... . . .. . . 
Una teorlc de primer orden K es consistente .;;;,o'exlste::t'FBF tal qÚe.;(y.l:.ison 
teoremas de K. · · · · · · · 

Im..1.2: . . .. 
Cualquier cálculo de predicados K de primer orden es consistente. 

Para cada FBF.;(de K. se define h(;;J como la expresión que se obtiene de.<t', el 
quitarle leidos los cuantificadores y términos. De este forma hM es una letra 
proposicional. Asl los axiomas del 1 el 5. transformados bajo h son fautologlas. 
Esto nos lleva a que si h(;;J y h('f'-+.:tl) son laulologícs. entonces h(9J) también lo 
es. SI ;.fes teorema de K entonces h(.I) es taulologia. · 
Por RAA .. sea K Inconsistente. entonces existe una FBF.riJ tal que ~.1J y flJ<> en K 
entonces h(:;:>) y lh(:Q) son tculologlcs. lo que es absurdo. Por lo tanto K es 
consistente• 

~ 

LEMA 

Todo teorema del cálculo de predicados de primer orden. es universalmente 
válido. 

' ._.;·- -, -

Dedos los axlo.mcs dei' 1 al 5. (universclmenie.válidos), y las regl~s de Inferencia 
Modus Ponens.(M.P.) Y.Generalización preservan la vclidéz'unlversal: 
Por lo lento lodo teorema del cálculo de predicados es unlversclmen.le 
válido. · >' 

1.1: . . • ·, ...... < . ... . · .. < • . .. . . . .. 
Sea ;.t' una FBF cerrada de K leorlc de.primer orden. tal que l~ l.;( en K. entonces 
la leoric K'=Kv(,:f¡'es consistente, · 



Por R.A.A. suponemos que K' es inconsistente. Entonces existeáJ FBF tal que ~JO' y 
r'l:#en K', pero también r.il->('l:#->141 en K' aplicando dos veces MP P.ten K'. 
De esto formo..fr1.ten K. como es cerrado se aplico el Teorema de lo 

• Deducción. así r . .-.... 1.;en K. usando otro teorema de K se tiene r (.1 .... 1....¡ .... l..1en 
K. entonces por M.P. se llego o rl..len K lo que es uno contradicción: 
Por lo tonto K' es consistente• 

DEF 1.24: 
Uno te6rio K de primer orden es completo (sintácticamente),<=> V ;.t fórmula 
cerrado de K sucede· que r"" ó r ll' en K. 

DEF 1.25: .. : · . . . . :· .:" · 
Uno leerlo K' se dice que es extensión de otro K.,; todos ros tE!oremos dEl K, 
también lo son de K' (K' es extensión de .K <=> V.;1' FBF) • .len K =>r,;,., en K'), 

LEMA 1.2: (";LEMA DE LÍNDENBAU~·:;j : ~· . . '· ··• · ''.·;·: 
SI K es uno feerio de primer orden consistente sintáctico.mente; posee uno 
extensión consistente y completo en el sentido· sintáctico. ; · · 

)~::',.''. ':;~'· 

ruM: " 
Sea<i/1 .. ::í!n _uno E!m.imercÍclón dE! FBF ce~od~s~ de K y Jo;J1 .... leerlos tal que Jo=K 

Jn+1=( ~I i ~):.J(~~.~;Tij;,, ~J.t{áJn+l» 
Seo J= u .-,. iJ1 ,,, . 
o) J.,, es uno extensión de Jn , . 
b) J es extensión de todas los J1 

P.D. J ~s·co~slsÍ~~,t~º->~. - .. -·.~ 
~·. _.,_.,::·'·'"' ·.~.,. : .. '.. 

Lo demostración es por Inducción sobre n. poro probar que cado Jn es 
consisten!~ y se o'pllco el. Lema 1.1. 

P.D. J es compl;;á (sl~t~ciibamente). 
. ' . \. . 

QJ;M:· . ; .'·.x··, .;;., ·,.-.. ·:· 
Seo .i,'~1+( poro alguno l~O . .·. 
Poi una porte se llerie que r ."11:1 en J1. o r .:111;1 en J1+1, en J,.,, 

.si sucede que . r]áJ1•I en JI.=> J,;, ;Jiu (.:111•1 ¡ 
Jl."11;1 ~n J. ó ráJ"' e11J=> J es completa sintácticamente. 

1fQ.J.d;. . . :' ' :·-; .. . \,:- . ·. ··< '::: .;> > . 
Todo leerlo K consistente llene un modelo numerable. 

Seo Ko lo teoría ~uerei;IJ1íe cie' ~ñodlr 611e~guaje ét~ K Un conjunto numerable de 
nuevos constan.tes Individuales. Sea dicho conjunto {b1,b2 .... ). 
Ko=K u (b1.b2 .... ) : . ·: 
Ko es uno extensión consistente de K. 



,.-

Sean F•(X; •JJ:(x:J .... uno enumeración de todas los fórmulas que tengan o lo mós 
uno variable libre (x,,), 
Seos, lo fórmula ;¡x,)f.(X;.j _, -F,(b:.) 
Seo K, lo teoría que resulto de añadir o Ko .S1 ..... S, como axiomas y K, lo te orlo 
que resulto de añadir o Kc todos las s, como axiomas.· 
K1=Ko v{S·} 
K,=K1 v{S:} 

Kn=K~• v{S,)=ro v{S1 ..... S,) 
K,=Ko ·-'.,S. 
Por inducción sobren tenemos que K. es consistente. 
Por el Lema 1.2 K. posee uno extensión J consistente y completa 
sintócticamente. 
Se construye un modelo M poro J. donde M es modelo de Ko y de K. 
M=< Al> tal que A= {"Términos cerrados de Ko"} · 
P.D. Mes modelo de J. · 
P.D. Poro toda ..1 FBF cerrado M ~-"= rf en J. 
~~ .·· .. · . 

Lo prueba es por inducción sobre el número de conectivos y 
cuantificadores de.:f. · · : . . .f ·· · 

Por lo tonto Mes modelo numerable de J y por lo ianto de K,.¡ 

COR 1.1: . 
Todo FBF universalmente vólido es un teorema de todo K. teoría de primer 
orden consistente, 

Por R.A.A. Seo .:funiversalmente válido y l~.:fen K entonces K'=Ku{l.>'}es 
consistente. 
Asl por el Teo.1.4 .. K' posee modelo M' numerable. Entonces M' ~ l.'1' yo que· l.,, es 
axioma de K' y como.'1' es universalmente válido M • ~-"'que es una contradicción. 
Por lo tonto ,,,.FBF, si es universalmente válido, es teorema de K, paro K cualquier 
teoría de primer orden consistente• · 

IfQ.Ll_; (LÓWENHEIM - SKOLEM) . 
SI K posee un modelo de cardinalidad fi con .Jt, s fl • entonces posee un 
modelo M de cardinalidad .Jt, (numerable). 

SI K tiene modelo M. entonces K es consistente y por el Teo.1.4. K tiene modelo 
numerable, y este es de cardinalidad ,x,. • 

:IBLl...6;_(UPWARD) 
SI a y ~ son 2 cardinales cualesquiera con· ci s JI y K posee modelo de 
cardinalidad a. entonces posee modelo de cardinalidad ~·. 
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Seo M modelo de K con cordinolidod "· esto es que A tiene u elementos. Seo A' 
un conjunto de cordinolidod ¡1 to/ que AcA'. Extendemos un modelo Molo 
/nterpretoción M' to/ que su dominio se A' y que cumplo lo siguiente. 
Seo ce A fijo. entonces los elementos pertenecientes o A'-A se comporten como 
c. Entonces si R~ es lo interpretación de M de lo tetro predicativo P•¡. seo (R•;)' lo 
interpretoción en M' de P0

1 to/ que cuo/esquiero d1, .... d, en A'. decimos que 
(d1 ..... d,) (R•;)' -=:o (u• ..... u,) R•, donde : 
u,=d,sid.e Ay 
u1=c si d. e A'~A 
los /efros funciono/es se interpreten de formo similor. los constantes Individuo/es 
tienen la misma interpretación que en M. 
Flnolmente por inducción sobre el número de conectivos y cuontificodores de,;; 
FBF se tiene que M' es modelo de K. · · 
Por to tonto K posee modelo de cordinolldod (I• 

COR 1.2: . . ':<.: < .'.·. . . . . 
Todo teorio K consistente tiene un modelo de cordinolidod u con u ;,.,k',, 

,. --.·· ..... 
QfM; 

Como K es consistente por Teo.1.4 .. odmlte .modeici numer~ble y por Teo.1.6. 
odmite modelo de .cordinolldod cxcon.u;, ~ •• '._· ... " .. . . 

Definimos un nuevo concepto, modelo normol.' Este. nuevo concepto será. muy 
lmportonte poro lci teorio de filtros y. productos reducidos que: sé:-desorroUoro más 
odelonte. · - · ,_ · 

En cuolquier modelo poro uno teorio K de primer orden ~e;;, lgÚold~~ •. lá reloclón 
E en el modelo. corresponde o lo otro letro predlcotivo lguol _=;dónde E es reloclón de 
equlvolenclo. SI ésto reloclón E es lo ldentldod en 'él d;mlÍiio del m.Ódelo,'entoncés se 
dice que el modelo es normol. - -- ,. · 

Cuolquler modelo poro K puede ser compoctodo o un ~ociei~-n~fm~I M' p~ro 
cuolquler K si se tomo en el dominio de A' de M' como el con)untode.los'closes'de 
equlvolencio determlnodo poro lo reloclón E en el dominio A de M,:·,, -. ' ~.. : .. >. 

Por uno letro predicotivo P•¡ con lnterprefoclón (P•¡)' ·e·n M se define la_nuevé:i 
interpretoción (P•¡)' en M' de lo siguiente monero: .. .. . :.".·- ··?·( .. .. . 
Poro todo close de equivolencio [bl) ..... [bn)en A' determlnodo por_. los' elementos·b,,;~.bn 
en A: (P•¡)' se tiene poro ((b1J ..... [bnJ) ssi (P•,j' se tiene poro (b1~;;,b,¡; 'dónde esto· no 
depende del representonte. · · .. " · ' · · · 

Si (f•¡)' es lo interpretación de f•¡ en M. entonces se d~ir~~ 1~'~u~~~ ln,ierpr~toció~ 
de (f•1)' en M' como sigue: :·:. :• .. ;•, . :,;. · •'- · 
Poro todo close de equivolencio [b1J ..... [bn} ·en•A', (f"¡)'([b1J),,f.;[bnlJ=[(fn¡)'.: (bf... .. bn)J. 
donde tomblén esto es Independiente del representonte.' ___ · -- · • - ·· · 

Si c es lo interpretación de M de uno co~¡tonte Individual 01, entonces to close de 
equivolenclo [c} es lo lnterpretoclón deº' en M'. · · · 
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La relación E' correspondiente a = en el modelo M" es la relación Identidad en 

A': E'([b1J.(b2]) = E(b1.b2J. esto es= [b1J=[b,¡. 

LEMA 1.3: 
SI s="(b1,b2 .... ) es una sucesión numerable de elementos.de A y s'=([b1).[b2J .... ) es 
la sucesión correspondiente de clases de equivalencia: entónces s satlsface.4" FBF 
en M = s' satisface.:tFBF en M'. ., 

QfM; Por inducción sobre el numero de conectivos' y c~ántlflcad~rei~~.;111 
Del lema se sigue que para toda FBF ,:(.es verdadera' para toda M .= ;.f es 

verdadera para toda M'. ,.•_.· 

. Del hecho que Mes un modelo de K, M' es un modelo normal de K .. 
j ~: 

~ .. :· .. :·-.·· ..... · . ..-· 
Cualquier leoria K de primer orden con Igualdad consisten.te, posee ún modelo 

QEM; 

normal finito o numerable, · .,.. f ;< · 

Por Teo 1.4 K tiene un mode16 numerobl~. s;,' có,;';~~y~ .M' ~n modelo normal de K 
. y la cárdlnalld.ad de M' es ménor.a·1~~a1que1a.·c1e M,,í·c:·, · 

;.~~·-,:~-:·"> 

~ . ·-.. ··.:.··-.·-· ··.,-- ·~:,.:··ss-·.y:•:._ •. , .•. ,,. .... 
Cualquier teoría de primer orden con Igualdad que posee un modelo normal 
infinito M ; tiene un modelo normal numerable. · · 

Se añade al lenguaje de K un conjunto numerable de constantes b1,b2 .... ; se le 
agrega a K el conjunto de fórmulas l(b1=b¡) para cada f;tj, como axiomas. De 
esta forma k se tiene la leerla K', 
P.D. K' es consistente 
DEM: Por R.A.A .. suponemos que K' es Inconsistente 

entonces exisle.1' FBF tal que f·"' "1.:r en K', pero la prueba sólo usa un · 
número finito de los nuevos axiomas l(b11 =bJ1) ..... l(b1o=b;o) f·"" l.:r en K. 
se puede compactar M a un modelo normal M' dende se cumplan los 
axiomas l(b11=bJ1) ..... l(b,,=b¡o)con interpretaciones adecuados pero 
bn, ... ,bin,b¡1 .... bin. Pero en M' son verdaderos los axiomas anteriores y los 
lógicos. por lo tanto M' ~-·" "1,..Lo que es una contradicción; por lo tente 
K' es consistente y por el Tea. 1.7. tiene un modelo normal finito o 
numerable N. 

Pero K' tiene una cantidad numerable de axiomas l(b1=bi )con l;t). asi como estos 
axiomas son verdaderos paro N. no puede ser finito, por lo tanto N es 
numerable. 
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"ISOMORFISMOS DE INTERPRETACIONES" 

Una Interpretación M de ,.( FBF de alguno teoría K es !samaria con una 
interpretación de M' de K =existe un Isomorfismo g deldaminió A de .M con el dominio 
A'deM talque: . ·;, '. . · ·. 
1. Poro todo letra predicativo P'¡ de K y poro todcÍ bi ..... b, en A. M r P'¡ (b1 .... b,J = M' r P'¡ 
(g(b•) .... g(b,)J. . > ... : : . . .• . ·. : 
2. Poro todo letra funcional f'¡ de K y poro todo bi.:;:,b.' .en A. g((f'¡)M (bi ..... b,J= 
(f"¡)M' (g(bi),., .. g(b,)), . :, : .'-..,' ;:.: :,_'.'. •.:. ·· ' . .' ... , • . 
3. Para toda constante Individuo! a1 de K; g((o,)M)=(o1)M',.: 

': .. -. .,-
M, = M1 Indico que M, es Isomorfa a~,: if { · ; . •J 
SI M, ~M, sus dominios correspbndl~~tes pJede'~ SEl; de ICJ mismo cardinalidad. 

IfQ.131 . . ••. · ....... '{ •. :. '.. : . · .. ·· . · .. · .. ·. 
SI ges un lslmorflsmo de M con M'. entonces:·., . ... . . .. 
a) Paro cualquier.:í'FBFde K; cualqúler sucesión s=(b1,b2 .... ) de elementos de A, y 
lo sucesión correspondiente. g(s)=(g(bi),g(b2J: ... ),' s sotísfoce.;(.,. g(s) satisface.•f'. 
b) Mr-".<;)M'J:f'::·< .·:... : .. • .> 

.,_,;:: 
;~ ·-

o) La prueba EIS por Inducción sobie el rnírriero de conectivos y cuantificadores 
en.,.. · >:. ..,. .. · 
b) .•. : < " ... : ·.·. · ... · .. •.:·. ,, .. ,,. :•.'' . '. . :. . . . . . 
=o) Como M r-"'• paro todos e l:t.í: s satisface.:( por (o) paro fodo g(s) e l:M', g(s) 
satlsface:.r'entonces M'. r.:.-.:. . . . 

e) Análogo o lo paria o~tedor• 
- -~· 

·.. . . '·~;.. .);~:~: .. ::.(-· ·>_t/: ··~:' : . , -·~ . ' .. •. 
"EQUIVALENCIAS ELEMENTALES Y EXTENSIONES ELEMENTALES" 

Dos lnterp;eto~lon~i~i' ~ ~' ·sgn ~l~mE>ntal~~nt~ eq;uÍvale~tes (M, " M,) si los FBF 
de K ve;oderos paro M, s~·n las mismos. FBF 'verdCÍde~as pa;o M1·• Lo relación es de 
equivalencia; · · · · · · ' 

Dos modelos·~~ u~~'teorío compl~to K . puede ser elementcimente equivalente. 
desde que las FBF. verdaderos en ese modelo son precisamente las· FBF demostrables en 
K. __ - ·. : :: . ._ , . . . ._ .. 

Una obse,;.,a~IÓn l~portante es que los modelos l;omorfos son'elementalmente 
equivalentes. pero los elementalmente equivalentes no siempre sori Isomorfos. 

. ' 

Un modelo.·M, del cÓlculo de predicados K es extensión de un modelo Mi de K 
(Mi ¡;;M2) si se cumplen tos siguientes condiciones: 
1. El dominio Ai de M1 es un subconjunto A, de M" 
2. Poro· cualquier constante Individual c de K. cMi =cM2 , donde cMi y. cM> son los 
interpretoclone de c en Mi y M' respectivamente. 
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3. Para cualquier letra funcional f·; de K. y cualquier 01 .... a, en A•. 11°,)"' ja: ..... a,J= lf'.J"' 
¡01; .... a,J, .·· 
4. Pare cualquier letra prédicatlvo P0¡ de K y cualquier 01 ..... 0, en A1 Mi~ P01[01 ..... o,] -=> 
M1 ~ po¡(o1: .. :.o,]. · ... _ 

cuenda MI~ M2se dice queM1 es.una ;ube;tructuro o submodelo d~M2. 

Seo~· M1 ~ ¡.,.,;-;;.¡~~~¡~~ ~~ ~;~¿,¡··~éÍlc~lo de pr~~lc~#os K,;~2~s ~no exlenslón 
elementoldeMl(M1!éM2J si:;•> ·,:)·,;;':!· ·' - .::.> ,_· · 
l.M1 ¡;;;M2•;·· .·· ·. " . . .. . .. . . . ){ . ,; 
2. Poro cualquier FBf,:;jyi;.::y,J de K y parci'éuolquler 01:.;;o~ en el .dcimlnlci A1 de M,, 

M, ~ .... [01 .... ;c.,1.;, M, ~.;¡.;,:·':;a,J>:,. ;" '· ,"· · -<> ,.> "· .. ,,- ~·.•··: >= 

· En parltculc:;r p~~~ ¿;·~C:,¡~¡il~r •FBF .:tde K. :; es J"r~·;~er~ p~;~ M1 ;¡;·es verdadero 
poro M2 .:. >/e° :\:•: .. ·.:,;\f1: ':·\-: .. · · .'· s;· · \'/.i;( ·:,>¡ : · !-.:' ,': :-

SI M1 < eM2 .entonces M1 es uno subestructurc elemental o submodelo elemenlol 
de M,. - . " "-'" : . .,. •·\'. . 

SI M1 •~·0~;··~rit~ric"s.M1)~ M;;y .M; .. M2 perosl,M1 !;;i M2 y ~1·;,; M'; ~ºsiempre 
M 1 ~ eM2. :.:.~{· : ': \·-:~:~;_ ·. 
IfQ.lJ.Q; ... ':·· •'<•• •.:;:. :., . :. ·:'-:· .:.: ..•.. _>,. '.>i ,-¡·. • ... '· ,,. 

Sea .M' ·¡;;; M• yporci fo.do FBFdl'(x1.:;:x;.¡ de la formo 3IY).<t(x1,.;.x,,yJYpoio 
todoº'·::··.º' en el dominio A1 de MI. si M,' ~[01; .. ;,a,] entonc"s existe algún ben 
A1t01queM;~.:i'lo1·::.:;a,:i:.1.EriforicesM1~etv1;.~ ·- ·· · · 

L.0-"- .'e "'·'=·:~-o':'· -

P.D. M1 ~ '*" .... ~~¡'.; Ji~ ~(~1 .... ~~l par~ ~~al~iíler FBF i!'fxi ... :;,.;,¡y cuolquler 
~~¡:;;·ª'en (11. · X, .~/ ···... ·> ,;; : 

La demC:,strodón és por lndu~clón ;obre el número de conectivos y 
. cu'antiflcodoies de·f!?, donde lo bese m=O de la Inducción es el Incisa (4) 
deM1 ~';"'·• '···... ' .• .. . . 

En esta sección se m'oslrarén los. elementos princlpoles para lo co~strucción de un 
modelo no-standard, derivado de los resultados anteriores. 

DEF 1.26: 
SI A es cualquier conjunto no voclo, entonces :7'¡;;; P(Aj es llamado un filtro en A si: 
1.26.1 Ae.9'". . . 
1.26.2 B1,B2 .e!T Implica B1 n B2 efF, 
1.26.3 B e!T y Bi;;; C implico C e.'if 

El filtro !r= PIAJ en A es un filtro Impropio, cualq~ler otro filtra -en A- es propia. 
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PROP 1.1: 
Sea B ;;A. el conjunfo.'.ois ={ C / B;;; C i;;; A} es un filtro en A.Los filtros de ésta forma 
se llaman filtros principales. 

- ' -,-.. ·'' 
1) Sea.;,a={ e/ B ~e ~A}. en porticu/ar ~A i;;;A. enfánces A eYa. 
2) Sean C1. C2 e9é. enlences B i;;;C1 nC2 ~A •. enlences C1 nC2 e7a. 
3) Sea C1 e Ya yC1 i;;;C2i;;;A porhipófesls. entonces Bi;;;C1. i;;;C2e~tonces C2 esr._ 

. . . . . . 

DEF 1.27: . . · .. ·· ·. , 
Yes un u/trafiltro en A si: · -·. , · 
a)Yesunfi/tropropioenAy. . .: ... - ·· · 
b) SIYi;;; 171 y .>r, es un filtro propio en A. ~rifonces sr~sr,. 

PROP 1.2: . 

QfM; 
=>) 

<=J 

Un filtro Yen A es propio.,.("~ . 

Suponemo;que:,-és propio y $ esr;· como9'es flltr~; en parlicularsl $e Y y 
4.c: B entonces Be sr; donde B es un subconjunto arbitrarlo de A. por lo tanto a,,.
solamente le queda ser P(A); en/onces .'T= P(AJ es Impropio; lo que es una 
contradicción: Por lo fonio $ ":7; ' · 

SI <(i .,yyYlmpropio. entonces y; P(A), entonc~s $e;,; lo que es una 
contradicción. Por /o tanfosres propl°" 

PROP 1.3: 
Sea X una cadena de filtros propios en A; probar que la unión 
v(X)={a/{3B)(BeXl\aeB)) es un filtro propio en A y Bi;;; v(X) para lodo Ben X. 

P.O. que v(X) es filtro. 
1) SI X es una cadena de filtros propios en A. en/onces A e sr· para lodo filtro 
propio. entonces A e X. por lo tanto A e u (X). 
2) SI A1, A, e v(X) entonces A1 l"'IA2 e: A1 y A1 l"'IA2c: A> en/onces A1 .-. A, 
pertenece a alguna cadena X. entonces A,,-,A, e u(X). 
3) Sea A1 e v(X) y A1 e A,. entonces A1 e X y como A1 cA2. A, e X; por lo tanto 
A, e v(X). Por /o lento v(X) es un filtro. 
Finalmente por la forma como esta definido u(X) entonces $" v(XJ, por Prop.1.2. 
u(X) es propio. Si B eX en/onces Be u (X)• 

!fQJ.Jl; 
SI Yo es un filtro propio en A. entonces existe un ultrafiltro.'Ten A, tal que Yo i;;;Y. 

Se considera el conjunto B de lodos los filtros.9·' propios tal que.5"; ¡;;Y'. Bes 
parcialmente ordenado, entonces se puede extraer una cadena de B que por 
Prop.1.3. esta acotado por u(X) superiormente. Entonces por el Lema de Zorn 
existe un elemento maximalYen B. e/ cual es el u/trafiltro que buscamos. esto es. 
7o i;;;sry para todo Y' tal que.9; i;;;Y' entonces.7'i;;;.'T, por ser maxlmal• 
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IfQ...J...ll; 
Sl.7es un ultrofillro en A y B ¡;;A. entonces B e:Tó A·B e 7pero no ombos. 

Por RAA. 
Coso l: . 

· Suponemos que 0· e.7 yA:B. e.7entonces por DEF 1.26.2. B f"l(A·BJ= $e:T 
conlrodicclón. Po(qué.sres ullroflllro·.c -· 

Coso2: .. ' · :, , _:.·· 
suponemos que B ~ sry A~B "rT 
Seo·G= (Ci;;A/ B uC es'-} 
P.D.7i;;G . 
DEM: . 

Seo e esr.CÓmo C ¡;Bu e por DEF 1.26.2 B uC e:T. oslC e G.Por 
lo tonto srs;; G. 

P.D. Ges fillro en A. 
DEM: 

lJ B uA=A e7ycomofT¡;;G. entonces A eG. 
2) Seon C1, C2 e G. entonces B .._c1, Bu C2, e 7entonces 
(BvCl)f"l(BuC2J=Bu(C1 f"IC2J, por lo tonto C1 nC2 eG. 
3) Seo C1 e G y C1 s;; C2, entonces BuC1 s;;B uC2, como B uC1 e 
sr.entonces B u C2 e .'7. Por lo tonto C2 e G. 

De los demoslroclones onterlores y como.res ullrofillro G =.'7. 
De oqui tenemos que si B ulA·BJ = A e :T. entonces A·B eG. Por lo tonto A-B e~: 
lo que es uno conlrodicclón. 
Por lo tonto B ó A·B e .7, pero no ombos. 

DEF 1.26: . 
Seo un últrofillro.7en A. Entonces se define 

µ_,.(BJ=(lslB e.7, 
{ Osl _B" sr 

IW..1.U; . . . 
µ {$ J = O , µ (A)= l. 

Sobemos que poro un ultrofillroY. $ "7. Por lo tonto µ ($ J=O 
Poro un.ullrofillro.5'"en A.A e/T. Por lo tontoµ (AJ= 1. 

IfQ.1..li; 
SIµ (B1J=O con lslsn, entoncesµ (81 uB2 u,. ... uB,J=O. 

Por hipótesis B1 1!9°, entonces A·B1 e/Tporo lslsn. con 1=(1.2 ..... n}. De oqul 
n '"(A·B·l e Y. por Morgon se tienen 1,1 {A·B1J= A· u 1,1 B,. 
Entonces'-'•' B1 "Y. Por lo tontoµ (81 u ... uB,J=O. 
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... ~ 
Ahoro construiremos el modelo no-stondord en bese o los modelos normales. los 

ultrofiltros y productos directos reducidos que o continuación se definirán. 

Seo K cuolquler cálculo de predicados con lguoldod. seo J un conjunto· no _vacío 
y poro codo j eJ, seo Mi algún modelo normal de K. · 

DEF 1.29: . . • . . . . 
Seo ·.run ultrofi/tro en J. Poro coda j eJ, Di se define como el dominio del modelo 
Mi. Se construye el producto corlesiono ni; J Dj el cuol es el conjunto' de _todos los 
funciones f con dominio en J tol que f(j) e O; paro todo j e J. Slf e n,; j DJ · 

'fOJ se'define como la J-ésimo componente de f. ' . 

DEF 1.30: ·. . • 
Lo relación binaria =,,en ni,, DJ significo: f =,,ge:- { JeJ I f(j)=g(j) )e.!7.. 
F=,,g se puede lnterepretor también como fli)=g(IJ cosl dondequiera (c,d). 
Es claro que lo reloc/ón =,, es de equivalencia sobre ni, J Dj.' .. " " ' · 
Dedos las anteriores definiciones lo reloclón =_,divide o •'ni;•J Dj én_clcses de 
equlvolenclo: . . . : .. . •. . : •'"· ·;. ;. · :.: , 
Paro cuolquler. f en ni, , DJ se define la clase de equlvolenclo •f..;= ( g / =.., g ) 
Al conjunto de todos los clases de equlvolenclo se le denoto como n_, DJ, por lo 
tonto: n,.Dj = ( f,,/f E ni. J D¡) ' 

'.·.~;> 
DEF 1.31: . . . . .. . . . . . . ·" . , ,. 

Un modelo M de K. con dominio n., Dj cúmple los siguientes· condiciones: 

1.31. l Seó ~ cu.;l~uier ~onsto~te lndl;ldJ~1 ~~~y sé~ ~i ;~ lnt:rpr:to~16n de c en 
Mi. Entonces la Interpretación de c en M estero dedo poi f;;donde fes lo· 
función tal que f(jj=ci poro· todo) en J. f se denotará como {c1¡,,,. ' . - -- -

1.31.2 Sea f;; cu~lquler letro funclonol de K y seo pn, ~ualquler letra 
predicativo de K. Las interpretaciones (f•,)M y (Pn,¡M se definen de la siguiente 
manera: 
Seon (g1J.,.. .... (gn),, elementos cuolqulero den,. Dj 
o) (f•,)M((gi)., ..... (g,)..,J=h..,. donde h(j)=(f•,¡Mi (g1(1J .. : .. g.(j)J paro todo j en J. 
b) (P•,)M ((g1j.,.. .... (g,)..,j se tiene e> O/ M¡ ~ pn, (g1(1J ..... gn(j)J) e.!7. 
donde en ombos Incisos no se depende del representante: 
A este modelo M se le denotoro como M =n,, M j y se le /lomo producto directo 
reducido. SI.res un ultrofi/tro. entonces Mes /lomodo, ultraproducto. SI Yes un 
ultroflltro y todos los M1 son el mismo modelo N. entonces M=N' , se /lomo · 
ultropolenclo. 

IfQ..lJ..5.; (" L0S ") 
Seo Yun ultrofiltro en un conjunto J y seo M= n,M 1 un ultra producto:· 

o) Seos =((gi)..,.(g2).,.. ... ) una sucesión numerable de elementos 'de Íl,,01.Paro codo 
)eJ, seos; to sucesión numerable s1 =(g1()).g2U) .... ) en Di. Entonces poro lodo . ., FBF 
de K. s sotisfoce,,..-=> ( j / s¡ solistacect' en M1) e,,,-

bj Poro cuolquier,#FBF de K.Jes verdadero en n,M1 ""' 1) / M1 ~·"'l e!F 
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oJ Lo demostración seró por inducción sobre el número de conectivos y 
cuantificadores de .. s' 
Poro la base de Inducción m=O se consideran los 3 casos de una FBF atómica. 
Caso 1. la FBF es cualquier letra predicativa n-ario: caso 2. lo FBF es el 
predicado igualdad con un término expresado como función: coso 3. lo FBF es el 
predicado igualdad con un término expresado como constante. 
Base de Inducción m=O: 

Coso 1: 
s sotisfoce.'t' pn.¡~, .... l\.) = Mr P'.i(g,,¡,. ....• fg,n),,) lo que es equivalente 
o tener:{)/ M1 r pn,l(g,i) ..... (g.n))) e.7. 
Y que significo: { j / S1 satisface pn,fx,1 ..... x.n) en M¡) e:,-

Coso2: 
s satisface.;( x,=f", (x.1 ..... x.n) = M Ffg11J=hl(g11),...,.,fgin),.) lo que por 
definición se tiene = { j / M1f9,(j)= fn,¡g,,(j) ... ,g.nri)J) e :T Lo cual significo 
{) / s¡ satisface x,= fn.fx;1 ... .x,,j en M1) e.o;-

Coso3: 
Es un caso análogo o los dos anteriores. 

Ahora suponemos que vale paro los FBF que tienen m conectivos y m 
cuontificodores. lo que será nuestro hipótesis de inducción. 
P.D. que vale poro . ./' con n conectivos y n cuantificadores. dado n >m. 

Coso 1 :./l;í;: 
Por hipótesis induclivo. s satisface& en M = { j / s1 sotisfoceóó' en M1} e :7 
s satisface 1.:1,' en M = { j 1 s, sotisfoce.91 en M¡} E :T. Por el Teo 1.12 se tiene 
que { j / s; satisface l_,; en M,} e .r · 

Coso 2:.;¡'J) /\e 
Por hipolesis de inducción s sotisfocea; en M = {) / s¡ sotlsfoce.!il' en Mi} e 
.7! s satisface •en= ( j / s1 satisface •en M;) e:T Por lo tentó s satisface 
JI" t'"= (j / s; satisface.:<' en M1) e.r y {) / s1 satisface t'"en M1} e!T. osl la 
intersección de estos conjuntos pertenece a:T. Por lo tonto { j / s¡ satisface 
.;¡; /\ 'éen Mi } e:,,-. 

Coso 3:,,.. 3x,9J 

=-1 

<=] 

Suponemos que s satisface 3x,J./. Entonces existe h en n 1 ,, D1 tal que s' 
sotisface.'.ii en M. dondes' es igual o s. exceptuando lo 1-ésimo 
componente des' que es h,.. Por hipótesis de Inducción, s' sotisface..:ó'en 
M = {) / s'1 sotisfoce9J en M,) e:#; Por lo tonto {) / s1 satisface 3x,.;;; en M1} 
e.;,¡; yo que si s '1 satisface :e en Mi. entonces s1 satisface 3x1::;; en M¡. 

Suponemos que W= {) / s1 so tisfoce 3x; jJ en M; ) e :T. Poro codo j en W. 
elegimos s'¡ tal que s', es igual o s. excepto en a lo más el i-ésimo 
lugar y s'1 satisface_;;, Ahora definimos h E n JcJ 01 de lo siguiente manero: 
poro) en W. seo h(j) lo i-ésimo componente de s'1 y poro) EW. 
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Elegimos h(j) como un elemento orbitrorio de D,. 
Seos" igual os excepto en lo i-ésimo componente. lo cual es hF. 
Entonces W<;;; { j Is". satisface Ji en M,} e.~~ Enlences par hipótesis de 
inducción. s" satisface 1.1 en M. Por lo tonto. s satisface 3x1.:i1 en M 

b) Del inciso a) cualquier .. ; FBF es verdadera en n,M1 .:;. alguna sucesión 
satisface .. 1'en M, .. :;. { j I M1 ¡. ... '}e .... ¡¡, 

COR 1.3: 
SI Mes un modelo y 7es un ultrafiltro en J. Y si ºM=M'.'. Entonces ºM•M. 

Sea ,Ir' cualquier enunciado; entonces por Teo 1.15.b) .lr'es verdadera en ºM <=> 
Qt'f'es verdadera en M} e.~~ Si . .t'es verdadera en M. { j /..fes verdadera en M} = J 
e7. SI .'f'es falsa en M. {j / .'f'es verdadero en M }= ~ • 7• 

Proponemos el siguiente mapeo. Para e en D dominio de M. sea e• la función 
constante tal que c•(j)=c paro todo) e J. Definimos lo función'!' tal que para cado e e D. 
'l'(c)=(c•),. eD',. y el rango de se denoto por M•. Es obvio que M• contiene tas 
Interpretaciones en ºM de tas constantes individuales. Ademós. M• es cerrado bojo las 
operaciones (fn,¡•M; esto es para (fn,J'" ((c•J.~ .... (c•).,)=h,. donde h(j)= (fn.)M(c1 .... cn)para 
todo j eJ, y (f".)M(c1 ..... cn) es un elemento fijo deben D. También h_,=(b'),. Asi M• es una 
subestructura de ºM. 

COR 1.4: 
'!'es un isomorlismo de M con M•. y M• s e•M. 

1. P.d. '!'es supreyectivo. 
Por construcción. 
2. P.d. ~'es Inyectivo. 
Paro cualquier c.d en D 'l'(c)='l'(d) <=> (c•),.=(d•),.<=> c•=..,d• = (j / c•(j)=d•(J)) e.'7. 
esto es { J I c=d) e !T. 
3. P.d. '!' es morflsmo. 
Para cualesquiera c1 ..... en en D. (fn, )'M('l'(c1 ) ..... 'l'(cn))=(fn.)'M({c•1 ) ..... (c'n ))=h,., 
donde h(j)=(fn,JM(c•1UJ ..... c'n(i))=(fn,J(c1 ..... en). As/ h..,=((fn•)M(c ..... c))•...= 
'l'((h)M(c1 ..... cn)). 
4. P.d. Paro cualquier letra predicativa Pn1 de K y cualquier c1 ..... en en D 
*M ¡. P••{'l'(c1 ) ..... 'l'(Cn)] "'> M ¡. pn,(c1 ..... en). 
ºM¡.Pn•['l'(c1) ..... 'l'(cn)] <=> Q/M¡.Pn.[c•11iJ ..... c•nliJll=O/MrPn,¡c1 ..... cn)} estoes 
M¡.pn,¡c, ..... c.J 
como ya se tiene que: M• <;;;ºM. 
P.d. M•se•M 
Sea .Ir' una FBF y [c•l),. ..... {c'n),. e M•. Entonces por Teo. l. lS(o). *M ¡. . .; 
[(c•1),. .... (C'n),.J = (J / M ¡. . .;[c•1(j) .... c•n[J)J} e.<;-e> {j / M ¡..;( [01 .... cn}} e7e> M¡. .... 
{c1 .... cn) e'to es M• ¡. .:t'[(c•l),.. .... (c•n),.J por ser Isomorfismo de M en M•• 

De aqul M• le llamamos nuestro modelo stondar y o 'M se te llamaré el modelo 
no-standard. 
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Por último poro ver que la consistencia se tiene en la teoría de primer arden K. 
can modelo 'M • se prueban los siguientes teoremas. 

DEF 1.32: . . _ . . . : 
Sea B un subconjunlo de P(AJ. El filtro generado por Bes la Intersección .'T de 
todos los filtros sobre A. los cuales incluyen B. · · · 
.'T=,-,{.'T•/Bc:.,.-. y.'TesunfiltrosobreA). . ... • .. , . .._ .... 
Se dice que B tiene la propiedad de lntersecci6ri finita <'>.la intersección de 
cualquier número finito de elementos de B es no vaé:fa: · >· ·. .. · 

_.;~::.' 
~("COMPACIDAD") . . ;·: .. •· .; .·.· .• :· e·. 

Sea K un conjunta de enunciadas , sea J= C•(K) 'el conjunto de todos los .. 
subconjuntos finitos de K. y para cado j eJ, sea M¡' un.modelo .de j. Entonces 
existe un ultra filtro .'Ten J. tal que el ultra producto n ..,M¡ es un modelo de K. 

Para cada a e K. sea C,. el conjunto de ladas las j eJ, tal que a·~ j. El conjunto 
C={C. / ae K) llene la propiedad de Intersección finita ya que {a1 ..... un) e 
Cul 11C0 2f"'l ... nCo.n 
Por los Teoremas 1.11 y 1.12. para C se p"ede extender un ultrafiltra .!Ten J, tal 
que C ¡;; .'T. Si j e C. entonces u e j. Par lo que M¡ ~a 
Asl para cada a e K. C.¡; {j / M¡ ~u) y C. e.'T 
Por lo tonto {je J / M¡ ~u) e.!T: 
por el Tea 1.15. n,..M¡ ~a para lodo a e K. 
Por lo tonto n..,M¡ es un modelo de K,. 

" PRINCIPO DE FINITUD " 

DEF 1.33: 
Un conjunto de enunciados K. es consistente .... M un modelo tal que M ~ K. 

IfQ..Lll; .·. . . . .. 
Seo K un conjunto de enunciados. tal que fado sÚbco~junfo finiÍo de K es 
consistente. Entonces K es consistente. 

Sea j cualquier subconjunto finita de K. Por hipótesis j es canslsfenle: Por Teo 1.4 
j tiene un modelo numerable y por el corolario. 1.2; el modelo puede ser .de 
cardinalidad mayor a .J('o. .. · 

En general se puede decir que j tiene modelo. ·:. ·, .- . 
Por Tao 1.16. sea M¡ un modelo de j e J. con J= {j / j es subconjunto finito.de K ). 
Enlences existe un ullrafillro .7en J. tal que el ullrapraducto n,M¡ es un modelo 
de K. . .:•. ·. ·: . . . 
Por definición. como existe un modelo de n,..M¡ tal que n,.M¡ ~a. V a e K. 
entonces K es consistente• · · · 

De todo lo anterior se puede concluir que el modelo no-standard; 'M está 
construida sobre teorías consistentes. 
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" LENGUAJES DE ORDEN SUPERIOR " 

Hoste choro se hon escrito todos los resullodos sobre lenguajes de primer orden y 
sus estructures osociodos. Pero veamos que estemos un poco limilodos si nos quedemos 
con estos lenguajes. Tomemos el modelo de los reales a. del cuol nos fijemos en uno de 
sus subconjuntos. tos noluroles N. el cual cumple el axioma del buen orden que dice: 
Poro todo subconjunto B contenido en N y distinto del vocio. existe un elemento x tal 
que x es menor o Igual o todo elemento del subconjunto B. Slmbollzondo tenemos: 
'l>'B{Bc:N y 8;<4> =:o 3x(xeB tol que xsy 'ltyeB). Pero en un lenguaje de primer orden no se 
puede cuontiflcor o to vez sobre individuos y sobre conjuntos de individuos. por esto 
rozón se hoce uso de los lenguajes de orden superior que nos permiten slmbollzor este 
tipo de enunciados que tienen cuontificociones sobre Individuos y conjuntos de 
Individuos. conjuntos de conjuntos. etc. 

En términos más formoles. puede existir u uno FBF cerrado. de un lenguaje de 
primer orden tal que M r a con M uno estructuro osoclodo o un lenguaje de primer 
orden. Cuando u no existe. se dice que lo propiedad o enunciado que se quiere 
representar no es de primer orden. Estos propiedades se expresan con un lenguaje de 
orden superior. 

Es choro cuando se tomo el concepto de lenguajes de orden superior y sus 
estructures asociados. Donde el objetivo principal es que se construirá un procedimiento 
poro sumergir un lenguaje de orden superior en uno de primer orden. 

Seo C un conjunto de Individuos. eri donde se tendrán en cuento Jos siguientes 
relaciones; entre elementos de C, entre elementos de C y relaciones en C. excepto Jos 
relaciones donde se consideren subconjuntos de distinto nivel. 

DEF 1.34: 
A Jos elementos de un con)unto C se les llomc:i Individuos. 

DEF 1.35; . .. .; . ·.·. ·. 
El con)unto T de tipos. es el mínimo conjunto que satisface: 
oJ OeT. _ : : :-..· 
b) SI TI .... .to ÉT entonces lo súcesíón finito (TI .... .to) e T. 

Tod~ índívldu~ deC tiene tipo O. :' 

Ct con teT denoto al ~·6n)u~t~ ~~ r~locíones de tipo t. Con esto se tiene que los 
Individuos son relaciones de tipo O.' así Co =C. - . . . 

' ' ' ' . , ~'-:·_'; 

Todo relación. Rc:Ct1 x ... xCto ;,". Íe ~signo el tipo t = (TI .... .to) 

DEF 1.36; 
Seo A CL•olquíer con)untÓ y ti uno función. ÍÓr que h:I -+ A, con I un con)unto de 
índices; sí h no es Inyectivo entonces { h(i) / íel) es un subcon)unto de A con 
repeticiones. · .. · -. ·•• - · · · · 
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DEF 1.37: 
Una estructura M asocioda a un lenguaje de orden SUP<!"":or es cuaf:;r¡,-..,.. 
conjunto {Bt} te T tol que para olgún conjunto de ir.árvidum e, lodo !hes 
subconjunto de Ct con repeticiones y B::=Co=C. 

OOlZ · ..... · 
Una estructura M={Bt) teT es completa ben la función h,: T - (llt) t<!T. para 
cualquier te T. Bt contiene lodos las rek:Íciones de Ct: · 

DEF 1.39: . . . . .. : · ': ·. <."· .. · 
Una estruct.Xa M={Bt} 1-eT es normal= h1 : T '-> {Bt)teT y paa codcueT. Bt no 
contiene ningúncúelación de Ct ~ej:;elido. : . 

.... ._,.r-1,:·:~·:.:v~-.. ; ·- ... _.· ... "',.,. 
DEF 1.40: 

Una estru'clúro es complela ynórfrial e> Bt =Ct 7 tel. 

Se defill~á J,; lengúÓje J; ~in~ el conjunto de predicados esta dado por 
{Pt}teT-{O). tÓI que' ;i ~=i•· .::.:t-~J. '1a a;Ck;ci de Ptes n+I. 

. ·:,\ e';'/• '( -;, ··~\.:'.·-· 

SI Pt =Pt(~Y•:·>•I .(~ ~(~;.::.:;.¡ entc,~ées -r'..1 es el tipo del J.ésimo lugar en Pt. 

DEF 1.41: 
, -~- - ;,_:-

Una FBF 11de -~es' éstiatificada ~ toda constante y variable individual que 

apá-ece .".~ ": .. ~r:i~ec;:~sÓ,l~mente'en los lugares del mismo tipo. 

DEF 1.42: .. ··.:· :•: ,.;•,, ,; 
Sea K un· conjuntó de ·.:,nlJnclados de .P tal que: 
a) rodC:. aeK es"~stratific;]d;)'.c .·. 
b) Paro todá C::onstcmte· individual qúe apaece en cualquier aeK. el tipo de los 

·lugares en' los cÚoles aparece, es el mismo en toda aeK. 
Entonces se ~~~que K e.s Ún conjunto de enunciados estratificados de.&'· 

DEF 1.43: 
Sea g un ll'lapeo tal que g : {"Constantes individuales de.&'")-. {Bt}teT con 
{Bt}teT estruciuré:J asociada ·a un lenguaje de orden superior y g inyectivo. 

DEF 1.44: 
Un enÚnciadÓ estratificado u de .&' es admisible en M bajo g = toda constante 
individual e¡ qÚe aparece en u pertenece al conjunto {" Cor.stantes individuales 
de .P") y g(c¡ 1 e{Bt} te T tal que el tipo de g(c¡ 1 es el tipo de los lugares en los 
cuales C¡ aParece en a. 

DEF 1.45: 
Un enunciado 11 de ,.,¡,estratificado y admisible en M bajo g es verdadero en M 
(Mrou}eo 
a} a: Pt(a.b1 ..... b.). M ¡..u e> (g(b1} ..... g(b,)I satisface la relación g(a) en M. 
bl "' 1~. Mrou = Ml¡..~. 

":pv-¡.Mfoou<=>MhP oMf.-1. 
u: [l.•y. M¡..u <=> Mfoo~ yMfoo·¡. 
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.,: Jl-·1. Mhct = Mihfl o Mh·1 . 

. ,, r .... y. Mh.i"" Mhil-·1 y Mhr-ll. 
c) v.: 7•P(x). M¡..7xP(•) = MhJl(c,) poro toda c,e{"Constontes Individuales de 
,.¡;'"}tal que gjc,)e{Bt} teT y su tipo es el tipo de los lugares en los cuales x 

cparece en u. 
d) ,,: :1pjx). M ¡..:xJl(1) =existe c, e {"Constantes individuales de,.¡;'"} donde 

M ¡.. Nc.l tal que g¡c,) e {Bt} teT y su tipo es el tipo de los lug~res en los cuales x 
cporece en '.L. 

DEF 1.46: , . . . ;\ ,, ' . 
SI u es un enunciado admisible en M bojo g •. tal que no es verdadero en M. 
entonces es falso en M (Mi hu). " ' · 

DEF 1.47: . . . . .. , '' . , .. '~"• . . 
Si K es un conjunto de enunciados estratificados y admisibles en .M bojo g. M ¡.. K 
=Mhu O'ueK. · , ··· ;;;;· · ·· ·. 

Se hoce uno extensl6n de ;.¡;s o un le~gua'¡~ q~e den~t6niós J,-'. de donde 
..r;·=;.¡;sv{Ot/Ot son prediéodos de oridod 'uno .,;:,eT}: · . · · .. 

Los ~edicodos Ot se llamarán símbolos de ti~o de pri;,,~ cirden: · 

Se define un mopeo g1 tal que gi : {" FBF estrÓtificodos de .J;s "}--+ {"FBF de..&' " }. 

l. SI u es FBF atómico entonces g1(u)=a. 
2. SI u:l p entonces g1juj= "kl'fpj. 

SI u:pvy enlences gijo.)=g1(pj·,g1(y). 
SI u:Jl"Y entonces gi(a)=g1(p)~g1(y). 
Si u:p-.y entonces gi(u)=g1(P)-+g·i'f). 
SI u:p .... y entonces g1ja)=g1(pJ.-.g1Jy). 

3. SI u:3xJl. entonces g1(u)=(::xOtlx) "g1{1l)) donde tes el tipo de los lugares en los cuales x 
aparece en p. SI x no aparece en (l. entonces t será del tipo O. ' · ·, · . 
4. SI u:'txP. entonces g,¡u)=IVxOtix)-+g1(p)) donde tes el tipo de los lugorei'en los cÚoles 
x ocurre en p y si x no aparece en (l es del tipo O. ' · 

DEF 1.48: 
g1 iu)=11<11 es el tipo transformado de u. 

A uno estructuro M asociado o un lenguaje de orde;,';u~;ioÍ.·.¿~ 1~·6soclo uno 
estructura Mg1 asociado o un lenguaje de primer.orden. en 1o:cual.'él éonjunto de 
individuos es {Bt}teT y el conjunto de relaclones será {Rt}teT Júntcicóri {Ot.con teT-(0)) 
donde los Rt son relaciones de oridod uno y Ot son reloclones de lci misma orldod de Pt, 

DEF 1.49: 
Seo Be{Bt}teT. esto es 8 es un individuo de Mgí entonces RtlB¡' esta en ·Mg1 <=· t es 
el tipo de Ben M. · 
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DEF 1.50: 
SI Ot es de arldad n+l y t=(t;. .. ,t"J y 6.6• ..... 6" san Individuas de Mg·, .· 
Mg1 fQt(6.61 ..... 6") o 6 es de tipa r en M. 6. es de tipa !:en M para cada i=l ..... n y 
Ja sucesión (61 ..... 6") satisface 6 en M. · 

A partir del mapea g definida onterlarmente. d.;finlm~s otr~.:mápea. ol cual Je 
llomomas g' y g': {"C.I. y predicadas de . ..r,'n "".' {6t)teTu(Rt)teTv{Ot)teT-{0) tol que 
g'(c¡) e{Bt)teT sic; e{"C.I. de ..r,"'),g'(Ot) e{Rt}ieT Y g'f'.tJ e{<?t);eHO). · . 

IfQ...L.16; ' ' . ' '' :, . : 
Seo u un enunciado estTotificodoycidmblble en M bojo g. M¡..ao Mg1 ¡..·a,,1 .. 

Por inducción sobre el número de cuantificadores de a, 
=>j Base de Inducción. 

Seo a un enunciado atómico, u:Ptfo.b1 .... ,bn) con t =ft1 .... .Tn) y 
{gfa).g(bl) ..... g(b,J) e: {Bt)teT. 
Tenemos que M ¡..u o (g(bl) ..... (g(bn)J satisface g(o) en M y Mg1 ¡..·a o 
Ot(g'(o).g'(bl) ..... g(bn)) es uno relación en Mgi. además g(o)=g'(a) y g(b;j=g'(b.J 
con 1=1 ..... n donde {g'(oj,g'(bl) ..... g·¡bnJ) esta contenido en {Bt}teTy como 
a=a,,1, entonces MJ.,,a o Mg1 J..·a,,1. 

Suponemos que vele poro aquellos enunciados estrotiflcodas con n 
cuantificadores. 
Sea u:3xp(x). 
Tenemos que M J..3xJl(xj o existe c¡e{"C.1. de .,t'") tol que M ¡..¡1(c¡) con pfc¡) 
estrotiflcodo y admisible en M. por hipótesis de Inducción M ¡..p(c¡J o 
Mg1 J.,,g1(Pfc¡J). g1fPfc;Jj se puede obtener sustituyendo x por c en g1(p(x)j. y 
coma pfc;) estratificado Mg1 J.g·Ot(c¡J con t el tipo de las lugares en los cueles c¡ 
ocurre en pfc¡), entonces Mg1 J..·Ot(c,)Ag1(p(c))-=> Mg1 ¡..· [3x(Otfx)Ag1fpfx))J] => 
Mg1 J..·a,,1. 

<=] Seo Mg1 J.,,·a,,1 entonces Mg1 J.g·Otfc¡)Ag1fp(c;))para alguna c¡e{"C.J. de.¿;'") 
entonces Mg1 ¡..·Otfc¡J y Mg1 J..·g1(Pfc¡J) entonces Pfc¡J es un enunciado 
estratificado y admisible en M. SI Jl(c¡) fuero falso enlences MlJ.,,pfc¡J =>por 
hipótesis de Inducción Mg1 J..· g1fPfc¡Jj. Jo que es uno contradicción. 
Por lo tonta M¡..p(c¡J => Mf'g3xpfx) => MJ.."8 

" PRINCIPIO DE FINITUD EN ORDEN SUPERIOR " 

DEF 1.51: 
Un conjunta K de enunciados de . ..t' es consistente o K es estrotiflcodo. admisible 
y verdadera en M estructuro osacla.do de orden' superior. 

IfQ...L.12; . .· ,. ' .. '•·'· ,·: . 
Sea K un conjunta de enunciados deyn lenguaje ..t', si todo subcanjunta finito 
de K es consistente. ~ntC:,nces K.es consistente: 
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Sea.,¡;• la extensión de ..f:,' y Kg1 ={•-'<l•l para lada ueK. 
P.d. Kg1 es cansistente en primer orden. 
DEM: 

Sea H cualquier subconjunto finito de Kg1 entonces existe K' c:K finito tal 
queu'g1 e-H pera toda11'eK'. 
Por hipótesis todo K'es consistente. entonces existe M' estructura 
asociada a un lenguaje de orden superior tal que K' es estratificado, 
admisible y verdadero en M'. Pero a M' se le puede asociar una 
estructura M' g1 asociada a un lenguaje de primer orden. entonces por el 
Teo.1.18. M' rK' = M'g1 rH entonces Hes consistente. Como Hes 
consistente y es cualquier subcanjunlo de Kg: en su forma de primer 
orden, por el principia de finitud de primer orden Kg1 es consistente. esta 
es Mg1 rKg1 y por el Teo.1.19. Mg1 rKg1 _,,, M rK. entonces K es consistente• 

Ahora se tendrón un considerable número de definiciones para proponer nuestra 
modelo no-standard respecto a lenguajes de orden superior y sus estructuras asociadas. 

DEF 1.52: 
Sea K un conjunta de enunciados de un lenguaje de primer orden y a un 
enunciado. Se dice que a esta definido en K si toda constante Individual a todo 
predicado que ocurre en a también ocurre en K. esto es, ocurre para algún 
a.'eK,, 

DEF 1.53: 
K es contradictoria o Inconsistente= no es consistente.'. 

-· .. 

DEF 1.54: _ •· :_· :·•.- ·. _ -': -
a es _d~_duclbl,e de.K si Ku{l a.} es contradictoria, lo cual se denota c_omo K ~a. 

DEF 1.55: -· _ .. :· _ · 
SI a es un enunciado estratificado y K un conjunto de enunciados estratificados 
de un lenguaje de orden superior, entonces, a esta definida en K si todas las 
constantes Individuales que ocurren en a también ocurren en K. 

DEF 1.56: 
Es admisible en K.,,, Ku{a.) es estratificado. 

DEF 1.57: . .. · 
a es deducible en K = Ku{l a.) es estratificado y contradictoria. 

DEF 1.58: 
Sea K un conjunto estratificado de enunckidos de un lenguaje ..IJ y sea S=("C.I. 
que ocurren en K" ). El tipo de cada ées: es el tipa-de Íos lugares en los cuales c 
ocurre en los enunciadas de K, -'e• L-'" · -· · -

DEF 1.59: _- •-:- ;: : .> , : -.·· .·_-,_- ._ .· .- __ . 
SI el tipo de un.a ce_S es t "(t1.t2J entonces c denota una relacló_n binaria. 

6c={deS/KH3xj(Pt(c,d.xJ)); 
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., 
DEF l.60: 

ceS es concurrente o para todo conjunto finito {d1 ..... do)c~c sucede 
K H:;x)(Pt(c.d1.xJ~ ...• ,Pt(C.do.xJ). 

DEF l.61: . 
Sea S1 el conjunto de todas las C.I. en S tal que son concurrentes. Para toda 
ceS1 selecclonamos una C.I. c·~c tal que e' eS. definimos se como el conjunto de 
todas los c' antes definidas. 

DEF l.62: 
Para toda ceS1. sea Kc el conjunto de enunciados a.c•:Pt(c.d.c') para toda 
deAC. 
Ku=uKc(ceSi). 

DEF l.63: 
El conjunto A=KvKU se define como el alorgamlento de K. 

Sea H un conjunto de enunciados en un lenguaje ..¡; de primer orden. y seo 
S'={"C.I. que ocurren en H" ). tenemos un mapeo h: s· _, S" con S" conjunto de 
constantes individuales en..¡;. Sea H1 el conjunto de enunciados que se obtienen de H. 

sustituyendo cada ces· por su imágen h(c)eS". 

lliLL1Q; 
Si H1 es consistente. entonces Hes consistente. 

Por R.A.A. suponemos que H no es consistente y sea JI el enunciado que resulta de 
u. por sustituir cada ces· por h(cJeS". 
Caso l: 

H no es estratificado. 
Entonces existe una e C.I. que aparece en •LEH donde el tipo de los 
lugares en los que aparece en u. es distinto en alguna ocurrencia. así h(c) 
que aparece en fleH1. es distinto al tipo de los lugares en los que aparece 
en alguna ocurrencia. lo que es una contradicción por ser H1 consistente. 

Caso2: 
H no es admisible. 
Asi existe una constante c en" tal que en el mapeo g: í"C.I. de _o")_, 
{Bt)teT. g(cJ no es del tipo de los lugares en los cuales c aparece en'" de 
aqui g(h(cJ) no es del tipo de los lugares en los cuales h(c) aparece en fl, 
lo que es una contradicción ya que H1 es consistente. 

Caso 3: 
H no es verdadero. 
Esto es que existe <LeH tal que lho. entonces H1lhfl. lo que es uno 
contradicción por ser H1 consistente. 

Por lo tanto H es consistente• 

I.fQ..Lll; 
Seo K u11 conjunto estratificado de enunciados de un lenguaje _o. SI K es 
consistente. entonces A su alargamiento también es consistente. 
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Es suficiente probar que A1 =K~Ku' con Ku' subconjunto finito de Ku es 
consistenfe. · 
Seo Ku'={Pt1{c1.d11.c1 ') ..... Pt1{c,,d,.,.c, '). 

Pt:{c:.d,,,c,·) ..... Pr,fc,.d,,,.c:'J. 

Ptn(Cri,dn1,c"'J., .. ,Ptr,(Cn,dr.1n,Cn'J} 

con c1 :;ir::c¡ con 1~¡ pera Lj= L ... n. 
Como K es consistente. entonces e1.iste M. estructuro de orden superior tol que 
M f-K, entonces: 
K H3xJIPt1{c1.d11.x)r, ... r, Pt1{c1.dH1.xJ" 

Pn{c:.d21.x).,, .. ,\Pt>{c,,d,.,,xj" 

Ptn(Cn,d111,X)A .. ,r.Ptn(Cn,dnin.X)} 
Esto nos implico lo existencia de C.I. c1" ..... c," en .IJ tal que bojo un mopeo g, 

g{c1"J e{Bt}teT poro i= 1 ..... n. 
Por lo tonto Ku"={Pt1{c1,d11.c1"J ..... Pt1{c1.du1,c1"J. 

Pnfc,,d21.c2 'J ..... Pn{c2.d2n.c2 'J. 

PtnjCn.dn1.cn' '), .. .,Ptn(Cn.d,.,1.n.Cn' ·)} 

es verdadero en M. Seo A2=KvKu", Por Teo.1.20 S'=("C.I. que ocurren en A1") y 
S"=S'v(c1" ..... c,") donde h{c.)=c, poro todo i=l ..... n y h{c1')=c1" poro 1=1 ..... n; y 
como K y Ku" son verdaderos en M entonces A, es verdadero en M. Lo que nos 
Implico que A2 es consistente y de oqui A1 es consislente. 
Por el principio de finitud A es consistente• 

Sobre estos alargamientos de K se construirá un modelo no-standard. 

DEF 1.64: 
Seo re S1 y Kr=vc,rKc entonces KrcKu. Al conjunto Ar=KuKr es el olorgomiento 
concurrente de K. el cual denotaremos como el alargamiento r de K. 

Se tiene que Ar cA y que Ar es consistente si K es un conjunto estratificado de 
enunciados, consistente por el Teo.1.21. Asl se tiene As1 =A. 

DEF 1.65: 
Seo M uno estructura tal que Mr K. o M le llamaremos el modelo r de K si 'ltoer, 
exisfe uno C.I. c tal que codo uno de los enunciados Ua•:Pr{o,d.c) 'ltde.10 es 
verdadero en M. 

Por definición se tiene que un modelo de Ar será un modelo r de K. 

En seguido se construirá el modelo no-standard de A. 

Seo N un coniunto numerable de Individuos y sean T1 y T2 relaciones ternarias 
sobre A de. tipo (O.O.O), estos relaciones tienen el mismo comportamiento de lo adición y 
el producto. Poro la lguoldod se tomará lo reloclán de identidad sobre N de tipo (0.0j, 
denotado por e. 
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Seo M={BT}TeT normal y compacto. seo g un rnopeo tal que: 
g: {"C.I. de ..JJ'" } __, {Bt}TET: y g in-,ectivo. Seo r: el conjunto de todos los enunciados 

verdaderos en M que solamente involucren condiciones iniciales. 

Se considere lo relaciór. binaria sobre tJ que tiene la expresión xr...y incluida en los 
B1o.o1, denotaremos a la relación como m en el lenguaje .,.C> entonces p,,.: ¡m x.y) significa 

X<y. 

El dominio de m en el primer argumento es N. Sean d1 ..... d., elementos de N. 
entonces el enunciado 
u:(3y) (Pio.01(m.d1. y)~ .. ·' P:o O!(m.d,, y) 
es verdadero en M. con esto tenemos que es cierto que existe un número natural que es 
mós grande que los números naturales denotados por d1 ... .,d,, en el lenguaje S· 
entonces ueK, por lo tonto K ¡, .. de aquí se tiene que m es concurrente paro K. Seo í=(q}. 
cualquier modelo r de K lo llamaremos un modelo no·sfandard de orden superior de lo 
aritmética. 

DEF 1.66: 
Seo M={BT}tET uno estructuro de orden superior completo y normal. dado g: {'"C.I. 
de..&>"} -Jo {Br}1eT inyectivo sea~: el conjunto estratificado de enunciados 

admisibles'{ verdecieres en M. se tier,e que r=S1 es el conjurito de todas las C.I. 
concurrentes para t:. Se dice que toda estructura de oredn superior que sea un 
modelo r de K es un alargamiento de M. 

Sea •M un alargamiento de M tal que tenga corno conjunta de individuos a •N. 
donde •N es extens.ion den y •Muna e,.. tensión de M con las siguientes coracteristicas: 
Seo M={Bt}teT y ·M={'Bt}teT. para cualquier PeBt y seor lo C.I. de ..1J tal oue g(r}=P y seo 

•R=g(r} con •Re{•BT)tET. •R debe ser del mismo tipo que R. entonces •RE•Bt. por lo tanto 
la función fp: R -1o •Res un mapeo inyectivo de {Br}rcT - (•Br}tET. 

Ahora se trabajoró la concurrencia con relaciones de M. 

DEF 1.67: 
Uno relación binaria de R de tipo r =(1, r~J es concurrente·=· la constante que 
denota a Res concurrente con respecto o K esto el Res concurrente e:. paro 
cualquier conjunto finito {R1 ..... R,) de relaciones de tipo,, tal que poro olgun 
conjunto {R1 · ..... R,'} de relaciones de tipo"· los pares (P R, ·1 ..... (R-.Ro'} \otisfocen 
R. entonces existe una relación Rr de tipo t~ tal que los pares (R•.RrJ .... /Rr R1J 
satisface R. 

Seo :r un filtro sobre un conjunto de índices 1 y seo P={(tl B}/ B~;;;I y So }. el 
dominio del primer argumento de esta relación es ,'ji-. Si N1 .... N"E..,. se tiene que 
B=N1ri ... nNn y como Be.9". B~N1 'ti=l.. ... n. entonces Res concurrente. 

Seo M=(B<}reT uno estructuro de orden superior completo y normal donde 
•M=('Bt}tET es un alargamiento de M normal con B:=I/ y ·sc=•t1. en general no sucede 
que •M sea completa dado que •ar puede ser un subconjunto propio de •nr. 
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DEF 1 .08: 
~as relacione5 que pertenecen a • Bt se les 1lamaró internas y los que pertenecen 
o •t-1r ··Sr se les Harnaró e.~.terna. 

DEF 1.ó9 
Cualquier relac:ón interna que perteriezca a {Bt}rET será llamada una relación 
standard o sea. una relación es standard si es denotada por una C./, de K. 

~: (" COMPACTIFICACIÓN " ) 
Sea B un conjunto de conjuntos en M de tipo t'=((t))(k8t). Sea c lo C.f. en K la 
cual denota a Ben M y seo •a el conjunto standard el cual es denotado por e en 
'M. 
Suponemos que la intersección finita de elementos de B e!i distinta del vacío. 
Entonces e(iste una relacion interna F de lipa ten •t...1 (en 'Bt) tal que todo 
conjunto standard •G-::•s. contiene a F 

Cualquier conjunto standard •G. denotado por gen K. es un subconjunto de •s 
-::::. el conjunto Gen M. el cual también es denotado por g. está contenido en B. 
Sea R la relacion de M de tipo ••=lfr). t) tal que es denoloda por r en K. el par 
(G.Gi) satisface R ·::>Ges de tipo (t) y GcB. con G· de tipo t y G:cG. Por hipótesis 
se tiene que la intersección finita de elementos de Ges no vacía. entonces Res 
una relación concurrente. por lo que e-.iste una relación F en "M tal que el 
enunciado P~l{r.g.f) es verdadero en "M para todo g la cual denota un conjunto 
standard "Gc:•B y para la C.L f lo cual denoto a F. Por lo tanto Festa contenida 
en todos los conjuntos standard ·e los cuales estan contenidos en "S. 

Seo R en M de tipo t.e.O. indicaremos a !::i relación en •M como •R que es 
denotada por la misma C.I. en K. 

Sea M un conjunto en M que se denota por u en~:. para todo UeM en M. •u es un 
elemento de •1\1 en "M. pero si u denota a U en r entonces M f Prfµ.u) ':"'reT entonces 
'M f Pt(µ.u) '1teT. 

IfQ.1..2.3; 
El co~junto *\t contiene una relación ir.terna no standard-:::::. 1\1 es infinito. 

DEM: 
:-,] Si M =<• entonces • ~!=~. 

Supongamos qt.:e ~I contiene exactamente n elementos y sean U· .. .,U~ dichos 
elementos tales que son denotados por u1 ..... u,, en K. Supongamos que el tipo de 
cada U con i= l.. ... n es M, entonces el tipo de \1 es ((11J. Sea t =((:.1J.(!)J. entonces el 
enunciado 
'1x(P1.1(¡1.x)-1(Pt(e ... u,,,¡, Pt(e ".u,.x)-. ... ,Pr(e u" <))) donde e .. denote le relación de 
identidad en Nr,1, es verdadero en M. entonces pertenece a~:. Por lo tanto 
también es verdadero en •M donde e ... denota también una relación de 
identid:id en ~M. entonces •\1 no puede tener ot"os elen~entos que no sean 
·u· ·u. los cuoles esfon denc~Qdc: .::cr u L'- en !" Por lo tanto paro que •\1 
::orden,;::i una relc.Jc'ón iilterna :a e: ..... ::;I ria s.::: a star.aara \1 tiene que ser infinito. 
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-=1 Supongomos que M contiene un número infinito de elementos. Seo Ra la relación 
binaria en M tal que el por (U.U') satisface Ra = UeM. U'eM y U=U'. Raes una 
relación concurrente. yo que M es Infinito. entonces existe una relación F en ºM 
tal que (ºU,FJ satisface Rapara toda relación· standard 'Ue'M. Por lo tanta Fes 
una relación Interna la cual pertenece a 'M y es diferente de todos los elementos 
standard de 'M. 
Por lo tanto es no-standarc:i. 
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• 

CONSTRUCCIÓN CONJUNTISTA DE UN 
MODELO NO-STANDARD 



" INDIVIDUOS Y SUPERESTRUCTURAS " 

El objetivo de este capítulo.es dar uno construcción no 1ógico pero no por eso. 
menos formol de un modelo no stondcrd. Esto consfrucclón es más dlrecla y se ulifiza 
teoría de conjuntos pero llevalo a efecto; · 

DEF2.1: . . . • .. 
Un conjunto ele Individuos esta lonnodo por elementos que no son conjuntos. 

DEF 2.2: 
Sea s un conjuntO de individuos tal que: 
Sc=S . . . 

S1;,ScuP(Sol 

DEf 2.3: 
Sea Sil=U;,uS1, es llamada la superesfrucllxo con individuos de S. 

A todo seS se le llama Individuo de SA, 

A e.oda elemento de SA·S se le llama un conjunto de SA. 

DEF 2.4: 
Sea A.;SJ\, A es translllva en SA si para lodo xeA. xeS o x<;;A. 

-;., ·- : ~-:~-:- '-· 
Nota: 0!;;S => 12JeS1/ 

I.W..2..1; ':" . ' \, · .. ··• • 
Coda Si es transitiva en SA. 

. -. ·:· :'~.~--: ': .:---- -.. ,'-:.:_ ;_.- - .' 

Por lndu~ciÓn sobfe IÓ complejidad ·de los conjuntos Si. 
Base de inducción l=O. · 
Se es transitivo ya que xeSc es lo mismo que xeS. 
Por H.f. supo.nemos cjüe s, es transitivo. 
P.d. que S¡,, es transitiva. 
DEM: 

LEMA2.l: 

Sea xes,., .s; entonces xeS1·S o xeP(S1I. 
En el primer caso x¡;;S1 por H.I. 
En el segundo coso xo;;S1 por definición del conjunto polencla. 
Pero si S~S1+1. entonces x¡;;S1•1. 
Por lo tonto s,., es tronslliva.,· 

SI xey y yeS1·S, enlences xes.,. 

Como yt<S, l>O. Por definición des,. se tiene que yeS" o ycli-1. 
En el primer coso se tiene Inmediatamente que xeS'1. 
En el segundo coso como xey y o lo vez y¡;;S", entonces xeS"• 
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ml.2.2; 
SI\ es transitivo en SI\. 

Si xeSl\-S. entonces xeS1-S poro algún 1, o xeP(S1), y porTeo.2. 1 .. x~S"a 

" UNIVERSOS " 

DEF2.5: 
Sea S un subconjunto de Individuos. Un subconjunto U de SI\ es un universo con 
Individuos S si: 
aj0eU. 
bjS!;;U. 
c) SI x.yeU entonces {x.y}eU 
d) U es transitivo en SI\, 

Nota: S" es un universo con Individuos S. 

A lo superestructura s11 se le denomina el universo slondord con Individuos S. A 
conlinuoclón se hace la construcción de otro universo, llomado el universo no-standard, 
cuyos Individuos Incluyen los elementos de S y sus propiedades eslón relacionados con 
las propiedades de Sii. 

DEF 2.6: 
Seo 1 un conjunto no vaclo de Indices. seo Yun ullroflllro· en l. y seaµ la medido 
inducido por Y. Se dice que una propiedad de elementos de 1 se llene casi 
dondequiera (c.d), si el conjunto de elementos de 1 poro los cuales lo propiedad 
se llene, llene medido 1. Donde la propiedad folla llene medido O. 

La medido quedaró definido como: 
µ,.:P(I) -+{O, 1) 

DEF 2.7: 
Seo f una función tal que f:I-+ SI\, donde f1=f(I) \fiel. 

DEF 2.8: 
Poro coda neN, seo Z={f/f:I-+ SI\ con f1eSn ·c.d} y Z=un, NZn. 

mu.a;·.·.>"< (· "·'. 
La relación - es uno relación. de equivalencia en Zo. 

Es cloro que M y que t-g Implico g-f, _ 
P.d. que - es lronslllvo. 
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DEM: 
Supongamos que f-g y g-h. entonces los ecuaciones f1 =91 y g1 =h1 se tienen 
c.d. 
La ecuación f1 =h1 se tiene siempre y cuando se tengan los 2 anteriores: en 
consecuencia falla a lo más en la unión de conjuntos cuando cado 
ecuación falla. esto es en la unión de 2 conjuntos de medida O. Por to 
tanto f1 =h1. así f-h. 

Por ro tanto - es una rekJcfón. de equlvalenclaw 

DEF2.10: . . _ , 
Para cada feZ. sea f={geZo/g-f). 

Nota: Zo queda dividido en clas~s de equivalencia ?lenas f donde W={ f/feZo}. 

De la Def.2.10 y la nota se tiene que para x.yeS, si X"Y· entonces ;¡,. y. 
Además S<;;;.W y VxeS se llene x=x. 

Se defính"á ahora un universo W con Individuos W. al cual se le llama el universo 
no-standard correspondiente a s11. · 

Se tiene la superestructura W~=u~NW/~onde W~W. W1 =:Wo0P(Wo), W1+1=WM'{W1). 
W entonces consta de W junto con ciertos conjunlos de Wll, ·' •·· 

- ' :_~.; ,· . :.:: -: ; 
DEF 2.11: .. _ . . .. . . _, ·.---- ~-.;_.··-

Cada elemento feZn líe~.". ur:i.cOIT".spondlenlei. few.' y estos í constituyen w. 
DEF2.12: 

A cada feZ1 se le asocia Úna · ÍeW1 VíéN. 

DEF2.13: , : __ 
Para feZ1+1-Z1 se define f={ g/geZ1 y g,ef1 c.d.}. se tiene que para cada ge Íse 
tiene que geW1; por lo tanto f<;;.W1 y feW1•1. 

DEF 2.14: 
W={ Í/ feZ} con W el universo no-slandard correspondiente a Sii. 

Dado que Slls;;Z, VseSll existe un correspondiente se W. Todos los · s para los 
cuales seSll son llamados los elementos standard de W. Los elementos restantes de'•.W 
son llamados los elementos no-standard. En particular los Individuos standard son lodos · 
los elementos de S: los Individuos no-standard son los pertenedentes a W-S. 

DEF 2.15: 
Sean r.seSll. Sí existe uno y solamente un leSll tal que <S,t>er el cual se escribe 
rts=t. 

La operación t tiene las siguientes propiedades: 
1. SI res una función y sedom(rj. entonces rts=r(sj. 
2. rtseSll para todo r.seSll, 
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LEMA 2.2: 
Poro f.geZ tenemos que g,. f-=> g;ef1 c.d. 

~ 
=>! SI ge í entonces por definición g1 ef1 c.d. 

<=! Seo fez,i. ~seo g1 ef:'c.d'. Com'o f1 e• uri é::on)unto \fiel no •ucede que f1eS c.d. 
Entonce• f1es.;-s c.d:; por el fema 2.1 y teo.1.14 geS..1 c.d. Asf geZn-1 Y por 
definición ge f¡. ,;C - ~.,• -

";::,:'" ·,/·'..' ·;~:'!:'~-:· .. ::f·~~· _; 
LEMA2.3: _ , .. , , ._, _ , .. 

SI f1=g1 c.d. y feZn, entonces gez.;'· 
•',',,_, 

QEMi Por Teo.1.14 f1:s>~.ci./i1'.:g1 ~:~ .. ¡IJ~to; l,,.;pllcan que g1eSn c.d. • 
··-" ' ,~; . ,.·. ~ -_:- -

LEMA2.4: _ _ _ • •: _ .. _ 
SI f,geZy f1=g, c.d. entonces. Í= g. 

~ Porei1;,,.;~:¡.:í;;~di.~eE{.; -,_._ •... -. 

SI n=O el resultado se sigue de la 'definición. 
Supongamos que f,geZn·Zo. n>o. · · 
Como f1=111 c.d. se tiene·que'paa cualquier keZ 
"'ef1 .,.;.f=, jj.,. kleg,C:.d.;< '•, - .• ,; ' ' -- - • 
Por ellema 2.2 ke f <o> k. el1 c.d . .,. kl eg1 c.d • .,. ke g. 
Por lo tanto _f= Q. - -- -

LEMA2.5: 
SI f,geZ y f¡;; g, entonces f&g1 c.d. 

Como f. g son conjuntos, f,QEZo. 
Sea A={lel/f1¡;;g1 }. 
P.d. µ(AJ=l 
DEM: 

Por R.A.A. suponemos que µ(A)=O. 
Para feA. el con)unto k1=0. Poro lel·A, sea k1 tal que k1ef1 perok1EQ1. Como 
poro algún n. f1eSn c.d. se tiene por el femo 2.1 y teo 1.14 k1eSn-1 c.d. Asl. 
keZ, como k.ef1 c.d. por el femo 2.2 ke f. Por hipótesis ke gesto es k1eg1 
c.d. Pero k1EQ1 \ffel·A un con)unto de medida 1: lo que es uno 
conlrodlcclón. 

Por lo tonto f1i;g1 c.d. • 

IfQ.U 
Poro f,geZ tenemos: 
1. fe g .,. f1eg1 c.d. 
2. f= g .,. 11 =91. 
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Ambos Incisos queden demostrodos con los lemes anteriores. excepto la 
suficiencia del Inciso (2) la cual se probará a continuación: 
DEM: 

SI ¡;. g enlences f¡; g y g¡; f. Por el Lema 2.4. f,¡;g, c.d. y g;¡;f, c.d. Asl 
f,=g,c.d.íi 

LEMA 2.6: · :e.· , . . .. · · , • ·'> . 
Sea f,geZ. Sea k1={f1,g,¡ para ca~fo lel. Entonces ke.Z y ;k=( í.. g). 

QfM;. 
Sea f,es, c.d.; g;eS, c:d.; e'ntonces k1eS~i: c.d: A;I k~z: Com:O f1~k1 y g1 ek; \fiel. de 
aqul !_e sigue que f. ge k.',·. ; ·•/:. . ·>< , ::·. ..-.· ;,, ·), .'·· .. 
Sea .h cualquier elemento de·. k. Entonces· h1 ek1 c.d. Co~o h1 ek1 Implica que h1 =!1 
o h1 =g1 'de aqul se sigue que h1 =!1 c.d,'o h1 =g1 c.d. Esto ~s· Fi= fo Fi= g. 
Por lo tenlo k=( f. 9>. · · . · · · 

LEMA 2.7: ·••,. ··.. .•.. ,\ . 

W es transitiva en Wll, 

QfM; 
Sea fe W .. ·f~w.Éntonc~spordefiniclónde f. consiste de elementos gde W, 
est" es' f¡;; rr··· .. . . . . 

~·- >··.:.> .... 
Wes un universÓ~Ó,,-lndlvlduos W.· 

QfM; . El resultado .~st~'.·,:ontenldo erlios lemas 2.6 ~ 2.7, Lo qúe résto e.' mostrar que 
oew.< '.:· ,':. _•:'. - -· ·,: ... ·:· .• ··· ... -
Por.definlclóll 0eS1i;;Z1;, erit()nc,es · ¡::):"{ g/g1e0 c.d.)=0~.entonces 0e w. 

,·. 
LEMA 2.8: . _ _ .;; : . , .. , 

Seo f.g.heZ. Entonces. h={ f. g).,, h1={f1.g;) c.d .. 

QfM; .• 
Seo k1={f;,g1) .'<11. Aslporle'mo 2.6 i<"{Í.g) ;EntÓ~ces p~Te'o.2.4 h=( f. g) ¿,,, h1=k1 
c.d. con lo que queda de.mostradO.,' · •:; · - · · 

', '.t )}Je ' -·.';'~' ' ~''..~ J~';J~' ¡· 
LEMA 2.9: _ . .. , ._ :·_ ~ .:::· •.. ,, ., ., .·. , .. 

Sea f,g,heZ. Entonces., h'.':< f, g;;.,, h1=<f1.g1> c.d.~' 

Seo u1=(f,), v/;:;'{f1,g1'¡, i:;~¡ú;:v;¡ '11el. Entonces k;,;<f1.g1 > \llel. Por el lema 2.6 
. Ü=(_i}.' v={ .Í. g) y e k={Ü,'v)=<_Í, g;;'; Por teo:2.4 h=< f. g). .,, h1 =k1 c.d. con 
l.q.q:d•> - - ·-- .··. -

LEMA2.10: · · . :.. , ,. ·. : ·· 
Seo f,geZ. Sea k1=f1tg;pora cada lel. E~t6nc~s keZ y k= ít g. 
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Seo f,eSn c.d. poro codo lel. 
Coso 1: k1 es lo único m tal que <g,,m>ef1 c.d. 

Entonces <g• .k1 >ef, c.d .. por el leme 2.9 < g. k>e f. Suponemos que 
< g. h>e f. por el leme 2.9 cg,,hi >ef; c.d. Entonces h1=k1 c:d. y fi= k. 
Por lo tonto k= f t g. 

Coso 2: k1 =0 y existen l.m tal que l•m y <g, .l>ef,. <g, .m>ef1 c.d. .. 
Entonces en un conjunto de lel. de medido 1 se puede definir t1=u1 tal que 
t1;tU1 y <g1,f1 >Ef1 y <Q1,Ui >Ef¡, . .· · '·:. : 

En el conjunto de medido O donde este coso follo: se tiene un conjunto 
de medido O. donde se define t, =u, =0. Entonces t1·,u1 eSn c.d.; esto es que 
t.ueZ. Por el leme 2.9 < g. Í>e f.< g. Ü>e í y por teo.2.4 f., Ü; Entonces - . 
ít g=0. Pero k1=0 c.d .. osl k=0. • .. ·., .. ; · ".:: . . 

Coso 3: k1 =0 y no existe m tal que <g; .m>ef1 c.d. • . "<·: ; . ·' ·. . 
Suponemos que< g, h>e í p.o. heZ. Entonces <g; ,hi >ef1 c.d. lo que es uno 
contradicción. 
Por lo tonto í t g=0= k. 

Por lo tonto keZ y k= ít 9. 
LEMA 2.11: 

Seo f,g,heZ. Entonces fi= ít ge:- h1=f1 fg, c.d. 

QfM; 
Seo ki =f1 tg, lli. Por el leme 2.1 O. k= í t g y por teo.2.4 se tiene 

0

el resulto dom 

IfQ.2& 
Seo f,g,heZ entonces 
1. h=< í. Q> ~ hi=<f1=g1> c.d. 
2. fi= ít g "':'hi=fitg, c.d, 

El Te~~e;:;,o "' p~C~bo op11C:d~d
0

0 los. lemes 2.8 y 2.10. • 
.,; ~ 

".LENGUAJES" 

Poro cod~ unlvers~ U, se c~nstruy~ un lenguaje correspondiente ..!)J. con el cual 
hablaremos sobre. U. " .· · · · · · · · 

DEF 2.16: 
El lenguaje ~es lá parejo ordenodc ../)J'.'<S~;<l>u> con Su un conjunto no vacío 
de slmbofos co.,is~ÜÍdÓ de I~ sl,iulenté incn;.,a: .. 
aj Los s.lmbolós: =,e,l.,\,3,( j,< >.t,;; ··< <.: , ;:; · , .. 
b) Un conjunto Infinito numerable' de voí!obles {x.}1;i . 
c) Un conjunto Infinito numerable' de constantes {c1)1,1; donde Ci es el nombre 
pera C1eU en;:.cü>r· •"<'•. Ci •••• , {. •' .. • : .•• • .. •• . . 

Noto: Uno expre~lón es uno sucésló~ fi~iio de eleme~tos de ..!)J . 
. ·, . : , ',.,. ' ,,- __ ' 
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DEF 2.17: 
Una expresión t es llamada un término de ,,¡;,.i si existe una sucesión finita de 
expresiones t1 ..... t.=t tal que para cad y con l=l,,;,,n. 
o) t1 es uno variable de :.,¡;,, · 
b) t, es una constante· de ".J)J 
c) i,=<11,t•> donde j.k<I : 
d) t1=(t¡tt.) donc:le j.k<I . . 

Nota: Un término que no conHene varlabÍe,"es un término cerrado. 

DEF 2.18: : :. . : .. ·. . . ,, . 
El conjunto <l>u es un conjunto no de reglas de formación. Una expresión a 
es una fóimula bien formada (FBF) de·.;,¿;,.i si existe una sucesión finita de 
expresiones a1 ..... aéa tal que paro cada ~. con I= 1 ..... n. 

1. ai=(t=u) donde t y u son tér~ino; .j.;,'fá,°: > 
2. oo=(teuj donde t y u son tér,,;lnos de .;,¿;,.i. ;:.: 
3. oo= l et¡ donde j<I. . . · . " · · · 
4. 00=(11.J"m) donde j.k<I. .... · .,. .. · ... · · 
5. a.=(3x,et)m donde k<I tes ~n tér~l.no de~ .;,'n el cu~l X; no ocurre. 

Un simbolo pueci.;,' ocurrir ~Ós de un~ vez en ~¡,~ e~preslón . 
. ·,:,, .1:; 

Una ocurrencia de una ~arfable'. e'n Ía Íórm
0

ula a es liani'ada acotada si existe una 
fórmula p que es parte de a eri iá'éual:ocuire"' donde pes de la forma (3Xiet)y. Una 
ocurrencia de una variable es llbre'sl no'es acotada,','.:.· • . . 

Sea t un término de ¿:,·y sea :lX11.:::.~.)'~í c~~júnto de todas iás variables. que. 
ocurren en t. lo'que'escrlblmo~;camo' ¡,;¡¡~;.;;:;,.;.,; 'énÍon~ei t(c1,. .. ;c.) es el término 
cerrado obtenido de reemplazar cada XlJ por c1 para j=i.·;;;,n,: · 

. ;•;. ~:·<: ~ ... ,.- '-.~· 

... ~, li ~-~~A~~12X.11 > 
.. '·, < . ' .· ·¡ ,· ..•... ·· .. 

Cada término cerrad() de ·;;¿;u iepiesenta Ú~ elemento definido de U y cada 
enunciado de ,,¡;,.i' expresa Cllgo verc:1adero o folso:acerca de U.' Po~o hacer esto más 
preciso se darán IÓs sÍgulentes.deflnÍcion'es. . . . . . ' 

DEF 2.19: 
Sea t un término cerrado de ..¿;.¡ ; se define el valor ltlu como sigue: 
1. lclu=c pÓrá toda c~U.' 
2. kt.v>lu=(ltlu,'lvlu). 
3. l(tf1·)lu=(ltlu)f(l\'lu). 

En seguida se definirá cuando un enunciado de a es verdadero en U lo que se 
denotará por Uf- a. .. 
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1. U r (l=\'I '°"' lllu=l\'IU 
2. Urlte"I ..,¡ltlulell"lul . · 
3. u r la""' no es el caso en que u r a. que se escribe como ulr a y que significa. a es 
falso en U. · · · · 
4. u r (0t/\PI .,,; u r" y u r p •• ' < ·. ·: - . -
5. u r (3lCJetla(x.I ""' u r a(cl para alguna c. 

Ahora se ~~¿;n l~s sl~uje~l~s ~qulvalenclas. 
1. (avlll=lll a/\ l PI:. . . ·. , . 
2. (a->p)= lle</\ l PI."'. /' 
3. (a ... pl=((a->PIÁ(P->«Jl <>' 
4. (VlCJetla= l(3lCJetJl a. ·v ·; : · 
En seguida d~finliémos é:u.;,ndó eslas FBF son verdaderas. 
1. Urfavp) ""'Urll.o Ur p o ambos. :_ > . 
2. u Ha->Pl .., cualquiera de los dos ul r a º·u r p; · 
3. Urla ... p) .,>cualquiera de los dos (U r a y U r PI o (Ulra y Ulr PI. 
4. UrfVlCJell•xllCJI ""'Uralcl pera toda celtlu. · · 

DEF 2.20: 
Sea A1;;U. Entonces A es definible si existe una FBF a=,;.(Xil de OJ)J tal que 
A={ceUIUra.(c)) .. · · .. '· ;:: · 
En este caso la FBF a es una definición de A. en~. 

"TEO~E~~>oá~~.~-
Se construyo un lenguaje ;,¿;;, pci'ra :~6d~-:unl~ers; U. Peró se han construídci en 

especial dos universos: el universo standard Sil y el unÍ~erso n~standard · W; La notación 
pera los lenguajes de SI\ y W.es .,&= .,ts• Y. •j; w.>:,. i•.:' ' . 

,. ·' ·." -·-;-, , .;·>.-:,_::·:·:-- <,-,,·.;,: :-:'~.' '(;-~" 

Sí t es un térmínÓ ~érrC:id(:, de~-~¡, escribé ltl;lil..i y si 
• ...¡; se escribe c~rn,o i11•_,;1t1:.:,,::::.r : •. --.;. ,.,:- '"•'- ·:-i••, : ·e: - ' 

Sí a es un enuncl~d~ cié:..C'~s~ribÍmb; r d para SI\(~ .;_·y 
•.¡;escrlblmos'rapara ;~ra:,:_' ·: .. . -. ' :.!> .·,:·. ''··.· ·· - ;:-/ 

·-'.{\'·:_.. . 
DEF 2.21:· ..... , .. _ .. .__ .... ,._. '.-. .. . .,... .._: . •:.-: - -. ·• · . 

Sea i. un término o una FBFde ..¡,; Sea.'". el térrl'llno o m. de • ;;¡,obtenida de i. 
pÓr reempl~zcimréritó cié cada cón51(:,rité e en 1: p;; su'.correspondlenie .
constante : c.:;,': .. :-~:-·-~i~: ·:+;:_'=-'---=·~:~;;:; ::_:-·,~!,>- -~~\i::' ·::\-~·-,;_-~-~¡:_·_-,;~.::i·-·/:_ >7_=-_;~-~;-~,:r.:,:.;:;_,: e_.;< 

Se hace ~se; dél h;.~¡,c; '~ú;. p~a cadab~S". i b ;.su~ .;1er1Íenió slc;ndard de_ w. 
SI. en particular·'. béS.:para".é:cda b-;en'·:i •• ienk>nces 'i.=i •. \.En este: caso. i. es 
simultáneamente.Un té.':ll'!íno o ~BF de.;:¡; y• .,t. · · · 

~ 
Sea t=lilCJ1 ; .. ,.Xi,) un término de..¡,. sean g•; .... g•eZ, y sea g=l'tl g• .... ; Q")I' 
entonces g1=ltfg•1 ..... g~1ll c.d. - ·-
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La prueba es por inducción en k el numero de ocurrencias de"( "y"<" en t. 
Base de inducción k=O 
Entonces t es una variable o una constante. 
Si t es una variable se puede escribir 
t=x.¡ para algün j. 1 sjsn. 
Entonces g=I gl'= Qi. Por el Teo.2.4 g, =gi1 c.d, 
Pero pera cado lel. gi1=ltlg'1 ..... gn,JI. _ 
Si 1 es una consiente. t=C. CeSA, entonces •t=• b Y g=I bl'= b. 
Así por el Teo.2.4 g,=b c.d. 
Pero pera lodo/, b=lbl=lt(g'1 ..... gn,JI c.d. 
Lo que nos de lo bese de Inducción. 
Suponemos que vele para k. 
P.d. que vale pera n>k. 
Caso 1: 

t=<v.n> donde son '"n términos con k ocurrencias de"(" y"<". 
Sea ii=l'r( g' ..... gnJI' 

k=l'n( g' ..... gn)I' 
Por hipótesis de inducción 
h1=/\·(g11 ..... g"1)I c.d. 
k1=In(g'1 ..... g"1)I c.d. 
Por definición de 111'. g=< ii. k>. 
Así por el Teo.2.6 y la definición de 111. 
Q1 =<h .k1 > c.d. 

=<l,·(g'1 ..... g"i)l.ln(g11 ..... g"1)I> c.d. 
=lt(g'1 ..... g'1)I c.d. 

Caso2: ---•,- _ - , ---
tt=( ,.fn J donde son términos que'tiénen k ocurrencias de" ("y de"<". 
donde lo prueba es similor o lo del caso,_1_- ,_ 

COR2.1: 
Sea t=t(x11 ..... x.n) un término de j;, y sean g' .... :9",ez:·Poracodo lel sea 
h1=lt(g'1 ..... g'1)I c;d, entonces heZ y'· ii=l'I( gi,; ... :g,JI'.,' -

Suponemos que heZ, sea g=l'I( gi .. : .. gnJI' 
Por el Teo.2.7 Q•=hi c,d. y por el teo.2.4_ 'g= ii. ,, 
Ahora se demostraró por Inducción semejante o la del Teo 2.7 que heZ. 
Si 1 es una constante t=C, entonces h1=C para todo iel yheZ. -
SI l=x.i entonces h=gJeZ. , ' - " 
Por Inducción se tiene l=<,'.n> y sea 
k1=\'(gl;,.,.,gn,J 
l1=nfg11 ..... g~J -·, --- -
para lodo /el. Por H.1. suponemos que ki.l1eS.TI-pora olgün m y casi todo i. 
Entonces hieSm., para casi todo l. _,, · -, ,:;,., · ·· , - , -
Finalmente si t=( "tn J , el argumento es casi ".I mismo salvo que hieSm • 

~("L0S"J 
Sea u=u(x11 ..... xon) una FBF de.¡; y sean gi ..... gnez. Entonces• r'u:( gi._ .... gnJ = 
fu(g11, .... gn,J c.d. 
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Por inducción sobre k. el número de ocurrencias en a de los conectivos 1./\,3, 
Para lo base k=O 
u=(t=1·) o u=(tn). 
SI «=(t=1) se tiene '.<=('t='1 ). Por el Teo.2.7 y de que si f,geZ entonces Í= g.;:. f,=g; 
c.d. se tiene. r'«( g 1 ..... g") . 
.;:. l't( gi ..... g")I' =1'1·( gi ..... g")I' 
-=> lt(g11 ..... g•.)l=ll-(g11 ..... g•1)I c.d. 
""° ¡. u(g'1 ..... g•,) c.d. ,· ... 
Poro u=(tel') se sigue un procedimiento análogo, al reemplazar"=" por "e". 
Suponemos que el Teorema vale 'para k conectivos. 
P.d: que vale para n>k. · 
Caso 1: 

a=l¡; 
Por hipótesis de Inducción 
'r'al g1 ..... g•J 
.,, ·1r·111 g• ..... 9·i 
-::>no es el ceso que 
r Jl(g11 ..... g"1) c.d. 
"'l¡. B(g 11 ..... g•,¡ c.d. 
"' ¡. u(g11 ..... g•1) c.d. 

Caso2: 
a=(fl/\y) 
Por hipótesis de Inducción 
•¡.•a( g• ..... g•) 
"'. ¡.·p¡ g• .... ; g") y. ¡.•y( g• ..... g•) 
"' r ll(g11 ..... g"1) c.d. y h(g11 ..... g•1) c.d. 
"' ¡. u(g'1 ..... g"1) c.d. 

Caso3: 
a=a(xn ..... x,,)=(3x.et)B(><• ,x,1 ..... x,,) donde t=t(xn ..... x,,) es un término de 

..&· 
=>I Supongamos que• 1-'a( g• ..... g•) y seo li=l't( g• .... , g•)I'. Entonces por la 

semántica de • ..&. existe una ge w tal que ge ¡;y. r'(l( g. g• ..... g•) . 
Pero si f,geZ entonces Te g"" f1eg1 c.d. y por la H.I. g1eh1 c.d. y 
l-Ngi.g•i. .... g•1) c.d .. Por el Teo.2.7 hi=lt(g 11 ..... g•1)I c.d. As/ para casi toda /el 
tenemos ¡.u(g'i. .... g•1) c.d. 

<=) Supongamos que ¡. «(g11 ..... g"1) c.d. Esto condición vale V'ieA donde 
µ(A)=l. Seo h1=1t(g11 .... ,g"1)l l1iel. Por el cor.2.1 heZ y h1eSm c.d. Entonces 
poro codo ieA. existe un v=v(il tal que vehi y ¡. B(v.g•i. .... g•1). 
Sea g: 1 ->Si\ un mopeo to/ que g1=v(i) poro ieA. g1=0 poro /~A. Entonces 
por lo tronsltiv/dod de Sm. g1eSm poro codo le A poro lo cual h1eSm: de 
oqui g,eSm c.d. de modo que geZ y poro casi todo 1 g,eh1 y ¡. B(gi.g11 ..... g"1). 
Como tenemos que si f.geZ entonces Te g"' f,eg; c.d. y por lo H./. ge li 
y•¡.•¡;¡ g, g• ..... g•). 
Por el cor.2.1 ii=l't( g• ..... g")I'. 
Por lo tonto• ¡.•u( 91 ..... g•) • 
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" PRINCIPIO DE TRANSFERENCIA " 

El Teorema de L0S en su .caso n=O esel Principio de Transferencia. 

PRINCIPIO DE TRANSFERENCIA: . . , 
Sea a un enuncio.do d.~~,; Entonces~ ~~a.-=>.~ a .. · 

El Prlncl~lo d~ Tr~;.;5¡;;~n6í(l Íni ,,'.:;; ,Ci'i;1nls1ra d~'una herramienta básica poro el 
análisis no-standard. Un teorema matemático que es equivalente a ~ a poro algún a de 
~puede· Ser ~ob~dO~sl _~em~Str~.~~s. • ~.·ª.:.· :·~·~. · 

-,;.;_,. ····..:·· 

IfQ.ll;• ·.~ .. · ... ·. ; /.;.· .. :.:'. ·'.;f\ .. ''r .· <· ·... ·..• · ... 
Sea a=a(XI), ~=p(x.) FB.F de J, donde {ceSI\/ ~ a(c))={ceSI\/~ p(clJ entonces 
¡ 9ew1·~·a¡ g)f=! 9é'wn•p¡ g)). 

Por el Te~;,;;,(l d~ i.es · . 
• ~·ci( g) ·.-=> ~-a(g1) c.d. : ' ·_ 

.,, ~ p¡gi)'c:d. 
C> ·~·p¡ g).' 

DEF 2.22: . ·, _ . _ e• . . -

Sea A={ceSI\/ ~ a(c)) donde a es FBF.de J,. Entonces •A={ce W/" ~·a(c)). 

COR2.2:. ' '. \' ··/.;,t ·.· .•: ·. . .. ·. ·. -

QEM; 

Seo r un conjunto de SI\, Entonces res un subconjunto definible de SI\ y 'r = r. 

Se tiene qÜe r ;;;{beSÁ/( b~r J ¡;'por I~ definición .· 
•r={ gGW/"~gei}={ge 1W/ge rJ= r_ '•, :. 

OBSERVACIÓN:'' ,• .• ,J , . __ .,... .· •: , . . < ._. 
SI\ es un subconjunto definible en si mismo. usondo por e)emplo.lo FBF a(Xi)=(x1=Xi) 
Sl\';'{CeSI\/ Hc=c)) con lo que tenemos ~Sl\={c::e w /' Hc=c)}= Sv. ' •. -
Se definirá Sl\;,U comó'ei linlv...Sostaridard Y·.W='U cómo el universo nO-: 
standard:· .. ~ · ... _,.:.: _. · .. ·.•·:. · .·.·. . .. ·.-." . . '. . · . 
Además U-S1 =SA-Sir~I\ .~1;,0: ~;S1: ... s de.flnible usando ,la FB_F l(x 1 eS1): 
U-S1={ceU/~l(ceS1)). • ... :•o: •;:,·. · : .. <. · :• · ;.':.:• · :•.-.• 

Entonces '(U:S1)={ce'U/' ~l(x1e S1 )}='U- S1='U-'S1 por el 60r.2.2. .. 
Para l=O tenemos ~(U-S)~•u-: s=•u .-'S ='U=W donde··s='S=W dado que Íe S-=> 
f1eS c:d. esto es-=> feZo y por.la definición de W. ÍeW-=> feZo. 

IfQ.2JJ2; 
SI As:;S. entonces As:' A y • ArS=A. 

Sea aeA. Entonces Ha e AJ. Por PT 'Hae'A) ya que 'a= c=a •. Por lo tanto ae•A. 
Esto mues1ra que Ar;;.'A. Por lo tanto Ar;;.'Ar-.5, · - . 
Ahora sea ae'AnS. Como aes. 'a=a. Entonces• H'ae'A) de modo que por el PT 
~eA esto es oeAm, 
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IfQLU; 
Sean x.yeU. Entonces: 
1. x=y <=- •x=•y 
2. xev <=> •xe•y 
3. •<x.y>=<•x.•Y> 
4. "(xtyJ=(•xt•y¡ 

QfM; 
Los 4 Incisos se demuestran con el cor.2.2; si f,geZ entonces Íe g y Í= g""' f;eg1 
c.d. y 11=91 c.d .. y por el Teo.2.6. • · 

Im..2.11; .. -..... · .......... ,• .•. ·.· •·. . . ' ' 
Sean A.B subconjunfos definibles de U. Entonces · 

0

1. "(AuBJ=ºAúºB •. . 
2. º(A,.,B)';ºA/'"\ºB ', 
3. º(A-BJ=ºA;~B ' .. 

Sea A={ÓeU/f.'x(cJÍ, B~{C:eU~ ~p(c)) entÓnces 
AuB={ceU/fU(c)vp(cJ), :t;••, ',\• · .< · • . 
Por lo tonto .'(AÍ::.B)={cÉ'.U/' H'~(c)v'P(c)) 

- ··. •·· ¿'. -:{ce~U/~ ~·a(c))u{ce'U/' ~·rife)) 
· . .-.r~:~c~s;·.x.·: .... :::·:·. >· ·" ,:>. 

Los otros 2 cc;isos. s~ dernues.tron .de formo similor• 

COR2.3: 

Par. el Teo.2.12. " . . . . . , 
º0='(U-UJ=.'U-'U=0 : : •': . , , · ·· 
Poro el conjunto, s.e hará lo pru~bo por Inducción. 
Base pero k=l ,,:; .:·;, ··''.:: '.',"· ·.· ,". . · 
d={o}={ceU/ Hc=o)) entonces 'd={ce U/' Hc='o))={'o}. 
P.d. que vale para k+ 1; · 
DEM; . ·. . .. 

IfQ.2J.a; 

Supongamos que vale poro k 
'{01 ..... a .. a,~1}='({a1,::;,o,¡ú¡o .. 1)J 

='{01 ... .,a.¡u•(ai.1} 
={•a1.~ ..• •ok}u{•ok+1} 
=:={•01.: ... •ck, •ak~1>. 

'U=u•,.o'(Sl). 

Poro codo S1eU, tenemos 'S1e'U y como 'U es transitivo ·s~·u. Por lo tonto 
u•1.aº(S1)s;;U. 
Ahora sea Íe'U= W, entonces feZ1 poro alguna leN. ·como l1eS1 c.d. entonces 
fe g <=> f1eg; c.d. tenemos fe S1='S1. 

Por lo tonto ºU=v"1.aº(S¡J • 
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ruu..li: 
Sea BeU. Ae'U y .sea Ao;;'B. Entonces Ae'P(BJ. 

P0r Teo.2.13 Ae'S; para algún ie". De aqut 
~(VXeS1J(Xo;;B~XeP(BJI ... 
PorP.T •. : .. ::: .. ~.· . 
• HVX.e'S1J(Xo;;'B~Xe'P(BJI 
Por lo tanto'Ae'P(BJ ii 

IfQ.2.ll; ' ; " ,. ' : :• : ' " . 
Sea fe U una funcló.n y s?a Co;;dom(f) ".ntonces '(f[Cll='f!'C]. 

QfM; f[C)=(ceU/~(3beC)(c=ffb)}/·:. •( / : ·. , 

Por lo.tanto '(f[CJl".(ce'U/' H3be'CJ(c=•ffbJ)='f['C9 

. -- . . . . . . ' . . 
. " CONCURRENCIA E INTERNALIDAD " 

DEF 2.27: 
Una relación res llamada concurrente en U si re U y si siempre que a1;.; .. a,edom(r). 
existe un elemento c tal que <a1 ,c>er para I= i..;;,n. · 

• •• • • > 

Para' probar el Teorema de Concurrencia .. se ~eceslta lnformactÓn sobre el 
con)unto 1 de Indices yel ultrafiltro Y usado en la construcclóf1.de; w ... :. ·· 
DEF 2.24: 

Sea 1 el con)unto de todas las funciones f tal que: ·•., .•• :- ' . . . 
1, festa definida en el con)unto de relacl~nes·concurrente·s reU el cual se definirá 
como R={reU/(es concurrente en U).-• • :·>. : '- :· • •·:-< .. -~-
2. Para todo re R. t(r) es un subcol'\Junto finito deldom(rj: 

DEF2.25: ,,., :. .. . "· 
Para f.gel, f<g e> f(r)o;;g(r) vreR. ',' 

DEF 2.26: . .. . . .. '"· . .. .. . . 
Para f,gel. h=fvg e..hel esta definida como h(r)=f(r)vg(r) V'reR. 
' . . . . . ' . ~ ·. ' .,.. - ;--.. •' -· ' :._ 

DEF 2.27: , . ·-.- ", .. .' >:::· .. _-~:·e·= _ 

Para todo fel •. se.define, í1={gel/f<g}. · 

LEMA2.12: 

her1,.,r0 e. l<h,'g<h 
e> Vr. f(r)o;;h(r), g(r)o;;h(r) 
¿, Vr.f(r)ug(rJo;;h(rJ 
e>fvQ<h 
~hef1,g• 
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LEMA 2.13: . 
Sea G={n/fel). Entonces Ges un filtra principal en l. 

1. Cama fef1 tenemos que vfel. r,,.0; Por lo tanto 0~G. 
2. Si r1.r0 e'G. entonces por el lema 2.12 f1r\f"ó =r1 .• eG. 
3. SI fo(r)=0 vreR. se tiene foel de m~da que no éG. Por lo tanto G•!ZW 

Por el Teo.1.11 Y es u~ ~l~~fll·~~·~n ft~I dJ¡, G~~ · 

LEMA 
2~4~~ ¿n u1:~1ntrd:n t(J1.~~.e~.~J.·v1~1.~ 

~:::~·· 

QfM:. Pore118m~2.1~V~é~~ri.~1:ií.~. . : . 

DEF2.28: .. :···~';.'-.·)··~>>~~·: ... ·.--·· .. ,..... . 
Sea re R. tal que res,; Sea m: 1 '->U un mapeo tal que para cada fÉI, <a,mr>er 
'1aef(r). Como reR y f(r) esün subconjunto finito de dam(r) el mapeo exlste. 

Se definirá c= f. de modo que ce•u. \ 
-. ·.. . "',. '~ 

LEMA 2.15:.. . ........... :•'·: ..... .... . . ... . 
Paa cada aed.om(r). ~a.mi>er. c.d: ...• 

Sea a un elemerÍtÓ fijo del dÓrn(r) 'y sea T a=(fel/<a.mr >er) 
Se probaá que µ,(Ta)= l. esto es.que TaeY. 
Se define gel como:¡"· ·· ·· ' 
g(X)=((a) si X=r . • i;. '" 

· (0slX'4' ;· ... 
Porellema2.13r.i;,y· ,. 
Basta con demostrar que r.; i;;T. 
SI fer0 ,;.. g<f :· · ,-· · 

,;..g(r)i;;f(r) 
,;..aef(r) :. ; 
~<a,m1>er 

,;..feTaa · 

~("CONCURRENCIA") 

QfM; 

Sea runa relación concurrente en U. Entonces existe un elemento ce•u tal que 
<'C,C>e'r '1aedam(r). 

Sea c= m y sea h1=<a.m1~_ '1fe!, C_omo se tiene que si f,geZ entonces Ít=< f, g> °"' 
h1 =<f1 ,g, > c.d .. entonces h=< a, m>=<'a.c>. Por lema 2.15. hrer c.d. y además si 
f,geZ entonces fe ge> f1eg1 c.d. entonces he r=•r. 
Por lo tanto <'a.c>e'r• 
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Se asume que "~S. esto es. el conjunto' de los naturales están Incluidos en el 
universo no-standard. Entónces "es,·; de modo'c:iúe Ne SI\; p¡j,.¡ eSI\ y asi sucesivamente. 

Por'elTeo.2.10"~·"·'·" .. '.'.:.,:: ,, ,,·., .. •· ·, :.:: · ;. "·· ·: .. :·,,· . 
Sea la relación l={<><:Y>/ xe"·-Y""·.x<y}. Es Cl(lrO que'l_es,concurrente_y como 

dom(LJ=" y si a1 ;;,;ci~eN y' c 'es·'ei 'alaigado'.de' a'1 .:::.a~ entonces a1lb .. :';,a,Lb .. P<:lf' el 
Teo.2.16 existE> un elemento, ti;!~u'.t(ll que <a.b>eºL.Vae". Como l1;;"x" sé tiene que 
·L~·" xº"· Por lo tánta :ce~r4. Si ce": e~tonces b es un nl'.Ímera· natliral alargado y como 
esto no es éierto se 'concluye'que;;,e°N:N:'..Porlo',tanto •":r. .. 0. Como _ce•;..:" por 
Teo.2.10 ci!S. esto

0

slgnifica
0 que ~ E>s un individuo no-siañd(l~d. ·. 

IfQ.2J.1: • ,, ,: ::;: 

Si veº""" Yne" entonC:es'n<v; 
:;- ,,;.;:~:' :. '. : .. !.: 

. __ , ·: ~-~ .. (·:,~. '-~>;>. '/'{~ 
Por R:A.A .. · , " , . , ,, . " , , .. ' . , " .. : . : . , . . . . . . 
Suponemos que vsn para algún ne". Sean el entero más pequeño que lo 
cümP1e.:. -:.;·_> : - < ,:· -~- _ .. _._ ,:·;·:'.:~:.:.c ... 
Tenemos_ que HVxelt}(xsO-+x=Of .: 
Por P.T. ';' ,.·~- .:: . /:· '•/:· .. 
• HVxeº"J(xsO~x=OJ: . · ¿ ' 
Por_ la sernÓntiéa d .. 1 ._i, VsO: Por lo tan.to n;.o, De esta manera haciendo n=m+ 1 
tenemos que'm'ef4 y'm<vsm+i: P.,;Ó v.<'fn+l pc(q"ue ;:n+les stándárd. por lo tant.o 
m<v<m+L péro}(Vxetl) l(ma<m+l) ; Conio v~ º": por el PT ~ l(m<v<m+ 1) lo que 
es uná contfodlcci6n'. : :·:; :y ·-~· . . .,. ' . . . . . . . .· ·. ·. 
Por lo tanto n<\;.;" · -.c., 

DEF 2.29: · 
Para ve•,f.¡, seUo_nia finltó si vetl e Ínflnlto si ve •ft':¡.., 
~ ·' .. /·'·•.·'<•'' , ' 

Sea A~;N tai qÚeAeºU. A~0. E~tó~C:es A tiene un elemento minimo. 

--. ·; ~- •. ' ' ' "' . 
Sea P(NJ. Po;ráC:.:2.14 Ae'P("l· Como todo subconjunto no v~cio de" tiene un 
elemento mínimo · 
HVXe P(")) (X=0v(3meX) (VxeX) (msx)) 
Por P.T. . . 
'HVXe'P(")J(X=0v(3meX)(VxeX) (msx)) 
Como Ae'P(N) y A~0. por lo semántica de• ..t, existe un 'elemento meA tal que 
msx para cualquier xeA. 
Por lo tanto m es el elemento mínima. 

COR2.4: 
'N·N~'U. 

SI 'N·Ne'U tendría primer elemento. lo cual es una contradiccló"a 
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DEF 2.30: 
Los conjuntos de WA que pertenecen a 'U son llamados conjuntos Internos. 

DEF 2.31: 
Los conjuntos de WA que no son_ interno_s son conjun_tos e_xternos. 

IfQ.2.12;_('.' INTERNALIDAD ','J : . . . . :· . . . . . 
Sea_A un conjunto Interno y sea B un subco.ijunto defil)ible de •u. Entonces AnB 
es Interno. •. · · ._;.. · · · · · · ,,_-, ., 

Sea B=;ce'U/:~1~11 ~~re algu~~ FB~ Cl=~(xf~e ~..&; S~(]rl',91,;} g~t~d~s las 
constantes ciúe ócurrerí en Cl: s.;ari v• ;,;;;;,;~ ñ var1al:i1e; qú~ nc>(;c.:írren en ú. v sea 
y=y(x,y,;;;;.yn) la· FBF que· se obtiene _de Íi con el reemplaza111Jen_to de 'ca_da . g1 por 
la variable correspondiente y/en todas sús ocurrencias:· pe ·este· modo y es una FBF 
de..& tal que 'y=yya(x)=y(x, g•, ... ; g•)' ;·•. ·, ·· ',", .,,,, · :'. y··· · ·• · 
Por el Te.;,2:a_· .. ·. .. _ · ~ ·'- . . . . . 

B={ he'U/' i'r( h. g• ... ;. g•JI 
.. ={ he'U/i'r(h1:..g•1 ..... g~) c.d.) , . . . 

·Como A es Interno. A= g para algún geZ y tenemos que geZn. 
Se define k por k1={ceg1//1'r(b,g1, ..... g•1J) para todo lef. 
Como g1eSn c.d. y 'llel, ko<;;g1, tenemos que k1es,,., c.d. 
Por lo tanto keZ. 
Finalmente basta con demostrar que k=AnB 
Tenemos que iieA o he g o h1eg, c.d. 
Por lo tanto A,-,B={ he'U/heg1 c.d. y i'rlh,,9•1 ..... g•o) c.d.) 

={ he'U/h1ek1 c.d.) 
={ iie'U/ iie k)= k. 

~ 
Si A y B son Internos, AKB también lo es. 

Usando el Teo.2.13. 
Sean A.Be'S1 
Así HVXeS1)('1YeS1)(3ZeS .. ,)(Z=XxY) 
Por P.T. • < " ..... 
HVXe'S1J (VY e 'S1) (3Ze'S1~3) (Z=XxY) 
Por la semántica de_•.¡; tenemos Ce'S,.3_tal que C·=AKB y porTeo.2.13 Ces 
interríéw .. . ·· · . . 

lliLUJ.:..("FUNCIÓ~ l~~ERN~';) • •·· .. ·'· .. ··••·· · .. _··. .• . ., ·,. . ,· ·_ 
Sea f: A-+ B donde A.B s_orí subconjuntciS Internos de 'U. Sea v=v(x) urí término de 
•.,¡;tal que f(Ó)= lv(a) I' para códa aeA; Entonces f es_lnterrio. 

Tenemos q~e;=·{ce'UÍ'~(3x~A)(3:eB;(c=:;~"Y~v(x)) 
Por lo tanto fes un subconjunto definible de 'U. _También f¡;;AKB y por Teo.2.20 AKB 
es interno. · -_ · - · · 

Por lo tanto f es interno., 
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" ELEMENTOS Y PROPIEDADES NO-STANDARD" 

En el este capitulo se dará uno construcción· de los elementos no-standard 
bosóndose en los 3 tipos de construccián poro modelos no-sto.ndord mencionados en los 
capítulos anteriores. '' 

A continú~clón se hará 10 construcción del'mÓdelo.que,és elementalmente 
equivalente ' pero . que no es , Isomorfo , ál : · co:mpo'·, orderodo: de .: los·: reales.· Esta 
construcción se baso en et concepto d,e ultrapotenclas (Mendetson)., ,·.:·" 

e, 

Seo a el conjunto de los números reales: Sea·~°, un ~ótculo de predicados de 
primer orden generollzadc:i con lgÚoldod que tiene los' slgule~tes siinbotós: ' - . -

:· ·. :· -"~: ·.>; ·. '·.:" : \". . ...'. ·,r;,.: ::,: ' .. '.-. -,'"·;. :•:,¡·.::· ""/!~ :·. ::-----·' , 

. ¡; Pa~a coda nÓméro ;~·al r. exl;I~ una' constante i~dlvldual a',. 
2. Paro todo operación n-Orlá '1'.en a existe uno letra ,funcional f •. 
3. Paro todo relación n-orlo <1> en a existe una letra predicativo A.,. 

·., -.·. ·, ·--,: -·- .. _ 

Proponemos o á como el dominio de un modelo di de K donde (o,}"'=r. (f,t•=y 
(A~f=<I>.' 

Sea .:run ul,trofiltro no prlnclpol en el conjunto l'I de números naturales. De donde 
se construye lo uttrapotencla •.,;;>:,,;;•,,,en lo cual su dominio es •a=a",.. Por el cor.1.3 ._.,., 
.rH y por lo tanto •.;¡: tiene todos los propiedades en K que.:A' tiene. Por el cor,3.1, º..ii' tiene 
un submodelo elemental Bi'. el cual es isomorfo o lo imogen deoíi'. El dominio I' de.:ii'• 
consiste' dei todos los elementos (c•),,. correspondientes o la función constante c•(l)=c 
paro tódo let1. De oquf los miembros de a• serán los números reoles y los elementos de 
•a-a• se llamen los reales no-standard. 

' En seguido se mostrará que el conjunto de los reoles no-standard es distinto. del 
vacío. 

Sea n(J)=j paro todo jel'I. Entonces n,.e•a. Se tiene que, (c•j,.:n,,. para todo ·c·ea, en 
virtud del Teo.1.15 y del hecho que {j/c•(j)<n{j))={j/c<j ). por ahora el conjunto de.todos 
los números naturales más grandes que un número real fijo es el complemento ·de un 
conjunto finito, en el ultrofiltro g; n,,, es un real no-standard Infinitamente grande, donde 
lo relación < usado en la afirmación (c•),.:n,,, es lo relación en lo· ultrcpotenclo •.;ir. 

correspondiente o lo letra predicativo< de K. ,. ·' ' 

Como •.,¡v conserva todos los propiedades de""' que:se cumplen,:n K::·;:es un 
campo ordenado que tiene al campo de los números reales.;»• como un subccimpo 
propio. donde ._,., es no Arquimediono yo que el elemento n,, es rriás· grande· que .todos 
los números naturales (n•),..de • ..,,,. .. "'·' ,,, 

Seo R. el conjunto de elementos finitos de 'I , el cuof coniiene e los elementos z; 
tal que lzl<v poro algún v en a•. Seo Ro el conjunto .de lnflnlteslmoles de ''a. que contiene 
a los elementos z tal que lzl<v poro lodo número real positivo \' ' 
en l'. El reciproco, 1 /n,, es un Infinitesimal. 
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Sea xeR, Sea A={v / \'el' " "<x) y B={ v /vel' "_\':.X). Entonces (A.BJ es uno 
cortadura y por lo tanto determina un único número real r tal que: 

1. 'Vx (xeA-+ xsrJ. 
2. 'Vx (xeB-+~J. 

PROP.3.1: 
La diferencia x-r es Infinitesimal. 

Suponemos que X1' no es Infinitesimal. 
Entonces, lx-fi>ri para un número real positivo ri. 
Casol:x>r ·- · :;. - :··. ; .• · - _ _ ' 

Entonces X1' > ri de donde x > r +ri > r. pero r.+ri e A lo que contradice (1 ). 

Caso 
2:e~'iónces r;x>ri dedond~r> r ~,; >x, ~e ~qulr~• eB. I~ que contradice 

121. 

El número real r tal ·que X1' es un Infinitesimal. se liorna I~ parte ;tandard de x, y se 
define st(x). SI xe1._ entonces st(x)=x. x~y slgniflcc. que st(xJ=st(yJ. x~V:se Interpretan como x 
y y son cercanos. 

El conjunto H de números naturales es un subconjunto de los números reales 1. En 
la teoría K existe una letra predicativa N que correspopnde a la propiedad XeN. Asl. en 
'I existe un conjunto 'H de elementos que satisfacen la FBF N(xJ. Un elemento f_, de •a 
satisface N(xJ.,.,, { j / fOJeN )~Los elementos m•,,. poro meN. son los elementos standard 
de 'H. mientras n, es un natural no-standard en •a. 

Ahora consideremos la construcción por lenguajes de orden superior (Roblnson). y 
por superestructlKas (OavlsJ, 

Consideremos ol modelo ~ = <'N. {'+, • •, •,;, •o. •¡ 1 ) > donde es ~r es un 
alagamlento para .;Y, SI a es un enunciado en '..C tol que u:('VxeNJ(OsxJ _entÓnces 

.#l-(lfxeNJ(Osx).,.,, :-YHVxe'NJ(Osx). 

Atioro suponemosA~S. e~to;,ces Ne't10 que Implica que Ne Sii y P(N)eSll . 
• ·~ ; ~. ~· ?·, • ' /; .• 

SI Ai;s ento~ces A¡;'A;y•W=Atenemos.q~e ,.¡¿•,.¡:Ahora se _da lo relación 
M={(x,y)/xeN.; yept, X<Y). Amnc:Íción; M es conéurrente; en efecto ya que dom(MJ=N y 
'Va1,: ... a;eH,•SI _b _es más··:-g(onde/qÚe/todos las'ª''. pera 1=1 ..... n entonces 
(a1,c)eM .... ,(a,,c)eM::10 que demuestr~·1a afirmacló~. Apllci:mdo el Teo.2.16. se afirmo 
que existe un elemento _b en'H tal que_(o.b)e'M VoeN donde_•o=a. Supongamos que 
beH, entonces -~c;¿y _• Wa:~c)e'M('VacN); aplicando el PT Ha.c)eM. se tiene que a<c 
'VaeN. lo que Implica que se tiene.un natural que es más grande que todos. lo que es 
uno contradicción: Por Jo tc:mto ce'H'H: - --
Por Jo tanto 'N-N~. -
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De º1'1-1'1~0 se puede afrmar lo siguiente: 
1.l'l=ºf'I, 
2. f'I es un segmento Inicial de ºf'I, . . 
3. Si S es un conjúnto Interno de relaciones en ~Y. entonces todos los elementos de S son 
Internos: · . . .. ... . . .. . 
4. Mo existe meºl'l-1'1 tal que sea el rnás pequeño de lodos los elementos de ºl'I·"· 

~ ..... ' ........ " . 
. El conjunto dé naÍur~les que perténecen ·aº"-" es.externo en~ 

::;:\:·' • • J ' .,_ - • • 

Jlli,1; Sea E( 1) eÍ c~njunto estr'~micado de enunciados admisibles y verdaderos en#. 
Ademas el enunciado" Todo subconjunto no vado de elementos de l'I tiene un 
'elemento mínimo,; es verdádero én,Yque se expresa eón el enundado 
a.:'o'x{(3y$1oi(x,y)J:.:+[3Y~101(x.y)"l'>'z$io1(x.zj->(4iio.01(e,y,zjv$10.01(q,y.z)j)}, por lo.tanto a. 
también es verdadero en ~1: entonces todo conjunto Interno no vaclo de · 
números naturales tiene un elemento mínimo y como º"-" no tiene ese 
elemento. entonces º1'1-1'1 no es Interno. Por lo tanto ºM-M es externo en ~. 

!f.Q_J_,2; 
" es externo en ':-Y. 

Sea n!'o'x3 y 'o'z (\i>101(x.zJ <-+ $101IY.z) 1 un enunciado verdadero en.#, entonces 
aeE(·IJ, entonces ~·Yl<x· a establece que para todo ·conjunto.de tipo IOJ, existe. 
otro conjunto, el cual es su complemento. pero en ~"conjunto" se lnteípretci 
como conjunto Interno. entonces si M fuera un conjunto interno entonces. ºM·M 
también seria Interno, lo que es una contradicción. Por lo tanto M ese.terno en 
~. 

Ahora vamos a definir el modelo no-standard paa !11,;'<ú+ •• ,;;~o.1.l t.)>. Se define 
E(!ll), el conjunto estratificado de enunciados admisibles ·Y verdaderos en .!11. Sea· r un 
Individuo tal que r y sea G=(e(r,b1) / b1) donde e es la Igualdad. ·· · " · 

Afll'Tl1aclón: E(!ll)G no es contradictorio. 
En efecto: Por R.A.A. Supongamos que es contradictoria, entonces 3G'c::c; y G''* 

tal que E(!ll)vG' es contradictorio. sea G'=(le(r,b1J; .... le(r,b,)) ·'· .. :·entonces· 
E(9!)vfle(r.b1J ..... l(r,b,)) es contradictorio, entonces E(!llJ fe(r.b1JJ\ .• ;Ae(r.b,) f: asl. 
E(!ll) ~3xle(r,b1)A ... Ae(r.b,1] y por la Inconsistencia se tiene E(!ll) ~Vx [e(x.bÍ)v,J;:,ve(x,b~I]. de' 
aqul. si Interpretamos en !ll, Implica que todo xe!ll es alguno de los bi 1=1,:::·;n; lo que es 
uno contradicción. Por lo tanto E(!ll)vG es consistente, por lo tanto tiene un mOctelo º!11 
donde º9!=<0 1.(•+,• •• •.o.1.•11¡> y a•a dado que •a contiene elementoS'distlnfosa a en º!11, 
entonces 0 \11 es un modelo no-standardm · '" .... :·:". .. · 

•91 tiene las siguientes propiedades: 
1. •t1c:•a. 
2. •9¡ es campo ordenado yo que el enunciado "!lles "oampo circ:J~nadó 
perteneca a E(!ll)", · 
3. º!ll no es orqulmedlano. ya que existen ae•a;a toles quei<a Vrel. 
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DEF 3.1; 
El conjunto de los finitos está dado por F = {ae'l /tal< r para algún rea). 

DEF 3.2: __ 
El conjunto de los lnfinil_eslmoles está dado por P = {ae't /tal< r '\>'rel). 

DEF 3.3: _ . _ _ . 
•a-F = 1 • que es el conjuntó de los Infinitos. 

Afirmacl<:lnes:':_ - -
a c:F. Pcf, a·,..,p ={O). '""F = " 

Los ete~entos, .--de serán los hlperreales standard y los elementos de 'l·l serón los 
hlpereales no~siandard: ·en general •a -representa al conjunto de todos tos hlperreales. 

Afirmaciones: 

1. El O ·as el único hlperreal standard que es Infinitesimal. 
2. Un re'l con r;t() es Infinitesimal r·• = 1/r e•a-F. 
3. Fes subanlllo de •a. 
4. P 'es subanillo de f. 
5. Pes Ideal de F. esto es que si fef y peP entonces fpeP. 
6: P es Ideal maxlmal de F. 
7. El anillo cociente F/P es un campo. 

DEF 3. 5: 
Sean a.be'a:·si la-bles Infinitesimal. entonces se dice que a es cercano a b. 
esfo es a .. b. 

IEQ.U;' --- ---- . • 
El 'anillo cociente F/P es Isomorfo al campo de los números reates a: (Tomando en 
cuenta ei orden).: : · 

Tenemos -que si C ~s una clase de equivalencia en F. módulo P. entonces C no 
tiene hlp_erreales standard ri.r2 tales que ri "''y lri -r2I "'O. Esto nos muestra que a 
es subcampó de F/P. Afirmación: A todo hlperreol fef le corresponde un único 
hlperreal standard r tal que lf-rl"' O. En efecto: si fef entonces los conjuntos 
A={r/ rea y rsf ). y B=t·A. definen lo cortadura IA.B) en a. Seo rea el real tal que 
r=IA.Bj, entonces f..-. Suponemos que f#, entonces existe cea• tal que si f >r. 
entonces 1 f., 1 «e, entonces r+c/2<f lo que contradice el hecho de que f y r 
determinan lo mismo cortadura; de manero análoga paro el coso de f <r; 
Por lo tanto f..-. entonces lo blyecclón f-> r nos asigno el Isomorfismo entre F/P y.. -

DEF 3.6: 
Poro todo fef, llamamos al único real standard r. el cual cumple f..-, lo porte 
standard de f y se denota stjf)=r. 

48 



DEF 3.7: 
Para todo rea. sea m(r)={fef/lr-fleP) es la clase de equivalencia de f en •a 
módulo P. llamada la mónada der. 

IfQ..M; 
1 es un conjunto externo en *!11, 

Supongamos que 1 es interno en •91, entonces 11"'11'1•= l'I es l11terno en •91 y 
también en !.f: lo que contradice el Teo.3.2. 
Por lo tanto 1 no es Interno en •!11. 

Por lo tanto 1 es externo en •91m 
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TEORÍA NO-STANDARD DE ESPACIOS 
TOPOLÓGICOS 



" NOCIONES BÁSICAS " 

Pera lemiiner con este trabajo. se hocen las aplicaciones de modelos no
slandard en espacios topológicos. proponiendo el modelo topológico º(X,TJ construido 
sobre {X.TI espacio topológico. donde los Teoremas propuestos pero (X.TI se demostrerán 
utilizando técnicas no-slanderd aplicadas a su extensión elemental. '(X.TI. donde º(X.TJ 
es un espacio topológico no-standerd. 

Un espacio topológico es un per (X. TI donde X es el conjunto y T es una tomillo de 
subconlunlod de X que cumplen con las condiciones de la siguiente definición. 

DEF4.1: 
Uno familia T de subconjuntos de X, donde a los elementos de T se les llamo 
conjuntos abiertos: es una topología para X si: 
4.1 0, X eT. 
4.2 U1 .... Un eT => U1 "U'""·"Un e T. 
4.3 U¡ e T pera cada 1 e J. =>vi,, e T. 

Los conjuntos Ce1Tados son los complementos de los conjuntos abiertos. 

DEF 4.2: 
Sea (X,TJ un espacio topológico. Un conjunto V es una vecindad de un xeX si V 
contiene un conjulo abierto U el cual contiene a x. Un sistema de vecindades Sx 
de X es el conjunto de todas las vecindades de x. El sistema de vecindades 
abiertas de xeX será denotado por Tx. Una colección B ¡;Tes una base para T si 
cada conjunto en Tes una unión de conjuntos en B. esto es, si pera cada xex y 
cada VeTx existe un UeTXl"\B con U¡;V. Una colección Bes una subbase paro T si la 
colección de Intersecciones finitas de miembros de B es base pcra T. Lo mismo 
sucede con Bx ¡; Sx. 

DEF 4.3: 
Los conjuntos en "T son llamados• conjuntas abiertos de ºX 6 ºUeºX. La mónada 
de xeX es el subconjunto m(xl= nºU(UeTxl de •x. Un punto yeºX es cercano a xex, 
Y•X y, x es la parte standard de y, si yem(x), sl(y)=x. El conjunto de puntos standard 
cercanos es el conjunto sc('xj =u m(x); xeX. Un punta ye'X es remolo si no es 
standard cercano. · 

PROP4.1: . : . . . 
SI Bx es una subbase local para x. entonces m(xJ= "~U (UeBx) •. 

- ··::.:,)· -:',:J:·· i,; ,,,.;'-.... :;_,,.,,' " 

12™' n'U(UeBxl ;;2. "~u (U~SxJ. Adém6sc;;'cJi..Ci~a~'~u~sx e~fsJen v, eBx (1 s j s ni tal 
que nV¡ (1 s j's nJ ¡;U. por hlPótesls y pÓr transferencia dV¡ (1 s j s n) ¡;'U, por lo 
fonio dV (VeBxJ .¡; C''U (U.e S)(l'. PO!' lo. lonl.ó nºU(U eSx) '.'. m(x)= uºV (VeB~JIÍ 

',,·. ·-~-~ -, •• • :',:', \'. ,, ._,, .'.::·,'.. e .•• 

PROP 4.2: • . . • .· . ·' .· •> , • . .. .. • .. , : . • 
Pero coda xeX •. exlste un.:ablerto.Ue,x, fol que U¡; rn(x). 

Seo lo r~laclÓnr eTx XTx, dorié:tér'< V.U >·si U¡;V~s concu.i:enle. esto es de que 
si V1 ..... Vn e Tx, entonces U= V1n. .. l"\Vn.sollsloce r <V¡; U>. 1 s) s n. entonces por el 
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Teorema de concurrencia se tiene lo existencia de un elemento Ue'Tx. tol 
que U¡;;'V pao.todo VeTxi · 
Por lo tonto U ¡;; m(xJ•'. · 

PROP 4.3; . . . 

QfM; 
4.3.1 
=>] 

<=] 

Seo C un 'subconjunto de X. Entonces: •. 
4.3.1 Ces oblero co m(x) ¡;; •c pao cado x e C •. 
4.3.2 · . Ces ·c111Tado <,; m(x) n'C =.0, paro cado x ecc. 

Suponem6s~ue C: 9s'~bíolrt6 y;e~xec: Pói d~linlcíÓn e~ste un conjunto abierto 
U eTx l~I q,ue U~. Par el pri~clplo de tra~sferen~la m(xjo;n~U(.Ue Tx)¡;'U¡;;'C. 

Sup~¡;~~~~~~ ·~•(x)~~~~t..~t~\,~.>1~ ~.)P;,Ú e~s;~ ¿~_u~;,¡ ~o~ 
U¡;;m(x)¡;;'C.'Asl existe .un enunciado Interno .!(3Ue"'TxJ (U!:;CJ, por el principio de 
traruterenclá exl!te uérx.•·~on U¡;;C. Por lo tanto Ces oblerio yo que C=uUx(xeCJ• 

,;':.·(~'.: .. « •. i·_~:·· c.'·' .','.''.~:· __ ":¡J, '~:.·? ,:·_··.·.·_-'.,i.'·._.·.·.·-~-·-···. .1;--· 
4.3.2 . ' .:•.· .. ''.·"<· . .: . 
=>l Como é:: és :~~~~.ce es 'atilerÍoeritoríces ~·~'.3.limÍ;J~¿~paa codo xecc, 

de donde •c n-cc =0 ~ntonces m(x)nºC=0 pcrá ccido xecc. ;· · ' · · · 

<=J ·· cJ~o ~(x¡r.•c=i::i'·~~t~~;;:~ ,¡,'(;)¡;'~~. ~~¿:~;·~¡;¡~~; ~:lo tentó c es 
cetT_odem · ·º· · .. , . .,, •. . ..,.- . · · ~;;" · · · 

--. :;~ 
DEF4.4: . '} , /• . -: _ , '.: i: é·) 

Un punto x es de ocumuloclón_ en el conjunto C<;;X si todo vecindad abierto de x 
· contiene puntos de C distintos_ de X.' Sea c11.e1 COJ'l)unlo de puntos de· .:. 

ocumuloclón.de C.-EI conjunto· C=CUCll es lo.ce!Toduro de C;'C es denso en B si 
C=B. \ .... ·.-· . ~ . ,:), ..•••. ·.. " .. 

PROP4.4: .. _ .,_,:· , . __ . . . . .. ,. .. _ .. :. : ... ·' 
Un punto xeC es de ocumulaclón co' m(x) conttene un· punto yeºC distinto de x. 

t,,.: __ , · :~- -'-.J_"··~:_··_:_.:·:_/:_:; ::.:·:_:_ ..... ,-:Y/_ ,'',.)-
Qfbt ,• •,:;:.-· ·::/. _,'. .. ' .. '• ,: .. ,, 

=>J SI x es un punto de acUmÚloclón'eri e, e~tonge; s~ tiene que 
((U) eTx)(3yeUnC)[y.ix). por el principio de trcinsferenclo '·: "e ·: . ·, 
º((U)e"'Tx)(3yeUnºCj(yÚj. De lo prop:4.2.'U¡;;m(x) y rul existe \Íem(x) nºC fol que 

<=J ;;:(x) con~ne jn ~t~to,~x c~n x:~~'.tt:~~~:~~~o·u2~eclnd~~ fijo 
UeTx. .ºU contiene.un púnto V"X con xeºC .. Asl se llene ~(3yé~(UnCj)[y,.xJ y por 
principio de'tronsferenclo existe yeUAc cé)n y;.x: Por IÓ tonto x es un punto de 
acumuloclórl;. .: ;{; º '· :. CY, - '."'' · - ,.. • ~-' •. 

PROP 
4t~ cerradura ~ dl'~~ consiste 21os x~X tLq~'~ m(x)2lA~. Lo cerrcidVTO de A 

es el conjunto m6s pequeño qué conUene o A. Pór lo tonfo A=_:_A si A es cooado. 
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~ 
Si A es el cerrado más pequeño que contiene a A y A es cooado entonces Ai;;A. 
Como AvAf<= A entonces A~ A . Por lo tanto A= A. '. : 

DEF 4.5: 
El espacio (X.T) es . ·,,. . ·. . . 
4.5.1 To si. paa cada por x. y de puntos dlslintos. en X, existe una vecindad abierta 
de uno que no contiene al otro. · 
4.5.2 11 si {x) es cerrado paa cada xeX. 
4.5.3 T2 (Hausdorff) si siempre que x•Y en X. existen vecindades abiertas de x y y 
que son ajenas. 

PROP 4.6: 

QEM; 
4.6.1 
=>] 

<=) 

4.6.2 
=>) 

<=) 

El espacio topl6gico (X.TI es 
4.6.1 To e:> siempre que x.yeX y xem(y) y yem(x) entonces x=y. 
4.6.2 T1 e:> siempre que x.yeX y xem(y) entonces x=y. 
4.6.3 Hausdorff e> las mónadas de puntos de x son afanas. 

SI es To entonces {x•y)-+[(3UeTx)(xeU1-v«U)v(3VeTy)(yeV /\XtVJ]. por PT 
º(••Yl-+[(3Ue"Tx)(xeUAYtU)v(3Ve"Ty)(yeV/\X<!V)J por contraposltlva 
º(VUe"Tx)l(xeUAytU)A(Ve"TyJl(yeVAX•V))-+(x=y) esto es que yenºU(UeTx)=m(xJ y 
xe,...,•V(VeTy)=m[yJ Implica que x=y. 

SI yem[x)= l"l"U(UeTx) y xem(y)= l"l"V(Vely) Implica que x=y entonces se tiene que 
º[(VUe"Tx)(xeU-+yeU)A(VVe"Ty)(yeV-+xeV))-+(x=yJ esto es 
•¡x,.y)-+[(3Ue"Tx)(xeUAyeU)v(3Ve"TyJ[yeVAX«V)] por PT si x"'y entonces existe una 
vecindad abierta de uno que no contiene al otro: 
Por lo tanto es To • 

T1 • si {x) es cooado poro cada xeX, entonces {x)c es abierto por proposición 4.3 
m(y) nº{x)=0, paa toda ye{x)C donde si m(y)nº{x}F0 entonces m(y)l"l"{x)={x), asl 
xem(yJ con la existencia de YE{x)C, entonces ye{x). Por lo tanto v=x. 

SI x.yeX y xem(y) entonces' x=y, esto quiere decir que si x,.y en!Onces X«m(y), . 
entonces m(yJ~. tal que Cn{x)=0 entonces C={x)c v. C es abierto. ~or lo tanto {x) . 

es cerrado: · .. : , :: .· · · · 
Por lo tanto es .. T'• . 

4.6.3 
=>) 

<=] 

Suponemos que (X.TJ 'es Hausdorff y x;yex son distl~~tos. entonées existe UeTx: 
VeTy tal que UnV=0. Por lo tanto .ºUl"l"V=0 y éomo· m(x)~·u y m(y)~·v entonces 
m(x) Nn(y)= 0.· ··· · · · 

SI m(xJ"~(yJ~0. E~tonces ~~ I~ prop.4.2 ~xlste Ue"T~ ~~"Ty con UnV=0: Por PT 
existe Uelx, VeTy tal que UnV".0• 
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Sean (x.T) y (Y.T') espacios topológicos con mónadas m(x), (xeX). y m( y), (yeY), 
respectivamente. 

DEF 4.6: · . ~.. . . · : · . · .. 
El mapeo f: X-oY es continuo .en xeX; si para cada VefY1~1 le c01Tespande UeTx. 
con f(UI \;;v. fes continua eri X si es continua para tóda xeX. Un mapeo Inyectivo 
f de X en Y, es un homeomorti.smo si t .Y .f' S(>f1C.Oí]tlnuos. ,: · · 

PROP 4.7: . . ... · . . . , ... , .· · .. ; 'e• ':' . ':\ , . . . 
Et mapeo f:X-+Y es continua en xeX."f(y)-t(x) para'coda ·y•x.: esto es '. · 

<=J 

"f[m(xl)1;; m(f(x)}. '.. .· .... '''" .. . . ,. '{'> ' 
··-,-._·«:~ .. '. l ' "' -

._.-:";:,_'..t~-- -~-'~~::-~· ~:2:{ :~ :·.~'..~:_-~:~<::·.; -, -

SUponemos que fes continua en Xe)(, y SeO V'un~· V~;:¡¡,é:fod CibierlÓ de f(x), 
hallamos un c01Tespondlente UeTx. tal que la dáflnl.clón. f[ú)~V.' Si'y=x. ~ntonces 
por la proposición 4.3.(11 y e•u. entonces'"flvl e .~v. esto.es de:f!"UJ É .•v. que a 
su vez se tiene por transferencia. Por lo tanto'•f(yJeºV parci.cada VefY1~i · 
l.e."f(yJ-f(xJ. · ,, :'·;;,;;• \',;:· ~;.: ., ;•>; 

:··; ~:: ::;:¡;_(.;.~ ,._ .. :T 

•t(yJ•f(x) para cada Y•X, Esto es •t[rn(x)J ¿ '. m[f(xJJ,' p.;(10 prop4.2 eÍdstá'un 
VeºT'11•1 tal que V1;; m(f(xJ]. en particular Y=. m[f(x)J 'y también Ue"Tx tal que 
U!;;tn(xJ, entonces "f(U) !;;; v. por Principio de transferencia t(U) 1;; v con UeTx. v 
VefY1~1: por lo tanto f :X-.Y es contini.Jo9 ';i•ii:'•;;~,,: ;;· : .. : : .. · · · · · · 

-.-:·:r:! : ;;7·~/..: :------:-·.: :-.-· 
Jm.M: . ~ r· .• '' .. ~ '.° 

El mapeo f:X->Y es continuo.en X<'> f,'(VJe.T para ".oda VefY • 

<=] 

. ;-~.:;\'_ 
"'· ' ·.t; . ·/». 

Sea x E X fl(o pero abilraloisuP,,nárÍiÓs'qüe f es\:ontlnÚay sea V~fYtf•I• por la 
prop. 4.7. se llene "f[ni(xl) ~ m(f(x)) !;; ·v: donde' la última contención se tiene 
porque Vesablerlo. Entoncá's m(x) 1;;"1-'[".V)i;··,: •::' · · 
Athnaclón:"f-1M=º(f·1[VJ) •, ·.•.,.,··.: ,:, •'.· .. •· · · ,· 
DEM: X e"f·l(ºVJ <:> X =·f·l(yJ para algún y E Vº<=>.X =*(f'(Í'Jl para algún yeV. 

Porlotantoxeº(f1M) ........ ·.• ''"'··"·· .. ·,¿ . .. : .. ... · 
por lo tonto m(x) ~·[t ·•(VJJ: as! por Prop 3.3(1) se tlánequef•[VJ es abierto. 

> i ,.:,,·.:.· ' .. ,.- , ··:·"' 

Sea f(V) e T pera coda VefY11•1 entonces por Pr~p .4.3(lJ m(xJ ~ º(f(VJI = •r¡•v¡ v 
m(f(xJ) !;; ·v. pero por Piop 4.2 hacemos •v ~ m(f(x)) de donde m(f(xJ)=•v. 

Por lo.tanto "f(m(x)J 1;; "f(ºf ·I (ºVJ) ~ºV= m(f(xJ): 
Por lo tanto .de Prop 4.7 '· ái continua 9 · 

DEF 4.7: " ·. · : ·.. . . .. 
La lopoi6gla débil Ten X. denotada por la famílla{~ / lel}. donde cl>y: )(-. X1 
donde (X1, fijes una famlUa de espacios topológicos. es la topologfa generada 
de la subbase TY que consiste de todas los Imágenes Inversos de la tormo <l>'i{U], 
Uefl f.e. T consiste de lodos los conjuntos obtenidos de la uniones arbitrarlas de 
Intersecciones finitas de conjuntos en fY, 
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PROP 4.8: 

;;¡J 

SI m(x) (xeXJes uno m6nodo de lo topologlo débil. 
Entonces m(x) ={y e'X / '<i>1(y) e mi(<i>1(x)J poro todo lel} 

Denotemos o {y e'X) = K(x) 

SI x eX, entonce; poro !el, los con)untos ;¡._,,[U}. Uell.,i1•1 son vecindades abiertas 
de X. de aqul que: . . · ·. • · •• . 
m(x)~ n{y e'X I y e n'(4>''1[UJJ, Uell0.1•1) (lel) 

={ye'X I y e'4>''1[n'U (Uell.,i ~1JJ(lel) · 
=K(x) 

Por lo tonto m(x) ~ K(x). 

Si V ·e Tx es una vecindad en la base de T generado por lo subbose TY entonces V 
es una Intersección llnlla de conjuntos de lo formo ~'1[U1J. U1e'fl.,l•I· Entonces 
K(xJ~<i>•1[U1J, pao codo U1ell.,i1•1, y por to tonto K(x)'V, donde •ves la 
intersección finita de con)untos de la formo 4''1[U1}. por to tonto •v=m(x). por to 
tonto K(x) ·~ m(x); 
Por lo tonto m(x)=K(xi• 

OEF 4.B:(lA TOPOLOG[A PRODUCTO) 
Seo (X1.Tll (!el) uno famlllo de espacios topológicos. Entonces el producto 
X=nX1 (lel)es definido como el conjunto de todos los mopeos K en 1 con xO)eX1, 
poro tel. Lo lopologlo producto T poro X es lo lopologlo débil generado por los: 
mopeos <i>1:X-+X1 definidos por G>i(x)=x(IJ, 

Como codo xeX es de lo formo X:l->U )(j (lel) C:on x(ljeX1. El 1rci'nsfcifmado,de la 
coleccl6n {X1/lel) incluye nuevos conjuntos X1 poro codo le'l-1. Por.P.T. codo'xe'X es de la 
formo X:'l->'[UX1(lellJ con x('l)e'X1 si lel, donde si 1 es no-standard, entonces x(l)eX1. pero X1 
no es la extensión de un conjunto stondor. ,, .• · . • · 

SI xeX, y m(xJ son los m6nodos en T. entonces por Pr~~ 4.s: nl(xJ~l~e'X/y{l)e m;(x(IJJ 
poro lodo sfondor lc'I) · · · · 

' .. ,· ·-,· 

Los. m6nÓdos eslón determinados por los lndlces''stoÍida 

lliU2; . . . . . .·. .· .. ·.. > . . . 
El producto lopol6glco de espacios de H~us~orff es .Hous~orff, 

Seo X=nÍ<1. don~ (X1.T1J es H~Üs~~~o~;~6n~d~ m1ix/~ r eiproducto 
topológlco con .m6nodo m(x). SI X: •. y e X. con m(xJnm(yJ ~ 0; Seo zem(x)nm(y). 
Entonces z(IJenin1(')(j(llJ nm1{~y(l)J poio codo l'el ycsl x(lj=y(IJ poro cada 1 el, de 
(X1.T1) es Housdorff se llene que x=yi < . •. · · · · 
Por lo tonto el producto .es Housdorffil · 
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" COMPACIDAD " 

DEF 4.9: 
Una colección .,za= {Ai / I el) de conjuntos (o cubiertas) es una cubierta de Ai;;X si 
Ai;A1 (1 el). Una subcublerta de .,za es una subcolecclón de .,11:· la cual también es 
una subcublerfa paa A. A es un subconjunto compacto de ur1 espacio 
topológico (X.T), si cada cubierta de A constituida con con(untos abiertos U1. 
conttene uno subcubierta finita. 

~ 

~1 

Sea (X,T) un espacio topológico. Entonces A i;;; X es compacto<:> toda ye'A es 
cercano a un punto standard xeA. 

Suponemos que A es compacto. y existe un punto y, el cual no está contenido en 
la mónada de cualquier xeA. Entonces cada xeA tiene una vecindad abierta U, 
tal que yeUx. La cubierta { Ux / xeA) de A, llene una subcubierta finita {U1, .... Un) es 
decir U1 uU2u ... uUn;;¡ A. Por el P.T. 'U1 u'U2 u ... u'Un;;i'A. Entonces si suponemos 
que y e•A. entonces y e•u1 v•u2 u ... u•Un. pero y«*U1u•U2U ... u•Un; 
Por lo tanto yem(x) paa alguna xeA. 

Por conlraposlttva. 
Suponemos que A no es compacto. Entonces existe una cubierta abierta 
.,za={U1 /1 el ) de A. la cual nottene subcublertas finitas. La relación blnalo reAxA 
definido como <U,X>er <:> x•U es concurrente. Por P.T. existe un punto ye'A con 
Y•'U poro lodo Ue..it. S1 xeA entonces xeU para algún Ue..it. tal que ye'U: 
Por lo la.nto yem(x)• 

lli2...U 
SI X es compacto en lo topologia T y Ai:;;X es cerrado, entonces A. es compacto 
(por Prop, 4.3.2). · · · · · · 

QfM; 
Sea ye• A. Como X es compacto .existe un xeX, cori ye~M. de donde' xeA, asi 
x .. y. entonces A es compacleii · · · · · · · 

... 

~ ...•.. : '····.•!· .··.' 
Si (X.T) es Hausdorff y AÍ;X es c~~poctÓ, ~~tori6es A é'i c~ado> 

Sea xeAc. y supongamos yenÍ(x), ye•A: .. co:~ A es compacto, yem(.:;x), para 
algún ~x eA,'pero entonces m(x)rcrn(~x)..0. esto.contradice que (X ,T) es 
Hausdorff. (Por Pr~p. 4.3.2)• · · ' 

~ .. • ·">''' ·<"· . 
Si (X,T) y (Y,TY) son espacios topológicos y f:X-+Y es continua, entonces f[KJ es 
compacto paracada c.ompacfo K¡;X. 
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Sea Kc;;X. fijo pero arbitrarlo y compacto. Y•• con yeºK y xeK entonces yem(x). 
por continuidad ºf[m(xJ]1; m(f(x)J. entonces •f(yJ e ¡¡,con f(x) e f[kJ y 
ºf(yjeº(f[K]J: 
Por lo tanto f[K) es compact"m 

IBU..Z: 

Q[M; 
1] 

2] 

SI (X.TJ es compacto, (Y,fYJ es Hausdolff. y f:X-tY es continuo: 
1. Fes e-acto. 
2. SI fes Inyectivo. entonces fes un homeomorflsmo. 

De Teo 4.6, f[x]1;Y es compacto. por Tea 4.5 (Y.fYJ es Housdolff y f[x]1;Y es 
compacto. entonces f[x) es cerrado. 

Suponemos que f(x]=Y: 
P.D. fes abierto . 
SI U es abierto en X. entonces uc es cerrado. Como fes Inyectivo f[UJ=Y·f(UCJ, que 
por el Inciso 1 es abierto; 
Por lo tonto fes un homeomorflsmea 

lli2..il; .. 
SI (X. .rJ (iel), son espacios compactos. v X".'nX1 (lel), entonces X es compacto en 
lo topología producto T. 

Sea yeºX; Entonces y[IJ e•x1 poro los sto~ard lel, y ta~bi.ln se tiene que 
y[l)•x(l)eX1 poro codo lel. Entonces y(I) e m(I) donde mi(XJ) es la'mónOdo de XJen 
¡x,r¡. Entonces de lo del 4.B yem(x), donde m(x) es lo mónoda en T de el punto 
xeX definido por x(l)=XJ ; · · - · - · - · · ·· · 
Por lo tonto Y•X: 
Por lo tonto X es compacto en r. 

IfQ.il; 
SI fY es subbase poro lo topológio de (X.TJ y todo cubierto de X por elementos de 
fY flene uno subcublerto finito. entonces X es compacto. 

Suponemos que X no es compacto. Por Teo 4.3 existe ye•X tal que no es cercano 
o un standard y poro cOdo xeX existe un conjunto abierto Ux tal que xeUx y 
Yt!'Ux. Como codo Ux es uno Intersección finito de elementos V1 efY. entonces 
Yt!ºV1, poro algún •v, donde Ux e fY poro codo X. Por lo tonto lo cubierto {Ux /xeX) 
no tiene una subcublerto flnlto U1 ..... u •• pero en este coso ºX=ºU1 uºU2 u ... vºUn y 
ye•u, poro algún y, y esto es una contradicción, yo que toda cubierto de X por 
elementos Ux efY tiene una subcublerta finita: 
Por lo tonto X es compacto. 
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• ESPACIOS MáRICOS • 

DEF 4.10: 
Un tKP<JCÍO mélrico es un pa (X.dJ. donde X es un c()f1junto Y des.., mapeo de 
XxX en I<» 91 u- (O} que satisfacen los siguientes condici~: 
oJ d(x.yl =OQx=y, x.y eX. 
bJ d(x.yJ = d(y,xl x.y eX. 
cl d(x.zJ Sd(x.yl + d(y,zJ x.y.z eX 

DEF4.1l: 
Sea (X.di un espacio mélrico. Dos puntos x y y en •x son cwcanos li "d(x.yJ.O. esto 
es x.y. lo mónada de xe•x es el c:orlunto mfxl={ ye"X / v•• }. Dos puntos x.y en •x 
eslón en lo mismo gataxla si ºd(x.yl es finito: lo goloxla principal de •x es lo única 
que contiene a los puntos slondad y es definido como f("xl. L<» punt<» en 11nrx1 
se nomon finitas. 

DEF 4.12: 
Sean (X.di y (Y. di espaci<» mélric<» y~. 
l. Un mapeo f:A--.Y es uniformemente continuo en A si. dada e> O en. existe 11> O 
en tal que d(f(xJ.f(y)J<B paro lodos los x.y e A para los cuales: 
2. Una sucesión de mapeos fn:A->Y. neH. converge uniformemente en A a l:A->Y. 
si dado e >O. existe keH tal que d(fn(xJ,f(x)J<B para toda n:?k en y toda xeA. 

PROP.4.9: 

<=] 

8 mopeo l:A->Y es uniformemente continuo en A e> ºflxJ•°l(yJ siempre que x. ye"A. 
Y"*Y· 

Sea f uniformemente continuo en A. Hallamos a>O para un c>O dado. Por P.T. 
• dl"fl•J.ºl(y)J<E para lodo x.y e'A para los cuales ºd(x.yl<6. Entonces se tiene que 
• dl'f(xJ."llYll« paa lodo x.y e'A paa los cuales .,.y, Como esto es verdadero 
paro cualquier e>(), ce91, entonces "flxl~"lfYI para x.y e"A tal que"""!· 

Suponemos que "fn(•l•'f(yl siempre que x.ye'A y ~.Sea e>(), con ce91 dado. 
Entonces se tiene: 
• ~(3a e'!llJ(a>O .-. (Vx.y e ºAJ('d(x.yJ<i; -+" d("f(xJ. "f(y)J <e] 
Por principio de Transferencia: 
~(3o e !!IJ(a>O" (Vx.y e AJ(d(x.y)<li-> d(f(xJ.f(y)J <e) 
que cumple con la definición 4.12.1: 
Por lo tanto fes uniformemente conttnucw 

PROP.4.10: 
la sucesión fn!A-+Y converge uniformemente en A o l:A .... Y e> "tn(•J•"f(xl paro 
lodo ne'H·H y fado xe'A; - · 

Sea fn:A-+Y uno sucesÍón ·que converge unilormemenie a l:A->Y esto"°' llevo o 
que hollamos keH paro un c>O dado. Por P.T. se tiene que• d(ºfn(xJ,"f/xJJ<c 
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·=l 

para lado n"'k con ne'rfy lodo xe• A. Como esto es verdadero para cualqwier 
c>O. ce~t y en particular para toda ne'N·N. n>k con keN: Entonces 'fnlxl=ºflx) 
para todo ne'N·N Y.toda xeºA. 

Supongamos que "Hx)='f(x) para lado neºf'l·l'I y toda xe.ºA. Sea >O, con ce. 
• ~l3keºN)[(V'ne'N)('ixe'A) (n"'k:-+" d('fn(x). "f(x))<cJJ 
Por principio'de transferené:ia · 
~(3ket1)[(V'neN)IVxeA)(n~k-+ d(ln(x).f(x))<c)J 
que cumple con la definición 4.12.2; · . . ,. 
P.or lo tonto In converge'unifor~emerite a'•:.:. 

IfQ..!J_Q; 
SI f: A-+ Y es continua y A es cómpccto. entonces fes únlformemente continua 

A 
' ' . ' ... .. ' ' ' . 

en • 

Sea x. y eºA éon~•~. Ento~~es~y~\~Wc'.e~conas'o l.Ín p~~to sto~dar~eA, yo que 
·A es compacto.y ºf(x)= f(z);,, fº(y) por ser 1 continua en z. finalmente. aplicando la 
Prop 4.9 se tlene·que fes uniformemente continua en ,,.. . 

'.<·:·\"""' 
··'; "". 

liQ..!JJ..: º"' •e',. ·'2. ;''• 
SI fn:A-+Y es· unci ·sucesión de IÚnclones continuas las cuales convergen 
uniforme.mente en A.a f:A-+Y, entonces fes continua. 

Sea xeA, ye' A con Y•X, como cada fn es continua. entonces se tiene que 
'ln(Y)~fn(x).,~f~lx), y por hipótesis la sucesión converge uniformemente en A a 
f:A-+Y. entónces 'fn(x)='f(x) para toda net1 y xeAc'A. en particular 'fn(Y)=ºf(x) 
con ye' A. y como ºf(y)=ºfn(Y).,fn(x).,•fn(X)•'f(x). entonces 'f(y)='f(x)=f(x); 
Por lo tanto f es continua. 

DEF4.13: 
Sea (X.d) un espacio métrico y sea < Sn I n e ti > uno sucesión de puntos en X: 
Entonces: . 
1. <Sn> converge o S. si dada c>O en \JI existe keN. tal que d(Sn.S)<c si n~k. 
2. <Sn> es una sucesión de Couchy si dado c>O en existe kel'I tal que 
d(Sn.Sm)<c.sl n.m;,:k. .. . . . , ;: . · . 
3. Ses un punlo límite de <Sn> si poro cada c>O en 91 y coda· ke N. existe un n>k 
tol que d(Sn.S)<c. · · · 

PROP 4.11: 
1. <Sn> converge o S.,,,; •sn .. s paro todo ne'N·N. 
2. <Sn> es uno sUcesl6n de Cciuchy.; •sn .. •sm paro todo n.meºN:N. 
3. S .es un pÚnto limite dé <Sn>-=> •sn .. s paro algún ne'l'l:f'I, 
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QfM; 
1] 
=:-] 

<=] 

2.J 
=>] 

<=] 

3] 
=>] 

<=) 

<Sn> converge o S. Encontramos kel'I paro algún DO dado. Por P.T. 
ºd(ºSn.'S)<& paro todo n~k con ne'N. en particular si ne'N·N, entonces n>k 
·7keN. Entonces 'd{'Sn.'SJ<c paro cualquier e e !lt: 
Por lo tonto •sn,.•S;S; 
Por lo tonto •sn .. s 'v'ne'l'l·l'I 

Suponemos que ºSn..S paro todo ne'f'I. Seo c>O con e e!lt. 
• fo(3Ke'l'l)({'o'ne'l'l){n~k->'d{'Sn.SJ<eJJ 
Por principio de tronsferenclo: 
fo(3KeNJ({ltnel'IJfn;,k..,d(Sn.SJ«JJ 
Por lo tonto <Sn> converge o S. 

Como <Sn> es uno sucesión de Couchy. hollamos k poro un c>O dodo. Por P.T. 
'd{'Sn.'Sm)<c paro todo n.m;,k con n.me'l'I. Como 'd('Sn.'Sm)<c poro cualquier 
r.>O. ce!lt y en portlculor n.m;,k si n.m e'N·N. Entonces •sn..•,sm si n.meºN·N. 

Suponemos que •sn~·sm pao todo n.m eºN·l'I· Seo DO con ce!R. 
• ¡.{3keºNJ(ltn.m eºN f(n;,k n.m"kl->ºd('Sn.•SmJ <cJl 
Por principio de tronsferenclo 
fof3keNJ(ltn.m EN ¡¡n;,k n. m"k)->d(Sn.Sm) <cJI 
Por lo tonto <Sn> es uno sucesión de Couchy• · 

Ses un punto limite de <Sn>. hollamos un n>k paro.un k~N dado y un e>O 
dodo. Por P.T. 'd('Sn.'S)« poro n>k, con ne'N pciro codo keN. en.partlcutor si 
ne'N·N entonces n>k ltkeN y 'df'Sn.'S)<s poro éuolquler c>O. ce!R. Entonces 
'Sn,.•S;S poro algún ne'N·N. 

SI ºSn..S poro algún neºl'l·N· Seo c>O con ce9l. 
• ¡.{'v'keºl'IJ(3n e'l'I f(n>k" 'd{ºSn.'S) <e) 
Por principio de tronsferenclo: 
fofltkeHJf3n eºNJ!n>k" d(Sn.SmJ <&) 
Por lo tonto S es un punto fimlte de <Sn·;. 

DEF 4.14: 
(X,d) es completo si codo sucesión de Coué:hy en X converge o un punto en X. 

DEF 4.15: 
Seo fX.d) un espacio métrico. Un pÚnto yeºX es un punto pre-cercono-stondord si 
poro todo standard e>O, existe un standard xeX con 'dfx.yJ<c, 
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PROP 4.12: 

<=] 

Un espacio métrico (X.d) es completo= todo punto pre-cercano-standard yeºX 
es cercano standard. 

Suponemos que (X.di e~'completo. SI y ~s i:>re:.cerco~~standard: holla~os un~ 
sucesión Sn e X .tal qu'e '.d(Sri~y)<l /ri. Entonces ·'.'Sn> es una sucesión de.Cauchy 
con límite S v YtºSnS.sl ne.·N-N : , .·· .. ': ,.,. i'.C:k: .·· ·• '."· .. : • 

Por lo tanta V es cercenó standard.'; ::;·'. i•'i . . ,::: ' 

Suponem6; ~u~'t~do pt~t~ p,a::6\;;,~~~i;~to~d~~ ~;~~icen~ ;tond.,;.d y sea 
<Sn> una sucesión de Cauchy, .Dado é>O •. hollamos keN tal qu~ cumpla con la 
definlclón'4.13.2. EntOncés d¡•sn.Skl<cSi'ne•N:~ y cada ºSrÍ es cercano standard o 
se X. Entonces la sucesión <Sn> converge a 59 n·:' ;}•<;;_, ~/ :: . · 

-· '.,:'.~_::¡ ?~<'. :·J: .'."'' ':; 
COR.4.1: . --... _ . ___ .. ·.·· -:- ....... -.,__ . . .. ~- .. . 

Un subconjunto cerrado (A.d) de un espacio métrico completo (X.d), es 

completo. :. ) > / 

Sea y un punto µre-Cercon;;_-stCndard en ~.A. Entonces ytx para' algún xÉX porque 
(X,dj es completo; Pero xeA: por la. Prop. 4.5 v por la hipótesis que A es cerradcw 

DEF 4.16: .. · .. ·'""'' "•, , ·. " , 
Sea (X,dj un espacio métrica. Un espacio métrico (Xll,dllj es un completamlento 
de (X.di si (Xll,dll) es completo y existe un acoplamiento lsométrlca <i>:X-.Xll (l.e. 
d(x.yj=dll(<J>(xj.<i>(y)) para todo x.y e X, donde <i> es Inyectivo) y <J>(x] es denso en 
XII; " " . ' 

~ .· . 
Cualquler.espoclo métrico (X.d) tiene un completamlento (Xll.dllj. 

Seo X' el conjunto de los puntos pre-cercanos-standard en •x, y XII la clase de 
equlvalencio de X' bajo la relación t; asilos elementos de XII son mónadas m(x'J 
de puntos pre-cercanos-standard <' e'X. También se tienen que 
dll(m(x').m(y'))=st(ºd(x'.y')) donde ºd(x',y')es finito paro puntos pre-cercano
standord x'.y'. la métrica estó bien definida. x'•xi'. y'ty1'. entonces 
ºd(x'.y')•'d(x1',y1'J, El mapeo definido <i>:x-.x11 definido por <i>(xl=m(xl es un 
acoplamiento lsométrlco. También <i>[x) es denso en xll. Para m(x'leXll.donde x' 
es pre-cercano-standard. entonces dada c>O. existe un xeX tal que ºd(x'.xl<c y 
entonces dll(m(x'l.m(x))=st(•d(x'.x)}sc. Finalmente. para ver que es completo, seo 
<m(x'n) / nr.N >una sucesión de Cauchy en (Xll,dllJ. con x',eX'. Paro x'neX' hoy. 
elementos x.eX con ºd(x. ,x'n)< l/n para cado neN. dada c>0 en :R. existe un 
keN. tal que dll(m(x'nl.m(x'mll<r. y de aqui ºd(x'n.X'ml<c si n.m~k. Entonces 
d(Xn .xml=•d(Xn .><mlS 2/n + r. si m~n~k en N: Por P.T. •d(ºx..º><ml 2/n +e si m;:,n~k en 
•N. En particular si we•N-N. ºd(ºXn .'xwlS 2/n +e si n~k y de esta manera '<w es un 
pre-cercono-standard. 
Por lo tanto ºd(x'n.Xwls'd(x'n.Xnl+'d(Xn .'xwlS 3/n +o si n::?k. entonces 
dll(m(x'nl.m(ºXwl}s3/n +e si n>k. 
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Por lo tanto <m(x'nl> converge a m("xwl; 
Por lo tanto (Xll,dlll es comple1"9 

DEF 4.17; 
Un espacio métrico (X.di es totalmente acolado si. para cada e >O en !JI, 
corresponde una cubierta finita {B,(Xll / 1 slsn) para e-bolas abiertas. donde 
B,(xl={yeX/d(x,yl<c). 

PROP4.13: 
Un espacio métrico (X.di es totalmente acolado <'>.todo punto.de •x es pre-

<=] 

cercano-standad. · · · · ·· 

:'.: << __ ,_ 
Suponemos que (X.di es totalmente.acotado. sea'..>o dOdo.yhallamos el punto 
correspondiente "', 1 slsn tal que X=-uB,(x 1 J(lslsnl; Por P.T. ºX=uºB,(Xl)( 1 slsnl y así 
se tiene que todo punto de •x .es pr&-cercano-standard5 · 1 • • •: • : ' . · 

SI todo punto •x es pre-cefcano--st~~dárd ~~~t~~:c8S; ·pa.\6-c6'd~:~ ~··x si péra todo 
c>O en 91. existe un standcrd xeX .tal que 0 d(Xl ;xl<é, entonces se-da una bolo 
'B,(Xll={ye'X/'d(Xl .yl<c) de~esto moner~ se construye ºX= uºB,(x il(lslsnl con neN. 
por P.T. se tiene que X= úB,(x r)f 1sl;;nf; •., .. •,;,::y · · - · · 
Por lo tonto (X.di es totalmente acotodoa · 

~ · ..... :.--··: ... ;-··_··, •.·: 

Un espacio métrico. (X.di es compacto .,. es completo y totalmente acotado. 

tlfM: 
=>] 

<=] 

Supongóm~s:que (X,dl ~s compacto. Entonces todo punto y~~X es cercano a un 
punto en X. así (X.di es completo por la Prop. 4.12 y totalmente ·acotado por la 
Prop.4.13. · · · 

Supongamos que (X.di es completo y totalmente acolado. SI y~'X ;,ntonces es 
pre-cercano-standcrd por Prop. 4.13 y es cercano par Prop 4.12; 
Por lo tanto Teo. 4.3 (X.di es compoct.,_ - · 

DEF 4.18: -. 
Un conjunto A es un espacio métrico (X.di es acotado si 'exlsie 
número M tal que d(x.XDI s M pera todo XEA. · 

DEF4.19: •. ; • hiit :' . _ 
Un espacio lopol6glco X es secuencialmente compacto.si de cada sucesión 
<Xn> en X es posible encontrar una subsuces16n la cual canvergea un punto xex.- : -- ·>--- ..... ~-··---·ce:--~----·-- ---. -- _,- -

··~· 

!fQ..!..li; ' ' ' .. :- - '; ,. 
Un espacio métrico (X.di es compacto .,. es secuenclalm(>nle compacto. 
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Suponemos que (X.di es compacto y sea <><n> una sucesión en X: Por Teo 4.13 y 
Del 4.14 e><isle un punloJCDel cual es punto limite de <><n>. Se llene lo bolo abierto 
B1(JCDI=( xeX / d(x.JCD 1<1). Como ><o es punto limite de <><n>. e><isle un ><n1e81(><ol. 
Siguiendo un procedimiento análogo existe un Xn2 en e,,2(><ol=(xeX/d(x.><ol< 14 } con 
n2>n. Continuando el procedimiento se obtiene uno subsucesión <Xnt > con Xnt e e,,. tal 
que e,,,=( xeX/ d(x.><ol < 1/k }. Por lo tonto <l<nt> converge a""· 

e=) 
Suponemos que (X.di es secuencialmente compacto. Por la demostración de lo 
Prop. 4.12 (X.di es completo. Ahoto supongamos que no es compacto. Entonces 

·- no es totalmente acotado. A.si existe algún &>O tal que lo colección no finito 
(B,(yil/lslsn) cubre X. Seo x1eX un punto dado. enlnces e><isle un x,lal que 
d(x1.X2I;,&. Así se llene XJ con d(x1 .XJI;,&. Continuando el procedimiento 
constituimos uno sucesión <><n> con d(Xn.Xml;,& poro cualquier n.m eN. entonces 
<><n > llene una subsuceslón no convergente. lo que contradice la definición 4.14: 
Por lo tonto (X.di es compact.,_ 

" ESPACIOS VECTORIALES NORMADOS Y ESPACIOS DE BANACH " 

DEF 4.20: 
Un espoclo vectorial (real) es un conjunto. X en el cual se definen dos 
operaciones (+I adición vectorial. y (•J multlpllcaclón escolar. Las operaciones 
salfslocen las siguientes condiciones: 

1. x+ y= y+ X, VX.Y eX. 
2. (x +y)+ z= x+ (y+zl. vx.y.z eX. 
3. Existe un vector OeX tal que x + O = x v xeX. 
4. a(x+yl=ox +ay. si oe!R y x.y e X. 
5. (o+bjx =ax+ bx si o,be!R. x e X. 
6. o(b)x = (ablx si o.be91, y x e X. 
7. O•x = O: 1 •x = x; vx e X. 

El conjunto Yi;;X es un subespoclo de X si x.yeY y o.be!R Implican que ox+byeY. 

DEF 4.21: 
Una notma en U')_ espacio vectorlol X es una función 11 ll:X-+ 9t•v{O) que cumple: 
1.llxll=O<:>x= O. · · 
2. llx+ yllsllxll + llyll. 
3.lloxll=lalllxll. 

Un espacio vectorial nórmado ( X, U 11 J es 
métrico d como d(x.y) =llx:ylU · ·' .. · · ·· 

SI el esp~clo vectori~Í ~.,.modo ei c~m~l~tl~'n su ;,;~frie~. ;~ le llamo Espacio de 
Banoch. .· :<·"·: .. •: .. ,,-.,:.', .. ·;««' :• ::·· ·<-:'· ·' ' .. · 

Un subespoclo Y~ ~s cerraJo e~ lo iop~IÓ9ia definido por s~ notmo. . . ; . .. 62 ... 



Seo 1 X. 1111 ) un espacio normodo. El transformado den 11 en •x se denolorá por_ 
•1111. lo mónada de xe"X es el conjunto m{x):(ve•x / 11y-x11 ., O}= {yeºX/y=x+z. zeml O)}. 
Los puntos finitos en •x son aquellos xe•x tOles'que 11x11 es finito. 

DEF 4.22: " - · -· ' .. -_:. . · : ' :- : • . . · . . 
Sean X.Y é5pciéloi .. vectórioles. Un mapéo T:X->Y es llamado un operador lineal si 
T(ox +by) = oTX+ bTy poro todo o.b e '11. y x,yeX. El conjunto de operadores 
lineales se denota-i::omo L{X.Y). 

Sean x' y y ~ip;iciós vectorlÓles normodos. Un operador Uneol T:x ... v es acolado si 
el número 11 T 11 ,; sup { 11Tx11 / ll x 11 s 1 ) es finito. Este número es lo norma de T. Se tiene que 
11Tx11s11T1111x11 poro lodó xeX~ El conjunto de los operadores lineales acolados T:X-+Y se 
denoto por B{X. Y). SI Y=!ll •. -entonces un operador lineal Tes llamado uno funcional lineal. 

Flnal~e~i~;:j y:~{~; son las extensiones ne>-stondad de X y T{x). 

IfQ.j&" . . ,.... . . . . . 
Seo Te L(X.Y) donde X y Y espacios vectoriales normodos. Entonces los siguientes 
Incisos son equivalentes: . 
1, Tes ocotodó,' ¡.. · 
2 •. •r:•x.;.,xAmondo puntos' finitos en puntos finitos .. ·, 
3. "T mondo m( O) en m{ O). . .. _ ·_·,. . . , , • __ 
4. •r mondo puntos cercanos en puntos cercanos. Sl-ze•x, z-x eón xeX, ·entonces 
"Tz=Tx. :. _:.• - .. .- •.• 

--:,-.. ,-

~ 
1)=>2) -.. ~. ;, . 

Supo~gomos que llTx ÍI sM 11 xUpaii todo x~X'. Por ~ariJerenéla 11 "T~ 11 sMll x 11 
parotodo-xe•x.· '-'<•): :-:•."' .. - . 

2)=o3j . .·,-·_. < : . . / . ' ·; . ' ·,_ .. · .. ·._ . . . 
. Por R.A.A. suponemos.que xem( 01 y 11~Tx11..0. Entonces '31 elemento z,;)c¡11x11e•x 
y 11Z11=1. pero poi- P.T •. "Tz;. ( 1/.11 X llj"Tx no es finito si 11x11-.; 0 entonces 11 "Tx_ ll=c 

3)=>41 

41=>11 

con ceº!ll·!ll, y es1o.es uno_conlr'adlcclón: :/ - · 
Por lo tonto se cumple en el Inciso (3)0::· . 

• < .~':} ;' ; ' ". 

'.·:~,:~ : ,-. 

Seo xeX y zem(x),:osl x~~em( 01: EntÓnces "T(x·zl,=Tx-.rrz m( Oj, entonces "Tz "'Tx. 

•' ~·· .,.. .. ·.':· : ' .. : : . 

Por R.A.A. sil no es acotad(); entonces exlsÍeuno súceslón < ién e X/ neH> tal 
que 11 Xn 11 = 1 pero 11 TXn U> n' para n"iH: En_torices 11 "Txw 11 es Infinito paro algún 
weºH·H y por P.T. si z = ic~ / (11 "Tx.; 111112, es cercan.o o. O. pero U"TzU = (11 Orw 111112 no 
eS finito: Y BStO eS úñ'á'contfOCtÍCCIÓn: :,-; -_,• '' ' • -·. - ,,- ·• " . F - . 

Por lo tonto se_~umple el lndso(l l.i ' 

D~ndo p.,; h~~h~uriiesu~IJ~~ ;ic:Jnd~d·q~f3 dl~e ~~13 ~~ operador lineal es 
continuo si y solo si es continuo _en_ O se tiene el siguiente corolorlo: · 
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COR,4.2: 

=I 

T e L(X.Y) es acotado co es continuo. 

Por Tao 4.15.3. si Tes acotado. entonces Tx e m( OJ si xem( OJ V por Prop. 4.7 se 
tiene que T es continuo. 

Como Tes continuo. entonces es continuo en 6. oplicondo-IC:.-Prop. -4.7 se tiene 
que Tx e m( OJ si xem( OJ, entonces. por Tea 4.6._l Tes ocolod°I¡ ·: 

~(ACOTACIÓNUNIFORMEJ _ - .':·· '-- -
Sea X un espacio de Bonoch. Y un espacio veclorlol normodo/'y Fcl(X.YJ uno 
familia de operadores lineales acotados. Suponemos que para coda xeX existe 
uno constante Mx tal que 11Tx11 s Mx poro todo T_eF. Entonc1H-exlsle una constante 
M tal que 11T11 :s; M poro todo Te F. Los operadores en F son uniformemente 
acotados. 

Suponemos que T e L(X.YJ. si 11Tx11 s M poro lodo x en la bola coooda 
ii,(Xo)={xeX / 11x·Xo11 <s:) enlences Tes acotado V 11T11 s 2m/c. 

Por R.A.A. Sea XoeX y !lo >O dados. Entonces existe un x1 e B.o(XoJ y T1eF tal que 
llT1x11i>l; Poro otro caso li Tx 11 :s;l poro todo xe B .. (Xo) y lodo Tef, Y entonces lml s 
2/"4 poro todo Tef; Por continuidad hallomoss, con O<c1 <'2 y B.o(Xo);;¡B,1(x1) tal 
que llT1 XII >1 poro todo x e ii,1(x1). Se construye lnducttvamente uno sucesión 
(B..,(x.J/rieH) con B..,(x.J ;;¡ e.,,.1(x..1J y ..!/.on-0n=O y uno sucesión de operadores 
Tnef tal quellTnxll;,n Po<o todo x e B,n(x.J. Ahora <x.> es una sucesión de Couchy 
ya qúe:..r.. n::;.,i:;;:o. Sea xeX el limite de <x.>. Entonces xe 8..,(x.J con llTn xU>n 
paro todO n; Contradicción; Por lo tonto 11 T 11 :s; M paro lodo Te F• 

m:uu: 
Sea X un espacio de Bonoch y Y un espacio vectorial normodo v suponemos 
que< Tn /ne H >es uno sucesión en B(X.Y) tal que poro coda xeX existe un 
elemento V• con .t•n...., Tn x=y .. Entonces el mopeo T dado por Tx=y, está en . 
B(X.YJ. 

Se tiene que T;X-.Y_ es lineal. como U 11 es una función continua~ "'--11Tn xll=llTxtl. y 
osl poro cado x existe un Mx tal que 11Tx11 ,; Mx para todo n. por Teó. 4.16 existe un 
M eH con llTn llsM poro lodo n eH. de aquf llTx 11 = llTóx llsM 11x11:: 
Por lo tanto_ Tes acof.odCJ9 - : -' :;~/ -, 

''<>: ((.~·'· 
DEF4.23: ___ -- __ •'': --'--- __ -~-- _ _ ____ e·-- ___ ,_- ___ -- , __ . - - -

~n X v Y espacios vectoriales normo_dos: __ un operador T e L(X, Yfes compacto 
si. T(BJ es compacto paro todo conJunto-con norma acotado BcX; -

: '"."'. . ::~)." :·-i ~ 

~-- ____ --,, -------
Te L(X.Y) es compacto.;_~ mondo puntos Ílnltos o ~untos cercanos standard. 



<=J 

Suponemos que Tes compacto y sea xe•x finito. 11x11 <M para M>O. la bola · 
B={xeX / 11x11 s M) es acotado. entonces f(B) es compacto. Así todo punto de 
•¡r[B))="T[•e¡ es cercano standard por leo 4.3: como xe•B entonces °Tx es 
cercano standerd. 

Suponemos que -r mapeo puntos finitos en cercanos standerd; y sea B un 
conjunto acotado: por Teo 4.4 basta con mostrar que T[Bji;;K pera algún 
conjunto compacto K. Sea K={ ye Y/ y .. y• ) paró algún y' en •(T(B))=st("T(•BJ). 
Entonces T(BJ~ 

~ •'' 
Sea X un espacio vectorial normado y Y un espacio de Banach. Entonces el 
espacio vectorial normado B(X.YJ es completo y en consecuencia un espacio de 
Banach. El conjunto de operadores compocfos en B(X.YJ forman un subespaclo 
lineal cerrado. ., ·· · · 

·,r,.··' 

Seo <To e B(X,YJ /e,..·; una sucesló~·d~ Couchy. Entonces, para cada xeX. <T.x> 
es una sucesión de. Ca.ué:hy y p6r lo tanto converge a ún.elemento y, por que Y 
es completo. Nosotros definimos T como Tx=¿,. ..:_To x. Entonces Tes linear y 
ocofada ya que~.-~ 11T.rr=rrT11. Dada .>O existe un N tcir que llT.x-Tmx 11 s 
UTo-Tm 11<•llx11 si n.m :tN. Por lo fonio 11T.x-Tx11 s cll x li si n:tN y así 11 To -T 11 s. para 
nltN: 
Por ro tanto B(X. YJ es completo. 
Es clero que el conjunto de operadores compactos es un subespacio linear de 
B(X.YJ. Sea <To> una sucesión de operadores compactos convergentes a un 
operador TeB(X.YJ. SI ye•x es finito entonces pertenece a •e, donde 
B={xeX/llxllsM). Sabemos que TnX converge a Tx uniformemente en 8, esto es, 
paro cualquler •>O existe un n(cJ e H tal que li T. x-Tx li «para todo n ltn(c) y 
todo xeB. Asl li °To0 X-°Tx li<c/2 
para no :tm(s/2) e N y ltxe•e. Como To0 es compacto, °To0YorzY,y U °Ty-z li«. 
Como• es arbitrarlo, °Ty es pre-cercano-standerd. Como Y es completo por 
Prop 4.12 °Ty es cercano standard: 
Por lo tanto, el conjunto de operadores compactos en B(X, YJ es un subespaclo 
lineal cerrada. 

OEF 4.24: 
El espacio de Banach de funciones lineales acotados es un espacio lineal 
normodo X es llamado el espacio dual de X y se denota como X', El dual de X' es 
denotado como X" y se llama el segundo dual. · · 

~(" HANN - BANACH") , 
Seo X un espacio vectorial y suponemos que dada una fvnclón p:X->R sattsface 
p(x+yjsp(xJ+p(y) y p(axj=apx para ae!ll y x.yeX. Suponemos que Fes una funclonal 
lineal definida en un subespaclo S de X con f(x)s p(xj para todo xeS. Entonces 
existe una funcionar lineal F en X que es extensión de f, esto es f(x)=F(x) \fxeS y 
satisface f(xjs p(x) para xeX. · 
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Sean g y h funclonales llneales definidos en un subespoclo lineal de X. Se dice 
que ges la extensión de h (hLg) si el dominio de h esfó contenido en el 
dominio de g y h=g en el dominio de h. La relación ¿ ordena pcrcialmente el 
conjunto de funcionales lineales. Considerese el conjunto de todas las 
extensiones g de f. las cuales soffsfacen g(x) ,:. p(x) paro x en el dommlnlo de g. 
Por el lema de Zom aplicado ( g I f ¿ g ) existe uno exfensión moximol f; 
P.D. domF=X. Por R.A.A. Suponemos que existe ye X y v«domF. Entonces Fes 
exfendido a uno funcional gen el subespacio XA:xJomF. consistente de 
elementos de lo formo ay + F(Xo) con ""en el dominio de F. y odl. osi 
g(ay+Xo)=ag(y)+F(Xo). Ahora se define sólo pera g(y) y si g(y) se elige como 
g(x) s p(x)pero todo xe"X Contradicción. Ahora si x1 .x.. en domF tenemos que 
F(Xa)·F(x!)=F(..,..x!)s p(..,..x!) s p(Xa+y)+p(·y-x1). lo que nos do -p(·y·x!)·F(x1) s p(x..+y)· 
F(x..), entonces existe una constante ce!ll tol que; 
1. c s p(x..+y)-F(x..), y 
2. •p(·Y·XI )·F(x1) s c XI .... e domF. 
Entonces elegimos g(y) = c; teniendo pera x =ay+ Xo e X" lo desigualdad 
g(x)=g(oy+Xo)=oc + F(x.) s p(oy + Xo) sigue de sustituir x.. por Xo /o en el Inciso l si 
a>O y x1 por Xo/a en el Inciso 2 si a>O; 
Por lo tanto; existe la extensión tal que F(x) s p(x) pera xeX. 
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CONCLUSIONES 

De acuerdo al trabajo presentado. hemos visto que el Análisis no-standard Hene 
uno opllcoclón muy amplio. (formidable¡. en este coso en estructuras fopológlcos. 
aunque también tiene grandes opllcoclones en Análisis Funcional. Teorfo de lo 
Ptobobllldod, Teorfo de Funciones de Variable Complejo, Teoría Anolitlca de Números, 
Flslca-matemática y Economla Matemática. 

En el caso de Estrvcturas Topológicas. mostramos que los problemas pueden ser 
resuellos de una manera más fácil, no por que el resultado se pueda escribir en menos 
lineas. sino porque la teoría se maneja de una forma más ágil e Intuitivo. 

Nuestro modelo topológico, º(X,Tj nos permitió atacar los Teoremas de una forma 
más drecta. precisa y sobre todo Intuitiva. donde estas ventajas hocen muy difícil que 
uno se llegue a perder en fas demostroclones de los resultados. y por lo tanto se tiene 
una mejor comprensión· y ·un razonamiento más coherente de lo que se está 
demostrando. Por ejemplo, un resultado lmpreslonantemenle Intuitivo, además de útil. es 
el manejo del concepto d(x.y)<t: como un número lnfíneteslmol y a las vecindades de un 
punto x. como mónadas de x; (m(xl). 

En si, 'el Análisis nºO::starídad nos proporciono lo herramienta poro poder extender 
uno estrvétúra;·· no ?arder sus propiedades y obtener los resultados de sus Interrogantes 
de una moriero máS:_senC:llla y comP,enslble. · 

Ün 'f:,u~t.;. ~~~···s~ ff~ne que aclarar. es el por qué se P,oponen los tres 
constrvcclones.'· (Mendelson.' Roblnson y Dovls-Loebj, pao modelos no-standard: Lo rozón 
es la siguiente: la éonstri.Jcclón de Mendelson nos lleva paso a poso en su proceso. sobre 
las_ teorías .formales más sericlllosi los de primer orden; la contrvcclón de Roblnson nos 
generaliza lo conslrvcclón de: Me.ndelson, y como se mencionó ºen lo Introducción, sus 
resultados se ·prueban·; con ';los··: resultados : de Mendelson. LÓs dos construcciones 
anteriores nos formollzorí por completo el uso de ·1os. modelos nO-:stondord yo que se 
construyeres desde·. sus; fundamentos lógicos. Lo· construcción: de· Dovls-Loeb, es uno 
manero de salir de los conceptos lógicos rlgúrosos; porCi dar un acceso más directo a los 
modelos no-standard, sin perd_er le f~niclldcd en dicha construcción. 

Finalmente, cabe mencloncif. ~Je.el~Anállsfs no-standard tuvo un estancamiento 
en los últimos años, el cUcl fue superado gracias e los resultados de Edward Nelson. asi 
podemos afmia. que el análisis no-standard ·es una real y excelente alternativa para 
solucionar de manera Intuitivamente fácil problemas de la matemática moderno. 
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