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FLUJOS CON SIMETRIA AXIAL

RESUMEN

Este trabajo consiste de dos partcs principales. En el primer capitulo se deducen
fas dos formulaciones basicas de la Hidrodindmica: La formulacion euleriana y la
formulacion lagrangiana,

En el segundo capitulo, a partir de la formulacion euleriana, se encuentra una serie
de soluciones exactas a las ccuaciones escritas en coordenadas esféricas, para flujos que
tienen simetrfa axial. Por la simetrfa def problema, las ecuaciones se escriben en términos
de la funcidn de corriente y de la velocidad azimutal. La funcién de corriente se construye
a partir de la ecuacién de continuidad.

Primero se estudia el problema del flujo que solamente tiene la componente

azimutal de la velocidad, lo que equivale a decir que la funcién de corriente es constante.
Se estudian dos casos prticulares: el flujo dentro de un cilindro y vdrtices. En el segundo
caso, una vez encontrado cl campo de velocidades, se calculan diversas cantidades de
interés como el momento angular, la vorticidad, las componentes del tensor de esfuerzos
y la disipacion de la energfa,
Después se estudia el caso en que la velocidad azimutal es nula, pero las componentes
radial y polar no lo son. Esta suposicién lleva a una ecuacion diferencial parcial de cuarto
orden no lineal para la funcién de corriente. En éste caso se encuentran diversas
soluciones en variables separables para distintas dependencias de la funcién de corriente
respecto al dngulo y el radio. Como caso particular se encuentra la solucion de Landau
del Jet sumergido, el vértice de Hill y el flujo de dos chorros que chocan de frente,

En el tercer capitulo se resuelve el problema del flujo de Couette plano utilizando
el sistema de ecuaciones de la formulacién lagrangiana,

Para finalizar, y como complemento, en el apéndice A se deduce una formulacién
integral de las ecuaciones de Navier-Stokes para un fluido incompresible. La idea que
motiva una formulacion integral, es tratar de obtener, de ser posible, nueva informacion
acerca del comportamiento de los fluidos sin temer que resolver explicitamente las
ecuaciones mismas. La formulacién se lleva a cabo usando métodos de transformadas
integrales (transfornada de Fourier). El resultado es un conjunto de ecuaciones integrales
que tienen incorporadas las condiciones de frontera en los limites de las integrales, y que
dependen de funciones de Green tensoriales.



INTRODUCCION

iEureka! gritd Arquimedes y salié cotriendo de la bafiera, Esta es una de las expresiones
més famosas de la historia y sin duda la mas famosa asociada a un descubrimiento
cientifico. Curiosamente se debe al descubrimiento del principio de Arquimedes que
forma parte de lo que hoy se conoce como Mecénica de Fluidos o Hidrodindmica.

Saber manipular los fluidos, y cn particular el agua, ha constituido una de las
principales preocupaciones del hombre a través de su existencia, La supervivencia de las
dinastias Chinas estaba intimamente ligada a la agricultura, y la agricultura dependfa de la
cantidad y eficiencia del sistema de canales con los cuales se regaban los inmensos
campos de arroz. Para poder sobrevivir en las Hanuras semidridas de nuestro pafs, los
frailes franciscanos construyeron larguisimos acueductos para transportar agua de los
manantiales a las ciudades, a veces estas bellas construcciones no llegaron a funcionar,
como cs el caso del acueducto del Padre Tembleque en Hidalgo, ¢l mas alto del mundo.

Se podrfan enumerar una gran cantidad de ejemplos similares relativos a las mas
diversas culturas y épocas, sin embargo es conveniente viajar en el tiempo hasta ¢l siglo
XVIII europeo, para poder fijar el nacimiento formal, por decirlo de alguna manera, de la
Hidrodinamica.[1] E! nombre se debe a Daniel Bernoulli, quien en 1738 lo usé en su libro
"Hydrodynamica" para indicar la combinacién de la hidrostdtica y la hidradlica (la
consideracion de! movimiento de los fluidos). Bernoulli determind la relacion entre la
presion y la velocidad y la formalizo en su famoso teorema. Pero el concepto de presion
interna no estaba entendido del todo asi que tocd a su hijo, John Bernoulli el introducirlo
con propiedad y el aplicar el principio de comservacién del momento a elementos
infinitesimales del fluido. Leonard Euler utilizé como base el trabajo de los Bernoulli
para formular las ecuaciones fundamentales de movimiento y continuidad para un fluido
ideal incompresible en 1775. En esos trabajos se cstablecieron las bases para una
postetior generalizacion de las ecuaciones, en las que se incluy6 los efectos viscosos ya
estudiados por Newton unos ciento cincuenta affos antes. La generalizacion fue levada
acabo por Navicr en 1822, e independientemente por Stokes en 1845. Debido al trabajo
de estos dos cientificos las ecuaciones fundamentales, el problema a resolver de la
Hidrodindmica, llevan el nombre de "Ecuaciones de Navier-Stokes". A partir dc ese
momento surgieron una gran cantidad de trabajos sobre ¢l tema. Hacia finales del siglo
XIX el flujo de fluidos comenzd a ser observado ¢ investigado con mayor atencién. En
1883 Osbome Reynolds investigd la relacién entre turbulencia e inestabilidad de los
flujos. En 1904 Ludwig Prandtl formulé la teorfa de la Capa Limite que separa los flujos
potenciales y los flujos viscosos postulando una delgada regién cerca de la frontera en la
que los efectos viscosos son predominantes, y en la cual la velocidad del fluide, con
respecto a la frontera, tiende a cero,

Sin cmbargo, la Hidrodindmica tiene una gran cantidad de preguntas sin
respuesta, Como en toda teorla, uno de los objetivos es el de encontrar soluciones exactas
a {as ccuaciones para poder compararlas con la observacion directa de los fendmenos.
Pero este no es un trabajo facil, Debido a las complicadas ecuaciones no lineales que la



rigen, encontrar soluciones exactas representa un problema practicamente infranqueable.
De hecho no se conocen soluciones generales a esstas ecuaciones. Es por esta razén que
en €l apéndice A se incluye una formulacién integral de la Hidrodindmica como posible
método alternativo que pueda contribuir en la solucién de problemas, Esta formulacion
propone métodos para la resolucién de problemas, ya sea analiticamente o por métodos
aproximados. Aunque no se intente resolver ningiin problema especifico con ella, queda
como una puerta abierta por la cual se podria pasar cn el futuro. _

Sin embargo, hay que mencionar que el panorama para hallar soluciones exactas
por métodos diferenciales no es tan drido. A lo largo de ciento cincuenta afios sc ha
encontrado una pequefia cantidad de soluciones exactas. Estas soluciones son importantes
al menos por las razones siguientes:

1.- Las soluciones representan flujos fundamentales de fluidos. Con éstas soluciones
se pueden estudiar los fenomenos bdsicos que describen las ecuaciones de Navicr-Stokes.

2.- Las soluciones exactas sirven para comparar y evaluar la precisién de los
métodos aproximados como son los métodos numéricos, los. asintéticos y los
empiricos[2].

En el scgundo capitulo dc este trabajo se presentan soluciones exactas en
coordenadas esféricas para flujos con simetrfa axial, tanto para flujos que ‘micamente
rotan alrededor de un cje, como para aquellos que no tienen giro alguno, Algunas de estas
soluciones forman parte de un trabajo recientemente realizado y extienden las soluciones
‘de Landau, el “Jet sumergido”, y el “Vartice de Hill”. Una aportacion es la relacionada
con una solucién particular que representa una fuente lincal infinita que mana fluido de
forma horizontal. Tanto ¢l vértice de Hill como el flujo de Stokes son casos particulares
de Ia misma solucidn, a la que se le aplicaron distintas condiciones de frontera. En el otro
caso , sc llega a una ecuacién diferencial con tres constantes libres, cuya solucién mas
sencilla (las tres constantes iguales a cero) es la solucién del “Jet sumergido”, encontrada
siguiendo otro método por Landau en 1941.

Para finalizar quisiera decir que este trabajo es, de alguna forma, el trabajo de un
eplgono. En las hojas siguientes se encontrardn los pasos que algunos cientificos han
dado desde hace mucho tiempo, y de algunos que recientemente han contribuido con su
trabajo a la Hidrodinimica. El trabajo representa, también, el eco del grito que todas
aquellas personas que han logrado contribuir a la ciencia han dado, dentro de si mismos,
alguna vez: jEureka!



CAPITULO 1

FORMULACIONES DE LA HIDRODINAMICA

En este capftulo se obtendran dos formulaciones de la Hidrodindmica. La
descripcion matemdtica del movimiento de los fluidos se puede realizar siguiendo
distintos enfoques, éstos son el euleriano y el lagrangiano, A partir de ellos se obtendrdn
dos sistemas de ecuaciones diferenciales que describen, en forma equivalente el
movimiento de los fluidos. Al final se discutirdn las caracteristicas relevantes de cada
formulacién,

§L. FORMULACION EULERIANA

Para derivar las ecuaciones del movimiento de los fluidos desde el punto de vista
euleriano se pueden seguir dos caminos relacionados con su estructura interna, El primer
método utiliza los resultados de la teorfa cindtica de los gases, la cual, obteniendo
cantidades promedio de la velocidad, ¢l momento, etc,, relaciona los modelos
microscépicos de la materia con sus manifestaciones macroscépicas.

El otro métado para deducir las ecuaciones utiliza la hipotesis del medio continuo.
Esto significa que las moléculas individuales que constituyen al fluido seran ignoradas, es
decir, cualquier porcion de fluido que se considere, por pequefia que sea, contendrd un
namero lo suficientemente elevado de particulas de manera tal que el comportamiento de
dicha porcién no se vea significativamente alterado por el comportamienio de una
particula. Ademds, puede considerarse que la distancia entre moléculas es muy pequefia
comparada con la longitud minima en que se desarrollan los fendmenos que nos
interesan,

En este métado se supone que para describir el movimiento del fluido sc necesitan
los campos de velocidades del fluido u = w (x, y, z, t), de presion p (x, y, 2, t) y de
densidad p (x, y, 2, t).



En el enfoque euleriano los campos de velocidades, presién y densidad se refieren
a diminutos volimenes fijos en el espacio ( volimenes de control), a través de los cuales,
en cada instante de tiempo, se movera el fluido.

1}

figl Volumen de control

El volumen de control puede imaginarse como un paralelepipedo fijo en el
espacio de lados 8x, 8y y dz.

Considérese el flujo de masa a través de uno de estos volimenes de control. La
masa de fluido por unidad de tiempo que atraviesa una superficie dS ( con normal
exterior al volumen) es pu * dS. Si el fluido entra al volumen esta cantidad es negativa, si
sale es positiva. Entonces, la cantidad de fluido que sale del volumen es

§pﬁd§' a.1)

donde la integral se realiza sobre la superficie que encierra al volumen de control. La
masa contenida en diche volumen es

J pdv (12)

de manera que la disminucion de masa de fluido por unidad de tiempo est4 dada por

0
- —\ pdV
Y j par (1.3)



que debe ser igual a la masa de fluido que sale a través de la superficie que encierra al
volumen en cuestion, es decir:

- -g;_[pdV = f)pﬁ-dg, o

El término de la derecha se puede transformar, utilzando el teorema de Gauss, en
una integral de volumen obteniéndose

0 . ~
j. —é%-Jr div (pu) dv =O’ (15

pero la integral se puede llevar acabo sobre cualquier volumen, de donde

0 D
-5%4- div (pu) =0 (16)

Esta ccuacidn expresa la conservacién de la masa y es llamada "ecuacion de
continuidad"”,

Con el objeto de deducir la ecuacion de balance de momento lineal, centremos la
atencién en las fuerzas que actan sobre un elemento de fluido. Estas fuerzas pueden
deberse a la existencia de un campo externo que interactia con el fluido; a estas fuerzas
se les denomina fuerzas volumétricas ya que dependen de la cantidad de masa de fluido
sobre la que actian. Como ejemplos pueden considerarse las interacciones
electromagnéticas o la fuerza de Coriolis. Estas fuerzas pueden representarse por medio
de la integral de volumen

I Pﬁd V. (L7

Nétese que Frepresenta una fuerza por unidad de masa. Otro tipo de fuerzas que actian
sobte el fluido son las denominadas fuerzas superficiales, o esfuerzos cortantes. Estas
actan por medio def contacto directo entre los distintos elementos del fluido y se deben a
la presion y a la viscosidad. Sea T la fuerza neta por unidad de drea que actda sobre un
elemento de superficie con normal n, entonces la fuerza total que actiia sobre la superficie
que cnvuelve al elemento de fluido es

§T (n)-d§ ' (1.8)



El cambio del momento lineal de un elemento de fluido esta dado por

D¢ _
m J. pudyv (1.9

D . . "
Donde ¢l operador o se conace como la “derivada material™. Su ignificado sc aclarard

en el Apéndice B. Este término sdlo tiene sentido si se sigue la evolucién del movimiento
del elemento de fluido durante cierto intervalo de tiempo (es decir, x, y, z son funciones
del tiempo), ya quc es la expresion de la segunda ley de Newton, sin embargo, esta
evolucion puede escribirse en términos de las variables eulerianas (X, y, z son
indeependientes de t) usando el teorema de transporte de Reynolds. La deduccidn de este
teorema se¢ encuentra en el Apéndice B [3]:

—DP; (I och) = .f %(tz + div(ati) @V . (110)

De acucrdo con el segundo principio de Newton, el cambio del momento lineal de un
elemento de fluido es igual a a fuerza neta resultante aplicada sobre el, es decir,

dpii ' . o . .
I —-5-t—-+dtv(puu dv —f’T(n)'dS“*jPFdV, (1.11)

La fuerza de superficie, como se menciond anteriormente, se debe a la presién y a
In viscosidad, y actlia sobre el contorno del elemento de fluido considerado. Existen tres
tipos de esfuerzos (fuerzas superficiales), estos son: de compresion, de tension y de corte,
Tada la informacién sobre las fucrzas de superficie se puede expresar en términos del
tensor de esfuerzos ¢ . En la figura (2) se observan las componentes de la fuerza por
unidad de drea que actian en cada plano (v.g. la fuerza por unidad de area que actiia sobre
una superficie con normal », en la direccion x, es T(n, ) =64, ). La dependencia
funcional de las nueve componentes del tensor de esfuerzos cstd determinada por las
caracter{sticas propias del fluido considerado. Asi, la forma de esta dependencia serd
distinta para los fluidos viscoeldsticos y para los fluidos newtonianos (v.g. el queso
fundido y ¢l agua).
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Figura(2). Componentes de los esfuerzos.

De acuerdo con 1. G. Currie, en su libro Fundamental Fluid Mechanics [3], en el
caso de fluidos newtonianos el tensor de esfuerzos debe satisfacer las siguientes
condiciones:

a) Cuando el fluido estd en reposo, los esfuerzos son hidrostéticos y la presion ejercida
por el fluido es la presién termodindmica,

b) El tensor de esfuerzos G estd relacionado linealmente al tensor de rapidéz
deformacién € ,y depende tinicamente de él.

El tensor de rapidéz de deformacidn se construye a partir del estudio de la
rotacidn de un elemento de fluido con respecto a sus propios ejes, y a la deformacién
propiamente dicha, del elemento considerado. Dicho tensor se define como:

ax, ox

elemento inmerso en un campo de velocidades, mientras que la parte simétrica representa
su deformacion.[3].

ou du,
e”=.1.[2'i-..—i]+2[a“’ +—< ] La parte antisimétrica representa la rotacién del

Las compouentes del tensor de esfuerzos que cumplen dichas condiciones estan
dadas por la siguiente relacion:

oy, au 2
. + TN 1 %
pstk N axk axl 81k axl CS'I; a . (L12)

Aqui los indices repetidos significan suma, de acucrdo con la notacién de Einstein. En
este caso u, son las componentes de la velocidad, y las cantidades 1y y & son positivas y se



denominan “coeficientes de viscosidad”. Estas cantidades deben ser determinadas
experimentalmentc y son, en general, funciones de la temperatura y la presion (7). La
viscosidad pone de manifiesto la friccidn interna en el fluido, y es una medida de la
eficiencia con que se transfiere, irreversiblemente, el momento entre partes del fluido que
tienen distintas velocidades. n recibe el nombre de viscosidad cortante ya que estd
asociada con los gradientes de velocidad que se encuentran fuera de la diagonal del tensor
de esfuerzos, mientras que &, que estd relacionada con la presiéon mccénica (el tensor 8
indica que es normal a la superficie del clemento) obsérvese que los elementos de esta
parte del tensor son (nicamente diagonales, se denomina viscosidad volumétrica. Esta
cantidad se puede "vispalizar" como la cuantificacion del efecto de expansién o
contraccion del elemento de fluido; si éste no variara su volumen, la densidad en él serfa
constante, y el término que contiene a { se anularfa,

La integral que contiene la contribucion de los esfuerzos puede, ahora, escribirse
cn términos del tensor de esfuerzos como una integral de volumen con ayuda del teorema
de Gauss:

op i - - i
I —ap—t-—+ dlv(puu) dV = J‘dzv cdV +ijdV (113)

Esta expresion puede agruparse bajo un sélo simbolo de integral igualado a cero y, dado
que el volumen de control escogido s arbitrario, entonces el integrando debe ser igual a
cero. De todo esto se obtiene la ecuacidn de balance de momento del fluido:

a(pu) "o
7+dzv(puu)= divo + pF (L14)
La ecuacion puede reescribirse desarrollando los términos de la izquierda y utilizando la
ecuacidn de continuidad, lo que le da su forma comin:

-

ot ' )

El lado izquierdo de Ia ceuacion representa el cambio de momento por unidad de
volumen del tluido. El primer término cs la aceleracion temporal, mientras que ¢l
seguntlo término es la aceleracién convectiva y da las acelcraciones locales (alrededor de
dbices, ete,) atn cuando cl flujo es estacionario. Notese que el segundo término es no
lincal dado que la velocidad aparece cuadriticamente. En la partc derecha estdn las
fucrzas que causan la aceleracion. La primera de estas fuerzas es debida los esfuerzos
tanto cortantes como normales, micntras que la segunda es debida a las fuerzas
volumétricas.



Otro principio de conservacidn que se debe satisfacer es el principio de
conservacion de Ia energia. Para deducir la ecuacion de balance correspondicnte debemos
considerar que la variacion por unidad de tiempo de la energia total del fluido en
cualquier volumen (en particular en un volumen de contro) debe ser igual al flujo de
energla a través de la superticie que limita dicho volumen [4].

La energia de dicha porcién de fluido es la suma de la energia interna por unidad
de masa € mds la energfa cinética, también por unidad de masa, 1/2 u + . Para poder
definir la energia interna del volumen de control es necesario hacer la hipétesis del
“equilibrio local”, 1a cual supone que aunque el fluido se encuentra en movimiento, es
posible definir las cantidades termodindmicas punto por punto ya que en pequeilas
porciones del fluido, éste se encontrard en equilibrio termodindmico con el medio que lo
rodea, De ésta forma, se tienc que la variacion de la energfa contenida en V es

D |
—b—l«J p8+;2~pu~u V. (1.16)

Esta variacion de la energfa se debe exclusivamente a la transferencia de masa y
de momento, Ahora hay que considerar el cambio en la energia debido a los procesos de
rozamiento interno, es decir, el trabajo por unidad de tiempo (potencia) que rcalizan las
fuerzas sobre dicho volumen:

§ﬁ-6-dS+Iﬁ-pﬁdV, .17

Si la temperatura del fluido no es ltomogénea existird también una transferencia
de calor entre aquellos puntos donde la temperatura s mayor a fos puntos donde es
menor. Designando por q la densidad de flujo térmico, se tiene que el flujo total a través
del volumen considerado es

f’fi -dS (1.18)

De esta forma la ecuacion de balance de la energia es

D | B o e o N G =
U GArEE W=&(U'G"’l”q'")'dSJrju'Pl'dV. (L.19)

Usando nuevamente el teorema de Reynolds en la parte izquierda de la ccuacion, y el
teorema de Gauss cn la integral de superficie, se obtiene una ccuacion diferencial que
puede ser transformada, después de desarrollar algunos términos y utilizar las ecuaciones
de continuidad y de conservacion del momento, en la ecuacion:

10



0% fou, oo Ol 041
or "% ox, Oux  Bx, (120

Esta ccuacion expresa la conservacion de la energla. Como se puede observar, el
término que contenia el trabajo realizado por las fuerzas volumétricas se cancclo al
considerar la ecuacién de balance del momento lineal (1.15) que aparece a partir del
scgundo término de! lado izquierdo y el primero del lado derecho, El lado izquicrdo de
(1.20) representa e} cambio de la energla interna, tanto temporalmente como el debido al
flujo del fluido. En el lado derccho aparccen las causas de cste cambio; ¢l primer término
representa el trabajo rcalizado por los esfuerzos superficiales; el ultimo término
representa la cantidad de calor transferida al fluido,

Se han deducido las ecuaciones de conservacion de la masa, del momento Jineal y
de la energfa para el movimiento de los fluidos a partir del enfoque euleriano. Estos
principios forman un conjunto de cinco ecuaciones diferenciales parciales que involueran
15 variables, a saber: w, p, €, p, q, ¥ scis componentes del tensor de esfuerzos, Como se
menciond en su ocasion, las componentes del tensor de esfuerzos pucden construirse a
partir de ciertas consideraciones acerca de la estructura de cada fluido en particular
(newtoniano o no newtoniano). Para tener un sistema cerrado de ecuaciones, es necesario
dar lus relaciones termodindmicas entre €, p, p y la temperatura T con ayuda de las
ccuaciones de estado del medio considerado,

§2. FORMULACION LAGRANGIANA

Comno s¢ menciond al principio del capltulo, en esta seccion se deducirdn las
ecuaciones de moviiniento a partir del enfoque Jagrangiano [5). E! estudio se restringird a
fluidos con densidad constante. Este punto de vista centra su atencion en un elemento
determinado del fluido, observando la cvolucion de su movimiento en el transcurso del
tiempo a partir de un instante inicial ¢, . La posicion del clemento de fluido estd
determinada por las coordenadas espaciales x , y, 2, que son funcioncs del tiempo t. Se
considerard que la velocidad y la presion dentro de este elemento de volumen son
practicamente constantes y que, durante los intervalos de tieinpo considerados, el
volumen de¢ control se moverd como un "todo" sin que las deformaciones sean
apreciables.!

! Este elemento se puede imaginat como un "punto” de fluido que se mueve de acuerdo con las ecuaciones
del movimiento de la mecdnica, [5].



Sea la funcién ¥(%,, t) la que da las posiciones ¥ de todos los elementos del
fluido considerado, identificados por el pardmetro ¥, en cada instante de tiempo. Este
pardmetro puede ser, asi se considerard en lo sucesivo, la posicion inicial de cada
elemento de fluido. Asi, la descripcion lagrangiana consiste en asignar al fluyjo una
familia de trayectorias que difieren una de otra por el valor del pardmetro ¥,. La funcién
¥ tiene las componentes (x,,xz,x_,) y el pardmetro ¥, estard dado por (xo,'x,,,vxm). El

método a seguir ¢s pasar de las ecuaciones eulerianas a las lagrangianas por medio de la
relacidn entre las variables consideradas en cada caso, esta transformacién esta dada por

0% (%,,t)
ot

Ademds se debe hacer el cambio de las variables (,, t) por (%, t) y de la funcién u(Z, t)
por X(%,, t), relacionadas éstas dos tltimas por la ecuacién (1.21). Para realizar esto hay
que notar que se pasa de un sistema de coordenadas cartesiano a uno que no es ni
estacionario, ni ortogonal, Esto se puede visualizar pensando en que las trayectorias de
las particulas son, en general, curvas que se deforman en el transcurso del tiempo, La
transformacién de las variables (¥,,x,,%,,¢), por las nuevas (x(,,_xt,,,\'m ,t) se realiza con la

ayuda del jacobiano de la transformacion:

6(xl,x2,x3) _ _
a(xOl,xoz,x03)~ [xnxz,xd—lM’ (1.22)

donde | M| es el determinante de la matriz de transformaciéon M, es decir, el Jacabiano de
Ia transformacidn. De esta forma las derivadas culerianas respecto a las coordenadas
espaciales se transforman en las derivadas lagrangianas como:

of  of oxy 1
ox, o, ﬁx(i-’ ) IMI[A"’x"’f]' (1.23)

i

= a[#(%,.1).1] aan

0xy,

donde son los elementos de la matriz inversa 447", o bien los cofactores de los

X
Ox,

clementos de M, divididos por el determinante Im|. A partir de las ecuaciones
X,
(1.21) y (1.22) se cncuentra que, para un fluido que tiene densidad constante, la ecuacion

de continuidad csta dada por



_ 8 ox, L oM _
. Ox, ot |M| ot

L [6):1 x v]+[x gﬁ—x}+[x x —6—&‘-] ’
M| Lo 7277 T Y

(1.24)

donde #; son las componentes cartesianas de la velocidad. De esto se obtiene que

6[1\4 l
a’ . .

X (%, t=t) = %, la matriz M, definida por (1.22) es una matriz unitaria y su

= 0 es decir el determinante de M es constante. Dado que en el instante inicial

. . oM .
determinante toma el valor I, de esto se obtiene que —-I-a-—(--l-s 0, es decir, el

determinante de M es constante, Se deduce pues que la ecuacion de continuidad para el
fluido con densidad constante es, en el sistema lagrangiano:

[x,,xz,xJ] =1, (1.25)

La ecuacion de Navier-Stokes para el caso de un fluido con densidad constante es

Du 1 .
T);“—-—‘;'Vp'i‘ vV u (1.26)

que, después de hacer la transformacion de coordenadas con la ayuda de las ecuaciones
(1.21), (1.22) y (1.25) toma la forma:

0% x
or?

i_____,_[ ¥
- ]9-'/(,
P

( . )
[Az,.\;,[xz,x:{, Py J + ‘

. (1.27)
- Ox . Ox,
+ x3,xl, x3,.7tl,—— + l[,x2, xl,x2’

+ V4

ot | ot

\

Las ccuaciones (1.25) y (1.27) forman ¢l conjunto de ecuaciones de movimiento
en ¢l enfoque lagrangiano en donde ¥ (X,.t) y p(%,,t) son las funciones desconocidas. La



primera de esas ecuaciones es la que represcita la conscrvacién de la masa, mientras que
la segunda es la ecuacidn de movimiento de cada una de los clementos del fluido; el lado
izquierdo es la accleracién de la particula; en el lado derecho aparecen las fuerzas que
actian sobre dicha particula, la presién y las fuerzas viscosas.

§3.  RESUMEN

En este capitulo sc han mostrado dos formulaciones de las ecuaciones de la
hidrodindmica.

La formulacién culeriana se deduce a partir de la hipotesis del continuo y de los
principios de conservacién de la energfa, momento lineal y masa. Por medio de estos
prineipios determina el cambio de estas cantidades fisicas dentro de un pequefio volumen
fijo en ¢l espacio, llevando a un sistema de cinco ceuaciones diferenciales parciales no
lineales para los campos de velocidad, presién y flujo de calor, A estas ccuaciones hay
que agregar, para tener un sistema completo de ecuaciones, la ecuacidn de estado y las
relaciones para las componentes del tensor de esfuerzos, que se obtienen a partir del
tensor de deformacion. Esta formulacién eonstituye una teoria eldsica de campo ¢on un
ninero infinito de grados de libertad.

En contraposicion al enfoque euleriano, la descripcion lagrangiana centra su
atencién en el movimiento individual de cada uno de los elementos de fluido, a los que
aplica las leyes de movimiento, ya sean de la meednica cldsica o relativista, que
determinaran el flujo. Este enfoque supone que cada elemento, que puede ser identificado
por su condicién inical, es pricticamente indeformable en cada intervalo temporal,
Supone, también, que la velocidad y la presion dentro del elemento son constantes,

La descripeion culertana considera ¢l flujo eomo un campo que puede variar sus
caracterfsticas en cada punto del espacio conforme transcurre el ticmpo. Esto equivale a
decir que las funciones que describen el comportamiento dependen de las coordenadas y
del tiempo y que estas tltimas son independicntes entre si. En cambio, en la deduccion
lagrangiana, las coordenadas de cada elemento de fluido son funciones del tiempo.
Ambas formulaciones son cquivalentes entre si, y la relacion entre ellas estd dada por el
teorema de Reynolds o por las relaciones que se escribicron al principio del segundo
inciso.

En el apéndice A se deduce una formulacion integral a partir de las ecuaciones
eulerianas. Aunque esta formulaeién no es utilizada cn ningin problema particular,
pretende ser un enfoque alternativo de la Hidrodinamica, Dicha formulacion tiene ciertas
virtudes ya que evidencian algunas propiedades de los fluidos. Sin embargo, cs preferible
cvitar aqui una digresion. Si el lector lo desea puede consultar el apéndice A,



CAPITULO 2

ALGUNAS SOLUCIONES EN COORDENADAS ESFERICAS DE LAS ECUACIONES DE LA
HIDRODINAMICA.

En este capitulo se estudiard cl problema mecanico de flujos con simetria axial ¢n
coordenadas esféricas utilizando las ecuaciones de Navier-Stokes. Se comenzard
escribiendo las ccuaciones de movimiento en coordenadas esféricas y, debido a la
simetria del problema considerado, se reescribirin en términos de una funcién llamada
"funcién de corriente”, que se construird utilizando la ecuacion de continuidad. El
cardcter no lincal de las ecuaciones las convierte en un problema de una dificultad tal que
comunmente es necesario hacer suposiciones que las simplifiquen de alguna forma. Estas
simplificacioncs dependen del problema especifico que se desee resolver, En este caso se
simplificardn las ecuaciones considerando las simetrfas del problema. La primera
simplificacion supondrd que la funcién de corriente scrd constante, es decir, el campo de
velocidades tendrd, Gnicamente, la componente azimutal de la velocidad distinta de cero.
Para este caso el fluido sc moverd solamente alrededor del eje sobre planos horizontales.
Esta suposicion llevard a una simplificacion de las ecuaciones que las hard tratables por
los métodos ordinarios de la teorfa de las ecuaciones diferenciales lineales. En el segundo
camino se supondra un flujo estacionario en que fa velocidad tendrd las componentes
radial y polar, es decir, la funcién de corriente dependerd dcl radio y del dngulo polar,
mientras que la componente azimutal de Ja velocidad serd nuly. En este caso el flujo serd,
en términos generales a lo largo del eje sin ninguna tendencia a rotar alrededor de éste,

En términos muy superficiales, las razones para buscar soluciones con este tipo de
simetrfas son diversas, y responden a distintos topicos de la fisica. Tal es el caso, por
cjemplo, del flujo cntre dos esferas coneéntricas que tienen una velocidad de rotacion
relativa entre cllas, Este problema sucle denominarse “Flujo esférico de Couette” y tiene
relevancia en problemas astrofisicos y geofisicos. Otra cucstion de relevancia es el hechio
de que es posible hacer modelos de los nicleos atdmicos en témminos de gotas de fluido.
Una de las motivaciones es también el estudio de vértices, tan frecuentes en la naturaleza.
Asf pucs, cn este capitulo se estudiaran flujos que roten alrededor de un cje, primeros tres
incisos; y flujos que se desarrollaran a lo largo de dicho eje, filimo inciso.



§1. ECUACIONES DE NAVIER-STOKES EN COORDENADAS ESFERICAS Y FUNCION DE
CORRIENTE

El campo de velocidades se representard por
u(r, 8, g, t)=éu+éyv+é,w, @

siendo u la componente radial, v la componente polar y w la componente azimutal de la
velocidad, como se muestra en la figura (2.1)siguiente:

b4 weq,

ue, -
vé,
y

X
Fig(2.1). Componentes del campo de velocidades

Las ecuaciones de Navier-Stokes escritas en coordenadas esféricas son las
siguientes.
Ecuacién de continuidad:

1 5(7-2u)+ 1 (’5(vsinf))+ 1 ow o
r: or rsin® 90 rsin 0 9 : 22

La componente radial de la ccuacién de conservacién del momento:



du oOu vadu w Odu vi+w?
— Y — + — =

ot or ro® rsin@op -

por r*or\ or
TR A —(-9-—(sin9é-u—)wL Y AL - 23)
rsin 0 00 ) r?sin’0 dp? '

2vu  2v ov 2vvcot9_ 2v  Ow

T ———— f— Sty Stptncn,

+ F
2 r* o0 r? r*sin® dp "

La componente polar de la ecuacidn de conservacién del momento:

v OV vov  w 9v uv wicoth _

—t Ut — e ————
ot or r o0 rsin®op r r
S e 2V v
pr 00 r- o0 r°sin“09 @.4)
v2cosO ow
— 5o TR
r-sin“ 0 0o
La componente azimutal es
ow oW v ow W Ow uw  vwcot o
—tU—+— - + + =
ot or r 00 rsin® 09 r r
=—'—-—l;-—*§£-+VV2W+ 22.\’ u
prsin 0 dg r°sin 9 dp @5
2vcos O ov vw
+F

risin’@dp risin’0 ¢

1 of,0 1 0 0 1 &
de V¥ = — - 1_]+ N(‘g._,) ————— _ esel laplaciano.
donde e (r 7 T +r2 sind 5 es el laplaciano



Estas sop las €cuaciones Completas de Navier-Stokes n coordengdyg esféricas,
Ahora haciendy |5 Suposicién de que el flujo sery simétrico cop respecto g dngulo 0, es
decir que ¢} campo de velocidadeg Solamente dependerg dela coordenadg radial, de]
dngulo polar y de) tiempo, ur, 6, 1), Bajo esta Suposicidn todgg los términog de las
€cuacioneg (2.3), (24)y (2.5) en que aparecen derivadag respecto a) dngulo ® se anulan,
loque dg ¢] siguiente conjunto de €Cuaciones,
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A partir de la ccuacidn (2.6) rescrita como:

1 o -1 0
;2-;77(’.21‘) T 7 sin 6 00 20 Lvsin 6) @10

multiplicando esta ultima ecuacién por #*sin0, las velocidades pueden ser escritas en
términos de una funcién que tenga derivadas continuas dc segundo orden (funcién de
corrientc). Las relaciones son las siguicntes:

l : 1
u=——-—-Y - V= Y
r%sin® ° y rsing 7 @D

donde las expresiones Y,,'¥, significan que debe tomarse la derivada parcial respecto
ar y0 encada caso. Estanotacién se ocupara de aliora cn adelante.

Derivando la componentc radial con respecto a 6, la componente polar respecto a
r y restando ambas ccuacioncs sc elimina el campo de presiones ya que las derivadas
cruzadas son iguales. El resultado cs

W, +—— 1 [‘I’ (rw) ———¥ (wsnllel)]

r* sind sin@

2w o[ foina]) C em
== (; W’)f+(sin6 [wsin6 ], O

(wz)r cos 6 — 519 (wz)e -

¥

{_(Z ¥, 0 ¥, & 2W¥, cosO

+ : —+ -
Ot r*sin® or r?sin® 90 r%sin’0

(2.13)
R
r°sin 0

donde E? es el operador



E? - 8’ , Sin © 6( 1 9
or*  r®* 80 \sin0 80 ) 219

§2. FLUJO DENTRO DE UN CILINDRO.

Hasta ahora s6lo se ha utilizado la suposicion de que el flujo es simétrico respecto
al eje de rotacion, cs decir, que no depende de la coordenada ¢. Esto ha dado como
resultado que el conjunto de ecuacioncs ¢n donde se encuentra representada la dindmica
del fluido se reduzca a un conjunto de dos ecuaciones diferenciales parciales no lineales
en términos de la funcién de corriente y la componente azimutal de la velocidad. Si bien
el nimero de ecuaciones nccesarias para determinar la velocidad disminuyd, ¢l orden de
estas ecuacioncs es mayor que el orden de las ecuaciones anteriores. En términos de las
componentes de la velocidad las ecuaciones eran de segundo orden, mientras que ahora
son de cuarto orden,

Supéngase ahora que ¢l flujo solamente tendrd la componente azimutal del
campo de velocidades; la funcién de corriente es constante. Al hacer esta suposicion las
ecuaciones (2.12) y (2.13) se reducen a las siguientes:

1 2 1 cotd 1
-—W,=W,_,.+-Wr+ 2w00+ 2 0" 2. 2
v v r r r°sin‘0

W @un

(W) cos0-(w?) sind _o

0o (2.13b)

Este es el sistema de ecuaciones a resolver, Como se observa es un sistema de
dos ccuaciones para una sola incégnita, la inica solucién posible es que ta funcidn w sea
solucién de ambas ecuaciones. La ecuacion (2.13b) se satisface si w es funcion de la
combinacion rSen0, es decir,

w(r,0,1)=w(rsin@,z), @.15)

Para que la solucion sea la deseada, se debe sustituir la titima igualdad en la
ecuacion (2.9b). Haciendo ¢l cambio de variables R =r sinf la ccuacidn resultante cs

r. 2.16)
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Al considerar el caso estacionario, la ecuacién de Euler tiene como solucién:

B
W(V,e) = AR +—R— . 217

Esta solucién dice que el campo de velocidades del fluido depende, tnicamente, de la
distancia al eje de rotacién y es conocida como el vértice de Rankine, La solucion como
se observa es mds una solucidn en coordenadas cilindricas. Esto se debe a la simetrfa del
problema,. De hecho se puede esperar que todas soluciones que se obtengan suponiendo
esta simetrfa, puedan ser ficilmente transcritas a coordenedas esféricas usando el cambio
de variable rsen® = R, donde R es la distancia al eje de rotacién. En este vértice se
considera que la velocidad depende de manera proporcional al eje de rotacién hasta un
radio (primera parte de la solucién) y que después de dicho radio depende de manera
inversamente proporcional ( segundo término de la solucién), es decir;

w={4R, R<R,

B
Z R 2.18)
8

w‘}

Yo r
Fig (2.2). Vértice de Rankine

Como problema particular se estudié el flujo del fluido entrc dos esferas
concéntricas de radios » >, siendo que la esfera exterior rota con velocidad angular
constante  mientras que la otra permanece en reposo. Se ajustaron las condiciones de
frontera :

w(r,,O)-—-Qr, sin@ y \ (r2 ,0 ) =0, @19

y se obtuvo que los coeficientes de la solucion deben ser iguales a cero. Esto quiere decir
que en el flujo estacionario de un fluido contenido entre dos esferas concéntricas no
existe ningun caso en que ¢l campo de velocidades sélo tenga la componente azimutal, es
decir, deben aparecer, por lento que sea el flujo, al menos una de las otras dos



componentes. Otro caso es cuando una esfera rota, también con velocidad constante,
inmersa en un fluido infinito ( la condicién de frontera es que el campo se anule en
infinito). Como en la situacién anterior, los coeficientes se anulan y fa conclusién que se
obtiene es la misma,

El tnico caso en que se obtuvo una solucién no nula fue en aquél en que el fluido esta
contenido dentro de un cilindro. La primera condicion de contorno (2.19) se mantiene
igual mientras que la segunda exige que la velocidad sea cero a lo largo del cje de
rotacién, es decir, w(r,0)= 0. Como es de esperarse la solucién estacionaria indica que el
fluido se movera como un cuerpo sélido, es decir, su velocidad tangencial es proporcional
a la distancia al eje de rotacion.

w(r,0)=Qrsin® (2.20)
Ahora se dara la solucidn para el caso del flujo no estacionario dentro del cilindro. Para

esto debe resolverse la ecuacion (2.16) completa. Haciendo el cambio de variable del
tiempo por T = v¢, y suponiendo que la ecuacién tiene solucion de la forma:

w(R,t)=S(R)T(z), a2n)

al sustituir en la ccuacion se Hega al sistema de ccuaciones diferenciales ordinarias:

T'= AT

) @2.22)

S _ s =0
R.-

S"+ —+|A* -
R

donde la ecuacién para la variable R, es una ecuacion de Bessel de orden 1. A es una
constante, La solucién por separacion de variables es:

w 2 '

w,(R,1) = X (al(d, ), (A, R) +B(x, )5, (A, R))e™ ™ 223
i=0

Aquf se hace una suma sobre A, pues se considera discreta. Si se considerara continua
entonces se debe realizar una integral en lugar de una suma. Debido a que la solucién
debe eontencr al gje de rotacion (R = 0), donde la velocidad es nula, el coeficiente que
multiplica a la funcion de Besse! de segunda clase Y (AR) debe ser cero ya que esta
funcién diverge en ese punto. La solucion completa de la ecnacion puede escribirse como
la stna de las solnciones estacionaria y no estacionaria en la siguiente forma:

[
(%)



w(R,t)= QR+Z a(d,)J (&, R)e™™ (2.24)

La solucién debe ser tal que cuando el tiempo sea muy grande ( t—w) se alcance la -

solucion estacionaria;

lim,, w(R,t)=lim__(w,+w,)=w, 225
donde w, y w, son las soluciones estacionaria y no estacionaria respectivamente. Las
condiciones serdn tales que en t = 0 ¢l cilindro estd inmovil, w(R,0)=O, y para t >0 se

moverd con una velocidad angular constante w(R,, t) = QR,. De ecsto se obtiene que
w,(R,O) =-w, , ¢s decir:

R == a(3,)J,(0,R) a0

Usando las propiedades de ortogonalidad de las funciones de Bessel se obtiene
~8Q p )
quea(r,) = —— ——— (-
) TR RN
w(R, ) = QR, (condicion de no deslizamiento en la superficie del cilindro) se infiere
que:

Al imponer la condicién de frontera para t > 0,

2 a() (R )e™ =0 @)

es decir, que: A; = :' donde las p, son las raices de la funcidn de Bessel, La
!

solucidn normalizada que se obtiene es la siguiente:

w(R,)=QR-8QR, S 22 w)

=IUPATRE J(u,)]z><

1

Esta es la solucion en separacion de variables del flujo de un fluido contenido en un
cilindro que, partiendo del reposo, rota con velocidad angular uniforme. Debido a que
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existe una discontinuidad en el movimiento del fluido, recuerdese que se encuentra en

reposo en el instante t = 0, y en el instante siguiente el cilindro rota con velocidad angular

constante; la serie que representa representa la evolucién del fluido para alcanzar cl

movimiento estacionario no converge uniforme y absolutamente puesto que los

coeficientes se pueden acotar por % , que es semejante a una serie armonica, que no
H

converge, esta ¢s la misma razon por la que parece existir una inconsistencia entre la
condicién inicial (2.27), y la condicién (2.28), sin embargo, dicha inconsistencia se puede
no tomar en cuenta, pues la solucién converge en todo el intervalo, salvo en el punto de
discontinuidad, y en todo tiempo. Al parecer tanto en esta serie, como en la ecuacidn
(3.14) del Gltimo capitulo aparcce el fenémeno de Gibbs. La conclusién que se puede
obtener de esto es que, por el hecho de existir una discontinuidad en las condiciones del
problema, la serie no converge uniformemente. Si la cantidad %, << 1 (que aparece en
]

el exponente de la funcién exponencial), que equivale a que la viscosidad del fluido sea
muy pequeiia o que el radio del cilindro sea muy grande, se puede inferir que el tiempo en
que se alcanzard el estado estacionario serd grande en comparacidn con el caso opuesto,
en el que ya sea el radio pequeflo o la viscosidad grande, o una combinacién de ambas, en
el que la funcién exponencial decrecerd rdpidamente, El primer término es la solucién
estacionaria (de cuerpo rigido) valida para tiempos grandes, mientras que el segundo
término es la solucién de transicion al estado estacionario, es decir, da la forma en que el
movimiento del fluido evoluciona hasta llegar a ser el movimiento de cuerpo rigido. En la
figura (2.3) se muestra la evolucién del flujo tomando ocho términos de la sumatoria, Se
puede observar que para tiempos cortos (2 2 t 2 0) considerar tan solo ocho términos no
es suficiente para describir adecuadamente la evolucién del flujo.

Figura (2.3). Flujo deniro de un cilindro.



§3.  VARIABLES DE SEMEJANZA Y VORTICES

En esta seccion se estudiarin soluciones con las que pricipalmente se describirdn
vortices, Debido a que las soluciones por separacion de variables representan una familia
de soluciones con una forma muy particular, en lo que sigue se presentardn otro tipo dc
soluciones a la ecuacién (2.13), llamadas soluciones de semejanza. Para hallar este tipo
de soluciones es necesario saber si la ecuacion es invariante frente a transformaciones de
escala, lo cual se consigue haciendo las siguientes sustituciones:

w=A%
t =AM

. 2.29)
R= A%

que al ser sustituidas en la ecuacidn antedicha se obtienc como resultado:

L 4° A Lo
;”ﬁyt “‘EEE(J’&&"'“Eyé"gz‘y . (2.30)

De esto se concluye que o puede ser arbitrario, mientras que B debe ser el doble de 8. Se
puede construir la siguicnte variable adimensional:

RZ
§=—

avt donde a es una constante adimensional ajustable.

Para dar solucion a la ccuacién (2.13) se propuse que ta solucién general, en
términos de las variables de semejanza, fuese de la forma:

w(R,1)= A1)e(s), @31)

donde s es la variable de semcjanza definida anteriormente. Al sustituir esta expresion en
la ecuacion (2.13) usando el cambio de variable T = vt se obtiene:

1 1
Weg T—Wp-—wW=w, 2.32
R R? : 2.32)
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Al sustituir la cxpresion para w se llega a:

(4R)2g"f g’f———g/ gf——~gf

(2.33)

Rescribiéndola en términos de s y separando los términos que sélo dependen de t y los
que dependen de s se llega a:

1
at§- ____h.v_é[%?g”+(4s+aé2 )g’—~g]=-4’1 . @34

donde n es un Indice libre, La constante de separacién se ha escogido como a = - 4n por
razones de convenicncia, Se tienc ahora dos ecuaciones diferenciales ordinarias, una para
la funcién f(r) y otra para la funcién g(s). La solucién de la parte izquierda de la ccuacién
(2.34) es inmediata. El resulltado cs

N
f (T) =T, @.35)
La parte derecha de la siguiente ccuacion por resolver:

45°g" + (4s +4s° )g’ —(4ns-1)g= 0, (2.36)

En estc caso se puede usar, como antes, el factor de control. Asi, primero se supondrd
quc:

g(s) = e—ash(s). @.37)

Después de la siempre mencionada sustitucion y algebra necesaria, se encuentra que si el
cxponente o es igual a 1/2 (se escoge este valor de a para simplificar la ecuacién que se
obtiene). La ecuacion resultante para la funcion h es la siguiente:

45°h" +4sh’ —[s2 —(4n-2)s+ l]h =0

(2.38)

26



Suponiendo ahora que:

h(.s) = Sis k(S) , 2.39)

y siguicndo el mismo critcrio que antes se llega a que & puede tomar los valores 1:1/2.
Para el valor positivo se obtiene la ecuacion:

o2

" +25k' +| =+ (n-2) Je=0
4 4

) @ =172), (2.40)

mientras que para el valor negativo de 5 se obtiene:

-1 1
" —+—\4n-2) k=
k+4+4s(n) 0

, (G=-102). (241)

Ya que ambas ecuaciones tienen el mismo origen y deben dar solucion al mismo
problema, puesto que ambas provienen de la misma ccuacién lineal de segundo orden
que, como se sabe de la tearia de ecuaciones diferenciales, debe tener una solucion tnica;
con cualquiera de ellas que se resuclva se obtendré la solucion al problema original, Con
base en este criterio se decidio resolver la ecuacion (2.27), que es un caso especial de fa
ecuacion de Whittaker [6] :

2.42)

-1 ¢ (1 1
k' + —+=+| ~—nf | k=
4 s \4 s* 0

Las soluciones de esta filtima ecuacion se conocen como las funciones de Whittaker y
estan dadas por las relaciones:
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-

—+m 1
MC’m(S)=S2 e? |F'] ‘2"“C+m;1+2m;s

¢,~m

! -5
T i , (243
M, ()= 57" B = c-m1-2ms ‘

donde las funcién | # es la funcién hipergeométrica confluente. Como se puede observar
los valores de m que corresponden a este problema en particular son losde m =+ 1/2,
mientras que el valor de ¢ ¢s ¢ = n - 1/2, Para ambos valores de m sc¢ obtiene la misma
solucion a la ecuacidn (2.41). Recordando que originalmente se busca la solucién de la
ecuacion (2.13), sc tiene que dicha solucion se encucatra dada por:

l

.- 3
_— “n -A 2 . .
w(s,t)~r e s F —~2—~n,2,s 244)

En realidad la ecuacion de Whittaker tiene dos soluciones linealmente independientes. No
se a tomado en cuenta la segunda solucion puesto que diverge logaritmicamente para
valores grandes del argumento (variable de semejanza) y se tienc que una condicién
impone que la funcion sea acotada en dicho lmite. Por consiguiente, la solucién general
de semejanza, en coordenadas csféricas, es

. ~rsin0)® ) )
W(I‘Sin(‘),t)zr_SlD.?.e dvt Z A,,(Vt)_"lﬁ; §~n;2;£):§1_139_)~
(vi)2 =2 2 4vt
(2.45)

Como es sabido la funcion hipergeométrica se puede reducir a distintos
polinomios y funciones especiales conocidas, sin embargo, esta Gltima forma de escribir
la solucion es la de mas amplio contexto puesto que, dependiendo de las condiciones de
frontera que imponga un problema determinado, se pucde cscoger la forma del primer
pardmetro (3/2 - n), dc mancra tal que las funciones a las que se reduce la
hipergeométrica sean las mas adecuadas para dicho problema. Aqul se considerard el caso
en que el paramgtro estd restringido a tomar el valor de un entero negative. Cuando esto
sucede, a funcion hipergeométrica se reducc a los polinomios asociados de Laguerre [7],
que estan bien acotados cn ¢l intervalo [ 0, »), y forman una base completa, en términos
de la cual, en principio, es posible escribir cualquier condicién de frontera e inicial, De
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este modo, el campo de velocidades de un fluido que se mueve alrededor de un eje se
expresa como*:

w(rsin®,7) =

= _ 2 . 26
4\” A t m LI r Sln
(Vt)z e mZ=0 m(v ) m 4Vt
(2.46)

En Ia siguicnte grafica tridimensional, figura (2.4), se muestra el campo de
velocidades para un valor de m = 10, como funciénde la distancia al eje de rotacién y del
tiempo. Se observa que para dos instantes dados, el perfil de la velocidad es el mismo.
Esta es la caracteristica de las soluciones de semejanza, y significa que la apariencia del
flujo no cambia al aumentar o disminuir la escala. Para este caso particular se tiene que
que el flujo serd de manera tal que ciertas regiones circulares concéntricas giran en un
sentido, mientras que otras giran en sentido opuesto, alternandose unas con otras. Esto
se observa a partir de que la funcién cambia de signo. En el centro de cada una de estas
regiones la velocidad es maxima. Se ve también que la velocidad es nula en el eje (sinf =
0), mientras que al alejarse de él, su magnitud decae a cero rdpidamente.

Figura (2.4). Gréfica tridimensional del campo de velocidades

4 Este tltimo resultado concuerda con el presentado en coordenadas cilindricas cn [8],[9].
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Una forma de visualizar el campo de velocidades es con ayuda de las siguientes
figuras (2,5), donde se muestra, como es el flujo visto desde los polos, lo cual se
simboliza por medio de flechas. Las rafces indican las distancias en las que la velocidad
se anula antes de cambiar de signo, Las graficas estan hechas para tres tiempos distintos y
muestran claramente la propiedad de las soluciones de semejanza en la que la forma del
perfil no cambia escencialmente, aunque si se observa la escala, la magnitud de la
velocidad disminuye conforme el tiempo transcurre. Como se observa, los ceros de la
funcidn se corren hacia la derecha, lo que significa que las regiones en que la velocidad
tiene un sentido determinado se ensanchan, Esto se debe a los efectos viscosos ( que
provocan la disipacién de energia cinética del fluido), gracias a los cuales la velocidad
tiende a anularse.

0.00125
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0.00075
0.0005

0.00025 t=2
™\
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Figura (2.5). Perfil de velocidades para distintos tiempos,
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A continuacién se mostrarn las expresiones de algunas cantidades fisicas
asociadas al flujo como son la vorticidad, ¢l campo de presiones, las componentes del
tensor de esfuerzos, la energla disipada y el momento angular. Estas cantidades se
calcularan para el polinomio m-ésimo. La velocidad para este polinomio es

AR B (R
W"'"(vt) et (V)L 4vt | @4

m

Para conocer el campo de presiones es necesario regresar a las ecnaciones de las
componentes del campo de velocidades, en particular, a las componentes radial y polar,
cecuaciones (2.7) y (2.8), donde, por hipétesis inicial, sabemos que u = v = 0. Entonces a
partir dc:

w° 1 dp
» - p or Ec. Radial, (2.48)

que puede reescribirse como:

d(rsin@) ap sing w?

p = ) = 1 —] p —
’ or  8(rsind) N (2.49)

Haciendo R = r sinf ¢ integrando, se sigue que la presion estd dada por
p(R.1)-p, = p[~ ————-——dR 250

El campo de presiones disminuye conforme se aleja del eje de rotacion del fluido,
lo cual es razonable si se pide que la velocidad tienda a cero conforme uno se aleja del
cje. Dado que el argumento es r sinB , si 0> 0, m. es decir, acercindose al eje de
rotacion, la presion aumenta; en otros términos, si uno se mueve en una esfera de radio
constante encontrard que la presion es mayor en los polos que en el ecuador. El gradiente
de presiones estd orientado hacia afuera de la esfera y es paralelo ai plano del ecuador,



En términos del m-ésimo polinomio de Laguerre la expresion, que no fue posible evaluar
explicitamente, es

2(st)'2l'

p=p0 +2A31t—2n—l J e—2é[L:n(S)]2d .

251
) (2.51)

Ahora se calculard la vorticidad que es un campo vectorial definido como el
rotacional del campo de veloeidades:

o=V xi. @.52)

El rotacional en coordenadas cilindricas, considerando la simetria impuesta, se reduce a:

R A
L

lo que en términos de los polinomios de Laguerre es

V x

L=t}

(2.53)

o4 X T (RY R (R
&= e vy 2L | S |- 12 A
(vt)2 dvt ) 4vt "\ 4wt - @54

Q>

La vorticidad es, pues, un vector que puedc estar orientado tanto en la direccién
positiva del eje de rotacion (eje z) como en la direccion negativa, La vorticidad determina
la "tendencia local" del fluido a girar. Entrecomillando ¢l ténnino "tendencia” se quiere
hacer notar que el fluido no necesariamente rota, como en el caso del flujo de Couete.
Esta "tendencia”" se debe a que el fluido es viscoso, es decir, a la transferencia de
momento entre partes contiguas del fluido que tienen distintas velocidades.
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o(R,t)

Figura (2.6). Gréfica tridimensional de la vorticidad,

En la gréfica ( figura (2.6)), se muestra el campo de vorticidad como funcién del
tiempo y la distancia al eje de rotacion para un valor de m = 10, Como se puede observar
la vorticidad es una funcién que decae rdpidamente conforma aumentan el tiempo y la
distancia al eje de rotacién. Analizando comparativamente esta gréfica con la de la
velocidad, se advierte que en los puntos en los que la velocidad tiene un méximo, la
vorticidad es cero:, nientras que en los puntos donde la velocidad se anula, la vorticidad
es méxima. Esto refleja el hecho de que alrededor de los puntos donde la velocidad es
méxima el gradiente de velocidades es casi nulo, lo cual dininuye la tandencia a rotar del
fluido. Por otro lado, el gradiente tiende a ser maximo alrededor de los puntos en que la
velocidad se anula; por ejemplo en la region cercana que rodea al eje de rotacién. Cabe
hacer notar que la vorticidad tiene la misma direccidn en los intervalos comprendidos
entre un maximo y un minimo de la velocidad, cambiandola en el intervalo siguiente
entre un minimo y un maximo.

Otras cantidades relevantes son, por ejemplo, las componentes del tensor de
esfuerzos. En coordenadas cilindricas dichas componentes se encuentran dadas por [4]:

ou
o, "p+2n5;“=“P

(2.55)

il

o, =-p+21 —l—g‘i+3—
00 =P ][raq) r



10u Oow w| ow w
O, =N —F-t——|=———
rép or r roor
g =] 2, 105] g
¥ oz r ¢ @55)

Donde w es la velocidad azimutal, u es la velocidad radial y u subindice z es la
velocidad a lo largo del eje de rotacién. Como se ve, la (nica componente distinta de
cero, ademds de las componentes diagonales, es la componente r,@. En términos de las
funciones de Lagucrre s obtiene que diclia componente es

R2 "Rz * -n-2 R2
G, =*2n-~w e ZOA (vi)" L2 T (2.56)
n=

En la figura (2.7), se muestra la grafica de esta funcién, para el valor de m=10,
Comparando esta gréfica con la de la velocidad se advierte que la direccién de los
esfucrzos viscosos, el signo de ambas funciones, es opuesta, lo que indica que los
esfuerzos viscosos sc oponen al movimiento del fliudo. Por otro lade, cuando la magnitud
de los esfuerzos cs maxinta, la direccion de la vorticidad cambia de signo, lo cual muestra
que la vorticidad depende fuertemente de los efectos viscosos.

Dado que el tensor de csfuerzos proporciona la informacion de la transferencia de
momento se puede concluir que dicha transferencia se lleva acabo en dos direcciones: en
la direccién radial (componente ¢,r), y en la direccién azimutal (componeute r,p) y es
debida exclusivamente a la viscosidad. En cl primer caso el fluido trata de alejarse del ¢je
pero la viscosidad lo impide; en el segundo caso la viscosidad frena la rotacién del fluido,
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1.2

Cn(R,t)
Figura (2.7), Grafica tridimensional de Ja componenter, ¢ del tensor de esfuerzos,

Otra cantidad de interés fisico es e] momento angular. Este se encuentra definido
por la siguiente expresion:

Z = pIF X ﬁdV, 2.57)

donde r es el radio vector y u el campo de velocidades. Tomando nuevamente el m-ésimo
término de la velocidad, y notando que es conveniente realizar los céiculos en
coordenadas cilindricas, en las cuales se obtiene, como era de esperarse, que el momento

angular esta dirigido en la direccion del eje 2. La expresion integral puede ser llevada a la
forma:

o0

- -m -s.rl
L, =8nA,pt j e *sL, (s)ds e
0
De acuerdo con las tablas matemdticas [10], esta integral da como resultado;
rQ+m)o—1)"
- -m
L, =8nA4, pt e conf=1.  (259)

mia
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Como se observa, el momento angular total del fluido es cero para cualquier vértice
descrito por un polinomio con m > 0, debido a que a =1, El vinico caso en que el
momento angular es distinto de cero es para el valor m = 0; siendo el momento angular:

L,=8nA.,p. (2.60)

Este caso corresponde al campo de velocidades del vértice de Taylor:

" — Lz r "rV
W('J)—g‘?;;(";t‘jz‘e v 2.61)

Un andlisis detallado tanto del vértice de Taylor como del vértice de Lamb, el cual
correspande a considerar los términos m = 0, y m = 1, se puede encontrar en {11}, (Esta
referencia fué encontrada después de realizar el trabajo). De hecho en ella se encuentra la
solucién que corresponde a la ecuacién (2.44).

Para saber cual es la disipacion de la energia del flujo es preciso determinar la
energfa cinética del fluido, ésta se encuentra dada por

_Pf.,2
Ey = 2 Ju av, (262)

donde la integracion se hace sobre todo el espacio. El resultado encontrado para la
energia cinédtica es el siguiente:

am2 T(2m +2)
(m 3)2 (2.63)

Como se observa, la energla cinética del fluido es una funcion decreciente can el tiempo.
La derivada de esta expresion respecto al tiempo da la energfa disipada por unidad de
tiempo. Como sc observa, ¢l flujo terminard por detenerse puesto que conforme
transcurra el tiempo la energia ird disminuyendo.

Ekin = 2 ﬂA,ip(Vt)

§4. SOLUCIONES PARA FLUJOS CON VELOCIDAD AZIMUTAL NULA

En los Gltimos dos incisos sc encontraron soluciones a flujos que contenfan
exclusivamente a la componente azimutal del campo de velocidades, es decir ‘¥ = cte.. En
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este inciso se buscardn soluciones estacionarias, en términos de la funcién de corriente,
que tengan dicha componente igual a cero, Este tipo de simetria es de bastante interés, ya
que las soluciones pueden usarse para determinar flujos alrededor de ébices, y calcular la
fuerza de arrastre que el flujo ejerce sobre diversas geometrias del obstacule, fo cual
resulta de gran importancia en problemas de ingenierfa.En particular, como se
mencionard mas adelante, se encontrard una solucién que describe el flujo alrededor de
una esfera; inclusive se puede describir el flujo alrededor de objetos con formas
esferoidales (ver [12]). Otro tipo de flujos de interés son aquellos que en los que se tiene
un difusor. En [13] se estudia el flujo que emerge de un difusor conico. En este trabajo se
quizo introducir e problema del flujo entre dos conos, sin embargo, las soluciones que se
mostraran mas adelante no cumplen con las condiciones de frontera de dicho probelna.

Asl pues, bajo la suposicion de que el campo de velocidades contendra
Gnicamente a las componentes radial y polar de la velocidad, dicho campo quedari
representado por:

n 1 n
U(r,0)=u(r,0)8, +v(r,0 ) = - sm(-) ——— W8, —-;—;i;\—e—‘l’,eo ‘
(2.64)

Ya que se buscaran soluciones en términos de la funcién de corriente se sigue que
la ecuacion de continuidad se satisface por su definicién misma. Por otro lado la ecuacidn
(2.9) también sc satisface automdticamente ya que w = 0. Asl pues ¢l problema se reduce
a resolver la ecuacion (2.13) que al hacer w =0, toma la forma:

¥, 5 - ¥, 5 2‘P cos 6
7isin® risn® ' 7Tsin’e
oy , (2.65)
______3____9___)E2l11 = VEA\P
r° sin 6

donde g es la derivada parcial respecto a r, cte.. El operador p? estd definido por la
ecuacion (2.14). La ecuacion puede reescribirse haciendo el cambio de variable x = cos0,
siendo el resultado:

N : 2x 2 2
(_La --—a + e )‘P +SV)EY=VE'Y 66

2 r
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con

2
, (1 - X )
E°=0,+——F—0,. @67)
v
Resulta evidente que la ecuacion (2.66) es una ecuacion difercncial parcial no
lineal de cuarto orden. Como es sabido no existe ningin métode general establecido para
resolver las ecuaciones diferenciales no lineales, es decir, a partir de este momento el

trabajo empicza a ser, por decirlo asf, artesanal. Se buscardn soluciones del tipo de
variables separables, razon por la cual se proponen las siguientes funciones de corriente:

Y(r,x)=vg(r)x*
¥ (r,x)=vg(r)(1-=x*)"
V(r,x) = vif (x)

(2.68)

La funcidn se define incluyendo al coeficiente de viscosidad para simplificar los cdlculos
y para hacerla adimensional, ya que al sustituir a ¥ en la ecuacion (2.66) dicho
coeficiente queda elevado al cuadrado en ambos lados. Se han propuesto estas funciones
de corriente ya que x = Cos0 y es de esperarse que la solucidn este dada en términos de
funciones trigonométricas. Notese que en la Gltima relacion W depende linealmente de r,
Este tipo de dependencia es la tinica que mantiene correctamente, en ¢l caso mds general,
la dimensionalidad de la ecuacién (2.66), por eso se ha escogido ese exponente én
particular para el caso de una funcidn arbitraria f(x).

4.1
: Se comenzard estudiando el caso en que la funcién de corriente es de fa forma
Y = vgg.) x*. Al sustituir esta funcion en la ecuacién (2.66) se obtiene una ecuacidn para
Ia funcién g(r) multiplicada por coeficientes que dependen de x. La dimensiones del lado
derecho y del lado izquierdo son distintas, /,5 | /r respectivamente, por esta razén cada
uno de éstos términos se iguala a cero. Desplies de igualar a cero el término derecho, y
factorizando 2y , se obticne:
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o (o=Dx?(1-x%) | da(a-Dx?(1-x?
g g ( ),-2( )g'— { )r3( )g'+

3 g=0

[4(1((1 “1x?(1-x%) + o - 1)(a - 2)(0 - 3)x* (1= x?)
’ (2.69)

Las primas representan el orden de la derivada, Debido a la dependencia con respecto a x
de 1a ecuacidn, la Gnica forma de resolverla consistentemente es escogiendo los valores
de a como 0, 1, La solucidn de la ecuacion resultante es

g"=0=>g=ar’ +br'+cr+d  pra=o1@m)

Sustituyendo la solucion en la parte izquierda de la misma ecuacién se ilega a lo
siguiente:

L[E“P] = ?':-ii[Gazr3 +6abr® + 2b%r + be ——3ad]+

7
4x 2.4 3 2y..2
+-;3—[3a r'+abr’ +(3ac+b*)r* +(3ad +be)r +bd |+ am
4x° 2.3 2 2
+m[9a r’+9abr® +(3ac+2b )r+bc]=0

La tnica combinacion de las constantes a, b, ¢, d que cumple con igualar a cero al
operador no lineal y a la parte derccha del la ecuacion (2.67) es: a=b =d = 0. De esto se
deduce que la finica solucién particular de la forma buscada es: ‘¥ = v r x, que en
términos de coordenadas esféricas se traduce en:

Y = A4vrcos0. @.72)

Haciendo un breve andlisis de esta solucién se deduce que representa una fuente lineal
infinita(o sumidero, dependiendo del signo de A) situada a lo largo del cje de rotacion, de
Ia que emana fluido en forma tadial. Esto es ficil de visualizar en coordenadas
cilindricas, donde rcosQ =2z y ¥ = Av z, cs decir, las lineas de corriente estan en planos
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a z = constante, En coordenadas cifndricas las componentes de la velocidad dadas en
términos de la funcién de corriente son:

ug=—=Y, y u, ==Y, @.73)

de donde se obtiene que las componentes cilindricas de la velocidad son:

Av _
Ug =3 u,=0, Q@.74)

La velocidad radial decae conforme crece la distancia al eje, y se mantiene
constante a lo largo del eje z. Dicha componente tiene una singularidad en el origen, Por
otro lado la componente z de la velocidad es cero en todo punto,

=

Figura (2.8). Fuente lineal infinita,

§4.2

Sustituyendo ahora a la funcién de corriente de la forma = yg(r)(1~-x?)2 enla
ecuacidn (2.66) v siguiendo el mismo porcedimiento que en el caso anterior se obtiene lo
siguiente a partir de la parte derecha de la ecuacién:
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ey 4 | 20(0.— l)x - ﬁ_ 20(0(—1))62 o
g 2l - Pl 1-x *
4] 2 2 x*
+—| (6o(a— D - 100 ~1)* - 20" (0.~ D) |g+
FL I-x . @75

+;4; 4o(o - 1)* (oL - 2)( 77 - +200—1) -3 +a” |g=0

Al escoger o = 1 la ccuacion solamente tendrd dependencia en r. La ecuacién resultante
cs una ecuacion de Euler de cuarto orden, de modo que al suponer una solucién de la
forma g(,) =y se encucntra que o puede tomar los valores 1, -1, 2 y 4. Al sustituir la
funcion de corriente en la parte no lineal se puede manipular la ecuacién hasta obtener
una ecuacion de tercer orden para Ia funcién g(r), cuyas soluciones en términos de
potencias de r corresponden a los valores de o = 1, 2, 4. Asf pues la solucién en términos
de ry del dngulo 0 es la siguiente:

¥(r,0) = v(ar' +br* +cr™')sin’0. @76)

Las constantes a, b, ¢ pueden ser escogidas para describir distintos flujos. Sin
embargo esta solucidn contiene, por citar un ejemplo famoso (5), al flejo dentro de una
esfera, solucidn que se contoce por ¢l nombre de “Vértice esférico de Hill"(1894), Si se
escogen los exponcntes o = -1, 1, 2, de 1a solucion a la ecuacion (2.75) sc obtiene la
famosa solucion fuera de la esfera que se conoce como " Flujo de Stokes alrededor de una
esfera ", Solo que hay que notar que dicha solucion es una solucién a las ecuaciones
linealizadas, puesto que cl cxponente o = 1 no cumple con la parte no linael. Las
componentes de la velocidad son las siguientes:

u=2vecos O(ar’+b+cr?)

v=-vsin 0(4ar’ +2b+cr™?) @.78)

En general, la dnica singularidad del campo de velocidades es en el origen, lo cual
permite, en principio, el analisis de un vasto niimero de problemas que excluyan dicho
punto. Para el caso de problemas que contengan al origen es necesario igualar a cero ¢l
coeficiente c. En la figura (2.9) se muestra un esquema donde aparecen las lincas de

5 Cabe hacer notar que la solucion del flujo de Stokes presentada por Panton es uha solucidn a la ecuacion

aproximada, que incluye ¢l término proporcional a r. Este término, como ya se inencions, no es solucion de
las ecuaciones completas, es decir, no aproximadas.{12].
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corriente y las lineas vorticosas para las mismas particulas de fluido, Las primeras son las
que parecen frijoles; las segundas son las representadas por los circulos horizontales que
salen de la figura.

s

f

Lineas de corriente

¢
I !

Vartex lines \

Figura (2.9). Vértice de Hill, (Figura tomada de {12])

§4.3

El ultimo tipo de funcién de corriente del que se buscardn soluciones es
¥ = vrg(x) Sustituyendo esta funcién en la ecuacidn (2.67) y haciendo el édlgebra
necesaria para simplificar lo mds posible el resultado, se llega a la siguiente ecuacién
diferencial de cuarto arden no lineal para la funcién g(x):

(1 _ xZ)gnn _ 4xgm - gg"' - 3g'g" =0, (2.79)

Esta ecuacion puede integrarse tres veces hasta reducirla a una ecuacién no lineal y no
homogénea de primer orden del tipo de Riccati, Para lograr esto hay que notar que los dos
tltimos términos de la ecuacidn (provenientes de la parte no lineal) pueden escribirse
como la segunda derivada del producto gg', es decir,

dz

2;:7

Por otro lado, los dos primeros términos son cquivalentes a lo siguiente.

[gg '] =3g'g"+gg"" (2.80)
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d2 2N » d2 2\ nn "
EF[(l-x )e ]+2;1—x7g=(1~x )8"" —4xg"  am)

Después de reescribir la ecuacién en términos de las relaciones anteriores, la ecuacion
resultante puede ser integrada dc manera inmediata dos veces, ya quc es de la forma

_d.;[ f1=0 El resultado de dichas integraciones es
drx

(1-x*)g" +2g—gg' =2ax+b, (2.82)
donde a, b son las constantes que se obtienen en cada integracién. Esta tltima ecuacién

puede integrarse una vez si se escribe el término 2g como la segunda derivada de una
funcién mas otros términos, es decir,

" ] d2
2g=(1-x*)g" ~4xg —;x-;[(l-xZ)g]. 289

Después de sustituir en la ecuacién (2.79) y realizar las simplificaciones necesarias, se
puede expresar el resultado como una derivada total de una funcidn. Integrando
nuevamente se obtiene;

2(1-x*)g'+4xg —g* =ax* +bx +¢. 2.84)

Para simplificar ain més el resultado se puede hacer el cambio de variable
g(x) = (1 - x* )h(x)» quedando la ecuacidn:

. ax* +bx +¢
(1-x)*(1+x)*° .89

que es la mencionada ecuacion de Riccati.

2h' = h?

Para continuar con el andlisis de [a ccuacidn (2.85), se puede hacer ¢l cambio de
! . : . e
variable j(y) T para que la ecuacidn se transforme en la siguiente ecuacion
X

lineal de segundo orden:
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ax’ +bx +c)y(x) _
(I-x)(1+x)? 2:56)

yi(x)+ !

Los puntos singulares de esta ecuacion son x = 1,-1, Los limites cuando x-->1,-1 del
coeficiente de y(x) multiplicado por las singularidades respectivas son finitos, condicién
necesaria para que la singularidad sca regular [14], Por tanto se tiene una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden con singularidades regulares en 1, -1, lo cual
indica que esta ecuacion debe tener dos soluciones linealmente independientes con dos
constantes libres. Al sustituir dicha solucién en fa funcién de corriente se obtendrdn
cuatro constantes libres: a, b, ¢, d, siendo d una de las constantes que multiplica a una de
las soluciones de la ecuacién (2.86). Con estas constantes se puede, en principio, ajustar
las condiciones de frontera deseadas al campo de velocidades. Como recordatorio, Ja
funcién de corriente se expresa en los siguientes términos:

'+dyl
W(r,0)= -2vr(l-x)2LT%2 -
W +d)’2 @8

donde y, , y, son funciones de a, b, ¢, X; son las soluciones independientes de la ecuacién
(2.86). Asi pues, a partir de la definicion de la funcién de corriente, que en términos de la
variable “x” se expresa como:

u:_-__!._._.a._.\{/(r x) y \V —_;L—Taa

r* ox r(l-x*)2

Y(r, x)

(2.88)

se puede observar que dichas condiciones de frontera, que en general exigirdn que ambas
componentes de la velocidad se anulen en la frontera, para el caso de flujos confinados, se
traducen a que la funcién de corriente 6 sus derivadas se anulen. A partir de las
ecuaciones (2.87) y (2.88) se puede inferir, en términos generales, que las soluciones
serdn vélidas Unicamente en aquellas regiones en las que las funcién ), +dy, sea distinta
de cero, ya que siempre aparecerd en el denominador, cs decir, existirdn regiones del
espacio que contengan puntos (raices de la ccuacién ¥ +dy, = =0) en los que tanto la
funcién de corriente como las componentes de la velocidad sean singulares. De hecho,
para el flujo entre dos conos las condiciones de frontera serfan impuestas exclusivamente
en términos de la variable “x” (hay que recordar que x = Cos) que es una medida de su
apertura. En este caso, las condiciones de frontera equivalen a pedir (ver ccuaciones
(2.88)) que tanto la funcion de corriente como su derivada sean cero. Geométricamente
esto significa que los intervalos en los que existirdn soluciones son aquellos en los que la
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funcién de corriente no tenga rafces, y que los extremos de dichos intervalos sean tales
que la funcidn tenga un minimo (6 maximo) que toque ¢l gje.

Hasta el momento se han hecho diversos intentos por resolver analiticamente la
ecuacién (2.87), pero no se ha obtenido ninglin resultado satisfactorio definitivo. Sin
embargo, una forma distinta de atacar el problema, con el fin de obtener algin resultado
fisicamente plausible, es escogiendo las constantes a, by ¢, de manera tal que la ecuacién
se simplifique y pueda ser resuelta con mayor facilidad.

Antes de tratar algfin problema particular, cabe hacer notar que Batchelor [15)
hace un andlisis de las singularidades de esta ecuacion y Hega a la conclusion de que la
tinica forma de evitar que el campo de velocidades sea singular es anulando las constantes
a, b y ¢. Sin embargo, en los casos anteriores las ecuaciones resultantes para g(r) fueron
ecuaciones con un punto singular en el arigen, lo cual no significd que no existiesen
campos de velocidad continuos en todo punto. Alin mds, aunque el campo de velocidades,
o la funcién de corriente, tengan puntos singulares no convierte esas soluciones en algo
completamente inservible ya que estas soluciones se pueden utilizar en problemas que
excluyan dichos puntos, inclusive (jpor qué excluir la posibilidad?) pueden ser de
utilidad en problemas con flujos que involucren singularidadcs, Debido a que las
caracterfsticas de la solucién estdn determinadas por las singularidades de la ecuacion,
hay que tratar de caracterizar el tipo de singularidad y tratar de identificar su posible
significado fisico, como hace L. D. Landau en el problema del jet sumergido, que
aparecerd mis adelante. Volviendo al problema, la ecuacion (2.85) puede ser escrita como
una ecuacién lincal de segundo orden. Al analizar las singularidades de esa ecuacion se
encuentra que dichas singularidades son regulares, es decir, que la ecuacion tiene
soluciones que convergen cn todo punto. Todo esto se mostrard en lo sucesivo, aunque
quizd sea necesario aclarar que al obtener la funcién de corriente y el campo de
velacidades se hard un andlisis de sus singularidades con la misma intencién que
Batchetor.

Como primer paso, se pueden hacer cero las constantes a, b, ¢ en la ecuacion
(2.85), esto la vuelve homogénea y permite escribirla dicha en la siguicnte forma:

d 1 -1
= ) (2.89
de | h(x)| 2 )
la solucion de esta ccuacion es: p(y) = ~2_ La funcién de corriente toma la siguiente
A=)
forma en coordenadas esféricas: *
2vrsin® 0
¥Y(r,0) = ———. (2.90)
A-cos
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Esta es la famosa solucién de L. D. Landau (1944) del "Jet sumergido”, Asf pues las
soluciones de la ecuacién (2.86) contienen como el caso particular mdas sencillo a la
solucion de Landau., “La solucidn representa un “chorro” de fluido moviéndose
répidamente lcjos del origen, y entrando en un fluido que se mueve lentamente.”[15]. En
la figura (2.10), se muestran distintas lineas de corriente. El extremo del chorro se puede
determinar a partir de la distancia méas cercana de las lineas al eje. El campo de
velocidades solamente tiene una singularidad, la cual se encuentra en el origen, siendo la
responsable del movimiento.s)

\ y 6

)
] e—— . t
o1 34" 37
ooy 86
0 - Y
T Axis of symmeury

Figura (2.10), Lineas de corriente para el “Jet sumergido” de Landau, (Figura tomada de [15],

Una solucién distinta se pude encontrar escogiendo de la siguiente forma a las constantes:
a=-¢c, b =0, Al hacer esto ¢ imponiendo que ¢ =n(n-1), se llega a que la ecuacidn (2.86)
se reduce a la ecuacién para los polinomios de Gegenbauer [13]. Asi pues, la solucién
puede ser escrita en términos de una suma infinita de dichos polinomios, es decir,

X9 (x) +dsti(x)
—_—— w2y _n
W(r,x)= 2vr(l x )Zﬂn(x)*'d%n(x) . Qe

Con el fin de ilustrar brevemente, se escogerd un polinomio particular y se
identificara el flujo que representa, Escogiendo el valor de n = 2, la funcién de corriente
toma la siguiente forma particular:

& Debido a que 1a singularidad en r = 0 determina ¢l movimiento dej fluide, en [15], se hace un andlisis
sobre dicha singularidad, llegandose a la conclusién de que dicha singularidad proporciona tinicamente
momento al fluido.
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x-d(l-—-’iLniii]
2 1-x

Y(r,x)=8vr(l-x%)

2(1—-x2)+d(2x+(1-—x2)Ln ”")
1—-x
(2.92)
Como se mencioné anteriormente la constante d puede ajustarse de manera que
respresente un flujo fisicamente plausible, En particular, este es el caso si se escoge d =
1.7, obteniendose que la funcién de corriente toma el aspecto de la figura (2.11) que
puede interpretarse como la estructura de las lincas de corriente en el caso en que dos
chorros chocan frente a frente
El chorro proveniente de la izquierda tiene mayor momento, lo que produce que al
encontrarse ambos, sea el chorro de la derecha el que es “repelido”, La linea de corriente
que envuelve a las restantes representa la parte ms interna del chorro de la izquierda, que
se abre en forma de embudo. Las lfneas envueltas son las lineas de corriente de! flujo
repelido. Con las flechas se indica la direccién del flujo, es decir, la direccién del campo
de velocidades, que es tangente a la funcidn de corriente. La figura estd representada en el
espacio cartesiano, siendo 1a proyeccién en el plano “y-2".
30 v r . v . e

10¢

-10}

-204

-30} , . . ®

0 5 10 15 20 28 30
Figura (2.11). Choque de dos chorros. (Figura tomada de [16]).
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§ 5.- RESUMEN.

En este capitulo se encontraron diversas soluciones a las ccuaciones de
Navier-Stokes para flujos con simetrfa axial, En los incisos 2 y 3, se encontraron
soluciones a flujos que contenfan Ginicamente a la velocidad azimutal, mientras que en el
inciso 4 se encontraron soluciones para flujos con velocidad azimutal nula.

Especificamente, cn el segundo inciso se encontrd la solucién del flujo dentro de
un cilindro que rota con velocidad angular constante, en términos de una suma infinita de
funciones de Bessel de primera clase que dependen exclusivamente de la distancia al ¢je
de rotacidn, multiplicadas por funciones exponenciales que dependen del tiempo. La
solucion se encontrd usando el método de separacion de variables, ecuacién (2.28). Como
un resultado agregado, se encontrd, también, el vortice de Rankine, ecuacion (2.18).

En el tercer inciso, se encontré una solucién en variables de semejanza en

términos de una funcién hipergeométrica confluente, ecuacién (2.45). Dicha funcién
tiene un pardmetro libre, el cual se puede escoger de manera que sea lo mds conveniente,
en particular se escogi6 a dicho parmetro como un entero negativo, la que permitié
escribir la solucidn como una suma infinita de funciones de Laguerre, ecuacién (2.46).
Los primeros dos términos de esta serie conticnen a los vértices de Taylor y de Lamb,
respectivamcente, como caso especial. En particular se analiza el flujo debido a un sélo
término de la serie: se encuentran cantidades como la voticidad, la presidn, el momento
angular, las componentes del tensor de esfuerzos, y laenergia disipada.
Cabe hacer notar que para flujos con esta simetrfa se encontraron las siguientes
soluciones, las cuales no han sido estudiadas con detenimiento, motivo por el cual no se
incluycn en el presente trabajo. La primera es una solucién en la variable de semejanza, y
es la suma de dos funciones de Bessel de argumento imaginario,

w(s) = As;ﬁ[z (5/2)+ 1,(5/2) B donde o K
0 ! A° [+ 1} vt

La segunda solucion se encontré tomando la transformada de Fourier del tiempo en la
ecuacion (2.16), y es la siguiente:

WR D)= A 1;(\/175—5 R)+ BK, (viw R)» donde @ juega el papel de contraparte del tiempo.

En el ultimo inciso, se encontraron soluciones exactas a las ecuaciones no lineales
a flujos que tienen la componente azimutal de la velocidad nula, es decir, las soluciones
fueron encontradas en término de la funcién de corricnte, que se construyd en términos de
las velocidades radial y polar a partir de la ecuacién de continuidad (2.6).
Una solucidn particular que se encontrd, subinciso 4.1, fue la que corresponde a una
fucnte lineal infinita situada a lo largo del gje 2z, de la que mana fliudo en forina radial en
planos z = cte., ecuacion (2.72).
Otras soluciones, subinciso 4.2, estan relacionadas con soluciones famosas, como es ¢l
caso del vortice de Hill, ccuacion (2.76). Esta solucidn representa el flujo estacionario
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dentro de una esfera, por ejemplo de una gota de agua o una burbuja de aire. En el
procedimiento para obtener esta solucion se puede obtener el flujo alrededor de una
esfera, conocido como flujo de Stokes, sin embargo dicha solucién es una solucidn
aproximada puesto que no cumple con las ccuaciones completas.

En el subinciso 4.3 de ese capitulo, se obtuvo, como resultado més relevante una
ecuacion diferencial ordinaria con puntos singulares regulares, ecuacién (2.85), cuya
solucién més simple es el Jet sumergido de Landau. Dicha ecuacién tiene tres constantes
libres ajustables, sin embargo la solucidn general de esta ecuacion no ha sido encontrada.
Se escogid cierta forma de las constantes libres de tal forma que se pudo describir el flujo

de dos chorros que chocan, frente a frente, uno de los cuales envuelve al otro, ecuacidn
(2.92).
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CAPITULO 3

SOLUCION LAGRANGIANA AL PROBLEMA DEL FLUJO ENTRE PLANOS PARALELOS

Con el fin de complementar este trabajo, cn este capitulo se planteardn las
ecuaciones lagrangianas para el caso de flujos bidimensionales {17] a partir de las
ecuaciones obtenidas en el scgundo inciso del capitulo 2, Después se resolvera el flujo de

un fluido contenido entre dos planos paralelos, uno de los cuales se mueve con velocidad
constante,

§1.- FLUJO BIDIMENSIONAL

Para obtcner las ecuaciones lagrangianas del flujo bidimensional de un fluido
incompresible en forma general es suficiente hacer la suposicion de que una de las
coordenadas se mantenga constante conforme transcurre el tiempo. Recordando que
R(X,,t) es la funcidn que da las posiciones de las “particulas de fluido” y que X, =
(X412 %02, %3) € un pardmetro que etiqueta a cada una de ellas, se escogerd que X, sea la
posicion inicial de cada particula, asi la posicién de cada particula dependerd de su
posicién inicial. En términos matemdticos la suposicién anterior se traduce a lo
siguiente:x, =, donde el subindice cero significa la posicién de la particula en el
instante t =1, La coordenada x; serd indcpendiente del tiempo. Debido a que el flujo es
bidimensional las coordenadas x,,x,, son a su vez independientes dc x;,. Se tiene
entonces que las ecuaciones de continuidad y de conservacion del momento, (1.25) y
(1.27), toman la forma:

[xl’x2]=1
O*x T T ax By
P 8:21 =-—[p,x2]+n(-x,,Lx,,—a—t‘— +x,, xz,*; )
Q.1
0*x T T ox, P
p atzz =—-[xl’p]+n(-x|9bxls—a_t“— + x25 xz,—éf- )
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Como se puede ver, en este caso las fuerzas viscosas son de tercer grado, Estas
son las ecuaciones lagrangianas generales para el caso de un flujo bidimensional. Ya que
en el inciso siguiente se resolvera el problema particular antes mencionado, conviene
hacer otra hipdtesis que simplifique un poco mas las ecuaciones y que sirva para acortar
el camino.

Considérese que otra de las coordenadas es también constante, en particular:
X, = Xy, , pero que la coordenada restante sea una funcién de la formaix, = (xy,%5,1). Al
hacer estas suposiciones la ecuacién de continuidad se reduce & que la derivada parcial de
Xz respecto a su condicidn inicial es igual a uno. De esto se deduce que la solucion de las
ecuaciones debe ser la suma de x,, y una funcién f(x,,,/), arbitraria, por encontrar, que
depende exclusivamente de la condicidn inicial de {a otra coordenada y del tiempo. En la
ltima de las ecuaciones (3.1), exceptuando a el que involucra a la presién, se anulan
todos los términos ya que todos ellos contienen segundas derivadas de x,(= x,,), lo que
da la siguiente ecuacion para la presién y la funcidn f(xy;,1):

op of Op -0
Oxq Oxg  Oxgy ‘ ¢

Siguiendo un razonamiento semejante se llega a que la ecuacién de movimiento para la
primera componente (segunda de las ecuaciones (3.1)) es

of __op . Of
or’ 0x,, "azxozaz' @3)

p

Hay que resaltar lo siguiente: aunque el flujo sea estacionario las derivadas
temporales de la ecuacion no se anulan. Esto no debe extrafiar pues las ecuaciones
describen el movimiento de “particulas”. Si el movimiento del fluido fuese uniforme, es
decir, si la velocidad del fluido fuese la misma en todos sus puntos, entonces las
derivadas temporales deben desaparecer puesto que al hacer la transformacién galileana
adecuada de un sistema de referencia a otro que se mweva con él, el fluido debe
eNncontrarse en reposo,

Para poder continuar se precisan las condiciones iniciales y de frontera, lo cual
corresponde a] problema particular que s resolvera en el siguiente inciso,

§2.- FLUJO DE COUETTE PLANO

Considérese la region cntre dos planos paralelos infinitos ocupada por un fluido
con densidad (p) y viscosidad (1) constantes que se encuentran inicialmente, t < 0, en
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reposo, La distancia entre planos es h, En los instantes posteriores, t >0, el plano
superior comienza a moverse con una velocidad constante v en la direccién del eje x,
como se muestra en la figura (3.1)

Y ' l

Trrrvr7 /l’//f/l’/’
Figura (3.1). Flujo de Couette plano.
En este caso la velocidad del fluido serd funcién de la segunda coordenada y del
tiempo Gnicamente, es decir, %Jf;’- = v(Xq,,/) . Por los calculos hechos en el inciso

anterior se tiene que x, = fx,,,f), y por lo tanto las condiciones iniciales y las
condiciones de frontera se pueden expresar en los siguientes términos:

Ax2,0)=0, (34)

v(xy,0) = %f;(xoz,o) =0 parat=0, 3.5)
0

v(O,t)=—afT(0.f)=0, (3.6)

0 .
v(h,t) =5’-;-(h,r) =V s o

Una vez planteadas todas las condiciones que debe satisfacer el flujo y debido a que la
presion es constante a lo largo del eje horizontal, de las ecuaciones (3.2) y (3.3) se sigue
que 1a ecuacion a resolver es la siguiente:

o f 0’ f

517 " 8x, 01 - 68

P

Como es evidente esta ecuacion puede ser llevada a una ecuacién parcial de tipo
parabdlico. Una solucién de esta ecuacion es de la forma f(x,,,?) = ax;, +b + f;, donde el
altimo término es una solucién en variables separables, Para encontrar esta altima
solucién debe seguirse el procedimiento habitual, delineado ya en el capitulo anterior,
Dicha solucion ¢s
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f=axyt +bt+c(x,) + e (Asinkx,, + Bcoskx,,) . (3.9)

Al ajustar las condiciones de frontera (3.6) y (3.7) se obtiene:

of 2 vkl
é;(o’t) =0=b-Bvk'e” , de donde se sigue que b =B =0, (3.10)

of ,, vkt s
ademds, "a';(h,t) =vV= ah- Asze k Sin kh , (3_11)

de donde se obtiene que a = —;- yyque k= %, es decir,

X, vt . ‘
Lxet) = 2 —=— (%) +ZA e Smknxﬁz =0, (3.12)

de manera semejante, al imponer las cond)c)ones iniciales (3.4) y (3.5), se obtienen las
siguientes relaciones:

Lx2,0) = (%) +Z 4, sink,x, =0,

of X 2v ) (3.13)
a—t(x02 0) =2 vz Ak sink x,, =0,
N 2
de donde se obtienen los coeficientes de la sumatoria: 4, = —(-—l%-%\)-?— Todo esto da
como resultado quc la solucion al problema es:
2 n

. VX 2vh (- 1) ~vk2i

X1=;0,+( - ) Z )sin k,xq,
(3.14)

[} -y} 2 .
En el término (1-e™'), que se encuentra dentro de {a sumatoria, el | corresponde a el
valor de la luncion c(xyp;) que se encuentra a partir de la primera de las ecuaciones (3.13).
Como se puede observar, fa solucion tiende a una recta cuando el tiempo tiende a infinito,
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ya que en dicho limite la solucidn en variables separables tiende a cero debido al término
entre paréntesis que contiene una exponencial negativa: siendo el término dominante el
término lineal en t. Algo relevante de este resultado es que la sumatoria converge

absoluta y uniformemente, ya que se puede usar como cota superior a %, , cuya serie de

términos positivos converge, es decir, la discontinuidad de la condicién inicial no es tan
fuerte como podria parecer, Como puede observarse, el método lagrangiano, aunque
fisicamente mds intuitivo, es mucho més complicado (o laborioso al menos) que el
método euleriano, una referencia a la forma de resolver éste problema usando las
ecuaciones de Navier-Stokes puede encontrase en [15]. En la gréfica (3.2) se muestra de
manera cualitativa la evolucion del flujo desde el momento inicial ty = 0, en el que el
fluido esta en reposo, hasta que alcanza su movimiento estacionario en t,, pasando por
diversos tiempos intermedios. En el primero, t; = 0, la capa de fluido que esta pegadaa la
superficie alcanza inmediatamente la velocidad de la superficie, mientras que el resto del
fluido atin no se ha enterado del movimiento y tiene velocidad cero, Conforme el tiempo
transcurre, instantes t; > t; > t; > 0, el fluido comienza a enterarse del movimiento del
plano superior, Como se menciond en el capitulo dos, la discontinuidad en la condicién
inicial produce una aparente inconsistcncia, sin embargo, como ya se menciond en dicho
capftulo, ésta se debe al fendmeno de Gibbs [18].

Figura (3.2). Perfil del campo de velocidad en el flujo de Couette plano,
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APENDICE A

Como se menciono al final del primer capitulo en este apéndice se deducird una
formulacion alternativa de la Hidrodindmica. Dicha formulacién es integral, construida
con base en transformadas integrales. Se considerard que el fluido en cuestidn es
newtoniano y tiene densidad constante. Se supondrd también que el flujo es
estacionariof20],

Para este fluido Jas ecuaciones de Navier-Stokes son:

V:i=0

(A1)

VV=-V2|tywWi+F
p

donde p es la densidad del fluido, u es el camnpo de velocidades, p el campo de presion, F
la fuerza externa por unidad de masa, v (=1/p) es la viscocidad cinemadtica y el tensor de
velocidades ¥ estd definido como

<t

— - l, —
= uu, es decir, ‘,j = l‘l‘j A2)

La primera formulacién se llevard acabo usando transformadas de Fourier, La
transformada de Fourier se define como

£, = j e*” f(F)dr s

Se supondrd que los campos contenidos en las ecuaciones se anulan en el infinito
en el caso de un fluido no acotado. En el caso de un fluido confinado se supondra que los
campos se anularan en las fronteras:

-

nii=0 y sAxi=0, (A4)

donde /ies el vector normal a la frontera, Tomando la transformada respecto de las
coordenadas espaciales de las ecuaciones (A.1) se obtiene
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(A.5)

ik -V, + vk, = F, +if| 2
p

Con el fin de obtencr una ecuacion en la que solamente aparezca el campo de

velocidades, se puede multiplicar la segunda ecuacién por ik y despejar, con ayuda de
la primera, el término que involucra a la presion, obteniéndose:

p, _ik-F (k-7-k)
F" k2 - k2 . (A.6)

Sustituyendo ahora en la ecuacion de movimiento transformada se obtiene la ccuacion
deseada para el campo de velocidades, que escrita en forma tensorial tiene la forma:

1, =—v-!k-5—(i—5k’2i]-(ﬁ,, BT wn
Indicando el tensor de Osecn transformado por
e
v k2 kz s (A9
se llega a la ecuacion
u, =1 -(F, +ik- 7). (A.10)

Que es una ecuacion integro-diferencial para la transformada de Fourier del
campo de velocidades. Bl tensor 7 esta dado explicitamente por

fs o]

- _ - - »'

VII - '[llk_klukvdk . (A-ll)
-0
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El siguiente paso para obtener el resultado deseado consiste en tomar la
transformada de Fourier inversa de la ecuacién (A.10), de esta forma se tendra el campo
de velocidades en términos de una ecuacion integral que contendra, implicitamente, las
condiciones de frontera. Para realizar este clculo es conveniente usar el teorema de la
convolucién en el lado derccho de la ecuacion, Ef campo de velocidades tiene la forma:

of = 1 ~ik P a7
u(r,t)=§7-[—3—je ¢ u,dk (A.12)

mientras que el término que involucra a la fuerza externa es

1 S “'
!
g‘&ij I, Fak J'T("'“V' Gra A13)
quedando el tensor de Oseen expresado por
)= 745
L=y’ U

Aplicando ahora el teorcma de la convolucidn al término que conticne al tensor dc
velocidades se licga a que

R
8n’

y por lo tanto Ja ecuacién integral para el campo de velocidades es

- &

e 7T, ik V,dk = [ T(7 - 7). V-V (7)dF a15)

u= [T -7)- B + [T -7) [V )d . wae)

El segundo término de esta ecuacion puede integrarse por partes y aprovechando las
condiciones de frontera ( los campos deben anularse en las fronteras) se obtiene por fin:

= jf’(i’—-?’)ﬁ(?")df’%j(F-F')l](?')'b(’_;"_:')‘ﬁ(?')df’,(A,17)
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donde el tensor

1 (+ 3FF
3 2 |, (A.18)

es el tensor del dipolo, que, como se puede ver cstd asociado a los términos no lineales de
la ecuacién de movimiento, La ecuacién (A.17) debe ser satisfecha por cualquier flujo
estacionario con las condiciones de no deslizamiento en la frontera, Como puede
observarse por las ecuaciones anteriores el tensor de Oseen es la funcién de Green de las
ecuaciones de Navier-Stokes para el caso estacionario. Debe notarse también, que el
efecto de las fuerzas externas es de largo alcance y que el tensor de Oseen puede
interpretarse como el propagador de las interacciones hidrodindmicas (tensor de
propagacién de las interacciones hidrodindmicas) y que, por la forma en que fue obtenido,
su dependencia en las coordenadas esta fuertemente ligada con la geometria de las
fronteras; de aqui se deducc que las interacciones hidrodindmicas dependen fuertemente
de la regién del espacio en que se desarrolla e flujo. El tensor D indica el efecto y la
propagacion las no linealidades en el flujo.

Como se menciond en su momento, esta formulacién puede gencralizarse al caso no
estacionario utilizando la transformada de Laplace respecto al tiempo, la ecuacién
resultante es, evidentemente, mucho mds compleja, ya que en la forma de los kerneles se
encuentra la evolucién temporal de dichas interacciones. En resumen ésta formulacién
integral muestra un estructura muy rica en tanto a cicrtos detalles fisicos suceptibles a ser
analizados, como en su utilidad en la busqueda de la existencia de soluciones globales, asi
como un método para obtener soluciones numéricas por métodos iterativos.
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APENDICE B

En este apéndice se deducird el teorema de transporte de Reynolds el cual se
utilizé para la deduccion de las ecuaciones eulerianas de la Hidrodindmica el el primer
capitulo,

Considere un elemento de fluido arbitrario que serd seguido por un pequefio
intervalo de tiempo, de acuerdo con el sistema lagrangiano de coordenadas. Sea o una
propiedad del fluido como la masa, el momento lineal. Debido a que xg, ¥y, g ¥ t son
variables independientes en el sistema de referencia lagrangiano, la cantidad o = a(t) serd
una funcién del tiempo conforme el elemento de fluido se mueva, Entonces, el cambio en
el tiempo de la integral de esta cantidad en el volumen de control V(t) considerado es,

— ja(t)dV lim 1[ fa(t+or)dV — I(X(t)dV] , ®B.1)
Dty 81—>0 | Ot | V(t+51) 40)

dicho volumen de control cambiard de forma y de orientacién conforme se mueva.La
cantidad o(t + 8t) integrada en el volumen V(t), se sumara y se restara dentro del limite:

}[ fa(t+ot)dV - | a(t+8t)dV]+
Ot | v+s1) V()
ja(:)dV~ hmw >, (B2)

! yin at->0 [1, jol(t+08)dV - Ia(t)dV]
8t v

\

o

En las dos primeras integrales el integrando es fijo, permitiendo que varien los limites, es
decir, que varie el volumen de control. Por otra parte las dos Gltimas integrales
corresponden a un volumen fijo permitiendo que o cambie. Esta integral puede ser escrita
como la integral de la derivada parcial respecto al tiempo de af(t). El resultado es el
siguiente:

1 do.(1)
a(dV = - fo(t+00dV v, (B3)
b wj:) alzl—To St[vms:( M l(":) ot

L ,
i 0 g



El primer término corresponde al cambio del volumen, manteniendose o constante,
Durante el intervalo 8t, el volumen cambia su forma y su tamafio, Al modificarse esto, se
modifica la superficie S(t), con vector normal n apuntando hacia afuera, que lo envuelve,
dicha deformacion ocurre con velocidad u, de modo que la distancia que recorre cada
punto de la superficie es u'ndt ; asf el cambio de volumen es 8V = u-nét &S, por lo que la
integral de volumen dentro del limite uede ser transformada en una integral de superficie
sustituyendo dV por undt dS. Esto da como resultado, una vez evaluado el limite;

D

— v = founas+ | %fﬁdz(

70} () 70}

(B4)

_Una vez completado el limite, la derivada lagrangiana de una integral de volumen se ha

convertido en una integral de superficie y en una integral de volumen en donde los
integrandos conticnen vinicamente derivadas eulerianas, Para escribir este teorema en su
forma habitual se puede escribir la integral de superficie como una integral de volumen
con ayuda del teorema de Gauss: el resultado es el siguiente:

fotyar = JV‘(a(t)ﬁ)dV+ !@g—)dl{

70)

D
Dt (B.5)

La ecuacion (B.5) ¢s la forma de transcribir la derivada lagrangiana de una integral de
volumen a una integral de volumen que sélo contiene derivadas eulerianas [3].
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CONCLUSIONES

Los principales resultados del presente trabajo son los siguientes.

A)
1.- FLUJO DENTRO DE UN CILINDRO.,

Se encontrd la solucién al al problema no estacionario del flujo dentro de un
cilindro que, partiendo del reposo, rota con velocidad angular constante, ecuacion (2.28).
Dicha solucién represcnta la cvolucion del flujo, desde el reposo hasta el movimiento
estacionario del fluido.

2.~ VORTICES,

Otro resultado relevante es el que se obtuvo, en términos de las variables de
semejanza, para ¢l caso de vorlices, ecuaciones (2.45) y (2.46). La solucién esta
expresada como una serie infinita, lo que permite ajustar diversas condiciones de frontcra.
Ademas contienc, como casos particulares, a los vértices de Taylor y de Lamb.

B)

A partir de ciertas formas particulares de la funcion de corriente, ecuacioncs
(2.68), se obtuvieron las siguientes soluciones exactas para el caso estacionario de las
ecuaciones no lincales,

1.- FUENTE LINEAL INFINITA.

Se obtuvo una solucion que representa una fuente lineal infinita, ecvacion (2.72),
que mana fluido en planos z = constante, es decir, de mancra radial al eje en todo punto
de éste.

2.~ VORTICE DE HILL.

La ecuacidn (2.76) es una solucidn cxacta a las ecuaciones de Navier-Stokes. A
esta solucion se le pueden ajustar las condiciones de frontera adecuadas para describir el
flujo estacionario dentro de una esfera, conocido como vortice de Hill,

3,- JET SUMERGIDO DE LANDAU Y POSIBILES GENERALIZACIONES.

Por Gltimo se obtiche una ecuacion diferencial, eciacién (2.86), cuya solucion mas
simple es el Jet sumergido de Landau, es decir, se obtiene una generalizacién en el
planteamiento del problema de flujos con simetria axial,

A partir de la mencionada ecuacion se presenta el flujo de dos chorros que chocan uno
contra otro, figura (2.11),

Para concluir, cabe mencionar que las soluciones exactas por si mismas no son de
gran importancia a menos que cumpla con dos condiciones: 1) Representen problemas
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flsicos reales o posibles y, 2) Sean estables. Como se observa las soluciones representan
flujos fisicos aunque algunas de ellas no hayan sido estudiadas con detenimiento, cosa
que se pretende hacer fuera de este trabajo, Acerca de la estabilidad de las soluciones no
se puede mencionar nada mds que se estudiard en el futuro.
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