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- Introduccién.

La Teoria de paquetes de ondas (wavelets) esta situada en la frontera de las
matemaiticas, cilculos cientificos, procesamiento de sefiales y procesamiento
de imdgenes. El fin de la teoria es dar un conjunto coherente de conceptos,
métodos y algoritmos para tratar con las dificultades encontradas en cada
una de las disciplinas.

" El analisis de paquetes de ondas ha llegado a tener aplicaciones en diversas
éreas de la ciencia, porque tal andlisis da informacién (del tipo escala-tiempo)
sobre ciertas sefiales, imdgenes y operadores, el cual es mds - manejable que
el obtenido en el anilisis estandar de Fourier (o los métodos de frecuencia y
tiempo que se derivan de él). )

Por muches afios, la funcién exponencial ha sido la funcién bésica del
" anélisis. La sucesién (27)"/?¢**, k € Z forma una base ortonormal del
espacio estandar L?[0,2x]; las series de Fourier son las combinaciones linea-
les _Zake"’". Su contenido ha sido fuente de problemas y descubrimientos
en andlisis matemdtico. Los problemas surgen de la falta de un buen dic-
cionario para traducir las propiedades de una funcién y las propiedades de
sus coeficientes de Fourier.

Un ejemplo, dado por Kahane, J. P.; Ketznelson Y. y Leeuw, K. ilustra
lo que sucede: '

Sea f(z) € L*(R), basta dejar sin cambio el médulo de los coeficientes
de Fourier de f(z) y ajustar sus fases para que la funcién cambie total-
mente de comportamiento. Esto muestra como es imposible predecir las
propiedades (de magnitud y regularidad) de una funcién, unicamente del
hecho de conocer el orden de magnitud de sus coeficientes de Fourier atin
conociendo explicitamente los coeficientes de Fourier es dificil estudiar la
funcién, por lo cual muchos problemas atin estdn abiertos.

A principios de los 80’s, muchos cientificos usaron wavelets como una al-

ternativa al tradicional anilisis de Fourier. Esta alternativa condujo a que los



paquetes de ondas fueran usados en el tratamiento de sefiales actisticas (pa-
labras o miisica), recoger e interpretar seitales sismicas y en las expediciones
de exploracién petrolera. Entre los matemadticos la investigacion fue muy
activa. Por mencionar solamente a los mas notables Coifman, R. y Weiss,

" G., inventaron los “4tomos” y “moléculas” que fue la forma bisica de cons-
truir bloques de espacios de varias funciones, cuyas reglas de montaje son
claramente definidas y ficiles de usar. Ciertas descomposiciones “atémicas”,
pudieron ser obtenidas mediante una versién discreta de una identidad, de-
bida a Calderon, A., en la cual los paquetes de ondas estin involucradas. La
identidad fue descubierta por Morlet.

Estas investigaciones separadas tienen tanta semejanza, que parece nece-
sario reunirlas en una teoria coherente, matemdticamente bién definida y al
mismo tiempo, aplicable universalmente. Asi las bases ortonormales de pa-
quetes de ondas, reemplazan los paquetes de ondas empiricos de Liénard,
Morlet y Rodet.

Las mismas bases ortonormales de los paquetes de ondas dan acceso
directo a las descomposiciones atémicas de Coifan y Weiss, que estan asi
relacionadas con la construccién de bases absolutas del espacio estdndar de
funciones y distribuciones. Las bases de los paquetes de ondas son univer-
salmente aplicables; las funciones o distribuciones son la suma de series de
paquetes de ondas, que contrariamente a lo que se esperarba con las series
de Fourier, los coeficientes de la serie de los paquetes de ondas trasladan las
propiedades de la funcién o distribucién simple, precisa y fielmente. Asi las
propiedades excepcionales de las sumas de estas series especiales, llegan a
ser las propiedades ordinarias de sumas genéricas de series de paquetes de
ondas. Los algoritmos para analisis y sintesis de las series ortogonales de los
paquetes de ondas, juegan un papel muy importante en diferentes 4reas de
la ciencia y la tecnologia.

J.O. Stronberg fue el primero en construir una base ortonormal de L?(R),
de la forma 2//2(23z — k); j, k € Z; donde para cada m € N la funcién 3(z)
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es de clase C™ y decrece exponencialmente al infinito El trabajo desarrollado
aqui es esencialmente debido a Daubechies, I. Lemarié, P. G. y Mallat, S.
Las series de paquetes de ondas proveen de una manera mds simple y
eficiente de analizar esas funciones y distribuciones que han sido estudiadas
hasta aqui por medio de integrales y series de Fourier. Pero el analisis del
. paquete de ondas no puede reemplazar completamente el andlisis de Fourier,
ya que mas tarde es usado para construir las bases ortonormales de los pa-
quetes de ondas que se necesitan para el analisis con series del paquete de
ondas bdsicos usamos lo que se “manipula bien” en andlisis de Fourier; su
formalismo algebraico. Una vez que los paquetes de ondas han sido construi-
dos, éstos se ejecutan increiblemente bien en situaciones donde las integrales
. y series de Fourier involucran artificios matematicos o cilculos numéricos
pesados. L .

Las dos clases de anélisis son complementarias, en vez de contraponerse.
Mads aiin, son necesarios los rudimentos del analisis de Fourier, para cuando
hacen su aparicién los paquetes de ondas y los operadores.

El propésito de la tesis es exponer de manera muy sencilla, la forma en
que se construyen los paquetes de ondas, siguiendo la exposicién de Ingrid
Daubechies.

Esta tesis consta de tres capitulos. En el primer capitulo se construye la
funcidn escalar de Daubechies con soporte en {0, 3]; probamos que es continua
en todas partes; diferenciable por la izquierda en los racionales diddicos y no
diferenciables por la derecha en los racionales diddicos sobre [0, 3); probamos
que sus translaciones enteras son ortonormales y que su integral definida es
igual a uno. Esta funcidn escalar da lugar a una clase infinita de funciones
escalares, introducida por Daubechies, con el propédsito de construir bases
ortonormales de paquetes de ondas de soporte compacto, La funcién escalar
estudiada aqui se distingue de otras, por la propiedad de que es la funcidn
escalar mas simple, que puede ser usada para construir una base del paquete
de ondas ortonormal completo de LZ(R) cuyo paquete de ondas fundamenteal
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es continuo. . .

En el segundo capitulo, se da una contruccién de los paquetes de ondas,
construyendo bases ortonormales. Los desarrollos de los paquetes de ondas
que construimos pueden ser tomados como generalizaciones de las series de
Haar, en las cuales la funcién de Haar es reemplazada por una funcién més
suave. _ . ‘
Las funciones de Haar son creadas de una sola funcién de Haar por dila-
taciones diadicas y translaciones enteras. Ademds de que las sumas parciales
de la serie de Haar representan un aproximacién a f del orden de magnitud
' 2”?’ o ids; también tienen las propiedades de localizacién en el plano y
escalonamiento. Esencialmente estas propiedades son compartidas por todas
las bases de los paquetes de ondas, de donde podemos tomar esto como una
definicién aproximada de un desarrollo del paquetes de ondas.

_En el tercer capitulo se da una pequefa introduccién al analisis de mul-
tiresolucién. Se estudian funciones f de tipo L? como un limite de aproxima-
ciones sucesivas, cada una de las cuales es una versién suavizada de f, con
mas y mas funciones suaves concentradas.

Las aproximaciones sucesivas en consecuencia usan una resolucién dife-
rente de donde el nombre de Andlisis de Multiresolucién. Los esquemas de
aproximaciones sucesivas necesitan ser invariantes bajo translaciones.

Partiendo de un andlisis del multiresolucidn se puede ver que las bases
ortonormales de los paquetes de ondas pueden ser construidos a partir de

este analisis de multiresolucién.



I La funcién escalar de Daubechies en [0, 3]

1.1 Preliminares.

Construimos la funcién escalar de Daubechies con soporte en [0, 3]; probamos
quees continua en todas partes; diferenciable por la izquierda en los racionales
diddicos y no diferenciable por la derecha en los racionales diddicos sobre
[0, 3); probamos que sus translaciones enteras son ortonormales y que su in-
tegral definida es igual a uno. Esta funcién escalar da lugar a una clase
" ipfinita de funciones escalares, introducida por Daubechies, con el propésito
de construir bases ortonormales de paquetes de ondas de soporte compacto.
La funcién escalar estudiada aqui se distingue de otras, por la propiedad de
que es la funcidén escalar més simple, que puede ser usada para construir una
base del paquete de ondas ortonormal completo de L%(R), cuyo paquete de
ondas fundamental es continuo.

Se dice que una funcién f tiene soporte en el intervalo [0,3], si f(z) =0
cuando z ¢ [0, 3], y [0, 3] es el intervalo cerrado mds pequefio para el cual se
cumple. Para cada j € Z, el conjunto de los racionales diddicos de nivel j
esta definido por

D,-={§: kez} - (1L11)

Por consiguiente tenemos D_; = 2Z, Do = Z, y Dy = i2.

Definimos el anillo de los racionales diddicos (Los diddicos) como
D = kUz Di. Notemos que D no es campo; pues falla la existencia del
inversoemultiplicativo para todo z € D: Existe algiin z € D para el cual
z=! ¢ D; por ejemplo para k = 3 en el nivel j, tenemos que z = 3, j € Z
implica que z- 7' = (£)(%) # 1; pues ¥ ¢ D.

Muchos de nuestros célculos serdn en el campo de los niimeros cuadraticos

Q(V3)={a+pv3:a,feQ}.
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El cual tiene una operacién conjugacién, denotada por:

(a+ﬂ\/§)=a—ﬂ\/§.

Convendremos en que a = '—*‘3@ Entonces @ y @ son raices de

== /(-4)2-48)(-1) _ 13/3 lo
‘ 2(8) T e

822 — 4z — 1 = 0. En efecto, calculando z =
cual implica que:

a=————l+4\/:i y @ 1_\/5. (112)

4
También se considerardn las cotas de a y @, asi:

1 1 .
—¥<'¢i<0 y_§<a<l. R



1.2 La funcién escalar sobre D.

Aqui mostraremos que existe una tinica funcién ¢ definida sobre D que sa-
tisface las siguientes condiciones:

(i) © € D = ¢ satisface la relacion escalar:

p(z)=ap{2z)+(1 — a)p(2z—1)+ (1 -a)p(2x—2)+ap(2z—-3) (1.2.1)
(ii) ¢ satisface la propiedad de normalizacidn:

3 ok =1 ' C(122)

k€Z
(iii) ¢ se anula fuera de [0, 3]. (1.2.3)

Nuestro primer paso hacia la prueba serd investigar funciones, que satis-
fagan las tres condiciones anteriores para z € Z.

Primero asumimos que existe al menos una solucién ¢, con z € Z. En-
tonces sustituyendo en (1.2.1), ¢ = 0,1,2,3 y usando (I.2.3) obtenemos las
siguientes relaciones: o

#(0) ap(0) _
#(1) = (1-a)p(0) + (1 —a)p(1) + ap(2)
9(2) = (1) + (1 —a)p(2) + (T - a)p(3)
©(3) ap(3) - o

Il

Cuya versién en forma matricial es:

»(0) a 0 0 0 ©(0)
()| _[(1=-a) (I1=-a) a0 []¢1)
v(2) 0 @  (1-a) (1-a)]|¥(2)
©(3) 0 0 0 a ©(3)



Esta ecuacién matricial y la normalizacion:  (0) + ¢(1) + ¢(2) + ¢(3) =1;
tienen exactamente una solucién comiin, a saber:

1+v3, 1-v3
2

#(0) =0 =¢(3);p(1) =

Estas son las condiciones que necesariamente debe satisfacer toda solucién
de .

Si una solucidn existe, entonces los valores de ¢ en D — Z estin determi-
nados por los valores de ¢ en Z y pueden ser calculados recursivamente por
(1.2.1). La relacion escalar expresa el valor de ¢ en € D;, como una suma
lineal de ¢(2x),¢(2z — 1),p(2z — 2),(2z — 3); los cuales son valores de ¢
en puntos diddicos que pertenecen al nivel anterior. Esta recursion puede
ser repetida hasta que ((z) este expresada en términos de valores de ¢ en
diddicos de nivel cero, los cuales son precisamente los valores de ¢ en Z. Si
z ¢ [0,3] entonces para un entero z ¢ {0,1,2,3}, ©(z) debe ser cero. Si
z es diddico z ¢ [0,1], una iteracién de la relacién escalar expresa a..go(a:)
en términos de ¢ evaluada sobre todos los enteros que no sean del conjunto
{0,1,2;3}; en consecuencia p(z) = 0. Por consiguiente, si existe una funcién
w-en D que satisfaga esas propiedades, entonces debe ser dnica. -

Ademis, se sigue de este analisis que una solucién de ¢ existe y toma los-
valores antes descritos sobre los enteros. Esta funcién, restringida a D, es la
funcién escalar continua para 4 coeficientes de Daubechies sobre [0,3]. Los. .
valores de ¢ sobre los semienteros son: ‘ ‘

‘P(%) 24 \/_,tp( 5) = O;v(g) =2 ~4\/§ (L.2.5)

—— e e e e e L > =



1.3 Resultados bésicos de ¢ en D.

Examinando los valores de ¢ en los enteros y los semienteros,.se observan
dos hechos importantes, a saber: ‘ '

Teorema (1.3.i). :c €D = gp(z) € D[3].

Demostracién: Procediendo por induccién sobre el nivel del argumento dis-
dico. Primero se verifica que el resultado se cumple para los.puntos dladlcos
del nivel cero: Dy = Z. En efecto, de (1.2.4), se tiene que:

@0) = 0eDVE  ; ¢() = 1+13eDWVA|
cp(2) = 1-1/3eD[V3) , 98 =  0eDWV3. -

Supongamos que el resultado se cumple pra el nivel j; es decnr, para
zeD;= {2, k]EZ} se tiene que p(z) € D[v3]y

o - off) o (E’i—l)+(‘1‘—7>¢(27.’i;)+(1'—a)w(%—.2)+

Hay que demostrar que el resultado se cumple para el nivel j + 1, es decir, '
para z € Dy, = {57%- k,j € Z}, se debe tener que p(z) € D[v3]). En
efecto, calculando

o (55) = (a57) =
a<p(k)+(1 a)¢(ﬁ-1)+(1-a) (%—2)+atp(£-—3)

vemos que es suma en términos del nivel j; pero la hipétesis de induccién es
vilida, luego entonces ¢ ( ) € D[V3}. -0

I

w(z)



Teorema (1.8.ii). Los valores de p son conjugados simétricos sobre 3/2,
es decir, siz € D entonces3—z €D y (3 — z) = o(z).

" Demostracién: Procediendo por induccién sobre el nivel del argumento dia-
dico. Para el nivel cero Dy = Z, se cumple; pues si z--€ Do, donde g
es el anillo Z, entonces —x € Dy, por consiguiente 3 — z € Dy. También
(3 — ) = p(z), es inmediato de (1.2. 4), pues ‘

w3 - 1) = p(2) = =2 = 5D

v@—%;ﬂné,
©(3 = 0) = p(3) = 0 = p(0) = ¢(0).

Supongamos que el resultado es vélido para z € D;. Hay que demostrarlo

" paraz € Dj4y. Esclaroque3—z € Djt1,pues3—z = 9-(.2—2,-?—,11 2";5, € Djﬂ;
ya que z € D; —{2, k,jelZ}.

Falta ver que si z € Dj, entonces p(z) = p(3—z). De la relaclon escalar

(1.2.1), calculamos p(z) y (3 — z); con _:z:"_('i_e lg forma: z = 35, k,j € Z,

Por consiguiente las expresxones obtemdas para ga(z) y (p(3 m) conz €. D_;.H, :
estan dadas en términos del nivel j. Luego entonces para zE DJH se tiene’ -

(@) = ¢(3 - 2). BN S ol
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Teorema (L.3.iii).  satisface la propiedad de particion de la unidad

Y elz—-k)=1. (1.3.1)
k€Z -
Demostracion: Procediéndo por induccién sobre el nivel del argumento dii-
dico. Para el nivel cero Do = Z, es inmediato pues de (1.2.4), se tiene:

v3i 1 V3

o(0) + (1) +0(2) +p(8) = 3 + L2+ 2 - Lo =1

Supongamos que la propie&ad se cumple para €l nivel j:
re D = }:zgp(z — k) = 1. Hay que demostrar que se cumple para el
ke i .
nivel j + 1. . .
Sea £ € Dj41, y usemos la felacién escalar (I.2.1), para calcular
Z — k), asf: : - .
R w(5 — k), ‘

T z -2k
SeE-k = TeEZE)=
keZ keZ . :
= aY pz—2k)+(1—a)) p(z—2k—-1)+
keZ  keZ .
+(1-a)Y p(z—2k-2)+a ) p(z—2k~3)
keZ keZ
= Y p(z=2k—-2)4+ 3 plz—2k—1)
keZ kezZ
= ) o(z—n);
neZ
pero por hipédtesis inductiva ):z(p (z — n) =1, por lo tanto
n€
k)= —-n)=1, '
k%:z‘l’(2 ) n%:z.('(,(:c ") - .

11



Teorema (I1.3.iv). ¢ satisface la propiedad de particidn de z:

,&%(3_2\/§+k)¢(z.—k)=z.l

Demostracion: Desarrollando Z (3—'2@ + k) w(z — k) = z, asi
ke

v —

R ee-b = 2y oz = k) + 5 ele =k =
= -—‘C+}:kcp(:z—k)—z ‘

z
keZ

Por lo tanto: E (-—‘C+k) p(z—k)= }:k<p(a:-—k)—:c-—-+£ Luego‘

basta probar que E ko(z — k) =z — + £ De la relacxon escalar

3 kcp(:z: - lc) Y klap(2z — 2k) +(1~ a)tp(2z -2k — 1)+
keZ k€Z

+(1 — a)p(22 — 2k — 2) + ap(2x — 2k — 3)]

= ay, kp(2r—2k)+(1-a) Y kp(2e — 2k —1) +
k€Z k€eZ

+(1=a) Y kp(2z — 2k — 2)+aZktp(2z—2k 3)(*)
keZ R

Calculando cada sumando:

a 2 -2_“’,(23: _2k) - a Z kl(P(zl __kl) .v_a' : Z g k"P("B _ k,) .' ‘j o

ez | Z vz 2 velitan 2
a 3 \/5 .
= 5le-5+t% )~ o
R ".k'g(zsz),_
(1-a)2k<p(2x—2k-1) = (1_—a) > Tele = H)
keZ . TR k'e(2z+1) P
(1‘-a)zk¢(2z—2k-2)’ = (1-a) [2 2 (=" ~¥)
keZ

12




k€Z

k' €(2Z+1)

a) ko(2z—2%-3) = a

(k' -3
"keZ ke(2Z+1)

£ et _®)

Ahora sustituyendo cada sumando én (*):

: . "ot L ‘
> kp(z—k) = %(z’—g+§)—(1—a)-a v Kele-k)
L k'e(zz-n)u 2
R - Gt Y
k'€(2Z+1) .2 2t .
—(1-a) ¥ Kol -K)+
" Ke(2241) o
! L X .
tl-a+a 3 He-K) 3
: We(zZ+41) 2 2

Por consiguiente:

I

2 ke(z — k)

keZ

Zkfp(a:v—'k)‘ o (132)
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Teorema (1.8.v). Pan0<z<1yze€D, (,o' satisface las propiedades del

intervalo translacion:

20(z) + p(z +1) =z + 158 (1.3.3)
202+2) +p(e+1)= —z+ 258 (1.3.4)
o(z) — plz +2) = ¢ + =18 (1.3.5)

Demostracion: De las propiedades de particion de la unidad y de la particiﬁn
de z; ademds del hecho de que el soporte de y esti contenido en [0, 3], se
obtienen estas propiedades. En efecto: Cuando 0 < z <1, se tiene que
1<z41<2y2<a+2<3;de (1.3.1), se tiene que:

P} + oz +1)+p+2)=1 - SR OF

Y de (1.3.2), para las k’s que tengan sentido, es decir, k = 0,—1, —2; susti- -

tuyendo, obtenemos —p(z + 1) = 2p(z +2) =z — 2 + 3?, por tanto

. (**j,

Ademis de (1.3.3) y (1.3.4), obtenem

ol + ‘1)'%; 2

14



por lo tanto —p(z + 2) + p(z) =z + li‘ﬁ - g;:@, luego entonces

-1+v3

o(z) -z +2) =2+ — (1.3.5)

15



Teorema (L.8.vi). Para0<z <1 yz e D: o ,
¢(%=) = ap(z); : (1.3.6) -

p(X2) = ap(z) + az + 5, _ ©(13.7)
p(2) = ap(1 +z) +az + ¥ (1.3.8)
p(HE) =ap(l +z) —az+ L ‘ : (1.3.9).
Q(42) = ap(2+ ) — az + =28, _ (1.3.10)
w(82) =ap(2+z). o (1.3.11)

Demostracion: Puest00<:c<1 z€D & 0 fS%

0+:c

p(——) = av(x) + (1 —a)p(z - 1) + (1 - a)w(w ~2) + aso(m -3

W25 mai@), o a3e).
Pu‘eStoqueOSle_i:} <—‘!‘—<1: B '

() -



3+\/— \/_ \/_‘P

3-v3 . V3,
= 5 3 (x+1)+—é—z+"8“+
+3+3\/'( +1)= .
_ 2+2\/' o+ )+2 82fz .%
= 1+‘/— plz+1)+ 1 ‘/sz+?
(,,(?%E) - ap(z +1) +az + v '-'-_' (1.-3-8')',

Puestoque 0 <z <1 <= 3<3Hz<:

e (3E2) = apB+a)+0-ap+a) (-l +2)tapE)

(1 =a)p(2+2) + (1 - a)p(l + ) + Gp() R
(1-a)p(1+2)+¢(2+a)+a [sp(w) ¢(2+2)] '
(1—a)¢p(l+z)— —+

i

3_‘/3 (1+ )+

e e e ——— s e e . -



3 4\/_ (2+:::)—aa:+3 42\/— 1_2\/5.:p(2+:c)'
(1+\/'

)sa(2+z)—az+3 2v3
3— 2f

= ap(2+z)—az+ - (1.3.10)

Puesto0< z<1 -« S<ME<3
(5+x)
P\

Luego de lo anterior €l teorema est.é probado. . O

Cap(5+ ) + (1 — a)pd +2) + (1 — a)p(3+ ) + Gp(2 + z)
ap2+2), o (1311)

Las férmulas de este teorema dan los valores de ¢ en los seis intervalos
semienteros en [0,3]. Estds {6rmulas proporcionan un método recursivo para
clacular los valores de ¢ sobre D; él cual es similar al que proporciona la
relacidn escalar. Sin embargo este método es mds eficiente, pues el valor de
 en un nivel se obtiene de un sélo valor del nivel anterior, mientras que para
la relacidn escalar se requieren cuatro valores del nivel anterior. -

18
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1. 4 Extensién de la funcién escalar a R.

Deﬁmclén (1.4.i). Sea f una funcién con dominio [0,1] y rango R, se
define el ‘operador K, como una funcién K(f), con mismo dominio y rango
que f, y que satisface:

K(f)(2) = af(a); : . -(L4.1)
K(f) (= 1) = af(z) + az + 252, S (142)
K(f) (242) = af (1 +2) + a2 4 5B . - (143)
K(f)(5#2) =af(l+2)—az+} (14.4)
K(f) (3£*) = af (2 + 2) — az + =25, : (L4.5)°
K() (%) =af@+e). . )

Para z ¢ [0,3), se define K(f)(z) =

Lema (L4.ii)). K(p)=¢ en D.
" Demostracion: De la definicién (141) y del teorema (1.3.vi), se tiene que:

k@) (3)

‘K( )(z+1

,>,

It
2
DN
8
! el
It
€
TN
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Sea go:R — R una funcién poligonal continua con puntos de quiebre en
los enteros, tal que go(r) = ¢(n) Vn € Z. Entonces, go es continua con
soporte [0,3]. Para n € N, definimos g, = K(¢gs-1) = K"(go). Fuera del
intervalo [0,3] g, es cero; g, debe ser continua en todas partes y con soporte
en [0,3). Ademds cada g, es lineal sobre cada intervalo diddico [-;—",—,, o4l
param € Z. ) . ’ _

" Denotemos por ||f|le €l maximo de los valorés absolutos de f. Investi-
gando en cada uno de los seis intervalos mitad, se tiene que: ||fljo < 3
entonces ||K(f)llo < 3. Puesto que llgollc < 3, entonces para toda k,
lignllec < 3. Para j,k € Z*, fijos. De la definiciéon de K y el hecho de que
0 < |a] < a, tenemos que ' .

gk — gkeilloo < a*llgo — gills < a* (llgolleo + llgillco) < 6a*.  (4.4.7)

" La primera desigualdad se sigue de la definicién de K usando la técnica
recursiva sobre cada uno de los seis intervalos mitad; la segunda desigualdad
se sigue de la desigualdad del tridngulo; y la tercera es consecuencia de las
definiciones anteriores.

Por consiguiente ||gx — gi+5)leo < 6a*.

Como a < 1, tenemos que la sucesién {g;} es una sucesién de Cauchy de
funciones con respecto a la norma || ||c; ¥ para cada z, la sucesién gi(z) es
una sucesién de Cauchy en R. Definimos la funcién g como g(z) = lim gn(z).
Entonces g es continua, siendo el limite de una sucesién de funciones conti-
nuas que converge uniformente. Ademds que {g,} converge a g uniformente
con error geometricamente decreciente cuya razon estd dada por el valor de
a.

Puesto que g, y ¢ coinciden sobre Dy, puntos diddicos de nivel k, la
restriccién de ¢ a D es igual a p. Por tanto, g es una extensién continua de

", y extendemos ¢ a R por la definicién ¢(z) = g(z) para toda z € R.

La propiedad del conjugado simétrico de ¢ sobre 3/2 no puede ser exten-

dida; en efecto, no puede ser expresada directamente; por la extensién de ¢
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a una funcidn continua sobre R. Sin embargo, como D es denso en R, toda
propiedad previamente establecida de ¢, tal como la relacién escalar, o la
particion de la unidad, se extienden a R por continuidad.
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1.5 Diferenciabilidad de la funcién escalar.

Teorema (L.5.i). ¢ no es diferenciable por la derecha en cero.

Demostracidn: Calculando el limite:

lim P2 =@ L e(1/2) 7) |

Jim /% = J_‘w e ;i pues p(0) =0
J
g v(l) ; usando recursion en el intervalo mitad
j—oo 12
= L fl
= Jim (2a)" (1)

Este limite diverge, ya que ¢(1) # 0.y 1 < 2a. Por tanto  no es
diferenciable por la derecha en cero. o

Teorema (1.5.ii). Eristen o, 8,7 € Q (\ﬁi), que dependen de k, j tal que
para todo £, 0 < z < 1, se tiene que ("—2'5‘5) = ap(z) + Bz + 7. ‘

Demostracidn: Se‘sigue del teorema (1.3.vi). n]

Teorema (1.5.iii). ¢ no es diferenciable por la derecha en todo diddico de
[0,3) y fuera de [0,3) si lo es. :

Demostracidn: Puesto que (L‘i—‘l) = ap(z) + fz +v; y del teorema (1.5.1)
sabemos que p(z) no es diferenciable por la derecha en cero, ésto implica que
@ (—f—) no lo es en todo diddico de [0,3).

Por otro lado ¢(z) = 0 para toda = ¢ [0,3), lo que implica que ¢ es
diferenciable por la derecha fuera de [0, 3). a
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Teorema (L5.iv). ¢ es d:femncmble por Ia izquierda en 3, con derivada
por la izquierda igual a cero.

Demostracion: Para mostrar que ¢ es diferenciable por la izquierda en 3.
Consideraremos la sucesién {z,}, N tal que l:m z, =3yz, £3. Sin
pérdida de generalidad, tomemos una subsuoesxon enla cua.l podemos asumir
que z; < z;,, para todo 7, ¥ que a lo mas hay un elemento de la sucesién

en cada intervalo [3 13- -'.Fr] Y tamblen, sin pérdida de generalidad
podemos denotar este elemento por z.. ‘
Observemos que ¢'(37) = — ,llm -@g_—:“(ﬂ)—)

Del teorema (1.3.vi) y de (1.4.7), vemos que

lp(3) - e(z,)| < [l ll¢ll. -
Ademds, ajustando nuestra sucesién anterior, ponemos
1 1 -
Puesto que |2a] < 1, tenemos
"3~ i i =
le'37)] < Jim llgller 2} = 0

Asi ¢ es diferenciable por la izquierda y su derivada es cero. O

Teorema (1.5.v). « es diferenciable por la izquierda en todo diddico.

Demostracidn: Es inmediato, puesto que

o (k_;_“) = ap(3) + (B3 + 7,

también lo es. u}
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Denotemos la derivada por la izquierda por ¢, y procedemos a investigar
sus valores. De la relacién escalar para g, se obtiene la relacién escalar para
¢', es decir:

2/(@) = af(2a) + (1= )2z — 1) + (1 - a)p!(20 —2) +
+a@yp'(2z - 3);
de donde se observa que esta relacién es andloga a la de ¢ salvo por el

factor -’2- en el lado izquierdo. Esta relacién escalar para ¢’,permite calcular
recursivamente los valores de ¢’ sobre D. La relacién escalar para ¢’, es:

#'(0) a 0 0 0 #'(0)
)] _J(Q-0a) 1-a a 0 #'(1)
2 | ¢'(2) 0 a (l1-a) (1-4q)|[¢'(2)

#'(3) 0 0 0 a ¥'(3)

Asi esta ecuacién es andloga a la ecuacién matricial para ¢ sobre los
enteros, excepto que el lado izquierdo tiene un factor de % Ademads de que
en la ecuacién matricial, los valores de ¢’ estan relacionados por la propiedad
de normalizacidn; la cual se obtiene de la propiedad de diferenciabilidad por
la izquierda, y la propiedad de particién de z de ¢, entonces sustituyendo
z =0

3—
> ( 3 +k)¢'<—k>= 1.
keZ

De esta manera la ecuacién matricial junto con la propiedad de normali-

zacién tiene la solucién tnica ¢'(0) =0, ¢'(1} =1, ¢'(2) '=ﬁ—fl, #'(3)=0.




1.6 Propiedades de ortogonalidad de la funcién es-
calar,

Teorema (1.6.i). Integral definida de la funcidn escalar:
/ p(z)dz =1.
4 .

Demostracién: Este resultado es una consecuencia directa de la propiedad
de particiér’l( de la unidad. Para K € N con K > 10, consideremos la funcién
Fole)= £ ola=h).

Puesto—que  tiene soporte en [0, 3], la propiedad de particién de la unidad
muestra que f,. es uno sobre [~ K +3, K — 3], cero en (—o0, —K —3] y cero en
[K +3,00). El valor de esta funcién es no constante sobre [-K —3,~K+3] y
sobre [K'—3, K+3]. Noimportan los valores alcanzados sobre estos intervalos,
notemos simplemente que el valor absoluto de las funciones fx estd acotado
sobre estos intervalos por una cota C independiente de K porque la funcién
escalar estd acotada en valor absoluto por 3 y hay a lo mds cuatro trasladados
de ¢ que contribuyen con cada valor de fx(z). Por tanto, tenemos que:

2I\+1
2K +1

2K +1
C</f"("”)d Sok+1+C

donde C es independiente de K. Por tanto

l'l\l;m(zl(ﬂ)/ Z v ”"k)d"/""(m)d”

por tanto [(z)dz = 1. ' o
s b
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Teorema (1.6.ii). Propiedad de Ortogonalidad de la funcidn escalar:

/R o(x)p(z — k)dz = 6o, paracadak€Z.

Demostracién: Definamos A = [ ¢(z)p(x — k)dz. Deseamos mostrar que
Ay = bxp. Por un cambio de variable, vemos que Ay = A_. Para k > 3,
los soportes de (z) y w(z — k) son ajenos; asi Ay = 0. Por tanto, sdlo
necesitamos probar el teorema para Ag,A; y A;. Para cada k£ = 0,1,2,
tomamos la definicién de Ay y substituimos en la relacidn escalar ¢(z) y
¢(z — k) para obtener una expresfén para A; como una suma finita de
términos de la forma: l{¢(2z — r)¢(2z — k — s)dz donde 7,8 € Z. Por

otro cambio de variable, esta expresion es en realidad %A,Hk_, la cual debe
de ser cero o %Ao, %Al, o %Ag. Asi obtenemos tres condiciones lineales sobre
Ao, A y A;. Puesto que éstas son homogeneas, no tiene una unica solucién.
Sin embargo, para cada solucién necesariamente tenemos Ay =0y Ay = 0.
Esto establece el teorema para toda k # 0. Usando la propiedad de particién
de la unidad, nuestro resultado sobre la integral definida de ¢, y del hecho,

que hemos probado, de que Ay = 0 para k # 0, podemos concluir que

/ p(z)dz
R

[et@) (Z: o(z — k)) da
R

1

i

kEZ
=3 / p(z)p(z — k) dz
keZp )
= 3 A= Ao;
keZ .

el intercambio de la integral y la suma est4 justificado por el hecho de que ¢
tiene soporte compacto. ' (]
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1.7 El correspondiente paquete de ondas.

" Definimos el correspondiente paquete de ondas de la funcién ¥(z) por

P(z) = —idp(2z)+ (1 - a)p(2z —1) — (1 — a)p(2z — 2) + ap(2z — 3) (%)

De esta definicidn, se sigue que 3 es continua con soporte en [0,3].

Teorema (1.7.i). (Integral definida del paquete de ondas)
[vte) =
R

(El valor medio de y(z) es cero).

Demostracién: De () e integrando:

/1/)(::) dr = (1- a)/tp(2z — 1)dz + a/cp(?z —3)dzx ~ &fcp(2a:)d;c -
R R R R

g / o(2z — 2)dz = (—1-1-‘12 ]¢(n)du +3 [ elw)dv -
R R

—gjgo(w)dw— a)/d

haciendo los cambios de variable, respectlvos

2z —.‘1' =>: du=2d:c

u =

v = 2r—3 = dv=2dz )
w = 2z = dw—2d:c
z = 2:t—l=>dz=2d:v

y por el teorema (L.6.i): .

p(z)dz =1
4 / -
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se tiene:.

[¥(z)ds
R

il
y
8
+

Teorema (L.7.ii). (Propiedades de ortogonalidad del paquete de ondas):

/¢hww-kﬁm=&0pmam®kez.
R .

Demostracion: Como (z), (z — k) estdn dadas por ¢(z),p(z — k) sesigue
del Teorema (1.6.ii). E o

Teorema (1.7.iii). (Propiedad de Ortogonalidad de la funcién escalar y el
paquete de ondas): '

/¢@W@fkﬂ$=0 Vk€Li'
Demostracidn: Sabemos de (1.2.1) que

apl2a - 2+

—Jpl2n -2k 1) — (1= @p(2s — 2k~ 2)+
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+ap(2z — 2k - 3).

Calculando
sumandos:

a
2

St / p(2x)p(2z - 2%~ 1)2ds

’_“(L‘_“) / o(22)¢(2c — 2% —2)2dx

: / o(22)0(25 — 2k — 3)2dz

_’_“%_l /R (22 — 1)p(22 — 2)2dz
Qza0-7) fn (25 — 1)p(22 — 2% — 1)2de
.‘_(Lz‘_'i)f /R (22 — 1)p(2z — 2k — 2)2dz
i(i2:.“__) /R (2z — 1)p(2z — 2k — 3)2dz
s /R {2z — 2)p(2z - 2k)2dz

Q:_i)ﬁ / (22 — 2)p(2a — 2k — 1)2dz
:(l:_%)_(l__‘il / (22 — 2)p(2z — 2k — 2)2dz

_—5_“_) / 0(2z ~ 2)p(2z — 2k — 3)2dz

aa

5 (p(2a: = 3)p(2z — 2k)2dz

5______(1; @) / <p(2a: ~3)p(2z — 2% —1)2ds =
R

29
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. [ e(ze)e(zs —2k)2dz
R

LT - g

p(z)(z ~ k) e integrando adecuadamente obtenemos los

—aa
5 o
a(l — a) s

2 2k41,0

—a(l — 6)6

2 2k42,0

=0

006 =0

_2' k43,0

—a{(l-a
'—'—'(—2_'—)’621‘—10 =0

{1-a)1 —a)5

2 2k,0

o ) P Y

2 2k+1,0

a(l —a)

)

2k42,0

—a(l —a)

2 2k~2,0

(1 _4)26

2 2k=1,0

DI )

=0

62)& 0]

g, _,
2 620:“{—1..0 =0 o
—ga, e
_2_62k-30 = 0
a(l —-a)6

2 2k—-2,0



1(12:‘9 jn (22 - )p(2z — 2k 92z = ’—E(IT‘-“—-%,,_,,O =0
G [ o2z —)p(2c — 2k —3)2dz = 5, ,
2 R . 2 '
Por lo tanto, cancelando adecuadamente:
(0) (82¢-20) + (0) (8ak,0) + (0) (b2k420) =0
fe@iz - k) ds =0;
para toda k € Z. o D

Teorema (L.7.iv). (Nulidad del primer momento del paquete de ondas):
/ zp(z)dz = 0.
R
Demostracion: De la particién de z, sabemos que:
3-v3
2( 2‘f+k)¢<m—k>=z;

multiplicando por ¢(z) e integrando:

D (3 ~2ﬁ + k) 1{ Yz — k)p(z) = 1! zp(z)ds .

k€Z

pero

[e@e - kydz =0
R

(teorema (1.7.iii)); por tanto

> (3'2‘/§+k)!{¢(z—k)so(z>=o;

ke
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j:ttb(z)dz =0.

R

Observacién:

Se usaran indistintamente en esta tesis, los siguientes simbolos

[ ]-]
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II Como hacer paquetes de ondas.
I1.1 'Introducci&n,

Los desarrollos en paquetes de ondas disfrutan de un gran nimero de buenas
propiedades, no disponibles en otros tipos de desarrollos.

Para ver esto consideremos una funcion de valores reales f(z) en el inter-
valo [0,1). Que puede desarrollarse como una serie de Fourier:

fz) = W+ f (by cos 2rkz + aisen 2rkz) (11.1.1)
. T ]
o en serie de funciones de Haar:
0 2/=1 . '
flz) = Co+ ):D kzo Ciuy(2z - k) (11.1.2)
3=0 k=
donde ¥(z) es la funcién definida por:
1, si0<z<} .
Y(z)=4 -1, sil<z<l (1L.1.3)
0, en otro caso

Ambas series son ejemplos de desarrollos en términos de funciones orto-
gonales en L*(a,b) '

Las series de Fourier no estan bien localizadas en el espacio. Si se esta
interesado en el comportamiento de f en [a,b] se necesita involucrar todos
los coeficientes de Fourier. En cambio la serie de Haar esta bien localizada;
de hecho restringiéndonos al intervalo |a, b), solamente sumamos en (11.1.2)
sobre los indices para los cuales el intervalo

Iy = [2"”&:, 277 (k + 1)] intersecta a [a, b].

Notemos que Iji es el soporte de %(2/z — k).
Ademds, las sumas parciales de las series de Haar (sumando para
0 < j £ N) representan una aproximacion a f de orden de magnitud 2~V
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o mas. Estas dos propiedadeé: Localizacién en el plano, y escalonamiento;
son los distintivos del desarrollo del paquete de ondas. Ademas de que las
funciones de Haar son creadas de una sola funcién de Haar tl; por dilata-
ciones diddicas y translaciones enteras. Escencialmente la misma propiedad
es compartida por todas las bases del paquete de ondas y pueden de hecho
ser tomadas como una definicién aproxix;xada de un desarrollo del paquete
de ondas,

Los desarrollos del paquete de ondas que vamos a construir pueden ser
tomados como generalizaciones de las series de Haar, en donde la funcién
de Haar es reemplazada por una funcion mds suave. Podemos decir que
propiedades queremos para estas funciones, y como construirlas. La mane-

ra mas sencilla es considerando toda la linea como el dominio de nuestras
funciones.
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o mds. Estas dos propieda.deé: Localizacion en el plano, y escalonamiento;
son los distintivos del desarrollo del paquete de ondas. Ademas de que las
funciones de Haar son creadas de una sola funcién de Haar l/) por dilata-
ciones diddicas y translaciones enteras. Escencialmente la misma propiedad
es compartida por todas las bases del paquete de ondas y pueden de hecho
ser tomadas como una definicion aproximada de un desarrollo del paquete
de ondas.

Los desarrollos del paquete de ondas que vamos a construir pueden ser
tomados como generalizaciones de las series de Haar, en donde la funcién
de Haar es reemplazada por una funcién mds suave. Podemos decir que .
propiedades queremos para estas funciones, y como construirlas. La mane-
ra més sencilla es considerando toda la linea como el dominio de nuestras
funciones.
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I1.2 El bosquejo de los paquetes de ondas de Haar.

Empezemos con la funcidn caracteristica ¢ del intervalo [0,1]. Esta es una de
las funciones més simples que podemos imaginar, la cual tiene las siguientes
propiedades: -

(i) Las translaciones enteras de g; {¢(z~k) para k € Z} forman un conjunto
ortonormal de funciones en L3(R).

(ii) ¢ es autosemejante. Si cortamos la gréfica por la mitad entonces cada
mitad puede ser desarrollada para cubrir toda la gréfica. Esta propiedad
puede ser expresada algebraicamente por la identidad escalar:

o(z) = p(22) + p(2z — 1) (11.2.1)

Llamaremos a ¢ la funcién escalar.

El significado de la identidad escalar es el siguiente: Sea Vj el espacio
lineal generado de las funciones ¢(z — k), k¥ € Z (o por abuso de notacién
la cerradura en L?(R) de este espacio lineal generado, ;5 ayp(z — k) con
}E‘, Jak|? < co). Este es un espacio natural, pues por (i) l;.; floxc;lciones p(z—k)
forman una base ortonormal para V;. Por supuesto Vp no es todo L?; es
el subespacio de funciones constantes por pedazos con discontinuidades de
salto en Z. Podemos obtener un gran espacio reescalonando. Denotemos
por %Z la reticula de los semienteros g, k € Z, y Vi denota el subespacio
de L? de funciones constantes por pedazos con saltos en %Z.' Es claro que
S(x) € Vo si ysélosi f(2x) € W, y las funciones 2/2(2z— k) forman una base
ortonormal para V; (El factor 2'/? es anadido para hacer la normalizacién
[I12Y/%p(2z — k)| = 1). La identidad escalar (I11.2.1), o su versién transladada

oz — k) = p(2z — 2k) + p(2z — 2k — 1) (I1.2.1')

dice exactamente que V5 C V;, puesto que la base para V; esta explicitamente
representada como combinaciones lineales de elementos de una base de V;.
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Todo el argumento puede ser repetido hacia arriba y hacia abajo en la
escala diadica. El resultado.es una sucesion creciente de subespacios Vj
para j € Z, donde V; consiste de las funciones L? constantes por peda-
zos, con saltos en 2-7Z, y las funciones 2/35(2/z — k), con k € Z forman
una base ortonormal para V;. Podemos avanzar y regresar entre los espacios
V; reescalonando: :

f(z)eV; siysélosi f(2*Iz)e Vi,

y la identidad escalar (I1.2.1), convenientemente reescalonada, es decir,
V; € Vi, 8i j < k. La sucesién {Vj} es un ejemplo de lo que es llamado
andlisis de multiresolucién. Hay otras dos propiedades de {V;} que son sig- -

nificativas, a saber:

N V= {0} (IL2.2)

JjEZ

UV; esdensoen L? (11.2.3)
i€z

En vista de (11.2.3), pareceria tentativo, intentar combinar todas las bases
ortonormales {2/%p(2/z—k)} de V; en una base ortonormal para L?*(R). Pero
veamos que, si bien, V; C Vj4;; la base ortonormal {2//%p(2z — &)} para
V; no esté contenida en la base ortonormal {20+1/2,(2/4+1z — k)} para Vj,,.
(Realmente, hay elementos distintos en la 2 bases ortonormales que no son
ortogonales a los de la otra). Asi nuestra primera tentativa para obtener una
base ortonormal para L?(R) es defectuosa. jPodemos arreglarla?

Puesto que V5 C V, y tenemos una base ortonormal para V, de la forma
{¢(xz—k)} ;Por qué no, intentamos completar por Gramm-Schmidt una base
ortonormal de ¥ adjuntando funciones de la forma {i)(z — k)} para alguna
funcién ? Esto es la misma cosa que preguntar por una base ortonormal
de la forma deseada para el complemento ortonormal de V; en W, el cual
denotamos por Wy, asi V; = Vp, @ Wo (suma directa del espacio de Hilbert).
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Queremos tomar ¢ exactamente como la funcién generadora de Haar.
Notemos que ¢ puede ser expresada en términos de ¢ por

¥(z) = p(22) —'¢(2x—1) o (11.2.4)

la cual es muy parecida a la identidad escalar.
Ahora podemos reescalar el espacio Wy, asi

Vin=V,oW; : © o (I1.2.5)

y {293%(2z — k)}rez €5 una base ortonormal para W;. Si combinamos las
condiciones: (I1.2.2), (11.2.3), (11.2.5) obtenemos:

-
L*R)= @ W; (11.2.6)
j=—o0
y puesto que los espacios W; son todos mutuamente ortogonales podemos
ahora combinar todas las bases ortonormales para W; en una base principal
ortonormal {27/2(2z — k)};4ez para L*(R). (El cambio, es que, hemos
reemplazado la funcién escalar ¢ por el paquete de ondas ¢). Esto da la
base de la serie de Haar para toda la recta. Hay una pequefia variacién sobre
este tema, que estd quizas mds estrechamente relacionado con el desarrollo
de Haar sobre el intervalo unitario: En lugar de (I1.2.6) podemos también
escribir
o0
L’R)=V, P (@ w,-) (11.2.6")
=0
y entonces combinar la base {p(z — k)}iez para Vo, con las bases

{2792z — k)}

keZ’

para W; con j > 0; para obtener una base ortonormal para L*(R).
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I1.3 Anilisis de Multiresolucién.

La inpraleja de esto hasta aquies ﬁue queremos primero construir una funcién
esi:ala; ¢ y asociar el anéalisis de multiresolucién --- C V., SV CV C -
antes construido para los paquetes de ondas. '

Definicién. Un anilisis de multiresolucién :-- € V., € V|, € W, € +--
con funcién escalar p es una sucesién creciente de subespacios de ‘L*(R) que
satisface las 4 condiciones siguientes:

(5) Densidad: JV; es densa en L*(R),
(ii) Separacién: riv,- = {0},
(iii) Escalonamiento: f(z) €V, &= f(27it)eV,
(iv) Ortonormalidad: {¢(z — k)}..ez es una base ortonormal para V5,

Se sigue de la definicién que {2” 20(2x — 7)}152 forma una base ortonor-
mal para V;. Ya que ¢ € Vp C V; debemos tener que

P(z) = Y a(v)p(2z — 7) (I1.3.1)

v€Z

para algunos coeficientes a(7); se satisface entonces que:

Y la(y)P =2 (IL.3.2)
~€Z
y de hecho
a(v)=2 /cp(:t)tp(2z —9)dz. (11.3.3)

La ecuacién (I1.3.1) es aniloga de (I1.2.1), y nos referimos a ella como la
identidad escalar.

Se sigue de la definicién que la funcién escalar determina el analisis de
multiresolucion, pero no reciprocamente. Una cuestién mds dificil, es como
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caracterizar estas funciones ¢ las cuales son funciones escalares para un
andlisis de multiresolucién. Aqui esperamos que identidad escalar juegue un
papel.decisivo, pero antes podemos decir méds, dada la necesidad de examinar
ciertas condiciones algebraicas sobre los coeficientes a(y) que se siguen de la
definicién. '

Primero hay una condicién de consistencia que surge de (iv) y (IL3.1).
Sabemos de (iv) que

[ (e - 1yet@) dz = 6(x,0) (11.3.4)

(6 de Kronecker).
Si usamos (I1.3.1) y substituimos ¢(z — 7) y ¢(z) en (I1.3.4) obtenemos

Y X a0 [z -2y~ +)pRz — ) dz =

€T ~"€Z
=27 3 Ya(v)a(r") = &(7,0)
) T'=2vdy
después el cambio de variable £ — 271z y el uso de (11.3.4). Reescribimos

esto como

Zzﬂ(‘r')a(ilv ) = 26(7,0) (11.3.5)
'€

Notemos que (I1.3.5) contiene a (11.3.2) como caso especial.

Otra condicion algebraica que surge, es que, si asumimos que ¢ es inte-
grable y fo(z)dz # 0. (Si f¢(z)dz = 0 entonces lo mismo es verdad para
todas las funciones en todo Vj, asi no esperariamos tener la condicién de
densidad (i)). Entonces integramos (11.3.1) y hacemos un cambio de variable
para obtener

/ p(z)dz = / p(2z — 7)dz

'rez
Y a2 [o(z)dz

I

~€Z

38



. . e
e —— = v B e T T4

por tanto :
Yavn=2 ~(11.3.6)

v€Z
Ahora nos gustarfa revertir el procedimiento:

Paso 1. Se producirdn soluciones a() a las identidades algebraicas (I1.3.5)
y (11.3.6) R '

Paso 2. Se definird la funcidn escalar via la identidad escalar (I11.3.1). Note-
mos que (11.3.1) dice que ¢ es punto fijo de la transformacion lineal -

Sf(z)= S a(f2z—-v) . (11.3.7)

~€Z

Asi, es razonable intentar construir ¢, iterando,
¢ = lim S"f (11.3.8)

para alguna funcidn inicial razonable f.

Paso 3. Se probari que la funcion ¢ que resuelve (11.3.1) (Normalizada
asi ||¢ll2 = 1) genera un anélisis de multiresolucién. Este es el paso mis
ingenioso, porque hay contraejemplos para mostrar que no siempre es cierto
(probar con a(v) = 1 para v = 0,3; de otro modo a(y) =0y ¢ = X3,
los cuales violan (iv)). Sin embargo, muchas elecciones de a(y) producen
un analisis de multiresolucién. La condicidn dificil de verificar es la orto-
normalidad (iv), habremos de posponer la discusién de cuando y porque se
cumple, para una seccion posterior. Mostraremos como establecer la densidad
(i) y separacion (ii) dada la ortogonalidad y la condicién de normalizacién -
adicional

/ v(¥) dz =1 (11.3.9)
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Ahora estamos listos para movernos sobre el paso 4, el cual es 1a construc-
cién del paquete de ondas en si. Pero antes, demos las pruebas de densidad
y separacién: '

Pruebas de densidad y separacién.

Lema B1.1. Sea V; cualguier subespacio de L*(R) el cual esta contenido
en L®(R) y el cual tiene la propiedad de que

fllo < cllflls  para toda f € Vo ... - (BL1)
Definimos V; de la condicion escalar (iii) (No'asurﬁimos la necesidad de la

clasificacion V; C V;11). Entonces se cumple (ii).

Demostracion: La condicidon escalar y un cambio de variable transforma

(B1.1) en:

Iflloo < em?”®||f||l2 para toda f € V;. (B1.2)
Si f € NV; entonces (B1.2) se cumple V j, y haciendo j — —o00 obtenemos

[I1fllsc = O por tanto f = 0. o

-

-La estimacién (B1.1) es ficil de obtener en nuestro caso. Por simplicidad
suponemos que ¢ esti acotada y tiene soporte compacto, el cual sera el caso
en todos nuestros ejemplos. Entonces por la ortogonalidad (iv) tenemos

J=z) = Zv(z—'r)/f(y)sp(y—’r)dy

v€Z
= [KGwiwdy
donde K(z,y) = ‘Ez‘{’(l‘ =7y —7), asi

el s (f1Keurds) " isl =
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. ’ 1/2
= (Z le(z — ‘Y)I’) i1£lla
v€Z

¥y T l¢(z—9)|? es uniformemente acotada (por supuesto muchas condiciones
o

més débiles sobre ¢, tal como el decrecimiento rapido también lo implicard
ésto).

Lema B1.2. Asumimos que ¢ tiene soporte compacto y satisface (I1.5.1),
(11.8.9) y la condicidn de ortonormalidad (iv). Entonces la condicion de
densidad (i) se cumple. '

Prueba:

' Sea

Pif()=% ¥ o(2iz - ) [ ()oY — 7 dy
~v€2

que denota la proyeccién ortogonal sobre V;. Necesitamos mostrar que
jlirg P;f = f en L? para toda f € L?, lo cual es equivalente a

i 2 = 2,
jl_‘m, WP Sz = WfHl3 5
por el teorema de Pitdgoras.

Es suficiente probar esto para f = x4, A cualquier intervalo, por un
argumento de densidad. Pero .

IPxalf =2 T [ le(2y - 7)Pdy =
v€Z 4

. 2
/ 2Ap(y=1) dy| .

=27y

v€Z
Para j grande, 2’ A serd un intervalo grande, asi escencialmente otro

/tp(y-7)dy=0, si 7¢%A
VA
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o, R L v
/ ely-vdy=1 s 7€PApor (1139).

A o ’ . '
(Para v en una vecindad pequeiia de la frontera de 2/ A esto no es completa-
mente correcto, pero en el limite podemos ignorar este detalle). Asf

IP;xall3 = 2734 {7 € 2 A} = longitud (A) = ||xll2

yven el limite esto se convierte en fguaidad. D

Noétese que podriamos revertir el argumento para deducir la necesidad de
la condicién de normalizacién (11.3.9).
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I1.4 Los paquetes de ondas.

Consideraremos la funcién escalar ¢ por ser el primer elemento ¢ = ¢ deun-
par de funciones )y, ¥, con ¢, el paquete de ondas generador.. Nos gustaria
que las funciones {¢«(z — 7)},ezk=01 sean una base ortonormal para Vi
Puesto que las funciones {¢(2z ~ v)},ez ya forman una base ortogonal para
VA las funciones yio(z) y ¥1(z) deben ser combinaciones lineales de (22 —7)
que deben satisfacer una identidad

Wile) = T ez —7); k=0,1 (IL4.1)
~€Z
que generaliza (11.3.1) (Por supuesto ag(y) = a(7)).
Notese que para k = 1 (I1.4.1) es una férmula explicita no hay nada que
resolver. Pero ;Qué clase de condiciones pondriamos a los coeficientes ax(v)?
La misma razén que condujo a (I1.3.5), conduce a.

z;a,-(v')“_“akm +7) = 26(3, k)é(v,0) (11.4.2)
€

- En cambio, la condicién

[ot@rdz £0

no se puede algunas veces esperar a que se cumpla para t; (Por ejemplo las
funciones de Haar), asi las condiciones (I1.3.6) solamente son recopiladas en
nuestra nueva notacion

Y aoly) =2 (11.4.3)

v€Z

Lema I1.4.1. Si {¢(z — 7)),z €s un conjunto ortonormal y si a;() satis-

Jace (I1.4.2) y (11.4.8) entonces {Y(z — 7)), ez 10, €5 un conjunto ortonor-
mal.
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D?moalmcl'du: Es suficiente mostrar que

/ ¥i(z)lz = 7)dz = 6(j, k)6(7,0) . . (11.4.4)
Abora ' ,
/ ‘l’i(i)%iz =9)dz = ",2 ‘WE a,-('r')a:.(fr") / #(2z — ¥)¢(2x — 27— 1")dz .
’ €Z v'€Z

Pero la integral es 46(«’,2y —4") por la ortonormalidad de ¢(z ~ ), (11.4.4)
se reduce a (I1.4. 2) . : (a]

Observacién. Hemos omitido la justiﬁc&cian del intercambio de series ¢ inte-
grales,pero en la mayoria de los ejemplos veremos que en las series son sumas
ﬁmta.s
Asi {¥u(z - 7)},,52 =0 ©8 un conjunto ortonormal de funciones en V; .

JEs una base? (Una clase de pseudodimensién cuenta con argumentos que
hacen esto muy plausible). Para mostrar que es una base es suficiente repre-
sentar cada funcién ¢(2z — 7) como una combinacidn lineal, y sabemos que
los coeficientes tendran que ser:

[ #t2z - )utz = )iz

T al) [ iz - 7)p = 27— 7)dz

) (PE——
= iak(’y -2v).
Asi necesitamos mostrar que
1 ———
32 La(i- 2z -7) (11.4.5)
k=0,1 ~¢Z

es igual a ¢(2z — 7). Pero si substituimos (I1.4.1) en (I1.4.5) obtenemos
1

pY (" Y a2+ + 7)) w(2z — 7)

1€Z 2h0.l Y'€Z

44



7‘ asi es suficiente demostrar .

| ¥ R F N2y +7) = 26(17) (1.4.6)
SRR k=0,1 ~'¢Z . : :
paray=001.

Lema II 4.2. Siempre se cumple (I1.4.6), por lo tanto {y/),,(.z' k)} era=on " -

es una base ortonormal para Vi

Teorema I1.4.3. Supongamos que ¢ genera un andlisis de multirresolucidn
y ax(v) satisface (11.4.2), (11.4.8) con v definida por (I1.4.1) y Yo = ¢.
_ Entonces las funciones {2”"/:1(253 —7)} para j € Z, v € Z forman una
base ortonormal de L*(R).

Demostracién: Como antes, W, denota el complemento ortogonal de Vj en
Vi, Vi = Vo ® Wo. Afirmamos {1(z — 7)},¢z €8 una base ortonormal para
Ws. Esto se sigue porque hemos tomado la base para V; dada por el lema
4.2y {tolz — 7)}.¢z 12 cual es una base para V;. Clasificindolos, obtene-
mos:
Vin=VieW; y {2@z-7} ,
es una base ortonormal para W;. Pero L*(R) = @z W; por la condicién de
j€

densidad. ! o

Como una variacion del tema, se tiene la

Afirmacién. El conjunto de funciones {p(z —+)} para v € Z junto con
{2”’-/:‘(2-":: - 7)} para j 2 0, ¥ € Z forman una base ortonormal de L?(R).

La ventaja de esta variante es que escalamos solamente para reducciones
mas y mas finas (j — 00) y cuidamos todas las descomposiciones mds gruesas
(j < 0) para la familia {¢(z — )}, ¢z
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En suma hemos reducido la construccién de los paquetes de ondas a la
solucidn de las identidades algebraicas (11.4.2) y (11.4.3), algunas condiciones
técnicas para asegurar la condicién de ortogonalidad (jv).

" Paso 5. Se producirdn las soluciones para (11.4.2) y (11.4.3).

Paso 6. Se establecerin varias propiedades del paquete de ondas de fun-
ciones: regularidad, decrecimiento rdpido al infinito y condiciones de mo-
. mento. '

La razén de que hemos pospuesto algunos detalles en la construccion,
hasta aqui, es que se requieren nuevas técnicas. Asi, ahora es tiempo de
abrir la puerta e invitar regresar a Fourier. ‘
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ILS El bunto de vista de la transformada de Fourier.

Supongamos que tomamos la transformada de Fourier. Porque la mayoria
de nuestras identidades tiene una estructura convolucional, esperamos una
simplificacién, con identidades multiplicativas, que surgen en su lugar. Igual-
mente que antes, retomamos la cuestidn de ortogonalidad, porque aqui la
transformada de Fourier da un punto de vista completsmente nuevo para
manejar el problema. Dado ¢ € L2, LCémo podemos distinguir si @ o
{¥(z-= 7)), ¢z son o no ortonormales? -
Simplificaremos la cuestién si adaptamos la convencién

() = [eero(y) dy (1L.5.1)
asi que la formula de inversién de Fourier es

#(z) = p(-2)  ms2)

y la férmula de Plancharel es

llella = el . (11.5.3)

Lema 1.5.1. {p(z — 7)), ¢z €5 un conjunto ortonormal si y sdlo si

I8 +7P =1 paratodo ¢ (11.5.4)

Demostracidn: Por la férmula de Plancharel, {p(z — 1)}, ez 8 ortonormal
si y solo si
[emna)Pde = 6(4,0) (115.5)
Pero la integral sobre R puede ser separada en una integral sobre {0,1] y
sumar sobre Z. Ya que €2"¢" es periédica y obtenemos

1
[ e S e + 1Pde = 8(2,0)
~¥€

47



1o cual significa que la funcién }: |(€ + 7)I* sobre [0,1] tiene como coefi-

B " cientes de Fourier 5(v,0), por lo tmto debe ser la funcién constante dada
- por (11.5.4). : o

Ahora ]a identidad escalar (11.4.1) se transcribe en la condicién

o= (36)0(3) (1L5:6)
donde 1o »
A(é) = 2 Y ax(y)e?mr (11.5.7)
T 1

ésto se efectiia usando la definicién-de la transformada de Fourier y un cambio
de variable.
Notemos que Ax(§) es suave y periédica. Entonces de (11.4. 3)

Ad(0) =1 _ (11.5.85

y de (11.3.9): : _
¢0)=1. - (11.5.9)

Iterando (11.5.6) para k = 1 (recordemos que t = ):

(0 = TT 40 (27%¢) (I15.10)

i=1

De (11.5.8) podemos justificar la convergencia uniforme local del producto
infinito.
Sustituyendo (I1.5.10) en (11.5.6) obtenemos

() = A (%c) iiAo (2-55) . (1L5.11)

Asi las funciones A, completa y explicitamente determinan los paquetes
de ondas.
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La parte mis intrincada del proceso de transcripcién es la identidad
(11.4.2) que los coeficientes ai(7y) deben satisfacer. {Qué podemos decir de
" las funciones A,? Antes de tratar con esta pregunta directamente, repitamos
el proceso que nos condujo a (I1.4.2), esto es la consistencia de (11.4.1), cono-.
cida como (I1.5.6), con la ortonormalidad, conocida como (I1.5.4). En otras
palabras, si {(z — 7)},¢z s ortonormal entonces (11.5.4) debe cumplirse, y
si (11.5.6) define ; entonces queremos el anilogo de (I1.5.4), a saber:

-~ _————— . . '
2 U+ D€ +7) = 85 (11.5.12)
v€Z . )

Ahora sean n; =0y n; = % Hay 'represengaciones de las clases latera-
les del subgrupo Z en 1Z. Entonces los puntos de la reticula Z puede ser
representada unicamente como 2(y +1,), donde 4 variaen Z y p = 1,2.
Entonces

- _—— 2 - A SR —
YhE+NE+7) = X (€ +20v+ 1) ¢5 (6 +2(v + 1))

v€Z p=1 +€Z

por la parametrizacion de Z, y si sustituimos (I1.5.6) y usamos la periodicidad
de A; obtenemos:
3 1 1, - . f1 :
z Ar (55 + 'Ip) Aj (Ef + ’Ir) Zz I‘P (§€ +mpt ‘Y)
¥€

p=1

2

La suma interna sobre Z da la constante 1, y (11.5.12) da la condicién de
consistencia

2
3 Au(E+n) A (E+np) = 6 (11.5.13)

p=1
Esto es la transformada de Fourier equivalente de (I1.4.2). Notemos que
(11.5.13) implica que
[A(€)) <1 (I1.5.14)

lo que implica el acotamiento de las transformadas de Fourier ;.
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 Podemos ahora dar la prueba faltante del lema 4.2. Notemos que (11.5.13)
dice que, para cada £ la matriz de 2 x 2, {Ax (€ + n,)} es unitaria por ren--
glones. Pero esto es equivalente a que sea unitaria por columnas, _
X A+ )A€ 0) = b (B2.1)
-k=0,1 . -

Ahora sustituyendo (I1.5.7) en (B2.1) obtenemos:

Zz (;‘1{ hZoI, Zzﬁk("r' + ‘7)"_1:(7'58""""'6’”"""'""')) " =g,
v€EZ \. W1v'€ . .

Mirando esto como una identidad en desarrollos de series de Fourier podemos
concluir que

1 — i ot
£ 5 oy a0 < gf(,0).
=0,14'€

Escogiendo 7y = 0 y sumando sobre ¢ obtenemos (11.4.6) para ¥ = 0, ya que

f:e""’"" - {2 siy €22

=1 0 en otro caso

Analogamente, escogiendo n, = 3, multiplicando por €*"" y sumando sobre
g obtenemos (11.4.6) para 5= 1. '

Es tiempo de probar la ortonormalidad de {¢(z — v)),¢z directamente.
Para esto necesitamos una hipdtesis adicional.

Teorema I1.5.2. Supongamos

(11.5.15)

T

Ao(§) #0 para ¢ <

Entonces {¢(z — 7)),,cz es ortonormal.

Demostracion: Construimos una sucesién de funciones ; tal que {p;(z — v)}
es ortonormal, y tal que y; — ¢ en norma, en L? cuando j — oo. Para

50



.0 simplemente tomamos Po(§) = xl_*';l(f); Entonces {po(£ — 1)}152 es
ortonormal por el lema (11.5.1) porque (I1.5.4) tiene exactamente un término
no cero.

' Induchvamente definimos funclones @; por

7:(6) = 40 (3¢) s (39 (115.16) -

Pretendemos que {p;(z — 7)}1ez es ortonormal otra vez.
Esto se sigue de (I1.5.13) con j =k =0 y el lema L5.1. Puede deducirse
de:

pi(z) = Z ao('r)v,-n (22 - 7) (11.5.17)A

la cual es una transformada que no es de Founer, de (IL5.16) y (Il 4.2)."
Notemos que:

@i(€) = ( ,,Iil. Ao (2”"6)) Xy _gi-1 2i=y (€) (IL.5.18)

a fin de que @; — @ puntualmente, por (11.5.10),

Nos gustaria mostrar que ¢; — ¢ en norma L?. Esto serd suficiente
para completar la demostracion, porque el limite de la norma de conjun-
tos ortonormales es un conjunto ortonormal. Este es el punto clave de la
demostracién, donde las hipétesis no desaparecidas deben de ser usadas.

Segiin la férmula de Plancharel es suficiente mostrar que §; — @ en
norma en L? y puesto que tenemos convergencia puntual, nos gustaria usar
el teorema de la convergencia dominada. Notemos primero que ¢ € L? segiin
el teorema de Fatou, puesto que es el limite puntual de 3; y ||@]lz = 1. Asi
podemos usar un multiplo de § como un denominador. Comparando (11.5.18)
y (11.5.10) vemos que

¢i(k) = { sa-ig o lét < 271 (11.5.19)
en otro caso
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Pretendémos que @ esté acotada en [—1,1]. El punto es que @ es continua,

"y por (IL5.15) Ao(2-3€) # 0 para |E] < 3. Asi § no es vacio en [-3,4]'y
POl g = (it iel) . .o

-3.41
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I1.6 La receta.

Hasta ahora hemos indicado todos los principales pasos en la construccion,
pero hiemos dejado lo primero al tltimo. Necesitamos encontrar soluciones
efectivas a las identidades algebraicas (11.5.8), (11.5.13) y (I1.5.15). Hay varios
" accesos a este problema. Describimos uno que es debido a Ingrid Daubechies.
Buscamos soluciones con solamente un nimero finito de a(v) diferentes
de cero, lo que significa que A,(y) son polinomios trigonométricos. Esto
implica que la funcién escalar ¢ y el paquete de ondas ¢, tienen soporte
compacto. Esto puede ser visto. mds facilmente del procedimiento de iteracién
(11.3.7) y (11.3.8). Diremos que a(y) = 0, a menos que 4 € {0, N]; entonces
si f tiene soporte en [0, N], denotado por Sf. ‘
- Nos concentramos primero en encontrar la funcién Ag, la cual debe de
satisfacer tres condiciones

Ao(0) =1 (11.6.1)
{Ao(€)? + |Ao(€ + -;-)P =1 (i1.6.2)
Ad§)#0 para [€1< (116.3)

(Aqui (11.6.1) es (11.5.8), (11.6.2) es (I1.5.13) para j = k = 0 y (I1.6.3) es
(IL5.15)). Y, por supuesto, Ag debe ser de la forma
1

Aoe) = 3

Y ao(7)e*™™  (sumafinita) (1L6.4)
€2

Notemos que [Ao(£)|? es entonces de la misma forma.
Ahora ya sabemos una solucidn, a saber

Ag(§) = ‘% (1 + ez"“) = €™ cos w¢

lo cual produce los paquetes de ondas de Haar. Esta fue una estimacién poco
satisfactoria por que los paquetes de ondas no son continuos. Una manera de
crear continuidad y diferenciabilidad es tomar potencias de convolucién, o en
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“la transformada de Fourier tomar ﬁotenciu ordinarias. Asf estamos tentados
a probar que . '
» Aol€) = (e cosxe)"
para alguna N grande. Desafortunadamente (11.6.2) no se satisface amplia-
mente, pero podemos fijar esto. Notemos qile '

cosx ({ + %) = —senx{,
esto es porque :
|cos x¢|? + |cosx (£+ %) P=1.
" Ahora tomemos la identidad cos? 7£ +sen®x = 1 y elevada a la potencia

impar, asf: -

1

(cos2 €+ sgn’xf) ’
cos'® x€ + 5 cos® n£ sen®x¢ + 10 cos® € sen'x £ +

+ 10 cos* x£ sen®x€ + 5 cos® 7€ sen®r€ + sen'®x¢ .

Tomemos la primera mitad de términos para |Ag|?,
1Ao(€)P? = cos'® x€ + 5 cos® x€ sen?x¢ + 10 cos® 7€ sen*nf . (11.6.5)

Reemplazando £ por { + 1 en la segunda mitad de los términos, asi (11.6.2)
es automatica, y (I1.6.1), (11.6.3) son inmediatas. Esto da una receta para
producir |Ag|?, y el resto para tomar una raiz cuadrada de la forma (11.6.4).

Nos gustaria tomar los coeficientes ao(7) en (I11.6.4) como reales, para
producir una funcién escalar de valores reales (y también paquetes de ondas
con valores en los reales). Existe el teorema de F. Riez, que asegura que esto
es posible, la cual en este caso lo realizamos por prueba y error. Como:

|Ao(6)I?

cos® x¢ (cos‘ 7€ + 5cos? 7€ sen®xf + 10sen*n¢ )

cos® x¢ ((aos2 € ~ V10sen®x£)? + (5 +2V10) cos? 7€ sen? 1r£)
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Podemos tomar ‘ S
(e"" cos rf)a (cos’jlrf - V10sen?x¢ +iV5 + 2v/10 cos £ sen r{)
= .l. ehl’t + l)a [l -~ \/1_0 + 14 \/1—0 (ezm': + e-lm’z)]

. +21 /5 + 2\/_ 2m: -lmz)) . (“ 6. 6)

- lo cual es claramente de la forma (I11.6.4) con ao(-y) real y ao(-y) # 0 si y sélo
-1<€~v<4.

Para completar el argumento necesitamos encontrar A;(¢), también de la
forma (11.6.4), la cual satlsface :

Ao(§)

|41 (€) I’+|A1 (E+ )|’=1 _ (ne.7)
Ao (O TE) + 4o (€ + %) A e+ %)= 0 - (1168)

(Estas son las condiciones restantes de (I1.5.13)). Afortunadamente, esto
puede ser cumplido, solo tomando

Ay(§) = ¢ (Ao(f + %) (11.6.9)
lo cual es igual a poner: -
ai(€) = (-1)*ag (1 -¢) (11.6.10)

Entonces (I1.6.7) y (11.6.8) se sigue directamente de (11.6.2) y la periocidad
de Ap. Notemos también que ay() son de valores reales si ag(7) lo es.

La transformada de Fourier de 1, esta dada por (11.5.11), la cual ahora
es:

$1(6) = A, ( )HAo (2-%¢) (IL6.11)

j=2

55



con A, dada por (11.6.6) y A, por (11.6.9). Si queremos obtener el paquete ¢,,
antes que su transformada de Fourier, primero encontramos ) = ¢ iterando

el mapeo ‘ _ .
- Sf(x) =Y ao(1)f (22— ) - (I16.12)
¥
empezando con una f razonable, que satisfaga
- [r@)dz=1,
y entonces '
' ilz) = Yai(v)e(2z - ) - (1L6.13)

Hay una via alternativa para construir la funcion escalar que produce una
" base del paquete de ondas diferente. Tiene la ventaja de que requiere menos
algebra, pero la desventaja dé que los paquetes de ondas producidos no estan
soportidos.compactamente. Empezamos con la base de Haar de la funcién
escalar (o) cuya transformada de Fourier es ™¢(sen 7£/7£), y tomamios los
N productos de convoluciones

9 = X[0,1) * X[oa] * * ** * X[0,1] (N factores)
de tal suerte que
esen € N
gl = i Jitindiit. 3 .
§(6) (e pr )

Se puede ver que g € C¥-1, pero por supuesto hemos destruido la ortonor-
malidad de los trasladados por Z que teniamos para x[o,. Escribamos:

‘ 1/2
h(§) = (Z 19(¢ + k)l’)
keZ

y observamos que A es periédica y 0 < ¢; € h(€) < ¢; < oo. Entonces hemos
de tomar solamente

@(&) = 5()/h(6),
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y (11.5.4) es automatica, asi tenemos la ortonormalidad de {p(z — 7)}., ¢z
Notemos que §(0) = 1y §(v) = 0 para v # 0 asi $(0) = 1 como era requerido.
" ;Qué podemos decir sobre la identidad escalar? Bien, es cierta para g, es
decir
 §(6)=B(/2)3€/2) donde B(E) = (¢ cosne)”

tiene la forma requerida (I1.6.4). Entonces se sigue que.

P(6) = Ao(€/2)B(€/2) , donde  Ao(E) = B(E)A(E)/M(26).

Ahora Ay es periddica, con lo que débe tener la forma (11.6.4), pero lasuma
no es més grande que lo finito. Esto es donde perdemos el soporte compacto

de . En el otro sentido A es claramente suave, asf los coeficientes de Fourier

en (I1.6.4) deben rapidamente decrecer, lo que implica que ¢ es rapidamente
decreciente.

La construccién de A;(€) y la transformada de Fourier dél paquete de
ondas v, (¢) entonces procede via (11.6.9) y (11.6.11) como antes.
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ILT Suavidad de los paquetes de ondas.

" 3C6mo suavizar nuestros paquetes de ondas? Ya que las entendemos mejor
por el lado de la transformada de Fourier, usaremos el principio de decreci-
miento répido al infinito de ¢ que implica la suavidad de ¢ (Estableceremos
suavidad de la funcién escalar y pasarla a los wavelets via (11.6.13)). Por

. ejemplo, mostrar que:

1B < (1 + |g)~N" ¥ - (1L7.0)

implica que ¢ € CN. ;Cémo estableceremos (11.7.1)?
-Tenemos la representacién del producto infinito (11.5.10) la cual dice

#(6) = klc'_oll Ao (27%¢) _ (I.7.2)

y Ao es periédica. Puésto que cada factor no decrece rapido al infinito ;jPor
qué decreceria el producto? Esto es un misterio, el cual esta resuelto viéndolo
en el caso mas simple, Ao(€) = cos 7€, Entonces

H cos 2“’1r£ genzf -

I.7.3)
1 — (1L.7.3)

decae en razén O (|¢]71).

Para la mayoria de los ¢, los valores de cos 2~* ¢ llegaran a ser pequefios y
esto hace el producto (I1.7.3) pequeiio. Y para N grande se toma
€ = 2V, Por consiguiente cos2~*x¢ = +1 para k = 1,...,N, .. no de-
crece ripido al infinito, pero entonces cos2~V-1x¢ = 0 se aniquila. Podemos
intentar cuantificar esta linea de razonamiento pero no hay gran paga en
el resultado, por ejemplo, que sen 7 /7f = O (|£ |"/3), tomariamos (I1.7.3)
como punto de partida.

La expresion (I1.6.6) para Ag, o cualquiera de sus mas complicadas pri-
mas, contienen cosrf como un factor, muchas veces. Asi, $(£) contiene
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sen x{ /¢ como factor muchas veces, por consiguiente, esperamos decrecimien-
_ to. Desafortunadamente los otros factores crecen. Es miés ficil trabajar con
|Aol? dado por (11.6.5), si recordamos tomar la raiz cuadrada al final. Tene-
mos el caso especial considerando,

JA(€)]? = (cos x£)° (cos‘ x€ + 5 cos® x£ sen’xf + 10 sen‘w{) .

El primer factor produce decrecimiento O(|¢|~%). El segundo factor puede
ser escrito como 1 4 3 senx¢ + 6sen‘x¢ con lo que claramente tiene un valor
maximo de 10 en § = 1. Podemos obtener una estimacion tosca para la
razén de crecimiento producnda por el segundo factor, por la siguiente razén:
Si |¢] &~ 2V entonces serin aproximadamente N factores, donde 27*{¢| es
. .grande, as{ una cota superior para el producto es una constante 10V veces.
Pero 10V = [¢|” para a = log10/ log2 ~ 3.32. Asf, la razén de crecimiénto
es a lo mds O(|€[>32), asf la combinacién da O (|¢|~2%®%) para |B(£)]* por
tanto O (¢|-*) para $(¢). |

Esta es una aproximacién desilucionante. De acuerdo a (I1.7.1) es suﬁ-
ciente, solamente, mostrar que p es continua. Puede ser mejorada perono -
mucho. Para ver porque, consideramos § = 2V /3. Entonces para cada uno
de los N factores 27%¢ = 2V¥~*/3, 1 < k < N, tenemos:

1+ 3sen®2N~*x/3 4 6sen'2V*x/3=1+3 (\/5/2) +6 (\/5/2)‘ = 6.625

asi una minima cota inferior para o es log6.625/log2 lo cual produce
O (J€|~5%), como la ventaja éptima.

Si consideramos la familia del paquete de ondas, construido como lo es-
bozado en (IL.6), tendremos | Ag(£)f? escrito como el producto de potencias
més grandes y mds grandes de cos 7§ de mds y mds segundos factores com-
plicados. Asi tenemos decrecimiento mds rapido y crecimiento mds rdpido
en @(£). (Cudl ganancia? Bién, sucede que el decrecimiento gana por el
método, poco preciso, de estimacién del crecimiento que no es suficiente-
mente bueno para wmostrar ésto. El resultado final es que, para crear los
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: :'paqu'etes de onda de clase CV, necesitamos para llevar a cabo la construccién.
empezar con (cos? x€ + sen’x€)M = 1, para M sobre el orden de 5(N +1).
Esto significa, que hay un alto precio por pagar en términos de complejidad
(El dlgebra requerida para pasar de |Ao|? a Ay, por ejemplo). A fin de ganar
" ‘una cantidad moderada de uniformidad. ' : :
Mas recientémente, han sido encontradas mejores técnicas para estimar
1a uniformidad directamente, sin involucrar la transformada de Fourier.
Ademas de la uniformidad, otra propiedad importante de los paquetes de
ondas, es la anulacidn de las condiciqnes de momento

j ty(z)dz =0, k=0,1,....N (IL74)
las' cuales son éqﬁivalexigg a a anulacién de las transformada de Fourier de
orden superior en el origen '

d kA . . .
(d—f) @i(0)=0, k=0,1,...,N (IL7.5)

.~ En constraste con la uniformidad, sin embargo, es solamente el paquete de
ondas, no la funcién escalar la que disfruta de esta propiedad. El signifi-
cado de esta condicién, es que implica una forma débil de localizacién en la
frecuencia variable (la transformada de Fourier), ya que la transformada de
Fourier de ¥;(2/z — k) estd principalmente concentrada alrededor de valo-
res de |¢| sobre el orden de 2/. (Hay atin otra familia de paquetes de onda
en la cual la transformada de Fourier estd soportada en una region anular
a? < [€| € c;2%). Para nuestros paquetes de ondas se verifica (I1.7.5). De
(11.6.11) vemos que #; tiene un factor A, ((1/2)¢) y de (11.6.9) vemos que A,
en £ = 0 tiene el mismo orden cero que Agen § = % Pero Ay tiene un factor
de cos7f para el orden 3, en nuestro particular ejemplo, y en orden M si
empezamos con (cos? 7z + sen’m:)M = 1 en nuestra construccién. Notemos
que en general las condiciones (11.6.1) y (I1.6.2) implican que Ay (%) = 0,

mientras mas aplanemos Ap cerca de 0, més se anula cerca de %
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III - Anélisis de Multiresolucién.

HL1.A. Andlisis de multiresolucién y bases de paquetes aé onda
ortonormales.

En esta seccién, repasamos el analisis de multiresolucién, y mostramos
como bases ortonormales de paquetes de ondas pueden construirse partiendo
de un anélisis de multiresolucién. Ilustramos esta construccion con ejemplos.

La idea de andlisis de multiresolucién, es escribir funciones f de tipo L?
como un limite de aproximaciones sucesivas, cada una de las cuales es una
versién suavizada de f, con mds y mas funciones suaves concentradas. Las
aproximaciones sucesivas en consecuencia usan una resolucién diferente, de
donde el nombre de analisis de multiresolucién. Los esquemas de aproxima-
ciones sucesivas necesitan ser invariantes bajo translaciones. Especificando,
un analisis de multiresolucién consta de: T

(i) Una familia de subespacios cerrados encajados Vi, C L*(R),m € Z.

cecchche Ve (IIL1.1)
tal que
. - - g3
(i) 0, Vm =10}, U Vo=L*R), (I1L1.2)
y

(iii) f € Vi <= f(27) € Vi, ' (111.1.3)
ademads, hay una ¢ € Vj tal que, para toda m € 2, '

Smn(z) = 27™2p(2" ™z — n)

constituye una base sin restricciones (absoluta) para V;,, esto es
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(w) Vin = Espac:o lineal generado {@pn; 1 € Z} . (IILY14a) "
"y existen 0 < A < B < oo tales que, para toda {Cn)nen € L3(Z) -

A }: ICa? < ZC.¢.....II’ <BYIC.I? . (m 1 4b) '

Aq‘“ ¢mn(3) 2-m/3g 2"z — n).

~ Sea Py, 1a proyeccién ortogonal sobre V... Entonces de (IIL.1. l) (111.1.2)
se he,ng_ que m!_n‘rgw Pnf = f, para toda f € L}(R). La condicién (IIL.1.3)
asegura que las V,, corresponden a diferentes escalas, mientras que la inva-
~ rianza translacional f € V, — f(z - 2™n) € V,, para toda n € Z €s una
.. consecuencia de (IIL.1. 4)

Ejempl‘o IlI.I .1 Un ejemﬁlo' tipico es el siguiente. Tomamos los espacios V;,
de funciones constantes por pedazos

Vi = {f € L*(R): f constante en [2™n,2™(n+1)), Vne€ Z} .

Las condiciones (II1.1.1)-(I11.1.3) son claramente satisfechas.
Las proyecciones P, estan definidas por

L 2™ (n41)
P flgmnampniry) =277 /z"-u f(z)dz.

Las sucesivas P, f (cuando m decrece) corresponden a aproximaciones de f
en una escala cada vez mas fina. Finalmente, podemos escoger para ¢ la
funcién caracteristica del intervalo [0,1),

1, 0<z<1
#(z) = {0, en otro caso.

Claramente, ¢ € Vo y V.. = Espacio lineal generado {¢,,}.
En lo que sigue, revisaremos este ejemplo para ilustrar la construccién de

una base de] paquete de ondas ortonormal del analisis de multiresolucion.
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Notemos que, en vista de (111.1.3), Ia condicién (11L1.4a) puede ser reem-
. plazada por la condicién més débil

Vo = Espacio lineal generado {¢on] .

..Ademis por otro lado, sin perdida de generalidad, asumimos que las
¢on son ortonormales (Lo cual implica automaticamente que las ®mn’ SON
ortonormales para cada mn fija. .

Si las ¢o,. no son ortonormales al i lmcxar, ‘entonces se define ¢ por

N -1/2 -
(¢) (©) = C3(e) (Z|¢(£+2k1r)|’) < (I1L1.5)

(Donde asumimos lmphcltamente que ¢ decae suficientemente para hacer que
la suma infinita converja).
Se encuentra que

Espacio lineal generado {¢o,} = Espacio lineal generado {ox} ,

mientras que por otra parte, las ¢o,. son ortonormales.
Continua ejemplo (II1.1.1). En este caso las ¢, son ortonormales desde
el principio. Si definimos

Conl) = (s ) =27 [ f(2) b (IIL1.6)

entonces Pnf = ¥ Cpna(f)dmn. Veamos la diferencia entre P, f y la aproxi-
macidn siguiente Pp4y f. Puesto que:

Prmtin = % (dman + Smansr) ;

por consiguiente
Cm+ln(f) = '\%2" [Cmﬁn(f) + Cm2u+l(f)] N
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. Asi, se ve P41 f como una vergién promedio de Py, f, i.e:, como una apro)'(i:' _
_ miacién a escala mayor. La diferencia entre estas dos aproxnmamones sucesivas -
esté dada por

. me - Pm;HI = l 2 [Cm2n(f) - Cm1n+l(f)] .[éﬂm_ﬂn = ¢m2n+l] .

El hecho notable sobre esta expres:on es que puede ser escrito bajo una
forma. muy similar a (I1L1. 6)
 Se défine
, o 1, 0<z<l, o
() = d(22) —¢(2z 1) =3 1, L<z<l, (111.1.7)
) 0 en otro caso. ’

Entonces

' '(’mn(z) = 2"1"/3'.()(2—"'_1: - n) = ‘/— (¢m-l2n ¢m_‘12,‘.+|)‘ ' (III.1.8)

Qm-Hf = me - Pm+1f = deﬂn(f)'/’mﬂn ] . . (“1-1-9)

donde i
drniin(f) = (Pmian, f) = 7 [Crman(f) = Cmzntr (F)] -

iQué es lo notable de esto? Notemos primero, que (I11.1.7) para m fija,
Ymn son ortonormales. La descomposicién (111.1.9) es la expansién, con res-
pecto a una base ortonormal, de Q41 f, 1a proyeccién ortogonal de f sobre
W4t = PnL? = Pny1l?, i.e., sobre el complemento ortogonal de V,,;; en
Vin. El hecho sorprendente es que (111.1.9), los W, son también (como lo son
las V,,) generado por las translaciones y dilataciones ,,, de una sola funcién
¥. Una vez que ésto es entendido, es fdcil construir una base del paquete de
ondas (I1L1.1), (I11.1.2), W, L Voo y Viney = Vi, @ W,, implica que las W,
son todas mutuamente ortogonales, y que su suma directa es L?(R). Ya que
para cada m, el conjunto {¥m,:n € Z} constituye una base ortonormal para
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W, se sigue que toda la coleccién {¥mn:m,n € Z} es una base del paquete
.de ondas ortonormal para L3(R). :

En el ejemplo mtenor la funcién ¢ es solamente la funcién de Haar,
y €8 calro que 1as Y, constituyen una ba.se ortonormal. El ejemplo sin
embargo muestra como esta base puede ser construida de un annhsls de
multiresolucidn. T

Para un andlisis de mult:resoluclon, i.e., una familia de espacios Vj, una
funcién ¢ satisfaciendo (111.1.1)-(I11.1.4), definimos W,; como el comple-
‘mento ortdgonal (como en el ejemplo 111.1.1), en V,;,_;, de V,,,

Vi = Vi @ Wi, Wi L Vin. . (I11.10)
Equivalentemente A
Wi = QuI’(R) con  Qm=Pos—Pn. .. (ILLI11)
Se sigue inmediatamente que todas las W,,, son versiones escalonadas-de Wo,
f(z)eW,, & f@ z)eW, (111.1.12)

y que las W,, son espacios ortbgonales cuya suma es L}(R):

L*R)= @D W,.. (111.1.13)
' meZ
Porque de las propiedades (111.1.1)-(111.1.4) de los V,,, sucede que en W,
también (como en V;) existe un vector ¢ tal que su espacio lineal generado
' de translaciones enteras es Wy, i.e.,

Espacio lineal generado {$o} = Wo, (I11.1.14)

donde, como antes Y,,(z) = 2-™/2¢(2~™z — n) para m,n € Z.
Se sigue, de (111.1.12) que

Espacio lineal generado {¢;n} = Wi, YmezZ.

65



L L e ey R

Intuitivamente, puede ser entendida esta similitud entre Wy y V; por el
hecho de que V., es dos veces mas grande gque Vp, ya:-que V, estd gen-
erada por las translaciones enteras de una sola funcién $oo, mientras que
V., estd generada por las translaciones enteras de dos funciones, a saber
$-10 y ¢-11. Por lo tanto parece natural que el complemento ortogonal Wo
de Vo en V_; estd también generado por las translaciones enteras de una
sola funcién. Este argumento sefiala que puede ser hecho rigurosamente
_usando argumentos de representaciones de grupos (lo cual esta fuera del
tema de esta tesis). La sola prueba de existencia de una funcién ¢ que‘sa-
tisface (lll.1;l4) no seria suficiente .p?ua propositos practicos. Un anélisis
més detallado conduce al siguiente algoritmo para la construccién de y.
Aparte, partimos de una fuﬁcién ¢ tal que las ¢, son una base ortonor-
mal para V; (si necesariamente aplicamos (IIL.1.5)). Ya que ¢ € Vo C V_,

= Espacno lineal generado {¢(2z — n)} existe C, tal que
¢(z) =Y Cué(2z—n). (111.1.15)
Definimos entonces

Y(z) = Z( =1)" Cp16(2z + n). (111.1.16)

Las correspondientes ), constituirin una base ortonormal de Wy. Con-
secuentemente las y,,, para m fija, constituirin una base ortonormal de
Won. Se sigue entonces de (I1L1.12) que {$n:m,n € Z} constituye una
base ortonormal de los paquetes de onda para L*(R). Esto completa la
construccién explicita, en el caso general, de una base de paquete de ondas
ortonormal de un analisis de multiresolucidn.

Ejemplo (I11.1.1) Como ya notamos antes, las g, son ortonormales, en este
ejemplo, y
#(z) = ¢(2z) + ¢(2z — 1).
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Aplicando el tecn'proob (lu.i.s) y (111.1.6) entonces nos lléva a .
¥(z) = $(2z) - $(2z - 1)

loﬁque corresponde a (I11.1.7).

Observaciones.

1. Las funciones ¢, ¢ tienen todas las propiedades anteriores y necesa-
_ riamente satisfacen -

[#@)dz=0 Ty

y
[#(@)dz #0,

donde asumimos implicitamente que ¢, ¢ actuan suficientemente bién, para

que estas integrales tengan sentido (en todos los ejemplos de interés prictico .

¢ el :
Notamos también que la transicién (111.1.5) de ¢ a ¢, ortonormalizando
las ¢on, preserva

/ ¢(z)dz #£0.
2. Si se restringe al caso donde ¢ es una funcién real (como en el ejemplo

anterior), entonces ¢ estd determinada unicamente, adecuada a un signo, por
el requerimiento de que las ¢, son ortonormales. Entonces también se tiene

/ #(z)ds = +1;
fijaremos el signo de ¢, para que )
/ Hz)dz =1. (111.1.18)

En la préctica, podemos empezar toda la construccién escogiendo una
¢ apropiada, i.e., una funcién ¢ que satisfaga (II1.1.15) para alguna C,. A
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condicién de que ¢ sea razonable (suficiente, por ejemplo, que laréi; 16(¢ )| >0
y que Ez |6 (¢.+ 2kx) |? esté acotada), en el espacio lineal gen;mdo cerrado
- NE

Vin de las ¢, (m fija) entonces se satisfacen (lll.lLl)-(lll.lA) y. existe una .
base ortonormal asociada de paquetes de ondas. Dos ejemplos tipicos son:..

Ejemplo (IIL.1.2).

z, 0<z<1,
,¢(¢)'='{2—¢. 1<z<2,
. 0, en otro caso.

Esta es una:fun._cién lineal por pedazos; los espacios Vi, consisten de fun-
ciones lineales continuas por pédazos. Las C, estan dadas por

9(z) = 36(22) + d(2z 1) + 39(22 ~ 2)..

Ejemplo (IIL.1.8).

z3, 0<z<1,

_ ) —22*46r-3 1<2<2,

$@) =1 53— zy 1<z <3,
0, en otro caso.

Esta es una funcién cuadratica por pedazos; los espacios V,,, consisten de
funciones cuadraticas de clase C! por pedazos. Los C, estin dadas por

é(z) = %¢(2z) + §¢(2x -1)+ :-:-¢(2z -2)+ %4;(2: -3).

En estos dos iltimos ejemplos la correspondiente ) sera, respectivamente,
continua y lineal por pedazos, o clase C! y cuadratica por pedazos. Partiendo
de que son funciones definidas por pedazos uno puede, de hecho, construir
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bases ortonormales de paquetes de ondas con un nimero arbitrariamente
grande de derivadas continuas. Estas bases son las bases de Battle-Lemarié.

En estas construcciones la funcién inicial ¢ tien soporte compacto, pero
sus ¢y, no son ortogonales, como se ilustré en los dos ejemplos anteriores.
Por lo tanto se tiene que aplicar (II1.1.5) antes de usar (II1.1.15), (IIL.1.16);
la transicién ¢ — ¢ en (I11.1.5) lleva a una funcién con soporte no compacto
é en una de soporte no compacto . Tipicamente los paquetes de onda de
Battle-lemairé tienen decrecimiento exponencial. '

Vemos més adelante que, para la construccion de bases ortonormales de
paquetes de ondas soportados compisctamente, es mas natural partir de los
coeficientes C,que de la funcién ¢.

Hasta ahora nos hemos restringido a una dimensién. Es muy facnl sin
embargo, extender el Anilisis de Multnresolucnon a mas dimensiones. Como
mostraron R. Coifman y Y. Meyer, esta extensxon ya inherente en la primera
construccién por P.G. Lemairé y Y. Meyer de una base del paquete de ondas
n-dimensional. Se convierte en mucho mds transparente, desde el punto de
vista del Analisis de Multiresolucién. Ilustramos esto para dos dimensiones.
El caso de n dimensiones, n arbitraria, completamente similar. Asumimos
que disponemos de un Analisis de Multiresolucién unidimensional, i.e., te-
nemos una escalera de espacios Vi, y funciones ¢ 3 que satisfacen (IIL.1.1)-
(I11.1.4) y (111.1.14), donde asumimos que ¢o, ¥ Yon son ortonormales. De-
finimos V, = V,, ® V; V,, define una escalera de subespacios de L?*(R),
satisfaciendo (I11.1.1), y equivalente para R? de (II1.1.2). Més atin, (111.1.3)
se cumple, y si definimos

(21, 22) = ¢(z1)d(22),

entonces esta funcién 2-dimensional satisface el analogo de (I11.1.4):

V. = Espacio lineal generado {®,,,:n € Z?}
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donde &,,, esti definida por

2@ (2721 — my, 27" 25 — 1)

Sy (zl)¢mnz (3'2) .

¢mn(-'l'l ’ 32)

Notemos que se usa la misma dilatacién para ambos argumentos. Por la.
definicién (111.1.10) de W, encontramos inmediatamente que

vm-l = vm ® [(Vm ® wm) @ (Wm @Vm) <] (Wm (5] Wm)] .

Esto implica que una base ortonormial para el complemento ortogonal W,,
~ de V,, en V,,_; esta dado por las funciones

¢mn; '/"mnz [ '/’mru ¢mng [ 'l’mm '/’mm H ny,n; € Y/
o equiva]entement.e, para los paquetes de onda 2-dimensionales W’ :
V(a1 22) = 2704 (2721 — 3,27 ™2a —ma) ,  (IILL19)

donde £=1,2,3;n€ 2%y

Vi(21,22) = $(1)9(a) (I_II.1.20)
V(21 22) = Y(z1)$(22) (111.1.21)
(21, 22) = Y(21)9(2a) (111.1.22)

Se sigue que las W¢,,, £ = 1,2,3; m € Z, n € Z? constituyen una base
ortonormal de los paquetes de onda para L?(R?).

La construcciéon anterior muestra como cualquier andlisis de multiresolu-
cidn, més la base del paquete de ondas asociado, en una dimensién, puede
ser extendido a d dimensiones.
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II1.1.B El esquema de pirdmide laplaciana de P. Burt y E. Edelson.

En esta seccion repasamos algunos aspectos relevantes, para el presente
_ trabajo, del algoritmo de Burt y Adelson para la descomposicién y recon-
struccidn de iméigenes. - ’

" Uno de los objetivos de un esquema de descomposicién para imégenes, es
eliminar la muy alta correlacién que existe entre puntos de imagen cercanos,.
a fin de lograi' la compresion de datos. Muchos esquemas diferentes, han sido
propuestos para lograr esto. Tipicamente, usan un método de prediccidn,

ven el cual el valor en un punto de imagen eété_predicho (por un promedio
ponderado) de otro previamente codificado o'puntos de imagen cercanos y
solamente la diferencia entre el actual valor del punto de imagen y el valor’
predicho es codificado. Es mas natural usar los puntos de imagen cercanos
para prediccién que conducird a una prediccion mas exacta (y por tanto una
mas grande compresién de datos), pero es més dificil de implementar, que
el esquema de prediccién causal, que solamente usa puntos de ima.geh pre-
viamente codificado. El esquema propuesto por Burt y Adelson combina la
facilidad del cdlculo de un esquema causal con la ventaja y elegancia de un
esquema no casual. El resultado es “...una técnica para codificar imagenes en
la cual se usan operadores locales de muchas escalas, pero de formas idénticas
como base de funciones”. La analogia con el analisis de multiresolucién es
evidente de esta cita.

Las imdgenes son dos-dimensionales, y el esquema de piramide laplaciana
es un algoritmo dos-dimensional. Por simplicidad, el examen de mas adelante
sera restringuido a una dimensién. Mas aiin, los esquemas dos-dimensionales
pueden ser obtenidos (por razones de simplicidad) como un producto tenso-
rial de los esquemas uni-dimensionales.

Las datos originales (uni-dimensionales) pueden ser representados como
una sucesion de niimeros reales {C,} ¢z, representa los valores de puntos de

imagen. Por conveniencia, damos la sucesién de indice cero: C% = C,. La
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. idea principal es descdmponer C? en sucesiones diferentes correspondientes
a distintos rangos de frecuencia de C°. El nivel mis alto, con solamente el
alto contenido de frecuencia de C?, es obtenido calculando 1a diferencia entre
C® y una version borrosa €°. El residuo, i.e., la versién borrada, contiene
solamente frecuencias espaciales mas bajas, y puede por tanto ser probada
maés facilmente que C° en sf misma, sin perdida de informacién. El algoritmo
__ dela pirdmide laplwimé provee un elegante y ficil esquema para hacer todo
ésto. Todo el proceso es repetido varias veces para lograr la descomposicién
deseada. : o
Principia por transformar la sucesién C°® en una sucesién C! segiin el
significado de un operador el cual promedia y diezma:

C} = Y w(z - 2k)C? (I11.1.23)

Los coeficientes considerados w(n) son siempre reales; son escogidos para
ser simétricos y normalizados, i.e.,

w(n) =w(-n), Y w(n)=1 (111.1.24)

También se requiere que satisfagan una “Condicién de igual contribucién”,
condicionando el que la suma de todas las contribuciones de un nodo n dado

es independiente de n, i.e., todos los nodos contribuyen con lo mismo:
3 w(n — 2k)
k

es independiénte de n.
Esto puede se escrito como:

S w(@2r) =Y w(2n+1). (111.1.25)

Regresaremos mas adelante al significado matematico de este requeri-
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miento. Consideremos lo siguiente:

w(n) = 0 si |n|1> 2i .
n) = w(-2)=1-la ' ~
w(0) = e

donde a puede tomar los valores .6,.5,.4, 3. ‘

La sucesién C* juega un doble papel: Servird como la sucesién de entrada
(el lugar de C°) para el siguiente nivel de la pirdmide, y es también un paso
intermedio para el célculo de la versién borrosa C° bh.'ra. ser substraida de
C°. (Notemos que no podemos tener C?, en si mismo, como esta versién -
borrosa: C? y C® “viven” sobre diferentes escalas). Sean

o= Y w(n — 2k)C}, ' (111.1.27)
€2 =Y i(n, 0)C?, o
4
donde
B(n, ) = 3 w(n — 2k)w(l - 2k). (111.1.28)

Notemos que esto no define totalmente una convolucién; de (‘111.1.28) se
‘ve que ©(n, £) = W(n — 2,£ — 2), pero W(n,£) # @(n — 1,£ — 1) en general.
La sucesion C° es claramente una versién borrosa de C°, entonces se define
la diferencia d°, como:
&=C0-C0. (111.1.29)
Conociendo esta sucesion diferencia, es suficiente reconstruir el dato C°,
ya que:

Ch=dd+ ) w(n-2k)C}.
)

El proceso completo se repite. De C? se calcula C? y €, d! es la diferencia

C'-C, etc.
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Una notacién-mds condensada para todo lo anterior es la siguiente. Se =~ °
define el operador )
- CF:(Z) - 8(2)

(F para filtro) como

(Fa), = Y w(n - 2k)as. | (111.1.30)
Entonces (II1.1.23), (I11.1.27) yn(lll.l.29) se convierten en :
- C' = FC°, o (111'.1.3i)
G0 = FCl = FFC°, (I11.1.32)
P=C'-C"=1-FF)C. (111.1.33)

Aqui usamos la notacién estandar F* para el adjunto del operador aco-
tado F. Notese que asumimos que: C° € £3(Z), o en términos de andlisis
de sefial, que la sucesién de datos C° tien energia finita: (C° = {C},
el < ).

La descomposicidn total consta de L pasos consecutivos,
C'=FCc™ t=1,...,L, (111.1.34)

M= ¢ - FCt = (1- F'F)C*

De las sucesiones d°,...,dL~?, CL entonces C° se reconstruye recursiva-
mente por:
CH' =d" 4 PO (111.1.35)

En cada paso, de la descomposicién (I11.1.34) asi como de la recon-
struccién (I11.1.35) se utilizan los mismos coeficientes, y todas las operaciones
involucradas son directas y lineales (No resuelve sistemas de ecuaciones com-
plicadas). Esto hace a este algoritmo muy facil de implemetar. El aspecto de
reduccién del operador F, reduce el nimero de entradas de C* por un factor
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de 2 en cada paso, hace todo el algoritmo de descomposicién tan répido como
la transformada de Fourier. . s

_ Sea N el niimero total de entradas no cero en C° Entonces el nimero
~ total de entradas en d°,...,dl!,CL es

‘N4 N/2+--+ Nf2b? 4 Nj2b =2N (1-2707)

Después de la- descomposicién de. la pirdmide laplak:'iam'z hay un gran
nimero de entradas (casi dos tantos) como en la sucesién de datos original.
" Sin embargo, sucede que la descomposicién de datos, puede ser grandemente
abreviada. El efecto neto, es sin embargo, una compresién apreciable de
datos. No investigaremos esto aqui, sin embargo, notemos que el incremento
del niimero de entradas esti menos marcado en 2 dimensiones (un factor de
fen  lugarde 2), . . .
La similitud entre el algont.mo de la pirdmide laplaciana y un analisis
_ de multiresolucién es ahora clara. En ambas aproximaciones, los datos (una
funcidn en analisis del multiresolucidn, y una sucesién en la pirdmide ]apla-'
ciana) son descompuestos en una pirdmide de aproximaciones, correspondi-
entes a menos y menos detalles, Ademds se calculan las diferencias entre
cada dos aproximaciones sucesivas (corresponde a la descomposicién del pa-
quete de ondas en el anélisis del multiresolucién). Sin embargo es también
claro que los esquemas son totalmente diferentes en los detalles del cilculo
de ia descomposicién. El algoritmo desarrollado por S. Mallat, descrito en
la siguiente seccidn, recuerda las caracteristicas atractivas del esquema de la
pirdmide laplaciana, sin embargo, es mucho mids cercano el analisis descrito
en la seccién (IIL1.A).

Los coeficientes filtro w(n), o equivalentemente el operador filtro F), estin
asociados con “funciones de peso equivalente”. Solamente el limite de es-
tas funciones sera relevante para nosotros; concluimos esta seccién con su
definicidn y unas cuantas de sus propiedades. Puede preguntarse que clase

de sucesién de entrada C?, correspondiente a la sucesién “mas simple” de
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déscomposicién. jie,parad® = ... =dl"!' =0y (CL);, = 6po. La respuestav
es obviamente (por el uso del algoritmo de reconstruccién).

C"%(F‘)"e, -~ (I11.1.36)

" donde e es la siicesion e, = 6np. Si, por ejemplo, L = 1, entonces las entradas
de C° son exactamente w(n). .

Ya que cualquier sucesién puede ser considerada como una suma de ver-
siones transladadas de e, la sucesion C® = (F*)L'e da el bloque de cons-. .
truccién basico para el subespacio (F*)* £3(Z), i.e., para las sucesiones com-
" ponentes de nivel L. Es por tanto importante que estas sucesiones' C° no
se hagan enredadas, para L sufientemente grandes. Se puede hacer una
representacién grifica de C° definida por (111.1.36), para L's sucesivas. Re-
presentamos la sucesion e, por un histograma, con valor 1 para —% <z< %,
y cero en otro caso. La sucesion F*e “vive” sobre una escala 2 veces mds
pequefia, y por tanto sera representada por un histograma cuya anchura es L
sus amplitudes diferentes estds dadas por 2(F*e)n = 2w(n). Similarmente,
(F*)e esté representado por un histograma cuya anchura 2-¢, las ampli-
tudes sucesivas estan dadas por 2! ((F‘)‘e) n. Se introduce el factor dos en
cada paso para prépositos de normalizacién: El drea bajo el histograma
siempre es 1. Hay una convergencia muy répida de estos histogramas hacia
una “buena” funcién. Esta caracteristica sorprendente es debida en gran
parte, a la forma especial (I11.1.26) de los coeficientes w(n) y en particular,
la condicién (I11.1.25). El siguiente argumento muestra el porque. La “re-
presentacion” de e es la funcién caracteristica del intervalo [—-%, %), la cual
denotamos por hg.

Las representaciones hy, h; de F*e, (F*)?e respectivamente, estin dadas
por

1
hy(z) =2 ;“"(")X(—nn.uq (1' - 5") (I11.1.37)
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ha(z) = 4 T w(n) [2 w(m)X(-1/81/8) (z —gn- Zm)] . (HL1.38)
Para hacer la transicién de hj—y a h;.

- (i) dividir h;_,, en una funcidn escalén, con anchura del orden 2-U-"), en
sus 'comﬁonentes: o

hjy = z*:“.v‘—I.EX[z-(:‘-x)(k..;/z),z-(:'—l)(k.n/z)) (I11.1.39)

(ii) reemplazar cada componente por una versién de h, apropiadamente
escalonada y recentrada:

Xprin gy a-imeng) — h(272 - k) =
= 2E":w(n)xl_|/4,1/.) (25":1: -k - %n) .
(ili) sumar completamente:
hj(z) =2 zk: a1k ; W(N)X[2-3(2k4n—1/2)2-3 @k+n+141/2)) -
Luego de lo anterior, se define:
hj=Tihjsy o k=TT, Tiho (111.1.40)
donde |
(ﬁf ) (z)=2 ; Zﬂ: w(n) (X[z-m(k-:/z).z—m(k+1/z))f ) :

(22— 27 (k +n)) (111.1.41)

El algoritmo iterativo (111.1.40), (111.1.41) es extremadamente facil para
implementarse numéricamente.
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Las h; pueden, sin embargo, ser diferentemente escritas. Regresemos a . .
las expresiones (111.1.36), (I11.1.37) para A; y h_,. Estas pueden ser escritas

como:

| hy(z) = 23 w(n)ho(2z —n), (I11.1.42)
hy(z)=4 Ew(n) Ew(m)xl_m 1/4) (2:: -n- lm) 2 Zw(n)h,(2z—n) .
(I11.1.43)
. Esto sugiere que . o
ki = Th,-; = =.Tjho - (1I1.1.44)
" donde '
(Tf(z) = 2Zw(n)f(2z -n).. (111.1.45)

_ El siguiente aréumento muestra que (II1.1.44) es cierto:
(Tf'tf) (z) =4 E w(m)w(n) - ; (X[z-m(k-1/2).2-u1(k+1/2))f) -
mn .
(12 -2m -2 (n+ k),
('f'm Tf ) (z) = 4 Y w(m)w(n) 3 Xpz-t(k-1/2)2-4k+1/2)) (23 -2~ (n+ k)) .
mn ry
J (4: -—m-2"(n 4 Ic)) .
Sustituyendo k = &’ + 2~'m en esta tltima suma, encontramos que:
(TmTf ) (2) =43 wim)w(n) Y [X[z—l(»'-l/z).z-t(k'ﬂ/z))'
) mn k'
(2 -27n +¥)-m) -f (42 - 2m - 27 (n 4 ¥))] = TTef(2).
Puesto que (ver (I11.1.42) y (I11.1.43)) ky = Thy, h; = T?hy, se sigue que:

hj = T;.. Tah,
= T;..-TaTh,

t
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= Ty BTThhy
= Ty...TTTiTike
= o= TTy - Tiho
Thj,

lo cual prueba (Ill 1.44). .

Tenemos asi dos manera dlstmtas, (IIL.1.44) y (Ill 1.40), para calcular h;.

" Observemos que, al menos para alguna eleccién de los w(n), la funcién h;
converge, cuando j — o0, a una “buena” funcién hy. Para.125 < a < .6251a -
funcién A, es continua, tiene soporte compacto, y la convergencia h; — h

" es uniforme. Por el momento aceptaremos estos hechos.

Las dos férmulas (111.1.40) y (II1.1.44) son extremadamente tiles para el
estudio y demostracion de esta convergencia. La construccién de
‘hoo = Jl_l‘rg k; usando (I11.1.40) tiene la siguiente propied_a.d de localizacién.
Para calcular el valor hj,1(z) la recursion hjy, = Tjh; usa solamente valores
h;(y) para |y — z} < 279~}(N +1), donde suponemos w(n) = 0 para n > 2N.
Consecuentemente, el valor de h.(z) puede ser calculado usando solamente
los valores de hj(y) para |y — =] < 279(N +1).

Al incrementar j se obtiene un acercamiento a la construccidn grafica.
Esto es extremadamente 1til cuando se quiere enfocar los detalles del com-
portamiento de h,. Esta propiedad de localizacién no estd presente en
(I11.1.14). La férmula hj(x) = (Th;-,)(z) usa valores de h;_, en puntos
que estén a una distancia fija unos de otros (i.e., 2z,2(z + 1),2(z £ 1),...),
independientemente del tamafio de j. La utilidad de (I1.1.44) por tanto no es
“grifica”. Sin embargo, esta fSrmula menos local, serd mds 1itil en pruebas
de convergencia de k;, y de continuidad de k., etc.

Introduciendo transformadas de Fourier (I11.1.45) puede reescribirse como:

T ©=w(5¢)/ (3)
ESTA TESIS NO DESE
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donde W(¢) = Zw(n)e"" .
Consecuentemente, de (I11.1 45), se obtiene

o ¢ ) e ’
) = @ [q W(z-"s)] ey

Cuando ¢ - 00, esto converge, puntualmente a’
hoo(€) = (2m)™* TT W (27%€)
j=1

" probando que este producto infinito tiene sentido. ' .

(Sucede que, para w(n) como en (II1.1.26), la convei‘genciu he — he
se cumple a todos los espacios LP, 1 € p < o0). Porque de la restriccién
. ,(Ill 1.25), se encuentra que W(£) es divisible por (1 + €¥);

W(¢) =2 (1 +¢%) Q(€) = e%/? cos -EQ(E)

Combinando esto con ‘ v
= , sen§
Hcos 27) = —
Heos (27%) = =
encontramos que:

ho(f) = (2) 72 ] fle().
J!

La restriccion (I11.1.25) produce un factor C"‘ en hoo, i.e., da una regu-
laridad en h,,. Sin esta restriccion, el procedimiento grafico, puede producir
funciones h,, bastante horribles (Un fractal). De hecho, para (I11.1.26), se
encuentra un factor cos 3,-{:

W) = (oos %E)z [(Sa —3) + 4(1 ~ 2a)(cos %E)’] .
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* Utilizando una técnica de estimacion, debida a P. Tchamitchian, se halla .

"‘que o
[Roo(€)] S € (14 [g[)~2+1o8s Imanitise=al (111.1.46)

Para .125 < a < .625, implica que Ao, es continua. Para a = 2 = .375, el
decaimiento de ‘l;,, es igual de fuerte: SR

(il

0
Fof€)

e

En este caso, h., es una convolucién de orden 4 de Xfo, 1) consigo mlsma,
- por lo que resulta ser una funcién C*-*.

La observacion anterior muestra que la restriccion sobre los w(n), corres-
ponde a la divisibilidad de W(¢) por (1 + €€), que resulta en la regularidad
de hg. ’

Esto concluye nuestra revision al esquema de la pirdmide laplaciar;a. Lo
anterior no es una revisién completa; solamente se muestran aspectos rele-
vantes.
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